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I'maBa 1

YBOI

1.1 V¥YBosxg

Ynorpeba BjepOBATHOCHWX METOJA Y JJAUCKPETHO] MATEMATHIM j€ [OYesIa
mejeceTux TOAMHA MPOIIOr BHjeKa 3axBasbyjyhm pamosmma [loma Epperra.
Nneja je 6muma ga, ako KeIMMO & JOKAXKEMO 13 IMOCTOjH CTPYKTypa Koja
3a/10BOJbABA HEKE OCOOMHE, JIOBOJBHO j€ Jia JOKAXKEMO Jia CJIydajHO u3abpaHa
CTPYKTypa 3a/I0BO/baBa TPayKeHe OCOOMHE, TPW YeMy BjepPOBATHOCHHU TTPOCTOP
KOHCTDYHWIIIEMO Ha HaMa MOBOJbaH HauMH. Vako je maeja jemHOCTaBHA, Y HEKIM
mpobaeMuMa je moBesia A0 TPeHyTHO Hajdomux moryhmx pesymarara. Taxo cy,
Ha mpuMjep, Hajbosbe M0 cajma mo3Hare omjeHe 3a Pem3sujeBe OpojeBe mobmjere
BjEPOBATHOCHUM METO/IOM.

Y06p30 ce jaBUJIO WHTEPECOBAME 32 OCOOMHE TAKO JOOWjEHUX BjePOBATHOCHUX
CTPYKTYypa, IITO je M0BEJO [0 MocMaTpama ciaydajuunx rpadosa. Ilpeu momen
koju je mpoyuasan je G(n,M), momen y xome Oupamo ciydajad rpad ca n
qBopoBa m M rpaHa, mpu Uemy Cy cBU rpadoBH jemIHAKO BjepoBaTHu. llpm
TOMe, 3a Jary ocobuny rpada ce muramo 3a Koje M je BjepoBarHoha ma rpad
3a10BOJbABA ATy 0cobuHy Benmka. MehyTum, ncnocrasuso ce 1a je oBaj Moaes
JOCTa TeKaK 3a TpOoydaBaibe, Ma je 3aMjemeH ApyruM mogmenoM, Epmern-Penju
mozesioM G(n,p) y KOMe CBaKy IpaHy OHpaMoO Ca BjepOBAaTHONOM p, HE3ABUCHO
on apyrux. Kakoy G(n,p) 6poj rpana uma GMHOMHY PACIIOJjesry Bi((g),p) KOja
j€ KOHIIEHTPHUCAHA OKO CBOTA OYEKUBAHa, TO Cy Ta JIBA MOJEJIA JaKO CIAUIHA Kala
je M ~ n?p/2, rako na je sehuna TBphema nokasupana y moneny G(n,p), naxko
Cy MaTeMaTH4Yapu y CTBAPHOCTH OWJIM 3aMHTepecoBanu 3a Moznen G(n, M).
[IpupomHo ce mocTaB/ba MHUTAE A JIU, 33 JaTy ocobuuy P, moctoju yHKIHTja
p* = p*(n) raksa 1a, ako je p < p* ouna G(n,p) He 3a10B0/baBa P ca BeJIMKOM
BjepoBarHolioM, a ako je p > p*, onga G(n,p) 3amoBosbaBa P ca BeJUKOM
BjepoBaraHohoMm. Ako Ta (yHKIEja [IOCTOjH, Tala Ce OHA Ha3uBa (PYHKIHUja
mpara. WcrnocTtasiba ce Ja 3a BEIWKY KJIacy ocoOMHa TakBa (bYHKIIHjA MOCTOjU
7 jeJHO OJ TJIABHMX NHTamha je Tpaxkere (yHKIMje mpara 3a ocoouny P.
BpemenowM cy spyam modenu Ja TOCMATPAjy pa3He AUCKPETHE CIydajHe CTPYK-



Type, LIpu 4eMmy cy OHe 4decro cjbeneher obsimka. Mmamo Heku mnosasuu ckyir )
KOj¥ je KOHaYaH ¥ OMpamo TOACKYT S TaKO IMITO CBAKN eJeMeHT U3 ) yKIbYUy-
jeMo y S ca HEKOM BjepOBaTHONOM, HE3ABUCHO O OCTAJIUX €JIEMEHATA.

Junuan u Memynam cy y [1] npengoxuim Mones CiydajHOr CUMILIUIU]ATHOD
KoMmIIekca aumensuje d, Y, , 4, ca ckymoMm usoposa {1,...,n} opu demy Y €
Yy p,d CaJIp?KH CBe CUMILIEKCe JUMeH3Hje Mambe o1 d, a cBaku d CUMILJIEKC bupamMo
ca BjepoBaTHONOM P HE3aBUCHO jeIaH O APYTOra.

Je/iHO 071 OCHOBHMX THMTaha BE3AHUX 3a CUMILIMIIAjaIHEe KOMILJIEKCe je KaKo M3-
rjie/la XOMOJIOTHja JIaTOr KOMILJIEKCA. ¥ OBOM paJiy IOCMATPaMO XOMOJIOMIKY
IMOBE3AHOCT W XOMOJIOIIKY JUMEH3Ujy CJIYYajHOI CHUMILTUIIA]AJTHOT KOMILJIEKCA
y Jlunmas-MewynamoBom mogeny, 1j. wunrepecyje Hac kaxa Hy—1(Y,G) un
H,(Y,G) necrajy.

Ha npBo nmutame cy oxrosop nanm Jluanan u Memynam y pany [1], y caygajy
kaga je d = 2 u G = Fy, a Memynam u Banax cy y [2] vamin dyHKImjy mpara
3a Hecrajame Hy_1(Y, @) 3a cBako d > 2 u 6o kojy koHauny rpymy G.

Kaz je pujeu o necrajamwy ropmwe xomouoruje, Kozsos je y |[3| mokazao na je
1/n dbyakuuja npara caydajy kaga je G KOHAYHA rpyTma.

Jeman o1 70BO/BHUX yCJTOBA 32 HECTAjAhE MOPHE XOMOJIOTH]E jé KOJIATCHOUTHOCT
rkommiaexca. Y [4] u [5] ce pasmarpa KOJANCHOUTHOCT ABOAUMEH3HOHAIHOL
KOMILJIEKCa, M JIOKa3yje 12 je (yHKImja mpara n~ !, IITO HOIpaB/ba PE3yITaT
KozmoBa, jep mam maje ma 3a IpOM3BObHY T'PYIY TOPHA XOMOJIOTHja HECTaje
ucnoz, GyHKI@je nmpara 3a Hpou3BosbHy rpyiy G.

Y 6] Apowumrram, JIunwnai, JIyzak u Memynam cy mokazann na je dbyHKIuja
npara 3a KojancubmaaocT d Kommaekca n~!. CeM Tora, OHH pa3MaTpajy U IITa
ce JlellIaBa Ha CPAHUIM, Tj. IIITA Ce JelaBa Ca BjepOBATHONOM /1a KOMILIEKC Oy/1e
KoJtancubuian 3a p = ¢/n.

1.2 IlojmoBu m neduHHUIAjE

OcHOBHE MOjMOBE IIONYT CUMILIEKCA, CUMILIMIM]aJIHOI KOMILIEKCA, JIAHIA,
KOJIAHTIA UM XOMOJIOIIKE rpyme HeheMo meduHumcaTn.

Kako cy ocobume Koje Hac 3aHMMAajy KOMOMHATOpPHE, TO NE€MO CHMILIHIINA-
JATTHM KOMIIJIEKC €A 7 YBOPOBA TIOCMATPATH Kao (hbaMujmjy MOACKYIOBA CKyTa
{1,...,n}, 3aTBOpEHY 3a y3UMame MOJICKYIIA.

Ca Ay 03HaIABAMO CHUMILIEKC nuMen3uje k + 1. 3a JaTh CHMILIAIHjaTHA KOM-
wieke Y ca Y (k) osmauaBaMo ckyn cBux crpana gumensuje k, a ca fr 6poj
TAKBHX CTPaHA.

Cewm Tora, ca Ci,(Y), C*(Y) o3HauaBaMo CKyll CBUX IMKJIyca U KOUUKIyca (pe-
CeKTUBHO) ca KoeduimjenTuMa u3 Heke (ymampujen 3amare) rpyne G. Ca
O : Cp(Y) = Cp_1(Y) mdy : CH(Y) — CF(Y) o3mauaBamo rpanwdnn u
KO-TPAHUYIHHU OIIEPATOP.

Axo je Y d—auMeH3MOHAIHN CUMILIMIIUjATHUA KOMILIEKC, 3a (d — 1)—cumuiiekc
T, cmenen on T dy (7) je 6poj d cumuuiekca o Y Koju caupke 7.

Ca A(Y) o3HauaBaMO MaKCHMAJIAH CTETeH.



3a meuje (d — 1)—crpane kaxkemo na Cy CycjemHe, ako HOCTOju d—cTpaHa
KOja campxku o0je, TOK 3a JBHUje d—CTpaHe Cy CyCjelHe, aKO CAJApPIKEe HUCTY
(d — 1)—crpany.

Heka je Gy rpad y kome cy 4BOpOBU d—AMMEH3MOHU CUMILIEKCH KOMILIEKCA Y,
[IPU 9€eMy je 01,09 TPAHa aKO Cy 01 U 02 CyCjeHU. 3a KOMILIEKC KayKeMo Ja je
jaxo nosezan ako je rpad Gg 1OBE3aH.

Vnaswenocr n3meljy mBa d—cummniekca oy, og, dy (01, 02) AedrHAITIEMO KA0 YIAITI-
jenoct y rpady Gy .

ITocmarpajyhu rpad GY y xome cy uBopoBu (d — 1)—cumiueren u3 Y, a aBa
9BOpA Ty, To Cy CYCj€HU aKO Cy CTPAHE T1, Ty CYCjeHe, NeUHUIIEMO YIATBEHOCT
usmely (d — 1)—crpana dy (71, 72) kao ynamenocr y rpaby G .

Heka cy S n D d—auMeH3WOHAIHN CHMIITHIIN]ATHI KOMIIJIEKCH.
Cumnauyujasna umepsuja g : S & D je dyuxmmja g : V(S) — V(D) koja
MIPeC/INKaBa CKYIl YBOPOBA KOMILIEKca S y CKyIl YBOpOBa Komiuiekca D, Koja
3a/10BoJbaBa ciaenehe ocobune

(i) Ako je 0 = {wo,v1,...,v4} € S(d) d—cummnerc y S, Tana je f(o) =
{g(v0),-..,9(vq)} d—cummmerc y D.

(ii) Axo cy o1, o9 aBa pasauuuTa d—cumimiekca y S, raga cy u f(o1), f(o2)
JBa, pa3mnauTa d—CcuMILTekca y D.

Cumnaivyujarro yaazare g @ S < D je WIHEKTUBHO MpECIUKaBarmbe Koje je
CUMILIMIMAjAJTHA UMEP3uja.

Axo nocroju cumimuujanHo ynaramwe (uMepsuja) komiuviekca Sy D, onpa
KarkeMo JIa KOMILIEKC S momyinTa ynarame (uMep3ujy) v D.

Cewm Tora, ako mocroju yaaramwe Sy D kaxkemo ga D camgpxku S.

Heka je Y konauan d auMeH3WOHATHW CUMILTAINAjaTHU KOMIiekc. Crpana
mgumesnje d — 1 ce Ha3WBa CJIOOOTHOM AKO jeé MHIMAEHTHA CA CaMO jeIHOM d-
crpanom. Cowmano, d—crpaHa je cj000HA AKO CaJAPKU 0ap jelaHy ciaobomny
(d — 1)—crpany. Cumniuyujasnu Koaanc je omepannja KOjoM of KOMIIeKca Y
nobujamo komiuieke R(Y') tako mTo uzbanumo cse cioboaue d—crpaHe.

OBy omepanujy MOXKeMO Ja TPUMjEHnyjeMO Ta/be, TAKO Ja A00MjaMO HU3 KOM-
wrekca R;(Y), mpu gemy je Ro(Y) =Y, Ri11(Y) = R(R;(Y)).

Kako je Y komadan cuMITANEjaIaH KOMILIEKC, MOXKE Ce€ TEeCUTH [1a 33 HEKO i
komiieke R;(Y) 6yae qumensuje d—1 1y TOM cilydajy Kaskemo Ja je KOMIUIEKC
Y xoaancubuaaH. Y CyIpOTHOM TOCOT)H § TAKO /13 d—IMMEH3MOHAHA KOMILIEKC
R;(Y) mema ciobonuux crpama. Taga 3a cako j > i umamo R;(Y) = R;(Y) u
y ToM ciydajy pedunumniemo koMieke Ro (V) = R;(Y). Kommneke Roo(Y) je
KoHayaH d—KOMILIEKC TakaB 1a je cBaka (d — 1)—crpana crenena 0 uiau Gap 2.
Yuctr KOMILTEKC KOju HEMa CJI000IHUX CTPAHA HA3HBAMO je32DOo.

MwuHnMaTHO je3rpo je KOMMJEKC KOjU je je3rpo, TaKaB jJa HUTH jeJaH FeroB
TIPaBY TOJIKOMTIJIEKC HUje je3Tpo.

Heka je S komadan d—auMeH3WOHAJIHM CHUMILIHIMjATHE KOMILIekc. Heka je v
q9Bop y S.

Ca Lk(v) oznauaBamo (d — 1)—AuMEH3MOHATIHU CUMILIAIA]ATHA KOMILIEKC

Lk(v) ={X\{v}|ve X e S}



Heka je 0 < p < 1. Tana ca Y, , ¢ 03Ha49aBaMO IPOCTOp CaydajHux d AUMeH-
3UOHAIHUX CUMILIAIAjATHUX KOMILJIEKCA C& 7 YBOPOBA T€HEPHUCAH HA, Cjhbeaehn
nagut. [locmarpajmo cummiexke A,_;. Tama Y €Y, , 4 uma kommeran d — 1
CKEJIETOH JIATOT CUMILIEKCa, & CBAKK d CUMILIEKC YKIBYdyjeMo ca BjepoBaTHONOM
P, HE3ABUCHO jeJlaH OJI JIPyTrora.

Y oBoM Mojesty esieMeHTapHU Jjoraaju cy CUMIUTMIM]ATHE KOMILIEKCH Ca
ckynoMm wBopoBa {1,...,n}, Koju caapwke cee (d — 1)—cTpaHe W HU jemHy
d—crpany. BjepoBarnoha CBakoOr CHMILIEKCA CHUMILIAINA]ATHOT KOMILJIEKCA
Y €Y, ;4 je nata ca

P(Y) = pfd(y)(]_ _ p)(dil)*fd(y).

ITocmarpajmo caga Heky ocobuny P Ha d 1uMeH3noHATHUM cUMILTeKcnMa. Heka
je p=p(n) € (0,1) 32 JOBOJLHO BEJIUKO N.
Kaxemo na Y €Y, , g acumnmomcrku cxopo cueypro (a.c.c.) 3aJ0BOJbaBA OC-
obuny P ako je

lim P(Y samosomasa P |Y €Y, ,q4) =1.

n—oo
Ako 3a ocobuny P nocroju dyukuuja p*(n) raxsa, ga 3a p > p* Y, , 4 a.c.c.
3a10B0JbBa P, a3a p < p* a.c.c. He 3370BosbaBa P, oHga p* HA3UBAMO PyHKUUjaG
npaza 3a ocobuny P.
3a ocobumny kaxkemo na je Mmonomono pacmyha (onadajyhia) ako 3a cBako
Y € Y, ,q xoje 3amoBomasa P u Y U {c} (Y \ {o})3anoBomaBa P raje je o
npousBosban d—cuMreke Ha {1,...,n}.
Toswato je ma, ako je P pacryha (omamajyha) ocobwra, tama je f(p) =
P(Y,, ¢ 3an0BosbaBa P) pacryha (omamajyha) dbymkmmja.
Jeman on ocHOBHUX pe3y/iTara 3 CaydajHux rpadoBa je 1a CBaka MOHOTOHA
ocobuma nMa (PYHKIIHA]Y Ipara.

1.3 BjepoBaTHOCHU MeTO[,

Y oBowM jujesty ajemMo Iperies; HEKMX OCHOBHUX HEjeIHAKOCTU KOje Ce KOPHUCTE
Ka/ia Ceé TOBOPU O IMCKPETHUM BjEPOBATHOCHUM CTPYKTypPaMma.

Cnygajna npomjemuBa unje cy BpHujeanoctn y Ny Ha3uBaMo OGpPOjavKOM TTPOM-
jETHUBOM.

Hejeamakocr MapkoBsa je jeama o7 OCHOBHEX HEjeIHAKOCTH KOja 32 TOCTHEIUILY
uma tBpheme ja, ako je E (X) masno, taga je X cKOpo curypHO Hysia.

Kako cy cBu mpocropu Koje mocMaTpaMo KOHAYHH, 8 CBE CAydajHe IIPOMjehHBe
UMajy KOHAYHY BPHjeIHOCT, TTOIPA3yMUjeBaMO J1a 38 CBAKY CJIydYajHY TPOM]jeH-
JUBY TIOCTOje OYEKMBA€ U BaphjaIfja u Ja Cy KOHATHH.

Jlema 1.1 (Hejeanakocr Mapkosa). Heka je X nenezamuena cayuwana npom-
jerwusa. Tada, 3a ceaxo A > 0 epujedu
E [X]

> < ——.
P(X 2\ < —



Zloxas. Kako je X > 0 umamo
EX)=PX<AMNEX | X<MN+PX>ME(X | X >X)>PX > M)A
O

Cneneha yema ce wecTo HA3WBA W METOJOM TTPBOT MOMEHTA.

Jlema 1.2. Hexa je X, Hu3 0pOJaKUT CAYYHAJHUT MPOMJEHUSUT, Maxea 0a je
lim, 0 E(X,,) = 0. Tada je

lim P(X, # 0) = 0.

n—oo

Joxas. Kako je X, Opojauka npomjemusa, 1o je X, # 0 ako u camo ako je
X, > 1, tako na mpuMjeHOM HejemHakocT MapkoBa m06ujaMo

P(Xn # O) = P(Xn > 1) < ]E(Xn)7
OfIaKJIe C/IHjeu TBpheme. O

Axo je X HeneraTuBHa MPOMjEHUBA, OTPAHUYEHA, 00370, OHIa BjepoBaTHoha 1a
je X muoro mame on E (X) ne Mmoxke 6UTH IIpEBEIUKA.

Jlema 1.3. Hexa je X cayuajna npomjervusa maxea da je 0 < X < k. Tada je,
3a ceaxo \ > 0 epujedu
P(X > \) > %
Zloxas. Kaxko je
EX]|=P(X>MNE[X | X >2AN+PX <ANE[X | X <A <P(X >MNk+ A
Jobujamo
E[X] -
PP(X >)\) > %
O

IlomTo je decTo jeHOCTABHO M3pAavMyHATH OUYEKWBAIhE CIydajHe TpoMjemuBe X,
nocraBba ce nurawme Kouuko je X ynameno ox E(X). Jeana on ocnoBHuX
HejeTHAKOCTH TOTa THUIA je HejeqHakocT Uebuiesa.

Jlema 1.4. Jlama je cayuajna npomjerwusa X . Tada, 3a A > 0 spujedu

Var(X)

P(X ~E(X)| 2 ) £ 5

Zokas. U3 mejeqmakoctu Mapkosa g00mjamo

E((X -E(X)*) _ Var(X)

PIX-E(X)| >N =P((X —E(X))*>\?) < 3z v

O



JegHocTaBHA MTOC/HEINIIA OBE JIEME 9eCTO Ce KOPUCTH 34 JOKA3UBAIbEe Ja je Opo-
jauxka mpoMjemsBa X CKOPO CHTYPHO PA3JIWYUTA Ol HyJie W HA3UBA CE METOI
APYyTor MOMEHTA.

Jlema 1.5. Hexa je X, HuU3 CAYHGJHUT NPOMIEHUSUT Makas Ja je 3a d060.HHO
seauro n E(X,) >0 u Var(X,) = o(E?3(X,,)). Tada je

lim P(X, =0)=0.
n—oo

Joxas. Kako X,, = 0 mam naje |X,, — E(X,)| = E(X,,), To mpuMmjeHom Hejex-
Hakoctn Yebumesa, ca A = E (X,,) mobujamo

Var(X,)
P(X,=0) <P(|X,—-E(X,)| >E(X,)) < ——~——-,
(¥, = 0) < B(X, ~E(X)| > E(X,) < et
OflaKJie CInjeau TBpheme. O
Yecro umamo ckyn gomux gorabhaja {Ai,...,An}, m = m(n), u ciaygajuy

npomjewuBy X, Koja npeicraB/ba Opoj peajin30BaHuMX Jowux goraljaja. Axo
ca I; osmasmmo nHAmKaTop gorahaja A;, tama je X, = >, (I;), ma je E(X,,) =
> P(Ad).

Axo cy morabajy A; mo mapoBuMa HE3ABHCHHU, OHJIA JTOOHjaMo Ja je

Var(X,) =E(X2) -E*(X,) =E [ > L+2) LI; | -E*X,) =
i i<j
=E (Xp)+2) E(LE([) - E*(X,) < E(Xn),
i<j
Taxo ga yenos Var(X,) = o (E2?(X,)) y IPETXOAHO] JIEMH MOKEMO 3aMHUjeHATH
ca E(X,) — co.
Heka je ¢ ~ j ako je ¢ # j u norabaju A; u A; HuCy HE3aBUCHU U HEKa je
A* = Ziwj P(A; N Aj), raje cyma uae mo cBuM ypeljernm maposuma i, j.
YecTo ce MeTO, Ipyror MOMEHTa KOPHUCTH y cbenehem o0InKy.

Jlema 1.6. Hexa cy Ay, ..., A,, dozalaju, u Hexa je X, 6pojauka npomjerusa
Koja o3nauasa 6poj peasusosanur dozahaja A;. Axo E(X,) — oo u A* =
0 (E?(X,)) mada je

lim P(X, = 0) = 0.

n— oo

Zloxas. Kaxko je

Var(X,) =E(X2) -E*(X,) =E | Y L+ > LI | —E*X,) =

i oy
=E(Xn) + > P(Ain4;) -E*X,) <
i#j
<E(Xn)+ Y E@E@D) + Y P(ANA) -E*(X,) <
i#j inj
<E(X,)+ A%,



Te je

Var(X,) 1 A
EX(X,) S EX,) EX) "
O

Kao mro cMo peksim, 4ecTto MO2KEMO [a TPOIUjEeHHMO OYEKUBAIbE CIIydajHe

MPOMjebuBe, U XTjeTn OMCMO /1a MPOIKNjeHNMO KOJIUKO je OHA yIasbeHa O CBOTa

oyekuBama. AKO je X, 30up N HE3aBUCHUX CJIy4YajHUX IIPOMjEHUBUX Ca UCTUM

OYEKWBAEM 171 U UCTOM BAPUJAHCOM O, HEjeTHAKOCT ebuieBa HaM faje
Var(X,) o

P (X0 — B (Xa)| 2 XE(X0)) < popar s = o = 0(1/n).

IlocraBmpa ce murame ga Jim MOKEMO H00UTH OOJ/bY OIjeHy O OBe€.

V HekuMm ciaydajeBuMa, Kajaa je X, oapeheHor Twma, MOXKeMO JTOOWTH E€KCITO-
HeHIujaaHo no6pe omjene. Kopucruhemo gBa Twma TakBux orjeHa. Jemad cy
Yenodipese omjene, koje cy yorrrene YeprodibeBe HEjeIHAKOCTH 33 OMHOMHY
pacnobjesty u oHe Baxke y ciaydajy kaza je X, 36up Bepuynujesux (He obaBe3Ho
UCTHX) HE3ABUIIKMX CJIy4ajHUuX HpoMjeruBux. Jpyru tun ciaujeau u3 Anymune
HEjeJIHAKOCTY 33 MAPTUHIAJIE.

Jlema 1.7. Hexa je X = X1+ Xo+- -+ X, 2dje cy X; nesasucne Bepryaujese
CAYUajHe npomjeruse makee 0a je

Tada 3a A > 0 epujedu

P(X —E(X) > \) <e /7,
P(X —E(X) < -\ < e 2V/n,
Jloxas. Heka je p = (p1 + -+ + pn)/n. Tama umamo E(X) = pn. 3au > 0
J
dyuknuja e** je pacryha nma umamo
P(X ~E(X)>\) =P(X>A+pn)=P (e“X > eu@ﬂm)) <
< G = ¢TI =p) 4 i)

Kako je In z konkaBua QyHKIHja, TO je

n

T1C=pi+piet) < (1 —p+pe*)”
=1



LITO HAM Jlaje
B(X > pn+A) < e "1 - p o+ pet)" =

=e U ((1 —ple P —|—pe“(17”)>

n

Hokaxumo 11a je
(1 —p)e ™ + per(17P) < e’ /8,

3a cee u>0wupel0,1].
Iocwmarpajmo dynkmujy @(u) =In ((1 — p)e? + pet(1=P)). Kaxo je

) = p(1—p)(e" 1)
pet + (1 —p)
/1 w) = p(l 7p)6u
A TR

)

10 je p(0) = ¢'(0) = 0 u ¢"(u) < 1 onakue naxo nobujamo xa je ¢(u) < u?/3
mTo je u Tpebaso JOKA3aTH.
Caga umamMo

P(X > pn + )\) < euzn/S—u)\
mTo HaM 3a u = 4A\/n naje
P(X >pn+ ) < o2V /n

Hejennaxocr P(X,, — pn < —)) < e~/ ce CBOIM HA TPETXOIHY CMjeHOM

Y, =1-X;,. O

Hejemnaxocr (1—p)e™ P +pet(1-P) < eu’/8 Iaje moOpy mpoIjeHy KaJa je u MaJjo

u KaJa je p Oau3y jeaHe mojoBuHE. Y CYHNPOTHOM, ITOCTOje DOJbe OIfjeHe Koje ce
. . n

n06mjajy Gomum nponjenama mspasa e~ (1 — p)e="? + peu(1=P)) "

Jlema 1.8. Hexa je X = X1+ Xo+- -+ X, 2dje cy X; nesasuche Bepryaujese
CAYUajHe npomjeruse makee 0a je

Tada, 3a A > 1 umamo

P(X > AE (X)) < (}1A=)*)

Zlokas. Y mokaly mperxojHe jemMe cMO J00uIu Aa je, 3a mpo3uBobHO ¢ > ()

n

P(X >pn+t)<e ™ ((1 —ple P —&—pe“(l*p))



ITocmenma pyHKIIMja JOCTHZKE MAHEMYM 34

1—
v ln po_trm N (L t |
p  n—t—mnp p(n—t—np)

MehyTuMm orjeHa JOOWBEHA YBPINITABAKHEM OBE BPUjEIHOCTH YECTO HUjE YIOTDE-
6spmBa, Te hemo kopucTuTH BpujeaHoct u = In (1 +¢/pn).
Cama mobujamo

¢ —np—t ¢ n
P(X>pn+t)<<1+> <1+) .
pn n

Yeprrasajyhu t = (A — 1)pn mobujamo
P(X > pn+t) A (14+ (A= 1p)" < (A 1)™,
O

Kao mro cmo Bumjenu, ako je X 30mp HE3ABHCHUX CAYYAjHUX TPOMjEIHbUBUX,
oH/a je BjepoBarHOha ma je X MJaIeKo Of OUYeKHBarmba €KCIIOHEHITHjATHO MAJIa.

Jpyru ciydaj Kaga MOXKeMO JOOUTH €KCIOHEHIIHjaIHy OIjeHy je Kaa Cce Ode-
KuBame on X MOYKe MPEeJCTaBUTH Kao MApTUHTAJ W MOC/HeIuIa je AlyMmune

HejeTHAKOCTH.

3a HU3 cydajHuX TpoMjemuBux ¢ = Xg, X1, ..., = X, KaxkeMo Ja je MapTUHT AT
ako spujeau E[X; | X;—1, Xi—2,...,Xo] = X;—1 3a cBako i < n.

Jlema 1.9 (Auywma). Hexa je 0 = Xo,..., X,, mapmunzas maxas da 3a ceaxo

1 > 0 saocu
| X — X5 < 1.

Tada, 3a npoussorno \ > 0 sascu
P(X, > \) < e /2,

Jloxas. 3a mpou3BobHO U > 0 ©UMaMO

HeKaje }/z = Xi_Xi—l- Ta,ua nMmamo E (}/l I Xi—laXi—la ‘e ,Xo) =0u |}/l| S 1.
Kako je ¢pyrkmja e*? KOHBEKCHA TMaMO

E (e | X, q,... Xo) = E(e " 2 ™5 | X, | x,) <
1-Y; 1+,
<E +67“+76"|X¢—17-~X0 =
2 2
6”4’67“ 5
- <ew/?
5 <e

10



Iloc/beamma HEjeTHAKOCT je CIenujasial Caydaj HejeTHAKOCTH
(1—p)e P + per(1-P) < v*/8
3ap=1/2.

Kaxo 3a mpoussospHe ciyuajue mpomjemuse F, G Baxu E (F) = E(E(F | G)),
IMaMO

E (e*X") =E (He““) =E (IE (HeuYi |Xn1,...,X0>> =
i=1 =1
n—1
E (H ViR (evYn |Xn_1,...X0)> <

i=1
n—1

<E (H e“y7‘> eu’/2
i=1

OfTaKJjie WHAYKIINjOM CJIHjeTn

E (euX”) S eu2n/2

Caga, 3a u = \/n nobujamo

P(X, > \) <e ¥/

Yecro ce AnyymuHa Heje JHAKOCT KOPUCTH y cjbejehieM o0/uKy
Jlema 1.10. Hexa je m = Xy, ..., X, mapmunzas maxas da 3a c6a%0 i epujedu
‘Xl — Xi_1| S C.

Tada

Zloxas. Tsphemwe ciujeau IUPEKTHO U3 IPETXOIHE JIeMe IToCMAaTpajyhu MapTuH-

rae Y; = Xiom y 7, = m=Xi O
c c

Kazna ce roeopu o ciydajuum rpadoBuMa, mocToje nBa OMTHA MAPTUHTAJIA HA
BUMa, MAPTUHTAJ OTKPUBAMKhA MPAaHa U MApPTUHTAJI OTKpUBaba YBopoBa. Heka
cy {vi,...,opt e, ..., em, m= (g’) PECIIEKTHBHO YBOpOBH U rpane y G(n,p).
Hexka je H meka ocobuna rpada. Tama mMapTwHraa OTKpHUBamba T'PaHa IeduH-
uwemo kao X;(H) = E(H | e1,...,e;) Upu 4eMy yCJIOB/baBAIbE 110 IPaHAMA
3HAjYU & CMO YCJIOBWUJIM J13 JiU Tpane npunanajy rpady wan we. CamdHo ma-
TPHWHTAJ OTKPHBamkba YBOpoBa ce nedunumie kao Y;(H) =E (H |vy,...,v;) nupn

11



4eMy yCJIOBJ/bABAIbE 110 YBOPOBUMA 3HAYU @ CMO OTKPHUJIM KAKO U3IJIENajy CyC-
je/ICTBa TUX YBOPOBA, Tj. Ca KOJUM je IYBOPOBUMA JATU IBOP CYCjeaH, a ca KOjUM
He. IIpumujernmo na je Xo(H) =Yo(H)=E(H)wn X,,(H) =Y,,,(H) = H.
Onasne mobujamo ja, ako je H ocobuna rpada koja ce "mano”’ Mujema A01a-
BambeM Un n30aIuBambeM rpaHe, Wik MPOMjEeHOM CYCjeICTBA jeTHOT YBOpa, OHIA
j€ OHa I'yCTO KOHIIEHTPUCAHA OKO CBOI' OYE€KUBAIbHA.

Kazna roBopumo 0 BjepoBaTHOhW HA JUCKPETHUM CTPYKTypamMa YeCTO MMaMO
HEKH CKYyTl OCHOBHHUX €JIeMeHAaTa, Te€ Ce CJIYYajH! eJIeMEHT ITPOCTOpa OMpa TaKo
mTo 6GUPaAMO MOJICKYI CKyIla OCHOBHUX €JIeMEHATa, OOMYHO TAKO IITO CBAKH €JI-
€MEeHT YKJbYy4yjeMO HEe3aBUCHO je/IlaH OJ Apyrora. Yy TOM CJIy4ajy je MPUPOIHO
IIOCMATPATU MAPTUHIAJ KOjU OTKPUBA jeJIaH 110 jeJ/IaH eJIEMEHT TOI CKYIIa, T€ JI0-
omjamo cpenehy HejeqHakoCT KoOja ce HA3WBa M MeKIuapMumIoBa HEjeJHAKOCT.

Jlema 1.11 (Mexkmnapmun). Hexa cy Xi,..., X, He3a8ucHe cayuajHe npom-
jeruee koje yaumajy epujednocmu y ckyny X. Hexa je f: X" — R dynruyuja
maxea da je

[f(@1, o @y @n) — f(@1, 0 iy n)] < e
3a ceaxo 1. Tada 3a ceaxo \ > 0
P(f —E(f) > A) <e ¥/,

Zloxas. Heka je
Zi=E(f| Xi, Xi1,..., X0).

Tanaje Zo =E(f), Z, = fu
‘Zz - Zi—l‘ S C.
Ha bucMo mokasasu 11a je Z; MapTuHraji, Kopucruhemo cienehe repheme.
Axo cy Gy, G2 ciyuajue mpoMjemuBe, Takse na je G onpehena ca Ga, oHIa 3a
CIAydajHy TpoMjenuBy F' mMaMo
E(F|Gi) =E(E(F|Gy) | Gy).

Caza umamo

Zioi=E (X[ Xi1,...,X0) =E (E (X [ X;,..., X0) | Xi—1,..., X0o) =
:]E(Zi|X7l—1;"'aX0)7

Te mobujamo

E(Z|Zi—1,...,20) =E (E (Z; | Xiz1,.-,X0) | Zi=1,...,2Z0) =
=E(Zi1 | Zia,..., 20) = Zi—1,

Tj. Z; je maprunran, re tepheme canjenn n3 geme [1.10}
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Heka je Q@ = {1,...,n} novernn cxkyn. Ckyn S C ) 6mpamo cay4ajHO, TAKO
IIITO CBAaKU eJIeMeHT 4 € S Gupamo ca BjepoBaTHONOM p;, HE3ABUCHO O APYTHUX.
Jlobujenu mpoctop o3uauumo ca €2,. Heka cy Aq, ..., A,, moackymosu ox 2, u
Heka B; ozuagaBa saow gorahaj A; C S. Iuramo ce kommka je BjepoBaTHOha 1a
HeMa JIOMuX Jorahaja.

Horabaj B; ne 3aBucu oz jorahaja By, ..., Bj, ako cy ckynosu A; u Aj U---U
A;, mucjyakran. I'pad 3asucnoctn G je rpad ma ckyny {1,...,m} y kome j
i~ jrpana ako i # ju A; N A; #0.

Axo cy oBu gorahjaju HesaBucHH, OHIA je BjepoBarHolia Ja ce HU jeaH HUje
JIOTO/IMO jefHaKa mpousBoay Bjepoarnoha. Ilocrasiba ce muTambe ImTa MOXKEMO
Jla KayKeMO KaJla OHU HHUCY HE3aBUCHH.

Craka davmmamja A momckymoBa ckyma §) mpencrapba jeman morahaj. 3a
damunnjy (umu norajjaj) kaxkemo zna je pacryha, ako je 3aTBOpEHa 32 HAICKYI,
a omagajyha ako je 3aTBOpeHa 3a MOACKYII.

Jlako ce Bumm na je mpecjek pacryhux gorabaja pacryhm, a omamajyhux
omagajyhu morabhaj.

IIperxoano onucanu norabaju B; cy pacryhu, a ibUX0OBU KOMILIEMEHTH OITa1ajyhu.

JIema 1.12 (Kuajrmanosa sema). Heka cy A u B dea pacmyha dozahaja. Tada
je

P(ANB) > P(A)P(B).
Zlokas. Tepheme hemo m10Ka3aTH WHIYKIHOM TIO 7.
3a n = 1 TBpheme ce TaKO TPOBjepaBa.
Hexka je n > 2. Heka je p = p,, BjepoBaruoha ca kojom dbupamo n. Heka je mara
dammmumja S € Q,,. Ilocmarpajmo cipenehe asuje dbamvuauje y Q,_1

Si={X\{n}| X eS8 ne X,
So={X|XeSndX)

I[Ipumujerumo ma, axko je S pacryha damunumja, tama cy u Sy u S; pacryhe
damvunje.
Cazx nmamo P(S) = P(Sy) + P(S1) Cem mora, So n Sy cy morahaju y 2,1, Te
WMaMo J1a je

P(S) = (1 = p)P1(So) + pP1(S1),
raje Py o3Hagasa BjepoBarHOhy y §2,_1.
Kopcurehn nnaykTuBHY IpETIOCTABKY, 100HjaMoO 12 je

]P(A N B) = (1 7]))P1(A0 N Bo) +pP1(A1 n Bl) Z
> (1= p)P1(Ao)P1(Bo) + pP1(A1)P1(By).

HeKa je apg = Pl(A()), ayp = Pl(Al), bo = ]P)l(Bo), b1 = Pl(Bl)
Qavunuje A u B cy pacryhe, Te umamo Ay C Ay u By C By T1j. ag < aq,
bo < by.
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Kaxo je P(A)P(B) = ((1 —p)ap + pa1)((1 — p)bo + pb1) To je noBossnO gokazaru
(1 = p)aobo + parbr > ((1 — p)ag + pa1)((1 — p)bo + pb1)
IITO je eKBUBAJIEHTO Ca
p(1 = p)(ar — ao)(br — bo) = 0.
O

Kaxko je komnnement pacryhie dhamunuje onamajyha, To ce 1ako mo0uja ga u 3a
nsuje omamajyhe davunmje A, B BaxKu UCTa HEjeTHAKOCTH

P(AN B) > P(A)P(B),
JOK 3a onamajyhy u pacryhy damuimjy Baxkun

P(AN B) < P(A)P(B).

Axo umamo m omnagajyhux (pacryhux) dbavunuja Bi,..., B, Tajza umMamo aa
je (N B:) = I, P(Bi).
IocmaTpajMo MOHOBO MOYETHY CHTYAIH]y, Kaja uMaMo m ckynosa A, ..., Ay,

u HeKa je B; morahaj ma S campxku ckym Aj;.
Ca Bf osmaummo xommieMmenT norabaja B;. Hac unTepecyje BjepoBarHOha 1a
m

S He cagpxku HUTH jeman A;, Tj. BjepoBarnohia morahaja ﬂ Bf. I3 mperxonne
i=1
Jeme mobmjamo 1a je

[IPU 9eMy 3HAMO [ Ce jJeJHAKOCT JIOCTHXKE AKO Cy CKYIOBU HE3aBHCHHU.
Hexka je

A=) "P(B;NB;)

invj
py YeMy CyMa HJe MO CBUM rpaHama y rpady 3asucuoctu. Heka je

m

M =T P(B).

i=1

Teopema 1.1 (Jancon). Hexa cy Bi,...,Bm, A, M ®xao wmo cy onucanu.
Hexa je € maxso da je P(B;) < e < 1. Tada spujedu

Jloxas. N3 KnajTtmanoBe mHejeqHAKOCTH T00MjaMO
P (ﬂ Bf) > M.

14



C apyre crpane, uMamo

P BnﬂBgﬂB; =P BnﬂB;: —P UBm(BnﬂB;.) >

i~n Joén jkn i~n Jén
> P(B,)P(() BS) =Y _P(B:N B, () BS).
jobn inn jobn

3a cBaky damvuiujy B nedunurmmmvo bamMuinjy
B'={X\A,|X e BnB,}.

Tana spujemn na je P(BN B,,) = P(B,)P;(B’), raje Py o3navasa BjepoBaTHOLY
y upocropy 2,4, = 2\ A,. Cem Tora, ako je amumuja B MOHOTOHA, TAKBA
je m dammmja B’. Kako je B; pacryha, a NBS onmanajyha davmmmja, To cy
dbavmmmje B;' u NBS' pacryha n onanajyha pemom, te moGujamo ja je

P|B;NB, () B
iren

] =P(BiNB,)P(( | P (B5)).
n jobn

_ P(BiN B B(Ba ;0 BY)
= P(B

To nam maje

P(BfN---NBS)=P(B{N---NB5_,) —P(B,NB{N...B;_,)

n—1

<P(BiN---NBy_y) - (P(Bn) Dl Bn)> P(() BS) <

Jokn

i~n

<P(B§N---NB_,) (1 ~P(B,)+ > P(B;:N Bn)> <

i~

1
< CM... c c - .
<P(Bfn---NB;,_,)P(By) (1 . E § P(B; N Bn)> ,

i~
OJIaKJjIe WHIAYKIIAjOM T00MjaMo

P(BSN---NBE) < MeA(172),

15



I'maBa 2

Cay4dajHu
JABOJINMEH3MOHAJIHN
CUMILINIINJAJTHI KOMILIEKC

Y oBowm morsasiby hemo pazmarparn JInnnan-MerrygaMoB ciydajad CHMILTHITA-
jammn xommiexc, Y, , 4 38 d = 2, u o3HaaBahemo 1a ca Y, p.

Kao mro cmo peknm y yBOIy, MHTEpECYjy HAC IBHj€ XOMOJIOIIKE TPYIE OBOT
CUMILIUIM]AJIHOD KOMILIEKCa, Tj. Koje cy (pyHKuuje npara 3a necrajawe Hq (Y, G)
u Hs(Y, @), 3a nary rpyny G.

Kaxo je necrajame Hq (Y, G) MmoHoTOHO pacryha, a Hecrajame Hy (Y, G) MOHOTOHO
omaaajyhia ocobmua, To mocToje dbyHKIKje mpara 3a OBe 0COOUHE.

Hecrajame ropme xoMoj0Ormje je yCKO MOBE3AHO CA KOJIATICHOMIHOIINY KOM-
IIeKCa, W KCIIOCTaB/ha Ce Ja Te JABHje OCOOMHEe MMajy MCTy (PYHKIH]Yy IIpara.
JacHo je na je kommekc KosancubuiIaH aKO U CaMO aKO HE CAJIPKU je3rPO, TAKO
1a hieMo y OKBHPY KOJAMCHOUIHOCTH Pa3MaTPATH W MPODIEM CHMIIIHITH]ATHOT
yJarama, Tj. 3a JAaTh KOMILIEKC S, Koja je dbyHKIMja mpara 3a 0coOuHy ma Y
JOIYIITa, CAMILIAIAJATHO yIarame S.

2.1 XoMoJIoIIKa NOBEe3aHoCT Y,

Kazma roBopuMO 0O MOBE3aHOCTH IBOJAMMEH3MOHAJIHOr CUMILIUIMjAJTHOT KOM-
MJIEKCA, MOYKEMO TOBOPUTH O BHIIE TUIOBA MOBE3AHOCTH, MPHU 4YeMy je Haj-
jada mHecrajame ynmamentanHe rpyme 7. Cem Tora, mocToju M XOMOJIONIKA
1 nosesanocr, tj. necrajawe Hi(Y,Z). Ako 3a ueky rpyuy G necraje Hi(Y, Q)
KaxkeMo 11a je Y xomosiomku G 1oBe3aH.

QyuKIMja mpara 3a XOMOoJIoMKy (G TOBE3aHOCT je MO3HATa 33 OUJI0 KOjy KOHAUHY
A6enoBy rpyny G, anau fiemMo ce, jeJJHOCTAaBHOCTH DA, 3aIpPKATH HA CIIydajy
G = Zs. Cnyuaj kaza je G npousBo/bHA KOHAYHA AGesoBa rpyma he buru pazma-
TpaH KacHHUje, KaJa Oy1eMo pa3MaTpaiu Hecrajame rpyrne Hy_ 1 33 TpOu3BOJbHY
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jgumensujy d > 2.
OcHoBHE pe3ysiTaT y OBOM nujety je cibemeha reopema.

Teopema 2.1. Hexa je w(n) dynxyuja maxea da je w(n) — oo.

2Inn —w(n)

(i) Axo je p = mada

lim P(H,(Y;Zy) =0|Y €Y(n,p)) = 0.

n— oo

2Inn 4+ w(n)

(ii) Axo jep = mada

lim P(Hy(Y;Z2) =0|Y € Y(n,p)) =1.

n—oo

Jloxas meopeme @) Heka je Y € Y, ,. Ca X osnHauumo 6poj n30/10BaHUX
rpada y Y. Tana je X = > I;, vaje je I; uamukarop morabaja A; na je rpana i
M3070BaHa. AKO MMaMO M30JIBAHY IPAaHY, TAJIA jé KOMIIJIEKC HEMOBE3aH TAKO 1A
je

P[H,(Y,G) = 0] < P[X = 0].

Kopucrehu meron apyror Mmomenta gokazahemo 1a je y oBoM ciaydajy

Kaxko je

n n—2 n2 n
EX]={,)A=p)"" ~ o1 -p)" = Qexp(w(n))),
nobujavo m1a F(X) — oo. Jlewa [1.6| mam naje ma je moBo/BHO AOKa3aTH T2 je

Z]P’[Az' N A;] = o(E*[X]),

IIpU 4eMy CyMa Hjie IO CBHM IIapOBHMA TPaHa i, j TakBUM jaa cy morabaju A;, A;
3aBucuu. llpumujerumo ga cy norabaju A;, A; 3aBUCHE aKo U CaMO aKO IDAHE
i, 7 uMajy 3ajenauuxu ysop. Y ToMm ciaydajy je P[4; NA;] = (1 —p)?" 5, a kako

-1 .
taksux naposa uma n (", "), 10 je

S rana]=n("5 1) -t = o).

O

: _ 2logn+4w(n) . .. ..
Cnydaj p = = je MHOIO KOMILIMKOBaHUjH jep HUje jeHOCTABHO JATH

JIOBOJbAH YCJIOB Ja OW KOMTLIEKC OWO ToBe3aH. Y jeqHOIMMEH3MOHATHOM CIIy-
4qajy, Ka/1a je rpad HEMOBe3aH UMaMO JBUje KOMIIOHEHTE, 01 KOjuX je bapem jemHa
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mama 01 n/2 u BjepoBaruoly ja rpad Huje HOBE3aH 0030 OIPAHMYABAMO CA
Zk<n/2(1 — p)k("=k) r1je je k BemumHa HajMarhe KOMIOHEHTE TIOBE3AHOCTH.
Hemro comano ce pemaBa Wy ABOAUMEH3MOHAJTHOM ciaydajy. Kako je
H1(Y,Zs) ~ HY(Y,Zs) nobujamo na je xommikec Y € Y, , HemoBe3aH ako H
camo axo nocroju byuxuuja f € C1(A,_1) taksa naje dif #0u dy f(o) =03a
cBako o € Y. TakBy dyukiujy f hemMo Ha3uBaTu WHAMKATOPOM HEIOBE3aHOCTH
komrIekca Y. Jacuo je ma dyHKuMja f HUje jeINHCTBEHA, TAKO 3 MOYKEMO
Ja m3abepeMo MHAMKATOD HEMOBE3aHOCTH TakaB Ja je |supp f|, 6poj rpaHa Ha
KojuMa f Huje Hyja, MUHAMAJIAH.

Heka je f unaukarop HEOBE3aHOCTH 3a KOMILIEKC Y Tako Ja je |supp f| mun-
uManaH. 3a mpousBobaH Ko-manan, g € CY(A,_1) mmamo ma je di(f) =
dy(f + do(g)), mako ma je m f + dy(g) wHaMKaTOp HemoBe3aHocTH 3a Y. 360r
Tora mMamo 12 je |supp f| < |supp (f + do(g))|-

ITocmarpajmo rpad Gy = G([n],supp f). Heka je e = wv rpama TakBa 12
je f(e) = 1 u ga mocroju w rakso ga je di(f)(uvw) = 1. Hame, nexa je
h € CY(A,_1) Taksa na je h(e’) = f(€/) ako ¢y e u € y HCTOj KOMIOHEHTH
rpada Gy, unage je h(e’) = 0. Ako je f upaukarop HeLOBE3aHOCTH, TAaJA je U
h. Cem Tora, supp h C supp f, Tako 1a ako je [ WHIMKATOpP HEMOBE3AHOCTH Ca
MUHUMAaJIHIM OpojeM HeHyJa BpHjegHocTH, oHAa rpad Gy Mopa Ja WMa CaMo
jeHy HETPUBHUjATHY KOMIIOHEHTY ITOBE3AaHOCTH.

Heka je F, ckyn ceux ¢ynkmuja f € CY(A,_1) taxsux ma di(f) # 0,
|supp f] < |supp (f+do(g))| 3a upoussosbuo g u na rpad Gy uma jeany Herpus-
njasiHy KoMmoHeHTy nopesanoctn. Heka je B(f) = |supp di(f)], 6poj Tpoyriosa
o TakBux 12 je di(f)(0) = 1. @yukumja f je HANKATOD HETIOBE3AHOCTH 33 KOM-
mieke Y akko Y He caapxku HuTH jegan Tpoyrao u3 supp di(f). To nam maje

PN (Y) A0] < 3 (1-p)PO),

feFn
Te hie Teopema (ii) camjeauru u3 cipbezelie reopeme.

Teopema 2.2. Hexa je p = 2logntw(n) - 794 je

n

S (1= )"0 = o).

fE€Fn

Nneja je ma w3pa3 Ha MHUjeBOj CTPAHHU MPOIMjEHHMO y OJHOCY Ha Opoj rpaHa y
rpady Gy, 1j. ma, y omHocy Ha 6poj rpaxa omosno ommjenumo B(f), a omosro
6poj oarosapajyhux rpadosa.

Kako dbynxmuje uz C1(A,,_1) y3uma spujennoctu uz ckyna {0, 1}, jacro je na
nocroju 6ujexnuja usmehy rpacdosa na [n] u dynxuuja f € C1(A,,_1). Hexa je
G, ={Gy | f € F,}. Barpad G([n], E) = Gy oznaunmo B(G) = B(f).

Hexka je G, = {Gy | f € F,} xnaca rpacdosa ca n 4BOpOBa KOjH OATOBAPAjy
dyuknujama y F,.

Heka je G = G([n],E) = Gy € G,. Taza, 3a caxko g € C°(A,,_1) nmamo
|[supp f| > |supp (f + do(g))|- Heka je S C {1,...,n}. Tama mocroju g Taxo
maje S ={ve{l,....,n}|g(v) =0}. Hexa je (S,S) ckyn rpana usmehy S u
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mwerosor kKomiiementa S. I'pad koju oxrosapa dyuknuju do(g) je Kommueran
omnapruTaH rpad ca mapTuimjom dBoposa S,.S. Jlako ce Buau ma je ycios

[supp (f + do(g))| > [supp (f)

€KBUBAJIEHTaH YCJIOBY

2n(s9) < 218

Omaene nobujamo na je G € G, aKKO WMa je/iHy HETPUBHUjATHY KOMIIOHEHTY
MOBE3AHOCTH ¥ 3a CBAKHU HempasaH ckyn S C {1,2,...,n} spujemu [EN(S, 5)| <
|SI1S]

2
Crermjanmo, ysumajyhn S = {v} mobujamo na je dg(v) < 5.

3a noka3 reopewme [2.2] cy mam norpebna nsa rephema. IIpso Tepheme he nam
naru jnowy oujeny B(G), 3a rpad G ca n uBoposa u k rpasa, a Apyro rBpherbe
he nam zaru ropmwy oujeny rpoyriosa u3 G, ca k rpasa u B(G) = (1 — 0)kn.
JennocrasuocTu pagu yseaumo cibenehe o3Hake:

Gn(k) ={G([n], E) € Gn | |E| = k}.
Gn(k,0) ={G([n]. E) € Gu(k) | B(G) = (1 — 0)kn}.
JIema 2.1. 3a csaxu G € G, (k) spujedu

kn

B(G) =

Jlokas. Heka je G = Gy € G, (k). 3a uBop v gebunnumumo Gyskuujy f, €

CHAn-1)
folw) { J) utv

uU="v

Axo cy 4BOpOBU U, v, w PABTUIUTH TAJA je

(f + dofo)(uw) = f(uw) + do fo(uw) = fuw) + fo(u) + fo(w) =
= fluw) + f(w) + f(vw) = di f (wvw),

re je supp (f +dofy) = {0 | o € supp d1f,v € o}. OnaBue nobujamo ja je

3B(f) =Y _|supp (f +dofu)| = > _ |supp f| = nk.

O

IIpuje mero mro Kpenemo Ha TBpheme Koje hie HaMm orpanmIuTH OPOj emTeMeHara
ckyna G, (k,0) rpeba nam cieneha siema.
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JIema 2.2. 3a ceaxo 0 < ¢ < 1 nocmoju xoncmanma C = C(e) mako da 3a
dosonmo seauxo n, ceaxo 3 < 0 <1 u sa ceaxu zpap G = G([n], E) € G, (k,0)
3a Koju epujedu

n
—<k<n®E
5

nocmoju cxyn weoposa S C [n] maxae da je

|S|§% u |Hee€eE|enS#0} > (2—¢e)k6.

Joxas. Opo tBpljeme hemo gokazaTu momMohy BjepOBATHOCHOT METOA, TAKO IITO
hemo mokazatu ja ciaydajano m3abpad ckyn S 3a70BojbaBa 0bje ocobuHe ca
IMO3UTUBHOM BjepOBATHONOM.

Kako je G = Gy € G, (k,0) mmamo B(G) = kn(1 —0) u |E| = k.

3a cBaky rpany € = wv € F u 9BOp w KOjH HHUje CyCjeJaH HU Ca U HU Ca U UMaMO
na je di f(uvw) = 1, e je

(1—0)kn=DB(G) > Y _ (n—du)—dv) =kn—> (dv))>*
wek veG
ma je
> (d(v))?* = Okn.
veG
Ckyn S Gupamo CIy4ajHO, TAKO Jia CBaKHM YBOp v OHpaMO ca BjepoBaTHONOM

2d(v) .
Py = , HE3aBWCHO O] ocTaimx 4BopoBa. Kaxo je 3a G € G, cBakn IBOp

crenena Hajsuiie n/2, nedununumja je mo0pa.
Heka je X = |[{e € E|eNn S # (0} cryuajua mpoMjemusa Koja o3HaTaBa GPOj
IrpaHa MHIMIEHTHHX ca cKymoM S. Tana je

Ex - Y <1_ <1_ 2d7(lu)) (1_ 2dT(LU))> _
_ ;;E <2d7(LU) . 2dT(Lv) - 4d(1;)2d(v ) .
oy T2 (Z d(v))2 >

veG 8k2 velan_a

> 20k — — > 20k — 8 = k(20 — 8n°).
n

n2
Cewm Tora, npumujerumo ja je 0 < X < k, tako jga npema jemu [1.3| umamo

E[X] - A

P(X 2N 2=

MTO HAM Jaje
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20— 8n=°) — (2 —
B0 —807) — 2=k _

P(X > (2—¢)0k) >

| m

34 JIOBOJHHO BEJIUKO 7.
3a uBoOp v ca I, 03HAYMMO CIyYajHy MPOMjEIHUBY KOja je MHIWKATOD moraljaja

v € S. Tana je
S| =) I.
veG

4k
Kako je E[S] = —, u3 seme ,ZLO6I/IjaMO mazad > 1
n

P <|S| > 54:) < (61_655)_% < (61—656)—%7

na 3a 10BosbHO Besuko C' = C(g) umamo

P <|S| > c‘““) <:.
n 6

Caga, oako usabpano C = C(g) u JOBOJ/BHO BEJIUKO 7. ©MAMO

k
P(X < (2-2)0k)+P(|S|>Co) <1-S 4= <1,
n 6 6
Te mOoCTOju S Ca TPaXKEHUM 0COOMHAMA. 0

Careneha nema he nam garu ropmy omnjeny 6poja rpadosa G ca k rpanau B(G) =
(1-0)kn

JIema 2.3. 3a ceaxo 0 < ¢ < 1 nocmoju xoncmanma C = C(g) maxo da 3a
n

Cc6aK0 % <f0<1lu 3 < k <n*¢ epujedu

k

|gn(k,79)| S (CnQ(l—(Q—E)g))

Jlokas. J10BOJbHO je MOKa3aTu Ja TBphermhe BayKK MOYEBIIU Ol HEKOT Ng = Ng ().
IMpema nemu nocroju koucranta C7; = C1(e) > 2 u ckyn S Takas ua je

|S|:%, {e€c E|ensS 0} > (2 e)0k.

Ckyn S MoxkeMO Ja n3abepemMo Ha (Clz /n) naunna. Axo G uma | rpaHa WHIH-
JEeHTHuX ca S, OH/Ia Te IPaHe MOXKeMO /13 n3abepemMo Ha

<S|<n ~Ish+ ('5')) _ (n|s l('%“)) < (n|ZS|>
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naunna. Kako je | < k u 2k < n|S| umamo

(7)=(9)

Opnasme mobujamo ma je 6poj HaUMHA 113 ce m3abepy rpaHe Koje Cy WHINIEHTHE

ca S najBurie
n|S| nlSje* ‘ K
k . <k 5 < k(eCh)” < (2eCh)".
Bpoj naunna na uzabepemo rpate Koje HUCY WHIUIEHTHE ca S je HajBuUIle

(5)

k(1 — (2 2)0) <k(1 a 5)9)> < pn2k(--20)

na CjAujeiu 1a je

n k1., 2k(1—(2—¢)6) (1—(2—¢)8) k
< < n
|Gn(k,0)| < (Cﬂf/n) (2eC1)"kn < (n 4eCyn )

1
n

Kaxko je n» = O(1), ro 3a C = 5eC u JOBOJBHO BEIIMKO 7. BAXKN

Gk, 0] < (anu—(z—s)e)) k

Cazna moxkemo npehn Ha noka3 reopeme [2.2)

2log n+w(n)
n

Jokas teopeme [2.2] Hexka je p = . Tpeba ma moKazkeMo Ja je

Z ( B(G Z Z B(G 0(1)'

Gea, k>1GEG (k)
ITocmarpahemo tpu moryhuoctu 3a k.

(i) Hekaje 1 <k < %. Kaxko G uma TauHO je/iHy HETPUBHjaTHY KOMIIOHEHTY,
WMaMo J1a je

=1 )(7) <) (52

e2k+1pk+1 e2n\ P11
== m < (2> < (10n)k+1.

Cem Tora, 3a CBaKy IrpaHy € = uv U CBAKH YBOP W KOjU HUje y jeJUMHCTBEHO]
HeTPHMBHjaIHOj KOMIOHeHTH ToBe3aHocTn nvamo dp (f)(uvw) = 1, na je

B(G) > k(n— k —1).
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OpaBue pobujamo za je

n/5 n/5
Z Z (1-p)B@ < Z (10n)F+1(1 — p)kn=k=1) < Z(lon)k+1n’T8’° _
k=2 GEGn (k) =
=05 Y2 10Mn T = 0(nF) = of1).
k>0

Caza umamo

w3

Z (1— (Z) (1—p)" % +0o(1) = o(1).
€Gn(
(i) Hexaje £ <k < n2=1/3,

SaOSGS%I/IMaMO

n

GEG, (k,0)
en2 k k 1\ k
< (%) n~20=0)k < (107120—1) < (10n_§)

Heka je 6 > % [Ipumujenumo semy cae= % Cazma umamo

> 1=p)PD =G (k,0)|(1 - p) =k <

GeGn(k.0)

< <0n2(1—(2—5))9)kn—2(1—0)k _
= <Cn—49/3)k < (On_4/9)k

Ba cBaxo k, 6poj pasmmuanTux  Tako na je G,(k,0) # 0 je wmajsume n3,
TaKo J1a J00HjaMo

n2-1/3

2 2 -p=3 0 3, -pt@)s

k=% GegG,(k,0) 0 GeGn(k,0)

n3 Z (Cn—4/9)

k>2
=5

I /\

n
5

<n? Cn*‘l/g) ’ Z (Cn*4/9)k =

k>0

_ (cn*%%)m -0(1) = o(1).

23



(iii) Hexa je k > n>~'/3, Kaxko je B(G) > kn/3 umamo aa je

2. 2, =p9s B <(£)>(1—p)‘“”/3<

k>n2-1/3 GEG, (k,0) k>n2-1/3
en? k 2-1/3 b

< 3 (5) s )R () o

k>n2-1/3 k>0

O

2.2 XoMOJIOIIIKa AMMEH3Hja U KOJIAIICUOMJIHOCT
Yoy

Kao mro cmo peknn, y Jlmaman-Memymamosom momeny Y, ,q MOCTOje camo
JBuje MoryhHOCTH 33 XOMOJIOIIKY JUMEH3HU]Y, [a je Ta auMensuja d wam d — 1,
TAKO J1a je HuTabe 3a Koje p ropwa xomonoruja Hy(Y, , 4, G) necraje. Kako je
HECTajame TOPHe XOMOoJIoTHje onaaajyhia ocobmna, dpyHKIMja nmpara moCTOju.

VY [3] Kosnos je gokazao na je dbyrkumja mpara 1/n, ako je G KOHAYHO TOJbe.
Hberos noka3 je peaTuBHO jeAHOCTABAH M BAXKU 33 CBAKO d, alTd BayKH CaMO 33
KOHAYHO MOJBE.

Jesan ox 0OBO/BHUX yCJIOBA Ja TOPHa XOMoJioruja Hecraje u 3a G = 7Z je na
ce KOMTIJIeKC Y nuMmen3uje d MOyKe KOJATCUpaTH y KOMIIIEKC auMensuje d — 1,
Wy TOM Ciyd4ajy KOMILJIeKC Ha3uBamo KosarncubmianuMm. Ha mmurame Kazna je
JIBOJMMEH3UOHAJIHN KOMILJIEKC KOJIalcHOuiIan Jaau cy oarosop Kocra, ®abep n
Kamep y [5]. Onm cy mokazanmm fa, 3a p < n~ 1, CHMIUTHIM]aTHA KOMILTEKC
Y € Y, a.c.c. Konancupa y rpad, Te ga3a p > cn~t, ¢ >3 ha(Y) > 0 a.c.c.,
TaKo Ja cumiLieke nuje kosancubuiaan. Ciydaj p < n~! pasmarpamo y osom
nmjeny, nok hemo cayuaj p > (3 + ¢)n~! pasmarparn kacuuje, kaga Gyaemo
TOBOPWJIA O MPOW3BOJbHO] AUMEH3HJHU d.

Ha murame xaga je Y(n, p, d) konancubunan 3a Ipo3UBOJLHO d Cy JIATH OArOBOP
Aponcrasn, Jluauasn, JIyzak u Memynam y [6]. ¥V oBom aujeny hemo rosopuru
O TOME KaJIa je JIBOJAMMEH3MOHAIHI KOMILIEKC Kojlarncubuian, ok fieMo ciay4aj
d > 2 pa3marpaTn KacHHje.

2.2.1 HecTajame ropme XOoMOJIOruje y KOMILIEKCY Y, ,

Nako je KozmoB y cBoMe pady pa3mMarpao HECTajarbeé TOPIHE XOMOJIOTH)e
H;(Y,G) 3a d nnMeH3WOHAJTAH CJIydYajaH KOMIIJIEKC W TIPO3WBOJHHY KOHAYUHY
AGenoBy rpyny G, mu hemo ce jeTHOCTABHOCTH DA OTPAHWYUTH HA CIIYUaj
d=2u G =17y Cayuaj d > 2 u G konauna AGejioBa Tpyna ce paje aHaJOrHO,
aJn Cy TEXHUYKHU 3aXTjeBHUjHU.

Ha 6mcmo mokazanum 1a je p = % dyHKIHja Ipara 3a HECTAjaibe TOPIHe XO-
MoJIoTHje Tpeba 1a JoKaskeMo JBa TBphema: Ja 3a p > n~ ! Topmba XOMOJIOrHja
ACHMITOTCKH CKOPO CHTYDHO HHEje Hysa, Te 713 33 p < N~ ' TopHa XOMOJIOIHja
CKOPO CUTYPHO HeCTaje.
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Teopema 2.3. Hexa je p = #, npu wemy w(n) — co. Tada

P(Hz(Yn,p, G) = 0) =0,
3a Abenosy epyny G.
Teopema 2.4. Hexa je p = #, npu wemy w(n) — 0. Tada
P(H3(Yy,p, F2) # 0) — 0.

IIpnvujerumo ma je Ho(Y,G) # 0 ako Y caJIp:Ku TpaHUIy TeTPaeipa,

YeTBOPOAUMEH3HOHAIHOl CHMILIEKCA, Tako Ja je 3a reopemy [2.3] moBosbHO

JokazaTu aa Y, , a.C.C. CaapKu IPAHUILY TeTPaeapa.

Jokas meopeme[2.3 Heka cy TiyeoosT(n) CBH HCTBOPOMMEH3HONATHU CHM-
4

IIeKCH Ha cKymy usoposa {1,...,n}. Ca A; ouaunmo morabaj na Y, , canpxu
rpanuiy terpaeapa 7;. Heka je I; nnaukarop gorabaja A;, a X =) . I; ciyya-
jHa mpoMjemuBa Koja o3Ha4aBa O6poj Terpaesapa T TakBuX Ja 0T € Y, ,. Cana
AMaMO

P(H(Ynp, G) =0) <P(X =0).
Kaxko je X = ZL-, TO je

n

E(X)= (4> 4 = 0(npt) = O(w(n)?) — .

Horabaju A; u A; cy He3aBUCHH aKO TeTpaeipu T; U T; HEMAjy 3ajeJHUYKY
crpamy, Tako ja je, 1o jemu [1.6) joBosbHO roKa3aTu 13 je

> _PlA; N 4] = o(E2[X])

in~j

rije je ¢ ~ j ako TeTpaeJpu T; B T; UMajy 3ajeqHn4Ky crpany. Kako paznmmanti
TeTpae/ipu MOTY MMATH HAjBUINE jeJHY 3ajeJHUYKY CTPAHY, TO 3a { ~ j NMaMO

n\ /(5
Bpoj maposa i, j Tako Ja 7; ¥ T; UMajy 3ajeJHUYKY CTPaHy je (5) (3) Te TMaMO

S P(ANA) = <Z> <§>p7 e <w;(f)> = o(E2[X]).

inj

Ja je

O

IIpernocrasumo ua je Ho(Y,Za) # 0. Tana nocroju uukiyc 7 € Zo(Y) rakas ga
je T # 0. 3a mpomssoman tpoyrao ¢ € (7)) ca A, osmammvo norabaj ma mocroju
OUKJIyC T TaKaB Jia je t € supp 7.
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Jacuo je na je

P (Hy(Yyp,Z2) #0) < > P(A;) < n’P(Ay,)

te(3h)

raje je to Tpoyrao {1,2,3}.

Hexka je 7 murayc TakaB ga tg € supp 7. Tama morojm ¢ Tako Ja TPOyrao
t; € supp T, raje je t; Tpoyrao ca yBopoBuma 1,24, 4 <13 < n.

Onasze mobujamo ma mocroju nanan 7' Takas na t, t' ¢ supp 7’ msupp 9(t+t') C
supp O7’.

Cymruna gokasa teopeme 2.4 je y cmenehoj memn koja he mam marnm ropey
OIfjeHy BjepoBaTHONE MPETXOIHO OMMCAHOr foraaja.

Hedununmja 1. Hexa je S C ([g]), A€eNguo e Ci(Ap—1) aanay y Ay_q.
Ca Ay 5,5 03nawumo doeahaj da, 3a'Y €Y, , nocmoju aanay 7 € Co(Y) makas
da je

(i) supp TS =0;
(ii) supp o C supp OT;
(#i3) |supp o| > 3(A —1).

Jlema 2.4. Hexa je A > 0 yujeau 6poj u 0 < p < 1 maxo da je np < 1. Tada je

3 \Ip?
P(AJ,S,A) < (1_7;;))\
Zlokas. Tepheme m0Ka3yjeMO WHAYKIIAJOM TIO A.
3a A = 0 BpujenHOCT W3pa3a HA JECHOj CTpaHu je 1, Tako J1a TBpheme BaxKu
TPUBUJATHO.
Heka je A > 0. Tspheme mokazyjemo onajgajyhoMm wHAyKIHjoM 1O S.
Heka je S = ("]) uY €V,,. Taua3za csako 7 € C2(Y) umamo supp 7 = (),
Tj. 7 = 0, Te umamo 1a je supp o = 0. Ajm, 1o je Hemoryhe 360r ycaoBa
|supp o] > 3(X — 1), re umamo ja je A, s\ =0, 1j. P(As,51) = 0, Te tBpheme
BaXKM.
IIpernocraBumo jga uMaMoO IPOU3BOBHO S C ([g]), u meka Y € A, g . Kako
je |supp o] > 3(A — 1) > 0, To nocroju rpana e € supp o. Heka je 7 € Ca(Y)
JIaHAIl Kao y aeUHUIT]U Tama mocroju Tpoyrao t € ([g]) \ S, Takas ma je
e € Ot.
Ca Q oznauumo ckyn csux Tpoyriosa t € A,_1(2) TakBux ja e € t. Jacuo je
naje | =n—2.
Hexa je

A={teQ\S||supp (o0 +dt)| > 3(A—1)}
B={teQ\S||supp (¢ +0t)| <3(A—1)}
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Tana je

P(Am&/\) < ZPP (AaJrat,SU{t},/\) + ZPP (AJ+8t,SU{t},)\t) )
teA teB

rje je A, m3abpan Tako 1xa je |supp (o + 9t)| > 3(A, — 1).

Hexka je t € B. Tana, nopes e, IOCTOju jOI jemHa rpaHa € Tpoyria t Taksa Ia
e’ € supp o. Tpoyrao t je Ha jequucTBeH Ha4YWH oxpeheH rpaHnaMa e u €', Tako
na pobujamo za je |B| < [supp o] — 1.

Cewm Tora, umamo jia je

|supp (o + 9t)| > |supp o| — |supp Ot| = |supp 0| =3 > 3(A—1) -3 =3(A—2),

ma 3a A\ MOXkKeMo y3etu A — 1.

ITopen Tora, kako je 3(A — 1) > |supp o| — 2, nobujamo xa je |supp o| < 3\, Te
je | B| < 3.

Cazma nmamo

P(Ass) < ZPP(AUJrat,SU{t},)\) + ZPP(AaJrat,SU{t},Aq) <

teA teB
3AprAl A At (A —1)!
<pn—"—" +p-3) =
SPME ey P (1 —pn)A-1
3ApA Al
-~ (1—pn)N

Jokas meopeme [2) Jacno je na je

P(Hy(Yyp Zo) #0) < Y P(Ay)
ee('y)

raje cmo ca A; osHaumau gorahaj ma Y caap:ku mukiyc 7 € Zo(Y) takas na je
t € supp 7. Heka je to Tpoyrao {1,2,3} Tazga, 360or cumerpuje, umamo P(A;) =
P(A;,) 3a cBaku Tpoyrao t, Te IMaMo

P(Hy(Yp,p, F2) # 0) < n®P(Ay,).

IIperniocraBumo Ja mocroju 7 € Zo(Y') Takas ga tg € supp 7. Taga mocroju jorrr
jemau Tpoyrao t;, i > 4, ca usopouma {1,2,4i} TakaB na t; € supp 7.

Heka je Y €Y, , cuMmmnujainu KOMILIEKC Koju npunaja gorafajy Aq,. Tamga
cy to u t; cuvmteken y Y. Cewm tora, mocroju nanan 7’ € Co(Y') Takas na to, t; ¢
supp 7’ rakas na je supp J(tg+t;) C 7', Kako je |supp d(to+t;)| =4 >3-1,
nobujamo n1a je Y € Agrott,),{to,t:},2

Opnasme nobujamo ma je

n

P(Hy (Yo p, Z2) # 0) < n°P(Ag) <0 Y p"P(Ap(uortn) fto.ti}.2)-
i=4
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2
Kaxo je, npema mperxomuoj jgemn, P(A, g2) < (183#)27 nmobujamo

wi(n
P(Hs(Yn,p, F2) # 0) < n'p 1 —1in)2 = 18(1 _ (5(71))2 = o(1).

2.2.2 Ilogkommnjaekcu Y, ,

Kazna roBopuMo 0 KOTancubmIHOCTH KOMILIEKCA, TJIABHA MIPEIPEKA, j€ TTOCTOjarhe
jesrpa, MOIKOMIIIEKCAa y KOMe je CBaka rpaHa crermena bapem asa. Jla 6ucmo
JOKa3a/d 713, je KOMILIEKC KOJalcubuiIaH, mokazaheMo ma je BjepoBaruHoha ma
CaJPIKMU je3rpo MaJia.

Y oBoMm Amjeny pasmarpamo BjepoBaTHOhy na Y, , caapxkmu S, raje je S Hernm
KOHAYaH JBOJIMMEH3NOHAHY CUMILIAINjATHU KOMIIJIEKC.

3a KOMILIEKC Y KaxKeMo Ja CaJpKu S, aKO MOCTOjU CHUMILIUIA]ATHO YIATAMHEe
S—=Y.

[Monekas xkemumo ja cmjectumo Sy Y Tako Ja O4yBaMO CUMILIEKCE MAKCH-
MaJIHe JUMEH3Wje, aji HAaC He 3aHWMa IIITa Ce JEMIaBa Ca CUMILIEKCHMa, MaFhe
JUMeH3Hje. Y TOM CJIy4ajy TOCMaTpPaMO CUMIUIHIM]aIHy uMep3ujy S & Y.
Hcmocrasma ce ma, Kao 1 Koz rpadosa, GyHKIHja mpara 3a ocodbuny S C Y, ,
3aBHCH OJ TYCTHHE KOMILJIEKCA, IPHU 9eMy je I'yCTHHA KOMILIEKCa OfHoc Gpoja
darmera u 6poja IBOPOBA.

Jlema 2.5. Hexa je S 2-0uMEH3UOHAAHU CUMTAUYUJGAHY KOMNAEKC CG U Mje-
mena u f mpoyenosa. Tada je

P(SY,,) < n“pf.

Jlokas. Heka je mara dyukuuja g : V(S) — {1,...,}, Taksa je umeKkTUBHA HA
2—cummiekcnma y S. Bjeposarnoha ma je g mmepsuja je p/. Bpoj dbynxuuja u3
Sy{l,2,...,n} je n¥, Tako na umamo

PSS+ Y,,) < Z]P’(g je umepsmja ) < n’p’.
g

O

OaBae BUIUMO 13, aKO je p < 1 7 Taga S CKOPO CUI'YPHO HE JOIYIITa HMEp3-
njy v Y, p, TITO HAC HABOAW 113 yBeaeMo cienehy HyMeprudKy WHBApHUjaHTy KOM-
TIJIEKCA.

Hedununuja 2. Hexka je S nenpazan 2-0umen3uonaity, CUMNAUYUIGAHY KOM-
naexc. Tada ca p(S) osnavasamo

=Y
:U‘(S) - fS,

2dje je vg bpoj weoposa, a fs OPOJ MPOY2A06G CUMNAULUUIAAHOZ KOMNAEKCA S.
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[Ipumujerumo ja, ako S JoIyLITa UMEpP3ujy, Tala je JOLYIITa U CBAKU HeroB
TOIKOTIMIIIIEKC, TAaKO 1a, ako je p < n *5) 3a mexko S’ C S, omma S ckopo
CUTYDHO HE JOIMYINTa UMEP3H]Y.

Hedbununuja 3. Heka je S nenpasar 2-0uMeH3UOHANHU CUMNAUYLUIAAHU KOM-
naexc. Tada ' (S) dedpunumemo xao

/ _ . !
#(S) = min u(S")

2dje je MunuMyMm no ceum nodkomnaexcuma S° C S, uAu, EKGUBAACHMHO, TO
ceum wucmum nodkomnaercuma S’ C S.

IMpumujerumo 1a je uaBapujanTa 4 MOHOTOHO Omaajyhia.
Teopema 2.5. Hexa je S 2-0uMEH3UOHAAHYU CUMNAUYUJANHU KOMNAEKC.

(i) Axo je p < n ') mada S acumnmomeru CKOPO Cuzypho He JOnyuLma
CUMNAUYUIAAHY UMEP3UTY Y Y, 5.

(ii) Axo je p>> n~ ") mada S acumnmomeru cxopo Cuzypro JONYwma cum-
NAUYUJAAHRO Yaazaree Y Yy, 4.

Joxas. (i) Hekajep=w(n)n ") <« n= ) Tana umano w(n) — 0. Heka
je S’ C S rakap na je u(S') = p/(S). Tama umamo na je

P(S & YV, p) <P(S" 3 Y, ,) < n¥s'pls’ = (w(n))fs” — 0.

(ii) Heka je p = w(n)n 5 > n=#' () Taza umamo w(n) — co.

VY 0BOM CiIyuajy KOpUCTHMO ApyrH MoMeHT, Taunuje jtemy [L.6] Heka je v =
vs, f = fs pecnexkTuBHO OPOj YBOPOBA, OJHOCHO TPOYIJIOBA y KOMILIEKCY

S.
Cumummmpjastio ymnarame S — Y, ,, je qednHncano NHeKTHBHIM TTPECTNKA-
BameMm ¢ : V(S) — {1,2,...,n}, rgje je V(S) ckynm uBOopoBa KOMILIEKCA
S.

3a MmHEKTUBHO TIPECINKaBambe g ca I, 03HaunMo WHAUKATOp Aorahaja A,
g je ynarame S'y Yy, .

Hexka je X cayuajua mpomjemuBa Koja O3HAYaBa OpPOj CHUMILTAIIN]ATHAX
ynarama. Taza je X 37 I,.

Umwekrusno npeciukapawe g : V(S) — {1,2,...,n} unaykyje kommekc
g(S) ma {1,2,...,n}. Tama je I, =1 axo u camo ako cy y Y, , uzabpamu
cBu TpOyTaoBH Koju ¢y y g(9), re je E (I,) = p's.

Bpoj umekruBaux npeciaukasama ckymna V(S) y {1,2,...,n} je ©(n"s),
TaKO Jla ©UMaMo Jia je

E(Xg) = O(nvsp/s) = @(nfswE -1y fs) 5 o
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Horahaju Ay, u Agy, cy mesasucuu ako komiuiekc gq(S) N g2(S) nema
HU jeJHOr Tporyia. Y CynpoTHOM mnocroje Komiekeu H = gy(Hp) =
g2(Hz) = g1(S) N g2(S), rako ma je fr, > 1, upu yemy cy Hy u Ho mogxkom-
miekcu S uzomopduu kommaekcy H. Ca g ~ go o3naummo ga norahaju
Ag,, Ay, HUCY HE3ABUCHH.

Ja Gucyo nokasanu ga je P(X = 0) = o(1), upema semu [1.6] 1ososmno je
JOKa3aTH 713 je

> PlA;NAy] = o(E*(X)),

gi~gz

Z Z P(Agl ﬁAgz) = 0<E2(X)) )

Hy,Hz 92,92

Tj. Ja je

pu YeMy TpBa CyMa uae mo cBuM maposuma Hi, Ho C S, Hy ~ Hy ~ H,
fn > 1, a apyra mo CBUM TapOBHUMAa IPECIUKABAIHA (1,2 TAKBUM 113 je
91(S) N g2(S) = g1(H1) = g2(H1) = H.
Kaxo je S konauan, 70 uMa KOHAYHO MOHOTO apoBa Hi, Ha, Te je 10BOJbHO
JOoKa3aTu 1a je 3a cBaku map Hi, Ho

P(4g, NAg,) =0 (EZ(X>)

rjije je 0BO rope OlKMCAHA CyMA.

Heka je H; ~ Hy ~ H jenan takas nap. Kaxo g1 (S)Uga(S) nva 2vg —vpy
qBopoBa u 2fg — fy TpoyrioBa, TO je BjepoBaTHONA

P(Am N Agz) = p2fs_va

a 6poj byrKImja g1, g2 Koje oarosapajy osom mapy je © (n?s~v#). Cazxa
Jobujamo

2 91,9 P Agi N Ago) =0 ("2Vs—va2fs—fH

. ) = ety i) = o)

n21)sp2f5

O

2.2.3 Komgancubuanoct Y, ,

Heka je S mpousBo/baH IBOAMMEH3MOHATHU CHMILIUIN]ATHU KOMILIEKC. AKO je
S kosancubuinan, raga Hs (Y, G) = 0 3a upoussosbuy rpyny G.
CuMnIuImjaTHu KOMILIEKC HUje KOJIAMCHOWIaH aKO U CAMO aKO CaIPIKHU je3rpo.
Je3rpo cmo neduHUCAIN KAO CUMILIAIINA]AJIHNA KOMILJIEKC 0e3 CJI000IHUX CTPaHa,
amm 6e3 yMarbema OIMIITOCTA MOXKEMO 3 MPETIOCTABAMO 1A j€ je3rpo UucT U
jaKo TIOBe3aH.

Jlema 2.6. Hexa je S 0600UMEH3UOHAAHU CUMTAUUUJGAHY KOMTAEKC KOJU je
jesepo. Tada je ' (S) < p(S) < 1.
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Joxas. Heka je S jako nosesan u uncr komiuieke. Ca vg, eg, fs 03naaumo 6poj
YBOpOBA, rpaHa u Tpoyriaosa y S. Kako je S je3rpo, To ce cBaka rpana Hajaa3y
bl Dap 2 Tpoyria, Tako ga mobumjamo ga je 2eg < 3fg. Cem Tora, cBaKu UBOD
Mopa 6uTH WHIMIEeHTaH ca bapem 3 rpaHe, Tako ga mobujamo ga je 3v < 2e, Tj.
uMamo 3v < 3f, mro HaMm Jaje

v

ns) =+ <1
fs
O

Onase 106ujamo 11a, 3a IPOU3BOILHO je3rpo S u p < n~ ' Y, , ne caapxu S.
MebhyTum, ma 6u KOMILTEKC OHO KOoJancubuian HaMma Tpeda /1a OH HE CaJpKKU HU
jenuo jesrpo. Mcmocrasspa ce ga moctoju haMuinja KOMILIEKCa J TakBa Ja, aKO
KOMILJIEKC Y HUje KOJIANCHOUIAH OHJA OH JOMYINTA CUMILIUINjAJIHY UMEP3HU)y
jemmor ox kommtekca u3 F, a'y ciaydajy p < n~ ! Bjeposarnoha na Y, , canpxu
6ap jenan KOMILIEKC u3 JF Texu Ka HysIu.

Teopema 2.6. 3a p < n~ ! komnaexc Y, , je Korancuburan a.c.c.

Jlokas. Kaxo je p < n~!, to je p=n~"tw(n), nmpu wemy w(n) — 0.

HekajeY €Y, ,, Takas ga Y muje Komancuounan. Taga Y caapku MEHEMAIHO
je3rpo, Tj. jako MOBE3aH, YUCT MOIKOMILIEKC S TAaKaB /3 je CBaka rpaHa e € S
camp:kana y 6ap 2 Tpoyria.

[IpernocraBumo ga mocroju rpaHa y S Koja je caapzkaHna y bap 3 Tpoyria, u
Heka je v 4BOp Koju caapxku Ty rpany. ITocmarpajmo komiieke Lk(v). Kako
je cBaka rpana y v cremnena 6apem 2, 1o je cBaku 4Bop y rpady Lk(v) cremena
OapeMm 2, u nmpu ToMme je jenan cremena bapem 3. Taga mocroje x,y, 2 TakBH 13
Lk(v) canpxwu jeman om rpadosa Gy y -, G, , TaTAX Ha CATH P 9eMy
OpojeBu z, ¥y, z 0O3HAYABAjy Opoj rpana y oarosapajyhem maumjesy.

y4
x Yy
G/

vayvz

m?yﬁz

Cinuka 2.1: T'padosu G, . u G,

z,Y,z
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Ca Szy.z, S, osHauuMo komyce naj rpabosuma Gy -, G, .. Axo Lk(v)

z,Y,2
CaJIp:KH jefaH o7, oBHX TpadoBa, TaJa Y CaJpKu jeJaH O KOMILIEKCA Sy -
uwm S, , .. Jlako ce Bumm ma S, . w S, . caapie T + y + z IBOPOBA U UCTO

TOJIMKO TPOYTJIOBA, IpH UeMy je x +y + 2 > 4.

[IpermocraBumo 1a je cBaka rpana y S cremena 2.

Hexa je L., KOMIJIEKC Ha CIUIN, OIPH Y€MY je 9BOP ¥ HHIUJIEHTaH ca T TPaHa,
9BOD ¥ ca y, &,y > 3 uw max{x,y} > 4.

a

Cmmxa 2.2: Ly,

Huje Temko sugjetu ga L, , uMa & + y — 2 TPOYTJIOBA U MCTO TOJUKO YBOPOBA.
Joxaxknmo fa mocToje x,y Tako ga Ly, 3 S.

Heka je e = wv rpana y S, u Heka cy o1 = uva, 03 = uvb 1Ba cuMILIEKCA Ca
KojuMa je ona unuuaentHa. [Tocmarpajmo komnonenty rpada Lk(u) y kojoj ce
Has1a3e 9BOpoBu a n b. Ta KOMIIOHEHTA, je UKIIYC a, U, b, U1, Vg, . . . , Uy 3 Ay IKUHE
x, 3a HeKO x > 3. Camuno, KommoHeHTa rpada Lk(u) Koja caapKm 4BOpOBeE a
n b je mukayc a,u, b, u1, ..., uy_3, 3a HeKO y > 3. Hekm ox uBOpoBa u;, v; MOTY
OUTH WCTH, AU TPOYTJIOBU UlU;Ujt1 U VV;Vj+1 CY PASTUUNATH, WHAYE OM TPAHA
uv umasa crenen 6apem ox 3. Ha caunu ce jacHo Buau umepsuja Ly, & S.
W3 nperxoaHo pa3MarpaHOr CAHjean 1a, ako Y HHje KOJAICHOWIAH, Taaa OH
canpxu Sy, . win S, 3a HEKe T,Y, %, WIN TOCTOju uMmep3uja L, , y Y, 3a

z,Y,z
HEKE T,Yy, Te 100ujaMo
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Ciuka 2.3: Ly, ¢+ S

P (Y uuje komancubuian) <

<D P(Spy. Y um S, < +ZIP’L - Y)
TS WY X s
fzazty+z=f fzdzt+y—2=f
< Y27 ) + X S < 3wt = A o)
>4 f>4 f=z4

Bap < n~!smamo gaje Y € Y, p KomamcubuaaH a.c.c., alu He 3HaMO KOJIHIKO
HaM Kopaka Tpeba ja Y kosaicupa y rpad. AKO 3axrTujeBaMO KOHAYHO MHOI'O
Kopaka k (mpw wemy k He 3aBHCH O ) OHAa Ham p < n~! Huje qOBOBHO, amm
3a cBaKo € > 0, axo je p < n~ 1%, Tama mocroju k TaxBo 13 Y KOJAICHpa a.C.C.
y HajBuile k Kopaka.

Heka je S cumminiujannm KOMILTeKC. 3a JBa TPOYIJIa CMO PEKJIN Ja Cy CyCjeTHI
aKO CaJprKe 3aje/IHNYKY CTPaHy, a yAajbeHocT m3meDhy Tpoyriosa cmo gedun-
ncamm Kao ymasbenocT y rpady Gg y KOMe ¢y YBOPOBH TPOYTJIOBH, & T'pame
TTapOBH TPOYTJIOBA KOJU Cy CYCjeTHU.

3a 2—kommiekc Y KaxKeMo Ja je KojamncubuiaH y Hajuiie k Kopaka (mwiu k
komutancubuiian) ako je Ri(Y') rpad, a jna je konancubuian y Taqdo k Kopaka
ako je Ry_1(Y) numensuje 2, a Ri(Y) je rpad.
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3a 2—cumiuteke o € Y neduHummmmMo
Dy (o) =sup{i:o € R;(Y)},

IITO MpeaCcTaB/ha OPOj KOpaka KOJIUKO ¢ ~omcraje”, Tj. HAKOH i + 1 Kopaka o
HecTaje.

Jlako ce Buam qa Y womancmpa y majsuiie k + 1 kopaxa akko je Dy (o) < k 3a
CBaKoO 0.

Axo je Dy (o) = k, T0 moCTOjU HU3 2-CUMILIEKCA 0(, 01, .. .,0 = 0 KOJU 3a/10-
BOJbABAjy cibemehe ocobume:

(i) Cumiuiekc 0;_1 Hecraje y i-TOM KOJIAIICY;

(ii) oy je cycjenan ca o041 32 0 < i < k, Tj. umajy 3ajeqHudKy rpaty e; Koja
mocTaje cJa000Ha HAKOH {—TOT KOJIATCA.

OBaj HU3 HA3UBAMO TYM KOAGNCA 38 CUMILIEKC 0.

ITocmarpajmo cee oBakee nyrtee. Ca Ay (o) o3HAUMMO cBe CIO0GOIHE TpaHe
KOMILJIeKca Y, TaKBe Jla MPUNAIAjy 0¢ 3a HEKH OJ OMUCAHUX ITyTEBA.

Axo umamo xomiiekc Y u o € Y, Dy (o) < oo, taga, na 6ucmo ”nosehanu”
Dy (o), Tj. na 6ucmo nobumm komnneke Y O Y rakas ga je DY (o) > Dy (o) +1,
norpebaH U JOBOJHAH YCJIOB j€ /1 JTOAAMO HOBE 2-CUMILIEKCE 071, . . . , 0; TAKBE /13
3a cBaky rpany e € Ay (o) mocroju i, Tako na e € o;.

Hexa cy k > 0 u r > 2 mujesn 6pojesu. Tana ca Ly, 03HaUNMO HhaMUIHI]y CBUX
(mo Ha m3oMoOpdu3aM) IBOAMMEH3MOHATHUX CUMILIMIMJAJIHUX KOMILJIEKCA KOjU
3a70BOJbaABAjy caemehie ocobute

(i) Caxu kommiexc S € L, je KOHAYaH, JaKO LIOBE3aH, YUCT M CTEIECHA
HajBHIIE T.

(ii) ITocroju 2—cuMiutekc o, € S TakaB Ja 3a CBaKH 2—CHUMIUIEKC 0 € S BpU-
jemu dg(o4,0) < k. Cummnekc o, Ha3UBAMO UeHMap.

(iii) S je jesrpo wiu Dg(o.) = k.
Jacuo je na je Ly, xonauan 3a ceako k u r, u na je Ly, C Ly ry1.

Jlema 2.7. Heka je Y 2—0umMeH3UOHANHU KOMNAEKC CMENEHA HAJEUWE T, U
nexa je o mpoyeao y 'Y maxae da je Dy (o) = k. Tada nocmoju cumnauyujanu
Komnaexc S € Ly, U CUMNAVYUJAAHO Yaazarbe S — Y makas da ce yenmap o,
cAUKa Y O.

Zloxas. Tepheme moxkasyjemo muaykmujom mo k. 3a k = 0 umamMo camo jeman
koMmmexc y Lo, = {0}, Tako 1a je TBpheme ouurieHo.

IIpernocraBumo na je k > 1, m mpernocraBuMO 13 je TBpheme Ta4HO 33 CBE
k' < k. Hocmarpajmo Y' = R(Y). Jacuo je naje 0 €Y', Dy/(0) =k —1 u na
je Y’ crenena najsuiue 7.

Kopcurehun nHayKTHBHY MPETNOCTABKY M00MjaMO [1a TOCTOjU CUMILIAITN]aTHI
kommiexc S’ € Ly, 1 cummunujanuo yiaarame S’ < Y/ TakBo na ce menrap
S’ ciuka y o.
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IMocmarpajmo e € Ag(o). Axo je e cmobomna rpana y Y', Taga nocroju o,
co6o1an Tpoyrao y Y Takas z1a e € oe. AKo e Huje coboaua rpana y Y, taga
MOCTOjU TPOyTao o, € Y’ TakaB na e € o, u 0, ¢ 5.

Kowmmteke S meduaumemo kao

S=s5'u |J o

e€Agi (o)

Kako je S € L1, 10 je m S xoHa4an, 4ucr u jako nosesan. Makcumanan
CTEeIeH y KOMILJIEKCY Y je HAjBHUIIE 7, TIa je M MAKCUMAJIaH CTENeH y S HajBuIie
T
Kako je Dg/(0) = k — 1, to je Dg(o) = k. Cem Tora, 3a ce ¢’ € S’ Baxku
ds(o’,0) =dg(0',0) <k —1. Bacse o’ € S\ S umamo ¢” € S’ Tako ga je o’
cycjenan ca o’/ ma mobujamo dg(o’,0) < dg(c”,0) +1 < k.
Opnasne nobujamo ga je S € Ly, -, u 1a je o uenrap S.

O

Cieneha siema CBOJIM HUCHUTHBAIGE K KOJIANCUOMJIHOCTHA HA, UCIUTHBAILE 19, JIN
KOMILJIEKC CAJPIKU HMOAKOMILIEKC u3 Ly, ;.

Jlema 2.8. Cumnauyujasnu xomnaexc Y cmenena wajeuwe r > 2 Huje k xo-
aancubusar axrko nocmoju komnaexc S € Ly, . makas da S donywma cumnau-
yujasto yaazare y Y .

Jloxas. Kako xommiexkcn m3 Ly, HUCY k—KOJATCHOWIH CAWjemn Ja, ako Y
CA[Ip>KU jeJIlaH O BUX OHAA HU Y HUje k—Kojancubusan.

IIpernocraBumo ma Y muje k—komamcuOwiaan. MoxKeMoO MPeTIOCTABUATH 13 je
Y jako moBe3aH, mHaYe MOXKEMO & C€ OIPAHUYMMO HA jeJHYy KOMIIOHEHTY Of
Y. Tocmarpajmo un3 kommuekca Y, R1(Y), Ry(Y), ..., Rg(Y). Kako Y Hwuje
Komarncubanan y k kopaka, 1o Ry (Y) uuje rpad. Pasnukyjemo nsa ciaydaja, y
3aBUCHOCTH 0J1 Tora, 13 Jjiu je Ry (Y) jesrpo wiu me.

(i) TpermocraBumo na Ry (Y) uuje jesrpo, Tj. maa mocroju tpoyrao o € Ry (Y)
Koju je cnoboman. Tana je Dy (o) = k, ma mpema, .HeMI/IIIOCTOjI/I SeLly,
Takap Ja S IOMyITa CHMILIAIUJATHO YIarame y Y, IpH 9eMy Ce IeHTap
CIUKA Y 0.

(ii) IIpernocrasumo aa je Ri(Y) jesrpo. Hexka je 0. € Ri(Y). Ako 3a cako
o € Rp(Y) Baxn dg, (v)(0x,0) < k, Tama nmamo ma Rp(Y) € Ly, Axo
He, taga ca Z C Ry (YY) 03HaYUMO KOMILIEKC KOjU C€ CACTOjU OJ] TPOYTJIOBa
o TaKBHX Ja je dg, (v)(0,0.) < k.

Ako je Z jesrpo, Tana Z € Ly, ,.

VY cynporsoMm, u3 nedunnnmnje Z u antennte na je Ry (Y') jesrpo mobujamo
na je dz(ox,0) = k 3a cBe ciobonHe cuMIUeKce y Z, ofakie Jo0ujaMo 1a
o« € Ri(Z). Ako Ry (Z) uuje jesrpo, Taga Tepheme caujeau u3 (7).

Ako Ry(Z) jecre jesrpo, tama, kaxko je Ri(Z)(o.,0) < k 3a cBako o €
Ry(Z), nobujamo na je Ri(Z) € Ly
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O

OBa siema HaM je cBena npobseM k KOJAnCUOUITHOCTH HA TO Ja Jid Y CAIpIKu
KOMILJIEKC u3 jemme on kinaca L, 32 HeKO 7. lako mMamo GECKOHAYHO MHOIO
KJIaca, 32 CBAKy KJIACYy WMaMO KOHAYHO MHOTO KOMIIJIEKCA, TAKO Ja, aKO 3HAMO
Jla je MakCMMaJaH CTereH HajBUIle 7, 33 HEKO I, Taja ce MpobJjeM CBOJIM Ha TO
JIa, JTM CHUMILIATHAjAJIHA KOMILIEKC CAJAPKU jeIaH 0 KOHAYHO MHOTO KOMILIEKCA.

Hednannuja 4. Hexa je pj, . najeehia epujednocm (i (S) sa cee xomnaexce us
damunuge Ly, ., mj.
Moy = Jnax 1 (S) € Q.
Teopema 2.7. Hexa je Y €Y, , cayuajan 2-vomnaexc.
(i) Axo, 3a nexkor > 2 u k > 1 saorcu

1——=2_ —u!
r+1 u pLn Pk,

pLn
mada Y woaancupa y epad y Hajeuwe k Kopaxa a.c.c.

(i) Axo 3a mexo r > 2 u k > 1 eascu p > n Mo mada Y a.c.c. wuje
k—xoaancubuaan.

Joxas. (i) Hexa cy k> 1, r > 2 u nexa je p taksa ga je p < n~ ' =2/0+1) g
p << n_u;c,r.
Hoxkazahemo 1a je

PAY) > rlY €Y,,) =o(1),

raje je A(Y) makcumasian cremnen og Y.

Heka je e mpomssosbHa rpana y Y, ,. Taza je dy(e), cremen rpame e,
caydajHa npomjemnBa. Kako je

n—2

Pldy(e) >2r+1) < <r+1

)+t < (e
TO je
PA(Y) >r+1) < (Z) (np)™*+! < (nH%p)m = o(1).

3a mpoussomHO S € L, uMmamo ga je p/'(S) < pj .., ma Kako je p <
nH.r <n ) 1o u3 TEeOpeMe ciaujenm Ja je

P(S <= Y,,) =o(1).
®amunuja L, je KOHAYHA, TAKO Ja HMAMO

P(Y nuje k xomancubumnan ) < P(A(Y) > r) + Z P(S —Y)=o(l).
SeL,r
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(ii) Kaxo jep > n~Hkr 10 nocroju S € L, TaKaB 12 je p > n~#'(5) | 11a npema
teopemn [2.5] cmjenm na Y a.c.c. caapxu S, e Huje k KomancubuiaH.
]

. . ,
IIpoGiem ca OBOM TeOpeMOM je IITO He 3HAMO TadHy OLjeHy Hapamerpa i .

. . , .
Cuenehe gpuje Jjieme HaMm 11ajy IOpHE U JOHE ONPAHUYEHHE W KOje 3aBucH
camo of k.

Jlema 2.9. Hexa je S € Ly, 3a nexo k>0, r > 2. Tada je

2
p(S) <1+ ——

k+1
Jlokas. Axo je S jesrpo, tana tepheme camjenn n3 meme 2.6]
Axo Huje, Taga MOCTOjU YT KOJAICA 0, . .., 0 = Ox 33 [IEHTAp 0,. Heka je
1k .
S =Ui_yo;.

Kako TpoyrioBu o; u 0;_1 uMajy 3ajeqHAYKy rpaHy, To S’ mMa Hajsume k + 3
9BOPOBA, U Ta4HO k + 1 Tpoyrao, na je

k+3 1
! < < =1 .
W) =pS) =7 =1+ 175

O

ITocmarpajmMo HI3 2- TMMEHU30HAJHIX CUMILIUIN]ATHIX KOMILIEKC, Sy, S1, 59 . . .
nedunncanux Ha cienehn naunn. Kommieke Sy ce cacToju u3 je/lHOr TPOYTJIA.
Kowmrmreke Sy mobujamo u3 komriekca Si_1 TAKO MITO HA CBAKY CJIODOIHY TPAHy
y Sk /101aMO HOBHM TPOYTao, Tj. 3a CBaKy CJIOOO/HY I'DAaHy € J0JaMO HOBU YBOD
Ve W TPOYTAO CVg.
Jlako ce Buam ma Sy € Li 2. Cem Tora, KoMmaeke S, nMa vg = 3 - 2% wpopoBa u
fs = 3-2F — 2 tpoyrzosa, Tako ma je u(S) =1+ 32,&7}171 Joxkazahemo na 3a
csaku nogkoMitexe S C S, mmamo p(S’) > p(S).
Heka je v/, f’ 6poj uBoposa u Tpoyrsosa y S’. Mumyknujom no k hiemo mokasaru
naje v’ — f > 2. Heka je v] 6poj uBopoBa S’ koju ce Hanaze y Sp_1, vh = v/ —v]
6poj uBopoBa S’ Koju ce Hamaze y Si \ Sk—1, f1 6poj Tpoyriosa y S’ koju ce
Hamaze y Sip_1 u f} 6poj Tpoyrioea y S’ koju mpunazmajy Sk \ Sip—1. Kaxo
nocroju 1 — 1 npeciukaBame uzmelhy Toyriosa u uBoposa y Sy \ Sk—1, TO UMamMo
na je vh > f5. Kaxko je, mo mHAYKTHBHO]j mpeTnoctasmu vy — f1 > 2, mobujamo
Ja je

o f = — - - 22
Caza umamo 1a je

v wg - 2+ 24 fs 2 2

w(S) —p(s) == - 2L )
R A Y
Opasre ciujenu fa je 3a Sy € Ly 2 u’(Sk):1+3.2,€%171,Teje
1 2
1+ — < P <1+ —.
T T

Caza ce Teopema [2.7] moxe npedopmymmcarn Ha crenehn naam.
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Teopema 2.8. (i) Axo 3a nexo k > 1 umamo

JIRSS n_l_k%l

onda Y €Y, ,, a.c.c. je k xoaancuburan.

(ii) Axo 3a nexo k > 1 umamo

-1
p >n 3.2k—1_1
mada Y wne Koarancupa y epad y k xopaxa a.c.c.
Aoxas. (1) 3ar = max{k,2} umamo

p < no 172/ (R < =122/ ).

2 /
Kako je uﬁw <1+ P 1O je p < n~Mrr ma TBpheme ciaujenu us
teopeme [2.7] (i).
(ii) Kaxo je
D > n_l_zk*11—1 Z n_l"’;c,r

TO TBpheme caujenu u3 Teopeme (ii).
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I'maBa 3

Ciay4yajHU CAUMILIUIIN]AJIHA

KOMILJIEKC Y), )

YV oBoMm morsiaBby hemMo roBoputu O d—IUMEH3UOHATHUM CIIYYajHUM CHMILIH-
IIjaTHIM KOMIUTEKCHMa, TadHmje o Jlmaman-MemrymamoBom mogpeny Y, p 4.
Kao mro cmo pexim, enement Y € Y, ., HOAKOMILIEKC cuMILeKca A,
Koju canpxku cee (d — 1)—crpane A, _j, JOK CBaKM d—CHMIIJIEKC GUPaMo ca
BjepoBaTHONOM p, HE3ABUCHO jemaH o Apyrora. Casa, 3a CBaku d—INMEH3UOHATHI
KOMILTIEKC Y ca 1 YBOpPOBa MMaMoO Jia je

P(Y € Y pa) = pPa) (1 — p) () =1a¥),

raje je fq4(Y) 6poj d—crpana.
ITomTo ce moka3m HEKWX TBphema OMTHO pPa3NWKYy]y y ciaydajy rpada, mper-
noctaBuhiemo 11a je d > 2.

3.1 XomMmoJ101lIKa IT0BE€3aHOCT CJYYajHOr d—ANMEeH3MOHAJJIHOT
KOMILJIEKCA

Beh cMo roBopuin 0 XOMOJIOIIKO] OBE3AHOCTH CJIyYajHOr KOMILIEeKca 3a d = 2.
Ocobuna ”6uTr XOMOJIONIKA MoBe3an” je MOHOTOHO pacryha, Tako Ja CIujeau
Ja nocroju GyHKuMja npara, tj. nocroju p* = p*(n) rakso ja

. ] 0, pgp*

nh—{go P(Ha-1(Ynpa, &) = 0) = { 1, p>p*.

Y 2] Mewmynam u Banax cy oapemusiu oBy dyHkiujy 3a konaune rpyne G,

MaJla [UTAbe MITa ce fAeniasa 3a G = 7 u jajbe Huje PUjerneHo.

['naBHU pe3yaTar y OBOM TOMJIABIBY je Ja, 3a KoHauHy rpyny A6enoBy rpymny G

WMaMO

. 0, p= dlnn—w(n)

lim ]P)(Hd—l(Yn,p,(i? G) = O) = ’ dln nﬁ-w(n
D= s

n

n—oo 1’ ,
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raje je w(n) dyukuuja Koja (LPOU3BOJLHO CLOPO) TEXKU KA OO.

CymituHa 10Ka3a je NCTa Kao Uy IBOIUMEH3UOHATHOM CIIYUajy, T€ CPXK J0Ka3a
YUHA CAYYaj P = M.

Kaxo 3a mpoussosmny rpymy G sawu Hy 1(Y,G) ~ H¥ (Y, G), ymjecto xo-
momoruje Hy_1(Y,G), mu hemo mocmarparn Ko-xomomorujey H~ (Y, G).

Teopema 3.1. Hexa je d > 2, G xonauna Abenosa epyna, u w(n) npoussosna
] ) dlnn —w(n)
Pynryuja xoja mesicu xa co. Tada, 3a p = ———= gasrcu
n

lim P(H (Y, .4, G) = 0) = 0.

n—oo

Jloxas. Heka je X Opoj uzosnoBanux (d — 1)—crpana. Taza je

X= > I,

TEA,_1(d—1)

raje je Ap_1(d — 1) ckyn cBux (d — 1)—cumisekca kommiekca A, _1, a I je
uHAMKaTop noraljaja A, Koju o3HadaBa Ja je CTpaHa 7 M30JI0BaHa, Tj. J1a HUje
uzabpana HUTHU jeaHa d crpaHa Koja cauapxku 7. IIpu Tome, sporahaj A, 3aBucu
caMo Ol OHWX d CTPaHa KOje CaapIKe T, Tako 1a je A, me3aBucaH ox cBUX A,/
TAKBUX JIa 7T U 7' He MPHUIMAJIajy UCTOM d—CHUMILIEKCY, Tj. ako je |[TN7'| < d — 2.
Kaxo je P(HY1(Y,G) = 0) < P(X = 0) To0 je M0BOBHO J0Ka3aTH Ja je

P(X =0)=o0(1).
Csaky (d — 1)—crpany caapxu n — d d—cumiuiekca, 1a je sjepoBarnohia ua je

7 mzomonana P (A,) = (1 — p)" %, omakse gobmjamo ma je

Eix] = (") (1 = pyimd o 2 snmd) n(1=p) _ g

Kako E [X] — o0, TO je A0BOJbHO 10Ka3aTh 12 je

AT =37 P4 N An) = o (X)),

T1~VT2

npu Yemy Ty ~ To aKKoO |11 NTe| =d — 1.
Kaxko 3a 7 ~ 75 mocToju TauHO jeqaH d CHUMILIEKC KOJU CAJAPXKU U T, U Ty, TO je
P(A;, N A,,) = (1 —p)> 241 Bpoj naposa 71 ~ 72 je (;7,)(*4") Te mmamo

d+1
AT (1) (3@ —pp>—2at _d-d 1 — o(1)
(E(X))2 (3)2(1 — p)2n—2d 2 nd=1(1-p) ’
ITO je u TpebasIo JOKA3aATH. O
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ITocmarpajmo cama ciydaj p = ‘ihl"Tiw. Heka je Y € Y, ,q Heka je

f e C¥YA,_1), (d— 1)—xo-muxnyc y Y. Kowmmiexc Y je d xomosomxu
wenosesan akko nocroju f € CI7Y(A,_ ;) raxkas ga je dg_1(f) # 0, u
dg—1(f)(o) = 0 3a cBako o € Y (d). Takap KO-IIMKIYC HA3UBAMO UHOUKATNOPOM
nenosesarocmu Kommiekca Y. Kako je dg—1(f) = dg—1(f + da—2(g)) 3a 6umno
koje g € C?72(A,,_1), MEANKATOp HENOBE3aHOCTH HHUje jeMHCTBEH, Tj. TIOCTOjMI
W3BjeCTaH CTeeH Ca000/1e P HEeroBoM OMparmby.

Ca supp f o3nauumo ckyu ouux (d — 1)—auMen3uoHasHUX crpaHa of A, _1 Ha
Kojuma f uuje Hyna, Tj. supp f = {0 € A,_1(d—1) | f(o) # 0}. Hexa je
w(f) = min{lsupp (f +da-2(9))] : g € C2(An-1)).

@Qynxmmjn f MoxkeMo IpUAPYKUTH d yandopMan xuneprpad ca n dsoposa Hy,
mpu 9eMmy cy rpase Hy dbavmnmja supp f. ¥V mameM Tekcry hemo xumeprpad H
uneHTH(HUKOBATH €A CKYIIOM BeroBUX IPaHa, Tako na je |Hy| = |supp f|. Jsuje
rpane xuueprpada Ty, To cy cycjeane ako je |7 N 7e| = d — 1. Xuuneprpad je
TIOBE3aH aKO 33 CBaKe JIBUje TPaHe MOCTOjU MyT OJ jedHe J0 JApyTe.

Hexa je Y € Y, , 4 Henosesan. Heka je f mHImKaTop HeMOBe3aHOCTH 3a Y,
TakaB Ja je |supp f| Munumanas.

Kao u y nBomuMensnonoM ciydajy, ako je Hy HemoBe3aH, MOXKeMO Ce OIDAHU-
uutu Ha f' Koja ojrosapa jeaHoj xkommonentTw. Tajga je u f/ ubjaukarop
HeroBesarocTH, aan je |[supp f’| < [supp f|. Tako cmo mobunm ma Hy mopa
OMTH TIOBE3aH.

Cem Tora, kako je dg_1(f) = dg—1(f + dyg—2(g)), 10 je u d + dq—_2g vHAEKATOD
HenoBe3aHocTu 3a Y, na jgobujamo ga je |supp f| = w(f).

Hexa je 7, = {f € C¥Y(A,,_1) | Hf # 0 je nosesan A |supp f|=w(f)}.
Oynkmmja f € F, je WHANKATOP HEMOBE3AHOCTHM 3a Y aKKO HW jeman of
d—cummnekca Ha KojuMa je dg—1(f) pasmmumra on myne Huje y Y. Heka je
B(f)=|{o € An—1(d) | da—1(f)(0) # 0}|. Taga umamo ga je

PH ! (Yo pa,G) #0) < Y (1=p)P0.
feFn

Caeneha nema nam maje nowy oujeny B(f) y onnocy ua w(f).
Jlema 3.1. Hexa je f € C¥"Y(A,_1). Tada je

nw(f)
B(f) = :
d+1
Joxas. 3a opujeHTHCAHM CUMILIEKC T = [vg, ..., V] ¥ 4BOp v & T ca vT O3HAYa-
BaMO OPjEHTHCAHU CHUMILIEKC [V, Vg, - . ., U7]. 3a mpom3Bosban 9BOp v € [n] nedun-

mmvo f, € C472(A,,_1) "a crenehu maumn

= Jen e

0 VET.

Capna, 3a mponsposban (d — 1)—cummuteke 7 € A, _1(d — 1) nmamo na je

F(7) = da—a(fo)(7) = { (C)ld_1f(vr) vé T

VET.
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Bpojehin mapose (v,0) raje je v uBop, 0 € A,_1(d), dg_1f(c) #0unv € o
JobujaMo ma je

v,0) |v € o,dg—1f(0) #0} =
={(v,7) [v &7, f(1) = da-2fu(T) # 0} =
=[{(v,7) | T €supp (f —da—2fu)}| =

= "|supp (f — da—2fo)| > nw(f).

O

Hwmp cmenehux map tBphema je ga onmjennmo Opoj dynkmmja f € F, ca yH-
anpujen 3agarum 6pojem B(f). IIpso yBeaumo nap o3naka:

Fn(m) ={f € Fn | [supp f| = w(f) = m}
Fn(m,0) ={f € Fn(m) | B(f) = (1 — O)nm}.
Heka je f € F,(m,0). Jacuo je na je B(f) < nm, a npema OpeTxoiHOj JieMu

<6<

B(f) > %, TaKo Ja je i1

Ca H,,(m), H,(m,0) oduauumo bamunuje d—ynudopmuux xuneprpadosa Koju
oxnrosapajy dammmujama F,,(m) u F,(m,0d) pegom.

Heka je H d—yunndopman xuneprpad Ha ckyny [n] w o € H. Ca fg(o) 03-
HauuMo 6poj cBux (d+1)—nozxckynosa ckyna {1,2,...,n} TakBux 1a je o jequnu
BUXOB MOACKyn y H, Tj.

ior=|fre () : ()=}

BH) =" Bul(o).

oc€eH

Hedunummmo

Heka je o rpana y xuneprpady H. Ca I'(0) o3nauumo ckyu cycjesa rpame o,
Tj.
Io)={reH:|lont|=d-1}.

3a S C H caI'(S) oznauumo damunujy rpana H takBux ja umajy 6ap jeanor
cycjema y S, Tj.

ceS

Creneha nema nam rosopu Ja, 3a xuneprpad H ca m rpana mocroju peiaTuBHO
MaJli CKYII TPaHa KOju je CyCje/laH ca jako IIyHO IpaHa.

JIema 3.2. 3a ceako 0 < & < 1 nocmoju C = C(g), maxo da 3a 0060n10 6eAuKO

1
n, ceaxo 1 < 0 <1 u ceaxu d—ynupopman runepepad H, |H| = m > 34

maxae da je
B(H) < (1—-6)m(n—d)
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nocmoju pamusuja S C H maxea da je

IT(S) = (1 —e)fm

15| <X,
n

Zoxas. Heka je c. > 0 xoHCTanTa KOja 3aBuCH O € U KOja he kacuuje Ourm
onpehena. @amunujy S C H Gupamo Cay9ajHO TpU UeMy CBaKa rpaHa o € H
npunaja S ca BjepoaTHONOM p. = . 3a IOBOLHO BEJUKO N UMaMo p. < 1,
ma je S mobpo aedunucano 3a n > ng.

Heka je 0 € H. Ilocmarpajmo morabaj o € T'(S). Heka cy o U {v1},...,0 U
{vgy (o)} omm (d + 1)—noackynosu ox {1,...,n} xoju us H caxpxe camo o.
Iocmarpajmo ocrare (d+1)—noackynose koju caapxe o: cU{vg, (o141} - -,0U
{vn—q}. BacBako By (o)+1 < i < n—dnocroju d—ckyn 7; C oU{v; } paszananr
oxn o, xoju mpunana H. Kaxo v; € 7, u v; ¢ 7; 38§ # j, TO Cy OBH CKyIOBH
paznuauru. CeMm Tora, CBU 7; Cy CYCJeIHH ca 0 Te ako S caap:Ku OWI0 KOju O
wux umamo o € I'(S) re onasae caujeau

P(o ¢ T'(S)) < (1 —po)" @ Ful),
omakJje mobujaMo 1a je

E(|H —-T(9)]) < Z (1 — po)n—d=Bu (@),
ocH

N3 konsekcunocru dyukimje a” mobujamo ma 3a cBako 0 < A < 1luy € R
spujesu a™’ < (1 — \) + Aa?.

n—d— By(o)
m(n —d) — B(H)

mn—d)=BUH) > g _ g

VYaumajyhn a = 1 —p., A = miuy =

Jobujamo
E(|H —=T(S)]) <m(1-0) +mh(1—p)" " <
m(1 — 0) + mbe P~ = m(1 — ) + mbe,

IN

omakJje mobujaMo 1a je
E(IT(S)|) > mO(1 — e~ %).
Kaxo je |['(S)| < m, To u3 neme [L.3 no6ujamo na je

S E(US)) = (A —¢)fm

P(T(S)[ = (1 —&)fm) = > 0(e —e*).

m

WN3abepumo c. TOBOJHHO BEIUKO, TAKO 1A je € > e~ °. Tama je

C

P(T(S)| > (1 —€)0m) > e—e ).

1
1
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Cay4ajna npomjemusa |S| uma 6unomuy pacnogjeny Bi(m, p.), na u3 neme
JobujaMo 11a je, 3a MpoOW3BOBHO A > 1 Bpujeman

P(|S| > Amp.) < (e*A)""

mce > nce > Ce.
n—d~ 2dn—d) ~ 2d
P(|S| = Amp.) < (A7)

TO je, 3a MPOU3BOJHHO A > €,

Kako je mp. =

Kako, 3a durcue € > 0, c. > 0, u3pa3 na mecuoj crpanu texku ka 0 kamga A — 0o,
10 nocroju A\ = A1(g) rako ua je

1
P(|S| > Mimpe) < @(8 —e ).

LN 2X1¢en, 10 je 3a C' = 2\1c,

Kako je Aympe = Ace <
n—d

P(|S] > C%) < P(|S| > Amp:) < 1 (e —e ).
Canma nmamo

m 1 —Ce _i _ pC) —
P<|S|>CgHnH|F(S)|<(1—5)9m)<4—d(6—e J+1-(e—em) =1,

Tj. mocToju S ca TparxkKeHuM 0COOMHAMA. O

Kao mro cmo pekiu, 3a cBaky byukuujy f € F,(m,0) nocroju d—ynudopman
xuneprpad H € H,(m,0). C upyre crpane, ako xuueprpad H ourosapa
dbyuxmmjn f, onga 3namo koju (d — 1)—cumrieken sexxe y supp f. Hexka je
r pei rpymne Haj KOjoMm mocMmarpamo xomojsioruje. Tama 3a cBaku xumeprpad
H € H,,(m) nocroju najsuie (r—1)™ dbyukuuja us F, (m) Koje My oarosapajy,
TaKO JIa UMaMO

|Fn(m, )] < (r — 1) [Hy(m, 0)].
Cana moxkemo Ja orpanudumo 6poj dyukuuja y F,(m,0).

JIema 3.3. Ilocmoju xoncmanma ¢ = c(r,d) maxsa da 3a d0606HO BEAUKO N
(n>no(d), m> 2% u 6> 3 epujedu
[Falm,0)] < (enlD0-00=20) "

Joxas. Beh cmo pexsu na spujenu | Fp,(m, 0)| < (r — 1)™ |H,(m, 0)], tako na
je moBosbHO ma nponmjernmo |H, (m, 6)].

Heka je H € H,, (m,0). Heka je f € F,(m,0) raksa naje H = supp f, |[H| =m
u B(f) =mn(1—0).

Hekajer€e Huo € (d[i]l) TakaB 1a je 7 jeamuu noackyn ox o w3 H. Tana je
da1f(0) = £/(0) £ 0. 1a o

B < B(T) = w1~ ) =min o) (1~ 25,
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Ba ' = 22=4 y nopomwno semuxo n (y sasucnocru oz d) umamo 0 > 6/2 >

1/(4d). Ysumajyhu e = 54, neMaHaM Jlaje Jia 1oCToju CKyll S, i KOHCTaHTa,
ca = c2(d) TakaB 1a je

1

Xwuneprpad H 6upamo Ha cpenehn naunn. [IpBo nzabepemo ckym S C H. Tana
3a cee cxymose m3 (")) koju cy cycjenmn ca S Gupano ma am cy y H nm ne. Ha
Kpajy bupamo ckynose koju Hucy uu 'y S uu y I'(S). To nam maje

m(1-6'(1-15))

o < c%" ((g))Q(cﬁ)nd 3 ((JZ))

i=0 =0

, . m _1(n ()
Kaxo je m < (7}), To je, 3a JOBO/BHO BEHUKO 1, 23— < 5l g) made <
n i

(et

nd‘H com/n
. d . .
) < <> . Kako je n» — 1, TO moCcTOju €3 TAKO 1A je

Camn
n d+1 com/n

S (B)eon (=)

. 1 n Co

i<com/n

| 1 Ly ) CI
A 1-60(1-— <= /) < d )
J( ( 2d2>)m—2<d>’““‘a"e<j>—<(1e'<1Q;Z»m
Axo ne, onya je m > %(Z), na je Z <(j)> < 2(%) < 4™,

VY cBakoM ciydajy, OCTOje KOHCTaHTe Cy4, 5 (Koje 3aBuce oz d), rakse aa je

|H,(m, 0)| < cl"((l L (1(3_) 1) m) <l (:j) (lfel(hﬁ))m,

na je
i\ (=0 (=)
Falm ) < = e (5 -
m
Kako je 0’ = 9:__dd, TO je, 3a 10BosbHO Beanko 1, 0 (1 — 535) > 6 (1 — £ ). Cen

Tora, UMamo m > g4. Ysumajyhu ¢; = 2d(r — 1)cs nobujamo

o ()
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Teopema 3.2. Hexa je d > 2 u G xonauna 2pyna. Hexa je p = M, npu

wemy w(n) — oco. Tada je

lim P(H* (Y, .4,G) =0) =1

n—oo

Zokas. Kako je XOMOJIOITKa MOBE3AHOCT MOHOTOHA OCOOMHA, TO j€ JIOBOJHHO
JloKa3aru TBpheme 3a w(n) — 00 IPOU3BOJEHO CIIOPO.
Buzajermu cmo 1a je

PH (Yt ©) A0 < Y (1=p)P D =3 3 (1-pP.

fEFn m feF,(m)
Paznaukyjemo nBa ciydaja, y 3aBUCHOCTO OJI TOTA Ja JIM je m MaJjo WUJIN BEJUKO.

(i) Heka je 1 < m < g4. Axo je f € F,(m), Tana je H = supp f C ([Z])

d—yuudopman, nosesan xuneprpad, re nmocroju ckyn S C {1,2,...,n},
|S| <m+d— 1, rakas na je H C (5).

Ba crako o € H n u ¢ S umamo dg_1 f(uo) # 0, ma je

B(f) >m(n —m —d+1).

Faml < -1 () = (e )

1a UMamo Ja je

n
Cem rora, kako je |H,(m)| < <(d)>, uMaMo
m

3a ¢; = c7(r, d).
Hasbe, mmamo

d dm/n

d
n qn=m n

N empln—m) - TV~ —w(n) 2 ew(n)/2.
m m m
. . pdm/n dn—1/3 .
Axo je m < n?/? rama je <n® " = 0(1), a axo je n?/3 < m <

dm/n
i <n M0 = O(1). OpaBae mobujamo xa nocroju

n/2d, taga umamo

m
cs = cg(r,d), Taksa na je

‘J—_-n(m” (1 . p)m(nfmfdJrl) < (Csefw(n)/g)m
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Capna umaMo

n/2d

> 2 (1-pt0< 3T Em)a-p)mt T <

m=1 feF,(m) m<n/2d
< Z (0867“’(”)/2)1” = O0(e=*M/2y = o(1).
m>1
(ii) Hexa je m > 4.

Cana umaMo

Z Z B(f Z Z Z (1 _ p)mn(lfe)'
m>n/2d feF,(m)

m>n/2d 0 feF,(m,0)

[Ipernocrasumo 1a je 0 < 5. Tana je

Z Zp:‘mg )mn(l O)S

[Fn(m)|(1 = p)mrt-aa) <
231 053 m 3y
nd\"
< (Cé}) (l—p)m"(l 21)
m
m2> gy
Hasbe, mmamo
nd

7(1 —p)n( ) < 2dnd—1 _( _21d)dl“++w(")n
m

= 2(171_1/26_(1_2%1) win) =

=0 '?)
Te HOCTOju ¢g = Cy(r,d) TaKo na BaxKu
m
> 3 Fm ol -p < 3T (n )
m2gy 0< 5 m>n/2d

-0 ((nlﬂ)%) = o(1).

- Tpeba ma nponujernmo

ST 1Fam,0) (1 - p)PW.

m>n/2d Gzﬁ

Ocraje mam cyqaj 6 > 55

U3 neme mobujamo ma je, 3a 0 > #‘ll, Fn(m,0) = 0, Tako ma MoxkeMO na
mpernocTaBuMo 1a je 0 < -4
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U3 neme nobujamo ma je |Fp(m,0)] < (cln(d_l)(l—‘g(l_d%)))m_ Kaxo je

B(f) 6poj d—anvensmonammnx cummaexca, To je B(f) < ndtl e 3a majsume
n®*! ppujesnocrn 6 nmamo Fy,(m,0) # 0. Cem tora, mmamo p > 427 re
J00mjaMo

Do D Fam ) (1 -p)PP) <

m>n/2d GZﬁ

< Z Z <cln(d—1)(1—9(1—%z))(1_p)"(1—9>)m <

m>n/2d9>i
1 m
< <C (d-1)( 11—2))”—(1(1—9)) _
m>n/2d9>
_ d 1
_ <C1n 1401445 )) <
m>n/2d9>
m
< > (e a0+ <
m>n/2d9>
m
< pdtl (cln o (57 )) =
m>n/2d
= (Cln d(d+1)) =0 (nd+172d2(d+1)) :0(1)
m>n/2d

O

3.2 Hecrajarbe ropme XOMOJIOTHje U KOJIATICH-
OuaHOCT

XOMOJIOIIKA JUMEH3Hja je jeaHa Of OCHOBHHX OCOOMHA CHMILIUIIN]AJTHOD KOM-
IyIeKca. 3a CHUMILIHIUjAIHA KOMIUIEKC Y € Y, ;, 4 XOMOJIOIMIKA JUMEH3Hja MOKe
outu d uau d — 1.

VY [3] Koszuos mokasyje za je dbyHKImja npara 3a HECTAjalbe FOPHE XOMOJIOIH]e

p=n"", 1j. maje

. ] o (1 pxnt?
nlinéoP(H (Ynpa,G) =0) —{ 0 p>»n!

3a POU3BOJbHY, KOHaUHY rpymy G, Ipu deMy y ciydajy p > n~ ! Tephembe Bazku
n3a G =7Z.

Texxuna osor TBphema je y caydajy p < n~ ', nu Ko3oBmes 10Ka3 je mcTnm
(caMO TeXHUYKHU CJIOXKEHUju) Kao y ciaydajy d = 2, Te ra Hehemo HaBOAUTH.
IIpobsiem ca oBuM Pe3yaTATOM je IMITO BayKU CaMO 33 KOHAYHE IPyIe U HE MOXKe
ce npoumpuru Ha G = Z.
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IIpobaem p < n~! u G = Z pjemasaMo Tako IITO yMjeCTO HECTajaiba FOPHE
XOMOJIOTHj€ TIOCMATPAMO Jadu yCJIOB, KOJAMCHOWIHOCT. JacHO je 1a je KoJamcu-
OMJTHOCT MOHOTOHA OCOOWHA, TAKO Ja MOCTOju (DYHKIWja Mpara, W, UCIOCTaB/ba,
ce 1a je ona, Kao u y caydajy d = 2 jemmaka n~l. YV [6] Menrynam u ocrasim
Ccy IIOCMATPAJIH KOJAICAOMIHOCT KOMILIEKCA 33 p = ¢n™ ' U JIOKa3au Ja I10c-
TOjU Cq TAKO 113, 33 C > Cq KOMILJIEKC HUje KOJalCuOW/IaH, TadHuje JOKA3aIu
Cy 2 ropma XoMmoJioruja Huje nyma. Cem Tora, JOKa3aju Cy [Ia TOCTOJU Vg
TaKo 7a 32 ¢ < 74 KOMILIEKC je WU KOJIANCHOWIAH WU CAAPIKU TPAHUILY
(d + 1)—cummerca, A4y 1.

Kaxo 3a p < n~! ckopo curypro zemamo A 4 1, I3 BEXOBOT Pe3yITaTa CIHjean
1a je n~! dyHKIHmja mpara 33 KOJAICHOMIHOCT KOMILJIEKCA, a, KAO IIOC/beHI
TOTa, UMAMO 113 je TO M (DYHKIMja Mpara 3a HECTajarhe TOPHE XOMOJIOTH]e.

3.2.1 IloakoMmjaeKkcu

Hexa je S xoHadan d—anMeH3MOHATHA CAMILTUIIAjATHE KOMILTeKC. Tasra medun-
HIIEeMO

U
M(S) - fS7

raje je vg O6poj YBOpPOBA, & fg OPOj d—INMEH3UOHATHUX CTPAHUIIA.
CnnvHo Kao M 'y JBOINMEH3WOHATIHOM CJIydajy, JeduHummnmMo

/ _ . 1
#(S) = min u(5"),

MUHUMYM 10 CBUM (‘II/ICTI/IM) d—ﬂHMeHBHOH&HHI/IM TIOAKOMIIJIEKCUMa KOMIIJIEKCA
S.

Kaxemo ma Y €Y, ;, 4 caapxu S, ako TOCTOjN CHMIITAITIjaIHO yaarame S — Y,
n Taj morahaj ozHagaBaMo ca S — Y, p 4.

Teopema 3.3. Hexa je S xonauan d—OoumeH3UOHAAGH CUMNAUYUUIANHL KOM-
nAeKc.

(i) Axo je p < n*3) mada P(Y,, .4 cadpocu S) — 0.
(ii) Awo je p>>n~" ) mada P(Yy 4 cadporcu S) — 1.
Joxas. (1) Heka je S’ C S, rakas ma je u'(S) = u(S"). Umamo na je
P(S = Yipa) <P(S" <= Y, p4)
Hexka je X, 6poj cummmmnujanaux ynarama S’y Y. Tana je
P(S" < Y, p.a) = P(X,, > 0).
Kaxko je X, 6pojauka mpomjemuBa, TO je
P(X, > 0) = P(X,, > 1) < E(X,),

Te je J0BOJbHO Jokazaru fga je E (X,) = o(1).
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(i)

Heka je g : V(S) — {1,...,n} umexkTuBnO mpeciukasame. Tama je g
CUMTLIMIINjATHO yJarame y Y aKo ¥ caMo ako Y caJp:Ku cBe oaronapajyhe
cummiekce. Ca A, oznaunmo gorabaj fia je ¢ CHMIUIMIUjaIHO yraJjiatbe, a
ca I, maaukaTop Tora porabaja. Tama nmamo

E(X,) = Z]E(Ig) = prs’ =n(n—1)...(n—v+1)p/s ~n¥s'pls.
9 9

_Yst
=n fs/, 10 umamo aa je E (X,,) = o(1).

Kako je p < n =S

Kao u y moka3y Teopeme KOPUCTUMO Jpyru MomeHT. Mmamo ma je
p=wn)n ") wn) - oco.

Hexa je X,, 6poj ynarama S'y Y, p 4. Cama nmamo n1a je

E(X,)= ZE (I,) ~ nspfs = pfs(HE=1 )y m)fs - oo,
g

Heka cy g1,92 : V(S) — {1,...,n} nBa umekTuBHA TpecianKaBama. Tana
91(S) m g2(S) HaM najy JBa CHMILTHIMjaIHA KOMILTEKCa, 06a n3oMopdHa
ca S. Horahaju A, u Ay, cy HE3aBUCHH aKO Ta JIBa CHMILIUIUjaJIHA KOM-
IIeKCa HeMAjy 3ajeIHHIKUX d—CHMILIEKCA.

VY cymporHoMm, ¢1(S) N g2(S) je d—ANMEH3NOHATIHY CUMILIAIINjaIHI KOM-
IJIeKC KOju je m3omopdan ca HekuM H, mogkomriekcom S. Ilpu Tome gq
cmuka Hy y H, a go cniuka Hy y H, taje cy Hy w Hy nogkomruiekcu S
n3omopduu ca H. IlpumvujermMo ma TakBUX MOryNHOCTH MMa KOHATHO
MHOTO.

IIpema nemn [1.6] noBosbHO je noxasarn ga je
Z ]P(Agl N Ag2) =0 (Ez(Xn)) 5
g1~92

TIje cymMa mie TIo CBUM TTapoBUMa g1, g2 TaKBUM ja gorahaju Ay, , Ay, Ancy
HE3aBUCHMU, Tj. JTOBOJHHO je JTOKA3aTH 1A je

Z Z ]P(Agl N Ag2) =0 (EQ(Xn))
Hy,H2 91,92

riaje mpBa cyMa uiae 1o cBuM unaposuma Hy =~ Hs, Hy,Hy, C S
d—MMEH3NOHWX TIOJKOMITIIEKCa S, a JIpyra MO CBUM WHeKTHBHUM ITPEC-
mukasamuma V(S) y {1,...,n} TakBum na je

91(H1) = ga(Hz2) = 91(5) N g2(95).

IIpBa cyma je KoHauHa, TAKO Ja j€ JOBOJLHO JOKA3aTH /3 33 CBAKU IIap
Hy, Hy umamo

Y P4y, NAg,) = o(E*(X,)).

91,92
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3a oBaKaB map gi, go UMaMO
P(Ag, NAg,) = PZfS?fH'

[Tapose 6pojumo Ha c/beaehu HAYUH: TPBO W3a0EPEMO 3ajeJHUIKE IBOPOBE,
wux vy. OHZA GUpaMo OCTAUX Vg — vy YBOPOBA 34 g1, A YBOPOBE 34 Jo.
Kako ykymno 6upamo 2vg — vy IBOpoBa, OpOj HAUMHA je

nin—1)...(n— 2, + vy + 1) ~n?vs70H

ITa “UMaMO
E P(Agl N qu) ~ n2'US_'UHp2fS_fH
91,92

Te 100ujamo
291"“92 ]P(Agl N Agz) ~ n2v57va2fS,fH
EQ(XTL) n2U5p2fs
— I )= (9) ()~ = (1),

— n*va*fH —

O

Jlema 3.4. Hexa je 0A 441 epanuya (d+ 1)-dumensuonaanoz cumnaexca. Tada
je
lim P (Y, pa cadporcu OAg41) =

n—oo

0 p<nt
1 p>nt

Jokas. Jlako ce nposjepasa na je ' (0Ag+1) = 1, Te TBpheme caujenu u3z reo-

pewme 3.3 O

3.2.2 Hecrajame ropmhe XOMOJIOTH]jE

Y osom nmjery hemo mocmarparu mTa ce memasa ca Hy(Y,G) 3a Y € Y, 4,
p = cn~! u upoussossry A6enosy rpymy G.

Kaxo je Hectajame xomomornje Hy(Y, H) onanajyha ocobuna, mocrasiba ce -
Tame Ja JIM MOCTOjU ¢o Tako Ja, 3a ¢ < ¢ Hy(Y,G) = 0 a.c.c., a 3a ¢ > ¢
H;(Y,G) #0, a.c.c.

Ako Y cappxu rpanuny (d + 1)—cummnekca, Taga umamo Hg(Y, G) # 0.

Ba p = en~! BjepoBarnoha na Y, 4 capxu OA 441 Texu xa p. € (0,1), onakme
CIMjean Ia OBAKBA KOHCTAHTA HE MOCTOjW, MeyTUM, MCITOCTaBba e Ja TMOCTOje
KOHCTAaHTE Vg < Cq TAKBe J1a 3a ¢ > ¢q umamo Hy(Y, G) # 0, a.c.c., 10K 3a ¢ < Y4
KOMILJIEKC je uiu KoJancubuian wiu caapxu rpanuiy (d + 1)—cumiuiekca.
IMocmarpamem OjiepoBe KapaKTePUCTUKE JTOJA3HMO 10 KOHCTAHTE Cq, JOK KOH-
CTaHTy 7q J00HjaMO TaKO IITO TOCMATPaMO KaKO Y, , 4 HW3TIeda "H3 jegHe
(d — 1)—crpane”, Tj. KOoHCTpyHIIeMO Y, ,4 Tako ImTO Kpeliemo ox jeame
(d — 1)—crpane u nomajeMo jefan 1o jeJaH d—CHUMIIIEKC, TIPH YeMy HOBH CHM-
jiekce caapzku Hexy el gomary (d — 1)—crpamy.
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Kaxo je x(Y) = Zizo(_l)ifi(y) = Zizo(—l)ihi(Y), 10 je,3a Y € Yy p.d
mwrﬁmw—05§+wqu

Onasze nobujamo na je hqa(Y) > 0 exBusasientHo ca fq(Y) — (”;1) +hq-1(Y) >
0.

Teopema 3.4. Hexa jep= -, c>d+ 1. Tada
]P)(Itl'd(Yvn’p’d7 G) = 0) — 0,
3a npouseonny konauny Abenrosy zpyny G.

Jloxas. VI3 mperxomHOr pa3maTparba J00mjaMo

P (Hy(Yypa,G) = 0) IP’(fd ("dl) + has go) gIP’(fd ("d1> go).

Cnyyajua npomjemuBa fg mpeacraBba O6poj m3abpaHux d CUMILIEKCA, U UMa

OUHOMHY pacrojjeiy fq ~ Bi((dil),p).
Kopncrehn Yeproduseny nejenmaxoct (nema [1.7) nobujamo na je

P(fd— (”;1> SO) =P (fa—E(fa) < 1) Sexp{(_;f;},

3at= <WC1 — 1) "h-

Kaxko je
212 ( ¢ )2(n—1)2 2 it
— = -1 — = can’ o,
(f2)  \d+1 d ) ()

raje je ¢ > 0 KOHCTaHTa KOja 3aBWCH O ¢ U d, IMaMO

d—1

P(fa—E(fa) < —t) <™ = o(1).
O

IIperxomna Teopema HaM fgaje KOHCTaHTy d + 1, Tako ma je, 3a ¢ > d + 1,
XOMOJIOITKA TUMEH3Mja KOMIIEKCa Yy, 5.4 jenHaka d a.c.c. Mehyrtnwm, y moxkazy
TeopemMe CMO 3aHeMapuiaud hg_1, TaKO Ja je Jara OI[jeHA MOMPUINYIHO Tpyda.
Herpusujanna oujena E (hy—1) fie Ham nonpaBuTu KOHCTaHTY.
Hexa je

ga(x) = (d+1)(z+1)e™" +z(1 — e "),

M HEKa je ¢q JeJIMHCTBEHO MO3UTHBHO pjemnieme jennaunue gq(z) = d + 1. Huje

TeIKO BUAjeTu ga je cq =d+1— 0 (e%)'
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Teopema 3.5. Hexa je p= -, ¢ > cq. Tada je, sa nposusonny Aberosy epyny
G,
P(Ha(Yn.p.a; G) = 0) = o(1).

Z797N(Y)

Joxas. HekajeY €Y, , 4. Jacuo je na cama umamo hg_1(Y) = dim Tmd=1(y) =

dim 24-1(¥) - (371).

Hexka je 7 cummiekc muvensuje d — 1y Y, u meka je 1, € C4~1(Y) mmaukarop
tor cummiekca. Tama, ako je dy (7) = 0, mmamo 1, € Z971(Y)

Ca £, 03HAYMMO jeJAHOAMMEH3MOHU BEKTPOCKHM LPOCTOP IEHEPUCAH OBUM KO-
IIUKJTYCOM.

3a mpomsBosbaH d—cuMIuieke o € Y, ca L, o3Haummo ckym cBux (d — 1)-

CUMILIEKCA, T, T € 0, TAKBUX Ja je cremnen o 7 Behu ox 1,
Ly={reA,_1(d—1):7 Co,dy(r) > 1}.

Heka je |L,| = j. Ca L, o3nauumo BekTopcku npocrop cux (d — 1)-ko-ianana
y C%1(0) xoju necrajy na L,.

Hexa cy 71,...,7; cBu (d — 1)-cumrieken y o koju cy crenena seher oz 1. Taza
CY Tj41,--.,Td+1 CTENEHA 1, Tj. jenmHn d-CUMMIEKC KOMe TIPUIAIaAjy je o.
Onasge je jacuo na macy 1o, — 17, e =10 0y 1y — 1041y Lo Cem
TOra, OHU Cy JIMHEAPHO HE3aBUCHU U renepuiry L., Tako fa je dim L, = d — j.

ITocmarpajmo mpocrope Loy, ... Ly, Loy s Lry, TAjE€ CY O1,...,0m d-
JIMMEH3WOHAJIHN CAMTIIEKCU Y Y, a 71, ..., Ti (d—1)-INMEH3MOHATHN CUMIIIIEKCH
crerena 0. Bubemn cvmo ma ¢y Loy, ... Loy Loyyeooy Loy © Z97H(Y). Cenm Tora

BEKTOPHU KOjU TE€HEPHIITy OBEe MPOCTOpEe Cy JUHEeapHO HE3aBUCHU jep Cy CKYTOBHU
Ha KOJUMAa HHUCY HYJIEe IUCjYHKTHH IO TAPOBHMAa, TAKO 13 J00MjaMO

d
dim Z47H(Y) > a(Y) + Y _(d - 5)B;(Y),

raje je «(Y') 6poj (d—1)-crpana crenena Hyna, 10K je S (Y') 6poj d-crpana koju
caapxke tagno d + 1 — k (d — 1)-crpana cremena 1.
Cana umaMo

d n
= 1atV) + o)+ L)) - ().

Jj=0

HeduHUMMO CaydajHy TpOMjemUBY v Ha cheJehn HaTuH

d
oY) = 1al¥) + o) + Y - 1) - ()

k=0
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Cana umamo P(hg—1 < 0) < P(v < 0). U3pauynajmo ouexusame v(Y). Mmamo
na je

d
B = (), )p= Gy (1 olD).
B = ()0 -p = Srntla o)
B = (1) (17 e - p e g gty

_ (dn - ( > —eld+1-5) ( c)j (1+o(1)),

<Z) - %‘;(1 +o(1)).

Opnasme nobujamo ma je

nd d , )
E (v) = e+ (d+1)e” CZ (d’f 1>eC<d+1ﬂ> (1—e¢) (d—7)

(d+1)! =\ J
—d—-1)(1+0(1)) =
TLd 1
- @ ((d+ Dic+1)e+c(l—e)" —d- 1) (1+0(1))
’I’Ld
= gy (9000~ d = ) (L o()

Kaxko je ¢ > ¢4, T0 mocroju KoHcrana € = £(¢,d) > 0, TakBa Ja, 32 JOBOJbHO
Besimko n umamo E (v) > en.

Hobumm cMo [a je O9eKHBambe O ¥ jJaKO BETMKO, aJIh jOII YBUjeK He 3HAMO IITa
ce JIemaBa, ca CaMOM CJIYYajHOM IpoMjemuBoM v. Jla Gmcmo mokazanm 1a je v
OmcKa CBOME O4YeKHBaiby Kopucruhemo MekamapMuaoBy HEjeHAKOCT, JaTy Y
nemu [LT11

Y mamem caydajy IpoOMjermruBa v 3aBUCH O] TOTa KOjU O ( dil) CUMTLIEKCA CY
ykmyaern y Y. Hexka cy o1,...,0p, m = (dil) CBU d—IVMMEH3MOHAHN CUM-
wieken u3 A,_1(d). Taga je v = v(oy,...,0,). IIpomjena Ha jeqHoj Koopau-
HATHU 1 MPEJCTAB/HA PA3JIUKY [A JIU je CUMILIEKC 0; YK/bY49eH WU HUje.

Heka cy Y)Y’ nBa cumniunujanna KoMiiekca u3 Y, , ¢ KOjH Ce Pa3IHKyjy y
HajBHUIIE jeaHoM d-cuMminiekcy. Taza mmamo

[fa(Y) = fa(Y")] <1
la(Y) —a(Y)] <d+1
1B;(Y) = B3;(Y) <d+1,0<j<d.

Cana umamo j1a je

l(Y) — |<1+Zd+ d—j)+d+1<Cid?,
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npu yemy je C] KOHCraHTa KOja HE 3aBUCH HU O, 1 HU O/ d.
[Mpumjenom MekanapMuioBe HejeTHAKOCTH T0OUjaMO

P(v < E(v) — \) gexp{cﬁn},

3a C = 201d® wm = (};). Vsumajyhn A = E (v) nobujamo 1a je
E2 2, 2d
P(vSO)Sexp{— (nv) }Sexp{—gnn}.
C(14) Caf)
Kaxko je " ﬂ UMaMo J1a je
¥ \a+1) " @+ A

P(v < 0) < exp{—Con?1},
raje je Cy KOHCTAHTA KOja 3aBUCH OJ1 d 1 €, TIa je
P(v <0) =o(1).
O

ITocraBsba ce nurame ga iy 1OCTOjU KOHCTaHTa ¢1 Taksa xa je Hqy(Y,G) = 0,
a.c.csaY €Y, 4 upuuemy jep=cn ' uc<eci.

Kao mro cmo pekan, jeman on yciosa na je Hy(Y,G) # 0 je na Y caapxn
S - 8Ad+1.

13 neme 3.4 nobujamo nazap < n~', Y, , 4 He canpxku S a.c.c., 10K 3ap > n"
Yy p,d a.c.c. canpxu S. Ilurame je mra ce gemasa 3a p = Z,c>0.

1

Jlema 3.5. Hexa je p = <. Tada

n

cd+2
H:D (8Ad+1 — Yn,p,d) — 1-— exp {—M} .

Zoxas. Heka cy Ay, ..., A(dKQ) cu (d+1)-pumensuonu cumiiekeu y A, 1. Ca
B; osnauumo norabhaj na 0A; C Y, .4, a ca X 6poj norabaja B;. Hac unrepecyje
BjeposBaruoha na je X = 0, 1j. g1a HE jesaH KOMIIEKC HUje u3abpaH.
JamconoBa HejeHAKOCTHAM 1aje 10OpY OljeHy OBe BjepoBaTHONE y CiIy4ajy Kaaa
u3meljy morahaja B; mocToju Majio 3aBUCHOCTH.

IMoxcjerumo ce, y JaHCOHOBO] HEjeIHAKOCTH UMAMO MoJa3Hu cKy ) (mro je y
OBOM CJIy4ajy CKyIl cBux d—cumiuiekca, A, _1(d)), re ciyuajuo Gupamo R C
TAKO IITO, 3a CBaKO 1 € (), r GupaMo ca BjepOBATHONOM p,., HE3ABUCHO OJI, OC-
Tannx enemenara (). Y oBOM ciy4ajy Y, ,q momcrorjehyjemMo ca CKymoM m3-
abpanux d—CUMILIEKCA.

Cem Tora, mmamo "jiome”  CKymoBe, INTO y OBOM CJIydYajy MPEICTABIHA]Y
d—cumriiekcn o 0Aq, . .. ,8A(di2), Kao u joie norahaje, ma cy Jiomm CKynoBu
MOJICKYTIOBH 071 R, IMTO y HAIlleM CJIy4ajy IpeJicTaBibajy gorahaju B;.
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Koncrpyumemo rpad sasucnoctu Ha crepehn maumn: asa gorabaja B; u Bj
Cy TIOBE3aHa, i ~ j, aKO je i # j W CKYMOBU KOjU OATOBapajy oBuM mgorajjajuma
HuCy aucjyHktad, Tj. 0A; NJA; # 0, npu yemy cuMIuHnujagHe Komiiekce 0A;
noncrosjehyjeMo ca CKymoM d-CHMILIEKCa KOjU MM IPHUIIaIajy.

Kako nBa (d + 1)-cumimuiekca Mory na uMmajy HajBuile jeJaH 3ajeHUYKU d-
CUMILJIEKC, TO 3Ha4YM Ja je i ~ j akko A; u Aj; umajy Ta4Ho jesan 3ajejHudKu
CUMTLIIEKC.

Heka je M = [[P(BS) = [[Q1=P(By)), P(B;) <em A=)
rJje cyma ujie o cBUM HeypeheHHM mapoBuMa & ~ j.
Janconosa nejennaxocr, nara y reopemu [L.1] nam naje

M <P(X =0) < M2/ (179,

inj

Kako cBakm A; campku tadHo d + 2 d-IMMEH3MOHAJHA, CHMITIEKCA, TMaMO

P(Bi) _ pd+2 M = (1 _ pd+2)(di2) .
Cem Tora, i ~ j ako cummiaeken A; w A; mMajy 3ajeTHUIKY d-CHMTITIeKC.
Y tom cay4ajy A; U A; canpxu 2d 4+ 3 d-cummniekca, 1a je
P(B; N B;) = p*@+3.

Bpoj neypelhennx mapora je (") ("7471), ma mvamo

_ n n—d-—1 2443
A_<d+1>( 2 )p ‘

(1 _pd-‘r?)(diZ) <P(X =0) < (1 _ pd+2)(di2) eﬁ.

3a ¢ = p?*? gobujamo

Kako je
A nd+3  o2d+3

1—pdt2 = 1_ pd+2p2d+s — o(1),

JobujaMo ma je

n cd+2
]P’(X _ 0) ~ (1 _pd+2)(d+2) — exp {_M} .

3.2.3 KoJgaancubumauoct

Kao mro cmo Buzjenu, 3a p = -, ¢ > ¢q, TOPHA XOMOJIOTHja CKOPO CUTYPHO HE
HECTaje, TaKO 13a KOMILIEKC CKOPO CHTYPHO Huje Kojamcubmman. Kao mro cmo
Beh CMO peKJIH jeHa Ol OUUTJIeTHUX IPEIpeKa 1a KOMILIEKC Oyae KOIancuonamn
je ma caapxu 0Agi1. 3a p = - Ta BjepoparHOla je MO3UTHBHA, TAKO Ja He
MOCTOjU KOHCTaHTA ¢, TaKBa 114 je Y, , ¢ a.C.C. KONANCHOMWIaH 3a ¢ < ¢

MehyTtum, MOCTOju KOHCTAHTA Y4, TAKBA Ja 33 ¢ < g jeINHA TPEIpeKa 1a

KOMILIEKC Oyzie KOJAncuOuIan je ma campiku 0A gy 1.
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Teopema 3.6. Ilocmoju Koncmanma g, makea da, 3a p = +, ¢ < Vg UMAMO
P(Y, p.a je Koaancubusan uav 0Agp1 — Yy, pa) — 1.

Joxka3 ce cacToju w3 ABa AUjesia. Y TPBOM JUjey T0Ka3yjeMo Ja, aKO KOMILIEKC
CAZIPKU MAJI0O MUHUMAJIHO je3rpo, Taja oH caap:ku 0Agyi. Y ApyroMm amjeny
JIOKa3yjeMo /1a CKOPO CUTYPHO Y He CAIpZKH je3rpo ca BeJNKUM OpojeM d cTpaHa.

Teopema 3.7. Hexa je Y € Y, 4, p < 1. Tada nocmoju xorncmanma o =

0(e,d) > 0, maxea da acumMnmMoOmMCKY CKOPO CUZYPHO CEAKO MUHUMAAHO JE32PO
K CY, maxeo da je f4(K) < dn mopa cadporcamu aparuuy 0Ag, 1.

Hexa je m = én?, § > 0. Xohemo ga mporujernMo 6poj MUHUMAJIHUX je3rapa

C rakBux 1a je fq(C) = m.

[Mpumujerumo 1a, 3a cBaky mapturyjy A U B ckyna d cuMILIeKCa MEHIMATHOD

jesrpa C nocroju o1 € A, 09 € B koju cy cycjeqau. Ako we, taga cy u A u B

jesrpa, Tako ga K Hmje MUHUMAJIHO je3Tpo.

To 3HaYM /1a 32 CBAKO MUHUMAJIHO je3rpo C' MOCTOju HU3 CUMILIUIA]ATHIX KOM-

mwrekca Cq,...,C,, = C, takas ma ce () cacroju ox jeaHor d CHMILIEKCA, a

cBakm cbenehn KoMmITeke mo0mjaMo U3 MPEeTXOTHOr 104ajyhu HOBH d CHMILITEKC

KOju je cycjeman mekoMm Beh mocTtojehem cuMmIniekcy.

Hedunumnmmo map mojMoBa.

d(d+1)6
2

ako ce Hasasu y 6ap bn (d — 1)-crpana, nHade je HazuBaMo aazarom. CTpamy

JuMeH3Hje ¢ < d — 2 Ha3WBaMO TEIIKOM akKoO je IMOKpuBeHa ca Oap bn Termkux

crpaHa guMmeHsuje i + 1, uHade je Hasupamo JjaradoMm. Axo ca T, L; 03Ha4uMO

CKYII TEIIKUX U JIATAHUX i-CTPaHa, PeIoM, Taaa J00ujaMo 1a je

1/d
Hexa je b = ( ) . Crpany gumvensuje d — 2 HA3UBAMO MEWKOM

dld+1)m _ pa—1pd—1

Ty o] <
[Ta—a] < 2bm

Hame, nobujamo na Bpujenn

|Tiq1|(i + 2)

T < ;
T3] < bn

OJIaKJjIe WHAYKIIMjOM JOOMjaMO 13 BaXKW

i1 (d—1)!

T3] < (bn) GE
Ca T7, LY 03HAYUMO CKYI TEIIKUX U JIATAHUX {-CTPAHA KOje MPUIAJIAjy CTPAHU
o.
IMocmarpajmo momenytu wuz C1,...,Chp. Y kommiekcy C; (d — 1)-crpany o
HA3UBAMO 3acuhenom nium nedacuherom y 3aBUCHOCTH OJI, TOTA JIa JIK je CBaKu d
cumtieke y C koju caapxn o y C; nian He.
VY cBakom Kopaky Gupamo He3sacuhieny (d — 1)-crpany o u momajemo d cum-
wrekc t; Koju jy caapxwu, a na Beh muje y C;. Ty crpany moxkemo Ouparu Ha
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npousBo/ban HaduH. Jla 6mcmo mporujenun OPOj MUHAMAJIHEX je3rapa ca m
cTpaHa xohemo [1a mponujeHnMo 0poj HauwHa ga usrpaaumo uusd Cy,...,Ch,
KOju 3aj0BosbaBa ojpehere ocobune, n y Tome he HaAM KIbyUHY YJIOTYy UTDPATH
HAYMH Ha KOju OMpaMo He3acumheHy CTpaHy o.

Csakoj (d—1)-crpanu o npuapyKumMo BekTop (v, . .., V4—2) y KOME v; O3Ha4YaBa
6poj TemKux i crpaHa Koje npunajgajy o. CBe crpaHe ypeauMo Jekcurorpad-
CKW Yy OJHOCY Ha OBaj BEKTOpP, TPW YEeMy OHe Ca MCTUM BEKTOPOM YDPEINMO
npo3uBosbHO. CTpaHy ¢ HA3MBAMO NPUMAPHOM AKO jOj OATrOBapa Hysa BEKTOD.
On cBux Hesacuhenwmx crpana komiuviekca C; 6upamMo OHY KOja je HajMamba y
JIATOM TIOPETKY U Ha by J0AajeMO d CHMILIEKC.

¥ kxopaky j on kommiekca Cj_1 nobujamo C; tako mro (d—1)-cTpany o "npormn-
pyjemo” mo d crpane o U {y}.

Takas xKopak je dobap yKOJWKO Baxku 0Oap jeman ox cipemeha Tpu ycaoBa

(d1) usop {y} je rexax;
(d2) mocroju sarana (d — 2)-crpana 7 C o, TakBa ga je TU{y} y C;_1;

(d3) Tocroju narana i-crpana 7 C o, Taksa ga je 7 U {y} Temka, 3a HEKO
1<d—2.

Bpoj nauuna jia npomupumMo crpady y IpBOM ciy4ajy je orpanuyen ca |Tp| <
(d—1)on.

VY npyrom caydajy T ce Hanasw y Hajsuie bn (d — 1)-cTpana Tako na je 6poj
HAYMHA, & C€ CTPaHa o MPOITUPH OTPAHUYEH ca dbn.

Crmano, 3a cBako ¢ = 0,1,...,d—3 crpana 7 je jlarana, ma ce HaJa3W y HAjBUIIE
. .. . d
bn (i + 1)-remkux crpana. C apyre crpaue, 6poj i-crpana y o je (l +1), TaKO J1a

je 6poj HauUMHA [a Cce ¢ MPOIINPH OFPAHUYEH Ca (ii1>db”'

Y cBakoMm caydajy, Opoj HaumWHA 12 n3abepeMo y u 13 mobujeMo m100ap KOpak je
orpanmuen ca dbn.

Kopak koju auje nobap Hazupamo Jiomi. ¥ CIydajy Ja je KOPaK JIOM, KOPUCTUMO
TPUBHjAJIHY TOPIbY OIjeHy 3a O0poj HAYMHA 713 u3a0epemMo ¥, N.

JoKazknuMo J1a CBaKM TPOIEC KOje Jaje MUHUMAJIHO je3rpO MOpa MMAaTH JTOCTA
J00pUX KOpakKa.

JIema 3.6. Ha ceaxux d® sowuzx nocmoju 6ap jedar dobap wopas.

Joxas. TlpernocraBuMo na cMO y jenHOM TpeHyTKY uzabpasu (d—1)-aumeHn3uoHany
He3acuheHy CTpaHy ¢ KOja HHje MPUMapHA, U 13 je KOpaK KOJUM CMO je TIPOIIHP-

WJIU JIOIIL.

Hexka je i najmarmsa aumensuja taxksa ga je |T7| > 0. Takso ¢ Mopa aa IOCTOjH,
WHadYe OW CTpaHa OWIa MpUMapPHA.

Kaxko je kopak o U {y} siom, T0 3a cBako ¢’ < i cBaka i’-crpana ¢ Uy je jaraHa,

Kao M CBaKa ¢-CTpaHa KOja CaJAPKH Y.

Heka je u € 0 uBop u 0, = 0 Uy \ u.

Tama je |T57*| = 0 3a cee i/ < i. Kako o U {y} wema jmaranmx i-ctpana Koje
caapiKe y TO je

T7 =117 | =7 (u),
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raje je r7(u) OpOj TEWIKUX ¢ CITPAHA Y 0 KOje CAIPIKE U.

Kaxo je |T7| > 0, To nocroju usop u Takas na je r¢ (u) > 0. zabepumo 4BOp u
TaKo 11a je r¢ (u) MaKCHMAaJHO.

Heka je ¢/ = o,. Tama je ¢/ < o y marom mnoperky. Kako je o Gupan y
MPETXOMHOM KOPaKy, CImjenu fa je o’ mama on cux (d—1)-ne3acuhiennx ctpana
koje cy Beh mocrojane y nperxogauom kopaky. Cse HOBe crpane cy ob/uKa oy,
3a HEKO ¥ € 0, & KaKO CMO 01abpajIi IBOP ¥ TAKaB Ja je 77 (4) MaKCHMAJIHO, TO
je o/ mama ox ceux mux. Onarie caujeny ma je o’ Mama O CBUX He3acuheHnx
crpana y Cj.

Axoje o’ € Cj_1, ona je mopana 6urn nesaculiena, jep o’ U{u} = cU{y} & C;_1,
aly y TOM ciyuajy 6u Gupasu o, a e o, rako ga umamo o’ ¢ Cj_q. Opnarne
canjean aa je womn d-cummexc o U {y} jeanun d-cummiaexc y C; Koju caapiKu
o'. Tlomrro je C,,, = C jesrpo, ctpana ¢’ mMopa 6utn Hesacwhena, Te y ciaemehem
KOpaKy Mopamo buparm o’

Heka je V)7 ckynm uBopoBa y 0 koOju ce Hamase y remkuM k-crpanmama o, T7.
Kako 3a k < i nema remkux crpauna, to je V,7(). Cem rora, Buajenu cMo za je
Ve =0,3ak <.

IMocmarpajmo i-crpane oi ¢ u o’. JeauHe cTpaHe y KOjUMa C€ OHH Pa3JIHKY]y
cy OHe Koje caapxke y u u. Kako y He mpumaza Terkoj i-crpanu o U {y}, To y
He NPHIaJa TeIKo] i-crpanu y o, te umamo V;% C V7. Cem ora, r;(u) > 0,
Te U NPUIAIa HEKOj TEIIKO] {-CTpaHu O 7, Te je

Ve cve\{u} 1. V<V - L

Kako 0 < |V7| <du 0 < i <d-— 2, toMoxe na nocroju najsumie d(d — 1)
Y3aCTOMHUX JIOIIKX TOTe3a KOju He CTBapajy HezacuhieHe mpuMapHe CTPAHE.
IIpernocTaBuMo cana na mpuMapHy CTPaHy o mpommpyjemo cuMiekcom o U{y}
n na je to jom kopak. Heka je o = {ai,...,aq}. HoBe crpane cy obinka
ot ={ay,...,aq,y} \ {a;}. Kaxo ce pajau o jomem Kopaky, TO je y Jaran 9Bop,
Tj. CBW YBOPOBH OJ 0! Cy jaraHm.

Cpaxa i'-cTpana on o' Koja HE CaIpKU Y je jaraga, jep je To W i’-CTpaHa o.
Csaka i'-crpana 3a 0 < i’ < d — 1 Koja cagpxku y je marama, mnaue Gu nores
6uo ao6ap, 110 yCJIOBY d ‘ 3l Omasae nobujamo ma je o npuMapHa crpana.

Axo o' nnje moBa cTpana, onja je mores mo6ap mo yeaosy d2. Kaxko je of nosa,
TO OHA MOpa OuTu He3acuheHa CTpaHa.

Onasnie nobujamMo Ja TPOIUPUBAEM MPUMAPHE CTPAHE JIONIUM TIOTE30M JI0-
6ujamo HoBUX d-He3acuhenux npumapuux crpasa. Cewm rora, cBakux d(d — 1)
y3aCTOIHUX JIOMINX IIOTE3a Jaje bapeM jemHy He3acmheHy MpPUMAapHy CTPaHy.
W3 pasmarpanor ciaujenu ma ce 6poj He3acuheHWX TPUMAPHUX CTPAHA MOXKE
CMABUTH jeauHO a00puM more3oMm. [lpm TOMe cBaku moTe3 cmamyje Opoj
mezanchenux nmpuMapHUX crpaHa 3a Hajsuine d + 1, omakje mobujamo 1a je

lp
g d+1
aa—1 S b+
Tj.
lp
=T



raje l, u d, o3Ha4aBajy 6poj jomux u JoOpUX IOTE3a PELOM. O

Cama MoxkeMo Jja onujeHMo Opoj MEHUMATHUX je3rapa ca m IpaHa.

Buajesms MO [ 3a CBAKO MUHEMAJIHO je3rpo ca m = on® rpana mocroju Hu3
d-cummiekca C1, ..., C),, KOju 3310B0/baBa ciemehe ocobune.

IMocroju ckyn (d — 2)—crpana Koje HA3WBAMO TECXWM, W buMa Cy oapehenu
CKYTIOBU TEIKUX {-CTPaHa 3a i < d — 2.

Cee crpane gumensuje d — 1 cy ypebhene jekcukorpadcku y 0JHOCY HA BEKTOD
(vo, ..., V4—2), raje je v; 6poj Tewkux crpana aumesuje i y naroj (d—1)-crpanu.
Cumvmuteke C je wm3abpaH TpowW3BOJbHO, W cBe erose (d — 1)-cTpame cy
mezacuhene. Y cBakoMm cienehieM Kopaky I01ajeMO HOBU d—TAME3UOHAHU
cumiiekc. IIpu TOMe HOBU CHUMIJIEKC CaApKu MUHUMAJIHY He3acuheny (d — 1)-
cTpany.

Hakon cBakor kopaka majsuire d+ 1 cTpana nmocrany 3acuhene win He3acuhene,
ocrajie OCTajy UCTe Kao U paHuje.

[ocroje m06pu u jomu Koparm. OHOC A00pHX M JOMEX Kopaka je Gap 1/d>.
IIpu jommem KOpaky KOMILIEKC MOYKEMO MPOIIUPUTH HA HAJBUIIE 7 HAYWHA, TOK
Ipu 106POM KOPaKy KOMIIJIEKC MOKEMO IPOLINPUTH Ha Hajsuire dbn HadnHA.

Jlema 3.7. Hexa je m = on?, npu wemy je d?b < 1 u 2(d%5)\@=1/2. Ca C,, .,

03HAYUMO OPOJ MUHUMAAHUZT je32apa ca m 2pana wa ckyny weoposa {1,...,n}.
Tada nocmoju koncmanma c¢1 = c¢1(d) maxsa da je

d—1
n 1\™
On,m S 9 d—1 ndnm (015?() .
(d?m)
Zloxas. Tlocmarpajmo cse anzose C, ..., (), KOju 3a10BOHABA]Y TOPe OMUCAHE

ocobume.
Ipso uzabepumo b~ 'nd=1 crpana mumesuje (d — 2) koje mMory ja Gy 1y Terxe.

(a”1)

To MozKkeMO 1a ypaJuMo Ha (bdlndl

> maunna. To Ham ompehyje ckym Termknx

i crpaa3a 0 <i<d-—2.

Haxkon Tora Gupamo mpBu cummyiekc C; W CBe IHEroBe CTPAHE O3HAYMMO KAao
nesacuheme. To MoOXkKeMO 1a ypaguMo Ha HAjBHIIE ( dil) HaYMHA.

Onnyaumo koju more3 je mobap, a KOju JIONI W, aKO je more3 gobap mo KoM
ycaoBy je nobap (upu rome, ako je gobap 1o ycsaoBy d3, oHja OmIydMMO U
3a koje 1 < 4 < d — 3 mocToju i cTpaHa KOja 33J0BObABA YCIOB), IITO HAM
maje ykymHo d + 1 moryhuoctu. ¥ moOpoM KOpakKy 9BOp KOjUM Ce MpOINUpYje
MUHEMAJIHA He3acuheHa cTpana MoxkeMo Ja u3abpary Ha najsume d%bn Haduna.
Bpoj npomupema 3a jom Kopak je majsuime n. Ilpu Tome je omHOoC m100pHX U
nommx Kopaxa Gapem 1/d>.

Ha kpajy cakor more3a ommyunmMo koje (d — 1)-crpame cy mocrase 3acuherne.
Crpana Moxke mocrarn 3acnheHa camMo ako MPHUTAIA HOBOM KOMIIJIEKCY, TAKO J1a
je 6poj m3mjena majsume 29T Onapne mobujamo 1a je

Cm,n < (bd(dl;;d)l> <d_/r|i 1> (d + 1)m_1nm_1(ddb)m/d3 (2d+1)m )
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Nmamo ga je

N >:<<d<dgi:>w>§<<;;>a>7
()

(d?)% < (d%b)a

\ /\

Te mobmjamo 1a je

d—1 m
Cm << n o ) d+1,, m— 1(2d+1(d+ )d%bd%) =

(d®m) ™
nd—1 m
d a1
= (22 )t (e5%)
rje je ¢y = 2 (d + 1)dY/ (d(d;l)> o O

Cazna mozxkeMo goKa3aru Teopemy [3.7]

Jokas meopeme 3.7 Mzabepumo § = d(c) < (clc/e)_d4, TaKO 3 33JI0BOJHABA
YCJIOBE TIPETXOMIHE JIEME.

Hexa je X,, 6poj munnmanaux jesrapa K ca m rpana, Koja He campxe 0Ag41,
Tako ga je K CY €Y, ;4. Taga numamo m > d + 3.

IIpso nocmarpajmo ciyuaj my < m < ma, raje je my = (d°Inn)?, mqy = dn.
Nwmamo n1a je

m2

Y E(Xy) < mz Crpop™ <

m=mi m=mi

ma d—1 m

Z (nd_l)(dzm)Tnd (clc(Sd%*) <

m=mi

ma2 o d—1
Snd Z (ndfl)(d m) d e~ ™ <

m=mi

<nt 30 (ite @) T o

m=mi

w Y (%)“z’”)% = o(1).

m=mi

IN

OpaBme camjenn ma CKOpO CHUTYPHO Y He CaapiKU MUHHUMAJIHO je3rpo ca mi <
m < my TpaHa.
Heka je d+ 3 < m < m;.
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Heka je S mmamMmanno je3rpo, takso na je fq(S) = m. 3a mpom3Bosban 4BOp
v € S ca A(v) o3Haunmo 6poj d-cmMruekca Koju ra caaprke. Kako je S jesrpo,
To mmamo A(v) > 0= A(v) > d+1.

IIpernocraBumo ga d-cummiekc o € S caapKU ABA 9BOPA U,V TaKBa 1A je
A(u) = A(v) = d+ 1. Tana ce nako Buau ja S mopa caupxaru 0Ag41. Kako
je S MunumasHo jesrpo ca 6ap d + 3 d-crpase, TO je KOHTPAIUKIIH]a.

Heka je t 6poj uBopora Takeux 1a je A(u) = d + 1. Heka je vg 6poj uBopoBa
3a koje je A(v) # 0. Taga umamo

(d+1)t+ (d+2)(vs —t) < (d+ 1)m.
Kako y cBakoM d-cumiuiekcy uma HajBuiie jegan 4Bop rakas ja je A(v) = d+1,

0] t<7m a;[06 ja O/‘la,'
TO )€ II njaM e

vg(d+2) < (d+1)m+1t < (d+1+d}r1>m,

Tj.

(d+1)*+1)m _d+3
YSETAT D)2 Sdra™

Onase ciujeau na je 6poj MUHHMATHEX je3rapa

n vs
Con < ( )((dH) ,
vs m
ma ©MaMo J1a je

d+1 m m
E(Xm)gn”s(vglﬂp)mg((jii) nﬁiide;) g(czn#imnd(d“)) :

raje je co = co(d) KoHCTaHTA.
Cana umamMo

mi m
Z E(X,,) < Z (cznd%rl‘l In nd(d+1)) =0 (nfﬁ In nd(d+1)> =o(1).
m=d+3 m>1

Onapne nobmjamo Ja odeKnBaHW Opoj MUHMMATHWX jesrapa S C Y € Y, 4,
takBux 1a je d+3 < f4(S) < on? rexxu mymu. Omasie ciujeqn ma je Y, p.d a.c.C
He caJIpzKy MUHEMAJHO je3rpo m < én?~! d-cummiexca, koje nuje OAg41.

O
JegHocTaBHA MOCHEINIIA OBE TEOPEME je

Iocswenuna 1. Hexa je Y €Y, pa, p < cn™t, ud = d(c,d) xao y npemzodnoj
meopemu. Tada

P (fd(Y) < oY nuje worancuburan u ONgq 4> Y) — 0.
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W3 no caza padmarpanor godujamMo cibegehy Teopemy
Teopema 3.8. Hexa jeY €Y, p 4.
(i) Axo je p<n~', mada

P(Y nuje xoaancubuaan) — 0.

(ii) Axo je p>>n~', mada

P(Y je xoarancubuaan) — 0.

Jokas. (i) N3 neme 3.4 no6ujano 1a 3a p < n!
P(0Agsr 45 V) — 1,

Te je moBomHO mokazaTw je a.c.c. f4(V) < én?, 3a mposusommo § > 0.

Kako je fy ciy4ajna mpomjemuba ca GHHOMHOM PaCIOIjesIoM Bi((dzl),p),
10 je E (fq) < n%lp = nnp, na nmamo 1a je

n2d(5 — np)2
P(f4(Y) = 6n%) < exp {_W} — o(1).
d+1

(i) 3a p>> n~! umamo
P (Y je xonancubmnan) < P (0Agz11 & Y) = o(1).
O

Ha nouerky cMo pekJsin a HaM je IM/b Ja JOKayKeMO /I TOCTOjU Vg TaKo Jia,
3ap =, <74 CIy9ajHd KOMIUIEKC Y, , qj€ WK KOJANCHOWIAH WA CaJIPIKA
rpauuny d + 1 cuMILTEKCA.

W3 nperxompor pasmarpama ciaujesu na Yy, p g uim uMa rpasuiy Agyp, win
HeMa MaJluX je3rapa, 3a MPOU3BO/BHO p = -, T€ HaM MPeocTaje Jia JOKaxkKeMo
Jla TIOCTOjU KOHCTaHTa Yq TakBa Aa 33 0 < ¢ < g rpad Y, p ¢ HEMa BETHMKNX

jesrapa.

Ciy4dajHo d-cTabiio

Cumvrmnimjannn koMrieke 1’ aumensuje d Ha3uBamo d-cTabiioM ako ce FheroBH
YBOPOBHU MOTY MOPEJATH y HU3 V1, . . . , U] TAKO Ja je komrueke Lk(T[vy, ..., v;],v;)
d — 1 quMeH3MOHAJIAH CUMILIEKC, 33 CBAKO ¢ > d + 1. Jlpyrum pujeuamma, T’ ce
MOKe JJOOUTH TAKO IITO IOYHEMO O CUMILIEKCA {V1,...,V44+1} Uy CBAKOM KO-
paky 6upamo d — 1 cTpaHy T KOja ce HaJla3u y KOMILIEKCY, W Iy MPOITHPUMO
HOBWM TjeMEHOM v; JI0 d-CTpaHe, Tj. momajemo d-cummiaerc 7 U {v;}.

3a xommitekc S ca Gg o3HauuMo rpad umjn cy 4BopoBu cBe d — 1 cTpaHe KoM-
IeKca S, a /IBa 9BOpa T1, Ty Cy CYCjeJIHU YKOJIWKO je 71 M To d-cuMIuiekc y .S.
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Jlako ce Buum na je S d-crabisio ako u camo ako je rpad Gg crabio. YaamseHoct
u3mely nBuje d — l-ctpane y kommiekcy S cMmo meduHUCAIN KAO YIAJbEHOCT
usmeljy uBoposa y rpady Gg, u o3nagasamo je ca dg(71,72)-

Kopujencko cra6so je nap (T, 7), raje je T d crabio, a kopujer 7 € T mwerosa
d — 1 cTpana.

Kopujencko crabso T' ca kopujenom 7, nybune najsuire k > 0 je crabno y Kome
3a caku (d — 1)-cummiekce 7/ Baxku dr(7,7') < k. TakBo KopmujeHcko crabno T
MOXKeMO f00uTu Ha cbenehu Haumn. Ha mouerky mmamo komtuiekce Ty Koju ce
cactoju camo of 7. Ilocmarpajmo Hu3 kopaka 1 < ¢ < k, npu 4emy y KOpaky
i umamo crabsio T;_1. Heka cy 71,..., 7 cBe ciobonue (d — 1)-crpane crabia
Ti—1. Tana sa cBaky oJ crpaHa T J10/1ajeMo HOBUX ji > 0 4BOPOBa 24, ..., 2t;, s
U TPOIUPUMO Ty CTPaHy d-CUMILICKCUMA TiZil, ..., TtZtj;- LIpA TOMe HOBE d-
CUMILJIEKCE HA3UBAMO TOMOMUuMa CTpare 7. Tako nobujero crabyio 03HaYaBaMo
ca T;. Ha xpajy nmamo ga je T, =T

Hedunumumo onepanujy opesusara kopujenckor crabma (T,79). Heka cy

Tiy...,Tm cBe ciobonue (d — 1l)-crpane y T, paznuuumre 01 Tg, U HEKA Cy
O1y...,0, Cn000IHE d-CTpaHe KOje CaapzKe Ti,...,Tm. laja 3a KOPHUJEHCKO
crabno T’ ca xopujerom 79, 7' = T \ {01,...,0m}, KaxkeMo 1a je mobujeHO

opesuBameMm cradsa 1. [Ipumujernmo ma je omeparmja Ope3uBamba jako CINIHA,
omeparuju KoJamncupama. Pa3iuka je y ToMe IITO He n30alyjeMo d-CHMILIEKCe
KOju caJipzke KoprjeH. AKO HAKOH i Oope3uBaiba cTabJIo IoCTaje T, Tala KaxKeMo
J1a cTabJIo KOJIAIICUPA Y Tg HAKOH § KOPAKA.

Heka je mara cayuajua nmpomjemsnpa X koja ysuma spujeqnoctn y No. Ca Ty(k)
O3HAYUMO TPOCTOP CBUX CJIYUAJHUX CTADAIA CA KOPUJEHOM Ty, U pacmomjesom X
Koju neduHHUIIEMO HA cJbemehn HAaYWH.

3a k =0, T4(0) ce cacroju ox d — 1 cuMIutexca Ty.

Heka je kK > 0. Tazma npso 6upamo ciaydajuo bupamo 6poj i, npu demy ¢ uma

pacmomjeny X. Hakou Tora 79 mpommpyjeMo ca HOBUX ¢ IYBOPOBA U1, ..., V;, T€

CTabJIy T0IajeMO CUMILIEKCE ToU1, - - - , ToU;-

Cama nmamo HOBHX di cTpaHa aumensuje d — 1, 71,...,7q;. Hazx cBakom o oBUX
) 9 )

CTPaHa Ka0 KOPUJEHOM PE€HEPUIIIEMO CJy4YajHO Kopujercko crabio Ty(k — 1) npu
4yeMmy cy oBa crabiia He3aBucHa jenHo ox apyrora. Jobujenu upocrop je y Tq(k).
Ca Tg(k,\) osmawaBamMo mpocTop caydajHmx KopujeHckux crabana Tg(k) mpm
4gemy mpomjemsnsa X nma IloacoHoBy pacrnomjery ca koedurmjenTom A, Po()\).
Jacuo je na makon majsurne k opesuBama crabno T € Tg(k) nocraje 9. Heka
je pa(k), k > 1 BjepoBarnoha ma T € Ty(k, \) Konancupa y 7o HAKOH HAajBHIIIE
k — 1 ope3uBama.

Jlema 3.8. Hexa je py = limg_,o pa(k). Tada je p najmaroe nosumueno pjewse-
e jednavune

“A(1—2)¢

€ = X.

Joxas. Crabno T € Ty(1,\) je 7o aKO U camMO aKO y HPBOM KOPaKy HHUCMO
JIOJAJIA HU jeJHy d CTpaHy, TAKO JIa HMaMO
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Heka je k > 1. Heka cy o1,...,04 cBe d crpaHe jonare y IpBoM Kopaky. Taza
T komancupa y 7o y HajBuine k — 1 Kopaka ako ¥ CamMO aKoO 3a CBAKO i MOCTOjU
(d — 1)— crpana 19 # 7; € o; Tako ga crabuo T; € Tg(k — 1, A) ca Kopujerom 7;
KoJancupa y 7; y Hajsuiie k — 2 kopaka. Omasze gobujamo ma je

> t
9= 1 1 e Y =
t=

Ako gedunumemo py(0) = 0, raga un3 py(k), k > 0 3am0Bo/BaBA
palk +1) = exp{=A(1 = pa(k))"}.

OyHuKIIja
e—)\(l—r)d

je pacryha, re ce sako nobuja na je uus py (k) crporo pacryhu, a camum tum u
koupeprenTtan. Cem Tora, p) je pjenieme jeqHaunne

d
e—/\(l—x) =z,

—A(1—2)¢

axako je pA(0)=0me pactyha, TO je p) HajMarbe MO3UTUBHO Pjeremne

OBe jeTHAUMHE.
O

d
ITocmarpajmo jemnavauny e M1=2)" — 2 Kaxo 1 3a10B0/maBa JaTy jeTHadnuHY,

1O je px < 1. Ilurame je 3a koje A je py < 1.

Heka je f(z) = e A1) _p Bax=0 HAjMabe MMO3UTUBHO PjeIIeHhe jeTHaTNHE
f(z) =0je pp = 1. Cem Tora, e A0 _ g je onanajyha o A 3a z € (0,1),
TAKO /14, aKO 334 HEKO Ao LOCTOju no3uruBHa Hyla (yHkuuje f(x) mama ox 1,
Taja MoOCTOju m 3a cBe A > )\g. Omarie mobujamo 1a MOCTOjU KOHCTAHTA Ay
TakBa 113 3a A < A\g umamo f =1,a3a > Ay, fHn < 1.

3a xoHCTaHTY 74 y Teopemn [3.6] y3umamo vq = Ag.

Hexka je Y d-muMmeH3MOHATHA CHMILTHITAjATHA KOMILIEKC CA 7 IBOPOBA U T IHe-

rosa (d — 1)-crpana. ITocmarpajmo nus Kommaekca S1(Y), S2(Y), ..., S(Y) no-
OujeHnx Ha c/befaehu HAYIWH:

o SO(Y) =T.

e Heka jei > 1. Heka cy o1, ...,0 cBu d-cuMmmyiekcn y Y Koju caapzke 6ap

jenny (d — 1)-crpany 7 € S;_1(Y). Tana je S; = S;—1 U{o1,...,0%}.

Heka je Tq damuiuja csux d-crabasa u Heka je Y € Y, , 4 CiydajHu CUMILIU-

nujasnu kommaeke. Tspaumo fa je 3a p = © u yHanpujes 3a1aro k, KOMILIEKC

Si(Ynp,d) cTabio u 1a je OpH TOME MAKCHMAJIAH CTEIeH Hajsuiie lnn.
Ca A(Y) o3Ha4nMO MaKCUMaJIaH CTEIEH, Tj.

A(Y) = max{dy (1)}

raje je 7 (d — 1)-nnMeH3uoHANIHA CTpaHa o7 Y.
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Jlema 3.9. Hexa je ke Nuc>0,p < <. Tada, 3aY €Y, , q 6a01cu

c
P(Sk(Y) € Tqg uA(Y) <lnn) — 1.
Jloxas. Heka je T npoussospha (d — 1)-crpana y Y. Taza je dy(7) caygajua

npomjemuBa ca bunoMHoM pactogjenom Bi((n—d), p), na npema J'[eMI/I IMAaMO
ma 3a A > 1 Bpujemau

P(dy (1) > Ap(n — 2)) < 6)\>\7)\p(n72)'

3a moBosbHO BeawKo n je Inn > p(n — 2), ma y3umajyhin A = lnn/p(n — 2)
Jobujamo

P(dy (1) > \) < exp{lnn — Innlnlnn + p(n — 2)Inn} < p-CMinn

3a Heky kocraury C > 0.
Canma mobujamo 1a je

P(A(Y) > Inn) < (Z) p~Clulnn < pd=Clan _ (1),

Ipernocrasumo na je A(Y) < Inn. Taga cy n 6poj uBoposa u 6poj rpana y
Si(Y)) orpammuenn ca In"n, 1j. samu fo(Sk(Y)) = O(In"n), fa_1(Sk(Y)) =
O(In* n).

Kommeke S (Y) je crabio ako u caMo aKo HE 'y jeJJHOM KOPaKYy & HUCMO J0aJIu
d-cumruieke Tv taje je T d — 1 cTpaHa, a v YBOP TAKBU A Cy U T U U Y S;_1.
Bpoj Takeux naposa je majsume fo(Sk—1) - fa—1(Sk(Y)), Tako na je

P(Sk(Y) ¢ Ta| Ay <lnn) <1— (1 —p)folSk-1)fa-1(S(¥)) <

<1-(1- %)O(ln%ﬂ " o).

Caga nmamMo

P(Sy(Y)eTau A(Y) <lnn) >
>1-PAY)>Inn)—P(Sg(Y) ¢ Ta| AY) <Inn) -P(A(Y) <Inn) =
=1—o(1).

O

Axoje Y €Y, p 4 TakBo ma je Sy = Si(Y) crabmo, u 190 € A,_1(d— 1), rama Sk
MO’KEMO MeHepucaTH Ha chemehn Hadumm.

L] S():To.
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e Heka je 1 < i < k. IIpso renepumemo Ty = S;—1. Ca U o3nauumo
ckyn ceux d — 1 crpana kommuekca Ty, 7, TakBux na je dr(m,7) = i.

Hexa je U = 71,...,7y. llocmarpajmo uu3 kommiekca 1o, ..., 7T, mo-
6ujenux Ha chenehu magma. 3a cBako 1 < ¢t < m uzabepuMo j HOBUX
9BOPOBA Z1,...,%; IPU deMy je j caydajHo m3abpaH Opoj Koju nma Oun-

HOMHY pacnogjeny Bi(n —n’,p), HE3aBUCHO 071 OCcTaTKa mpoleca, riaje je
n' 6poj usoposa y T;_1. Taga je Ty = Ty—1 U {1 z1,...,7+2;}. Ha kpajy
nobujamo S; = Ty,.

OBaj mpouec Ha3uBaMO LPOLEC IPETPAKUBABLA KOMILIEKCA Y, , g u3 (d — 1)-
crpare Tg. IlpocTop crabana Koju HACTaje y OBOM MPOIECY O3HAYABAMO Ca
Si. Ilporec je y cymTuHEu MCTH KaO MPOIEC T€HEPUCAA CIYyYIajHOr cTabja, C
THM IIITO YMjeCTO YHANpHjea 3amare pacmoajene X 6poj moToMaka uMa mocebHy
pacnomjeny 3a csaky (d — 1)-crpany, Bi(n —n’,p).

Csako crabsio jaybune najsuiie k npunasa upocropy T4(k). Ako uma HajBuiue
N 9BOPOBA OHJA C& MOXKe JOOWTH U Kao €Tabjo y Sy, Ipu 4eMmy Ta aBa crabia
nMajy pasnnauTe BjepoBaTHohe y Ta gBa npocropa. Crpeneha sema kaxe n1a, 3a
p = £, mpocTop Kommyekca Sy (Yy, p.a) ce monama (y pacrogjemn) xao Tq(k, c).

Jlema 3.10. Hexajep =+, c>0,uY €Y, ;4. Tada, sa cearo € > 0 nocmoju
ng, maxo da n > ng momasna eapujayuje y ducmpubyyuju Sk(Y) u Ta(k,c) je

Marea 00 €.

oxa3. Kako 3a nop.d A.C.C. BaxKu 1a je Sk crabjo u <lInn, to
K YeY,,, je Sp(Y 0 A(Y) < Inn,
je TOBOJbHO JOKA3aTH /A, 3a [IOBOJHHO BEJIMKO N

S [BU(T) ~ By(T)] < &

TeT

ruje je T damunuja csux kopujenckux crabana (T, 7p) ca HajBuile n 4BOPOBA
TakBuX 71a cBaka (d — 1)-cTpana mMa HajBuUIIe Inn moToMaka, 1yOuHe HajBHIINe
k. TIpu rome Py (T) n Po(T') o3mauasajy BjepoBarHoly crabia Ty mpocTropuma
Sk(Y) u Ta(k), pemom.

Heka T uma m (d — 1)-mumensuonux crpana. Kako je A(T) < lnn, To je
m < M In* n, 3a mexy koncranry M = M(d, k).

Heka je {70,...,Tm} ckym (d — 1)-qumensnonamunx crpana crabaa T, n Heka
je d; 6poj d cnmmiekca koju cy noromim (d — 1)-cummuiekca 7;. Kako cBakn
noromaxk zaje Hosux d (d — 1) crpana, 1o je 6poj (d — 1) crpana pa3jimaurux o1
To jemnak d-do+---+d-d,,, Te umamo ga je d-dog+---+d-d,, = m. Heka je
t=doy+ - +d,=m/d

Caga pobujamo ja je

Py(T) = ﬁe_CCdi _elmine__ ¢ ! e—ctmn &
SR S do! - dp!  \do,...,dm i

C apyre crpane mMamo Ja je
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dpm
_ t ct (n—d)! (1 )<n d)(m+1)—dpm =~ (m+1)do
" \do,...,dm ) t! (n—t)Int n

Cana umamo 1a je

t ct c(m41)(t+d)
PL(T) < € fmelmp1)  SlmateED
(7)< (do, ..,dm)t!e € ’

OlaKJIe CIUjesn Ja je

e(m41)(t+d)
Py (T) — Py(T) < Po(T) (e R 1) < Py(T)e
n
C apyre crpane, uMaMmo [11a je
t ct d\’ ¢\ n(m+1)
Py (T) > S (1 - f) >
i >_(d0,...,dm>t!( n) n -
t ct (_d 2
i weq o~ (m+1)e ,—(m+1) 75
Z(do,...,dm>t!e e ¢
Te mobujamo 1a je
A(m+1)

Py(T) — P(T) < Po(T) (1 — e ("HD50) < Py(T)

n—c
Kako je m = dt = O(In"(n)), noGujamo ma nocroju koucranra C; = C(c, d)
TaKo J1a je

2 2
[BL(T) ~ Ba(T)] < By(T)Cy e/

Cazma nmamo

t Ct m c n
UGECIENDIEDY (do...d%e(*”cn“”

TeT t<MIn* n do+---+dm=t

_ Z (m_|_1)tc (m+1)ccr cC1t?/n.
t<M In* t n

(m+1)¢) < glmt)e
t! -

STIPUT) P < Y clgeclfz/" =o(1),

TeT t<MInF n

Kaxko je “MaMOo

ITO CMO W Tpedan JOKA3ATH.
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3a (d—1)-crpany 7 € A,_1(Y) ca'(7) = I'y (7) 03na1ummo cxyu cBux d-crpana
CUMTLTUITN]AJTHOT KOMILIeKca Y y KojuMa ce HaIa3u,

Ty(r)={ceY(d)|rCo}

Ca G(Y) oznauumo ckyu (d — 1)-crpana koje cy uHUMJEHTHE ca GapeM jeiHum
d-cuMrutercoM y jesrpy, Tj. ckym (d—1)-cTpaHa Koje ce Hajia3e y UnCTOM JIHjesy
jesrpa,

G(Y) = {7 € Ap_i(d— 1) | Ruo(Y) NT(Y) # 0}
u Heka je g(Y) = |G(Y)].

Jlema 3.11. Hexa je0 < c <ygup= <. HexajeT € Ap_1(d—1) npoussowha

n
(d — 1)-cmpana cumnavyujanroez Komnaexca Y €Yy, 5 4. Tada je

nl;rrgo P(reG(Y))=0
Joxas. Heka je 6 > 0. Kaxko je ¢ < g4, 10 je p. = 1, ma nocroju k takso Ja je
pe(k+1)>1-— g
ITocmarpajmo Sk11(Y), npn gemy je 79 = 7. Kaxo je
P(Si+1(Y)eT(d) u A(Y) <lnn) — 1,
TO je 3a JIOBOJFHO BEJINKO N

P (Spir(Y) € T(d) w A(Y) <lnn) > 1 — g

ITpernocrasumo na je Sk41(Y) crabno u ma A(Y) < Inn. Taga ce Sk11 Moxke
J06UTH TpoTiecoM Tperpaxkupama u3 7. Cem Tora, u3 mpeTxoaHe JeMe CIIujeIn
J1a je Toranna Bapujauuja usmely npocropa Ski1 u Ta(k + 1, ¢) mamwa ox %, 34
JOBOJbHO BEJIMKO M.

Ca Ay m By, osHaunmo gorahaje na kopujercko crabmno (T, 7p) KoJarncupa y 7o
y HajBuine k Kopaka, y npocropuma Si41, Ta(k + 1, ¢) peciekrusao.

Kako je Toranna sapujanuja Si+1 u Ta(k + 1, ¢) mama ox §/3, To je

[P(Ax) — P(B)| <

Wl

Axo Y € Ay, rana Si41(Y) konancupa y mame oz k + 1 kopaka, mro 3uauu aa
he cBu cuMmILIeKCH KOju CaIpIKe T HECTAHY y HajBUIIE k KOPAKa CHMILIAIINA]ATHOT
Komamnca, mro Ham naje R, (V) NT(7) = 0.

Opnasme nobujamo ma je

P(r€GY))<1—P(Sp1(Y) €T (d) u AY) <Inn)+1—P(Ay) <

5 5 2
<1-(1-2 — Z == _ <
<1 <1 3)+1 P(By) + 5 = 5 + 1 pe(k) <

25 6
<Z 4=y
=313
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3a 6mo kojy dbamumujy A C A,_1(d — 1) ca w(A) o3raunmo bammmmjy cBuX
d-crpana Y, takux ma cy um cee (d — 1)-crpane y A.
[MTnepueposa Teopema HaM jaje cbeaehy nponjeny senuane w(A).

Jlema 3.12 (ITnepueposa teopema). Hexa je B damuauja k — skupova crxyna
{1,...,n}. Caw(B) osnauwumo gamuaujy ceuzx k+ 1-ckynosa makxsux da cy ceu
ruzosu k-nodkcynosu y B. Tada je

n—k

< .
w(B) < Bl

Jokas. Tocmarpajmo napose (C, D) rakse ma je C € B, D € w(B) u C C D.
Kako 3a cBaku D € w(B) cBu werosu k-nogckynosu npunaiajy B, To je 6poj
naposa jeanak (k+ 1)|w(B)].

C npyre crpane, cBaku ckyn C ce Hajazu y tadno n — k k + 1-ckynoBa, Tako
na j ebpoj maposa Hajsuie |B|(n — k) omakie mobujamo na je

(k+ D]w(B)| < |B|(n — k).
O

Crneneha Teopema Ham maje ma, 3a ¢ < 74, KOMIJIEKC Yy, , 4 HEMa, BEJIUKAX je3-
rapa.

Teopema 3.9. Jlamu cy 6 >0 u0 <c <~y Hexajep= 5 uY €Y,,a-
Tada je

lim P (fa(Roo(Y)) > on?) = 0.

Zoxas. Heka je £ > 0 koncranTa kojy hemo KacHuje oapeanTn.
Kako je

P(f4(Rso(Y)) > 6n%) < P(g(Y) > eon®) +P (9(Y) < e6n? n fa(Roo(Y)) > n)

JIOBOJHHO j€ JIOKA3aTh J1a 002 cabpuKa TeXKe HYJIH.
Hpernocrasmvo ma je g(Y) > edn?. Mpema mevm |3.11} 3a mponssomuy (d — 1)-
crpany T € A,,_1(d — 1) umamo P(7 € G(Y)) = o(1), rako na je

n
B (o) = () Br € 61) = o),
HejeanaxkocT Mapkosa nam maje

P (g(Y) > edn?) < % =o(1).

Hexa je cana g(Y) < eén?. Tanaje G(Y) C G 3anexn G C A,,_1(d— 1), Taxan
na je |G| = edn?. Ipu Tome mvamo Ry (Y) C w(G).
Opnasae nobujamo ma je

P(g(Y) < eon u fa(Roo(Y)) > onh) < Y P(lw(G) NY(d)| > én?).
|G|=ednd
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Axo je |G| = edn?, rana je us Ilnepuepose Teopeme jobujamo ja je

n—d )

<o d+1:C d+1.
d+1 - “d+1" Len

lw(@)| < edn?
Heka je N = |w(G)|. Heka je h(Y) = |w(G) NY (d)| cayuajna npomjemnBa Koja

o3Ha4aBa 6poj d crpana KomIiekca Y koje ce Hanaze y w(G). Tama h(Y) uma
c

OmHOMHY pacnojeny Bi (N , 7> Te m00mjaMo
n

N e\ o’ Nec on Ciece on d
v d c 1 . on
P(h(Y) 2 on) < (5nd) (n) = <5nd+1> = ( 4 ) = (Cee)™

raje xoucranta Cy = Cy(6, ¢, d) He 3aBucu of €.
Cana umamMo

B(g(Y) < zon’ n fa(Rou(Y)) > 5nY) < 3 B(w(@) N Y(@)] > on) <
|G|=edn?

< () @< (Ze) " e = (5) )

lim (%)E Che =0,

e—0t

Kaxko je

MO2KkeMO J1a u3abepemo £ > 0 Tako 12 je

P(g(Y) < eon? i fi(Roo(Y)) > 5nd) = o(1).
O

Canma u3 reopema [3.7)u B.9] crmjenm reopema[3.6] 1j. 1a je kommexe Y € Yy, 4 4,

3a p= < uc< 7y Konancubunan uam caapxku rpanuny (d + 1)-cumiiekca

Jokasz meopeme[3.6, Kommnexe Y je mnn komancuGuaan miy CagpKu MUHHA-
mMaJtHoO jesrpo. Ilpema reopemnu nocroju koucraura 6 = 0(c¢,d) > 0 raksa
1a Y a.c.c. we campsxku muEEMamHo jesrpo K, d +3 < f4(K) < én?. TIpema
TEOpEMH Y a.c.c. He caJapxKu MHHEMAIHO jesro ca fq(K) > ond, taxko ma
je Y a.c.c. romamcnbmian WM caIp:Ku MEHEMAJIHO je3rpo ca fq(K) = d + 2.
Jenuno TakBo je3rpo je 0A441, Te mobujamo Tepheme. O

Kako je BjepoBarnolia ja Y me caupxu A, , 4 OJBOjeHa 01 HyJIe, TO JOOHjaMO
M /I3 YCJIOBHA BjepoBaTHONA Ja je KOMILIEKC KOJIallCuOUIaH, 1o/, yCJIOBOM Ja HE
cazpKi 0A g1 TeXN Ka HyJIH.

Ca F,, ¢ 03Ha9IMO haMUIMjy CBUX KOMIIJIEKca U3 Yy, , 4 KOju He caapke 0Ag 1.

IMocwenuna 2. Heka je 0 < c<vg up=c/n. Tada, 3aY €Y, , 4 aorcu

P (Y nuje xosancuburar | Y € Fp, q4) = o(1).
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Zloxas. N3 nedununuje ycaoBHe BjepoBaTHOhE MMaMO J1a je

P (Y uuje konancubunan u Y € F, 4)

P (Y unje konancubunan | Y € F, 4) = P(Y € Foa)
n,d

3 nperxoame Teopeme Caujenn 1 je
P (Y uuje konancubunan u Y € F, 4) = o(1),

a u3 JjemMe MMaMO

cd+2
IP(Y S ]:n’d) ~ eXp{_M}7

OJlaKkJjie Caujeau TBpheme.
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