
Univerzitet u Beogradu

Matematiqki fakultet

Homologija sluqajnog
simplicijalnog kompleksa

master rad

Autor: Milanka Jankovi�

Mentor: Dr Sinixa Vre�ica

Beograd

jul, 2012.



Sadr�aj

1 Uvod 2

1.1 Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Pojmovi i definicije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Vjerovatnosni metod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Sluqajni dvodimenzionalni simplicijalni kompleks 16

2.1 Homoloxka povezanost Yn,p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Homoloxka dimenzija i kolapsibilnost Yn,p . . . . . . . . . . 24

2.2.1 Nestaja�e gor�e homologije u kompleksu Yn,p . . . . . 24
2.2.2 Podkompleksi Yn,p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2.3 Kolapsibilnost Yn,p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Sluqajni slimplicijalni kompleks Yn,p,d 39

3.1 Homoloxka povezanost sluqajnog d−dimenzionalnog kompleksa 39
3.2 Nestaja�e gor�e homologije i kolapsibilnost . . . . . . . . . 48

3.2.1 Podkompleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2.2 Nestaja�e gor�e homologije . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2.3 Kolapsibilnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

1



Glava 1

Uvod

1.1 Uvod

Upotreba vjerovatnosnih metoda u diskretnoj matematici je poqela
pedesetih godina proxlog vijeka zahva	uju�i radovima Pola Erdexa.
Ideja je bila da, ako �elimo da doka�emo da postoji struktura koja
zadovo	ava neke osobine, dovo	no je da doka�emo da sluqajno izabrana
struktura zadovo	ava tra�ene osobine, pri qemu vjerovatnosni prostor
konstruixemo na nama povo	an naqin. Iako je ideja jednostavna, u nekim
problemima je dovela do trenutno najbo	ih mogu�ih rezultata. Tako su,
na primjer, najbo	e do sada poznate ocjene za Remzijeve brojeve dobijene
vjerovatnosnim metodom.
Ubrzo se javilo interesova�e za osobine tako dobijenih vjerovatnosnih
struktura, xto je dovelo do posmatra�a sluqajnih grafova. Prvi model
koji je prouqavan je G(n,M), model u kome biramo sluqajan graf sa n
qvorova i M grana, pri qemu su svi grafovi jednako vjerovatni. Pri
tome, za datu osobinu grafa se pitamo za koje M je vjerovatno�a da graf
zadovo	ava datu osobinu velika. Me�utim, ispostavilo se da je ovaj model
dosta te�ak za prouqava�e, pa je zamje�en drugim modelom, Erdex-Renji
modelom G(n, p) u kome svaku granu biramo sa vjerovatno�om p, nezavisno
od drugih. Kako u G(n, p) broj grana ima binomnu raspodjelu Bi(

(
n
2

)
, p) koja

je koncentrisana oko svoga oqekiva�a, to su ta dva modela jako sliqna kada
je M ∼ n2p/2, tako da je ve�ina tvr�e�a dokazivana u modelu G(n, p), iako
su matematiqari u stvarnosti bili zainteresovani za model G(n,M).
Prirodno se postav	a pita�e da li, za datu osobinu P , postoji funkcija
p∗ = p∗(n) takva da, ako je p� p∗ onda G(n, p) ne zadovo	ava P sa velikom
vjerovatno�om, a ako je p � p∗, onda G(n, p) zadovo	ava P sa velikom
vjerovatno�om. Ako ta funkcija postoji, tada se ona naziva funkcija
praga. Ispostav	a se da za veliku klasu osobina takva funkcija postoji
i jedno od glavnih pita�a je tra�e�e funkcije praga za osobinu P .
Vremenom su 	udi poqeli da posmatraju razne diskretne sluqajne struk-
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ture, pri qemu su one qesto s	ede�eg oblika. Imamo neki polazni skup Ω
koji je konaqan i biramo podskup S tako xto svaki element iz Ω uk	uqu-
jemo u S sa nekom vjerovatno�om, nezavisno od ostalih elemenata.
Linial i Mexulam su u [1] predlo�ili model sluqajnog simplicijalnog
kompleksa dimenzije d, Yn,p,d, sa skupom qvorova {1, . . . , n} pri qemu Y ∈
Yn,p,d sadr�i sve simplekse dimenzije ma�e od d, a svaki d simpleks biramo
sa vjerovatno�om p nezavisno jedan od drugoga.
Jedno od osnovnih pita�a vezanih za simplicijalne komplekse je kako iz-
gleda homologija datog kompleksa. U ovom radu posmatramo homoloxku
povezanost i homoloxku dimenziju sluqajnog simplicijalnog kompleksa
u Linial-Mexulamovom modelu, tj. interesuje nas kada Hd−1(Y,G) i
Hd(Y,G) nestaju.
Na prvo pita�e su odgovor dali Linial i Mexulam u radu [1], u sluqaju
kada je d = 2 i G = F2, a Mexulam i Valah su u [2] naxli funkciju praga
za nestaja�e Hd−1(Y,G) za svako d ≥ 2 i bilo koju konaqnu grupu G.
Kad je rijeq o nestaja�u gor�e homologije, Kozlov je u [3] dokazao da je
1/n funkcija praga sluqaju kada je G konaqna grupa.
Jedan od dovo	nih uslova za nestaja�e gor�e homologije je kolapsibilnost
kompleksa. U [4] i [5] se razmatra kolapsibilnost dvodimenzionalnog
kompleksa, i dokazuje da je funkcija praga n−1, xto poprav	a rezultat
Kozlova, jer nam daje da za proizvo	nu grupu gor�a homologija nestaje
ispod funkcije praga za proizvo	nu grupu G.
U [6] Aronxtam, Linial, Luzak i Mexulam su dokazali da je funkcija
praga za kolapsibilnost d kompleksa n−1. Sem toga, oni razmatraju i xta
se dexava na granici, tj. xta se dexava sa vjerovatno�om da kompleks bude
kolapsibilan za p = c/n.

1.2 Pojmovi i definicije

Osnovne pojmove poput simpleksa, simplicijalnog kompleksa, lanca,
kolanca ili homoloxke grupe ne�emo definisati.
Kako su osobine koje nas zanimaju kombinatorne, to �emo simplici-
jalni kompleks sa n qvorova posmatrati kao familiju podskupova skupa
{1, . . . , n}, zatvorenu za uzima�e podskupa.
Sa ∆k oznaqavamo simpleks dimenzije k + 1. Za dati simplicijalni kom-
pleks Y sa Y (k) oznaqavamo skup svih strana dimenzije k, a sa fk broj
takvih strana.
Sem toga, sa Ck(Y ), Ck(Y ) oznaqavamo skup svih ciklusa i kociklusa (re-
spektivno) sa koeficijentima iz neke (unaprijed zadate) grupe G. Sa
∂k : Ck(Y ) → Ck−1(Y ) i dk : Ck(Y ) → Ck+1(Y ) oznaqavamo graniqni i
ko-graniqni operator.
Ako je Y d−dimenzionalni simplicijalni kompleks, za (d − 1)−simpleks
τ , stepen od τ dY (τ) je broj d simpleksa od Y koji sadr�e τ .
Sa ∆(Y ) oznaqavamo maksimalan stepen.
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Za dvije (d − 1)−strane ka�emo da su susjedne, ako postoji d−strana
koja sadr�i obje, dok za dvije d−strane su susjedne, ako sadr�e istu
(d− 1)−stranu.
Neka je GY graf u kome su qvorovi d−dimenzioni simpleksi kompleksa Y ,
pri qemu je σ1, σ2 grana ako su σ1 i σ2 susjedni. Za kompleks ka�emo da je
jako povezan ako je graf GS povezan.
Uda	enost izme�u dva d−simpleksa σ1, σ2, dY (σ1, σ2) definixemo kao udal-
jenost u grafu GY .
Posmatraju�i graf G′Y u kome su qvorovi (d − 1)−simpleksi iz Y , a dva
qvora τ1, τ2 su susjedni ako su strane τ1, τ2 susjedne, definixemo uda	enost
izme�u (d− 1)−strana dY (τ1, τ2) kao uda	enost u grafu G′Y .
Neka su S i D d−dimenzionalni simplicijalni kompleksi.
Simplicijalna imerzija g : S # D je funkcija g : V (S) → V (D) koja
preslikava skup qvorova kompleksa S u skup qvorova kompleksa D, koja
zadovo	ava slede�e osobine

(i) Ako je σ = {v0, v1, . . . , vd} ∈ S(d) d−simpleks u S, tada je f(σ) =
{g(v0), . . . , g(vd)} d−simpleks u D.

(ii) Ako su σ1, σ2 dva razliqita d−simpleksa u S, tada su i f(σ1), f(σ2)
dva razliqita d−simpleksa u D.

Simplicijalno ulaga�e g : S ↪→ D je i�ektivno preslikava�e koje je
simplicijalna imerzija.
Ako postoji simplicijalno ulaga�e (imerzija) kompleksa S u D, onda
ka�emo da kompleks S dopuxta ulaga�e (imerziju) u D.
Sem toga, ako postoji ulaga�e S u D ka�emo da D sadr�i S.
Neka je Y konaqan d dimenzionalni simplicijalni kompleks. Strana
dimezije d − 1 se naziva slobodnom ako je incidentna sa samo jednom d-
stranom. Sliqno, d−strana je slobodna ako sadr�i bar jednu slobodnu
(d− 1)−stranu. Simplicijalni kolaps je operacija kojom od kompleksa Y
dobijamo kompleks R(Y ) tako xto izbacimo sve slobodne d−strane.
Ovu operaciju mo�emo da primje�ujemo da	e, tako da dobijamo niz kom-
pleksa Ri(Y ), pri qemu je R0(Y ) = Y , Ri+1(Y ) = R(Ri(Y )).
Kako je Y konaqan simplicijalan kompleks, mo�e se desiti da za neko i
kompleks Ri(Y ) bude dimenzije d−1 i u tom sluqaju ka�emo da je kompleks
Y kolapsibilan. U suprotnom posotji i tako da d−dimenzionalni kompleks
Ri(Y ) nema slobodnih strana. Tada za svako j ≥ i imamo Rj(Y ) = Ri(Y ) i
u tom sluqaju definixemo kompleks R∞(Y ) = Ri(Y ). Kompleks R∞(Y ) je
konaqan d−kompleks takav da je svaka (d− 1)−strana stepena 0 ili bar 2.
Qisti kompleks koji nema slobodnih strana nazivamo jezgro.
Minimalno jezgro je kompleks koji je jezgro, takav da niti jedan �egov
pravi podkompleks nije jezgro.
Neka je S konaqan d−dimenzionalni simplicijalni kompleks. Neka je v
qvor u S.
Sa Lk(v) oznaqavamo (d− 1)−dimenzionalni simplicijalni kompleks

Lk(v) = {X \ {v} | v ∈ X ∈ S}.
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Neka je 0 < p < 1. Tada sa Yn,p,d oznaqavamo prostor sluqajnih d dimen-
zionalnih simplicijalnih kompleksa sa n qvorova generisan na s	ede�i
naqin. Posmatrajmo simpleks ∆n−1. Tada Y ∈ Yn,p,d ima kompletan d − 1
skeleton datog simpleksa, a svaki d simpleks uk	uqujemo sa vjerovatno�om
p, nezavisno jedan od drugoga.
U ovom modelu elementarni doga�aji su simplicijalni kompleksi sa
skupom qvorova {1, . . . , n}, koji sadr�e sve (d − 1)−strane i ni jednu
d−stranu. Vjerovatno�a svakog simpleksa simplicijalnog kompleksa
Y ∈ Yn,p,d je data sa

P(Y ) = pfd(Y )(1− p)(
n
d+1)−fd(Y ).

Posmatrajmo sada neku osobinu P na d dimenzionalnim simpleksima. Neka
je p = p(n) ∈ (0, 1) za dovo	no veliko n.
Ka�emo da Y ∈ Yn,p,d asimptotski skoro sigurno (a.s.s.) zadovo	ava os-
obinu P ako je

lim
n→∞

P(Y zadovo	ava P | Y ∈ Yn,p,d) = 1.

Ako za osobinu P postoji funkcija p∗(n) takva, da za p � p∗ Yn,p,d a.s.s.
zadovo	va P , a za p� p∗ a.s.s. ne zadovo	ava P , onda p∗ nazivamo funkcija
praga za osobinu P .
Za osobinu ka�emo da je monotono rastu�a (opadaju�a) ako za svako
Y ∈ Yn,p,d koje zadovo	ava P i Y ∪ {σ} (Y \ {σ})zadovo	ava P gdje je σ
proizvo	an d−simpleks na {1, . . . , n}.
Poznato je da, ako je P rastu�a (opadaju�a) osobina, tada je f(p) =
P(Yn,p,d zadovo	ava P ) rastu�a (opadaju�a) funkcija.
Jedan od osnovnih rezultata iz sluqajnih grafova je da svaka monotona
osobina ima funkciju praga.

1.3 Vjerovatnosni metod

U ovom dijelu dajemo pregled nekih osnovnih nejednakosti koje se koriste
kada se govori o diskretnim vjerovatnosnim strukturama.
Sluqajna promje�iva qije su vrijednosti u N0 nazivamo brojaqkom prom-
je�ivom.
Nejednakost Markova je jedna od osnovnih nejednakosti koja za pos	edicu
ima tvr�e�e da, ako je E (X) malo, tada je X skoro sigurno nula.
Kako su svi prostori koje posmatramo konaqni, a sve sluqajne promje�ive
imaju konaqnu vrijednost, podrazumijevamo da za svaku sluqajnu promjen-
jivu postoje oqekiva�e i varijacija i da su konaqni.

Lema 1.1 (Nejednakost Markova). Neka je X nenegativna sluqana prom-
je�iva. Tada, za svako λ > 0 vrijedi

P(X ≥ λ) ≤ E [X]

λ
.
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Dokaz. Kako je X ≥ 0 imamo

E (X) = P(X < λ)E (X | X < λ) + P(X ≥ λ)E (X | X ≥ λ) ≥ P(X ≥ λ)λ.

Slede�a lema se qesto naziva i metodom prvog momenta.

Lema 1.2. Neka je Xn niz brojaqkih sluqajnih promje�ivih, takva da je
limn→∞ E (Xn) = 0. Tada je

lim
n→∞

P(Xn 6= 0) = 0.

Dokaz. Kako je Xn brojaqka promje�iva, to je Xn 6= 0 ako i samo ako je
Xn ≥ 1, tako da primjenom nejednakost Markova dobijamo

P(Xn 6= 0) = P(Xn ≥ 1) ≤ E (Xn),

odakle slijedi tvr�e�e.

Ako je X nenegativna promje�iva, ograniqena odozgo, onda vjerovatno�a da
je X mnogo ma�e od E (X) ne mo�e biti prevelika.

Lema 1.3. Neka je X sluqajna promje�iva takva da je 0 ≤ X ≤ k. Tada je,
za svako λ ≥ 0 vrijedi

P(X ≥ λ) ≥ E [X]− λ
k

.

Dokaz. Kako je

E [X] =P(X ≥ λ)E [X | X ≥ λ] + P(X < λ)E [X | X < λ] ≤ P(X ≥ λ)k + λ

dobijamo

PP (X ≥ λ) ≥ E [X]− λ
k

.

Poxto je qesto jednostavno izraqunati oqekiva�e sluqajne promje�ive X,
postav	a se pita�e koliko je X uda	eno od E (X). Jedna od osnovnih
nejednakosti toga tipa je nejednakost Qebixeva.

Lema 1.4. Data je sluqajna promje�iva X. Tada, za λ > 0 vrijedi

P(|X − E (X)| ≥ λ) ≤ V ar(X)

λ2
.

Dokaz. Iz nejednakosti Markova dobijamo

P(|X − E (X)| ≥ λ) = P
(
(X − E (X))2 ≥ λ2

)
≤ E ((X − E (X))

2
)

λ2
=
V ar(X)

λ2
.
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Jednostavna pos	edica ove leme qesto se koristi za dokaziva�e da je bro-
jaqka promje�va X skoro sigurno razliqita od nule i naziva se metod
drugog momenta.

Lema 1.5. Neka je Xn niz sluqajnih promje�ivih takav da je za dovo	no
veliko n E (Xn) > 0 i V ar(Xn) = o(E 2(Xn)). Tada je

lim
n→∞

P(Xn = 0) = 0.

Dokaz. Kako Xn = 0 nam daje |Xn − E (Xn)| = E (Xn), to primjenom nejed-
nakosti Qebixeva, sa λ = E (Xn) dobijamo

P(Xn = 0) ≤ P(|Xn − E (Xn)| ≥ E (Xn)) ≤ V ar(Xn)

E 2(Xn)
,

odakle slijedi tvr�e�e.

Qesto imamo skup loxih doga�aja {A1, . . . , Am}, m = m(n), i sluqajnu
promje�ivu Xn koja predstav	a broj realizovanih loxih doga�aja. Ako
sa Ii oznaqimo indikator doga�aja Ai, tada je Xn =

∑
i(Ii), pa je E (Xn) =∑

i P(Ai).
Ako su doga�aju Ai po parovima nezavisni, onda dobijamo da je

V ar(Xn) = E (X2
n)− E 2(Xn) = E

∑
i

Ii + 2
∑
i<j

IiIj

− E 2(Xn) =

= E (Xn) + 2
∑
i<j

E (Ii)E (Ij)− E 2(Xn) ≤ E (Xn),

tako da uslov V ar(Xn) = o
(
E 2(Xn)

)
u prethodnoj lemi mo�emo zamijeniti

sa E (Xn)→∞.
Neka je i ∼ j ako je i 6= j i doga�aji Ai i Aj nisu nezavisni i neka je
∆∗ =

∑
i∼j P(Ai ∩Aj), gdje suma ide po svim ure�enim parovima i, j.

Qesto se metod drugog momenta koristi u s	ede�em obliku.

Lema 1.6. Neka su A1, . . . , Am doga�aji, i neka je Xn brojaqka promje�iva
koja oznaqava broj realizovanih doga�aja Ai. Ako E (Xn) → ∞ i ∆∗ =
o
(
E 2(Xn)

)
tada je

lim
n→∞

P(Xn = 0) = 0.

Dokaz. Kako je

V ar(Xn) = E (X2
n)− E 2(Xn) = E

∑
i

Ii +
∑
i 6=j

IiIj

− E 2(Xn) =

= E (Xn) +
∑
i 6=j

P(Ai ∩Aj)− E 2(Xn) ≤

≤ E (Xn) +
∑
i 6=j

E (Ii)E (Ij) +
∑
i∼j

P(Ai ∩Aj)− E 2(Xn) ≤

≤ E (Xn) + ∆∗,
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te je
V ar(Xn)

E 2(Xn)
≤ 1

E (Xn)
+

∆∗

E 2(Xn)
= o(1).

Kao xto smo rekli, qesto mo�emo da procijenimo oqekiva�e sluqajne
promje�ive, i htjeli bismo da procijenimo koliko je ona uda	ena od svoga
oqekiva�a. Ako je Xn zbir n nezavisnih sluqajnih promje�ivih sa istim
oqekiva�em m i istom varijansom σ, nejednakost Qebixeva nam daje

P (|Xn − E (Xn)| ≥ λE (Xn)) ≤ V ar(Xn)

λ2E 2(Xn)
=

σ

nmλ2
= θ(1/n).

Postav	a se pita�e da li mo�emo dobiti bo	u ocjenu od ove.
U nekim sluqajevima, kada je Xn odre�enog tipa, mo�emo dobiti ekspo-
nencijalno dobre ocjene. Koristi�emo dva tipa takvih ocjena. Jedan su
Qenof	eve ocjene, koje su uopxte�e Qernof	eve nejednakosti za binomnu
raspo�elu i one va�e u sluqaju kada je Xn zbir Bernulijevih (ne obavezno
istih) nezavixih sluqajnih promje�ivih. Drugi tip slijedi iz Acumine
nejednakosti za martingale.

Lema 1.7. Neka je X = X1 +X2 + · · ·+Xn gdje su Xi nezavisne Bernulijeve
sluqajne promje�ive takve da je

P(Xi = 1) = pi,

P(Xi = 0) = 1− pi.

Tada za λ > 0 vrijedi

P(X − E (X) ≥ λ) ≤ e−2λ2/n,

P(X − E (X) ≤ −λ) ≤ e−2λ2/n.

Dokaz. Neka je p = (p1 + · · · + pn)/n. Tada imamo E (X) = pn. Za u > 0
funkcija eux je rastu�a pa imamo

P(X − E (X) ≥ λ) = P (X ≥ λ+ pn) = P
(
euX ≥ eu(λ+pn)

)
≤

≤ E (euX)

eu(λ+pn)
= e−uλ−unp

∏
((1− pi) + pie

u)) .

Kako je lnx konkavna funkcija, to je

n∏
i=1

(1− pi + pie
u) ≤ (1− p+ peu)n
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xto nam daje

P(X ≥ pn+ λ) ≤ e−unp−uλ(1− p+ peu)n =

= e−uλ
(

(1− p)e−up + peu(1−p)
)n

.

Doka�imo da je

(1− p)e−up + peu(1−p) ≤ eu
2/8,

za sve u ≥ 0 i p ∈ [0, 1].
Posmatrajmo funkciju ϕ(u) = ln

(
(1− p)e−up + peu(1−p)). Kako je

ϕ′(u) =
p(1− p)(eu − 1)

peu + (1− p)
,

ϕ′′(u) =
p(1− p)eu

(peu + (1− p))2

to je ϕ(0) = ϕ′(0) = 0 i ϕ′′(u) ≤ 1
4 odakle lako dobijamo da je ϕ(u) ≤ u2/8

xto je i trebalo dokazati.
Sada imamo

P(X ≥ pn+ λ) ≤ eu
2n/8−uλ

xto nam za u = 4λ/n daje

P(X ≥ pn+ λ) ≤ e−2λ2/n.

Nejednakost P(Xn − pn ≤ −λ) ≤ e−2λ2/n se svodi na prethodnu smjenom
Yi = 1−Xi.

Nejednakost (1−p)e−up+peu(1−p) ≤ eu2/8 daje dobru procjenu kada je u malo
i kada je p blizu jedne polovine. U suprotnom, postoje bo	e ocjene koje se
dobijaju bo	im procjenama izraza e−uλ

(
(1− p)e−up + peu(1−p))n.

Lema 1.8. Neka je X = X1 +X2 + · · ·+Xn gdje su Xi nezavisne Bernulijeve
sluqajne promje�ive takve da je

P(Xi = 1) = pi

P(Xi = 0) = 1− pi.

Tada, za λ > 1 imamo

P(X ≥ λE (X)) ≤
(
eλ−1λ−λ

)E (X)
.

Dokaz. U dokazu prethodne leme smo dobili da je, za prozivo	no t > 0

P(X ≥ pn+ t) ≤ e−ut
(

(1− p)e−up + peu(1−p)
)n

.
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Pos	ed�a funkcija dosti�e minimum za

u = ln

(
1− p
p
· t+ np

n− t− np

)
= ln

(
1 +

t

p(n− t− np)

)
,

me�utim ocjena dobivena uvrxtava�em ove vrijednosti qesto nije upotre-
b	iva, te �emo koristiti vrijednost u = ln (1 + t/pn) .
Sada dobijamo

P(X > pn+ t) ≤
(

1 +
t

pn

)−np−t(
1 +

t

n

)n
.

Uvrxtavaju�i t = (λ− 1)pn dobijamo

P(X ≥ pn+ t) ≤ λ−λpn (1 + (λ− 1)p)
n ≤

(
λ−λeλ−1

)pn
.

Kao xto smo vidjeli, ako je X zbir nezavisnih sluqajnih promje�ivih,
onda je vjerovatno�a da je X daleko od oqekiva�a eksponencijalno mala.
Drugi sluqaj kada mo�emo dobiti eksponencijalnu ocjenu je kada se oqe-
kiva�e od X mo�e predstaviti kao martingal i pos	edica je Acumine
nejednakosti.
Za niz sluqajnih promje�ivih c = X0, X1, . . . ,= Xn ka�emo da je martingal
ako vrijedi E [Xi | Xi−1, Xi−2, . . . , X0] = Xi−1 za svako i ≤ n.

Lema 1.9 (Acuma). Neka je 0 = X0, . . . , Xn martingal takav da za svako
i > 0 va�i

|Xi −Xi−1| ≤ 1.

Tada, za proizvo	no λ > 0 va�i

P(Xn ≥ λ) ≤ e−λ
2/2n.

Dokaz. Za proizvo	no u > 0 imamo

P(Xn ≥ λ) ≤
E
(
euXn

)
euλ

.

Neka je Yi = Xi−Xi−1. Tada imamo E (Yi | Xi−1, Xi−1, . . . , X0) = 0 i |Yi| ≤ 1.
Kako je funkcija eux konveksna imamo

E (euYi | Xi−1, . . . X0) = E (e−u
1−Yi

2 +u
1+Yi

2 | Xi−1, . . . X0) ≤

≤ E
(

1− Yi
2

+ e−u
1 + Yi

2
eu | Xi−1, . . . X0

)
=

=
eu + e−u

2
≤ eu

2/2.
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Pos	ed�a nejednakost je specijalan sluqaj nejednakosti

(1− p)e−up + peu(1−p) ≤ eu
2/8

za p = 1/2.
Kako za proizvo	ne sluqajne promje�ive F,G va�i E (F ) = E (E (F | G)),
imamo

E
(
euXn

)
= E

(
n∏
i=1

euYi

)
= E

(
E

(
n∏
i=1

euYi | Xn−1, . . . , X0

))
=

= E

(
n−1∏
i=1

euYiE (euYn | Xn−1, . . . X0)

)
≤

≤ E

(
n−1∏
i=1

euYi

)
eu

2/2

odakle indukcijom slijedi

E
(
euXn

)
≤ eu

2n/2

Sada, za u = λ/n dobijamo

P(Xn ≥ λ) ≤ e−λ
2/2n.

Qesto se Acumina nejednakost koristi u s	ede�em obliku

Lema 1.10. Neka je m = X0, . . . , Xn martingal takav da za svako i vrijedi

|Xi −Xi−1| ≤ c.

Tada

P(Xn −m ≥ λ) ≤ e−λ
2/(2nc2) i

P(Xn −m ≤ −λ) ≤ e−λ
2/(2nc2).

Dokaz. Tvr�e�e slijedi direktno iz prethodne leme posmatraju�i martin-
gale Yi = Xi−m

c i Zi = m−Xi
c .

Kada se govori o sluqajnim grafovima, postoje dva bitna martingala na
�ima, martingal otkriva�a grana i martingal otkriva�a qvorova. Neka
su {v1, . . . , vn} i e1, . . . , em, m =

(
m
2

)
respektivno qvorovi i grane u G(n, p).

Neka je H neka osobina grafa. Tada martingal otkriva�a grana defin-
ixemo kao Xi(H) = E (H | e1, . . . , ei) pri qemu uslov	ava�e po granama
znajqi da smo uslovili da li grane pripadaju grafu ili ne. Sliqno ma-
tringal otkriva�a qvorova se definixe kao Yi(H) = E (H | v1, . . . , vi) pri
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qemu uslov	ava�e po qvorovima znaqi da smo otkrili kako izgledaju sus-
jedstva tih qvorova, tj. sa kojim je qvorovima dati qvor susjedan, a sa kojim
ne. Primijetimo da je X0(H) = Y0(H) = E (H) i Xn(H) = Ym(H) = H.
Odavde dobijamo da, ako je H osobina grafa koja se "malo" mije�a doda-
va�em ili izbaciva�em grane, ili promjenom susjedstva jednog qvora, onda
je ona gusto koncentrisana oko svog oqekiva�a.
Kada govorimo o vjerovatno�i na diskretnim strukturama qesto imamo
neki skup osnovnih elemenata, te se sluqajni element prostora bira tako
xto biramo podskup skupa osnovnih elemenata, obiqno tako xto svaki el-
ement uk	uqujemo nezavisno jedan od drugoga. U tom sluqaju je prirodno
posmatrati martingal koji otkriva jedan po jedan element tog skupa, te do-
bijamo s	ede�u nejednakost koja se naziva i Mekdiarmidova nejednakost.

Lema 1.11 (Mekdiarmid). Neka su X1, . . . , Xn nezavisne sluqajne prom-
je�ive koje uzimaju vrijednosti u skupu X . Neka je f : Xn → R funkcija
takva da je

|f(x1, . . . , xi, . . . , xn)− f(x1, . . . , x̂i, . . . , xn)| ≤ c.

za svako i. Tada za svako λ > 0

P(f − E (f) > λ) ≤ e−λ
2/2c2n.

Dokaz. Neka je
Zi = E (f | Xi, Xi−1, . . . , X0).

Tada je Z0 = E (f), Zn = f i

|Zi − Zi−1| ≤ c.

Da bismo dokazali da je Zi martingal, koristi�emo slede�e tvr�e�e.
Ako su G1, G2 sluqajne promje�ive, takve da je G1 odre�ena sa G2, onda za
sluqajnu promje�ivu F imamo

E (F | G1) = E (E (F | G2) | G1).

Sada imamo

Zi−1 = E (X | Xi−1, . . . , X0) = E (E (X | Xi, . . . , X0) | Xi−1, . . . , X0) =

= E (Zi | Xi−1, . . . , X0) ,

te dobijamo

E (Zi | Zi−1, . . . , Z0) = E (E (Zi | Xi−1, . . . , X0) | Zi−1, . . . , Z0) =

= E (Zi−1 | Zi−1, . . . , Z0) = Zi−1,

tj. Zi je martingal, te tvr�e�e slijedi iz leme 1.10.
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Neka je Ω = {1, . . . , n} poqetni skup. Skup S ⊂ Ω biramo sluqajno, tako
xto svaki element i ∈ S biramo sa vjerovatno�om pi, nezavisno od drugih.
Dobijeni prostor oznaqimo sa Ωn. Neka su A1, . . . , Am podskupovi od Ω, i
neka Bi oznaqava lox doga�aj Ai ⊂ S. Pitamo se kolika je vjerovatno�a da
nema loxih doga�aja.
Doga�aj Bi ne zavisi od doga�aja Bj1 , . . . , Bjk ako su skupovi Ai i Aj1 ∪· · ·∪
Ajk disjunktni. Graf zavisnosti G je graf na skupu {1, . . . ,m} u kome j
i ∼ j grana ako i 6= j i Ai ∩Aj 6= ∅.
Ako su ovi doga�aji nezavisni, onda je vjerovatno�a da se ni jedan nije
dogodio jednaka proizvodu vjerovatno�a. Postav	a se pita�e xta mo�emo
da ka�emo kada oni nisu nezavisni.
Svaka familija A podskupova skupa Ω predstav	a jedan doga�aj. Za
familiju (ili doga�aj) ka�emo da je rastu�a, ako je zatvorena za nadskup,
a opadaju�a ako je zatvorena za podskup.
Lako se vidi da je presjek rastu�ih doga�aja rastu�i, a opadaju�ih
opadaju�i doga�aj.
Prethodno opisani doga�ajiBi su rastu�i, a �ihovi komplementi opadaju�i.

Lema 1.12 (Klajtmanova lema). Neka su A i B dva rastu�a doga�aja. Tada
je

P(A ∩B) ≥ P(A)P(B).

Dokaz. Tvr�e�e �emo dokazati indukcijom po n.
Za n = 1 tvr�e�e se lako provjerava.
Neka je n ≥ 2. Neka je p = pn vjerovatno�a sa kojom biramo n. Neka je data
familija S ∈ Ωn. Posmatrajmo s	ede�e dvije familije u Ωn−1

S1 = {X \ {n} | X ∈ S, n ∈ X},
S0 = {X | X ∈ S, n /∈ X}.

Primijetimo da, ako je S rastu�a familija, tada su i S0 i S1 rastu�e
familije.
Sad imamo P(S) = P(S0) + P(S1) Sem toga, S0 i S1 su doga�aji u Ωn−1, te
imamo da je

P(S) = (1− p)P1(S0) + pP1(S1),

gdje P1 oznaqava vjerovatno�u u Ωn−1.
Korsite�i induktivnu pretpostavku, dobijamo da je

P(A ∩B) = (1− p)P1(A0 ∩B0) + pP1(A1 ∩B1) ≥
≥ (1− p)P1(A0)P1(B0) + pP1(A1)P1(B1).

Neka je a0 = P1(A0), a1 = P1(A1), b0 = P1(B0), b1 = P1(B1).
Familije A i B su rastu�e, te imamo A0 ⊂ A1 i B0 ⊂ B1 tj. a0 ≤ a1,
b0 ≤ b1.
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Kako je P(A)P(B) = ((1− p)a0 + pa1)((1− p)b0 + pb1) to je dovo	no dokazati

(1− p)a0b0 + pa1b1 ≥ ((1− p)a0 + pa1)((1− p)b0 + pb1)

xto je ekvivalento sa

p(1− p)(a1 − a0)(b1 − b0) ≥ 0.

Kako je komplement rastu�e familije opadaju�a, to se lako dobija da i za
dvije opadaju�e familije A,B va�i ista nejednakosti

P(A ∩B) ≥ P(A)P(B),

dok za opadaju�u i rastu�u familiju va�i

P(A ∩B) ≤ P(A)P(B).

Ako imamo m opadaju�ih (rastu�ih) familija B1, . . . , Bm tada imamo da
je P(

⋂
Bi) ≥

∏
i P(Bi).

Posmatrajmo ponovo poqetnu situaciju, kada imamo m skupova A1, . . . , Am,
i neka je Bi doga�aj da S sadr�i skup Ai.
Sa Bci oznaqimo komplement doga�aja Bi. Nas interesuje vjerovatno�a da

S ne sadr�i niti jedan Ai, tj. vjerovatno�a doga�aja

m⋂
i=1

Bci . Iz prethodne

leme dobijamo da je

P

(
m⋂
i=1

Bci

)
≥

m∏
i=1

P(Bci ),

pri qemu znamo da se jednakost dosti�e ako su skupovi nezavisni.
Neka je

∆ =
∑
i∼j

P(Bi ∩Bj)

pri qemu suma ide po svim granama u grafu zavisnosti. Neka je

M =

m∏
i=1

P(Bci ).

Teorema 1.1 (Janson). Neka su B1, . . . , Bm, ∆, M kao xto su opisani.
Neka je ε takvo da je P(Bi) ≤ ε < 1. Tada vrijedi

M ≤ P
(⋂

Bci

)
≤Me∆/(1−ε).

Dokaz. Iz Klajtmanove nejednakosti dobijamo

P
(⋂

Bci

)
≥M.
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S druge strane, imamo

P

Bn ⋂
i∼n

Bci
⋂
j 6∼n

Bcj

 = P

Bn ⋂
j 6∼n

Bcj

− P

⋃
i∼n

Bi ∩ (Bn
⋂
j 6∼n

Bcj )

 ≥
≥ P(Bn)P(

⋂
j 6∼n

Bcj )−
∑
i∼n

P(Bi ∩Bn
⋂
j 6∼n

Bcj ).

Za svaku familiju B definiximo familiju

B′ = {X \An | X ∈ B ∩Bn}.

Tada vrijedi da je P(B ∩Bn) = P(Bn)P1(B′), gdje P1 oznaqava vjerovatno�u
u prostoru Ωn−|An| = Ω \An. Sem toga, ako je familija B monotona, takva
je i familija B′. Kako je Bi rastu�a, a ∩Bcj opadaju�a familija, to su

familije Bi
′ i ∩Bcj

′ rastu�a i opadaju�a redom, te dobijamo da je

P

Bi ∩Bn ⋂
j 6∼n

Bcj

 ≤ P (Bi ∩Bn)P(Bn
⋂
j 6∼nB

c
j )

P(Bn)
= P(Bi∩Bn)P(

⋂
j 6∼n

P
(
Bcj
)
).

To nam daje

P(Bc1 ∩ · · · ∩Bcn) = P(Bc1 ∩ · · · ∩Bcn−1)− P
(
Bn ∩Bc1 ∩ . . . Bcn−1

)
≤ P(Bc1 ∩ · · · ∩Bcn−1)−

(
P(Bn)−

∑
i∼n

P(Bi ∩Bn)

)
P(
⋂
j 6∼n

Bcj ) ≤

≤ P(Bc1 ∩ · · · ∩Bcn−1)

(
1− P(Bn) +

∑
i∼n

P(Bi ∩Bn)

)
≤

≤ P(Bc1 ∩ · · · ∩Bcn−1)P(Bcn)

(
1 +

1

1− ε
∑
i∼n

P(Bi ∩Bn)

)
,

odakle indukcijom dobijamo

P(Bc1 ∩ · · · ∩Bcn) ≤Me∆/(1−ε).
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Glava 2

Sluqajni

dvodimenzionalni

simplicijalni kompleks

U ovom poglav	u �emo razmatrati Linial-Mexulamov sluqajan simplici-
jalni kompleks, Yn,p,d za d = 2, i oznaqava�emo ga sa Yn,p.
Kao xto smo rekli u uvodu, interesuju nas dvije homoloxke grupe ovog
simplicijalnog kompleksa, tj. koje su funkcije praga za nestaja�eH1(Y,G)
i H2(Y,G), za datu grupu G.
Kako je nestaja�eH1(Y,G) monotono rastu�a, a nestaja�eH2(Y,G) monotono
opadaju�a osobina, to postoje funkcije praga za ove osobine.
Nestaja�e gor�e homologije je usko povezano sa kolapsibilnox�u kom-
pleksa, i ispostav	a se da te dvije osobine imaju istu funkciju praga.
Jasno je da je kompleks kolapsibilan ako i samo ako ne sadr�i jezgro, tako
da �emo u okviru kolapsibilnosti razmatrati i problem simplicijalnog
ulaga�a, tj. za dati kompleks S, koja je funkcija praga za osobinu da Y
dopuxta simplicijalno ulaga�e S.

2.1 Homoloxka povezanost Yn,p

Kada govorimo o povezanosti dvodimenzionalnog simplicijalnog kom-
pleksa, mo�emo govoriti o vixe tipova povezanosti, pri qemu je naj-
jaqa nestaja�e fundamentalne grupe π1. Sem toga, postoji i homoloxka
1 povezanost, tj. nestaja�e H1(Y,Z). Ako za neku grupu G nestaje H1(Y,G)
ka�emo da je Y homoloxki G povezan.
Funkcija praga za homoloxku G povezanost je poznata za bilo koju konaqnu
Abelovu grupu G, ali �emo se, jednostavnosti radi, zadr�ati na sluqaju
G = Z2. Sluqaj kada jeG proizvo	na konaqna Abelova grupa �e biti razma-
tran kasnije, kada budemo razmatrali nestaja�e grupe Hd−1 za proizvo	nu
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dimenziju d ≥ 2.
Osnovni rezultat u ovom dijelu je s	ede�a teorema.

Teorema 2.1. Neka je ω(n) funkcija takva da je ω(n)→∞.

(i) Ako je p =
2 lnn− ω(n)

n
tada

lim
n→∞

P (H1(Y ;Z2) = 0 | Y ∈ Y (n, p)) = 0.

(ii) Ako je p =
2 lnn+ ω(n)

n
tada

lim
n→∞

P (H1(Y ;Z2) = 0 | Y ∈ Y (n, p)) = 1.

Dokaz teoreme 2.1 (i). Neka je Y ∈ Yn,p. Sa X oznaqimo broj izolovanih
grana u Y . Tada je X =

∑
Ii, gdje je Ii indikator doga�aja Ai da je grana i

izolovana. Ako imamo izolvanu granu, tada je kompleks nepovezan tako da
je

P[H1(Y,G) = 0] ≤ P[X = 0].

Koriste�i metod drugog momenta dokaza�emo da je u ovom sluqaju

P[X = 0] = o(1).

Kako je

E[X] =

(
n

2

)
(1− p)n−2 ∼ n2

2
(1− p)n = Ω(exp(ω(n))),

dobijamo da E(X)→∞. Lema 1.6 nam daje da je dovo	no dokazati da je∑
i,j

P[Ai ∩Aj ] = o(E2[X]),

pri qemu suma ide po svim parovima grana i, j takvim da su doga�aji Ai, Aj
zavisni. Primijetimo da su doga�aji Ai, Aj zavisni ako i samo ako grane
i, j imaju zajedniqki qvor. U tom sluqaju je P[Ai ∩Aj ] = (1− p)2n−5, a kako
takvih parova ima n

(
n−1

2

)
, to je

∑
i,j

P[Ai ∩Aj ] = n

(
n− 1

2

)
(1− p)2n−5 = o(E2[X]).

Sluqaj p = 2 logn+ω(n)
n je mnogo komplikovaniji jer nije jednostavno dati

dovo	an uslov da bi kompleks bio povezan. U jednodimenzionalnom slu-
qaju, kada je graf nepovezan imamo dvije komponente, od kojih je barem jedna
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ma�a od n/2 i vjerovatno�u da graf nije povezan odozgo ograniqavamo sa∑
k≤n/2(1− p)k(n−k) gdje je k veliqina najma�e komponente povezanosti.

Nexto sliqno se dexava i u dvodimenzionalnom sluqaju. Kako je
H1(Y,Z2) ' H1(Y,Z2) dobijamo da je komplkes Y ∈ Yn,p nepovezan ako i
samo ako postoji funkcija f ∈ C1(∆n−1) takva da je d1f 6= 0 i d1f(σ) = 0 za
svako σ ∈ Y . Takvu funkciju f �emo nazivati indikatorom nepovezanosti
kompleksa Y . Jasno je da funkcija f nije jedinstvena, tako da mo�emo
da izaberemo indikator nepovezanosti takav da je |supp f |, broj grana na
kojima f nije nula, minimalan.
Neka je f indikator nepovezanosti za kompleks Y tako da je |supp f | min-
imalan. Za proizvo	an ko-lanac g ∈ C0(∆n−1) imamo da je d1(f) =
d1(f + d0(g)), tako da je i f + d0(g) indikator nepovezanosti za Y . Zbog
toga imamo da je |supp f | ≤ |supp (f + d0(g))|.
Posmatrajmo graf Gf = G([n], supp f). Neka je e = uv grana takva da
je f(e) = 1 i da postoji w takvo da je d1(f)(uvw) = 1. Da	e, neka je
h ∈ C1(∆n−1) takva da je h(e′) = f(e′) ako su e i e′ u istoj komponenti
grafa Gf , inaqe je h(e′) = 0. Ako je f indikator nepovezanosti, tada je i
h. Sem toga, supp h ⊂ supp f , tako da ako je f indikator nepovezanosti sa
minimalnim brojem nenula vrijednosti, onda graf Gf mora da ima samo
jednu netrivijalnu komponentu povezanosti.
Neka je Fn skup svih funkcija f ∈ C1(∆n−1) takvih da d1(f) 6= 0,
|supp f | ≤ |supp (f+d0(g))| za proizvo	no g i da graf Gf ima jednu netriv-
ijalnu komponentu povezanosti. Neka je B(f) = |supp d1(f)|, broj trouglova
σ takvih da je d1(f)(σ) = 1. Funkcija f je indikator nepovezanosti za kom-
pleks Y akko Y ne sadr�i niti jedan trougao iz supp d1(f). To nam daje

P[H1(Y ) 6= 0] ≤
∑
f∈Fn

(1− p)B(f),

te �e teorema 2.1 (ii) slijediti iz s	ede�e teoreme.

Teorema 2.2. Neka je p = 2 logn+ω(n)
n . Tada je∑

f∈Fn

(1− p)B(f) = o(1).

Ideja je da izraz na lijevoj strani procijenimo u odnosu na broj grana u
grafu Gf , tj. da, u odnosu na broj grana odozdo ocijenimo B(f), a odozgo
broj odgovaraju�ih grafova.
Kako funkcije iz C1(∆n−1) uzima vrijednosti iz skupa {0, 1}, jasno je da
postoji bijekcija izme�u grafova na [n] i funkcija f ∈ C1(∆n−1). Neka je
Gn = {Gf | f ∈ Fn}. Za graf G([n], E) = Gf oznaqimo B(G) = B(f).
Neka je Gn = {Gf | f ∈ Fn} klasa grafova sa n qvorova koji odgovaraju
funkcijama u Fn.
Neka je G = G([n], E) = Gf ∈ Gn. Tada, za svako g ∈ C0(∆n−1) imamo
|supp f | ≥ |supp (f + d0(g))|. Neka je S ⊂ {1, . . . , n}. Tada postoji g tako
da je S = {v ∈ {1, . . . , n} | g(v) = 0}. Neka je (S, S) skup grana izme�u S i
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�egovog komplementa S. Graf koji odgovara funkciji d0(g) je kompletan
bipartitan graf sa particijom qvorova S, S. Lako se vidi da je uslov

|supp (f + d0(g))| ≥ |supp (f)

ekvivalentan uslovu

|E ∩ (S, S)| ≤ |S||S|
2

.

Odavde dobijamo da je G ∈ Gn akko ima jednu netrivijalnu komponentu
povezanosti i za svaki neprazan skup S ⊂ {1, 2, . . . , n} vrijedi |E∩(S, S)| ≤
|S||S|

2
.

Specijalno, uzimaju�i S = {v} dobijamo da je dG(v) ≤ n
2 .

Za dokaz teoreme 2.2 su nam potrebna dva tvr�e�a. Prvo tvr�e�e �e nam
dati do�u ocjenu B(G), za graf G sa n qvorova i k grana, a drugo tvr�e�e
�e nam dati gor�u ocjenu trouglova iz Gn sa k grana i B(G) = (1− θ)kn.
Jednostavnosti radi uvedimo s	ede�e oznake:

Gn(k) = {G([n], E) ∈ Gn | |E| = k}.

Gn(k, θ) = {G([n], E) ∈ Gn(k) | B(G) = (1− θ)kn}.

Lema 2.1. Za svaki G ∈ Gn(k) vrijedi

B(G) ≥ kn

3
.

Dokaz. Neka je G = Gf ∈ Gn(k). Za qvor v definiximo funkciju fv ∈
C1(∆n−1)

fv(u) =

{
f(uv) u 6= v
0 u = v

Ako su qvorovi u, v, w razliqiti tada je

(f + d0fv)(uw) = f(uw) + d0fv(uw) = f(uw) + fv(u) + fv(w) =

= f(uw) + f(uv) + f(vw) = d1f(uvw),

te je supp (f + d0fv) = {σ | σ ∈ supp d1f, v ∈ σ}. Odavde dobijamo da je

3B(f) =
∑
v

|supp (f + d0fv)| ≥
∑
v

|supp f | = nk.

Prije nego xto krenemo na tvr�e�e koje �e nam ograniqiti broj elemenata
skupa Gn(k, θ) treba nam slede�a lema.
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Lema 2.2. Za svako 0 < ε < 1 postoji konstanta C = C(ε) tako da za
dovo	no veliko n, svako 1

3 ≤ θ ≤ 1 i za svaki graf G = G([n], E) ∈ Gn(k, θ)
za koji vrijedi

n

5
< k ≤ n2−ε

postoji skup qvorova S ⊂ [n] takav da je

|S| ≤ Ck

n
i |{e ∈ E | e ∩ S 6= ∅}| ≥ (2− ε)kθ.

Dokaz. Ovo tvr�e�e �emo dokazati pomo�u vjerovatnosnog metoda, tako xto
�emo dokazati da sluqajano izabran skup S zadovo	ava obje osobine sa
pozitivnom vjerovatno�om.
Kako je G = Gf ∈ Gn(k, θ) imamo B(G) = kn(1− θ) i |E| = k.
Za svaku granu e = uv ∈ E i qvor w koji nije susjedan ni sa u ni sa v imamo
da je d1f(uvw) = 1, te je

(1− θ)kn = B(G) ≥
∑
uv∈E

(n− d(u)− d(v)) = kn−
∑
v∈G

(d(v))2,

pa je ∑
v∈G

(d(v))2 ≥ θkn.

Skup S biramo sluqajno, tako da svaki qvor v biramo sa vjerovatno�om

pv =
2d(v)

n
, nezavisno od ostalih qvorova. Kako je za G ∈ Gn svaki qvor

stepena najvixe n/2, definicija je dobra.
Neka je X = |{e ∈ E | e ∩ S 6= ∅}| sluqajna promje�iva koja oznaqava broj
grana incidentnih sa skupom S. Tada je

E [X] =
∑
uv∈E

(
1−

(
1− 2d(u)

n

)(
1− 2d(v)

n

))
=

=
∑
uv∈E

(
2d(u)

n
+

2d(v)

n
− 4d(v)d(v)

n2

)
≥

≥ 2
∑
v∈G

d2(v)

n
− 2

n2

(∑
v∈G

d(v)

)2

≥

≥ 2θk − 8k2

n2
≥ 2θk − 8

kn2−ε

n2
= k(2θ − 8n−ε).

Sem toga, primijetimo da je 0 ≤ X ≤ k, tako da prema lemi 1.3 imamo

P (X ≥ λ) ≥ E [X]− λ
k

xto nam daje
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P(X ≥ (2− ε)θk) ≥ k(2θ − 8n−ε)− (2− ε)kθ
k

= εθ − 8n−ε ≥ ε

6

za dovo	no veliko n.
Za qvor v sa Iv oznaqimo sluqajnu promje�ivu koja je indikator doga�aja
v ∈ S. Tada je

|S| =
∑
v∈G

Iv.

Kako je E [S] =
4k

n
, iz leme 1.8 dobijamo da za δ > 1

P
(
|S| > δ

4k

n

)
≤
(
e1−δδδ

)− 4k
n ≤

(
e1−δδδ

)− 4
5 ,

pa za dovo	no veliko C = C(ε) imamo

P
(
|S| > C

4k

n

)
<
ε

6
.

Sada, ovako izabrano C = C(ε) i dovo	no veliko n imamo

P(X < (2− ε)θk) + P
(
|S| > C

k

n

)
< 1− ε

6
+
ε

6
< 1,

te postoji S sa tra�enim osobinama.

Slede�a lema �e nam dati gor�u ocjenu broja grafovaG sa k grana iB(G) =
(1− θ)kn

Lema 2.3. Za svako 0 < ε < 1 postoji konstanta C = C(ε) tako da za

svako 1
3 ≤ θ < 1 i

n

5
≤ k ≤ n2−ε vrijedi

|Gn(k, θ)| ≤
(
Cn2(1−(2−ε)θ)

)k
.

Dokaz. Dovo	no je dokazati da tvr�e�e va�i poqevxi od nekog n0 = n0(ε).
Prema lemi 2.2 postoji konstanta C1 = C1(ε) ≥ 2 i skup S takav da je

|S| = C1k

n
, |{e ∈ E | e ∩ S 6= ∅}| ≥ (2− ε)θk.

Skup S mo�emo da izaberemo na
(

n
C1k/n

)
naqina. Ako G ima l grana inci-

dentnih sa S, onda te grane mo�emo da izaberemo na(
|S|(n− |S|) +

(|S|
2

)
l

)
=

(
n|S| −

(|S|+1
2

)
l

)
≤
(
n|S|
l

)
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naqina. Kako je l ≤ k i 2k ≤ n|S| imamo(
n|S|
l

)
≤
(
n|S|
k

)
.

Odavde dobijamo da je broj naqina da se izaberu grane koje su incidentne
sa S najvixe

k

(
n|S|
k

)
≤ k

(
n|S|e
k

)k
≤ k (eC1)

k ≤ (2eC1)k.

Broj naqina da izaberemo grane koje nisu incidentne sa S je najvixe

k(1− (2− ε)θ)
( (

n
2

)
k(1− (2− ε)θ)

)
≤ kn2k(1−(2−ε)θ)

pa slijedi da je

|Gn(k, θ)| ≤
(

n

C1k/n

)
(2eC1)kkn2k(1−(2−ε)θ) ≤

(
n
C1
n 4eC1n

2(1−(2−ε)θ)
)k
.

Kako je n
1
n = O(1), to za C = 5eC1 i dovo	no veliko n va�i

|Gnk, θ| ≤
(
Cn2(1−(2−ε)θ)

)k
.

Sada mo�emo pre�i na dokaz teoreme 2.2.

Dokaz teoreme 2.2. Neka je p = 2 logn+ω(n)
n . Treba da doka�emo da je∑

G∈Gn

(1− p)B(G) =
∑
k≥1

∑
G∈Gn(k)

(1− p)B(G) = o(1).

Posmatra�emo tri mogu�nosti za k.

(i) Neka je 1 ≤ k ≤ n
5 . Kako G ima taqno jednu netrivijalnu komponentu,

imamo da je

|Gn(k)| ≤
(

n

k + 1

)((k+1
2

)
k

)
≤
(

en

k + 1

)k+1(
e(k + 1)

2

)k
=

=
e2k+1nk+1

2k(k + 1)
<

(
e2n

2

)k+1

< (10n)k+1.

Sem toga, za svaku granu e = uv i svaki qvor w koji nije u jedinstvenoj
netrivijalnoj komponenti povezanosti imamo d1(f)(uvw) = 1, pa je

B(G) ≥ k(n− k − 1).
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Odavde dobijamo da je

n/5∑
k=2

∑
G∈Gn(k)

(1− p)B(G) ≤
n/5∑
k=2

(10n)k+1(1− p)k(n−k−1) ≤
∑
k≥2

(10n)k+1n
−8k

5 =

= n−
1
5

∑
k≥0

10k+3n
−3k

5 = O(n−
1
5 ) = o(1).

Sada imamo

n
5∑

k=1

∑
G∈Gn(k)

(1− p)B(G) ≤
(
n

2

)
(1− p)n−2 + o(1) = o(1).

(ii) Neka je n
5 ≤ k ≤ n

2−1/3.

Za 0 ≤ θ ≤ 1
3 imamo∑

G∈Gn(k,θ)

(1− p)B(G) ≤
((n

2

)
k

)
(1− p)(1−θ)kn ≤

≤
(
en2

2k

)k
n−2(1−θ)k ≤

(
10n2θ−1

)k ≤ (10n−
1
3

)k
Neka je θ > 1

3 . Primijenimo lemu 2.3 sa ε = 1
3 . Sada imamo

∑
G∈Gn(k,θ)

(1− p)B(G) = |Gn(k, θ)|(1− p)(1−θ)kn ≤

≤
(
Cn2(1−(2−ε))θ

)k
n−2(1−θ)k =

=
(
Cn−4θ/3

)k
≤
(
Cn−4/9

)k
.

Za svako k, broj razliqitih θ tako da je Gn(k, θ) 6= ∅ je najvixe n3,
tako da dobijamo

n2−1/3∑
k=n

5

∑
G∈Gn(k,θ)

(1− p)B(G) =
∑
k

∑
θ

∑
G∈Gn(k,θ)

(1− p)B(G) ≤

≤ n3
∑
k≥n5

(
Cn−4/9

)k
≤

≤ n3
(
Cn−4/9

)n
5
∑
k≥0

(
Cn−4/9

)k
=

=
(
Cn−

4
9 + 15

n

)n/5
·O(1) = o(1).
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(iii) Neka je k ≥ n2−1/3. Kako je B(G) ≥ kn/3 imamo da je∑
k≥n2−1/3

∑
G∈Gn(k,θ)

(1− p)B(G) ≤
∑

k≥n2−1/3

((n
2

)
k

)
(1− p)kn/3 ≤

≤
∑

k≥n2−1/3

(
en2

2k

)k
n−2k/3 ≤

(
2n−1/3

)n2−1/3 ∑
k≥0

(
2n−1/3

)k
= o(1).

2.2 Homoloxka dimenzija i kolapsibilnost

Yn,p

Kao xto smo rekli, u Linial-Mexulamovom modelu Yn,p,d postoje samo
dvije mogu�nosti za homoloxku dimenziju, da je ta dimenzija d ili d− 1,
tako da je pita�e za koje p gor�a homologija Hd(Yn,p,d, G) nestaje. Kako je
nestaja�e gor�e homologije opadaju�a osobina, funkcija praga postoji.
U [3] Kozlov je dokazao da je funkcija praga 1/n, ako je G konaqno po	e.
�egov dokaz je relativno jednostavan i va�i za svako d, ali va�i samo za
konaqno po	e.
Jedan od dovo	nih uslova da gor�a homologija nestaje i za G = Z je da
se kompleks Y dimenzije d mo�e kolapsirati u kompleks dimenzije d − 1,
i u tom sluqaju kompleks nazivamo kolapsibilnim. Na pita�e kada je
dvodimenzionalni kompleks kolapsibilan dali su odgovor Kosta, Faber i
Kapler u [5]. Oni su dokazali da, za p � n−1, simplicijalni kompleks
Y ∈ Yn,p a.s.s. kolapsira u graf, te da za p ≥ cn−1, c > 3 h2(Y ) > 0 a.s.s.,
tako da simpleks nije kolapsibilan. Sluqaj p � n−1 razmatramo u ovom
dijelu, dok �emo sluqaj p � (3 + ε)n−1 razmatrati kasnije, kada budemo
govorili o proizvo	noj dimenziji d.
Na pita�e kada je Y(n, p, d) kolapsibilan za prozivo	no d su dali odgovor
Aronstal, Linial, Luzak i Mexulam u [6]. U ovom dijelu �emo govoriti
o tome kada je dvodimenzionalni kompleks kolapsibilan, dok �emo sluqaj
d > 2 razmatrati kasnije.

2.2.1 Nestaja�e gor�e homologije u kompleksu Yn,p

Iako je Kozlov u svome radu razmatrao nestaja�e gor�e homologije
Hd(Y,G) za d dimenzionalan sluqajan kompleks i prozivo	nu konaqnu
Abelovu grupu G, mi �emo se jednostavnosti radi ograniqiti na sluqaj
d = 2 i G = Z2. Sluqaj d > 2 i G konaqna Abelova grupa se rade analogno,
ali su tehniqki zahtjevniji.
Da bismo dokazali da je p = 1

n funkcija praga za nestaja�e gor�e ho-
mologije treba da doka�emo dva tvr�e�a: da za p� n−1 gor�a homologija
asimptotski skoro sigurno nije nula, te da za p � n−1 gor�a homologija
skoro sigurno nestaje.
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Teorema 2.3. Neka je p = ω(n)
n , pri qemu ω(n)→∞. Tada

P(H2(Yn,p, G) = 0)→ 0,

za Abelovu grupu G.

Teorema 2.4. Neka je p = ω(n)
n , pri qemu ω(n)→ 0. Tada

P(H2(Yn,p,F2) 6= 0)→ 0.

Primijetimo da je H2(Y,G) 6= 0 ako Y sadr�i granicu tetraedra,
qetvorodimenzionalnog simpleksa, tako da je za teoremu 2.3 dovo	no
dokazati da Yn,p a.s.s. sadr�i granicu tetraedra.

Dokaz teoreme 2.3. Neka su τ1, . . . , τ(n4)
svi qetvorodimenzionalni sim-

pleksi na skupu qvorova {1, . . . , n}. Sa Ai oznaqimo doga�aj da Yn,p sadr�i
granicu tetraedra τi. Neka je Ii indikator doga�aja Ai, a X =

∑
i Ii sluqa-

jna promje�iva koja oznaqava broj tetraedara τ takvih da ∂τ ∈ Yn,p. Sada
imamo

P(H2(Yn,p, G) = 0) ≤ P(X = 0).

Kako je X =
∑
i

Ii, to je

E (X) =

(
n

4

)
p4 = Θ(n4p4) = Θ(ω(n)4)→∞.

Doga�aji Ai i Aj su nezavisni ako tetraedri τi i τj nemaju zajedniqku
stranu, tako da je, po lemi 1.6 dovo	no dokazati da je∑

i∼j
P[Ai ∩Aj ] = o(E 2[X])

gdje je i ∼ j ako tetraedri τi i τj imaju zajedniqku stranu. Kako razliqiti
tetraedri mogu imati najvixe jednu zajedniqku stranu, to za i ∼ j imamo

P(Ai ∩Aj) = p7.

Broj parova i, j tako da τi i τj imaju zajedniqku stranu je

(
n

5

)(
5

3

)
te imamo

da je ∑
i∼j

P(Ai ∩Aj) =

(
n

5

)(
5

3

)
p7 = Θ

(
ω7(n)

n2

)
= o(E 2[X]).

Pretpostavimo da je H2(Y,Z2) 6= 0. Tada postoji ciklus τ ∈ Z2(Y ) takav da

je τ 6= 0. Za proizvo	an trougao t ∈
(

[n]
3

)
sa At oznaqimo doga�aj da postoji

ciklus τ takav da je t ∈ supp τ .
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Jasno je da je

P (H2(Yn,p,Z2) 6= 0) ≤
∑
t∈([n]

3 )

P(At) ≤ n3P(At0)

gdje je t0 trougao {1, 2, 3}.
Neka je τ ciklus takav da t0 ∈ supp τ . Tada potoji i tako da trougao
ti ∈ supp τ , gdje je ti trougao sa qvorovima 1, 2, i, 4 ≤ i ≤ n.
Odavde dobijamo da postoji lanac τ ′ takav da t, t′ /∈ supp τ ′ i supp ∂(t+t′) ⊂
supp ∂τ ′.
Suxtina dokaza teoreme 2.4 je u slede�oj lemi koja �e nam dati gor�u
ocjenu vjerovatno�e prethodno opisanog doga�aja.

Definicija 1. Neka je S ⊂
(

[n]
3

)
, λ ∈ N0 i σ ∈ C1(∆n−1) lanac u ∆n−1.

Sa Aσ,S,λ oznaqimo doga�aj da, za Y ∈ Yn,p postoji lanac τ ∈ C2(Y ) takav
da je

(i) supp τ ∩ S = ∅;

(ii) supp σ ⊂ supp ∂τ ;

(iii) |supp σ| ≥ 3(λ− 1).

Lema 2.4. Neka je λ ≥ 0 cijeli broj i 0 ≤ p ≤ 1 tako da je np < 1. Tada je

P (Aσ,S,λ) ≤ 3λλ!pλ

(1− pn)λ
.

Dokaz. Tvr�e�e dokazujemo indukcijom po λ.
Za λ = 0 vrijednost izraza na desnoj strani je 1, tako da tvr�e�e va�i
trivijalno.
Neka je λ > 0. Tvr�e�e dokazujemo opadaju�om indukcijom po S.
Neka je S =

(
[n]
3

)
i Y ∈ Yn,p. Tada za svako τ ∈ C2(Y ) imamo supp τ = ∅,

tj. τ = 0, te imamo da je supp σ = 0. Ali, to je nemogu�e zbog uslova
|supp σ| > 3(λ− 1), te imamo da je Aσ,S,λ = ∅, tj. P(Aσ,S,λ) = 0, te tvr�e�e
va�i.
Pretpostavimo da imamo proizvo	no S ⊂

(
[n]
3

)
, i neka Y ∈ Aσ,S,λ. Kako

je |supp σ| > 3(λ − 1) ≥ 0, to postoji grana e ∈ supp σ. Neka je τ ∈ C2(Y )

lanac kao u definiciji 1. Tada postoji trougao t ∈
(

[n]
3

)
\ S, takav da je

e ∈ ∂t.
Sa Ω oznaqimo skup svih trouglova t ∈ ∆n−1(2) takvih da e ∈ t. Jasno je
da je |Ω| = n− 2.
Neka je

A = {t ∈ Ω \ S | |supp (σ + ∂t)| > 3(λ− 1)}
B = {t ∈ Ω \ S | |supp (σ + ∂t)| ≤ 3(λ− 1)}
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Tada je

P(Aσ,S,λ) ≤
∑
t∈A

pP
(
Aσ+∂t,S∪{t},λ

)
+
∑
t∈B

pP
(
Aσ+∂t,S∪{t},λt

)
,

gdje je λt izabran tako da je |supp (σ + ∂t)| > 3(λt − 1).
Neka je t ∈ B. Tada, pored e, postoji jox jedna grana e′ trougla t takva da
e′ ∈ supp σ. Trougao t je na jedinstven naqin odre�en granama e i e′, tako
da dobijamo da je |B| ≤ |supp σ| − 1.
Sem toga, imamo da je

|supp (σ+ ∂t)| ≥ |supp σ| − |supp ∂t| = |supp σ| − 3 > 3(λ− 1)− 3 = 3(λ− 2),

pa za λt mo�emo uzeti λ− 1.
Pored toga, kako je 3(λ− 1) ≥ |supp σ| − 2, dobijamo da je |supp σ| ≤ 3λ, te
je |B| ≤ 3λ.
Sada imamo

P(Aσ,S,λ) ≤
∑
t∈A

pP(Aσ+∂t,S∪{t},λ) +
∑
t∈B

pP(Aσ+∂t,S∪{t},λ−1) ≤

≤ pn 3λpλλ!

(1− pn)λ
+ p · 3λ3λ−1pλ−1(λ− 1)!

(1− pn)λ−1
=

=
3λpλλ!

(1− pn)λ
.

Dokaz teoreme 2.4. Jasno je da je

P(H2(Yn,p,Z2) 6= 0) ≤
∑
t∈([n]

3 )

P(At)

gdje smo sa At oznaqili doga�aj da Y sadr�i ciklus τ ∈ Z2(Y ) takav da je
t ∈ supp τ . Neka je t0 trougao {1, 2, 3} Tada, zbog simetrije, imamo P(At) =
P(At0) za svaki trougao t, te imamo

P(H2(Yn,p,F2) 6= 0) ≤ n3P(At0).

Pretpostavimo da postoji τ ∈ Z2(Y ) takav da t0 ∈ supp τ . Tada postoji jox
jedan trougao ti, i ≥ 4, sa qvorovima {1, 2, i} takav da ti ∈ supp τ .
Neka je Y ∈ Yn,p simplicijalni kompleks koji pripada doga�aju At0 . Tada
su t0 i ti simpleksi u Y . Sem toga, postoji lanac τ ′ ∈ C2(Y ) takav da t0, ti /∈
supp τ ′ takav da je supp ∂(t0 + ti) ⊂ ∂τ ′. Kako je |supp ∂(t0 + ti)| = 4 > 3 · 1,
dobijamo da je Y ∈ A∂(t0+ti),{t0,ti},2.
Odavde dobijamo da je

P(H2(Yn,p,Z2) 6= 0) ≤ n3P(At0) ≤ n3
n∑
i=4

p2P(A∂(t0+ti),{t0,ti},2).
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Kako je, prema prethodnoj lemi, P(Aσ,S,2) ≤ 18p2

(1−pn)2 , dobijamo

P(H2(Yn,p,F2) 6= 0) ≤ n4p4 18

(1− pn)2
= 18

ω4(n)

(1− ω(n))2
= o(1).

2.2.2 Podkompleksi Yn,p

Kada govorimo o kolapsibilnosti kompleksa, glavna prepreka je postoja�e
jezgra, podkompleksa u kome je svaka grana stepena barem dva. Da bismo
dokazali da je kompleks kolapsibilan, dokaza�emo da je vjerovatno�a da
sadr�i jezgro mala.
U ovom dijelu razmatramo vjerovatno�u da Yn,p sadr�i S, gdje je S neki
konaqan dvodimenzionalni simplicijalni kompleks.
Za kompleks Y ka�emo da sadr�i S, ako postoji simplicijalno ulaga�e
S ↪→ Y .
Ponekad �elimo da smjestimo S u Y tako da oquvamo simplekse maksi-
malne dimenzije, ali nas ne zanima xta se dexava sa simpleksima ma�e
dimenzije. U tom sluqaju posmatramo simplicijalnu imerziju S # Y .
Ispostav	a se da, kao i kod grafova, funkcija praga za osobinu S ⊂ Yn,p
zavisi od gustine kompleksa, pri qemu je gustina kompleksa odnos broja
faceta i broja qvorova.

Lema 2.5. Neka je S 2-dimenzionalni simplicijalni kompleks sa v tje-
mena i f trouglova. Tada je

P(S # Yn,p) ≤ nvpf .

Dokaz. Neka je data funkcija g : V (S) → {1, . . . , }, takva je i�ektivna na
2−simpleksima u S. Vjerovatno�a da je g imerzija je pf . Broj funkcija iz
S u {1, 2, . . . , n} je nv, tako da imamo

P(S # Yn,p) ≤
∑
g

P(g je imerzija ) ≤ nvpf .

Odavde vidimo da, ako je p� n−
v
f tada S skoro sigurno ne dopuxta imerz-

iju u Yn,p, xto nas navodi da uvedemo slede�u numeriqku invarijantu kom-
pleksa.

Definicija 2. Neka je S neprazan 2-dimenzionalni simplicijalni kom-
pleks. Tada sa µ(S) oznaqavamo

µ(S) =
vS
fS
,

gdje je vS broj qvorova, a fS broj trouglova simplicijalnog kompleksa S.
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Primijetimo da, ako S dopuxta imerziju, tada je dopuxta i svaki �egov
podkopmpleks, tako da, ako je p � n−µ(S′) za neko S′ ⊂ S, onda S skoro
sigurno ne dopuxta imerziju.

Definicija 3. Neka je S neprazan 2-dimenzionalni simplicijalni kom-
pleks. Tada µ′(S) definixemo kao

µ′(S) = min
S′⊂S

µ(S′)

gdje je minimum po svim podkompleksima S′ ⊂ S, ili, ekvivalentno, po
svim qistim podkompleksima S′ ⊂ S.

Primijetimo da je invarijanta µ′ monotono opadaju�a.

Teorema 2.5. Neka je S 2-dimenzionalni simplicijalni kompleks.

(i) Ako je p � n−µ
′(S) tada S asimptotski skoro sigurno ne dopuxta

simplicijalnu imerziju u Yn,p.

(ii) Ako je p� n−µ
′(S) tada S asimptotski skoro sigurno dopuxta sim-

plicijalno ulaga�e u Yn,p.

Dokaz. (i) Neka je p = ω(n)n−µ
′(S) � n−µ

′(S). Tada imamo ω(n)→ 0. Neka
je S′ ⊂ S takav da je µ(S′) = µ′(S). Tada imamo da je

P(S # Yn,p) ≤ P(S′ # Yn,p) ≤ nvS′pfS′ = (ω(n))fS′ → 0.

(ii) Neka je p = ω(n)n−µ
′(S) � n−µ

′(S). Tada imamo ω(n)→∞.

U ovom sluqaju koristimo drugi moment, taqnije lemu 1.6. Neka je v =
vS , f = fS respektivno broj qvorova, odnosno trouglova u kompleksu
S.

Smplicijalno ulaga�e S ↪→ Yn,p je definisano i�ektivnim preslika-
va�em g : V (S) → {1, 2, . . . , n}, gdje je V (S) skup qvorova kompleksa
S.

Za i�ektivno preslikava�e g sa Ig oznaqimo indikator doga�aja Ag,
g je ulaga�e S u Yn,p.

Neka je X sluqajna promje�iva koja oznaqava broj simplicijalnih
ulaga�a. Tada je X

∑
g Ig.

I�ektivno preslikava�e g : V (S) → {1, 2, . . . , n} indukuje kompleks
g(S) na {1, 2, . . . , n}. Tada je Ig = 1 ako i samo ako su u Yn,p izabrani
svi trouglovi koji su u g(S), te je E (Ig) = pfS .

Broj i�ektivnih preslikava�a skupa V (S) u {1, 2, . . . , n} je Θ(nvS ),
tako da imamo da je

E (XS) = Θ(nvSpfS ) = Θ(nfS(µ(S)−µ′(S))ωfS )→∞.
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Doga�aji Ag1 i Ag2 su nezavisni ako kompleks g1(S) ∩ g2(S) nema
ni jednog trogula. U suprotnom postoje kompleksi H = g1(H1) =
g2(H2) = g1(S)∩ g2(S), tako da je fh ≥ 1, pri qemu su H1 i H2 podkom-
pleksi S izomorfni kompleksu H. Sa g1 ∼ g2 oznaqimo da doga�aji
Ag1

, Ag2
nisu nezavisni.

Da bismo dokazali da je P(X = 0) = o(1), prema lemi 1.6 dovo	no je
dokazati da je ∑

g1∼g2

P[Ag ∩Ag′ ] = o(E 2(X)),

tj. da je ∑
H1,H2

∑
g2,g2

P(Ag1
∩Ag2

) = o
(
E 2(X)

)
,

pri qemu prva suma ide po svim parovima H1, H2 ⊂ S, H1 ' H2 ' H,
fh ≥ 1, a druga po svim parovima preslikava�a g1, g2 takvim da je
g1(S) ∩ g2(S) = g1(H1) = g2(H1) = H.

Kako je S konaqan, to ima konaqno monogo parovaH1, H2, te je dovo	no
dokazati da je za svaki par H1, H2

P(Ag1 ∩Ag2) = o
(
E 2(X)

)
gdje je ovo gore opisana suma.

Neka je H1 ' H2 ' H jedan takav par. Kako g1(S)∪g2(S) ima 2vS−vH
qvorova i 2fS − fH trouglova, to je vjerovatno�a

P(Ag1
∩Ag2

) = p2fS−fH ,

a broj funkcija g1, g2 koje odgovaraju ovom paru je Θ
(
n2vS−vH

)
. Sada

dobijamo

∑
g1,g2

P(Ag1
∩Ag2

)

E 2(X)
= Θ

(
n2VS−vHp2fS−fH

n2vSp2fS

)
= Θ(n−vHp−fH ) = o(1).

2.2.3 Kolapsibilnost Yn,p

Neka je S proizvo	an dvodimenzionalni simplicijalni kompleks. Ako je
S kolapsibilan, tada H2(Y,G) = 0 za proizvo	nu grupu G.
Simplicijalni kompleks nije kolapsibilan ako i samo ako sadr�i jezgro.
Jezgro smo definisali kao simplicijalni kompleks bez slobodnih strana,
ali bez uma�e�a opxtosti mo�emo da pretpostavimo da je jezgro qist i
jako povezan.

Lema 2.6. Neka je S dvodimenzionalni simplicijalni kompleks koji je
jezgro. Tada je µ′(S) ≤ µ(S) ≤ 1.
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Dokaz. Neka je S jako povezan i qist kompleks. Sa vS , eS , fS oznaqimo broj
qvorova, grana i trouglova u S. Kako je S jezgro, to se svaka grana nalazu
y bar 2 trougla, tako da dobijamo da je 2eS ≤ 3fS . Sem toga, svaki qvor
mora biti incidentan sa barem 3 grane, tako da dobijamo da je 3v ≤ 2e, tj.
imamo 3v ≤ 3f , xto nam daje

µ(S) =
vS
fS
≤ 1.

Odavde dobijamo da, za proizvo	no jezgro S i p � n−1 Yn,p ne sadr�i S.
Me�utim, da bi kompleks bio kolapsibilan nama treba da on ne sadr�i ni
jedno jezgro. Ispostav	a se da postoji familija kompleksa F takva da, ako
kompleks Y nije kolapsibilan onda on dopuxta simplicijalnu imerziju
jednog od kompleksa iz F , a u sluqaju p� n−1 vjerovatno�a da Yn,p sadr�i
bar jedan kompleks iz F te�i ka nuli.

Teorema 2.6. Za p� n−1 kompleks Yn,p je kolapsibilan a.s.s.

Dokaz. Kako je p� n−1, to je p = n−1ω(n), pri qemu ω(n)→ 0.
Neka je Y ∈ Yn,p, takav da Y nije kolapsibilan. Tada Y sadr�i minimalno
jezgro, tj. jako povezan, qist podkompleks S takav da je svaka grana e ∈ S
sadr�ana u bar 2 trougla.
Pretpostavimo da postoji grana u S koja je sadr�ana u bar 3 trougla, i
neka je v qvor koji sadr�i tu granu. Posmatrajmo kompleks Lk(v). Kako
je svaka grana u v stepena barem 2, to je svaki qvor u grafu Lk(v) stepena
barem 2, i pri tome je jedan stepena barem 3. Tada postoje x, y, z takvi da
Lk(v) sadr�i jedan od grafova Gx,y,z, G

′
x,y,z datih na slici 2.1, pri qemu

brojevi x, y, z oznaqavaju broj grana u odgovaraju�em dijelu.

Slika 2.1: Grafovi Gx,y,z i G
′
x,y,z
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Sa Sx,y,z, S
′
x,y,z oznaqimo konuse nad grafovima Gx,y,z, G

′
x,y,z. Ako Lk(v)

sadr�i jedan od ovih grafova, tada Y sadr�i jedan od kompleksa Sx,y,z
ili S′x,y,z. Lako se vidi da Sx,y,z i S

′
x,y,z sadr�e x + y + z qvorova i isto

toliko trouglova, pri qemu je x+ y + z ≥ 4.
Pretpostavimo da je svaka grana u S stepena 2.
Neka je Lx,y kompleks na slici, pri qemu je qvor u incidentan sa x grana,
qvor v sa y, x, y ≥ 3 i max{x, y} ≥ 4.

Slika 2.2: Lx,y

Nije texko vidjeti da Lx,y ima x+ y− 2 trouglova i isto toliko qvorova.
Doka�imo da postoje x, y tako da Lx,y # S.
Neka je e = uv grana u S, i neka su σ1 = uva, σ2 = uvb dva simpleksa sa
kojima je ona incidentna. Posmatrajmo komponentu grafa Lk(u) u kojoj se
nalaze qvorovi a i b. Ta komponenta je ciklus a, v, b, v1, v2, . . . , vx−3 du�ine
x, za neko x ≥ 3. Sliqno, komponenta grafa Lk(u) koja sadr�i qvorove a
i b je ciklus a, u, b, u1, . . . , uy−3, za neko y ≥ 3. Neki od qvorova ui, vj mogu
biti isti, ali trouglovi uuiui+1 i vvivi+1 su razliqiti, inaqe bi grana
uv imala stepen barem od 3. Na slici 2.3 se jasno vidi imerzija Lx,y # S.
Iz prethodno razmatranog slijedi da, ako Y nije kolapsibilan, tada on
sadr�i Sx,y,z ili S′x,y,z za neke x, y, z, ili postoji imerzija Lx,y u Y , za
neke x, y, te dobijamo
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Slika 2.3: Lx,y # S

P (Y nije kolapsibilan) ≤

≤
∑
x,y,z

P(Sx,y,z ↪→ Y ili S′x,y,z ↪→ Y ) +
∑
x,y

P(Lx,y # Y ) ≤

≤
∑
f≥4

∑
x+y+z=f

2nfpf +
∑
f≥4

∑
x+y−2=f

nfpf ≤

≤
∑
f≥4

2f2(ω(n))f +
∑
f≥4

f(ω(n))f ≤
∑
f≥4

(4ω(n))f =
(4ω(n))4

1− 4ω(n)
= o(1).

Za p � n−1 znamo da je Y ∈ Yn,p kolapsibilan a.s.s., ali ne znamo koliko
nam koraka treba da Y kolapsira u graf. Ako zahtijevamo konaqno mnogo
koraka k (pri qemu k ne zavisi od n) onda nam p� n−1 nije dovo	no, ali
za svako ε > 0, ako je p� n−1−ε, tada postoji k takvo da Y kolapsira a.s.s.
u najvixe k koraka.
Neka je S simplicijalni kompleks. Za dva trougla smo rekli da su susjedni
ako sadr�e zajedniqku stranu, a uda	enost izme�u trouglova smo defin-
isali kao uda	enost u grafu GS u kome su qvorovi trouglovi, a grane
parovi trouglova koji su susjedni.
Za 2−kompleks Y ka�emo da je kolapsibilan u najvixe k koraka (ili k
koplapsibilan) ako je Rk(Y ) graf, a da je kolapsibilan u taqno k koraka
ako je Rk−1(Y ) dimenzije 2, a Rk(Y ) je graf.
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Za 2−simpleks σ ∈ Y definiximo

DY (σ) = sup{i : σ ∈ Ri(Y )},

xto predstav	a broj koraka koliko σ "opstaje", tj. nakon i + 1 koraka σ
nestaje.
Lako se vidi da Y kolapsira u najvixe k + 1 koraka akko je DY (σ) ≤ k za
svako σ.
Ako je DY (σ) = k, to postoji niz 2-simpleksa σ0, σ1, . . . , σk = σ koji zado-
vo	avaju s	ede�e osobine:

(i) Simpleks σi−1 nestaje u i-tom kolapsu;

(ii) σi je susjedan sa σi+1 za 0 ≤ i < k, tj. imaju zajedniqku granu ei koja
postaje slobodna nakon i−tog kolapsa.

Ovaj niz nazivamo put kolapsa za simpleks σ.
Posmatrajmo sve ovakve puteve. Sa AY (σ) oznaqimo sve slobodne grane
kompleksa Y , takve da pripadaju σ0 za neki od opisanih puteva.
Ako imamo kompleks Y i σ ∈ Y , DY (σ) < ∞, tada, da bismo "pove�ali"
DY (σ), tj. da bismo dobili kompleks Y ′ ⊃ Y takav da je D′Y (σ) ≥ DY (σ)+1,
potreban i dovo	an uslov je da dodamo nove 2-simplekse σ1, . . . , σi takve da
za svaku granu e ∈ AY (σ) postoji i, tako da e ∈ σi.
Neka su k ≥ 0 i r ≥ 2 cijeli brojevi. Tada sa Lk,r oznaqimo familiju svih
(do na izomorfizam) dvodimenzionalnih simplicijalnih kompleksa koji
zadovo	avaju slede�e osobine

(i) Svaki kompleks S ∈ Lk,r je konaqan, jako povezan, qist i stepena
najvixe r.

(ii) Postoji 2−simpleks σ∗ ∈ S takav da za svaki 2−simpleks σ ∈ S vri-
jedi dS(σ∗, σ) ≤ k. Simpleks σ∗ nazivamo centar.

(iii) S je jezgro ili DS(σ∗) = k.

Jasno je da je Lk,r konaqan za svako k i r, i da je Lk,r ⊂ Lk,r+1.

Lema 2.7. Neka je Y 2−dimenzionalni kompleks stepena najvixe r, i
neka je σ trougao u Y takav da je DY (σ) = k. Tada postoji simplicijalni
kompleks S ∈ Lk,r i simplicijalno ulaga�e S ↪→ Y takav da se centar σ∗
slika u σ.

Dokaz. Tvr�e�e dokazujemo indukcijom po k. Za k = 0 imamo samo jedan
kompleks u L0,r = {σ∗}, tako da je tvr�e�e oqigledno.
Pretpostavimo da je k ≥ 1, i pretpostavimo da je tvr�e�e taqno za sve
k′ < k. Posmatrajmo Y ′ = R(Y ). Jasno je da je σ ∈ Y ′, DY ′(σ) = k − 1 i da
je Y ′ stepena najvixe r.
Korsite�i induktivnu pretpostavku dobijamo da postoji simplicijalni
kompleks S′ ∈ Lk−1,r i simplicijalno ulaga�e S

′ ↪→ Y ′ takvo da se centar
S′ slika u σ.
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Posmatrajmo e ∈ AS′(σ). Ako je e slobodna grana u Y ′, tada postoji σe,
slobodan trougao u Y takav da e ∈ σe. Ako e nije slobodna grana u Y ′, tada
postoji trougao σe ∈ Y ′ takav da e ∈ σe i σe /∈ S′.
Kompleks S definixemo kao

S = S′ ∪
⋃

e∈AS′ (σ)

σe.

Kako je S′ ∈ Lk−1,r to je i S konaqan, qist i jako povezan. Maksimalan
stepen u kompleksu Y je najvixe r, pa je i maksimalan stepen u S najvixe
r.
Kako je DS′(σ) = k − 1, to je DS(σ) = k. Sem toga, za sve σ′ ∈ S′ va�i
dS(σ′, σ) = dS′(σ

′, σ) ≤ k − 1. Za sve σ′ ∈ S \ S′ imamo σ′′ ∈ S′ tako da je σ′
susjedan sa σ′′, pa dobijamo dS(σ′, σ) ≤ dS(σ′′, σ) + 1 ≤ k.
Odavde dobijamo da je S ∈ Lk,r, i da je σ centar S.

Slede�a lema svodi ispitiva�e k kolapsibilnosti na ispitiva�e da li
kompleks sadr�i podkompleks iz Lk,r.

Lema 2.8. Simplicijalni kompleks Y stepena najvixe r ≥ 2 nije k ko-
lapsibilan akko postoji kompleks S ∈ Lk,r takav da S dopuxta simpli-
cijalno ulaga�e u Y .

Dokaz. Kako kompleksi iz Lk,r nisu k−kolapsibiln slijedi da, ako Y
sadr�i jedan od �ih onda ni Y nije k−kolapsibilan.
Pretpostavimo da Y nije k−kolapsibilan. Mo�emo pretpostaviti da je
Y jako povezan, inaqe mo�emo da se ograniqimo na jednu komponentu od
Y . Posmatrajmo niz kompleksa Y,R1(Y ), R2(Y ), . . . , Rk(Y ). Kako Y nije
kolapsiblian u k koraka, to Rk(Y ) nije graf. Razlikujemo dva sluqaja, u
zavisnosti od toga da li je Rk(Y ) jezgro ili ne.

(i) Pretpostavimo da Rk(Y ) nije jezgro, tj. da postoji trougao σ ∈ Rk(Y )
koji je slobodan. Tada jeDY (σ) = k, pa prema lemi 2.7 postoji S ∈ Lk,r
takav da S dopuxta simplicijalno ulaga�e u Y , pri qemu se centar
slika u σ.

(ii) Pretpostavimo da je Rk(Y ) jezgro. Neka je σ∗ ∈ Rk(Y ). Ako za svako
σ ∈ Rk(Y ) va�i dRk(Y )(σ∗, σ) ≤ k, tada imamo da Rk(Y ) ∈ Lk,r. Ako
ne, tada sa Z ⊂ Rk(Y ) oznaqimo kompleks koji se sastoji od trouglova
σ takvih da je dRk(Y )(σ, σ∗) ≤ k.
Ako je Z jezgro, tada Z ∈ Lk,r.
U suprotnom, iz definicije Z i qi�enice da je Rk(Y ) jezgro dobijamo
da je dZ(σ∗, σ) = k za sve slobodne simplekse u Z, odakle dobijamo da
σ∗ ∈ Rk(Z). Ako Rk(Z) nije jezgro, tada tvr�e�e slijedi iz (i).

Ako Rk(Z) jeste jezgro, tada, kako je Rk(Z)(σ∗, σ) ≤ k za svako σ ∈
Rk(Z), dobijamo da je Rk(Z) ∈ Lk,r.
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Ova lema nam je svela problem k kolapsibilnosti na to da li Y sadr�i
kompleks iz jedne od klasa Lk,r za neko r. Iako imamo beskonaqno mnogo
klasa, za svaku klasu imamo konaqno mnogo kompleksa, tako da, ako znamo
da je maksimalan stepen najvixe r, za neko r, tada se problem svodi na to
da li simplicijalni kompleks sadr�i jedan od konaqno mnogo kompleksa.

Definicija 4. Neka je µ′k,r najve�a vrijednost µ′(S) za sve komplekse iz
familije Lk,r, tj.

µ′k,r = max
S∈Lk,r

µ′(S) ∈ Q.

Teorema 2.7. Neka je Y ∈ Yn,p sluqajan 2-kompleks.

(i) Ako, za neko r ≥ 2 i k ≥ 1 va�i

p� n−1− 2
r+1 i p� n−µ

′
k,r

tada Y kolapsira u graf u najvixe k koraka a.s.s.

(ii) Ako za neko r ≥ 2 i k ≥ 1 va�i p � n−µ
′
k,r tada Y a.s.s. nije

k−kolapsibilan.

Dokaz. (i) Neka su k ≥ 1, r ≥ 2 i neka je p takva da je p � n−1−2/(r+1) i

p� n−µ
′
k,r .

Dokaza�emo da je

P(∆(Y ) > r|Y ∈ Yn,p) = o(1),

gdje je ∆(Y ) maksimalan stepen od Y .

Neka je e proizvo	na grana u Yn,p. Tada je dY (e), stepen grane e,
sluqajna promje�iva. Kako je

P(dY (e) ≥ r + 1) ≤
(
n− 2

r + 1

)
pr+1 ≤ (np)r+1,

to je

P(∆(Y ) ≥ r + 1) ≤
(
n

2

)
(np)r+1 ≤

(
n1+ 2

r+1 p
)r+1

= o(1).

Za proizvo	no S ∈ Lk,r imamo da je µ′(S) ≤ µ′k,r, pa kako je p �
n−µ

′
k,r ≤ n−µ′(S) to iz teoreme 2.5 slijedi da je

P(S ↪→ Yn,p) = o(1).

Familija Lk,r je konaqna, tako da imamo

P(Y nije k kolapsibilan ) ≤ P(∆(Y ) > r) +
∑

S∈Lk,r

P(S ↪→ Y ) = o(1).
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(ii) Kako je p� n−µ
′
k,r to postoji S ∈ Lk,r takav da je p� n−µ

′(S), pa prema
teoremi 2.5 slijedi da Y a.s.s. sadr�i S, te nije k kolapsibilan.

Problem sa ovom teoremom je xto ne znamo taqnu ocjenu parametra µ′k,r.
Slede�e dvije leme nam daju gor�e i do�e ograniqe�e µ′k,r koje zavisi
samo od k.

Lema 2.9. Neka je S ∈ Lk,r, za neko k ≥ 0, r ≥ 2. Tada je

µ′(S) ≤ 1 +
2

k + 1
.

Dokaz. Ako je S jezgro, tada tvr�e�e slijedi iz leme 2.6.
Ako nije, tada postoji put kolapsa σ0, . . . , σk = σ∗ za centar σ∗. Neka je

S′ = ∪ki=0σi.

Kako trouglovi σi i σi−1 imaju zajedniqku granu, to S
′ ima najvixe k + 3

qvorova, i taqno k + 1 trougao, pa je

µ′(S) ≤ µ(S) ≤ k + 3

k + 1
= 1 +

1

k + 2
.

Posmatrajmo niz 2-dimenizonalnih simplicijalnih kompleksa S0, S1, S2 . . .
definisanih na slede�i naqin. Kompleks S0 se sastoji iz jednog trougla.
Kompleks Sk dobijamo iz kompleksa Sk−1 tako xto na svaku slobodnu granu
u Sk dodamo novi trougao, tj. za svaku slobodnu granu e dodamo novi qvor
ve i trougao eve.
Lako se vidi da Sk ∈ Lk,2. Sem toga, kompleks Sk ima vS = 3 · 2k qvorova i
fS = 3 · 2k − 2 trouglova, tako da je µ(S) = 1 + 1

3·2k−1−1
. Dokaza�emo da za

svaki podkompleks S′ ⊂ Sk imamo µ(S′) ≥ µ(S).
Neka je v′, f ′ broj qvorova i trouglova u S′. Indukcijom po k �emo dokazati
da je v′−f ′ ≥ 2. Neka je v′1 broj qvorova S

′ koji se nalaze u Sk−1, v
′
2 = v′−v′1

broj qvorova S′ koji se nalaze u Sk \ Sk−1, f
′
1 broj trouglova u S′ koji se

nalaze u Sk−1 i f ′2 broj trouglova u S′ koji pripadaju Sk \ Sk−1. Kako
postoji 1−1 preslikava�e izme�u touglova i qvorova u Sk \Sk−1, to imamo
da je v′2 ≥ f ′2. Kako je, po induktivnoj pretpostavci v

′
1 − f ′1 ≥ 2, dobijamo

da je
v′ − f ′ = v′1 − f ′1 + v′2 − f ′2 ≥ v′1 − f ′1 ≥ 2.

Sada imamo da je

µ(S′)− µ(S) =
v′

f ′
− vS
fS
≥ 2 + f ′

f
− 2 + fS

fS
=

2

f ′
− 2

f
≥ 0.

Odavde slijedi da je za Sk ∈ Lk,2 µ′(Sk) = 1 + 1
3·2k−1−1

, te je

1 +
1

3 · 2k−1 − 1
≤ µk,r ≤ 1 +

2

k + 1
.

Sada se teorema 2.7 mo�e preformulisati na slede�i naqin.
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Teorema 2.8. (i) Ako za neko k ≥ 1 imamo

p� n−1− 2
k+1

onda Y ∈ Yn,p a.s.s. je k kolapsibilan.

(ii) Ako za neko k ≥ 1 imamo

p� n
−1− 1

3·2k−1−1

tada Y ne kolapsira u graf u k koraka a.s.s.

Dokaz. (i) Za r = max{k, 2} imamo

p� n−1−2/(k+1) ≤ n−1−2/(r+1).

Kako je µ′k,r ≤ 1 +
2

k + 1
, to je p � n−µ

′
k,r , pa tvr�e�e slijedi iz

teoreme 2.7 (i).

(ii) Kako je

p� n
−1− 1

2k−1−1 ≥ n−µ
′
k,r

to tvr�e�e slijedi iz teoreme 2.7 (ii).
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Glava 3

Sluqajni slimplicijalni

kompleks Yn,p,d

U ovom poglav	u �emo govoriti o d−dimenzionalnim sluqajnim simpli-
cijalnim kompleksima, taqnije o Linial-Mexulamovom modelu Yn,p,d.
Kao xto smo rekli, element Y ∈ Yn,p,d podkompleks simpleksa ∆n−1

koji sadr�i sve (d − 1)−strane ∆n−1, dok svaki d−simpleks biramo sa
vjerovatno�om p, nezavisno jedan od drugoga. Sada, za svaki d−dimenzionalni
kompleks Y sa n qvorova imamo da je

P(Y ∈ Yn,p,d) = pfd(Y )(1− p)(
n
d+1)−fd(Y ),

gdje je fd(Y ) broj d−strana.
Poxto se dokazi nekih tvr�e�a bitno razlikuju u sluqaju grafa, pret-
postavi�emo da je d ≥ 2.

3.1 Homoloxka povezanost sluqajnog d−dimenzionalnog
kompleksa

Ve� smo govorili o homoloxkoj povezanosti sluqajnog kompleksa za d = 2.
Osobina "biti homoloxki povezan" je monotono rastu�a, tako da slijedi
da postoji funkcija praga, tj. postoji p∗ = p∗(n) takvo da

lim
n→∞

P(Hd−1(Yn,p,d, G) = 0) =

{
0, p� p∗

1, p� p∗.

U [2] Mexulam i Valah su odredili ovu funkciju za konaqne grupe G,
mada pita�e xta se dexava za G = Z i da	e nije rijexeno.
Glavni rezultat u ovom poglav	u je da, za konaqnu grupu Abelovu grupu G
imamo

lim
n→∞

P(Hd−1(Yn,p,d, G) = 0) =

{
0, p = d lnn−ω(n)

n

1, p = d lnn+ω(n)
n ,
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gdje je ω(n) funkcija koja (proizvo	no sporo) te�i ka ∞.
Suxtina dokaza je ista kao i u dvodimenzionalnom sluqaju, te sr� dokaza

qini sluqaj p = d lnn+ω(n)
n .

Kako za proizvo	nu grupu G va�i Hd−1(Y,G) ' Hd−1(Y,G), umjesto ho-
mologije Hd−1(Y,G), mi �emo posmatrati ko-homologijeu Hd−1(Y,G).

Teorema 3.1. Neka je d ≥ 2, G konaqna Abelova grupa, i ω(n) proizvo	na

funkcija koja te�i ka ∞. Tada, za p =
d lnn− ω(n)

n
va�i

lim
n→∞

P(Hd−1(Yn,p,d, G) = 0) = 0.

Dokaz. Neka je X broj izolovanih (d− 1)−strana. Tada je

X =
∑

τ∈∆n−1(d−1)

Iτ ,

gdje je ∆n−1(d − 1) skup svih (d − 1)−simpleksa kompleksa ∆n−1, a Iτ je
indikator doga�aja Aτ koji oznaqava da je strana τ izolovana, tj. da nije
izabrana niti jedna d strana koja sadr�i τ . Pri tome, doga�aj Aτ zavisi
samo od onih d strana koje sadr�e τ , tako da je Aτ nezavisan od svih Aτ ′

takvih da τ i τ ′ ne pripadaju istom d−simpleksu, tj. ako je |τ ∩ τ ′| ≤ d− 2.
Kako je P(Hd−1(Y,G) = 0) ≤ P(X = 0) to je dovo	no dokazati da je

P(X = 0) = o(1).

Svaku (d − 1)−stranu sadr�i n − d d−simpleksa, pa je vjerovatno�a da je
τ izolovana P (Aτ ) = (1− p)n−d, odakle dobijamo da je

E [X] =

(
n

d

)
(1− p)n−d ∼ nd

d!
e(n−d) ln(1−p) = Ω(eω(n)).

Kako E [X]→∞, to je dovo	no dokazati da je

∆∗ =
∑
τ1∼τ2

P(Aτ1 ∩Aτ2) = o(E2[X]),

pri qemu τ1 ∼ τ2 akko |τ1 ∩ τ2| = d− 1.
Kako za τ1 ∼ τ2 postoji taqno jedan d simpleks koji sadr�i i τ1 i τ2, to je
P(Aτ1 ∩Aτ2) = (1− p)2n−2d−1. Broj parova τ1 ∼ τ2 je

(
n
d+1

)(
d+1

2

)
te imamo

∆∗

(E (X))2
=

(
n
d+1

)(
d+1

2

)
(1− p)2n−2d−1(

n
d

)2
(1− p)2n−2d

∼ d · d!

2

1

nd−1(1− p)
= o(1),

xto je i trebalo dokazati.
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Posmatrajmo sada sluqaj p = d lnn+ω(n)
n . Neka je Y ∈ Yn,p,d Neka je

f ∈ Cd−1(∆n−1), (d − 1)−ko-ciklus u Y . Kompleks Y je d homoloxki
nepovezan akko postoji f ∈ Cd−1(∆n−1) takav da je dd−1(f) 6= 0, i
dd−1(f)(σ) = 0 za svako σ ∈ Y (d). Takav ko-ciklus nazivamo indikatorom
nepovezanosti kompleksa Y . Kako je dd−1(f) = dd−1(f + dd−2(g)) za bilo
koje g ∈ Cd−2(∆n−1), indikator nepovezanosti nije jedinstven, tj. postoji
izvjestan stepen slobode pri �egovom bira�u.
Sa supp f oznaqimo skup onih (d− 1)−dimenzionalnih strana od ∆n−1 na
kojima f nije nula, tj. supp f = {σ ∈ ∆n−1(d − 1) | f(σ) 6= 0}. Neka je
w(f) = min{|supp (f + dd−2(g))| : g ∈ Cd−2(∆n−1)}.
Funkciji f mo�emo pridru�iti d uniforman hipergraf sa n qvorova Hf ,
pri qemu su grane Hf familija supp f . U da	em tekstu �emo hipergraf H
identifikovati sa skupom �egovih grana, tako da je |Hf | = |supp f |. Dvije
grane hipergrafa τ1, τ2 su susjedne ako je |τ1 ∩ τ2| = d − 1. Hipergraf je
povezan ako za svake dvije grane postoji put od jedne do druge.
Neka je Y ∈ Yn,p,d nepovezan. Neka je f indikator nepovezanosti za Y ,
takav da je |supp f | minimalan.
Kao i u dvodimenzionom sluqaju, ako je Hf nepovezan, mo�emo se ograni-
qiti na f ′ koja odgovara jednoj komponenti. Tada je i f ′ indikator
nepovezanosti, ali je |supp f ′| < |supp f |. Tako smo dobili da Hf mora
biti povezan.
Sem toga, kako je dd−1(f) = dd−1(f + dd−2(g)), to je i d + dd−2g indikator
nepovezanosti za Y , pa dobijamo da je |supp f | = w(f).
Neka je Fn = {f ∈ Cd−1(∆n−1) | Hf 6= ∅ je povezan ∧ |supp f | = w(f)}.
Funkcija f ∈ Fn je indikator nepovezanosti za Y akko ni jedan od
d−simpleksa na kojima je dd−1(f) razliqita od nule nije u Y . Neka je
B(f) = |{σ ∈ ∆n−1(d) | dd−1(f)(σ) 6= 0}|. Tada imamo da je

P(Hd−1(Yn,p,d, G) 6= 0) ≤
∑
f∈Fn

(1− p)B(f).

Slede�a lema nam daje do�u ocjenu B(f) u odnosu na w(f).

Lema 3.1. Neka je f ∈ Cd−1(∆n−1). Tada je

B(f) ≥ nw(f)

d+ 1
.

Dokaz. Za orijentisani simpleks τ = [v0, . . . , vl] i qvor v /∈ τ sa vτ oznaqa-
vamo orjentisani simpleks [v, v0, . . . , vl]. Za proizvo	an qvor v ∈ [n] defin-
iximo fv ∈ Cd−2(∆n−1) na slede�i naqin

fv(τ) =

{
f(vτ) v /∈ τ
0 v ∈ τ.

Sada, za proizvo	an (d− 1)−simpleks τ ∈ ∆n−1(d− 1) imamo da je

f(τ)− dd−2(fv)(τ) =

{
dd−1f(vτ) v /∈ τ
0 v ∈ τ.
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Broje�i parove (v, σ) gdje je v qvor, σ ∈ ∆n−1(d), dd−1f(σ) 6= 0 i v ∈ σ
dobijamo da je

(d+ 1)B(f) = |{(v, σ) | v ∈ σ, dd−1f(σ) 6= 0}| =
= |{(v, τ) | v /∈ τ, f(τ)− dd−2fv(τ) 6= 0}| =
= |{(v, τ) | τ ∈ supp (f − dd−2fv)}| =

=
∑
v

|supp (f − dd−2fv)| ≥ nw(f).

Ci	 slede�ih par tvr�e�a je da ocijenimo broj funkcija f ∈ Fn sa un-
aprijed zadatim brojem B(f). Prvo uvedimo par oznaka:

Fn(m) = {f ∈ Fn | |supp f | = w(f) = m}
Fn(m, θ) = {f ∈ Fn(m) | B(f) = (1− θ)nm} .

Neka je f ∈ Fn(m, θ). Jasno je da je B(f) ≤ nm, a prema prethodnoj lemi

B(f) ≥ nm

d+ 1
, tako da je

d

d+ 1
≤ θ ≤ 1.

Sa Hn(m), Hn(m, θ) oznaqimo familije d−uniformnih hipergrafova koji
odgovaraju familijama Fn(m) i Fn(m, θ) redom.
Neka je H d−uniforman hipergraf na skupu [n] i σ ∈ H. Sa βH(σ) oz-
naqimo broj svih (d+1)−podskupova skupa {1, 2, . . . , n} takvih da je σ jedini
�ihov podskup u H, tj.

βH(σ) =

∣∣∣∣{τ ∈ ( [n]

d+ 1

)
:

(
τ

d

)
∩H = {σ}

}∣∣∣∣ .
Definiximo

β(H) =
∑
σ∈H

βH(σ).

Neka je σ grana u hipergrafu H. Sa Γ(σ) oznaqimo skup susjeda grane σ,
tj.

Γ(σ) = {τ ∈ H : |σ ∩ τ | = d− 1}.

Za S ⊂ H sa Γ(S) oznaqimo familiju grana H takvih da imaju bar jednog
susjeda u S, tj.

Γ(S) =
⋃
σ∈S

Γ(σ).

Slede�a lema nam govori da, za hipergraf H sa m grana postoji relativno
mali skup grana koji je susjedan sa jako puno grana.

Lema 3.2. Za svako 0 < ε < 1 postoji C = C(ε), tako da za dovo	no veliko

n, svako
1

4d
≤ θ ≤ 1 i svaki d−uniforman hipergraf H, |H| = m ≥ n

2d

takav da je
β(H) ≤ (1− θ)m(n− d)
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postoji familija S ⊂ H takva da je

|Γ(S)| ≥ (1− ε)θm

i
|S| ≤ Cm

n
.

Dokaz. Neka je cε > 0 konstanta koja zavisi od ε i koja �e kasnije biti
odre�ena. Familiju S ⊂ H biramo sluqajno pri qemu svaka grana σ ∈ H
pripada S sa vjerovatno�om pε = cε

n−d . Za dovo	no veliko n imamo pε < 1,
pa je S dobro definisano za n ≥ n0.
Neka je σ ∈ H. Posmatrajmo doga�aj σ ∈ Γ(S). Neka su σ ∪ {v1}, . . . , σ ∪
{vβH(σ)} oni (d + 1)−podskupovi od {1, . . . , n} koji iz H sadr�e samo σ.
Posmatrajmo ostale (d+1)−podskupove koji sadr�e σ: σ∪{vβH(σ)+1}, . . . , σ∪
{vn−d}. Za svako βH(σ)+1 ≤ i ≤ n−d postoji d−skup τi ⊂ σ∪{vi} razliqit
od σ, koji pripada H. Kako vi ∈ τi i vi /∈ τj za i 6= j, to su ovi skupovi
razliqiti. Sem toga, svi τi su susjedni sa σ te ako S sadr�i bilo koji od
�ih imamo σ ∈ Γ(S) te odavde slijedi

P(σ /∈ Γ(S)) ≤ (1− pε)n−d−βH(σ),

odakle dobijamo da je

E (|H − Γ(S)|) ≤
∑
σ∈H

(1− pε)n−d−βH(σ).

Iz konveksnosti funkcije ax dobijamo da za svako 0 ≤ λ ≤ 1 i y ∈ R
vrijedi aλy ≤ (1− λ) + λay.

Uzimaju�i a = 1 − pε, λ =
n− d− βH(σ)

m(n− d)− β(H)
mθ i y = m(n−d)−β(H)

mθ ≥ n − d,

dobijamo

E (|H − Γ(S)|) ≤ m(1− θ) +mθ(1− pε)n−d ≤
≤ m(1− θ) +mθe−pε(n−d) = m(1− θ) +mθe−cε ,

odakle dobijamo da je

E (|Γ(S)|) ≥ mθ(1− e−cε).

Kako je |Γ(S)| ≤ m, to iz leme 1.3 dobijamo da je

P(|Γ(S)| ≥ (1− ε)θm) ≥ E (|Γ(S)|)− (1− ε)θm
m

≥ θ(ε− e−cε).

Izaberimo cε dovo	no veliko, tako da je ε > e−cε . Tada je

P(|Γ(S)| ≥ (1− ε)θm) ≥ 1

4d
(ε− e−cε).
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Sluqajna promje�iva |S| ima binomnu raspodjelu Bi(m, pε), pa iz leme 1.8
dobijamo da je, za proizvo	no λ > 1 vrijedi

P(|S| ≥ λmpε) ≤
(
eλλ−λ

)mpε
Kako je mpε =

mcε
n− d

≥ ncε
2d(n− d)

≥ cε
2d

to je, za proizvo	no λ > e,

P(|S| ≥ λmpε) ≤
(
eλλ−λ

)cε/2d
Kako, za fiksne ε > 0, cε > 0, izraz na desnoj strani te�i ka 0 kada λ→∞,
to postoji λ1 = λ1(ε) tako da je

P(|S| ≥ λ1mpε) <
1

4d
(ε− e−cε).

Kako je λ1mpε = λ1cε
m

n− d
≤ 2λ1cεn, to je za C = 2λ1cε

P(|S| ≥ Cm
n

) ≤ P(|S| ≥ λ1mpε) <
1

4d

(
ε− e−cε

)
.

Sada imamo

P
(
|S| > C

m

n
ili |Γ(S)| < (1− ε)θm

)
<

1

4d
(ε− e−cε) + 1− 1

4d
(ε− e−cε) = 1,

tj. postoji S sa tra�enim osobinama.

Kao xto smo rekli, za svaku funkciju f ∈ Fn(m, θ) postoji d−uniforman
hipergraf H ∈ Hn(m, θ). S druge strane, ako hipergraf H odgovara
funkciji f , onda znamo koji (d − 1)−simpleksi le�e u supp f . Neka je
r red grupe nad kojom posmatramo homologije. Tada za svaki hipergraf
H ∈ Hn(m) postoji najvixe (r−1)m funkcija iz Fn(m) koje mu odgovaraju,
tako da imamo

|Fn(m, θ)| ≤ (r − 1)m |Hn(m, θ)| .
Sada mo�emo da ograniqimo broj funkcija u Fn(m, θ).

Lema 3.3. Postoji konstanta c = c(r, d) takva da za dovo	no veliko n
(n ≥ n0(d)), m ≥ n

2d i θ ≥ 1
2d vrijedi

|Fn(m, θ)| ≤
(
cn(d−1)(1−θ(1− 1

d2 ))
)m

.

Dokaz. Ve� smo rekli da vrijedi |Fn(m, θ)| ≤ (r − 1)m |Hn(m, θ)| , tako da
je dovo	no da procijenimo |Hn(m, θ)|.
Neka je H ∈ Hn (m, θ). Neka je f ∈ Fn(m, θ) takva da je H = supp f , |H| = m
i B(f) = mn(1− θ).
Neka je τ ∈ H i σ ∈

(
[n]
d+1

)
takav da je τ jedini podskup od σ iz H. Tada je

dd−1f(σ) = ±f(σ) 6= 0, pa je

β(H) ≤ B(f) = mn(1− θ) = m(n− d)

(
1− θn− d

n− d

)
.
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Za θ′ = θn−d
n−d i dovo	no veliko n (u zavisnosti od d) imamo θ′ ≥ θ/2 ≥

1/(4d). Uzimaju�i ε = 1
2d2 , lema 3.2 nam daje da postoji skup S, i konstanta

c2 = c2(d) takav da je

|S| ≤ c2
m

n
, i |Γ(S)| ≥

(
1− 1

2d2

)
θ′m.

Hipergraf H biramo na s	ede�i naqin. Prvo izaberemo skup S ⊂ H. Tada
za sve skupove iz

(
[n]
d

)
koji su susjedni sa S biramo da li su u H ili ne. Na

kraju biramo skupove koji nisu ni u S ni u Γ(S). To nam daje

|Fn(m, θ)| ≤
c2m/n∑
i=0

((n
d

)
i

)
2(c2

m
n )nd

m(1−θ′(1− 1
2d2 ))∑

j=0

((n
d

)
j

)
.

Kako je m ≤
(
n
d

)
, to je, za dovo	no veliko n, c2

m

n
≤ 1

2

(
n

d

)
, pa je

((n
d

)
i

)
≤( (

n
d

)
c2m/n

)
≤
(
nd+1

c2m

)c2m/n
. Kako je n

d
n → 1, to postoji c3 tako da je

∑
i≤c2m/n

((n
d

)
i

)
≤ c2

m

n

(
nd+1

c2

)c2m/n
≤ cm3 .

Ako je

(
1− θ′

(
1− 1

2d2

))
m ≤ 1

2

(
n

d

)
, tada je

((n
d

)
j

)
≤
( (

n
d

)(
1− θ′

(
1− 1

2d2

))
m

)
.

Ako ne, onda je m ≥ 1
2

(
n
d

)
, pa je

∑((n
d

)
j

)
≤ 2(nd) ≤ 4m.

U svakom sluqaju, postoje konstante c4, c5 (koje zavise od d), takve da je

|Hn(m, θ)| ≤ cm4
( (

n
d

)(
1− θ′

(
1− 1

2d2

))
m

)
≤ cm5

(
nd

m

)(1−θ′(1− 1
2d2 ))m

,

pa je

|Fn(m, θ)| ≤ (r − 1)mcm5

(
nd

m

)(1−θ′(1− 1
2d2 ))m

.

Kako je θ′ = θn−d
n−d , to je, za dovo	no veliko n, θ

′ (1− 1
2d2

)
> θ

(
1− 1

d2

)
. Sem

toga, imamo m ≥ n
2d . Uzimaju�i c1 = 2d(r − 1)c5 dobijamo

|Fn(m, θ)| ≤
(
c1n

(d−1)(1+θ(1− 1
d2 ))

)m
.
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Teorema 3.2. Neka je d ≥ 2 i G konaqna grupa. Neka je p = d lnn+ω(n)
n , pri

qemu ω(n)→∞. Tada je

lim
n→∞

P(Hd−1(Yn,p,d, G) = 0) = 1.

Dokaz. Kako je homoloxka povezanost monotona osobina, to je dovo	no
dokazati tvr�e�e za ω(n)→∞ proizvo	no sporo.
Vidjeli smo da je

P(Hd−1(Yn,p,d, G) 6= 0) ≤
∑
f∈Fn

(1− p)B(f) =
∑
m

∑
f∈Fn(m)

(1− p)B(f).

Razlikujemo dva sluqaja, u zavisnosto od toga da li je m malo ili veliko.

(i) Neka je 1 ≤ m ≤ n
2d . Ako je f ∈ Fn(m), tada je H = supp f ⊂

(
[n]
d

)
d−uniforman, povezan hipergraf, te postoji skup S ⊂ {1, 2, . . . , n},
|S| ≤ m+ d− 1, takav da je H ⊂

(
S
d

)
.

Za svako σ ∈ H i u /∈ S imamo dd−1f(uσ) 6= 0, pa je

B(f) ≥ m(n−m− d+ 1).

Sem toga, kako je |Hn(m)| ≤
((n

d

)
m

)
, imamo

|Fn(m)| ≤ (r − 1)m
(
nd

m

)m
=

(
c6
nd

m

)m
,

pa imamo da je

|Fn(m)| (1− p)m(n−m−d+1) ≤
(
c6
nd

m
(1− p)n−m−d+1

)m
≤

≤
(
c7
nd

m
(1− p)n−m

)m
≤
(
c7
nd

m
e−p(n−m)

)m
,

za c7 = c7(r, d).

Da	e, imamo

nd

m
e−p(n−m) =

nd

m
n−d

n−m
n e−ω(n)n−mn ≤ ndm/n

m
e−ω(n)/2.

Ako je m ≤ n2/3 tada je
ndm/n

m
≤ ndn

−1/3

= O(1), a ako je n2/3 ≤ m ≤

n/2d, tada imamo
ndm/n

m
≤ n−1/6 = O(1). Odavde dobijamo da postoji

c8 = c8(r, d), takva da je

|Fn(m)| (1− p)m(n−m−d+1) ≤
(
c8e
−ω(n)/2

)m
.

46



Sada imamo

n/2d∑
m=1

∑
f∈Fn(m)

(1− p)B(f) ≤
∑

m≤n/2d

|Fn(m)| (1− p)m(n−m−d+1) ≤

≤
∑
m≥1

(
c8e
−ω(n)/2

)m
= O(e−ω(n)/2) = o(1).

(ii) Neka je m ≥ n
2d .

Sada imamo∑
m≥n/2d

∑
f∈Fn(m)

(1− p)B(f) =
∑

m≥n/2d

∑
θ

∑
f∈Fn(m,θ)

(1− p)mn(1−θ).

Pretpostavimo da je θ ≤ 1
2d . Tada je

∑
m≥ n

2d

∑
θ≤ 1

2d

|Fn(m, θ)|(1− p)mn(1−θ) ≤
∑
m≥ n

2d

|Fn(m)|(1− p)mn(1− 1
2d ) ≤

≤
∑
m≥ n

2d

(
c6
nd

m

)m
(1− p)mn(1− 1

2d ).

Da	e, imamo

nd

m
(1− p)n(1− 1

2d ) ≤ 2dnd−1e−(1− 1
2d )

d lnn+ω(n)
n n =

= 2dn−1/2e−(1− 1
2d )ω(n)

n = O(n−1/2),

te postoji c9 = c9(r, d) tako da va�i∑
m≥ n

2d

∑
θ≤ 1

2d

|Fn(m, θ)|(1− p)mn(1−θ) ≤
∑

m≥n/2d

(
c9n
−1/2

)m
= O

((
n−1/2

) n
2d

)
= o(1).

Ostaje nam sluqaj θ ≥ 1
2d . Treba da procijenimo∑

m≥n/2d

∑
θ≥ 1

2d

|Fn(m, θ)| (1− p)B(f).

Iz leme 3.1 dobijamo da je, za θ > d
d+1 , Fn(m, θ) = ∅, tako da mo�emo da

pretpostavimo da je θ ≤ d
d+1 .
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Iz leme 3.3 dobijamo da je |Fn(m, θ)| ≤
(
c1n

(d−1)(1−θ(1− 1
d2 ))

)m
. Kako je

B(f) broj d−dimenzionalnih simpleksa, to je B(f) ≤ nd+1, te za najvixe
nd+1 vrijednosti θ imamo Fn(m, θ) 6= ∅. Sem toga, imamo p ≥ d lnn

n , te
dobijamo ∑

m≥n/2d

∑
θ≥ 1

2d

|Fn(m, θ)| (1− p)B(f) ≤

≤
∑

m≥n/2d

∑
θ≥ 1

2d

(
c1n

(d−1)(1−θ(1− 1
d2 ))(1− p)n(1−θ)

)m
≤

≤
∑

m≥n/2d

∑
θ≥ 1

2d

(
c1n

(d−1)(1−θ(1− 1
d2 ))n−d(1−θ)

)m
=

=
∑

m≥n/2d

∑
θ≥ 1

2d

(
c1n
−1+θ(1+ d−1

d2 )
)m
≤

≤
∑

m≥n/2d

∑
θ≥ 1

2d

(
c1n
−1+ d

d+1 (1+ d−1

d2 )
)m
≤

≤ nd+1
∑

m≥n/2d

(
c1n
−1+ d

d+1 (1+ d−1

d2 )
)m

=

= nd+1
∑

m≥n/2d

(
c1n
− 1
d(d+1)

)m
= O

(
n
d+1− n

2d2(d+1)

)
= o(1).

3.2 Nestaja�e gor�e homologije i kolapsi-

bilnost

Homoloxka dimenzija je jedna od osnovnih osobina simplicijalnog kom-
pleksa. Za simplicijalni kompleks Y ∈ Yn,p,d homoloxka dimenzija mo�e
biti d ili d− 1.
U [3] Kozlov dokazuje da je funkcija praga za nestaja�e gor�e homologije
p = n−1, tj. da je

lim
n→∞

P(Hd(Yn,p,d, G) = 0) =

{
1 p� n−1

0 p� n−1

za proizvo	nu, konaqnu grupu G, pri qemu u sluqaju p� n−1 tvr�e�e va�i
i za G = Z.
Te�ina ovog tvr�e�a je u sluqaju p � n−1, i Kozlov	ev dokaz je isti
(samo tehniqki slo�eniji) kao u sluqaju d = 2, te ga ne�emo navoditi.
Problem sa ovim rezultatom je xto va�i samo za konaqne grupe i ne mo�e
se proxiriti na G = Z.
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Problem p � n−1 i G = Z rjexavamo tako xto umjesto nestaja�a gor�e
homologije posmatramo jaqi uslov, kolapsibilnost. Jasno je da je kolapsi-
bilnost monotona osobina, tako da postoji funkcija praga, i, ispostav	a
se da je ona, kao i u sluqaju d = 2 jednaka n−1. U [6] Mexulam i ostali
su posmatrali kolapsibilnost kompleksa za p = cn−1 i dokazali da pos-
toji cd tako da, za c > cd kompleks nije kolapsibilan, taqnije dokazali
su da gor�a homologija nije nula. Sem toga, dokazali su da postoji γd
tako da za c < γd kompleks je ili kolapsibilan ili sadr�i granicu
(d+ 1)−simpleksa, ∂∆d+1.
Kako za p� n−1 skoro sigurno nemamo ∂∆d+1, iz �ihovog rezultata slijedi
da je n−1 funkcija praga za kolapsibilnost kompleksa, a, kao pos	edica
toga, imamo da je to i funkcija praga za nestaja�e gor�e homologije.

3.2.1 Podkompleksi

Neka je S konaqan d−dimenzionalni simplicijalni kompleks. Tada defin-
ixemo

µ(S) =
vS
fS
,

gdje je vS broj qvorova, a fS broj d−dimenzionalnih stranica.
Sliqno kao i u dvodimenzionalnom sluqaju, definiximo

µ′(S) = min
S′⊂S

µ(S′),

minimum po svim (qistim) d−dimenzionalnim podkompleksima kompleksa
S.
Ka�emo da Y ∈ Yn,p,d sadr�i S, ako postoji simplicijalno ulaga�e S ↪→ Y ,
i taj doga�aj oznaqavamo sa S ↪→ Yn,p,d.

Teorema 3.3. Neka je S konaqan d−dimenzionalan simplicijalni kom-
pleks.

(i) Ako je p� n−µ
′(S), tada P(Yn,p,d sadr�i S)→ 0.

(ii) Ako je p� n−µ
′(S), tada P(Yn,p,d sadr�i S)→ 1.

Dokaz. (i) Neka je S′ ⊂ S, takav da je µ′(S) = µ(S′). Imamo da je

P(S ↪→ Yn,p,d) ≤ P(S′ ↪→ Yn,p,d).

Neka je Xn broj simplicijalnih ulaga�a S′ u Y . Tada je

P(S′ ↪→ Yn,p,d) = P(Xn > 0).

Kako je Xn brojaqka promje�iva, to je

P(Xn > 0) = P(Xn ≥ 1) ≤ E (Xn),

te je dovo	no dokazati da je E (Xn) = o(1).
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Neka je g : V (S) → {1, . . . , n} i�ektivno preslikava�e. Tada je g
simplicijalno ulaga�e u Y ako i samo ako Y sadr�i sve odgovaraju�e
simplekse. Sa Ag oznaqimo doga�aj da je g simplicijalno ugala�e, a
sa Ig indikator toga doga�aja. Tada imamo

E (Xn) =
∑
g

E (Ig) =
∑
g

pfS′ = n(n− 1) . . . (n− v + 1)pfS′ ∼ nvS′pfS′ .

Kako je p� n−µ(S′) = n
−
v
S′
f
S′ , to imamo da je E (Xn) = o(1).

(ii) Kao i u dokazu teoreme 2.5, koristimo drugi moment. Imamo da je
p = ω(n)n−µ

′(S), ω(n)→∞.

Neka je Xn broj ulaga�a S u Yn,p,d. Sada imamo da je

E (Xn) =
∑
g

E (Ig) ∼ nvSpfS = nfS(µ(S)−µ′(S))ω(n)fS →∞.

Neka su g1, g2 : V (S)→ {1, . . . , n} dva i�ektivna preslikava�a. Tada
g1(S) i g2(S) nam daju dva simplicijalna kompleksa, oba izomorfna
sa S. Doga�aji Ag1 i Ag2 su nezavisni ako ta dva simplicijalna kom-
pleksa nemaju zajedniqkih d−simpleksa.
U suprotnom, g1(S) ∩ g2(S) je d−dimenzionalni simplicijalni kom-
pleks koji je izomorfan sa nekim H, podkompleksom S. Pri tome g1

slika H1 u H, a g2 slika H2 u H, gdje su H1 i H2 podkompleksi S
izomorfni sa H. Primijetimo da takvih mogu�nosti ima konaqno
mnogo.

Prema lemi 1.6 dovo	no je dokazati da je∑
g1∼g2

P(Ag1
∩Ag2

) = o
(
E 2(Xn)

)
,

gdje suma ide po svim parovima g1, g2 takvim da doga�aji Ag1 , Ag2 nisu
nezavisni, tj. dovo	no je dokazati da je∑

H1,H2

∑
g1,g2

P(Ag1
∩Ag2

) = o
(
E 2(Xn)

)
gdje prva suma ide po svim parovima H1 ' H2, H1, H2 ⊂ S
d−dimenzionih podkompleksa S, a druga po svim i�ektivnim pres-
likava�ima V (S) u {1, . . . , n} takvim da je

g1(H1) = g2(H2) = g1(S) ∩ g2(S).

Prva suma je konaqna, tako da je dovo	no dokazati da za svaki par
H1, H2 imamo ∑

g1,g2

P(Ag1
∩Ag2

) = o(E 2(Xn)).
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Za ovakav par g1, g2 imamo

P(Ag1
∩Ag2

) = p2fS−fH .

Parove brojimo na s	ede�i naqin: prvo izaberemo zajedniqke qvorove,
�ih vH . Onda biramo ostalih vS−vH qvorova za g1, pa qvorove za g2.
Kako ukupno biramo 2vS − vH qvorova, broj naqina je

n(n− 1) . . . (n− 2vs + vH + 1) ∼ n2vS−vH ,

pa imamo ∑
g1,g2

P(Ag1
∩Ag2

) ∼ n2vS−vHp2fS−fH

te dobijamo∑
g1∼g2

P(Ag1
∩Ag2

)

E 2(Xn)
∼ n2vS−vHp2fS−fH

n2vSp2fS
= n−vHp−fH =

= n−fH(µ(H)−µ′(S))ω(n)−fH = o(1).

Lema 3.4. Neka je ∂∆d+1 granica (d+ 1)-dimenzionalnog simpleksa. Tada
je

lim
n→∞

P (Yn,p,d sadr�i ∂∆d+1) =

{
0 p� n−1

1 p� n−1.

Dokaz. Lako se provjerava da je µ′(∂∆d+1) = 1, te tvr�e�e slijedi iz teo-
reme 3.3.

3.2.2 Nestaja�e gor�e homologije

U ovom dijelu �emo posmatrati xta se dexava sa Hd(Y,G) za Y ∈ Yn,p,d,
p = cn−1 i proizvo	nu Abelovu grupu G.
Kako je nestaja�e homologije Hd(Y,H) opadaju�a osobina, postav	a se pi-
ta�e da li postoji c0 tako da, za c < c0 Hd(Y,G) = 0 a.s.s., a za c > c0
Hd(Y,G) 6= 0, a.s.s.
Ako Y sadr�i granicu (d+ 1)−simpleksa, tada imamo Hd(Y,G) 6= 0.
Za p = cn−1 vjerovatno�a da Yn,p,d sar�i ∂∆d+1 te�i ka pc ∈ (0, 1), odakle
slijedi da ovakva konstanta ne postoji, me�utim, ispostav	a se da postoje
konstante γd ≤ cd takve da za c > cd imamo Hd(Y,G) 6= 0, a.s.s., dok za c < γd
kompleks je ili kolapsibilan ili sadr�i granicu (d+ 1)−simpleksa.
Posmatra�em Ojlerove karakteristike dolazimo do konstante cd, dok kon-
stantu γd dobijamo tako xto posmatramo kako Yn,p,d izgleda "iz jedne
(d − 1)−strane", tj. konstruixemo Yn,p,d tako xto kre�emo od jedne
(d − 1)−strane i dodajemo jedan po jedan d−simpleks, pri qemu novi sim-
pleks sadr�i neku ve� dodatu (d− 1)−stranu.
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Kako je χ(Y ) =
∑
i≥0(−1)ifi(Y ) =

∑
i≥0(−1)ihi(Y ), to je, za Y ∈ Yn,p,d

hd(Y ) = fd(Y )−
(
n− 1

d

)
+ hd−1(Y ).

Odavde dobijamo da je hd(Y ) > 0 ekvivalentno sa fd(Y )−
(
n−1
d

)
+hd−1(Y ) >

0.

Teorema 3.4. Neka je p = c
n , c > d+ 1. Tada

P(Hd(Yn,p,d, G) = 0)→ 0,

za proizvo	nu konaqnu Abelovu grupu G.

Dokaz. Iz prethodnog razmatra�a dobijamo

P (Hd(Yn,p,d, G) = 0) = P
(
fd −

(
n− 1

d

)
+ hd−1 ≤ 0

)
≤ P

(
fd −

(
n− 1

d

)
≤ 0

)
.

Sluqajna promje�iva fd predstav	a broj izabranih d simpleksa, i ima
binomnu raspodjelu fd ∼ Bi(

(
n
d+1

)
, p).

Koriste�i Qernof	evu nejednakost (lema 1.7) dobijamo da je

P
(
fd −

(
n− 1

d

)
≤ 0

)
= P (fd − E (fd) ≤ −t) ≤ exp

{
−2t2(
n
d+1

)} ,
za t =

(
c

d+1 − 1
) (

n−1
d

)
.

Kako je

2t2(
n
d+1

) =

(
c

d+ 1
− 1

)2(
n− 1

d

)2
2(
n
d+1

) ≥ c1nd−1,

gdje je c1 > 0 konstanta koja zavisi od c i d, imamo

P(fd − E (fd) ≤ −t) ≤ e−c1n
d−1

= o(1).

Prethodna teorema nam daje konstantu d + 1, tako da je, za c > d + 1,
homoloxka dimenzija kompleksa Yn,p,d jednaka d a.s.s. Me�utim, u dokazu
teoreme smo zanemarili hd−1, tako da je data ocjena popriliqno gruba.
Netrivijalna ocjena E (hd−1) �e nam popraviti konstantu.
Neka je

gd(x) = (d+ 1)(x+ 1)e−x + x(1− e−x)d+1,

i neka je cd jedinstveno pozitivno rjexe�e jednaqine gd(x) = d + 1. Nije
texko vidjeti da je cd = d+ 1−Θ

(
d
ed

)
.
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Teorema 3.5. Neka je p = c
n , c > cd. Tada je, za prozivo	nu Abelovu grupu

G,
P(Hd(Yn,p,d;G) = 0) = o(1).

Dokaz. Neka je Y ∈ Yn,p,d. Jasno je da sada imamo hd−1(Y ) = dim Zd−1(Y )
Imd−1(Y )

=

dimZd−1(Y )−
(
n−1
d−1

)
.

Neka je τ simpleks dimenzije d− 1 u Y , i neka je 1τ ∈ Cd−1(Y ) indikator
tog simpleksa. Tada, ako je dY (τ) = 0, imamo 1τ ∈ Zd−1(Y )
Sa Lτ oznaqimo jednodimenzioni vektroski prostor generisan ovim ko-
ciklusom.
Za proizvo	an d−simpleks σ ∈ Y , sa Lσ oznaqimo skup svih (d − 1)-
simpleksa τ , τ ∈ σ, takvih da je stepen od τ ve�i od 1,

Lσ = {τ ∈ ∆n−1(d− 1) : τ ⊂ σ, dY (τ) > 1}.

Neka je |Lσ| = j. Sa Lσ oznaqimo vektorski prostor svih (d− 1)-ko-lanaca
u Cd−1(σ) koji nestaju na Lσ.
Neka su τ1, . . . , τj svi (d− 1)-simpleksi u σ koji su stepena ve�eg od 1. Tada
su τj+1, . . . , τd+1 stepena 1, tj. jedini d-simpleks kome pripadaju je σ.
Odavde je jasno da da su 1τj+2

−1τj+1
, 1τj+3

−1τj+1
, . . . , 1τd+1

−1τj+1 u Lσ. Sem
toga, oni su linearno nezavisni i generixu Lσ, tako da je dimLσ = d− j.
Posmatrajmo prostore Lσ1 , . . . ,Lσm ,Lτ1 , . . . ,Lτk , gdje su σ1, . . . , σm d-
dimenzionalni simpleksi u Y , a τ1, . . . , τk (d−1)-dimenzionalni simpleksi
stepena 0. Vi�eli smo da su Lσ1

, . . . ,Lσm ,Lτ1 , . . . ,Lτk ⊂ Zd−1(Y ). Sem toga
vektori koji generixu ove prostore su linearno nezavisni jer su skupovi
na kojima nisu nule disjunktni po parovima, tako da dobijamo

dimZd−1(Y ) ≥ α(Y ) +

d∑
j=0

(d− j)βj(Y ),

gdje je α(Y ) broj (d−1)-strana stepena nula, dok je βk(Y ) broj d-strana koji
sadr�e taqno d+ 1− k (d− 1)-strana stepena 1.
Sada imamo

hd(Y ) ≥ fd(Y )−
(
n− 1

d

)
+ α(Y ) +

d∑
j=0

βj(Y )(d− j)−
(
n− 1

d− 1

)

= fd(Y ) + α(Y ) +

d∑
j=0

βj(Y )(d− j)−
(
n

d

)
.

Definiximo sluqajnu promje�ivu v na s	ede�i naqin

v(Y ) = fd(Y ) + α(Y ) +

d∑
k=0

βk(Y )(d− k)−
(
n

d

)
.
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Sada imamo P(hd−1 ≤ 0) ≤ P(v ≤ 0). Izraqunajmo oqekiva�e v(Y ). Imamo
da je

E (fd) =

(
n

d+ 1

)
p =

ndc

(d+ 1)!
(1 + o(1)) ,

E (α) =

(
n

d

)
(1− p)n−d =

e−c

d!
nd(1 + o(1)),

E (βj) =

(
n

d+ 1

)(
d+ 1

j

)
p(1− p)(n−d−1)(d+1−j)(1− (1− p)n−d−1)j

=
nd

(d+ 1)!

(
d+ 1

j

)
ce−c(d+1−j) (1− e−c)j (1 + o(1)) ,(

n

d

)
=
nd

d!
(1 + o(1)).

Odavde dobijamo da je

E (v) =
nd

(d+ 1)!
(c+ (d+ 1)e−c + c

d∑
j=0

(
d+ 1

j

)
e−c(d+1−j) (1− e−c)j (d− j)

− d− 1) (1 + o(1)) =

=
nd

(d+ 1)!

(
(d+ 1)(c+ 1)e−c + c

(
1− e−c

)d+1 − d− 1
)

(1 + o(1))

=
nd

(d+ 1)!
(gd(c)− d− 1) (1 + o(1)).

Kako je c > cd, to postoji konstana ε = ε(c, d) > 0, takva da, za dovo	no
veliko n imamo E (v) ≥ εnd.
Dobili smo da je oqekiva�e od v jako veliko, ali jox uvijek ne znamo xta
se dexava sa samom sluqajnom promje�ivom v. Da bismo dokazali da je v
bliska svome oqekiva�u koristi�emo Mekdiarmidovu nejednakost, datu u
lemi 1.11.
U naxem sluqaju promje�iva v zavisi od toga koji od

(
n
d+1

)
simpleksa su

uk	uqeni u Y . Neka su σ1, . . . , σm, m =
(
n
d+1

)
svi d−dimenzionalni sim-

pleksi iz ∆n−1(d). Tada je v = v(σ1, . . . , σm). Promjena na jednoj koordi-
nati i predstav	a razliku da li je simpleks σi uk	uqen ili nije.
Neka su Y, Y ′ dva simplicijalna kompleksa iz Yn,p,d koji se razlikuju u
najvixe jednom d-simpleksu. Tada imamo

|fd(Y )− fd(Y ′)| ≤ 1

|α(Y )− α(Y ′)| ≤ d+ 1

|βj(Y )− βj(Y ′)| ≤ d+ 1, 0 ≤ j ≤ d.

Sada imamo da je

|v(Y )− v(Y ′)| ≤ 1 +

d∑
j=0

(d+ 1)(d− j) + d+ 1 ≤ C1d
3,
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pri qemu je C1 konstanta koja ne zavisi ni od n ni od d.
Primjenom Mekdiarmidove nejednakosti dobijamo

P(v ≤ E (v)− λ) ≤ exp

{
− λ2

C2m

}
,

za C = 2C1d
3 i m =

(
n
d+1

)
. Uzimaju�i λ = E (v) dobijamo da je

P(v ≤ 0) ≤ exp

{
− E 2(v)

C
(
n
d+1

)} ≤ exp

{
− ε2n2d

C
(
n
d+1

)} .
Kako je

(
n

d+ 1

)
∼ nd+1

(d+ 1)!
imamo da je

P(v ≤ 0) ≤ exp{−C2n
d−1},

gdje je C2 konstanta koja zavisi od d i ε, pa je

P(v ≤ 0) = o(1).

Postav	a se pita�e da li postoji konstanta c1 takva da je Hd(Y,G) = 0,
a.s.s za Y ∈ Yn,p,d, pri qemu je p = cn−1 i c < c1.
Kao xto smo rekli, jedan od uslova da je Hd(Y,G) 6= 0 je da Y sadr�i
S = ∂∆d+1.
Iz leme 3.4 dobijamo da za p� n−1, Yn,p,d ne sadr�i S a.s.s., dok za p� n−1

Yn,p,d a.s.s. sadr�i S. Pita�e je xta se dexava za p = c
n , c > 0.

Lema 3.5. Neka je p = c
n . Tada

P (∂∆d+1 ↪→ Yn,p,d)→ 1− exp

{
− cd+2

(d+ 2)!

}
.

Dokaz. Neka su A1, . . . , A( n
d+2)

svi (d+1)-dimenzioni simpleksi u ∆n−1. Sa

Bi oznaqimo doga�aj da ∂Ai ⊂ Yn,p,d, a sa X broj doga�aja Bi. Nas interesuje
vjerovatno�a da je X = 0, tj. da ni jedan kompleks nije izabran.
Jansonova nejednakostnam daje dobru ocjenu ove vjerovatno�e u sluqaju kada
izme�u doga�aja Bi postoji malo zavisnosti.
Podsjetimo se, u Jansonovoj nejednakosti imamo polazni skup Ω (xto je u
ovom sluqaju skup svih d−simpleksa, ∆n−1(d)), te sluqajno biramo R ⊂ Ω
tako xto, za svako r ∈ Ω, r biramo sa vjerovatno�om pr, nezavisno od os-
talih elemenata Ω. U ovom sluqaju Yn,p,d poistovje�ujemo sa skupom iz-
abranih d−simpleksa.
Sem toga, imamo "loxe" skupove, xto u ovom sluqaju predstav	aju
d−simpleksi od ∂A1, . . . , ∂A( n

d+2)
, kao i loxe doga�aje, da su loxi skupovi

podskupovi od R, xto u naxem sluqaju predstav	aju doga�aji Bi.

55



Konstruixemo graf zavisnosti na slede�i naqin: dva doga�aja Bi i Bj
su povezana, i ∼ j, ako je i 6= j i skupovi koji odgovaraju ovim doga�ajima
nisu disjunktni, tj. ∂Ai∩∂Aj 6= ∅, pri qemu simplicijalne komplekse ∂Ai
poistovje�ujemo sa skupom d-simpleksa koji im pripadaju.
Kako dva (d + 1)-simpleksa mogu da imaju najvixe jedan zajedniqki d-
simpleks, to znaqi da je i ∼ j akko Ai i Aj imaju taqno jedan zajedniqki
simpleks.
Neka je M =

∏
P(Bci ) =

∏
(1− P(Bi)), P(Bi) ≤ ε i ∆ =

∑
i∼j P(Bi ∩ Bj),

gdje suma ide po svim neure�enim parovima i ∼ j.
Jansonova nejednakost, data u teoremi 1.1 nam daje

M ≤ P(X = 0) ≤Me∆/(1−ε).

Kako svaki Ai sadr�i taqno d+ 2 d-dimenzionalna simpleksa, imamo

P(Bi) = pd+2, M =
(
1− pd+2

)( n
d+2) .

Sem toga, i ∼ j ako simpleksi Ai i Aj imaju zajedniqki d-simpleks.
U tom sluqaju Ai ∪Aj sadr�i 2d+ 3 d-simpleksa, pa je

P(Bi ∩Bj) = p2d+3.

Broj neure�enih parova je
(
n
d+1

)(
n−d−1

2

)
, pa imamo

∆ =

(
n

d+ 1

)(
n− d− 1

2

)
p2d+3.

Za ε = pd+2 dobijamo(
1− pd+2

)( n
d+2) ≤ P(X = 0) ≤

(
1− pd+2

)( n
d+2) e

∆

1−pd+2 .

Kako je

∆

1− pd+2
≤ nd+3

1− pd+2

c2d+3

n2d+3
= o(1),

dobijamo da je

P(X = 0) ∼
(
1− pd+2

)( n
d+2) → exp

{
− cd+2

(d+ 2)!

}
.

3.2.3 Kolapsibilnost

Kao xto smo vidjeli, za p = c
n , c > cd, gor�a homologija skoro sigurno ne

nestaje, tako da kompleks skoro sigurno nije kolapsibilan. Kao xto smo
ve� smo rekli jedna od oqiglednih prepreka da kompleks bude kolapsibilan
je da sadr�i ∂∆d+1. Za p = c

n ta vjerovatno�a je pozitivna, tako da ne
postoji konstanta c′, takva da je Yn,p,d a.s.s. kolapsibilan za c < c′.
Me�utim, postoji konstanta γd, takva da za c < γd jedina prepreka da
kompleks bude kolapsibilan je da sadr�i ∂∆d+1.
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Teorema 3.6. Postoji konstanta γd, takva da, za p = c
n , c < γd imamo

P(Yn,p,d je kolapsibilan ili ∂∆d+1 ↪→ Yn,p,d)→ 1.

Dokaz se sastoji iz dva dijela. U prvom dijelu dokazujemo da, ako kompleks
sadr�i malo minimalno jezgro, tada on sadr�i ∂∆d+1. U drugom dijelu
dokazujemo da skoro sigurno Y ne sadr�i jezgro sa velikim brojem d strana.

Teorema 3.7. Neka je Y ∈ Yn,p,d, p ≤ c
n . Tada postoji konstanta δ =

δ(c, d) > 0, takva da asimptotski skoro sigurno svako minimalno jezgro
K ⊂ Y , takvo da je fd(K) ≤ δnd mora sadr�ati granicu ∂∆d+1.

Neka je m = δnd, δ > 0. Ho�emo da procijenimo broj minimalnih jezgara
C takvih da je fd(C) = m.
Primijetimo da, za svaku particiju A ∪B skupa d simpleksa minimalnog
jezgra C postoji σ1 ∈ A, σ2 ∈ B koji su susjedni. Ako ne, tada su i A i B
jezgra, tako da K nije minimalno jezgro.
To znaqi da za svako minimalno jezgro C postoji niz simplicijalnih kom-
pleksa C1, . . . , Cm = C, takav da se C1 sastoji od jednog d simpleksa, a
svaki s	ede�i kompleks dobijamo iz prethodnog dodaju�i novi d simpleks
koji je susjedan nekom ve� postoje�em simpleksu.
Definiximo par pojmova.

Neka je b =

(
d(d+ 1)δ

2

)1/d

. Stranu dimenzije d − 2 nazivamo texkom

ako se nalazi u bar bn (d − 1)-strana, inaqe je nazivamo laganom. Stranu
dimenzije i < d − 2 nazivamo texkom ako je pokrivena sa bar bn texkih
strana dimenzije i+ 1, inaqe je nazivamo laganom. Ako sa Ti, Li oznaqimo
skup texkih i laganih i-strana, redom, tada dobijamo da je

|Td−2| ≤
d(d+ 1)m

2bn
= bd−1nd−1.

Da	e, dobijamo da vrijedi

|Ti| ≤
|Ti+1|(i+ 2)

bn
,

odakle indukcijom dobijamo da va�i

|Ti| ≤ (bn)i+1 (d− 1)!

(i+ 1)!
.

Sa Tσi , L
σ
i oznaqimo skup texkih i laganih i-strana koje pripadaju strani

σ.
Posmatrajmo pomenuti niz C1, . . . , Cm. U kompleksu Ci (d − 1)-stranu σ
nazivamo zasi�enom ili nezasi�enom u zavisnosti od toga da li je svaki d
simpleks u C koji sadr�i σ u Ci ili ne.
U svakom koraku biramo nezasi�enu (d − 1)-stranu σ i dodajemo d sim-
pleks ti koji ju sadr�i, a da ve� nije u Ci. Tu stranu mo�emo birati na
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proizvo	an naqin. Da bismo procijenili broj minimalnih jezgara sa m
strana ho�emo da procijenimo broj naqina da izgradimo niz C0, . . . , Cm
koji zadovo	ava odre�ene osobine, i u tome �e nam k	uqnu ulogu igrati
naqin na koji biramo nezasi�enu stranu σ.
Svakoj (d−1)-strani σ pridru�imo vektor (v0, . . . , vd−2) u kome vi oznaqava
broj texkih i strana koje pripadaju σ. Sve strane uredimo leksikograf-
ski u odnosu na ovaj vektor, pri qemu one sa istim vektorom uredimo
prozivo	no. Stranu σ nazivamo primarnom ako joj odgovara nula vektor.
Od svih nezasi�enih strana kompleksa Ci biramo onu koja je najma�a u
datom poretku i na �u dodajemo d simpleks.
U koraku j od kompleksa Cj−1 dobijamo Cj tako xto (d−1)-stranu σ "proxi-
rujemo" do d strane σ ∪ {y}.
Takav korak je dobar ukoliko va�i bar jedan od s	ede�a tri uslova

(d1) qvor {y} je te�ak;

(d2) postoji lagana (d− 2)-strana τ ⊂ σ, takva da je τ ∪ {y} u Cj−1;

(d3) Postoji lagana i-strana τ ⊂ σ, takva da je τ ∪ {y} texka, za neko
i < d− 2.

Broj naqina da proxirimo stranu u prvom sluqaju je ograniqen sa |T0| ≤
(d− 1)!bn.
U drugom sluqaju τ se nalazi u najvixe bn (d − 1)-strana tako da je broj
naqina da se strana σ proxiri ograniqen sa dbn.
Sliqno, za svako i = 0, 1, . . . , d−3 strana τ je lagana, pa se nalazi u najvixe
bn (i+ 1)-texkih strana. S druge strane, broj i-strana u σ je

(
d
i+1

)
, tako da

je broj naqina da se σ proxiri ograniqen sa
(
d
i+1

)
dbn.

U svakom sluqaju, broj naqina da izaberemo y i da dobijemo dobar korak je
ograniqen sa ddbn.
Korak koji nije dobar nazivamo lox. U sluqaju da je korak lox, koristimo
trivijalnu gor�u ocjenu za broj naqina da izaberemo y, n.
Doka�imo da svaki proces koje daje minimalno jezgro mora imati dosta
dobrih koraka.

Lema 3.6. Na svakih d3 loxih postoji bar jedan dobar korak.

Dokaz. Pretpostavimo da smo u jednom trenutku izabrali (d−1)-dimenzionalnu
nezasi�enu stranu σ koja nije primarna, i da je korak kojim smo je proxir-
ili lox.
Neka je i najma�a dimenzija takva da je |Tσi | > 0. Takvo i mora da postoji,
inaqe bi strana bila primarna.
Kako je korak σ ∪ {y} lox, to za svako i′ < i svaka i′-strana σ ∪ y je lagana,
kao i svaka i-strana koja sadr�i y.
Neka je u ∈ σ qvor i σu = σ ∪ y \ u.
Tada je |Tσui′ | = 0 za sve i′ < i. Kako σ ∪ {y} nema laganih i-strana koje
sadr�e y to je

|Tσi | = |Tσ
′

i | − rσi (u),
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gdje je rσi (u) broj texkih i strana u σ koje sadr�e u.
Kako je |Tσi | > 0, to postoji qvor u takav da je rσi (u) > 0. Izaberimo qvor u
tako da je rσi (u) maksimalno.
Neka je σ′ = σu. Tada je σ′ < σ u datom poretku. Kako je σ biran u
prethodnom koraku, slijedi da je σ′ ma�a od svih (d−1)-nezasi�enih strana
koje su ve� postojale u prethodnom koraku. Sve nove strane su oblika σv,
za neko v ∈ σ, a kako smo odabrali qvor u takav da je rσi (u) maksimalno, to
je σ′ ma�a od svih �ih. Odatle slijedi da je σ′ ma�a od svih nezasi�enih
strana u Cj .
Ako je σ′ ∈ Cj−1, ona je morala biti nezasi�ena, jer σ

′∪{u} = σ∪{y} 6∈ Cj−1,
ali u tom sluqaju bi birali σ′, a ne σ, tako da imamo σ′ 6∈ Cj−1. Odatle
slijedi da je novi d-simpleks σ ∪ {y} jedini d-simpleks u Cj koji sadr�i
σ′. Poxto je Cm = C jezgro, strana σ′ mora biti nezasi�ena, te u slede�em
koraku moramo birati σ′.
Neka je V σk skup qvorova u σ koji se nalaze u texkim k-stranama σ, Tσj .
Kako za k < i nema texkih strana, to je V σk ∅. Sem toga, vidjeli smo da je

V σ
′

k = ∅, za k < i.
Posmatrajmo i-strane od σ i σ′. Jedine strane u kojima se oni razlikuju
su one koje sadr�e y i u. Kako y ne pripada texkoj i-strani σ ∪ {y}, to y
ne pripada texkoj i-strani u σ′, te imamo V σ

′

i ⊂ V σi . Sem toga, ri(u) > 0,
te u pripada nekoj texkoj i-strani od σ, te je

V σ
′

i ⊂ V σi \ {u} tj. |V σ
′

i | ≤ |V σi | − 1.

Kako 0 ≤ |V σi | ≤ d i 0 ≤ i ≤ d − 2, to mo�e da postoji najvixe d(d − 1)
uzastopnih loxih poteza koji ne stvaraju nezasi�ene primarne strane.
Pretpostavimo sada da primarnu stranu σ proxirujemo simpleksom σ∪{y}
i da je to lox korak. Neka je σ = {a1, . . . , ad}. Nove strane su oblika
σi = {a1, . . . , ad, y} \ {ai}. Kako se radi o loxem koraku, to je y lagan qvor,
tj. svi qvorovi od σi su lagani.
Svaka i′-strana od σi koja ne sadr�i y je lagana, jer je to i i′-strana σ.
Svaka i′-strana za 0 < i′ < d − 1 koja sadr�i y je lagana, inaqe bi potez
bio dobar, po uslovu d3. Odavde dobijamo da je σi primarna strana.
Ako σi nije nova strana, onda je potez dobar po uslovu d2. Kako je σi nova,
to ona mora biti nezasi�ena strana.
Odavde dobijamo da proxiriva�em primarne strane loxim potezom do-
bijamo novih d-nezasi�enih primarnih strana. Sem toga, svakih d(d − 1)
uzastopnih loxih poteza daje barem jednu nezasi�enu primarnu stranu.
Iz razmatranog slijedi da se broj nezasi�enih primarnih strana mo�e
sma�iti jedino dobrim potezom. Pri tome svaki potez sma�uje broj
nezais�enih primarnih strana za najvixe d+ 1, odakle dobijamo da je

lp
d(d− 1)

≤ dp(d+ 1)

tj.

dp ≥
lp
d3
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gdje lp i dp oznaqavaju broj loxih i dobrih poteza redom.

Sada mo�emo da ocijenmo broj minimalnih jezgara sa m grana.
Vidjeli smo da za svako minimalno jezgro sa m = δnd grana postoji niz
d-simpleksa C1, . . . , Cm, koji zadovo	ava slede�e osobine.
Postoji skup (d − 2)−strana koje nazivamo teshim, i �ima su odre�eni
skupovi texkih i-strana za i < d− 2.
Sve strane dimenzije d− 1 su ure�ene leksikografski u odnosu na vektor
(v0, . . . , vd−2), gdje je vi broj texkih strana dimezije i u datoj (d−1)-strani.
Simpleks C1 je izabran proizvo	no, i sve �egove (d − 1)-strane su
nezasi�ene. U svakom slede�em koraku dodajemo novi d−dimezionalni
simpleks. Pri tome novi simpleks sadr�i minimalnu nezasi�enu (d− 1)-
stranu.
Nakon svakog koraka najvixe d+1 strana postanu zasi�ene ili nezasi�ene,
ostale ostaju iste kao i ranije.
Postoje dobri i loxi koraci. Odnos dobrih i loxih koraka je bar 1/d3.
Pri loxem koraku kompleks mo�emo proxiriti na najvixe n naqina, dok
pri dobrom koraku kompleks mo�emo proxiriti na najvixe ddbn naqina.

Lema 3.7. Neka je m = δnd, pri qemu je ddb < 1 i 2(ddδ)(d−1)/2. Sa Cm,n
oznaqimo broj minimalnih jezgara sa m grana na skupu qvorova {1, . . . , n}.
Tada postoji konstanta c1 = c1(d) takva da je

Cn,m ≤
(

nd−1

(d2m)
d−1
d

)
ndnm

(
c1δ

1
d4

)m
.

Dokaz. Posmatrajmo sve nizove C1, . . . , Cm koji zadovo	avaju gore opisane
osobine.
Prvo izaberimo bd−1nd−1 strana dimezije (d− 2) koje mogu da budu texke.

To mo�emo da uradimo na

( (
n
d−1

)
bd−1nd−1

)
naqina. To nam odre�uje skup texkih

i strana za 0 ≤ i ≤ d− 2.
Nakon toga biramo prvi simpleks C1 i sve �egove strane oznaqimo kao
nezasi�ene. To mo�emo da uradimo na najvixe

(
n
d+1

)
naqina.

Odluqimo koji potez je dobar, a koji lox i, ako je potez dobar po kom
uslovu je dobar (pri tome, ako je dobar po uslovu d3, onda odluqimo i
za koje 1 ≤ i ≤ d − 3 postoji i strana koja zadovo	ava uslov), xto nam
daje ukupno d + 1 mogu�nosti. U dobrom koraku qvor kojim se proxiruje
minimalna nezasi�ena strana mo�emo da izabrati na najvixe ddbn naqina.
Broj proxire�a za lox korak je najvixe n. Pri tome je odnos dobrih i
loxih koraka barem 1/d3.
Na kraju svakog poteza odluqimo koje (d − 1)-strane su postale zasi�ene.
Strana mo�e postati zasi�ena samo ako pripada novom kompleksu, tako da
je broj izmjena najvixe 2d+1. Odavde dobijamo da je

Cm,n ≤
( (

n
d−1

)
bd−1nd−1

)(
n

d+ 1

)
(d+ 1)m−1nm−1(ddb)m/d

3 (
2d+1

)m
.
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Imamo da je( (
n
d−1

)
bd−1nd−1

)
≤
(

nd−1

(bn)d−1

)
=

( nd−1(
d(d+1)m

2

) d−1
d

)
≤
(

nd−1

(d2m)
d−1
d

)
,

(
n

d+ 1

)
≤ nd+1,

(ddb)dp ≤ (ddb)
m
d3 ,

te dobijamo da je

Cm,n ≤
(

nd−1

(d2m)
d−1
d

)
nd+1nm−1

(
2d+1(d+ 1)d

1
d2 b

1
d3

)m
=

=

(
nd−1

(d2m)
d−1
d

)
ndnm

(
c1δ

1
d4

)m

gdje je c1 = 2d+1(d+ 1)d1/d2

(
d(d+ 1)

2

) 1
d4

.

Sada mo�emo dokazati teoremu 3.7

Dokaz teoreme 3.7. Izaberimo δ = δ(c) ≤ (c1c/e)
−d4

, tako da zadovo	ava
uslove prethodne leme.
Neka je Xm broj minimalnih jezgara K sa m grana, koja ne sadr�e ∂∆d+1,
tako da je K ⊂ Y ∈ Yn,p,d. Tada imamo m ≥ d+ 3.
Prvo posmatrajmo sluqaj m1 ≤ m ≤ m2, gdje je m1 = (d3 lnn)d, m2 = δnd.
Imamo da je

m2∑
m=m1

E (Xm) ≤
m2∑

m=m1

Cn,mp
m ≤

≤
m2∑

m=m1

(nd−1)(d
2m)

d−1
d
nd
(
c1cδ

1
d4

)m
≤

≤ nd
m2∑

m=m1

(nd−1)(d
2m)

d−1
d
e−m ≤

≤ nd
m2∑

m=m1

(nd−1e−
m1/d

d2 )(d
2m)

d−1
d ≤

nd
m2∑

m=m1

(
1

n
)(d

2m)
d−1
d

= o(1).

Odavde slijedi da skoro sigurno Y ne sadr�i minimalno jezgro sa m1 ≤
m ≤ m2 grana.
Neka je d+ 3 ≤ m ≤ m1.
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Neka je S minimalno jezgro, takvo da je fd(S) = m. Za proizvo	an qvor
v ∈ S sa ∆(v) oznaqimo broj d-simpleksa koji ga sadr�e. Kako je S jezgro,
to imamo ∆(v) > 0⇒ ∆(v) ≥ d+ 1.
Pretpostavimo da d-simpleks σ ∈ S sadr�i dva qvora u, v takva da je
∆(u) = ∆(v) = d+ 1. Tada se lako vidi da S mora sadr�ati ∂∆d+1. Kako
je S minimalno jezgro sa bar d+ 3 d-strane, to je kontradikcija.
Neka je t broj qvorova takvih da je ∆(u) = d + 1. Neka je vS broj qvorova
za koje je ∆(v) 6= 0. Tada imamo

(d+ 1)t+ (d+ 2)(vS − t) ≤ (d+ 1)m.

Kako u svakom d-simpleksu ima najvixe jedan qvor takav da je ∆(v) = d+1,

to je t ≤ m

d+ 1
, pa dobijamo da je

vS(d+ 2) ≤ (d+ 1)m+ t ≤
(
d+ 1 +

1

d+ 1

)
m,

tj.

vS ≤
(
(d+ 1)2 + 1

)
m

(d+ 1)(d+ 2)
≤ d+ 3

d+ 4
m.

Odavde slijedi da je broj minimalnih jezgara

Cm,n ≤
(
n

vS

)(( vS
d+1

)
m

)
,

pa imamo da je

E (Xm) ≤ nvS (vd+1
S p)m ≤

((
d+ 3

d+ 4

)d+1

n
d+3
d+4md+1 c

n

)m
≤
(
c2n

−1
d+4 lnnd(d+1)

)m
,

gdje je c2 = c2(d) konstanta.
Sada imamo

m1∑
m=d+3

E (Xm) ≤
∑
m≥1

(
c2n

−1
d+4 lnnd(d+1)

)m
= O

(
n−

1
d+4 lnnd(d+1)

)
= o(1).

Odavde dobijamo da oqekivani broj minimalnih jezgara S ⊂ Y ∈ Yn,p,d,
takvih da je d+3 ≤ fd(S) ≤ δnd te�i nuli. Odavde slijedi da je Yn,p,d a.s.s
ne sadr�i minimalno jezgro m ≤ δnd−1 d-simpleksa, koje nije ∂∆d+1.

Jednostavna pos	edica ove teoreme je

Pos	edica 1. Neka je Y ∈ Yn,p,d, p ≤ cn−1, i δ = δ(c, d) kao u prethodnoj
teoremi. Tada

P
(
fd(Y ) ≤ δnd, Y nije kolapsibilan i ∂∆d+1 6↪→ Y

)
→ 0.
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Iz do sada razmatranog dobijamo s	ede�u teoremu

Teorema 3.8. Neka je Y ∈ Yn,p,d.

(i) Ako je p� n−1, tada

P(Y nije kolapsibilan)→ 0.

(ii) Ako je p� n−1, tada

P(Y je kolapsibilan)→ 0.

Dokaz. (i) Iz leme 3.4 dobijamo da za p� n−1

P(∂∆d+1 6↪→ Y )→ 1,

te je dovo	no dokazati je a.s.s. fd(Y ) ≤ δnd, za prozivo	no δ > 0.

Kako je fd sluqajna promje�iva sa binomnom raspodjelom Bi(
(
n
d+1

)
, p),

to je E (fd) ≤ nd+1p = ndnp, pa imamo da je

P(fd(Y ) ≥ δnd) ≤ exp

{
−n

2d(δ − np)2

2
(
n
d+1

) }
= o(1).

(ii) Za p� n−1 imamo

P (Y je kolapsibilan) ≤ P (∂∆d+1 6↪→ Y ) = o(1).

Na poqetku smo rekli da nam je ci	 da doka�emo da postoji γd tako da,
za p = c

n , c < γd sluqajni kompleks Yn,p,dje ili kolapsibilan ili sadr�i
granicu d+ 1 simpleksa.
Iz prethodnog razmatra�a slijedi da Yn,p,d ili ima granicu ∆d+1, ili
nema malih jezgara, za proizvo	no p = c

n , te nam preostaje da doka�emo
da postoji konstanta γd takva da za 0 < c < γd graf Yn,p,d nema velikih
jezgara.

Sluqajno d-stablo

Simplicijalni kompleks T dimenzije d nazivamo d-stablom ako se �egovi
qvorovi mogu poredati u niz v1, . . . , vl tako da je kompleks Lk(T [v1, . . . , vi], vi)
d − 1 dimenzionalan simpleks, za svako i ≥ d + 1. Drugim rijeqima, T se
mo�e dobiti tako xto poqnemo od simpleksa {v1, . . . , vd+1} i u svakom ko-
raku biramo d − 1 stranu τ koja se nalazi u kompleksu, i �u proxirimo
novim tjemenom vi do d-strane, tj. dodajemo d-simpleks τ ∪ {vi}.
Za kompleks S sa GS oznaqimo graf qiji su qvorovi sve d− 1 strane kom-
pleksa S, a dva qvora τ1, τ2 su susjedni ukoliko je τ1 ∩ τ2 d-simpleks u S.
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Lako se vidi da je S d-stablo ako i samo ako je graf GS stablo. Uda	enost
izme�u dvije d − 1-strane u kompleksu S smo definisali kao uda	enost
izme�u qvorova u grafu GS , i oznaqavamo je sa dS(τ1, τ2).
Korijensko stablo je par (T, τ), gdje je T d stablo, a korijen τ ∈ T �egova
d− 1 strana.
Korijensko stablo T sa korijenom τ , dubine najvixe k ≥ 0 je stablo u kome
za svaki (d− 1)-simpleks τ ′ va�i dT (τ, τ ′) ≤ k. Takvo korijensko stablo T
mo�emo dobiti na s	ede�i naqin. Na poqetku imamo kompleks T0 koji se
sastoji samo od τ . Posmatrajmo niz koraka 1 ≤ i ≤ k, pri qemu u koraku
i imamo stablo Ti−1. Neka su τ1, . . . , τm sve slobodne (d − 1)-strane stabla
Ti−1. Tada za svaku od strana τt dodajemo novih jt ≥ 0 qvorova zt1 , . . . , ztjt ,
i proxirimo tu stranu d-simpleksima τtzt1, . . . , τtztji . Pri tome nove d-
simplekse nazivamo potomcima strane τ . Tako dobijeno stablo oznaqavamo
sa Ti. Na kraju imamo da je Tk = T .
Definiximo operaciju oreziva�a korijenskog stabla (T, τ0). Neka su
τ1, . . . , τm sve slobodne (d − 1)-strane u T , razliqite od τ0, i neka su
σ1, . . . , σm slobodne d-strane koje sadr�e τ1, . . . , τm. Tada za korijensko
stablo T ′ sa korijenom τ0, T

′ = T \ {σ1, . . . , σm}, ka�emo da je dobijeno
oreziva�em stabla T . Primijetimo da je operacija oreziva�a jako sliqna
operaciji kolapsira�a. Razlika je u tome xto ne izbacujemo d-simplekse
koji sadr�e korijen. Ako nakon i oreziva�a stablo postaje τ0, tada ka�emo
da stablo kolapsira u τ0 nakon i koraka.
Neka je data sluqajna promje�iva X koja uzima vrijednosti u N0. Sa Td(k)
oznaqimo prostor svih sluqajnih stabala sa korijenom τ0, i raspodjelom X
koji definixemo na s	ede�i naqin.
Za k = 0, Td(0) se sastoji od d− 1 simpleksa τ0.
Neka je k > 0. Tada prvo biramo sluqajno biramo broj i, pri qemu i ima
raspodjelu X. Nakon toga τ0 proxirujemo sa novih i qvorova v1, . . . , vi, te
stablu dodajemo simplekse τ0v1, . . . , τ0vi.
Sada imamo novih di strana dimenzije d−1, τ1, . . . , τdi. Nad svakom od ovih
strana kao korijenom generixemo sluqajno korijensko stablo Td(k− 1) pri
qemu su ova stabla nezavisna jedno od drugoga. Dobijeni prostor je u Td(k).
Sa Td(k, λ) oznaqavamo prostor sluqajnih korijenskih stabala Td(k) pri
qemu promje�iva X ima Poasonovu raspodjelu sa koeficijentom λ, Po(λ).
Jasno je da nakon najvixe k oreziva�a stablo T ∈ Td(k) postaje τ0. Neka
je ρλ(k), k ≥ 1 vjerovatno�a da T ∈ Td(k, λ) kolapsira u τ0 nakon najvixe
k − 1 oreziva�a.

Lema 3.8. Neka je ρλ = limk→∞ ρλ(k). Tada je ρ najma�e pozitivno rjexe-
�e jednaqine

e−λ(1−x)d = x.

Dokaz. Stablo T ∈ Td(1, λ) je τ0 ako i samo ako u prvom koraku nismo
dodali ni jednu d stranu, tako da imamo

fλ(1) = P(X = 0) = e−λ.
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Neka je k > 1. Neka su σ1, . . . , σt sve d strane dodate u prvom koraku. Tada
T kolapsira u τ0 u najvixe k − 1 koraka ako i samo ako za svako i postoji
(d− 1)− strana τ0 6= τi ∈ σi tako da stablo Ti ∈ Td(k − 1, λ) sa korijenom τi
kolapsira u τi u najvixe k − 2 koraka. Odavde dobijamo da je

ρλ(k) =

∞∑
t=0

e−λ
λt

t!

(
1− (1− ρλ(k − 1))d

)t
= e−λ(1−ρλ(k−1))d .

Ako definixemo ρλ(0) = 0, tada niz ρλ(k), k ≥ 0 zadovo	ava

ρλ(k + 1) = exp{−λ(1− ρλ(k))d}.

Funkcija

e−λ(1−x)d

je rastu�a, te se lako dobija da je niz ρλ(k) strogo rastu�i, a samim tim i
konvergentan. Sem toga, ρλ je rjexe�e jednaqine

e−λ(1−x)d = x,

a kako je ρλ(0) = 0 i e−λ(1−x)d rastu�a, to je ρλ najma�e pozitivno rjexe�e
ove jednaqine.

Posmatrajmo jednaqinu e−λ(1−x)d = x. Kako 1 zadovo	ava datu jednaqinu,
to je ρλ ≤ 1. Pita�e je za koje λ je ρλ < 1.

Neka je f(x) = e−λ(1−x)d−x. Za λ = 0 najma�e pozitivno rjexe�e jednaqine

f(x) = 0 je ρ0 = 1. Sem toga, e−λ(1−x)d − x je opadaju�a po λ za x ∈ (0, 1),
tako da, ako za neko λ0 postoji pozitivna nula funkcije f(x) ma�a od 1,
tada postoji i za sve λ ≥ λ0. Odatle dobijamo da postoji konstanta λd
takva da za λ < λd imamo fλ = 1, a za λ > λd, fλ < 1.
Za konstantu γd u teoremi 3.6 uzimamo γd = λd.
Neka je Y d-dimenzionalni simplicijalni kompleks sa n qvorova i τ �e-
gova (d− 1)-strana. Posmatrajmo niz kompleksa S1(Y ), S2(Y ), . . . , Si(Y ) do-
bijenih na s	ede�i naqin:

• S0(Y ) = τ .

• Neka je i ≥ 1. Neka su σ1, . . . , σk svi d-simpleksi u Y koji sadr�e bar
jednu (d− 1)-stranu τ ∈ Si−1(Y ). Tada je Si = Si−1 ∪ {σ1, . . . , σk}.

Neka je Td familija svih d-stabala i neka je Y ∈ Yn,p,d sluqajni simpli-
cijalni kompleks. Tvrdimo da je za p = c

n i unaprijed zadato k, kompleks
Sk(Yn,p,d) stablo i da je pri tome maksimalan stepen najvixe lnn.
Sa ∆(Y ) oznaqimo maksimalan stepen, tj.

∆(Y ) = max{dY (τ)}

gdje je τ (d− 1)-dimenzionalna strana od Y .
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Lema 3.9. Neka je k ∈ N i c > 0, p ≤ c
n . Tada, za Y ∈ Yn,p,d va�i

P(Sk(Y ) ∈ Td i ∆(Y ) ≤ lnn)→ 1.

Dokaz. Neka je τ proizvo	na (d − 1)-strana u Y . Tada je dY (τ) sluqajna
promje�iva sa binomnom raspodjelom Bi((n−d), p), pa prema lemi 1.8 imamo
da za λ > 1 vrijedi

P(dY (τ) > λp(n− 2)) ≤ eλλ−λp(n−2)
.

Za dovo	no veliko n je lnn ≥ p(n − 2), pa uzimaju�i λ = lnn/p(n − 2)
dobijamo

P(dY (τ) > λ) ≤ exp{lnn− lnn ln lnn+ p(n− 2) lnn} ≤ n−C ln lnn,

za neku kostantu C > 0.
Sada dobijamo da je

P(∆(Y ) > lnn) ≤
(
n

d

)
n−C ln lnn ≤ nd−C lnn = o(1).

Pretpostavimo da je ∆(Y ) ≤ lnn. Tada su i broj qvorova i broj grana u
Sk(Y ) ograniqeni sa lnk n, tj. va�i f0(Sk(Y )) = O(lnk n), fd−1(Sk(Y )) =
O(lnk n).
Kompleks Sk(Y ) je stablo ako i samo ako ni u jednom koraku i nismo dodali
d-simpleks τv gdje je τ d− 1 strana, a v qvor takvi da su i τ i v u Si−1.
Broj takvih parova je najvixe f0(Sk−1) · fd−1(Sk(Y )), tako da je

P (Sk(Y ) /∈ Td | ∆Y ≤ lnn) ≤ 1− (1− p)f0(Sk−1)·fd−1(Sk(Y )) ≤

≤ 1−
(

1− c

n

)O(ln2k+1 n)
= o(1).

Sada imamo

P (Sk(Y ) ∈ Td i ∆(Y ) ≤ lnn) ≥
≥1− P (∆(Y ) > lnn)− P (Sk(Y ) /∈ Td | ∆(Y ) ≤ lnn) · P (∆(Y ) ≤ lnn) =

=1− o(1).

Ako je Y ∈ Yn,p,d takvo da je Sk = Sk(Y ) stablo, i τ0 ∈ ∆n−1(d− 1), tada Sk
mo�emo generisati na s	ede�i naqin.

• S0 = τ0.

66



• Neka je 1 ≤ i ≤ k. Prvo generixemo T0 = Si−1. Sa U oznaqimo
skup svih d − 1 strana kompleksa T0, τ , takvih da je dT (τ0, τ) = i.
Neka je U = τ1, . . . , τm. Posmatrajmo niz kompleksa T0, . . . , Tm do-
bijenih na s	ede�i naqin. Za svako 1 ≤ t ≤ m izaberimo j novih
qvorova z1, . . . , zj pri qemu je j sluqajno izabran broj koji ima bi-
nomnu raspodjelu Bi(n − n′, p), nezavisno od ostatka procesa, gdje je
n′ broj qvorova u Tt−1. Tada je Tt = Tt−1 ∪ {τtz1, . . . , τtzj}. Na kraju
dobijamo Si = Tm.

Ovaj proces nazivamo proces pretra�iva�a kompleksa Yn,p,d iz (d − 1)-
strane τ0. Prostor stabala koji nastaje u ovom procesu oznaqavamo sa
Sk. Proces je u suxtini isti kao proces generisa�a sluqajnog stabla, s
tim xto umjesto unaprijed zadate raspodjele X broj potomaka ima posebnu
raspodjelu za svaku (d− 1)-stranu, Bi(n− n′, p).
Svako stablo dubine najvixe k pripada prostoru Td(k). Ako ima najvixe
n qvorova onda se mo�e dobiti i kao stablo u Sk, pri qemu ta dva stabla
imaju razliqite vjerovatno�e u ta dva prostora. S	ede�a lema ka�e da, za
p = c

n , prostor kompleksa Sk(Yn,p,d) se ponaxa (u raspodjeli) kao Td(k, c).

Lema 3.10. Neka je p = c
n , c > 0, i Y ∈ Yn,p,d. Tada, za svako ε > 0 postoji

n0, tako da n ≥ n0 totalna varijacija u distribuciji Sk(Y ) i Td(k, c) je
ma�a od ε.

Dokaz. Kako za Y ∈ Yn,p,d a.s.s. va�i da je Sk(Y ) stablo i ∆(Y ) ≤ lnn, to
je dovo	no dokazati da, za dovo	no veliko n∑

T∈T
|P1(T )− P2(T )| ≤ ε

gdje je T familija svih korijenskih stabala (T, τ0) sa najvixe n qvorova
takvih da svaka (d− 1)-strana ima najvixe lnn potomaka, dubine najvixe
k. Pri tome P1(T ) i P2(T ) oznaqavaju vjerovatno�u stabla T u prostorima
Sk(Y ) i Td(k), redom.
Neka T ima m (d − 1)-dimenzionih strana. Kako je ∆(T ) ≤ lnn, to je
m ≤M lnk n, za neku konstantu M = M(d, k).
Neka je {τ0, . . . , τm} skup (d − 1)-dimenzionalnih strana stabla T , i neka
je di broj d simpleksa koji su potomci (d − 1)-simpleksa τi. Kako svaki
potomak daje novih d (d− 1) strana, to je broj (d− 1) strana razliqitih od
τ0 jednak d · d0 + · · ·+ d · dm, te imamo da je d · d0 + · · ·+ d · dm = m. Neka je
t = d0 + · · ·+ dm = m/d.
Sada dobijamo da je

P2(T ) =

m∏
i=0

e−c
cdi

di!
= e−(m+1)c ct

d0! · · · · · dm!
=

(
t

d0, . . . , dm

)
e−c(m+1) c

t

t!
.

S druge strane imamo da je
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P1(T ) =

(
n− d

d0, d1, . . . , dm

) m∏
i=0

pdi
m∏
i=0

(1− p)n−d−d0−···−di =

=

(
t

d0, . . . , dm

)
ct

t!

(n− d)!

(n− t)!nt
(

1− c

n

)(n−d)(m+1)−dm−···−(m+1)d0

Sada imamo da je

P1(T ) ≤
(

t

d0, . . . , dm

)
ct

t!
e−c(m+1)e

c(m+1)(t+d)
n ,

odakle slijedi da je

P1(T )− P2(T ) ≤ P2(T )
(
e
c(m+1)(t+d)

n − 1
)
≤ P2(T )e

c(m+1)(t+d)
n

c(m+ 1)(t+ d)

n
.

S druge strane, imamo da je

P1(T ) ≥
(

t

d0, . . . , dm

)
ct

t!

(
1− d

n

)t (
1− c

n

)n(m+1)

≥

≥
(

t

d0, . . . , dm

)
ct

t!
e−t

d
n−d e−(m+1)ce−(m+1) c2

n−c ,

te dobijamo da je

P2(T )− P1(T ) ≤ P2(T )
(

1− e−(m+1) c2

n−c

)
≤ P2(T )

c2(m+ 1)

n− c
.

Kako je m = dt = O(lnk(n)), dobijamo da postoji konstanta C1 = C1(c, d)
tako da je

|P1(T )− P2(T )| ≤ P2(T )C1
t2

n
eC1t

2/n

Sada imamo∑
T∈T
|P1(T )− P2(T )| ≤

∑
t≤M lnk n

∑
d0+···+dm=t

(
t

d0, . . . , dm

)
ct

t!
e−(m+1)cC1

t2

n
eC1t

2/n =

=
∑

t≤M lnk n

(m+ 1)t
ct

t!
e−(m+1)cC1

t2

n
eC1t

2/n.

Kako je
((m+ 1) c)

t

t!
≤ e(m+1)c imamo

∑
T∈T
|P1(T )− P2(T )| ≤

∑
t≤M lnk n

C1
t2

n
eC1t

2/n = o(1),

xto smo i trebali dokazati.
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Za (d−1)-stranu τ ∈ ∆n−1(Y ) sa Γ(τ) = ΓY (τ) oznaqimo skup svih d-strana
simplicijalnog kompleksa Y u kojima se nalazi,

ΓY (τ) = {σ ∈ Y (d) | τ ⊂ σ}.

Sa G(Y ) oznaqimo skup (d− 1)-strana koje su incidentne sa barem jednim
d-simpleksom u jezgru, tj. skup (d−1)-strana koje se nalaze u qistom dijelu
jezgra,

G(Y ) = {τ ∈ ∆n−1(d− 1) | R∞(Y ) ∩ Γ(Y ) 6= ∅}.
i neka je g(Y ) = |G(Y )|.

Lema 3.11. Neka je 0 < c < γd i p = c
n . Neka je τ ∈ ∆n−1(d−1) proizvo	na

(d− 1)-strana simplicijalnog kompleksa Y ∈ Yn,p,d. Tada je

lim
n→∞

P(τ ∈ G(Y )) = 0

Dokaz. Neka je δ > 0. Kako je c < γd, to je ρc = 1, pa postoji k takvo da je

ρc(k + 1) > 1− δ

3
.

Posmatrajmo Sk+1(Y ), pri qemu je τ0 = τ . Kako je

P (Sk+1(Y ) ∈ T (d) i ∆(Y ) ≤ lnn)→ 1,

to je za dovo	no veliko n

P (Sk+1(Y ) ∈ T (d) i ∆(Y ) ≤ lnn) > 1− δ

3
.

Pretpostavimo da je Sk+1(Y ) stablo i da ∆(Y ) ≤ lnn. Tada se Sk+1 mo�e
dobiti procesom pretra�iva�a iz τ . Sem toga, iz prethodne leme slijedi
da je totalna varijacija izme�u prostora Sk+1 i Td(k + 1, c) ma�a od δ

3 , za
dovo	no veliko n.
Sa Ak i Bk oznaqimo doga�aje da korijensko stablo (T, τ0) kolapsira u τ0
u najvixe k koraka, u prostorima Sk+1, Td(k + 1, c) respektivno.
Kako je totalna varijacija Sk+1 i Td(k + 1, c) ma�a od δ/3, to je

|P(Ak)− P(Bk)| ≤ δ

3
.

Ako Y ∈ Ak, tada Sk+1(Y ) kolapsira u ma�e od k+ 1 koraka, xto znaqi da
�e svi simpleksi koji sadr�e τ nestanu u najvixe k koraka simplicijalnog
kolapsa, xto nam daje R∞(Y ) ∩ Γ(τ) = ∅.
Odavde dobijamo da je

P (τ ∈ G(Y )) ≤ 1− P (Sk+1(Y ) ∈ T (d) i ∆(Y ) ≤ lnn) + 1− P(Ak) ≤

≤ 1−
(

1− δ

3

)
+ 1− P(Bk) +

δ

3
=

2δ

3
+ 1− ρc(k) ≤

≤ 2δ

3
+
δ

3
= δ.
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Za bilo koju familiju A ⊂ ∆n−1(d − 1) sa ω(A) oznaqimo familiju svih
d-strana Y , takvih da su im sve (d− 1)-strane u A.
Xpernerova teorema nam daje s	ede�u procjenu veliqne ω(A).

Lema 3.12 (Xpernerova teorema). Neka je B familija k − skupova skupa
{1, . . . , n}. Sa ω(B) oznaqimo familiju svih k+1-skupova takvih da su svi
�ihovi k-podksupovi u B. Tada je

|ω(B)| ≤ |B|n− k
k + 1

.

Dokaz. Posmatrajmo parove (C,D) takve da je C ∈ B, D ∈ ω(B) i C ⊂ D.
Kako za svaki D ∈ ω(B) svi �egovi k-podskupovi pripadaju B, to je broj
parova jednak (k + 1)|ω(B)|.
S druge strane, svaki skup C se nalazi u taqno n − k k + 1-skupova, tako
da j ebroj parova najvixe |B|(n− k) odakle dobijamo da je

(k + 1)|ω(B)| ≤ |B|(n− k).

Slede�a teorema nam daje da, za c < γd, kompleks Yn,p,d nema velikih jez-
gara.

Teorema 3.9. Dati su δ > 0 i 0 < c < γd. Neka je p = c
d i Y ∈ Yn,p,d.

Tada je
lim
n→∞

P
(
fd(R∞(Y )) > δnd

)
= 0.

Dokaz. Neka je ε > 0 konstanta koju �emo kasnije odrediti.
Kako je

P(fd(R∞(Y )) > δnd) ≤ P(g(Y ) > εδnd)+P
(
g(Y ) ≤ εδnd i fd(R∞(Y )) > δnd

)
dovo	no je dokazati da oba sabrika te�e nuli.
Pretpostavimo da je g(Y ) ≥ εδnd. Prema lemi 3.11, za proizvo	nu (d− 1)-
stranu τ ∈ ∆n−1(d− 1) imamo P(τ ∈ G(Y )) = o(1), tako da je

E (g(Y )) =

(
n

d

)
P(τ ∈ G(Y )) = o(nd).

Nejednakost Markova nam daje

P
(
g(Y ) ≥ εδnd

)
≤ E (g(Y ))

εδnd
= o(1).

Neka je sada g(Y ) ≤ εδnd. Tada je G(Y ) ⊂ G za neki G ⊂ ∆n−1(d− 1), takav
da je |G| = εδnd. Pri tome imamo R∞(Y ) ⊂ ω(G).
Odavde dobijamo da je

P(g(Y ) ≤ εδnd i fd(R∞(Y )) > δnd) ≤
∑

|G|=εδnd
P
(
|ω(G) ∩ Y (d)| > δnd

)
.
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Ako je |G| = εδnd, tada je iz Xpernerove teoreme dobijamo da je

|ω(G)| ≤ εδndn− d
d+ 1

≤ ε δ

d+ 1
nd+1 = C1εn

d+1.

Neka je N = |ω(G)|. Neka je h(Y ) = |ω(G)∩ Y (d)| sluqajna promje�iva koja
oznaqava broj d strana kompleksa Y koje se nalaze u ω(G). Tada h(Y ) ima

binomnu raspodjelu Bi
(
N,

c

n

)
te dobijamo

P(h(Y ) ≥ δnd) ≤
(
N

δnd

)( c
n

)δnd
≤
(
Nec

δnd+1

)δnd
≤
(
C1εce

δ

)δnd
= (C2ε)

δnd
,

gdje konstanta C2 = C2(δ, c, d) ne zavisi od ε.
Sada imamo

P(g(Y ) ≤ εδnd i fd(R∞(Y )) > δnd) ≤
∑

|G|=εδnd
P
(
|ω(G) ∩ Y (d)| > δnd

)
≤

≤
( (n

d

)
εδnd

)
(C2ε)

δnd ≤
(
nde

εδnd

)εδnd
(C2ε)

δnd
=
(( e

εδ

)ε
C2ε

)δnd
.

Kako je

lim
ε→0+

( e
εδ

)ε
C2ε = 0,

mo�emo da izaberemo ε > 0 tako da je

P
(
g(Y ) ≤ εδnd i fd(R∞(Y )) > δnd

)
= o(1).

Sada iz teorema 3.7 i 3.9 slijedi teorema 3.6, tj. da je kompleks Y ∈ Yn,p,d,
za p = c

n i c < γd kolapsibilan ili sadr�i granicu (d+ 1)-simpleksa

Dokaz teoreme 3.6. Kompleks Y je ili kolapsibilan ili sadr�i mini-
malno jezgro. Prema teoremi 3.7, postoji konstanta δ = δ(c, d) > 0 takva
da Y a.s.s. ne sadr�i minimalno jezgro K, d + 3 ≤ fd(K) ≤ δnd. Prema
teoremi 3.9 Y a.s.s. ne sadr�i minimalno jezgo sa fd(K) > δnd, tako da
je Y a.s.s. kolapsibilan ili sadr�i minimalno jezgro sa fd(K) = d + 2.
Jedino takvo jezgro je ∂∆d+1, te dobijamo tvr�e�e.

Kako je vjerovatno�a da Y ne sadr�i ∆n,p,d odvojena od nule, to dobijamo
i da uslovna vjerovatno�a da je kompleks kolapsibilan, pod uslovom da ne
sadr�i ∂∆d+1 te�i ka nuli.
Sa Fn,d oznaqmo familiju svih kompleksa iz Yn,p,d koji ne sadr�e ∂∆d+1.

Pos	edica 2. Neka je 0 < c < γd i p = c/n. Tada, za Y ∈ Yn,p,d va�i

P (Y nije kolapsibilan | Y ∈ Fn,d) = o(1).
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Dokaz. Iz definicije uslovne vjerovatno�e imamo da je

P (Y nije kolapsibilan | Y ∈ Fn,d) =
P (Y nije kolapsibilan i Y ∈ Fn,d)

P (Y ∈ Fn,d)
.

Iz prethodne teoreme slijedi da je

P (Y nije kolapsibilan i Y ∈ Fn,d) = o(1),

a iz leme 3.5 imamo

P (Y ∈ Fn,d) ∼ exp

{
− cd+2

(d+ 2)!

}
,

odakle slijedi tvr�e�e.
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