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1 VYBog

1.1 IIpearosop

VY kiacuanoj mexanunm, dazuu npoctop M je IlyacormoBa mHOTOCTPYKOCT,
rj. Ha anrebpm byukumja F(M) mocroju GuimHeapHO TpecankaBame {, } :
F(M) x F(M) — F(M) xoje 3am0Bo/baBa oapeleHe akcuome, U Koje Ha3uBaMO
IIyacomnoBa 3arpama. Tama, KpeTame y TOM CHCTEMY OIHCYjEMO

d
SHm() = (3, Fom(2)}
rae je H dyukuuja koja je 3a1aTa U HA3UBAMO j€ XaMUJITOHU]aH (M y KIACUIHOM
CJlydajy MpeJCcTaB/ba YKYIHY €HEeprujy cucrema), JoK m(t) mpeacraB/ba CTame
CUCTEMA Y TPHEYTKY t. ¥ CiIydajy KpeTama jeJHe 4ecTurle mo npasoj muauju, M
npeacraBba 1T *R - KOTAHTEHTHO pacjojeme, U aKO Ca ¢ O3HAYUMO KOODIUHATY
Ha 1PAaBOj JiHKUjU (LITO je y OBOM CJ1y4ajy LOJIOXKA] YeCTULE), & CA P KOOPIUHATY
y ¢bubpu (y oom ciayuajy ummyic), Ilyaconosa 3arpasa je mara ca

0RO 00

Y oBom cay4ajy je {p,q} = 1.

V KBaHTHO] MeXaHuUId, 1pocTop M je 3aMemeH ca CKynoM CBHUX jeHOIUMEH-
3MOHMX TOTIIPOCTOPA HEKOI' KOMILJIEKCHOT XUI0epTOBOr mpocropa V', a anrebpa
F (M) je 3amemena ca anrebpom orneparopa (He obaBe3Ho orpaHuyenux) ua V.
Tama eBomymuja HEKOT omeparopa A ce omucyje ca

dA
dat = [an A
rje je H, HeKu oneparop, KOju Ha3MBaMO KBAaHTHM XaMWJITOHUjaH. Y ciydajy
KpeTama, jeJHe decTHIe 10 mpaBoj, mpoctop V je mpoctop L2?(R) KBagpaTHO -
uHTerpabuinux QpyHKIKja 10 ¢ a oneparopu P m () Koju oaroBapajy KOOpiu-
HaTHUM GyHKIHEjaMa p u g ce 1edUHATITY Kao:
0
P= fzha—q, Q = xq,
TIe je *q MHOXKeme ca ¢, a h je i nyrta [Inankosa koucranra. [Ipumernmo ma
je y OBOM cJiy4ajy
[P, Q] = —ihldy.

[Murame koje ce mocram/ba Kako mpehw ca KjacudHe HA, KBAHTHY CHUTYAIH]y,
KOje ce Ha3mMBa KBaHTH3anuja. Hajrornanuja mpermocTaBka O Omra g3 UMaMo
HEKO IIpecjinKaBame {2 Koje cBako] (pyHKuMju Ha M jome/byje HeKu oneparop
na V. Takobhe momro ce eBoiuIja CHCTEMA y jeJHOM CIy4ajy OIHMCYje IMPEKO
[TyaconoBe 3arpaie a y ApryoM mpeko KOMYTaTopa, IpecanKaBame () 0u Tpedaio

J1a 33,10BOJbaBA
[Qf1, Qf]
QL fr, fo} = —F—,
—ih
rJie HOpMaJIU3alyja qosas3n oj, oaropapajyhnx mspasza. HaskasmocT, TakBo mpec-

JnKaBame {2 joum Huje HaljeHO, 4aK HM y HajjeJHOCTABHUJEM CJIy4ajy KpeTarba
YECTHUIIE 110 1IPABOj JIMHU]U.



AnrepuaruBny dopmyranujy mpobsiema npeiioxuo je Mojan 1949 romau-
me. IIpumernmo npro dbyHIAMEHTATHY Pa3anKy n3Mely KIacuaHOr W KBAHTHOT
dopmammama. Y mpeom ciyuajy anrebpa dyukuuja F(M) je KomyTaTuBHA
JIOK ajirefpa olepaTopa Ha HEKOM BEKTOPCKOM IpocTopy V Huje (moz ycJoBoM
dim V' > 1). Mojanosa uzeja je 6uia Ja mMOKymiaMo Ja PENPOLYKYjeMO Pe3yJi-
Tare KBAaHTHE MEXaHMKe MemameM yobuuajeHor npoussoua * ua F (M) nekomy-
TATUBHUM IIPOM3BOIOM *j, KOJH 3aBHCU OJI HapaMerpa h TakBUM Ja *j 1mOcCTaje
yobudajenn mpou3Boa kaa h — 0, U Koju 3a70BO/baBa

lim J1#n fo— fa*n f1 _ {fhfz}.

h—0 h
Ta umeja 6u ogroBapaJsia TOMe /1a KJIACHIHY MEXAHUKY J00MjaMo Ka/1a y KBAHTHO]
y3memo 1a [lnankoBa KOHCTAHTA TEXKW HYJIA.

Tume 6m Morim ma KaxkKeMO Ja je KBAHTHH MPOCTOP, AYAJTHH OOjeKaT Of
acolnyjaTuBHE aju He 00ABE3HO KOMYTATHBHE ajredpe. YKOJIMKO je HOYeTHH
npoctop rpymna (G, rpymHe omeparuje hie Ha mpocTopy (DYHKIINja, WHIYKOBATH
onrosapajyha mpecimkaBama, KOja, Kao IMTO NeMO BHUIETH, y3 HEKE TEXHUUIKE
npernocraske cHabuesajy JF(G) crpykrypom Xondose anrebpe. Camum tum
KBaHTHA TPyTa ce aedpuHHUINe, Maga He CTPOro, Kao ayaann objekar o Xomndose
anrebpe, Koja Huje obaBe3HO KomyTaruBHa. HapaBo, y 00a oBa ciaydaja ma
OM KBAHTHH [IPOCTOPH M KBAHTHE I'Pyll€ MMAJIA PA3yMHA CBOjCTBA, MOPAjy ce
CTABUTHU JOJATHU YCJIOBU HA MOYETHE ajredpe.

Pan je mpeBacxommo moceehen pemaBamy Janr - Bakcrepose jemmadmme,
kopurhemem MeTofa KBaHTHUX rpyna. CoemmjanaHo, Jar je yBOI y TeOpHjy
OeCKOHAYHOINMEH3NOHNX KBAHTHHUX I'PyIla, Ca OCBPTOM Ha 00jacTu moTpedmHe
3a BHUXOBO /1eUHUCAKE, U IPUKA3AHO jé KAKO OHE I'€HEPHINy peliemha JaHr -
BakcrepoBe jemmaumue Ha CBOjuM pernpe3eHTtanujama. Takobhe, 360r orpanude-
HOCTH TIPOCTOPA, MHOTHU TOjMOBY HUCY IE€TAJHFHO yBEIECHH.

OBoM npuIMKOM XT€O OUX 14 W3PA3UM 3aXBAJTHOCT CBOM MEHTOPY Tpod. Ip
Sopany Pakuhy Ha moaprimu u moMONY NPUIUKOM MHCAA OBOT PAJIA.

1.2 OcHOBHU TOjMOBHU M3 JIMHEAPHE ajreodpe

Y oBoMm norsiaBsby yBerrhieMO OCHOBHE IOjMOBe m3 ajredpe KOju ce KOPHUCTe
y paay. OCHOBHUM [OjMOBU O BEKTOPCKUM IIPOCTOPUMA U JIMHEAPHUM IIPECJIN-
KaBambiMa ce TOAPa3yMeBajy, Ka0 M OCHOBHA CBOjCTBA TEH30PCKOT MPOM3BOIA.
VBenuMO HEKe OCHOBHE KOHCTPYKIIMje Be3aHe 3a TeH30pcku mpou3Boa. CBu
nerasbu ce mory uahu y [11].
1) Tenzopcka anrebpa
Heka je V sexTopcku npoctop nas nosbem k. Oznaaumo ca TO(V) = k, TH(V) =
VuT"(V)=V®" u neka je:

(V) =1 (V).

n>0

Ipocrop T(V') masmBamo TeH3zopcka anrebpa wang V. Jemwnuiy nedbunHumeMo
Ha OYWIJIEJIAaH Ha4WH, jep je 6a3Ho mosbe Beh caapxkano y T'(V'), Z0K MHOXKEHE
nedunuiieMo GpucameM 3arpaja Tj. ako uMamMo 1 ® ... x, € T™(V) n
Tl @« .. @ Ty, € T™(V), BUXOB HPOU3BOL je 1 & ... Q Tyytn-

Tenzopcka anrebpa nMa yHUBEP3ATHO CBOjCTBO Ja YKOJIUKO HMAMO JINHEAPHO
npeciaukapamwe f : V. — A u3 6a3sHOr BEKTOPCKOI IIPOCTOPA Yy HEKy aJjiredpy



A, Taza ce f jenuncrseno upompyxyje 1o mopdusma anrebpu f @ T(V) — A.
@opmvasuy nmedunuimjy anarebpe hiemo yBecTn KacHuHje, aju yKpaTKO, TO je
BEKTODPCKHU TTPOCTOP Ca OMIMHEAPHOM OMEpPAInjOM - MHOXKEHEM, KOje je acolm-
JATHBHO W MMa HEyTpPaJI.

[Ipumernmo fga TeH30pCKa anredpa nMa MPUPOIHY T'PAJYAIH]y KAO BEKTOP-
CKH TIPOCTOP, KA0 ¥ Ja he MHOXKee MOIITOBATH Ty TPAAYAIHjy Yy CMHCIY 14
ako jex € T"(V)my € T™(V), ouna je xy € T™ (V)

2) Cnumerpuvna aarebpa

Cumerpuuna anredbpa HaAJl BEKTOPCKUM TIPOCTOpOM V' ce mobuja Kaj TeH30PCKY
anrebpy mocedemMo 10 waeany | TeHepHCAHWM Ca eJIEMEHTHMA T ® y — Y ® T.
by hemo oznauasaru ca S(V). Jacho je u3z cBojcraBa Tenzopcke asrebpe, aa
YKOJIMKO MMaMO JiMHeapHO npeciaukapame f : V. — A rie je A KomyraruBHa
anrebpa, ma he ce ono mommhm 1o mpecimkasamwa f : S(V) — A, koje je
vopduzam anredbpu. Cumerpudna ajrebpa 33aprKaBa TPAIyalnjy TEH30DPCKE
amreOpa, jep ce eirementn uieana I wamaze y T2 (V).

Takobhe, kpo3 pax fiemo kopucrutu o3uaky k[A], rae je k nosme, a A ckym, 3a
BEKTOPCKHU IIPOCTOP HaJ, II0/b€M Kk PEHEpPUCAH eJleMeHTUMa CKyna A.

1.3 JlujeBe amredpe

Y oBOM mOrJIaB/bY yBelileMo IIPeBacXo/JIHO HOTAIUjy Koja he ce KOpucTuTn
KpO3 paj, u Ouhe HaBemaeHe ocHoBHe ocobuue JlumjeBux anrebpu koje he bGutm
Kopwuihene, ma caMmuM TUM Hehe ce TexkuTu moTnyHoctn. Jleramsu ce MOry HIIp.

nafin y [6].

Hedununuja 1.1. Jlujesa anrebpa je Bekropcku npoctop L (yBek hiemo mper-
nocras/baru Hag nosbem R wiu C) 3ajenno ca npeciaukasamweM [,]: L X L — L,
Koje HazuBaMo JlujeBa 3arpasa (Mjim KOMyTarop), U 3a KOje BayKu:

1)[%,%] =0 (<:> [xay] :_[yv‘r])a

2)[x, [y, 2l + [y, [z, 2]] + [z, [z, y]] = 0.

JImneapro mpecamkaBame ¢ : L — L' je mopdmusam JIujernx anreOpn ako BasKm:

¢([2,9]) = [o(2), o))

AHAJIOTHO Kao M KOJ, OCTAIHX aarebapCKux CTPYKTypa JAepHHHILY ce IIOJI-
asirebpe. Coenujanno ugean Jlujese anrebpe, je normpocrop I, 3a Koju Baxu,
ykommnko je x € [ w y € L ouga je [x,y] € I. Ounrnenwo je na cy {0} n L yrek
uneanu. Crenmjanno ca [L, L] o3HauaBaMo HajMaru MIeasl KOjU CAIPIKU CBE
KOMYyTaTope. YKOJMKO Cy OBO jenuuu uaeau 3a JlujeBy anredbpy L xaxkemo ma
je upocra (y ToMm caydajy ounrsienuo Baxku L = [L, L]). YKOJIUKO ©MaMO HEKY
noznaurebpy K on Jlujese anrebpe L, wen nenrpanusarop C(K) nedbununiemo
KAao:

C(K)={ye€ L|[z,y) =0, VzeK}.

CamuM TuM, 32 HEKH €IEMEHT T € L Ka)kKeMO [ je IMEHTPAJHU YKOJUKO je
x € C(L).

Wneanmn umajy amasiormy yiory 3a JlujeBe asredbpe KoOjy mMajy HOpMAJHE
rpyue 3a rpyne. Hop. sako ce Bunm na je jesrpo mopdusma Jlujesux aarebpu
uaeast, u Ci.

Ocuorun npumepn Jlujesux anrebpa cy nomanredpe ox M, (K), n x n mar-
pura Haj mojbeM K, Ha K0joj ce JlujeBa 3arpana medunwuie:

[A,B] = AB — BA



re je ca JiecHe crpaHe yobudajeHo MHOXKewe Marpuna (ojarie u J0J1a3u Ha3UuB
koMmyTaTop). Tloraenajmo jeman jeJHOCTABHU}U CIIydaj:

IIpumep 1.1. JlujeBa anrebpa sl (C) je ckyn cBux 2 X 2 MaTpuna HAJ MOHEM
KOMTIJIEKCHUX OpojeBa, uuju je Tpar 0, a JIujeBa 3arpaza je mara KOMyTaTOpOM
marpuna. Kako je tr(AB) = tr(BA), BuauMo Ja je KoMyTaTop Oujo Koje 2
MaTpwuIe, Marpura Tpara 0, ma je gaTu CKyn 3aTBOPEH 3a KOMYTaTOp, Tj. OHA
upezcrasiba JlujeBy nomanredpy on M, (C). V woj umamo ouunrsenuy 6a3y:

=0 0) =0 (0

Tama cy komyTaTopu 6a3HHX eTeMeHaTa JATH CA:
[h7 Z‘] = 23;7 [hvy] = _2y7 [Z‘,y] =h.

IIpupoxso ce mocrasspa nurame, ga Jju HeKy JlujeBy anrebpy moxkemo pe-
aJIM30BATH KA0 TOJCKYT Heke ajredpe, y Kojoj Ou mena JlujeBa 3arpaga Omma
3aMemeHa KOMyTaTopoM oaroBapajyhnx ememenara. Oprosop hemo HasecTu
Kpo3 cienehn mpumep:

ITpumep 1.2. Ilocmarpajmo TeH30pCKY aaredpy y ciaydajy Kaza je 6a3Hu BEk-
ropcku npocrop Jlujesa anrebpa L. Tauma y rensopckoj anrebpu T'(L) umamo
unean I renepucan enremenTuma 4@ v —v@u—[u, v]. IIpocrop T(V')/I nasusa ce
YyHUBEp3aJIHa oMOTauKa ajirebpa Jlujese amrebpe n o3natasa ce ca U(L). JacHo
je ma hie cBako smuaeapHo mpecaukaBame [ JlujeBe anaredpe L y anredpy A, 3a
koje Baxku f([u,v]) = f(u)f(v)—f(v)f(u), nogulin mo mpeciukaBama (Koje orer
oznauasamo ca f) f: U(L) — A, xoje hie 6uru mopdusam anrebpu (camMmum TuM,
U(L) cmo moruu ga geduHUIneMo u Kao jeIMHCTBEeHy ajarebpy ca jeJIMHUIOM 3a
KOjy BaxKu LPETXOAHO CBOjCTBO).

Baxkna reopema Koja ce oxnocu na omorauke ajarebpe je cieieha (nosnara
kao IMoenkape - Bupxod - Burosa Teopema). Ilperxomuo, youumo neky 6asy
{z1,...,2,} on L u enemenre xp; = x;, ...x;, ox U(L), y Kojuma cy UHIEKCH
nopehanu y pacryhem moperky. Taza Baxkm:

m

Teopema 1.1. Eaemenmu xp; dopmupajy basy od U(L).

OBakse 6a3e nazuBamo PBW 6aze. 13 oBe Teopeme mOCeOHO BHANMO 1A Ce
L moxe yromuru y U(L).

Ba JlujeBy anrebpy L KazKeMo Ja je peluBa, yKOIHKO je Hu3 uaeana L
[LO), L®],  LO) = L ox nexor n jenmax {0}. Ocmosnn npumep permmse JInjese
ajrebpe Cy TOpe TPOyraoHe MaTpHIE, Tj. MaTpWIe a;; 3a Koje je a;; = 0
yKOIMKO je j < i. Moxke ce nokaszarn jga cBaka JlujeBa asnrebpa L mma je-
JWHCTBEH MaKCHMaJIaH PDEIIUBU HIEAJT, KOjI/I Ha3WBaMO paJauKaJ U O3Ha4dYaBaMO
Rad(L). Ykonuko je Rad(L) = {0}, 3a L KaxkeMo /13 je OIYLIPOCTA. 3a PEIINBEe
Jlujese anrebpe Baxku cieneha reopema (no3uara kao Jlujesa reopema):

it1) _

Teopema 1.2. Heka je L Jlujesa nodanzebpa 0d gl(V'), 2de je V # 0 xonau-
HOOUMEH3UOHY 6exmopcky npocmop. Tada V' cadporcu 3ajednusku concmeenu
eexmop 3a cee endomoppusme u3 L.



Cimano, 3a JlujeBy anrebpy L KaxkeMo [1a je HUJINOTEHTHA YKOJIHKO je HU3
nneana L = [L, LY] rue je L° = L jeamak {0} on mexor n. OcHoBHM TpuMep
y OBOM CJIy9ajy Cy CTPOTO TOPH-€ TPOYTAOHE MATPHUIIE.

3a nmac he ox moceOHOr 3Ha4aja Outwm mosynpocre Jlujese anredpe. la Oum
dopmynucanu rIaBHU KPUTEPHjyM TOT CBOjCTBA O3HAYUMO ca ad, €HIOMOp-
duzam ox L koju y — [z,y]. Kako je ad, € gl(L), nobpo je nedbunucano
cuMeTpuYHO OuiiuHeapHo unpeciukasawe k(x,y) = Tr(adyady), Koje Ha3uBamMo
Kununarosa dopma. Omna je takohje m aconmjarusua (Ugu MHBAPUjAHTHA) Y
emucay ga je k([x,y], z) = k(z, [y, 2]). Baxn:

Cras 1.1. Jlujesa anzebpa L je noaynpocma axo u camo axo je roena Kuaunzosa
Popma nedezenepucana.

Takolje 3a momympocte JlujeBe anredbpe Baxku:

Teopema 1.3. Hexa je L noaynpocma. Tada nocmoje udeanru Ly, ..., L; 00 L
Koju cy npocmu (nocmampanu kao Jlujese anzebpe), maxeu da je L = L1 ...
L.

Onasze nocebrO corenu na 3a moaynpocre Jlujese anrebpe saxu L = [L, L],
Kao M J1a Cy CBH MJIeain 1 xoMoMopdHe cuKe oret nosymnpocte Jlujese aaredpe.

Jame, penpe3entanyja JlujeBe anrebpe Ha HEKOM BEKTOPCKOM TIPOCTOPY V'
(V hiemo jomr HazuBatu L-momyii), ce aHAJIOTHO AeduHUIIE KA0 KOJ HIIP. IPYIia.
Crernujastao:

Hedunuurmja 1.2. Bekropcku npocrop V' 3ajento ca OUIMHEAPHUM MIPECITH-
kaBameM L X V' — V koje o3HaUIaBaMO ca T.v Win caMo xv je L-MOomys, yKOJIHKO
BaXKU:

[z,y].v =290 — y.aW

IIro je exBuBaIeHTHO 3ajaBamwy Mopdusma ¢ : L — gl(V).

Mopduzam L-momyna je nuaeapHo npeciaukaBame ¢ : V. — W 3a koje Baxu:
d(x.w) = z.¢(v). Jesrpo raksor mopdusma je L - noamonyn (Tj. BeKTOpCKU
LOTLPOCTOP KOju je 3arBoped 3a gejcrso L). Cuenmjanno 3a L-mounyn V Kkaxemo
J1a je upeIyInOnIIan ako cy jenunu mwerou L-mogmonymnn {0} n on cam. Kaxkemo
Jla, je MOTIYHO PeAynuOuIaH YKOJUKO je IUPEKTHA CyMa Upexynuouaaux L-
monyna. Caeneha reopema (koja ce nasuBa BejiioBa Teopema) kaxke ja je TO
3ampaBo yBeK CJIy4aj Kop mosynpoctux JlujeBux amrebpu:

Teopema 1.4. Hexa je ¢ : L — gl(V) xonaunodumenusona penpesenmanuja
noaynpocme Jlujese anzebpe. Tada je ¢ nomnyno pedyyubuana.

Tuwme je Teopuja penpesenranuja moaynpocrux JlujeBux aaredpu ceaeHa HA
n3ydaBame HUXOBUX MPEIyNUOMIHUX penpedentanyja. llocmarpajmo kako Oum
ce YKPaTKO KJacuduKoBae cBe KOHAYHOINMEH3NOHEe, NPEIyIINONIIHE Perpe3eH-
rauje o1 sla(C):

ITpumep 1.3. Heka je mara KOHAYHOAMMEH3WOHA, UPELYIMONIHA PEIPE3EHTA~
uja ¢ : sla(C) — V. Tapma, nuneapuu oneparop h : © — h.z uma 6apem jenan
COLICTBEHU BEKTOD U, 33 COLCTBEHY BpeAHOCT A (MOXKe ce II0KA3aTH J1a OH MOXKE
Jla ce IMjaroHaju3yje, aju To HaM Huje ToTpebHo). Tana je Ha OCHOBY pesanuja
n3 npeumMepa 1.1:

haxw = [hz].v+ z.ho =220+ Az.v = (A + 2)z.0,



1 aHaJIorHo Ou ce HOOWIIO 113 je BEKTOP .U COIICTBEHU BEKTOP CA COICTBEHOM
Bpenuorthiy A — 2. Kako je V KOHAYHOOAWMEH3WOHW TPOCTOP, & COMCTBEHU
BEKTOpHY KOjU OATrOBapPajy Pa3JIMYUTUM COINCTBEHUM BPEIHOCTHUMA Cy JIHHEAPHO
HE3aBUCHM, 1TOCJIE JIOBOJHHOT OpOja MPUMeHA OIIepaTopa & Ha v Mopamo JoouTu 0
BekTOp (1 anaJsioruo 3a y). Ilocnenmwu BekTop y ToM HU3Y Koju Huje 0 HA3UBAMO
MaKCHMAJHU BEKTOD, (jelHOCTaBHUje PEYEHO MAKCHMAJIHU BEKTOD je BEKTOD
v # 0 Koju je coucrsenu Bexkrop 3a h u x.v = 0).

Heka je v MakCUMaJIHU BEKTOP, U O3HAYUMO Ca V; = %yi.v, i > 0 u y3Mumo
na je v—1 = 0. Taga ce AMpeKTHO MpOBepaBa /1a BaXKu:
].) h.’U,’ = ()\ - 22’)1}1,
2) yvi = (i + Dvigr,
3) T.v; = ()\ — 1+ ].)’Ui,l.
[Mpumernmo HEeKOJWKO cTBapu. 360r mperxomgHor, v; = 0 OO HEKOT dYjIaHa, U
O3HAYMUMO Ca M HAjMamHU I1e0 Opoj TakaB aa je v, # 0 a v,y = 0. Tazga
norpocTop ca 6azom {vy, ..., vy} je 3arBopeH 3a aejcrBo sly(C), na je on 360r
upeayuubuiaaoctu 1eo npocrop V. Takolje ako npumenumo dopmyiy 3) 3a
i =m + 1, robujamo:

0=(\—m)vn,,

omakJje ciaequ na je A = m. CamMuMm TUM COICTBEHA BPEIHOCT KOja OIrOBapa
MaKCHMAaJIHOM BEKTODPY je mpupomaH 0poj, u m3uocu dimV — 1. aru Opoj
nazuBaMo HajBeha Texkuna ox V. Takolje Bumumo 1a je M0 HA MPOM3BOI CKaja-
POM v jenuHu u360p MAKCUMAJIHOT BEKTOPA, jep u3 1) cieau ja cy CBU COLCTBEHU
norapocropu o h numensuje 1. Tume cmo mobwmu gary KiaacuuKaimjy.

VYkommko nmamo pernpe3entanyjy Jlujese anredbpe L HA BEKTOPCKUM MPOCTO-
puma V u W, tama nocroju penpeserranuja L na V ® W nara ca:

z.(v@w) = (zo)@w+v® (z.w).

VY cayuajy L = sly(C) Baxu cneneha dopmyna, koja ce jom nasusa Knebi -
Topmamosa dopmyna:

CraB 1.2. Hexa je V(m) penpesenmayuja sla(C) najeehe mescune m, V(n)
penpesenmayuja najeehe mescune n, u nexa je n > m. Tada eadrcu:

Vim)@V(n)2V(m+n)dV(m+n—-2)®...6V(n—m).

Jloka3 mpeTxomHor cTaBa ce 6a3wpa Ha HaJaXKemhy MAKCHMAIHUX BEKTOPA
onroBapajyhux TexKuWHa, y TEH30PCKOM MPOM3BOIY PEMPE3EHTAIIH]A.

CrioMeHnMO joIl HEKOJIMKO DeYM O KOPDEeHMMAa M KJIACHMUKAIMH ITPOCTUX
Jlujesux anrebpu. Heka je L momympocra Jlujea anrebpa Has mo/beM KOMII-
nekcuux O6pojeBa. Ilpumernmo ma mocroje mene momaaredpe Koje ce cacToje o
LOJIYLPOCTUX €ejleMeHaTa (JeHOCTABHOCTH PaJd, MOXKEMO Locmarparu Jlujese
ajrebpe MaTpuiia), Tj. eJeMeHaTa KOju MOTy J1a ce JujaroHaiusyjy. HaszoBumo
TakBe nojarebpe Topanne. Tajga Bayku:

CraB 1.3. Topaane nodanzebpe 0d L cy xomymamushe.

Ozmaunmo ca H makcumasHy TOpajHy nomaaredpy ox L, Tj. TOpasHy moi-
anrebpy Koja HuUje Caap:KaHa HU y JeIHO] APYroj TopajHoj noxaarebpu (Kojy
rakobe nazusamo u Kapranosa nogasnredpa). Kako je H komyrarusaa, damu-
smja engomopduzama ad,, € H moxe ce uCTOBPEMEHO [1jarOHAIN30BATH Y



Heko] 6azm. [Ipyraumje peweno L je nupekTna cyma normpocropa L, = {z €
Li[h,z] = a(h)r Vh € H} tne je « € H*. Ckyn cBux o« # 0 3a koje je
L, # {0} osHauaBamo ca ®, m WeroBe ejeMeHTe HA3WBaAMO KOpeHH ofx L y
onuocy na H. Ilpumerumo ga je 3a o = 0, no craBy Lo = Cp(H), mro ce
MOXKe Moka3arh fa je 3ampaBo H. Jlaxkme, mobumm cmo mexommnosunujy L =
Ho H L. Taxkohe mozke ce mokasaru na je pecrpuknuja Kumuarose dopme

acd
na H rtaxkohe Hemerenepmcana, mro Ham omoryhyje ma mmentudukyjemo H ca

H*. Cnemmjanno, ¢ oaromapa moackymy {t,|a € ®} on H. VY wHapenna npa
cTaBa ieMO yKpaTKO HABECTH OCHOBHE OCOOMHE KOPEHA:

Cras 1.4. 1) ® zenepuwe H*.
2) Axo je a« € ® onda je —a € PD.
3) Hexa je o € ®, u nexa cy x € Lo, uy € L_,,. Tada je [x,y] = r(x,y)ty.
4) a(ta) = ”(taata) # 0.
5) Axo je o € @ u X, 6uso xoju ne-nysa esemenm L., mada nocmoju Y, €
L_, maxas da X, Yy u H, eenepuwy mpodumenauony nodaszebpy od L uso-
mopdny ca sly(C).
6) H, = ﬁ H,=-H_,.

Bekrope u3 5) HazuBamMo Kopenu BekTopu. llomro cMo Buienu kiaacudu-
kauujy penpesentanuja on sly(C), u3 csojcra 5) 6u name Moria ga ce pobuje
kitacudukaiuja penpeserranuja npoctux Jlujesux anrebpu.

CraB 1.5. 1) Axo je o € ® onda je dim L, = 1.

2) Axo je a € @, jedunu Kopenu nPonopuUOHaINY ca & cy L.

3) Axo cy a, f € ® mada je f(Hy) € Z, u B — B(Hy)a € O (6pojesu (H,,) ce
nasusajy Kapmanosu yeau bpojesu,).

4) Axo cy o, B, + B € ® onda je [Lo,Lg]l = Loyp.

5) Hexa je v, f € @, [ # ta, u nexa cy r u q najsehu yeau 6pojesu 3a xoje cy
B—ra u f+qa kopenu. Tada cy ceu f+ia € @, —r<i<qupf(H,) =r—q.
6) L je zenepucana wao Jlujesa anrzebpa ca xopenum nomnpocmopuma L.

Hasme, Moxe ce mokaszatn na je moryhe m3abparn 6a3y A = {aq,...,q;}
(mwene enemente hemo HazuBaTu npocTu Kopeuu) o H* y kojoj hie koeduru-
JEHTH CBAKOr KOpeHa OWTW WM TO3UTWBHU WJIM HETATWBHHU, KOje NemMo caMum
TUM HA3WBATHU MO3UTHBHU W HETATWBHU KOPEHH, a THMe mobujamo u aa je ¢ =
®TUP™, u jacho je na je & = —®*. Anpasorno hiemo KopeHe BeKTOpe Ha3UBATH
MO3WTHBHY W HETATWBHM, W O3HavaBaliemMo nx ca X n X .

IMornenajmo Ha npumepy sl 41 (C) mrra 6u Gun criomMeny T 00jeKTH:

IIpumep 1.4. Y cayuajy nujese anredpe sl,,1(C) ruje Temko Bumern ma he H
J1a ce CACTOju O] CBUX JIMjarOHaJTHUX MaTpuIla Tpara 0, jep AujaroHasHe MaTpUIe
KOMYTHUPA]y, & U CBaKa MATPHUIA KOja KOMYTHPA Ca CBUM JIMjarOHAJTHUM MOPa
6utu gujaronasna. Younmo y H cienehy 6a3y:

1 0 ... 0 O

0 -1 0 0
hl = . )

0 O 0 0



01 0 0
hy — |0 0 -1 0f.
00 0 0
/000 0 ... 0
I e
00 ... 1 0
00 ... 0 -1

7 03HAYUMO ca L; DyHKIMOHAIE KOjU CBAKO] [MjarOHAJIHO] MATPULIA TOIEIbYjy
i-tu aujaronaman yHOC. Hexka je Fj; cranmapana 6asa marpuna. Taga saxxn:

[h, E;j] = (Li(h) — Lj(h))E;; Yhe H.
Haxe, dyHkimonaan 0bmKa
L; - Ly, i # 7,
Cy KOpeHHU. ¥ OBOM 3aIuCy, MO3UTUBHU KOpeHu hie Outu:
ot ={L; - L; | i <j},

¥ aHAJIOTHO HeraTwBHU. /lajbe CBAKWM KOPEH je cyMa KOpeHa obmuka o; = L; —
L;+1. Crnennjanno 3a no3uTtusHe he 6uTH:

Li—Lj=o;+...+aj_1.
Taxohe, BUINMO & €JIeMEHTH
Eiiv1,hi, B
dbopmupajy JlujeBy anrebpy uzomopduy ca sly(C).

Kaxo Knuannrosa dopma gednnume ckamapuu mponsso/, (, ) Ha H*, marpu-

_ _ 2(ai,a,-)
ma aij = (e, o) = 7570

enmemenTr cy neau Opojesu. llo mperxomuom Buammo na oua oapehyje JlujeBy
anrebpy L. Ilocroje pecrpuknmje Ha maTpudHe enemente Kapranose maTpurie,
U MOXKE Ce MOKA3aTH JIa BaXKMU:
].) Q;; = 2,
2) a;; <0,
3) a;; = 0 ummmUpa aj; = 0,
4) a;;ja,; je Hajsume 4.

Takobe, Baxku u 0OpPHYTO, IIITO HAPABHO HUjE jeJHOCTABAH PE3Y/ITaT, a KaKo
kiracudukanuja npocrux JlujeBux asnrepbu Huje Tema pasa, opre hemo camo
HABECTU JATY TEOPEMY:

= o;(H;), ce nazuBa Kapranosa marpuiia, u meHH

Teopema 1.5. Y3 npemxzodno yeedene osnaxe, nexa je L Jlujesa anzebpa ze-
nepucana ca eaemenmuma {X;,Y;, H;|1 < i <1} xoju 3adosowasajy pesayuje:

[HﬂHj} =0,



(X, Y] = H;
[X:,Yj] =0, i#j
[Hi, Xj] = a3 X5, [H;,Y)] = —a;iYj,
(adx,) ™% (X;) =0,
(ady;)' = (Y;) = 0.

Tada je L noaynpocma Jlujesa anzebpa, ca MaAKCUMAAIHOM MOPAAHOM AA2EOPOM
eenepucanom ca H;, u xopenum cucmemom © (wuja je 6asa A). Taxohe L je
jedurcmeena 0o Ha U3OMOPHU3AM.

Ha xpajy oBor omespka, nedbuHHmmMO jour KoxoMmosorujy Jlujese asredpe.
Heka V' L - monyn, u o3raunmo ca C™(L,V) CKyn CBUX KOCOCUMETPUYHHUX 7
- auHeapHWX mpeciankaBama f : L X ... x L — V. IlpecinkaBame je aHTUCH-
METPUYHO YKOMUKO je f(Zo(1),-- -+ Zo(n)) = sgn(o) f(z1,...,z,). 3a CO(L,V)
y3mumo zaa je V. Tana ceakom f € C™(L, V) moxkemo gonesuru n+1 - auHeapHo
npeciaukapame 0 f, Ha cienelin HaduH:

0f) (@1, Tnga) =

Z (1) ([, 2], @0, By By T )+
1<i<j<n+1

+ Z (—1)i+1$if(1'1,...,@,...,.’En+1),

1<i<n+1

IJle Kala O3HauaBa 3 je Taj wial uzoctasbed. 3a f € CO = V ysumamo 1a je
0f(xz) = af. Kopuuihemwem JakobujeBor uaenrurera nobuja ce:

Cras 1.6. Axo je f € C™ onda je §f € O™, Taxohe 6 o § = 0.

Ozmaunmo je3rpo u cauky oxm § y C™ ca Z" omHocHO B™ pPECHeKTHBHO.
Enemente on Z™ HazuBaMO m - KOIMKJIWMAa a ejleMeHTe on B™ Ha3uBamo n -
Korpanurama. M3 mperxogHor craBa cieau Ja je B™ BEKTOPCKU HOTIIPOCTOP O
Z™, mro omoryhyje ga medpuHUIIEMO BEKTOPCKH IIPOCTOP:

H"=Z2"/B",

KOju HA3MBaMO M - Ta Koxomosomka rpymna Jlujese anrebpe L ca koedurujen-
Tuma y V.

1.4 Kan-Mynujese anrebpe

[Iperxomrom Teopemom cmo u3 KapranoBe marpuiie mobuin peaimje Koje
onpelyjy moaynpocty JlujeBy anredpy. Uneja je ma cmabpemeM TUX pesaluja,
nobujemo mupy Kiaacy JlujeBux anredbpu Koje 6u u gasbe 3a/rKalie jieme ocobnne
nonynpocrtux Jlujesux anrebpu. lakie, renepasmcana Kapranosa marpuna je
kBagparna marpuua A = (a;j); j=1,..n» Uenux OGpojeBa, TaKkBa Ja 3a CBAKO i,
BaYKM:

ai; = 2, Qjj <0, Qai; = 0& aj; = 0.

A je cumerpu3abuiiHa aKo IOCTOje y3ajaMHO IIPOCTH HPpUpoaHu 6pojesu dy, . . ., dy,
rakBu Ja je Marpuna (d;a;;) cumerpudna. Y TOM ciydajy cy d; jesHO3HAYHO
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ounpebhenn. Hanasme iemo npernocrasibaru A cumerpusabuina Kapranosa mar-
puria.

Hexka je ¢'(A) JInjena asreGpa nan C medwurmncana remeparopuma H;, X,
i =1,...,n u peranujama:

[Hi’Hj] =0, [H“X]i] = ainjiv [X:F,X;] = 6i,jHi’

(ady+)' ™" (X;) =0, i#j.

Hexka je b’ munean nan H;. N3abepumo BekTopcku npocrop h” mumensuje n —r
rae je r panr marpune A, ca 6a30M {Dr+1,~- D,}. Heka je g(A) ﬂHjeBa
anrebpa ca reHepaTopuma HZ,X i =1,...,nu Dj;t = r+1,...n ca
nedununmyhum pemamnujama o, g (A) Kao u:

[D;,D;] =0, [Di,H;] =0, [DiX]]=%6;;X;".

Jwupexrra cyma b’ @ h” = h nasusa ce Kapranosa nomanrebpa on g

Ha Kamn-MynujeBum anrebpama mmamo aHagoron Kummarose ¢opme, Tj.
LOCTOjU jeJMHCTBEHA HeJlereHepUCcaHa uHBapujanTHa buiuneapua dopma (,) :
g x g — C raksa ga:

(Hi,Hj):dj_laijv (DiaDj):Oa (HiaDj):di_léi,j, (Dle]:t):Oa
(Hi, X;) =0, (X7,X)=0, (X,X;)=d;"6;;.
IIpocre kopene o g medbunuiremo kao ¢yukiuonane «; : h — C gare ca:
a;i(Hj) = aji, i(Dj) = i

Jasbe, aHATTOrHO MO2KEeMO Je(hUHUCATH KOPEHE MOTIIPOCTOPE.

Cromennmo jorn jenmy Baxkuy kiaacy Kamn-Mynmjesux anredpm. Heka je
g = g(A) rae je marpuma A = (a;j)ij=1,.n KOHAUHOI THIA, Tj. OArOBAPA
Hekoj mosymnpoctoj anrebpu. IIpomwmpena Kapranosa marpumna ox g je A=
(aij)i,j:O,...n rae je

(0,0@')

(aia ai) ’

(G,Oéi)
(0,0)°

apo = 2, ag; = —2 a;o = —2

a 0 je Mmakcumasinu Kopen y ojnocy na cuomenyTo ypehemwe. Tajua xaxemo ja
je marpuna A adwunor Tuma, a camy JlujeBy anrebpy mazmsamo aduua Jlujesa
asrebpa. HbuxoBo BaxkHO CBOjCTBO je 1a cy one m3omopdue JIujeroj aarebpu
g[z, 271] & Cc ca 3arpajom

[(X2F V2 = [X, Y] 461 (X,Y)e,
TJIEe je eJIeMEHT ¢ TEeHTPAJIHH, U joil audepeHnupameM D 3a KOje BaxKu:

D(X2") = kX2*1 D(c)=0.
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2 OcHoBHu nojmoBu 0 XomdgoBuUM aJjirebpamMa

2.1 Aunarebpe, xkoanredbpe u bmaaredbpe

Acoumjarupna anrebpa ca jepuuunom (uim, ykparko aarebpa), je ypehena
rpojka (A, u,e) vae je A BEKTOPCKH TPOCTOD, [ je OWInHeapHa Onepalmja -
MHOXKEHhe Ha HBeMy, KOja je acoIijaTuBHA, W 33 MHOXKEHE ITOCTOjU HeyTpal.
[Tocmarpajyhu nedwuruUImjy oBOor 00jeKTa, BUANMO I3 T'a MOXKEMO AePUHHUCATH
u Kao ypelheny tpojky (A4, p,n) rue je nakie A BEKTOPCKH IPOCTOD, [t JIMHEAPHO
npeciaukapamwe AQA — Aun: k — A JuHeapHO Lpec/nKaBambe U3 10sba k HaJy
KOjuM je meduHHUCAH BEKTOPCKYU mpocTop A, Takeu ga ciemeha nBa amjarpama
KOMYTHDA]y:

A0 A A A9 A

foor |-

A A —" + 4

koA A0 A L2 Agk

|
A
[IpBu aujarpam je camo pedpopMyTaIiija THHEHATIE A je MHOKEHhe aCOIjaTHBHO,
JIOK JIPYI'H JujarpaM Kazke na y A 1ocroju HeyTpas 3a MHOXKeme (ClelnujasiHo,

10 hie 6uru esiement 7(1)). 3a aurebpy jour KaxKeMo Ja je KOMyTaTuBHa, yKOJIUKO
je u(ar ®az) = p(ag ®aq ), mro 6w ce jeqHOCTABHO MCKa3aI0 moMohy aujarpama:

R
R

A A -S> A A

N/

rae je 7(a1 @ ag) = as ® a1, OpecauKaBame Koje ieMo Ha3uBaTH TPAHCIO3UIIU]A.
Takobhe, mopduszam usamely anrebpu je npeciukasame f : (A, u,n) = (A, 1/, 1)
3a KOje BaXKH:

po(fef)y=fou, fon=n.
3a anareopy A hemo pehum ma je rpamyncana, YKOJIHKO MOCTOjeé TOTIIPOCTOPH
(A;)ien TakBU 112 je:

A=PAa,, AA; C Aiyy.
ieN

3a ejgement x € A; KaxkeMo /3 je XOMOTeH cTerneHa i. JacHo je 1a je paHuje
CIIOMEHyTa TeH30pCcKa anredpa jean npumep rpaayucane aiaredpe. CiandHo, 3a
asiredbpy A kaxkemo Ja je PpuATpUpaHa YKOJIKMKO IIOCTOjU PacTyly HU3 IOTIIPOC-
Topa F;, i > 0 TakaB ma:

A= UFZ’ FZF] CFi+j.

i>0
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[Ipumernmo ma cmo y geduHUIUjE yHUBEP3aJIHE OMOTAYKe aaredpe m3ryoumau
TpaJyalnjy Of TEH30pCKe ajrebpe, jep eJeMeHTH upeasia Koju je meduHurry
HUCY WCTOT CTENeHa XoMoreHocTu. Mehyrum ona mma cTpykTypy buarpupane
anrebpe. Takolje, cBakoj dunarpupanoj anredbpu A, MOXKEMO TPUIPYKUTH Ipa-
nyucany anrebpy S = gr(A) nedunucany ca

Si = Fi(A)/Fi—1(A).

VY ciayuajy ynusep3asHe omoradke ajrebpe, siako je suzeru ja u3 lloenkape -
Bupxod - Burore Teopeme cienn ga je gr(U(L)) 3ampaBo cuMerpryHa anrebpa
Hax L.

Amnajorao kao ko JIujepux anrebpu, yKOJUKO je mara airebpa A, A - momays
je BekTopcku mpocrop V' ca GunuaeapuuM npeciukaBameM A X V' — V| 3a koje
BaXKu

a(a’'v) = (aa’)v, v =,

3a cBe a,a’ € AmveV.

Kako cBaku BEeKTOPCKH MPOCTOP, WMA CBOj AyaJi, MPUPOIHO CE TOCTABIHA
UTame KaKO aKCHoOMe Koje MeUHUINY CTPYKTYyPy aaredpe yTudy Ha AyaaHd
BekTOopcku mpocrop ox A. Kao mro je mosHaro, yKOJIMKO MMaMO JIMHEAPHO
npecaukaBame f @ V. — W umsmeljy aBa BekTOpCKa mMpoCTOpa, OHO HWHIYKYje
JuHEeApHO mpecaukaBamwe f* @ W* — V*. Buammo ma ce mpomeHuno cmep
MIPECINKABAHA, 114 je MPUPOIHO AedUHUCATH CTPYKTYPY AyaJIHy ajredpu Kao
CTPYKTYPY, Y KOjoj Ou omoroBapajyha mpecinkaBama IPOMEHIIA JOMEHE 1 KO0~
MeHe, a CTPEeUIEe y AujarpaMuma ou ce okpemrysie. Tako m01a3uMo 10 CTPYKTYpe
Koasreope. PopmaTHO:

Hedunurumja 2.1. Koasurebpa je ypehena rpojra (C, A, €) rue je C Bekropcku
npoctop A : C - C® C un e : C — k nuHeapHa NpECJANKaBamba, TAKBA 1A
cienehu ujarpamMu KOMyTHDPajy:

CoCeC 2% cw0

oo |-

CoC—2 ¢

ke 2o ook

|

C

[MpecnukaBame A Ha3UBAMO KOMHOXKEHE, IPECTUKABAE £ HA3UBAMO KOje 1~
HUIIA, ¥ IIPBU JiUjarpaM U3parkaBa CBOjCTBO KOMHOXKEHA KOje HAa3UBaMO KOACOIU-
jaTWBHOCT. AHAJIOTHO Ka0 ¥ 34 OCTaJIe aKCMOME, KOMYTATHBHOCT HieMO M3pas3nTn
OKpeTambeM CTpeuia (M y OBOM CIydajy je Ha3BaTH KOKOMYTAQTHBHOCT), Tj.
nobuja ce ciaenehu aujarpam:

{
N

CelC —-CxC

e



Mopdmusam koanredpu je npecmukasamwe [ : (C, A e) — (C', A’ ¢’) koje 3amo-
BOJbABA:
(fofloA=Aof, e=¢cof.

ITpumerumo jour ga ykosuko je Tpojka (A, u,n) anrebpa, Taga je u Tpojka
(A, pot = p°P,n) Takohe anrebpa u wy o3nadaBamo A°P. AHaJOrHO, yKOIMKO je
rpojka (C, A, €) koanrebpa koauredpy (C, 70 A = A° ¢) oznauaBamo ca CP.

Kao mrro je ouekuBano, Baxu cienehe Tepheme:

Cras 2.1. 1) Jdyasnu 6exmopcku npocmop Koaszebpe je anrzebpa.
2) Jlyarnu 6eKMOPCKY NPOCMOP KOHAYHO OUMEHIUOHE aszebpe je Koaszebpa.

Joxas. Hexacy f: U — U’ ' ng:V — V' aureapHa nmpecanKaBarma BEKTOPCKAX
npocropa. Taga Moxkemo medunucaTn npecankagame f Qqg: UV - U @V’
Ha cneaehu HavuH:

(f®@g)(u®v) = f(u)®g(v),

3a cBako u € U mw v € V. Camum TuM 100MjaMo JIMHEAPHO TPECINKABAE
A: Hom(U,U") @ Hom(V,V') = Hom(V @ U,U" @ V').

Heka je can (C, A, ¢) koanrebpa. YKOJUKO 3a MAJIONpPE JAeDUHUCAHO TPECTUKA-
Bame A yamemo ma je U =V = C u U’ = V' = k gobujamo npeciukaBame u3
C* ® O* = (C ® C)* koje hemo omer oznauntu ca A. Heka je A = ) o7 rje je
7 rpancnosunuja. Heka je A = C*, p= A* o\, un = £*, rae 3uak * o3Hauana
Jla e pajam O KOWbYTATY JATOT TPECANKAaBama. JIWPEeKTHOM MPOBEPOM Ce BUIW
(A, p,n) anrebpa.

Joka3 ciyuaja 1moj; 2) je aHaJIOraH, ca THM IITO j€ y OBOM CJIy4ajy IPEeCIUKABAbEe
A A*@A* — (A® A)* mzomopdusaM, i 3a KOMHOXKEIHe U KOjeTHHAITY Y3UMaMO

npecTuKaBama A = 3o prme =n*. O

IIpumep 2.1. Csako mo/be UMa TPUPOJIHY CTPYKTYPY KOAIreOpe, CTaBIbambeM
na je A(l) = 1®1 u e(l) = 1. Takohe ranga je 3a npousBosbHy Koajurebpy
(C, A, €) upeciukabame € Mopdusam Koasiredpu.

IIpumep 2.2. U3 nperxomHor craBa BHAMMO 1 je AyajHHA IIPOCTOP ajaredpe
n X n- kBagparuux Mmarpuna M, (R), nma cTpykTypy KoasreGpe. la Gucmo
EKCIUIMITUTHO ONHCaJIe Olepallije KOMHOXKeHa U KOjeJUHUIe, 03HAIUMO ca Fj;
MaTpuiy kojoj cy cse xoMmmomente 0 u ij-Ta KoMmomeHTa je 1. Ckynm {E;; |
i,j =1,...,n} je 6a3a npocropa M, (R). Hexa je x;; »0j ayamna 6aza. Taza
ce crpykrypa koasrebpe na M, (R)* nedbunume ca:

A(J?l]) = Zl‘ik R Ty, E(l‘ij) = 52]
k=1

Bancra, e(z;;) = zi;(n(l)) = x”(z Ey) = 251'1@51@]' = §;j, © aHAJIOTHO Ce
k k
nobuja popmysia 33 KOMHOKEIHE.

IIpumep 2.3. (Tensopcku mpomsson koanrebpu) Heka cy (C, A, e) u (C', A’ ¢’)
koanreope. Tazma ce ma mpoctop C ® C’ yBOaM CTPyKTypa Koanrebpe KOMHOKe-
weM (id ® T ® id) o (A ® A’) m kojemuawOM € ® £’
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IIpernocraBumo caga 1@ MMaMO HEKM BEKTOPCKHU npocTop H Koju mcrospe-
MeHO WMa CTPYKTypy amnrebpe (H,pu,n) m xoamrebpe (H,A,e). Ilpnmernmo
na mpocrop H ® H rtakohe muma cTpykrypy anrebpe u koaarebpe (apyra je
neduHuCcaHa y TpUMeEpPy 2.3, IOK ce CTPYKTYpa ajaredpe 1001ja caMmo MHOKEHEM
onroeapajyfinx KOMIOHEHTH TEH30PCKOr mpou3Boza). JlOKaxKuMo IpBO jenaH
CTaB KOJjHU Ce OJHOCH HA KOMIIATHOMIHOCT OBE JBE CTPYKTYPeE.

Cras 2.2. Caedehia deéa mepherva cy exeusarenmua:
1) Hpecaurasarea (1 un cy moppusmu Koaazebpu.
2) Ipecaurasara A u e cy mMopPhusmu ar2ebpu.

Zoxas. Yumennna nga je p mMopduszam KoaJredpu CJIean u3 KOMYTATUBHOCTH
caeneher mujarpama:

H®H o

l(id@r@id)o(A@A) lA
HoHoHoHYY HoH

HeoH 2 kok

g};

a z1a je n mopduzam Koaarebpu Ciaeau u3 KOMyTaTuBHOCTH cieneher aujarpama:

F—" + H

JupekTHO ce mpoBepasa Ja iemo g06utn ucre gujarpame ako cy A u € mopdusmu
anrebpu. O

IIperxoano TBpheme BomM 10 HapemHe AeUHATHT]E:

Hedunurmja 2.2. Buanrebpa je ypeljena neropka (H, p, 1, A, €) rae cy ypehene
tpojre (H,p,n) n (H,A,c) anrebpa omHOCHO Koairebpa, W Koja 3aJ0BObABA
HEKO OJT eKBUBAJIEHTHUX TBpherma mperxogHor craBa. Mopdusam buaarebpu je
mopduzam oarosapajyhux anredpu u Koauredpu.

ITpumeTrMO NPBO OUYUTJIEIHE MOCJEAUIIE IPETXOAHE AeDUHULITje:
Alzy) = A(x)A(y), Al =11, £(1)=1.

Ha ocroBy craBa, BUAMMO Ja je JyajHu BEKTOPCKH IPOCTOP KOHAYHOMMEH-
3uone brasrebpe omasredpa.
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IIpumep 2.4. Ilokaxkumo 12 TEH30pCKa anredpa mMa CTPYKTypy OmasreOpe.
Hedunummmmo:
A)=1@v+v®1, e(v) = 0.

Kako cy nara nupecnukasamwa jsuneapua uz V' 'y T(V) @ T(V') onnocuo k, ona ce
npoayxyjy mo Mopdmusama amrebpn A: T(V) > T(V)@T(V)ne: T(V) — k.
Bugmmo na € 3a10Bo/baBa aKCHOME 33, KOjeIMHMUILY, 114 jOITT Tpeda MPOBEPUTH 1A
je KOMHOXKee KOacoIujaTuBHo, Tj. aa Baxu: (id @ A)o A = (A ®id) o A,
IIITO jeé TOBOJHHO YPAJWTHU HA TeHeparopuma. JleBa crpaHa gare jegHaduHe je:
([d@A)oA(w) =id@A1R®v+v®]1)=101Qv+1®vel+v®1®1, mro
je ucro u gecna crpana. Jlakie TeH3opcka anredpa uMa CTpyKTypy Omasreope.
[Tpumerumo jorm 12 je TeH30pCcKa ajredpa yBeK KOKOMYTATHUBHA.

VYrouuko je (C, A, ) koanrebpa, enemente 3a Koje Baxu A(zr) = lQr+a®1
HA3MBAMO IPUMUTHBHUM.

CraB 2.3. Hexa je H 6uanzebpa. YKoauko je esemeHm T NPuMumueaH mada
je e(x) = 0. Yroauxo je y dpyeu npumumueah esemenm, mada je u HuLos
Komymamop [x,y] = xy — yx maxohe npumumusan.

Zloxas. VI3 komyTaTuBHOT AujarpaMa Koju jeduHUINe KOjeINHUILy BUIUMO 4,
VKOJIMKO jeé & TPUMUTHBAH €JIeMEHT

x=¢e(l)x +e(x)l,
onakJie caenu ja je e(x) = 0. Hame umamo:
Alzy) =(1@zrz+2)(1leoy+ye])=1Qzy+2Qy+y@r+ay® 1,
OZIaKJIe JUPEKTHO CJIEIN 113 je
Allz,y]) =1 @[z, y] + [z, y] @1,

LITO 3HAYM JIA je eJieMeHT [z,y] IPUMUTHBAH. O

2.2 Xomndose aaredpe

IIpernocraBumo cama ga mmamo anrebpy (A, u,n) u koanrebpy (C, A, ).
Tana ce na npocropy Hom(C, A) moxe neduHucaTn GuinHeapHa oreparyja Ha
cnenehu magun. Heka cy, gakme f,g € Hom(C, A) u neduHUIMMO HUXOBY
KOHBOJIYyIIHjy f * g Kao ciemehy KOMIIO3UIH]Y:

A
c-—Sceoci®agatsa
Komponynmja je ounrnenmno omnuneapra. Takohe Bazku u cimemehe TBpheme:

CrasB 2.4. Ypehena mpojra (Hom(C, A),*,m0¢€) je anzebpa.

Zoxas. Ilpumernmo pBO, /18 YKOJUKO UMAaMO HEKH €JIEMEHT KOAJredpe & Taaa
je A(z) = g 2’ ® 2’ u KoHBOMIYIMja HA BEMy je Tala OYHIJIeTHO

x

frgle) =Y fa)g(a").
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[Ipumernmo Taxobhe, ma 360r KOACONMjATUBHOCTH BaKu
g ' @ A(z") g Az
u 0Baj u3pa3 hemo o3HauaBATH
§ xl ® .CL'/I ® x///
xr

mTo je mo3uaro kao CBujiepoBa curma HOTaIja. Y OBOM 3aImucy, 300r acolm-
JATUBHOCTH MHOXKEHha y A BHIMMO:

((f % g) = h)( Zf (™) = (f x (g* 1) ().

Haxkme x je acormujaruBHa. dasbe je:

((noe)x f)l@) = e@@)f(@") = FQ_ela')a") = f(x),

x x

ITO cienu u3 gedUHANNje KOjeIuHuIe, OJAKJIe CIeIu A je 1) O € JeBU WHBEP3
3a *. AHAaJIOHO Ce [IOKa3yje Ja je U JEeCHU. O

VY cuenujanmaom ciay4ajy, ako je A = C = H OGuanrebpa, KOHBOJIYIHja
nedunmIe CTPYKTYpPY anrebpe Ha mpocropy End(H).

Hedunnnmuja 2.3. Heka je (H, u, 1, A, ) 6nanredpa. Exgomopdnsam S on H
ce HA3WBA AHTWIIONAJIHO MPEC/IuKaBame (aHTUno) buairedpe ako BayKu:

S*idH:idH*S:nOE.

Buanrebpa ca antunomgom ce HazuBa Xormdona anrebpa. Mopduzam Xomndosux
anrebpu je mopduzam onrosapajyhux 6manredpu Koju KOMyTHPA Ca AHTUTIOIOM.

Hapasno, e Mmopa cBaka Omasredpa Ja mMa aHTHIION, Me)yTHM YKOJIHUKO Ta
uMa OH je jepuHcrBen. OBO ciieiy M3 YUILEHULE 14 j€ aHTHIION WHBEP3 oj id
y omuocy Ha omepanujy *. Taxohe, Xomndoy anredbpy ca amtumomom S hemo
ozuauasaru (H, u,n, A, S).

Kopumhiemem CBuiepoBe KOHBEHITHjE, BUIAMO 1A j€ 1eUHUITHOHO CBOjCTBO
AHTHIIO/IA 3aIPaBo ciemeha pesanuja;

sz ") =e(x 1_25

Koje Baxku 3a cBako x € H. Iloruenajmo can neke ocaosue nupumepe Xomdosux
aredpu.

IIpumep 2.5. Heka je G rpyna. Taga wa ckymy k[G] MoXKeMO yBeCTH CTPYK-
Typy Koajrebpe npeciukaBamuma A(x) =z ® z,e(x) = 1,2 € G, u JuHEapHO
ux npomyxkumo 110 k[G] (0Ba KOHCTPYKIMja HAPABHO He 3axTeBa Ja je G rpyna,
mozke 6uru camo ckyi). Takohe, muoxkemwe y G he unaykosaru muoxemwe y k[G]
u npurom he jenuanna ocraru ucra. Ja 6u k[G] 6una 6manrebpa, onrosapajyha
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pecInKaBama Tpeda ma Oyay mopdusmu oarosapajyhux crpykrypa, HIOp. 13
Cy KOMHOXEe U Kojenuauia mopdusmu aaredpu. QuurienHo je:

A@)Ay) = (zoz)(yey) =ry@zy = Ary), c(vy)=1=-¢c(v)e(y),

3acBe x,y € G, wro je u Tpedbasio nokazaru. Jlasbe BUAMMO /14 yKOJIUKO AHTUIIO/,
S mocToju OH MOpa 13 3370BObABA:

zS(x) = S(z)r =e(x)l =1,
1j. wmopa 6utu S(z) = x~!. Jlaksie Bummmo da y oBoMm caydajy, k[G] jecre
Xondora anredbpa. Ipnmernmo jorn na je k[G] yBeK KOKOMyTaTHWBHa, JOK j€
KOMYTaTHUBHA camo ako je 1o G. [lo amasoruju ca OBUM MpUMEpPOM, EIEMEHTE G
neke Xordose anrebpe 3a koje Baxku A(a) = a ® a Ha3ualieMo rpyIHH.

Jokaxkumo anajiorujy crasa 3a Xormdose aareope.

CraB 2.5. Hexa je H Xongosa anzebpa ca anwmunodom S. Tada je 6uanzebpa
H* Xongosa anzebpa ca anmunodom S*.

Zloxas. Heka je o« € H* m x € H. Tana mmamo:

(Z O/S*(O//)> (l’) _ ZO/(J?/)S*(O//)(.TH) _ ZOL/(’I/)OL//(S(ZL'//)) _

=a (Z I’S(x”)> = a(ne(x)) = "n*(a)(x).
T
Amnasiorso ce nokasyje u apyra peJsaiuja KojoMm ce jJedpHHMINE aHTHIION, [

Hapennu cras ce omHOCH Ha HEKA OCHOBHA CBOjCTBA AHTHUITOMA.

Cras 2.6. Hexa je (H,p,n,A,e,S) Xongosa anzebpa.
1) Tada je S moppusam buanzebpe H y buanzebpy (H, u°P,n, A% &) = HOPOP,
mj. UMAMO:

S(zy) = S(y)S(x), S(1)=1,

306 ceex,y € H u
(S®RS)A=APS coS=c¢,

2) Caedeha mpu mephera cy ex6uBareHMHa:
i) §% = idy,

i) 3a ceaxo x € H easicu Z S(z")x' = e(x)1,
i) 3a ceaxo x € H sadicu Zx”S(x’) =e(z)l.

x
3) Axo je H xomymamuena uru xoxkomymamuena mada je S* = idy.

Jlokas oBor crasa je jiyradak u TEXHUIKOr KapakTepa 11a hemo ra u30CTaBuTH.
JlupekTHA TOC/IeINIIa MPETXOIHOT CTaBa je ciemehmu:

CraB 2.7. Hexa je (H,p,n,A,e,S) Xongosa arzebpa. Tada je
Hopcop = (H7 Mop7 "77 AOP? 57 S)
maxohe Xongosa anrzebpa u S : H — HCOPP je moppusam Xongdosur asrzebpu.

Axo je S jow u usomoppusam, mada cy
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Hop = (H7 M0p7 777 A7 67 Sil) U Hcop = (H7 M’ /,77 AOP? E) Sil)
udomoppne Xongose anrzebpe.

Takolje, jomr jegma OuTHa MOCHEIWIIA je 3 OM HEKO MPECIUKABAME OUJIIO
AHTHUTIO, JOBOJHHO je /13 3a10BOJbaBa Aedunuinyhy pemamujy camo ua oapeljennm
reHepaTopumMa, Tj:

Cras 2.8. Hexa je H 6uanzebpa, u nexa je S : H — HC°P moppusam buanzebpu.
Hexa je H xao anrzebpa zenepucana cxkynom X maxeum 0a je

Z 2’ S(x") =¢e(x)l = Z S(z")z",

3a ceaxo x € X. Tada je S anmunod sa H.

Zoxas. Haxne, Tpeba MpOBEPUTH 14 CBOjCTBO AHTHUITO/IA, TPOJIA3H KPO3 TPOU3BOI,
Tj. aKo BaxKM 3a T M Y j1a BaxKu u 3a xy. Tana, kopumhemeM OCHOBHIX CBOjCTaBa
MOpQHU3Ma UMAMO:

Y (ay)S((ay)") =Y a'y'S(a"y") = o’ (Z y'S (z/’)) S(a") =

Yy

= (Z xﬁ?(l‘”)) e(y) = e(x)e(y) = e(ay),

¥ aHAJIOTHO Ce TTPOBEPaBa JAPYTa, jeTHAKOCT. O]
[ormemajmo cazm jeman ox HajouTHWjuX npuMepa XondoBux aaredpu:

IIpumep 2.6. ITocmarpajMo IpBO TEH30PCKY aareOpy HaJI HEKUM BEKTOPCKHM
IIPOCTOPOM, W IMOKAKMMO 113 je oHa Xomdosa anarebpa. Beh cmo Bumenu ma
OHA WMa, CTPYKTypy Omanrebpe, Jakje ocTaje ma ce geduHUIIE aHTUTION, 34
koju ce y3uma S(1) = 1,S5(v) = —v. Kaxo je A(v) = 1®v+v®1 10 je
Zx’S(m”) =1S(v)+vS(1) = —1v+vl = 0 = £(v)1 w anangornHO OM Ce UcTUTaAIA
x

apyra jemHakocT. Jlakje TeH30pcka ajredpa Hall MPOM3BOJAHUM BEKTOPCKUM
MPOCTOPOM MMa CTPYKTypPy Xormdose ajareope.

IMokazkumo can ma he U(L) nacnenuru crpykrypy Xomdose anrebpe o
T(L). Ha 6u ce nacuenusna crpykrypa koaurebpe, rpeba na Baxu A(l) C
I®T(L)+T(L)®1I uel) = 0. Ipso rephewe ce csomu na Cras 2.3,
O MPUMWUTHBHUM €JIEMEHTHMa y Omayiredpu, JIOK ce Apyro TBpljeme MupexkTHO
npoBepaBa. Takole IUPEKTHO ce TPOBEPABA JA je U aHTUIIO, 00O aeduHICAH
Ha KOJIMYHUYKOM TpocTopy, na je camum tuM U (L) Xondosa anrebpa. Ilpu-
METHMO OIIeT, Ka0 y Caydajy oOmdHe TEeH30pCcKe aarebpe ma je m oBa Xomdosa
anrebpa KOKOMYTATHBHA.

Ha kpajy oBor yBomHOTr ofe/pKa 0 XOmdOBUM ajredpama, moraegajMo jeaHy
MOTHBAIIHjy 3a yBoheme OBUX o0jekaTa.

Kao mTo je mo3naTo, T€H30pCKHM MPO3WBOJ, BEKTOPCKHUX MPOCTOPA je aco-
uujaTuBan, y cmuciay na cy (U V)W u U ® (V ® W) usomopduu Ha
KAHOHCKM HauwH. YKOHKO je A anredbpau U u V', A - monynu, raga je U® V' y
npuHuuiy camo A ® A - Moy, mehyrum yKoJuko je A duasirebpa, KOMHOKEHE
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nam omoryhasa qa A ® A - mogyn U ® V' cuabaemo crpykrypom A - Moyiia Ha
cienehn Haumn:

a(u®v) = Ala)(u®v) = Za’u@ a’v.

Taxobhe KojequHUIIA CBAKH BEKTOPCKHU IIPOCTOP CHADIEBA CTPYKTYPOM TPUBHjaJI-
HOI A - MOIyJia Tako mwro y3meMo: av = (a)v. Tana Baxu:

Cras 2.9. Axo je A 6uanzebpa, U,V u W A - modyau, u axo nowe k nocmam-
PAMO KAO MPUBUJaIHY A - MOOYA, Mada CY KGHOHCKU U3OMOPHUIMU:

UV)eW=U(VeW), kV2VVREk

uzomoppusamu A - modysa. Axo je A jow u KOKOMYMAMUGHA, Mada je Mmparc-
nosuyuja 7: VW ZW @V usomoppuzam A - modyaa.

Zloxas. oka3 TBphemba je jenHocraBaH, ma hemo moKa3aTh caMo 13 BayKH aCOIH-

jarusnocr. Takie, rpeba nokasaru aa je a(u® (vQw)) = a((u®v) @w). Uspas

Ha JIEBOj CTPaHU je jeJHak Z adu®ad (vew) = Z adu®a’vead w, as3bor
a

a

KOACOIMjaTUBHOCTH, TOME je jeHaK W M3pa3 Ha JAeCHO] CTPAHH jeqHAKOCTH. [

Hamomennmo oBze jormr ga ce cBaka O MPETXOMHUX HMMILIAKAINja MOXKE
ocimaburu. Ykosuko je A jomr u Xomdosa anredbpa, MOCTOjabe AHTHIIOAA HAM
JgonarHo oMmoryhasa na jgeduHuIIeMO CIPyKTypy A - MoyJia Ha BEKTOPCKOM
npocropy Hom(V,V’). Exkcrunuutro, axko je a € A,v € V u f € Hom(V,V’)
taza ce 3a nejerso A Ha Hom(V, V') y3uma:

(af)(v) =) d f(S(a")v).

1 y oBom ciy4ajy Baxku:

CraB 2.10. Hexa je (A, p,n,Ae,S) Xongosa anzebpa v U, UV u V' A -
MOAYAU Makeu da 6ap jedar Nap wuHe KoHaAwHOIUMEH3UOHY npocmopu. Tada je
NPECAUKABAIbE:

A: Hom(U,U") @ Hom(V, V') - Hom(V @ U, U’ @ V'),

u3 doxasa Cmasa 2.1, moppuszam A - modyaa, axo je mo ut : UQV' — V'QU*.
Chneyujarno npecaurasarba:

AUV - (VeU), w:VeU*— Hom(U,V)

cy moppusmu A - modyaa.
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3 Ilyacon-JIujeBe rpyne u JlujeBe 6uasredbpe

3.1 JlujeBe 6umanredpe

V HPeTxoHOM OJIE/bKY BHJIEIH CMO KAKO CTPYKTYpa ajredpe yBOoau J0JaTHY
CTPYKTYpy Ha IyajHH MPOCTOP, W HAKOH TOTA CMO JONLIN JO TojMa Koajrebpe
u Ouajirebpe. AHAJIOPHUM TIOCTYTIKOM, YKOJHKO Kpenemo o Jlujese ajredpe,
nohuhemo g0 mojma Jlujese 6manredpe. Ilounmmo makie ox mojma Ilyaconose
MHOTOCTPYKOCTH.

Hedununmja 3.1. Heka je M riarka MHOrOCTPYKOCT JMMEH3HUje M, U HEKa je
C> (M) anrebpa rnarkux dbynxuuja na woj. Ilyaconosa crpykrypa na M je R
JINHEAPHO TTPECTNKABATHE

{,}:C®°(M) x C®(M) = C>*(M)

KOje 3a/10BoJbaBa cienehe penarmje:

{f1, f2} = —{f2s i}, (1)
{frAfe, £33} +{fos {f3, f1}} +{fs, {f1, fo}} =0, (2)
{fifa, f3} = filfe, fs} +{f1, fs}fo. (3)

Axo cy M u N IlyacoHOBe MHOTOCTPYKOCTH, 3a npecaukasame F : M — N
KaxkeMo Ja je 1lyacoHOBO yKOIMKO BazKu:

{fi,fa}yo F={fioF, fao F}u.

CaojcrBo 2 nperxosue gedbuHUITje HABUBAMO JAKOOW]eB HIEHTUTET, a CBOjC-
TBO 3 najorunoBo mpasuio. Ilocmarpajmo npeciukasamwe g — {f,g}. Ha
OCHOBY CBOjCTBA 3 IPETXOIHE NeMUHUIN]e OBO MPECIUKABAIHE je TudepeHImpame
anrebpe dynknmja, ma je oHo obmuka X (g), 3a HEKO BEKTOPCKO IHO/be (KOje
HA3UBAMO XaMHJITOHOBO BEKTOPCKO I10Jb€), ¥ 3aBUCH caMo o1 dg, a 360r CBOjcTBa
1, 3aBucu camo ox df. Camum TuM J00pO je nedUHUCAHO TIPECTUKABame B :
T*(M) — T (M), B(df) = Xy, koje 3anpaso upe/crasiba objekar w™ € T(M)®2,
Kojer Ha3uBaMmo [lyacoHOB OMBEKTOD.

VY cnenehem mpumepy Buanmo Be3y usmely Ilyaconose u Jlujese cTpykType.

IIpumep 3.1. Heka je g xOHAYHOAMMEH3UMOHAIHA peasHa JlujeBa asrebpa, u
Heka cy f1 u fo riarke dynkiyje Ha g*. Kako je g* BeKTOpPCKU POCTOD, HErOB
TAHTEHTHU MPOCTOP Y CBAKOj TAYKH CE MOXKe UICHTU(MUKOBATH CA UM CAMUM,
na camuM tuM Judepennujan df csake riarke gynkuuje ciauka gy (g*)* = g,
Ma MOYKEMO y3eTH:

{f1, f2}(€) = ([(df1)e, (df2)e], §)-

Axo je x1,...,x, 0a3za of g, TaJa JATH U3pa3 MOKEMO 3AMUCATH KAO:

Af1 0fs

,J
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[IpH YeMy Cy ij cTpyKTypHEe KoHcTranTe JlujeBe anrebpe g. Ouwurienno Baxku
wij = —wj;. Taxohe ykoamKo moryeaMo u3pas:

aw]-k aw;ﬂ- Bwij
Z (wm' oz, + Wrj oz, + wrk oz, ) = zé:z:(c;kcf,l + cpicr; + ciicr) (65 Ts)

T

BuAMMO sa je oH jemmak 0 36or JakoOujesor uumenturera y g. Haxme {,} je
[Iyaconosa 3arpaza Ha g*.

Camum THM, TPUPOIAHO OM OUIIO MOTPAKHUTU CTPYKTYPY JAyaJiHy CTPYKTYpH
Jlujese asirebpe Ha TanrenTHoMm npocropy Ilyaconose muorocrpykocru, mro Hac
nosomu 1o caenehe:

Hedunuunmja 3.2. Ilyacon-JIujesa rpymna je Jlujesa rpyna G, xoja je u Ilya-
COHOBa MHOTOCTPYKYCT, M OBE JIB€ CTPYKType Cy KOMIATUOWIHE y CMUCTY 11 je
MHOXKeme U G X G — G IlyacoHoBO TipecinKaBame.

IIpe HEro mro BuAMMO /13 OBUME 3aUCTA JTOJAZUMO JI0 XKE/bEHE CTPYKTYPE Ha
TAHTEHTHOM ITPOCTOPY, MOTJIEAAjMO KaKO ce akcuome Jlujese rpyme manudectyjy
ua [lyaconoBom OmBekTOpPy. YCIIOB 13 je MHOXKerme [lyacoOHOBO mpecmKaBarmbe
ce 3amnucyje:

{f1, fa}(9192) = {f1 0 Ly, f2 0 Lg, }(92) + {f1 © Ry,, f2 0 Ry, }(g1),

IITO je 3alpaBo:

<w91927 (dfl)glgz ® (df2)9192> = <w92’ d(fl © Lgl)92 ® d(f2 © L91)92>+
+<w91 ) d(fl o R!]z)gl ® d(fQ © L92)91>7

OJIHOCHO, 3aIIMCAHO HA OMBEKTOPY:

Wgrgs = (Lgy )wgs @ (Lgy)ago (Wgs) + (Rgy)ugr @ (Rgy)sgy (W)
Crernujatno, ako CTaAaBUMO J1a je g1 = g = €, OYUJIETHO J00UujaMo:

Hocaeanua 3.1. Pame Ilyaconosoz busexmopa y jedunuyu Ilyacon-Jlujese
epyne je 0. Cneyujaano Iyacon-Jlujesa 2pyna nukxad Huje CUMNAEKMUNKA.

a cmo 3amcra 106N OHO TIITO CMO W YKEJIEJIH, BUAMNMO U3 TOTa IITO Ha ¢*
mocToju cTpykrypa Jlujese anrebpe. 3aucra, ako cy & u £ egemenTu g*, HEKa
cy f1 u fo raksu na je (df;). = &;, u Heka je:

(€1, &2l = (d{f1, fo})e-

Axo 3a TpeHyTak 3aHeMapWMO MUTAME Ja JIX je JaTa onepaiuja g06po medu-
HUCAHA, BUIUMO J1a OHA 3amcra jecte JlujeBa 3arpama, jep Ilyacomosa 3arpama
Takohe 33/10B0JbaBa JaKOOUjeB MIEHTUTET U OCTAJIA CBOjCTBA.

IMocmarpajmo mpecimkaBame w!t : G — g ® g Koje je JecHa TpaHCIammja
[TyaconoBor OMBEKTOpA y jeAUHUILY, U HEKA je § : g — g&g, Heros qudepeHiimjat
y jemurmmu. Tazna je:

[€1,&a]g- = 07 (&1 ® &2).

Bampago, 3a cBako g € G je:

{1, f2}(9) = (W"(9), B} @ R ((df1)g ® (df2)g))-
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HudepennupameM OBOT U3pa3a y jJeJUHUIN Y IPABILY BEKTOpa X , M KOPHUIINEHeM
TPETXO/IHe TToCaente, T001jaMo:

(X, d{f1, f2}) = (0(X), &1 ® &2),

ofaKJie caean 100pa meduHHCAHOCT.
Axo m3pa3 3a Ilyaconor 6usexTop 3ammmemo mpeko w? mobujamo:

WR(QIQZ) = (Adgl ® Adgl)(wR(QQ)) + wR(gl)7

[To 3Ha4H 12 je wi Komuka Ha G ca BpegHOCTHMA y § & g, 1A je IeroB m3BO.I

y jJeIVHUIM KOIWMKJI HA ¢ CA BPEIHOCTUMA V § ® ¢, OMHOCHO:
(X, Y)=(1®adx +adx @1)6(Y) — (1 ® ady + ady ® 1)6(X).
CamuM THM 10183UMO 110 ciedelie pedpununmje:

Hedunurumja 3.3. a)Heka je g Jlujea anrebpa. Crpykrypa Jlujese 6uanrebpe
Ha @ je KOCO CUMETPUYHO JIMHEAPHO IPECIUKaBambe § : § — g ® g Koje 30BEMO KO
- KOMYTaTOp M 32 KOje BaXKM:

1) *: g* ® g* — g* je JlujeBa 3arpasa.

2) ¢ je 1-KOLUKJI HA g Ca BPEIHOCTUMA Y § & g.

6) Mopdusam Jlujesux Guanrebpu je npeciukaBame ¢ : g — h), 3a Koje BaxKu:

PR @ody=dyoop.

IIpumernmo fa ako je (g,dqy) JImjeBa OGuanrebpa, Tama je To u (g, Ady) 3a
ceaku 6poj A € R. Crermjanno, 3a A = —1 gobujamo JlujeBy Guanredbpy Kojy
o3Ha4yaBamo g°P.

Takobhe Buanmo ma je Jlujea 6masrebpa mormyno oapehena JInjesom 3arpa-
oM Ha g u g*, ma hemo je o3HauaBaTu u Kao map (g, g*).

Cnenehe TBpheme je anasjoron nosnaror crasa 3a JIujeBe rpyre:

Teopema 3.1. Heka je G Jlujesa zpyna ca Jlujesom anzebpom g. Axo je
G Ilyacon-Jlujesa epyna onda g uma cmpysmypy Jlujese buanzebpe. Axo je
d : G — H zomomoppusam I[lyacou-JTujesux 2pyna, u b manzenmua Jlujesa
buanzebpa 2pyne H, mada je uzeod y e npecaurasara ® moppuzam Jlujesur
buanzebpu.

Obprymo, axo je G nosezana u npocmo-noeesana Jujesa epyna, mada ceaxa
cmpykmypa Jujese buanzebpe ma g nomuue 0d jeduncmeene Ilyacon-Jlujese
cmpykmype na G. Taxohe axo je ¢ : g — b moppusam Jlujesur OGuarzebpu u
H ITyacon-Jlujesa 2pyna ca manzenmuom buanrzebpom by, mada nocmoju jedun-
cmeen zomomoppusam ® : G — H, maxas da ), = ¢.

3.2 MamuHoBe Tpojke
ITocmarpajmo caf jefan eKBUBAJIEHTAH HAYNH 33/1aBama JInjeBux Ouanredpu.

Hedununruja 3.4. MamnHoBa Tpojka je Tpojka JInjernux amrebpu (p,py,p—)
3ajeJlHO ca HeJereHepucaHoMm OusinHeapHOoM (dhopMoM (,) Ha P, HHBAPHU]AHTHOM
y OJIHOCY H& a/IjYHIOBAHY DPENpE3eHTAIM]y P, TAKBY Jla BAXKHU:

i) p+ u p_ cy Jlujese nomanrebpe oz p.

ii) p = p4 @ p_ KAO BEKTOPCKU [IPOCTOP.

iii) p4+ u p_ cy usorpouse 3a (,).
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Teopema 3.2. 3a ceaxy xonaunodumenauony Jlujesy anrzebpy g, nocmoju 1-
1 xopecnondernyuja usmehy Jlujesux Ouaszebpa wa g u Marwurosur mpojku

(p,p4,p-), 3a Koje je py = g.

Joxas. Axo je (g, g*) Jlujesa Ouanrebpa, yamemo py = ¢,p_ = g*, u gedunu-
MeMO CKaJIApHU TIPOM3BOM Ha p = g d g*:

(X7€)|J = <X7€>7 (X7 X)F' = (§7§)P =0,

dacee X € gu & € g*. O6pHyTO, CKaTTapHA MPOU3BO/L AeduHumIe n30Mopdu3am
BEKTOPCKUX IIpocTopa p_ = p* , u camum tuM u Jlujesay anreGpy na p* . Haxie,
Kpaj TBphema ciean 3 HAPEIHOT CTABA. O]

CraB 3.1. Heka cy g u g* Jlujese anzebpe, u nexa je wa g g* sadam crarapru
npouseod Kao y dokasy npemzodue meopeme. Tada nocmoju cmpyxmypa Jlujese
anzebpe na g B g*, maxea da cy g u g* Jujese nodaszbpe u Koja 0cMaGHG
unsapujaHman damu crarapru npouseod axxo je (g,9*) Jujesa buanzebpa, u y
osom caywajy cmpykmypa Jlujese anzebpe je jeduncmeena.

JHoxas. Nzabepumo 6a3y {X,} ox g u woj nyanny 6a3y {£"} on g*, u neka je:
[XT’XS] = CisXh [57‘768] = ’Y:Sft-

Ha 6u oppemuin 3arpaje Ha g B g*, Tpeba na uspadyHamo jour uspase [X,., £°],
TJIe KOPUCTUMO WHBAPUjAHTHOCT CKaJApHOT MPOU3BOAA, Tj.

([Xrastgt) = (Xra [§s7§t])'

Takobe Buzmmo 112 je Ha OBaj HauuH onepanuja [, | jennosnauno onpehena. Tpeda
jomr mokasaru ja je Jlujesa 3arpaza, Tj. Ja 33/10Bo/baBa JakobujeB MIEHTUTET,
aKKo JyaJ g JIujese 3arpaze ma g*, jecTe KO - KOMyTaTop, Tj. jecTe 1-KOIUKJ
ca BpegaocTiMa y g ® g. Oumrmenno je §(X,) = 131 X, ® X;. akme ycios 3a
1-xormka 6([ X, Xs]) = X,0(X,) — Xs0(X,), ce Mmoxe 3anucarn:

Cis%abXa ®Xp = Vg)qu(Xp ® Xq) - 75qu(Xp ® Xq) =
= 729(efpXa @ Xg + g Xp © Xp) = 2U(ch, Xo © Xy + €2, X @ Xp).
NzjennavaBamem koedurmjenara y3 X, ® X, mobujamo:
chYe? = iR+ et — Bt — by,

Ca apyre crpame, ga Oucmo npoBepuin JakoOujeB uaenTureT Ha g B g* Tpeda
MMOKa3aTHu JIa je

[§a> [XT’XS]] + [XTv [Xsaga” + [Xsa [faaXr]] =0,

u caydaj ca aa € u jeqaum X . Pa3Bujamem n3pasa Ha J€BOj CTpaHu u mopehemem
koedurmjenara y3 X, BUANMO Ja ce 106uja oarosapajyha jeqnaunua. AHaIOrHO
ce UCHUTYyje APYTH CIyda]. O

[Mornemajmo casm meke mpumepe JlujeBux OGuajaredpu:
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IIpumep 3.2. Heka je G JlujeBa rpyna ca tpusujasaom IlyacoHoBoM cTpyK-
rypoum. Hbena ranrenrna JIujesa 6uanrebpa (g, g*) mobuja ce yaumamem na je
g* abesoBa.

IlyanHo, HeKa je g kKoHadHOAMMeH3nOHA abesoBa Jlujesa amrebpa. Taza cy
Jlujese 6uanredpe Ha g y 1-1 kopecnonaennuju ca Jlujesum anredbpama ua g*.

IIpumep 3.3. Heka je g = g(A) Kau-Mynujesa anre6pa nedbunucana renepa-
sncanom Kapranosom marpunom A. Tazga mocroju crpykrypa Guairebpe Ha B0j
(koja ce 30Be cranapHa CIPYKTYpa), Koja ce geduHuiie Ko - KOMyTaTOpOM Ha
reHepaTopuma;

8(H;) =0, §(D;) =0, §(XE) =d; XE A H;,

(rre je X ANY = X®Y —Y ® X). JeAuHCTBEHOCT CJIeH M3 TOTa INTO je
KO - KOMyTaTrop l-KOIuWKJI, W 3aT0 ITO je g reHepucana kao Jlujesa asrebpa
JaruM enemMentuma. Jla 6 ce I0Ka3a/0 IIOCTOjambe JaTe CIPYKTYpPe KOPHCTH-
Mo Mamunose tpojke. Heka je p = g @ g (kao Jlujesa anrebpa), Heka je pi
JjaroHasiHa nojanrebpa, u Heka je p_ = {(x,y) € by @ b_|h-komnonenTa x +
y = 0}(oBze je by = ny®h, ang je anreGpa remepucarna ca X ), i gedunurmemo
ckanapuu npoussof ((z,y), (', y' )y = (x,2")g— (Y, ¥') g, rme je (, )y cranmapman
ckajapuu npomssod Ha §. Kopwumhemwem unmenuna ga je g = by + b_ h =
b4 Nb_ kao u ga cy ny usorpoute 3a (, )y gobuja ce xa je (p,py, p—) Mamwunosa
tpojka. [akie ykommko je dim(g) < 0o, TOCTOjU CTPYKTypa Guasrebpe Ha g.
Hanomenumo fa u nmopes Tora mro y caydajy dim(g) = oo, He BasKH MPeTX0/ Ha
TeopeMa, MOXKe Ce MOKA3aTH Ja fie W Taj MOCTOjaTH Jara CTPyKTypa Jlujese
ouanredbpe Ha ¢.

Hanomenumo jomr na oo nucy jenune Jlujese Guanrebpe na g (10 Ha u30-
mopdu3zaM 1 yMHOXKAK CKaJIapoM), 4aK Hu y cay4dajy g = sla(C).

IIpumep 3.4. Heka je a upocra konaunomumensuona Jlujesa asnrebpa (Haz
nosmem C), u vexa je g = afu] = a ®¢ Clu| rue je u wenosnara. Jlujera anre6pa
Ha g ce medunuUIe TauKa Mo Tadka (nmocMarpajyhu g Kao CKyI NOJMHOMUjaJTHIX
npeciukaBamba C — a). Y3MuUMO HHBapUjaHTHU CKaJIAPHU IPOU3BO/, (, ) HA @, U
Heka je t € a®a Kasumupos esiement (t1j. exemenT Koju oarosapa id € End(a) &
a* ® a upu uzomopdusmy a = a* medunucanom ca (,)q), u geduHUIUMO § :
g—>g®gca:

t
0(f)(u,v) = (adf) @1+ 1@ adj)) —-.

u—v

[Ipumerumo 1a wako JecHa CTpaHa [eayje ma je panuoHaaHa MYHKIHja O U 1
v, Tj. Ja UMa TOJ AyXK 4 = v, OHa TO HHje 300r

(ady; ® 14+ 1®ady)t =0,

3a cee X € a. Oarosapajyha Mamwunosa tpojka je (a((u=1)), afu], a[[u=1]]), ca
CKaJIApHUM TIPOU3BOIOM:

(f:9)p = —reso(f(u), g(w))a,

rJie je res pe3auayM, Tj. KoedpHIujeHT y3 u L.
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3.3 Kouaacuuynu ayasa u gaba

ITpumernmo na u3 ocobrHa MamwmnHoBe TpojKe (P, P4, p—) caean na he Tpojka
(p,p—, p+) Takohe 6Gurn MamuuoBa TPOjKa, IITO 3HAUHU 12 je nedbununuja Jlujese
6manrebpe ayanHa cama cebu, Tj. ako je g Jlujea Oumasrebpa, Taza je u g*
Jlujesa 6uasnrebpa. Ha ocuoBy Teopeme 3.1, na nusoy llyacon-JIujeBux rpyma,
BuuMO s1a ako je G Ilyacon-JIujeBa rpyna ca ranrenTHO Ouasrebpom g, taja
MOCTOjW jeIWHCTBEHA TOBe3aHa u mpocTo-moBe3ana llyacon-JIujeBa rpyma G*
quja je TaHTeHTHA Omasirebpa g*, kojy hemo mazmBatu myana oxm G. Kako je
g*" = g Buaumo ga je u G** = G.

Takobhe, kam cmo mocmarpanu MarmHWHOBE TPOjKe, BHIEIN CMO JIa aKO je
(g, 9") JlujeBa Guanrebpa, aa rajga nocroju crpykrypa Jlujese anrebpe na g® g*
KOja je WHBApMjaHTHA y OJHOCY Ha TPWPOIHU CKAJAPHU MPOU3BOJ. 3aMpPaBo
BaYK¥ U BUIIIE:

Teopema 3.3. Hexa je (g,9*) xonawnodumensuona Jujesa buanzebpa. Tada
nocmoju karoucka cmpykmypa Jujese buanzebpe nwa g D g, maxsa da cy un-
KAY3UjE Yy cabupre

g=gdg < (g")”,

mopdusmu Jlujesuxr buarzedbpu.

Ca oBom crpykrypom Jlujese Oumasnrebpe, g @ g* ce HaswBa mabm om g u
o3HauaBa D(g). Awnamorno xkao masonpe mocroju Ilyacon-JIujesa rpyna D(G
KOja ce Takohe mazusa mabi ox G.

Jokas. Heka je 1 € g® g* C D(g) ® D(g) enemenT Koju oarosapa id mnpu
uszomopduzmy End(g) = g ® g*. Ko - komyrarop Ha D(g), ce nedunuiie:

Op(g)(u) = (ady ® id + id @ ad,)r.

Ha ce oBako 3amcra jgobuja JlujeBa OGumanrebpa, Bupehemo kKachuje. 3acaja
MTOKaYKMMO Ja OBaKo medunncana Jlujesa ouanredbpa nma kKejpeHa CBOjCTBA, Tj.
1a je 0p(g)(X) = 0q(X), m amamorno 3a g*. Ilo morarmmjn w3 qokasa crapa 3.1,
r=X; ® &, u raga je

5D(g)(Xs) = [XsaXt] by ft + X ® [Xs,ft] =
=X, 08+ X0 (VPX, — ¢,6°) =X 0 X,

IIITO 3aTPaBO jecTe KO - KOMyTaTOp 3a §. AHAJOTHO ce MpoBepaBa APYTrH CIyUaj.
O

Bparumo ce cag npumepy craugapase crpykrype va Kam-Mymaujesoj aarebpu,
U HOKAXKKMMO JIa Ce OHA MOXKEe Peasin30BaTu Kao 1abi1 (10 Ha IPOU3BO/L CKAJIAPOM ).
Baucra, Heka je (HoTanuja je kao y upumepy 3.3) q = g ® bh kao Jlujesa aurebpa,
U HEKa je:

g+ = {(z,h) € q|z € by, £h = h-xomnonenta z}.

Hedunuimumo ckagapau 1pOU3BO/L HA ( Ca

((I’h)7 (Ilvh/))q = (I,;El)g - (h7h/)g'
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Ucro kao y upumepy 3.3, nokasyje ce xa je (4, 4, —) Mamwunosa rpojka, Jjakie
nmamo Jlujere GuanreGpe Ha g4, ma u Ha D(qy) = g @ h. Ko - xomyrarop
HAJIA3MMO JUPEKTHUM padyHoM. Bumumo ma je d|pgp = 0, Kao u 1a je:

1 _

§di(X¢ ,0) A (Hia —Hi)-
Hame, kako je 0@ h npean (JIujese Gmanrebpe) on D(q. ), m nomro je D(q4) /(0
h) = g, Tume pobujamo JlujeBy Guanrebpy Ha g, 3a KOjy je KO - KOMyTaTOp:

1

S(XE) = fd XEAH;, 6],=0.

MHuoxkemeM mare CTPYKType ca 2 100MjaMo CTaHIAPAHY CTPYKTYPY-

3.4 Kuacuuyna Jaur-BakcrepoBa jemHadmHa

W3 nedununuje mabsa, BUAWMO 13 HEroB KO - KOMYTaTOp HUje caMo 1-
xonwky Beli je m 1-korpanuna. Takse Jlujere Ouasnrebpe m3mBajamMo y moceOHy
TpyIy:

Hedununuja 3.5. Korpannuna Jlujesa 6uanredpa je Jlujera 6uaaredpa g auju
je xo - komyrarop obsmuka 6(X) = X.r 3a Heko r € g ® g. (X.r upeacrasba
aJljyHrOBaHO JIEJCTBO ¢ HA § & g).

CraB 3.2. Hexa je g Jlujesa anzebpau mexa je v € g @ g. Ilpecaurasarse 0,
u3 nmpemzodne deunuyuje je Ko - KOMYMamop akko cy 3adosomenu caedehu
YCA06u:

i) r12 + 721 je g unsapujanman esemenm g ® g.

i) [r12,713] + [r12, r23] + [r13, 23] je g unsapujanman esemenm 0d g ® g ® g.
(Csyda je nodpasymesano adjyrzoeano dejcmeo).

IIIro ce o3naka Tude, ako je r = z:aZ ® b; Tama je ro; = Z b; ® a; MoK y

[

JIPYTOM CJIy4ajy je HIp [ris, T3] Z a; @ [b;,a;] ® b;.

Hoxka3 oBor TBphema ce cBoau Ha I/ICHI/ICI/IB&H;G onrosapajyhux m3pa3sa, na he
OUTH M30CTABJHEH.

[Mpumernmo 1a ykoauko r € gR g 3anaje JlujeBy ouaaredpy Ha g v pa3jInkKyje
ce o elemeHnTa ' € g ® g 3a ¢ WHBADWjAHTAH €JIEMEHT, Taja r’ 3aJaje mcry
JlujeBy Guasnrebpy. Ha ocuoBy i) r ce yBek Moxke m3abparu Tako jga Oyze
KOCOCUMETPUIAH.

VYeanop i) je HApaBHO HajIakime 3aI0BOJBEH ako je [r12,713] + [r12,723] +
[r13, 23] = 0. [Jara jeqnaunna ce Ha3wBa kiacnuna Janr-Bakcrepora jemnadanna,
a IeHa pelllerma KIachdHe r Marpuie (mro mojasu ox ciaydaja g = End(V)
rje ce r MOXKe mocMarparu Kao Mmarpuina). Ako Jlujesa GuasreGpa mosasu o
pemema gare jeanauuue, nary JlujeBy OuanreOpy Ha3uBaMoO KBa3WTPOYTraoOHA,
OHOCHO TPOYTa0HA YKOJIUKO J0JIa3U OJ KOCOCUMETPUIHOT pelniema. Hamomenn-
MO JIa CBH OBH IIOjMOBH MMAajy CBOjy aHasorujy 3a Xomdose aaredpe.

Cnenehu craB moka3yje aa je mabi ox JIujese 6uanrebpe Jlujera duaarebpa.

Cras 3.3. Hexa je g konawnodumensuona Jlujesa buanrzebpa. Tada je ren daba
D(g) xeasu mpoyzaona Jujesa buanzebpa.
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[oxas. daxmne Tpeba mokasaru [r12,713] + [r12, 23] + [r13, r23] = 0. Axo kopwuc-
TUMO HOTAINjy Of PaHWje NMaMO:

Hra 7”“ = Z([Xsa Xt] ®E® gt +Xs® [fsaXt] & gt +X, X ® [fsagt]) =

s,t

=Y (X, -1 X, 0 X, 08+, X, 0P @& -1 X, 0 X, @ £P),

s,t,p

IITO C€ MOCJe MPOMEHE MHAEKCA W KOPUINNEHmeM FHXOBE KOCOCUMETPUIHOCTH
Bum ga je 0.
Taxobe, s1ako ce Buau Ja je cumerpuduu jeo ox 7, D(g) - uuBapujanran. [

[Ipumerumo na nperxojaHa Teopema 3amnpaso jaje edbuKacaH METOI 33 pe-
maBame Janr-BakcrepoBe jenmnauwHe, jep YKOJMKO KpeHeMo o Heke JInjeme
Omasnrebpe, HAMPaBUMO HeH 1abJI, W 3HAMO /18 y 0] MOCTOjU €JIeMEHT KOju
pelaBa JIaTy jelHAYMHy, a 3HAMO U KOju je To ejeMeHT. Kacuuje hemo nmaru
aHAJIOTHY CUTYaIlljy Y KBAHTHOM CJIy4ajy.

ITocmarpajmo caz jour Heke mpumepe JIujeBux Ouasredbpu.

ITpumep 3.5. Heka je g komaunommmensmona upocra Jlujesa anrebpa Hasn
nosbem C. Moxe ce mokaszaTu j1a je 3alpaBo y OBOM CJlydajy CBaKa CTPYKTypa
JlujeBe OuayireOpe KBa3WUTPOYraoHA, INTO CJIEIN U3 UUHLEHUIE 13 je cBaku 1 -
KOIWKJI H3, § CA BPEIHOCTUMA y OMJIO KOjOj KOHAYHOAUMEH3NOHO] PEITPE3EHTAIN-
ju korpanuna (mTo je mo3Haro Kao BajrxenoBa JiemMa), U 3aTO IITO HA 0], J0
Ha YMHOYXKAaK CKaJIapOM ITOCTOjU CaMO jeJaH WHBAPHUjAaHTHU CKAJAPHU MIPOU3BOI.

IIIto ce Twye cranmapaHe CTPYKType, T - MATPHUIA CE MOXKEe JOOUTH HA
cnenehn maunn. Heka je t € g ® g Kasumupos eneMeHT u 3amummMo ra Kao
t=ty_+to+t_;raejeto €h®b, t4_ € ny @n_ U aHAJOrHO 32 IPEOCTATH
aral. Taga ce ctangap/Ha CTPYKTYpPa 33/1aje ca

T = tO +2t+,

Ha 6ucMo 0BO BuzesM, UMAMO Ja Ce § MOxKe peasu3oBaru Kao naba D(q4).
Yuusep3anna r - marpuna jgare duasarebpe je:

1o n _
TD:§;di(Hz—,Hi)®(Hz—,in)+ Y da(XS,0)@ (X;,0).

a€EA L

Ha bucmo mobuiu r - MATpUIy Ha ¢ JaTy Tpeba HCIPOjeKTOBATH HA § Q g U
TNOMHOKUTH €& 2 (TUM TMOCTYTIKOM CMO JOOUIH CTAHIAPIHY CTPYKTYPY O JATOT
nabna). Ha xpajy, nobuja ce:

Tg:idiHi®Hi+2 Z daX;r®X;.

1=1 aEAL

Taxobhe oBa cTpyKTypa ce MOxKe 3a7aTh Ha OmiIo K0joj cumerpwdroj Kam-My-
aujeBoj aiarebpu g. Mehyrum, y caydajy ma je anrebpa 6€CKOHATHOIMMEH3UOHA
naru ejgemenT fie OuTu OeCKOHAYHA CyMa eJleMeHaTa u3 gR g, u OBaKBe Omaaredpe
Ha3MUBaMO ICEYI0-TPOYyTaHE.
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IIpumep 3.6. Heka je g = afu] JlujeBa GuanreGpa m3 nmpumepa 3.4. Bumemn
CMO I3 FeHa, CTPYKTYpa (POPMAJHO JOJNA3W Of T - MATPHIE:

t

)
u—v

rje je t € a ® a Kasumupos enement. OBje CMO KOPUCTHIIN:
g®g=afu] ®afu] = a® afu,v|.

Hapasno, nako je r m006po meduHmCAHO, OHA HEjE €IEMEHT JaTOr ajaredbapckor
TEH30PCKOT MTPON3BOJIa, TN OHA jecTe pererne Janr-Bakcrepose jemnaunne, mMTo
ce MOXK€ BUIETH U3:

[ti2,t13 + tag] = [tas, t1a + t13] = 0,

IITO CIeJM U3 WHBAPUJAHTHOCTH © 3a &/IjyHTOBAHO JEjCTBO d.

Hara r MmaTpuia npeacTaB/ba HAjIPOCTHje HETPUBUJATHO PAITMOHATHO PeIle-
we Janr-Bakcrepore jennaumne. Kacuwje hemo Bumern na ce KBAHTH3AINjOM
oBUX Omasrebpu 0J1a3u 10 KBAHTHUX IPyTa JaHTujaHa, KOjU MeHEPUINy PaIlno-
HaJIHA pellema KBaHTHe Janr-BakcTepoBe jemHatnne.

IMocmarpajMo cam jemaH crernujasan ciaydaj OeckoHagHOquMeH3noHnX Karr-
MynujeBux anredpu, acdune JIujese amrebdpe.

IIpumep 3.7. IlpernocraBumo na je g Heymiaerena adwuna Jlujera amrebpa,
JIOZeJbeHa, TPOCTO] KOMILIEKCHO] JIujeBoj anrebpu a. Ilo3maro je ma ce adune
JlujeBe asrebpe MOry peajin30BaTH Kao IEHTPAJIHA DAIlIUpemha ajiredpe nersbu,
OJTHOCHO KAao:

g=afu,u e C.caC.D,

TIe je ¢ TeHTPATHU eJleMeHT, a [) u3BOM, OTHOCHO

D, 1wy = L

JlujeBa 3arpaza ce 3amaje Kao:

. 9)(w) = (7). 9(u)] + reso( D g(a).

rae je (,) MHBApUjAHTHM CKAJAPHU OPOM3BOL HA O, a TeSy je KoedulujeHT y3
u~ !, Jla 6GHCMO OIHCAIN CTAHIAPIHY CIPYKTYPY 6masirebpe Ha g IPHMETHMO 12
je

(f +Ac+uD, g+ EenD) = reso(f(u), g(u)) + An + pé,
WHBAPUjaHTHU CKaJapHU TMPomM3BOa Ha ¢. Jlakjie y HoTammju u3 mpumepa 3.5,
UMaMO:

td=ti+c®@D+D®c,

" TIOTIITO je:
u:tl]

)

nd =nl ®utlal

NUMaMO:

U1 k
8 =11 E E Xy ® X\ (—
1— - + £ A & >\(u2) )
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rue je { X} opronopmupana 6a3a ox a. OBume J0O6UjAMO U3PaXKEHY T MATPUILY
OJl g TIPEKO T MATPWUIIE O @, Ha cienehn HAUWH:
1 uy
rg=Tq+ =(c®D+ D ®c)+t% .
2 U2 — U1

Ha kpajy oBor kparkor ocBpTa Ha Jlujese buaaredpe, morsesajMo Koju ooje-
kat JlujeBe rpyme, oaroBapa yHUBEp3aJiHOj 1 - MaTpuiy. Ilperxoano, 1o1aTHO
hemo npernocrasuru na je r + 7(r) (rme je 7 TpaHCIO3UIIUjA) HeJEreHEPUCAH.
VY oBoMm ciydajy Ka)keMo jJa ¢ MOXKe 11a ce (paKTOopHuiie.

Kao mro cMo Buzenw pauuje, r ¥ —7(r) MOXKeMO TOCMATPATH KAaO MPEC-
JIMKaBama §* — ¢, U HUje TeIKO BUIETH 13 Cy OHU XOoMoMmopdusamu JIujeBux
anrebpu (npumerumo ma —7(r) nedunume ucry JlujeBy Guanrebpy Kao u r
3aT0 WTO je ejeMeHT 7 + 7(r),§ - UHBAPUjaHTaH). YKOJIMKO HPETHOCTABUMO
ga cy G u wen gyan G* MoBe3aHU W MPOCTO MOBE3AHU, OBA MPECTUKABABA CE
noJmKy 110 xomomopdusama Jlujesux rpyna S u ST uz G* y G. Heka je T :
G* — G npeciukasame nebunncano ca T'(z) = S(x)S7(x)~t. Kaxo je r + 7(r)
Hegereneprcan, To je T jokanuu gudeomopdnusam y OKOJIUHE jeIUHUIIA TPYIIa,
G* n G. Kaxemo na G moxke 1a ce dpakropuire ako je T’ rmobanuu mudeomop-
duzam, momTo y ToM ciaydajy cBaku eigemenT g € G gomyinra (hakTOPUBAIU]Y

g=94+9-" taecy gy = ST~ g)) mu g = S™(T(g)).

CrasB 3.4. Hexa je G Ilyacon-JIujesa epyna xoja donywma daxmopudavujy, u
dedpuruwemo xaacuwny R-mampuuyy R: G X G = G X G xao

R(g,h) = (h_gh~", (h_gh~—")y'h(h_gh=") ).

Tada je R [Tyaconos dugpeomopdusam aro je na G ysema [lyaconosa cmpyxmypa
00 G* xopuwhervem dugpeomoppusma T 3a udenmugurayujy G v G*. Taxobe
R je pewene xweanmue Jane-Baxcmepose jednavune

RioR13R23 = Ro3Ri3Ryo.

VY oB0j jennauwnau Rio o3HauaBa mpeciaukaBame G X G X G — G X G x G

nedunucaHo ca
R12(97 h7 k) = (R(ga h)7 k)’

7 aHAJOTHO 3a Ri3 n Ro3.

Ocrarak paja nocsehien je npasibemy anasoruje usmely 1mojMoBa 0BOr mor-
JIaBJ/ba KOju ce ogHoce Ha JlujeBe Ouasaredpe ca mojMoBuMa Be3aHUM 33 Xormdone
asrebpe, un kopuinhemeM HUX 33 pernaBame KBanTHe Janr-Bakcrepose jemma-
YUHE.
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4 Heka pgaspa cBojcTBa Xo1doBUX ajredpu

4.1 IIpumepu u TomoJoinke XoimdgoBe ajaredpe

VKOIMKO mocmMaTpamMo CKyI CBUX peajiHux (DyHKIMja HA HEKOM CKyIty (KOju
MOYKEMO CMaIbUTHU y 3aBUCHOCTH OJ HEKE JOJATHE CTPYKYTPE CKYMa), 100rjamMo
aredpy jep peasHu OpOjeBW dYWHE MOJbE. Y HapeaHUM mpuMmepuma Bugehemo
Jla, YKOJIUKO TOYEeTHH CKYIl UMa CTPYKTYPY TPyIe, Ha CKyl (DYHKIHja ce MOXKE
yBecTu cTpyKTypa Xomdose aaredpe.

IIpumep 4.1. Heka je G KonauHa rpyma, u o3Haunmo ca JF(G) amrebpy k-
BpennocHux (dyukimja #a G. Crpykrypa k - MOAyIa W CTPYKTypa ajredpe
ce neduHMITy Tauka 0O Tavyka, kojexununy gedbununiemo kao £(f) = f(e), a
antunon S(f)(g) = f(g™!). Komuoxeme nedunuiemo kopumhemeM YutbeHuIe
1aje F(GxG) =2 F(G)®F(G), kao anrebpe, IITO CIEIU U3 KOHAYHOCTU IPYIe
G. Tana nedmunmevo A(f)(g1,92) = f(9192), OTHOCHO KAO CANKY NPU MAJIONDPE
HaBeZeHOM m3oMopduamy. ITpnmernmo na je F(G) yBeK KOMyTATHBHA, JIOK j€
KOKOMyTaTHBHA aKKo je To G.

IIpumeTrMOo jorr HA OBOM TIPUMEDY, JIa AKO TIOCMATPAMO TPYTHY anrebpy u3
upumepa 2.5, 1a BbUX MOXKEMO YIIAPUTHU lIPecuKaBambeM, Koje 3a naro f € F(G)

u Z)\igu)\i €k,g el

(f, Z Xigi) = Z Aif(gi)-

Moxke ce nokazaru n1a fie 0BO clapuBambe WHIYKOBATH U30MOP(MU3ME O/IroBapa-
jyhux XomdoBux amredpu, OIHOCHO Ja cy oHe MelycobHO myastHe.

IIpumep 4.2. Anajorny curyaimjy uMamo ako je G anrebapcka rpyna, a F(G)
anrebpa perynapuux GbyHKIMja Ha 0], 3aTO ITO fie Uy OBOM CJIy4ajy BaXKUTH
F(G x G) 2 F(G) ® F(G). OnummMo caMuM THM IITa ce J00Hja y Ciaydajy
G = Gl (k). Tama je F(G) anrebpa remepucana exeMeHTOMa ;5,1 < i,j <nu
esemerrom D! kao u jeqnom pesmammjoM:

D7 ldetX =1

rze je X MaTpHI@a 9Uju Cy €JIEMEeHTH T;;. KoMHOXKeme je JaTo Ha TeHepaToOpuMa;
Alzig) = ok @
k

a ocrama mpecamkaBama £(x;;) = 6; 1 S(z;;) = (X 1);;. U3 myarmmmka-
THBHOT CBOjCTBa JeTepMUHAHTE CJAeIH 13 3a ejdeMeHT D! Baxn A(D‘l) =
D7 '® D! xao u na je S(D~') = D.

Mebhyrum ykosuko je G Jlujesa rpyuna, a F(G) aarebpa rnarkux dbyHkiuja
Ha B0j, MHOKeme G X G — G unnykyje npecnukasame F(G) — F(G x G).
Kaxo ckyn F(G x G) canpxu Tenzopckn mpoussot F(G) @ F(G), mpeTxomHum
HauuuoM Hehemo no6uru crpykrypy Xorndose anrebpe va F(G). Iocroju Burie
pemema gaTor mpodbaemMa, jedaH je 1a ce 3aMeHu aaredpa riaaTKux (PyHKIja ca
HEKHM JIPYTUM OOjeKTOM Ca CJAMIHUM CBOjCTBHMA. JIpyru HAYUWH je Ja yKOJIHKO
je G KomuakTHa, yBohemem sup HOpMme Ha ajrebpy dynkuuja mgodulie ce aga je
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F(G)® F(G) rycr y F(G x G), ua 6u y onrosapajyliem komuierupamwy 100uiu
TpaKeHy jeTHAKOCT.

Criomenmmo jorr 1ia je Xondosa anrebpa F(G) ayanHa (omer, y3 onropapajy-
hy nedununumjy nyana), yausep3sanuoj omoraukoj airedpu U(g) Jlujese anrebpe
gon G. Kaxko je g 3anmpaBo anredpa CBUX JI€BO-WHBAPUjAHTHUX BEKTPOCKUX T10JbA,
Ha G, uuje reuko sugeru ja je U(g) 3anpaso anrebpa CBUX JI€EBO-UHBAPHU]AHTHUX
mudbepernmjanaux oneparopa Ha G. Tama he cnapusamwe U(g) X F(G) — C naro
ca (X, f) = (X.f)(e), nnaykoBarn uzomopdusme namehy F(G) n Ul(g).

Hawma najBarkuuju npumep oBe curyaryje he 6utn Xomdose anredbpe Ha,
npcrenoM k[[h]] dopmanaux crenenmx pemosa Hax moibem k. Caku k[[h]]
- Momyn V uma h-aJcKy TOMOJIOrHjy, KOja Ce KapaKTepWIle 3aXTEBOM 13 je
{h"V|n > 0} 6aza oxomuua 0 y V, u ma cy tpancnamuje y V mempekumme.
Huje Termko BuzeTn na 3a Mojyse ca OBOM TOMOJOTHjoM, cBa k[[h]] mnHeapHa
pecauKaBama Cy Henpekuana. IIperxomno motusume caenehy medbwurummjy.

Hedunnrmja 4.1. Tonosnomka Xondosa anrebpa Has mpcerenom k[[h]] je kom-
meran k[[h]] - mogya A ca k[[h]] rumeapruM npecnukaBamuMa A, €, (1, 7 KOja
3a10BO/haBAjy akcuoMe Xomdope anredpe, ca TUM MITO je aarebapcKu TEH30PCKT
POU3BOJL 3aMEEbEH IerOBUM KOMILIETUPaeM y h-aickoj ronosoruju (nobujenu
LIPOCTOP HA3MBAMO TOLIOJIOUIKU T€H30PCKK IIPOU3BOLL).

Konkperne npumepe tononomkux Xondosux anrebpu naz k[[h]] Buaehemo
KacHuje. 3acaj], Kao jeJHy Pas3iuKy IPUMETHMO Ja 33 OOMYaH TeH30PCKHU IIPO-
u3Bo1 Baxku klu] @ k[v] = k[u,v] IOK TO He BaK; aKO Ce IPCTEH MIOJIHHOMA
3aMeHu npcreHoM (hopManHnx pegoBa. Moxke ce TTOKa3aTh Ja yKOJIUKO y3MeMO
TOMOJIOIIKY TEH30PCKU mpou3Bof, Baxku k[[u]] ® k[[v]] = k[[u, v]].

4.2 Ksasurpoyraoue Xormdose ajiarebpe

Kao mro cmo cnomumasiu, 110jMOBH Ca KOjuMa CMO ce cycpesu Koj JIujeBux
Oomanrebpu mMajy CBOjy aHajorujy Ha Xomdosum anrebpama. I[louehemo o
OjMa, CKOPO KOKOMyTaTuBHUX XormdoBux ajredpu. IIpermocraspahemo ga Xorm-
doBe anrebpe nmajy MHBEPTHOUIAH AHTHUIIO.

Hedunuunuja 4.2. Xondosa anrebpa A HaJ KOMyTaTHBHUM TpCTeHOM k je
CKOPO KOKOMYTATHUBHA aKO TOCTOjU WHBEPTUOWIHU enemeHT R € A ® A Takas
Ja je:

A?(a) = RA())R ™, (4)
3a cBako a € A.

[MpumeTnMO HEKOJUKO OYUTJIETHUX CTBAPH:

1) Ako je A jomr u KoMyraTuBHa, OHA Ne OYMIJIEIHO OUTU U KOKOMYTATHBHA.
Crenujanmo anrebpa GyHKIHja Ha HeabenoBoj JIMjeBoj rpynu HUKaI HUje CKOPO
KOKOMYTAaTHBHA.

2) ¥V craBy 2.9, cMO BuJesm Ja aKO ©MaMOo e pelipe3anraiuje Xoidose airebpe
Ay dv A= EndV)n Ay : A — End(W), nacy tata VW n WV
uzomopduu kao A - momymu. To he BakuTu m y ciydajy Kaga je A cKopo
KOKOMYTaTUBHA, crienujaano udomopdusaM (Koju KomyTupa ca aejcrsom A) e
6uru npeciukasame: T o (Ay @ Ay )(R).
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3) Ykoumko je A ronosiounika Xondosa anrebpa, KazxkeMmo Ja je OHa CKOPO KOKO-
MYTATUBHA, KO MMOCTOjU eJIeMeHT R ca omrosapajyhinm ocoOMHAMa, y KOMIIJIETH-
pamy o1 A ® A.

VKOIUKO je A CKOpO KOKOMYyTATHBHA, BHJUMO J1a je eJleMeHT R jeIuHCTBeH
10 Ha MHOXKEIbe ejieMeHTOM 13 earpaiu3aropa C og A(A) y A® A. Ouursenno
je Z x Z C C, rne je Z neurap A. Takohe Baxku:

CraB 4.1. Heka je ¢ : A® A — A npecaukasare defpunucano ca ¢(a; ® as) =
a15(az). Tada je (C) C Z

Zoxas. Ha A 3amajmo A ® A nejerso Ha cienehin HadmH:
(a1 ® az) * a = a1aS(asz).

[Mpumernmo na je ¢(x) = v x 1 3a ceako © € A® A n na je Ala) x1 = (a)l.
Axojece Cua € A, tana je:

Aa) * ¢(c) = Aa) * (cx 1) = (A(a)e) x 1 = (cA(a)) x 1 = cx (Aa) x 1) =
— e(a)(c 1) = (@) (c).
Hedunumumo cama 3a cBako ¢ € C, npecinkaBame 1) : AQ AR A — A ca:
Y(a1 ® as ® asg) = a1d(c)S(az)as.

36or koacouujarusaoctu je P ((ARid)A(a)) = Y((id®@A)A(a)). Ako 3anumemo
a) = Z a; ® a' mmamo:

V(A @id)Aa) = (Aai) = 6(e))a’ —Z¢

= ¢(c)(e ® id)A(a) = gb(c)a
Y((id ® A)A Zaz¢ u(S ®id)A Zas

= (id @ €)A(a)p(c) = ag(c),

oJaKJie cuenu Ja ¢(c) KOMyTUpa ca CBUM ejleMeHTuMa a € A. O

VKOJIMKO NPUMEHHMO IIpeciHKaBambe T : a @ a' — a' ® a, Ha obe crpaHe
jemnaxocrn (4), nobujamo na je Ro1R € C, omakie cienn 1a je ¢(Ra1R) € Z.
Caenehn craB mobosbiiaBa OBy HIHEHHUILY.

CraB 4.2. Hexa je u = p(S ® id)(Ra1). Tada, u je uneepmubuiar esemenm
00 A, u 3a ceaxo a € A saocu:

S%(a) = uau™".

[Ipumernmo 1a cMo paHuje BUAETN 1a Y KOKOMYTATUBHO] X01oBoj aaredpu
Baku S = id. 13 nperxoaHor cTaBa BUIMMO 12 Ce n Yy CKOPO KOKOMYTATUBHO]
XordoBoj aaredpu KBaapaT aHTHUIOAA JIENO TOHAIITA,.
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Joxas. Tlokaxxumo npeo na je ua = S%(a)u, 3a ceako a € A. Bamummmo:

(A ®id)A Zaz®a ®ay.

Jennakocr (4) nosnadu:

RV a®aead)=0 doaeued)(Re1).

YKOIUKO 3amumemMo R = E r; @ r!, uMamo:
J
) ! " / i "
E ria; @rla; @ ay = g a;r; @ a;r? @ ay .
i,5 i,J

Ako npumernumo id ® S ® S? Ha 06e cTpaHe U OKPEHEMO peJociie]] YMHHOIA,

Jobujamo:
20 1 2 // I
E 5*(a})S(r'a Drja; = § S7( )aﬂ"j
i,J
TIITO Ce MOYKe 3aMNUCaTH Kao:

ZS(a;S(a;' S(riyrja; = ZSQ 7 )S(a;)agr;. (5)

KaKo je

3 S(ai)d) ® af = (n®id)(S © id ® id)((A @ id)A(a) = (£ ® id)A(a) = 1 @ a

Onakae je:
ZS’r] (a;)ajr; @ a) = ZS(rj)er@a:u@a.
J

360r Tora je mecHa crpana jeanakoctu (5) jemnaxa S2%(a)u. Chmano:

Y ai@adS(af) =a®1,

OJIaKJIe TIOKa3yjeMo JIa je JIeBa cTpaHa jeaqnakoctu (5) jemHaka ua, mMTo JOKa3yje
TPaskKeHy jeTHAKOCT.
Jla 6mcMO 3aBpImiImM I0Ka3, Tpeba jOIl MOKA3aTH 3 je U WHBePTUOWJIaH.
Hexa je v = pu(S™! ®id)(Ra1). Axo oznaumvo Rop = Z sk @ s*, umamo:
k

uv:ZuS sk—ZS Yusg =

k
=3 S0 sM)ryse = u(S ® id) (R Ry} = 1
k.j

BamenoM a = v y jemaauaman ua = S (a)u gobujamo 1 = S?(v)u. dakne, u uma
JIEBU U JICCHU WHBEP3, Tj. HHBEPTHOMIAH je. O
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Amnasiorso ce nokasyje aa 3a:
uy = p(S @id)(R™Y), ug=p(id® S ) (Ra1), us=p(id® S)(R™T)
Baxn S%(a) = u;au; " 3a cee a € A. AKO jomI u O3HAMIMO ca Uy, 3aKIBYTyjeMo:

Hocaeanua 4.1. Eaemenmu u; € A mehycobno womymupajy, a esemeHmu

UiU; " CY YEHMPAAHU.

Onasne, kao u u3 ummenure na je A°? Xomdosa anredpa, jacHo je 1a
enemMeHT R He MOXKe OHUTH MPOU3BOJHAH. 3AlPABO, MOPA JIa BAYKMU:

(AP ®id) @ A (a) = Ri2(A ®@id)(R)(A @ id)A(a)(A @ id)(R) 'Ry,
(id ® AP) @ A (a) = Raz(id @ A)(R)(id @ A)A(a)(id ® A)(R) 'Ry
Jlaxjie MOBOJbAH YCJIOB 3a KoacomujaruBHOCT AP je:
Ri2(A ®id)(R) = Roz(id ® A)(R). (6)

Cnuano ma 6w ce 3aJ0BOJbUJIE AKCHOME 33 KOjeIUHUITY, JOBOJ/HHO je 113 BaXKu
(e®id)(R)=(id®e)(R) = 1.

V3 Masio jade mpeTmocTaBKe J071a3uMO 10 ciaenehe:

Hedunurumja 4.3. Ckopo kokomyrarusaa Xomdosa anrebpa (4, R) je:
1) Korpanuuna ako R 3anososbasa jemnaxoct (6), Ro; = R u (e®¢)(R) = 1.
2) KBasurpoyraoHa ako

(A ®id)(R) = Ri3Raa,
(id® A)(R) = R13Ri2.

3) TpoyraoHa ako je KBA3HTPOYTaoHa, W aKo je jorm Ro; = RL.

Axo je A kBazuTpoyraona, ejemeHT R ce Ha3uBa yHuBep3anaHa R marpuna o
(A,R). Takofie A je TOLOJIOWIKU KBA3UTPOYraOHA AKO 1I0CTOjU oirosapajylhiu
emeMeHT R y 3aTBOpemy o1 A ® A.

V oBoj HOTanUju, aKko je R = E r; ® r* Taga je Hop. Riz = E mRlr
W aHaJIOTHO 3a OCTaJIe CJydajeBe.

Ouurneao, cBaka KOKoMyTaruBHa XorgoBa aaredpa je KBa3uTpoyraoHa ca
R marpunom 1 ® 1. Hawma he ox mnTepeca 6uTu HEKOKOMYTATHBHU MPUMEDH,
KojuMa hemo ce 6GaBUTH KAaCHHje KaCHU]E.

Axo je A kBasurpoyraoua Xomdora ajaredpa, 3a eJeMeHTe 1; U3 TOCTIEeIUIEe
4.1 MoOXe ce TIOKa3aTH Ja BaxKW u; = uz = u U uz = uy = S(u)~t. Omarne
CJle/ Ja Ce IeHTPAIHA eleMEHTH U;U;  CBOJE Ha eneMeHT uS (u) unu weros

naBep3. Takobhe mMoxke ce MOKa3aTh 1A BaXKH:
A(’LL) = (R21R12)_1(u (024 U) = (’LL (024 U)(Rglng)_l.

Caenehu craB nokasyje Heka JOJATHA CBOjCTBA KBA3ZUTPOYTraOHUX XOI(OBUX
aredpu.

CrasB 4.3. Hexa je (A, R) ksasumpoyzaona Xongosa aszebpa. Tada easrcu:
1) R12R13Ra23 = Ra3R13R12,

2) (e®id)(R)=1=(id®¢e)(R),

3) (S®id)(R) =R ' =(id® S™!)(R),

4) (S®S)(R) =R.
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Joxas. 1) Kopuwihemwem nedununuje KOKOMyTaTuBHe U KBa3uTpoyraone Xoi-
dose anrebpe mobujamo:

R12R13Ros = Ria(A ® id)(R) = (A ® id)(R)Ria.

Jlabe, mpuMeHOM T ® id HA 0D€ CTpaHe MPBE jeTHAKOCTH KOje AeduHUIny KBa-
3urpoyraony XondoBy anaredpy, mobujamo ma je:

(AP @ id)(R) = R23R13.

2) Crnenu AUPEKTHO NMPUMEHOM IpPEeC/uKaBamba € ® id ® id u id ® id ® € ua obe
CTpaHe MpBe U Jpyre jeTHAYNHE PECIEKTUBHO KOje JeUHUITY KBA3UTPOYTaOHY
Xomdoy anredpy.

3) Ilocmarpajmo uspas

R(S®id)R = (p®id)(id® S ®id)(R13R23) = (u®id)(id® S®id)(A®id)(R) =
= (u(id® S)A®id)(R) = (e ®id)(R) =1,

¥ aHAJIOTHO ce J00Huja ApyTra jeaHaKOCT.
4) je nupekTHA LOCAEAULA O 3) O

Hakae, jeanaduny u3 1) cmo Beli cpesin, 1 Ko LITO je PEYEHO OHA Ce HA3UBA,
kBanTHa Janr-Bakcreposa jemnaunna. [Ipumermmo wnak ga R - maTpuie Koje
ce T0jaBJbyjy y KBa3uTpOyraoHuM XordoBuM ajredpama Cy JUHEAPHA, MPEC/Iu-
KaBamwa k - MOIysa JOK Cy MPEeTXOdHa KOja CMO BUIE/IN HETHHEAPHA.

[IpumeTumo 12 yKOJIUMKO HMaMO HEKY KBasuTpOyraoHy XomdgoBy ajiredpy A,
u HeKy tbeHy peupesenraiujy A : A — End(V), raga hie R marpuua remepucaru
permema Jaur-Bakcrepore jemnaunue y End(V). lakie, KOHCTPYKIMOM J0-
BOJBHOT Opoja KBasuTpoyraoumx Xomdosux ajarebpu aobuliemo omrosapajyhu
6poj pemema Janr-BakcrepoBe jegHaumue HaJ, JIMHEAPHWM ITPECINKABAHUMA,
BEKTOPCKHUX IMPOCTOPA. YKOJHMKO ce ceTumo, y ciaydajy JlujeBux Guaarebpu
KOHCTpyKnuja mabisia HAM je maBasia ox npousdBosbhe Jlujese Oumasirebpe KBa-
surpoyraony. Ilormemajmo ouzma mra ce mobuja y ciaydajy XondoBux aaredpu.

4.3 HpundepbaoB KBauTHI a0

Omer, ykonuko ce cerumo JlujeBux Ouanredpu, mabs ox g je 6mia Jlujesa
6uasnrebpa D(g) koja je uzomopdua ghg* Kao BeKTOpcKu npocrop. Kao mro cmo
Beh Bumenu, JlujeBoj anrebpu MOXKEMO NPUAPYKUTH EEHY OMOTAYKY aaredpy
U(g), koja uma crpykrypy Xondose anrebpe, u kako saxu U(g® h) = U(g) ®
U(bh), ouekusano je ua ce qabsiy 0BOM Ciiydajy jo0uje Kao Bapujaluja TeH30PCKOr
MPOU3BOIA.

Heka cy makne B u C' Xondose anrebpe Has mojbeM k, u HEKa je R WHBEp-
tuonaHu egement o C' ® B TakaB Ja BayKu:

(AC (02] ’Ld)(R) = R13R23, (Zd X AB)(R) = R12R13, -
(id® SP)(R) =R, (8¢ @ id)(R) =R~ “

CraB 4.4. Axo R € C ® B 3adosonasa ycaose (7) mada je B @ C' ca cman-
daporom cmpykmypom aszebpe U ca KOMHONCETbEM

A(b X C) = R23AB(b)13AC(C)24R531,
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armunodom
S(b@ ) = Ry (SP(5) © S€(c))Ran,

U K0jeQUHULOM
e(b®@c) =eB(b)e(c),

Xongosa anzebpa xojy oznavwasamo: B @r C.

Zloxas. Kako 6u moka3 oBor TBphema 6mo mpoBepaBambhe CBUX akcuoMa Xomgose
ajrebpe, wro 6u ounrseHo 610 Hpeyradko, nposepuliemo camo ga je p(S ®
id)A = le. Heka je:

RZZQ’@bi, R*:ch@bbﬂ

J
APB) =D "bg@bh, A%C)=> c¢,@d,.
B Y

Taga je:
1(S @id)A(b® c) = Ry (SP @ SC @ id @ id)(Raz AP (b)13A° (¢)24Ro3 )Ra1)
= Y VSPbe)babibl @ ! S()SY (e1)SC (ei)erc,
i,79,k,0, B8,y
Kako je:
D 8% ei)er @ bib; = (S€ @id)(R((S9) ! @ id)(R)) =

ik (8)
= (S ®@id)(RR ) =1®1.

To je

S @id)Ab@c) = Y b8 (bt ® ! S9(7)S(¢,)el)) =

JibByy
=B(b)e% () Y b @ 'SO().
Jil
3a u3pa3 1ox cymoM ce Buiu Ja je jennak 1 ® 1, anasorno kao jeanakocr (8),
Ta je JaTh m3pas3 jeTHaK
D) ()1 @1=c(b®c)l @ 1.
O

IIpermocraBumo cama ma je A KoHauHomMMeH3MOHA XOMdOBa aaredpa Has,
nosbeM k. [Ipumenumo cajsa mperxomHy KoHCTpykmujy HAa B = A* C = A°P
(A°P je kao y apyrom noraassby, ucra Xomdosa airebpa caMo €a CyIPOTHUM
mHoxkemem). Taga Baxu:

CrasB 4.5. Eaemenm R € AP ® A* dodemwen udenmuukom npecaukagary A —
A npu usomopdusmy End(A) =2 A ® A*, 3adosowasa ycaose jednaxocmu (7).
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Joxas. Tlokaxxumo nnp. npsy jemnaxocry y (7). Heka je {a;} 6aza ox A, {a'}
10j ayasina 6a3a ox A*. Taga je R = Z a; ® o', u Heka je

7
A(az) = Z'yfka] ® Q.
7.k

Kako Baxu: 4 ] )
(@da*, a;) = {of @ o, Ada;)) = 7",

ma je JaxJie
Oéj()(k = ]k()l2
E ¥!"al.
i

Hake:
(Aid)(R)=> Ala)®a' = a0 0o =
i i,k
= Zaj ® ar ® of o’ = Ri3Ras.
7,k
O

Jaxye Mmoxkemo meduHncaTH KBAHTHU 1a071 01 Xomdorse anrebpe A ma Oyme:

D(A) = (A" @r AP)".
[Ipumerumo Ja HUCMO Memaju CIPYyKTypy Koajrebpe, na je gaxie D(A) =
A ® A* kao koasnrebpa, 1ma CAaMUM TUM M Ka0 BEKTOPCKHU mpocTtop. Takobje, nuje
TEIKO TTOKA3aTH 3 Cy KAHOHCKA yTalarba:

A — D(A) <= (A%)P

Mopdu3zmu Xondosux aaredpu.

Ha kpajy oBor morsiaBjpa MOTI€IAjMO jedaH 3aHUMJBUB mpuMep Xordose
asrebpe. Takobhe mpumerumo 1a cy cBu mpumepu XomdOoBUX ajredpu Koje MO
JI0 cajia BUJETW OWIM WM KOMYTATUBHUA WA KOKOMYTATHBHH. 3ampaBo, 0
nojaBe KBaHTHUX I'pyna 80-TUX roguHa MPOIIIOT BEKA, HUje ce 3HAJO 38 MHOTO
TakBuX XompoBux ajarebpu, OCUM HEKHX OYULIEIHHX KAO IITO Cy TEH30PCKHU
TTPOM3BO/T HEKOMYTaTHBHE N HeKOKoMyTaTusHe. Kacunje hemo BuaeTn 1a mocrojn
JlocTa MPUPOAHNUX TaKBUX npuMepa. Heka je makie y oBom ciydvajy A acoruja-
TuBHa anrebpa ca jeaqununom (HaJ mojbeM k Koje HUje KapaKTepucTuke 2) Jara
CBOjUM IeHepaTOpuMa ¢ U T, U pejialujamas

92 = 17 €T = Oa 9grg = —,
CTPYKTYPOM KOaJjredpe m1aTtoMm ca
Alg)=g®g, Al)=zeg+lex,

elg) =1, (@) =0,

KaO U aHTUIIOAOM JaTHUM Ca



Huje remko nokasaru ga je A 3aucra Xomdosa anredpa. Ilpumerumo aa
cy enementn {1,g,x,g9x} 6aza om A. Oumnrnenno, A HWje KOMyTaTWBHA HU
kokomyTarnBHa. Ona nMma ciemeha cBojcTa:

1)A = A* kao Xondosa anrebpa. Heka je {1,9,7,97} nyamna 6aza A* on
yrupaso nomenyTe 6aze om A. YKOJIUKO O3HAYUMO Yy = T g u { =T+ gx umamo:

72 =g, 52 = Ov 757 = _67
AMy) =787, Al)=£(@7+e®¢,
(1) =1, £1)=0.
Yupaso nasenere GhoOpMyJe ce I0Ka3yjy JUPEKTHUM PAIYyHOM, HIIP.:
(P 9) = (v@7,A9) = (1,9)* =
=((T,9) — (7.9))* =
—0-12=1
(Vr)=y@vrRg9+1®) =
= (v, 2)(7,9) + (v, 1){7,2) =0
(V,92) = (v®7, (g2 9)(z@g+1®2)) =
= (7, 92)(7, 1) + (7, 9) (7, 92) = 0.

[IITo moxasyje ma je v = e.
2)He-uyna rpynau enementu ox A cy 1 u g. 3ampaBo BHAUMO ako je a =
Al + px + vg + pgz vae cy A\ u, v, p € k, na je A(a) = a ® a akko:

pu=p=0, =0, N=\ 2=y
onakJie ciaenn gatu uckad. Takohe najommtuju emement y € A takas na je:
Aly) =y®1l+g®y

je y = Agx 3a HeKo \ € k.

3) A uuje uzomopdua kBaurHom 1abisy. 3aucra ako 6u 6uno A = D(H) 3a neky
Xormdonry anrebpy H, raga obu H 6uita IBOIUMEH3UOHA, 8 CBAKa TaKBa, XomdOoBa
anrebpa je KOMyTATUBHA U KOKOMYTATHBHA (KOMYTATHBHOCT j€ OUUIJIEIHA, jep
je anrebpa TreHepucaHa CaMO jeJHWM eJIEMEHTOM, a KOKOMYTATHBHOCT CJIEIH
u3 KoMmyTaruHocTu ayasue asre6pe). Ilomro je D(H) =& H ® (H*)°P kao
Koasirebpa, cieau aa je D(H) kokomyTraruBHa a A Huje KOKOMYTaTUBHA.

4) A je KBa3uTpoyraoHa. 3anpaso 3a CBaKO A € k

1 A
Ra=50101+10g9+901-g@g)+ 2@z +2@gr+9r®ge — gz @)

5
je yuupep3anua R marpuma on A, u ceaka R marpuna ox A je oBor obsmka,
IITO C€ HAPABHO MOXKE JIOKA3aTU JUPEKTHUM DAIyHOM.
5) Ha kpajy, npermnocraBumo ja je mo/be k ajrebapcku 3arBopeno. Taga A
“Ma JI0 Ha u30Mop(du3aM Ta4yHO 4 HEPACTAB/bUBE PEIPE3EHTALM]e, HAuMe JIBE
JeHOMMEH3UOHE:

g—=x1l, x—0,
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Kao | JIBe ABOJMMEH3HNOHE JaTe Ca:

L (E 0 L (01
g 0 1)’ 0 0)°

Ha 61 0BO BHIENH, IPEMETHMO Ja IOmTO je g2 = 1 cBakum A - momya V
je mupexTHa cyma VT @ V™ CcONCTBEHHX IOTIPOCTOPA 3a CONCTBEHY BPEIHOCT
+1 ox g u ga penaunuja grg = —x 3Ha4u ga  caumka V' y VT m obpmyTo.
Taxne A - momyn V je onpebhen napom jmneapuux npecimkapama X+ : VE —
VT taksux ma je XTX~ = X~ X1 = 0. NzabepuMo JauHEapHE IOTIPOCTOPE
W+ C V* rakse na je ker(X*) @ W+ = V*. Tazna, V je nupextna cyma A-
unBapujanTHUX nornpocropa ker(X )W ™ u ker(X )@ W . IIpernocrasumo
caza ga je V uepacraBbuB. Y oBOM ciydajy (Kako je jearpo MHBapujaHTHU
HOTIPOCTOP), cieju ja je uau X T unjekrusuo u X~ = 0, uiu je X~ UHjEeKTUBHO
n X1 = 0. Ananoramm pazmarpamenm 3a im(X ™), mo6mjamo anamorno Tepheme
3a CypPjeKTHBHOCT, OflaKJIe caean aa umu je X T n3omopduzam u X~ = 0, mwin je
X~ usomopduszam u X = 0. Onase aaxo caeau ga je dim(V ™) = dim(V ™) =
1.

Pauynamem mperxomno nasemeHe R marpuiie Ry y AaTOj IBOIUMEH3HUOHO]
pernpesenTanyju 100MjaMo jeaHonapaMerapeky haMuanjy:

+£1 0 0 A
0 1.0 O
0 01 0
0 0 0 71

MaTPpUYHUX pernerma Janr-Bakcrepose jeanadnne.

40



5 KsanTusamnuja

5.1 Hdedopmanuje XondoBux aaredbpu

Kao mro je seh ciomenyto y yBomy, jesna uzeja j1a ce perm nmurame KBAHTH-
3ammje je ma ce mocMarpa aedopmanyja aaredpe pyHKINja 0 HEKOM TapaMeTpy
h. Y oBom morsaBby (HOpMAIHO YBOAUMO OBaj mojaM u BuielieMO KakKoO Ha Taj
HAYUH MOXKEMO JONU 0 IMHUPOKe KJace KBAHTHUX Tpyma Koje he remepucaTu
pemema Janr-Bakcrepose jennaunne. /lakie, nperusna gedununuja gedopma-
nuje Xormdose anredpe je creneha:

Hedunnnrmja 5.1. dedbopmannja Xondore amrebpe (A, u,n, A, e, S) Hag no-
meM k je rorosomka Xordosa anredpa (Ap, tih, Mhy A,y €ny Sp) HAL TPCTEHOM
k[[h]] bopmasHuX creneHUX peioBa Hemo3HaTe h HaJl MOJbeM k, TaKBa Ja:

1) Ay, je usomopdua ca A[[h]] kao k[[h]] - momya.

2) pp =p mod h, Ap=A mod h.

3a ase pedopmanuje A, u Aj KazkeMO Ja Cy €KBUBAJEHTHE, aKO LOCTOjH H30-
mopbusam fp, : A, — Aj Xondosux anrebpu Haz k[[h]] xoju je maenturer
mod h.

Hanomena: Y nureparypu ce ymecto mapamerpa h, decto cycpehe o3Haka
h, amu y oBoMm pasay hemo 300r jeJHOCTABHOCTH KOPUCTUTH h, yMecTo A.

[IpumernmMo HEKOUKO CTBApH KOje ce OAHOCe Ha AedUHHIH]Y, TPBO, CBOjCTBO
1) mam maje ma cy emementu on Ay obiuka:

ap = ag + arh + ash® + . .. (a; € A). (9)

Jpyro, y medbuHuimju ce He CIOMUY jEIUHUIA, KOJEJIWHWIA W AHTHUIION, O
Ajp. 3ampaBo, MOXKe ce MOKa3aTH Ja je cBaka jaedopmalinja eKBUBAJIEHTHA,
nedbopMmalmjn y KOjoj Cy zara mnpeciukaBamba JobujeHa Kao k[[h]]-nmuneapho
npoayxeme ofaropapajyhinx npeciukabama wa A. CamMuM TUM je U cBaka Je-
dopmanuja og A Kao Guanredbpe umcroppemeno gedopmanuja A kao Xoudose
asrebpe.

Hapasmno, najupocruja medopmanmja ox A ce 100Mja YKOJIUKO CBA MIPECINKA~
Bamwa k[[h]]-nmureapro npoayxumo 10 npeciukapamwa na A[[h]]. dedopmanuja
KOja je eKBHBAJEHTHA OBOj, HA3WBA CE TPHUBHjATHA JePOPMAIIH]a.

Kaxo cy pp m Ay, k[[h]]-nmureapra npecimkaBama, OHA Cy TOTIyHO onpehena
Ha eJleMeHTHMa 00/uKa (9), 3a Koje je a; = ag = ... = 0. Takobe, kopumhemem
ycioBa 2) u3 nedununuje modujamo 1a 3a a,a’ € A Baxu:

prla®ad) = pla®ad) + p(a®a)h+ po(a®a )h* + ... (10)
An(a) = Ala) + Ay (a)h + Ag(a)h + ... (11)

3a Heka JauHeapHa (HaJ k) npecaukaBamba t; c AQA - Aun ;i A— A® A.
Amarnorno, ekBuBasenngja gedopmarmja fp, : Ap — A, ce Moxke 3anucaru
Ha eJleMeHTHMa, o7, A Kao:

fula) =a+ hfi(a)+ h2f2(a) + ...
Omner, y yBomy je cmoMeHyTO ma 6m KBanTH3anujy IlyacoHoBe MHOIOCTPYKOCTH

M wmoruu ga nocmarpamo Kao nedopmaiujy Fp, (M) ox anredbpe dyukuuja F (M),
TaKBY J1a je JITHEAPHHU Je0 KoMyTaropa Ilyaconosa 3arpaga. Ako je G Ilyacown -
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JlujeBa rpyna, raza F(G) uma crpykrypy Xomdose anrebpe (ocum nurarba
KOMIIJIETHOCTH, KOje NeMo TPeHyTHO 3aHEeMapuTH), U OB€ IBE CTPYKTYpE Cy
KOMTIATUOUJIHE, § CMUCILY 4 je:

{fiom, faom}axa = {f1, fata om,

rae ¢y f1,f2 € F(G),m : G x G = G muoxewe y G, {,}exc u {,}c cy
[Tyaconora 3arpama va G X G u G pecnektuBHo. Kaxo je f; om = A(f;),
MPETXONHN YCJIOB CE€ MOXKE 3alnCaTh Kao:

{A(A), Alf2)Yoxe = A{f1; fa}),

IIITO HABOJM HA cjenehy medununujy:

Hedbununuja 5.2. IlyacomoBa anredpa HaJ KOMYTATHBHUM OPCTEHOM K je
KOMyTaTuBHa aJjrebpa A Hajg k 3ajeHO ca KOCOCHMETPUYHUM K-JIMHEAPHUM
npeciukaBameM {, }4 1 A ® A — A, IlyacoHoBM 3arpasom, 3a Koje BaxkKu:

1) Jakobujes naenTuTer:

{a1,{az,as}a}ta + {as,{a1,a2} a}a + {az,{az,a1}a}a = 0.

2) JIaj6HuoBo npaBuIIo:
{araz,a}a = {a1,a}aaz + ar{az, ata.

Hasme, Ilyacon-Xomndosa anrebpa najg komyTtarusauM npcrenom k je Ilyaconosa
anrebpa (A, {, }4) nan k koja je u Xondosa anrebpa, u Baxku:

{A(a1), Alaz)}aga = A({a1, az2}ta).
V mperxomurom, Ilyaconosa 3arpajga na A ® A je:
{ar ® al, a2 ® a5} aga = {a1,a2}4 ® alah + a1as @ {a], a5} 4.

Oxroeapajyhia cTpykTypa Ha yHHBEP3AJIHOj OMOTAYKO] airedbpu, he 6utn ayamHa
JnedUHUIIja TPETXOIHO].

Hedununnja 5.3. Ko-Ilyaconosa airebpa HajJ KOMyTaTHBHUM IIPCTEHOM k je
KOKOMyTaTuBHA Koanrebpa (A, A, ) ca kococuMeTpuvHuM k-JTUHEADHUM IIPec-
qukaBamweMm 0 : A — A ® A xoje mHasuBamo ko-IlyaconoBa 3arpama, m Koje
3a/10BOJbaBA

1) Kommnozunuja:

AL A0A2Y Ao A Ay A A® A

je HyJ1a, e moCe e MPeCInKABAbEe 03HAYABA /13, je y3eTa CyMa M0 IUKJINIHAM
nepMyTanmjaMa y TPOCTPYKOM TeH30PCKOM mpou3soay (0Bo je ko-Jakobujesn
WJIEHTHUTET).

2) Ko-JIajoHuIoB uieHTuTeT:

(A ®id)d = (id ® 6) A + 023(6 @ id)A.

Ko-Tlyacon - Xoudosa anrebpa je ko-Ilyaconosa asnrebpa (A, A, g,0) koja je
jomr u Xomdoa anaredpa, u BaxKmu:

0(araz) = 0(a1)A(az) + A(aq)d(as). (12)
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Kako ITyacon Xondose crpykrype Ha F(G) oduriesHo oarosapajy crpyk-
typama Ilyacon JIujere rpyme Ha (G, Koje oneT oaroBapajy cTpykTypama Jlujese
Oouasnrebpe Ha @, TPUPOITHO j& OUEKUBATH:

Cras 5.1. Hexa je g Jlujesa anzebpa nad nowem k. Axo mwena omomaura
anzebpa U(g) uma ko-Ilyaconosy 3azpady §, mada je (g) C g®g u d|g je JAujesa
buanzebpa na g. Ob6prymo, ceara cmpyxmypa Jlujese buanrzebpe § : g — g® g
npodyorcyje ce jeduncmeeno do ko-Ilyaconose sazpade na U(g) wunehu U(g) xo-
ITyacon Xongosom anzebpom.

JHoxas. Hexka je 6 : U(g) — g ® g xo-Ilyaconosa 3arpasa na U(g), u Heka je
x € g. Tana je d(x) = Zai ® a; tne ¢y a;,a, € U(g). Takobhe moxkemo

1
NPETTIOCTABATH /13 Cy a JIMHEapHO He3aBHCHU. Tasa Basku:

S A(a) ®a) =18 6(x) + 2@ 6(1) + 023(8(x) ® 1+ 6(1) @ ).

Crapmajyhu y (12) a; = az = 1 nobujamo §(1) = 0. Camum ThM:

ZA(ai)@)aQ:Z(ai®1+1®ai)®a2

%

olaKJIe cileay Ja cy a; upuMmurusau egementu o U(g). Kako cy jeaunu npumu-
tusHU enementu U(g) 3ampaBo eneMenTu g cnenu 1a je a; € g. Jlakie nokasanmm
cmo ma je 8(g) C g ® U(g), a 360r KOCOCHMETPUIHOCTH § ciaeam na je u d(g) C
g ® g. Ocraje ma ce mokaxke ma je § 1-xonmki. Heka cy z1, 2 € g, Tama je:

(5([.’)31,,@2]) = (5(1’1332 — ,Tg.%‘l) =
0(z1)A(z2) + A(21)d(22) — d(22)A(T1) — A(22)d(21) =
[A(21),6(22)] — [A(z2),6(21)] = 216(22) — T20(71)

Hajzan, mako ce Bumgm ga je JakoOujeB mOeHTHTET 33 0° €KBUBAJIEHTAH KO-
JakoOujeBoM HIEHTHTETY 3a J.

O6puyro TBpheme ce gokasyje anasnoruo, kopurihemwem jeaunakocru (12), na
6u ¢ ce upouyzxuo na ueiy U(g). O

5.2 KsaaTuzamuja
Caga moxkemo Ja hopMan3yjemMo JUCKYCUjy U3 yBOJA.

Hedununmja 5.4. Heka je A komyrarupna Ilyacon-Xoudosa ajrebpa Ha
nosbeM k kapakrepuctuke 0, n Heka je {, } mena ITyaconoBa 3arpana. Ksantu-
zammja o1 A je medopmanuja Xomdose anredpe A, ox A TakBa ma BaXKwu:

a1a2 — a20a1

- mod h

{21,202} =
3a aj,as € Ay TakBe 1a je a; = x; mod hu x; € A.
Ksanruzanuja anrebapcke Ilyacon-JIujese rpyne (G, {,}) je kBanTuzamuja
Fin(G) anrebpe F(G) perynapuux dynkuuja na G nocmarpade kao Ilyaconose
anrebpe. Tazna (G, {, }) nasusamo xnacuuan aumec og Fp,(G).
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W mapasmo 3a Hac HajOuTHHjA JAePUHANE]A, KOjA C€ OMHOCH HA AyaJHH 00je-
KaT:

Hedununmja 5.5. Heka je A kokomyrarusha Ko - [Iyacon - Xomdosa anredpa
Hag mosbeM k kapaxrtepuctuke 0, u Heka je ¢ mena IlyaconoBa ko - 3arpaja.
Keanrusamuja on A je medpopmanuja Xomdose anredpe Ay ox A Taksa ma je:

o(x) = Lh(a) ;AZ”(Q)

rae je x € A aa € Ay je OUMI0 KOjU eeMeHT 3a Koju Baxkn © = a mod h.

Ksanruzamuja Jlujese 6uanretpe (g, d) je kpantusamuja Uy (g) meHe yHusep-
zasne omoradke anrebpe U(g) ca ko-Ilyacon-XomndoBoMm cTpyKTypoM u3 cTaBa
5.1. O6puyTo, (g,9) ce nazupa knacuydad gumec Uy (g).

mod h

Yoynyhe hemo y pagy medopmanuje yHuBEP3aIHE OMOTAYKE aIredpe HA3UBa-
TH KBAHTHE YHHBEP3aJIHE OMOTadKe anarebpe, a medpopmanuje anredbpe QyHKITH]ja
KBaHTHE ajredpe pyHkmmja.

IMpumerumo ga ycios gedununmje nMa cmucia jep je U(g) Kokomyratusma,
na je Ap(a) = AP (a) mod h. Taxkobhe Bunumo zna je Jlujesa anreGpa g jeaHos-
HauHo onpehena kBanTHOM OMoTaukoMm ajrebpom Uy (g) Gyayhu ja je ona ckyn
npumuTuBHEX esieMenara ox Up(g)/hUx(g).

Ucnocrasmpa ce pa je pedopmanuja ynusepsasde omoradke asrebpe U(g)
(camo kao Xomdore anrebpe) 3ampaBo KBanTusanmja Jlujere cuamredpe (g, d).
Taunnje BaxKM:

CraB 5.2. Hexa je g Jlujesa anzebpa Had nowem k wapaxmepucmure 0, u Hexa
je Un(g) dedpopmayuja Xongose anzebpe U(g). dedunuwumo d : U(g) — U(g)®
U(g) maxo da eaorcu:

An(a) — Ay’ (a)
h

2de je x € U(g) u a € Up(g) ce céodu na x mod h. Tada je (U(g),d) %o -
ITyacon - Xongosa anzebpa.

o(x) = mod h

Zloxas. Tspheme ce cBomu Ha mpoBepy oarosapajyhux m3pasa, u mpoBepuhemMo
Ja Baku Ko-Jaxkobujes maenTtuter. Mmamo:

1112 {(Ap @ id)Ap(a) — (AY ®@id)Ap(a)—

—(An ®id)AP(a) + (AP @ id)A%(a)} mod h.

(6 ®id)d(z) =

Kaxo je:
(Ap ®id)Ap(a Zm@a ®a
TO je:
(AY @ id)Ap(a Za ®a; ®a,
(A, ®@1id)AY(a Za ® al @ a;,
(A @ id) A (a Za”@a ® aj,
OJIaKJIe CJIe/IU TPAXKEHU Pe3yJITal. O

44



IIITo ce mocrojama KBaHTHU3AIKje TUYIE, OATOBOP Aaje ciemaeha Teopema, KOjy
HaBOAMMO 0Oe3 moKasa.

Teopema 5.1. Ceaxra xonawnodumensuona Jlujesa 6uanzebpa (g, g*) nad nosem
k xapaxmepucmuxe 0, donywma K6aHMU3AUUJY.

Takohe Baxku u BHUITE Tj:

Teopema 5.2. Hexa je g xonaunodumenduona Jlujesa anrzebpa, u nexa je r €
g ® g Koco-cumempuyro pewserve Kaacuwne Jane-Baxcmepose jednavune

[r12,m13) + [r12,723) + [r13, 23] = 0.

Tada, nocmoju xeanmusayuje Up(g) 0d U(g) wuju je xaacuunu aumec Jujesa
buanzebpa g ca kaacuunom T - mampuyom r. Taxobe, Up(g) je mpoyeaona
Xongosa anzebpa, u usomoppna je ca U(g)[[h]] xao arzebpa nad R[[h]].

Kako xkBaHTH3aIMje YHUBEP3ATHUX OMOTAUKIX aJIredpu u aaredpu pyHKITHja
HHUCY TJIABHA TEMA OBOT PaJa, 3aPXKUMO C€ Ha OCHOBHUM HUXOBUM MPUMEPUMA,
Tj. caydajy kaza je g = sly. ITocmarpajmo npBo mweny omoradky aaredbpy. Kao
IITO je MOo3HATOo O panwuje, cranmapaua Jlujesa Obuanredbpa na sly je mara ca:

S(H)=0, §(X")=XT"AH, §X )=X AH,

u ona je neduancana r-Marpunom r = X T AX ™. Hexa cy bt nomaJiredope ox slo
renepucane ca { X+, H} u nexa je h = b Nb~. Ounrnemnno je 6(b*) C b* @ b*
na cy nakiae b¥ Jlujese nox-6mamnreGpe ox sly. Jdaxme, naeja je 1a KBaHTH3YjeMO
upso (b%, 6]p+) Taxo ma nobujemo xpanTuzanujy ox (sly, ).

[Morpaxknmo kBanTu3amujy on bt koja je msomopdnua ca U(bT)[[A]] xao
anrebpa. [Momro je §(H) = 0, uzbop

Ap(H)=H®1+1®H,

3a70Bo/baBa ycios pepununmje Ko-Ilyacon-Xomdose anredbpe. la 6m modbwman
Ap(X™T), mpumernmo na je U(bT) rpagyncan BEKTOPCKH TIPOCTOP yKOIMKO CTa~
BuMO 713 je deg(H) = 0m deg(X ) = 1, m 1a KOMHOKebe TyBa ATy TPaTyalujy.
Jla 6u ce cagyBajia Tpajyaruja, MOXKEMO y3eTH Ia je

A X =XTaf+g0XT,

3a ueke f,g € U(h)[[h]].- Yeaor Ap = A nam maje f =g =1 mod h.
Huje Tenko BumeTn 1a 3a cBaku u360p f, g 0BaKO 1epUHUCAHO TPECTNKABAHE
Ay, ce mpoayKyje 10 xoMoMopdusMa ajaredpu

Ap:UBY) = U®GY) @ U((bH),

u Ja je Ap KoacoumjaruBHO ako cy f um ¢ rpyunu enementu 3a Ap. Takobje
y TPETXOJHOM M3pPa3y Ce TOApa3yMeBa Ja je TEH30PCKHW MPOU3BOJ, HA JECHO]
cTpaHu y3er y oarosapajyhem kommrerwpamy. Kao mro je Beh cmomumano
MOKe ce MOKA3aTH Ja je y OBOM CIydajy KoMmiuierupame jegnocraso (U(bT) @
U(61))[[h]]. LIro ce rpynHux enemMenara Tude, BaKu cienehin:

CraB 5.3. I'pynnu esemenmu f od U(h)[[h]] maxeu da je f = 1 mod h cy
obaura f =" 29e je € C[[h]].
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Zloxas. 1llto ce rpynHUX eleMeHara THYe, H3PadyHajMO:

(hp)"
!

NERINE
M= <

Ap ey = (Hol+1e H)"

() 1)

(hp)™ "
— mlk!

:eh/J,H ® eh/LH.

n=0

I
=)

n m=0

H™ @ H*

or
M8

3
x>
Il

o

O6puyTO HeKa je

oo

=1+ fuH" € UM

n=1
rpymHHA ejeMeHT, e je f, € C[[h]]. PauyH canuan nperxoJHOM MOKa3yje Ja je
Fman = fmfn 3a cBe m,n > 1. Jlakne ako je fi = hu, Taga je f = et O

MozkeMO TTpeTTIoCTaBUTH 14, je:
Ah(X+) = XT et 4 H g X

3a neke 1, v € C[[h]]. ampano, 3amernom X+ ca e H X+ muamvo na moxemo
npernocrasutu g1a je v = 0. Jame nedbununuja 16) 3axresa 1a je u =1 mod h
ma, ce 3a HajjeaHocTaBHUjU n300p 1 = 1 mobwuja:

Ay(XH =Xt 10 XT.
Cagn je ako MpOBEPUTH 118 AKO CTABUMO 13 je:
Sp(H)=—H, Sp(XT)=-Xte M ¢, (H)=¢e,(XT)=0,

nma ce taga Ap, Sy U € TPOLYKYjy H0 XoMoMOpdu3amMa aaredpu u 13 33I0BO-
JbaBajy cBe akcuome Xormdore ajreope.

HapagHo, u (b™,0|p-) ce MOXke KBaHTOBaTH Ha WCTH HadnH. Kao u Masonpe
moxke ce uzabparu gedununnmja 3a Ap(X ), 1y 0BOM cilydajy ce UCIOCTABIbA
Ja je Haj3rojHuje y3eTH:

Ap(X)=X"@1l4+e M ax.
AnTHIION M KOjeIuHUIIA Cy Tala:
Sn(H) = —H, Sp(X~)=—e""X", e(H)=en(X")=0.

Yammmo ga keaurusanuja Up (sl (C)) 6yme U(slz(C))[[h]] kao C[[Rh]] - mony, ca
CTPYKTYpPOM Koasrebpe ympaso meduHucanoMm. Jlame, Tpeba mzabparn CTPyK-
Typy asrebpe tako ja je Ap xomomopduzam. Ouer BUAUMO ja je:

A(XT, X =Xt 10Xt X @1+ oX =
= [ XT XT|@e " 4e M XT X7+ XTe " gef X~ —e "Xt X,

Ha 06u ympocruiu 0Baj u3pas3, KOPUCTUMO Cieiehu:
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Cras 5.4. Hexa je A anzebpa nad C[[h]], nexa cy a,b,c € A u npemnocmasumo

da a xKomymupa ca c. Tada:
1) eh(a+c) _ ehaehc

2) Axo je [a,b] = be, mada je
eMipe"e = pehe.

Ioxas. Tlpsu neo je no3HaTa YUIbLEHUIA, a IITO Ce JIPYror JAesia TUYe, BUIUMO
na je ouya ab = b(a + ¢) u onarie unaykuujom ja je a™b = bla + ¢)". HakJe:

a - h" - h" n atc c ha
ehb:ZHbZZHb(CH‘C) = beMate) = peheeha
n=0 n=0

O

W3 oBor craBa BHIUMO Ja ce MOCTEIIBA JABA CAOMPKA IPETXOTHOT H3Pa3ad
Kpare, Tj. A06mjamo:

Ap(XT, X =X X @M +e M o Xxt X7 (14)

[Mopehemem osor uzpaza ca Ay, (H) suaumo na ce penanmja [X T, X~] = H mopa
npomennru. Kaxo cy enementu et rpymnum, ysumamen na je [X T, X ] 6uno
koju ymuoxak ox e — e7"H jobuhiemo na je sanosossena jeamakocr 14). Jla
6m mOOM/IM UCTIPABAH KJIACHYAH JIUMEC Y3UMAMO:

hH

e _ e—hH

[X+’X_} =

eh _ e h
CBa mperxojiHa pa3MaTpama CyMUPAMO y HAPETHO] AeDUHUIIAjU:

Hedunnimja 5.6. Ksanrna sl (C) je rononormka Xomndosa anrebpa Uy, (sl2(C))
naz C[[h]] nedbunncana kao:

Heka je P = C{H, X+, X~} ayrebpa Ha/| JaTuM reHeparopumMa, u Heka je [
nBoctpann uneadst o P[[h]] renepucan ca
e — e

eh —e—h 7’

hH
[HaX+]_2X+a [HaX_]"_QX_v [X+7X_]_

U HeKa je I mweroBo 3atBOopeme y h-aackoj Tomonoruju. Tama, Up(sla(C)) =
P([h]]/I kao anrebpa nan C[[h]].
Hame, xomomopduzmu C[[h]] anrebpu:

Ah : Uh(ﬁ[Q(C)) — Uh(ﬁ[Q(C)) ® Uh(ﬁ[g((:))

€ : Un(sl2(C)) = C[[A]], Sh: Un(sl2(C)) — Un(sl2(C))

3aJIaTH HA TeHepaTopuMa y Mamonpehanmmsoj MucKycuju neuHnIry CTpyKTyPy
ronosomke Xondose anredpe Ha Uy (sl2(C)).

Taxobe, Up(sl2(C)) je xBanTHa yHMBep3asHA OMOTadka aarebpa, duju je
Kjacwyan gumMec JIujesa 6uasnredpa sly (C) ca r-marpumom r = X A X .
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Saap:kuMo ce jorr Majso Ha oBoM mpumepy. I[IpBo, Kako je meH KiacudaH
JMMecC KBa3uTpoyraoHa buanrebpa, Mmoxke ce oueknparn aa je n Uy (sl2(C)) cama
(romostomika) KBasuTpoyraona Xomdosa anrebpa, mrTo u jecre caydaj. Onze
hemo camo HaBecTu 1ITa je WweHa R-MaTpuia, ajd mpe Tora yBeaummo ciemehy
HOTAIIHjy:

" —q"
q—q '’

[n]g! = [nlg[n —1lg ... [2]¢[1lg,

= e

OBu cumbosu cy m06po neduHucanu Kao enementu noba Q(q) parmonanuux
dbyukuuja (y nocienmem uspasy je napasuo m > n). Huje Temko Bugeru ja je
u [n], € Z[g,q"']. Taxohe y cayuajy ¢ = € jacuo je na je [n]o» =n mod h.
Jakye, MoXKe ce MoKa3aTh J1a je

[n]q =

oo

Ry, = Z Rn(h)eéh(H®H)(X+)n ® (X))
n=0
rie je
1 —
py = Dy

[n]y!
yuusepsasina R-marpuna oz Uy (slo(C)). Ilpumerumo ja naTu esemeHt, 3aucTa
He HpuIaa ajarebapckoM TEH30PCKOM LIPOM3BO/LY, jep je Jara cyMa OecKOHadHa
(a u mojasibyje ce e, mMTO je omer camo (POPMATHU 3aMUC OGECKOHAYHE CyMe),
¥ OJaT/ie BHAWMO jOII jelaH pasJjor 300r KOr je OMTHO y3eru omrosapajyhe
KOMILIETHUPAHE.

Jomn jemam passor 300r kora HaMm je OWTAH TPETXOJHW MPUMED, CIeIu W3
gumenune ja cy cse Kau-Mynujese anrebpe (oBue ce 3aipKaBaMoO Ha KOHAY-
HOJIMMEH3MOHOM CJIy4ajy) g reHepucane nojanrebpama koje cy m3omopdHe ca
5[5 (C). Takobe, Kako ce cTpyKTypa Guanrebpe yBOIM Ha g Kao:

S(H;) =0, 8(X;")=diX; AH,,

BUINMO 1a he mare momasaredOpe, 3ampaBo OMTH TOI-OmaJjredpe, ma MOXKEMO
nokymaru, kao u y ciaydajy sla(C), na npso kBanTusyjemo nare noupaiarebpe,
a OHJIA HUXOBHUM JIEIJbEIbeM J00MjeMO KBAHTU3AIHU]y Of ¢. 10 HAC IOBOU 110
caenehe:

Hedunuuruja 5.7. Heka je g JlujeBa anrebpa npumpykena cuMeTpu3abuIHOj
Kapranosoj marpuiu (a;j); j=1,..n, & Heka je Uy(g) amrebpa max C[[h]] Tomo-
JIOIIIKY Te€HepucaHa ca emeMentuma H;, X;r, X, ,i=1,...n, u pejanujama:

[H;, Hj] =0, [H;, X]]=%a;X;,

edihH; _ o—dihH;

[X;F7XJ‘_] = ij edih _ g—dih

lfaij

17(11" s — . .
I R IO R A
k=0

e
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Tazna je Uy (g) Tonomomka Xondosa anrebpa nag C[[h]] ca komnoxemem:
Ap(H) = H; ®1+1® H;,
Ap(X) =X @ et 110 XF,  ANX]) =X @1+ Mg X7,
AHTHUIIOOM:
Sn(Hi) = —Hi,  S(X[) = —XFem®Ml, 8, (X[7) = —e X,

U KOJeJIMHUTIOM:
en(H;) = en(X;5) = 0.

Takobe, Up(g) je kBanTU3anUja CTaHAAPAHE CTPYKType Ouajrebpe Ha g.

[IIro ce kpanTm3amuje agredpe yHKIMja TUYE, TOTIEIAJMO TPBO MAJO Je-
TaJbHUjE KAKO Ce J0JIa3W /10 KoaredapCKux ornepanyja Ha ajarebpamva QyHKImja,
MaTpugHuX rpymna. [Tohumo IpBo o1 HEKOMUKO OYHUITIeTHUX duibeHna. Heka je,
3a moueTak, A KOMyTaTuBHA anredpa Hak moskeM k, 1 o3HaIuMO ca Hom ae(A, B)
ckyn csux Mopduszama (y cmuciy anrebpe) uz A y B. Jacuo je ja je

Homag(klzy, ... x,],A) = A"

u cuenujanno je Homayg(klz,y], A) = A%, Hapasuo, kako cy marpuie ypehena
n X n-Topka OpojeBa, jacHO je [1a MO MPEeTXOIHOM BAYKU:

Homa1g(M(2),A) = My(A)

3a CBaKy KOMyTaTHBHY anre6py A, rie je Ma(A) ckym 2 X 2 MaTpuIia ca eemMeH-
tuma y A, a M(2) je nonmmnommjanna anrebpa kfa,b, c,d]. dara Gujekunja ce
ocTBapyje npeciukaBameM, koje mopbusmy f: M(2) — A mopespyje Marpuity:

(Ko 1.
fle) f(d)
Asn Ha MaTpunaMa UMaMo JOJATHY CTPYKTYpy MHOkema Mo(A) @ My(A) —

M5(A), Koje HapaBHO UHIYKYje KOMHOXKewe Ha M (2), u ogaBie BUAUMO 12 Cy
KOMHOKEE€ U KOJeIMHUIIA 3aIIPABO JIATH Ca.

(-G8 - - )
(-6

mTo jacHo 3Ha4m Ja je Hnp. A(a) = a® a+b® c. [lame je HApaBHO JaCHO KaKO
ce gonasu 1o anrebpn dyukmja Ha Gla(C) n Slz(C). Takobe, anrebpa Ma(A)
10131 Ca CBOJUM ILIPUPOIHHUM AejcrBoM Ha A2, Koju je omer y Gujexrmju ca
klz,y]. Uneja xkojom 6m mommm mo kearTusamuje ox M (2) je ma Mmajo npomeHnMO
klx,y], n HapaBHO, HajjeIHOCTABHUje TITTO MOXKEMO Jia YPAJNMO je Ja Pesa