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PREDGOVOR

Autori ove knjige su ¢lanovi Katedre za primenjenu matematiku Elektrotehni-
¢kog fakulteta u Beogradu, ¢iji je osnivaé profesor DRAGOSLAV S. MITRINOVIC
(1908-1995). Na njegovu inicijativu 1956. godine pokrenuto je izdavanje ¢asopisa
Publikacije Elektrotehnickog fakulteta, Serija matematika, a 1957. Stampan je
prvi broj Matematicke biblioteke u izdanju Zavoda za udzbenike i ova edicija je
do danas dozivela oko 50 naslova. Profesor MITRINOVIC je objavio vise zbornika
zadataka iz raznih oblasti vise matematike, zatim je sa svojim saradnicima orga-
nizovao stampanje dve serije: Novi zbornik matematickih problema i Matematicki
problemi i ekspozicije.

Pre ta¢no 45 godina, 1965. pojavila se knjiga Matematicki pripucnik za takmi-
denga srednjoskolaca i prijemne ispite na fakultetima, ¢iji su autori OLGA MITRI-
NOVIC, ZORAN Pop-SToJaNovI¢, DOBRILO D. ToSi¢ i PETAR M. Vasi¢. Do
1991. godine izaslo je 6 izdanja te knjige.

Nekoliko kniga Matematicke biblioteke su u stvari zbirke zadataka i problema sa
prijemnih ispita i matematickih takmicenja kao i priru¢nici za pripremu takmicenja.
Vredno je pomenuti jednu interesantnu knjigu: VLADIMIR DEVIDE: 100 elemen-
tarnih ali teZih zadataka.

Ova knjiga je posveéena setanju na nezaboravno vreme velike aktivnosti nase
Katedre u gore pomenutim poslovima, a posebno u propagiranju zadataka i pro-
blema iz elementarne matematike.

Zbirka sadrzi 454 zadatka i problema sa detaljnim reenjima. Mozda bi bolji
naslov bio “Zbirka tezih zadataka.” Od ovog naslova smo odustali jer se u knji-
zi moze pronaé¢i i poneki elementaran zadatak. Poreklo zadataka i problema je
raznovrsno. Pored onih koji su zadavani na matematickim takmicenjima u Srbiji,
Hrvatskoj, Sloveniji, Rusiji, Poljskoj, Ceskoj, Slova¢koj, Rumuniji, Juznoj Africi,
Svedskoj i Austriji, veliki deo problema je iz poznatih svetskih ¢asopisa: Mate-
matika b skole, Kozépiskolai Lapok, The American Mathematical Mounthly, Gazeta
matematika, Kvant, Tangenta. Nekoliko zadataka je zadavano u Francuskoj. Pored
toga, ima i originalnih. Prvi autor je sastavio zadatke: 38, 119, 144, 152, 179, 181,
219, 271, 284, 295, 296, 307, 322, 324, 360, 385, 386, 387, 401, 429, 431. Zadaci
186, 224, 240, 424, 441 imaju originalna reSenja.

Zbirka je namenjena talentovanim ucenicima iz matematike i njihovim nastav-
nicima.

Zbirka je podeljena na 10 oblasti i ta podela je uradena po liécnom ukusu autora.



4 Zbirka reSenih zadataka i problema

Autori su se potrudili da svaki zadatak bude autonoman i da se ne oslanja na
druge zadatke. To istovremeno znaéi da se zadaci mogu reSavati preko reda.

EUGEN VEDRAL, profesor Pete beogradske gimnazije, prihvatio se recenzije ove
knjige. Brizljivo je pregledao rukopis i dao nam niz sugestija za poboljsanje teksta,
na ¢emu smo mu zahvalni. Na nekoliko mesta gde su data dva resenja ili dva dokaza
jedan od njih pripada profesoru VEDRALu.

Svesni smo da se ponegde potkrala greska. Tesi nas poznati Njutnov aforizam:
U matematici i najmangje greske nisu za potcenjivanje.

Autori ée biti zahvalni ¢itaocima koji ukazu na greske i propuste u ovoj knjizi.

Autori:

MIRKO S. JOVANOVIC
Beograd, 25. aprila 2010. email: msj@sbb.rs

DogriLo D. Tosi¢
email: dobrilot@gmail.com.yu
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ZADACI I PROBLEMI

I. TRANSFORMACIJE ALGEBARSKIH IZRAZA

1. Ako za brojeve a i b vazi a + b = —5, tada izraz
a? —ab+b? N 1 a2 —ab—-2v*\ a 2a
ad+2a2b+ab®>  a+b (a+0b)3 a—b a?-0b?

ima za sve a i b istu vrednost, koju treba odrediti.

2. Uprostiti izraz
a® + b3 4 ¢ — 3abe
(a—b2+(b—c)?+(c—a)?’

3. Uprostiti izraz

(b (c—a | (a=bp

E = b .
e 0 0-00-a  G-ae-p FPFF
1 1 1 1 . . . .
4. Ako je = + + + - = ————, dokazati da su bilo koja dva od brojeva a, b, c
a b ¢ a+b+c

jednaki po apsolutnoj vrednosti, a suprotni po znaku.
5. Neka je azx + by + cz = 0. Dokazati da izraz

_ ax? + by? + cz*
" be(y — 2)2 +ac(z — )2 + ab(z — y)?

I

ne zavisi od z, y, 2.
6. Ako su a, b, ¢ pozitivni brojevi takvi da je abc = 1, dokazati da je tada

a b c
=1
ab+a+1+bc+b+1+ca+c+1

7. Ako su z, y, z razliCiti celi brojevi, a n nenegativan ceo broj, dokazati da je
vrednost izraza

n

z" " z
Y +

=9 G 0w-2 Gc-0G-v)

ceo broj.
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8. Dokazati da iz

sleduje

a® + b +c* = (pa+ gb+7c)? + (qa+ b+ pc)? + (ra + pb + qc).

. .. 1 ..
9. Ako je a > b > ¢, dokazati da je izraz ai + + — uvek pozitivan.

10. Nadi najmanju vrednost izraza

p () e )

3
(x+3> +x3+i3
x x

za z > 0.
11. Uprostiti izraz (2+ 1)(22 4+ 1)(24 + 1)(28 +1)--- (22° + 1).
12. Uprostiti izraze:

2 +2x4+32°+322+22+1

E@) = zt+ad -z -1 ’
_(e+1)*-1 (@+1)(a® +1)
F{a) = a@<2) (a+1) p e g
Izratunati E(+1).
13. Uprostiti izraz
a® + b° — 2abVab a® + b® — 2abvab — ab

b= (Va—-vb)a+b+Vab)  aya—bvb+ab

Izracunati vrednost izraza F za a = 2+ /3, b= 2 — /3.

14. Naéi sve nenegativne brojeve a, b, ¢ za koje vazi jednakost
Va—b+c=+a—Vb+ e

15. Odrediti vrednost funkcije

va+ bz ++va - bz 2am
= za T= ————
va+br—+va-bx b(1+m2)"

f(=)

Izdvojiti one slucajeve (u zavisnosti od a i b) kada f(z) ne postoji.

I
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16. a) Dokazati identitet

E(x)_x4+(a—1)x3—(b+a—1)x2+(a+b)x—b_:1:2—f—aw—b
- ot — b+ 1)z*+ (b+c+ )22~ (b+c)z+c 22—brtc

b2 —ac

b) Izracunati E(x) za =z = —
a

+b
17. Uprostiti izraz 2 \/3 +1/5—1/13 + V48.

18. Odrediti racionalne brojeve 7 i s tako da je

V2V3—3=¢r— s

1
Ja+Vb+ e

2° Primeniti rezultat pod 1° na razlomak

19. 1° Racionalisati izraz

1
V2+ 34+ 4

20. Sta je vede
2.000 000 000 04

(1.000 000 000 04)2 + 2.000 000 000 04

ili
2.000 000000 02 0
(1.000 000 000 02)2 + 2.000 000 000 02

6 (z? —3pr —z+3p)

2 3pT 7 1 3p (p realno) ceo

21. Nadi sve cele brojeve z za koje je A =

broj.

II. TEORIJA BROJEVA

166...6

66 ...64 ako je poznato da brojilac i imenilac

22. Izratunati vrednost razlomka
sadrze jednak broj cifara.

23. Napisati sve parove uzajamno prostih prirodnih brojeva z, y €iji je proizvod
415 800.
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24. Dokazati da je 27195° — 108878 + 101528 deljivo sa 26 460.

925. Dokazati da n2 + 3n + 5 ni za koji ceo broj n nije deljivo sa 121.

26. Ako a nije deljivo sa 5, dokazati da je tada a® + 3a* — 14 deljivo sa 5.
27. Nadéi sve cele brojeve n takve da je n2 — 7n + 10 deljivo sa n — 3.

28. Da li postoji takvo celo n da je n® +n + 1 deljivo sa 1955 ?

29. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da broj n® — n? nije deljiv sa 504.

30. Ako prirodan broj n nije deljiv sa 7, dokazati da je jedan od brojevan® + 11
n® — 1 deljiv sa 7.

31. Naéi sve prirodne brojeve n za koje je broj 10™ + 8 deljiv sa 72.
32. Dokazati da je broj 119 — 1 oblika 10%n + 6000 i da je deljiv ca 6000.
33. Za koji prirodan broj n je n* + 4" prost broj?

34. Broju 523 dopisati tri cifre tako da dobijeni Sestocifreni broj bude deljiv sa 7,
sa8isa9.

35. Za koje vrednosti broja k je izraz N(n) = 3°"~' + k- 237-2 1 1 deljiv sa 7 ako
je n bilo koji prirodan broj?

36. Neka su a, b, ¢, d, e celi brojevi. Ako su ae + b i ce + d deljivi sa k, dokazati
da je tada ad — bc deljivo sa k.

37. Odrediti sve zajednicke delioce brojeva 5k + 6 1 Yo
8k + 7, gde je k ceo broj.

38. Du# kruga je ispisano 198512 cifara. Ako se
cifre €itaju u smeru kretanja kazaljke na casovniku,
potev od nekog mesta, tada ¢e dobijeni broj sa 198512
cifara biti deljiv sa 17. Dokazati da ¢e broj od 198512 198510
cifara, ako se pocne €itati sa bilo kog mesta, takode

biti deljiv sa 17.

198511

2
. a®+3 L .
39. Dokazati da se razlomak et ne moze skratiti ni za jednu celu
at +7a? + 11
vrednost a.

40. Ako su a,b, ¢ duzine stranica trougla, dokazati da je

3(ab+bc+ca) < (a+b+c)* <4(ab+ bc+ ca).

41. Nadi dvocifren broj takav da je kub zbira njegovih cifara jednak njegovom
kvadratu.
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42. Nadi sve &etvorocifrene brojeve koji kad im se dopise s desne strane broj 400
daju sedmocifren broj koji je potpun kvadrat.

43. Naéi najmanji multipl od 9 koji nema neparnih cifara.

44. 1° Naéi skup A deset prirodnih brojeva takvih da nema Sest razli¢itih eleme-
nata A ¢ija je suma deljiva sa 6.

2° Da li je moguéno naéi takav skup ako se “deset” zameni sa “jedanaest”?

45. Koji je najveéi prirodni broj koji ne moze biti izrazen u obliku 5z + Ty, gde
su 2 i y prirodni brojevi?

46. Nadi prirodne brojeve a i b takve da je

(Va+Vb—1) =49+ 206.

47. Naéi beskonacan skup prirodnih brojeva A koji ima osobinu da zbir elemenata,
bilo kog konaénog podskupa od A nije kvadrat prirodnog broja.

48. Dat je ¢etvorocifren broj N = abcb. Kada se saberu svi razli¢iti cetvorocifreni
brojevi koji imaju dve cifre b, jednu cifru a i jednu cifru ¢, dobija se broj cbbba.
Odrediti N.

NAPOMENA. abcb oznacava broj ¢ija je cifra jedinica b, cifra desetica ¢, itd. Pret-
postavitidajea #0,b# 0, c#0;a # b # c # a.

49. Merni brojevi stranica pravouglog trougla jesu celi brojevi. Dvostruka veli¢ina
povrsine trougla jednaka je trostrukoj veliGini njegovog obima. Naéi veli¢ine stra-
nica trougla.

50. Nadi sve prirodne brojeve z (sa bar tri cifre), koji imaju osobinu: Broj z i
njegov kvadrat z2 zavrsavaju se (u dekadnom sistemu) istom trojkom brojeva.

51. Nekom dvocifrenom broju doda se zbir njegovih cifara, a zatim se dobijenim
brojem izvrsi ista operacija. Na ovaj nacin dobija se dvocifren broj koji ima iste
cifre kao pocetni broj, ali u obrnutom redosledu. Odrediti brojeve koji imaju ovu
osobinu.

52. Naéi tetvorocifreni broj koji pri deobi sa 131 daje ostatak 112, a pri deobi sa
132 daje ostatak 98.

53. Naéi sve trojke prirodnih brojeva ¢iji je zbir jednak njihovom proizvodu.
54. Odrediti ¢etvorocifren broj koji je jednak cetvrtom stepenu zbira svojih cifara.

55. Jedan broj se moze rastaviti na dva faktora ¢ija je razlika 6, a zbir njihovih
cetvrtih stepena 272. Koji je to broj?
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56. Poredane po veli¢ini cifre Sestog stepena nekog prirodnog broja su: 0, 2, 3, 4,
4,7, 8,8, 9. Odrediti taj broj.

57. Odrediti poslednje dve cifre broja 7777

58. Naéi 5 poslednjih cifara od 55°

555 -+ 5 }m cifara
=59 .

31995 ?

59. Odrediti poslednjih pet cifara broja N
60. Koje su dve poslednje cifre broja

61. Neki prirodan broj n ima sve cifre jednake 3 i deljiv je sa 383. Nadi poslednjih
pet cifara broja n/383.

62. Koliko postoji prirodnih brojeva u opsegu od 1 do 1000 000 koji su kvadrati,
kubovi ili istovremeno kvadrati i kubovi?

63. Koji je najveéi paran prirodan broj koji ne moze biti prikazan kao zbir dva
neparna slozena prirodna broja?

64. Kvadrat nekog prirodnog broja je Sestocifren broj koji se sastoji, kada se
zasebno posmatraju dve po dve cifre, od tri dvocifrena broja. Prvii treéi od njih
su jednaki, a srednji je dva puta manji. Odrediti broj sa ovom osobinom.

65. Broj 24 ima 8 delilaca (1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 i 24). Naci najmanji broj koji ima
30 delilaca.

66. Ako tri prosta broja, veca od 3, obrazuju aritmeticku progresiju, dokazati da
je diferencija progresije deljiva sa 6.

67. Ako je n > 3, dokazati da zbir n uzastopnih prirodnih brojeva ne moze biti
prost broj.

68. Ako je n prost broj, dokazati da su tada svi koeficijenti, osim prvog i posled-
njeg, u razvoju (x + a)™ deljivi sa n.

69. Ako je n stepen od 2, dokazati da su svi koeficijenti u razvoju (1 + x)",
izuzimajuéi prvi i poslednji, parni brojevi.

70. Dokazati da izmedu 6 celih brojeva postoji par &iji su zbir ili razlika deljivi sa
9.

71. Neka je A proizvoljan skup od 20 razli¢itih celih brojeva biranih iz aritmeticke
progresije 1,4,7,...,100. Dokazati da moraju postojati dva razli¢ita cela broja u
A &ija je suma 104.
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1 v

72. Dokazati da je u Fibonacijevom! nizu svaki ¢lan ¢iji je indeks deljiv sa 12

takode deljiv sa 12.
73. Ako su m i n prirodni brojevi i m neparan, dokazati da je
NZD (2™ -1,2" +1) = 1.

74. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi m i n takvi da je 2 (m? + mn + n?)
kvadrat prirodnog broja.

75. Dato je 2" = 10b+ a. Ako je n > 3, dokazati da je ab deljivo sa 6. Ovde su
n, a, b celi pozitivni brojevi, a < 10.

76. Dokazati da ne postoje celi brojevi koji se prebacivanjem pocetne cifre na kraj
poveéavaju 5 puta.

77. Dokazati da se medu est proizvoljno izabranih uzastopnih prirodnih brojeva
uvek moze naéi broj koji je uzajamno prost u odnosu na ostale.

78. Dokazati da Sestocifren broj, koji se u dekadnom sistemu oznaéava sa TYyTYTY,
gde su z i y cifre, nema prost ¢inilac veéi od 97.

79. Ako se brojevi a i b mogu predstaviti u obliku 22 — 5y2, dokazati da se i broj
ab takode moze predstaviti u tom obliku.

80. Dokazati da u nizu prirodnih brojeva postoji proizvoljno veliki interval koji
ne sadrzi proste brojeve.

81. Resiti jednacinu z! + y! + 2! = Tyz, gde su x,y i z prirodni brojevi i Zyz
oznacava trocifreni broj.

82. Nadéi sva celobrojna resenja jednaéine y* = z2 + z, gde je k prirodan broj veéi
od 1.

83. Nadi sve cele brojeve z za koje je izraz y = —6 22 + 167z + 4823
a) prost broj, b) sto veéi prirodan broj, ¢) $to manji prirodan broj.

84. Na¢i celobrojna resenja jednaéine zy + 3z — 5y = —3.
85. Dati paran broj 2k rastaviti na zbir dva relativno prosta prirodna broja z i y
tako da proizvod zy bude najveéi.

86. Pokazati kako se 1993 izrazava pomoéu zbira prirodnih brojeva
a1 +az +---+a, = 1993

tako da je proizvod a; - ag - - - @, najvedi.

!Fibonaéi (Leonardo da Pisa, zvani Fibonacci (oko 1170-posle 1228)) italijanski matematiéar,
prvi je u Evropi uveo arapsko-indijsku numeraciju.
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I1I. JEDNACINE. NEJEDNACINE. SISTEMI JEDNACINA

A2 B?
r—a x-—0b

87. Dokazati da jednacina =1 (A, B, a, b realni brojevi) ima

realna reSenja.

22+ 2x — 24

88. Resiti jednatinu | —5——o-——0

-

89. Po z rediti jednacinu

(a+b)(c—z) (b+o)(r—2) (ct+a)(c—2z) (a+b)c+2
a? be ac ab ’

Posebno razmotriti sluéaj a:b:c=6:3:4.
90. Resiti jednacinu zt 4+ 42 — 1 =0.

91. Resiti jednacinu (5 — z)* + (z — 2)* = 17. Takode resiti opstiju jednacinu
(a—z)+(z-b)*=c

92. Resiti jednacinu (3z + 2)* + (2z — 4)* = (22 + 3)* + (4z — 2)*.
93. Koliko negativnih korena ima jednagina z? — 5z° — 42* — 7o +4 = 0?

94. Naéi sve proste brojeve p i ¢ za koje jednacina 522 — pz + ¢ = 0 ima razli¢ite
racionalne korene.

95. Odrediti potrebne i dovoljne uslove koje moraju zadovoljavati realni koefici-
jenti a, b, ¢, d tako da jednacine 22 +ax+b=0,2%+cx+d=0imaju jedan
zajednicki pozitivan koren i da preostali koren prve jednacine bude veéi od preosta-
log korena druge.

96. Data je jednacina ax (z — 1)+ (b—c)z+c=0.
a) Odrediti vrednost zbira kubova njenih korena.

b) Ako su a, b, ¢ stranice trougla, dokazati da je trinom na levoj strani jednacine
pozitivan.

97. Ako su sva redenja jednaéine ax® +bx? +cz+d = 0 realna i pozitivna, dokazati
da je b? > 3acAad < 0.

98. Dokazati da zbir s korena jednagine

(1) wz—;—2—<m—|—%>(x—%>:0 (m > 0)

nije manji od 2.
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U slucaju kada je s = 2, dokazati da koreni jednacine (1) zadovoljavaju jednakost

212 -229+243 -1
2+ x+1)3(22 -z +1)

99. a) Za jednaéinu
(1) z® +amz® +az +an =0 (a, m, n € R)

odrediti vrednost izraza

(2) s=zlrs +rwird +zlzl.
b) Dokazati da ako jednatina
(3) 2ma? + 2z +n =0

! regenja, tada jednacina (1) ima takode imaginarnih resenja.

1 1 1
100. Akosu a,b, c koreni jednaéine z° — 422 +52—7 = 0, koliko je (a) —+ -+~
a c

b
(b) a®+b*+c37

ima imaginarna

101. Data je jednacina
2+ (5-3m)z® +2(m? -2m —2)2> + (5-3m)z+1=0.

a) Resiti jednaginu; b) odrediti skup vrednosti parametra m (€ R) tako da koreni
jednaéine budu realni.

102. Realni brojevi « i 3 zadovoljavaju jednaéine
o® —30% 4+ 50 —-17=0, B —362+53+11=0.
Nadi a + 6.

103. Dokazati da vrednosti z koje zadovoljavaju nejednaginu

1 1 " 1
r—1 zz-—-2 x-3

>1

formiraju disjunktne intervale. Kolika je duzina tih intervala?
104. Za koje vrednosti A jednacina
A=D22+ A+ 7z +52A\+7)=0

ima bar jedan realan koren?

IImaginaran broj je kompleksan broj &iji je imaginarni deo razli¢it od nule.
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105. Resiti nejednacinu /x — vz — a > 2, gde je a pozitivan broj.

106. Naéi sve realne brojeve p za koje nejednaéina z + /1 + pz — 2p < 1 ima bar
jedno realno resenje.

107. Resiti nejednacinu

V2 — 5z — 322 + 22 > 2z - 3°V/2 — 5z — 322 + 423"

108. Resiti jednacinu

V322 —dx +34+ /322 —dz — 11 =9.

S S
V1l —x Vr—1 3’

109. Resiti jednadinu

110. U skupu realnih brojeva resiti jednacinu

\/1~x2+\ﬁ+m—w2+\/2x2—x~1:1.

111. Resiti jednacinu

3 x
\/a:+\/_—\/ _\/525\/1:+\/5'

112. Resiti jednacinu vz +a+ vz —a = V2z.

2
113. Resiti jednadinu x — . S
x+3 43

114. Resiti jednacinu vz® —4z2 + 2+ 15+ Vel —4a? —z+ 3=+ L.

115. Resiti jednacinu

V(B —x)2+ Y27+ z)? =/ (8—2)(27T+x) + 7.

116. Resiti jednacinu ¥z + {/ % + 1/ é —z=0.

117. U skupu realnih brojeva resiti jedna¢inu

2
2
V1—xz+ 31—{—91::m——+—.
z?+1

118. Nadi sva realna reSenja jednacine /97 —z + /z = 5.
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119. Resiti nejednacinu V22 — 5z +4 + V22 + 3z — 4 < V4z2 — 65z + 1.

120. Resiti jednacinu

[3:1:—1] + [32+1J N [3x—1] _6x+3

1
(1) 4 4 2 5 7

gde je [t] oznaka za ceo deo realnog broja t.

3

121. Resiti jedna¢inu 2° — [z] = 3, gde [z] oznagava najveéu celu vrednost od z.

122. Resiti sistem jednaéina

(1) T1 + T2 + 23 = 6, (5) Ts + 6 + 7 = -9,
(2) T2+ T3+ x4 =9, (6) ze + 7 + 8 = —6,
(3) z3+z4+zx5=3, (7) z7+zg+ 21 = -2,
(4) T4+ 5 + 26 = —3, (8) zg + 71 + 22 = 2.

123. Date su linearne jednaéine:
pr—2y=2p—1, 2z4+py=p-1, (p-Dz+y=p+1,

sa nepoznatim z i y. Naéi sve realne brojeve p za koje navedene tri jednaéine imaju
zajednicko resenje i odrediti to resenje.

124. Resiti sistem jedna&ina:

z+y+1l y+2+2 z4zx+3 3
+ = 5
z+y-~1 y4+2-3 z24+z-2 2
0,

1 . 1 2
r+y—-1 y+z-3 z4+zx-2
1 2 1

=0.

z+y-—1 - y+z2-3 Cz4z-2
125. Resiti sistem
T2 (g2 yrli=2-(m-p? r+i=2-(s-2)
y ) 2 ] x
u skupu pozitivnih realnih brojeva.

126. Resiti sistem jednacina

?=a+y-2)? y=b+(z-12) 2=c+(z-y)? (abc # 0).

127. Resiti sistem jednacina
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128. Resiti sistem jednacina

2 +yz+ 22 =a?,

2 +zz+ 22 =b?, (a, b, c > 0).
2+ oy +y? = 2
129. Odrediti sve cele brojeve z i y koji zadovoljavaju jednacinu
Bz +y)(z+y) =p,
gde je p dati prost broj.

130. Naéi vrednosti z, y, z koje nisu sve tri istovremeno jednake nuli, a koje
zadovoljavaju sistem jednacina:

(z +1)(3 — 4y) = (6z + 1)(3 — 2y),
(dr—1)(z+1)=(z+1)(z2—1),
B-y)(z=2)=(1-3y)(z—-6).
131. Resiti sistem

8z2 = 18y + Tzy?, 8y? = 18z — Tz?y.

132. Nadi sva realna resenja sistema:

3 +% =1, zt +yt =1

133. Resiti sistem jednacina:

105 (z +y) =120 (y + 2) = 168 (2 + x) = zyz.

134. Resiti sistem jednaéina:

23y?z = 2, 3 22u=8, z23ulr =32, udz?y = 8.

135. Resiti sistem jednacina

z+y+z=m, zytyz+zz=m, zyz=1
i odrediti vrednosti parametra m tako da resenja sistema budu realna.
136. Resiti sistem

z+2y+42=12, zy+4yz+2zxz=22, zyz==6.
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137. U skupu realnih brojeva resiti sistem jednacina

yz+y)P* =9, y@® -y =1

138. Resiti sistem jednagina:

z+y y+p*—4
2p+4 p?—4

gde je p dat realan broj.

=1, (p-2)%z - 2py=2p’r,

139. Dat je sistem jednagina:
ax+by+cz=d, brt+cytaz=d, cx+ay+bz=d,

u kojima su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da je a+b+c = 0. Naéi sva resenja datog
sistema.

140. Resiti sistem jednaéina

3(x®+9%) - 132+ +31(z+y)—55=0, zy=2.

141. Resiti sistem jednagina

a? +bc=0, ab+bd=0, ac+cd=0, bc+d?=0.

142. Poznato je da sistem jednagina
c+y+z=3, +y3+22=15 2+ yt+24=35

ima realna reSenja z, y, 2 koja zadovoljavaju uslov 22 +y2+22 < 10. Naéi 2545+ 25
Za OvO resenje.

143. Odrediti realna resenja sistema

3T~y T+ 3y
Y _3 gy 2T g
.172 + y2 x2 + y2
144. Odrediti realna resenja. sistema
11 2,2 2 1 2,2
S 4+ == , S - =g .
z + 4y Ty z 2y Ty

145. Nadéi sva resenja sistema jednacina
r4+y+2z+w=10,
22 + 42 + 2% + w? = 30,
x3 + 93 + 28 +w® = 100,
zyzw = 24.
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146. Resiti sistem jednacina:

T2X3T4 """ Tn

= ai,
I
L1X3Tg " Tn
T3 — gy, (ag > 0).
z2
T122Z3 - Tp—1
—_— = an

Ln

147. Resiti sistem jednatina

log, z +log, y +logy 2z = 2,
logs y + logg 2 + logg x = 2,
log, z +logys = +logie y = 2.

148. Resiti jednacinu zvV* = (yz)®.
149. Akosua,b,c>0, a,b,c#1 i b?+ c? = a?, resiti jednacinu

blogaa: + Cloga T _

150. Resiti jednacinu (5% — 2272)2 4 2log;o (5% + 27 7%) = z.

151. Resiti jednacinu 2'°83% 4 316:2 =4 (2 > 1).

152. Resiti jednacinu logiy z — 34/3log = + 4 = 4.

IV. FUNKCIJE. NIZOVI

153. Odrediti najveéu i najmanju vrednost koju moze imati izraz 3z 4y + 3z ako
jex? +y? + 22 =14.

154. Ako realni brojevi z i y ispunjavaju uslov z + y = 1, odrediti maksimalnu
vrednost izraza

Az, y) = oty + ay* + 2%y + zy® + 2%y + 2P

155. Ako su a i b realni brojevi takvi da je a? + 4b% = 4, koja je najveéa vrednost
izraza E = 3a%b — 40a3b® + 48ab°?
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156. Dato je da su z,y, z pozitivni realni brojevi koji ispunjavaju uslov zyz = 32.
Naéi minimalnu vrednost izraza A = z? + dzy + 4y° + 222.
2% + 62+ 6

157. Naéi maksimum i minimum funkcije y = ~———— .
z2+4z+5

158. Data je funkcija y = 23 + pz + ¢, gde su p i q realni brojevi.
1° Ako je M maksimum i m minimum date funkcije, dokazati da je

4
Mm = ¢* + = p®.
mEa P
2° Odrediti p i ¢ tako da £ = —2 bude nula date funkcije i M — m = 4.
159. Neka je  realan broj (0 < z < 7). Dokazati da je za sve prirodne brojeve n

suma
sin3z  sinbz sin(2n — )z

3 + 5 2n—1

sinz +

pozitivna.

160. Neka je f:[0,1] = R i f(0) = f(1). Ako je |f(x2) — f(z1)| < |z2 — 1| 2a
svako z1,z2 € [0, 1], dokazati da je tada |f(z2) — f(z1)] < 1/2.

161. Odrediti funkciju f:Z — Z takvu da je f(0) =11
f(f(n) =f(f(n+2)+2)=n
za svako n € Z.
162. Nadi sve funkcije f takve da je
f@)fly) — flzy) =z +y
za sve realne vrednosti z i y.
163. Funkcija f : R — R zadovoljava uslove:
(1) f(10+z) = f(10 —z) =zasvako z € R,
(2) f(20+ ) = —f(20 — z) za svako z € R.
Dokazati da je f neparna i periodi¢na funkcija.

164. Realna funkcija f, koja nije identicki jednaka nuli, za svako z € R zadovoljava
jednakost

(1) fla+1)+ fle—1) = V3 f(z).

Dokazati da je f periodi¢na funkcija. Dati primer bar jedne takve funkcije.
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165. Funkcija f zadovoljava uslove: 1° f(0) =1; 2° za bilo koji prirodan broj
n vazi jednakost

1+ f0) + f) + f2)+ -+ f(n— 1) = f(n).

Izracunati zbir
s=f(0+ f(1)* + f(2* + -+ f(n)*.

166. Neka je f : R — R takva funkcija koja za neku pozitivnu konstantu a

ispunjava jednakost
1
f@+a)=3+1/f@) - (f@)".

1° Dokazati da je f periodi¢na funkcija.

2° Za a = 1 dati primer funkcije, razli¢itu od konstante, koja zadovoljava datu
funkcionalnu jednaginu.

167. U ravni Oxy Srafirati oblast A = {(z,y)|log,(log, z) > 0)}.
168. Resiti jednaéinu

1073810 4 ¢ (logfo z — 2 log, w) =z + 3z.

169. Resiti jednacinu logy o + (x — 1) logy z + 2z — 6 = 0.
170. Odrediti pozitivna redenja jednagine 22 — x — 1 = 2% — log,(z? + 2%).

171. Resiti jednaéinu z = \/——3 + 4\/—3 +4vV-3+4x.

172. Resiti jedna¢inu /23 + 2z = v/25 — 2z u skupu realnih brojeva.
x
173. Koliko resenja ima jednacina log, /6 = (1—16—) ?

174. Resiti sistem jednaéina
1\= 1\v 5 1
() + () =5 lmnz-lemy=g.

175. Resiti sistem jednaéina
2y —xz =sinz — sin 2y,

coszx + 5siny = 4.

1
(n+1)vn+nyn+1

176. Ako je a, = , izradunati zbir a; + ag + -+ - + agg.



IV. Funkcije. Nizovi 23

177. Prirodni brojevi razvrstani su na sledeéi nagin:

1
2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16

1° Dokazati da je n® + (n — 1)® zbir brojeva u n-toj vrsti.

2° Izratunati zbir n brojeva u koloni koja se nalazi u sredini (1+3+7+13+---).

178. Data je tablica

1
2, 3, 4

3, 4, 5 6, 7

4, 5 6, 7, 8 9, 10

Odrediti zbir brojeva u n-toj vrsti date tablice.
179. Dat je niz racionalnih brojeva

1 19 199 1999 19999
27207 200’ 2000 20000 """

Ako saberemo prvih 1000 ¢lanova datog niza, dobijamo decimalni broj. Odrediti
zbir cifara tog broja.

180. Neka je (a,) aritmeticka progresija i S, suma prvih n élanova date progresije.
Dokazati ekvivalenciju

S, n_2 o 9 on—1 ‘
Sk k2 ar 2k—1

181. Neka su (a,) i (bn) dve aritmetitke progresije i neka A, i B, oznalavaju
redom sume prvih n ¢&lanova datih progresija. Dokazati da je

ar _ A1
— = (k=1,2,3,...).
by,  Bak-1
182. Nadéi izraz za n-ti €lan niza brojeva zg, r1, Z2,...,%n,... ako je g = a,

z1 = b, a svaki z; pocev od x5 je aritmeticka sredina dva prethodna ¢lana, tj.

Ty = 5 (Tk—2 + Tk—1).
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183. Definisimo (z,),>; induktivno sa 1 =11
1
$n+1=—\/_‘§ 1—\/1—1)13.

Dokazati da lir_{_l Zn, postoji i naéi tu graniénu vrednost.
n—1+oo

184. Dat je niz (z,,) takav da za svako m,n € N vazi nejednakost

1

|$m+'n, — Tm — xnl <

Dokazati da je (z,,) aritmeticka progresija.

V. KOMPLEKSNI BROJEVI. POLINOMI

185. Dat je kompleksan broj

L3-8 244t
S 1+¢? 1+62 7

gde je t realan parametar. Odrediti geometrijsko mesto tacke M (z).

. . . 3m . T
186. Izratunati E = sin 1o~ Sin g

187. Kompleksni brojevi 21, 22, z3 ispunjavaju uslove
21+ 22+ 23 #0, 212+222+Z32=0, |Z1|+|22|=|23]:1.
Izracunati |z; + 22 + 23|.

188. 1° Neka se 2; i 23 nalaze na krugu polupreénika r Ciji je centar tacka O, tj.

23 = r(cosay +isinay), z2 = r(cosaz + isinay), pri cemu pretpostavljamo da je
0 < oy < ag < 27. Dokazati da je |21 — 22| = 2rsin %

2° Neka je u krugu upisan konveksan &etvorougao A; A; AzA4. Dokazati da je

(1) A1As - A3Ay + AxA3z - A1Ay = A1 Ag - A Ay
(Ptolomejeva' teorema).

189. Odrediti a i b tako da polinom z* + 23 + 222 + ax + b bude potpun kvadrat.

!Klaudije Ptolomej (oko 100-178) starogréki matematicar i astronom. Odredio je sinl® =
0,017268 ... (tacna vrednost je 0,017453...) i za w = 3,14166...
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190. Naéi ceo broj a za koji se izraz (z — a)(z — 10) + 1 razlaze u proizvod
(z + b)(z + ¢) dva faktora sa celim brojevima b i c.

191. Odrediti najmanje prirodne brojeve p i = za koje izraz

2?2 4+ 2px + p? — 16
p? + px — 4z — 16

ima vrednost 1.05.
192. Odrediti najveéi zajednicki delilac polinoma:

Plz)=a®+z*+22+z, Q)=2+22%+22*+223+22° + 22+ 1.

193. Odrediti a, b, c, d tako da budu istovremeno zadovoljeni uslovi:
a) (az + b)? + (cz + d)? = 22 + 1 za svako «,
b) (axz +b)(cz+d) =2zax =2.

194. Razloziti na linearne faktore polinom
f(x)=22% -3zy—2y> —2+ Ty -3
ili dokazati da je takvo razlaganje nemoguce.
195. Dokazati da je polinom x'? — 2% + 2 — z + 1 pozitivan za svako z.

196. Dokazatida je P(z) = A (23 —z) (A = const) jedini polinom koji zadovoljava
jednakost

(1) (z—1)P(x+1)=(z+2)P(x).

197. Odrediti polinom treéeg stepena iz uslova P(1) + P(2) + -+ P(n) = n*,

198. Polinom P,(z) = " + a12" ! + - -+ + an_1Z + an sa celobrojnim koefici-
jentima za £ = 0 i z = 1 ima vrednosti P,(0) i P,(1) koje su neparni brojevi.
Dokazati da jednaéina P,(z) = 0 nema celobrojnih resenja.

199. Odrediti ostatak deljenja binoma ™ +a™ (m € N) sa (z+b)(z+c). Prouciti
slu¢aj kada je b = ¢ = a. Na osnovu dobijenog rezultata dokazati da vaZi relacija
169]12™ + (—-1)™(13m — 1) (m € N).

200. Neka su ag,ay,...,anr_1 realni brojevi, gde je n > 1, i neka je
flx)=z"+ 12"+ -+ a1z +ao

takvo da je | f(0)] = f(1) i svaki koren a od f je realan i zadovoljavauslov0 < a < 1.
Dokazati da proizvod korena nije veéi od 1/2™.
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201. Neka su a1,a9,...,0,,b1,b2,...,b, realni brojevi. Pretpostavimo da su
ai, a9, ...,a, razliciti i da postoji realan broj a takav da proizvod

(ai + bl)(ai + bz) cee (CLi + bn)

ima vrednost o za svako i (i = 1,2,...,n).
Dokazati da postoji realan broj 8 takav da proizvod

(a1 + bj)(az + b;) -+~ (an + bj)

ima vrednost 3 za svako j (7 =1,2,...,n).

VI. GEOMETRIJA. ANALITICKA GEOMETRIJA

202. U paralelogramu ABCD, &ije su stranice AB = CD = a, BC = AD =b
(a < b) i unutrasnji ugao a (< 90°) kod temena A, konstruisane su simetrale unu-
tragnjih uglova.

1° Izra¢unati dijagonalu pravougaonika kojeg obrazuju ove simetrale.

2° Koji uslov treba da ispunjavaju a i b da se pravougaonik nalazi u paralelo-
gramu ?
203. U ravni je dat konveksan sestougao ABCDEF, pri ¢emu je AB = AF,
BC = CD, DE = EF. Da li se simetrale uglova <A, SC i 4E datog Sestougla
seku u jednoj tacki?

204. U trouglu ABC visina BD i medijana BE dele ugao B na tri jednaka dela.
Odrediti uglove trougla.

205. Polupreénik kruga upisanog u trouglu iznosi 4. Jedna dodirna tacka deli
stranicu trougla na odsecke duzine 6 i 8. Odrediti duZine stranica trougla. (Zadatak
Luke Paéolijal).

206. U trouglu ABC je a = 4A = 75° i AB = 2CH, gde je CH = h visina.
Odrediti 8 = 4 B.

207. Dokazati da je povrsina ostrouglog trougla jednaka proizvodu polupreénika
kruga opisanog oko trougla i polovine obima trougla ¢ija su temena ortogonalne
projekcije ortocentra na stranice trougla.

208. Stranice a, b, ¢ trougla ABC obrazuju aritmeticki niz sa diferencijom d =
p/4, gde je p polupreénik upisanog kruga u trouglu ABC. Odrediti odnos a : b : c.

1Luka Pacoli (Luca Pacioli (1445-1517)), italijanski matematicar, pronalaza¢ dvojnog knjigo-
vodstva, ucitelj i drug Leonarda da Vinéija. Preveo na italijanski i izdao Euklidove elemente 1509.
godine.
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209. Odrediti ugao izmedu dijagonala jednakokrakog trapeza ako su odsecci dija-
gonala d; = 3 cm, dy = 14 cm, a krak ¢ = 13 cm. Koliki su uglovi na osnovici ?

210. Izratunati visinu trapeza €ije su para-
lelne stranice 151 11, a neparalelne stranice
517.

211. Krug polupreénika 15 sece se sa kru-
gom polupreénika 20 pod pravim uglom.
Posmatrajmo dve oblasti koje se dobijaju
kada se iz svakog kruga ukloni njihova za-
jednicka oblast. Kolika je razlika povrsina te
dve oblasti?

212. Izragunati povrsinu krivolinijskog trougla koji obrazuju luci tri kruga istih
poluprec¢nika r koji se seku, dva po dva, pod pravim uglom.

213. U pravilnom petouglu povuéene su dve dijagonale koje se seku. Dokazati
da presecna tactka deli svaku od te dve dijagonale na dva dela takva da je veci deo
jednak stranici petougla.

214. Neka je tacka M sredina osnovice AB trapeza ABCD. Na dijagonali AC
unutar trapeza uzeta je proizvoljna tacka E. Prave BC i M E seku se u tacki F,
prava F'D seée pravu AB u tac¢ki G, a prava DE sece pravu AB u tacki H. Dokazati
da tactka M polovi duz GH.

215. U prostoru je data zatvorena izlomljena linija A; Az - - - A,. Jedna ravan sede
sve njene segmente, i to: A; A u tacki By, A2Az utacki Bs,..., A, A; utacki B,,.
Dokazati da je

ABy A,B, AnB,

B.A, BoA;, B.A,

216. Neka je P proizvoljna tatka unutar datog trougla ABC. Prave AP i BP seku
stranice BC i AC redom u tackama M i N. Oznacimo sa My, Ny, P;, C; ortogonalne
projekcije tacaka M, N, P,C na stranicu AB. Dokazati da je
S S S
MM, NN, PP CC’

217. U krugu su povuéene dve medusobno normalne tetive. Ako su a, b, ¢, d
duzine odseéaka tih tetiva od presetne tatke do periferije kruga, dokazati da je
povrsina kruga

P= g(a2+b2+cz+d2).
218. 1° U ugao su upisana dva kruga ¢&ija zajednicka unutrasnja tangenta 1175
(T1 i T» tacke dodira) preseca krake ugla u tackama A; i Az. Dokazati da je
AT = AT,
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2° U ugao su upisana dva kruga. Jedan od njih dodiruje krake ugla u tackama
K1 i K, a drugi u taékama L; i L. Dokazati da dati krugovi odsecaju na pravoj
K L, jednake tetive.

As Ly

T K,

Ty
/A1 Ko Lo

219. Na datom krugu uzete su tacke A, B,C tako da je CA = CB. Neka su D
i E redom proizvoljne tacke na manjim lukovima CA i CB. Ako su M,N,P,Q
redom ortogonalne projekcije tactke C na pravama BD, AD, AE, BE, dokazati da
je MQ = NP.

220. Dat je krug k i njegov preénik AB. U tacki B konstruisana je tangenta t;
na krug k. Iz tacke P na tangenti ¢; konstruisana je tangenta t na krug k. Tacku
dodira tangente t5 i kruga k oznac¢imo sa C. Neka je T ortogonalna projekcija tatke
C na preénik AB. Dokazati da AP polovi duz CT.

221. Kroz datu tacku P van kruga k prolazi prava koja sece krug u tackama A i
B tako da je PA = AB = 1. Tangente iz tatke P dodiruju krug & u tackama C i
D. Duzi AB i CD seku se u tacki M. Koliko je PM?

222. Krug k; dodiruje iznutra krug k; u tacki A. Tangenta kruga k2 u proiz-
voljnoj tacki D razli€itoj od A preseca krug k; u tackama B i C. Dokazati da je
AD simetrala ugla BAC.

223. Neka T oznaéava ortogonalnu projekciju sredine
F kruznog luka ABC nad izlomljenom linijom ABC.
Dokazati da T polovi datu izlomljenu liniju, tj. da je 4

AB+ BT =TC.
C

224. Dva kruga k; i ko seku se u tatkama A i B. Tangenta u tacki A na krug k;
sece krug ko u tacki C, a tangenta u tacki B na krug ko sece krug k1 u tacki D.
Dokazati da je BD? - BC = AC? - AD.
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225. Disjunktni krugovi k1 i k2 dodiruju
krug k iznutra u tackama A i B. Zajednic¢ka
tangenta t krugova k; i k2 dodiruje krugove
u tackama C i D, tako da su krugovi k7 i k2
sa suprotne strane tangente ¢t u odnosu na
centar O kruga k. Neka je F presek duzi AC
1 BD. Dokazati da E pripada krugu k.

226. Dokazati da je u svakom konveksnom
getvorouglu, upisanom u krug, proizvod di-
jagonala jednak zbiru proizvoda suprotnih
stranica (Ptolomejeva teorema).

227. Krug koji prolazi kroz teme A paralelograma ABCD sotb stranice AB , AD
i dijagonalu AC ili njihove produzetke u tatkama F, H i G respektivno. Dokazati
da je AB-AF + AD - AH = AC - AG.

228. Dat je éetvorougao ABCD &ije se dijagonale seku pod pravim uglom u tacki
M. Dokazati da 8 tadaka u kojima normale iz tacke M na prave AB, BC, CD, DA
seku stranice ¢etvorougla, leze na jednom krugu.

229. Neka krug k upisan u trougao ABC dodiruje stranice trougla u tatkama E,
F i G. Rastojanja proizvoljne tacke P kruga k od stranica trougla su a, bic a
njena rastojanja od pravih FG, EG i FG su e, f, g. Dokazati da je abc = efg.

230. Cetiri kruga rasporedena su tako da svaki od njih dodiruje spolja po dva
kruga. Dokazati da dodirne tacke leze na jednom krugu.

D H C

231. Dat je pravougaonik ABCD (AB = aq,
AD = b). Data je takode tacka F na stra-
nici AB (FA = p) i tacka F na stranici F
AD (AF = g). Na duzi EF odrediti tacku
G tako da pravougaonik GJCH ima maksi- a4 G
malnu povrsinu. A p © B

J

232. Dokazati da od svih trouglova date osnovice i date povrsine jednakokraki
trougao ima najmanji obim.

233. Kroz tactku M, koja lezi unutar datog ugla, postaviti pravu koja od datog
ugla odseca trougao najmanje povrsine.

234. Na slici je dat pravougaoni komad papira iz koga
je izrezan krug. Objasniti kako treba pravolinijski raseci Q
papir da dva dela imaju istu povrSinu.

235. Dat je krug k (S, r) i prava p, ¢ija udaljenost od centra S iznosi d. Konstruisati
kvadrat ¢ija jedna stranica lezi na pravoj p, a suprotna stranica je tetiva kruga k.
Diskusija.
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236. Dat je krug k (S, r = 4cm). Upisati u njega jednakokraki trapez tako da se
iz tacke S njegovi kraci vide pod uglom od 90° i da produzeni kraci zatvaraju ugao
od 45°.

237. Dat je ugao i ta¢ka van njega. Kroz datu ta¢ku postaviti pravu tako da sa
kracima datog ugla obrazuje trougao obima 2s.

238. Na listu papira konstruisan je pravilan sestougao duzine stranice 1. Koristeéi
se samo lenjirom konstruisati duz duzine v/7.

239. Data je duz AB i prava m paralelna datoj duzi. Naéi sredinu duzi AB
koristeéi se samo lenjirom, tj. crtaju¢i samo prave.

240. Dat je krug k, njegov preénik AB i tacka C van prave AB. Ako centar kruga
nije poznat, koristeéi se samo lenjirom konstruisati normalu iz tacke C na pravu
AB. Razmotriti sledece slucajeve: 1° tacka C je van kruga k; 2° tacka C je u krugu
k; 3° tacka C pripada krugu k.

241. Pravilna trostrana piramida, ¢ija je botna ivica s, preseéena je sa ravni Il
koja prolazi kroz ivicu osnove i ortogonalna je sa naspramnom bo¢nom ivicom.

1° Izracunati zapreminu piramide ako se zna da je povrsina preseka ravni II i
piramide jednaka S.

2° Neka je a = s1/3/3, gde je a stranica osnove. Izra¢unati sina, gde je a ugao
koji zaklapa ravan II sa osnovom piramide.

242. Dve strane tetraedra SABC (S je vrh tetraedra) su jednakostraniéni trouglovi
CSA i BSC ¢ije su stranice a. Ostale dve strane su jednakokraki pravougli trouglovi
(¥ ASB =4 ACB = 90°). Odrediti

1° Zapreminu tetraedra.

2° Polupreénik r sfere upisane u tetraedar.

243. Dat je jednakostraniéni trougao ABC stranice a. Nad njegovim stranicama,
kao hipotenuzama, konstruisani su sa iste strane ravni trougla jednakokrako-pravo-
ugli trouglovi APB, BQC, CRA tako da su ravni ovih trouglova normalne na ravni
trougla ABC.

1° Izrac¢unati povrSinu i zapreminu poliedra ABCPQR.

2° Posmatrani poliedar preseéen je jednom ravni koja je paralelna ravni trougla

ABC a na rastojanju d od nje. Koji se poligon dobija u tom preseku i kolika je
povrsina tog preseka ?

244. Polupreénik lopte upisane u zarubljenu kupu je R, a polupreénik opisane
lopte je R+/30. Naéi ugao izmedu izvodnice i osnove kupe.

245. Na kojoj krivoj lezi skup centara krugova kojima je tetiva na z-osi jednaka
2a a tetiva na y-osi jednaka 2b.

246. Date su dve uzajamno normalne prave. Odsecak stalne duzine klizi svojim
krajevima po datim pravama. Naéi u ravni skup teziSta trouglova koje ova duz
obrazuje sa datim pravama.
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247. Stranica AB = c trougla ABC je nepomiéna, dok se stranica AC = b obrée
oko temena A u ravni trougla ne menjajuéi svoju duzinu. Naéi jednacinu skupa
sredina stranice BC.

248. Dat je trougao ABC i krug k sa centrom u tezistu datog trougla. Ako
je P € k proizvoljna tacka, dokazati da je zbir PA’ + PB’ + PO’ = const, tj.
nezavisan je od izbora tatke P na krugu k.

249. Odrediti geometrijsko mesto tataka P u ravni datog trougla ABC tako da
je PA? = PB? + PC?.

250. Nad preénikom AB kruga konstruisan je pravougaonik A BCD ¢&ija je visina
AD jednaka stranici kvadrata upisanog u tom krugu. Temena D i C spojena su sa
proizvoljnom tatkom N kruga. Duzi DN i CN seku preénik AB redom u tackama
E i L. Dokazati da je AL? + BE? = AB? (Fermaov! zadatak).

251. Dokazati da je proizvod odstojanja Ziza od tangente na elipsi (hiperboli)
konstantan.

2 2

252. Odrediti geometrijsko mesto ta¢aka u ry-ravni iz kojih se elipsa 2—2 +Z =1

v
b2
vidi pod pravim uglom.

253. Odrediti geometrijsko mesto taéaka sredina tetiva hiperbole 2% — 4y? = 16

koje zaklapaju sa z-osom ugao od 7 /4.

254. Neka je P proizvoljna tatka na elipsi sa Zizama Fy i F i koja se razlikuje od
temena na velikoj osi elipse. Dokazati da je proizvod
JPF F; JPFF
e BT

nezavisan od tacke P.

255. U krug polupreénika r upisan je konveksan petougao A; A2 A3 A4 As. Dokazati
da tezista Tl,Tz,Tg,T4,T5 éetvorouglova A2A3A4A5, A1A3A4A5, A1A2A4A5,
A1 Ay AsAs, A1 Ay Az A4 pripadaju jednom krugu poluprecnika r/4.

NAPOMENA. Ako je dat Cetvorougao A;AzAsA4 i oznacimo redom sa My, Ms,
M3,M4,sredine stranica A1A2,A2A3,A3A4,A4A1, tada se duzi M1M3 i M2M4
seku u tezistu 7.

!Pjer Ferma (Pierre Fermat (1601-1665)) veliki francuski matemati€ar, najpoznatiji po velikoj
Fermaovoj teoremi koja je dokazana tek 1994. godine
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VII. VEKTORI

256. Neka su Aj, Ag,..., Ag proizvoljne tacke. Oznacimo sa My, My,..., Mg
redom sredine duzi A; Az, AgAs, ..., AgA1. Neka su Py, Ps,..., Pg redom sredine
duzi M1 Ms, MoMy, MsMs, MyMg, MsM7, MeMs, M7 M, MgM,. Dokazati da se
duzi Py Ps, P,Ps, P3P7, PyPs seku u jednoj tacki.

257. Neka su Aj, Ag, ..., Ag proizvoljne tatke. Oznaéimo sa T1,Ts,T3,Ty re-
dom tezista trouglova A;AsAs, AsAsA4, AsAsAe i AsAgA1. Dokazati da tacke
T,,T,, T i Ty obrazuju paralelogram ili su kolinearne.

258. Date su &etiri prave m;, mso, mag,
my koje se seku u tacki O. Kroz proizvoljnu
tacku A; na pravoj m; povucena je prava
paralelna pravoj my koja sete mo u tacki As, As
kroz A, povuéena je prava paralelna sa m;

koja sece m3 u tacki Ag, kroz Az povucena

je prava paralelna sa ms koja sete myg u A4 i
J A, O/\B

A2 A3

kroz A4 povuéena je prava paralelna ms koja
sete mi u tacki B.

Dokazati da je OB < %OAl.

259. Neka je O centar opisanog kruga i H ortocentar trougla ABC. Tada je
_— — == —
OH = OA + OB + OC (Hamiltonova! teorema).

260. U krugu k upisan je éetvorougao ABCD. Neka je M proizvoljna tacka na
krugu k. Sa Hy, Hz, H3, Hy oznatimo ortocentre trouglova M AB, MBC, MCD,
MDA, asa E i F redom sredine duzi AB i CD. Dokazati da je Hi HyH3Hy pa-
ralelogram i H1 H; = 2 EF.

261. Dat je tetivni petougao ABCDE. Oznatimo sa Hy, Hy, Hz, Hy, Hs redom
ortocentre trouglova ABC, BCD, CDE, DEA, EAB, a sa My, My, M3, My, Ms
redom sredine stranica DE, EA, AB, BC, CD. Dokazati da se prave H1 My, HoM>,
HsMs, HyMy, HsMj5 seku u jednoj tacki.

262. Dat je cetvorougao ABCD takav da je AB? + CD? = BC? + AD?. Doka-
zati da je AC L BD.

263. U cetvorouglu ABCD je AB = 1, BC = 2,CD = /3, JABC = 120°,
A BCD = 90°. Odrediti duzinu stranice AD.

264. Dat je konveksan ¢etvorougao ABCD. Neka su E i F redom sredine dijago-
nala AC i BD, G i H sredine stranica BC i DA. Ako je AB =a, BC =b,CD =,
DA =d, AC =e, BD = f, dokazati da je tada

1Hamilton (William Rowan Hamilton (1805-1865)) veliki irski matematicar.
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1° 4EF?=a?+ 0>+ +d? —e? — f2,
2° 4GH*=a?+c2+e2+ f2 - v? - d2

265. Dat je trougao ABC ¢ije su stranice a, b, c, T teziste, S centar i R polupreénik
opisanog kruga. Dokazati jednakost ST? = R2? — é (a® + b2 + c?).

266. Date su dve mimoilazne duzi. Odrediti geometrijsko mesto sredina duzi koje
spajaju svaku tacku prve sa svakom tackom druge duzi.

267. Ako su uglovi strana roglja 90°, 60°, 60°, odrediti uglove njegovih diedara.

VIII. NEJEDNAKOSTI. GEOMETRIJSKE NEJEDNAKOSTI

268. Dokazati da za a >0, b> 0i a # b vazi nejednakost
1
logy(a+b6) > 1+ 3 (log, a + log, b).

1

+ > 2
log,m  logyn

269. Dokazati bez pomoéi tablica da je

270. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 vazi nejednakost

1 1 1 n—1
-2_§+3_2+”-+F< .

n

271. Dokazati nejednakosti:
1° logfy 9+ logd 11 > log,, 98.
2° In(e®—1)-In(e* +1) <2®>  (z >0).
272. Ako z,y,z € R, dokazati da je
[+ 1yl + 1zl — e +yl -y + 2| = |2+ 2| + ]|z +y + 2] > 0.
273. Ako su a,b, ¢ pozitivni brojevi takvi da je a < b+ ¢, dokazati da je

a < b N c
1+a 1+b 1+4+c’

274. Ako je a® + b + c? = 1, dokazati da je (a —b)? + (b—¢c)? +(c —a)? < 3.
275. Ako su a, b i ¢ pozitivni brojevi, dokazati da je

a® + b2+ > a?b + bPe + fa.
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Kada vazi jednakost ?

276. Dokazati da za pozitivne vrednosti a, b, ¢ vaze nejednakosti

a+b+£>3 1_}_1_'_1> 9
b ¢ a a b ¢ a+b+c’

pri éemu jednakosti vaze samo za a = b =c.
277. Neka su a i b pozitivni brojevi manji od 1. Dokazati da je tada
1+a+b>3Vab.

278. Dokazati nejednakost (a + b)? < 8 (a* + b*).

343 b\*
279. Ako su a > 01 b > 0, dokazati nejednaéinu ¢ ; > <a~;— ) .
280. Ako je a® +b? + ¢* = 11 m? +n? + p* = 1, dokazati da je
lam + bn + cp| < 1.
281. Dokazati nejednakost

Via+1+Vab+1++V4c+1<5, a+b+c=1

282. Ako su a1, ag, . . ., an realni brojevi, dokazati da vazi nejednakost
(a1 +az+ - +am)? <mal+ag +---+a3)
283. Dokazati implikaciju:

(a; >0Aae; —b?>0,i=1,2,...,n) = (ia»(ig)——(ibﬁ) > 0.

284. Dokazati nejednakost
log,, (o + 1) > log, (@ +n+1) (a>1,neN).

285. Odrediti najveéi realan broj C tako da vazi
2 _ 6 _ 2 8
((z+y) )((JE2 V2+8) |
(z-y)

za sve realne brojeve z i y (z # y) i zy = 2. Za koje uredene parove (z,y) vazi
jednakost?

286. Odrediti najmanju i najveéu vrednost izraza K = 5z — 6y + 72 ako su
x, y, 2 nenegativni brojevi koji zadovoljavaju jednacine

dr+y+2z=4, 3x+6y—2z=6.
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287. Sto pozitivnih brojeva Cy, Cy, ..., Cigp zadovoljavaju uslove

CP+CP+ -+ Chy>10000, C;+Cy+---+ Cigo < 300.
Dokazati da medu njima postoje bar tri broja &iji je zbir veéi od 100.
288. Dokazati nejednakost

1 1 4 16 64
1,1 4. 16, 64 be.d> 0).
Tyt T T i rera  (@hed>0)

289. Ako su a, b, ¢, d proizvoljni pozitivni brojevi, dokazati da vazi nejednakost

\/a2+b2+02+d2 S \3/abc+abd+acd+bcd
4 - 4 ’

290. Kolika je najmanja vrednost izraza

a " b n c
b+2¢c c¢c+2a a-+2b

gde su a, b, ¢ pozitivni brojevi?

291. Dokazati nejednakost

(1) (lz::laibi>2 < (éﬁ) <§b2> (a;,b; €R,i=1,...,n),

gde znak jednakosti vazi ako i samo ako je a;/b; = const (i = 1,...,n).

292. Dokazati nejednakosti:

" 2
n x.z < xi)
1° Z—Z>i—, gdesuz; eR, y; >0 (i=1,...,n).

—_ n

i=1 7! 2 i

i=1

3° Z - >—n17gdejeszzai,ai>0 (i=1...,m), (n>2).

s—a;  n-— i=1
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293. Dokazati nejednakosti

a b c 3
1° > b,e >0, A>0).
v v v e W L >0)
a* b* c* 1
2° > b+c¢)? b,c>0).
b+c+c~|—a+a—i—b_18((1+ +9) (a,5,¢>0)
bc ca ab 3 1

3° (a,b,c > 0).

>
a?(b+c) * b%(c+a) T 2la+b) = 2 Jabe

2 2 2
40 l1+a +1—|—b +1+c >Z_l_§

2 T T 1-2<71 (a+b+c=1, a,b,c>0).

294. Akojex; >0 (i =1,2,...,n), dokazati implikaciju

! + + <1= > ( nH" (n>2)
PR xm...n n_ n .
r1 +1 T, +1 7~ 12 dn = -

Znak jednakosti vazi ako i samo ako jez; =n—1(i =1,2,...,n).

295. Akosua,b,c>01a+b+ c=1, dokazati nejednakost

(a+%) <b+%> (c+%> > 64V abc.

296. Ako su a, b, ¢ pozitivni brojevi takvi da je a® 4+ b? + ¢ = 1, dokazati da tada
vaZzi nejednakost

1 4 1 n 1
a+b b+c c+a

>(HW3-1Da+b+c).

297. Dokazati nejednakost

(1+%> (1+g) (1+§> 22(1+%\/%C> (a,b,c > 0).

298. Dokazati da za proizvoljne pozitivne brojeve x,y, z vazi nejednakost

C (r+y+2)? | yt+z+a)? | (22+z+y)? <
202 4+ (y+2)2 22+ (z+x)? 222+ (x+y)?

299. Dokazati nejednakost

3 3 3
! + a2 T
af+ajas+af  af +azaz +a a2+ ana + a
1
2> g(a1+02+“'+an),

gde su a1, aq, ..., a, pozitivni brojevi.
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300. Dokazati da proizvoljan ostrougli trougao sadrzi dva ugla ¢ija je razlika
manja od 30°.

301. Neka su m i n dva pozitivna broja. Posmatrajuéi elemente pravouglog
trougla, dokazati da je

vmn < m;—n.

2mn

1 1
tavljajuéi m = — ==,1i ti jednakost i d i .
Stavljajuéi oo n 5 izvesti novu nejedn izmedu vmn i ——

302. Neka su a, b, ¢ duzine stranica trougla ABC, a A, B, C veli¢ine suprotnih
uglova. Dokazati da je

1
Aa+ Bb+Cc > §(Ab+Ba+Ac+Ca+Bc+C’b).

303. Tacka P se nalazi unutar konveksnog éetvorougla ABCD. Dokazati da je

1
area ABCD < 5 (AP? + BP? + CP? + DP?). P
Qc

Kada vazi jednakost?

304. Trougao PQR je upisan u kvadrat stranice 1. Dokazati
da je area PQR < 1/2.

R
305. U jedini¢ni kvadrat upisan je ¢etvorougao tako da na svakoj stranici kvad-
rata lezi jedno teme tog Cetvorougla. Dokazati da je jedna stranica tog ¢etvorougla
veéa ili jednaka v/2/2.

306. Neka su a i b katete, ¢ hipotenuza pravouglog trougla i « € R. Dokazati
nejednakosti

ab a—2
cz(——> <a®*+b*<c®* zaa>2.
c

Dokazati da za o < 2 vaZe suprotne nejednakosti.

307. Trougao ABC ima 4 A = 2r/3. Dokazati da je

4< 1 n 1 <4+49 1
~sinB  sinC — 16 sinBsinC’

308. Dat je nepravilan tetraedar ABCD. Neka su duzine ivica AB = ¢, BC =
a, CA=b, AD = a1, BD = by, CD = ¢;. Dokazati da je tada

abicy + arbey + arbic + abe < 4PV R2 — r2,

gde je R polupreénik opisane sfere, r polupre¢nik upisane sfere i P povrsina datog
tetraedra.
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IX. TRIGONOMETRIJA. PRIMENA TRIGONOMETRIJE

309. Dokazati implikaciju

1
sin2(a+c) =nsin2b = tgla+b+c) = %tg(a-b+c).

310. Sumirati cos®z + cos?2z + - - - + cos®nz.

cos3t  cos6t _

cost  cos2t
Da li ovaj identitet vazi za svako ¢ 7

311. Proveriti identitet

2 (cos 2t — cos 4t).

deye s .. cos3t  cos6t
Resiti jednacinu = .
cost cos 2t

312. Dokazati da je

. 3 3

+ t

" <sx.n3 ) N (cos3 ) = 4 cos 6t + 24 cos 2t.
sint cost

Za koje vrednosti t vazi ovaj identitet 7

Resiti jednacinu cos 6t + 6 cos 2t = 0.

313. Transformisati u proizvod tgz + tg2z — 3tg 3z.

. osint—z) a
314. Ako je sin(t—y) b cos(t—y) d

km, k € Z), izra¢unati cos(z — y).

jooslt—z) _ ¢ (t¢$;y+kw,t;&x‘;y+g+

315. Dokazati da iz uslova

sinz +siny+sinz=0 A cosx+cosy+cosz=0

izlazi

tg (3-2"z) = tg(3-2"y) = tg(3-272),

za svako n € N.

1 7r
 Nadi ko B 1 _
316. Naéi tga ako je 4a — arctg 555 = 1

317. Ako su tga i tg3 koreni kvadratne jednacine z2 + pz + ¢ = 0, koji uslov
moraju zadovoljavati p i ¢ pa da bude « + 8 = 7/3?

cos2z — {(m — 1) cosdz +m

sin (—g + z) sin (% — m) + msin’z

318. Dokazati da izraz E = ne zavisi od m.
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319.
320.

321.

322.

323.

324.
325.

326.

10

20

30

327.

Ako je tgzx : tg2x : tgdx =1:4: y, koliko je y?

Dokazati implikaciju

. 3 .. 3
cosz sinz 08
T 1 XYYy
cosy siny cosx sinz
Koliko je (1 —sint)(1 — cost) ako je (1 +sint)(1 + cost) = 27
3n 57 1
Dokazati jednakost sin 1— sin 17 sin T=3

sin 80° + sin 50° cos 70°
sin 50° sin 70° = V3.

Dokazati jednakost

Dokazati jednakost 4sin10° + v/3tg10° = 1.

Dokazati jednakost

tg40° — ctg 10° + 3(tg 10° — ctg40°) = tg20° — 3ctg 20°.

Dokazati jednakosti
os T 27 4 cos 3n
COS — — COS — —_ = -
7 7 7 2’
27 3r V7
—Sln—+51n— sin — = —
7 7 + 7 2’
3n T
tg = — 4sin— = V7.
&7 7
Dokazati jednakosti:
o 4r sm V211
1 cos 21 cos 1 + cos T 1 R
o _ 5m_ 1 [54++/21
2 sm2 +sm21+sm21_2 5 ,
° 2 8 10m 5— \/21
3 s.mﬁﬁ—sm21 sin 71 —2 3
4° oS = - cos4—7r-coss—7z—5_{—\/ﬁ
21 21 21 = 16’
5° cos 2T . cos ST . cos 107 _ 3=V
21 21 21~ 16
° T . dm 5 5—+v21
6 sin — - sin — - sin — = = .

21 21 21 8 2
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328. Dokazati jednakosti
1° tg10° — tg50° + tg70° = /3,
2°  tg10°tg 50° + tg 50°tg 70° — tg 70°tg 10° = 3,
3°  tg?10° + tg?50° 4 tg270° = 9,
4°  tg310° — tg350° + tg370° = 11/3,
5°  tg410° + tg450° + tg470° = 59.

. sinz +siny _ . cosz —cosy _ V3—2
329. Akoje (1) ety O (2) sy = a (z,y € (0,7/2)),
izracunati x + y.

330. Dokazati da za sve realne brojeve z i y vazi nejednakost
cos(z?) + cos(y?) — cos(zy) < 3.

331. Ako su A, B, C uglovi trougla, za koji trougao vazi jednakost

(1) cos(A — B) -cos(B—C)-cos(C—A)=17

332. Ako su a i b realni brojevi, dokazati da je |sin(a + b)| < |sina| + |sinb| i da
za svaki prirodan broj k vazi |sinkz| < k|sinz|.

333. Ako je sina +sinf8 = g i «,fB € [0,7/2], dokazati da je
1 <cosa+cosf < 6
g Scosatcosf< o

334. Dokazati bez upotrebe kalkulatora 0.17 < sin 10° < 0.18.
335. Bez upotrebe kalkulatora dokazati da je tg11° < 0.2.

336. Ako su « i 3 ostri uglovi i o < 3, dokazati da je

t
ga _ tgf
o B

337. Sta je vede: 4tg5° - tg9° ili 3tg6° - tg10°?
338. Dokazati nejednakosti:

1° tg(sinz) < ctg(cosz), akox € (— er" —g),

2° ctg(ctgzx) < tg(tgz), akox € (arcctg'/r, arctg g)
339. Dokazati implikaciju

(1) tg?a- tg?B =1+ tg2a+ tg28 = |cosa - cosB] <

1
V6V3
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340. Naci najveéu i najmanju vrednost izraza

E = acos’z + 2bccos zsin r + csin’z.

341. Dokazati da izraz cos (T;—F - 575—27T> + cos (MTW + %) nije jednak nuli ako

je n ceo broj.
342. Ostri uglovi i 3 pravouglog trougla zadovoljavaju uslov
tga+ tg B+ tgla+ tg?6+ tgla+ tg38 = 70.
Odrediti uglove ovog trougla.
343. 1° Izracunati sin(arctg x) i cos( arctgz).
2° Dokazati formulu arctgz + arctgi = gsgnm (x #0).
344. Dokazati teoremu za zbir arkustangensa:

0 (ey<1),
+ e, €= 1 (z>0,zy>1),
-1 (z<0,zy>1).

r+y

arctgx + arctgy = arctg 1=y

n
iy : 1
345. Izracunati ,;:1 arctg 57

346. Dokazati teoremu za zbir arkuskosinusa:
arccos 4 arccosy = (—1) arccos (zy — V1 — 22 /1 — y2 ) + 2me,

0 (x+y=>0),

de je |z| <1, <lie=
gde je |z| <1, [y] {1 (z+y<0).

347. Dokazati teoremu za zbir arkussinusa:

arcsin z +arcsiny = (—1) arcsin (33\/1 — 2 +yV1— a2 J+em, (lz| <1, jy| < 1),

. 0 (zy <0Va?+y2 <1,
gde je e = ) 9
sgnz  (zy >0Az%+y* > 1).

348. Naéi sinz iz jednaéine
sin'®z + cos'z = 0.2.

349. Resiti jednaginu sinz + cosz +sinzcosz = 1.
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350. Resiti trigonometrijske jednaéine
1° sinz +cosx 4+ sinxcosz = 1;

2° tg3zr = tgx + tg2w.

sin 7r+255 = 2sin 3—7T—£
M T T2 ) T MM\ 10 2/

352. 1° Za razne vrednosti realnog broja p resiti jednacinu

351. Resiti jednacinu

psin 3z + sin®z + psinz = 0.

2° Nadi redenje jednaéine u specijalnom slu¢aju p = —1/12.

353. Resiti jednacinu \/sincc —/sinz + cosx = cosx.

™

Kis .
5 tg (ﬁ +33) redom tri

354. Naéi realne brojeve z tako da su tg (% - 17), tg

uzastopna ¢lana geometrijske progresije.

355. Resiti jednacinu 4 ¢?sin (z+B) sin (z+A4) = (a+b)?+2ab, gdesua, b, ¢, B, A
stranice i dva ugla pravouglog trougla.

356. Koji uslov moraju zadovoljavati konstante a,b, ¢ da sistem
sinz = asin(y — 2), siny = bsin(z —z), sinz = csin(z —y)

ima resenje?

357. Resiti trigonometrijsku nejednac¢inu

(1) (14 2cosz)/? <sinz.

Za koje realne vrednosti z vazi znak jednakosti?

358. Naéi sve z u intervalu 0° < z < 360° koji zadovoljavaju nejednacinu
2 (cos’z — V3 sin?z) > (V3 — 1) sin 2z.

359. Odrediti skup vrednosti parametra « sa segmenta [0°,360°] da jednacina
(2cosa—1)z% + 4z +4cosa+2=0

ima pozitivan koren zi, pri éemu drugi koren, ako postoji i ako je razli¢it od z1,
nije pozitivan.
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o . sin® z
360. Resiti nejednacinu 2log, sinz > log, . )
T

361. Ako za uglove o, 3 i 7y trougla ABC vazi jednakost

_ cos(f—a)
g = sin(8 — @) + siny ’

dokazati da je trougao ABC pravougli.
362. U trouglu ABC je

cosA:cosB:cosC=2:9:12.
Naéi sin A :sin B :sinC.

363. Ako su tangensi uglova trougla u razmeri 1 : 2 : 3, dokazati da su stranice
trougla u razmeri v/5 : 2v/2 : 3.

364. U unutrasnjosti kvadrata ABCD postoji tacka M takva da je MA = T,
MB =13, MC = 17. Odrediti povrsinu kvadrata.

365. Duzina duze katete nekog pravouglog trougla jednaka je 1, a duzina druge
katete je t. Duzine kateta drugog pravouglog trougla su 2t i 1 — ¢2. Dokazati da je
ugao naspram stranice 2¢ dvaput veéi od najmanjeg ugla prvog trougla.

366. Ako su e i f duzine dijagonala i a oStar ugao paralelograma, dokazati da je

njegova povrsina P = i le? — f2| tga.

367. Ortogonalna projekcija centra romba ABCD na stranicu AB je T, a pro-
jekcija temena D na istu stranicu je U. Tatka F deli duz DU na dva jednaka dela.
Dokazati da je duz BF normalna na duz T'C.

368. Ako su a, b, ¢ duzine stranica trougla i «, £, v naspramni uglovi, dokazati
implikaciju 3a + 28 = 180° = a? +bc—c? = 0.

369. Duzine stranica nekog trougla su
a=p’+p+1, b=p"+2p, c=2p+],

gde je p pozitivan broj.
Izracunati srednji po veli¢ini ugao tog trougla.

370. Izraziti duzinu dijagonala tetivnog &etvorougla pomoéu duZina njegovih
stranica.

371. Odrediti najveéi ugao trougla &ije su duZine stranica jednake brojevima
cos5°, cos35° i cos 50°.
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372. Oko pavilnog poligona sa 26 stranica A; Ay - - - Agg opisan je krug k sa centrom
u tacki O. Neka su tacke O7 i O, simetri¢ne tacki O u odnosu na prave AsxsA;
i AsAg. Dokazati da je 0102 jednako duZini stranice jednakostrani¢nog trougla
upisanog u krug k.

373. Sestougao je upisan u krugu. Tri stranice imaju duzinu a i tri duzinu b.
Odrediti polupre¢nik kruga u funkciji a i b.
1

374. Dokazati da u trouglu vazi 2a = b+ c < tg g tg% =3

Odrediti interval kome pripada ugao A.

375. U trouglu ABC &ji su uglovi o, 3 i v izabrana je tatka O takva da je
JOAB = 4OBC = 40OCA = w. Dokazati da je

1° ctgw = ctga + ctgf + ctgy,

90 11 1 1
sinw  sin®a  sin?p  sin?q’
3° w< /6.

376. U kruznom ise¢ku sa centralnim uglom 2« i polupre¢nikom r upisan je pravo-
ugaonik ¢ije su dve stranice paralelne osi simetrije ise¢ka. Odrediti pravougaonik
najvece povrsine.

377. U dati trougao upisati pravougaonik najmanje dijagonale.

378. Dat je tetvorougao ABCD opisan oko kruga. Dokazati da se kvadrati ras-
tojanja centra kruga do suprotnih temena odnose kao proizvodi stranica koje se
susticu u tim temenima.

379. U cetvorouglu ABCD dijagonale su AC i BD, 4DAB = 4ABC = 60° i
JCAB = 4CBD. Dokazati da je AD + BC = AB.

380. U trouglu ABC je S BAC = 45°. Oznacimo sa P tacku na stranici AC tako
daje AP: PC=2:11iSABP =15° Odrediti SACB.

381. U trouglu ABC je B = 26° i <C = 51°. Neka se tacka P nalazi unutar
trougla tako da je SPBC = 13° i S PCB = 17°. Odrediti S APB.

382. Odrediti uglove jednakokrakog trougla ABC (AB = AC) ako je

AB i 2c0s T
BC_ COS7.

383. Dat je trougao ABC &iji su uglovi <A = 45°, 4B = 60°, 4C = 75°.
Nad stranicom AB, izvan trougla, konstruisan je jednakostrani¢ni trougao ABD.
Dokazati da se tezisna duz iz temena A i simetrala ¢ B trougla ABC i duz CD
seku u jednoj tacki.
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384. Neka je f bisektrisa ugla izmedu polupravih a i b. Krug ki, koji dodiruje
poluprave a i f, dodiruje prvu u tacki A. Krug kg, koji dodiruje f i b, dodiruje
drugu polupravu u tacki B. Dokazati da na pravoj AB leze tetive krugova k; i kg
koje imaju iste duzine.

385. Dat je pravilan n-tougao AjAs... A, sa centrom upisanog kruga u tacki
O, duzine stranice a. Neka su M;, Ms, ..., M, redom proizvoljne tacke na strani-
cama A1 Ao, AsAs, ..., ApAr. Duzi OA, (k= 1,2,...,n) seku stranice n-tougla
M{Ms ... M, u tackama P;. Dokazati da je

= 1 2sin(m/n) <~ 1
= A1 = A1),
; AkMk; . Ak+1Mk a § AkPk ( + 1)

386. U tetraedru ABCD oznaéimo sa Sa, Sg, Sc,Sp povrsine strana tetraedra
koje su suprotne redom temenima A, B,C, D, a sa «, 8,7,¢/, 3,7 uglove diedara
tetraedra €ije su ivice AD, BD,CD, BC, AC, AB. Dokazati da je

1° S2=S2+82+52—25845pcosy — 2SpSc cosa — 2545¢ cos .

2° cosa + cos 3+ cosy + cosa’ + cos 3 + cosy < 2, pod pretpostavkom da su
uglovi diedara datog tetraedra ostri.

387. Data je ¢etvorostrana piramida ABCDV ¢ija je osnova paralelogram ABCD
kod koga je AB : BC = 16 : 19. Boé¢ne strane ABV, BCV, CDV, DAV sa ravni

osnove grade redom uglove ¢iji je odnos 1 : 2 : 4 : 2. Odrediti ove uglove.

X. RAZNI ZADACI I PROBLEMI

388. Dokazati da jednacina =3 + 2y3 + 423 — 6zy2 = 0 ne moze imati resenja u
skupu celih brojeva, osim trivijalnog resenja z =y = z = 0.

389. Naéi celobrojna resenja jednagine =3 — 2y% — 423 = 0.
390. Nadi sve cele brojeve a za koje 2 — z + a = 0 ima tri celobrojna resenja.

391. Dokazati da izraz

_3n4+6n3—2n2—3n+3
v= n2+3n+2

(1) (n € N)

nije ceo broj ni za jedno n € N.
k
Zan=1,2,3,..., k iz (1) se dobija niz {u,}. Dokazati da je ) u} potpun
v=1
kub, gde je u}, glavni deo decimalnog broja u,.
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392. Ako se od brojioca jednog razlomka oduzme 27, dobija se ista vrednost kada
se imeniocu doda 12. Kako glasi opsti oblik toga razlomka ?

393. Koliko puta u toku 24 ¢asa satne kazaljke obrazuju prav ugao?

394. Na slici je AD 1 BC i m i n su uzajamno A
prosti prirodni brojevi, pri ¢emu su stranice trougla
2m+n, m+n, 3m +n. Odrediti m i n. 3m+n m+n
n

395. Zbir deset realnih brojeva jednak je nuli; zbir

. . . . D
proizvoda svakog sa svakim takode je jednak nuli. .

2m+n C

Dokazati da je zbir kubova tih brojeva jednak nuli.

396. U skupu od 21 broja zbir bilo kojih 10 brojeva manji je od zbira ostalih 11.
Dokazati da su svi brojevi pozitivni.

397. Pravilni poligoni od m i n stranica upisani su u isti krug. Odnos njihovih
povrsina je m : n. Naéi sve moguéne vrednosti m i n.

398. Koliko i kakvih ima trouglova sa celobrojnim stranicama a = 29, b = 21, ¢ =

x?
399. Ako su a,b,c celi brojevi takvi da je Zﬁi b racionalan broj, dokazati da je
C
2 2 2
tada 20T ceg broj.
a+b+c

400. Dokazati implikaciju a,b,c € QAa¥/4+bv¥2+c=0 = a=b=c=0.

401. Dokazati implikaciju /3 — % >0 = 3— % > # (m,n € N).

402. Resiti jednacinu Va? —1+z4/1 - % =0.

403. Resiti nejednacinu 1.1 , gde je a realan parametar, razli¢it od nule.
T a

404. Dokazati jednakost

1 1 1 n(n+1)
+ 4+ —
log, B log,. B log,. B 2

logB a,

gde su a i B pozitivni brojevi, razli¢iti od jedinice.
405. a) Resiti nejednac¢inu mvV2*=3-vVe=2 < m? (0 <m < 1).
b) Odrediti logy, 2 ako je log1gs 3 = a 1 logyes 7 = b.

406. Nadéi zbir i (—1)FCk k2.
k=1
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407. Naéi najveéi ¢lan u razvoju izraza (1 + v/2)?° po binomnom obrascu.
408. Koliko ima nizova od 5 cifara koji ne sadrze uzastopne nule?

409. Koliko postoji prirodnih brojeva, sa najvise Sest cifara, u kojima se javlja
cifra 17

410. Dat je Pascalov! trougao binomnih koeficije-
nata. UoCimo njegovu tre¢u hipotenuzu (uokvireni
elementi).

1° Ispitati cemu je jednaka razlika kvadrata bilo
koja dva uzastopna broja na toj hipotenuzi.

S e
—
5[] e -
& -

v =

p—

2° Na osnovu rezultata pod 1° odrediti funkciju
z — f(z) takvu da je T,, = f(Sy), gde je

e e [m] = =

Sp=1+4+2+---4+n, T,=13+3%4+... 403
411. Dokazati jednakost
n+1)n+2)(n+3) - 2n—-1)2n=2"-1-3-5-(2n — 3)(2n — 1),
gde je n prirodan broj.
412. Metodom matematic¢ke indukcije dokazati nejednakost

Lo vl e msy
n+l n+2 2n 2 '

(1)

413. Dokazati nejednakost? sinz < nsin z (0 <z < g , > 1).
n

414. Izraéunati sume

S T 3 T 2n—-D)w
= cos oo CO8
ot 2n+1 on +1
T . 3m . 2n-Dr7
T =si a2 e N).
s1n2n+1+s1n2n+1+ + sin 1 (n )

415. Sta je veée: V60, ili 2+ /77
416. Sta je veée: 300! ili 1003007

417. Dokazati da je 7V® > 5V7 bez upotrebe racunara.

1Paskal (Blaise Pascal (1623-1662)) veliki francuski matematicar, fizicar i filozof. Prvi je
konstruisao radunsku masinu 1641. i otkrio metod matematicke indukcije.
2Videti zadatak 332
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418. Dat je broj

0.1234567891011121314 . ..4748495051
0.5150494847 ...1413121110987654321

Dokazati da je njegova vrednost 0.239...

419. Resiti sistem jednacina

) 42 +1 5y +1  6V22 +1
x N y N z ’
(2) TH+y+z=2ayz

u skupu realnih brojeva.

420. Resiti jednatinu x = \/;—i— V2—-+v2+a.

421. Neka su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da je a® +b% < 11 c?+d? < 1. Dokazati
daje (@ —¢)? + (b — d)? > (ad — bc)?.

422, Resiti jednaéinu 2~ sin®z | 9-cos’ — gin y + cosy.

2
423. Odrediti najmanju vrednost funkcije f(z) = % + x cos z + cos 2z.

r+y

424. Odrediti maksimum funkcije f(z,y) = TR

zax>01y>0.

425. Dokazati nejednakost
VITz+ V(1 —2)(1—-y)(1—2z) <min{VI-z,V/1-y, V1-2}
ako z,y,z € [0, 1/2].

426. Date su jednakosti

(J1) e/ =)= 22) +yV/(1 —2?)(1 - 22) + 2v/(1 - 2?)(1 - ¢*) = 2y,

(J2) zyV1—z22+z2y/1— 92+ yz/1—22 =1+ V(L= 22)(1 —y2)(1 — 22),

gde z,y,z € (0,1). Dokazati da jednakost (J;) vazi ako i samo ako vazi jednakost
(J2)-

427. Neka su a1, by, as, by realni brojevi. Dokazati:

a1 +as by + by < a1by + agbs
2 2 - 2 )

a1 + as by + ba > a1b1 + azbs
2 2 - 2 '

1° Ako je a1 Z as, b1 Z bg, tada je

2° Ako je aj S ag, b1 Z bQ, tada je
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2
428. Resiti jednacinu 22 + (;%5) =11.

429. Ako su z,y, z realni brojevi, dokazati implikaciju

1 1 1 -
ol <5 IS5 <] = |

<2
4 l—zy—yz—2zzxl — 3

430. Sta je veée

A= {/1—12\/3652+48\/6—5+4 ili B= {/1—48\"‘/6_3+36\/3 147 + V637

431. Odrediti realan parametar a pod uslovom da jednacine asinz — cosz = 2 i
sinz + 2cosz = 1 imaju bar jedno zajednicko resenje.

432. Bez upotrebe kalkulatora dokazati da je sin23° > 1/1/7.
433. Resiti jednacinu cos? z + cos? 11° = 2 + cosz - cos11°.

434. Dat je niz brojeva (a,)n=12,. . odreden formulom

3a, —1
3—ap

An4+1 = (n=1,2,)

Izraziti opsti ¢lan niza a, u funkciji od a;, gde je a; negativna konstanta. Naéi
lim a,.
n—-+0o "

435. Poluprave a, b, ¢ leze u jednoj ravni 7 i imaju zajednitku poetnu tacku
M. Poluprave a i b obrazuju otar ugao aMb unutar kojeg se nalazi poluprava c.
U ravni 7 tacka O nalazi se izvan ugla aMb. Ortogonalne projekcije tatke O na
poluprave a, b i ¢ ozna¢imo redom sa A, B i C. Dokazati da je

(1) OA-BC+O0B-AC =0C - AB.

436. Ako je z,y, z € [0,1], dokazati nejednakost z(1 —y) +y(1 — 2) +2(1 —z) < 1.
437. Razloziti na éinioce 1+ 2% + 2 + -+ + 4",

438. Resiti sistem

z+n(z+vVzi+1) =y,
y+hly+vVy?+1) =z
z4+In(z+vV22+1) =1z

439. Oznacimo sa x1,Z2,z3 (¥1 < T2 < x3) tri razli¢ita realna korena jednaéine
x3 — 3z — 1 = 0. Dokazati da je tada 2 — 22 = x3 — 1.



50 Zadaci i problemi

440. Dokazati da je

\/;(:v\/1+y2+yv1+x2)2—\/I+(:t\/1+y2—y 1+22)% = 2ay,

gde z,y € R.

441. Izracunati inf sup |sin(pa)l.
ac(0,m) pEN

442. Neka je ABC mnedegerativni trougao u ravni. Neka je (C)F2% niz tacaka
koji se formira na sledeéi nacin: Co := C'i Cp+1 je centar upisanog kruga u trougao
ABC,,. Odrediti lim C,.

n-—+o0
443. Dokazati da je zbir reciproénih vrednosti prirodnih brojeva

(1) RIS I PR
2737456

beskonaéno veliki.

444. Odrediti polinome P(z) i Q(x) tako da vaZzi identitet

(1) (z® — 1)P(z) + (z° - 1)Q(z) == — L.

445. Dokazati da je svaki polinom
P, (z) = (cos 0 + zsin )™ — cosnf — zsinnf
deljiv sa 2% + 1, gde je 8 realan broj razlicit od km (k € Z).

446. Dokazati da postoje celi brojevi a, b, ¢, koji nisu istovremeno jednaki nuli i
¢ija je apsolutna vrednost manja od 109, takvi da je

la+bvV2+ V3] < 107

447. Dokazati da je broj N = 111...11, prikazan u dekadnom sistemu, slozen.
91

448. Neka su a,b i n prirodni brojevi. Dokazati da postoje celi brojevi z i y za
koje je (a2 +b*)» = 2? + y2.
449. Dokazati jednakost

1

1 T
1 4 tg — — tg — = —.
(1) arctg ¢ — arctg 5o = 7

450. Ako je A=m?+n?i B = k? + (2, izraziti proizvod AB u obliku zbira dva
kvadrata.
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451. Ako su a i b realni brojevi razliciti od nule, dokazati da vazi bar jedna od
sledec¢ih nejednakosti:

a+ va? + 2b? a— Va2 + 2b?
| <h | <h

452, Sta je vece: /60 ili 2+ /77

NAPOMENA. Ovo je Zadatak 415. Data su dva nova resenja.
453. Izracunati

(1) $n=1422+333+--+n(11...1).

454. Resiti sistem 1 —

1 .
3z +y z’ +3:1:+y VI



RESENJA

I. TRANSFORMACIJE ALGEBARSKIH IZRAZA

1. Resenje. Kako je

1 a®—ab—2b* _(a+b)®—a®+ab+2b° 3ab+3b° _ 3b
a+b (a+b)3 (a+b)3 T (a+b)3  (a+b)?

izraz u zagradama se svodi na

a® — ab + b* 3b  a*+2ab+0® 1

= 0).
alatb? " (@arb?  a(atb)y (a #0)
Vodeéi raéuna da je a + b = —b, dati izraz postaje
A—l~ a  2a 1 2a _a+b—2a 1 1

a a—b a?2-—b? a—b_(a—i—b)(a~b)_(a—f—b)(afb)__a—+-b_g7
pri emu je a # b, tj. a # —5/21b# —5/2.
2. Resenje. Brojilac zadatog izraza B = a® + b + ¢ — 3abc moze se prikazati u obliku
B = (a®+a’b+a’c) + (b® +b’a +b%c) + +( +cfa+cb)
—a%b — a’c— b*a —b*c — cfa — b — 3abe
=(@+bt+c)a’+(at+b+c)b®+(atb+c)c
—a{ab+ ac + bc) — b (ab+ ac+ be) — ¢ (ab+ ac + be)

=(a+b+c)(a®+b0*+%) — (a+b+c)(ab+ ac+ be)
= (a+b+c)a® —%—b2+c —ab—ac—bc)

a+b—|—c( (b—c)2+(c—a)2).

Pod uslovom da ne vazi a = b = ¢, dati izraz se moze skratiti sa
(a—b)°+(b-c)’+(c—a)
a+b+c
—
3. Resenje. Dovodenjem razlomka na desnoj strani na zajednicki imenilac, dobijamo
(b—c)®+(c—a)’+(@a-b°
(b —c)(c—a)(a—0b)

Uvedimo oznake b—c =, c—a =1y, a—b = z. Imamo z+y+2z = 0, odnosno z+y = —z.
Iz poslednje jednakosti sleduje (z + y)® = —z%. Kako je

tako da dobijamo

E=—

(x+y)3=m3+3x2y+3xy2+y3:x3+y3+3my(x+y), T+y= -2,
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to je
z3 +y3 — 3zyz = -2 =+ y3 +4= 3zyz.

Na osnovu poslednje jednakosti E postaje

3(b—c)(c—-a)(a—b)
(b-c)c—a)(a—0b) "’

tj. posle skradivanja, E = —3 za svako a,b,c (a # b # ¢ # a).

NAPOMENA. Do istog rezultata moze se doéi direktno ako se izvrSe naznaéena mnozenja,
stepenovanja i skraéivanja.

4. Dokaz. Datu jednakost mozemo transformisati na sledeéi nagin:

ab+bc+ac 1
abc T a+b+c’
(atecbtac 1 —0
abe (a+c)+b ’

bla+c)® + (b* + ac)(a+c) = 0.
Na levoj strani mozemo izvuéi faktor a + ¢, pa imamo dalje
(a+¢)(ab+ be+b* +ac) =0,
tj.
(1) (e+c)a+b)(b+ec)=0.

Prema tome, data jednakost je ekvivalentna jednakosti (1), pod uslovom a # 0, b # 0,
¢ # 0. Jednakost (1) je ispunjena ako je bar jedan faktor jednak nuli, odnosno ako je
c=—aili b= —a ili ¢ = —b, ¢ime je dokaz zavrSen.

5. Dokaz. Oznadimo sa K izraz u imeniocu izraza I. Tada je posle kvadriranja
(1) K = be(y® + 2%) + ac(z2® + 2°) + ab(z® + °) — 2(abzy + beyz + caza).
Ako kvadriramo uslov az + by + ¢z = 0, dobijamo
(2) —2 (abxy + beyz + cazzx) = a’z® + b%y° + 222
Zamenom (2) u (1) imamo
K = be(y® + 2°) + ac(2® + 2°) + ab(z® + 9°) + a®2* + %y + 227
= (a®z® + abz® + acz®) + (aby® + b°y® + bey®) + (acz® + bez® + 22%)

az’(a+b+c)+by’(a+b+c)+c’(a+b+c)
= (az® + by’ + c2*)(a+ b+c).

Na osnovu toga dati izraz postaje

az® + by® + c2? 1

I= (ax? +by2 +c2?)(a+b+c)  a+b+c’
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6. Dlokaf 1. Neka je A:ab+z+l+bc+z+1+ca+cc+l.Eliminacijomcpornoéu
¢= — i = = ab, dobijamo
ab ¢
a b 1 a+ab+1
A=3 171 teriiab @b 1
ab+a+ Z4pg1 atlta ab+a+
a

Dokaz 2. Ako brojilac i imenilac drugog sabirka prosirimo sa a, a trefeg sa ab, imamo

a " ab + abe
ab+a+1 abct+ab+a a?bc+ abc+ ab
a ab 1 ab+a+1

ab+a+1 + 1+ab—|—a+a+1+ab T ab+a+1

A=

7. Dokaz. Kao §to se vidi, izraz S je formiran pomocu zbira tri razlomka. Njihov
zajedni¢ki imenitelj je (z — y)(y — 2)(z — z), tako da je

y-—2)z"+(z-—2)y" +(e—y)z"

§=- @) — 22

Polinom u brojiocu ovog razlomka je

n

y—2)a"+(z-2)y" +(c-y)"

Kako je za vrednost ovog polinoma za z = y jednaka nuli, iz njega se moze izvudi
faktor = —y. Isto tako, za y = z ili z = z vrednost polinoma je jednaka nuli, pa se iz njega
moze izvuéi i faktor (y — z)(z — ).

Prema tome, razlomak se moze skratiti sa (z — y)(y — 2)(z — z), to znagi da je S ceo
broj za cele i razli¢ite brojeve z, y, z i nenegativan ceo broj n.

8. Dokaz. Iz drugog uslova, mnozenjem jednakosti sa pgr, dobijamo
(1) pg+qr+rp=0.

Kvadriranjem prve jednakosti imamo

2 2 2 _
p g +r +2(pg+gr+rp) =1,

odakle je
(2) PPt +r =1

Kako je

(pa + gb+ rc)? + (ga + b + pc)* + (ra + pb + g¢)®
=+ +r7)a + (¢ + P+ )0+ (P 0+ g
+2 (pg + gr +rp)ab +2(qr +rp+ pg) be + 2 (rp + pg + qr) ca,

primenom (1) i (2) vrednost ovog izraza se svodi na a® 4+ b% + %, éime je dokaz zavrien.
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9. Dokaz 1. Oznagimo dati izraz sa A. PrikaZimo ga u obliku

(b=c)lc—a)+(a-b)(c—a)+(a—b)(b—¢)
(a—=b)(b—c)(c—a)

—a? -t~ +ab+bec+ca

(a—b)b—c)(c—a)
12a2+2b2+2c% —2ab—2bc—2ca

T2 (a—b)(b—c)(c—a)

1(a—b)*+(b=¢)®+(c—a)?

2 (a=b)(b—c)a—rc) '

A=

Posto je @ > b > c i posto su brojilac i imenilac pozitivni, zakljuéujemo da je A > 0,
¢ime je dokaz zavrien.
Dokaz 2. Izraz A se moze prikazati u obliku
1 1 1 1 b—c

A= = .
b—c+a—b+c—a b—c+(a—b)(a—c)

Kako je a > b > ¢, oba sabirka su pozitivna, pa je A > 0.

10. Resenje. Kako je

1\° 1 1 1
<x+—> =x6+—6+6<w4+—4) +15<x2+—5> + 20,
x x T x

dati zraz se moze uprostiti slede¢im postupkom:

6(z" + ) +15(z> + ) +18 6t 24 ) +15(z2+ ) +6

A= 153 1 1 12 T
(:1:-{-;) +x3+F (a:—i—;)((x-q-;) +x2_1+z_2>
_ 6(:52-{—%)24—15(&024—%) +6 _ 6<<z2+;15) +2> ((m2+%) +%>
B [T S S [ )
132
e+ =
- (Hi) =3(e+ )
z

1 . 1 .
Posto je z + = > 2, zakljuéujemo da je minA =6 za z = o tj. zaxz = 1.
z

11. Resenje. Neka je

A=Q+1D)@+DE+DE +1) 2% +1).
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Mnozenjem desne strane ove jednakosti sa 2 — 1 (= 1), dobijamo

A= @-DE+DE +DE+DE +1) - 7 +1)
= (- D@+ DEHDE 1) 2 1)
=@ -nEt+1E*+1)--- 2% +1)

=@ -neE +1)=2"" -1

12. Resenje. Za polinome u brojiocu i imeniocu racionalne funkcije E(z) vaze sledece
faktorizacije:

P +22' +32°+32° +22+1=2"+1+22(*+1) + 32z + 1)
=(a:+1)(:c4—x3+m2—m+1)+2x(z+1)(m2—x+l)+3m2($+1)
=@+t +28+22% +2+ 1) = (e + )+ )" +z+1)

2t —r-1=2c+1)~(z+1)
=@+1)E@*-1)=(@+1)(z-1)="+z+1).

Prema tome, E(x) se svodi na

_ (:r+1)(m2-+—1)(:v2+x+1)
E@) = o) e D 124D

Ako je © # —1, izraz se moze skratiti sa (z+1)(z® +z +1), jer je trinom 2> +z+1 > 0
2
1
za svako z, tako da imamo E(z) = a; +1 .
U zadatku se trazi E(+1). Medutim, za z = —1 ili ¢ = 1 izraz E(x) nije definisan, jer
se imenilac svodi na nulu.

Za drugi izraz vazi:

(a4 D*-1 (a+1)(ad + 1)

F(a) = a(a+2) —(a+1) a2 —a+1
~ ((e+ 1)’ -1 ((a+1)*+1) @ —a+1
- a(a+2) —(a+1)\/(a+1) a2-a+1
Cala+2)((a+1)?+1)
= a(a+2) _(a+l)la+1|7

pri éemu je pod korenom opravdano skradivanje jer je a®> —a + 1 > 0 za svako a.
Za a#01ia# —2izraz F(a) postaje

1 (a>-1,a#0),

F(a)=(a+1)2+1—(a+1)|a+1|:{ 206+ 1)*+1 (a<—1,a#-2).
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13. Resenje. Primetimo najpre da izraz E ima smisla za a £ 0, b# 01 a # b.

Oznacimo prvi razlomak sa E;. Imamo

. a4+ b%—2abVab (@¥2)2 — 2a%/263/2 + (b¥/2)?
1 = =
(Va—V5)(a+ b+ vVaD) e
_ (@®% —b°2)? = g%% _p3/?
B/ _p3z 4 TV

Drugi razlomak E> moze se transformisati na sledeéi nacin:

a® + b® — 2ab+/ab — ab
ay/a—bvb+ Vab
B @+ —2a%2p%/2 — g B (a3/? - b3/2)2 _ (al/Z b1/2)2
a3/2 Zb3/2 4 gl/2p1/2 | 3/2 — b3/2 4 g1 /2 pi/2
(as/z _B3/2 4 g1/2 b1/2)(a3/2 32 a1/2b1/2)
a3/2 Zb3/2 J g1/2p1/2
— G¥2 ¥ 2 p1/2

Es =

Na osnovu toga je
E=E —E;=a'?b"? = Vab.

Zaa=2++3,b=2—-+3 jeab=1,paje E =1.
14. Resenje. Prikazimo jednakost u obliku
Va—b+c+Vb=+va+e
Kvadriranjem dobijamo
a—b+c+2m~\/5+b=a+2\/&+c,

odakle je

Vb-Va—bte= Vac.
Jos jednim kvadriranjem dolazimo do kvadratne jednacine
b’ —(a+c)b+ac=0,

¢ija su reSenja b = a ili b = ¢, a to su uslovi kada vaZi zadata jednakost.

2am

15. Resenje. Za z =zo = m imamo
2am 2m _ (m+1)?
a+bx-a+1+m2— ( +1+m2)-a Trme
2am 2m (m —1)2
. = P — 1— =
a—br=a 1+ m?2 a( 1+m2> a1+m2’
pri ¢emu jea > 01ib#0.
Na osnovu toga je
f($0)=]m+1|+|m-—1|

im+1—|jm-1"
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Ovde razlikujemo sledeée slucajeve:

o _—(m+1)—(m-1) _
3° m<-1, f(zo)= Mt D E(m=D =m.

Da f(z) postoji, mora biti ispunjen uslov a > 0 i b # 0. Prema tome, f(z) ne postoji
ni za jedno realno x ako je a < 0ili b= 0.

16. Resenje. a) Brojilac i imenilac izraza E(z) mozemo prikazati u obliku

et a-12 —(b+a-12° +(a+bz—b
=zt -2+ +a@® -’ +z) b’ -z +1)
=z2(cc2——a:+1)+aac(:c2—x+l)—b(a:2—m+1)
= (z* +ax —b)(z° —z + 1),

2t — b+ D)2+ (b+ct+ )z’ —(b+e)z+ec

=2t -2+t - - ) +e(@ -z +1)

mz(x2—:c+1)—b:c(x2—x+1)+c(m2—z+1)
= (z® bz +c)(z® —x+1).

Kao §to se vidi, izraz E(x) se moze skratiti sa z2 — x + 1, pa ostaje

2 —
B(z) = z“°4+ax—b

T a?-brtc’
7 _
b) Za z = — b —ac izraz E(z) se svodi na

a+b

b* — ac

a+b —btaz _ —ac—ab+ala+ bz
b® — ac T b2+ be—bla+b)x

+c—bx

a+b

Primetimo da se racun znatno uprostio zbog toga §to smo dato  zamenili tamo gde
se nalazi samo z°

17. Resenje. Uprostimo najpre /13 + +/48. Imamo

V13+4V3=2+yV3.

Kvadriranjem ove jednakosti dobijamo

z2+3y2+2my\/§=13+4\/§,
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odakle je z* + 3y% =13, 2zy = 4. Pozitivno reSenje ovog sistema je z = 1, y = 2, pa je

V13+4vV3=1+2V3.

Na taj nacin dati izraz postaje

A:Q\/3+\/5—\/13+\/£=2\/3+\/4—2»/5.

Dalje je \/4—2\/§=m—y\/§, tj. 22 +3y? —2zy V3 =4—23.

Iz sistema 22 + 3y* = 4, 22y = 2 nalazimo z = —1, y = —1, pa je

V4-2V3=-1++3

Na osnovu toga imamo

A=2\/3+1/4-2V3=212+V3.
2y/2+V3=z+yV3,

8+4\/§=w2+3y2+2wy\/§,

Najzad, iz jednakosti
tj.
dobijamo sistem

z2+3y2=8, Ty = 2,

Eije je resenje = = y = /2. Prema tome, uprodéen izraz postaje

A=V2+V2-V3=Vv2+ V6.

18. Resenje. Imamo

Vavi—s = VB va) = 5./ 122

_{l/g,\/g—lz‘*ﬂ_(l/g
- V2 4 4
Prema tome 1"—ﬁ s—§
T ) _47 _4

19. Resenje. 1° Podimo od jednakosti
(1) (z+y+2) @+ +2° —ay—xz—yz) =2 +4° +2° — 3zy2.

Ako u ovu jednakost uvedemo x = ¥a, y = vb, z = ¢, dolazimo do zakljucka da
dati izraz, tj. razlomak treba proSiriti sa

Va4 V7 4+ V3 — Yab— Yac— Vre.
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Koristeci se jednakoséu (1) dobijamo

1 _ Va?+ V2 + Ve = Yab— Yac — Ve
Ya+ b+ e a+b+c—3Vabe '

(2)
Ostaje da se ovaj razlomak prosiri sa
(a+b+c)?+3(a+b+c) Vabc+ 9 ¥/ (abe)?.

Tada u imeniocu imamo (a + b+ ¢)® — 27 abe, tako da smo izraz racionalisali.

2° Ako u jednakost (2) stavimo a = 2, b = 3, ¢ = 4, dobijamo

1 YA+ Y9+ V16~ V66— V12— VB
2+ 3+ V4 2+3+4-—324

_ VA+ V94232 V6 V122
B 3(3-23) '

Ostaje da se ovaj razlomak prosiri sa 32 4+3.2¥3+ 49, tako da ée razlomak biti
osloboden iracionalnog imenioca.

20. Resenje. Oznagimo date razlomke sa

A= 242¢ B = 2+¢
T (1+2e)242+2¢’ T (l4e)2+2+¢’

gde je € = 0.000 000 000 02. Formirajmo razliku A — B. Imamo
2(1+¢) _ 2+¢
(1+2e)2+242e (1+€)24+2+4¢
21 +e)(1+e)?+2+¢e) —(2+e)((1+2e)* +2+2¢)
(1+2e)?+242e)((14+e)2+2+¢) )

A-B=

Imenilac ovog razlomka je pozitivan, a brojilac se svodi na —3¢ — 62 — 263,
Kao sto se vidi, A — B je negativno, pa je prvi razlomak manji od drugog.
21. Resenje. Dati izraz mozemo rastaviti na faktore, tj.
6(x(z—3p)—(x-3p)  6(x—3p)(z—1)
(z—3p)—(z—3p)  (@-3p)@’ -1
6(x—3p)(z—1)
(z-3p)(z—D(z+1)°

A=

Za x = 1 iz = 3p izraz nema smisla. Ako je z % 11 z # 3p, izraz se svodi na
_ 6
Tx41

Ovaj razlomak je ceo broj za =z = —7, —4, =3, —2, 0, 1, 2, 5. Medutim, ovde treba
izostaviti x = 1, jer je x # 1. Isto tako, treba izostaviti slucajeve kada je x = 3p. Na
primer, za p = —7/3 izraz A nije definisan za z = —7, itd.
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II. TEOR1IJA BROJEVA

22. Resenje. Neka brojilac i imenilac sadrze n + 1 cifru. Na osnovu toga je

n n n

—— —— ——
166.. 6  1-10"+66.. 6 10" +6-11...1

66...64 66...60+4  6-11...10+4
N Ne—— N
n 10" —1
06— 15.10m -6 1
6.10 —1‘10+4 4(15-10" —6) 4

23. Resenje. Broj 415800 se faktorise na sledeéi naéin:
415800=2-2-2-3-3-3-5-5-7-1L

Postosu 2-2-2, 3-3-3, 5-5, 7, 11 uzajamno prosti brojevi, faktori 2-2-2, 3-3-3,5-5
moraju kompletno pripadati z ili y, tj. ne moze, na primer, 2 pripadati z, a 22 pripadati
Y, jer x i y su uzajamno prosti brojevi. Zbog toga éemo datu faktorizaciju prikazati u
obliku

415800 =8-27-25-7-11.

Ako uzmemo da z ima jedan faktor, tada postoji pet kombinacija:

x=8, y=27-25-7-11 = z=8, y=>51975
T =27, =8-25-7-11 = x=27, y=15400;
x=25 y=8-27-7-11 = =25 y=16632
r=7 y=8-27-25-11 = =7, y=>59400;
r=11, y=8-27-25-7 = ao=11, y=37800.

Ako x ima dva faktora, dobijamo sledeéih deset kombinacija:

T=8-27, y=25-7-11
=825, y=27-7-11
r=8-7, y=27-25-11
r=8-11, y=27-25-7
r=27-25, y=8-7-11

r=27-7, y=8-25-11
r=27-11, y=8-25-7

r=25-7 y=8-27-11
c=25-11, y=8-27-7

=711, =8-27-25

r =216, y=1925
=200, y=2079;
r =56, y=7425;
r =288, y=4725
T =675, y=616;

x =189, y=2200;
r =297, y=1400;
z =175, y=2376;
xr =275 y=1512;
=77, y=95400.

N A

Prema tome, postoji ukupno 15 faktorizacija broja 415800 na dva uzajamno prosta
faktora x 1 y.

24. Dokaz. Vazi sledeéa faktorizacija:

26460 =2-2-3-3-3-5-7-T.
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Neka je A =27195, B =10887, ( =10152.

Broj C® je deljiv sa 2 - 2. Broj A® — B® je razlika osmih stepena brojeva A i B i ona je
deljiva sa 2 - 2 (razlika kvadrata dva neparna broja deljiva je sa 8). To znaci da je zadati
broj A% — B® + C® deljiv sa 2 - 2.

Svaki od brojeva A, B, C je deljiv sa 3, pa su osmi stepeni deljivi sa 3 -3 - 3.

Broj A je deljiv sa 5 isa 7-7 (A/49 = 555), tako da je A® deljivo sa 5isa7-7.

Na kraju, razlika B® — C® ima faktor B — C' = 735. Kako je 735/49 = 15, a 735 se
zavrdava sa 5, izlazi da je B® — C® deljivosa 5isa 7-7.

Prema tome, broj A® — B® + C® je deljiv sa 26460 =2-2-3-3-3-5-7-7.
25. Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je n? + 3n + 5 deljivo sa 121. Dakle, neka
vazi jednakost n® +3n+5= 121k (kez).

Resenje ove kvadratne jednacine je

-3++/9-4(5-121k)
Ny = B

—3+V4 - 121k—11 -3+ /11(4-11k~-1)
2 - 2 ’

Da bi se iz diskriminante izvukao kvadratni koren, potrebno bi bilo da faktor 4-11k—1
bude deljiv sa 11, a to je nemoguée. Prema tome, diskriminanta ne moze biti kvadrat
celog broja, ¢ime je dokazano da n ne moze biti ni racionalan broj, tj. da n? +3n+ 5 nije
deljivo sa 121.

26. Dokaz 1. Broj a koji nije deljiv sa 5 moze se prikazati u oblicima
a=5k+1, a=5kx2 (k=0, £1, £2,...).
Ako je, na primer, a = 5k + 1, primenom binomnog obrasca dobijamo
a® +3a* =1 = (5k+1)° +3(5k+1)" — 14

= 6k + ($)om + o+ (5

7) (5k) + 1

+ 3((5k)4 + (11) (5k)° + - + (3) (5k) + 1) —14

=5N+1+3-14=5N+10 (N ceo broj),
a to je broj koji je deljiv sa 5. Sli¢no je za a = 5k — 1. Za a = 5k 4 2 imamo
a® 430" — 14 = (5k +2)° +3(5k +2)* — 14

= o0+ (DR 24 (

8

7) (5k) - 27 4 28

+3((5k)4+(11)(5k)3.2+...+(3)(5k)_23+24> 14

=5M+22+3-2" —14=5M +290 (M prirodan broj),

a to je broj koji je takode deljiv sa 5.

Istim postupkom se dokazuje da je dati izraz za a = 5k — 2 deljiv sa 5.
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Dokaz 2. Dati izraz se moze prikazati u obliku
a®+3a* —14=0a®-2a"+1+5a" —15 = (a* — 1)* +5(a* - 3).

Drugi sabirak je deljiv sa 5 za svako a. Brojevi a koji nisu deljivi sa 5 zavrSavaju se sa
1, 2, 3,4, 6,7, 8, 9, anjihovi éetvrti stepeni zavrsavaju se redom sa 1, 6, 1, 6, 6, 1, 6, 1.
To znadi da se a* — 1, tj. (a* —1)? zavréava sa 0 ili 5, pa je (a* — 1)? deljiv sa 5.

27. Resenje. Kako je zan # 3

2

2

-7 10):(n-3)=n—4—- ——,

(n n+10):(n—-3)=n —

i 2 ima delioce —2, —1, 1,2, trinom n? — 7n + 10 je deljiv sa n — 3 ako je 2 deljiv sa n — 3,
t.n-3=-2,n-3==-1,n—-3=1llin-3=2,tj. n=1, 2,4ili 5.

28. Resenje 1. Ispitajmo najpre da li je broj n?+n+1 deljiv sa 5. Kako je n’+n+1=
n(n+1)+1,an(n+1) je proizvod dva uzastopna broja koji se nikada ne zavrsava sa 4,

pa se n2 + n + 1 ne zavriava sa 5, tako da nije deljiv sa 5. Na osnovu toga zaklju¢ujemo
da n? + n + 1 nije deljiv sa 1955.

Resenje 2. Pretpostavimo da je n? 4+ n + 1 deljivo sa 1955, tako da za neko n vazi
jednakost

(1) n®+n+1=1955k = n’ +n—(1955k —1) =0,

gde je k prirodan broj.

Da bi kvadratna jednagina (1) imala cele korene, mora diskriminanta
D=1+4(1955k ~1) =7820k —3

biti kvadrat prirodnog broja. Posto se 7820 k zavrSava sa nulom, broj 7820 k—3 se zavrSava

sa 7. Medutim, ne postoji prirodan broj ¢iji se kvadrat zavrSava sa 7.

29. Resenje. Broj 504 moze se faktorisati, tj. 504 = 9 -8 - 7. Ispitajmo redom za koje
je n broj n® —n? deljivsa 9, 8i7.

Deljivost sa 9: Napisimo dati broj u obliku n?(n® — 1) = n*(n® — 1)(n® + 1). Ako je n
oblika 3k, tada je n? deljivo sa 9, zatim, ako je n = 3k + 1, tada je n® — 1 deljivo sa 9, jer
je

n®—1=0Bk+1)°*-1=27kK+27kK* + 9k,
a ako je n = 3k — 1, onda je n® + 1 deljivo sa 9. Prema tome, n® — n? je deljivo sa 9 za
svako n.

Deljivost sa 7: Podelimo skup prirodnih brojeva N na podskupove 7k — a, gde je
a=0,1,...,6,ak €N. Zan =Tk — a primenom binomne formule izraz n® —n? postaje

(—1)i(§) (Tk)®*a" — (49k* — 14ak + a?)

300

2,

[
M-

Il
=}

k3

(Tk)® — G)(7k)7a+..._ (?)7k.a7+a8_ (49k* — 14 ak +a*)

H

= 7M—+—a8—a2,
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gde je M prirodan broj. Neka je P(a) = a® — a®. Kako je

P(0)=0, P(1)=0, P(2)=252=7-36, P(3)=6552=7-936,
P(4) = 65520 = 7-9360, P(5) = 390600 = 7 - 55800,
P(6) = 1679580 = 7 - 239940,

broj n® — n? je deljiv sa 7 za svako n.
Deljivost sa 8: Neka je n neparan broj, tj. n = 2k — 1. Tada je

2k —1)° = (2k — 1) = (2k)° — (f)(zkf—m— (?) 2k 14k +dk—1

=8M —4dk(k—1),

gde je M prirodan broj. Posto je k (k— 1) proizvod dva uzastopna broja, od kojih je jedan
paran, 4k (k — 1) je deljiv sa 8. Prema tome, n® — n? je deljiv sa 8 za svako neparno n.

Za n = 2k imamo n® — n? = 28k% — 4k2. Izraz 25k® je deljiv sa 8. Za k= 2m je 4 k?
deljivsa 8, azak=2m—1je

4k =4(2m—1)2 =16 (m* — m) + 4,
tako da ovaj broj nije deljiv sa 8.

Na osnovu ove analize zakljuéujemo da broj n® — n? nije deljiv sa 504 za n = 4m — 2,
gde je m € N.

30. Dokaz. Prirodan broj koji nije deljiv sa 7 moze se prikazati u obliku

n=7Tk+m (m=12234,56k=01,2..).

Zamenom n dobijamo

1=k +3(Tk)2m+3Tk)m>+m®+1=7TN+m’+1,
n—1=(Tk)® +3(Tk)*m+3Tk)m*+m® —1=TN+m’ - 1.

Ostaje da se dokaze da je samo jedan od brojeva m®+1 1 m®—1 deljiv sa 7. Dokaz
je ilustrovan slede¢om tabelom:

m m3+1 m3—1
1 2 0*
2 9 7
3 28> 26
4 65 63"
5 126 124
6 217" 215

Brojevi sa zvezdicom su deljivi sa 7.
31. Resenje. Da bi broj 10™ + 8 bio deljiv sa 72, treba da bude deljiv sa 9 i sa 8. Broj
10™ + 8 ima zbir cifara 9, pa je deljiv sa 9. S druge strane, 10" je deljiv sa 8 ako je n > 3.

Prema tome, dati broj je deljiv sa 72 za svako n > 3.



II. Teorija brojeva 65

32. Dokaz. Napisimo dati broj u obliku
(1+10)"° —1.

Primenom binomnog obrasca imamo

1+ (1(1)0) 10+ (lgO) 102 + (130) 107 4 4100 _ 1

()04 ()10 () 20410,

I

(14+10)'° -1

gde je m prirodan broj. Kako je

(19) —100, (100) 220099 _ 150,

1 2 b]
100y  100-99- 98
( 3 )———3!——-_16170,

100

iz sabirka ( 3

) -10® mozemo izvuéi faktor 10%, dok je

(1(1)0) 104+ (1‘2)0) -10% = 1000 + 495 000 = 496 000

= 49 -10" 4 6000.
Na osnovu toga je
(1) 11'%° —1 = 10*n 4 6 000.

Iz ove jednakosti izlazi da je 11*%° — 1 deljiv sa 10%. Ostaje da se dokaze da je pored

toga 11*%° — 1 deljiv sa 6. To se moze sprovesti na sledeéi nagin:

50
1

50

117~ 1=121%° — 1= (120 + 1)® — 1 = 120%° + ( o

).12049+~~~+( )-120.

Kao §to se vidi, svi sabirci su deljivi sa 120, pa je 1110

— 1 deljiv sa 6, ¢ime je dokaz
zavrsen. :

33. Resenje. Ako je n paran broj, onda je n* +4" slozen broj. Zan = 1 je n* 4+4™ = 5,
tj. dobijamo prost broj. Ako je n neparan broj veéi od 1, vazi sledeca faktorizacija:

nf 44" = (0?4277 —2n% . 2"
— (n2 + 2n)2 _ (2(n+1)/2 i n)Q
=n*+2" - 2 D/2 Y (n? 4 2" + olnt1)/2 n).
Za prvi ¢inilac, koji je manji od drugog, vazi nejednakost
n? 42" =2 t/2 iy = p? 9. onm/2 Ly onm o gt
— (’I’l _ 2(11—1)/2)2 + 2n—1 > 1’

§to znadi da je n* + 4™ za n > 1 slozen broj.
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34. Resenje. Trazeni broj se mozZe napisati u obliku 523000 + X, gde je X trocifreni
broj koji treba dopisati. Kako su 7, 8 i 9 uzajamno prosti brojevi, da bi trazeni broj bio
deljiv sa 7, 8 i 9 on mora biti deljiv i njihovim proizvodom 7 -8 - 9 = 504.

Kada se broj 523000 podeli sa 504, dobija se kolicnik 1037 i ostatak 352, tj. vaZzi
523000 = 504 - 1037 + 352. Prema tome, broj X + 352 mora biti deljiv sa 504. Posto je
X trocifren broj, to je moguéno ako je X + 352 = 504 ili X + 352 = 2- 504, odakle se
dobija X = 152 ili X = 656.

Dakle, trazeni Sestocifren broj moze biti 523152 ili 523656.
35. Resenje. Za n = 1 vrednost datog izraza je
N(1)=3"+k-24+1=244+2k =734+ 6 + 2k.
Za k = 4 broj N(1) je deljiv sa 7.

Dokazimo da je
(1) N(n)=3""144.2°""2 41

deljiv sa 7 za svako n. Primenimo metod matematicke indukcije. Ve¢ smo dokazali da je
N(1) deljivo sa 7 i to je baza indukcije. Pretpostavimo da je N(n), dato sa (1), deljivo sa
7. Postavimo pitanje: Da li iz te pretpostavke izlazi da je N(n 4 1) deljivo sa 77 Kako je
N(n+1) = 3%+ +4. 25" 41
=3%.3"71 4 4.2%.2%" % 41
=729-3"71 1 4.8.2°"7% 41
=104-7-3" 1 4357 4 g7 252 4 g 032 4
=7-(104-3%"7 4. 2> 43 442570 4
=7-(104-371 +4.2°"7%) + N(n).

Kao §to se vidi, iz pretpostavke da je N(n) deljivo sa 7 izlazi da je N(n + 1) deljivo sa
7, ¢ime je dokaz zavrSen.
Prema tome, za k =4+ 7¢ (£ € Z) izraz N(n) je deljiv sa 7.

36. Dokaz. Prema uslovima zadatka je
ea+b=kM, ce+d=EkN,

gde su M i N celi brojevi. Ako prvu jednac¢inu pomnozimo sa —c i drugu sa a, a zatim
tako dobijene jednaéine saberemo, dobijamo

ad —bc =k (aN — cM).

Kao $to se vidi, ad — bc je deljivo sa k.

8k +7

37. Resenje 1. Brojevi 5k+6 i 8k+7 imaju zajednicke delioce ako se razlomak Fy

moze skratiti. PrikaZimo ovaj razlomak u obliku tzv. veriznog razlomka:

8k +7 3k+1 1 1 1
3 =] = =

5k + 6 a6 T oEEs T T 1+

e 1
METES %=1 i

1+
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Kao sto se vidi, razlomak se moze skratiti ako se 13 moze skratiti sa k — 4, tj. ako je
k = 13n + 4, gde je n ceo broj.

Za te vrednosti k dati brojevi se svode na 13(5n 4 2) i 13 (8n + 3). Prema tome, za
k = 13n + 4 zajednicki delilac je 13. Istim postupkom se dokazuje da brojevi 5n + 2 i
8n + 3 nemaju zajednickih delilaca.

Resenje 2. Neka je d zajednicki delilac brojeva 5k + 6 i 8k + 7, tj.
5k+6 =md, 8k+7=nd.
Iz ovih jednagina izlazi
(8m —5n)d=13 = 8m —5n=1Ad=13.

Dakle, zajednicki delilac je 13 pod uslovom da jednacina 8m — 5n = 1 ima reSenja. Jedno
reSenje te jednacine (direktnim pogadanjem) je m = 2, n = 3, a opSte m = 5 + 2, n =
8¢+ 3, gde je £ ceo broj. Za ove vrednosti m, n i d (= 13) dobijamo k = 13¢ + 4.

38. Dokaz. Neka je broj
(1) N=a198511 .o a1ao

deljiv sa 17. Dovoljno je dokazati da ¢e i sledeéi broj

N1 = ajoss510 . . . @1a0G198511

biti deljiv sa 17. Imamo

198511 198510
- 10 0 + -

N = ayoss11 + ae8s10 - 1 c++a1-10 4+ ao,

10N = Q198511 * 10198512

198511 2
+ a198s10 - 10 + -+ 4+a1-10" +ao - 10 4 a198511 —a198511,

Ny

(2) 10N = a1o8511 (10'%%2 — 1) 4 Ny,
Na osnovu male Fermatove teoreme’
10" = 1 (mod17) = (10*%)"**°" = 1 (mod 17),
odakle izlazi da je
(3) 10'%%°2 = 1 (mod 17).

Sada na osnovu (1) i (3) iz relacije (2) izlazi 17| N1. Analogno imamo implikaciju 17|N1 =

17| N2, gde je N2 = a19s509 - . - G1G0a198511 A198510, itd.
39. Dokaz. Podimo od sledeéeg stava: Ako se razlomak p/q moze skratiti, tada se i
razlomak q/p moze skratiti.
Posmatrajmo recipro¢nu vrednost razlomka
a*+ 7%+ 11 _

2
= 4 — .
a?+3 @+ a?+3

L Ako je a € N i p prost broj, onda je aP = a (mod p).
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Kao §to se vidi, razlomak 1/(a® 4 3) se ne moze skratiti ni za jednu vrednost a, tako
da se polazni razlomak ne moze skratiti.

40. Dokaz. Leva nejednagina se svodi na

ab+bc+ca < a? + b7+
i posle mnozenja sa 2 dobijamo

(a—b%+(b—-0c)?+(c—a)’ >0
Desna nejednakost se transformise u
a?+ b2+ <2(ab+be+ ca)
ili u
(1) >+ 4+ <alb+c)+blc+a)+cla+d).
Na osnovu nejednakosti trougla je b+ ¢ > a, c+a > bia+b < ¢, pa je nejednakost (1)
tacna.
41. Resenje. Neka je trazeni broj 10a + b. Napis§imo jednakost
(10a + b)? = (a + b)°

u obliku

(9a + (a + b))2 = (a+b)°
tj.

81a® + 18a (a + b) + (a 4+ b)* = (a + b)°.

Ako levu i desnu stranu ove jednakosti podelimo sa 81, zakljutujemo da a + b mora
biti deljivo sa 9, a to je jedino moguéno za a+b = 9. Tada je (a+ b)® = 729, pa je trazeni

broj

10a+b=+/(a+b)3 =729 =27,
42. Resenje. Najmanji éetvorocifren broj ¢iji je kvadrat sedmocifren broj koji se
zavriava sa 400 jeste 1020, tj. vazi jednakost 1040400 =1 0207

Prema tome, ako broju 1040 dodamo 400, dobijamo sedmocifren broj koji je potpun
kvadrat.

Najveéi éetvorocifren broj ¢iji je kvadrat sedmocifren broj koji se zavrsava sa 400 je
3120, jer je 3120% = 9734400, a 3220% = 10368 400.

Trazeni ¢etvorocifreni brojevi su dati nizom
ar = ((1020 + 100 k)* — 400) : 1000,
tj.
ar = ((102 + 10k)* — 4) : 10,
gdeje k=0,1, 2,..., 21. To su brojevi
1040 1254 1488 1742 2016 2310
2624 2958 3312 3686 4080 4494

4928 5382 5856 6350 6864 7398
7952 8526 9120 9734
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43. Resenje. Svi dvocifreni brojevi koji su multipli od 9 imaju bar jednu neparnu cifru.
Trocifreni multipli broja 9 ¢ija je prva cifra 1 otpadaju jer je 1 neparan broj. Ako je prva
cifra 2, jedina moguénost je da zbir ostale dve cifre bude 16, tj. da te cifre budu jednake
8. Prema tome, 288 je najmanji multipl broja 9 koji nema neparnih cifara.

44. ReSenje. 1° Jedno resenje je skup A = {6,12,18,24,30,1,7,13,19,25}. Kao sto
se vidi, prvih pet brojeva pripadaju skupu {6k, k = 1,2,3,...}, a ostalih pet skupu
{6k — 5,k = 1,2,3,...}, tako da ne postoji nijedna Sestorka brojeva &iji je zbir deljiv
sa 6.

2° Ako se ovom skupu doda samo jedan broj iz skupa ¢iji je opsti ¢lan 6k — 4, 6k — 3,
6k — 2 ili 6k — 1, na primer 2, 3, 4 ili 5, jednostavno se dokazuje da ée se uvek naci Sestorka
brojeva ¢iji je zbir deljiv sa 6.

45. Resenje. Za y = 1,2,3,4, 5 formirajmo skupove {5z + 7y|z € N} :

y=1:  {12,17,22,27,32,37,42,.. .},
y=2:  {19,24,29,34,39,44,.. },
y=3:  {26,31,36,41,...},

y=4: {33,38,43,...},

y=5:  {40,45,...}.

Kao $to se vidi, brojevi 1,2,...,11, 13, 14, 15, 16, 18, 20, . .. ne mogu se izraziti u obliku
5x + 7Ty, a poslednji je 35. Pored toga, primetimo da se 5 uzastopnih brojeva, 36, 37, 38, 39
i 40, mogu izraziti pomocu 5z +7y. Ako na njih dodamo 5, dobijamo sledeéih 5 uzastopnih
brojeva, itd. Prema tome, zakljuéujemo da je 35 najveéi prirodan broj koji se ne moze
izraziti sa 5z + 7y.

46. Resenje. Kvadriranjem leve i desne strane dobijamo
Va? + V6% — 2¢/a — 2Vb + 2Vab = 48 + 20 V6.

Jedini ¢lan na levoj strani koji moze da bude racionalan je 24/ab. Prema tome,
2Vab=148 = Vab=24=2"-3 = ab=2° . 3°,

pa ostaje

(1) Va2 + o2 - 2¢a — 236 =206,

Na osnovu jednakosti ab = 2° - 3% zakljuéujemo da su prirodni brojevi a i b razliéiti.
Zbog toga pretpostavljamo da je jedna razlika na levoj strani jednakosti jednaka nuli.

Neka je Va2 = 20, tj. a? = 8b. Iz sistema ab = 2° - 33, a? = 8b nalazimo a = 2*-3 =
48, b = 2° - 3% = 288. Za ove vrednosti a i b imamo

Vb2 —2¥a= V21031 _2¥24.3=2%.392-3-229/2-3=20V6,

pa je jednakost (1) ispunjena.

47. Resenje. Neka je p1,p2,..., Dk, . .. niz prostih brojeva. Tada skup

(1) {p1, P2, PLPEDs, PLPSPI DA, - . .}
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ima osobinu da zbir bilo koja dva elementa nije kvadrat prirodnog broja.

Na primer,
pip2 + pipsps = pip2(1 + p2ps)

nije kvadrat prirodnog broja jer 1 nije deljivo sa p2, ili uopste
pLPs  PEape + PIPS  PEAPE DL PP
2
=p’ps  plape(l + pepiia - Pra1Pm),

takode nije kvadrat prirodnog broja jer 1 nije deljivo sa pe.

Jednostavan primer takvog skupa je
{2, 23, 2%3%5, 223%5%7, 2°3°5°7°11,.. .}.
48. Resenje. Postoji 12 razli¢itih éetvorocifrenih brojeva, formiranih od cifara b, b, a i
c. To su sledeéi brojevi (uredeni leksikografski):
abbc, abch, acbb, babc, bach, bbac,

bbca, beab, bcba, cabb, cbab, cbba.

Zbir ovih brojeva je
S =1111" (3a + 6b + 3c¢).

S obzirom da je broj cbbba moze prikazati u obliku
10000 ¢ 4 11106 + a,
iz uslova S = cbbba imamo
1111 (3a + 6b + 3c) = 10000 ¢ + 1110 b + a,

tj.
(1) 3332 a + 5556 b = 6667 c.

Ako jednakost (1) napisemo u obliku
(2) 3333 a + 5555b = 6666 c +a — b+ c,

zakljuéujemo da mora biti a —b+c¢ =0, tj. b = a + ¢, jer su ostali sabirci deljivi sa 1111.
Na osnovu toga jednakost (2) se svodi na

3a + 5b = 6e¢.

Kako je b = a + ¢, odavde je ¢ = 8a. S obzirom da je a # 0, ova jednakost je ispunjena
samo za a = 1 i ¢ = 8. Iz uslova b = a + ¢ nalazimo b = 9. Prema tome, trazeni broj je
N = 1989.

49. Resenje. Neka su a i b katete i ¢ hipotenuza pravouglog trougla. Na osnovu teksta

zadatka vazi jednakost

2-%b=3(a+b+c),
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tj.

(1) ab=3(a+b+c).
Za ovaj trougao vazi Pitagorina teorema

(2) @+ =

MnoZenjem jednaline (1) sa 2 i sabiranjem sa (2) dobijamo kvadratnu jednaginu po
a+b:
(a+b)?—6(a+b)—6c—c*=0.

Pozitivni koren ove jednacine je
a+b=3+vV9+6c+c2=3++/(c+3)2=c+6.

Zamenom ¢ =a+b— 6 u (1) imamo
ab=3(a+b+a+b—6)=6a+6b—18,

odakle je
6b—18 n 18
b—6 b—6"
Posto su a i b celi, tj. prirodni brojevi, b — 6 moze biti 1, 2, 3, 6, 9, 18. Na osnovu toga
imamo sledeca reSenja

a =

a|24 15 12 9 8 7
7 8 9 12 15 24
25 17 15 15 17 25

50. Resenje. Prirodan broj n sa najmanje tri cifre mozemo prikazati u obliku
n=10°A+100a + 10b+c,

gde A moze biti jednako nuli ako je a # 0.

Ako n kvadriramo, u broju n? u zadnje tri cifre uéestvovaée

200 ac + 100 6% + 20 bc + ¢°.

Posto se n® zavriava sa iste tri cifre kao i n, to znaci da se n? — n, tj. broj
(1) 200 ac 4 100b% 4+ 20bc + ¢® — 100a — 10b — ¢,

zavrSava sa najmanje tri nule.

Uogimo da se najpre c i ¢ moraju zavrsavati sa istim ciframa, §to znatidajec=0, 1, 5
ili 6. Dakle, imamo 4 sluc¢aja.

1° ¢ = 0. Izraz (1) se svodi na 100> — 100a — 10b.

Odavde izlazi da a i b moraju biti jednaki nuli. Prema tome, kvadrat svih brojeva koji
se zavr§avaju sa tri nule, zavriava se takode sa tri nule.

2° ¢ = 1. Izraz (1) postaje 100a + 100b* 4 10b.

Cifre desetica i stotina jednake su nuli ako je b = 01 a = 0. Svi brojevi koji se zavrSavaju
sa 001 imaju kvadrat koji se zavrSava 001.
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3° ¢ = 5. Izraz (1) je
(2) 900 a + 100 6% + 90 b + 20.

Da cifra desetica ovog broja bude nula, jedina moguénost je b = 2. Tada je (2) jednako
900 @ + 600, pa je za a = 6 broj stotina jednak nuli. Dakle, svi brojevi koji se zavrSavaju
sa 625 imaju kvadrat koji se zavrSava sa 625.

4° ¢ = 6. Tada je izraz (1) jednak
(3) 1100 @ + 100 b* + 110 b + 30.

Broj desetica je jednak nuli samo za b = 7. Za ovu vrednost b izraz (3) se svodi na
1100 a + 5700. Cifra stotina je nula ako je a = 3. Prema tome, ako se broj n zavrsava sa
376, tada se i n? zavrsava sa 376.

51. Resenje. Neka je trazeni dvocifreni broj 10z + y, gde su z i y cifre tog broja.
Dodavanjem zbira cifara tom broju dobijamo

10z +y+zx+y, tj 10z +z+ 2y.

Posmatrajmo sledeéa tri slucaja:

1° z+2y < 9. Tada je zbir cifara broja 10z + x + 2y jednak x + z + 2y, pa je na osnovu
teksta zadatka
10z +2z+2y+z+z+ 2y =10y +=.

Iz ove jednakosti izlazi y = 2z. Jedina moguénost je z =1,y =2 (jerza z = 2,y = 4
je 2y + = = 10). Dakle, traZeni broj je 12. Zaista, kada se ovom broju doda zbir cifara,
dobijamo 15. Ponovnim dodavanjem zbira cifara nalazimo 21, a to je broj koji ima obrnuti
redosled cifara od 12.

2° 10 < z + 2y < 19. Tada se broj 10z + z + 2y svodi na
10(zx + 1)+ + 2y — 10.
Zbir cifara ovog broja je z + 1 + z + 2y — 10. Vazi jednakost
0(z+1)+z+2y—10+2+1+x+2y—10=10y + =z,

tj.
12z — 9 = 6y.

Ova jednakost nema reSenja jer je na levoj strani neparan, a na desnoj strani paran
broj.

3° x4+ 2y > 20. U ovom sluéaju se broj 10z + z + 2y svodi na 10 (z + 2) + =z + 2y — 20.
Zbir cifara dobijenog broja je x + 2 + = + 2y — 20, pa je

0(z+2)+z+2y—20+2+2++2y—20=10y +z.
Posle sredivanja, ova jednakost postaje

y=2z—3.

Vodedi ra¢una o uslovu z + 2y > 20, jedina moguénost je £ = 6, y = 9. Prema tome, i
broj 69 ispunjava uslove zadatka, tako da imamo dva reSenja: 12 i 69.
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52. Resenje. Neka je n nepoznati éetvorocifren broj koji pri deobi sa 131 daje ostatak

112. To znadi da je
n 112

= = = =131 112
31 Pt g 7 n =Bl

gde je p prirodan broj. Deljenjem poslednje jednakosti sa 132 dobijamo

n  131p 112 112 —p

132 132 TPt iz

Posto je ostatak jednak 98, imamo 112 — p = 98, odakle izlazi p = 112 — 98 = 14. Na
osnovu toga je trazeni broj n = 131 - 14 4 112 = 1946.

53. Resenje. Neka su dati prirodni brojevi a, b, c. Po uslovu zadatka je

(1) a+ b+ c = abc.

Posto je ova jednacina simetri¢na u odnosu na promenljive, moZzemo pretpostaviti da
je a <b< ¢ Tada iz (1) dobijamo nejednakost abc < c+c+c = ab < 3.

Ovu nejednakost zadovoljavaju parovi (1,1), (1,2)1(1,3). Zaa =1, b =11z (1) izlazi
2+c¢ = ¢, §to je nemogude. Za a = 1, b = 2 iz (1) nalazimo ¢ = 3, dok za a = 1, b = 3 izlazi
¢ = 2. Trojka prirodnih brojeva koja zadovoljava uslove zadatka je (1, 2, 3). To reSenje
je dobijeno pod uslovom a < b < c¢. Prema tome, svih 6 permutacija skupa {1,2,3} su
reSenja zadatka.

54. Resenje. Jedini brojevi &iji su &etvrti stepeni &etvorocifreni brojevi su 6, 7, 81 9,
tj.
6* = 1296, 7*=2401, 8*=4096, 9*=6561.
Uslove zadatka zadovoljava broj 2401, jer je 2401 = (2+ 4+ 0+ 1)* = 7%

55. Resenje. Neka je © —y = v, zy = u. Kvadriranjem prve jednakosti imamo

x2—2xy+y2:’02 = x2+y2=v2+2u.

Odavde je
zt 2% +yt = (v2 +2u)?,
tj.
(v* +2u)® - 2u® = 2* + 4.
Zamenom v = 6, z* + y* = 272, poslednja jednadina se svodi na kvadratnu jednacinu
u® +72u+ 512 = 0.
Koreni ove jednacine su u = —8 i u = —64. Iz sistema
r—y=6, zy=-8
nalazimo z = 2, y = —4iliz =4, y = —2. Za u = —64 sistem

rz—y=6, zy=-64

nema realna reenja. Dakle, trazeni broj je —8.
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56. Resenje. Kao 5to se vidi, esti stepen trazenog prirodnog broja je devetocifren broj.
Kako je

Il

21° = 85766121, 22° 113 379 904,
31% = 887503681, 32° = 1073741824,

nepoznati broj treba traziti u skupu {22, 23, ...,31}. Primetimo da je zbir cifara Sestog
stepena tog broja 45, tj. deljiv je sa 3, §to znaci da je i taj broj deljiv sa 3. Kandidati
su 24, 27, 30. Broj 30 otpada jer se 30° zavrsava sa 6 nula, a broj 24% se zavriava sa
6. Posto broja 6 nema medu datim ciframa, jedina preostala moguénost je 27. Zaista,
27% = 387420489, a broj na desnoj strani ima sve cifre date u zadatku.

57. Resenje. Napisimo dati broj u obliku

777 777

n=11""" = (7-1)7 =77 .11 =A-B,
gdeje A = 777 i B= 11777 . Da bismo odredili dve krajnje cifre broja n, dovoljno je naéi

dve krajnje cifre brojeva A i B. Polazeéi od ¢injenice da je 7% = 49% = 2401, zakljuéujemo

da se 7%, 7'2, ... i uopste 7** (k € N) zavriava se sa 01. Kako je
T = (16+1)7 = 277: (77) 7677k = i (77) 767K +1=4-(19m) + 1
k k ’

broj A se zavrsava sa 01 -7 = 07.

S druge strane, za stepene broja 11 vazi sledede pravilo: Stepen 11109+ gde je § =
0,1,2,... 1£€{0,1,2,...,9} zavrsava se na £1.
Ovo pravilo se jednostavno dokazuje. Naime, 11'% se zavrsava na 01, a 11° na £1. Na

osnovu toga imamo

77 77 . 77 . 19 M
B =117 = 1170+D77 _ qq105+777 _ 11104+7 (1400+ 1) _ 4410 +7,

gde su j i M prirodni brojevi. Dakle, B se zavriava na 71. Mnozenjem zavrSetaka brojeva
Ai B, tj 0771 = 497, dolazimo do trazenog rezultata: broj n se zavrsava na 97.

58. Resenje. Navedimo najpre u tabeli pet poslednjih cifara broja 5™.

n | 5 zadnjih cifara od 57 n | 5 zadnjih cifara od 5™
5 03125 10 65625
6 15625 11 28125
7 78125 12 40625
8 90625 13 03125
9 53125 14 15625

Posmatranjem ove tabele zakljucujemo da se 5° i 53, ili uopste 58N*% gde je N =
0,1,2,..., zavrSavaju na 03125.

Kako je 5° = 3125 = 3120 + 5 = 8 - 390 4+ 5, imamo
55° _ 5839045 _ =8:195 g5 _ 3-8+ 1)8‘195(8 -390 + 5).

Primenom binomnog obrasca na (3 - 8 + 1)¥%® dobijamo broj koji se moze prikazati
u obliku 8M + 5. Dakle, broj 5% se prikaziuje u obliku 8 M + 5 i zavrSava se na 03125.
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Kao to se vidi, odavde se moze izvuéi induktivna hipoteza da se uopste 55 zavrsava
na 03125.

555 -5 }m cifara

4

59. Resenje. Kako je 5 =1 (mod 4) = 50 = 1 (mod 4), tj.
55..-5 } m cifara

}n—2
5

N = 554P+1 _ 5(54)17 .5 _ 562517 . 5

Posto je 625 = 1 (mod 8) = 625”7 = 1(mod 8), tj. 6257 = 8¢ + 1, imamo

5 =4p+1 (peN),

dobijamo

625 -5=(8¢+1)-5=40q+5=8k+5.
Time smo dobili da je N = 55%%5, Izvréimo sledeée transformacije:

N=5%.5 = ((5’“)8 -1+ 1) 5°,= ((5* = DE* + DE*F + DG + 1) +1) -5

S obzirom da je

4|5 —1, 2|5 +1, 2|5 +1, 2|5 +1,

sleduje
G*—DE*+DE*F+)GE*+1) =25 (seN).

Tada je
N = (2% +1)5° =10°s 4+ 5° = 10°s + 3125.

Dakle, broj N se zavrsava sa 03125.
60. Resenje 1. Prikazimo dati broj u obliku

31995 _ 3199441 _ g 91994 _ g (997
Primenom binomnog obrasca dobijamo

997 _ 907 _ k(997 | ne97—k
3.9%7 =3.(10-1)°" =35 (~1) (k)lo

k=0
_ 997 997\ . 906 997 B
=3 (10°7 = (*]7)10°° + - + (ggq) - 10 1).
Poslednje dve cifre se dobijaju iz zadnja dva ¢lana ovog razvoja. Kako je

3.((997),10_1> :3-(997~10—1)=29’

996

poslednje dve cifre su 07.
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Resenje 2. Polazedi od jednakosti 3° = 243 = 43 (mod 100), dobijamo
3'% (mod 100) = 43” (mod 100) = 1849 (mod 100) = 49 (mod 100),
3% (mod 100) = 43 - 49 (mod 100) = 2107 (mod 100) = 7 (mod 100),
3% (mod 100) = 7 - 7 (mod 100) = 49 (mod 100),
3% (mod 100) = 49 - 49 (mod 100) = 2401 (mod 100) = 1 (mod 100),
odakle je 3'°% (mod 100) = 3%35°T15 (mod 100) = 3'° (mod 100) = 7 (mod 100).

Prema tome, broj 3'°%® se zavrsava sa 07.
61. ReSenje. Neka je n/383 = ...abcde, gde je n = ...33333. Iz ove jednakosti izlazi
383x...abcde = ...33333, odakle zakljucujemo da je e = 1. To zna¢i da je 383X. .. abedl =
...33333, tj. 383 x ...abed0 =...33333 — 383 = ... 32950.
Ako ovu jednakost skratimo sa 10, dobijamo 383 X ...abed = ...33295. Iz ove jed-
nakosti izlazi da je d = 5. Ovim postupkom dobijamo niz jednakosti:
383 X ...abeh =...33295,
383 X ...abc0 =...33295 —5-383 =...31380,
383 x...abc =...33138 = c=6,
383 x ...ab6 =...33138,
383 x ...ab0d =...33138 —6-383 =...30840,
383 x...ab =...3384 = b =238,
383 X ...a8 =...33084,
383 x...a0 =...33084 — 8- 383 = ...30020,
383 x...a =...33002 = a=4.

Prema tome, broj n/383 se zavriava sa 48651.

62. Resenje. Neka je A2 skup kvadrata prirodnih brojeva u opsegu od 1 do 1000000 i
A3z skup kubova prirodnih brojeva u istom opsegu. Broj kvadrata je |A2] = 1000 a broj
kubova |A3| = 100. Presek skupova Az i A3 je skup A2N A3 i njega obrazuju brojevi koji su
Sesti stepeni prirodnih brojeva. Od 1 do 1000000 ima 10 takvih brojeva, tj. |4A2UAs| = 10.

U zadatku trazimo koliko elemenata ima skup Az U Az. Kako je
|A2 U Ag| = |A2] + |A3| — |A2 N A3,

imamo
|A2 U Az| = 1000 + 100 — 10 = 1090.

63. Resenje. Pretrazivanjem nalazimo da se 38 ne moze izraziti pomoéu zbira dva
sloZzena neparna broja. Parni brojevi veéi od 38 mogu se svrstati u 5 skupova ¢iji su opsti
¢lanovi

404 10k =154+ 25+ 10k =15+ 5(2k+5) =3-5+ 5 (2k + 5),

424+ 10k =27+ 1564+ 10k =27+5(2k+3) =3-94+5- (2k + 3),

444+10k=9+35+10k=9+5(2k+7)=3-3+5-(2k+7),

46+ 10k =21 + 25+ 10k =21+ 52k +5) =3-7+ 5 (2k + 5),

48+ 10k =33+ 154+ 10k =33+5(2k+3) =3-11+5-(2k + 3),
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gde je k =0,1,2... Prema tome, 38 je zaista najveéi paran prirodan broj koji se ne moze
izraziti kao zbir dva neparna slozena broja.

64. Resenje. Neka su pomenuti dvocifreni brojevi redom 2z, x, 2z, od kojih se, napisani
J J ) 2 .] b p
jedan pored drugog, sastoji Sestocifreni broj a. Tada broj @ mozemo prikazati u obliku

a=2z-10" +z-10° + 22 = 20102z,
gde je z < 50. Za broj 20102 vazi faktorizacija 20102 = 21923 - 23, pa je

a=2-19-23-23 .

Posto je a kvadrat prirodnog broja, vodedi ra¢una o ogranicenju za x, jedini izbor je
z =219 = 38. Tada je a = 20102 - 38 = 763 876 = 8742,

NAPOMENA. Ako bismo izmenili tekst tako da pretposlednja recenica teksta glasi: “Prvi i
treéi od njih su jednaki, a srednji je dva puta veéi,” tada bi se Sestocifreni broj a sastojao
iz dvocifrenih brojeva z, 2z, x, napisanih jedan pored drugog. Prema tome,

a =10z +10% 2z + = = (10° + 1)%x,

gde je z < 50.

Posto je a kvadrat nekog prirodnog broja, z je dvocifren broj manji od 50, postoje
cetiri vrednosti: x = 16, 25, 36, 49 za koje je redom

a=163216 = 404%, a = 255025 = 505>, a = 367236 = 6062, a = 499849 = 707°.

65. ResSenje. Neka su p; i ps razliciti prosti brojevi. Broj 1011c1 ima ki + 1 delilaca:
1,p1,p2, ,pl'Cl . Broj ka2 ima k2+1 delilaca. Primenom pravila proizvoda broj plk1 -p2k2
ima (k1 + 1)(k2 + 1) delilaca. Uopste, broj p/* - p;2 - - pf™ ima

(k1 + D)(ka + 1) (km + 1)

delilaca.

Posmatrajmo brojeve koji imaju 30 delilaca i pokusajmo da nademo najmanji takav
broj. Za m = 1 uzimamo k; = 29. Dakle, brojevi 220 329 529 imaju 30 delilaca i
najmanji je 22°. Za m = 2 je (k1 + 1)(k2 + 1) = 30, pa nalazimo kombinacije (k1,k2) =
(14,1),(9,2), (5,4). Da proizvod p,** - pS2 bude 3to manji, izlazi da je p1 = 21 p2 = 3, pri
¢emu stepen od 3 mora biti manji nego stepen od 2. Mogué¢nosti su

2.3 =49142, 2°.3% =4608, 2°.3"=2592.

Najmanji broj je 2592.
Zam = 3 uzimamo k1 = 4, k2 = 2, ks = 1, dok su p1, p2, ps jednaki 2, 3, 5 (nije obavezno
istim redom). Najmanji broj je jednak 5' - 3% - 2* = 720 i to je traZeni broj.

66. Dokaz. Skup prirodnih brojeva N mozemo podeliti na podskupove
(6m —5), (6m —4), (6m —3), (6m —2), (6m — 1), (6m),

gde je m =1,2,... Prosti brojevi veéi od 3 pripadaju podskupovima (6m — 1) i (6m + 1),
gde smo umesto (6m — 5) uzeli (6m + 1), jer se iskljuc¢uje broj 1.
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Neka su p1, p2, ps prosti brojevi koji obrazuju aritmeticku progresiju. Kako je p2 =
p1+ps3

5 svi ovi prosti brojevi su oblika

(1) p1=6i—1, pp=6j—1, p3=6k—1,

ili su svi oblika

(2) pr=6i+1 pp=6j+1, ps=6k+1

Ako je, na primer, p1 = 6i + 1,p3 = 6j — 1, tada p2 ne moze biti prost broj jer je

6i+1+65—1 L
_mtm GGl

D2

U sluéajevima (1) i (2) je diferencija progresije
d=p2—p1=ps —p2=6(j —i) =6(k—J),
pa je zaista deljiva sa 6.
Najmanja trojka prostih brojeva koja ispunjava uslove zadatka je (7, 13, 19).

67. Dokaz. Zbir n uzastopnih prirodnih brojeva k, k+1,..., k+n — 1 jednak je
Sn :g(k+k+n—1) :%(2k+n—1)3

gdejen>3ik>1.
Ako je n paran broj, tj. n = 2m (m > 1), imamo S, = m(2k + 2m — 1), a ovo je
sloZen broj.

Ako je n neparan broj, tj. n=2m+ 1 (m > 1), zbir je

_2m+1

Sn 2k+2m+1-1)=2m+1)(k+m).

Kao sto se vidi, i ovo je slozen broj, ¢ime je dokaz zavrSen.

68. Dokaz. Binomni koeficijent se definise na sledeéi nacin:

ny nn-1)---(n=k+1) n!
(k) k! T —k)E

Jednostavno se dokazuje jednakost
n—1\n n
M (k~1>E_<k>'
S obzirom da je
n o__ - n n—kyk
(a+b) —;<k>a b,

0

n

treba dokazati da je (k

) deljiv sa n ako je n prost broj, gdeje k=1,2,..., n—1.
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Napigimo jednakost (1) u obliku
n—1 k (n
@ (k=1) =7 ()

Poznato je da su binomni koeficijenti celi brojevi. To znaci da je na levoj strani
jednakosti (2) ceo broj. Naravno, i na desnoj strani mora biti ceo broj. Posto je n prost
broj a k je manji od n, zaklju¢ujemo da su k i n uzajamno prosti brojevi, tj. nemaju
n

zajednicke faktore. Na osnovu toga zaklju¢ujemo da je ( k

) deljivo sa n, §to je trebalo
dokazati.
69. Dokaz. Primenimo metod matematicke indukcije. Tvrdenje je taéno zan = 2' = 2,

tj. (14 )% = 142z + > Naime, prvi i tre¢i (poslednji) koeficijent su jednaki 1 (neparni)
a drugi 2 (paran).

Neka je n = 2%, gde je N prirodan broj. Onda je

2N N
2N 2 ¢ 2 2N 2N
(1+z) —;)(e)x =lt+tpr+pr+--+p, T +x .
Pretpostavimo da su koeficijenti p1,ps,...,py~v_; parni brojevi. Ako umesto N uz-
memo N + 1, dobijamo
N+1 N, NN 2
42" =42 = (1407

N_ N\ 2
(1+p1x+pzm2+p2N_la:2 Yya? ) .

Kvadriranjem polinoma u zagradi, tj. mnoZenjem samim sobom, vidimo da ée samo
2N

o . 1L . . C e - .
koeficijenti uz z° i = biti neparni, a ostali parni. Time je induktivni dokaz zavrsen.

70. Dokaz. Primenimo Dirihleov? princip. Posmatrajmo 5 kaveza oznacenih sa {0},
{1,8}, {2,7}, {3,6}, {4,5}. U kavez sa oznakom {0} ubacujemo broj koji je deljiv sa 9,
u kavez sa oznakom {1, 8} ubacujemo broj ¢iji je ostatak deljenja sa 9 jednak 1 ili 8, itd.
Posto imamo 5 kaveza i 6 brojeva, u jedan kavez moramo staviti bar dva broja, tako da

mora postojati bar jedan par brojeva €iji je zbir ili razlika deljivi sa 9.

71. Dokaz. Izaberimo najpre parove &iji elementi imaju zbir 104. To su (4,100),
(7,97), (10,94), ..., (49, 55). Ovih parova ima 16. Sada pokusavamo da izdvojimo skup od
20 brojeva, pri ¢emu ne postoje dva broja &iji je zbir 104. Uzimamo 4, 7,10,...,49 (to
su prvi elementi u gornjim parovima) i 11 52. Ovde ima 18 brojeva. Potrebna su jos dva

broja. Bilo koji da uzmemo, pojaviée se dva para brojeva €iji je zbir 104.

Primetimo da smo primenili tzv. DIRICHLET-ov princip.

72. Dokaz. Fibonagijevi brojevi ao, a1,0az2, ..., an, ... definisani su rekurentnom formu-
lom
(1) an = an-1+ Gn-2,

2Dirihle Lezen (Dirichlet Lejeune Peter Gustav (1805-1859)) nemacki matematicar, francuskog
porekla, poznat po radovima iz Teorije brojeva i Matematicke analize.
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gde jeap =0, a1 = 1.
Izrazimo a1z, pomocu linearne kombinacije brojeva ai2n—12 1 @12n—13. Na osnovu (1)
imamo

A12n = G12n—1 + A12n—2
= 2a12n—2 + G12n-3
= 3a12n-3 + 2a12n-4

= 5a12n—4 +3a12n_3

Primetimo da su koeficijenti uz Fibonacijeve brojeve na desnim stranama pocetni Fi-
bonadijevi brojevi. To su brojevi 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,... Prema
tome,

a12n = 233 a12n-12 + 144 a12n—13.

Na osnovu ove jednakosti zaklju¢ujemo da je a1z, deljiv sa 12 ako je a12,—12 deljiv sa
12. S obzirom da je a1z = 144 (baza indukcije), dokaz je zavrsen.

73. Dokaz. Pretpostavimo da je NZD (2™ —~1,2"+1)=did > 1. Tada je 2™ — 1 = kd
i2"+1=4d(k,eN),paje2™ =kd+ 112" ={d— 1. Sada imamo

1) 2" = (2™ = (kd+1)" = Mid+1 (M €N),
(2) 9™ = (M) = (fd — 1)™ = Mad + (—1)" = Mad— 1 (Ma € N),

jer je m neparan broj.

Iz (1) i (2) nalazimo Mid+ 1 = Mad — 1 = d(M2 — M) = 2 pa je d|2. Kako je d > 1,

sleduje d = 2, 5to je nemoguéno jer d ne moze biti paran broj. Dakle, d = 1, §to je trebalo
dokazati.
74. Dokaz. Pretpostavimo da je 2(m? + mn + n?) kvadrat prirodnog broja. Iz ove
pretpostavke izlazi da m i n moraju biti parni brojevi, jer ako je bar jedan neparan, onda
je m? +mn+n? neparan, pa 2 puta neparan ne moze biti kvadrat. Prema tome, m = 2M;
i n = 2N,. Dati izraz postaje 8 (M;> + MiN1 + N,?). Posto je ispred zagrade 8, broj u
zagradi mora biti paran, tj. M, = 2M», N1 = 2N, itd. do beskonac¢nosti. To znali da su
m i n beskonacno veliki brojevi, §to je u kontradikciji sa gornjom pretpostavkom.

75. Dokaz. Kako je 2% = 16, 2° = 32, 25 = 64, 27 = 128, 2% = 256, ..., poslednja cifra
broja 2" se periodicki ponavlja. Za n = 4k poslednja cifra je a = 6, za n = 4k + 1 je
a=2,zan=4k+2jea=4izan=4k+3jea=28.
Posto je za n = 4k poslednja cifra a = 6, zakljuCujemo da je ab deljivo sa 6. Za
n =4k + 1 imamo 2**T! = 106 + 2. Odavde izlazi
106 =21 —2—2(2*% —1).

24* _ 1 deljivo sa 3. Imamo

(22 )(2“+1)—(4’°-1)(2“+1)
(4-1)@ 4452 e ) (22 + 1)
3(aF 44 (2% 40).

Dokazimo da je
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Kako je 3 jedan faktor broja 2** — 1, b je deljivo sa 3, pa je ab deljivo sa 6.

Zan=4k+2je 252 = 10b 4+ 4, tj.
106 =22 4 =4(2*% - 1),
a 24* — 1 je deljivo sa 3.
Najzad, za n =4k + 3 je
2453 —10b+8 = 106 =8(2"% —1)

i ponovo imamo faktor 2% — 1 koji je deljiv sa 3. Prema tome, u svim slu¢ajevima. je ab
deljivo sa 6, ¢ime je dokaz zavrsen.

76. Dokaz. Pretpostavimo da takvi brojevi postoje. Neka je njihov oblik a - 10° + z,
J ) Je nj

gde je a prva cifra, a broj z sadrzi ostale cifre, tako da je z < 10*.

Ako se pocetna cifra prebaci na kraj, dobija se broj 10 z 4 a. Posto je taj broj pet puta
vedi od pocetnog, vazi jednakost

10z+a=5(a- 10" + z),
iz koje dobijamo
5z=(5-10" - 1)a.

S obzirom da 5 - 10* — 1 nije deljivo sa 5, jedina moguénost je a = 5, ali je tada
z =5-10F =1 > 10*, sto je suprotno uslovu z < 10*. Prema tome, takvi brojevi ne
postoje.

Do istog zakljucka mozemo do¢i na sledeéi na¢in: Prebacivanjem prve cifre na kraj ne
moze se povecati broj cifara novonastalog broja. To znaéi da pocetna cifra mora biti 1.
Medutim, ako se 1 prebaci na kraj, dobija se broj koji nije deljiv sa 5.

77. Dokaz. Proizvoljna Sestorka uzastopnih prirodnih brojeva sadrzi tri parna broja.
Nijedan od njih ne moze biti uzajamno prost u odnosu na sve ostale, jer sadrze zajednic¢ki
faktor 2. Ostaju tri neparna broja. Medu njima postoji samo jedan koji je deljiv sa 3.
On nije uzajamno prost sa parnim brojem koji je deljiv sa 3.

Znati da uzajamno prost broj treba potraziti medu preostala dva neparna broja. Jedan
od njih moze biti deljiv sa 5. Ako postoji odbaceni paran broj koji je deljiv sa 5, odbacu-
jemo i taj neparan broj, preostali neparan broj je traZeni broj. Ako ne postoji paran broj
deljiv sa 5, onda su ta dva preostala neparna broja trazeni brojevi.

Prema tome, postoji jedan ili dva broja sa osobinom datom u zadatku.
78. Dokaz. Sestocifren broj N koji se u dekadnom sistemu oznagava sa zyryry mozemo
prikazati u obliku N = 10101 - (10z + y), gde je = # 0.

Kako je 10101 = 3-7-13- 37, najvedi prost faktor broja 10101 je 37. Najveéi dvocifren
broj koji je uzajamno prost sa 3, 7, 13 i 37 je 97, jer su 98 i 99 sloZeni brojevi. Prema
tome, ne postoji prost &inilac broja N veéi od 97.

79. Dokaz. Neka je a =z — 532, b=1u? — 5v°. Tada je
ab = (z* - SyQ)(u2 —5v%) = 2%u? — 5yu® — 52%0% + 254707
= z2u? + 10 zuyv + 25y%0? — 5 (z*0? + 2avyu + y*u?)
= (zu+5yv)° — 5 (zv + yu)’.

Kao sto se vidi, i ab se moze prikazati u obliku A% — 5 B
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80. Dokaz. Jedan od takvih intervala je [(n+ 1)!+2, (n+1)!+n 4 1]. Zaista, posto je
m+1)!=2---3---n-(n+1),

brojevi (n 4+ 1)! + k za k = 2,3,...,n + 1 su slozeni, jer se iz njih moze izvuéi faktor k.
Pri tome, n mo#Ze biti proizvoljno veliki broj.

81. Resenje. Podimo od Ginjenice da je 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120,
6! = 720. Posto je 7! = 5040, nijedan broj ne moze biti veéi ili jednak 7. Medutim,
jednostavno se zakljuéuje da nijedan broj ne moze biti ni 6. S druge strane, jedan broj
mora biti 5, jer ako bi svi brojevi bili manji od 5, najvedi zbir faktorijela je 3-4' =172 ato
nije trocifren broj. Ne mogu svi brojevi biti jednaki 5, jer je tada 5!+ 5!+ 5! = 360 # 555.

Ako su dva broja jednaka 5, to ne moze biti z, ve¢ y i 2z, pa je = 2. Ovaj slucaj
otpada jer je 2! + 5! + 5! = 242 # 255.

Ostaje jedina moguénost z = 1. Jednostavnim pretrazivanjem jednostavno se proverava
da je jedinstveno resenje x = 1, y = 4, z = 5, jer je 1! + 4! 4 5 = 145.

82. Resenje. Kako je y* = z(x + 1), svaki od brojeva x i x + 1 mora biti k-ti stepen
celog broja. Posto je k > 1, jedina dva uzastopna k-ta stepena su 0i1ili —110. Prema
tome, imamo dva refenja: y =0, z = 0 ili y = 0, z = —1, pri emu je k > 1 proizvoljno.

83. Resenje. Nule kvadratnog trinoma —6z°+167x+4823 suz =91/2 i z = —53/3,
tako da vazi faktorizacija

— _6a? - _ 9 53
y= 622+ 167z +4823 = 6(9: > )(w+ : )
tj-
y=y(x)=(91—22)(3x+53).
a) Da bi y bio prost broj, potrebno je da jedan od faktora bude 1 ili —1. Prvi faktor je

jednak 1 za = = 45, a —1 za = = 46, dok je drugi faktor jednak —1 za ¢ = —18. Medutim,
posto je

y(45) =188 =2-94, y(46) =191 <0, y(-18)=-127<0,

ne postoji ceo broj z za koji je y prost broj..

b) Zadati kvadratni trinom dostize maksimum za z = 167/12 = 13.91...

Najbliza celobrojna vrednost je = = 14, tako da je y najvedi prirodan broj za z = 14,
tj. 3 (14) = 5985.

¢) Kako je y > 0 za —53/3 < z < 91/2, celo  najblize krajevima ovog intervala je
x = 45, pa je y najmanji prirodan broj za = = 45, tj. y(45) = 188.

84. Resenje. Resimo datu jednacinu po z. Imamo

_Sy—-3_ . 18
y+3 y+3°




I1. Teorija brojeva 83

Da z bude ceo broj, 18 treba da bude deljivo sa y+ 3, tj. y+ 3 mora uzeti sledeée vred-
nosti: +£1, £2, £3, +£6, +9, +18. Na taj na¢in dobijamo sledeée parove (z,y) celobrojnih
reSenja:

(_13a _Q)a (233 _4)7 (_47_1)$ (14, _5)7 (_170)7 (117 —6)7 (273)7 (87 —9)’
(Sa 6)a (7, _12)a (43 15)’ (6) _21)‘

85. Resenje. Ako se 2k rastavlja na zbir dva broja x i y ¢iji je proizvod najveéi, to bi
bili brojevi = k, y = k, tj. najveéi proizvod je k*. Za & = k — 1, y = k+ 1 ovaj proizvod
jek?—1,zaz =k —2 y=k+2 proizvod je zy = k* — 4, itd. Prema tome, ukoliko se
brojevi z i y “udaljavaju” jedan od drugog, njihov proizvod se smanjuje.

Posto je u nagem zadatku dat uslov da z i y budu uzajamno prosti, reenje z =k, y = k
otpada. Razlikovaéemo dva slucaja:

1° k je paran broj. Tadasu k41 i k—1 dva najbliza uzajamno prosta broja i njihov
proizvod je k% — 1.

2° k je neparan broj. Dva najbliza uzajamno prosta broja su k+ 2 i k — 2 1 njihov
proizvod je k? — 4.

NAPOMENA. Ako je k paran broj, k + 11 k — 1 su dva uzastopna neparna broja. Da su
oni uzajamno prosti brojevi, sleduje iz jednakosti

NZD (a,b) = NZD (a,a — b).

Zaista,
NZD(2n+1,2n —1) =NZD (2n +1,2) = 1.

Sliéno se dokazuje da su k+2 i k—2 uzajamno prosti brojevi kada je k neparan broj.

86. Resenje. Dokazimo najpre da nijedan sabirak nije jednak jedinici. Naime, ako je
a; = 1, tada se a; moze dodati sabirku a; i proizvod se povecava jer je a; +1 > a;-1. S
druge strane, ako je a; > 5, zamenjujudi a; sa dva sabirka a; — 3 i 3, poveéavamo proizvod
jer je 3- (as — 3) > ai.

Ako je a; = 4, ostaje da se a; zameni sa 2 + 2, ali se tada proizvod 2 - 2 ne menja.
Najzad, vodedi ratuna da je 2+2+2=3+312-2-2 < 3-3, zakljuCujemo da se zbir
a1 + az + -+ - + a, sastoji iz §to veleg broja trojki. Proizvod je najveéi ako je

1993=2+2+3+3+---+3  (li4d+3+3+---+3).
—_——— ——

663 663

Kosmicko znacenje broja sedam

Stari Sumerci i Vavilonci raéunali su po seksagezimalnom (Sezdesetnom) sistemu.
Decimalni sistem nisu poznavali, mada su znali za broj 10. Broj 60 je deljiv sa 10
brojeva (2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30) a broj 100 samo sa sedam (2, 4, 5, 10, 20, 25,
50). U semitsko doba broj sedam dobija kosmitko znacenje i postaje sveti broj. Posto
je po sumersko-vavilonskom verovanju postojalo sedam nebeskih sfera, sedam planeta,
a sedam zidova je okruzivalo podzemni svet, zato su i mnoge svete kule, zigurati, imale
po sedam stepenastih spratova.
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I11. JEDNACINE. NEJEDNACINE. SISTEMI JEDNACINA

87. Dokaz. Pretpostavimo da je A2+ B? # 0, tj. da A i B nisu istovremeno jednaki
nuli. MnoZenjem date jednaéine sa (z — a)(z — b), i posle sredivanja dobijamo kvadratnu
jednacinu
—(a+b+ A+ Bz +ab+bA® +aB® =0.
Ostaje da se dokaZe da je diskriminanta ove jednacine veca ili jednaka nuli. Imamo
D = (a+b+A*+ B*? —4(ab+ bA® + aB?)

(a+b)%+2(a+b)(A* + B?) + (A + B*)® —4ab—4bA*> — 4aB®

= (a—b)*+ (A2 + B*)? + 2aA4” + 2bB*> — 2bA* — 2aB°
(a—b)"+
(a—1b)

It

a—b)2+ (A% + B*? +2(a—b)(4%> - B?)
—b)2+2(a—b)(A%— B + (A* - B*? +44°B°
(a—b+A?—-B*)?*+44A°B>>0.

It

Il

Primetimo da specijalan slu¢aj nastupa kada je b = a. Tada se pocetna jednacina svodi
na linearnu jednacinu
A2 + B2
T—a

=1=z=a+ A*+ B2

Linearnu jednaéinu dobijamo i za A = 0 ili B = 0, pri ¢emu je AB # 0.
88. Resenje. Posto je
?+22—-24=(z+6)(z-4), z°—9z+20=(z—5)(z—4),
data jednacina se moze prikazati u obliku
(z+6)(z—4)
(z —5)(z —4)
Kao &§to se vidi, jedna¢ina nema smisla za x = 4. Za z # 4 svodi se na

m+§l:10 = 10|z — 5| = |z + 6].

’:10.

T —

Za x > 5imamo 10(z —5)=2+4+6 = =z = 59—6
Za —6 < z < 5 jednalina postaje 10(5 —z) =z +6 = z = 4, ali z = 4 smo ranije
iskljuéili.
. . 56 ..
Najzad, za * < —6 imamo 10(5 —z) = —z -6 = z = 9 ali ova vrednost = ne
ispunjava uslov z < —6.
Prema tome, jedna¢ina ima jedno resenje, x = 56/9.

89. Resenje. Ovo je linearna jednacina koja se mnozenjem leve i desne strane sa abc i
sredivanjem svodi na

(abc + a®b — a*c — b*c) & = ¢ (abe + a®b — a®c — b%¢),
pri Gemu pretpostavljamo da je abe # 0. Pod uslovom da je abc + a?b — a®c — b%c # 0,
resenje jednagine je x = ¢. Ako je abc + a’b — a®c — b?c = 0, jednagina je neodredena i
zadovoljava je svako x.
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U specijalnom slu¢aju a:b:c=6:3:4 imamo a =6, y = 3¢, c = 4¢, pa je
abe +a’b —a’c — b’c = 72¢> +108¢> — 1441° — 36¢° = 0.

Prema tome, u tom sluéaju je jednaéina neodredena.
90. Resenje. Prikazimo polinom z* 4 4z — 1 u obliku proizvoda dva kvadratna trinoma,
tj-
' 44z — 1= (2 + ax + b)(z® + cx + d).

Ovaj identitet vazi ako je
(1) a+c=0, (2) b+ac+d=0, (3) ad+bc=4, (4) bd=-1
Iz jednagine (1) je ¢ = —a, tako da se sistem svodi na sistem od tri jednaéine:
(5) b-da’*+d=0, (6) a(d—b) =4, (7) bd=—1.

Iz jednacine (5) je d = a®> — b. Eliminacijom d, jednacine (6) i (7) postaju:

(8) a(a® - 2b) =4, (9) b(a®—b)=—1.
3_

2a
a® -4 ag_a3—4 -
2a 2a -

Sredivanjem ove jednaéine dolazimo do jednacine Sestog stepena

4
, pa zamenom u (9) dobijamo

Najzad, iz jednacine (8) izlazi b = =

a® +4a® - 16 = 0,
koja se smenom a® = t svodi na
t*+4t - 16 =0.
Jedini realni koren ove jednacine je t = 2 (to je faktor broja 16), jer je
(£ + 4t —16) : (t —2) = t* + 2t + 8,

a jednatina t* + 2t + 8 = 0 nema realne korene.

Iz a? = t = 2 nalazimo a = v/2, pa je

_a3—4__(\/—2-)3—4_ B
b=——= 5 =1-2,
d=a’—b=(vV2) 2 -(1-V2)=1+V2,
c=—a=—\/§.

Jednaéina z*+4x—1 = 0, s obzirom na dobijenu faktorizaciju, svodi se na dve kvadratne

jednagine
22 +vV2z+1-v2=0, xQ—\/iaH—l—l—\/i:O,

koje se jednostavno resavaju.
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91. Resenje. Uvedimo smenu nepoznate z pomoéu 5 —z=a—t, z—2=o+t.

Sabiranjem levih i desnih strana nalazimo 3 = 2, tj. « = 3/2. Prema tome, smenom

7
r=t4+a+2=t+ B data jednacina se transformise na

3 * /3 4
(§—t> +<§+t> = 17.

Posle naznadenog stepenovanja i sredivanja, ova jednacina se svodi na bikvadratnu
jednaéinu 16 t* + 216 % — 55 = 0, iz koje dobijamo t* = 1/4 1 t* = ~55/4. Odavde je
V55 : V55

’ l3 = 2 ’ 4 = — 2 .

7
Kako je z =t + 5 koreni polazne jednaéine su

_ T+iVE5 7 — V55

r1=4, x22=3, x3 5 Tq = 5

L .. , b .
Opétija jednacina (a — z)* + (z — b)* = ¢ reava se smenom x = %— + t. Jednaéina

a—2>b 4 a—b 4
ERNCe

Posle razvoja &etvrtih stepena binoma, jednaéina se svodi na bikvadratnu jednaginu
koja se jednostavno reSava.

ima oblik

92. Resenje. Primetimo najpre da su izrazi
(3z +2)* — (2x + 3)%, (2z — 4)* — (42 — 2)*
jednaki nuli za z = £1. To znati da se iz ovih izraza moze izvuéi faktor z? — 1. Kako je
Bz +2)* — (22 +3)* = (32 +2)° — (22 +3)%) (32 + 2)> + (22 + 3)?)
= 5(z® — 1)(132° + 24z + 13),

((2z — 4)* — (42 — 2)°) ((2z — 4)* + (42 — 2)*)
— 48 (z® — 1)(52% — 8z + 5),

(2z —4)* — (4z — 2)*

data jednadina postaje

5(x? — 1)(132% + 24z 4 13) — 48 (2 — 1)(52% — 8z + 5) = 0.

Sredivanjem ove jednacine dobijamo

—7(z® — 1)(252% — 72z + 25) = 0.
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Koreni jednacine su
2®—1=0 = 712 = +£1,

36 & /671

250” — 722 + 25 =0 = Ty = —¢

93. Resenje 1. Za z = —1 leva strana jednaéine jednaka je 13. Za x € (—1,0) trinom
z* — 52° — Tz je pozitivan. S druge strane je 4 — 4z% > 0, pa jednacina nema negativne
korene na ovom intervalu. Za z € (—o00,—1) je 2% — Tz +4 > 12 a —52° — 42 > 1, pa
je vrednost polinoma na levoj strani veéa od 13. Prema tome, jednacina nema negativne
korene.

Resenje 2. Ako datu jednaginu napisemo u obliku (z® — 2)% =523 4+ Tz, za x < 0 leva
strana je nenegativna a desna negativna, pa nema nenegativnih korena.

94. Resenje. Da bi koreni bili racionalni, diskriminanta mora biti potpun kvadrat, tj.
(1) p’ —20g = n’.
Najmanja vrednost prostog broja ¢ je 2, §to znagi da prost broj p mora biti veéi od 5.

Posto je p neparan broj, zakljutujemo da je da je i n neparan broj. Ako stavimo p = 2k+1
in=2m+1, uslov (1) se svodi na

20g = p*> — n® = 4 (k(k + 1) — m(m + 1)).
Proizvodi k(k + 1) i m(m + 1) su parni brojevi, §to znaci da je
4 (k(k+1) —m{m+1))
deljivo sa 8 samo za ¢ = 2. Imamo
p? —n® =40 = (p—n)(p+n) = 40.
Postoje dva reSenja ove jednacine
p+n=20,p—m=2=p=11,n=9;
p+n=10p—-n=4=p=7n=3.
Prema tome, zadatak ima dva reSenja: p=7,q=2ip=11,q¢q=2.

95. Resenje. Pretpostavimo da su 1 i z2 koreni prve, a z3 i 24 koreni druge jednacine,
pri éemu je z1 = z3 = zo > 0 zajednicki koren. PoSto zo zadovoljava prvu i drugu
jednaginu, zadovoljavace i jednacinu

(® +az+b)— (2*+cx+d)=0,ti. (a—c)z+b—d=0.

Prema tome, zajednicki koren je

b—d
(1) o = .
c—a
Na osnovu VIETE-ovog pravila imamo
. d
Tox2 =0b, xToxa=d, tj. T2 =—, Ta=—.
Zo o

Kako je z2 > #4 i zo > 0, zakljutujemo da je b > d, tako da iz (1) izlazi da je ¢ > a.
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Zajednicki koren zo, dat sa (1), zadovoljava ove jednacine. Ako ga zamenimo u prvoj

jednadini, imamo
2
(b_d) +ab_d+b=0,
c—a c—a

odakle je
(2) (b—d)?* = (¢ — a)(ad — bc).

Nejednakosti b > d, ¢ > a i jednakost {2} su trazeni potrebni i dovoljni uslovi. Jedno-
stavno se dokazuje da su ti uslovi dovoljni.

96. Resenje. a) Sredivanjem date jednacine dobijamo
(1) ez’ —(a—b+c)r+c=0.
Primenom VIETE-ovih pravila imamo

etz = (z1+ atz)(x12 —z21T2 + a:zz)
(21 + z2)((z1 + 22)* — 32122)
-p(* -39),

de ; _ a-b+c _c
gdeje p=——">1—"> =

b) Trinom na levoj strani jednacine (1) je pozitivan ako je a > 0 i ako je diskriminanta
D negativna. Posto je a stranica trougla, ona je pozitivna. Diskriminanta je

D= (a—b+c)®—4dac
a®+ b2+ —2ab—2bc+ 2ac—4ac

=a® +b> + — 2 (ab+ be + ca).

Kako su a, b, ¢ stranice trougla, vaze nejednakosti

a<b+ec¢ b<ct+a, c<a+b

Mnozenjem ovih nejednakosti redom sa a, b, c¢isabiranjem tako dobijenih nejednakosti,
dobijamo
a® +b% +c® < 2(ab+ be+ ca).

Na osnovu ove nejednakosti zaklju¢ujemo da je D < 0, ¢ime je dokaz zavrSen.

97. Dokaz. Na slici je prikazan grafik kubne pa-

rabole v

(1) y=az’ +bz’ +cz+d,

koja ima tri preseka z1, 2, z3 sa pozitivnim delom /\ . g
z-ose. Kao §to se vidi, ova kubna parabola ima dva - X
ekstremuma, sto znaéi da jednacina o / ) \/ LT

(2) Yy =3az® +2bx+c=0
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ima dva realna korena. Koreni jednagine (2) su realni ako je
D = 4b* —12ac > 0 = b > 3ac.
Za parabolu (1) je a > 0 (jer y — 400 ako z — 400) 1 y(0) = d < 0. To znadi da je
ad < 0.

Na slici je prikazan tackicama slucaj kada je a < 0. Tada je y(0) = d > 0, pa je opet
ad < 0.

NAPOMENA. Primetimo da obrnuto ne vazi, tj. ako su ispunjeni uslovi b2 > 3ac i ad < 0,
ne znaé¢i da su sva reSenja kubne jednaline realna i pozitivna.

98. Dokaz 1. Mnozenjem date jednagine sa z2 dobijamo jednaéinu &etvrtog stepena
1
(1) x4—<m+l>x3+(m+—>x——1=0.
m m

N - 1 . "
Na osnovu VIETE-ovog pravila imamo s = z1+x2+2z3+24 = m+ poo a zbir pozitivnog
broja i njegove recipro¢ne vrednosti je vedi ili jednak 2, pri ¢emu je s =2 zam = 1.
Za m = 1 jednacina (1) glasi 2* - 22° + 22— 1=10,tj. (z®—1)(z —1)* = 0. Ova
jednaéina ima dva korena x = 1i z = —1, za koje je polinom z'? —2z° + 22> — 1 jednak
nuli.

Dokaz 2. Ako levu stranu faktoriSemo na sledeéi nacin:

1 1 1
(m———) x+——(m+—) =0,
z z m
jednadina se raspada na dve kvadratne jednacine

1
x2—1:O=>x1+m2=0, m2—(m+—)x+1:0=>x3+x4=m+i.
m m

1
Dakle, z1 + 22 + z3 + x4 = m + — , itd.
m

99. Resenje. a) Primenom VIETE-ovih pravila na jednaginu (1) imamo
r1+ X2 +T3 = —am,
T1x2 + T2Z3 + T3T1 = A,
123 — —an.

Kvadriranjem druge jednacine dobijamo
13121'22 + 1221732 + 1332.%12 +2 (11263.’1722 + xz$1:c32 + :E2$31:12) = a2,
odakle je
5= zlzd + zixs + ziz? = a® — 2z1T03 (z1 + 22 + x3)
a® 4 2an (—am)

= a*(1 — 2mn).

b) Jednagina (3) ima imaginarna resenja ako je diskriminanta manja od nule, tj.

4—-8mn<0=1-2mn<O0.

Medutim, ako je 1—2mn < 0, tada je na osnovu rezultata pod a) zbir kvadrata s < 0,
§to znati da jednacina (1) mora imati imaginarnih korena, naravno pod uslovom a # 0.
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100. Resenje. (a) Posto su 1/a, 1/b i 1/c koreni recipro¢ne jednacine
72 —52° + 4z — 1 =0,

na osnovu VIETE-ovog pravila njihov zbir je
11,15
a b ¢ 7
(b) Za tredi stepen zbira tri broja vazi jednakost
(a+b+c)® =(a+b+e)’(@a+b+c)
= (a® +b* + ¢® + 2ab + 2bc + 2ca)(a+ b+ c)
= a® + 0%+ + 3ab® + 3ab + 3bc® + 3ac® + 3a’c + 6abe
=a®+b°+® +3(a+b+c)(ab+ be+ ca) — 3abe.
Primenom VIETE-ovih pravila imamo
a+b+c=4, ab+bc+ca=5 abc=T,
pa je na osnovu gornje jednakosti
A+ +cP=4"-3.4.5+3-7=25
101. Resenje. a) Data jednalina je tzv. reciproéna jednacina, jer su koeficijenti si-
metriéni u odnosu na koeficijent uz z?. Napisimo jednaginu u obliku

(1) m2+x1—2+(5—3m)(:c+%>+2(m2—2m—2)=0.

Smenom z + % = t, za koju je z° + % = t? — 2, jednagina (1) se svodi na kvadratnu
jednaéinu
2+ (5-3m)t+2(m*—2m—3)=0.
Koreni ove jednacine su t; = 2m — 6, t2 = m + 1. Ostaje da se rede jednacine
x+l:2m—6, z+l =m+1,
z z
tj.
(2) 2 -=2(m—-3)z+1=0, 2°—(m+1z+1=0.
b) Koreni jednaéine (2) su realni ako su ispunjeni uslovi
4(m—-3)*—4>0, (m+1)°-4>0.
Prva nejednagina je zadovoljena za m < 2 ili m > 4, adrugaza m < -3 ili m > L.
Njihovo zajedni¢ko reSenje je m < =3 ili 1 <m <2 ili m > 4, tj.
m € (—oo, —3] U1, 2] U [4, +00).
102. ReSenje. Ako date jednagine prikazemo u obliku
(a—1°+2(a-1)—-14=0, (B-1)°4+2(B-1)+14=0
i dobijene jednaéine saberemo, dobijamo
(1) W+ +2(u+v) =0,
gdesuu=a—-1, v=0-1
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Iz jednacine (1), posle faktorizacije leve strane, nalazimo
(u+v)(u® —uv+v® +2) =0.
S obzirom da je u? — uv + v* > 0 za svako realno u i v, iz poslednje jednagine izlazi
u+v=0=a+8=2.

NAPOMENA. Taéna reenja zadatih jednacina su
11v/13 V8111 s
a=< 9 +7> —( 93—7> +1,

1/3 1/3
3= <“‘9/E—7> —(11\9/E+7) +1,

odakle se vidi da je o + 3 = 2.

103. Dokaz. Prikazimo datu nejednaginu u obliku @ > 0, gde je

Q(z)
Plz)=(z-2)(z-3)+(z-3)(z—-1)+(z-1)(z—2)— (z - 1)(x — 2)(z — 3)
= —2°4+9z% — 23z + 17,
Qz) = (z - 1)(z - 2)(z - 3).
Kao &to se vidi, P i Q su polinomi treéeg stepena. Za polinom P vaze sledeée jednakosti:
P(1)=2, P(2)= -1, P(3)=2, P(4) =5, P(5) =2, P(6) = —13,

odakle zaklju¢ujemo da P(z) ima tri realne nule p1,p2,ps, zakojeje 1 <p1 < 2,2 < p2 <
3, 5<p3s <6.

Na slici su skicirani grafici polinoma Y

P(z) i Q(z). Nejednacina ggz; >0 je is-

punjena ako z pripada intervalima (1, p1),
(2,p2) 1 (3, ps). Zbir duzina ovih intervala

e
! 0] 1p p2 3 p3\

L=p1—14+p2—24+p3—3
=p1+p2+p3-6.
Primenom VIETE-ovog pravila imamo p1 +p2+ps =9, paje£{=9—-6=3.
104. Resenje. Jednagina ima bar jedan realan koren ako je njena diskriminanta veca

ili jednaka nuli, tj.

(1) CA+T)2 =200 —1)(2A+7) >0 = 4> + 81 - 21 < 0.

Koreni jednadine 4A% + 8\ — 21 = 0 su —7/2 i 3/2, pa je reenje nejednacine (1)
—7/2< A< 3/2.

NAPOMENA. Mnogo tezi zadatak bi bio ako bi se pitalo za koje vrednosti A data jednacina
ima samo jedan realan koren. To se deava kada je A = —7/2 ili A = 3/2, jer je tada
diskriminanta jednaka nuli. Medjutim, ne sme se izostaviti slucaj A = 1. Tada se data
jednacina svodi na linearnu jednacinu.
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105. Resenje. Pretpostavimo da z zadovoljava nejednaginu
(1) V—+vVz—a>2 (a>0).
Tada je z > a, i iz (1) dobijamo niz ekvivalentnih nejednacina
VI>2+vVz—aez>2+Vz—a)Y er>4+z—a+4/7 —a,

c»\/a:—a<a;4‘

Iz poslednje nejednacine izlazi da je a > 4 i da je

x—a < t{ ’ t1. o < a—H ?
4 » W 4 ‘

Prema tome, ako x zadovoljava nejednacinu (1), tada je

2
(2) a >4, a§x<<a:4) .

Vazi i obrnuto, ako su ispunjeni uslovi (2), vazi (1). Dakle, nejednaéina (1) ima reSenje
a+4\°
<
asz< ( 1 >

ako i samo ako je a > 4. Za ostale vrednosti a nejednacina nema resenja.

106. Resenje. Promenljiva z mora ispunjavati uslov z < 1, tj. ne postoji ni jedno
x > 1 koje zadovoljava datu nejednaéinu. S druge strane, nejednacina ima smisla ako je

(1) 1+pz—2p>0.
Pod datim uslovima nejednacinu

(2) l14+pr—-2p<1—-=x

mozemo kvadrirati. Dobijamo

(3) 2 —(24p)z+2p>0.
Razmotrimo sledeéa tri slucaja:

1° p = 0. Tada je uslov (1) ispunjen, a (2) vazi za z < 0.
2° p > 0. Uslov (1) daje

(4) e>2- L.
D

Za p = 1, data nejednaéina je zadovoljena za x = 1. Za p > 1 iz (4) izlazi da je z > 1,
§to je u suprotnosti sa uslovom x < 1. Dakle, za p > 1 nejednacina nema reSenja.
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Za 0 < p < 1, vodeéi ra¢una da su p i 2 nule trinoma z? — (24 p) z + 2 p, nejednacina
(3) ima resenje x < p ili z > 2. S obzirom da je < 11 (4), reSenje date nejednatine je

2——-<z<p.

D=

3° p < 0. Iz uslova (1) izlazi
1
r<2——.
p
Medutim, posto je < 1, ovaj uslov je ispunjen za svako p < 0. Nejednacina (3) je
zadovoljena za x < p, i to je reSenje date nejednacine u slucaju 3°.

107. Resenje. Data jednacina ima smisla ako je 2 — 5z — 32> >0 = z € [-2,1/3] i
ekvivalentna je sa

\/2~593—3:c2+2m>2w-31(\/2—5x—3$2+2x>,
t.

(1) (1—2x-3m)(\/2—5x—3$2+2:v) > 0.

Razmotrimo slucajeve:

1° —2<z<0.Tadajel— 2z 3" > 01izbog toga iz (1) izlazi

V2 -5z —3z2+2z >0,
tj.
V2 - bx —3x% > -2z,
a kako je —2z > 0, kvadriranjem dobijamo 2 — 5z — 3z% > 42® = z € (—1,2/7). Vodedi
racuna da x € [~2,0] imamo z € (—1,0].

2° 0<z<1/3. Tadaje V2 -5z —322 +2x > 01i2z-3" 32%31/%3i <1, tj.

2/3
1 -2z -3% > 0, pa mozemo zakljuéiti da je nejednagina (1) zadovoljena za z € (0,1/3].
Na osnovu 1° i 2° imamo z € (—=1,0) Vz € (0,1/3] = z € (—1,1/3], i to je reenje
date nejednacine.

108. Resenje 1. Zadatu iracionalnu jednaginu prikazimo u obliku
302 — 4z +34=9— /322 — 4z — 11.
Kvadriranjem i sredivanjem dobijamo
V32— 4z —11=2, tj. 32> —4z —15=0.

Resenja ove kvadratne jednacine su 1 = 3 i z2 = —5/3. Zamenom dobijenih reSenja u
polaznu jednaginu, uveravamo se da su to zaista resenja.
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Resenje 2. Mnozenjem date jednacine sa v/3x2 — 4z + 34 — /322 — 42 — 11, imamo

V322 — 4z +34— /322 — 4z — 11 =5.
Ako ovu jednacinu saberemo sa zadatom, dobijamo

V32 —4r+34=7= 32" 42 -15=0 = z, =3, o = —5/3.

109. Resenje. Jednacina ima smisla za 1 < z < 11. MnoZenjem leve i desne strane sa

v (11 — z)(z — 1), jednacina postaje
ve—-1++V1l -z = % V(A1 —z)(xz—1).
Kvadriranjem dobijamo
16
r—14+2(1l-z)(z—-1)+1l -2z = 3(11—17)(9%-1).
Smenom +/(11 — z)(z — 1) = t ova jednacina se svodi na kvadratnu jedna¢inu
10 + 2t = %t{ tj. 8t° — 9t — 45 =0,

¢iji su koreni 3 1 —15/8. Negativni koren odbacujemo jer je t > 0.

VAl —z)(z—1) =3, tj. 2° — 122 + 20 =0,

ima korene z1 = 10, z = 2, koji zadovoljavaju datu jednacinu.

Jednacina

110. Resenje. Jednacina ima smisla ako su ispunjeni uslovi

1-5

5 1
1-2*>0, 1+z—-2°>0, 2x2—a:~120=>x6{ 5 ,—E}U{l},

Ako stavimo a = 1 — 22, b= 142z — 2>, ¢ = 22° — 2 — 1 i primetimo da je a +b+c =1,
data jednacina se svodi na

Va+Vb+ve=vat+bte.
Kvadriranjem ove jednacine dobijamo
2(Vab+Vbe++/ea) =0 = ab=0Abc=0Aca =0,
tako da je
(1-2)1+z-2")=0A(1+2—2*) (22 —2—-1)=0A(22° —z—-1)(1-2%) =0

i jedino & = 1 zadovoljava ovu konjunkeiju.

Neposrednom proverom zaklju¢ujemo da je x = 1 zaista reSenje date jednagine.
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111. ReSenje. Jednacina ima smisla ako je > 1. Ako levu i desnu stranu jednagine

pomnoZimo sa 2+/z + /7, dobijamo
2@ +vz)-2Va2—z =37,
.
2z —2vx2?2 —z = /T

Posto je = > 1, dobijenu jednaginu mozemo podeliti sa 1/z. Imamo
2V —2vVr—1=1=2yz=1+2Vz - 1.

Kvadriranjem ove jednac¢ine nalazimo 4z =1+ 4+/2 — 1+ 4z — 4, odakle je

3 9 25
\/as——l—Z = z—l—ﬁ = r—ﬁ.
112. Resenje. Razmotrimo sledeéa tri slugaja:
1° a > 0. Jednaéina ima smisla ako je > a. Njenim kvadriranjem nalazimo

z+at+z—a+2vVz?—-a?2=2z = V22 -a’=0=> z=aq;

2° a < 0. Jednagina ima smisla za x > —a. Isto kao u slucaju 1°, kvadriranjem
dobijamo vz? -a?2 =0 = z = —a.
3° a = 0. Jednagina 2+/x = v/2x ima resenje z = 0.

113. Resenje. Jednacina ima smisla ako je 2 j_ 3

>0, tj. € (—o00,—3)U|[0,+00).
Primetimo da x = 0 nije reSenje date jednacine. Zbog toga isklju¢ujemo z = 0. Razmot-
rimo sledeca dva slucaja:

1
1° z > 0. Tada je data jednacina ekvivalentna sa 1 — — A _2 , odnosno
zVz+3 z(x+3)
sa
1- L =2 L .
z(z + 3) z(z + 3)
Ako uvedemo smenu t = _ > 0, dobijamo jednaginu 1 — ¢t = 2¢2 i njeno jedino
z(z +3)

. / 1 1 . fe _
pozitivno resenje je t = 1/2. Iz jednacine m =3 nalazimo pozitivno resenje
z =1

1 2 .
2° 1 < —3. Data jednacina je ekvivalentna sa 1 — p —mf_—3 = m, tj. sa

1+ L =2- 1
z(z+3) ~ z(x+3)’

Ao uvedemo istu smenu kao u 1°, dobijamo kvadratnu jednaginu &ije je reSenje manje od

—3 jednako —% (3 +V13).

e 1
Prema tome, resenja date jedna¢inesu x =11ili z = —3 (3++13).
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114. Resenje. Ako jednaéinu pomnozimo sa v/z2 — 4z2 + = + 15—v/z3 — 42 — x + 13,
dobijamo

2(:1:+1):(m+1)(\/x3—4x2+z+15—\/x3—4m2—$+13).

Posto x = —1 nije reSenje date jednacine, tada je jednaéina ekvivalentna sistemu

Vi —4z2 4z +15+ VB —422 —z+13 =2 +1 (zadata jednacina),
\/x3—4m2+m+15—\/:1:3—4x2—z+13=2,

koji je ekvivalentan sistemu

223 —dz2 +z+15=x +3,
223 —da? —z+13=2—1

i posle kvadriranja ekvivalentan sa

4(z® — 42 + 2+ 15) = (z + 3)%,
4(z® —42® — 2 +13) = (z — 1)%,

pri ¢emu je x > 1.
Posle sredivanja jednagine zaklju¢ujemo da su jednacine iste, tj. svode se na jednacinu

(z—-3)(42® —52—-17)=0  (z>1).

1
Ova jednacina ima dva reSenja, r; = 3, T2 = 3 (5 + 3V 33), dok drugo resenje kvadratne
jednaéine ne ispunjava uslov z > 1. Prema tome, x1 i z2 su refenja zadate jednacine.

115. Resenje. Data jednagina se moZe svesti na sistem od dve jednacine ako uvedemo
nove nepoznate u i v pomocéu

u= V8 -z, v=V27T+z.

Imamo

Wl =w+7, u® +0® = 35.

Druga jednacina se moze prikazati u obliku

(u+v)(W® —ww + %) = 35.

Iz prve jednaéine izlazi u? — uv 4+ v? = 7, tako da je u 4 v = 5, tj. u® +v? = 25 — 2uw.
Dobijamo sistem
u+v=2>5, uv = 6,
CijasureSenjau=2,v=3lliu=3, v=2

U prvom sluc¢aju dobijamo z = 0, a u drugom = = —19.
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116. Resenje 1. Imamo niz ekvivalencija i samo jednu implikaciju

1 1
3 3__ :_3_
\/54- 5 x 10
1 8 1
3 3/ _ -
o (\/5+ 5 m> m
1 3 3]- 3 31 _ 1
& zti-zts¥E Yi-a (\/5-4- Lo L

1 1 11
3 R Bt . Y -_—_— =
= 35 m( 10) 10 5
1 1 3
3 43—— . —3.——  — —
e 3y x( 10) 10
o (1) (1Yo _ L
5 10 1000
& oz 53:—}—100—0
1 2
=4 ((I)—E) =0
s ==
T 100

Medutim, kako z = 1/10 nije ekvivalentno datoj jednacini, moramo da proverimo da
li je z = 1/10 reSenje jednacine. Neposrednom proverom zaklju¢ujemo da z = 1/10 nije
reSenje jednacine. Dakle, data jednaéina nema reSenja.

Resenje 2. Posmatrajmo funkciju f(z) = ¥/z+ {/ % + 4/ % —z.Zaz > 0ili z < 0 vazi

/1 .. L .
nejednakost ¥z + { 5~ z > 0, tako da je za svako z funkcija pozitivna i nema nula.

117. Resenje. Ocigledno, z = 0 je refenje date jednacine. Ako je = zo resenje date
jednagine, primetimo da je tada i * = —xo njeno reenje. Zbog toga ¢emo traziti samo
pozitivna resenja.

Razmotrimo slede¢e moguénosti:

1° =z € [1,+00). Onda je

z2+2 1 3 3 3
=142+ ———>V1tz>V1i+z> N +z+ V1 -2,

Va2 +1 Vzz+1

pa jednaéina u ovom intervalu nema reSenja.



98 Resenja

2° z € (0,1). U ovom slu¢aju imamo

2
1
(1) TH2 it >2  (erjeati>2 a>0).
a

72+ 1 V1t
Dokazimo da je za = € (0,1) ispunjena nejednakost
(2) Vi—z+ V1+z<2
Vaze ekvivalencije
N—z+N+z<2e2-V1-z>V1+c

& 8+z-1-6Vi—z(2- \3/1-—56) >1+x
e 1-2¥T—a+ (¥T—2)*>0
s (1-Y1-2)">0,

§to znaci da je nejednakost (2) tacna.

2
2
Iz nejednakosti (1) i (2) izlazi da je \;—_;__—— >Vitz+ V1l-z
z? 41
Prema tome, na osnovu 1° i 2° zakljuéujemo za x > 0 leva strana date jednaline ne
moZe biti jednaka desnoj strani, $to znaéi da ta jednaéina u skupu realnih brojeva ima

samo jedno resenje, z = 0.

NAPOMENA. Zadatak se moze resiti primenom diferencijalnog racuna. Neka je f(z) =

2
% igle)=¥Y1—z+ Y1+ z. Zaz =0 je f(0) = ¢g(0) = 2. Za funkciju f imamo
3
z
f'(x) = ——=—== > 0 za = > 0. Dakle, za = > 0 funkcija f raste. lzvod funkcije g
(Va? +1)
je ¢'(x) = ! ! . Kako je lim1 g'(z) = —o0, a za ostale pozitivne

S 3(Yz 1) 3(Yz-1)°
vrednosti z je ¢'(x) < 0, funkcija g opada.

Prema tome, jednacdina f(z) = g(z) ima jedno resenje, z = 0.
118. Resenje 1. Posmatrajmo funkciju y = f(z) = v97 —z + ¥/z.

Funkcija je definisana za 0 < z < 97. Primetimo da je funkcija simetri¢na u odnosu na
z = 97/2, tj. vazi jednakost

97 97 L
((§-0)r(3-4)
Zaista, 5 /. \=\

97 a4/ 97 4/ 97

f(2+a)_ 7 ety e
97 )97 4/ 97

f < 5 a) = 5 +a+ 5 .

Prvi izvod funkcije f jednak je o 97 z

fl(z) = *i (97 —z)™%4 4 iw—"'/“,
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Prvi izvod je jednak nuli za £ = 97/2. Za = > 97/2 je f'(z) < 0, pa funkcija opada, a
za < 97/2 je f'(x) > 0, pa funkcija raste. To znagi da za x = 97/2 funkcija f dostize
maksimum, fmax = 2 3/97/2 ~ 5.28.

Na slici je prikazan grafik funkcije f. Kao sto se vidi, jednaéina
YTz + Yi=5
ima samo dva korena koji se direktno pogadaju:

X = 16, T = 81.

Resenje 2. Uvedimo nove nepoznate v = v/97 — z, v = ¥z, u,v > 0. Tada dobijamo

sistem

u+v=2>, ut + 0t =97,

Ako prvu jednacinu stepenujemo sa 4, imamo

ut + 4uv + 6u’o® + 4uv® 4+ v* = 625,
ut +v* +uv( (u +v)? —2uw) + 6(uw)? = 625,
N e’ N —

=97 =25

tj. (uv)? —50(uv) +264 =0 = wv =6 V uv = 44.
Imamo dva podsistema:

i) u+ v =5, uv = 6 i reenja

u=2,v=3= V9T —z=2, Yz=3 = z =81,
u=3, v=2= VT —2=3, yY2=2 = = =16.

ii) u+v = 5, uv = 44. Ovaj sistem ima kompleksna reSenja, $to se iskljucuje jer
u,v € R, u,v >0.

Dakle, jednacina ima reSenja: z, = 81, 22 = 16.

119. Resenje. Data nejednagina je ekvivalentna sa

(1) V- -4+ V- De+4) < V(z-1)dz-1)

koja je definisana za (z — 1)(z —4) > 0A(z —1)(z+4) > 0A(z—1)(4z — 1) > 0,
tj. € (—oo,—4] U {1} U [4, +o0). Kvadriranjem nejednacine (1) dobijamo ekvivalentnu
nejednadinu

(2) (x—D(z—4)+2y/(z—-1)2(z2 - 16) + (z — 1)(z +4) < (z — 1)(4z - 1).

Primetimo da za z = 1 u (2) vazi znak jednakosti, tj. = = 1 je jedno od reSenja date
nejednacine. Ako je |z| > 4, nejednakost (2) je ekvivalentna sa

(3) (z—VD(x—4)+2lz—1Vz2-16+ (z - 1)(z+4) < (z —1)(4z - 1).

Razmotrimo sledeée dve moguénosti:
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i) x < —4. Tada je

B) e z-—1)(z—4)-2z-1)Vz2—-164+ (z— 1)z +4) < (z—1)(4z — 1)
Sr—4-2yz2—-16+x+4>4x -1 (jer je z — 1 < 0)
e 1-22>2/z2-16 e (1 -2z)* > 4(z° — 16) & = < 65/4

pa z € (—oo,—4].
ii) z > 4. Tada je

Bez-Dz—4)+2x—-1)vVz2—-16+(z—1)(z+4) < (z—1)4z — 1)
S r—4+2Vr2—-164+z+4<4x -1 (jer jex — 1> 0)
o 2/r2—16<2c - 16z <65/4 <z <65/4

pax € [4,65/4].
Prema tome, skup svih reSenja date nejednacine je

€ (—00,—4] U {1} U[4,65/4].

120. Resenje. Neka je bz +3 = p (leva strana date jednaline je p, pa je p ceo broj).
Tada je

_5p-—3
(2) T = 6 )

Polazedi od nejednakosti [t] < ¢t < [t] + 1, imamo

[32z —1] 3z —1 3z — 1]
<
SR <[ ]+
[3z+1] 3x+1 3z +1]
< 1
L 4 |~ 4 <[ 4 _+’
[3z — 1] 3m—1< 33:—1__’_1
2 | S T2 5 | T

Sabiranjem ovih nejednakosti i vodeéi racuna o (1), nalazimo

6m+3<3z—1 3z+1 3x—1<6m+3

4.
5 — 4 + 4 + 2 5 +
.. . . . .. . . 11
Ovaj sistem linearnih nejednacina je zadovoljen za 8 <z< TR tako da zbog (2)
izlazi 11 5 3 41 4 10
D —
=< 24 2« =
8- 6 18 3°P°73

Posto je p ceo broj, poslednja nejednakost vazi ako je p € {2,3}. Zap=2jexz = g a za
p=23jex=2.

Neposrednom proverom zaklju¢ujemo da je jedino reSenje x = % .
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121. ReSenje. Posmatrajmo funkciju f(z) = z3 — [z]. Polazeéi od sledeéih osobina ove
funkcije

2 +2 (ze[-2,-1)),
3 +1 ( )
f=) = z3 (z € [O 1) )
-1 (z€(1,2),
zakljuéujemo da jedna¢ina x® — [z] = 3 ima jedno refenje na intervalu [1,2). Tada se

jednacina svodi na
2 —1=3=z= V4

122. Resenje. Sabiranjem levih i desnih strana svih jednaéina sistema dobijamo
3(x1+z2+--+x8)=0=>z1+22+--+x5=0.
Sabiranjem jednatina (1), (4) i (7) nalazimo
ry+x2+-t+xstr1=1=21=1.
Zatim, sabiranjem (2), (5) i (8) imamo
r1+zo+ - Fazztr2=2 = 12=2.
Zamenom T1 i T2 u jednacine sistema dolazimo do ostalih nepoznatih

.’123:3, .174—:47 1’52—4, LE6=—3, x7=—2, g = —1.

123. Resenje. Iz treée jednaéine sistema dobijamo
y=p+l-(p—-1=z

Zamenom ¥y u prve dve jednagine imamo redom

(1) pr=2(p+l-(p-1Dx)=2p-1,
(2) 2z+p(p+1-(p—1z)=p-1
Iz (1) i (2) nalazimo
_4dp+1 _ P+l
(3) T=3,-2 =,

S obzirom da date tri jedna¢ine imaju zajednicko reSenje, reSenja (3) moraju biti

jednaka, tj.
4p+1 p?+1
3p—2 p2—p-—2

:>p3—p2—12p:0.

Koreni ove jednatinesu p=0, p=4, p= —3.
Zap=0jex=~1/2, y=1/2;
za p = 4 redenje je x = 17/10, y = —1/10;

zap=3reSenjejex =1,y =2
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124. Resenje. Prvu jednadinu sistema mozemo napisati u obliku

z+y—14+42 y+2z-345 z4+x-24+5 3
T2

z+y—1 y+z—3 z+z—2 ’
Y 2 5 5 3
x+y—1+y+z—3+z+w—2: 2"
1 1 5

= ———— dati sistem postaje

S = — =,
fenom « z+y—1’ Y y+z—3 [ I —

2u+5v+5w:——2—, ut+v—2w=0, uv—2v-—w=0.

Resenje ovog sistema je

Vracanjem na stare nepoznate z, y, z dobijamo sistem

r+y—1=-4, y+z-3=-20, z+:c—2:—23—0,
tj.
14
(1) z+y=-3, y+z=-17, z+m=—?,
Sabiranjem ovih jednacina imamo
74 37
2(m+y+z):—§ =S otyte=——+.
Pomoéu zbira nepoznatih, iz sistema (1) nalazimo
=y B __ =B
- 3 ) y - 3 ) - 3 M
125. Resenje. Sabiranjem jednacina dobijamo
2 2 2 1 1 1
(1) 6-(z—y)" —(y—2)°"—(2~2) =Tk tyt et

1
Kako je a + " > 2 (a > 0), imamo da je

1 1 1
(2) T+ —Fy+-+z+-2>6
x Y z
Iz (1) i (2) nalazimo
6-(c-y)*—(y-2°—(z—x)° >6,
.
(z—y)2+(y—z)2+(z—ac)2§0 = r=y=z

Zamenom u dati sistem dobijamo da je = y = z = 1 redenje datog sistema.
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126. Resenje. Pretpostavimo da je abc # 0, tj. da su a,b,c razliciti od nule. Ako
razlike kvadrata pretvorimo u proizvod, sistem se svodi na

z+y-2)z—y+z)=a Y+z-2)ly-z+2)=b (z+z-yllz-z+y)=c

Deljenjem prve jednagine sa drugom i druge sa treéom, dobijamo

T-y+z_a y—z+z _b

y+z—z b’ z4+z-y ¢’
tj.
(b+a)z—(a+by=(a—b)z, (c—bz+(b+c)y=(b+c)z.
ResSenje ovog sistema je

_alb+o)z _bla+c)z

) T cla+b)’ v= cla+b)

Zamenom z i y u jednaéinu z> — (z — y)? = ¢ nalazimo

2 cla+b)? _,a+b [c
T T 4ab v E=ETy ab’

tako da jednadine (1) daju

_ b+c Ja _,c+a b
=+ 2 be’ y==% 2 Vea’

pri Gemu su, s obzirom na (1), sve nepoznate istovremeno istog znaka.

127. Resenje. Pretpostavimo da su a,b,c pozitivni brojevi. Iz jednacine (3) izlazi

2= ﬁjy_? , pa zamenom u (1) i (2) dobijamo sistem od dve jednatine

2 2 2 2 2 2
4y e’ _ ) ® +y oyt _
c z? + y? c z2 + y?

(4)

Sabiranjem i oduzimanjem ovih jednatina, posle sredivanja, imamo

2, .2
x°+y 2 c—a+b 2
2 = b = —2z".
+c=a+0, Yy cTa_b T
Eliminacijom y> nalazimo
2 2
- (- 1
xzz-a——(z—i = x=i§ a? — (b—c)?.
Permutovanjem konstanti a, b, ¢ dobijamo
1 1 5
y::{:§ b2 — (¢ — a)?, z:i§ c? — (a—b)2.

NAPOMENA. Posto smo uveli pretpostavku da su a,b,c pozitivni brojevi, zakljutujemo
da nepoznate moraju biti istovremeno pozitivne, ili dve nepoznate negativne i jedna po-
zitivna. To znaéi da sistem ima Cetiri reSenja.
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128. Resenje. Oduzimanjem levih i desnih strana prve i druge, a zatim prve i trece
jednacine, dobijamo
V-2 +z(y—z)=a> - b 22—’ 4y(z—z)=d> - .

(y—z)(x+y+2) =a® — b, z—z)z+y+z)=a® -

Sabiranjem ovih jednaéina imamo (y + z — 2z)(z +y + 2) = 24 — b* — &2, tj.
(x+y+z-3z)(z+y+2)=2a° - -2

Neka je z + y + z = p. Tada poslednja jednaéina postaje (p —3z)p = 2a® — b* — 2,
odakle nalazimo
. p? 4+ b +c? —2a?
= 3 .

(1)

Analogno ovom postupku, dobijamo

_p2+a2+b2——2c2
= 3 .

y_102+02+a2—2b2

I

(2)

Zamenom z, y, z iz (1), (2) 1 (3) u bilo koju jednaéinu sistema, dolazimo do bikvadratne
jednacine po p, iz koje izlaze Cetiri vrednosti p, koje uvodenjem u (1), (2) i (3) daju getiri
trojke resenja.

129. Resenje. Data jednagina
Bzt+y)le+y)=p=p-1=(-p) (-1
svodi se na Cetiri sistema linearnih jednacina
3z+y=p, 3z+y=1, 3z+y=-p, 3z+y=-1,
1 2 4

Resenja sistema (1) — (4) su redom sledeéi parovi (z,y) :

p—1 3—-p 1-p 3p—-1 1-p p-—3 p—1 3p—-1
2 72 ’ 2 72 ! 2 72 ! 2’ 2 ’

Primetimo da jedna¢ina nema reSenja za p = 2.

130. Resenje. Dati sistem se moze prikazati u obliku
8ry = 15z + 2y, 3zz= -5z + 2z, yz=8y—=z.

Iz prve i druge jednagine nalazimo

_ 15z y = -5z
Y= %e—2’ T3r_2°

Zamenom y i z u treéu jednacinu i sredivanjem dobijamo kvadratnu jednaéinu
1922 =10z = 0. Za z = 0 su y 1 z jednaki nuli. To reSenje na osnovu teksta zadatka
odbacujemo. Ostaje drugo reenje z = 10/19, za koje je y = 25/7, z = 25/4.
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131. Resenje. Sistem ima trivijalno reSenje (z,y) = (0,0). Ostala resenja dobijamo na
sledeéi nacin: Prikazimo dati sistem u obliku

2 2
8L =18+ 72y, 8L =18 7Tay.
y x

MnoZenjem levih i desnih strana dobijamo
64ay = 324 — 49(zy)°.
Kao 3to se vidi, ovo je kvadratna jednacina po zy i njena resenja su

oy = —32+3224324-49 —32+130

49 49 ’

tj. zy =2 ili zy = —162/49.

Za zy = 2 dati sistem se svodi na 2? = 4y, 2y* = z, odakle je (z,y) = (2,1).

Za zy = —162/49 imamo 2z° = —g y, y° = §7E x, odakle je (z,y) = (g ,—1—78),
132. Resenje. Primetimo najpre da su z = 1, y=0iz =0,y = 1 reenja datog
sistema. Ispitajmo da li ima drugih reSenja. Ako je z < 0, iz prve jednadine izlazi da je
y > 1, medutim iz druge jednagine dobijamo da je z* < 0, §to nema smisla.

Ako je z > 1, iz druge jednacine je y* < 0, §to ne dolazi u obzir. Na kraju, ako je
0 < z < 1, iz prve jednacine izlazi da je 0 < y < 1. Medutim, tada je z* < 2% i y* < ¢, tj.
z* +y* < 2%+ 43, pa ne moze biti z° +¢° = z* +y* = 1. Prema tome, osim z = 1, y=0
iz =0, y =1 nema drugih resenja.

133. Resenje. Jednacine
105(z+y)=120(y + 2), 105(z+y) =168 (2 + z),
posle skradivanja i sredivanja svode se na

Te—y=8z2, —-3z+5y=38z=z.
. 5 2 o L .
Odavde nalazimo y = 3 x, 2= 3 z, tako da eliminacijom y i z iz jednacine

105 (z + y) = zyz

dobijamo kubnu jednacdinu
z2-9-4.-72=0,

&iji su koreni z1 = 0, z2 = 6v/7, 23 = —6v/7. Odgovarajuée vrednosti yizsu

y1 =0, y2 = 10V7, y3 = —10V7,
21 =0, 20 =4VT, 23 = —4VT.

134. Resenje. Primetimo najpre da nijedna nepoznata ne moze biti jednaka nuli. S
druge strane, $to se tice znakova, mogu da postoje sledeée kombinacije: 1° sve nepoznate
su pozitivne; 2° sve nepoznate su negativne; 3° z i z su pozitivne a y i u negativne; 4° =
i z su negativne a y i u pozitivne. To znaéi da proizvod nepoznatih mora biti pozitivan.
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Mnozenjem levih i desnih strana jednacina sistema dobijamo
(zyzu)® = 2% = zyzu =4,
jer je xyzu > 0.

Napisimo prvu jednadinu sistema u obliku

2

T
TY2U - Yo
U
. . . . u o . . . o

Posto je xzyzu = 4, ova jednacina postaje zZy = R $to zajedno sa Cetvrtom jednacinom

sistema daje
ut =16 = u=+2.

Sli¢no tome, drugu jednadinu sistema prikazimo u obliku

2
xyzu~gx—z=8 = yzz:2x,

pa na osnovu prve jednacine dobijamo
et =1= z==+1
Zamenom z i u u treéoj jednagini nalazimo z, tj. kada je z = 1, tada je z = 2, a kada
jex=—1, tada je z = —2.

Na kraju, iz getvrte jednacine dobijamo y = +1, kada je redom u = £2. Prema tome,
dati sistem jednagina zadovoljavaju sledeée etvorke (x,y, z,u) :

1,1,2,2), @1,-1,2 -2), (-1,1,-22), (-1, -1, -2, -2).

135. Resenje. Ako drugu jednaginu sistema napiSemo u obliku
sly+z)+yz=m
i iz prve i treée jednacine uvedemo
(1) y+z=m-—uzu, yz:%,
dobijamo jednaginu po T : )
z(m—z)+ - =M

tj.
2 —mal+mzr—1=0.

Jedan koren ove jednacine je z1 = 1. Kako je
(* —mz® +mz—1): (z-1) =zl —(m-1z+1,
jos dva korena dobijamo iz jednacine
(2) -~ (m-1z+1=0,

tj.

m-1£+vm?2-2m—3
(3) Za/3 = B .
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Zamenom z = z; = 1 u sistem (1), imamo
4) y+z=m-1, yz=1
Na osnovu VIETE-ovih pravila zakljuéujemo da su y i z koreni kvadratne jednagine
2= (m—-1)t+1=0.
Kao 5to se vidi, ovo je ista jednacina kao (2), pa su reSenja t = z3/3. To znadi da sistem

(4) ima reSenja y = z2, 2 = z3 ili y = 3, 2 = x2.

Za x = z2 sistem (1) glasi
1
Yy+z=m-—x2, Yz=— =13,
x2

gde smo primenili VIETE-ovo pravilo z2z3 = 1. Prema tome, y i z su koreni jednadine
£* — (m—22)t + 3 =0.

Primetimo da je t1 = 1 jedno reSenje ove jednacine, jer je z2+z3 = m—1. Drugo redenje
je tz = z3 (jer je tit2 = x3). Prema tome, za = x> redenja sistema suy = 1, z = 3
ili y = 23, z = 1. Na isti nacin se dolazi do rezultata da za x = x3 sistem ima resenja
y=lz=xriliy=a2,2z2=1.

Primetimo da sistem ima realna reSenja za

m?—2m—-3>0=m<—1ilim> 3.

Resenja su trojke (z, y, z) dobijene permutacijama brojeva

m—1+vVm2—-2m—3 m—1—+vm2—-2m—3

1
' 2 2

Za m = 3 reSenje je (z, y, z) = (1, 1, 1), a za m = —1 redenja su

(z,y,2z) =(1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,~-1,1).

136. Resenje. Prikazimo prvu i drugu jednadinu u obliku
z+2y=4(3-2), Ty =22 — 2z (z + 2y).

Mnozenjem druge jednagine sa z i zamenom z+2y iz prve, vodeéi racuna da je zyz = 6,
dobijamo jednaéinu po z
4z° —122° +112 -3 = 0.

Jedno resenje ove jednacine je z; = 1. Kako je
(42° =122 +112 - 3) : (z — 1) = 42° — 82 + 3,

ostala dva reSenja su zz = 3/2, z3 = 1/2. Za ove vrednosti z jednostavno dobijamo z i y.
Sistem ima sledeéih 6 trojki resenja:

(2,3, 1), (6,1,1), (4,1,3/2), (2,2,3/2), (6,2,1/2), (4,3,1/2).
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137. Resenje. Ako postoji resenje (z,y) datog sistema u skupu realnih brojeva, tada
iz prve jednagine sleduje y > 0, a iz druge = > y, paje z >y > 0. Iz prve jednacine izlazi

3 . . .
z+4+y=— = z=—— —y, pa ako z zamenimo u drugu jednacinu, dobijamo

VY v
Pty =2t° — 9t® 4 27¢> + 7t - 27 =0,
gde je t = /y. Kako je P(t) = (t — 1)Q(t), gde je
Q) = 265 + 247 + 205 — 7¢° — 7t* — 7t® + 2067 + 20t + 27

= (2 +t+1)(2t° — 7> +20) + 7> 0 zasvako t €R,
>0

>0

zakljuéujemo da jednagina P(t) = 0 ima samo jedno realno reenje t = 1. Odavde dobijamo
y =1, a zatim z = 2. Prema tome, dati sistem ima samo jedno resenje (2, 1).

138. Resenje. Primetimo najpre da prva jedna¢ina sistema ima smisla ako je p #* +2.
Pod ovim uslovom, mnozenjem te jednacine sa p? — 4, ona se svodi na

(1) (p—2)x+py=0

Za p = 0 iz ove jednatine izlazi * = 0, a za te vrednosti p i @ zadovoljena je druga
jednagina, tako da je y proizvoljno.

Drugu jedna¢inu mozemo napisati u obliku
(2) (—p° —4p+4)x—2py=0.
Sistem (1), (2) ima netrivijalna reenja ako je

p—2 P 1

3 = = ——
®) —p?—4p+4 —2p 2’

gde smo pretpostavili da je p # 0.
Sredivanjem (3) imamo p®+2p = 0. Koreni ove jednatine su p = 0ip = —2. Medutim,
te vrednosti p smo iskljuéili.

Prema tome, za p = +2 sistem nema smisla. Za p = 0 sistem je neodreden i ima
resenje: z = 0 i y proizvoljno. Za p # 0, 2, —2 sistem ima trivijalno resenje r = 0,y=0.

139. Resenje. Sabiranjem levih i desnih strana jednacina datog sistema dobijamo

(a+b+c)z+y+2) =3d

Posto je a + b + ¢ = 0, zaklju¢ujemo da je d = 0. Ako je d # 0, sistem nema reSenja.
Za d = 0 sistem se svodi na sistem homogenih jednagina

(1) ar+by+cz=0, br+cy+az=0, cx+ay+bz=0.

U specijalnom slu¢aju a = b = ¢ = 0 sistem (1) zadovoljavaju proizvoljne trojke
brojeva (z,y,z). Ako je jedan od brojeva, na primer a, jednak nuli, sistem (1) postaje

by+cz=0, br+cy=0, cx+bz=0

Kako je b+ ¢ = 0, tj. ¢ = —b, ovaj sistem je zadovoljen za ¢ = y = z = ¢t, gde je ¢
proizvoljan broj.
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Na kraju, razmotrimo slu¢aj kada su a, b, ¢ razli¢iti od nule. Iz jednakosti a +b+¢ =0
izlazi ¢ = —(a + b), pa sistem (1) glasi

ar+by—(a+b)z=0, bz—(a+by+az=0, —(a+bx+ay+bz=0.
Ovde je jedna jednaCina suvisna, tj. iz dve jednaéine izlazi treéa. Ako, na primer,
saberemo prve dve jednacine, dobijamo treéu. Pretpostavimo da je z proizvoljno. Posma-

trajmo sistem
ar+by=(a+b)z, bxr—(a+by=—az.

Resenje ovog sistema pozriyjex =2,y = z.

Dakle, zadati sistem nema resenja za d # 0. Akojed = 0ia = b = ¢ = 0, reienja
su proizvoljne trojke. Za d = 0 u svim drugim slucajevima reSenja su proizvoljne trojke
jednakih brojeva.

140. Resenje. Uvedimo novu nepoznatu u = z + y. Kako je
2’ +y’ = (e + ) - ey +y°)
= (@ +y)((z +9)* - Bay) = u (v - 6),
P+’ = (z4y)? - 22y =u® -4,
prva jednacina sistema se svodi na
3u*—13u? +13u—-3=0e3(® — 1)+ 13u(u—1) =0
& (u—1)(3u" — 10u+3) = 0.
ReSenja ove jednadine su

Uy = 1, Uz = 3, usz = 1/3.
Sada se jednostavno reSavaju tri sistema
1
zty=1l,zy=2;, z+y=3, zy=2; z+y= 3 Ty = 2.

Njihova reSenja su redom

1+4V7 1FiV/T
Ti/2 = —5 Yij2 = 5 )

1+4v/71 1FiVv71
363/4:_6—» y3/4=T§

1'521,1/522; x5:2,y6=1.

141. Resenje. Drugu i treéu jednaéinu sistema mozemo prikazati u obliku
bla+d)=0, cla+d)=0.
Ove jednagine su zadovoljene ako je a = —~dili b =01 c¢ = 0. Za sluéaj a = —d iz

prve i Cetvrte jednacine dobijamo a = £v/—bc i d = F+/~bc, §to znaci da je jedno reSenje
zadatog sistema

a=+v-be, d=FV-bc (b i ¢ proizvoljni).

Medutim, ovo je opste reSenje sistema, jer obuhvata i slucaj b = 01 ¢ = 0, kada je
a=0id=0.
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142. Resenje. Primeni¢emo sledede identitete:

(1) (x+y+2)? =2 +9° +2° + 2y +yz + 2z),

(2) (zy + yz + 2x)° = a2y? + %2 + 222 + 2xyz(z + y + 2),

(3) m3+y3+z3—3:cyz:(a:+y+z)(x2+y2+z2—:Ey—yz—z:v),
(4) (@? + o + )2 — ot oyt 4 2t 422ty 4yt 22,

N

Uvedimo oznake
ryz=a, xy+yz+zzr=240, x2+y2+z2 =", w2y2+y2z2+z2x2 = 4.

Polazeéi od jednacina zadatog sistema, iz (1), (2), (3) i (4) dobijamo

9=9+28 = (5) B=3(0-7)

B =6+2-3 = (6) &=p"—6a,
15-3a=3(y-p8) = (1) a=5-7+0,
(4) = (8 ~*=35+20
Ako (6) zamenimo u (8), sleduje (9) ~* = 35 + 26 — 12a. Ako (5) zamenimo u (7),
imamo (10) « = % (19 — 37). Ako sada (10) i (5) zamenimo u (9), dobijamo ¥* — 18y
+77 = 0. Regenje 71 = 11 ove kvadratne jednacine ne dolazi u obzir zbog uslova u zadatku

v =2? +y? + 2? < 10. Prema tome, imamo drugo redenje 2 = 7. Zamenom 2 = 7 u (5)
i (7) dobjjamo o = —~1, § = 1, pa imamo sistem

z+y+z2=3 zytyzt+ze=1 zyz=-—1

Koristeéi se VIETE-ovim pravilima za kubnu jednacinu, zakljucujemo da su z,y,z
refenja jednacine t3 — 3t +t +1 = 0, tj. (¢t — 1)(t* — 2t — 1) = 0, pa mozemo uzeti,
na primer, da je z = 1, a da su y i z refenja jednacine t> — 2t — 1 = 0. Na osnovu
VIETE-ovih pravila za kvadratnu jednac¢inu imamo
(11) y+z2=2, yz = —1.
Posto je
(12)  (w+2)° -y — 2" =5yz(y + 2) (" +yz +2°) = Bay(y + 2) (v + 2)° — y2),
zamenom (11) u (12) dobijamo

2y’ =2 =5 (-1)-2(2—(-1)) = ¢y° +:° =82

Sada je o® +y® + 2% = 1° + 82 = 83.
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143. Resenje. Ako prvu jednaéinu pomnozimo sa y a drugu sa x i tako pomnozene
saberemo, dobijamo

3zy —y? — 2% — 3zy

2
Ty + 2+

=3y = 2zxy—1=3y,

odakle je

3 1
1 3.1
(1) T=3+g,
Ako z iz (1) zamenimo u drugu jednaéinu sistema, dolazimo do bikvadratne jednacine
4yt -3y -1=0= 4y =1 = y==+1 (postoy € R).

Zayi =1 = x1 =2 izay = —1 = z2 = 1. Dakle, realna reSenja sistema su (2,1) i
(1,-1).

144. Resenje. Ako dati sistem posmatramo kao linearni sistem po nepoznatama 1/z i
1/y, pri éemu uzimamo da su z? + y? i —z2 + y® konstante, dobijamo

4
(1) z® + 3zy° = 4, 3z°y +y° = 1.

1 1 5 2 1 2 2 .
e - = t
- (" + 3y°), m 3z 4+ 47, tj

Sabiranjem jednacina sistema (1) dolazimo do jednaéine

2 +32%y + 3z’ +4° =5 = (x+9)°=5=>a0+y=75 (posto z,y € R).
Ako od prve jednacine sistema (1) oduzmemo drugu jednaé¢inu nalazimo

® =3y + 3zt -7 =3 = (z-y)’=3=22-y=V3 (z,y € R).

Prema tome, sistem (1) se transformise na z+y = ¥/5, z—y = ¥/3, odakle dobijamo
T = % (V5+V3), y= % (V5 — ¥/3), a to su realna resenja datog sistema.
145. Resenje. Primetimo najpre da je zadati sistem simetriéan. Zatim, direktnim
pogadanjem, nalazimo jedno resenje (z,y,z,w) = (1,2,3,4). S obzirom na pomenutu
simetriju reSenja su sve permutacije Cetvorke (1,2,3,4). Ovih permutacija ima 4! = 24.

Proizvod stepena jednacina datog sistema je 1 -2 -3 -4 = 4! = 24, pa sistem nema vise
reSenja osim 24 navedena.

146. Resenje. Mnozenjem levih i desnih strana datih jednaéina, dobijamo
(z122- ..xn)n*2 =aia2- - Gn,
odakle je

(1) 1z Tn = "Fa1a2---an = A.

Iz prve jednacina sistema

x2a;'3 « s xn
———— =41,
Z1
posle prodirivanja razlomka na levoj strani sa x; i primenom (1), imamo
A
— =a1 = T3 =4/ —.
Xy a1
e A
Slicno je x; = 4/ — (1 =2,3,...,n).

a;
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Resenje sistema su one n-torke (z1,x2,...,7n) kod kojih je paran broj elemenata
n-torki koje uzimaju negativne vrednosti.
Ukupan broj resenja sistema je: (g) + (;L) + (Z) 4. =971

147. Resenje. Koristeéi se jednakostima

log,

logyz = g, 2 =2 logy x,
4
lo
logyy = Toi—zg = 2 logg ¥,
log6 2
log, z = @12—4 = 2 logys 2,

dati sistem se svodi na

2 log,z +log,y +logy 2 =2,
2 logg y + logg z + logg z = 2,
2 log,g 2 + logygz +loggy = 2,

odakle se antilogaritmovanjem dobija
(1) zlyz = 42, yizx = 9%, 2y = 16°.
Mnozenjem levih i desnih strana ovih jednacina, imamo
(zyz)* =4%-9% .16 = 2yz =2-3-4,

pri éemu smo vodili raéuna da zadati sistem ima smisla ako su z, y, z pozitivni. Kako je
zyz = 24, iz jednadina (1) izlazi

422 9% 21 167 32
“u- 3 Y

T

=5~ % ‘T U3

148. Resenje. Prikazimo datu jednacinu u obliku zV® = £%/2. Jednacina je zadovoljena
ako je z = 1 ili /= = /2. ReSenje druge jednacine je samo z = 4, jer za z = 0 izrazi zV®
i (/)" nisu odredeni. Prema tome, refenja su z =11z =4.

149. Resenje. Data jednacina je ekvivalentna sa

log, @ log, x

1 1 b a C a

ploBa® L (loBa® — gloBa® o (—) + (—) =1
a a

. b\2 2 . .. .
Posto je b2+ ¢ = a® = (EL_) + (E) = 1, zakljuéujemo da je jedno resenje log, z =
a

2 = z = a?. Dokazimo da je ovo jedino resenje. Zaista, kako je
b2 2 b
(2) +(5) =1=o0<Z<r0< <,
a a a a

imamo

log, = 2 log, « 2
1° log,z>2 = (9) S (9) , (£> et (E)
a a a a
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= (@) ()< Q) (5) =

o b\ log, = c\log, =
2° log,z<2 = (E) + (5) >1 (analogno kao 1°).

Prema tome,

log,z #2 = (g)bg” + (g)log” £1,

pa je z = a? jedino resenje date jednacine.

150. Resenje. Primenimo nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
57 42772 > 2v/5% . 202 = 10°/2,

odakle je

(1) 2log; (5% +2°7%) >z,

gde znak jednakosti vazi ako i samo ako je 5% = 272, Posto je (5% — 2°72)? > 0 za svako
z € R, tada na osnovu zadate jednaéine i nejednaéine (1) imamo

z = (5% = 2°7%)% 4 2log, o (5" + 2°7%) > &,

pa odatle sleduje
(5 =272 =0 i 2logy(5" +2°72) ==,

a to je ispunjeno kada je

_ 2
5% =2°7?2 log, 5=z — 2 =
= zlog, x =z log, 5 =1
151 - N . log3 2 o .
. ReSenje. Kako je log, 2 = , jednadina se svodi na
logg x
logs 2 1

— ologg & log; = — ologz @ logz 2 logs
4=2 +3 = 4=2 + {3 )

odakle je
1

4 = 9logs +2loggx
Ako uvedemo smenu ¢t = logg z (z > 1 = t > 0), dobijamo
4=2" 42"

Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine imamo

1
t+—
4=9" 42Vt >0Vt i/t =22 t >9v02 =4

. 1
pri Cemu smo upotrebili nejednakost ¢ + n > 2.



114 Resenja

Prema tome, vazi znak jednakosti u odnosu aritmeticke i geometrijske sredine, tj.

ot —ol/t o p= 2t

Posto je t > 0, jedino redenje ove jednacine je ¢t = 1. Najzad, iz jednacine logsz =t =1,
nalazimo z = 3, a to je jedino resenje zadate jednacine.

152. Resenje. Smenom logZ x =t > 0 data jednagina se svodi na
(1) =33t +4+4
Neka je v/3t + 4 = u > 0. Onda umesto jednacine (1) imamo sistem
2 = 3u+4, u? =3t +4.
Ako od prve jedna¢ine oduzmemo drugu, dobijamo
(t—u)(t+u+3)=0=u=t (jerjet+u+3>0).

Zamenom u = t u prvu jednacinu sistema, nalazimo t? = 3t + 4. Pozitivno resenJe ove
jednagine je t = 4. Prema tome, dobijamo log10 z = 4, odakle je z = 10%iliz=10"%ito
su jedina reSenja date jednacine.

Jedno takmiéenje u matematici u XIII veku

Leonardo Fobonagi, italijanski matemati¢ar, ucestvovao je na matematickom takmi-
Genju (turniru) 1225. godine u gradu Pizi. Takmicenje je odrzano u prisustvu nemackog
cara Fridriha II, koji je specijalno zbog ovog dosao u Pizu.

Pored ostalih bio je i zadatak: Odrediti racionalan razlomak koji je potpun kvadrat
(tj. moze se napisati u obliku kvadrata drugog racionalnog razlomka}, a koji ostaje
potpun kvadrat i kada se smanji za 5 i kada se poveca za 3.

1681 41\2 142
Fibonagi ga je brzo resio (ne zna se kako!) i dobio 1681 , tj. (—) -5= (3—> i

41\ 2 9+ 2 144 12 12
(%) -5=(3)

Od kada je 13 baksuzni broj

Verovanje da je 13 baksuzni broj, kao i mnoga druga verovanja, nastalo je u pradavna
vremena. U drevnom Vavilonu, drzavi na obali Persijskog zaliva, najznacajniji broj bio
je broj 12. Kao $to je poznato, Vavilonci su godinu delili na dvanaest meseci. Dan i
noé su delili na 24 &asa, odnosno na dvanaest dvostrukih sati od kojih je svaki éas bio
podeljen na 60 minuta, ili na pet po 12. Osim toga, broj 12 bio je vrlo “merljiv”, lak i
podesan za deljenje i ratunanje. Tako, na primer, taj broj se mogao bez ostatka deliti i
sa 2,isa3,isa4isa6. Prema tome, taj broj je vrlo pogodna jedinica merenja. Sasvim
drugi sluéaj je bio sa brojem 13. On nije bio pogodan za deobu kao broj 12, ni sa jednim
od gore navedenih brojeva. Zbog toga su prilikom racunanja Cesto nastajali ne samo
nesporazumi veé i svade, pa i krvave tuce. Upravo zato je ovaj broj, ni kriv ni duzan,
dobio naziv “davolje tuce” i baksuzan broj.
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IV. FUNKCIJE. NIZOVI

153. Resenje. Ako stavimo u = 2z -+ Yy + 3z, imamo
x2+y2+z2+)\(2x+y+32) =14 + Au,
tj.

2 2
(1) (x+)\)2+(y+%) +(z+%> =;A2+u-)\+1420

za svako A € R. Odavde zaklju¢ujemo da diskriminanta kvadratnog trinoma na desnoj
strani jednakosti (1) ne moze biti pozitivna, tj.

wW-4-14- <0 = —-14<u< 14

N3

Prema tome, Umin = —14, Umax = 14.

NAPOMENA. Odredimo tacke u kojima je dostignuta najmanja i najveéa vrednost. Pos-
matrajmo jednakosti

2z 4y + 3z = —14, 4y + 22 =14
Ako prvu jednakost pomnozimo sa 2 i saberemo sa drugom jednakoséu, dobijamo
2 2, .2
4y + 2" 4+ 2y + 62 = —14,

odnosno
@+2°+ W+ + (2437 =0=>a0=-2,y=—1,z=—3.
Prema tome, u tacki (-2, —1, —3) izraz 2z + y + 3z ima najmanju vrednost.

Analogno dokazujemo da u tacki (2,1, 3) izraz 2z + y + 3z ima najveéu vrednost.

154. Resenje. Dati izraz mozemo prikazati u obliku

Alzyy) = zy(@® +y* + 22+  + o+ y)
zy((z +9)° = 3zy(z+y) + (2 +y)’ — 2y + 2 + ).

Ako zamenimo x +y = 1 i zy = t, dobijamo

A(z,y) = B(t) = —5t° + 3t.

Primetimo da iz jednakosti t = zy, z + y = 1, izlazi

2 1N 11
= — = — = — _ - - < =
t=2z(1-x) T+ (1’ 5 +4_4,
tj. t € (—o0,1/4]. Prema tome, trazimo maksimum funkcije B(t) = —5t243¢, pod uslovom

t € (—o0,1/4)].
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Na slici je prikazan grafik funkcije B(t). Punom linijom B(t)
je nacrtan deo parabole za t < 1/4. Odavde zakljucujemo
da je
1 5 3 7 ?
Bt)=B(-)|=-—+°>==_. z
max B(t) (4) 67116 ; N
. O it 5t
Prema tome, max A(z,y) = 16 i on je dostignut ako
jer=y=1/2.
Yi

155. Resenje. Iz datih uslova imamo
4=a®+4b* > 4labl = (1) |ab| <1
E = ab(3(a* + 16b*) — 40a°b?)

ab(3(a® + 4b°)* — 64a°b)

=4

It

(2) E = 16ab(3 — 4a°b%).

Prema tome, treba da nademo najvecu
vrednost izraza (2) pod uslovom (1).

Posmatrajmo funkciju f(z) = x(3 — 42°) na segmentu [—1,1]. Iz uslova fi(z) =3
1222 = 0 nalazimo z; = —1/2 i z2 = 1/2. Kako je f"(z) = —24x, za z = z2 funkcija ima
maksimum 1. Za z = —1 je f(~1) = 1. Prema tome, zaklju¢ujemo da je I?ai( ]f(;v) =1,

re[—1,1

pa je Emax = 16.
156. Resenje. Prikazimo dati izraz u obliku

:1:2+2xy+2zy+4y2+z2+z2
6 .

A:m2+4xy+4y2+2z2:6-

Kao §to se vidi, A je predstavljen pomocu aritmeticke sredine brojeva z2, 2zy, 2zy, 4y, 2
i z2. Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, imamo

A>6- Y22 20y 20y -4y?- 2222 = 6/16(zyz)4.
Kako je zyz = 32, dobijamo

A>6- 316 (32)F = 6V224 =62 = 96.

2

Znak jednakosti vazi ako je 2% =2zy =4y® = 2%, a to je ispunjeno zaz = 4,y =2,z = 4.

NAPOMENA. Ako ovi uslovi ne bi bili ispunjeni, najmanja vrednost A bi bila veca od 96 i
ne bi na elementaran nac¢in mogla biti odredena.

157. Resenje 1. Primetimo najpre da je zadata funkcija ograni¢ena jer je trinom u
imeniocu pozitivan, tj. njegova diskriminanta je negativna.
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Iz uslova
, 2(m2+4x+3)_0

v = (z2 +4zx+5)2
dobijamo x = ~1 ili z = —3. Drugi izvod date funkcije je
v_ _A@+2)@+4z+1)
y (z?2+4z+5)3

Kako je y"(-1) =1 > 0i9”"(-3) = -1 < 0, za * = —1 funkcija ima minimum
Ymin = 1, a za x = —3 funkcija ima maksimum ymax = 3.

Resenje 2. Postavimo pitanje za koje y iz jednacine

227462 +6

22 +4x+5
dobijamo realno z. Sredivanjem ove jednagine po z dolazimo do kvadratne jednacine
(y—2)z> + (4y—6)z+ 5y —6=0.
Ona ima realna resenja ako je D > 0, tj.
(4y—6)"—4(y—2)(5y - 6) 2 0.
Odavde je
v —4y+3<0=>1<y<3.
Prema tome, Ymin = 1, Ymax = 3.

158. Resenje. a) Prvi izvod date funkcije je y' = 3z% + p, a drugi ¢ = 62. Nule
prvog izvoda dobijaju se resavanjem jednagine 3z> + p = 0, odakle je 21 = —(—p/3)'/2,
22 = (—p/3)"/2.

Da bi data funkcija imala maksimum i minimum moraju nule prvog izvoda biti realne,
tj. mora biti p < 0.

Kako je y"'(z1) <0, a y’'(z2) > 0, t0 je Ymax = y(T1), & Ymin = y(z2), pa imamo
y(@1) = @1z +p)+q=—(0/3)"*(~p/3+p) + ¢

2 P
SRS vy v
17 3Py 73

1l

Sli¢no nalazimo da je

2
y(z2) = z2(xs +p) +q=q+ 3P —g =m.

Prema tome,

(., _2 [P 2, /P
Mm = (q 3P 3)(‘”3”\/ 3>
_ 2 4 5 PN _ 2 4 3
= q_gp(:s) T+ ogp

b) Iz uslova y(—2) = 0 dobijamo —8 — 2p + g = 0, dok iz uslova M — n = 4 imamo

2 P 2 p . p p
S R S R R Y e
1= 3P\ 73797 3Py"3=% U T3473
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Poslednja jednagina ekvivalentna je sa p®> = —27, pajep=—-3,a2iz -8 —2p+¢g =0
nalazimo g = 2.

159. Dokaz 1. Neka je

sin 3z sin(2n — 1)z
3 2n—1

fz) =sinz +

Ako pomozimo levu i desnu stranu sa 2sin i transformi§emo proizvode sinusa u razlike
kosinusa, dobijamo

2sinzf(z) = 2sin’z + 2sinz sin 3z I 2sin z sin(2n — 3)z

3 2n — 3
2sinzsin(2n — 1)z
2n —1
= 1—cos2x + cos 2z —cosdr + cos(2n — 4)x — cos(2n — 2)x
3 2n -3
cos(2n — 2)x — cos 2nx
2n —1

1-—(1—%)0032:8—(%"%)COS4IE+"'

1 1 1
- <2n-3 o 1) cos(2n — 2)x — 51 cos 2nzx.

Desna strana jednakosti je na,jma,njé ako su istovremeno cos2z = 1, cosdxr =1,...,
cos2nz = 1, §to znadi da je 2sinz f(z) > 0. Medutim, posto je 0 < z < 7, ne mogu svi
kosinusi biti istovremeno jednaki jedinici. Prema tome, f(z) > 0, §to je trebalo dokazati.

Dokaz 2. Podimo od identiteta

sin’kz — sin?(k — 1)z

sinz

(1) sin(2k — 1)z = ,
koji se dobija primenom jednakosti

1
sin’kz = 3 (1 = cos 2kzx),

sin’(k — 1)z = % (1 —cos(2k — 2)z),
cos(2k — 2)x — cos 2kz = 2sinzsin(2k — 1)z.

Koristeéi se identitetom (1) imamo

. sin 3z sin(2n — 1)z
sinz + 3 p—
1 1 .2 1 1 .2 o 2
2 (-3 (- Dy -
e (( 3 sin“x + 373 sin“2zx + + S sin‘nx | >0
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160. Dokaz. Neka je 0 < z1 < 22 < 1. Onda imamo dve moguénosti:
(1) 0 < zp —x1 <1/2, tada je

[f(z2) — f(z1)] < |@2 — 21| < 1/2
(i1) z2 — z1 > 1/2. Tada je
1f(0) = f(z1)| <z1, [f(1) =~ flz2)] <1— 2,

pa imamo

[f(z2) — f(z1)| = £(0) — f(z1) + flz2) — f(z1)]

< 1f0) = flz)| + | f(z2) — f(1)]
<z1+1-—22

= 1—-(:L’2~1E1)

< 1/2.

161. Resenje. Implikacija

f(n) = f(m) = f(f(n)) = f(f(m)) = n=m,

pokazuje da je preslikavanje f uzajamno jednozna¢no, tj. 1-1. Na osnovu toga je f(n) =
f(n+2) + 2 za svako n. Kako je f(0) = 1, iz jednakosti f(f(n)) = n za n = 0 dobijamo
F{f(0)) =0, tj. f(1)=0. Posto je f(0) =1, f(1) =0, iz rekurentne formule

(1) fln+2)=f(n) -2

izlazi f(2) = f(0) — 2= —1, f(3) = f(1) — 2 = —2, f(4) = f(2) — 2 = —3. Prema tome,
imamo induktivnu pretpostavku da je f(n) =1 —n, gdejen=0,1,2,...

Ako formulu (1) prikazemo u obliku
fln)=7f(n+2)+2,

nalazimo vrednosti funkcije za negativne cele brojeve, tj. f(=1) = f(1)+2 =2, f(-2) =
f(0)+2 =3, f(-3) = f(~1) + 2 = 4. ZakljuCujemo takode da je f(n) = 1-niza
negativne cele brojeve.

162. Resenje. Ako u jednaginu stavimo z = 0 i y = 0, dobijamo f(0)*> — £(0) = 0,
odakle izlazi f(0) = 0 ili f(0) = 1. Medutim, za z = 0 i y = 1 jednacina se svodi na
F(0) - £(1) = £(0) = 1. Odavde zakljutujemo da je f(0) # 0, pa ostaje f(0) = 1. Najzad,
za y = 0, iz jednaéine izlazi f(z)f(0) — f(0) =z, tj. f(z)=2+1.

163. Dokaz. 1° f je neparna funkcija
(3) f(20+2)=f(10+ (10+z)) = f(10 — (10+z)) = f(—z) (na osnovu (1)),
(4)  f(20-z)=f(10+(10—=z)) = f(10— (10 —z)) = f(z) (na osnovu (1)).

Iz (2), (3), (4) sleduje f(—z) = —f(x).
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2° f je periodiéna funkcija

f(60 +z) = f(20+ (40 + z)) = —f(20 - (40 + z)) (na osnovu (2))
= — f(—(20+z))
= f(20+z) (f je neparna funkcija)
= f(—z) (jednakost (3))
= — f(z) (f je neparna funkcija).

Prema tome,
(5) f(60 +z) = —f(z).
Najzad imamo

f(120 + z) = f(60+ (60 + z)) = —f(60 + =) (na osnovu (5))
= — (- f(z)) (naosnovu (5))
= f(z).

Dakle, f je periodiéna funkcija sa periodom T' = 120.
164. Dokaz. Ako u (1) z zamenimo sa ¢t + 1 i ¢t + 3, dobijamo

fE+2)+ ft) =V3F(t+ 1), Flt+4) + f(t+2) = V3 f(t+3).

Ako saberemo ove jednakosti, imamo

f(t+4)+2f(t+2)+f(t):x/§(f(t+3)+f(t+1)) =3 f(t+2),

ﬁfz+2)
.
(2) ft+4)+ @) = f(t+2) zasvako t€R.
Ako u (2) umesto ¢ stavimo ¢ + 2, nalazimo
(3) fE+6)+ f(t+2)=f(t+4).

Iz (2) i (3) dobijamo f(t + 6) + f(t) = 0, odnosno f(t + 6) = — f(¢). Sada imamo

fE+12)=—f(t+6)=—(- f(t)) = f(t) zasvako t€R.

Prema tome, f je periodi¢na funkcija &iji je osnovni period 12.

Primer takve funkcije je f(z) =sin (—76E :c)
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165. Resenje. Ako u jednakosti

1 L+ 0+ f(1)+-+ f(n—1) = f(n)

umesto n stavimo n — 1, dobijamo

(2) L+ f0)+f1)+ -+ fn—=2)=f(n-1).
Oduzimanjem jednakosti (2) od (1), dobijamo f(n — 1) = f(n) — f(n ~ 1), tj.
(3) fn)=2f(n-1).

Ako u (3) redom stavimo n = 1,2,3,..., zbog f(0) = 1 imamo
F=2f(0)=2-1=2, f(2)=2f1)=2-2=2°, f@)=2f(2)=2-2=2° ..

Matematickom indukcijom dokaza¢emo da je f(n) = 2™. Za n = 1, tvrdenje je taéno.
Pretpostavimo da za fiksno n vazi f(n) = 2". Tada na osnovu (3) imamo

fn+1)y=2f(n)=2-2" =2"""

Dakle, ako je tvrdenje ta¢no za n, tacno je i za n + 1. Time je dokaz zavrien.
Trazeni zbir je
s = f0)" + f()* + f2)* + -+ f(m)? =12+ 27 + (297 + - 4+ (2)°
gt 1 1

[ n:_____ n+1_
14+44164---+4 T =3 1).

166. Resenje. 1° Primetimo najpre da je f(z) > 1/2. Kvadriranjem leve i desne strane

dobijamo
(flz+a)? i + fla) = (f(@)* + 1/ f(=) - (Ff@)°

1+ 5@ = (f@)* + fa+a) - 3

f@) = (J@)* = 7 + fw+ )

Il

I

Ako u pocetnu jednacinu umesto x uvedemo z + a, imamo

(1) fa+20) = 5 +1/ S +a) = (f+a)’.

Kako je
2 2 1 1\*
flata) = (fla+ ) =~f@+ (@) + 1= (10 - 3) |

iz (1) nalazimo

fla+2a)= 5+ (f(z)_%>2:%+
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gde smo primenili uslov f(z) > 1/2.

Kao §to se vidi, f je periodi¢na funkcija sa periodom 2a.
2° 1z zadate jednakosti izlazi da je f periodiéna funkcija sa periodom 2a, medutim f mora
zadovoljiti jo§ jedan uslov. Izraz / f(x) — (f(a:))2 je definisan ako je 0 < f(z) < 1, $to sa
uslovom f(z) > 1/2 daje 1/2 < f(z) < 1.

1 1

Funkcija f(z) = 3 + 5 1sin %‘ ispunjava sve ove uslove.
167. Resenje. Imamo sledeée moguénosti.
(i) Ako je z > 1, tada je

log,(log, z) > 0 = log, z > 1 = log, = > log, y.

Razmotrimo dva sluéaja:
1°y>1= 2>y
2°0 <y <1 =2z <y. To je nemoguéno jer je x > 1.
Dakle, imamo z > 1,y > 1, z > y.
(ii) Ako je 0 < x < 1, tada je

log,(log, ) >0 = 0 <log,z <1 = log, 1 <log, z < log, y.

Imamo dva slucaja:

1°y>1 = 1<z <y To je nemoguéno jer je
O<z <l

0<y<l=1>z>y.

Prema tome, imamo 0 <2 < 1,0<y <1,z >y. 1

Iz (i) i (ii) nalazimo

A={(zylz>1y>1,z>y}
U{(z, )0 <z <1,0<y<1, 2>y} s 1 x

A je srafirana oblast bez rubnih tataka.

168. Resenje. Datu jednaginu mozemo transformisati na slede¢i nacin:

-3 _logiow 1 1
1073 . glogw0 -P+<logfom—2logm$—3)-;:1,

~ L\ 108102 1
3 logyg @ L 2 _ _ -
10 (10 ) 100810 =2 + (Ingx 2logyo @ 3) 108102 L
2
log%o z—2logigz—3 1OglO z—2 1Oglo z—3 _
10 + 0810 # =1.
Ako stavimo log;, z = t, dobijamo jedna¢inu
2 —_— p—

(1) ort-ae p o278

10¢
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Neposredno vidimo da je za t* — 2t — 3 = 0 zadovoljena jednaéina (1), tj. za t = 3 ili

t = —1. Dokazimo da su ovo jedina resenja jednacine (1). Zaista, imamo:
() #-2-3>0= 10" 2251 = 10020 4 to2-3 _1?; —351,
(i) —2-3<0= 107723 <1 = 108723 4 32—13# <1

Prema tome, reSenja date jednacine su log;qz = 3, tj. 1 = 102 3 logyo @ = —1, tj.

zo = 1071
NapPOMENA. Umesto transformacija na pocetku, moze se odmah uvesti smena log,, z = ¢,
tj. © = 10%.
169. Resenje. Data jednagina je ekvivalentna sa
logs z — log, z — 6 + z(log, z + 2) = 0,
(logy z — 3)(logy = + 2) + z(log, z + 2) = 0,
(logy z + 2)(log, z — 3+ z) = 0.
Jednacina se svodi na sledeée dve jednacine:
1° logoz+2=0=2x=1/4.
2°  log,z + z — 3 = 0. ReSenje ove jednagine je z = 2. DokaZimo da je ono jedino
refenje. Posto data jednacina ima smisla ako je > 0, posmatraéemo dva intervala:
0<z<2=logye<]l = logyz+2<3 = log,z+z—3<0;
2<z = 1<logyz = 3<log,z+2z = 0<log,z+z — 3.
Dakle, x #2 = log,z +x — 3 # 0.

Prema tome, data jednacina ima dva reSenja: x = 1/4 ili z = 2.

170. Resenje. Stavimo y = log,(z? + 2%). Tada Y
je 2¥ = 2+ 27, pa datu jednacinu mozemo napisati
uobliku 2¥ —2° —z — 1 =2 —y, ili

(1) W 4y=2""" 4 (z +1).

Kako je funkcija f(z) = 2® + z strogo rastuéa, jer

je fl(z) =2"In2+41> 0, iz (1) izlazi y = z + 1, pa A
Je ;

log,(z® +2%) =z +1, o 2 4 z
t.

2425 =2 2 2= 2 2% =z (z>0).

Na slici su prikazani grafici funkcija fi(z) = 2%/2 i fa(z) = z. Grafici se seku u tackama
¢ije su apscise 2 i 4. Prema tome, pozitivna reSenja date jednacine su 1 =21 z2 = 4.
171. Resenje 1. Uvedimo funkciju f(z) = +v/~3 + 4z. Datu jednalinu mozemo
prikazati u obliku z = f(f(f(gc))) Funkcija f je strogo rastuéa. Primetimo dasuzi =11
T = 3 reSenja date jednaéine. DokaZzimo da su to jedina reSenja. Razmotrimo moguénosti:
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1°l<z<3=z<vV-3+4zx,tj. = < f(x). Kako je f strogo rastuca funkcija, izlazi
[@) < F(f@) = F(f@) < F(F(f@)))- Dakle, imamo @ < (f(f())).

2 r<1lvVze>3=x>V-3+4z,tj. = > f(x), pa analogno kao pod 1° moZemo
zakljugiti da je x > f(f(f(:c))).

Iz 1° i 2° sleduje z # 1Az # 3 = x # f(f(f(x))). Time smo dokazali da su
r1 = 1V xz2 = 3 jedina reSenja.

NAPOMENA. Na isti naZin se moze resiti opstija jednacina

x:\/—3+4\/‘3+4\/—3+-~+4\/—3+4x.

n korena

Resenje 2. U reSenju 1 smo datu jednacinu prikazali u obliku f(f(f(x))) = z. Odavde

izlazi da su f(z) i f(f(z)) inverzne funkcije, pa je f(z) = z & V-3 + 4z = z. Kvadri-
ranjem ove jednagine dobijamo z® — 4z + 3 = 0, odakle je z1 = 1 i z2 = 3.

Vad +2x i g(z) = /x5 — 2z i ako jednacina ima

172. Resenje. Ako stavimo f(z) =
= tp. U tom slucaju imamo

reSenje o, onda je f(zo) = g(xo)

(1) (f(sco))5 =z + 2z0 = 1o, (g(xo))3 =z¢ — 2o = to.
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo

(2) ag + x5 =to + to.

Posmatrajmo funkciju z — ¢(z) = z° + 2. Kako je ¢’(z) = 5z* + 3z® > 0, funkcija ¢
je strogo monotono rastuéa pa iz (2) sleduje zo = to. Jednacine (1) se svode na jednacinu
2z — s —2z0 = 0. Realna redenja ove jednagine su zo = 0, zo = + V2, a to su istovremeno
realna reSenja zadate jednacine.

T

1
173. Resenje. Uvedimo funkcije fi(z) = log,, ;2 i fa(z) = (E) .Sa ki ike

oznadimo krive odredene jednaginama y = fi(z) i y = fo(z). Tacke (1/2,1/4) i (1/4,1/2)
pripadaju presecima ki i k2 pasuz = 1/2 1z = 1/4 reSenja zadate jednacine. Primetimo
da su funkcije f1 i fo uzajamno inverzne. To znaéi da je kriva ki simetri¢na krivoj k2
u odnosu na pravu ¥y = z, i obrnuto, pa je prava y = x osa simetrije. Prema tome,
neke tacke prese}ja tih krivih pripadaju pravoj y = x. Apscise tataka preseka su reSenja

jednagine (E) = z. Ova jednadina ima jedno reSenje, z = 0.3642498898 . .., dobijeno
numeri¢kim putem.

Prema tome, zadata jednadina ima tri reSenja.

174. Resenje. Neposrednom proverom zakljucujemo da je x = 1/2 i y = 1/3 reenje
datog sistema. Da bismo dokazali da dati sistem nema drugih resenja, koristimo €injenicu
da su funkcije z — a® i z +— log, = (0 < a < 1) monotono opadajuce. Pretpostavimo da
je (zo,yo) jos jedno resenje datog sistema. Tada imamo slede¢e moguénosti:
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1° @0 > 1/2, yo > 1/3 (ili 20 > 1/2, yo > 1/3)
1\ zo 1712 7 1\ vo 11\1/3
= (1) <@ F)"=(z)
Ineo s 1ywo  /INUZ ,1NL3 B
= (1) (&) <G) +(x)" =5
2° Ty < 1/2, Yo < 1/3 (ili 2o < 1/2, Yo < 1/3)
@G FE 2 )"
4 4 T \27 —\27
1\ <o 1 \vo 1\1/2 1\1/3 5
=) ()" 06) +(F) =
3° $0>1/2, yoSl/3 (ilil‘ozl/Q, y0<1/3)
= log; /4 To < logy /4 ';' » logy /57 Yo > logy /o7 %
1 1
= logy /4 To — l0gy /27 Yo < logy 4 3 log, /o7 376
4° 20 < 1/2, yo > 1/3 (ili wo < 1/2, yo > 1/3)
1 1
= logy /4 zo > log, /4 R logy /27 Yo < logy /a7 3
1 1

1
= logy /4 Zo — 108, /57 Yo > log; /4 5~ 108, /27 3=5-
Time smo dokazali da (xo,y0) # (1/2,1/3) ne moze biti reSenje datog sistema.

175. Resenje. Iz prve jednaéine imamo
(1) z +sinz = 2y + sin 2y.

Posmatrajmo funkciju f(t) = t+sint. Za ovu funkciju vazi: f'(t) = 1+cost > 01 f'(t) =0
ako i samo ako je t = m + 2kw (k € Z). Posto skup {(2k + 1)7 : k € Z} ne sadrzi nijedan
interval, funkcija f je strogo rastuda, i funkcijom f je preslikavanje injektivno.

Na osnovu ovih osobina funkcija f, iz (1) izlazi da je x = 2y. Zamenom x u drugu
jednaéinu sistema dobijamo

cos2y + 5siny =4 = 251n2y —5siny+3=0.
Iz ove jednacine dobijamo siny = 1, odakle je y = g +2kmixz=mn+4kr (k € Z). ReSenje
siny = 3/2 > 1 odbacujemo.
176. Resenje. Kako je
1 1 (n+1)vn —nVn+1

= (n+1)vn+nvn+1 - (n+Dvn+nv/n+1 (n+1Dy/n—nvn+1
_(+Hhyn-n/n+1 (m+1)yn-—nvn+1 n vn+1

T (n+1)2n—n2n+1) n{n + 1) n n+1
_ 1
Vv V1]

to je
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a1 +az+az+---+a 1 ! + ! ! + L !
a =1 b 4=
1 2 3 99 N R 5~ i
NS S S SO
V99 100 0 10
177. Resenje. 1° U prvoj vrsti imamo jedan broj, u drugoj 3 broja, ..., u k — 1-0j
vrsti 2k — 3 brojeva, ..., u n-toj vrsti 2n — 1 brojeva. U prvih k — 1 vrsta imamo ukupno

1+3+---+2k—3:k_1(2k—3+1):(k~1)2

brojeva. Zbog toga k-ta vrsta pocinje sa (k — 1)2 +1, a zavrdava se sa k2. Zbir brojeva u

n-toj vrsti iznosi
Sp=((n=12+1) +((n-1°+2) +-+(n°).
Ovo je aritmeticka progresija koja ima 2n — 1 ¢lanova i diferencija je 1. Prema tome,

2n—1

S, = ((n—1)2+1+n2)=2n3—3n2+3n—1=n3+(n—1)3,

§to je trebalo dokazati.
2° U sredini k-te vrste nalazi se broj ax koji je jednak aritmetickoj sredini pocetnog i

krajnjeg broja u toj vrsti, tj.

(k=1 +1+K) =k —k+1

DO =

ar =

Zbir ovakvih n brojeva je

o= (kD)= k= 8kt 31
k=1 k=1 k=1 k:l k=1
nn+1)(2n+1) n(n+1) (n + 2)
= - +n=
6 2 3
178. Resenje. Elementi n-te vistesu n, n+1, n+2,...,3n—2 i ona ima 2n — 1 ¢lan.

Ova vrsta je aritmeti¢ki niz sa prvim ¢lanom a; = n, diferencijom d = 1 i poslednjim
¢lanom azn_1 = 3n — 2. Suma elemenata n-vrste jednaka je

2n —1 2n —1
5 (a1 + agn-1) =

Son—1 = (n+3n—2)=(2n—1)>

179. Resenje. Dati niz mozemo napisati u obliku

5 5 5 5
1——,1-— - — .., - — ...
10’ 102’1 108”7 1 101000 °

Tada je zbir prvih 1000 ¢lanova jednak
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1
1-—
. (1 1 1 _ 5 101000
SIOOO = 1000 5(10 + _102 + + 101000) = 1000 10 1—_i—
10
5 1 5
=1000 — ={1— ———— ) = 1000 — — -
9( 101000) 00— 2-0.99...9

1000

1000 - 0,55...5=1999,44...45
N ot S——
1000 999

Zbir cifara decimalnog broja Sio00 je 3-9+999-44 1.5 = 4028.

180. Dokaz. Imamo sledeée ekvivalencije

z (an +a1) 2

Sn_n2 o 2 _
Sk k2 k k2
St S (o +a1)
an + a1 n
& 2=
ag + a1 k
a1+(n—1)d+a1 n
(=4 = -
a1+(k—1)d+a1 k
(3) =4 2a1:d,
an _2n-—1 o ar+(n—-1)d 2n-1
ar 2k—1 a1+ (k—-1d 2k-—1
(4) & 20 =d.

Iz (1) i (2) sleduje data ekvivalencija.
181. Dokaz. Kako je ar = a1 + (k — 1)da, br = b1 + (k — 1)ds, Ay = g@al

+(k = 1)d1), By = g (261 + (k — 1)d2), imamo

ag a1+ (k—1)dy _ 2a1 + (2k —1-1)dx

by b+ (k—1da  2b1+ (2k—1—1)ds
% (2k — 1)(2a1 + (2k — 1 — 1)dy)

% (2k — 1)(2b1 + (2k — 1 — 1)da)

Asr_1
Bar 1

182. Resenje. Data veza izmedu tri uzastopna Elana niza
1
(1 Tk =g (Tr—2+ Th-1)

. . . e .. = . . - . k
je tzv. diferencna jednacina. Potrazimo resenje ove jednacine u obliku zx = r*. Zamenom
Zx u jednaginu (1) dobijamo
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k 1(1%2

_ 1 k-1
=5 +7r70),
tj.
2r* ~r—1=0.
Koreni ove jednacine su 1 = 1 i 7o = —1/2. Opéte resenje jednacine (1) je
1\ *
(2) 2k = Crrf + Cord =01 + C2 (— 5) ,

gde su C1 i C2 konstante koje treba odrediti. Kako je zo = a, 1 = b, iz jednakosti (2) za
k=01ik =1 dobijamo

C1+C: =a, Cl~——022:b.
Iz ovog sistema nalazimo
a+2b 2
- 3 - 3 - b )
C1 3 C2 3 (a—10)

tako da jednakost (2) postaje
k
T = a+2b+-2-(a—b) (—%) .

Prema tome, n-ti ¢lan niza je

a+2b a-—
Tn = 3 + 3

b, o 1
S T=u

183. Dokaz. Za z1 = 1 dobijamo z; = 1/\/5 Primetimo da je uopste 0 < z, < 1.
Prisustvo izraza /1 — z,2 navodi nas da uvedemo smenu z, = sinn, pri cemu je 0 <
on < 90°. Tada je

1 \/ . 2 \/l—coscpn . ©Pn
n = — 1-— 1—s n — = .
Tnt1 7z v/ sin” ¢ 2 sm—-2

o

(provera za n = 1 daje zaista 1 = 90°). Dakle, pri

1
Odavde izlazi da je ¢n = 80

svakoj iteraciji ugao se smanjuje 2 puta, pa je
(e}

lim z, = lim sin =
n—-+00 n-—+oo 2n

184. Resenje. Na osnovu uslova zadatka za svako k,n € N imamo

|(£Un+1 - In) - ($k+1 - iEk)f = |(37n+1c+1 — Tn — -’Ek+1) - ($n+k+1 — Tnt+1 — ﬁrk)}
< |Tntktl — Tn — xk+1| + | Tntk+t1 — Tt — T
< 1 " 1
“n+k+1 n+k+1
2
< —

n

Ako fiksiramo k i pustimo da n — +oco, dobijamo da niz (zn4+1 — ») ima grani¢nu
vrednost zx41—2x. Medutim, kako se k moZe birati proizvoljno, zaklju¢ujemo da zx1—Tx
ne zavisi od k. Prema tome, 2 —1 = T,+1—T» = const, pa je (z.) aritmeticka progresija.
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V. KOMPLEKSNI BROJEVI. POLINOMI

185. Resenje. Kako je z = z + iy, iz date jednaéine dobijamo

3—¢? 2t 4+ 4t + 2
1) T="" =4 rErTe
T1xe YT Tire o

Treba eliminisati parametar ¢. PrikaZimo jednakosti (1) u obliku

2(t2 1)
-1+ = =2
’ gyl YTt ETrT
tj.
2(t2 - 1) 4t
— = ———— - 2 = 5
v-1 2+1 Y 241
Kvadriranjem i sabiranjem ovih jednakosti imamo
th =21 + 14442 (t? +1)2
—-1)? -2 =4 =4 =4.
(E-1"+w-2) (# +1)2 CESIha

Prema tome, trazeno geometrijsko mesto je kruznica (z — 1)? + (y — 2)® = 4.
186. Reéenje1 1. Neka je z :2005 17r_0 + isin 17r_0 = 27t = cosi% — isin —110 Imamo

™ z—2z" T 2¢—1
n — = —— 5 t'. in— = . D ].. j
sin 75 % J. sin =& %2 alje je

3

23 = (coslﬂ'—0 + isin %) = 2= cos% +z’sin?£—g =2 %= COS% —z‘sin%.

Na osnovu toga je
sin 3T = 22—2% -1
10 2 22
Sada je
6 2 8 _ 6 4 __ 2
z20—1 2°-1 22—z +2" -2z
B=Ym 5y - U F= 2iz5

Postoje (2) 28 =iiz¥0=-1= 2041=0= (2+1)(®-2°+2"-2"+1)=0i
2H1£0= 22 -2 42 -22+1=0= (3) B4t -2 =1
-1 1

Ako (2) i (3) zamenimo u (1), dobijamo E = 5= 3
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Resenje 2. Imamo

2sin3—ﬂ-sin2—7r—25in2—7rsin1 cos—7r——cos5—7r—(cosl—cos—7r)
= 10 10 10 10 _ 10 10 10 10
2sin 2—7T 2sin —2—
10 10
cos3—7r sin(E — 3_7r) sinQ—W
_ 10 _ 2 10/ _ 0 _1
2sin 21% 2 sin % 2sin % 2

187. Resenje. Posto je

(z1+ 22 + Z3)2 =z 4z + 25 +2 (z122 + 2223 + 2321) 1 204z + 24 =0,

onda je
(214 22+ Z3)2 =2(z122 + 2223 + 2321),
tj.
(1) |21+ 22 + 23|” = 2|2122 + 2225 + 2321 .
Iz uslova [21] = |22] = [23] = 1 izlazi [212223] = 1, 2171 = 2272 = 23%Z3 = 1, tako da je
|z122 + 2223 + 2321 = 2122 + 2025 + 2321
|z12223]
| Z122 + 2223 + 2321 _1_+l i
- z12223 ez 2
= [F1+Z2+7s| =z T 22 F 23|
i na kraju
(2) |z122 + 2223 + 2321 = |21 + 22 + 23]

Iz (1) i (2) izlazi
|21 + 22 + z3)° = 2|21 + 22 + 23],

odakle, s obzirom na uslov z1 + 22 + z3 # 0, dobijamo |21 + 22 + z3| = 2.

188. Dokaz. 1° Kako je z1 — 22 = r((cosaq — cos az) + i(sin o1 — sinaz)), tada je

I

rz((cos o1 — cosag)® + (sina; — sin a2)2)

r?(2 — 2cos(ar — az2))

|21 — 2o

2 .. 201 —Q2
= 4r°sin® —
2 b)

C Qs — o N
i posto je 0<—?—————1—<7r, izlazi

2
2 — o

o
— 25| = 2rsi
|21 — 22| = 2rsin 3
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2° Postavimo kompleksnu ravan tako da centar
kruga polupreénika r bude koordinatni pocetak i A
da kompleksni brojevi z1, z2, 23, 24 koji oznatavaju \
temena Cetvorougla A; A2 AzA4 imaju argumente
o1, 02,03, ay tako da je

0<al <az <oz <ag <2
Tada je As\.

zw =r(cosar +isinag) (k=1,2,3,4).

Na osnovu 1° imamo As

AjAk:le_ZkIZQTSinﬁk% (1<j<k<4).

Prema tome, jednakost (1) je ekvivalentna sa

Q2 — Q4 — (3 . a3 — (2 .o Qg —Qa
—5 + 2r sin - 2r sin

. (051 .
27 sin - 2rsin

o3 —

Qg — 2

2 2

. ag .
= 2rsin - 2rsin

Ako stavimo da je ¢ = a2 — a1, ¥ = as — a2, 0 = as — a3, dobijamo

e 0 R e s AN - L
251n251n2+25m2sm72 = 2sin 3 sin 5
p—6 o+ p+8 o+ 2¢+0

0S 5 CcoSs D) 4+ cos 5 CcOS 5
<p—9_cos<p+21/)+0

2 k]

.

C

= COS

a ovo je tacna jednakost. Time je dokazana jednakost (1).
189. Resenje. Prikazimo dati polinom u obliku
et + 2% + 22 +ax + b= (2% + pz +¢)°.
Kvadriranjem desne strane, dobijamo

et + 2% +22° 4 ax + b= 2" 4+ 2p2® + (P + 2¢9)2° + 2pgz + ¢°.

Ovaj identitet vazi ako su ispunjeni uslovi
=1, p°+2=2 2g=a, ¢ =b
Iz prve dve jednacine izlazi p = 1/2, g = 7/8, tako da je a = 7/8 i b = 49/64. Na

osnovu toga vazi jednakost

4, .3 2 7 49 (2 1 7\’
42+ 2 +8m+64-<x +2:c+8 .
190. Resenje. Da bi vazio identitet
(z+b(z+ec)=(z—a)(z—10) + 1, tj.
22+ (b+ )z +be=a° — (a+10)z + 10a + 1,
moraju biti ispunjene jednakosti b+ ¢ = —a — 10, bc=10a + 1.
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Koristeéi se VIETE-ovim pravilima, zakljucujemo da su b i ¢ koreni kvadratne jednacine

t* +(a+10)t+10a+1=0.

ReSenja su
- —(a+10) £ +/(a+10)2 —4(10a +1) —(a+10)+/(a—10)? -4
1/2 = 5 = ) .
Posto su b i ¢ celi brojevi, treba odrediti a tako da (a — 10)® — 4 bude kvadrat celog
broja. To je jedino moguéno za a=121lia=8.Zaa=12jeb=c=—11,azaa=8 je
b=c=-9.
191. Resenje. Dati izraz se moze napisati u izmenjenom obliku na sledeéi nacin:
e +2px+p? 16  (z+p)P -4  (z+p-4z+p+4)
p?+pr—4x—-16 pP—16+z(p—4) (p-4)z+p+4)
_z+p—4
p—4

Ovde je skradivanje opravdano jer su « i p prirodni brojevi, pa je x +p+4 > 0.
z+p—4

Iz jednakosti
p—4

=1.05=1+ 2—10- izlazi

Najmanje p za koje je x prirodan broj je p = 24. Tada je x = 1. Prema tome, najmanji
prirodni brojevi za koje dati izraz ima vrednost 1.05 sup=24ix = 1.

192. Resenje. Zadate polinome mozemo faktorisati na sledeéi nagin:
Pz)=a’+2' + 2’ +z =2+ 1) +2(=*+1)

@E+Dz+Dz=(+1)@ -+

208 +22 422 227 422+ 1

(®+22°+1)+2@° +2° + 2" + )

(2® +1)% +22%(2° + 1) + 2z («® + 1)

(® +1)(z® +1+22° +22)
=@+ ) (@ +1)E@° —z+1)+22(x+1))
=(@z+1)@-z+ 1)@ +z+1).

It

Q(z)

I

Kao sto se vidi, (z + 1)%(z® — x 4+ 1) je najvedi zajednicki delilac polinoma P i Q.
NAPOMENA. Zadatak se mozZe jednostavno resiti primenom Euklidovog algoritma.
193. Resenje. Uslov a) je ispunjen za svako z ako je

(1) a®+cf =1,  (2) ab+cd=0, (3) vV +d*=1,

dok zamenom z = 2 u b dobijamo

(4) (2a+b)(2c+d) =2

Ispitajmo najpre trivijalne slucajeve.
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1° @ = 0. Tada se jednacina (2) svodi na c¢d = 0, odakle je d = 0, jer ¢ ne moze biti
nula zbog (1). Za a = 0 i d = 0 jednacina (4) glasi bc = 1. To je ispunjeno za b = 1 i
¢=1,ili b= -1, ¢ = —1. Dakle, jedno resenje zadatka jea=0,d=0,b=1,c=1, a
drugoa=0,d=0,b=—-1,c=—1.

2° b = 0. Analognim postupkom dobijamo jo§ dva resenja: a =1,b=0,c=0,d =1
ia=-1,b=0¢c=0d=—1.

Posmatrajmo sada slucajeve kada su a, b, ¢, d razli¢iti od nule. Prikazimo jednacinu
(2) u obliku

Odavde je a = ct, d = —bt. Zamenom a i d u (1) i (3) dobijamo
A1+ =1, Pa+t)=1

1z ovih jednaéina izlazi ¢ = b, ili ¢ = —b.

Za c = biz (2) je d = —a. Jednaina (4) se svodi na
(2a+b)(2b—a) =2, tj. 3ab+2b° — 24> =2,

a jednacina (1) na a® +b* = 1.
Resimo sistem
3ab+2b° —2a° =2 a*+b° =1

Ako drugu jedna¢inu pomnozimo sa —2 i saberemo sa prvom, dobijamo
2 4 L
3ab—4a ——-Oéb:ga (jer je a # 0).

Tada je

2
a2+b2:a2+(§-a) =1=>a:j:§.

Odavde izlaze dva reSenja

3 4 4 3
= — = - = — d:——
e=3 b=5 =5 5
3 4 4 3
a=-5 b= c="f 453
Sliénim postupkom, za ¢ = —b, d = a imamo jo§ dva reSenja
4 3 3 4
a—g, b-——g, C—g, d—g,
4 3 3 4
a——g, b—g, C——g, d——g
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194. Resenje. Ako je takvo razlaganje moguéno, onda je ono oblika

f(z) = (a1z + by + 1) (a2z + bay + c2).

Do njega dolazimo na potpuno isti na¢in kao $to se razlaze kvadratni trinom. Prikazimo

f(z) u obliku
f(x) = 22° — 3y + D)z — 2y° + Ty — 3.

Koreni jednaéine f(z) = 0 su

3y+1:|:\/(3y+1)2—8(—2y2+7y—3)
Ti/2 = 4
. 3y+1£5(y—1)
== 0

Dakle, 1 =2y — 1, xzz—g—i-g pa je

f(z) = 2(z —21)(z — 22)

2z — (2y — 1)) <x— (—% + g))

(z—2y+1)(2z +y —3).

195. Dokaz. Za z < 0 dati polinom je pozitivan jer je —z® > 01 —z > 0.
Prikazimo polinom u obliku
4+ @t -2+ (1 -2).
Za0<z<ljezt>ail>z pa je polinom pozitivan. Najzad, za x > 1 napiSimo

polinom u drugom obliku
(" —2”) + (z* —2) + 1,

iz koga se vidi da je polinom opet pozitivan, s obzirom da je z'? > z°, z* > z.
196. Dokaz. Najpre éemo dokazati da P(z) = A (z® — z) zadovoljava jednakost (1).
Imamo
Plz+1) = A(($+1)3 —(z+1)) =A@ +32° +3z+1-z-1)
= A(a® + 32" + 2x),
pa je
(x—1)Px+1) = A(z — 1)(z° + 32° + 22) = A (¢" + 32° + 22% — 2° — 32% — 22)
=A(z*+22° —2° - 22) = A(2%(x + 2) — 2 (¢ + 2))
= (z+2)A(z® — z) = (z + 2)P(z).

Sada éemo dokazati da vazi i obrnuto, tj. ako polinom P zadovoljava jednakost (1),
on mora biti datog oblika.

Stavljajuéi u (1) ¢ = 1, dobijamo 0 - P(2) = 3P(1), tj. P(1) = 0. Ako se stavi z = 0,
dobija se —1P(1) = 2P(0). Kako je P(1) = 0, nalazimo da je i P(0) = 0. Najzad, za
x = —1 jednakost (1) postaje —2P(0) = P(—1) paje i P(-1) = 0.
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Dakle, z = —1,z = 0 i £ = 1 su nule polinoma P koji zadovoljava jednakost (1).
Prema tome, trazeni polinom P je deljiv sa z(z + 1)(z — 1), tj. sa z® — z, pa se moze
napisati

P(z) = (z° — 2) Q(z),
gde je @ polinom.
Zamenom u (1), posle skra¢ivanja, dobijamo

Qz) =Q(=z+1),

odakle je Q(0) = Q(1) = Q(2) = - - -, §to znaii da je Q(x) = A =const, pa je
P(z) = A(z® — 2).

197. Resenje. Neka je P(z) = ax® +bz® + cz + d. Kako je

Pl)=a-1’+b-1*+c-1+4d,
P2)=a-22+b-2°4+c-2+4d,

P(n) =a-n*+b-n*+c-n+d,

sabiranjem ovih jednacina dobijamo
PA)+P@) + - +Pn)=a- Y K +b-> k' +ec- ) k+d-y 1=n'
k=1 k=1 k=1 k=1

Koristedi se formulama

ilzn’ zn:k:n(n—{—l)’ zn:kgzn(n+1)(2n+l)’

k=1 k=1 2 k=1 6
Eo-(p)
k=1 2

gornja jednakost se svodi na

2
o (n(n;—l)) +b'n(n+11}(2n+1) fe. n(n;—l) tdon=n

ili posle sredivanja na
3an® + (6a+4b)n® + (3a+6b+6¢)n” + (2b+6c+12d)n = 12n".
Da bi ovaj identitet vazio, moraju biti ispunjene jednakosti
3a=12, 6a+4b=0, 3a+6b+6c=0, 2b+6c+12d=0,

iz kojih dobijamo a =4, b= —6,c=4,d=—1
Prema tome, trazeni polinom je P(z) = 4z% -6z +4z - 1.
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198. Dokaz 1. Iz uslova zadatka dobijamo

(1) Po(0) =an =2k + 1,

(2) Pn(l)z1+a1+"'+an—l+an:2£+1,
gde su k i £ celi brojevi.

Ispitajmo da li P,(z) moZe biti jednako nuli za neku celu vrednost z. Posmatrajmo
dva slucaja:

1° z je parno. Tada je " + a1z ' + - -- + an—_12 paran broj, pa je, s obzirom na (1),
P, (z) neparan, tako da ne moze da bude jednak nuli.

2° z je neparno. Tada se z”, 2"}, ..., z mogu izraziti kao zbir parnog broja i jedinice,
pa se P,(z) moze prikazati u obliku zbira parnog broja i izraza

l+ai+--+an-1+an

S obzirom na (2) P,(z) je i u ovom slu¢aju neparan, ¢ime je dokaz zavrSen.
Dokaz 2. Neka je £ = zi1, gde je z1 ceo broj, koren jednacine P,(z) = 0. Tada se iz
P, (z) moze izvuéi faktor z — z1, pa je
®3) Pa(z) = (z — 21)Qn-1(x),
gde je Qn_1(z) polinom stepena n — 1 sa celobrojnim koeficijentima.

Kako je
Po(0) = —21Q»-1(0)

neparan broj, izlazi da je z; neparan broj. S druge strane, prema tekstu zadatka,
P(1) = (1 -21)Qn-1(1)

je neparan broj, a to je ispunjeno ako je 1 paran broj. Posto x1 ne moze istovremeno da
bude neparan i paran broj, zaklju¢ujemo da P,(z) ne moze biti jednako nuli za ceo broj
z.

199. Resenje. Ako se z™ + a™ podeli sa (z + b)(z + ¢), dobijamo polinom stepena
m — 2 i ostatak px + ¢, tj.

™ +a™ pr+q
e = Py +
Ginero O @it
odakle je
(D 2" +a" = (z+b)(z +c)Pm-2(z) +pz +4q.
Posmatrajmo dva slucaja:
1° b # c. Zamenom z = —b i ¢ = —c u jednakost (1) dolazimo do sistema linearnih

jednaéina
=pb+q=(-b)"+a™, -—pctqg=(-)" +a",

¢ije je resenje

mo_em

1 b bc™ — cb™
2 —(_qym—1”Z T < — ™ _qym e T
(2) p=(-D)"T TS g=am (-l

Prema tome, trazeni ostatak je pz + ¢, gde su p i g dati jednakostima (2).
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2° b = ¢ = a. Za ova]j specijalan slucaj jednakost (1) postaje
(3) 2™ 4+ a™ = (x4 a)* Prm_2(z) + pz + q.
Diferenciranjem leve i desne strane ove jednakosti dobijamo
(4) mz™ ! = 2(z + a)Pu-2(2) + (z + )’ Py, ()
Zamenom z = —a u (3) i (4) dolazimo do sistema
(—a)™" +a™ = -pa+q, m{—a)""'=p.

ReSenje ovog sistema je

p=m(-1)""a™, g=(1+(-1)"""(m~1))a™

U ovom slucaju je

g™ +a™ = (z+a) Paa(z) +m(=1)" e e+ (14 (=1)" " (m — 1))a™.

Za x =12 1 a = 1 ova jednakost se svodi na

127 +1 =169 Py2(12) + 12m - (=1)" ' + 14 (-1)" " (m - 1),

tj. na
12™ 4+ (=1)™(13m — 1) = 169 P _2(12),

§to znadi da je leva strana jednakosti deljiva sa 169, sto je trebalo dokazati.

NAPOMENA. Jednostavno se dokazuje da je Pm—2(12) ceo broj.

200. Dokaz. Neka su 1,2, .., 2, nule polinoma f. Tada je

f@) = (z-21)(@ - 22) -~ (2 — zn).

Posto su nule z1,z2, ..., z, pozitivne, vodedi racuna o uslovu | f(0)|
pravilu za proizvod nula, imamo

z1z2- 20 = |f(0)| = f(1) = (L —z1)(1 —x2) - (1 — zn).

Iz uslova da svi koreni pripadaju intervalu (0,1) izlazi

(122 - ‘-:cn)g =z1(1 —x1)z2(l — x2) - (1 — T4).

+p.

f(1), u VIETE-ovom

Primetimo da je na desnoj strani ove jednakosti proizvod 2n ¢inilaca Ciji je zbir n.

Primenom nejednakosti izmedu aritmetic¢ke i geometrijske sredine dobijamo

n 1
Rz xn)? < o =3

odakle je z1x2 - xn < 1/27.
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201. Dokaz. Posmatrajmo polinom n-tog stepena:

(1) Pa)=(z+b)(z+b2) - (x+bn) — .

S obzirom da je
(ai+b1)(ai+b2)-~(ai+bn):a (i=12,...,n),

zakljudujemo da su ai,az,...,a, nule polinoma P(x), to znati se polinom P(z) moze
napisati u obliku

(2) P(z) = (& — 1)(z — a2) -+~ (2 — an).
Prema tome, vazi jednakost
(z—a1)(z—a2) - (z—an)=(z+b)(@+ba) - (+bn) —
Stavljajuéi u ovu jednakost z = —b; (j = 1,2,...,n) dobijamo
(=bj —a1)(=bj —a2) -+ (=b; —an) = —a,

.
(a1 +bj)(az +b;) -+ ((an + b)) = (-1)" e = 3,

§to je trebalo dokazati.

Ajnstajnov dokaz Pitagorine teoreme A

Vige puta se ¢ulo da je Albert Ajnstajn bio slab mate-
matiéar i da je ¢ak imao i slabe ocene iz tog predmeta. To c b
naroéito vole da govore slabi daci. Medutim, to je zabluda.

Ajnstajn je pokazao talenat za matematiku jo$ kao dak P
osnovne skole. Zapisano je kako je on kao jedanaesto- -
godisnjak dokazao Pitagorinu teoremu. Evo tog dokaza: B a C

Posmatrajmo pravougli trougao ABC u kome je iz temena pravog ugla C' povucena
visina na hipotenuzu AB. Imamo tri sli¢na pravougla trougla: ABC, CBD i ACD.
Povrsine P, Pi i P, sliénih trouglova odnose se kao kvadrati odgovarajuéih stranica.
Primetimo da su hipotenuze navedenih trouglova ¢, a i b. Prema tome, vazi

P P P

2 2 2
=—="Z=m= P=mc", Py, =ma", P.=mb
C2 a2 b2 b b b

gde je m konstanta proporcionalnosti. Ako dobijene povrsine zamenimo u jednakost

P, + P, = P, posle skraéivanja sa m izlazi a® + b2 =2,

NAPOMENA. Zbog poznatog izraza za energiju Cestice u stanju mirovanja, mc?, autori
ove knjige sumnjaju da je mali Ajnstajn upotrebio bas slovo m za konstantu propor-
cionalnosti.
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VI. GEOMETRIJA. ANALITICKA GEOMETRIJA

202. Resenje 1. 1° Ako konstruiSemo simetrale
unutrasnjih uglova paralelograma, dobijamo pravouga-
onik KLMN, prikazan na slici. Stranice ovog pravo-
ugaonika su

KL:AL-AK:bcos%—acos%

e’
= (b—a)cos 5

KN:BN—BK:bsin%—asin%

a
— b . H -,
= (b—a)sin 3
pri ¢emu smo koristili uslov a < b.
Odavde dobijamo dijagonalu

d=+VKL*+KN? =b-a.

2° Uslov da se pravougaonik nalazi u paralelogramu svodi se na to da tacke N i L ne
mogu biti izvan paralelograma, tj. da visina NP trougla BCN ne bude veda od visine h
paralelograma, koja je spustena iz tacke B na stranicu AD.

Kako je NP = NC -sin %, NC = bcos E, imamo NP = bsin % cos < = b sin av.

2 2
S druge strane je h = asin o, odakle se dobija trazeni uslov

NP<h = gsinagasina:»bSZQ.

ReSenje 2. Kako je JEAB = a/2i 4ABE = m — a, dobijamo
JBEA=nm— (JEAB+ 4ABE) = o/2.

Dakle, trougao ABE je jednakokrak, pri ¢emu je BE = AB = a. U ovom trouglu BK je
visina, odakle sleduje KE = KA = AE/2. Trougao FCD je podudaran sa trouglom ABE,
pri ¢emu je FC || AE. Prema tome, KE || MC i1 KE = MC, sto znagi da je &etvorougao
KECM paralelogram. Na osnovu toga imamo KM = FC = BC — BE=b—a=d.

2° Uslov da je pravougaonik KLMN u paralelogramu svodi se na NL = d < a, tj.
b—a < a, odakle je b < 2a. Ovde smo vodili raéuna da je NL || AB.

D

E
203. Resenje. Primetimo da su simetrale
uglova 4 A, 4 C'i 4 E simetrale stranica F B,
BD i DF trougla BDF, pa se zbog toga sve
tri simetrale uglova seku u jednoj tacki.
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204. Resenje. Na prvoj slici je prikazan jednako- B
straniéni trougao CEB, kome je dodat trougao
EAB, pri éemu je EA = CE. Zaista, BE je medi-
jana trougla koja zaklapa sa stranicom AB ugao
od 30° i visina BD polovi ugao EBC, tako da su

uglovi DBC' i EBD jednaki 30°. Uglovi trougla su o »
30°,90° i 60°. ¢ b E A
NAPOMENA. Postavimo pitanje da li je ovo jedino B
resenje. Na drugoj slici je skiciran trougao ABC,
kod koga je ugao 3 kod temena B visinom BD i /
medijanom BE podeljen na tri jednaka dela £/3. b
Kako je CE = EA=1b/2, CD = DE = b/4, zatim b
Y \ a
a:90°——23£, <)DEB:90°#§, ¢ b E A
imamo

hy  4hy o B he  4hy o 28

55 =5 = (W -5) D= = ts(% 7 )
tj.

4hy 1 4hy 1

b tg(B/3)7 3b  tg(2B/3)°

Deljenjem levih i desnih strana ovih jednakosti, dobijamo

2
tg?ﬁ:?wgg.

Ako uvedemo smenu t = tg(3/3), imamo

2 :3t:>t2—1 =>t:—1—:>§:30°.

1—¢2 T3 /3

Prema tome, 8 = 90°, a = 30°, v = 60°, i to je jedinstveno reSenje.

205. Resenje 1. Neka je dat trougao ABC &iji su
uglovi A =a, 4B =1 4C =+. Imamo

a 4 2 g 4 1 vy oz
1 _—= = = — _—= = = — _ = =,
@) 3 =5-3 By TgT2 3]
Kako je 90°—1=g+ﬁ,va2i jednakost
2 2 2
tg(90°——1)=tg(g+é)
2 2 2/

odnosno
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~y tg%—ktgg
(2) ctg o = —=——=_
2 1 _4g%gfl
€3 "3
Ako (1) zamenimo u (2), nalazimo
2,1
r_o3%3 L.o1
1-2=2
32

pa su stranice trougla 14, 151 13.

Resenje 2. Polupreénik upisanog kruga je

P_ [ema6-0E-d

S

El

3) r=
gde je

1
5= %(HHC):5(14+8+x+6+:s):14+x,

s—a=14+z—-(84+2z)=6,
s—b=1ld+z—(x+6)=38,
s—c=14+zr—-14 =1z

6-8-x

=T.
4+ =z

Jednakost (3) postaje 4 =

206. Resenje 1 (trigonometrijsko). Neka je AH =z i BH = y. Vaze jednakosti

_ h

h
tg 75’ y t2h’ T+y h

Zamenom z i y u treéu jednacinu dobijamo

h h tg 75°
(1) 275 T tgg - T BT g o1
Kako je
V3
14 2=
o o o 3 3+\/§
tg75° = tg (45° + 30°) = = ,
g g ( ) ARG
3
zamenom u (1) dobijamo
3+V3
,.31V3 | 3+3V3 V3 VB
3—-V3

Prema tome, 8 = 30°.
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C
Resenje 2 (geometrijsko). Neka je na stranici AB
postavljena tacka D takva da je S HDC = 60°. To
znadi da je trougao H DC polovina jednakostrani¢nog
trougla, odakle zaklju¢ujemo da je
(2) CD=2-HC = AB. A H D B

S druge strane, posto je JHCA = 15°, izlazi ¢ DCA = 75°, §to znaéi da je trougao
ADC jednakokrak, pri ¢emu je AD = CD. S obzirom na (2), dobijamo AD = AB, tj.
tacka D se poklapa sa B, odakle je 4 B = 30°.

207. Dokaz. Na prvoj slici je prikazan ostrougli trougao ABC sa opisanim krugom
polupreénika R. Stranice trougla su a = BC, b = AC, ¢ = AB. Duzima OA, OB, OC
trougao je podeljen na tri trougla, gde je O centar opisanog kruga.

A A

Cl

Yy B

W
Q
o
S
Q

Poito je < BOC = 2a, 4 AOC =23, 4 AOB = 2v, povrsina trougla ABC' jednaka je

R2 R2 R2
P = Prosc + Paoca + Paoas = 5 sin 2 + el sin 23 + 53 sin 2+,

tj.

2
(1) P = % (sin 2a 4 sin 20 + sin 2).

Na drugoj slici je dat isti trougao ABC sa povuéenim visinama AA’, BB’ i CC’. Tacke
A’, B i ¢’ su ortogonalne projekcije ortocentra na stranice trougla. Neka su stranice
trougla A’B’C’ jednake x = B'C', y = A'C’, z = A'B’".

Iz pravouglih trouglova BB'A i AC'C, &iji je zajednicki ugao o (kod temena A), nala-
Zimo

AB' = ccosa, AC' = bcosa.
Primenom kosinusne teoreme na trougao AC’B’ imamo
z? = AB'? + AC'? —2AB' - AC' - cos a = ¢? cos’ar + b cos®a — 2becos’a

= (¢ + b® — 2bccos a) cos’a.

Kako je ¢® + b2 — 2bccos a = a?, iz poslednje jednakosti dobijamo = a cos a.
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Sliéno je y = beos 3, z = ccos~. Poluobim trougla A’B’C’ iznosi

o = z+y+z acosa+bcosfB+ccosy
2 2 ’

. . a b c
Na osnovu sinusne teoreme je — = — = —
sin « sin 3 sin 7y

=2R, tj. a =2Rsina, b=
2Rsinf3, ¢=2Rsinvy, paje

7

s = -}23 (2sina cosa + 2sin S cos 8+ 2sinycosvy) = g (sin 2c + sin 23 + sin 2v).
R2
Primenom ove jednakosti imamo s'R = > (sin 2a + sin 283 + sin 2v), a to je povrsina
trougla ABC, data jednakoséu (1).

208. Resenje. Neka su b — d, b, b + d stranice trougla ABC. Poluobim trougla je
s = 3b/2. Iz jednakosti p = P/s, gde je

P=s—a)s-B(s—0) = (%b (g+d> : (g—d>)w,

PP B4
s2 12
Ako uvedemo p = 4d, iz poslednje jednakosti dobijamo 12-16d? = b*—4d? = b = 14d.

Prema tome, stranice trougla su 13d, 14d, 15d i vazi proporcija a : b: ¢ =13 : 14 : 15.

dobijamo p? =

209. Resenje. Visina trapeza je h = CC". D
Tackom C’, koja je projekcija tacke C na osnovicu,
podeljena je osnovica AB = a na odsetke

a+b

AC = ==, Bo = 2=b.

2

Primenom Pitagorine teoreme na pravougle trou- 4
glove AC'C i BCC’' dobijamo

AC'? + C'C* = AC?, BC'? +CC'? = BC?,

2 2
(‘”b) +h? =172 (a_b> +h? =132

tj.

2 2

Oduzimanjem levih i desnih strana ovih jednakosti, dolazimo do jednacine ab = 172
—13% = 120. Na osnovu sli¢nosti jednakokrakih trouglova ABS i CDS vazi jednakost
a/14 = b/3, tako da iz sistema

ab=120, — =

nalazimo a = 4v/35 i b = 64/35/7 (u cm).

Ugao izmedu dijagonala (4 CSB = ) mozemo odrediti primenom kosinusne teoreme
na trougao BCS, tj.

132 =142 4+3*-2-14-3-cos 3 = cosﬁ:::-.
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Odavde je 3 = arccos (3/7).

Ugao na osnovici (JC'BC = «) nalazimo iz jednakosti

a—b 11
B 5 FV¥ 1y 11/35

35
1 = ( = arccos

CSY=BC T 13 13 9 o1
210. Resenje. Posmatrajmo trapez ABCD &ije su D b C
paralelne stranice a i b, a neparalelne stranice s1 i s2.
Povucimo iz temena C duz C'E paralelnu stranici DA. st so
Trougao EBC ima stranice a — b, s1 i 82, tj. 4, 51

. . 4+5+7 .
7. Poluobim tog trougla je s = — = 8, pa je A B

a E

primenom Heronovog obrasca njegova povrsina
P=+v8-4-31=1+9 = 4V6.
Kako je visina trougla EBC jednaka visini trapeza, imamo

b-ah 2P 246 _, &
2 b—a 4

P =

NAPOMENA. Resenje ovog zadatka pokazuje kako se jednostavno izvodi slede¢a konstruk-
cija: Konstruisati trapez &ije su stranice date.

211. Resenje. Neka su P; i P, povriine krugova €iji su polupreénici redom 15 i 20 i
neka je x povréina njihove zajednicke oblasti (dva kruZna odsecka). Imamo

(P, —z) — (P —z) = P, — Py = 7 (20% — 15%) = 175m.

1z Adamardovog eseja’

Kada su Grci, otprilike Getiri veka pre naSe ere, proucavali elipsu i otkrili njene
mnogobrojne i vazne osobine, oni nisu mogli misliti ni na najmanju upotrebu navedenih
otkriéa. Medutim, bez ovih rezultata o elipsi dve hiljade godina kasnije Kepler (1571~
1630) ne bi mogao otkriti zakone kretanja planeta, a Njutn (1642-1727) ne bi mogao
otkriti opsti zakon privlacenja.

Ali treba dodati da je, obrnuto, primena korisna i vazna za teoriju zato $to ona teoriji
postavlja nova pitanja. Moze se reéi da su primena i teorija kao list i stablo: Stablo nosi
list, ali ovaj hrani stablo.

Od otkri¢a u teorijskim naukama do njegovih primena ¢esto prolazi dugi period vre-
mena. Taj vremenski razmak u novije doba sve je manji.

Retki su slucajevi da su vazna matematicka istrazivanja preduzimana direktno u cilju
jedne unapred date primene. Ona su inspirisana po pravilu Zeljom, koja je uostalom
zajedni¢ki povod za svaki nau¢ni rad, da se nesto sazna i shvati.

1 J. Hadamard: Essai sur la psycologie de linvention dans le domaine mathématique. Paris
1959, pp. 115-116.




VI. Geometrija. Analiticka geometrija

145

212. Resenje. Na slici su prikazana
tri kruga poluprecnika r koji se seku
uzajamno pod pravim uglom. Cen-
tri O1,02,03 krugova ki, k2, k3 su
temena jednakostrani¢nog trougla &ija
je stranica /2. Centralni ugao kruga
k3 koji odgovara luku AB jednak je
30°. Do ovog rezultata dolazimo na
slede¢i nacin: Krivolinijski trougao
ABC ima tri prava ugla u temenima
A,B,C. To su uglovi koje zaklapaju
tangente u prese€nim tackama. Ako
na krivolinijski trougao postavimo tan-
gentu i pomeramo je po celom trouglu,
ona ¢e se obrnuti za 360°. Na tri prava
ugla otpada 270°, tako da lukovi AB,
BC i CA imaju centralne uglove 30°.

Neka je a stranica jednakostra-
ni¢nog trougla ABC i P; njegova
povrsina, P» povrdina trougla ABO;

1 P3 povrsina kruznog isetka ABOj3. Tada je trazena povrsina P jednaka
(1) P=P +3(P;—P).
Primenom kosinusne teoreme na trougao ABO3 imamo

a®=r’+r*—2.r.r.c0830° = (2— V3)r?

pa je

k1

k2

P1=“2‘/§= (2—\/5)\/§r2:

4
Povrsina trougla ABOj3 jednaka je

P = Tz—r sin 30° =

a povrsina isecka

Prema tome, na osnovu (1) dobijamo

V3-3
:2213 (

P 43

213. Dokaz. Unutradnji ugao pravilnog petougla je

— 1 ©
oo (5-2)180

Za jednakokraki trougao ADE imamo

4

T2
12

5

_2\/5-}-71"“67_2

ks
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23 +108° = 180° = = 36°. ¢
Dalje je
JDEP = 108° — 36° = 72°, D B
JEPD =23="72°,

jer je 4EPD spoljasnji ugao trougla APE, koji je

jednak zbiru nesusednih unutrasnjih uglova. Posto je ‘

JDEP = JEPD, trougao DEP je jednakokrak, pa

E A

je DP = DE, §to je trebalo dokazati.

214. Dokaz. Neka prava ME see pravu
na kojoj lezi osnovica CD u tacki I. Ako isko-

I D C
ristimo ¢injenicu da su prave na kojima leze
osnovice AB i CD paralelne i sli¢nost trou-
glova ECI i AME, imamo sledece propor-
Cije: E
MG FM MH ME
¥, @O ST 4
A H B

DI FI~’ DI IE "’
(3 M _ME oy ME_ 22
FI — IC’ IE ~— IC

Vodedi racuna da je MA = MB, iz (3) i
(4) sleduje

FM ME F
®) FI 1B
Sada iz jednakosti (1), (2) i (5) nalazimo —Ag—f— = MD% ,tj. MG = MH.

NAPOMENA. Primenom ove osobine trapeza mozemo resiti sledeci konstruktivni zadatak:
Date su dve paralelne prave p i ¢ i na pravoj p duz AB i tacka G. Ako je poznato da
je tatka M sredina duzi AB, koristeéi se samo lenjirom, konstruisati tacku H simetri¢nu
tacki G u odnosu na tacku M.

215. Dokaz. Na slici je prikazan deo

zatvorene izlomljene linije, preseCen ravni As
II. Neka su Py, P»,... projekcije tacaka
Ay, Az,... na ravan II. Uvedimo oznake A
A1PL = hi, AsPo = ho,... Iz sli¢nosti
trouglova Ai1P1B1 i A2 P2B izlazi A}llBl = P Py Ps Py /
B1As . . . ! By B,  Bs By
e iz slicnosti trouglova AzB2Pa i

2

. A B .
A3 B2 P3; imamo 2 B2 = 24s , itd. i na Az
AnB. B e

krai non _ n<1l ) A4
raju . “h

Mnozenjem ovih jednakosti nalazimo A1By - A3Bo -+ AnBn = B1As - BoAs - Br Az,
AiB A2B> .A"B”

B1A2 B2A3 ' BnAl

odakle je
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216. Dokaz. Neka je AB = ¢, MM, = hs,
NNi = hg, PP, = hs, CCy = h.

Primenom Talesove teoreme imamo

AN, _ACi  BMi _ BG

he — A h1 h
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo

AN1 BM1 _ [#

) ha hi R’

gde smo koristili jednakost AC, + BC; = c.

Sli¢no je Bh]:h = B;:l , A}?:Il = Ah—}:l , odakle je
BN1 AM1 C
2 -
(2) e I = A

jer je AP, + BP; = c.
Sabiranjem jednakosti (1) i (2) dobijamo

h2 ha h1 ha

<AN1 n BN1> 4 (BM1 + AM1> =%

Posto je AN1 4+ BNy =ci AM, + BM; = ¢, sleduje

c,e_c

SN
hi  he 3 -

hi1  ho

Pl e

$to je trebalo dokazati.

217. Dokaz 1. Oznadimo sa SA = a, SB=1b, SC =,
SD = d i neka je R polupreénik kruga. Tada iz trougla
ABC sleduje

_AC-BC-AB Va2+c2- \/B2+c2-(a+b)

R
4PAABC 4%(&4—1))6

tj.
(1) 4R’ = (® + )V + &),
Isto tako iz trougla ACD sleduje

+
e

| =

R

_AC-AD-CD _ Va*+c - /a®+d (c+d)

tj.

(2) 4R%a* = (a® + ) (a® + d?).

4Pracp 4. _;_ (c+d)a
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Sabiranjem jednakosti (1) i (2) dobijamo
4R*(@® + ) = (a® + P)(a® +b° + 7 +d?),
op2_Lloo 1o 2, 2 . < .
odakle je R* = 1 (a® + b? + & + d?), pa je povrsina kruga jednaka

P:ﬂRzz—Z(a2+b2+c2—|—d2).

Dokaz 2. Neka je SA=a, SB=b, SC=c¢, SD =d. C
Tada je MB = “};b i OM = NS = NC — §C = A/
c+d d—c
—c= .

2 2

Primenom Pitagorine teoreme na trougaoc OBM N
imamo

a+b\’ d—c\’
R* = MB*+OM* = +
2 2
1

=7 2407 4+ dY),
gde smo iskoristili da je a-b = c-d, pa je

P:nRZ:%(a2+b2+c2+d2).

218. Dokaz. 1° Kako je A1Q1 = AiTh + ThT2 i AiPr = ATy sleduje

1) PiQ: = PiA; + A1Q1 = AiTh + ATy + T = 2A0Th + Th T
Isto tako imamo

(2) P2Q2 = 24T + Th Th.

S obzirom da je PiQ1 = P2Q2 iz (1) i (2) nalazimo da je A1T1 = A2Tb.

A2 QZ Ll
P . K
2
T M Mo
P /A1 Q1 K> Lo

2° Kako je (K1L1)? = KiMa - K1La, (L2K2)? = LoMy - Lo K1 i KiLn = Kz L2, imamo
KiMo KiLs = LoMi - LaKh, tj. KiMa = LoMy ili KiMy + MiMe = LaMa + M, M3, a
odatle je KiM1 = LaMo.

219. Dokaz. Posto je AC = BC, I NAC = 4 M BC (jednakost uglova nad istim lukom
CD)idANC = 4BMC = 90°, sleduje



VI. Geometrija. Analiticka geometrija 149

(1) AANC =2 ABMC= AN=BM.
Na sli¢an naéin dokazujemo
(2) AAPC = ABQC = AP = BQ.

Iz jednakosti JNAC = JMBC i
JCAP = 4CBQ (jednakost uglova nad
istim lukom CF) sleduje

(3) INAP = 4 MBQ.
Iz (1), (2) i (3) nalazimo da je
AANP =~ ABMQ@Q = NP =MQ,

to je trebalo dokazati.

220. Dokaz. Oznatimo <CAB = «, <ABC
= f3, preseke AP i CT sa Q, AC i t1 sa R. Sada
imamo a+8 = 90°, I BCP = a, I BCR = 90°,
pa je

(1) JPCR=0.
Kako je
(2) JCRP =<4CBA =0,

jer su to uglovi sa normalnim kracima, iz (1) i
(2) izlazi JPCR = §CRP = PC = PR. Kako t
je PC = PB, dobijamo

(3) PB = PR.
QT _ AQ QC _ AQ .

Sada primenom Talesove teoreme imamo BB - AP’ PR — Ap ! Do osnovu 3
zakljuc¢ujemo da je QT = QC.

221. Resenje. Neka je tatka O centar datog kruga k. Oznafimo sa k1 krug koji je
odreden sa OP kao svojim pre¢nikom. Tacka F' je presek kruga ki i prave PB. Kako su
CD i AB tetive kruga k, a CD i PF tetive kruga k1, tada je MC - MD = MA-MB i
MC-MD = MF - MP, a odatle je

(1) MA-MB= MF - MP.

AkostauvimoMF=31:,ta.da.jeMAzAF—MFz%—x,MBzBF'—G—FM:%—}-av7

MP=AP+ AF —-FM =1+ 1_ T = 3_ z. Zamenom ovih jednakosti u (1) dobijamo

2 2
(o) (e =e(3-e) = o= homipm- 33 -d
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k1

D

222. Dokaz. Neka je Oz centar
kruga k2 i 9ABC = a, 9BAO: = o,
JO2AD = 1. Tada je

(1) JBAD = ¢ + .

Zajedicka tangenta krugova ki i k2 u tacki
A preseca pravu BC u tacki E. Tada je
JCAE = a, pa je

(2)  IDAC =90° - (a + ).

Kako je 4 ADC = a+y¢+1 (kao spoljasnji
ugao trougla BAD) i 4O2AD = 1,
imamo

180° =94BDC =90° + ¢+ (a+ ¢ + 9)
pa sleduje
(3) 90° — (a+v) =w+ .

Iz jednakosti (1), (2) i (3) dobijamo ¢ BAD = 4 DAC, §to je trebalo dokazati.

223. Dokaz. Oznacimo sa O centar kruga. Tada je na osnovu uslova zadatka FA = FC

pa je

(1) JFAC=<4FCA

i 4AFO = 4CFO = . Ako sa G oznac¢imo presek pravih OF i BC, tada je
(2) JGAC = 4GCA.

Iz (1) i (2) sleduje

(3) JFAG =3 FCG.
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Na produzetku duzi BC izvan kruga odre-
dimo tacku E tako da je BE = BA. Tada je
JABC = 23 AEB (jer je 4ABC spoljasnji
ugao trougla AEB). Medutim, kako je
JABC = JAFC = 2a (kao uglovi nad is-
tom tetivom) izlazi da je JAEB = JAFG =
a. Stoga tacke A, E, F, G pripadaju jednom
krugu, a odatle dolazimo do jednakosti

(4) JFAG = JFEG.

Iz jednakosti (3) i (4) imamo JFEG =
JFCG, tj. trougao EFC je jednakokrak, pa
je ET =TC. Kako je

ET =EB+ BT = AB+ BT,

dobijamo AB + BT = TC, &to je trebalo do-
kazati.

224. Dokaz 1. Posto je JABD =
JACB i 4ADB = J4BAC, izlazi
AABD ~ AACB, pa je

BD _AB  BD _AD
AC ~ BC’ AC =~ AB’
MnozZenjem ovih jednakosti dobijamo
BD* _ AD
AC? — BC’

tj.
BD? - BC = AC* - AD.

Dokaz 2. Centre i poluprecnike
krugova k1 1 k2 oznagimo redom
sa O1,02,71 i r2. Posto je IBDA
= JBAC, 4BDA = JQAO:S i
JBAC = YNO2C = JAO:S =

JCON = AAOLS ~ ACO:N =
AS ~ AO:

CN = c0,0 Y
AB_T1
(1) B—(;'_'I‘Q7

jerje AB=2-ASiBC=2-CN.

Analogno se dokazuje da je

ko

k1
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AS AO;
AAOgSND01M = -.D—]_W— = DO, , 1)
AB T2
@) AD
Iz (1) i (2) sleduje
AD 1
3) BC g

Kako je AO1AO2; & AO1BO2 = J01A0; = 401 BO;, a s obzirom da je O, AC =
?40231) = 90°, sleduje da je SO2AC = J4O1BD, a odatle je AAO.C ~ ABO,D =
2

BD _ BO, Y
(4) = =2

BD? _ AD
AC? ~ BC’
225. Dokaz. Oznagimo sa O; i Oz centre krugova k1 i ke, JCAO; = JACO; = a,
J4DBO2 = 4BDQ; = . Tada je

Iz (3) i (4) nalazimo tj. BD?. BC = AC? - AD.

JOCA; = 40,DB; = 90°,
JECD = 180° — (90° + ) = 90° — q,
JEDC = 180° — (90° + 3) = 90° — 3,

pa je
(1) <4AEB=180° - (QECD+ JEDC) = 180° — (90° —a + 90° — 3) = a + 3.
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Takode je
JOA1B, = 9CA1A=180° — (a + o + 90°) = 90° — 2q,
JOB1A; = 4DB1B =180° — (B + 8+ 90°) = 90° — 23,
pa je
(2 JAOB = 4 A10B1 = 180° — (QOA1 B1 + 40OB1 4;)

= 180° — (90° — 2a + 90° — 28) = 2(a + f3).
Iz (1) i (2) sleduje 9AOB =2-JAEB a odatle E € k.

226. Dokaz 1. Na slici je prikazan tetivni Cetvo-
rougao ABCD sa dijagonalama AC i BD. Iz temena B A
A povucéena je duz AE, gde tatka E pripada dija-
gonali BD, takva da je 4BAE = JCAD. Kako je
JEBA = 4 ACD (periferijski uglovi nad lukom AD),
zakljucujemo da su trouglovi ABE i ACD sliéni. Jed-
nostavno se dokazuje da su trouglovi AED i ABC
sli¢ni, jer je IEAD = QFEAC + 4CAD = JEAC

+4BAE = JBAC i 4ADE = 4 ACB (periferijski D
uglovi nad lukom AB). Iz navedenih sli¢nosti izlazi

AC _CD  AC_ BC

AB  BE’ AD ~ ED’ C

tj. AC-BE=AB-CD, AC-ED=AD . BC.

Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo

AC(BE+ED)=AB-CD+ AD-BC = AC-BD = AB-CD + AD - BC,

Sto je trebalo dokazati. C A B
Dokaz 2. U tetivnhom éetvorouglu su naspramni
uglovi suplementni, tj.

JA+ 4C =4 B+ 94D = 180°. A

Neka je J A = ai 4 B = 3. Primenom kosinusne
teoreme na trouglove ABD i BCD, imamo

di¥ = a® + b* — 2abcos a,

di = +d* — 2cdcos (7 — a). D

Mnozenjem prve jednaéine sa cd i druge sa

ab i sabiranjem tako dobijenih jednacina nalazimo

(1) (ed + ab) di® = cd (0 + b%) + ab (¢ + d*) = (ac + bd)(ad + be).
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S druge strane, primenom kosinusne teoreme na trouglove ABC i ACD dolazimo do
jednakosti

d? = b + ¢ — 2bccos B, dg =a? + d* — 2ad cos (7 — B).
Eliminacijom cos 3 nalazimo
(2) (ad + be) dF = ad (b + ¢*) + be (a® + d°) = (ac + bd)(ab + cd).
Mnozenjem levih i desnih strana jednakosti (1) i (2) dobijamo
d2d? = (ac+ bd)* = dids = ac + bd,

¢ime je dokaz zavrsen.

227. Dokaz. Imamo JGFH = JHAG
(periferijski uglovi nad lukom GH), 4 HAG
= J ACB (kao naizmeni¢ni), pa je
(1) JGFH = 4ACB,;

JGHF = 4{GAF

(periferijski uglovi nad lukom GF), odnosno

@) JGHF = 4CAB. A\/F B
Iz (1) i (2) sleduje

HG _AB , FG_UCB
HF — AC’ FH ~ CA’

AFGH ~ ACAB = (3)

Primenom Ptolomejeve teoreme na tetivni cetvorougao AFGH imamo

AG -HF = AF-HG+ FG - AH,

tj.
HG FG
(5) AG_AF-ﬁ+AH~ﬁ.
Ako (3) i (4) zamenimo u (5), dobijamo
AB CB
AG—AF-EZ—FAH-a = AG-AC = AF-AB+ AH - AD,

gde smo iskoristili da je CB = AD.

228. Dokaz. Ortogonalne projekcije tacke M na stranice AB, BC, CD, DA oznadimo
redom sa M1, My, Ms, My. Prave M My, M Ma, MMz, M Ms seku stranice CD, DA, AB,
BC redom u tackama Ni, Nz, N3, Na.
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Cetvorougao MM AM, je tetivan
(IMy = IMy = 90°) pa je IMMi M, A
= JMAD. Cetvorougao MMsDM, je
tetivan pa je 4 MM3Ms = SMDA. Stoga - M,
je IMMMy + SMMsMy = <JIMAD M,y
+4MDA, a posto je trougao AMD pra- N3 N2
vougli, tj. <JIMAD + 4MDA = 90°,
sleduje 9MM My + IMMsMy = 90°. B D
Sliéno, posmatranjem tetivnih &etvoroug- b
lova MM BM; i MMyCMs, dobijamo
<IMM1M2+§MM3M2=90°. Mo

Sada je

IMoMiMy + Q Mo M3 M, Ny N1

=JIMMi Ms + g MM; M, -
FIMMsM, + 3 MMsM,
= JMM M; + 4 MMz M,
900
+IMM My + M MzM,

90°

= 180°, ¢

pa sleduje da je ¢etvorougao My MaMszM, tetivan. Ako sa k ozna¢imo krug opisan oko
trougla MsMsMy, time smo dokazali da M, € k.

Imamo S MMsM,; = JMCM: (jer je Cetvorougao MM>CM; tetivan), JMCM, =
J4M2MB (kao uglovi sa normalnim kracima), 4 MaMB = 4 N2 M D (kao unakrsni) pa, je

(1) IMM3Mz = SN2 MD.
Kako je Cetvorougao M M3DM, tetivan, nalazimo
(2) IMMsM,; = S MDM,.

Sada je

IMaNoMy = NoMD + SMDM,
= JMM3M; + JMMszM,s (na osnovu (1) i (2))
= JMaM3zMy,

odakle sleduje da tacka N> pripada krugu k. Analogno dokazujemo da tatke N1, N3, Ny
pripadaju krugu k. Time je dokaz zavr3en.

229. Dokaz. Dokazimo najpre sledeéu lemu: Neka su iz tadke X povucene na krug
tangente XY i XZ. Iz proizvoljne tacke T na krugu povulene su redom normale TU, TV,
TW na prave YZ, XY i XZ. Tada je TU? =TV - TW.

Trouglovi TYV i TZU su pravougli (U = 4V = 90°) i kako je STYV = qTZU
sleduje da je ATYV ~ AT ZU, odakle je
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™V TY
M O~ TZ"
Slicno ATYU ~ ATZW povlagi X
TU TY
@) W TZ
A

B E c
. . TV TU 9
== =TV . g
Iz (1) i (2) nalazimo U = W = TU V.-TW.
Sada dokazujemo trazeno tvrdenje. Rastojanja tacke P od stranica BC,CAi AB
redom su a, b i ¢. Na osnovu dokazane leme imamo e? = be, f2 = ca, ¢> = ab =

e?f2g% = bc - ca - ab, tj. abc = efg, $to je trebalo dokazati.

230. Dokaz. Na slici su prikazana Cetiri kruga od kojih se svaki dodiruje spolja sa dva
kruga.

O4

L
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Posmatrajmo Cetvorougao ABCD ¢ija su temena dodirne tacke krugova. Unutradnji
uglovi tog ¢etvorougla su 180° — (a + 6), 180° — (a + 3), 180° — (B + ), 180° — (y + §).
Zbirovi suprotnih uglova su medusobno jednaki (360° — (a + 8 + v + 6)) = 180°. To
znaci da je ¢etvorougao ABCD tetivan, pa se oko njega moze opisati krug, §to je trebalo
dokazati.

231. Resenje. Neka je pravougaonik ABCD postavljen u Dekartov pravougli koordi-
natni sistem, tako da se stranica AB poklapa sa z-osom, a AD sa y-osom. Akosu x iy
koordinate tacke G, povrsina pravougaonika GJCH je

(1) P=(a—z)(b-y).
Koordinate x i y zadovoljavaju jednacinu prave

+2=1,

(2)

hSERS
SEES

pri¢emuje0<z<p<a, 0<y<g<h
Ako jednaginu (2) resimo po y i reSeno y zamenimo u (1), dobijamo

P—-—(a—:c)(b—q(l—%)) z—%xz+<a%—b+q)x+a(b—q).

P
Iz uslova d—:—2gz+ag—b+q=0 dobijamo
dzx P P

1
(3) = 2—q(aq—bp+qp),

i to je apscisa tacke G za koju je povrsina pravougaonika GJCH maksimalna.

Ovaj rezultat ima smisla ako z, dato jednakoséu (3), ispunjava uslov 0 < z < p. Ako
z ne ispunjava taj uslov, tada se maksimalna vrednost P dobija ako se tacka poklapa sa
Fili sa E.

232. Dokaz. Posto je pored osnovice trougla o
data i njegova povrsina, to znaci da je data visina ot
koja odgovara osnovici AB.

Treée teme C trougla pripada pravoj p koja je
paralelna osnovici. Postavlja se pitanje kako treba
izabrati teme C da zbir AC + BC bude minimalan
(AB je fiksno). Konstrukcija optimalne tatke C’
prikazana je na slici tackastom linijom. Tacka B’ je
simetri¢na tacki B u odnosu na pravu p, tako da je
BC=PRBC. _

Kako je AC + BC = AC + B'C, najmanji zbir se postize ako C pripada pravoj koja
spaja tatke A 1 B'. Tada je BC' = AC’, §to znaéi da je trougao ABC’ jednakokrak.

A B
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233. Resenje. Neka je tacka M pre-
sek dijagonala paralelograma OACB
&ije stranice OA i OB pripadaju kra-
cima piq.

Dokazimo da je prava koja prolazi
kroz tacke A i B trazena prava koja
od ugla pOgq odseca trougao najmanje
povrS§ine. Ako ta prava rotira oko
tacke M tako da prode kroz tacke A’ i
B’, povrsina trougla OAB se poveéava
za razliku povr$ina trouglova M B'B i
MA'A.

Kako je

Pups = %MB .MB' -sin(4BMB'), Pyaa= %MA  MA’ -sin(3 AMA'),

a posto vaze relacije  BMB' =3 AMA', MA = MB, MB' > MA', zaklju¢ujemo da je
povrsina trougla OA’ B’ veéa od povrsine trougla OAB. Na potpuno isti na¢in dokazujemo
da je povréina trougla OA” B” veéa od povréine trougla OAB. Prema tome, trougao OAB
ima najmanju povrsinu.

234. ReSenje. Svaka prava koja prolazi kroz presek dijagonala pravougaonika deli
pravougaonik na dva dela jednakih povrsina. Svaka prava koja prolazi kroz centar kruga
polovi povrsinu kruga. Prema tome, prava koja prolazi kroz centar pravougaonika i centar
kruga deli prikazani komad papira na dva dela jednakih povrsina.

235. Resenje. Sredina M stranice kvad-

: . . D D M C’ C
rata koja lezi na pravoj p, pripada normali p
povucenoj iz centra kruga S na pravu p. @
Posto je

A'D':MD =AD:MD=2:1, A" | B

temena A’ i A, tj. B’ i B pripadaju pra- d
vama koje sa p zaklapaju ugao « ¢iji je tan-
gens jednak 2. Na taj nacin dobijamo dva P
kvadrata, ABCD i A’B'C'D’.

Za rastojanje p tacke S od prave g vazi A B
jednakost

d d

V14 tgla =%.

Ako je p >, tj. d > 75, prava ¢ ne sece krug, pa zadatak nema resenja. Ako prava
p dodiruje krug, tj. kada je d = r, ili kada prava ¢ dodiruje krug, tj. d = rv/5, zadatak
ima. jedno resenje. Ako je p <7, tj. d < rv/5 (d # r), zadatak ima dva resenja.

p=dcosa =
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236. Resenje. Na slici je prikazana kon-
strukcija trazenog trapeza. Najpre kroz cen-
tar S kruga k povutemo dve ortogonalne
prave p i ¢g. Zatim ugao pSg podelimo na
Cetiri jednaka ugla, tako je ugao izmedu
susednih pravih 22.5°. Konstrui§imo pravu
p1 koja sa p zaklapa ugao ud 22.5°.

Prave p1 i psa seku krug k u tackama B
i C. Ove tatke su temena trapeza, tj. pri-
padaju kraku trapeza. Ovaj krak se vidi iz
S pod uglom od 90° (= 4 -22.5°). S druge
strane, kako je BC L pa, ugao koji zaklapa
produzeni krak sa pravom ¢ jednak je 22.5°,
pa produzeni kraci zaklapaju ugao od 45°.

Tacke C i D su simetri¢ne tackama B i C
u odnosu na pravu gq.

237. Resenje. Na slici je prikazana kon-
strukcija traZene prave. Na kracima ugla se
fiksiraju tacke B i C, takve da je AB =
AC = s. Zatim se konstruise kruznica k koja
dodiruje krake u tatkama B i C. TraZena
prava je tangenta kruznice, tj. luka BFC,
koja prolazi kroz tacku M.

Zaista, vodeéi racuna da je DF = DB i
EF = EC, obim trougla ADE jednak je

O =AD+DE+EA
= AD+ DF + FE+ AE
= AD+ BD+ EC+ AFE
=s+s=2s.

Dakle, svaka tangenta luka BFC odseca od
ugla trougao &iji je obim konstantan i jednak
2s.

238. Resenje. Konstrukcija je prikazana
na slici. Produzeci stranica Az3A4 i AeAs
seku se u tacki B. Jednostavno se dokazuje
da je trougao Ai1AsB pravougli. Njegove
katete su A1As = V3 1 A3B = 2, tako da
je hipotenuza A B = V7.

D4
9 D3
P2
B ~m
k
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239. Resenje. Neka je PQ || m. Primenimo
Talesovu teoremu i sli¢nost trouglova. Imamo

1) OP _ BO @) 0Q _ Ao
MN ~— BN’ MN ~ AM

Kako je

c
NAM
m
NO _ MO _ NO+BO _ MO+ 40
BO ~ A0 BO ~ ~ BO Q P
dobijamo O
BN AM
) OB =~ A0
A S B

Na osnovu (1), (2) i (3) sleduje OP = 0Q.

AS CS BS _CS
OQ CO’OP~ CO

Sada mozemo izvesti konstrukciju. Neka je tacka C u ravni odredenoj pravom m i duzi
AB i ne pripada duzi AB ni pravoj m, tako da je prava m izmedu duzi AB i tacke C.
Prave C A i CB seku pravu m u tackama N i M. Duzi AM i BN seku se u tacki O. Prava
CO sete duz AB u tacki S i to je sredina duzi AB.

Posto je i OP = 0OQ), dobijamo AS = BS.

240. Resenje. U konstrukciji i dokazu primenjujemo osobine da se visine trougla seku
u jednoj tacki i da je periferijski ugao iznad pre¢nika prav.
1° Prave odredene tatkama C A i CB seku krug k redom u tackama B; i A;. Duzi AA;
i BB seku se u tacki H koja je ortocentar trougla ABC. Prava CH je trazena normala
na preénik AB.
C

Ay

o
&3

1

: C
N

e/

2° Prave CA i CB seku krug k redom u tac¢kama A; i B;. Prave AB, i BA; seku se
u tacki D. Tada je C ortocentar trougla ABD. Prava DC je traZena normala na preénik
AB.

o
‘~
Y

o
‘

N

3° Konstruisa¢emo normalu iz tatke C na preénik AB ako na krugu k odredimo tacku
C' simetriénu tacki C u odnosu na pre¢nik AB.



VI. Geometrija. Analiticka geometrija 161

Neka je D proizvoljna tacka
na manjem luku BC polukruga
ACB. Prave AC i BD seku se
u téki F, a prave AD i BC
u tacki H. Tactka H je ortocen-
tar trougla ABF. Prava FH je
normalna na preénik AB i sece
krug k u tatkama E i E’ koje
su simetri¢ne u odnosu na preénik
AB. Prava CE sece pravu AB u
tatki G. Prava GE’ seée krug k
u tacki C’. Trazena normala je
prava CC’.

F
H%\
A G
{

I

B

E
o4

NAPOMENA. Postoji teorema Jakoba Stajnera®: Svaka geometrijska konstrukcija koja
moZe da se resi Sestarom i lenjirom moZe biti refena samo jednim lenjiromDako je u ravni

crteza konstruisan krug i njegov centar.

241. Resenje. 1° Na slici Jje prikazana pravilna tro-
strana piramida. Osnova piramide je jednakostraniéni
trougao ABC, vrh piramide je tacka D, a visina H =
OD. Tacka FE je presek ravni IT sa boénom ivicom CD.
Kako je DC L I1, zaklju¢ujemo da je piramida ABCD
podeljena sa ravni II na dve piramide ABEC i ABED,
koje imaju zajedni¢ku osnovu ABE. Visine ovih pi-
ramida su redom EC i ED. Na osnovu toga dobijamo F

zapreminu piramide

1y wm 1o == 1
1) V=38 FEC+35 ED=3Ss

2° Za a = sV/3/3, primenom Pitagorine teoreme na trougao AOD, nalazimo

2

3

2V/2

a—+H2=s2¢H=Ts.

Pomoéu a i H moZzemo odrediti zapreminu V, tj.

2

s
3

4

>

.%S
3

[y
S
w

Neka je h = FE visina trougla ABE. Kako je na osnovu (1) V = Ss/3, dobijamo

V6
S——l—s—s.

25 svV2

Na kraju, iz jednakosti ?—2@ = S nalazimo h = - =3 pa je iz trougla EFC :

3

3Jakob Stajner (Jacob Steiner (1796-1863)) &vajcarski matematicar, publikovao je navedenu

teoremu 1833. godine.
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sV2
EF 3 2v/2 . \[48 1
cosa = =——»r =" = gsina=+v1-cos?a=4/l—-=7.
FC sﬁﬁ 3 9 3

3 2

NAPOMENA. Izradunavanje cos a moze se izvesti direktno. S obzirom da je trougao ABE
projekcija trougla ABC na ravan I, imamo

Cos&x =

povrsina trougla ABE @ $2) i_g $2) = 2V2
povrsina trougla ABC' ~ \ 18 "\ 12 I

Primetimo da se sin & moze jednostavno izragunati na sledeéi nacin: Ugao izmedu dve
ravni jednak je uglu koga zaklapaju njihove normale. Kako je visina OD normalna na
osnovu piramide i CD 1 I, zaklju¢ujemo da je JODC = o Prema tome,

. oC 3 3 3 1
sina = —= = = -
CD s s 3

242. Resenje. Na slici je prikazana skica tetraedra SABC. S obzirom da su CSA i BSC
jednakostraniéni trouglovi, imamo

AS=BS=CS=AC =a.

S druge strane, posto su ABS i ABC jednakokraki pravougli trouglovi, ¢iji su kraci
(katete) a, zakljutujemo da je AB = av2.

S

Neka je M podnozje visine tetraedra, spustene iz S. Primetimo da su trouglovi AMS,
BMSi CMS podudarni, jer su pravougli sa hipotenuzom a i katetom H = SM. Na osnovu
toga izlazi jednakost drugih kateta, tj. AM = BM = CM.

To znaéi da je tacka M centar opisanog kruga oko trougla, i kako je ABC pravougli
trougao sa hipotenuzom AB, tacka M se nalazi na sredini duzi AB. Prema tome,

SM = H = aV/2/2.
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1° Posto je povrsina osnove ABC jednaka a®/2, imamo

vl d o2 _dVv2
3 2 2 7 12 -

2° Povrsina tetraedra je

P:2-<“22/§+%2> =§(2+\/§)-

Ako centar upisane sfere spojimo sa temenima A, B, C i S, dobijamo &etiri tetraedra,
¢ije su visine, spustene iz tog centra, jednake polupre¢niku sfere r. Na osnovu toga imamo

1 1 1 1
§PABC‘7'+‘:'3‘PABS'7'+§PBC‘S'T‘+§PCAS‘7':V,

tj. %P -r =V, odakle je

_3v o, a%VZ/12 1 V2
T_?_3a2(2+\/§)/2_52+\/§a_5\/2—(2_\/§)a'

NAPOMENA. Primetimo da je tetraedar SABC u stvari &etvrtina pravilnog oktaedra,
prikazanog na drugoj slici.

243. Resenje. Dobijeni poliedar
Jje prikazan na slici. Mreza poliedra
sastoji se iz jednakostrani¢nog trougla
ABC, jednakostrani¢nog trougla
PQR, tri podudarna jednakokraka
trougla ABP, BCQ, CAR i tri po-
dudarna jednakokraka trougla PQB,
QRC, RPA.

Povrsine trouglova ABC i PQR su
redom

a®V3/4 i (a/2)*V3/4.

Visina trougla ABP je a/2, pa je
njegova povrsina a?/4.

Posto je RP = a/2 osnovica jednakokrakog trougla RPA i njegov krak AP = a+/2/2,
primenom Pitagorine teoreme dobijamo visinu

h = +/AP? — (RP/2)? = a\/T/4.

Na osnovu toga povriina ovog trougla iznosi a®v/7 /16, pa je povrsina poliedra

P

a®V3/4+ (a/2)°V3/4+3-a*/4+3-a*V7/16
(12 +5v3 + 3v7)a’/16.
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Zapremina datog poliedra sastoji se iz zapremine prizme P'Q'R'PQR koja je jednaka

3 . . . . o . . .
(a/2)2 % . g , jer je bazis ove prizme jednakostrani¢ni trougao stranice a/2 a visina prizme

je a/2, kao i tri jednake piramide PRR'P'A, QPP'Q'B, RQQ'R'C. Osnova piramide je

kvadrat stranice a/2 a visina je (a/2)Vv/3/2, jer je jednaka visini jednakostrani¢nog trougla
2

AP'R'. Prema tome, zapremina piramide je % (a) % ? , odakle dobijamo zapreminu

2
poliedra
2 1 2
Vze)ﬁfh$_a)ﬂﬁ=ifﬁ.
2 4 2 3\2/ 2 2 32

2° U preseku ravni i poliedra dobijamo Sestougao. Ako ovaj Sestougao projektujemo na
osnovu ABC poliedra, zakljuéujemo da je povrsina S; Sestougla jednaka povrsini trougla
ABC umanjenoj za tri povréine jednakostrani¢nih trouglova stranice d. Prema tome,

V3, AVE_ V3
_ VS

2 2
7 1 (a” —3d%).

S1

244. Resenje. Ako zarubljenu kupu sa upisanom i opisanom loptom presetemo sa ravni
koja sadrzi osovinu kupe, dobijamo jednakokraki trapez ABCD sa upisanim i opisanim
krugovima ¢iji su centri u tatkama O; i Oz, polupre¢nika R i RV/30. Polupreénike osnova
kupe oznagimo sa z i y (z > y). Primenom Pitagorine teoreme na trougao ADE imamo

._;02

@+y°’—(@-p° =R = (1) wy=R"

Isto tako, primenom Pitagorine teoreme na trouglove DGOz i AFO2 nalazimo

(2) \/(R\/?E)2—y2i\/(R\/3ﬁ)2—m2 = 2R,

gde znak plus uzimamo ako je tatka Oz unutar kupe, a znak minus ako je tacka Oz izvan
kupe.

Kvadriranjem i transformacijom jednacine (2) dobijamo
4 (30R? — z°)(30R? — y?) = (a* 4+ * — 56R?)?,
4 (900R* — 30R*(z® + y*) + 2%y%) = (¢® + y® — B6R?)?,
4 (900R* — 30R*(z +y)* + 30R* - 2zy + (29)*) = ((z +y)* — 20y — 56R?)°.
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Ako u poslednju jednaginu stavimo zy = R® i z + y = s, imamo
s* —44R*s® —480R* =0 = s =2V5R, tj. (3) z+y=2V5R.

Oznagimo sa ¢ ugao izmedu izvodnice i veée osnove kupe. Tada je

ED 2R 2R 1
sha=—==-""2=_2" = —_ = o =arcsin(1/V5).
AD z+y 25R 5 (1/V8)

NAPOMENA. Resavanjem sistema (1) i (3) dobijamo da su polupreénici osnova kupe z =
(vV5+2)R iy = (V5 — 2)R. Zamenom ovih vrednosti u jedna¢inu (2) zakljuéujemo da
uzimamo znak minus. Prema tome, tacka O: je izvan zarubljene kupe.

245. Resenje. Neka je M(z,y) centar kru- Y

ga. Tada iz pravouglog trougla M AN imamo P
MN? = AM? + AN?, odnosno
(1) r? =y +d°

Isto tako iz pravouglog trougla BMP izlazi B M(z,y)
MP? = BM? + BP? tj.

r
) r? =2 + b2 A N o=
Iz jednacina (1) i (2) dobijamo N

2 2 _ 2 2
¥ —y“ =a" - b".

Q

Ako je a # b, trazeni skup tacaka je jednakostrani¢na hiperbola, a ako je a = b, skup
tataka obrazuju dve prave y = .

246. Resenje. Posmatrajmo dve uzajamno nor-
malne prave i odsecak duzine ¢ koji klizi po ovim B 4

pravama. Pravougli trougao ABC ima hipotenuzu ¢ D
c. Kako je duZina teziSne linije CD jednaka
poluprecniku opisanog kruga, tj. ¢/2, imamo T
C A

2
T=-CD=
¢ 3

Wik

c. 8
2 3

Prema tome, posSto je rastojanje tezista do temena C konstantno, teZiSte opisuje
kruznicu polupreénika ¢/3 sa centrom u C.
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247. Resenje. Postavimo koordinatni si- Yy
stem kao na slici. Tatka M (xz,y) je sredina
duzi BC. Neka je o = SCAB. Tada je C(bcos a, bsin @)
_beosa+c Y= bsina + 0
2 2 b M(z,y)
Odavde dobijamo
(2z — )% + (2y)? = b*(cos’a + sina), A <
0 D B(c,0)

odnosno

(=5) "+ =(3)
2) TV =\g/)-
Prema tome, skup sredina stranice BC je krug sa centrom u sredini stranice AB (tacka

D), polupreénika r = b/2.

248. Dokaz 1. Primenimo metod koordinata. Neka su tatke A(—wv,0), B(u,0) i C(v, w)
temena trougla ABC u zy-ravni. Tada je T'(v/3,w/3) teziste trougla i jednacina kruga k
je

8 N

gde je r > 0. Ako je P(z,y) proizvoljna tacka na krugu k, onda je

PA’+PB +PC° = r+uwl+y*+ @ —uw?+y* + @ —v)’ + (y— w)’

(R DR Tt

i primenom jednakosti (1) dobijamo

(2) m2+ﬁ2+ﬁz=3r2+2u2+§v2+§w2=const,

§to je trebalo dokazati. Y o
Izrazimo dobijeni rezultat pomodu stranica (o)

trougla a, b, i ¢. Kako je b a

u=c, @WHul+w’®=>b, (v—u)?+w’=d

A(—w,0) O] ¢ Bmo) «z

sabiranjem dve zadnje jednaline nalazimo

2 2 2 2
2?2t =02 4+a? = ¥+’ = b ”;“ g2t ta

pa jednakost (2) dobija sledeéi oblik:

- . . 2 2 2
PA2 PB4+ PO = g2 4 LT+
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Dokaz 2. Primenimo metod vektorske algebre. Na slici je prikazan trougao ABC ¢&ije je
teziste u tacki T. Tacka P pripada krugu k proizvoljnog polupreénika r, sa centrom u 7.

Vaze sledeée vektorske jednakosti:

— — — — — — — —_ —
PA=PT'+TA, PB=PT+TB, PC=PT+TC.

. e

7 N

-
A

e

Kavadriranjem levih i desnih strana ovih jednakosti i njihovim sabiranjem, dobijamo
— 2 —_ 2 -2 — 2 — 2 — 2 — 2 — — — —
(3 PA"+PB +PC =3PT +TA +TB +71C +2PT-(TA+TB+TC).

. Ry d — —— — ey '/ —_2 —2
Jednostavno se dokazuje da vazi TA+TB+TC = 0. Kako je PA =PA", PB =
PB*, PG’ = PC%, PT’' =r* atim TA' = (21.)", 7B’ = (21)", 70" = (%)’
= = 1m =1 =-1la 3 =\ ) =l5tc) >
’ ) > 3 3 b 3
jednakost (3) postaje

PA’ + PB*+PO% 3 + = (12 + 12 +12)

9
a2, 4 224 2c2—a? 2%+ 2a%-b* 20242077
= 3r° 4+ 9 1 1 + 1

2, 42, 2

a“+b°+c

= 2 —_—_—
3r° + 3 ,

a to je isti rezultat dobijen u Dokazu 1.

249. Resenje. Neka su u koordinatnoj zy-ravni date tatke A(v,w), B(—wu,0), C(u,0)
i tacka P(z,y) koja zadovoljava uslov PA? = PB? + PC?. 1z datog uslova izlazi

(@-v)?+@-w’=@+w’ +y’ +@-w)+y

Posle sredivanja ove jednacine dobijamo

(1) (x+v)2+(y+w)2=r2, gde je r = /2(v? + w? — u?).
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C imamo da

rlkli—-‘

Kako je t2 = OA? = v? + w?, gde je t, duzina tezisne duzi i u*

je
(2) r= Z(t,f—iB_(,‘?).

Posmatranjem jednakosti (1) i (2) dolazimo do sledeéih zaklju¢aka:

1 —— . .
1° Ako je ta > = BC, trazeno geometrijsko mesto tacaka je krug polupre¢nika r sa

centrom u tacki A'(—v, —w), koja je simetriéna tatki A u odnosu na tacku O (sredina
duzi BC).

2° Ako je t, = %B_C geometrijsko mesto se svodi na tacku (—v, —w).
3° Ako je t, < %FC’_, geometrijsko mesto tataka ne postoji.
Yy Y
& A
B (0] C x O C T

NAPOMENA. Ako su a, b, ¢ stranice trougla ABC, primenom formule

26% 4+ 262 — a?

te = -

nalazimo

2 2 1l==2 22 +2%—a® 1 5\ Lo, 2 o
r—2(ta 1 C) ( 1 4a =b"+c" —a".

Trazeno geometrijsko mesto postoji pod uslovom 72 > 0, tj. b% + ¢ > 2. Za slucaj
stroge nejednakosti (sluéaj 1°) ugao « je ostar. Ako je o tup ugao, onda je b% + ¢% < a?
(sludaj 3°), pa geometrijsko mesto tacaka ne postoji. Najzad, ako je b2 + ¢ = a2, trougao
ABC je pravougli i geometrijsko mesto se svodi na jednu tatku P(—v, —w) (sluéaj 2°).
Taj slucaj je prikazan na drugoj slici. Posto je trougao ABC pravougli, éetvorougao
ABA'C je pravougaonik. Zaista, kvadrat dijagonale jednak je zbiru kvadrata stranica
pravougaonika.
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250. Dokaz. Primenimo metod koordi-
nata. Neka je A(—a,0) i B(a,0). Naosnovu D(—a,aV?2) C(a,aV?)
uslova zadatka je C(a,av/2), D(—a,aV/?2).
Ako je N(&,n) proizvoljna tacka kruga nad
pre¢nikom AB, imamo

o N

(1) £+n’=d.

Prava odredena tackama C i N ima  A(—q,0) O L B(a,0) T
e e

i sece z-osu u tacki L ¢ija je apscisa z1 jednaka z; = a

jednacinu y — av/2 =

n—£&V2
n—av2’

(z + a) i sece z-osu u tacki E cija je

Isto tako prava odredena

tackama D i N ima jednacinu y — ay/2 = %—aaﬂ
L 1HEV2

apscisa x2 jednaka xo = Na osnovu ovih podataka imamo

s

AL? + BE? = |a+z1* + |a — z2|?
— 1+.77___§£2+02 1+M2
o ave Y

2 (V2-a +€ _ | o 2% —2anv2+a® + €
(7 — VD) -avd?

= 4a®

Posto je €2 + 1 = a?, dobijamo

200 2 T 2
AL® 4+ BE? = 42 1 2anV/2 + 2a e (n—av2) e
(n — av2)? (n—av2)?
2?4
251. ReSenje. Neka je data ehpsa — b_2 =1 (a > b) i njene zize Fi(—c,0) i Fz(c,0),
gde je ¢ = v/ a? — b%. Jednacina ta.ngente t u proizvoljnoj tacki Mo (zo,yo) na elipsi glasi:
ZoZ | Yoy
coiiiro il
Odstojanja tacaka F; i F» od t jednaka su
iy =)
di = d(F1,t) = . dy = d(F3,t) = a
2 v A 2
20 + g0 = EREE Yo
b4 gl b
Tada je
621302 o ‘
at
(1) didy = —;
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2
Kako je ¢® = a? — b?, m_(; + o _ 1, imamo
a b2
(2) dof @' a (2wl (o0
P T gt Zo a2 2 ) at X

Zamenom (2) u (1) dobijamo didz = b* = const.
Na isti naé¢in se dokazuje da ova osobina vazi i kod hiperbole.
252. Resenje. Neka je M(£,n) tagka iz koje se data elipsa vidi pod pravim uglom.

Prave y — n = k (z — £) (k € R) koje prolaze kroz tacku M su tangente date elipse ako je
a’k? + % = (k¢ + )2, tj.

(1) (a® — €K + 260k +b* —n* =0.
b2 _ ,'72
Na osnovu VIETE-ove formule iz (1) izlazi da je kik2 = peaR Posto tangente koje
prolaze kroz tatku M zaklapaju prav ugao, dobijamo da je k1k2 = —1, pa je na osnovu
b? — .
toga :12—_% =—1,t. & +n* = a’+ b

Kako je £ = z 1 n = y, dobijamo da je krug 22 4+ y? = a® + b? trazeno geometrijsko
mesto tacaka.

NaPoMENA. U zadatku se primenjuje osobina da je prava y = kz + n tangenta elipse

2 2
. %-f— Y _1 ako i samo ako je a?k? + b% = n?.
a b2

253. Resenje. Neka je data tacka P(t,0) koja pripada z-osi. Prava y = z — t prolazi
kroz tacku P i zaklapa ugao m/4 sa z-osom. Odredimo najpre skup vrednosti parametra
t za koje prava seCe hiperbolu.

Ako eliminisimo y iz sistema
y=x—t, 9v2—4y2 = 16,
dobijamo kvadratnu jednacinu po z
(1) 3z% — 8tz + 16 4 4t° = 0.
Jednagina ima realna reSenja ako je
64t> —4-3- (16 + 44°) > 0 = [t| > 2V3.

Ako su Mi(z1,z2) i M2(z2,y2) presecne tacke prave i hiperbole, onda je sredina tetive

M M, tacka S(z,y), tj. ‘S'(gclT-+—:y1 , M) Primenom VIETE-ovog pravila iz jednagine

2
(1) dobijjamo z1 + z2 = % .
. . 8t 2t .
Kako je y = z — ¢, imamo y1 +y2 = z1 + 2 — 2t = 3 -2t = 3 Prema tome, iz
. L. 1+ 4t t o
jednaéina x = ! ; 2 = 3 y = w =3 eliminacijom ¢, nalazimo y = Zm Za

t = —2¢/3 i t = 2/3 dobijamo dve tacke Kl(— 8—\? -2—?) if@(%ﬁ , 2?’&)
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Dakle, trazeno geometrijsko mesto su dve poluprave:

Ll (83 _1,
¥=1 =""3 )0 YT
22y
254. Dokaz. Neka je data elipsa o + =i 1

(@ > b > 0) i njene zize Fi(—c,0) i Fa(c,0) (c =
Va? —b?). Neka je P(z,y) proizvoljna tacka na
elipsi (z # +a) 1 P’ njena projekcija na z-osu.

Oznacimo sa JPF1Fy = 1, JPFF1 = o2,
PF1 =7, PF2 = 7a. Tadaje

1) ri+r2=2a, r1=+/(z+c)?+y?
ro =+/(z —¢)? +y2.
Odavde izlazi

rl—re=(x+c)? +y° — ((z—¢)?+ y2) = (r1 —r2)(r1 + r2) = 4dez,
tj.
2cz
2 e
(2) r—ry=
. .. cz . cz , )
Iz (1) i (2) dobijamo 71 =a+ — i r2 = a — - Iz pravouglog trougla P'PF; imamo

. e ,
ks , a kako je tg% = ﬁz—i—i (0 < 1 < 7), nalazimo

c
cos @1 =

1— ct+x T
tgy T r—(c+z) at g —(eta)
1 —1 —_— = )
14tz r1+{c+z) a+~c£+(c+x)
r1 a
odnosno
tg —
3) &5
Na sli¢an naéin iz trougla PP’F> imamo cosys = CT_ i , a kako je r2 = a — %,
2
dobijamo
2
tg — =
(4) 85
Iz (3) i (4) izlazi tg % - tg % = S—;—Z (= const).
255. Dokaz. Neka je koordinatni pogetak O(0,0) centar opisanog kruga oko datog
petougla. Koordinate tacaka A; (i = 1,2,...,5) oznaéimo sa (xi,y:) i tada je £, 4y,> = r2.

Ako usvojimo oznake iz Napomene, imamo
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M1<CL’1+$2 y1+y2>, Mg(x2+$3, y2+y3>,

2 ’ 2 2 2
T3+ T4 Y3 +Ya Ta+2T1 Ya+U1
(g ) (B ),

Sredina duzi M; M3 ima koordinate

Ti+z2  x3+Ta Y1t+y2 | Ystya
2 + 2 2 + 2
2 ’ 2

tj.

<m1+x2+23+x4 Y1 +y2+y3+y4)
4 ’ 4 '

Isto tako sredina duzi MaoM, ima iste koordinate kao sredina duzi MiM3. Prema tome,
duzi My Ms i M2 M, se polove u tezistu

T5<w1+xz+:c3+a:4 y1+y2+y3+y4)
4 ' 4 ’

T1+ T2+ T3 +Ta+2Ts Y1 +y2+y3+y4+ys) Tada
4 ’ 4 '

Neka tacka S ima koordinate (
je

2 2 2
2 s Ys 1 2 2 T T
STs (4)+(4> g (@ tys)=1g = 5T =7

r

Slicno dokazujemo da je ST; = - (i = 1,2,3,4).

e |

Jednostavno izvodenje adicione teoreme

Kao §to je poznato, povrsina trougla je jednaka poluproizvodu stranica i sinusa za-
hvaéenog ugla. Posmatrajmo trougao ABC u kome je povucena visina h iz temena C.
Neka je P povrsina trougla ABC, P; povriina prougla DCA i P; povréina trougla BCD.

Vazi jednakost (1) P = P1+ P, gde je

b C
p=Z sin(u+v), P = ah sinu, P»= bh sinv.
2 2 2
Kako je h = acosv, h = bcosu, dobijamo P = %—b sin u cos v, b a
b
P = % sinv cosu, §to smenom u (1) i skraéivanjem sa ab/2
daje A D B

sin(u 4+ v) = sinwu cosv + sin v cos u.
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VII. VEKTORI

256. Dokaz. Dokazimo najpre lemu:
Neka su A, B, C, D proizvoljne tacke i neka
su E, F, G, H redom sredine duzi AB, BC,
CD i DA. Ako je T preseéna tacka duzi EG
i1 FH, tada je

(1) OT=(0OA+ OB + OC + OD)/4,

gde je O proizvolyna tacka.
Zaista sa slike imamo

EF=EB + BF, EF=(AB+ BC)/2. o

Isto tako je HG= (A_b + ITC’)/Q Kako je AR + BC=AD + R‘, dobijamo da je
EF=HG, pa je ¢etvorougao EFGH paralelogram. Prema tome, tacka T polovi duzi EG
i FH.

Dakle, imamo
(@) OT= (OF + 0G)/2,

a kako je As

My
Ms

OE= (OA + OB)/2,

(3) —
OG= (0C + OD)/2,

zamenom (3) u (2) dobijamo jed-
nakost (1).

Izvedimo sada tvrdenje u za-
datku. Oznac¢imo sa T presek du-
7zi PiPs 1 P3Py, a sa T1 presek duzi
P2 Ps i Py Pg. Treba da dokazemo da
je T = T1. Da bismo ovo dokazali,

dovoljno je dokazati da je &"EOTl,
gde je O proizvoljna tacka.

Posmatrajmo tacke M, M3, Ms, M7. Na osnovu leme imamo
0_7)12 (OTWl + Oﬂa + O_ﬁs + Oﬂ7)/4
Kako je

OM,= (OA; + OA3)/2, OMs= (OAs + OA4)/2,
OMs= (OAs + OAs)/2, OMy= (OA7 + OAs)/2,
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dobijamo
OT= (0—21 ++ Ojs)/&

Ako posmatramo tactke Ma, My, Ms, Mz,
analogno dobijamo

OTv= (OA; +--+ OAs)/8.

Time smo dokazali da je 53“:0?1, tj. T =1T.

257. Dokaz. Oznadimo sa M1, M, M3 i M,
redom sredine duzi A1 Ag, A2A3z, AsAs 1 AsA1.
Tada je

(2) T1T2 = T1M1 + M1A2 + A2A3 + A3A4 + A4T2,
— 1 —— 1 —_— 1] —— 1] —— 1 —
(3) TiM; = =AsM; == | - AsAz3 — - A1A2 ) = —= A1 As — = Az Ag,
3 3 2 6 3
— 22— 2 —_— 1] —— 22— 1] ——
(4) AsTo = 2 AgMy = Z | — Az3Ay — = AzAz | = —= AzAs— = Az As,
3 3 - 2 3 3
—_— 1] ——
(5) MiA; = 5 AiAs.

Ako (2), (3) i (4) zamenimo u jednakost (1), dobijamo

ey 1
(5) s = g (A1A2 + Az As + A3A4).

Istim postupkom dokazuje se da je

N 1
(6) TiT3 = 3 (A4A5 4+ AsAg + Ag A1 )

Kako je A1 A + AgAs + AzAy + AsAs + AsAg + AgAy = 0, tada 12(5) i (6) imamo
—— —
T:Te = TyT3 a odatle sleduje traZeno tvrdenje.

Primetimo da nismo koristili uslov da su tac¢ke A1, As, ..., As¢ komplanarne.
. — = — —— L, = — .
258. Dokaz. Uvedimo vektore OA; = @, QA2 = b, OAs = ¢, OAs = d. Tada je
— ——— —_— s —
b =0A; +A1Ay=7a +A1 d,
T =0A+MAs=b - hd=0-X)T+Md,
— —— —_ _ — _ —
d = QA3 + AzAs = ¢ — )\gb:(1—/\2—/\3)a+)\1(1—)\3)d.
Posto su vektoru @ i d linearno nezavisni, iz poslednje jednakosti sleduje

1-Xa—As=01i M(1—=Ag)=1,

t.
(1) 1-da=ls (2) = =1-.
A1
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Neka je
(3) OB = —ud (u>0).
— —_— —
Onda je OB = OA4 + A4 B, odnosno
@ =d-20A;=d - M((1=2)T+Md) = Al -2)T +(1-AA)d,

pa dobijamo p = Ag(1 — A2) 1 1 — A g = 0, a odatle je

1
4) n=5o (- k).
Ako (1) i (2) zamenimo u (4), dobijamo
1
(5) p=2s(l-2a) < 7.

Primenom nejednakosti (5) iz jednakosti (3) imamo |OB| = p|@| = OB < 1 OA;.

259. Dokaz. Odredimo tacke Ay
i H; koje su simetri¢ne tackama A
i H u odnosu na tatku O. Kako
je BH 1 AC, jer je H ortocen-
tar i CAy L CA jer je JACA;
periferijski nad pre¢nikom, sleduje
BH || A;C. Analogno se dokazuje
da je CH | A1B. Prema tome,
A1BHC je paralelogram pa je

(1) HA, =HB+HC.

Posto su duzi AH i A1H; sime-
tricne u odnosu na tatku O, to
je ¢etvorougao HAH:1A;, parale-
logram. Stoga je

(2) 2HO=HH,= HA + HA,.

Zamenom (1) u (2) dobijamo

(3) 9HO = HA+ HB + HC.

— —_— - — —_— == = —
Kako je HA= HO+ OA, HB = HO 4+ OB, HC = HO + OC jednakost (3) se svodi na
— — — — — — —
2HO=HO+OA+ HO+ OB + HO 4 OC, odakle je

— — —_— —
OH =0A+ OB+ 0C,

§to je trebalo dokazati.
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260. Dokaz. Ako primenimo Hamil-
tonovu teoremu na trouglove MAB,
MBC, MCD, MDA upisane u krugu K
sa centrom O, imamo

_— — - -

OH, = OM + OA + OB,

— —_— — ——

OH, = OM + 0B+ 0C,

— — — —

OHs = OM +0C + 0D,

—_— — — —_—

OH4 = OM + OD + OA.

Tada je
HH, = OH, — OH,
= (OM + OB + OC)
—(OM + OA + OB)
— OC — OA = (OM + OC + OD)
—(OM +OD + 0A)

= OH3 — OH4 = HyHs.
Iz poslednje jednakosti sleduje da je HyHaH3H4 paralelogram.
Dalje je Hs
—_— — —_— —_— —— —_— e ——— —_—
H\Hs = OH3; — OH; = (OM + OC + OD) — (OM + OA + OB)

— P
F

—0C+0D - (0A+0B)=2-OF —2-OE =2-

a odatle izlazi H1Hs =2 - EF.

261. Dokaz. Oznammo sa O centar oplsanog kruga
oko datog Pﬂougla, OA = a OB = b OC = c,
OD = d OF = e . Primenom Hamiltonove teoreme
na trougao ABC, imamo

— — — —

OHi=a+ b+ c

———
Ako je M, sredina duzi ED, tada je OM1 =

d+c

. Ako sa P oznacimo presecnu tacku duzi

HiM; i HQMQ, tadaje

(1) GP=(l-t)(ad+b+0)+u 2T

Kako je P € HyM,, analogno je

{
l
!
+

(2) OP=(1—-t)(b+c+d)+t
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Iz (1) i (2) sleduje 1 — ¢; = %tQ il—t1 =1—ts pajets =tz = 2/3. Zamenom
t1 =2/3 u (1), imamo

— s e )
(3) OP=_-(a+b+c+d+e)

W=

Na osnovu (3) zaklju¢ujemo da je vektor (—)_P> nezavisan od izbora dve prave iz skupa
pravih {H1 M, HoMa, ..., HsMs}. Prema tome, sve prave prolaze kroz istu tacku P.

N C
c
— —r —— — D
262. Dokaz. Ako stavimo AB = a, BC = b,
— —_ | —— — — — — - -—
CD=ciAD = d,ondaje d = a + b + ¢, b
—_— — - — g — —
AC=a+b,BD=b+ ci d
—_— — — — — —
(1) AC-BD=(a+b)-(b+c)
— — - — - — — 9 o
:a-b+b~c+c-a+|b|. A o B

e
1
!

Iz uslova AB? + CD? = BC? + AD? imamo [_a-)l2 + l?lz = |_I;)|2 + (
posle kvadriranja i sredivanja dobijamo

—_ - —
(4

2) @b+ b

Iz (1) i (2) izlazi AC - BD =0 = AC L BD, tj. AC L BD.
NAPOMENA. Vazi i obrnuto, tj. AC L BD = AB?+ CD? = BC? + AD?.
263. Resenje. Sa slike se vidi da je
J(AB,BC) =60°, <J(AB,CD)=150°, AD = AB+ BC +CD.

Kvadriranjem poslednje jednakosti dobijamo

|4D|" = |aB| +|BC|* + |CD|" + 2 (AB - BC + BC - CD + CD - 4B).

(jer je BC 1L C—)D),
—_—

.AB = [C-—’—D}|‘|;l§|-cos(CD,AB) =+3-1-cos150° = —=,

AB-
BC-CD =
CD
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imamo
|ﬁ|2=12+22+(¢§)2+2(1+(—%)) =7 = AD=|AD|= V7.

264. Dokaz. 1° Na osnovu definicije sabiranja vektora
imamo

—_ _— = = — —_— = =
EF =EA+ AB+ BF, EF=EC+CD+ DF.
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo

— — —_— —_— — — —_—
9EF = (EA+ EC)+ AB + CD + (BF + DF).

—— — — — —
Kako je EA+ EC = 0 i BF + DF = 0, izlazi 2EF
—_— =
= AB + CD i kvadriranjem dobijamo

—= 2 — 9 —= 5 —_— =,
4|EF|? = |ABP + |CD|* +2AB-CD, ili

2 2 2 el
(1) 4EF*=a"+c"+2AB-CD.
Primenom definicije skalarnog proizvoda i kosinusne teoreme imamo
—_— —— _— —_— —_— = —_— =
2AB-CD = 2AB-(CA+ AD)=2AB-CA+2AB-AD
—_— — —_— —
= —2AB-AC+2AB-AD
—_— s — —_— —_— — —_— —
—2|AB||AC|cos 4 (AB, AC) + 2|AB|AD| cos 4 (AB, AD)
— 2aecos 4 BAC + 2ad cos 4 BAD
— —(a2+62—b2)+(a2+d2—f2).

Prema tome,
(2) 2AB-CD =b*+d* — e — f2.

Ako (2) zamenimo u (1), dobijamo jednakost 1°.

2° Na sliéan nacin nalazimo
— — —— —_— — — —— —_—
GH=GB+BA+ AH, GH=GC+CD+ DH.
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo
— s — — — — —
2GH =(GB+GC)+BA+CD+ (AH + DH).

—_ = —_— — —
Posto je GB+ GC =0, AH+ DH =0, BA= —AB, imamo
— — —
9GH = —AB + CD, i kvadriranjem dobijamo

— o - 5 — 5 —_— = A
4|GHP? = |AB|® +|CD|? - 2AB-CD, tj.
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(3) 4GH? =a® +* —24B - CD.

Ako (2) zamenimo u (3) dobijamo trazenu jednakost 2°.

265. Dokaz. Primeni¢emo vektorsku metodu. Vaze C
jednakosti

AT = AS + 5T, BT = BS + ST, CT =CS + ST.

T
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo g
—_— — — —_— — — —_—
AT+ BT +CT = AS+ BS+CS +3-5T. A B
Koristeéi se poznatom osobinom tezista trougla
— — — —
AT+ BT +CT =0,
gornja jednakost se svodi na
— _ = =
—-3.-8T=AS+BS+CS,
a kvadriranjem ove jednakosti imamo
(1) 9|ST|? = |ASP® + BS|® + |CS|* +2 (AS- BS + BS - CS + 08 - 4S5).
Posto je
AS-BS = |X§| : |Bf§'l cos<i(;4?5', _A)S')
—_— — —_—

R?’cos2y (jer je |AS| = |BS| = R, <(AS, BS) = 27)
R*(1 — 2sin®y)
R2

It

fl

- % (2Rsinv)?,

primenom sinusne teoreme nalazimo

@) _s'-_§=32—%c2.
Istim postupkom se nalaze jednakosti
— —_— 1
3) z'a'@cs:#-%a?, 03 A8 = R*— S t*.
Ako (2) i (3) zamenimo u (1), vodeéi racuna da je IA—S)I = |_—§| = |?! =R, |§T’| = ST,
dobijamo
0S5T? =3R?*+2(R: - L1 rr - lar i pr o 1p?),

2 2 2

tj.

ST? = R® - %(a2+b2+c2).
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266. Resenje. Neka su date dve mimo-
ilazne duzi M1 Mz i M3My, gde su krajevi
duzi My, M2, M3, My dati redom vektorima
poloZaja 71, 72, 73, T4.

Vektori polozaja tacaka M i N su

!

=7+ (fa—71)A

Ts + (F4 — T3 ),

1
If

<

N

gde A € [0,1] it € [0,1]. Sredina S duzi MN
data je vektorom polozaja

F_FM+FN
2 b}
.
L, Ti1+Ts  T2a—T1 T4 — 73
1 = A t
a 2 7 AT T

x

Kao §to je poznato, ovo je vektorska jednacina ravni u parametarskom obliku. Me-
dutim, posto A i t pripadaju segmentu [0, 1], trazeno geometrijsko mesto je Cetvorougao u
ravni (1) (na slici je ta oblast &rafirana), ¢ija su temena:

T (T—l—;iﬁ) _ sredina duz MiMs za A =01 t =0,

Posto je
T = T, = 27

dobijeni cetvorougao je paralelogram.

— sredina duzi Mi1Mysza A=01it=1,

(%57)
T3( 2t 3) — gredina duzi MoM3za A=11t=0,
< ) — sredina duzi MaMgza A=11t=1.

= =

Te — 7T

— —
T T3 =TTy = 5

267. Resenje. Neka su dve strane roglja date jedini¢nim vektorima a= i, b= j‘, posto
je ugao izmedu njih 90°. Pretpostavimo da je treéa strana roglja jediniéni vektor

c=pi+tqj+rk.

Kako je @- &= p = cos60° = 1/2, b - ¢ =gq = cos60° = 1/2, iz uslova |¢| = 1, tj.

/p® + ¢2 + r2 = 1, dobijamo r = 1/v/2, pa je

1 1+ 1 =

C==i+=-7+—=k.

C 2z+2]+\/§

Vektori a i b obrazuju ravan &iji je vektor normale
ﬁlzt_z'xl;:‘ﬂxj’:l;.
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Na slican nac¢in dobijamo

i 7k
Ne=bxé=| 0 1 o |=Li-1k
2 = 3 ki
1720 120 1//2
i 7 k
— o Rt [
Ns=¢éxa=|1/2 1/2 1/V2 |=—=]—-zk
il 0 0 v ;
. = 1 e Sy
Posto je |N2|=|N3| = §+Z= ?, jedini¢ni vektori ovih normala su
— -
7 Ny 2 - 1 B & N3 2 5 1 i
2 = = 71— —F=R, A= = —7=J1— 7=k
|N2] V6 V3 |Ns|  V6© V3

Skalarni proizvodi —i1 -fia, —7i2-7i3, —7i3-71 su kosinusi uglova diedara roglja. Imamo

P 1 N = 1 3| e
- = —nZ'n3=_§y =

tako da za uglove «, 3, v koje obrazuju diedri roglja vazi

1
coOsQ = COs7y = cosﬁ:—g,

1
\/3 L]
odakle je

a=v7~54°44'8", B~109°28'16".

Misti¢éni broj sedam

U staroj Mesopotamiji Zemlja je bila — verovalo se — nosilac makrokosmosa — sveta,
svemira, vasione te da je sve na Zemlji bilo udeseno prema broju 7. Mesopotamski
astronomi su znali za 7 planeta (Sunce, Merkur, Venera, Mesec, Mars, Jupiter i Saturn)
§to se, inace, dugo odrzalo u antickom svetu. U astroloske svrhe narocito je koriséen broj
7 (7 gradova koji su tvrdili da su rodno mesto ¢uvenog pesnika Homera, 7 vrata prastarog
grada Tebe, 7 svetskih ¢uda, 7 rimskih kraljeva, 7 brezuljaka starog Rima, 7 grckih
mudraca, 7 dana u nedelji, 7 hebdomada (podela ljudskog Zivota, razvojnih faza — 7 plus
7 itd, sve do 70. godine zivota koja je oznacavala prirodni kraj). Ovo mesopotamsko
verovanje u broj 7 prenelo se preko stare Atine i Rima i u rano hriséanstvo (7 smrtnih
grehova, 7 tajni, 7 darova svetog duha) 3to je predstavljalo misti¢no nastojanje da se u
svakoj pojavi nade neka vrsta harmonije, najvise u astrologiji, muzici i matematici. U
starom Rimu se verovalo da je i cuveni pesnik Vergilije, u skladu sa harmonijom brojeva,
napisao svoje pastirske pesme, idile (Ekloga IV).
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VIII. NEJEDNAKOSTI. GEOMETRIJSKE NEJEDNAKOSTI

268. Dokaz. Podimo od poznate nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine

2
t].

a+b>\/?a_b (a#b,a>0,b>0),

a+b>2Vab.

Logaritmovanjem ove nejednakosti za osnovu 2, dobijamo

1
log,(a+b) > 1+ 3 (log, a + logy b),

a to je nejednakost koju je trebalo dokazati.

269. Dokaz. Primenom formule log, a =

1
Tog, b data nejednakost postaje

a

log,2+log,5>2, tj. log, 10 > 2.

Ova nejednakost je ta¢na jer je w

2

3.15% = 9.9225 < 10, zakljudujemo da je 72 < 10.

270. Dokaz. Sabiranjem levih i desnih strana nejednakosti

1111

22 ~ 1.2 1 2’
1.1t _1 1

32 7 2.3 2 3’

1 < 1 _ 11

n-—12 " (n-2)-(n-1) n-2 n-1’

11 11

n2 " (n—-1)n n-1 n’

dobijamo

1,1, 11 n-d
22 32 n? n n

271. Dokaz. 1° Primenom nejednakosti (1 + z)? > 1 + 2z (z € R) imamo

log 9 + log 11

|

(1 +logyg 0.9)” + (1 +logy 1.1)*
14 2log;,0.9+1+2log,y1.1

= 14log;;0.81 + 1+ log,,1.21

log,, 8.1 +log,q 12.1
log,,(8.1-12.1)
log, 98.1 > log,, 98.

< 10. Uzimajuéi da je 7 = 3.14...

< 3.15, a
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2°  Polazeéi od nejednakosti e2® > e%* — 1, dobijamo
2z > In(e”” — 1) = In(e” — 1) + In(e” + 1) (z > 0),

tj.

2

4z* > (ln(ez — 1) +1In(e” + 1)) >4 In(e” — 1) In(e” + 1),
odakle je
z® > In(e” — 1) - In(e” +1).

272. Dokaz. Primetimo da je zadata nejednakost simetri¢na u odnosu na z,y, z. Zbog
toga moZemo pretpostaviti da je |z| > |y| > |2]-

Za = = 0 nejednakost se svodi na jednakost. Pretpostavimo da je  # 0. Deljenjem
date nejednakosti sa |z| dobijamo

O R R T e e e R TR Rt
x z z r z z Tz
Polazeéi od uslova |z| > |y| > |#|, imamo
‘1+E'=1+£, ‘1+5|:1+3,
z z z z
pa gornja nejednakost postaje
(1) 2|2+ 2+ i+ 2+ 2 - 1+ 2+ D) 20
T T r oz T Tz
Kako je
L+ 2| <2+ |2 i e e 2> (1424 2),
Tz z x T z oz
nejednakost (1), odnosno data nejednakost, je tagna.

273. Dokaz. Transformacijom izraza A = T _l:_ 5 + T j_ =71 i .
b(l1+a)(l+c)+c(l+a)(14+b)—a(l+b)(1+c)
(1+a)(1+b)(1+0)
abc+2bc+b+c—a
(1+a)(1+b)(1+c¢)
abc + 2bc
(1+a)(1+b)(1+¢)

odakle izlazi data nejednakost.

dobijamo

A=

\

>0,

274. Dokaz. Levu stranu nejednakosti mozemo prikazati u obliku

(a=b)2+(B-0c?+(c—a)P = 20> + 2b® + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca
= 3(a® +b% + ¢?) — (a® + b% + ¢* + 2ab + 2bc + 2ca)
=3—(a+b+c),

pri ¢emu smo vodili ratuna o uslovu a? 4+ b% + ¢ = 1. Kao sto se vidi, vazi nejednakost

(a—b)>+(b-c)?+(c—a)® <3,
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gde znak jednakosti vazi ako je a + b+ ¢ = 0 (na primer, a = 1/v2, b= —1/v2, ¢ = 0).
NAPOMENA. Primenom metoda ovog dokaza jednostavno se dokazuju sledeca tvrdenja:
1° Ako je a® + b = 1, dokazati da je (a — b)* < 2.
2° Ako je a® + b% + ¢® + d* = 1, dokazati da je

(a=b)+(@a—c)?+(@a-d?+b-cP+(b-d)’+(c—d)?’ <4

UopStenje:

3° Akoje 3 a? =1, dokazatidaje Y (ai —a;)? <n.
i=1 1<i<j<n

2; 5. Reéenje. Data nejednakost je simetriéna u odnosu na a, b, ¢. Zbo toga mozemo
J g
pretpostaviti da je c>b>a. Sabira.njem nejednakosti

(@+b)@a=b)*20, (~b*)(c—a)20
dobijamo
a®+b® —ba-a’b+ —b2c—02a+b2a20,
tj.
A+ +3 > a’b + bie+ cfa.
Znak jednakosti vazi ako je a = b = c.
276. Dokaz. Za tri pozitivna broja p, ¢ i r vazi nejednakost

prg+r
(1) —s = Vrr,
a to je odnos izmedu aritmeticke i geometrijske sredine. Znak jednakosti vazi ako je
p=gqg=r
Zap=a/b, g=b/c, r = ¢/a nejednakost (1) se svodi na

o

a

+-+5>3
b ¢ a

Druga nejednakost se dokazuje na sledeéi nacin: Kako je

webra(febed) —a (e (2090 (2]

34242+2=09,

[\

jer se u zagradama nalazi zbir nekog broja i njegove recipro¢ne vrednosti, a on je uvek
vedi ili jednak 2, dobijamo
1,1 1 9
SRR . —
a + b + ¢ a+b+c
Znak jednakosti vazi za a = b = c.

277. Dokaz 1. Pozitivni brojevi a i b koji su manji od 1 mogu se prikazati u obliku

a=u?, b=1? ((u,v € (0,1)).
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Zamenom u datu nejednakost dobijamo

1+ +02>3u0 = 1—uv+ (u—2)% >0.

Ova nejednakost je tatna jer je uv < 1, tj. 0<l—wv <1 i (u—v)%>0. Ovim je
dokaz zavrsen.

Dokaz 2. Polaze¢i od poznate nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine tri
pozitivna broja p, q, r

PELYT S o,
u kojoj znak jednakosti vazizap=gqg=r,zap=1, g =a, r = b, dobijamo
(1) 1+a+b>3Vab

Ovde imamo strogu nejednakost jer su a i b manji od 1. Posto je ab < 1, vazi Vab
> Vab, pa se (1) svodi na
14+a+b>3Vabd

278. Dokaz. Nejednakost (a — b)? > 0 se moze prikazati u obliku
a®+b* > 2ab = 2(a® + %) > a® + 6> +2ab = (a+b)* <2(a® +b?).

Kvadriranjem ove nejednakosti dobijamo
(1) (a+b)* < 4(a*+22°0% +b*).

Na kraju, iz (a® — b%)? > 0 nalazimo

2a%b* < a* +b%,
pa se nejednakost (1) svodi na
(a+b)* <8(a* +b*),

pri ¢emu jednakost vazi ako je a = b.
279. Resenje. Stepenovanjem desne strane, dobijamo

a® + b3 > a® 4+ 3a%b + 3ab® + b°
2 - 8 ’

odakle, posle sredivanja, imamo
a®+ 8% —a%b—ab® > 0.
Izraz na levoj strani mozemo faktorisati na slede¢i nagin:

(a+b)(a® —ab+b*) —ab(a+b)
= (a + b)(a® — 2ab+b*) = (a + b)(a — b)?,

a to je zaista vede ili jednako nuli jer je @ > 01 b > 0. Znak jednakosti vazi samo za a = b.
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280. Dokaz 1. Iz nejednakosti
(@-m)P’+®b-n)?+(c—-p?>0, (a+m)’+{d+n)’+(c+p)’>0,
koristeéi se uslovima a? + b% + ¢ = 1, m? 4+ n® + p* = 1, dobijamo
am+b+cep<1l, am+bn+cp>—1,

odnosno
lam +bn + cp| < 1.

Dokaz 2. Posmatrajmo vektore

A=ai+bj+ck, B=mi+nj+pk.
Skalarni proizvod ovih vektora je
A.B=|A|-|B| cos (A, B) = am + bn + cp.
Iz ove jednakosti izlazi
lam + bn + cp| = |A| - |B| | cos (4, B)| < |A]-|B].
Kakoje |A] = vaZ + b2 + ¢ = 1, |B| = \/m? + nZ? + p? = 1, dolazimo do nejednakosti

|am + bn + cp] < 1.

281. Dokaz. Primetimo najpre da a, b, ¢ moraju biti veéi ili jednaki —1/4. Imamo

VI F 14+ VA F 14 VicT1 < VAa2 +da+ 1+ /4b? +4b+ 1+ /4c? +4c+1
=2a+14+2b+1+2c+1
=2(a+b+c)+3=2-1+3=5.

282. Dokaz. Podimo od nejednakosti

(a1 —a2)? >0, (a1— a3)? >0, (a1—as)®*>0,..., (a1— am)? >0,
(a2 —a3)> >0, (az—as)>>0,..., (az—am)’®>0,
(a’3 - 0’4)2 2 05 s (a3 - am)2 2 Oa

Sabiranjem ovih nejednakosti dobijamo
(m—1)(!112+a22+"'+a3;)—2(a1a2+a1a3+-~+a1am+~~~+am_1am) > 0.
Odavde je

a12-i—crbgrz—i-~~-+a7;21 + 2(a1a2 + a1a3 + - + Gm_10m)
<m(ad +as 4+ +an),
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tj.
(a1 +az+-+am)® <m(ad +as +--+az).

283. Dokaz. Iz uslova a; > 0Aaici —b2 >0, i—1,2,... ,n, proizilazi da je
aiz® + 2biz + ¢ >0,i=1,2,...,n, zasvako = € R.
Sabiranjem ovih n nejednakosti dobijamo da nejednakost
( Za,-):ﬁ + 2( Zbi)l‘ E= Zci >0
i=1 i=1 i=1
vazi za svako = € R, odakle imamo da je
n 2 n n
i(2n) -4(ra)(xa) <o
i=1 i=1 i=1

tj. dobijamo trazenu nejednakost.

284. Dokaz. Ako primenimo nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
imamo

1 1
2. 4/—F—— 1 2 — +1 2
\/loga(a +1) %8ar1(a+2) < log, (a + 1) +1ogaa(a+2)
= log, 1 a+log, q(a+2)= loga+1(a2 +2a)
log, i (a+1)*=2.

A

Odatle izlazi log,, (o + 1) > log, (o + 2).

Visestrukom primenom poslednje nejednakosti dobijamo
log,(a+1) > log, ., (a+2) >log, ,(a+3)> - >log, ,(a+n+1),

§to je trebalo dokazati.

285. Resenje. Oznacimo sa L izraz na levoj strani date nejednakosti. Posto jexy =2,
imamo

- (z® 4+ y + 2zy — 6) (2% + %> — 22y + 8)

z2 4+ y? — 2zy
_ P+ -2+’ +9)
> x2+y2—4 ‘

Uvedimo smenu t = z? 4+ y*> — 4. Tada je t > 0. Zaista
z#y= (z-9)?>0=> 2+ - 22y>0=>t=2"+9y"-4>0, zy=2.

Stoga je

szzt+l—f+1o, £>0.

Ako primenimo nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, imamo
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16
pa dobijamo da je L > 18. Prema tome, max C = 18, a ovo je ispunjeno ako je ¢t = i

tj. t =4 (t > 0), odnosno ako je z? + 9% — 4 = 4. S obzirom na uslov zy = 2 dobijamo
sistem jednacina 2 + y? =8, zy = 2 i njegova resenja su

(1+£v3, -1++3), (-1++v3,1+V3)
za koje vaZi znak jednakosti u zadatoj nejednakosti.
286. Reéenje. Resavanjem sistema
4z +y+22=4, 3z+6y—22=6

po z i z dobijamo

10 3 6

Da bi z i z bili nenegativni, y mora da ispunjava uslov

10 3 6 4 10
—~_y>0 —y—=>0= —<y< =.
7 y="%% 23/ 7~ 7_y_7

Zamenom z i z iz (1) u izraz za K imamo

10 3 6
5m—6y+7z—5<—7——y>—6y+7(§ ‘—?)

8 ¥y
7 2°

K

S obzirom da je y € [4/7,10/7], minimalno K se dobija za maksimalno y, i obratno, tj.

8 1 10 3 8 1 4 6
7 2 7 7 7 o2 77

287. Dokaz. Bez umanjenja opstosti moZzemo pretpostaviti da je C1 > C2 > -+ 2
Cio0 > 0. Ako je C1 > 100, tada je C1 + C2 + Cs > 100, i tvrdenje je dokazano. Neka je
C1 < 100. Tada je 100 — C; > 0, 100 — Cz >0, C1 — C3 > 0, C2 — C3 > 0, pa imamo
100(Cy + C2 + C2) > 100(C1 + Ca + C3) — (100 — C1)(Cy — C3) — (100 — C2)(C2 — C3)

= C2 4 Cy + C3(300 — Cy — C2)

> CP +Cy? +C3(Cs+ Ca+ -+ - + Croo)

(jer je 300 — C1 — C2 > C3 + - -+ + C100)

= CP +C + 05" 4+ C3Cs + C3Cs + -+ + C3Choo

> O+ 08 +CF + 08+ + Cio

> 10000.

Odavde je definitivno C1 + C2 + C3 > 100, §to je trebalo dokazati.
288. Dokaz. Iz nejednakosti (z — y)? > 0 za x,y > 0 izlazi elementarna nejednakost

4
r+y

SR

+-> (z,y > 0),

@ | =
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gde znak jednakosti vazi ako i samo ako je x = y. Primenom ove nejednakosti imamo

[ S| 4
1 Lgidl
(1) s "B ax’
4 4 16
Sk T oo
@ a+b+c_(a+b)+c’
16 16 64
e, o) SO
3) a+b+c+d—(a+b+c)+d

Sabiranjem (1), (2) i (3) dobijamo zadatu nejednakost.

Znak jednakosti u zadatoj nejednakosti vazi ako znak jednakosti vazi i u (1), (2) i (3),
tj. akojea=b,c=a+b,d=a+b+cili b=a, c=2a, d=4a.
289. Dokaz. Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, za izraz
na desnoj strani pod kubnim korenom vazi sledeéa procena:

abc + abd + acd + bed  ab(c+d) + cd (a+b)

4 4
1 a+b\? c+d\?
_Z(( 3 ) (c+d)+< 5 ) (a+b)>
:%(a+b)(c+d)(a+b+c+d)
1 (a+bt+c+d\’ a+b+c+d\®
< — | ————— = — 2
< 16( 5 ) (a+b+c+d) ( 1 )

Prema tome, vazi nejednakost

(1) a+b+c+d>\3/abc+abd+acd+bcd
4 i 4 ’

Ostaje da se dokaze da je ispunjena nejednakost (odnos izmedu aritmeticke i kvadratne
sredine)

(.2 120 2 2
@) a+b—jl—c—!-dS a’+b ;Il—c +d .

Kvadriranjem leve i desne strane dobijamo (a + b+ c+d)? < 4 (a® +b* + ¢® + d?), tj.

4@+ +E+d*) - (a+b+c+d)?>0.
Sredivanjem ove nejednakosti nalazimo
3(a® 4+ b> + ¢® + d?) — 2ab — 2ac — 2ad — 2bc — 2bd — 2¢d > 0,
odakle je
(a=b’+@—cl+(@a—d)?+0B-0c)?+b-d)?+(c—d)?*>0.

Dobijena nejednakost je tacna, pa je tacna i (2). Na osnovu (1) i (2) dobijamo

\/az+b2+cz+d2 = i/abc-}—abd—i—acd-kbcd
4 = 4 ’
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§to je trebalo dokazati. Znak jednakosti vazi ako je a =b=c= d.

NAPOMENA. Data nejednakost vazi i kada nije uvedeno ogranienje da su a, b, ¢ i d
pozitivni brojevi.

290. Resenje. Oznagimo dati izraz sa S. Smenom b+ 2c = A, ¢+ 2a = B,a+2b=C,
za koju je

(=24 + 4B+ O), b:é(A—2B+4C), C:%(4A-|—B—20),

lOI»—l

a =

dati izraz postaje

¢c A B B C A\ 6
S= 9(A+B+C+4 +4§+45>—§.

B . . B B B B . cC . A ..
AkO4Z napisemo u obliku 1 + — 1 + = 1 +Z 1sl1cno4§ i 45,u zagradi imamo

15 sabiraka. Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, dobijamo

4 4 4
9 VA B C \A B C 9

Dakle, najmanja vrednost izraza je 1 i dobija se za a = b= c.

291. Dokaz 1. Akoje Y a?=0ia; €ER = a; =0 (i =1,...,n), zadata nejednakost

i=1

je trivijalno zadovoljena. Neka je Y a2 > 0. Posmatrajmo funkciju ¢ + f(t), definisanu
i=1

£t) = é(ait —b)?  (teR),

sa

.
f@) = (iaf) t?—2 <_§:aibi> t+ i‘bf.

Najmanja vrednost ovog kvadratnog trinoma je

= () () - (Ep0)') /0

Posto je f(t) > 0 za svako t € R, sleduje da je min f(t) > 0, a odavde odmah dobijamo
zadatu nejednakost (1).

Ako u zadatoj nejednakosti (1) vazi znak jednakosti, to znaci da je min f(t) = f(to) =0
za neko to € R. Prema tome, imamo
flto) = 3. (asto —b:)> =0 = aito —b; =0 (i =1,...,n) = — = to = const.

i=1 a;

Ako je b;/a; = k = const, zamenom b; = ka; u (1) neposredno sleduje da vazi znak
jednakosti u (1).
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Dokaz 2. Polazeéi od Lagranzovog® identiteta
n n n 2
(Za{‘)) <Zbi2> - (Zaﬂu) = ¥ (aibj—azh)® >0
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n

koji vazi za proizvoljne realne brojeve, dobijamo (1). Identitet se dokazuje matematickom
indukcijom po n.

NAPOMENA. U matematigkoj literaturi nejednakost (1) poznata je kao Kosijeva? ili Kogi—
Svarcova® nejednakost.

292. Dokaz. 1° Primenom Kosgijeve nejednakosti imamo

(£ - (52 w) < (£(2)) (5or)

<1é:1zi)2 = (;nl %i> (X:le> = 1°

Iz Kosijeve nejednakosti zaklju¢ujemo da znak jednakosti u 1° vazi ako i samo ako je

s 7

—L= = const, tj. — =const (i=1,...,n).

Vi Vi

tj.

2

. . 1 & 12 L. .
2° Nejednakost je ekvivalentna sa — Y a2 > <— Zai> , koja je direktna posledica
ni=1 n =1
nejednakosti 1° ako stavimo z; = ai, yi = n (i = 1,...,n). Znak jednakosti vazi ako je

a; =const (i=1,...,n).

3° Oznagimo sa L izraz na levoj strani zadate nejednakosti. Tada je na osnovu nejed-

nakosti 1°
n 2
n a.2 <Elaz>
— K3 =
L—X:scr——a-22 w ’
I S
i=1
pa je
2
(1) L> —%
s2— Y a?
i=1

Primenom jednakosti 2° imamo

i

n
2
4 2o ? L s? 2 LA s 82
i=1 i=1 2
) > & Sa'> s - e <s— =,
n n i=1 n i=1 n

lLagranz (LAGRANGE JosEPH Louts (1736-1813)), veliki francuski matematicar.
2Kosi (CAUCHY AUGUSTIN Louls (1789-1857)), veliki francuski matematiéar.
3Svarc (SCHWARZ HERMANN AMANDUS (1843~1921)), poznati nemacki matematicar.
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a poslednja nejednakost je ekvivalentna sa

(2) 2 (n=2).

Iz (1) i (2) dobijamo trazenu nejednakost. Znak jednakosti vazi ako je a; = const > 0
(i=1,...,n).

NAPOMENA. 2° se naziva nejednakost izmedu kvadratne i aritmeticke sredine.

293. Dokaz. U dokazu ovih nejednakosti primenjujemo specijalan slucaj nejednakosti'

2 2 2 2
x| X3 z2 _ (x14+x2+-+Tn) '
b SN o Mk L 3 z,€R, v >0 (1=1,2,...,n
3! Y2 Yn = Yt y2 oo Fyn ¢ Yi ( ) ),

tj.
2 2 2 5
z z T T+ T2+
(1) e i = (1 A 3) , z1,z2,23 €ER, y1,y2,y3 > 0,

Yy y2 Yz T yity2tys
. . . o .z x x
pri ¢emu znak jednakosti vazi ako je oo
n Y2 Y3
Oznagimo sa L izraze na levim stranama zadatih nejednakosti.

1° Primenom (1) imamo

I - a® + b? n 2 S (a+b+c)?
T ab+ xe) | ble+Xa)  cla+Ab) T alb+ Ac) +b(c+ Aa) +c(a + Ab)
(a+b+c)? 3(ab+ bc + ca) 3

A+ N@b+bctca) — 1+N(ab+bc+ea) 1+A’°

posto je
(a+b+c)®>3(ab+bc+ca) & (a=b)2+B-c)+(c—a)>0.
Znak jednakosti vazi ako je a =b=c.
2° Na osnovu (1) je

(a2)2 (b2)2 ((22)2 S (a2_+_b2+c2)2

2 =
@ L b+c ct+a a+b™ 2a+b+c)

Ako upotrebimo nejednakost izmedu kvadratne i aritmeticke sredine

a® + b + 2 > <a+b+c>2

3 3
imamo
2 2 212
a“+b°+c 1
Q CAP ) 5 Sarb+o)

Iz (2) i (3) dobijamo traZenu nejednakost. Znak jednakosti vazi ako je a = b= c.

1Videti predhodni zadatak.
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3° Koristedi se nejednakoséu (1) imamo

&) 6 @ Gy
a b c a b ¢
b c
1
2

_1(1,1,1
T 2\a b ¢

U poslednjoj nejednakosti primenili smo nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine. Znak jednakosti u 3° vazi ako je a = b = c.

4° Imamo

12 12 12 a® b? c?
L= (1—a2+1—b2+1-c2>+<1—a2+1—b2+1—c2)

S 9 (a+b+c)?
T 3-(a?+b2+¢?)  3-(a?+b2+4c?)’

Nejednakost (1) smo primenili na prvi i drugi sabirak u izrazu L. Dakle,

> 9+ (a+b+c)? S 9+(a+b+c?®  9+1* 15
i ) 2 2y = - A
-(@+b+e) "y Lo pige 3Ll 4
3 3
Primetimo da je poslednja nejednakost
1 1 a? + b2+ 2 a+b+c)®
(@Rt =, 1 R T 3 ‘
3—§(a+b+c)2

Znak jednakosti vazi ako jea =b=c=1/3.

294. Dokaz. Stavimo =y (1=1,2,...,n). Tadaje 0 < y; < 1,

1
;i +1
(1) wmtye+-+yn <1,

P = ﬂ (i=1,2,...,n). Ako primenimo uslov (1) i nejednakost izmedu aritmeticke

Yi
i geometrijske sredine, imamo

1_y1 .1_y2...1—yn

T1T2+: " LTy =

Y1 Y2 Yn
S Y¥2tystctyn mtys+otyn  yrtyatoFyn
- Y1 Y2 Yn
1 1 1 n—1
= (=) e VBT (= 1) o YT
"V ye oyt
=(n-1" =(n-—-1"
(n-1) T (
Znak jednakosti vazi ako je y1 = y2 = - = yp 1 y1 +y2 + -+ +yn = 1, tj. kada je

yi=1/nodnosno z; =n—-1 (i=1,2,...,n).
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295. Dokaz. S obzirom dajea+b+c=1ia> a?, jer je 0 < a < 1, dobijamo
1 b
a+—=a+g-ib—+—c>a2+—+£+1.
a a a a
Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine imamo

a2+9+£+1>44a2~9-£~1=4%»

pri ¢emu u poslednjoj nejednakosti ne moze da stoji znak jednakosti jer je a < 1. Prema
1
tome, dosli smo do nejednakosti a + > v/be. Vaze i analogne nejednakosti b+ — 5 > Vea

xc+z>\/aA

Mnozenjem ovih nejednakosti dobijamo
(a-l— %) (b+ %) (c+ %) > 4¥/be - 4¥/ca - 4¥ab = 64V abc,

a to je zadata nejednakost.

296. Dokaz. Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine izlazi

3:(a2+362)+(a2+3cg)+a2 > 2va? - 3b% + 2Va? - 3¢% + a°
= 2V3a(b+c)+1-b"—c%.

Dakle, dokazali smo nejednakost 2v/3a(b+c) < 2+ (b% 4 ¢?). Upotrebom elementarne
nejednakosti 2 +b* + ¢ <2+ (b+ ¢)? imamo

2v3a(b+c) <24+ (b+c)? = 2V3a< %-{-b—i—a

Analogno dobijamo

2\/§b<i+c+a, 2\/§C<-2—+a+b.
c+a a+b

Sabiranjem ovih nejednakosti nalazimo
2 2

+b+b+c+c+a+2(a+b+c),

2V3(a+b+c) <

tj.
1 1 1
a+b+b+c+c+a>(\/§—1)(a+b+c).

297. Dokaz. Oznaéimo sa L izraz na levoj strani zadate nejednakosti. Primenom
nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine imamo

b b 1
Leo+24bibicic o iprg(ielsel)a
b a ¢ b a ¢ a b ¢
1 a+b+c a+b+c
a+b+c)3—=—-1=2 + -1
( ) Vabe Vabe Vabe
2a,—i—b—+—c_i_3\/30,170

>
- Vabe abe

\%

-1

a+b+c a+b+c>
=282 T o914 =27,
Vabe ( Vab
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§to je trebalo dokazati. Znak jednakosti vazi ako je a = b = ¢.

298. Dokaz. Primetimo najpre jednu interesantnu osobinu ove nejednakosti: Ako
je nejednakost tagna za z,y,z > 0, ona je tatna ako umesto z,y,z uzmemo kx, ky, kz
(k > 0). Zbog toga je dovoljno dokazati nejednakost za one z,y, z za koje je, na primer,
z+y+2=1 U tom slucaju za prvi sabirak u datoj nejednakosti imamo

(1) (2z +y + 2)? _ (z41)2 _1_{_2 dr+1
222+ (y+2)> 202+ (1—-xz)2 3 33z2—2z+1
1 2 3 4
<-4 Z(x+1)==2 44
_3+32(x+) 3 T4,
jer je
1\* 2_2 1 3
32° -2z +1=3(z— = 2>z <2
vt (“’ 3) t323 T sy sy
pri ¢emu jednakost vazi za z = 1/3.
Analogno dobijenom rezultatu imamo
Qy+z+2)® 4 (2z+z+y)? 4
2 < - +4y, = +4z.
2 2y?2 + (z + z)? s3td 222+(x+y)2_3+ “

Sabiranjem nejednakosti (1) i (2) dobijamo
4
LSS s+4x+y+2)=4+4-1=8.
3 | —
=1
Znak jednakosti vazi ako je x = y = z = 1/3, odnosno ako je z = y = 2.

299. Dokaz. Oznagimo sa L izraz na levoj strani zadate nejednakosti. Kako je

3
als —as az — (133 an3 - a13
2 2 2 2 T 2 P)
a;” +aiaz2 +a;  as + azas +ag a; + anai + ay

= (a1 —a2)+ (a2 —a3) + -+ (an — a1) = 0,

izlazi 5 5 5
a2 + as + a1
af +araz +a?f  af +azaz +a? a2 +ana1 +a?’
pa je
3 3 3 3 3
(1) of = 9 T a3 o3 1 a3 g Gn ol
af +aiaz +af  af +azaz+af a.? + ana1 +ay

Ako primenimo nejednakost

3 3
1

LY sl e@-yi>0 (z,y>0)
2 +xy+y 3

u kojoj znak jednakosti vazi ako je x = y, na svaki sabirak desne strane izraza (1), imamo

1 1 1
2L > g(al +a2)+§(a2+a3)+"'+§(an+a1)a
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tj.
1
L> g(al+a2+"‘+an)-
Znak jednakosti vazi ako i samo ako je a1 = a2 = -+ = an.

300. Dokaz. Pretpostavimo da za uglove «, 3, v ostrouglog trougla vaze nejednakosti

a>p>y a<90°.

Neka vazi suprotno tvrdenje, tj. da trougao ne sadrzi dva ugla cija je razlika manja od
30°, odnosno da je
a—pB>30°, B-v>30°

Ako nejednakosti
20-28>60°, B—~>30°

saberemo sa jednakoséu o + 8 + v = 180°, dobijamo
3a > 270° = a > 90°,

a to je suprotno pretpostavci da je a < 90°. Prema tome, tacan je iskaz dat u zadatku.
301. Resenje. Posmatrajmo pravougli trougao ABC BN
¢ija je hipotenuza AB = c. Hipotenuzina visina je cC’' =
he. Tacka D je sredina hipotenuze AB. S obzirom da
je D centar opisanog kruga, njegov polupretnik je R =
¢/2 = CD. U pravouglom trouglu DC'C stranica CD je ’
hipotenuza, pa vaZi nejednakost CC’ < CD, tj. he < c/2. c A

Tagkom C’ hipotenuza je podeljena na dva odsecka m i n, za koje je m+n = c. Kako je
na osnovu Euklidovog stava h. = /mmn, poslednju nejednakost mozemo prikazati u obliku
vmn < (m+n)/2.

Za m = 1/a in = 1/ ova nejednakost se svodi na

1 1

_.+_
1 a B Vo) 2af3
\/E—S SR aﬁza%—ﬂ'

Stavljajuéi m umesto « i n umesto 3, dobijamo trazenu nejednakost

2mn

vmn > .

m+n

mn
NAPOMENA. Razlomak

vmn i m

nejednakosti

- je harmonijska sredina pozitivnih brojeva m i n, dok su

n e . . . . . < . 1: .
redom njihova geometrijska i aritmeticka sredina. Kao 3to se vidi, vaze

m+n2m2 2mn -
m+4+n

302. Dokaz. Neka je a > b > c. Posto naspram veée stranice lezi veéi ugao, vaze
nejednakosti A > B > C.
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Mnozenjem nejednakosti A > B, A > C, B > C redom sa a — b, a — ¢, b— ¢, dobijamo
Aa— Ab> Ba— Bb, Aa— Ac>Ca—Cc¢, Bb— Bc>Cb-Ce.
Sabiranjem levih i desnih strana ovih nejednakosti, imamo
2Aa+ Bb— Ab— Ac— Be> Ba+ Ca+ Cb— Bb—2Ce,
odakle je
Aa+ Bb+Ce > %(Ab+Ba+Ac+C’a+Bc+C'b).

303. Dokaz. Na slici je prikazan Getvorougao ABCD.
Tacka P je spojena duzima sa temenima cetvorougla, tako
da je Cetvorougao podeljen na Cetiri trougla. Za njegovu
povrsinu vazi:

area ABCD = %(AP-BP sina+ BP-CPsinf3+ CP - DP siny+ DP - AP sind)

IA

%(AP-BP+BP~CP+CP-DP+DP-AP).

2 b2

Iz nejednakosti (a — b)? > 0 izlazi ab < a , pa se gornja nejednakost svodi na

2 2 2 2 2 2 2 2
s ABCD & L (AB 4 BP®  BPYLGP® CP4DP sDP+ AP
5 2 2 7 2
E %(AP2+BP2+CP2+DP2),

§to je trebalo dokazati. Znak jednakosti vazi ako je a = 3 =7v7=6 =90° 1 AP = BP =
CP = DP, tj. ako je ¢etvorougao kvadrat.

304. Dokaz. Konstruisimo iz tacke P duz QF koja je normalna L

na stranicu AB. Ova duz deli trougao PQR na dva trougla, QRS i Q
PQS, koji imaju zajednicku stranicu QS. Ako ovu stranicu uzmemo S
za osnovice ova dva trougla, odgovarajuce visine su BE i AE. Dakle,

E

area PQR = area QRS + area PQS = %QS-AE+ %QS -BE
a3 %QS~(AE+BE) = %QS,

jer je stranica kvadrata 1. Kako je QS < 1, izlazi da je area PQR <

N =
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305. Dokaz. Na slici je prikazan jediniéni kvadrat D o] 5 C
ABCD u koji je upisan ¢etvorougao A1 B1C1D1, takav
da je AA1 = z,BB, = y,CC1 = 2z,DD, = w.
Stranice tog ¢etvorougla su ai,a2,as,as. Primenom w
Pitagorine teoreme imamo a4 as B
1
a’ :m2+(1—w)2, as =y2+(1—x)2, D, az
af =22+ (1-y)?, al=w"+(1-2)>% a1 y
Sabiranjem levih i desnih strana ovih jednakosti do- A T A B

bijamo
alt+aftai+ali=2"+(1 -2+ 2+ (1 -9’ +22+ (1 -2+’ + (1 -w)’

Promenljive x,v, 2, w pripadaju segmentu [0, 1]. Kako, na primer, za z € [0, 1] vazi
1/2 < 2% + (1 — z)? < 1, nalazimo

(1) 2<al +as +ai +ai <A
Ako pretpostavimo da je a; < v/2/2 za svako i = 1,2,3,4. Tada je
(112 -+ 0,22 + a32 + a42 < 2,

$to je u kontradikeiji sa relacijom (1). Dakle, postoji bar jedna stranica cetvorougla koja

je > v2/2.

306. Dokaz. Kako je ?c-<1 i IE’<1, tada je za @ > 2

(57 <) ()<
Sabiranjem nejednakosti dobijamo
O+ Q) <@ () 1 @ere
tj. nejednakost a® + b* < .

c

b > 1, tada je

=G 6 =6
Sabiranjem nejednakosti dobijamo

(23>0 +6)

odakle sredivanjem nalazimo

Posto je < >11
a

o a% + b 2 a2 4 b? ct 2, .2 2
2o bo ¢ 22b2  a2b? (a® +b° =),

odnosno imamo b )
ab\ o—
a®*+b* > (——) .
c
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307. Dokaz. Uvedimo oznake A = A, 4B = B, 4C = C. Vodeéi ratuna da je
B+ C =7/3, imamo

1 1
4 <
~ sinB + sinC

< 4sin BsinC <sin B +sinC

& 2(cos(B — C) — cos(B+C)) < 2sin cos —
w s B-C
—C)—cos =~ < 2sin =
®2<cos(B C) cos3>_251n6cos 5
@QCOS(B—C’)—ISI%COSBgC
@2<2coszB_C—1)—1§cosB_C
@4c052B;C§cosB;C+3.

Poslednja nejednakost je tagna, Sto sleduje iz

B-C 2 B-C
= COS

3 < cos C+3.

2
+ 3cos 3

2
4 cos

Znak jednakosti vazi ako i samo ako je cos -C =1,tj. B=C. Kako je B+ C =7/3,

imamo B = C = «/6. Dalje je

1 1 <4t 49 1
sinB  sinC — 16 sin BsinC
& sin B +sinC < 4sin BsinC + %
B B -
< 2sin ;Ccos 2C52(cos(B—C)—cos(B+C))+%%
& 2sin%cos B+C < 2(cos(B —C) —cos %) + %
1 B-C 1 49
el < —)—-2.2 42
&2 5 co8 <2cos(B—-C)—2 2+16
B-C 2 B-C 33
< _1) 42
& cos < 2(2cos 3 ) + 6
B-Cc 1\*
<{2 -=1.
0L ( cos 5 4)
. L . . B-C 1 Y
Znak jednakosti vazi ako i samo ako je 2cos 5 T 1°= 0. Posto je B+ C = 7/3,
dobijamo
™
WP G 1
. 2 T3 =6 8
- B - 1
i tada je C = % — arccos % Kako je cosgz— = cos B 5 ¢ =3 dobijamo drugu
moguénost B = —g —arccos =, C == + arccos é . Prema tome, znak jednakosti vazi ako

8’ 6
1

jeB:%ﬂ:arccos§, C=%$arccos§.
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308. Dokaz. Oznatimo sa O centar opisane
sfere i sa O’ njenu ortogonalnu projekciju na ra-
van boé¢ne strane ABC. Tada su pravougli trou-
glovi AOO’, BOO', COO’ podudarni (OA =
OB = OC = R, pri ¢emu je OO’ zajednicka
stranica), pa je AO’ = BO’' = CO'. Dakle,
O’ je centar opisanog kruga oko trougla ABC.
Tada je OO’ = /R? — r 2, gde je r4 poluprecnik
opisanog kruga oko trougla ABC. Analogno
ovome dobijamo da je rastojanje tatke O od
boénih strana BCD, CAD, ABD jednako re-

dom
\/R2—7‘12, \/R2—r22, \/RQ_T32)

gde su ri, ro, r3 polupreénici krugova opisanih
oko trouglova BCD, CAD, ABD.

Ako sa V oznagimo zapreminu tetraedra, tada je

V=ihyR-ritg PR rp g Pgm+ PoJR? — 12,

gde su Py, Py, P5, Py redom povrsine troulova BCD, CAD, ABD, ABC.

Posto je

ab1 C1 _ ai bCl _ alblc abe

n=ap o T ap o BT ap 0 T ap

dobijamo

2 abici 2 2 aibcy 2 2 a1b1c
Pl R - —F + P2 R - F + P3 R -
1 2

N’
N

tj.

ab101 1/2 ablcl 1/2 albcl 1/2 a1b61 1/2
) (P1+ 4R> =) *\P* g P~ R

1/2 1/2 1/2 1/2
arbic aibic abc abc 3V
P —_— — —_—— = —
( + 4R> <P3 43) +(P“Jrzuz) (P“ 4R> R’

Ako na jednakost (1) primenimo Kosijevu nejednakost
(Ewkyk> < (E%) (Zyk) :
k=1 k=1 k=1

3v\? b
(7{—> < (Pl 4P+ P+ Py + 220G +“1bc;;; abict abc) (P1 +P

abicy + arbe; + arbic+ abc)

dobijamo

P+ Py —
+ P+ Py iR
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Posto je Py + P + P3 + Py = P, sleduje

(ﬂ)Q S (ab1c1 + arbey +a1blc+abc)2
-l 4R )

2
abici + a1be; + ar1bie + abe < 4R‘ / P2 — (%) 5

Kako je 3V = r - P, dobijamo trazenu nejednakost

tj.

abici + aiber + arbic + abe < 4P/ R? — r2.

Znak jednakosti vazi onda kada vazi znak jednakosti u Kosijevoj nejednakosti, tj. kada je

abicy a1bey arbic abe
Bl iR =P2+ iR =P3+ iR =P4+m
abicy ai1ber arbic abe ’
RS B Botm

O Denkovom problemu

F. Denk je postavio slede¢i problem:

Neka su A, B, luci direktne orijentacije istog kruga, kojima odgovaraju centralni
uglovi veli¢ine 7 /3, i neka je C sredina tetive By A2, Cs sredina tetive By A3, C3 sredina
tetive Bz A;. Dokazati da je C1C2C3 jednakostrani¢an trougao.

U knjizi Uvodenje mladih u naucéni rad II, serije Matematicka biblioteka 19 (1961),
D. D. Tosi¢ i D. Z. Dokovi¢, u ¢lanku Denkov problem i neke njegove generalizacije,
jednostavno su resili ovaj problem primenom kompleksnih brojeva.

Ovaj problem je ranije reSen primenom vektorske algebre, ali je dokaz bio veoma

komplikovan. U pomenutom ¢lanku, inspirisani efikasnom primenom kompleksnih bro-
jeva, autori su dali i dokazali slede¢a prosirenja Denkovog problema:

1° Isti tekst kao gore navedeni Denkov problem, pri ¢emu luci A;B;, A2Bo, A3Bs
pripadaju razli¢itim koncentri¢nim krugovima.

2° Neka su A B, (v = 1,2,3,4) luci direktne orijentacije istog kruga kojima
odgovaraju centralni uglovi 7/2. Ako su C1,C2,C5,Cs redom sredine duzi BjAs,
B3 A3z, B3 A4, B4A1, dokazati da je cetvorougao C1C2C3Cy direktno orijentisan i ima
normalne i jednake dijagonale.

Preporucuje se ¢itaocima da pokusaju da nadu jos neko prosirenje Denkovog prob-
lema.
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IX. TRIGONOMETRIJA. PRIMENA TRIGONOMETRIJE

309. Dokaz. Jednakost sin2(a + ¢) = nsin 2b, reS§imo po n, tj.

_ sin2(a+c¢)
~ sin2b
odakle je
sin 2(a + ¢) 1
n+1 7 4in% + _ sin2(a+c) +sin2b
n—1 sin2(a+c) 1 ~ sin2(a+c)—sin2b’
sin 2b
Primenom formula
sin @ + sin § = 2sin a+gcos a-—ﬂ’ sina — sin 8 = 2sin Oé_ﬁcos ath
2 2 2 2
dobijamo
n+1 2sin(a+b+c)cos(a—b+c) _ tglat+b+c)
n—1 2sinfa—b+c)cos(a+b+c) tgla—b+c)’
Odavde je

tgla+b+c) = Z—%tg(a—b+c),

§to je trebalo dokazati.

1 2 .
310. Resenje. Koristedi se formulom costa = _%s_g , data suma se moze prikazati
u obliku 1
Sp = 3 (n + cos 2z + cos 4z + - - - + cos 2n).
Sumu
€] On = €08 2x + cos4x + - - - + cos 2nx

mozemo dobiti na sledeéi na¢in: Pomnozimo jednaginu (1) sa sinz. Imamo
On - sinz = cos2rsinx + cosdzsinz + - - - + cos 2nr sin .

Pretvaranjem proizvoda kosinusa i sinusa u proizvod, nalazimo

onsing = = (sin3z — sinz + sinbz —sin3z + - +sin(2n + 1)z — sin(2n — 1))

N = N =

(sin(2n + L)z —sinx),

odakle je
_ sin(2n+ 1)z —sinz

n =

2sinzx
Na osnovu toga dobijamo

sin(2n + 1)z + (2n — 1) sinz
4sinzx ’

Sn =
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pri ¢emu je z # kn (k € Z). Za & = kr zbir S, je jednak n.
311. Resenje. Kako je cos3t = 4cos®t — 3 cost, imamo

cos 3t 5 cos 6t 4cos®t — 3cost - 4 cos® 2t — 3 cos 2t
cost cos2t cost cos 2t
= 4cos®t — 4cos® 2t = 2(1 + cos 2t) — 2(1 + cos 4t)

= 2(cos 2t — cos 4t),

a to je desna strana identiteta.
Ovde isklju¢ujemo slucaj kada je cost = 0 ili cos 2t = 0, tj. kada je

t=2 L kr ili t=

m  kr
5 Z+7 (kez).

Na osnovu dokazanog identiteta jednacina

cos 3t  cos 6t
cost  cos2t

svodi se na jednacinu
cos 2t — cos4t =0, tj. sintsin3t =0,
iz koje je
a) sint=0 = t=km, ili b) sin3t=mnr = t = mn/3, gde su k i m celi brojevi.
Primetimo da se medu reSenjima pod a) i b) ne nalaze isklju¢ene vrednosti, za koje

identitet ne vazi. Pored toga, resenje pod b) obuhvata resenje pod a) za m = 3k, §to znaci
da se reSenje jednacine moze dati samo pod b).

312. Resenje. Koristeéi se identitetima
sin3t = 3sint — 4sin®t, cos3t = 4cos®t — 3cost,

2sint =1—cos2t, 2cos’t= 1 + cos 2t,

dobijamo
sin 3t \* g 8t’ = (3 —4sin?t)® + (4cos®t — 3)°
sint cost N

= (2cos 2t +1)* + (2cos 2t — 1) = 16 cos® 2t + 12 cos 2t,
pri ¢emu smo pretpostavili da je sint # 01 cost # 0, tj. da je t # kn/2, gde je k ceo broj.
Iz jednakosti cos 6t = 4 cos® 2t — 3 cos 2t nalazimo

16 cos® 2t = 4 cos 6t + 12 cos 2t,

te je
16 cos® 2t + 12 cos 2t = 4 cos 6t + 24 cos 2t.
Prema tome, jednakost (1) vazi za sve vrednosti ¢ osim za t = km /2, gde je k ceo broj.

Za resavanje jednacine

(2) cos6t + 6cos2t =0
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mozemo koristiti ekvivalentnu jednacinu

4 cos 6t + 24 cos 2t =0,

(sin 3t>3 (cos 315)3
- + =0.
sint cost

sin3t  cos3t
sint cost

tj. na osnovu (1)

= 0, odakle je

Iz ove jednadine izlazi
sin3tcost + cos 3t sint = 0 = sin4dt = 0,

pri éemu ponovo pretpostavljamo da je sint # 0, tj. t # km/2.

Iz jednagine sindt = 0 dobijamo t = mn/4 (m € Z), medutim, kako su vrednosti
t = kn/2 iskljuene, ostaje t = mw/4, gde je m neparan broj.

Prema tome, t = (2n — 1)7/4 (n € Z), i to je redenje date jednatine.
NAPOMENA. Jednagina cos 6t + 6 cos 2t = 0 mogze se resiti i na slede¢i nacin: Koristeci se
identitetom cos 6t = 4 cos® 2t — 3 cos 2¢, imamo

cos 6t + 6 cos 2t = cos 2t (3 + 4 cos” 2t).

Ova jednacina je ispunjena za

cos2t=0 = t=(2n—-1)n/4 (n € Z).

313. Resenje. Dati izraz A = tgz + tg 2z — 3tg 3z mozemo transformisati na sledeci
nacin:
sinx  sin2z sin z cos 2x + cos z sin 2z

A= + —3tgdz = —3tg 3z
cosx  Ccos2x COS X CcoS 2T

sin 3z cos 3
= ———— —3tg3z =tg3zx | ——————3 | .
cosx cos 2x 8% & m(cosmcos2x )

Kako je
cos 3z = 4cos’x — 3cos ,

izraz A postaje

t
- g3z cos’z.
cos 2z

(4c052z —3—-3(2cos’z — l)) =—

4cos?z — 3 _3) = tg 3z
cos 2x " cos2z

A= tg3x(

314. Resenje. Ako primenimo osobinu proporcija

m a m+n a+b
— =
n b m-n a-b
imamo
sin(t —z)+sin(t—y)  a+b
sin(t —x) —sin(t —y) a-—b’
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tj.
. T+yY Y=
2 t— —=
) sm( 2 )cos 5 :a—}-b.
2cos(t—mT+y)siny—x a—b
Na slican na¢in imamo
T+ ) — T
2eos (t- S5F)
@ cos 2 cos 3 :c-i—d.
—2sin(t—%)sin¥ c—d

Ako pomnozimo jednakosti (1) i (2), posle skra¢ivanja dobijamo

2Y—T G =1

O T _(atbetd o O T (bta)c+d)
sin2¥=% (a-b)c—d)’ st =¥ (b—a)e—d}
2 2
Sada je
2 T — sog By
g8 i il \ (b+a)(c+d)— (b—a)(c—d)
T 2=V bt a)ctd +(b-a)c—d
2
i posle sredivanja dobijamo
S A TN ac+ bd
Y= ad+be

315. Dokaz. Iz datih uslova imamo —sinz = sinz 4+ siny A —cosz = cos + cosy.
Kako je sin?z + cos®z = 1, sleduje da je

(sinz +siny)® + (cosx + cosy)® = 1,

(sin’z + cos’z) + (sin®y + cos’y) + 2 (cos z cosy + sinzsiny) = 1,

1+1+2cos(z—y)=1 :>cos(z—y):—% = z—y:i%%—%w,

2 .
T =yt % + 2k7, pa imamo

3.2"z=3-2"y+ (2" .3k + 2" )r,

i na kraju
te (328 m) =" (B 120y

Na isti na¢in dokazujemo tg(3-2"y) = tg(3:2"z).

316. Resenje. Primetimo najpre da je 4 ostar ugao, §to znaci da su 2« i a ostri
uglovi. Kako je

s 1
4a—Z+arctg@,
imamo
1
R S TRONIeC ) s g e
i L v b BRI i Ty

239
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1z jednakosti
2tg2a 120

tgda = —— 820 _ 120
B T T T g?2a 119

izlazi kvadratna jednacina
60tg? 2o + 119 tg 2a — 60 = 0.
Njeno pozitivno resenje (jer je 2« oStar ugao, tj. tg2a > 0) jednako je

—1194+ 1192 +4-607  —119+ 28561 _ —1194+169 _ 5
120 o 120 - 120 T2

tg 2a =

Dalje je ot 5
g
tgl0 = — o =
B = T g% 12’
tj.
5tg?a+ 24tga — 5 =0.

Pozitivno reSenje ove jednaéine je

—12+V122552  -12+413 1

tgo = 5 5 5

317. Resenje. Iz uslova a + 3 = 7/3 imamo tg (a + 3) = V/3, tj.

tga+ tg 8
v - gags ~V?

Kako su tgo i tg B koreni jednagine 2 + px + ¢ = 0, primenom VIETE-ovih! pravila
dobijamo tga + tg8=—pi tgatgf = g, te uslov (1) postaje

P _

T
tj.
(2) p=(q-1)V3

Pored ovog uslova, diskriminanta kvadratne jednacine mora biti nenegativna, tj. p? —

4g > 0. Ako u ovaj uslov uvedemo p iz (2), dobijamo 3¢® — 10g + 3 > 0, odakle je ¢ < 1/3
ili ¢ > 3. Prema tome, p i ¢ moraju zadovoljavati uslov (2), pri ¢emu je ¢ < 1/3 ili ¢ > 3.

318. Dokaz. Primenom poznatih trigonometrijskih formula prikazimo dati izraz u
obliku:

E— m (1 —cosdx) +cos2x +cosdr  m (1l — cosdx) 4 cos 2z + cos 4z
T in? (T (T T 1-—cos2 1 1
m sin z‘—l»sm(g +x) sin (E —:c) m CQOS z +§ (COSQ$A_2_)

(1 — cos4x) m + cos 2z + cos 4z

=4 .
2(1 —cos2z)m +2cos2z — 1

!Viete (Francois Viete (1540-1603)) veliku francuski matematicar; prvi je brojeve predstavio
slovima 1591. godine.
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am+b
em+d

Razlomak , gde su a, b, ¢, d funkcije od z, ne zavisi od m ako je

a b
E—a@ad—bc.

Ispitajmo da li je ovaj uslov ispunjen, tj. da li je
(1 —cosdz)(2cos2z — 1) = 2 (cos 2z + cos4z)(1 — cos 2z) ?
Posle mnozZenja izraza na levoj i desnoj strani, i sredivanjem, dobijamo identitet

cosdz = 2cos? 2z — 1.

Prema tome, dati izraz ne zavisi od m. To zna¢i da je njegova vrednost ista za bilo
koje m. U naSem slucaju je pogodno da se uzme m = 1. Tada je

a+b 1—cosdr + cos2z + cos 4z

_ _ 2
c+d  ~ 2—2cos2xr+2cos2x — 1 = 4(1+ cos2z) = 8cos’z.

E=¢4

. . .. dE
NAPOMENA. Preporucuje se ¢itaocu da proveri jednakost — = 0.

dm
319. Resenje. Iz uslova tg2z : tgx =4 : 1 izlazi
2tgr o 2 _ . 1
Prema tome, tg2x =4- (i i) = +2/2. Posto je
V2
tgdz = 2tg22x _ 2. (£2v2) :¥4\/§’
1-tg22r 1- (£2v2)2 7

imamo

tg2z: tgdr=4:y = (:i:2\/§):(¥ ¥)=4:y=>y=—g.

320. Dokaz. Iz datog uslova izlazi
(1) sin(z +y) = —sinycosy.

Sada, imamo

cos’y  sin’y 1 sin x cos®y + cos z sin®y

A= - - 1
coszx sinz sinzcoszx
_ sinzcosy(1 —sin’y) + coswsiny(1 — cosy) 1
- sin z cos B
__ sinzcosy+coszsiny ~ sin y cos y(sinz siny + cos x cos y) -1
- sinz cos x

_ sin(z 4 y) —sinycosycos(z —y) 1
N sin z cos
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Primenom jednakosti (1) nalazimo

—sinycosy —sinycosycos(z —y) —sinzcosx

A= -
sinx cos z

—% (sin 2z + sin 2y) — siny cos y cos(z — y)

sin x cos x

1 .
—3" 2sin(z + y) cos(z — y) — siny cosy cos(z — y)

sin z cos
— cos(z — y) (sin(z + y) + sinycos y)
sinx cos T ’

Najzad, iz jednakosti (1) dobijamo sin(z + y) +siny cosy = 0, tako da je A = 0. Time
smo dokazali jednakost
3 .3
cos’y . sin’y _

cosr sinz
321. Resenje. Stavimo
(1) (1 —sint)(1 — cost) = A,

@) (14 sint)(1 + cost) = g

Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo

IR
|
o0l

(3) sintcost =
a mnozenjem levih i desnih strana

(1 —sin®t)(1 —cos’t) = g A,
tj.
(4) sin®t cos®t = g A.

2
Ako (3) zamenimo u (4), dobijamo jednac¢inu (é - g) = ZA i njena reSenja su A; =
1 1
—4§ + V10 il Az = Z3 — 1/10. Kako je na osnovu (1) A < 4, u obzir dolazi samo reSenje

Az. Prema tome,

(1 —sint)(1 —cost) = % - V10.

322. Dokaz. Oznaéimo sa L levu strane date jednakosti. Ako primetimo da je

. 37 47 . bm 2
sin — = cos — sin — = cos — ,

14 14’ 14 14
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imamo
2 cos L sin -~ cos 2—” cos 4—”
Li="sin (7 cos 4_7r cos 2—” = 14 14 14 14
14 14 14 2 cos -
14
2sin s27rcos4—7r 2sin4—7rcos4—7r
ST 14°% 14
-3 4 cos = 8 cos ll
14 14
sin — cos (E - 8—7r) cos(— —)
14 OMRETAY N 14 1
= = = =
e 8 CcoS.— LA 8
8 cos 1 cos 1 8 cos 1

323. Dokaz. Oznaéimo sa L izraz na levoj strani date jednakosti. Primenom trigonome-
trijskih transformacija dobijamo

_ 2sin80° 4 2sin 50° cos 70° _ 2sin80° + sin 120° — sin 20°

I = =
2 sin 50° sin 70° 2 sin 50° sin 70°
sin 80° + sin 60°) + (sin 80° — sin 20° il | o ; o
= ( S5 ;00 s(in 00 ) (jer je sin120° = sin 60°)
_ 2sin 70° cos 10° 4 2 cos 50° sin 30°
i 2 sin 50° sin 70°
2 cos 20° cos 10° + 2sin 40° - 1
= 25sin 50° cos 20° (jer je sin70° = cos20°, cos50° = sin 40°)
_ 2c0s20° cos 10° 4 25in 20° cos 20°  cos 10° + sin 20°
- 2 sin 50° cos 20° = sin 50°

S T S s
T Lo (jer je cos10° = sin 80°)

sin 50°
2sin 50° cos 30° V3
C sin 50° —2.7_\/5'

324. Resenje. Primenom trigonometrijskih transformacija imamo

45in10° + v3tg 10° = 45in 10° cos 10° 4 /3 sin 10°
cos 10°
25in 20° + v/3sin 10°
cos 10°
25in(30° — 10°) 4+ v/3sin 10°
cos 10°
2(sin 30° cos 10° — cos 30° sin 10°) + /3 sin 10°
cos 10°
yor

il ~ 5 : o
2(5 cos 10° — > sin 10 ) +/3sin 10

cos 10°

= 1.
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325. Dokaz. Sa L i D oznaéimo izraze na levoj i desnoj strani date jednakosti. Tada je

sin40°  cos 10° < sin10°  cos40° )

L= cos40°  sin10° cos10°  sin40°
_ sin40° sin 10° — cos 40° cos 10° +3 sin 10° sin 40° — cos 10° cos 40°
sin 10° cos 40° cos 10° sin 40°
_ —cos50° — cos 50°
" §in 10° cos 40° cos 10° sin 40°

(sin 40° cos 10° + cos 40° sin 10°) + 2sin 10° cos 40°

= — cos50° " -
sin 10° cos 10° sin 40° cos 40°

sin 50° + 2sin 10° cos 40°
sin 10° cos 10° sin 40° cos 40° ’

= —cos50°

posto je cos 50° = sin 40°, sin 50° = cos40°.

Dalje je
2(L 4 sin10°
(5 + sin ) sin 30° + sin 10° 2 sin 20° cos 10° .
L=— = — - =4 =" " =—-8cosl0".
1 . o sin 20° sin 20°
— sin 20
2
_ sin20° ,cos20° _ sin”20° — 3cos” 20°
~ cos 20° sin20° = sin 20° cos 20°
1
%(l—cos40°)-— g(1+cos40°) §+cos40°
= = —4
1 . sin 40°
— sin 40
2
cos 60° + cos 40° 2 cos 50° cos 10° °
400 TV 8 cos 10

Posto je L = D, dokazana je data jednakost.

326. Dokaz. Leve strane jednakosti 1° i 2° oznacimo sa A i B.

1 s T T 2 ™ 3T
1° A= 2sin — — — 2sin — — 4+ 2sin — —
QSing < sin 7cos - sin 7cos = sin 7cos 7>

= 1 sin2—7T—(sin3—7r-sir1£)—i—sin4—7r—51112—7T
il 7 7 7 7 7 )

2sin =
sin —

4
Kako je sin 7” =sin 377r , imamo
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2° B? = —sinE+sin2—7T+sin3—7T 3
= 7 7 7
2
= sin2§+sin277r+sin237ﬂ—2sin%sin277r+2sin277rsin377r

Upah B L
7T

Kako je cos4—7r——c053—7r coss—ﬂ-——cosQ—Tr cos6—7r——cosz imamo
d R B i Tk Tk 7r
2 1 T 27 3m 3
B Sy cos7 cos7 + cos 7 +2,
i tada je na osnovu 1°
TR0 Sl R T g
B =3 2+2=>B— 5 (posto je B > 0).
3¢ tg377r—4sin§= 13W(sin37n—4sin§cos37ﬂ),
cos —
" 1 O o si 47 . 2T
= 37 sm7— (smT—smT)
Ccos —
7
(1) gl 2sin2—7r—sin3—7r ('er je sin4—7r—sin3—7r)
B ] 7 T e ¥ s
cos —
7
Ako stavimoE=2sin277r—sin 377r’ imamo
E? = 4sin? 277r +sin2377r —4sin277rsin3—7r
47 1 6m
— 1_COS7+ —0087_2 cos—7-r-—coss—7r
i 7 2 7 T
=g—%c0567ﬂ—2<—cos§+cos27ﬂ—cos377r>—4cos§
—1/2
1 6
:g—%cos%r—l(—§>—4<—cos—71>
1+c0567r
y __ 237I'
=47 ——2—~_7cos -
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S obzirom da je

E=2sin—27£—sin-?i77£:2sin277r—sin477rz2sing$<1—0052—7r) > 0,

dobijamo

3m
(2) E =T cos =
Ako (2) zamenimo u (1) dobijamo jednakost 3°.

327. Dokaz. 1° Posto je A = cos T _ cos ar + cos o > 0, onda je

21 21 21
A2—?)—+l cosQ—w+cos8—7r+cosl—O7r— - cos—i—coszt—ﬂ—%cosS—7r
T2 2 21 21 21 21 21 21
— cosE—cos2—7r—l—cosi7I
7 7 7 )
. 2m 8 10, . . g 27
t = i —_ bl . - iat
A3kos a{vuno B = cos 51 —{Z—)) 005121 + cos 211 i primenimo jednakost cos - cos - +
sr 1 .. 2_3 1o 4 1 L ’
cos7—2,dob1JamOA 2+2B A 2,tj.
2 1
(1) A :1—A+§B.
Iz jednakosti
cos—zr——cosgzr—+cos§£—cos4—ﬂ+coss—7r—c056—7r+cos7—7rwcos8—7r
21 21 21 21 21 21 21 21
—i—cosg—ﬂ—cos&———l—
21 21 2
nalazimo
cosl—cos4—7r+coss—7r—- (:052—7r+cos§r—+cos10—7r
21 21 21 21 21 21
+c01—cosz—ﬂ+co3—ﬂ+c E—l
°7 7 TOST TSy Ty
1 1 1
takodaje A—- B+ -+ = = —, tj.
ako da je —+—2+2 2,tJ
(2) A_Bz_l.
2

Iz (1) i (2) izlazi

4o VA1
7}
VAT +1
B= T+ (rezultat koji je dao M. ROSENBERG, Kvant No. 3/1980).
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o ; e s JAT 8 S B
2° Neka je M = sm2l+s1n 21—f~sm 21.Imamo
2 3 1 2 8T 107 T 4 5T
M =3 3 cos21+cos21+cos 21)~|—cos21 cos21+cos21
™ 2 3
—(cos7—cos7+0057),
2_3_1 _1
M =5 2B+A 5"
Iz 1° dobijamo
2 3 142141 21—-1 1 1 [5++v21
Mo—lg 3 g gt vy g Mg 7
3° Dokaz je analogan dokazu jednakosti 2°.
5 47 5m 1 2w 87 107
it 3§ = =R =0 S =
4 cos21 00521 cos21 4( +c0521+c0321+cos 21)
_L( V241 5+
T4 4 ST
5° cos—7r-coss—7r-cos107r—l 1-— 051—054—7r+ 55—7r
21 21 21 ~ 1 o Tt T
£yl 1_\/21—1 Wb 21
T4 4 o T
6° sin — sin4—7r o2 L1 sin2—ﬂ’-+-sin8—7r—sinm—7r
Mo Mg Mg T 1 21 21 21
| 5—\/21_1 5—1+/21
4 2 A B Oh s

328. Dokaz. Za dokazivanje ovih jednakosti primeni¢emo formule za tangens zbira i
razlike uglova i formulu za tangens trostrukog ugla

3tgx — tg3z

(1) e 1-—3tg2z

Sa A i B oznacimo leve strane jednakosti 1° i 2°.

1° A= tgl0° — tg(60° — 10°) + tg(60° + 10°)
tg60° — tg 10° tg60° + tg 10°
1+ tg60°tg10° 1 — tg60°tg10°
V3 —tgl0° 3+ tg10°
1+v3tg10°  1—+/3tgl0°
3 tg 10°—te 107

=3B — 6 Y 3ie(s 10P)= 3
3 " 31g710° 8 )

tg10° —

= tg10° —

“|&

=/3.
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™
5y
Il

tg 10° tg (60° — 10°) + tg (60° — 10°) tg (60° + 10°)
— tg (60° 4+ 10°) tg 10°
o V3—tgl0® | V3—1tgl0° 3+ tgl0°

= tg10°-
& 1++3tg10°  1++3tgl0° 1—+/3tgl0®
_ V3+tg10 - tg10°
1 — +/3tg10°
_ . 1-3tg%10° _
TV 1-3tg?10°

3° (tg10° — tg50° 4+ tg70°)? = tg?10° + tg250° + tg*70°
— 2(tg10° tg 50° + tg50° tg70° — tg70°tg10°).

Ako primenimo jednakosti 1° i 2°, dobijamo
(V3)? = tg210° + tg?50° + tg270° —2-3 = tg*10° + tg250° + tg°70° = 9.
4° Na osnovu formule (1) imamo
(2) tg3r = 3tg’z - tg3z + 3tgx — tg3z.
Ako u (2) stavimo redom z = 10°, z = 50°, = = 70°, dobijamo
tg®10° — tg°50° + tg°70° = V3 (tg?10° + tg?50° + tg70°)
+3(tg10° — tg50° + tg70°) — V3
=V3-9+3-V3-V3=11V3.
5° Iz formule (1) nalazimo
3) tgis = 3tg’z - tg3z + 3tg’x — tgz - tg3w.
Ako u (3) stavimo redom z = 10°, z = 50°, x = 70°, dobijamo
tg410° + tg*50° + tg270° = V3 (tg>10° — tg>50° + tg>70°)
+3(tg?10° + tg?50° + tg*70°)
V3
3
= \/??-11\/§+3-9-§-\/§=59.

(tg10° — tg50° + tg70°)

NAPOMENA. Ako nastavimo isti postupak, moze se dokazati da je

tg©10° + tg®50° + tg°70° = 433.

329. Resenje. Imamo sledeée implikacije:

QSinx+ycosm;y x;y
M= 23inx+ycosm—+y-:a=> @ cos———:a’
2 2 2
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ST T 5 . Tty
—2sin sin V3-2 sin

m_Qy cosm}y " a G coszzy Vo
2 2 2

(2) =
2sin

Ako pomnozimo (3) i (4), dobijamo tg mT—}-y =2 —+/3. Tada je

330. Dokaz. Pretpostavimo da vazi suprotno tvrdenje, tj. da postoje realni brojevi =
iy takvi da je

(1) cos(z®) + cos(y?) — cos(zy) > 3.

Kako je —1 < cost < 1 za svako ¢t € R, onda iz (1) izlazi

cos(z?) =1, cos(y?) =1, cos(zy) = —1,
a odavde je
(2) 2 =2mnr (meZ m>0),
(3) v =2nr (n€Z,n>0),
(4) zy=(2k+ 1) (k€ 2).

Ako eliminigemo z i y iz (2), (3) i (4), posle skraéivanja sa 72, dobijamo
4mn = (2k 4+ 1)?,
§to je nemogucno posto je na levoj strani jednakosti paran broj a na desnoj neparan.
Dakle, dosli smo do kontradikcije, ¢éime smo dokazali zadatu nejednakost.

331. Resenje. Imamo sledeée moguénosti:
1° A#B,B#C,C# A = —1<cos(A—B)<1,-1<cos(B-C)<1,
—1<cos(C—A)<1 = —1<cos(A—B)-cos(B—C)-cos(C—A)<1,
§to je nemoguéno s obzirom na uslov (1).
2° A = B # O, tada se jednakost (1) svodi na cos’(A—C) =1 = A—-C =

0V A — C = +£m, §to je nemoguéno s obzirom na pretpostavku da je A # C idasu A, C
uglovi trougla.

3° A= B =C. To je trivijalan slucaj kada je jednakost (1) zadovoljena.
Prema tome, jednakost (1) vazi ako i samo ako je trougao jednakostranican.

332. Dokaz. Na osnovu nejednakosti |z + y| < |z| + |y| izlazi sledeéa nejednakost

|sin(a +b)| = |sinacosb+ cosasinb| < |sinacosb| + | cosasinb|

= |sina||cosb| + |cosal|sinb| < |sina| + |sinb|,
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jer je |cosa| <1, |cosb| < 1.

Za a = b = z poslednja nejednakost se svodi na

(1) | sin2z| < 2|sinx]|.

Pretpostavimo da vazi nejednakost
(2) |sinkz| < k|sinz| (k € N).
Primenom ove nejednakosti dobijamo

|sin(k + 1)z| = |sin kz cos z + cos kz sinz| < |sin kx| + |sin z|
< k|sinz|+ |sinz| = (k + 1) | sinz|.

Prema tome, nejednakost (2) je ispunjena ako umesto k stavimo k+1. Zak=1u (2)
vazi znak jednakosti, dok se za k = 2 dobija (1). Na taj nacin je nejednakost (2) dokazana
matematickom indukcijom.

333. Dokaz. Posto je

(sina + sin 8)® + (cos & + cos B)? = sin®a + cos® o + sin® B + cos? 8

+ 2(cos acos (3 + sin acsin 3)
2 4+ 2cos(a — 3),

isina+sing= g, o, 3 € [0,7/2], dobijamo

(1) cosa +cos 3 = 2cos(a—ﬂ)—%,
Kako je cos(a — 3) <1, iz (1) imamo
14 6
sB</21 =22 =2,
cosa+cos B < 1 55 = F

Znak jednakosti vazi ako je cos(a — 3) = 1. S obzirom da «, 8 € [0, 7/2], sleduje o = 3.
Sada imamo da je sina +sin g = A ia=0,pajea=0= arcsing .
Ne umanjujuéi opstost, mozemo pretpostaviti da je 0 < 8 < a < 7/2. Tada je

8
5 =sina+sing<1+sing = sinﬁzg = ,BZarcsing,

pa imamo arcsin g <p<La< g , odakle je

(2) OSa—ﬂSg—arcsing.

Sada je

(3) cos(a — B) > cos (g — arcsin g) = sin (arcsin g) = g— .
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/ 3 14 4
> Dl e e L e
cos a + cos 3

Znak jednakosti vazi ako je cos(ow — 3) = 3/5, a na osnovu (2) i (3) to je ispunjeno ako
jea =7/21i 3 = arcsin(3/5). Ako je 0 < a < 8 < m/2, znak jednakosti vazi ako je
a = arcsin(3/5) i B = /2.

334. Resenje. Neka je sina = 0.17. Tada je

Iz (1) i (3) izlazi

3
sin3a = 3sina —4sin®a =3 - % —4. (%) = 491502661

< % = sin 30°.

Imamo sledece implikacije:

sin3a < sin30° = 3a < 30° = a < 10° = sina < sin10° = 0.17 < sin 10°.

Sli¢no, ako stavimo sin 3 = (.18, onda je

sin 38 = % > % = sin 30°.

Prema tome,

sin30° < sin33 = 10° < 8 = sin10° < sin8 = sin 10° < 0.18.

335. Dokaz. Imamo niz ekvivalencija

tg11° < 0.2 & 5sin11° < cos 11° < 25sin? 11° < cos? 11°

1 — cos 22° 1 + cos 22° 12 %
2 e
& 25 ) < ) =4 3 < cos22

144 5T - 144 1+ cos44°
iy 929 Sl WIREDichy
= 169<cos ®169< )
119
44° > — |
< Cos > 169

V2 119

Medutim, kako je cos44° > cos45° = Fg: = 169 ° sleduje data nejednakost.

336. Dokaz 1. Na slici je prikazan deo trigono-
metrijskog kruga u prvom kvadrantu sa uglovima

a i . Prava kojoj pripadaju tacke A, B, C je tzv. c
tangentna linija. PovrSina trougla OAB i kruznog
isecka ODB su redom 1 E
1-tga OB?
P1 = T ) P2 — 2 O 8 45 B

S druge strane, povrsine trougla OBC' i isecka
OBE su B

S

tgB—t OB?
P3:M’ o 5 (8 - a). 0] A
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Kako je PL < P i Py < Ps, iz ovih nejednakosti dobijamo

tga

_<032 OB2<M
a ?

B—a
odakle je definitivno
t t —t t t
g _ gh—tga _ tga _ gl

o' 8-« « Jé;
Dokaz 2. Posmatrajmo funkciju y = tgz , gde je 0 < z < w/2. Prvi izvod ove funkcije
je *
,_ coslx 18T, _sinzcosz
- z? T Z2cos?x

Za 0 < x < 7/2 vaZi nejednakost > sinz. Zbog toga je = > sinzcosz, pa je y > 0.
To znaéi da je funkcija rastuéa, pa nejednakost oo < 8 implicira
tg o t
ga _ tgp

o 5 <a<p<n/2).

337. Resenje. Primenom zadatka 336 imamo

t
Z>6>a>0:>—gﬁ>é,
2 tgo o
pa je
i ™
ot 6-——) 6. —
tg6° _ g( 180/ . 180 _ 6
tg5° (L) 5.~ 5’
RACETY: 180
™ T
ot 1'—) 10 =
tg10° _ g(0180 o180 _ 10
tg9° L) 9. 9~
tg(g 180 180
Stoga je

tg6° tg10° _ 6 10 . . o o
: S 201 3660 tg10° > 4tg5° - tg9°.
tg5° tg9° 5 9 g% 18 &9 18

NAPOMENA. Pomoéu kalkulatora dobijamo

4tg5° - tg9° =0,05542..., 3tg6° - tg10° =0,05559...

338. Dokaz. 1° Kako je

’

sinx«l—cos:n:ﬁsin(g—{—x) §\/§<

I

dobijamo
—E<Sin$<E—COSI<I
2 2 27

Posto je funkcija z — tgz monotono rastuéa na intervalu (—n/2,7/2), sleduje

tg(sinz) < tg (g — o8 m) = ctg (cosz).
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2° Posto je
tgxz + ctgz = tgz + : >2>7r
g gT = 1g tgz = 3
) T
Imamo 5T ctgr < tgw.

Kako je = < arctgg = tgx<g i

T T
arcctgm <z = m > ctgx = 7~ ctg:c>—§,

dobijamo
el T
< =

us
3 D) ctgzr < tg:c<-2—.

Konacno nalazimo da je
™
tg (5 — ctgz) < tg(tgz),

odnosno
ctg (ctgz) < tg(tgz).

339. Dokaz. Imamo

cos’a - cos® B = 2 . - = A
1+ tg2a 1+ tg28 1+ tgla+ tg?f+tg2a- tg2s’
| ——
= tg’a- tg?8
tj.
(2) cos® a - cos® B = ; 1

2 tg2a- tg2B’

Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dobijamo
1+ tg?a+ tg?
w > Y1 tg?a- 1270,

Iz ove nejednakosti i (1) izlazi

|
= tgla- tg?8 > Vtg2a- tg23,

3
odnosno
1 1
3 — < —=.
® tg2a- tg28 " 33
Tada iz (2) i (3) dobijamo
2 2 1 1 1
cos“a-cos” B< - -—= = |cosa-cosf < .
2 33 V6v3

NAPOMENA. Primetimo da u nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine vazi
samo stroga nejednakost, jer ako bi vazila jednakost, tada bi bilo 1 = tgza = tg?B, sto
je u suprotnosti sa pretpostavkom (1).
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340. Resenje. Za redavanje ovog zadatka primeni¢emo poznate nejednakosti:

—V A2+ B2 < Acosa + Bsina < v A% + B2.
Kako je

2 . .2
FE = acos“z + 2bccosxsinx 4 csin“zx

1 _
a. +C082$+bcsin2x+c-l cos 2z

2 2
a+c

)

= a;C cos 2z + besin 2z +

vaze nejednakosti

G;C— (a;6)2+(bc)2§E§ a;C+ (a_c)2+(bc)2.

341. Dokaz. Jednagina cos o + cos 3 = 0 je ispunjena ako je

(1) a=7m—0+2kr ili (2) a=7v+4+8+2mn,
gde su k i m celi brojevi.
nmw 557 onm s
S t 1 = — = — = R 7,
U nasem zadatku je « 5 o 7 8 5 + = (n€Z)
Za ove vrednosti a i 8 jednakost (1) se svodi na
nw 55w 5nm m 3
—_———— = —_——— 2 t‘. = 2k ]. -
6 oy =T 6 = + 2km, tj. na n +1+ i

Kao sto se vidi, n nije ceo broj.

Jednakost (2) za navedene vrednosti o i 8 glasi

niw 55w snm m . 8
?—W~W+—6—+E+2mﬂ‘ tj n——3m—§

Dakle, i u ovom slu¢aju n ne moze biti ceo broj.

342. Resenje. Kako je 8 = 90° — a, dati uslov je ekvivalentan sa

+ tg3a+ = 70.

tg2a tg3a

1 2
1 t —+t
(1 gat g tteat
. 1 .
Uvedimo smenu tga + —— =t. Tada je
tg o

(2) tgla +

1 1 \? 9
tg2a <ga+tga) '

1 1 1
3 tg> =(t — o =3 — 3t
(3) g o + teia ( go+ tga)(tg a-1+ tha) t° — 3t

Ako (2) i (3) zamenimo u (1), dolazimo do jednagine

B +t2 -2t —72=0, tj. (t—4)(E +5t+18) = 0.
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Jedino realno resenje je t = 4. Prema tome, imamo

g

Iz jednakosti
t,g2a: th% = 2(2_\/3) :L
1-—tg2a 1-(2—v3)2 3

dobijamo 2a = 30° = o = 15°.

Ako je tga = 2+ /3, onda je a = 75°. Prema tome, uglovi trougla su 15°, 75° i 90°.
343. Resenje. 1° Neka je arctgz = o. Tada je tga=z, a € ( - g ; g) i

sgn (sina) = sgn (tga), cosa > 0,

pa je
sin(arctgz) = sina = teo = .
V1+tg2a V1422’
1 1

cos(arctgz) = cosa =

V1i+tg2a Vitaz?

2° Stavimo arctgz = a, arctg% = . Tada je a, 3 € (— g ; g) pa je
(1) a+p e (—mm).
Imamo
sin(a + 3) = sin (arctgz + arctg i)

= sin( arctg z) cos (arctg —31;) + cos( arctg x) sin (arctg l)
i

Ako primenimo rezultate iz 1°, imamo

1
T 1 1 T
sin(ae 4+ B) = . + . <4
V1+ 22 1 Vita? 1
1+ 2 1+ 22
e L ot TR ol
= = sgnz (jer je |z| = rsgnzx).

1+22  z(1+22)

Razmotrimo sledece slucajeve:
a) z < 0. Tada je sin(a+ 8) = —1 = a+ 8= —m/2 zbog uslova (1).
b) z > 0. Tada je sin(a+ ) =1 = a+ [ = 7/2, s obzirom na uslov (1).

Prema tome, a + 3 = gsgn z, §to je trebalo dokazati.

344. Dokaz. Neka je arctgz = a, arctgy = (. Imamo tga = z, tgf8 = y, gde je
T
afe (-3 3)
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_ tga+tgB _ x4y

s
Z + — i = = j
aa+f# 5 imamo tg (a+ B) T tzatep 1_$y,pa3e

(1) a+B=p+en (e € 2),

gdejecp:arctgm+yi

l—=zy
T
2 -2.2)
(2) cﬂe( 53

Razmotrimo sledece moguénosti:

D0<a<iA-Z<B<0ez>0Ay<0= xySO.Tadaje—g<a+ﬁ<g,
pa na osnovu (1) i (2) nalazimo da je oo+ 3 = ¢.

if) —g <a<0A0<3< g.lstokaopod i) zakljucujemo da je o+ 3 = ¢ za zy < 0.

iii)0§a<g/\0<ﬂ<g©ac20/\y>0 i 0<a+p < Imamo dva slucaja:

1°0<a+8< g Na osnovu (1) i (2) nalazimo da je o+ 8 = ¢, uz uslove

™ i ™ 1 1
l<a<——-8< -t <t(——)4:t < —sr<-Say<l,
sa<g el 5 ga < tg(5 B ga< F TT<y zy

2° % < a+ 8 < m Naosnovu (1) i (2) nalazimo da je o+ 8 = ¢ + 7, uz uslove

0<E—ﬁ<a<z<:>t (E—B><t a®L<t a®l<:c4i>z >1
2 7 7 8\3 & tgp BTy vy
iv)—g<a<0/\'g<630©m<0/\y§0i——7r<a+,3<0,paimamodva
slucaja:
1° —g<a+ﬁ<0. Tada na osnovu (1) i (2) nalazimo da je a + 8 = ¢, uz uslove

O<—a<g—(~ﬂ)<g<:> tg (—a) < tg(g—(—,@)) & tg(—a) < E(l——ﬁ)

S tg(—a) - tg(-B)<le tga-tgf<lezy<l

2° —m<a+pf< —g- . Tada na osnovu (1) i (2) nalazimo da je a4 = ¢ — 7 uz uslove

2 2
sl<tg(~a) - tg(-f) el tga- tgB e 1<y

0< g —(=f)< —ax< Te tg (E - (—ﬂ)) < tg(—a) & Tg;“(l—_ﬁ—) < tg(—a)

Na osnovu ove analize zaklju¢ujemo da je

a+ 8=, za zy <1 (sludajevi i), ii), iii) 1°, iv) 1°),
a+pB=¢+mzaz>0izy>1 (slucaj iii) 2°),
a+fB=p—mzaz <0izy>1(slucajiv) 2°),

§to je trebalo dokazati.
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345 Resenje. Neka su brojevi a i b pozitivni i neka je A = arctga — arctgb. Tada je

tg A= 1a+—_abb = A = arctga — arctgb = arctg 1a+_ab'
il 1
— i b: i
Za a %=1 i 1 imamo
1 1
1 B 2—1 k1 1
arctg T arctg %l arctg L7 1 ; 1 = arctg %2
2k—1 2k+1
Prema tome,
= 1 = 1 1
—_— == — s Ry ey Sl
Z arctg k2 Z (arctg 2% —1 arctg 2k+1>
k=1 k=1
= arctgl — arct l+ arct, 1— arct 1
= g g 3 g 3 g 5
+-.-+ arct . — arct 1
8 o1 & on+1
= arctgl — arct 1 = arct L
il Som+1 1 Soan+1-

346. Dokaz. Neka je arccosz = a, arccosy = (3. Onda je cosa = z, cosf = y i
a, 3 € [0, 7], tako da je sina = /1 — 22, sinf8 = y/1 — y2. Imamo

cos(a+ B) =cosacos B —sinasin =xzy — /1 —x2+/1— 92,

odakle je

(1) a+ B= xp+2kn (kez),
gde je ¢ = arccos (zy — VI —22 /1 —y2) i

(2) ¢ € [0,7].

Razmotrimo slede¢e moguénosti:

i)ogagg/\ogﬂgg = 0<a+p <7 pajenaosnovu (1)i(2) a+ 8=, uz

uslove
0<a<m—pB<7m<% cosa>cos(m —f3) < cosa > —cosf3
& cosatcosfB>0&x+y>0.
ii)OSaSg/\g<5§n = g<a+6§%,paimamodvasluéaja:
1% g<a+557r, pa je na osnovu (1) i (2) a + 8 = ¢ uz uslove date u i).
2° w<a+p< 3?‘”.Tadaje na osnovu (1) i (2) a+ 8= —¢ + 2w, uz uslove

0<m—a<pB<7m& cos(m—a)>cosf & —cosa > cosf
& cosa+cosff<0&z+y<O.
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T
3
< « §7r/\g <B<m=7<a+8 <2 panaosnovu (1) i (2) imamo
a+ B = —p + 27, uz uslove date u ii) 2°.

i) o <a<rA0<B<L Analogno kao slucaj ii).

iv)

TR IR

Prema tome, mozemo zakljuciti da je

a+ B =, zax+y >0 (slucajevi i), ii) 1°, iii) 1°),

a4+ =—p+2m, zaz+y <0 (slucajevi ii) 2°, iii) 2°, iv) ), to je trebalo dokazati.
347. Dokaz. Neka je arcsinz = «, arcsiny = 8. Onda je sina = z,sinf3 = y i
o, B € [-n/2,7/2], paje cosa = /1 — 2, cos B = /1 — y2. Tada je

sin(a + 3) = sinacos B+ cosasin 8 = z+/1 — 2 +yV/1— 22

Stoga je
(1) a+B8=p+2krVa+pf=—p+n+2kr (keZ),
gde je
¢ = arcsin (z1/1 — y2 +yV/1 —z?)
i
2 ¢ € [-n/2,7/2).

Razmotrimo sledeée moguénosti:

i) —g §a<0/\—g <B<0®z<0AYy<0A—7 < a+ <0 Imamo dva slucaja:

1° —r<a+p< ——g Tada je na osnovu (1) i (2) a + 3 = —¢ — 7 uz uslove

—gSa<—g—ﬂ§0<:>sina<sin(—g—6)@sina<—cos,6
ecr<cVi-proe-r>/l-pret>1-yYerf+y’ > 1
2° ——;E < a+ 3 < 0. Tada je na osnovu (1) i (2) o+ 8 = ¢ uz uslove

0<—-a< g - (-8) < —72[ < sin(—a) < sin (g - (-—,B)) & —sina < cosfB

s-r</l-pPerl<l-yer’+y <L

ii) —g§a<0/\0§,8§g¢x<0/\y20/\—gﬁa+ﬁ§
(1) i (2) imamo a + 8 = ¢.

. Tada na osnovu

]

iii)OSaSg/\—g§B<0.Istokaopodii)imamoa+ﬁ:<p,zam20/\y<0.

AOSBS%@xZOAyZOAOSa—I—,@gm Imamo dva sluéaja:
g.Tada je na osnovu (1) i (2) o + 8 = ¢, uz uslove

T . . .
0<aL —ﬁg5@sma§sm(%—ﬁ)@smagcosﬂ

T
2
<

Sz 1-y2ez’+2 <1
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28 g < a+ f < m. Tada je na osnovu (1) i (2) a + B8 = —p + 7, uz uslove

0§%—a<ﬂ§g®sin(g—a) < sinf & cosa < sin 3

@\/1—x2<y2©1<x2+y2.

Na kraju, zaklju¢ujemo da je:
a+B=¢p, zaz’+y® <1 (slucajevii) 2°iiv) 1°)Vay < 0 (slucajevi ii) i iii) ),
a+B=—-p-—mzaz’+y®> > 1Az <0 (slucaji) 1°),
a+B=—-p+mzaz®+y® > 1Az >0 (sludaj iv) 2°),

§to je trebalo dokazati.

348. Resenje. Primenom jednakosti

o 1 — cos2z 2 1+ cos2z
sin z=—7—, co8 kb

data jednacina se svodi na

% ((1 = cos2z)® + (1 + cos 22)°) = % ]
a posle sredivanja na

25 cos*2z + 50 cos?2z — 11 = 0.

Smenom cos 2z = t dobijamo bikvadratnu jednacinu 25t* +50t2 — 11 = 0, Gija su realna

’ ) et 1T cos2x ", o oA
resenja v/5/5 i —/5/5. Kako je sinz = + —M, imamo cetiri vrednosti sin z :

5++5

singi="k 0

-

349. Resenje. Neka je tgg =t. Tada je

sinz = oL
142
pa data jednacina postaje

2t il e 2t _1—t2
E2 T R S 2 i 2

Posle sredivanja dobijamo jednacinu cetvrtog stepena
t*+t°-2t=0.
Posto je t = 0 jedno a t = 1 drugo reSenje ove jednacine, ona se moze napisati u obliku
tt-1)({t*+t+2)=0.
Realna resenja su t =01t = 1. Jednacina tg% = 0 ima reSenja

T

§=k1r=>a:=2k7r (k€Z).
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Jednaéina tgg =1 je zadovoljena za

z ™ s

350. Resenje. 1° Ovo je zadatak 349. Dato je resavanje na drugi nacin. Ako uvedemo
smenu sin z + cos r = t, na osnovu koje je

.2 . 2 2
sin“z + 2sinz cosx + cos“ r =t7,

tj.
. t2—1

sinzcosz = ——,

data jednalina postaje
2
-1
£t - =1= t2 +2t—3=0.
Koreni ove jednagine su t; = 1, t2 = —3. Medutim, jednacina sinz +cosz = —3 nema

realna resenja. Ostaje
sinz + cosz = 1.

Ako levu i desnu stranu ove jedna¢ine pomnozimo sa v/2/2, dobijamo

V2 V2 V2

> sina:+—é* cosxT = 5
tj.
sin (a: + E) = sin T
4 4
Ova jednalina je zadovoljena za z + % = —E + 2km, tj. = = 2kn (k € Z) ili za
x+%=7r—;r4—+2m7r,tj. x=g—+2m7r(m€Z).
tgz + tg2x

2° Kako je tg3z = imamo

1—-tgztg2z’
tgz + tg2z = tg3r — tgrtg2ztg 3.

Prema tome, data jednagina je ekvivalentna jednagini tgztg2ztg3z =0.
1z ove jednaéine izlazi
nw

tgz =0 = z =k, tg2z=0=>m=%, tg3x=0¢x=?,

gde su k,m,n celi brojevi. Medutim, drugo reSenje za neparno m otpada, jer tada tgz
nema smisla. Za m parno, redenje druge jednacine svodi se na resenje prve. Posto resenja
treée jednacine obuhvataju resenja prve jednacine, traZeno resenje je

mz% (n€Z).

351. Resenje. Prikazimo datu jednaginu u obliku

m 3T 3 =z 3r =z
1 w3z _ . f3m z\ _ . (3T zT\
(1) sm(w+ 2) sm(10 2) sm(10 2)
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Primenom formule

; - . o—
sina — sin 8 = 2sin

jednacina (1) se svodi na

2sin(z—110)cos(§+%) =sin<?—g——;->.
(G f) (3G = (35 5).

jednagina (2) postaje
SO . T
sin (E = 5) <2sm (9:— 1—0) = 1> =0.
Ova jednacina je zadovoljena za

1° sin(ﬁ—z) — (1} 71010 sin(m—i)zl.

Kako je

10 "2 10 2
1z 1° izlazi 4 3
e\ T T
E—E——kﬂ' = z—?+2k7r (k€ z),
a iz 2°
™ ™ 4
B o= g+2m7r =5 = 1—57r+2m7r (m € Z);
s 5T 14
& o= —6—+2n7r = Ew+2n7r (n € Z).
352. Resenje. 1° Kako je sin3z = 3sinz — 4sin® z, jednadina se moze prikazati u
obliku
p(3sinz — 4sin® z) + sin® z + psinz = 0,
tj

sinz ((4p — 1) sin®z — 4p) = 0.
Jedno reSenje je sinz =0 = z =kr (k € Z) i to za svako p.
Drugo resenje se dobija iz jednacine (4p — 1)sin*z — 4p = 0, tj. iz

g T | 4p
(1) sinz = + g i

4 ] :
Ova jednacina ima smisla ako je 0 < r P 1 <1, tj. ako je p < 0.
Za p = 0 polazna jednagina se svodi na sin® z = 0, odakle je z = k7 (k € Z), pri ¢emu
su ovo trostruki koreni. Za p < 0 iz (1) dobijamo sledeca resenja:

4p
49p-1
4p
4p -1

x = =+ arcsin

+2mnm  (m € Z),

x = 7 F arcsin +2nm  (n € Z).
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Ova reSenja se mogu prikazati u jedinstvenom obliku

4p
4p-1

z = tarcsin +kr (keZ),

pri éemu ovo resenje obuhvata i slu¢aj p = 0.

1 4 1
2° Zap= ~13 imamo ”4}7? T 5 tako da su reSenja

z = km, z:i%+m7r (k,m € Z).

353. Resenje. Skup dopustivih resenja date jednacine zadovoljava uslove:
(1) cosz >0, (2) sinz+cosz >0, (3) sinx >0, (4) sinz > Vsinz +cosz.

Kvadriranjem uslova (4) dobijamo sin’z > sinz + cosz. Iz (1) imamo da je sinz +
cosz > sinz, pa je sinz > sinz. Iz (3) sleduje sinz > sin?z. Odavde zakljucujemo da je
sin?z = sinz + cos z i sin’z = sinz. Tada je cosz = 0 pa je sinz = +1. Kako je sinxz > 0
(uslov (3)), dobijamo da je sinx =1, tj. z = g +2km (k € Z).

Neposrednom zamenom uveravamo se da je ovo zaista reSenje date jednacine.

354. Resenje. Na osnovu osobine uzastopnih ¢lanova geometrijske progresije imamo
™ ™ 2 T
e A, = tg ¢ —
' (12 ”) tg(12““”) & 127
tj.

n (5~ =) in (35 +2)
sSm 12 &I ) sm 12 T _t27,r

wos (= —a)eos (m4a) 12
12 12
1 —cos2zx

———""% j formula za transformaciju proizvoda sinusa
1+ cos2zx

Primenom jednakosti tg’z =
i kosinusa, dobijamo
1 (cos 2x — cos E) 1 — cos s
2 6/ _ 6
1 = T
3 (cos % + cos 2:::) 1+ cos &

odakle izlazi cos2z =1 = z = kn (k € Z).

355. Resenje. Posto je a® + b% = 2, deljenjem date jednacine sa 2, dobijamo

4sin(w+B)sin(x+A):1+4%.2.
c

Stavimo a/c = sin A, b/c = cos A. Pretvaranjem proizvoda sinusa u zbir, imamo
) 2(cos(B—A)—cos(A+B+2z)) =1+4sinAcos A
Uglovi A i B su komplementni, tj. A+ B = 7/2, tako da je
cos (B — A) = cos (g - 2A) = sin 24,

cos(A+ B+2z) = cos (g +2:c) = —sin 2z.
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Na osnovu toga jednacina (1) se svodi na
2sin2A + 2sin2z = 1 + 2sin2A4 = sin2z = %
Resenja ove jednacine su
T T 5T 5
i 6+ kr = 12+k7r, 2% 6 L 24m =z 12+Z7r,

gde su k i £ celi brojevi.

356. Resenje. Iz prve jednacine imamo

sinz _a sinz —sin(y—2) a-1
sin(y —z) 1 sinz +sin(y —2)  a+1
2cosz+y_zsinx_y+z ]
i x+2—z z—2+z= :
2sin 2 cos ¥ a+1
2 2
odakle je
tgac—y+z
(1) 2 =a—l
tgx+y_z aLtlh
2
Sli¢no ovom postupku dobijamo
T HEY=2 S TR YhZ
tg ——— TR AN
2) s B2l S Y L a3 L
¢ =T LY -2 = rT—y+z c+1
ENOD tg—2

Mnozenjem jednakosti (1) i (2) dobijamo

a—1 b—1 c¢c—-1

T L L ] = ab+bc+ca = —1.

357. Resenje. Ako je z resenje nejednacine (1), njeno resenje je i z + 2k, gde je k ceo
broj. Nejednacina (1) ima smisla ako je sinz > 01i1+2cosz > 0. Iz ovih nejednaéina do-
bijamo 0 < z < 27/3. Za te vrednosti z mozemo kvadrirati levu i desnu stranu nejednagine
(1). Na taj nacin dobijamo

1+ 2cosz <sin’z & cosz (2+cosz) < 0.
Kako je za svako z ispunjena nejednakost 2+cosz > 0, iz poslednje nejedna¢ine imamo
cosz <0 = 7/2 <z < 3n/2.
Na osnovu ove analize dolazimo do zakljucka da je resenje nejednacine (1): 7/2 < z <
27 /3, ili uopste
T 2 :
3 +2kr <z < 5 + 2k (k ceo broj),

jer je period funkcije f(z) = /1 + 2cosz — sinz jednak 2.
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Jednakost u (1) vazi za = = g + 2km.

358. Resenje. Uvodeéi sin 2z = 2sinz cos z nejednadinu mozemo prikazati u obliku:

V/3 sin?z — cos’z + (V3 — 1)sinz cosz < 0.

Ako podelimo ovu nejednacinu sa cos’z i uzmemo tgz = t, dobijamo
(1) V32 + (V3-1)t-1<0.

Koreni jednagine v3t2 +(vV3—-1)t—1=0suti = -1lite = V3/3, pa je resenje
nejednacine (1)
~1<t<V3/3.

Prema tome, zadatu nejednaéinu zadovoljavaju uglovi x za koje je

(2) ~1< tgz < V3/3.

Posto je 0° <z < 360°, iz (2) izlazi
(0 <z <30°) Vv (185° <z < 210°) V (315° < = < 360°).

359. Resenje. Ako je cos a = 1/2, jednagina se svodi na linearnu jednatinu 4z+4 = 0.

Posto je njeno refenje z = —1, ovaj slu¢aj odbacujemo jer jednacina mora imati pozitivan

koren. S druge strane, ako je cosa = —1/2, tj. a = 120° ili a = 240°, jednatina postaje

—22% + 4z = 0. Jedan koren je x = 2, a drugi z = 0, §to ispunjava uslove zadatka.
Koreni su razli¢itog znaka ako je

4cosa+ 2 . 2cosa+1
—— — <0, tj, ——<0.
2cosoz—1< xR 2cosoz—1<

Ova nejednacina je ekvivalentna sa

(2cosa+1)(2cosa—1) <0 = 4cos’a—1<0.

Resenje ove nejednadine je

1
—§<cosa<§,

odakle je 60° < a < 120° ili 240° < a < 300°.

Prema tome, uslove zadatka zadovoljavaju one vrednosti o koje pripadaju intervalima
(60°,120°], [240°, 300°).
360. Resenje. Nejednaéina ima smisla ako je > 0, z # 11 0 < sinz < 1. PrikaZimo
datu nejednaginu u obliku 2log, sinz > 3 — log;, , *. Smenom ¢ = log, sinz i primenom

1
= = dobijamo nejednafinu

jednakosti logg; =
! ! [0Bsinz T log_ sinz ¢

2—_
2t t3t+12

2t23——1—=> 0

i njeno resenje je 0 <t < 1/2Vt > 1,tj. 0 <log,sinz < 1/2Vlog, sinz > 1. Ovo resenje
mozemo napisati u obliku

(1) log, 1 < log, sinz < log, vz V log, sinz > log,, «.
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Razmotrimo slucajeve:
1° 0 < z < 1. Tada se nejednaéine (1) svode na

(2) 1>sinz>+vz V (3) sinz<gz,

pri cemu se znak nejednakosti promenio u odnosu na (1), jer je osnova logaritma z < 1.
U resavanju ovih nejednacina primenjujemo poznatu nejednakost

(4) sinz < z (= 0):

Ako kvadriramo desnu stranu nejednagine (2), dobijamo sin?z > z, a kako je sinz >
sin®z (za sinz > 0), izlazi da je sinz > z, §to je nemoguéno zbog (4). Prema tome,
reSenje nejednacine (2) je prazan skup. Za z € (0,1) nejednacina (3) je uvek ispunjena
(zbog(4)), kao i uslov 0 < sinz < 1. Stoga je z € (0, 1) resenje disjunkcije nejednacina (2)

i (3).

2° z > 1. Tada se nejednaéine (1) svode na
(5) l<sinz<+z V (6) sinz>z,

pri ¢emu je znak nejednakosti ostao isti kao u (1), jer je osnova logaritma z > 1. Primetimo
da su obe nejednacine nemoguéne. Zaista, nejednacina (5) zbog uslova 1 < sinz, a
nejednacina (6) zbog (4), dovode do toga da je disjunkcija resenja nejednacina (5) i (6)
prazan skup.

Na osnovu 1° i 2° zakljuéujemo da je z € (0, 1) reSenje date nejednacine.

361. Dokaz. Ako u datu jednakost uvedemo v = 7 — (a + B), dobijamo

T cos(fB — a) . sina _ cos(B — a)
< ~sin(B—a)+sin(@+p8)’ Y cosa  2sinBcosa’

S obzirom da o ne moze biti jednak 7/2, posto polazna jednakost ne bi imala smisla,
poslednju jednakost mozemo skratiti sa 1/cosa. Na taj naéin dobijamo 2sinasin 3 =

cos (B — ).

Primenom adicione teoreme na cos(3 — «), poslednja jednakost se svodi na
cosBcosa — sinffsina = 0, tj. cos(a+ B) = 0, odakle je @ + 3 = m/2. Prema tome,
v = m/2 i trougao je zaista pravougli.

362. Resenje. Neka je cos A = 2t, cos B = 9t, cosC = 12t. Odavde zakljuéujemo
da su svi uglovi trougla ABC' ostri jer ¢ ne moze biti negativno ili nula. Zbog toga je

sin A = /1 — 4¢2, sin B = /1 — 81¢2.
Iz jednakosti A + B + C = 180°, tj. A+ B = 180° — C, dobijamo

cos(A+ B) = —cosC, tj. cos Acos B —sin Asin B = —cosC.

Zamenom vrednosti za kosinuse i sinuse dolazimo do iracionalne jednacine

18t2 — /(1 — 482)(1 — 81#2) = —12t,

odnosno
(18% +12¢)% = (1 — 4¢*)(1 — 81¢2).
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Sredivanjem dobijamo kubnu jednacinu

4324% +229t% —1 =0,

su negativna i ne

¢ije je jedno resenje t1 = 1/16. Ostala dva reSenja t2;3 = i:éi:}_37

dolaze u obzir. Za nadenu vrednost ¢ imamo

. 6vV7T o 5T 4T
smA——lé—, smB—-T, sin C <6

odakle izlazi trazeni odnos sin A :sin B :sinC =6:5:4.

363. Dokaz. Oznagimo sa a, b, c duzine stranica trougla i sa ¢, 3, naspramne uglove.
Primenom sinusne i kosinusne teoreme, imamo

a E+a?-¥
sina cosB 2R _ 9%ca 1 1
t . t = - = === . = . .
Bo tgf sin@ cosa b b4+c?—a® b+c?—a? F+a?-b?
2R 2bc
Analogno ovoj jednakosti je
1
tgB: tgy =

2raZ-b a2tbi-c
Prema tome, dobijamo

1 _ 1 . 1
rc2—a2 2+a2—b a2+b2—-c2’

tga: tgB: tgy =

Posto je na osnovu uslova zadatka tga : tg3: tgy=1:2:3, imamo da je

(1) b2+cz——a2=§, (2) c2+a2—b2=§, 3) a2+b2—c2=§,
gde je k realan broj, razli¢it od nule. Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo
(4) a2+b2+cz=—1—lﬁ.

6
Ako od (4) oduzmemo redom (1), (2) i (3), nalazimo

2 Bk o 8 o 9k 2 2.2 _¢.q. o ) )
T b =73 <=1 =a :b:c =5:8:9=a:b:c=v5:2v2:3.
364. Resenje. Neka je AB = a, §ABM = . Primenimo D C
kosinusnu teoremu redom na trouglove ABM i MBC:
21 17
72=a2+132—-2a~13~cos¢=>cosv:g-—#;
a
17 = a? +13% — 2a - 13 - cos(90° — ) M 13
o oo £ 120 7
SWP= 060
A a B

S obzirom da je cos? ¢ + sin? ¢ = 1, imamo

2 2 2 2
a® +120 a® —120\" _ 2
( 26a ) +< T ) =1 = a° =288

Povrsina kvadrata je 288.
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365. Dokaz. Posto su katete drugog trougla 2¢ i 1 — ¢, zakljuGujemo da je 0 < ¢t < 1.
To znaci da je duzina druge katete prvog trougla manja od 1, tj. manja od prve katete,
pa je naspram nje najmanji ugao Neka je taj ugao a. Za njega je tga = t. Neka je § ugao
u drugom trouglu naspram katete 2t. Za njega je

2t
tgd= —.
e
Stavljajuéi t = tga, ova jednakost postaje
2tga
tgd = —————— = tg2
g 1— tg2a g2,

odakle je § = 2, §to je trebalo dokazati.

366. Dokaz 1. Neka je dat paralelogram
ABCD u kome je AB =a i AD = b. Dijagonale
AC = e i BD = f seku se u tacki S. Oznacimo
sa JASB = ¢ i 4DAB = . Tada je

()W P=2PA App = 2F %absina = absina,
1S wels f o 1 .
(2) P—4PAABS—4-§-§-§smgo—Qefsmgo.

Iz (1) i (2) dobijamo absin a = %ef sin ¢, odakle izlazi

1 _sing
b=—-ef ——.
(3) b 2ef sin o

Primenom kosinusne teoreme na trouglove ABS i ASD dobijamo redom

3 fEN? L (Y = P Dl oy

& _(2) +(2) 22 2 cosp => 4a” =e” + f° — 2ef cosp,
DR 3 f 2_ Ei . 2 .. 2 2

: _(2) +(2) 22 ) cos(m — ) = 4b" =€ + f* +2efcosgp.

Mnozenjem levih i desnih strana poslednjih jednakosti dobijamo
(4) 1620 = (€® + f?)® — 4’ f? cos® .
Ako (3) zamenimo u (4), imamo
16 (% ef ::2—2)2 =e'+2e%f2 4+ f4 - 4ezf2(1 — sin® ®),
e 1) = (e? — f2)?

1
4e’ f?sin’ ¢ - T (Ca

4e2f2 sin® vl —r
sin® a

odakle je

(5) efsin¢p=-;-|ez—f2|tga.




234 Resenja

Ako (5) zamenimo u (2), dobijamo P = i le? — f?| tg o

Dokaz 2. Pretpostavimo da je e > f. Primenom kosinusne teoreme na trouglove ABD i
ABC nalazimo

f2=a*>+b* - 2abcosa, e? = a? +b* — 2abcos(m — a) = a® + b2 + 2ab cos .
Ako od druge jednakosti oduzmemo prvu, dobijamo

e? — f? = dabcosa = absina = 3(62 - A)tga.

Kako je P = absin o, imamo P = i (e? — Atga.

D C
367. Dokaz 1. Oznagimo JCTB =
@, JUBF = 1 i primetimo da su ti
uglovi oétri. Da bismo dokazali da je -
BF 1 TC dovoljno je dokazati da je Fs. h
prv=Z e e=5-1
S tgp-tgy=1. oy IR
A U T B G

Trouglovi ADU i BCC; su podu-
darni. Stoga je AU = BC1. Kako je UT =TB = %BU, imamo AT = TC4, tj.

(1) TCy = AU + %BU.

Iz pravouglog trougla ADU nalazimo h = asina,

(2) AU = acos a,
pa je
(3) BU =a—- AU =a(l —cosa).

Ako (2) i (3) zamenimo u (1), dobijamo
TC: = g (1+ cosa) = acos’ %.

Iz pravouglog trougla TCC} imamo

tgp = CCi _ h _ asina P
TC: acos2% acos2g- 2’

Iz pravouglog trougla BUF imamo

1h 1.
UF 5 - asSino 1

) o
t = = = s = - ctg—=.
&Yy BU BU a(l—cosa) 2 83
Na kraju dobijamo tge - tgy = 2tg% . % ctg% =1, sto je trebalo dokazati.
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Dokaz 2. Primenimo metodu vektora. Jedini¢ne vektore na AB i AD oznaéimo sa o i
v. Imamo AB=au, AD =a v. S obzirom da je AU = acos ¢, sleduje

A_U)=acosa-TZ, U—B>=a(1—cosa)-_1l’.

Polazeéi od jednakosti UD = AD — AU = —acosa- @ + a7 i UF = %U—_D>, izlazi
ﬁ‘:—% cosa‘ﬂ’+g?. Poétojeﬁ‘:—ﬁ+ﬁ, nalazimo

ﬁ‘:—a(l—cosa)ﬂ)+(—gcosa-7+§?),
tj.
. b 1 -, 0
BF—a( 1+ cosoz)u+2 e,
F:ﬁ+§é’=%ﬁ+AD=%(l—cosa)7+a7.
Sada je

ﬁ‘~ﬁ= (a(—l+%cosa)ﬂ’+%?>(

N e
=y
|
Q
[}
w
L
gl
+
)
el
=
[l
L

gde smo primenili jednakosti W - @ = v - v

368. Dokaz. Imamo

=1, % -7 =cosa, paje BF L TC.

3a+23=180° = 3a+2B=a+B+v = 200 =7 — B,
odakle je
sin 2. = sin(y — 3) = 2sina - cos @ = siny cos 3 — cos ysin 3.
Primenom sinusne i kosinusne teoreme dobijamo

2.ib2+c2—az_ic2+a2—b2_az+b2—c"" b
2R 2bc B 9R 2ca 2ab 2R

i posle sredivanja

a* — (b® + *)a® + be( —b?) =0.
Resenja ove jednagine su a® = ¢®> — be i af = b? + be. Primetimo da drugo reSenje ne
dolazi u obzir. Zaista, ako fiksiramo stranicu a i pustimo da a — 0, tada zbog jednakosti
3a + 23 = 180° sleduje da 3 — 90°, a tada i v — 90° pa b, ¢ — +00, §to je nemoguéno
zbog uslova a? = b(b + ¢). Prema tome, imamo samo prvo redenje a® = ¢ — be.

369. Resenje. Ako izraze za stranice prikazemo u obliku
a=p*—p+24+1, b=p*—142041, c=2p+1,

dolazimo do sledeceg zakljucka:
1° za 0 < p < 1 vaze nejednakosti b < a < ¢;
2° za p> 1 imamo ¢ < a < b;
3° za p = 1 trougao je jednakostrani¢an sa stranicom 3.
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Kao §to se vidi, a je srednja po veli¢ini stranica trougla, pa to vaZi i za ugao a.
2, 2 2
. . .. b*+c"—a .
Primenom kosinusne teoreme, dobijamo cosa = o Zamenom izraza za a, b, c
C

nalazimo cosa = 1/2, tj. a = 60°.

NAPOMENA. Prethodno se moze dokazati da za p > 0 vaZe nejednakosti la—b < ¢ < a+b,
tj. da se dati trougao moze uvek konstruisati. Medutim, ako ove nejednakosti ne bi bile
ispunjene, tada bi cos @ po modulu bio jednak ili veéi od 1.

370. Resenje. Neka su a, b, ¢, d stranice tetivnog Eetvorougla. Ako je o ugao koji
zaklapaju stranice a i b, stranice c i d zaklapaju suplementan ugao m — . Neka se nad
stranicama a, b i ¢, d nalazi dijagonala d;. Primenom kosinusne teoreme imamo

d12:a2+b2—2abcosa, d12=c2+d2-—2cdcos(7r—a).

Mnozenjem prve jednaéine sa cd i druge sa ab i sabiranjem tako dobijenih jednacina,
nalazimo

\/Ed (a2 + %) +ab(c®+d?) _ [(ac+bd)(ad + bc)
dl = et .
cd + ab ab+cd

Analogno ovom postupku imamo

[bc(a? + d2?) + ad (b2 + c2) \ﬂac + bd)(ab + cd)
d2 = =
ad + be ad + be

371. Resenje. Kako je cos5° > cos35° > cos50°, najveéi ugao trougla je naspram
stranice trougla duzine cos 5°. Ako taj ugao oznacimo sa «, na osnovu kosinusne teoreme
imamo:

cos? 50° + cos? 35° — cos® 5°
2 cos 50° cos 35°
sin” 40° + %(1+cos70°)— %(1+cos10°) o .
= 5 sin 40° con 35° (jer je cos50° = sin40°)
sin? 40° — —;— {cos 10° — cos 70°)

2 sin 40° cos 35°

COS(xx =

1

12 (¢} . o 1 o

sin” 40° — 3 - 25in 40° sin 30 _sin 40° — sin 30°
2sin 40° cos 35° N 2 cos 35°

2 cos 35° sin 5°

—_ — . [s] — [e]
= T ooosame sin b cos 85°.

Prema tome, iz jednakosti cos o = cos 85° dobijamo o = 85°.
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372. Dokaz. Neka je polupreénik kruga
k jednak 1. Primetimo da su g A60A; =
/13, 4A20As = 27m/13, 40100, =
4m/13. Tada se iz pravouglih trouglova
OA;N i OA32 M dobijamo

001=2~ON=2cos%,

002=2~0M=2cos%r.

Ako primenimo kosinusnu teoremu na
trougao 01002, imamo

2 2 T 2 2T
0105 =4cos 13-+—4lcos 3

T 27 47 01
—2-2 cosﬁ -2cosﬁ - cos IR

Stavimo # = 7/13. Primenom formule 2 cos® z = 1 + cos 2z, dobijamo
0105 = 4+ 2cos 20 + 2 cos 46 — 8 cos § cos 26 cos 46,
ili
0107 -sin@ = 4sin 6 + 2sin O cos 20 + 2sin § cos 40 — 8 sin 0 cos § cos 26 cos 46
= 4sin 6 + sin 30 — sin 6 + sin 50 — sin 36 — sin 56

—3sin'o,
pri ¢emu smo upotrebili transformaciju

8 cos 6 cos 26 cos 40 = 4 sin 26 cos 26 cos 40 = 2 sin 46 cos 460 = sin 80 = sin 56.

Prema tome,

0105’ sinf = 3sinf = 0,02 = /3.

373. Resenje. Posto postoje tri stranice Sestougla koje imaju
duzinu a i tri stranice koje imaju duzinu b, moraju postojati bar c

dva temena Sestougla u kojima se spajaju stranice duzina a i b. \
Kako je luk ABC' treéina obima kruga, izlazi da je JCOA = 120 B
120°. Ugao ABC je periferijski ugao nad duzim lukom AC, pa r
jei JABC = 120°. U temenu B se spajaju stranice duzina a i b.
Primenom kosinusne teoreme na trouglove ABC i OAC imamo

g e oy oy . O« 120°
AC? = a” 4+ b° — 2abcos 120

= r? + 7% — 2r? cos 120°,

(2 2
3r2=a?+ab+ b = r= %. A

374. Dokaz. Primenom sinusne teoreme

ey S R
sinA ~ sinB sinC

odakle je

2R
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jednakost 2a = b+ c se svodi na
(1) 2sinA =sin B +sinC.
Kako je A = 180° — (B + C), jednakost (1) postaje
2 sin(B + C) = sin B +sin C.

Koriste¢i se formulom za sinus dvostrukog ugla i formulom za pretvaranje zbira sinusa
u proizvod, imamo

. B+C B+C . B+C B-C
4 sin cos = 2 sin cos R
2 2 2
tj.
B C
2003(2 + 2) —cos<—2——5>
Odavde je
2 COSECOS-Q—SiIIESing —cosgcosg—ksin?—sin—
2 2 2 2/ 2 2 2 2’
odnosno
3sin§sinc cosgcos—c— = t E 9—— 1
g g TR 585 =3
Imamo
B
A . (B C 1 1-tg5te
(2) tg = = tg| 90 —(—+-—> = = 2 2
2 22 ¢ (§+9) gD+t
B\2 772 83 T %3
1
7y 2 1
- C 3. B C-
. C 1
Kako je (tg— ) 3 g; =4- 3 nalazimo
B C 2
tg — tg— > —.
3) Ry
Iz jednakosti (2) i (3) dobijamo
A 2 V3 A m T
Lt X2 2l < L
85 <3 5 T35 >AS3
Znak jednakosti vazi za jednakostranian trougao.
375. Dokaz. 1° Podimo od jednakosti C
Paagc = PasoB + PaBoc + Pacoa, A
. b N
t].
1 . 1 . 1 .
P==c -OAsinw+ =a-OBsinw+ = b- OCsinw W
2 2 2 A c B

Tada je

(1) ¢c-OA+a-OB+b-0C =2



IX. Trigonometrija. Primena trigonometrije 239

Primenom kosinusne teoreme na trouglove OAB, OBC, OC A dobijamo redom
OB’ =¢®+0A% -2.¢c-OAcosw,
0C? = o> + OB? —2-.a-0Bcosw,
0A’=b>+0C*-2-b-0C cosw.
Sabiranjem ovih jednakosti nalazimo

Al o] e
@) cOA 40 OB G bop = EEHE

2cosw
Izjednacavanjem desnih strana jednakosti (1) i (2) dolazimo do jednakosti

a® 4+ b + c?
(3) ctgw = T
Kako je
4P(ctga + ctgfB+ ctgy) = 4Pctga + 4P ctg 3 + 4P ctgry
1

3 ab sin~yctgy

=4- %bc sinactga +4 - %ca sinBctgB+4-

= 2bccos a + 2ca cos 3 + 2ab cos .

Primenom kosinusne teoreme na trougao ABC imamo dalje

4P(ctga + ctg B+ ctgy) = (b° + * — a®) + (¢ + a* —b%) + (@®+b* - )
— Qb+

odakle je

a®+b* 42

4 t toy =
(4) ctga + ctg B + ctgy 1P

Najzad, iz (3) i (4) dobijamo jednakost koju je trebalo dokazati.

2° Imamo
(5) P(AAOB) = %c .OAsinw, P(AAOB) = %OA . OBsin 4 AOB.
Kako je JAOB =7 — (f —w +w) = 7 — (3 (iz AAOB), nalazimo
6) P(AAOB) = % OA OB sin:
Stoga iz (5) i (6) sleduje

ey 2

(7) @Bi= = sinw.
Analogno dokazujemo jednakosti

(8) OA = ,b sinw,, 0OC = 2 sinw.
sina sin 7y
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Ako jednakosti (7) i (8) zamenimo u (1), dobijamo

2P b . c . a .
- =c— sinw + a — sinw + b — sin w,
sinw sin siny
2P  becsina | casinf absin~y
sinfw  sin’a sin® 8 siny ’
2P 2P 2P 2P

sinfw sin?a  sin?B  sin®y
i deljenjem sa 2P izlazi jednakost 2°.
3° Imamo
a+B+y=r=>a+f=n—v = ctgla+ph) = ctg(r—7)
ctgfBctga—1
ctg B+ ctga

Iz 1° nalazimo

= —ctgy = ctgactgB+ ctgBctgy + ctgyctga=1.

ctg?w = ctg®a+ ctg?B+ ctg 2y + 2(ctgactg B + ctgBetgy + ctgyctga)
i posto je
ctgza + ctgzﬁ + ctngy > ctgactg B+ ctgBctgy + ctgyctga,
imamo

ctg?w > 3( ctgactg B+ ctgBetgy + ctgyctga ) = ctgw = V3 = w< /6.

=1
Znak jednakosti vazi ako je trougao ABC jednakostranican.
NAPOMENA. Moze se dokazati da je 1° < 2°. Zaista
1° & ctgiw= ctgza + ctg?8+ ctg?y + 2(ctgactg B + ctgBetgy + ctgyctg o)
(er je 0 < w < w/2)
o 1+ ctgw=(1+ ctg®a) + (1 + ctg?B) + (1 + ctg?y)
1 1 1 1

sinfw sin?a  sin?fB  sin®y’

Ugao w naziva se Brocardov ugao (Henri Brocard (1845-1922) francuski matematicar).

376. Resenje. Akosu 2z iy stranice upisanog I
pravougaonika, njegova povrsina je

A T | T

(1) S = 2zy. :

. . oY\ - )

Imamo z = rsiné, dok iz trougla ABO, pri- )
menom sinusne teoreme, izlazi -

I

y _ r T i

sinfa — )  sin(r—a) sina’ !

O

Zamenom z i y u (1) dobijamo

. _ . 2
S = 2r? sin(a - O)sinb _ ,T (cos(a — 26) — cos ).
sin o sin o
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Maksimalno S dobijamo za a — 26 =0, tj. za 6 = /2 :

7‘2 a

3 - = = =
Smax g (1-cosa)=r tgz.

377. Resenje. Na slici je prikazan trougao ABC c

sa upisanim pravougaonikom, ¢ije su stranice z i y.

Neka je c duzina stranice AB i h visina trougla koja

odgovara stranici AB. Iz sli¢nosti trouglova DEC i D T E

ABC dobijamo
. —E-—.*»:z:—c—sy
h-y & h™ A c B

Kvadrat dijagonale pravougaonika jednak je

2 2 2 c \? 2 4 2 2c? 2
d=z"+y =<c—-’;y) +y =(F+1)y —Ty+c.

Kao 5to se vidi, d? je kvadratni trinom po y oblika ay® — By + v, gde je a > 0. Trinom
ima minimalnu vrednost za y = 8/(2a).

2 2
U naSem slucaju je 8 = 2% ia= -’C;E + 1, tako da se najmanja dijagonala dobija za
2c?
Lol R ok
e R
2 ﬁ +1

Tada je

L& ch, _  ch?
hc’+h2_c2+h2"

=c

takodajexz:y=h:c.

378. Dokaz. Neka je OA = z, OC = y, ABAD = q,
J4BCD = v, 4POQ = ¢, 9ROS = v i r polupreénik
upisanog kruga. Tada iz pravouglog trougla AOP imamo

a .«
AP =zcos—, r=xzsin—,
2’ 2

a iz pravouglog trougla BOP :

BP=rtg§=wsin%tg§,

pa je

cos
AB=AP+BP=zcosg+:z:sinEtg£=w

s%
2 2 °2 s
£o8 5
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Analogno dobijamo

Cos

Stoga je

" AB.ADz(xcos‘p;a/cos—(g)-(a:cosd};a/cos%>
CB-CD (ycoswgw/cos—(;i)-(ycosw;7/cos%>

Iz etvorouglova APOS i CQOR je 4POS = 180° — a, JQOR = 180° — v, a kako
je ¢ + 1 + 4POS + IQOR = 360°, imamo ¢ + ¢ + 180° — o + 180° — v = 360°, tj.
e+y¢Y=a+7,paje

(2) p-—a=y—19
i
(3) Y—p=9¢—a
N . . . " AB-AD _ z* _ .
Ako iskoristimo (2) i (3) u jednakosti (1), dobijamo CB.CD — 32’ §to je trebalo
dokazati.

NAPOMENA. Ako je O centar upisanog kruga u ¢etvorougao ABCD, tada je —————gg gg =
%g— . Zaista, neka je BO = u, DO = v. Tada je

o« AB-AD ' _AB.CB _ 2’ v _AB.AD AB.CB
=CB.CD’ v» CD-AD 42 ©® CB-CD CD-AD

379. Dokaz. Neka je JCAB = 4JCBD = ¢
i AB = a. Primenom sinusne teoreme redom na
trouglove ABD i ABC imamo

AD _ a
sin(60° — ) ~ sin(180° — 60° — (60° — ))’

odakle je

sin(60° — )

(1) AD:G. sin(60°+<p)’

BC a -
sing  sin(180° — (60° + ))

sin g
sin(60° + ¢)

(2) BC=a-
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Iz (1) i (2) dobijamo

sin(60° — ¢) sinp sin(60° — ) + sin
AD RO . T8 ., a0l
#HoBG= sin(60° + ¢) # sin(60° + ) @ sin(60° + ¢)
~25in 30° cos(30° — )

sin(60° + ¢)

Posto je sin30° = 1/2, cos(30° — ¢) = sin(60° + ), iz poslednje jednakosti izlazi
AD + BC = a, §to je trebalo dokazati.

380. Resenje. Neka je AC = b, JPBC = ¢. Tada je AP A

= %b, PE= gb i JACB = 120° — ¢. Primenom sinusne

teoreme redom na trouglove ABP i BPC imamo o\ b/3
BP 30

1, sin45°
= BP =2}
- amig W 3 T

2b/3
Bp 3P sin(120° - o)
sin(120° —¢p) ~ sing sin ¢ i 2
Iz (1) i (2) sleduje B

= (2)BP=§b

3

— cos 30°
2 b,

gb- sin(120° — ) _ lb- sin 45°
3 sin ¢ 3 sinlb°

sin 120° cos ¢ — cos 120° sing _ 3sin 15° — 4sin® 15°
; sin ¢ n sin 15°

2

)

2(? ctgcp+%) =3—4sin’15° = \/§ctg<p+1=3—4l
odakle je ctgp =1 = ¢ = 45°.
Prema tome, 4 ACB = 120° — ¢ = 120° — 45° = 75°.

381. Resenje. Oznacimo sa 4 PAB = ¢, dPAC C
= 1. Tada je ¢+ = 103°. Ako primenimo sinusnu
teoremu redom na trouglove PAB, PBC i PCA,
imamo

PA _PB PB _ PC
sin13° ~ sing’' sinl7° ~ sin13°’
PC PA

siny  sin34°

Mnozenjem ovih jednakosti dobijamo A B
PA PB PO -PB PG "iPA
sin13° sin17° sinty ~ sing sin13° sin34°’

odakle je
1 1

sin 17° sin ¥ ~ sin  sin 34°

= sin 34° sin ¢ = sin 17° sin 7.
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Posto je ¥ = 103° — ¢, sleduje

o - . o . ) o . 1 . o
2sin17° cos 17° sin ¢ = sin 17° sin(103° — ¢) = cos 17" singp = 3 sin(103° — ¢).

Kako je % =sin30° i sin(103° — ¢) = cos(13° — ¢), imamo

cos 17° sin ¢ = sin 30° cos(13° — ).

Transformacijom proizvoda sinusa i kosinusa u zbir sinusa dobijamo

(sin(43° ~ @) +sin(17° + ¢)),

DO =

(sin(yp + 17°) + sin(p — 17°)) =

D)=

tj.
sin(p — 17°) = sin(43° — @) = ¢ — 17° =43° —p = ¢ = 30°.
Kod trougla APB imamo

JAPB = 180° — (p + 13°) = 180° — (30° + 13°) = 137°.

382. Resenje. Neka je JA = a, 4B = J4C = 3. Primenom A
sinusne teoreme imamo @
1_42 __sinf sin 8 __ sinf
BC = sina sin(m—20) sin28
_ sin 8 1
T 2sinBcosB  2cosf3’
Bcos B ¢ 3 3
Na osnovu uslova zadatka dobijamo B C
1 2cos3—7r+2~2cos2—7r-cos3—7r
_ o 7 7 7
5 =14+ 2cos = 3
cos 2 cos -
2cos 3—” +2coss—7r + 2cos T
_ 7 7
- 3
2 27
cos -
2sin zr—cos 3—” + 2sin Zr-cos 5—” + 25inE cosI
— 7 7 7 7 7
2sin T cos 3_7r
7 7
sin4—7£+sin(— 2_7r) +sin§z+sin(—— @—) -+-s'n2—7r
_ 7 7 7 7 7
2sin T cos 271
7 7
sin 6_7r
7 -
2sin il cos _Iizr_

7 7
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: . . . . 6w T .
Na kraju, primenom jednakosti sin — = sin 7 nalazimo

7
1 1 3m 3m
2cosﬂ_2 = =>cosﬂ—0037=>ﬁ—7.
cos —
7
z T 3w 37w
Prema tome, uglovi trougla su R
383. Resenje. Na osnovu teoreme o simetrali
ugla imamo D%
W av =22
MG BG
Kako je
PL = P(AACD) = %CD i
P, = P(ACBD) = %C’D B3,
sleduje
P, hy o . BE _ha .
ikl g Posto je T B , dobijamo
P, BE
(2) P EA

Ako iskoristimo Cinjenicu da je trougao ABD jednakostrani¢an, a zatim primenimo sinusnu
teoremu na trougao ABC, nalazimo

1

(3) &_ EBC.BDSin120°_B_C.SiHGOO_B_C’Sian
P, %AC-AD sin1ose AC sin75°  AC sin4C

_ BC AC _BC

~ AC AB  AB’

1z jednakosti (2) i (3) sleduje

BE BG
“ EA~ AB’
Sada imamo
1
: AM cN BE _AB 35C Bc |
(5) MC NB EA BC 1 ANE .
§BC

gde smo iskoristili (1), (4) i ¢injenicu da je AN tezisna duz. Primenom Cevijeve® teoreme
iz (5) sleduje tvrdenje zadatka.

1Povani Ceva (Giovanni Ceva (1648-1734)), italijanski matematicar.
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NapPoMENA. Cevijeva teorema glasi: Ako su P,Q, R tacke na stranicama BC,CA, AB
trougla ABC, tada se prave AP, BQ,CR seku u jednoj tacki ako je i samo ako

BP CQ AR _,
PC QA RB

384. Dokaz. Oznaéimo sa 4SAB =
o, ISBA = B. Tada je JAOLM = a
(jednakost uglova sa normalnim kracima),
pa iz pravouglog trougla AO, M imamo
AM = r; sin a. Stoga je

(1) AA; =2risina.
Sli¢no zaklju¢ujemo

(1 BB; = 2r;sin 8.

Primenom sinusne teoreme na trougao
SAB nalazimo

o SA _SB _ SA_sng
sinf sina SB " sina’

Posto je 4 ASO1 = 4 BSOq, tada je

SA _ T1
Iz (2) i (3) sleduje
(4) r1sina = rzsin 8
i najzad iz (1), (1’) i (4) dobijamo AA; = BB.
0]
385. Dokaz. Dokazimo najpre pomoéno tvrdenje. Neka A
je dat 40Oy = a. Proizvoljna prava sefe Oz, Oy i sime- /2
tralu datog ugla u tackama M, N i P. Tada je N
1 1 _ 2cos(a/2)
OM ON~ 0P - u/PTP
Primenom sinusne teoreme na trouglove OMN i ONP
imamo z Y
OP oM = (1) 1 sin ¢ 1
sing _ a OM ~ .. a\ OP’
sm(vr (<p+2)) s1n(¢,o+2)
OP _ ON = @ 1 _ sin(p+a) 1

sin(mr—(¢p+a)) gin (‘P + 2)

: O—N_sin(cp+g) OpP"

2
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Sabiranjem (1) i (2) dobijamo

1 i 1 _ sinp+sin(p+a) 1
OM  ON <5 (<p+ E) OP
2
. a a a
4 2sm(<p+-2—)cos—2—L=2cosE
; & OP OB
n(er3)
Ako primenimo pomo¢no tvrdenje na g
IMy_ 1AMy = Jrge 7, nalazimo
% 008 S 3 T Ak-+1
1 + 1 & on M,
ApgM—1  AxMy AP’ a Py
gdeje k=1,2,...,n; Mo = M,. My Ak

. n
Posto je cos

m = sin -Z- , sabiranjem ovih n jednakosti dobijamo

i it 1 O |
) kgl (AkMk_l t AkMk) =2(sin ) :L; AR
Sada je
“ 1 1 & 1 1
4 = An1=A
“ k;x (AkMk—l i AkMk) et (AkMk = Ak+1Mk) (An1 1)

A My + Agp1 My
Ax My - Agy1 My,

I
[]=

Eod

- ]

1

= Y2 A, Ak My’

k=1

jer je Ar M + Ak+1Mk =a.

Ako (4) zamenimo u (3) i dobijenu jednakost podelimo sa a, nalazimo trazenu jed-
nakost.

386. Dokaz. 1° Primenimo teoremu: Ako u ortogonalnoj projekciji neke ravni m na
neku ravan 7' poligonalnoj povrsi w C 7 odgovara poligonska povrs w' C 7', i ako se pri
tome ravni i ' seku pod ostrim uglom 6, tada je S(w’) = S(w) cos 8, gde su S(w) i S(w')
povrsine poligonskih povrsi w i w'.

Neka je tacka M ortogonalna projekcija tactke D na na ravan osnove ABC datog
tetraedra. Tada je

Sp = S(AAMB) + S(ABMC) + S(ACMA).
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Posto je na osnovu navedene teoreme

S(AAMB) = Sc cos?',
S(ABMC) = Sacosd/,
S(ACMA) = Spcosf,

dobijamo

(1) Sp = Sacosa’ +SpcosB +Sccosy'.

Analogno relaciji (1) imamo

Sa — Spcosy — Sccosf

(2) Sa=S8pcosy+Sccosf+Spcosa’ = (2') cosa’' =

Sp
(8) S =Sacosy+Sccosa+ Spcosf’ = (3) cosf = Sz —SACOZ,Z-SCCOSQ,
(4) Sc =SacosfB+ Spcosa+ Spcosy = (4') cosy' = Sc —SAcoziD?—SB cosa

Kada (2'), (3') i (4') zamenimo u (1) dobijamo traZenu jednakost 1°.

2° Ako jednakosti (1), (2), (3) i (4) podelimo redom sa Sp,S4,Sp i Sc i saberemo
dobijene jednakosti, imamo

Ss Sa , Sc Sa
= (“‘*5)"“"*(3‘5*5%““(5 5 )“’
+

7 SB SD ! SC ’
(———+—A->cosa +<§;+SB>COS,3+ S5 Sc)cos7.

Kako je % + g > 2 (a,b > 0), a svi kosinusi su pozitivni, dobijamo

4> 2cosa+2cos3 +2cosy +2cosa’ +2cos § +2cosy’

i posle deljenja sa 2 sleduje traZena nejednakost. Znak jednakosti vazi za tetraedar koji
ima jednake povrsine bo¢nih strana.

NAPOMENA. Jednakost (1) vaZi ne samo kada su uglovi o', 3, ostri, ve¢ i kada medu
njima postoji diedar &iji je ugao tup, §to se jednostavno dokazuje.

387. Resenje. Neka je O ortogonalna projekcija vrha piramide V na ravan osnove.
Ortogonalne projekcije tacke O na stranice AB, BC, CD, DA paralelograma ABCD
oznadtimo redom sa M, N, P, Q. Tada su VMO, 4VNO, 4V PO, 4VQO uglovi koje
boc¢ne strane ABV, BCV, CDV, DAV grade sa ravni osnove. Iz datih uslova imamo da
je VMO = a, 9VNO = 2a, 4V PO = 4a, 4VQO = 2¢a.
Iz pravouglih trouglova VMO, VNO, VPO i VQO imamo
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(1) ctga = ctngMO:QI;A!,
(2) ctg2a = ctgqVNO = O—Iy— .
3) ctgda = ctgqV PO = OH—P \
(4) ctg2a = ctg JVQO = %,

gde je H visina piramide.
Iz (1) i (3) nalazimo
OM OP MP

() e b S e AT

a isto tako iz (2) i (4)

_ON , 0Q _NQ
(6) ctg 2o+ ctg2a = T + T ="

Posto je AB- MP = BC-NQ = S, gde je S povrsina paralelograma ABCD, dobijamo
AB : BC = NQ : MP, a kako je AD : BC = 16 : 19, izlazi

) NQ:MP=16:19.
Ako (5) i (6) zamenimo u (7), dobijamo

tg2a | tg2a 19
. = 16" e 1 e e
putgia (otages Sel S 18 e g T

ili
2tga
1 - tg2a tg 2a 18 4 2 15
— = —_— 20 = —
tga 2tg2a i 1 - tg2a Bpea=aT
1-— tg22a
odakle je
4 [ 2tga \*_ 15
1 - tg2a 1—tg2a) = 4°
Smenom z = tg?a dobijamo jednaginu
4 4z 15 2 1 1
—_— = — 5 2z —1= ==-Vzs=—=.
e 4=>1z+:1: 0= 5 T2 3

Kako je z > 0, izlazi x = 1/5, odakle je tg’a =1/5 = tga =1/v5 (0 < a < 7/2), pa
je a = arctg (1//5).
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X. RAZNI ZADACI I PROBLEMI

]
N
It
=

388. Dokaz. Jednatina ima jedno trivijalno celobrojno reSenje: z = y
Dokazimo da nema drugih refenja. Ako jednaginu prikazemo u obliku

23 = 6xyz — 2y3 — 423,
zakljudujemo da je = paran broj, tj. z = 2X. Data jednacina postaje
y3 =6Xyz — 4X3 - 22°,
§to znagi da je i y paran broj. Stavljajuéi y = 2Y imamo
2 =6XYz-2X3—4Y?,
pa je i z paran broj. Najzad, za z = 2Z dobijamo pocetnu jednatinu

X% 4+2v34+42° —6XYZ =0.

Nastavljajuéi ovaj postupak, dolazimo do toga da su i X,Y, Z parni brojevi, itd. do
beskonaénosti, §to je nemoguéno.

389. Resenje. Ako datu jednacinu napiSemo u obliku

1 2 =2¢° +42°%

zakljuéujemo da je z parno, tj. z = 2x;. Tada je 8z = 2y° +42°%, ;.
y3 = 4:2:13 -22°.

Odavde se vidi da je i y parno. Stavljajuéi y = 2y, iz poslednje jednagine dobijamo

2= 2:013 - 4y13.

Poito je z parno, smenom z = 2 z; dolazimo do jednacine
zf =2y +4z°,

a to je jednagina (1). Na osnovu toga zakljuujemo da ako su parni brojevi z, y, z resenja
jednagine (1), tada su i njihove polovine 1, y1, z1, koje su parni brojevi, takode resenja
jednacine (1). ReSenja su i njihove &etvrtine, osmine, itd. Takvu osobinu imaju jedino
brojeviz =0,y =0, 2 =0.

390. Resenje 1. Neka su z1,z2 i 3 koreni date jednacine. Na osnovu VIETE-ovih
pravila imamo

(1) z1+z2+23=0, z172 + T2x3 + zsr1 = — 1.
Iz jednakosti

(z14+z2+ :rs)2 =zl4+zi+zf+2 (z172 + T223 + T321),
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primenom (1) dobijamo

$12 S 1322 + .’B32 =908
Posto su koreni celi brojevi, a zbir njihovih kvadrata je 2, jedan koren mora biti jednak
nuli, odakle izlazi a = 0. Zaista, za a = 0 jednaéina ima tri celobrojna korena, —1,0, 1.

Resenje 2. Prikazimo datu jednaéinu u obliku a,
a=-2’+z=-z(z-1)(z+1),
V3-1|
i nacrtajmo grafik ove funkcije. Iz uslova A V3
g—‘;=—3z2+1=0 o] 0 \% T
Z. A 343—1
dobii + 1l 3
obijamo z = + —.
g V3
i 3 2
Za z = —1/+/3 funkcija ima lokalni minimum @min = —=— —= = ——— azaz = —
/ ] . . \ min 3\/§ 3 3\/5 \/.§
lokalni maksimum a =E——t —==—.
T 3v3 T V3 33
2 2
Za a = 0 (z-osa) dobijamo 3 korena. Ako je ———= < a < ——= jednacina ima 3 realna
(z-osa) dobij 5% W
korena, ali nijedan nije ceo broj. Za |a| = Wg imamo jedan dvostruk koren i jo§ jedan
realan, ali svi su iracionalni brojevi. Najzad, za |a| > ol jednadina ima samo jedan

3v3

realan koren. Prema tome, samo za a = 0 jednacina ima 3 celobrojna resenja.

391. Dokaz. Deljenjem polinoma 3n*+6n®—2n?—-3n+3san®+3n+ 2, dobijamo

3n*+6n°—2n2 —3n+3 2 1
n?2+3n+2 =36 —3n+1+n2+3n+2'
Razlomak se moze skratiti ako se ostatak Sigesteap. moze skratiti, $to je nemogude.
n2+3n+2

To znati da dati izraz ne moZze biti ceo broj.

Glavni deo decimalnog broja u, jednak je
up =32 -3v+1,

pa je trazena suma

k k k k
Yu=3Y Br-3v+1)=3Y 12 -3 v+ 31

v=1 v=1 v=1 v=1
k(R +D)@k+1) o k(k+1)

_ g
6 3 +k=k".

=3

392. Resenje. Posmatrajmo razlomak < , gde su z i y celi brojevi, pri ¢emu je y # 0.
Prema tekstu zadatka vazi jednakost
T S
Y y+12°
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Odavde je
—Qy+4x-108=0 = y= 4t?:6—12.

Posto je y ceo broj razli¢it od nule, zakljutujemo da je z oblika z = 9k, pa je y =
4k — 12, gde je k ceo broj razliéit od nule. Prema tome, op3ti oblik traZenog razlomka je

9k
-1z (k € Z\{3}).

393. Resenje. Neka je pocetni trenutak 00 : 00 Easova, kada. su se kazaljke poklopile na
broju 12. Ugao a u stepenima za koji se obrne mala kazaljka (satna) za vreme ¢ u satima
jednak je
360
a = ﬁ t= 30t,

dok se za vreme t velika (minutna) kazaljka obrne za ugao

B =360t.

Razlika ovih uglova jednaka je 8 —a =360t — 30t = 330¢.

0Od 00 : 00 do 24 : 00 ova razlika se promeni od 0 do 330-24 = 7920 (stepeni). Kazaljke
zaklapaju prav ugao ako je razlika uglova 90, 390, 5-90,..., (2n — 1) - 90. Iz jednacine

(2n — 1)90 = 7920

dobijamo n = 44.5, odakle zaklju¢ujemo da e kazaljke u toku 24 Casa zaklapati prav ugao
44 puta.

394. Resenje 1. Neka je CD = z, tj. BD = 2m+n —z. Primenom Pitagorine teoreme
na trouglove ABD i ADC imamo

n? = (m+n)? — z?,

M n? = (Bm+n)? - (2m+n - z)%,

tj.
(m+n)2—w2=(3m+n)2—(2m+n—w)2,

-2 . N .
D=2 Zamenom z u prvu jednaginu sistema (1) dobijamo

Iz ove jednacine izlazi z =
n = 12m. Posto su m i n uzajamno prosti brojevi, ostaje jedina moguénost m = 1, n = 12.

. - . . . " 1 o
Resenje 2. Povrsinu trougla moZemo izracunati na dva nacina: P = 3 n(2m + n) ili

primenom Heronovog obrasca. Kako je
1 1
s= 5(2m+n+m+n+3m+n) =3 (6m + 3n),

povriina je

2m+n

P=/s(s—(2m+n))(s—(m+n))(s—(Bm+n)) = 3n(4m +n).

Izjednacavanjem dobijenih izraza za povrsinu, dobijamo n = 12m.
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395. Dokaz. Kvadriranjem jednakosti
a1+az+---+a0=0
dobijamo
(1) al + ag +---+ ad +2 (a1a2 + a1a3 + - - + agaip) = 0.

Kako je izraz u zagradi jednak nuli, jednakost (1) postaje

(2) al+ai+---+a)=0.
Posto su ai, ag, ..., aio realni brojevi, iz (2) izlazi da je
a1 =az="-:-=a =0,
tako da je

a13+a23+---+a1%=0.
396. Dokaz. Ne umanjuji¢i opstost dokaza pretpostavimo da je

a1 <az<az<---<ao.
Na osnovu teksta zadatka vazi nejednakost

a1 +az+-:-+au >a12+az+---+aa,
a posto je po pretpostavki aiz > a2, ai13 > as, ..., a2 > a1 izlazi
a1+az+---+ai >az2+az+---+a,

pa je a1 > 0, §to znaci da su i ostali brojevi pozitivni.

397. Resenje. Neka je  polupreénik kruga. Povrsina pravilnog poligona od k (k > 3)

stranica jednaka je
2
Pi=k- - sin 27” .
Iz uslova zadatka izlazi
P"'—m=>m—msm_=>sin —-sm2—
P. n n_ n . 2 a
sin —
: =Pt : B2 2T i
Ova jednacina je zadovoljena ako je ¥ ol e tj.m =n, ili
2—1r=7r—2—1r = Z:l—z = (m-2)(n—2)=4.
m n m n

Ova jednacina ima 3 resenja, m = 6,n = 3; m = 3,n = 6; n = m = 4, pri éemu se treée
resenje ve¢ nalazi u reSenju m = n.

398. Resenje. Stranica ¢ mora zadovoljavati nejednakost

la—bl<ec<a+b= 8<c<H50.
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Posto ¢ uzima celobrojne vrednosti, ¢ pripada skupu {9,10,...,49}.
Za c = 9,10,...,29 najveéa je stranica a, pa je najvedi ugao a. Na osnovu kosinusne
teoreme 2 2 2
a’?=b%>+c% —2bccosa = cosa = é—%czi

zakljucujemo da je a ostar ugao ako je b + ¢ — a® > 0, tup ako je B+c2—-a?<0i
pravougli ako je B+ -a®=0.

Zac=09,10,...,19 trougao je tupougli jer je cosa < 0. Za ¢ = 20 trougao je pravougli
jer je 212 + 20% — 29% = 0. Za c = 21,22,...,29 je cosa > 0 pa je trougao ostrougli. Za
¢ > 29 najveéi ugao je . Sada treba posmatrati znak cosy. Kako je
a?+b% - c?

Cos vy = 2ab s

za ¢ = 30,31,...,35 je cosy > 0, tj. trougao je odtrougli, ali za ¢ = 36,37,...,49 je
cosy < 0, pa je trougao tupougli.
Prema tome, postoji 25 tupouglih, 15 otrouglih i jedan pravougli trougao.

399. Dokaz. Kako je prema uslovu zadatka broj
a\/§+b_(a\/§—+—b)(b\/§—c)_3ab—bc b2——ac\/§
bW3+c (V340 (bv3—c) 3b2—c* 3 —c?

2

ac .
z=0= b? = ac. Na osnovu toga imamo

ionalan broj, tada je ———
raci an broj, tada je 32 o

a2 +2+ A+ +E-b  (@®+2ac+P) - .,
= = (jer je b° = ac)

a+b+c a+b+c a+b+c
2 _ 32 _
_f(at+o-b =(a+c+b)(a+c b)=a+c—b,
a+b+c a+b+c

¢ime je dokaz zavrSen jer su a, b, ¢ celi brojevi.

400. Dokaz. Iz datog uslova

(1) aVa+bV2=—c,
mnoZenjem leve i desne strane sa &2, imamo

(2) bY4+cV2 = —2a.
Ako iz (1) i (2) eliminisemo /4, dobijamo

(3) (®® — ac)¥2 = 24 - be.

b

2 —
Ako bi bilo b2 — ac # 0, tada iz (3) sleduje /2 = H € @, 5to je nemoguéno, pa je

(4) b? —ac=0.
Tada iz (3) izlazi

(5) 242 —be = 0.



X. Razni zadaci i problemi 255

2

Prema tome, imamo sistem (4) i (5). Ako je a # 0, tada iz (4) sleduje ¢ = % , Pa zamenom
2

u (5) imamo 2a2—b‘% =0= V2= 2 € Q, sto je nemoguéno, pa je a = 0. Akoa =0

zamenimo u (4), dobijamo b = 0, a tada iz (1) nalazimo ¢ = 0, 5to je trebalo dokazati.

401. Dokaz. Imamo implikacije

VB-T>05 VEn-m>0= (V3n)'-m? 21,
gde poslednja nejednakost izlazi iz (\/§ 'n) ’_m? e Ni posto ne moze biti (\/5 n)z—m2 =0
jer bi tada bilo /3 = 1:— € Q. Iz poslednje nejednakosti nalazimo

1

Medutim, kako je

(2) ! >i@4—\/§>%,

V3n+m = 4n
poslednja nejednakost je taéna jer je 4 — v/3 > /3 > % .
Iz nejednakosti (1) i (2) nalazimo

\/§n—-m>i = \/——E>—1-,
4n n = 4n?
Sto je trebalo dokazati.

402. Resenje. Data jednacina ima smisla ako je z > 1ili z < —1. Za z > 1 ona se

svodi na
Va2 —1+V/22—1=0= /22 -1=0=z=1.

Za x < —1 data jednacina postaje identitet

Va2 —-1-+/z2-1=0,

pa je zadovoljena za svako z < —1.

Prema tome, resenja jednacina su z =1 ili z € (—oo, —1J.
403. Resenje. Prikazimo datu nejednacinu u obliku
il 1 [l 1}

——=>0, tj.
a :z;>"]

> 0.

T —a

Ako je a > 0, nejednacina je ekvivalentna sa > 0, i zadovoljena je za = > a ili

z <0,
T—a

Ako je a < 0, nejednacina je ekvivalentna sa < 0, i njeno resenje je a < z < 0.

404. Dokaz. Koristeéi se jednakoséu log, a = 1/ log, b imamo

1 1 1 2 n
e i I O e e I e A 1 e
g, B logaB . tTig.B = BedstEet i logsn

=logga+2logga+---+nlogga

n(n+ 1)

=(1+42+4---+n)logga= 2

IOgB a,
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to je trebalo dokazati.
405. Resenje. a) Posto je 0 < m < 1, iz ove nejednatine izlazi

V22—-3-Vz-2>2=V2z-3>2+Vz -2
Za z > 2 kvadriranjem leve i desne strane dobijamo
2z-3>4+4Vr-2+z-2,
tj.
z—5>4Vr 2.
Pod uslovom z > 5 ovu nejednaéinu mozemo kvadrirati. Imamo

22—10z+25> 162 —32 = 22 — 262+ 57 > 0.

Nule trinoma z2 — 26z + 57 = 0 su xy/2 = 13 & 4V7. Zbog uslova x > 5 reSenje
nejednacdine je x > 13 + 47

b) Uoéimo najpre da je 168 = 24 - 7. Transformisimo logaritme sa osnovom 168 na
logaritme sa osnovom 24. Imamo

logay 3 loga, 7
1 ——— —_—22 =},
) 1085, 168 Togy, 168

S obzirom da je logy, 168 = log,4(24 - 7) = 1 + log,, 7, jednakosti postaju
logyed  _ a logge 7 _

14loge, 7 ' 1+4logy,7

Ove jednakosti resavamo po log,, 7 i logy, 3, pa dobijamo

b a
logyy 7= b+l logzs 3 = 1-b"
Napigimo drugu jednakost u obliku
log, 3 log, 3 a

1 = 25 — 2 =

8243 = {04 T 3+log,3  1-5
odakle je

3da

2 1 = —.
&) 08,3 1-b~a

Na kraju, log,, 2 prebacimo na osnovu 2, tj.

_logy2 1
" log, 24~ 3+1logy3’

logy4 2

tako da primenom (2) nalazimo

logy, 2 = 1 _l1-b-a
24 3+__3a_ 3(1-b)
1-b—-a
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406. Resenje. Primenom binomnog obrasca imamo
n__ S 1\ (T K
(1) O =3 ) (R="

Pretpostavimo da je n > 2. Diferenciranjem leve i desne strane jednakosti (1) dobijamo

n

—n(l-2)" =% (—1)’“(;‘) kz* 1,

k=1

Ako ovu jednakost pomnozimo sa z i ponovo diferenciramo levu i desnu stranu, nala-

zimo
n

—n(l-2)" " +am-Dz(l-2)" 2= (—1)’“(2) kst

k=1
Vodedi racuna da je n > 2, za £ = 1 ova jednakost se svodi na
L = k(T2 ,-. . k ~k 2 _

o_kz_l(—n (k)k , ti. ;(—1) Ck k2 =0.

Zan=11n =2 imamo
1 2
Y (DR =-1, Y (-DfkP=-1+4=3.
k=1 k=1

407. Resenje. Primenom binomnog obrasca imamo

1+v2)* =1+ (210)\/§+ (220)(‘/5)2+"'+ (2160)(\@)”,_.“\/5)20_

Neka je ax = (2:) (v/2)*. Posmatrajmo koliénik dva uzastopna ¢lana ax+1 i ak, tj.

20 1 20!
Qk+1 _ (k+1>(\/§)k4r _ (E+D1!(20 -k —1)! V3
o 20 g 20!
e (%) v R(20 — )1
20 — k
= k+1‘/§ (k=0,1,2,...,19).

Treba odrediti one vrednosti k za koje je ax+1 > ak, tj. ax+1/ar > 1. Nejednakost
Dk 51

svodi se na

202 -1 ' it o
k<W—(2O\/§ 1)(V2 — 1) = 41 — 21v2 ~ 11.30.
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Prema tome, za k < 11 je ax41 < ak, §to znali da aiz ima najveéu vrednost. Dakle,
najveéi élan u razvoju izraza (1 + \/5)20 po binomnom obrascu je

/20 200199 g
a2 = (1) (V2)"? = =5 -2° = 8062080.

408. Resenje. Oznacimo sa an broj n-tocifrenih nizova koji ne sadrze dve uzastopne
nule. Posmatrajmo dva slucaja:

1° Prva cifra niza je nula. Tada druga cifra ne sme biti nula, tj. moze biti 9 cifara od
1 do 9. To znaéi da je ukupan broj takvih nizova 9 - an—2.

2° Prva cifra niza nije nula, tj. na prvom mestu moze biti 9 cifara, od 1 do 9. Prema
tome, takvih nizova ima 9 - an—1.

Na osnovu posmatranja ova dva slucaja zakljucujemo da je
(1) an =9 Gn-2+ 9an—-1.

Jednocifrenih nizova ima 10 i u njima se ne pojavljuju dve uzastopne nule (jer su
jednocifreni), a dvocifrenih nizova u kojima se ne pojavljuju dve uzastopne nule ima 99
(to su 01,12,...,99). Dakle, a1 = 10 i az = 99. Primenom rekurentne formule (1), za
n = 3,4, 5 dobijamo

a3z =9-104+9-99 =981,

ag =9-99+9-981 = 9720,
as = 9-981 499720 = 96 309.

Dakle, traZeni broj nizova je 96 309.
409. Resenje. U tabelu D—_—D:I:D sa Sest kvadrati¢a u svaki kvadrati¢ upisujemo

brojeve 0, 1, 2,...,9, koji se mogu ponavljati. Takvih brojeva ima 108 jer je najmanji broj

[0]ooTofo]o], a najveci [9]9]o]9[9]9].

Zatim upisujemo brojeve 0, 2, 3, ..., 9, dakle bez jedinice, pri cemu je obuhvaden i broj

mmm 010 . Takvih brojeva ima 9° (to je broj varijacija Seste klase sa ponavljanjem
od 9 elemenata). Prema tome, prirodnih brojeva, sa najvise Sest cifara, u kojima se javlja
cifra 1 ima

10° — 9% = 468 559.

410. Resenje. 1° Uokvireni elementi PASCAL-ovog trougla obrazuju niz
9 () () G (W) (RI0)-

s s . n . . . o . .
Opsti ¢lan ovog niza (n— 2), primenom osobine simetrije binomnih koeficijenata

(n) = (n ﬁ k ), moZemo prikazati u obliku

k
(niQ) :<n-—(7711—2))=(721):—n(n—2_ﬁ‘
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Razlika kvadrata dva uzastopna ¢lana niza (1) iznosi

R et B P o s )

2° Ako jednakost (2) napiSemo za n = 2,3,...,n, dobijamo

ST O ) e R G Y

Sabiranjem levih i desnih strana ovih jednakosti nalazimo

P G

tj.
2
n=13+23+...+n3:<M) =52

jerje Sn =142+---+n=n(n+1)/2.
Kao sto se vidi, imamo f(z) = z°.

411. Dokaz. Mnozenjem leve i desne strane jednakosti sa n! dobijamo
nl(n+1)(n+2)(n+3)---(2n—1)2n=2"n!-1-3-5- (2n — 3)(2n — 1).
Leva strana se svodi na (2n)!, a desna na
2:4.6---2n-1-3:5---(2n—1)=1-2-3-4---(2n — 1) 2n = (2n)!,
¢ime je jednakost dokazana.

412. Dokaz. Za n = 2 data nejednakost je tacna jer je

Pretpostavimo da je za n > 1 nejednakost (1) taéna. Kako je

1 il i 1
Suad Ll IHED wl (2n+1)(2n+2)°’
tj.
il 1 1
= 0
) 2n+1+2n+2 n+1> ’
sabiranjem nejednakosti (1) i (2) dobijamo
i 1 1 1 1 il
— __>0’
n+2+n+3+ +2n+2n+1+2n+2 2

a to je nejednakost (1) u kojoj smo umesto n uzeli n+1. Ovim je induktivni dokaz zavrsen.

NAPOMENA. Dokaz se moze jednostavnije sprovesti na sledeéi nacin:
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1 1 R |
Y + o + o ima n sabiraka, a najmanji sabirak je o Na osnovu

toga za n > 1 vazi nejednakost

Suma

RS SRR SRR S
n+l n+2 2n 2n 2

a to je nejednakost (1).

413. Dokaz. Funkcija y = sinz je kon-

kavna u intervalu (0,7/2). To znaci da se za Y N
svako a, b, ¢, za koje je 0 < a < b < c < 7/2,
tacka Q na sedici M N nalazi se ispod tactke P
P. Jednacina setice kroz tatke M(a,sina),
N(b,sinb) glasi Q@

sinc—sina( M

Y —sina = X —a).

cC—a

Ordinata tacke P je sinb, a tacke Q Of a b c m/2 X

sing + SRETSMA ).
- a

Prema tome, za konkavnu funkciju y = sinz u intervalu (0,7/2) vazi nejednakost

oY) sinb>sina+w(b—a).

c—a
U specijalnom slu¢aju a =0, b=z/n, c=z, gde jen > 1, iz (1) izlazi

. x sinx
sin — >
n

T . . T
c— = sinx < NS —,
T n n
to je trebalo dokazati.

T + 1 sin il imamo
2n 41 n+1’

414. Resenje. Ako stavimo z = cos

2n—2)

S+iT:z+z3+...+z2n_1=Z(1+Z2+Z4+...+Z
1_2271 z— 2n+1

= z- — z
- 1—22  1-—22
Kako je 22"*! = —1, dobijamo
S+iT=Z_(_21): 1 _ _ 1 _
l-2 I1-2  1_cos — 4 sin ————
on+1 on+1

B I S

2 2 o)

1 1 T
i ==, T== —_—
paje =g, T=5%m 0
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415. Resenje. Naslici je prikazan grafik funkcije
y = /z u oblasti z > 0. Funkcijay = /z zaz >0
spada u tzv. konkavne funkcije. Konkavna funkcija
ima osobinu

f<$1 +$2> S f@) + f(z2)

2 2 O|z1 T1 + T2 T2 (5
2
Ovo je JENSEN-ova' nejednakost.
Primenom te nejednakosti na funkciju f(z) = ¥/x za 1 = 7 i zo = 8 dobijamo
3 3
?5 > @,q. 2+€/7<2,3/§ = 2+ ¥7 < ¥60.
416. Resenje. Dokazimo nejednakost
n n
| o
(1) nl > (3) :
Izvedimo najpre jednu pomoénu nejednakost. Primenom binomnog obrasca za n > 2
imamo
1\" n\ 1 T\ L n 1
(143) =1+ i+ O m+ G+ ()=
- nn—1) n(n—1)(n—2) 1
= Fi Ape T 3In3 TN
1 it 1
Sl AL + o kR
3! n!
eI = 1 Sis e, SPeon gy "
2NN 22 2
n+1
o ) 1
g —dn.” i PE oy
1 il
e = S
2) 2
Dakle, vazi nejednakost
1 n
(1 o —) =53
n
Ona se moze prikazati u obliku
n n+1
M <1l = & <n-+ 1
3n™ Jne
odakle je
(n + it ) n+1
(2) 3 <n+1.

n n
(5)
1Jensen (J. L. W. V. Jensen (1859-1925)) danski matematic¢ar, prvi je definisao konveksne
funkcije pomoé¢u nejednakosti 1905. godine.
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Vratimo se na dokaz nejednakosti (1). Primenimo metod matematicke indukcije. Za
n =1 je nejednakost tagna jer je 1 > 1/3. Pretpostavimo da je (1) tacno, tj.

®) s (1)

Napisimo nejednakost (2) u obliku

()"

n n
(3)
Mnozenjem levih i desnih strana nejednakosti (3) i (4) dobijamo

n+1 n+1
3 ’

(4) n+1>

(n+1)!><

a to je nejednakost (1) kada umesto n stavimo n + 1. Prema tome, induktivni dokaz je
zavrsen.

Za n = 300 nejednakost (1) postaje 300! > 100°°.

417. Dokaz 1. Ako stepenujemo levu i desnu stranu date nejednakosti sa V5, dobijamo
75 > 53 Kako je 7° = 16807, a 5Y3° < 53¢ = 5% = 15625, zakljutujemo da je

75> 5V36 o 75 5 5V35,

¢ime je dokaz zavrSen.

1
Dokaz 2. Posmatrajmo funkciju f(z) = —n\/—f, koja je definisana za z > 0. Kako je
x
9 —
fl(z) = 5 \l;l_x , u intervalu (0, e?) funkcija raste, a u intervalu (€2, +00) opada. Posto
/T

je 5 < 7 < €?, vazi nejednakost f(7) > f(5), tj.

In7 > In5 = V5In7>vV7In5 = 7% > 5" = 70 > 57
VT 7 V5
418. Dokaz. Neka je

a = 0.1234567891011121314 . .. 4748495051,
b = 0.5150494847 ...1413121110987654321.

Posto je 0.515 < b < 0.5151, za dati razlomak va#i e e 2
osto Je < 5 za dafty razlomak vazi procena 05151 < b < 0515
Kako je
a a .
05151 =0.23%..., m—0.2397,.,,

vrednost datog razlomka je % =0.239...

419. Resenje. Posmatranjem (1) zakljuéujemo da su redenja datog sistema realni
brojevi istog znaka. Ako je (zo,yo,20) reSenje sistema, iz (1) ili (2) izlazi da je reSenje
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i (=20, —Y0,—20). Zbog toga je dovoljno da nademo resenje (xo,yo,z20), pri ¢emu je
zo > 0,90 > 0,20 > 0.
Ako uvedemo smene z = tga, y = tgf, z = tgv, a,f3,7 € (0,7/2), onda je
tga + tg 3

t t t = tgatgt =t — =

ga+ tgf+ tgy = tgatgBtgy 2oy e
tj.

tgy=tg(—(a+pB)) = y=—(a+pB)+kr ili a+ B+~ =knr (k€ Z).

S obzirom da «, 3,7 € (0,7/2), tada o + 8+ v € (0,37/2), pa dobijamo da je k = 1.
Dakle,

(3) a+,8+'7=7r’ a’5776(077r/2)'

Uvodenjem smena u (1) imamo

Va? +1 Ll tgtethl v il YIEEF1 01 s

@ tga " sina’ Yy sin3’ z " siny’

pa se (1) transformiSe na

TR

sina ~ sinf  sinvy

= sina = 4m, sin 8 = 5m, siny =6m (m > 0).
Na osnovu (3) a, 3 i v su uglovi trougla naspram stranica a, b, i ¢ pa primenom kosi-
nusne i sinusne teoreme, nalazimo

i Ee b +c* —a®  sin® B +siny —sin?a _ (5m)? + (6m)? — (4m)? 3

2bc 2sin 3 sin 7y 2-5m-6m 4
i
sina = 1/1—cos?2a=+/1—(3/4)3 = g’
pa je zo = tga = ki 1 @ - ﬁ Na isti nacin dobijamo yo = tgf = 5—\/7,

cosa 3/4 3
20 = tg+y = 3v/7. Prema tome, reSenja datog sistema su

(F.5F.0) (F.-4.0)

9

3 3

420. Resenje. Jednacina ima smislazaz >0i2—v2+z >0, tj. zaz € [0,2]. U tom
slucaju mozemo uvesti smenu z = 2cost, gde t € [0,7/2]. Tada je

V2+z= \/2~+-2cost—2cosE

2+m—\/2—2cos——25m—
24+14/2—v2 ‘/2+251n— 2 + 2cos Ll = 2 cos LS
D it ANSHREN

gde smo sve vreme imali u vidu da ¢ € [0, 7/2].
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Prema tome, zadata jednagina se svodi na trigonometrijsku jednacinu

ks t
=9 L _Z
2cost cos( 8)

¢ije je jedino resenje u intervalu [0,7/2] jednako 27/9. Dakle, resenje date jednacine je

Y8
= 2cos — .
T CO 9

421. Dokaz. Imamo dve moguénosti:

a?+b02=0V *+d>=0= (a=b=0)V(c=d=0)ineposrednom zamenom se
proverava da je u ovom trivijalnom slu¢aju zadata nejednakost zadovoljena.

i) a? + b #0AC+ d? # 0. Tada je na osnovu uslova zadatka 0 < a?+ b2 < 1i

0 < ¢ +d? < 1. Posto je (ﬁy + (ﬁf = 1, mozemo staviti

(1) a=risinp, b=ricosp, gdeje T = \/m € (0,1].
Na sli¢an nacin je

(2) c=rgsinty, d =rocosyp, gdeje ro = V2 +d2 e (0,1].

Ako (1) i (2) zamenimo u zadatu nejednakost, nalazimo
(rising — rasin ¥)? + (1 cosp — r2 cos ¥)? > (risinyp - racostp — r1cosp - r1sin h)?
i posle sredivanja dobijamo

(3) (1 — 74 sin (<p 1/))) (21*2 cos(p — d)))rl +72>0.

Izraz L na levoj strani nejednakosti (3) mozemo shvatiti kao kvadratni trinom po

promenljivoj 1. Kako je 1 — r4 sin®(¢ — ¢) > 0 i diskriminanta A trinoma L jednaka

A = 47“22 cOSQ((p _ 1/,) 47‘2 (1 — 1"2 sin ((p 1/)))
= —4r?(1-r))sin’(p - ) <0,
zaklju¢ujemo da je L > 0.
Ako je 1 —r47sin®(¢ — ) = 0, vodedi racuna da je r# < 1, sleduje da je sin?(p—¢) = 1
ir22=1iutomsluéajujeL=r22_—_1>0.

Time je dokazana data nejednakost.
NAPOMENA. Iz dokaza vidimo da nejednakost vazi ako je A+d® <1, a,beR.
422. Resenje. Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine imamo

(1) 2~ sin’x +92” cos®z > 2V 2- sin2z , 9— cos?z — 94/ Q—(sinZz+cos?z) = 24/2-1 = \/5,

gde jednakost vazi ako je 27 sin®z _ o= cos’s

S druge strane, vazi nejednakost

(2) siny+cosy:\/§sin(y+%) <2
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Polaze¢i od (1) i (2) zakljuéujemo da se zadata jednagina razlaze na dve jednagine,
3 , siny+ cosy = v/2. Iz ovih jednagina dobijamo

2—sin 2 2—cos ®

—sin’z = —cos’z = cos’z —sin?z =0 = cos2z =0 = :c=%+k—2"r,
siny + cosy = v2 = sin(-}+y) =1= §+y=g+2m7r = y=£—+2m1r,

gde su k i m celi brojevi.

423. Resenje. Primenom formule cos 2z = 2 cos?z — 1 imamo

2

@)= % + zcosx + 2cos’z — 1
1. 2 2 2 2
=3 ((°+2-z-4cosz + 16 cos’z) — 16 cos’z + 8(2cos’z — 1))
= % ((z +4cosz)® - 8)
= %(a:+ 4cosz)’ -1,
pa je najmanja vrednost funkcije fmin = —1.

424. Resenje. Posto suz > 0iy > 0, uvedimo smenu ¢ = tga,y = tgf3, gde
(a, B € (0,m/2). Data funkcija postaje

tga + tgfg
(14 tg2a)(1 + tg2B)

f(tga, tgp) = = cos acos Bsin(a + ).

Primenom nejednakosti izmedu aritmeticke u geometrijske sredine

cos a + cos 3 + sin(a + 3)

{/cos acos Bsin(a + B) < 7

imamo

f(tga, tgpB) < ( 5

gde znak jednakosti vazi samo ako je cosa = cosfB = sin(a + 3), tj. cosa = cosf3
= cos (% —(a+ [3)) za a, 3 € (0,7/2). Odavde sleduje da je a = 3 = /6.

Prema tome, zaklju¢ujemo da je

cosa+cosﬂ+sin(a+ﬂ))3

‘ 3
maxf(tga’ tgﬁ) = (COSQ+COSﬁ3+ Sln(a+ﬁ)) Za o = ,3= 7I’/61
odnosno
3V3 T V3
maxf(:z:,y):T ZatCi=y = th=T.

425. Dokaz. Oznagimo sa L levu stranu date nejednakosti. Ako uvedemo smene
z=sin’q, y=sin’fB, z =sin’y (o, B, v € [0,7/4]),

nalazimo
L = sin asin #sin~y + cos a.cos 3 cos .
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Primenom transformacije asin o + bcos a = vaZ + b2 sin(a + ¢), tg¢ = b/a, imamo

L = y/sin® Bsin® v 4 cos? Bcos?y sin(a + ¢) (tgp = ctgBctgy),

pa je

L < 4/sin? Bsin?y + cos? B cos? y

_ 1—cos2ﬁ'1—cos2'y+1+0032[3'1+cos2'y
=y 2 2 2 2

/14 cos2Bcos2y
=y 2
1 2
5,/—+-°—2°S—1 (jer je 0 < cos2B < 1)

= cosv.

Dakle, L < cosy. Analogno dokazujemo L < cosa, L < cos 3. Stoga je
L < min{cos @, cos B, cos~}, tj. L < min{v1-z, /1-y, V1—-=z }-

U zadatoj nejednakosti znak jednakosti vazi ako jez =y=2=1 /2.

426. Dokaz. Posto su z,y,z € (0,1), mozemo staviti z = sina, y = sin3, z = sin~,
o, 3,7 € (0,7/2). Tada je
(J1) & sinacosBcosy + cosasin fcosy + cos a.cos Bsiny = sin asin Fsinvy

sin acos(B + v) + cosasin(8+7) =0

sinfa+6+7v)=0

a+pB+v=m, jer a,B,v € (0,7/2).

sin asin{3 + v) — cosacos(8+7v) =1
cos(a+fB+7v)=~-1

&

&

&

(J2) & sin asin B cosy + sin a cos Bsin~y + cos asin Bsiny = 1 + cos acos Bcosy

<~

=4
& a4+ B+y=m, jer o, 3,7 € (0,7/2).

(2
1z (1) i (2) sleduje (/1) < (J2).

427. Dokaz. 1° Ako date nejednakosti prikazemo u obliku a1 — a2 2 0, b1 — b2 >0,
dobijamo (a1 — a2)(by — bz) > 0, tj. a1bi + azb2 > a1bz + azb1.

Dodavanjem izraza aib; + a2bz levoj i desnoj strani ove nejednakosti, imamo 2 (a1b:
+azb2) > (a1 + a2)(by + b2), a odavde

a; +az by +b2 < a1bi + azbe
2 2 - 2 )

2° Sliéno gornjem postupku, iz nejednakosti az — a1 > 0, by — b2 > 0 nalazimo az2b1 +
a1bz > a1by + azba. Ako levoj i desnoj strani dodamo ayb1 + azbz, dobijamo (a1 +az)(b1 +
bz) >2 (a1b1 —+ azbz), tj.

a1 +az by + b2 > ai1bi + a2b2
2 2 = 2 '
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428. ResSenje. Dopunjavanjem leve strane do potpunog kvadrata, jednacinu trans-
formiSemo na sledeéi nacin:

2
2249z, 5z +( 53:) 19 5z ;
+

r—25 rz—5
2 s
2 5z 11+1O_:c 5x+5x,
z—5 r—5

_11+1o<z+5—‘”>.
z—5

e
8
+
8
g
(]
Sl
N
|

Smenom z + 3:5—1'5 = t dobijamo kvadratnu jednaéinu ¢ = 11 + 10¢ i njena resenja su
ti =—11ili t = 11.

5 —-1++21
Zat1=—1:z+—z-=—-1=>m1/2=i—,
r—5 2
11 £ 4/
Zata =11 = z + L = 1 =>z3/4=ﬁ.
T —5 2
429. Resenje. Ako uvedemo smene z = tga, y = tg 3, z = tg~, imamo
1 1 1 1 1
G e i e L ST o o e
|z|_2c> SETE o 2_tga_2® ao < a < ap,

1
|y|S§®—ﬁOSﬁSﬂo,
1
|Z|SZ4¢—’YOS’YS’Yoy
1 1 1
gde su ap = a.rctgi, Bo = arctgg, Yo = arctgz.
Sada je

—(ao+ 6o +7) <a+ B+ < a0+ Bo + Yo,
(1) —tg (a0 +Bo+7) < tg(a+B+7) < tg(ao + Bo +70),

Sto se moze ispuniti jer je

) o<m+m+%<§.

Zaista, kako je

1Ll
tgao+tgh _ 273
1-tgaotgho _1
2

™
tg (o + Bo) = =1=>Oto+[30=z

W=

i tg'yo=% =>0<'yo<g,izlazi ).

Iz (1) nalazimo

tg(ao + o) + tgo . tg(a+f)+ tgy _ tg(ao+p5o)+ tgyo
1—tg(ao+Po)tgro ~ 1—tg(a+B)tgy =~ 1— tg(ao+ Bo)tgyo’
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tj.

1
1 tga+tgB+ tgy— tgatgftgy 't

;. I T-tgatgh- tgfigy — tevtga = 1_1.%'

4
Vradanjem na stare promenljive dobijamo trazenu nejednakost

_§< TH+y+z—2Yz
37 1—2y—yz—2z2x

<2
-3
Znak jednakosti vazi ako je (x,y,2) = (£1/2,+£1/3,£1/4).
430. Resenje. Imamo
1—129/652% + 4865 = 65 — 12V/652 + 48 V/65 — 64
= (V65)° -3 (V65)* - 4+3- V654> - 4
= (/65 -4)°,

pa je A = V/65. Sliéno ovom postupku dobijamo

1—48/63 + 36147 = 4% —3.4% . /63 +3 -4 (V63)" — (V63)°
= (4- ¥83)°,
odakle nalazimo B = 4.
Kako je ¥/65 > 4, izlazi A > B.

431. Resenje. Pretpostavimo da date jednagine imaju bar jedno resenje. U tom slucaju
date jednagine mozemo shvatiti kao linearni sistem po sinx i cosz. ReSavanjem sistema

dobijamo sinz = Qja%i’ cosT = 2(2 ;21. Zamenom u identitet sin?z + cos’z = 1
nalazimo

( 5 )2+(a_2)2—1$a ——EVa =2

2a+1 2a+1/ S T

432. Dokaz. sin23° > sin 22°30" = 4/ 1""2)845 =4/ l_f/g =V 2;‘/5 > Jﬁ

433. Resenje. Ako datu jednacinu napiSemo u obliku

cos?z — cos 11° - cos = + cos> 11° — = 0

i resimo kao kvadratnu jednacinu po cosz, dobijamo

V3

cosx = —;— cos11° + - sin 11° = cosz = cos 60° cos 11° & sin 60° sin 11°,

odakle izlazi
cosz = cos(60° F 11°).

Opéte resenje date jednacine je z = +(60° F11°) + k- 180° (k € Z).
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434. Resenje. Iz date formule izlazi An4+1an — 3an+1 + 3an, — 1 = 0. Ako stavimo

O — b;;—“ + A (X € R), nalazimo

oS RO L ST S
bn bn+1 b«,—,,
Ako uzmemo A = 3, imamo a, = bZH + 3 i dolazimo do diferencne jednacine
bn+2 W 6bn+1 = 8bn = O,
Cije je opste resenje b, = (—1)" - 2"(C12" + C2), C1,C>2 € R. U pocetni uslov a; = 2—2 +3
1
moZemo staviti by = 1. Onda je b2 = a1 — 3, pa iz linearnog sistema
(=D2Y2'Ci+Ca) =1, (-1)%2%(2’C1+C2)=a1 -3
dobijamo Cy = 273(a; — 1), C2 = —27%(a1 + 1). Stoga je
bn = (—1)"2"%((2" - 2)a1 — (2" + 2)).
i bn+1 . ; @ '+Da—(2" ' -1
Posto je an, = 7 + 3, nalazimo da je a, = T +1- (@~ Da ni= 152, .. )
odnosno 1 1
(g )m— (1~ 5
on—1 on i "
gy — T T = nl{x_}_lwan = —1.
1+ 5 - (1- 5w
on—1 on—1

435. Dokaz. Primetimo da tacke A4,B,C pri-
padaju krugu ¢iji je pre¢nik OM. Ako primenimo
Ptolomejevu teoremu na tetivne &etvorouglove

MOAB, MOCB i MOAC, nalazimo redom

MA-OB = OA-MB+OM - AB
MA-OB—- MB-0OA
(2) = AB= O ;
MC-OB = OC-MB+OM - BC
MC-OB—- MB-0C
(3) BE — OM )
MA-OC OA-MC+OM - AC
MA-0OC —-MC-0A
(4) = AC = oM :
Iz (3) i (4) zamenom u levu stranu zadate jednakosti (1), dobijamo desnu stranu ako
iskoristimo (2).

I
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