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PREDGOYVOR

Matematika 1I, II deo, sadrfi izabrana i
neto skradema poglavlje priruZnike Matematika
II - zadeci i osnovi teorije - od D, Simeunovi=-
éa, B. Vulidevida, V, Pavloviéa, M, Iveviéa i
M. Andjelkovié, V izdanje, Beograd, 1976. godi-
ne, Poglavija su odabrana tako da II deo &inmi
celinu sa I delom { Matematikae IL, I dee, od B,
Vulidevida ) i da odgovara postojefem programu
za predmet Matematika II na Ekonomskom fakulte-
tu u Beogradu,.

I glavu je napisao D, Simeunovié, II- V.
Pavlovié, III- M, Ivovié i IV= B, Voulidfevié i
V., Pavlevic.

Autori se zahvaljuju J. Crnkoviéu koji im
je pomagao pri ispravkama primeéenih grefaka i

realizaciji ovoga izdanja.

1.,1V,1978,god, Auw tori
Beograd



2 1 e v a 1

DIFPERENCIIALNE
1 DIPERENCHE JEDHACINE

DIPEREFCIJALNE JIDREACINE

Jednadine obliks

‘ ” n
(1) Flz, §o 7' ¥%s oeos y{ )}m@

gde je ¥ = y{z) funmkeije mesevisue promenljive x @ v, yW@wqu{m}
prvi, drugi, odnosno n-ti izved ove funkeije po promenljive] x

paziva pe diferen ¢inn n-toge reda.

Red diferemcijelne jednaBine odredjuje pajviBl igved koji se u
njoj pojavlijuje. Tako, na primer, jedneiins

{(2) y'+xry - 2= 0
je diferencijalna jednsiine prvoge reds, dok jedoadims
(®) y¥ - 5y% 4 4y - 10x = O

predstavlije diferemcijalou jednafinu tredeg reds. Jednalins {(a)
wofe se mapisati i v obliku



Sy - x =
ax v X 0,

a jednalina (b) u obliku

3 2
dy 5% L4y -10x=0

de dx2

Diferencijelne jednaline jevljeju se. pri refavanju raznih proble-
ms. One se javljaju i kao posledica‘eliminacije proizvoljnih pa-

remetara s Cps coegCh iz funkcije oblika

vy = y(x, Cys Cppoceey cn)
(n)

i njenih izvoda ¥y , Y%y cecoy ¥ o

Primer, Posmatrajmo funkciju

{e¢) y = ax2 + 2% = 3,
cdakle je
y’= 2ax + 2.

hko se iz poslednje jednadine odredi a, pri emu je

R M-
2x

i ova vrednost zameni y (c), dobide se diferencijalna jednalina

(q) Xy’ - 2y # 2x ~ 6 =0

Jednadina (d) pretstavlije diferencijalnmu jednainu familije kri-
vih (c).

Svake funkeija y = £{x) koja identilki sedovoljava. jednadinu. (1)
vrredstavlje jedno njeno redSenje.
Funicsl [«

(23 v = ¥ix, Cyy Coo wesy Cply

s -

de su ¢ Cas ooeg €. B roizvolijnih i medjusobno nezav1sn1h kr-
& 19 Co: o Cp b 3

nstanti, & koje identilki zadovoljave jedpadinu (1) naziva se n e=



(o]

no gpdte refenje ili njenm opfiti imbesyal. Funkelja

natno] ravni xoy edredjujs jeduu familiju keivik linils

je pazivaju se J

ve difersncijalne jodw
se u funkeiji {2} proizvoljinim koustantams ys @29 -
odredjene vrednosti Cygr Soge @eg@kﬁﬁg
no regenie diferenmcijalme jedomiine (1). ﬁk@ Jjednadine

takvo refenje ¥y = f{x) koje se ne mo%e dobiti iz = njenog oplieg

Senjs (2) dajuéi proisveljnim koustanbams ., gy coeyC, BE Koje

e

@
vrednesti, tade se ovo veSenie negive . njenis

Diferencifalne jednaliine yrveg reda.
To su jednedine obliks
Pz, v, ¥°) =
Hi demo ovde posmatrsti sawo neke tipove @v&ﬂ jednsfing.,

1) Jednaldiine koia ragdvais gf@m%m&jivés

To je jeduatine oblike
g} v o+ B{n) = O,
Ona se meZe mupisati 4 u obliku
Qly) dy + Plx) dx s O

odakle se znteg?aczgom d@blga 1njeno @pﬁte redenie

fq(y)dy s poax = ¢,
gde je C proizveljna konsitenie.
Primer 1.
Refiti diferencijalinmu jednadinw
(1} 779 = ¥ 9+ 2 =2 D
ReSenis
Data jednadina mofe se napimati u obliku

odnosno u obliku



yidy = (x = 2)dx
gde su rasdvojene promenljive, odakle je
{vay = §(x-2)ax,

2 2
T - i g

5.

ili

y2 = x° - 4% + ¢ {¢c = 2@1),

8to pretstaevlje opSte redemje jednafime {1).

Primer 2.
Haféi opite redenje jednaline

{2} xdy - {xy ¢ yjdx = 0.

Rebenje

Jednnding (2) mole se mapisati u obliku
xéy = y{x + 1)dx = 0

ili v obliku

dy o it 1 ax,
¥ X

%o pretetevije jednalinu sa razdvojenim promenljivime. Njenom
integracijom dobije ase
gmﬁﬁu = S 1+ mim)ﬂxs
¥ X
%)
lay = x + lox ¢ ¢

4 to je opSte redenje jednadine (2).

Primer 3.

ReZiti jedmadinu 2
. . 1

o) y . Ati

1+ x



ReSenje 5

Ovde je u%%m = iw«i’aé‘%?‘edakle rezdvejanjem promenljivih imamo
1+ x

dy dx

5= TS . Iintegracijom ove posledmje jednadine dobija se
l+y 1ax

63 dx .
g‘am%z = B 9 tﬁu
sy lax

arctgy, = &rctgx + ¢ = arctgx + arctgcl,
odakle je

tg(arctgx)mtg(arctgcl)
tglarctgy) = tgiarctgx+ar@tgcl)= T tz(arotar)talaretec.)’
= 1

odnosno
X 4+ C
Yo e 1
YT 1 e ez’
1

§to pretstavljs opite relenje jednaline (3).

Primer 4.

Jednadina -
(4) vy o= mémimi%mm
y+ Xy

mo¥e se mapisati w obliku

, 2
dy  _ x(1 + 3y}
= ¥

dx ¥{1 + xz)
odakle je
vay - xdx
1+ y2 1+ x2
Dalje je
g yay § dx
5 TS
14y 14x
%3,

1 . 2 1 . 2 1
-5 in{lsy ) = ==*:¢,_=E-='.Ln(f|.+x ) + =5~1ln ¢y,

odnsno



)
lm(l+y2) = 1n cl(l+X2).
Amtiloggritmovanjem poslednje jednadine dobija seA
§to pretstavljas opSte redemje jadﬂaﬁigg‘(4).

Zadeel s T e Ch
) xy" =y, b) xyy' =% + 1, ¢) xydx - (y = 2) dy = O

‘Refenja: T
a} y = cx, b) y2 = 2x + 2lnx + s c) x2 — 2y + 4lny = ¢

2} Homogena Jjednadine
To je jednmBina oblika

(a) y* = £(=L)
Smenom ni_ = u {u je nova funkcija promenmljive x), odakle jé“
¥=ux iy’=u’x + u, jednadina (a) postajg

u’x + u = flu),

koja se moZe mapisati u obliku

du
dx

x = fu) - v,
ili u obliku jednaéine

(a®) du _ _Gx
flu)=u -~ =x

Y kojoj su promenljive razdvojene. Ako je opSte reSenje jednaline

(a’) w = ¥(x, ¢), tada je, zbog y = ux, opSte reSenie :ednacine

(1} vy = x¥(x%, o).

Primer 1

Jednaéina v’ = (dL_)Z L L



Je homogena. 3Smenom s u, odakle je y = ux i y" = u’'x + U ona

X
postaje
u’x + u = u2 + U,
odakle je
du 2 s oAU ax . .
X s U, b s .

X,
u .

Integracijom ove jednacine dobijamo - -E—.;‘ln x + ¢, odakle
zamenjujuéi u sa —%— imamo ‘

o X
Y= ~"Inx + ¢

Primer 2.
JednaBine
Y P x Lo
(2j V= 2y
posle deljenja broﬁitelja i imenitelje njene dbeslnei»st:fane 88 X
gvodi se na homogenu jedna¥inu

(2°) ¥ _..IL’.‘___;‘

3

Smenom y = ux, odakle je y’ = u’x + u, ‘jyé‘d.'nééiné_’(z") postaje

oo 2 : e
P ‘_ui_ .

W o otaommo s T M
- - ax

1= Y g ==L ocdakle je g L =2 qu = S Zoy
n2 x 7. ] ‘ ‘ a p x

u

odnosno - - 1nu = lnx + c. Zamenjujuéi u sa -ﬁ— pos‘la:gh_z;j%”
jednadina se. svodi na»—i— + ln;—ﬁm +1nx + ¢c= 0ilioa

X £
yrlmyeane  (esine),
tj. na ' '

X G S

-;m + 1ln ¢, ¥ = 0, odakle je

X= =y 1ln SR A




Primer 3.
Jednadina
2 2
(3) dy  _ X+ 3y
dx 2xy
posle skradivanje njene desne strane sa 3{2 postaje
2
1+3 (’jL”)
Gy S .
2(-5)
Smenom y = ux, m%im = x gﬁ + u jednadina {3°) se svodi na jed-
nacinn > 5
du 1+ 3u ' du 1+ u
X =gy tus= o s ©Odakle je x Fra 50

‘Poslednju jednadinu moZemo napisati u oblilku

____2ud121 = dx#_’ odakle je§ md‘g =§ di 9
1u l4u

odnosno 1n(1+u )} = lox + lme, %j. ln(l-m } = luex.

Antllogarltmovangem poslednje jednaéine i zamenom u sa mlw dobija
se 1 +(-I—) = ¢x, 0dnosno
2 3

x2 +y =¢x° =0,
3to pretstavlja opite reSenje jednsdime (3).

Zadaci:

2 oo
a)y-__+_.l_ b)y’==ﬁgm&iz§%wﬁ».iam
9 X
ReSenjas 5
a) y’= L + ML, y2 = 2% 1m e¢x, v} v = x tglln cx).

&

¢) Faéi krive kod kojih je otselak 3to ga tangenta gradi na y osi
jednaka apscisi njene dodirne tadke.

HeSenje

Jednafina tangente krive 8ija je jedmadina y = y(x} u njenoj ta-
Ski M(x, y) glasi (%) ¢ Y -y=y7(X- x)
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gde su X i ¥ telude koordimate, x 1 ¥ koordinate dodirne talke a
y’ koeficijent pravca tangente. Za X = 0 iz {+) je Y = y=xy° pa
prena uslovu zadatks imamo

y-xy' =x,
odakle je
() y =,

Jednadine (a) je homogens diferencijalna jednadina prvog reda.

Smenom ¥y = ux, y°~ = u’x+u ona postaje uw’x + u=1u -1, odakie je

du = ~ dﬁ . Integrecijs ove poslednje jednaline daje u = c - 1nx,
odakle je
{v) y = £ {¢ = lnx).

Sa (b) dste je familija krivih sa gore navedenom ogobinom, posto
¢ mo¥e uzeti proizvoljne vrednosti. Da se iz (b) odredi kriva ko-
ja, na primer, prolazi kroz tadku ¥ (2,1) treba odrediti komstan-
tu ¢ zo date vredmosti x =1 iy = 2. U ovom sludaju iz (b) imamo
2 = 1.(c=1ml), tj. 2 = ¢, pe nada trafena kriva je

y = x{2=1n x}

prikazens pe sliei.

] ’M(xy)

(a) y '+ P(x)y = Ax).
Njen homogeni dee je jednalina
79 P(x)y = 0

Zije je redenje
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(#) oo y=ce-SP(x)dx |

Smenom

(b) y = uei-"SP(x)dx (u je fu.nkc:.,]a uzeta mesto cu (+))
odakle je 7* = ure § B(Eax _ P(x)ue SP(x)dx

jednadina (a) svodi se na jednadinu

gP(x)dx Q(X)

oda.kle Je

' = a(x)e ir(x)dx

Integracijom poslednje jednadine dobija se .

‘ u=c¢ 4 S Q(x)egP(x)dx d.x.v |
P"emé"(b) ge s&da ‘ o o
() yim(os S Q(x)eSP(x)d.x Sp(x)ax

Izraz (c) pretstavlga opste resen,]e ,)ednacuze (a)
Primer 1.
Re8itd jednadinu

. 1
(1) Y- vy=x
ReBenje.

Homogeni dec jednaZine (1) je jednadina y’ - *—i— ¥y = 0 8ije je

redenje y = ex. Smenom y = 'u.x,, ~odakle ije ¥ = u'x +u, ],]jd.naéina

(1) svodi se na jednadimm u’x = xd'g odakle je u = ¢ + s
Stoga je y = ux, tj.

¥ = x(c + f )

opite reSenje jedmaedime (1).

Primer 2,
Jednadina

(2) ' +y= Vx



11

Posle deljenja se x postaje

SV _ X
ey s —%
Njen homogeni deo je jednadina y’ + m%w y = 0 &ije je refenje
y = mﬁ” . Smenom y =-%%~, odakle je u’ = E*§§lgii"jééﬁaéina‘(2)

u’ Vx X

svodi se na jedpadimu —/= = —— odakle je u ?,Cﬁ'(fng, e
] u X ‘ , A SRR , o
Stoga je y = < .
c 2
y = X & 3 \/-; s
op¥te redenje jednadime (2). '
Primer 3.
Jednaclina
(3) ycos x + y sin x - coszx = 0

moZe se napisati u obliku

. -+ - U SR :
(39 yO o+ STy = cos X
Njen homogeni deo je jedunalina v o+ :;: i y = 0 Bije je reSe~ .-

‘nje 'y = ¢ cos x, Smenom y = u cos X, odakle je y'= u’cos x - u sin x,
jednadina (3°) svodi se ma jednadinu u’cos X.=.cos x odekle je .

u=c¢+ % Stoga je y = ucos X, 1j.
Cy={c + x)'ccs{i ‘

opte redemje jednmadime (3°),o0dnosno jednaline-(3).

Primer 4.
Jednadina
Ay . X
(4) vl 3
T ; B W
B ; R L e
moZe s¢ nspisati u obliku ay . - . » 0dnosno u obliku
- ax 1 2 o
4 - Sy =y
(4%) T =Y

Jednadina (4°) je linearms po funkeiji x. Fjen homogeni deo Jje
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jednadina g; - —%m x = 0 &ije je redenje x = cy., Smenom x = u{v)y=
= uy, odakle je %% 57V %% + u, jednalina (4°) postaje y %% = y2
odakle je u = ¢ + %m.

Zato je x = uy, tj. >
x=y5 (¢ + "%m“)
opSte refenje jednaline (4°),odnosno jednadime {(4).

ReSenje linearne jednaline (a) moZe se dobiti primenom obrasca (ec).

Teko je u primeru 1 P(x) = - “%mg oz} = xﬁ; 5P(x)dx = ”hf dx_ _
= = 1nx,‘fQ(x)e“ P(x)ax dx = ‘fx4emlnx ax = &[x4 _%“ dx =q{x§dx:
=7 Sade nalazimo opSte reSenje jednadine (1} po obrascu (c)
' x \ lnx x4
vy = (¢ + mzﬁm)e = x{ec + mzmm}.

Ovde smo koristili jednakosti

1nA . -1nA 1
e = A i e =

Zadacis

& @ 2 2 & N
8) y'- 2y + 4x =0, Db) ¥y  +y = sin x, e) X ¥’s x3y - z2+1 = 0,

i

d) xy° = 25y + 2x -~ 6 = 0O

ReSenja:
~-2X =X 1 .
a) y = ce + 2% + 1, b) y =ce & mﬁ”(Sln X = OB XJ,
x
e) y = ce 2 * =£=9 a) y = cx2 + 2x - 3

¢} Naéi ono refenje difervencijaine jednaline y’- y = x koje za

¥ = 0 dobija vrednost y = 3.

ReSenje

Prvo nalazimo opSte reSenje date jednadime koje glasi ysceKNXmle
Sada odredjujemo konstantu ¢ za x = 0 i y = 3. Iamo 3=ec=1, odsk-

le je ¢ = 4, pa je traZeno refenje y = 4ex - X = 1.



4) Bernulijeva jednalina

To je jednaina obliksa
¢ 8
(a) v’ o+ Plx)y = Q(x) ¥ .

Za s = O ona postaje linearns diferencijalna jednalina, a za

s = 1 ope se mo¥e napisati u obliku

-=§-3-= = Q(x) - P(x)

tj. svodi se na jednadinu sa rezdvojenim promenljivimea. Zato ce-
wo posmairati sludajeve kada je s # 0 1 s # 1. U ovim slulajevi-

me Bernulijeve jednadins (o) smenom

(b) y=1255

s
odakle je y’= l}s 7218 2°, svodi se na linearnu jednafinu po %

tj. na jednadinu
2° + (1-s) P(x) 2 = (1-8) Q(x)

Primer 1.

Jednadlina

, 1 2
(1 y--';;-y=x3y (s = 2)

e

o g2 L R i

smenon y = =5 y = )
Z

svodi se na jednalinu
(1°) VA T S

Jednsdina (1°) je linearna po funkciji Z. Njeno reSenje je

x?
5

. . 1 .
}, ‘& opdte refienja jednafine (1) sbog y = == je

1
2 = <o - 7



y m:a:—gm“_i}iﬂng (53__31)
So=x ¢q=X
Primer 2.
Jednading
(2) Wy -~yyfy-3x=0

moZe se napisgati u obliku

1
‘20) ya - yg-mi:-)s—:— ( 8 = .-mams),
V7
Smenom 1 2 B
1+ -3.’ e 2 3 I
y=~z v =Z, y = ""“3””2 Z

PSP I
%7 - 3 % = 5= X

€ije je opBte relSenje
3.
Z=Ce2 “3X"2g

8 opite refenje jednafine (2) je

Bedacis a) xy
Redenia:

a) y =

5) Rikatijeva jednaZina

To je jednadina oblika
(=) y© ¢ P(x) y° & Q(x) y + R(x) = 0

Ons se u opStem slufaju moZfe rediti kvadraturama asko se zna jedan

njen partikularni integral. Zapravo, sko je y_ njen partikularni

P
integrel, tada se suenon



i5

-

(1) vy = M%M + ¥, {z je nova funkeija)

jedpadina {a) svodi na linearnu jednedimu pe 3.

Primer 1

Rikatijeva jednstina

. 2 1
(1) vy 42y -=g==0
x 1 1 1
ime partikularno reSenje g = mﬁm . Smenem y = <= 4 —2= , odakle
je y'= mﬁ? - mifg jednadinae (1) svodi se na linearau jedna@iza
z x
z"mwmingz
X
¢ije je opdte reéenge
c, X = 2%
z = E
3
Stoga je opite reSenje jedmmfime (1) ¥ = M%m + Vg ti-
.- oy 33 + 2
clx4 - 2x

Diferenciialne jednaline viBeg reda

1) Diferencijalne jednaZine drugog reda koje se svode ns diferem-
cijalne jednadine prvog rada.

Ovde demo posmatrati jednadine obliks:

%

(=) Flz, ¥% ¥*)
() Py, v )
Jednadina {a) smenom y= p, y* = p’ svodi se na jednadinu pryog
reds

(a”} P{x, Ps p°) = 0.
Ako je opd3%i integral jedmadine {a’)

o,

0.

£}

P = \f(xs: cl)v

tada je zbog v’ = p



et
o

v = Y Goae)
odakle je

(
y = J (%, cl)dx + Cpy

$to pretstavlja opdti integral jednaline (a).

" Primer 1.

Jednacing

2
(1) who-yl=x
P . . <. . P
cwenom y = p, y" = p’ svodi se ma jednadinu xp’- p = x , 0dnos-
no na jednalinu
. 1 2
£’ = === p = X

koja je linearna diferencijalna jednalina prvog reda po funkeiji
p. Njen opS8ti iategral je
a— x . 2
P=ciX + % .
. . 2 N .
Zbog y'=p je y'sc;x+x, odikle je
2 .
c. X 3

1 X
A i + €y

§to pretstavlja opSti integral jedraline (1).
Jednadina (b) smenom

s _ d! _ - : T dp = dp B dy = dl) e
y’ = = p, odakle je y" = dx ~  ay dx dy Ps

svodi ge 1a diferencijelnu jednadinu prvog rcda funkcije p po ne-
zavisne promenljivoj y
. dp
(v7) ¢ v, » 55
Ako je njen opsti integral
p= Ty, c)

tada je zbcg y“ = p

. p) =0

y'= Yy, ey)
odnosno
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d

p(ypey) © =

odakle je

{c) S%:x-&cz

Pogle integracije leve strane (c¢) dobide se
£y, eq) = x + ¢,

8%0 pretstavlja opSte refenje jednadine (b).

Primer 1.

Jednacina
(1) 2yy" -y - 1=0
smenom y ‘= p, y" = -%§» . p svodi se pa jednalinu
q 2
2yp “3%" =p +1,
ili
2pép _ _dy
2 9
l+0p y
odakle je
2pdp _ _ S dy
2 - y !
tj. 1+p
2
In(l +p) =1ncy ¥,
odnosno

1l 4 p2 =c. Y.

Zbog p = y° iz poslednje jednadine je

odakle je
B A dx,
cly =1
A



odneeno

”~

umgmm I ”1 -
oy 1 ¥ = X+ Cps

gto pretstavliia opdti integral jednafine (1).

2} Linearpa difevencijalns jednadina n-boga reds,
To je jednadina oblikas
(n)

{n-1}

(2) 2l 5w e G T s e )y s 0y = 200

Ksda je £{x)gh O jednalina (a) zove se nehomogena, o kada je

f{z) = O jednséina (&) zove se homogens. Ake su koeficijenti anmk{x)
{k = 0, 1, 200, 1) konstante jednaline (a) zove sa linearns dife-

rencijelna jednaéine p-toga reda s2 konstentnim koeficijentima.

Prvo demo posmetrati slufaj homogene linearme diferencijalne jed-
nadine $to znadi keds je vy (&) I(x) = 0, $j. posmatrademo jednali-

nu

{n) (-1}

(a1) an{x} ¥ + &nwqu) ¥ + eee + 8y(x) ¥+ a (x) y= 0.

Ako levu gtranu jednedine (al) oznadimo se L{y) onda se ong moiz
napisati u obliku

() 1(y) = o.

Ako je y = yc(x) = y, redenje jednadine (ag) bide tada

L{y,) = 0.

YaZi teorema, Ako su funkeije yys ¥os ---s ¥y reSemja jednadine

{a.,) tada je njeno reSenje takodje i funkeija

{b) y = clyl + Co¥n Foece Cn.'yna

gde su oy Cop ssoy Cp proizvoline konstante.

ER

Tokez., 12 (b} ;e
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y'= 21 yi + Gy yé oeee F By 359

¥y¥ = e yi + Ty yg + eve + Cp y;,
{n) _ (n) (n) {n)
¥y —cl yl +C2y2 %+ seo +cmyn e
Zamenom ovih vrednosti i vrednosti (b) u jednadimu (a2) njens le-

ve strana moZe se napiseti u obliku

(e) I{y) = elL(yl) + ch(ya) b oeo & an(yn),

Enko je L(yk)*ﬁ 0za sveko k = 1, 2, ..., B, to je i W{y)=m O za
y dato u (b).

:'
renciji, opfite refenje diferencijalne jednaline ﬁ-toga reda je

isdnatine (8,). Prema dife-

funkecija oblika.
¥y = ‘f(xs 01, 029 coag cn)
gde su €5 g9 eeey Cp B proizvoljnih i medjusobno nezavisnih kon-
stanti. Zate, akeo su
{a) yl} Yoo eoey Foy
n lineerno nezavisnih reSenja jednalime (al) tade je
(e) ¥ = 0¥y + Co¥p + eeo + Cp¥y

opSte redenje jednadine (al), gde su Cqs Cgp oeep Cp B proizvolj-

nih i medjusobno nezavisnih konstanti.

Da bi funkeije Y19 Yoo eoey ¥y bile linearno nezavigne, treba da

je ¥y To o eee Ty
WY s Tgs eees V) = |¥{ V5 eee ¥y £0.
(n-1 Lnll o ne=-1
yf ) yS )... y( )

i Z 7n
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Zoali, de bismo nafli opSte reSenje linearne diferencijalne jed-
netine (al) treba da odredimc njenibh n linearno nezavisnih rede-
nja (d) i da obrazujeme njikovu linearnu kombinaciju (e). Za ra-
zliku od drugih reSenja jednadine (al), njena reSenja (d) zvade-

Sto se tile opdteg redenja nehomogene linearne jedneéine (a), ko-
Ju mo¥emo naspisati u obliku

(£} L(y) = £(x)

ona se dobi ja kao zbir opiteg redenja Ty jednadine

(g) I{y) =0

i partiltularnog reSenja Yo jednadine (f),

tj. ono je

(b Vo= Tyt Ve

pri Semu je L(yh)ﬁé o i L(yp)sa £{x)

Po&to izraz (h), pored promemljive x sadr¥i i n proisvoljnih i

aed jusocbme nezevisnih konstanti i keko je

Wy} = Wyy) + Wyy) = Ly,) = 2(x), jer je
Wypls 0 1 Lyy) = £(x), to je (h)

zaigta opite re¥enje jednalBine (a), odnocsno jednaline (7).

Zpadi, pri refavanju jednaine (f), prvo se nalazi op¥te reSenje
njenocg homogenog dela (g) e zatim njeno partilularno redenje i

ove dva reSenja saberu.

1
koeficijentima.
Te je jednedina oblika

(a43) e ‘y(n) e, . y(nﬂl> + oo 423y w8 =0,




2z
u kojoj su koeficijenti an—-k(k =0, 1, ..., 1) realne konstante.

Zz nalaZenje osnovnih reSenje jednedine (Al) uvodi so smera

rx
(B) y =e
odakle je
. rX " 2 rx {(n) n X
¥y = re P =T @ T, eeey ¥ =r e .
Zamenom ovih vrednosti y (Al) i pogle deljenje dobijene jednadine

rX - . .
sa e dobija se jednadina

n
(¢) e r + 8a

T oo s 8 =
= el + + a;T + 0.

Jednaline (c) je algeberska jednadina n-toga stepens i naziva se

karakteristidna jednulina diferencijalne jednaBine (Al). Ona moZe

Timatis

1° sve korene realme i razlidite, oni su dakle Tyo Tpy soey Fyo
U ovom sludaju osnovna redenja jednadine (Al) prema (B) su

X r,x r X

yy =e y Yy = @ 9 eeey Yy = 8 » & njeno opste

reSenje je
x T x
rpx Ta n
y = cy8 + Cye + eoo + C &

2° sve korene realne medju kojime moZe biti i videstrukib. Ako je
njen koren Ty vifestrukosti k, tade oves korenu cdgovara k os-
novnih reSenje jednadine (Al):

erlx' xerlx, cooy o1 erlx.

3" Neke ili sve korene konjugovano komplekene medju kojima moZe
biti i viSestrukih. Ako je njen koren ry oblika o + /A, onm
ima takedje i korem r, = o - i - Ako je ry pri tome viZest-
ruki XKoren viSestrukosti k, tada je i r, njen viSestruki koren
viSestrukosti k. Ovim korenime odgovare 2k osmovnih redenja
jednadine (Al):

o k-1 dx
e x cos/gx, xedx cosﬁx, esap X @ com /3 X3
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=1 A
egﬁx @iﬁ.@xg xedx giu/@x, csey xk eo(x eln/}xu

Homogens jednadima. Prvo demo posmatrati homogenu jednadinu sa
konstentnin koeficijentima. To je jednadins oblika

(D} ay® + by’ + ¢y = 0 (&, b i ¢ su konstante i a # 0).
Eiems kerskteristifra jednslina je
(E) ar2 +br +c¢= 0.

Ako su koreni karakteristifne jedunadine (E) reelni i razlifiti

(oni su ry i r2)E $zda su osnovie redenja jednaéine (D)

Ty X ' roX

ylxe 1y2=e ¢
a njenc opdte redenje je

Ty X FyX

(El) y = cye + cye
Primer 1.
Re@iti jednedimu
(1) y° - 5y" + 6y = 0.
BeBenie.

Esrekteristifpns jednadina jednadime (1) je

- 5¢ + 6 = 0, odakle je
5 V25-24

Hjemi koreni su r, = 3 i v, = 2. Oni_su realni i razliiti. Osno-
1 2 %

o . 1% 3z | ToX 2x
vna refienja jednadine (1) su yy = e =e 1ly,=e = e
njenc op¥te redenje prema (El) je

= ¢ e3x + ¢ e2x

y 1 2 @

Ako su koreni kerakiteristifne jednafine (E) realni i jedneki (omi

Bury =T, = r), tade su osnovna redenja jeinadime (D)



a njeno opSte reSenje je

(E5) y = clem + e e’
Primer 2,

Jednadina

(2} ¥ -4y  + 4y =0

ime karakteristidnu jednadiou

= i
t° - 4r + 4 = 0, odakle je r; , = ——%p
2
-Hjeni koreni su realni i jeduaki, dakle ry =¥y =T = 2. Osnovoa
N . PN TX 2x TE 2%
reSenje jednadine (2) su yy=e =e iy, =328 =328, a

njeno opSte reSenje preme (B,) je

- e2x c xe?x
y =0 + ¢y .

4ko su koreni karekteriztifne jedoaBine (E) konjugevemo kompleks-—
ni, dakle ry = a(+/3 i, v, = ol = /41, tada su osmovna refenja je-
dnadine (D)

¥y = edxcos/;x"’/ i ¥y = edx sin A%,
& njeno opSte redenje je
_ o x olx _, .
(Ey) y = cqe cos/y % + og8 sing x.

Primer 3.

Refiti jednafinu

(3) y* - 6y° + 13y =0
Bedenje

Karakterirtiing jednadina jednsfine (3] je

r2=6r+13=09@daak1ejerlza 6 236“52 =3 ¢ 2i,
B

Hjeni koreni su komjugovano komplskemi, %j. r, = 34+ 2i4
ry, =3 - 2i (& =3, fp= 2). %ato su osnovna refenje jedna¥ine (3)
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¥y = ¥ cosAx = 93K cos 2x 1 ¥y = ea{x sin/@x = 83K sin 2x,
a njeno opite redenje preme (E3) je

¥y = clefm coB 2% + cze’k gin 2%.
U sludaju da je oL = O, (E3) se svodi na

(Eé) ¥ = ¢y cosSgx + ¢, 8inpX.
Primer 37,
BeZiti jednadinu

(37} y" + 16y = C.

BeBenje
Kerakieristidna jednadind jednaline (37) je

r° 4 16 = 0, odakle je v’ = =16, %3.

ry .=t V=16 = + 4i (o= 0,4 = 4).

¢

U ovom slufaju osnovma refenja jednadine (3°) su

¥y = cos/x = cos 4x i ¥y = sin/Ax = sin 4%, & njeno
opSte redenje prems (Ei‘) je

¥y = ¢y c08 4x + ¢, sin 4x.

Primer a).
Jednaina
29" + 3y° ¢y =0
ima kerekteristifnu jednadinu 2r2 + 3r + 1 = 0, €iji su koreni
ry=-l ry= - w%w- . Zato jexﬁié'_ema (El') njen opsti integral

>4
y=c¢ e +ec,e

Frimer bl o

Faéi ono partikularuo reSenje diferencijalne jednadine
9y" - 6y’ + y =-0 koje za x = 0 ims maksimum koji iz-

nogl y = 3.
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ReSenje
Kerakieristina jedpadina dete jednaline je 91:'2 =60 + 1= 0p

njen dvostruki koren je r = _:B.L_ Zato je preme (Ez) opite reBenje

date diferencijalme jednadine
1
O x

lx 3
y=cle3 +c2m

Prema usiovu zadatka je y = 3 22 x = 0 1 y°= 0 232 x = Q. Kako je
2, L 1
e3 1 2

i

+¢32e2 + 5= ¢, xe

3

1
y =TT

t0 28 x = 0 ¢davde i iz oplteg reSenja imamo
1 ' .
0=-=-§-—cl+cg, 3=gl, 8to zpadi da je

ey = 3, e, = =1, pa je traZfeno partikularno redenje
1 .

1
s pll < ey
},€=3e3 -xe3

Primer c).
Re¥iti jednadinu

"+ 4y + S5y =0
ResSenie
KarakteristiZva jedunadinz date jedmadine je rz +4r + 5 = 0,
Njeni koreni su ry 0= =2 + i {el=-2, 5= 1). Zato je prema (EB)
opSti integral date diferencijalne jednadine

=2X =2X
y =cje o8 X ¢+ ¢, @ sinx.

Zadacis

a) y" -3y"+2y=0, k) y* + 3y + 2y =0
e) 2¥y" = 5y°+ 2y = 0O, d) 4y® - 4y°+ y = O,
g) y" + 2y  +y= O £f) y° - 8y + 16y = O,

g y" - 2y° + 5y =0, B) y* - 6y° + 10y = O,

i) 4y" + ¥y = O, ) y"+y=0,



1) y* -2y =0, m} 3y* + 5y°= 0.
Refenja
2% b:o =X =2
8) y = cye " + cpe b) ¥ = cge  + c,8
z X £
¢} v = cleZK + cgeg¢ i) vy = cle2 + czxea,
8) ¥ = clenx + czxe°E9 f) y = cledx + czxe4x9

g v = clexeﬁaax * chXsimzx, b) v = ClQSXCQSK % eze3xsinx9

i}y = ¢, 008 % + cy8in %@ k) y = cy008x + c,8ing,
2x ”%ﬁ
1) = ey + 058, m) ¥y = o5 + ey

Videli smo da se opEte redenjid nehomogene linesrne diferencijalne
jednaBine dobije kao zbir opSteg refenja Ty njenog homogenog dele

i njenog partikulernog reSenja ypg t3.

(e) Y= ¥yt Tp
Hi demo ovde posmatrati jednadine oblika

n n-1
a_ ¥ 4 8

(H) ey” + by’ + oy = ay a1 +oeoe + B,
{33 ay” ¢+ by’ 4+ oy = A%,
(K} ey® + by’ + oy = Acos3x + Rainpgx

i pokazademo kako se dobijeju njiheove partikulsrns redenja.



Sludaj jednaline (H}. Ze jedpalimm {H), u kojoj je desme sirans

polinom stepens n, partikularne reSenje yp traZi se i dobija u

oblilku polinoms stepena n, %j.

-1
(L) ¥p = Aan + Analxn + oeo #+ A

ako je ¢ #£ O,
Ako je u (H) ¢ = 0, uzima se

(1) Vp = Anxn+1 + Annlxn + .00 + A K.

Primer 1,

Refiti jednadimu

(1) 2yY = 57° ¢ 2y = 4x2 - 2% 4 3

Redenje

Homogeni deo jednaZine (1) je jedmafina
2y" -5y + 2y = 0

2 njeno opSte refenje je x

o 2% e
Yp = €618 + cge

A

Desna strena jednalime (1) je polinom drugog shepens. %ato se nje-
no partikuierno reSenje tra%i u obliku polinoma drugog stepens

» 2
(1°) Vp = A2 ¢ AT+ A,
odakle je yg = 28,% 4 Ay, y; = 24,. Zamenjujuéi y (1) y, y°i y»

° i y® debijemo identidnost

cdgovarajuéin vrednostinme za Vpo Ty B

2
48y = 5(28,x + Ay) 4+ 2(a,x" + ME s A) s 4x2 - 3% ¢+ 3,
t3.
2 2 .
24,%" + (-104, + 2h,)% + (4A2m5Al¢2ﬁg} 2 4% =2%43.
Iz ove identilnosti sleds jedmedine

(1%) 2h; = 4, ~108p424) = -2, 4A4,~54, + 24 = 3
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koje su dobijene izjednafevanjem koeficijenata uz odgovarajuée
stepene od x njene leve i desne strane. Redenje sistema (1) je
hy =2, Ay = 9, A, = 20, pa preme (1°) partikularno redenje jed-
nadine (1) je

2
Vp = 2x" + 9x + 20.

Zato je, prems (G), opﬁtexreéen;je jedna&ine (1)

nof

y o= eler +.058 + 2x2 + O + 20,

Primer 2.

Rediti jednalimm

(2) y® - 2y° = 6x = 1
Refenje

U jednadini {2) keeficijent uz y je ¢ = 0. Zato je njen pertiku-
larni integral prema (I“l) oblika

. 2
(2°) Tp = Ayx” + AT,
odakle je _, _
yp .-\2Alx + Ao’ y; = 2A1°

Jemenom ovih vrednoshi y (2) dobija se identiZnost
24, - 2{2ayx + AO) 2 6x - 1,

3o —2hX + (2Al - ZAO) = 6x -1,

cdakle slede jednafine

=28y = 6, 24, = 24 = -1

o
gija su reSenja A, = =3, 4 = - m%-" ‘Zato je, prema (2°), partilu-
larni integral jednsBine (2)
_ 2 )
yp = =3x 5= Ko

Kako je op3%te reSenje homogenog dele jednadine (2) Iy = cl+caezx,
pa je, prema (G), njen opdti integral

_ 2x 2 5
y»cl+cae =-=3x—-2x



Primer 3,

Za jednalinu

(3) Yy + 4y + 4y = 8

. . . -2X =2X
OpsSte reSenje njencg homogenog dela je Ip = 8 + CoXe o
Kjen partilularni integral je Vp = Ays odakle je yg = Q, yg = 0

Sto zamenom u jednalinu (3) daje 44, = 8, odakle je A, = 2. Zate
je Yp =2 partikularni integral jedpadine (3) a njen opdti io~
tegral je
=2X =2%
y = cqe + CyXe + 2.
Sluda; jednaline (J).
Za pelafenje partilumlarnog redenja yp jednadine (J) posmatrademo

igraze

f(r) = ar2 + br 4 c,YQr) = 2r + b, ¥"(r) = 2a,

Pri tome:
. . A
1) Ako je V(p) # 0, tada je ¥p = 16 e

2) Ako je ¥(p)
3) Ako je ¥(p)

PX

01 P(p) £0, tada je v = \,‘%"s
01?'(;:)::0, tada jeyp:-ﬂ;%%")-e .

Primer 1.

Re8iti jednadinu

(1) ¥y = 3y°s 2y = 5e
ReSenje

ix

2
U (1) jed =5, p=23, ¥r)=r=3rs2.
Kako je Y(p) = ‘f(B) = 32 - 3.3 +2=2# 0, t0 je prema 1)
A Px 5 3x
= 8 = e
Yo T ¢ () 2
partikularno redenje jednalime (1). OpSte reSenje njenog homoge-
nog dela je Vp = clezx + cgex, Zato je njenc opite redenje

2x x B 3
y=cie e+ €
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Primer 2.
¥ jednadini
{2) 7* - 6y + 8y = 6%2x

je A =8, p= 2, f(r) = rzaﬁr + 6, ?kr} = 2p -~ &, Kako je
Pip) = P(2) =01 P(p) = ¥(2) = -2 £ 0, to je prema 2)

4 Gxegx 2%

Ax px _ - S
ypaxwe = ) = ixe ,
pertikularno redenje jednaline (2). Polto je %= claéx + Co8 *
opte refenje njenog homogenog dela, %o je

y = cleéx + cgezx - 3x@2x

opFee refenje jedmafine (2).

Primar_ge
U jedpadini

{3) ¥9 + 4y° + 4y 3,36_2X

jed =3, p=-2; V() = riuares, ¥ir) =2+ 4 *??'2;3 = 2.
Eako je ¥(p) = P(-2) = 0, €(p) = ¥{-2) = 0 i ¥(p) =¥(-2) = 2,

%0 je prema 3)
sz Px _ _3 XQ euﬁx

Tp = e ¢ T2
pertikularno redenje jedna¥ine (3). Podfo je opite redenje homoge-

s =2 .
neg dela jedneline {(3) Yp = 0@ 2% + o, X; %0 je njen opdti

integiral
= - 2 =2z
¥y =cy8 . c,xe 2x & m%m e

Prisedba.

Homogenl deo jedns&ine (J) je
(Jl} ay® + by’ ¢ ey = O
&ije je karskteristilne jednalina
(Jz) ar2 +br+ =0

sa korenims Ty i Tos Pri tome partikulernoc redenje jedmaline (J)



moZe se dobiti u obliku:

1) Vp = .,Zepx, ako p nije koren karakteristidne jedvadine (JQ}

2) Ip = A xepxg ake je p jednostruki koren karakteristifnme jed-
nadine (Jz),
3} Yo = Sl,xzepx, eko je p dvostruki korem karskteristinme jedna-

8ine (J2),

Tako, u primeruije p = 3, & koreni odgovarajude karakteristidne
jednadine su ry=2i r% = 1, 5to znadi da je p # ry i p;érza Zateo
ge ugima da je Vp = A e ®, odakle je yl'; = BXaBX, y; = 91 e %,
Zamgnom ovih vrednosti w jedne¥inu (1) dobijemo 9 le3x - 9}@33 +
+ 2ie3xm Se3x, odnosno 21 e°% 55&33:, £t0 zpali da je
2A=5, tj. A= -g— zato je y, = -mg— o3* pertikularnc redemje
jednaline (1). U primeru 2 je p = 2, a koreni odgovarajuée kerak-
teristifne jednaline su ry =214 r, = 1, Bto zoa¥i da je p = Ty
ip#r,. Zato uzimemc da je y_ = ,Q;xegx, odakle je
= Ae T 4 2/\xeex, ¥ = 4 egx
nosti u jedna¥ini (2) dobije se identiZnost

4Ae2x + 4.1::@23‘ - 6(A eax + 21%%) + 8A erxE Segx,

+ 4 xeax. Zamenjujuéi ove vred-

odnosne identiénost

=2 ‘?&ezx = 692x9

odekle je
-2A=6, tj. A= - 3,
Zato je Vp = =3 xezx partikulerno reSenje jedmadine (2),

U primeru 3 ja p = -2, '8 koreni odgovarsjuée karakteristine jod-

nadine su ry =Py = =2 = p, Hbo gnali da je p njen dvostruki ko~

2 =2 .
ren. Zato uzimamo u ovem slufaju da je y_ = A x%e xg odakle je

3'5 = 2 Axe”?F - 2 Ax2e 2% . y; =22 . BAxe™?E 42 x%%®
Zamenem ovih vredunosti u jednafinu (3) dobijamo identi¥nost

272 8 xe 2% + 4&:{2&’2’5 + 4{24 xe 2% _ Zﬂxgemzx) +

+ 4 AKZGEQK = 3ew2x

#
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odnosno identi¥nost 2 ;\e._zxa 38_2x, Ft0 zpadi da je 24= 3, tj.
= -L. Zato je partikularnc reSenje jednadine (3)
2

§2~2x
ypszxes

i jednadine (E): Za jedne&iou (K) partikularno redenje y, od-

redjuje se u obliku
vp = Mcos /bx + N sin/lx

kada ¢ »31 nisu koreni karekteristifne jednadine njenog homogenog

dela. Akoc su 4 /3 i koreni pomenute karakteristidne jednaline %ada

se wzima

¥p = x(Mcospx + N sin Ax)a
Primer 1.
Rediti jednalinm
(1) ¥v* + 3y’ + 2y = 5 sin 3x
Redenje

U jedmadini (1) karakterigtidne jednadine njenog homogenog dela je
2
Y +3r + 2= 0
Eiji su kevemi v = ~1ir, = ~2. U jedmedini (1) je A= 3, dakle
4 3i, nisu koreni pomenute rarekterigtilne jednafine. Zato je

(17 yp = Meos 3x 4+ N sin 3x
odakle je
yg = =3Msin3dx + 3Ncoslx, yg = —9Mcos3dx - SGNsinl3x.

Zamenom ovih vrednosti u jednedinu (1} dobijamo identifnost

mﬁﬁcoszixn%simm»}(—3m.sin3x+3Ncos3x)+2(Mcoa}x +
sWsindx) = 58inlx,
t3. idemtidnost
(~TH+9N}cosdx + (~TH-9M)sindx = 58indx,

odekle slede jednadine
~TH + 98 = 0, ~TH « ¥ = 5
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Bida st reBenis M = o eoe = - ok
¢ija su redeanjs K = 56 o 36"
Zato je prems {1°) partikularnc reSenje jadumadinme {1)
-1 SR S
Yp = = ~5g~ c083x 3¢ sindx.

Kako je opSte reSenje homogenog dela jednadine (1)

Yy = clemx + egemzxp o je njemnoc opite rsienje

y = cle“x + cgegzx - 2 c0B3X ~ m?%w sindx.,

Primer 2.

Refiti jednadinu

(2) ¥° + 9y = 8 cos3x

ReSenje

Karskteristifne jedwsiina homogsnog dela jednadine {2) je r2¢§m05
a8 njeni koreni su r1’2 = ¢+ 3i. Kako je y (2) A =3 i kakeo su

E ti. £ 3i koreni pomenute kerakberistidne jedunadine, %o je u

ovem slufaju partikularno reSenje jednaline (2)

(27) yp = % (Heos3x + Nsin3x),
cdakle je
yé = Meos3x+FNainixex{-3Msindx+3IRcos3xn), y; = ~6Meinixs+6Hcoslx -

-9%{Meos3x+Nainlx)

Zemenom ovih vrednosti u jeduadinu (2) dobije se identiSnost

=6Msin3x+6Nooa3x-9x(Meos3xeNeinix) ~9x(Heon3x+Noinlx) B Beoslx,
tj. identiénost

-GKsindx + 6¥cos3x = 8coalx,
odakle je

~6M = 0, 6§ = 8, tj. M= 0, N = m%w .

Zato je, preme {27), partikulernc reSenje jednadine (2)

. S
yp 3 x sin 3x,

a njeno opdte refenje je

y = clcos3x + czsin3x + -%—x sinl3x,
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jer je opSte redenje homogenog dela posmatrane jednadine
Ty = clcoa3x + czsin3xg
Rapowmens .
Kod nehomogene jednadine oblilka
ay® + by’ + cy = 8y (x) + 8,(x)
njeno partilularno reSenje Yp mofe se odrediti u obliku zbirs
V, =¥, +7
Y Py Py
gde je yp partikularno reSenje jednatine
"1
ay® + by’ + ¢y = sl(x),

a yp partikularnc reSenje jednadine

2
ay" + by’ + ¢y = sz(x),

Erimer
Re&iti jednalinu
(?) vt -y =2y = 5e** 4 8x - 5.
ReSenie
Esrekteristiéna jednalina homogenog dels jedna&inme (P) je r2-r—2=0
iji su loremi ry = 2ir,= -1, Partilkularno redenje Yp jednadi~
ne (P) je yp = yp + yp s gde je yp partikularnoc reSenje jedna-~
&ine : 2 i
(»,) gyt -y’ - 2y = 5%,
& ypg pertikularno refenje jednaine
(Py) ¥" -y’ -2y = 8x = 5.
Partikularns reBenja ypl i ypa jednatina (Pl) i (?;) nalazimo na
ranije opisani nain, pri femi se dobije

ypl = “%m e4x, yp2 = = 4% + “%me

Stoge je partikularno refenje jednaline {P)
- “%_ K ax + 9

Vg -5

& njeno opBte redenje jJe
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Zedaci:
a) ¥° - 357 + 2y = 5, b) 2y% = 3y° ¢+ ¥y = 6x = 2

e) ¥° = 4y’ ¢ 5y = 1Qx2+ﬁx = 3;, d) y9 = 3y° = 2x - 1

8) 2y" + 57+ 2y = &>, £ y% = 4dy’es 3 = 2®3X

gy ¥ - 67+ 9y = %3%‘. h} ¥ = 4y = 3siax,

i} ¥* - 8y°+ 20y = Scos 3x k) ¥° + v = 2sinx,

)y 4 4y = ﬁ@@sEXQ B) 7% « ¥ = e* - 52

B} §7 - y7 = e 4 cosx

Redenja: £

al y = 01@25% cgex + mg’*g by = 01@x+@282 + 6x + 16
e} vy = clazzc@emcgazxsim % 222-5- .Q;g;m X 4 mﬁ%‘g;wg

a) ¥ = @lﬁwﬁg%sxﬁ@%@xz*@*%xg

e) y = @1@-%-’# Céﬁng + w%m e, B y= %832 + egex + xe3xg
gl y= 01@3%@23{63%222@33{, B) v = Ql@zx a“zz o m%sim;,

4%

i}y = cﬁéxeng + 6,8 8in2x + W@s?x n-zimsin2x,

k) y = C1C08X + C,8imx - xc@axg 1} g = elcc@23 4 e,8inZx 4 %xsinzx,
m) y = clex + ezeaz + % z6% 4 x%42

) y = ¢y + cgex % -%megx % %é-?m GOBX = m%fmeim.

o) Faéi omo refienje y(x) difersncijalne ;Zednaéj:ne

xmzx

LI, 4y = @
2
koje z& x = 0 dobijs vrednost y = ”‘i;:m iy’ = ==
ReSenie
OpSte refenje date jednaline je

(q) ¥ = clezx + czeagx - m%%m@x + «%ﬁm %
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odakle je
2% 1 b:d 1

. 2% - 1 1

(r) y'= 20q8 " = 2c,e -5 3
Za x = 0 je y = w%m iy’ =1, pa se tada iz (q) i () dobija sis-
tem jednadine po ey i 5y

2 . I S S R

3= =0 + S T 5 = 20 ¢y T+ 5

0dnosno sistem cq + €5 = 1, ¢y = Cp = “:-é—- gija su relenja
oy = ~le ) Cp = Y5 Zamenom ovih vrednosti za ¢y 1 ¢y, u {q} dobi-
jemo traZenc reSenje

y(x):%ezx+mm2me"2xm.ml;_ex+@a];wx‘

12 3 2
Hepomensa
Jednadine oblika
{x) ay" + by  + oy = apx(anxn +e S e ag)
{(y) ay® + by’ + ¢y = eP*(4cos px +Bsin px)
smencn

y = u.(:ac)epx = ueP*

posle sredjivanja. svode se redom pa jednadine po funkciji u

. 2 _ n n-1
(%) au® +(2ap + b) u’+ {(ap +bpeciu = 8, X + 8, X Hoe.¥8y
(Yl) au”+{2apeb)u’+ (&pz+hp+c)u = Acos px+ psinfx.

Jednadine (Xl) je oblika jedmaline (H), & jednatina (Yl) je obli~

ks (K) za koje smo videli kako se redavaju.

Eximer 1.
Resiti jednalinu

{1) 2yY -~ 3y° + ¥y = ezx(9x + 12)
BeSenje

Smenocn

(&) y o= uezx

odekle je y'= u"egx + Zuezx, ye o= u"e2:€+4u'e2x+4ue2x jeénadina (1)
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. . 2% .
posle sredjivanja i skradéivenje se @ postaje

1" 2ut + 50 ¢ 3u = 9x 4 12
Opite redenje jednadime (17) gf
u = cqe # Cy8 2 4 3x -1,

sada je, prema (&), opite redenje jednadine (1)
) Sx 2%
y = clax +cy8 + e {3x~1)

Primer 2.

ReSiti jednatinu

(2) yY = dy = e3x(oesx - ginx)
ReSeuje
Smenom
(v}
odakle je

3
ue”

«
]

v= ured® o 3u83x; g = uweBx 4+ 6u’e 3=, 9u93xv

x .
jednafina (2) posle sredjivanja i skraéivanja sa e3 postaje
(2°) u" + 6u’+ 5u = cosx ~— sinx.

OpSte reSenje jednadine (2° ) 3@

—x .
u = cpe + Cye wémcosx + 26 sinx.
Seda je, prema (b), opSte reSenje jednadine (2}
y = clezx + Cze—Zx 3x(ﬂ-mcos3 + 3gmﬁlnk}

vostupak za nalafspie partikularnog redenia nehomogene linearne
Steg oblika. Do sada smo

diferencijalne jednefine drugog reda Op

posmatrali neke posebne oblike nehomogenilh linesrnih diferencijal-
nih jednadins drugog reda i videli smo kako se u tim sludajevias
nalaze njihova partikularna reSenja. Posmatrajmo sada opiti oblik

nehomogene linearne diferencijalms jednadine drugog reda

(1) a(x)y* + b(x)y "+ e(x)y = £(x) {a(x) £ 0).
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Neka su y, = yl(x) iy, = yz(x) osnovnz reSenja homogenog dela
Jednaline (1}, u ovom sludaju jednadine
(2) a(x}y" + b(x)y’+ e(x)y = 0
Tada je opSte refenje jednaline (2)
(3} Vp = €Yy + eo¥,e
Ako je yp partikularno refenje jednadime (1), tada Je njeno opste
refenje
y = yh + YP
Feke su u = u{x) 1 v = v(x) ave funkcije takve ds izraz
(4} yp =uyl +W2
pretstavlje pertikularno reSemje jednadine (1), Tade je, 8 obzirom
na {3},
(5) V= 0q¥qy 4 Cp¥p + Wy + VY,

opite refenje jednadine (1).

Za odredjivanje fumkeija u i v potrebna su dve uslova. Jedan od
ta dva uslove mofemo uzeti proizvoljno, dok ée drugi pri tome Pi-

ti strogo odredjen. Iz (5) je

(6) Y= eq¥y + ¥y + Uy + VY, 4wyl + vy

Ze jedan od uslova za odredjivenje funkecija v i v ) (4) stavimo
(7) uyy o+ vy, = O

Tada se (6) svodi na

(67) Y= eq¥y ¢ Co¥y + Wy + VY5,
odakle je ‘
(8) YT = eq¥] + co¥y + W + vy + uyy + vy,

Zamenom vrednosti za y, y° i y* iz (5), (6°) i (8) u jedna¥inu
{1}, posle sredjivenja i vodedi raduma o (3), dobija me identid-

nost
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(9) (2603 + o0y cGyy] + w[aay Gy + oy +
o [alxyp(0yire(vy| + ey vy & 1),

odnosno identidnost

(20) a(x) (uyy + vy F £(x)

posto su sva tri izraza u srednjim zagradama u (9) identicki jed-

nake muli, jer su y,, ¥; iy, redenja jednadine (2).

Taeko, za odredjivenje funkeije u i v imamo dva uslove, (7) i {10),
koje éemo napisati w obliku

(11) uy, + vy, =0

f{x

a%x%

Na taj nadin smo dobili sistem od dve linearne jednaline sa dve

it

(12) uy, + vy,

nepoznate u’i v’,

Primer:s

ReZiti jednadinu
1

(2) ¥+ ¥ = Toosx

Redenje
Homogeni deo jednaline (a) je jednalina

{(b) VW +y=0

Fjena osnovna ré%enja su y; = cosx i Vo = sinx, a njeno opSte re-

genje je yp = 008K + c,ysinx.

Uslovi (11) i (12) za cdredjivanje funkeija w i v u ovon sludaju

glase
{¢) w’cosx + v ginx = 0
(da) —u°ginx + v’Co8x =

COEX

Jednadine {e¢) i (4) su obiZne linearne jednaine po u’t v’
Kjibova refenja su v'= 1 i v’ = - =%%§m§w, odakle integracijom do-
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bijamo v = x i uw = lasosx. %ato je prema (4)
yp = {ln coesx)cosx + xminx
partiltularno refenje jednadine (a), a njenc opSte relenje je

y = cq008x + cyBlox ¢ {lncosx)cosx + ¥sinx.

Sistemi diferencijalnil jeduslins

{wvde éemo posmairati same homogeni sistem od dve libearne diferen-
eijaine jednadine dveju fumkeija jedne nezavisne promenljive obli-
ka
(a)

“%%“ + 8% + byy = 0
S = 0
a5t 8y ¥ bgy =

gde su 215 blﬁ ey i b2 realne konsbante. Sistem (A) je normalan
gisten.
ReZenje sistema (4) svodi se pa redavanje bomogene linearne dife-

rencijaloe jednaline drugog rede sa konstentnim koeficijentinma,

Ako prvu jedns¥inu sistema (A) pomnofimo sa b,, & drugu sa (mbl),
ucoliko je by #01ib,# 01 teko dobijene jednaline saberemo do-

bidemo
ax 8y -
(B} by T bl el (albe - &gbl)x = 0
Dalje;, diferenciranjem prve jednadine sistems {(4) imamo
dgx ax d
C S
() w2 T thTa O
Alto jedna¥inu (B) saberemo sa jednadincu (C} dobidemo jednadinu
2
{1) g x dx R
“::fw + (al + bg) <+ (&1b2 - a2bl)x = 0

Jednading (D) je homogens linearna diferencijalna jednadina dru-
gog reda sa konstantnim koeficijentims. Njenim resfenjem dobija se

nepoznats funkeija x(%).
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De bismo nafli neposznatu fupkeiju y(t), zamenidemo nadjemuw vred-
nost nepoznate funkcije x{%) i vrednost njenog prvog izveda H%gm
u prvu jednafinu sistems (4) i iz tako dobijene jednadine odredi-~
demo trafenu funkeiju y(%}.

Priﬁer 1ls

ReSiti sistem jednafine

(4,) X 2x -6y =
s}
e
Refenje

Ako drugu jednalinu sistema (Al) pomno¥imo sa {~6) i tako dobije-

nu jednadinn saberemo S8 Pryom jednadinom sistema (Al) dobidemo

Coouax 8y -
(Bl) el 6 Frals 4x = 0

Diferenciranjem prve jednafine sistena (Al) dobije se jednsdina
2

é x gx
(C) mm2mm6 = 0,
1 dtz at
Ako gade jedmadinu (Bl) oduzmeme od jednadine (Cl) dobidemo jed-
naéinn o
4 x dax
(py) -3 - 4x = 0
1 dtz at

OpSte redenje jednadine (Dl) je

(al) X = cle4t + cgemtw
odakle je
% =%

“%%” = 4"134 - eg®
Zemenjujuéi ove vrednosti ze x i g§ u prvu jednadinu sisiema
(Al) imademo .

4% =% 4% =%

Acle - cy8 = zcl@ = 2c2e + by = O

odakle dobijamo
1 4t 2 =t

(oy) y=--g—e 4@
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Prema (al) i (bl} imamo opSte relenje sistems (Al)
¢ c
4% =% 1 4% 2 -t
X=cie +cye , y=- e s e

Primer 2.

Re8iti sistem jednadina

A dx
(42) K
&
at T Xty
ReSenje

Ako drugu jednadinu sistema (A2) pomnoZimo sa 2 i tako dobijenu

jednafinu seberemec sa prvom jednadinom datog sistema dobiéemokjem

dnadinu

Diferenciranjem prve jednafine sistema (Az) po t dobija se jedna-

¢ina P
(c.) d'x dx -2 _Gdy
2 dt2 B T at
Eliminidudéi m%%m iZ jednadina (BZ) i (02) dobija se jednalina
2
a dx
(D,) g -2 ==+ 5x = 0,
at

&ije je opSte refenje

(az) A = cletcoszt + czetsiBZt,

iz (ag) ie

¢l ]
m%%m = (cq+2¢,)e ‘cos2t + (02°201)etain2tw

Zamenom ovih vreduosti za x i gi u prvu jednadinu sistema (Ag)
dobijamo

(cl¢2c2}etc@ggt + (czm201)9t31n2t = cletcoszt + czetvsingt - 2y
odakkle je

(bg) ¥ o= - CQetcoset + cletsin2t
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Prema (a2) i (bz)s opSte reSenje sistema (Az) je

i

x cletcoszt + cgetsin2t,

¥y = - czet cos 2% + clet sin 2%.
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DIFERENCRE JEDRAGIRE

Kopatne razlike. Za fumkeiju f(x) iszrazi

Ay £(x) = £(xeb) - £(x); A £(x) & £(x)

A2 2(x) = &,5(x + n) - A T(x) = £(x + 2B) - 2£(x + h) + £(x)

5 o o

A% 0m) - AT 20 oF (<12 (P2 (xvim)
h + b o g/ES

]

Qn £{x)
h

nezivaju se konalne razlike prvogs, drugoga, odnosno n-toga reda.
Za h = 1 je
HF(x) = f{x+l) = £(x)
A%2(x) = £(xs2) - 28(xed) + £(x)

Py

#

1y AP

n n
ST £(xek)
k=0

Obrascem (1) date je konadna rezlike reda n funkeije f{x) pomodu
njenih vrednosti u tatkeme x, x+l, Z+2,..., Z4n. Medjutim, nije
tesSko utvrditi da vaZi obrazac ‘

2 n k
() ‘(xsn) =3 (D) 2" £(x)

k=0
kojim se izrafava vrednost fumkeije f{x} u tadki xsn pomoéu nje-

nih konainih razlike od nultog do u~tog reda.

Diferencna jedpalina, Jedna¥ina

n
{3) Fx, £(x), &f(x), ..., A (x) =0

gde je £(x) mepoznata funkcija promenljive x, a A £(x),

A2 F(x}y coey Anf(x) njene konalne razlike prvog, drugog, 08~

nosne p-tog reda neziva se diferencna jednadina,




1
Wt

Jednatina (3} s obzirom na obrasce (1) mo¥e se nepiseti u oblikm
(4) O x, £(x), £(xel), ..., £(xen)) = 0.

Jednatina (4} je diferencnz jednalina rede n ako sadrii £{xem) .

Sveke funkeija f(x) keoje idemtilki zadovoljava jedmadinu (4) je
ijedne njeno refenje.

Funkei ja

(5) fx) = ¥x, Cyr Cgo eoecn Cy)

gde su Cys Gpp ooy O proizveljne i medjusebno nevavisne konsitan-
te, i keoje identifki zadovoljeva jednadinu (4) nasziva se njeninm

op&tim reSenjem,

Linearne diferencme jednsline
Jednafina

(6)  ag(x) APE(x) + ay(x) A" £(x) + ...ea,(x) £(x) = Q(x)

gde su Q{x) i ai(xﬁ {i=0,1,2,..., n) date funkeije od x, & £{x)
trefens funkelje masive se linearpa diferencns jedned@ine n-teg

reda. Ako je Q(x) = O ona je ne, & ako je Q(x) £ 0 ema je

JednaBina (6) na osnovu jedmakos$i (1) moZe me napisaii u obliku
{7) .bf)(x) flx+m) + bl(x) £{xpn=1)tc.c .+ bm(x) £{z) = o{x).
Homogeni deo jednaline {7) je jednadima’

{8) bo(x) f(xen) + bl(x} Flxen=1}4 .00 + ba(x} £f{x) = 0.

Ako je fy(x) refenje diferencne jednedine (8), teda je njemo re-
Sanje i clfl(x) gde je ¢y proizvoljne konstanta. Zaists, samenju-
Juél f£i{x) =sa clfl(xé jednadina (&) postaje

ey [bo(x) fl(xm) 4 bl(}:) fl(mnal) + o . -f b&(x} fﬁx}}%@l@@@; 0,
pofto je izraz v srednjo;j zagradi identidki jednak nuli jer .Je
fl(x} refenje jednadine (B).



&1

Iste tako, sko su fl(xﬁg :t?g{x)? :’?ﬁéz) refienja jednadine (B8),
tada je njeno redenje i

(9) () = clfl(x) + c_ﬁzfzix'ﬁ» ER— cafﬁ(x}

natente.

e

gde B 25y Cgpeeoy Cp proeiswol;ne

- ako su £(x)y Fp(&), oocs £, (x} medjuscbne negavisna redenja jed-
natine {8) i ake su €y Cgypeces O proisveline i medjusobno nega~
visne konstente, tede fuakeijs f(x} date isreseca {9} pretstavlje
opite refienje lineerne homggense difarencns jedmaBine (B).

72 nehomogenu diferemcny limearmn jedpatiow (7) opbte relenje je
zbir opdteg redenje ¥ (x) njenog homogenog dels i njeneg partiku-
larnog reSenje P(x), %j.

(10) #£(x) = Y(x) + P(x)

5to se dokazuje mepoesreduim proveravanjem.

Ako su u jednaBini (8) koeficijemti bi(x) (i=0, 1y 25000y 1)
konstante, jednafine (8) je oblika

(11) b, f(xen) + by f(mn-1) + oo + By £f{x) =0

i naziva ge homogens linesrna diferencmpa jednatina se kenstantnim
koeficijentima. %2 malaZenje njenog opBteg refenje uvedi se smena

(12) () = A%,
odakle je
flxsk) = A (k=0, 1, .00, D)

i jednedime (11) posteje

25} Xon=1 el X
b, A + by A *““*"’bnol}‘* +b, AT =0

koja se posle skradivanja sa jf svedl na jednadinu

n f=-1
(13) B, A" s AT+ e Aeb, =0
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Jedrafine {13) js slgebarske jednedine m-tog stapens po NEpORRS~
%03 B 1 pasiva ze & & jednadine {(11). Cma

mo%e imatis

1Y Sve korene remlne i rasiifite ;%y ﬁbgg soos ‘%gf T ovenm slu-
faju cemovie refemja jedmadime (11) prems (12} sn
L
% . % 9
£,(x) = A3s fa(=) = }229 cosy Tlx) = Am,
& njens opite rafemje je

x . E
z) = oy }%l S cgf%wz S one & @ﬁﬁh e

2% sve kovene regloe, nedin kojime moZe bitl i viBestrukih. ke je

ajen korea %l vifesirukostl k, tade svom koremw odgov k osnov-

nih refenje jedvaline {11):

x x =1 4=
l,xﬁ s ecop X Ale
BQ Heke 111 sve korene konjugovano keomplekene medju kojima mois
biti i viSeedrukih. Ake je njen koren Al = Plcoa®+ ising ),
onds one ims takedje i koren ?ﬁcz = f’{@w 8 - imin € ). Ak

A Pri tome viSestruki koren viSestrukosti k, tada jo i A 5 Bien
visestruki ¥Xoren videastrukeosti k. Ovim kop
nih refenje jednadine (11):

ey

ms odgovars Zk omnov-

fx cos§x, xgﬂxw@@x% veey xﬁgmlf * cos® x

z . E . =1 = "
§ gin &x, x?m@@xg coap E ? gint .

Refiti diferencrm jednalim

{a) £{xe2}) - 58(x%s1) » 6F(x) = O

prd demu je f{o) = 1 i £(1) = -~ 4.

Jednaéins {@,)v ima kerekteristilon jednafinu
;%.2 =531+ 6=0



iji su koreni El,g 3 i AZ = 2, Zate sw osnovns refenja jedna~-
ins (&}
x

< ”w‘«v s X e
&:ﬁﬁ}%ﬁ) & 3 i ‘ﬁfg{i&ﬁ}%ﬁbg%é@

1
e njenc opifte refenje je
{b) £lx) = @13K + 622%9
Kako je 78 x = 0, £{0) = 1 & za x = 1, £{1) = = 4, to iz (b) ima-
mo sistem jednsiinpe

1= gy + Gy

wd, = 361 &+ 2@2

tije su refenja oy = ~6; €5 = To Zete je trafene vrefenje jsdnali-

ne (a)
£x) = wﬁmﬁx & To2%
Primer 2.
Jednatina
{c} £z + 2} = 4f{x ¢+ 1} + 48{x) = O

ims karakteristinu jednalimi
A% -ap eh=0
Biji su koreni Ay =21 Ay =2, ti. Ay = Ay = A = 2. Zate
su ospovna refenja jednafime (e}
fl(x) = AX = Exg fzcﬁi = K}t\x = Eﬁxg

e njeno opdte redsnje je

X
£(x) = e;27 ﬁzxzxo
Frimer 3.
Re#iti jednadimu
(4) £{re2) = 28{xsl) + 4f{x} = O.
Refenje

Karekteristifne jednaline jedpadine {4} je

A2 -2As4=0




Hjeml morent su A, = Lud

Aq = 2eoe == & 1 gin -
Za%to su cesoovme relspja jeduadiy

s % T . ® . K
Fo{x} = 27pon “g- % i ’2&% = 27pin == %,

& njenc opite refenie je

o o

oI .

£z} = 8427 com =g x4 e
: 3

Primer 4.

Odrediti niz brojsva G {n = 0,1,2,,..) koji zadovoljave jedunali-
T

J:%u

é@) &ﬁ¢§ e ws {3

g reds sa sta~

/s Ay
o f@a+2;uan%2@

8131 su Movemi A, =5 & 4, = 2. osnovana redenia jednadi-

Bs (o)

P - ]
{ ‘m}l 2 1 = oLy
& njens opdte reBenje je
) B 0w
a, = .57 + 0,27 o= 0, 1, 2,000

Primer 5,

Odrediti niz brojsva By

4 3a_ . = Za_ w0 = L, 2. ...
(£) 3 el o U, a= 1, 2,

eko gpamo 8s je &y = B,
Redenie

Stavimo a_ = fin a_ . = f
7 {n}, N



{g) AF(asl) = 28{n) = G

gdekle je 4 = === . Zate je opite refznije jednmBine (g}
;o 2 I
#in) = §ﬁ€m§m} s

2 .8
a, = e.{ 3 )]

Kako je &, = 8, %¢ is (h) imemo

gde su g + 4 date komstante nasive s progresija. %a q = 1 (14)

jecnading prvegas reda. K]

B
£
=

g




gde je ¢ proizvoljma komstant:s.
Za 4 = 0 1 g#l iz {18) se dobiis

a_ = cq
n © ©4

s

cpdte redenje jednadine {16)

78 g = 1 jednadina {17) svodi se na jednadiou (15) dije je opdte
redenje
a8, = ¢+ nd.

Primer

2 g = 2 1 4 =1 jednadina (17} glasi

& njeno opdte refienje, prems (18) je

o

n
= ¢.2 - 1.
an [
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g 1 a v & Ii

NESVOJSTVERI INTEGRAL, CGAMA I PElA FURKCIJA, FURKCIJE vise
PROMENLIIVIH I VISESTRUKI INTEGRAL

WESVOJSTVEND IRTEGRAL

Jdredjeni integral

b
(7 2w
a
defini%e se pod slededim predposbavkama
1} Interval [a,b] je konalen
2} podintegralna funkeijs
y = £(x)
je na tom odsefku neprekidna.

Medjutim, to nije uvek sludaj. More se desiti da interval mnije
kosalan, ili da Fumkcija u tom intervalu ims prekide, specijalmo
de te¥i beskomafuosti. Talkvi integrall zovu se nesvojstveni s ob-
zirom ns rezkak, 1li s obzirom na funkeiju. Posmatrademo oba ta
glutaja.

1. Nesvojsiveni integral s obzirom nz razmak.

Nesvojstveni integral neprekidne funkecije y = £(x) u razmaku

gai + o0}, u oznaci

4 &5
jﬂ F{x)dx,
o b
definife se keo granilne vrednost odredjenog integi‘alag f{x)dx,
kade b =e , Bj. b
L4
5 f{x)dx = 1im§ fx)ax
8 a

b=pes
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4ko postoji te granifne vrednost, tads se kaZe da mesvojstveni in-
tegral postoji, ili komvergira (v.sl. 1.)

] -
b _ff?}
i S
0 a b X
bep oo
Slika 1.
Analogno se definide i
b b
g f(x)ax = lim{  f(x)ax
- G2P &.-mew a
PN e + 59
S f(x)dx = g f{xjdx + g f(x)dx
- 8 - g -C

gde je-c bilo koji realan broj (v.sl. 2 i 3).

3

Y

y:f(x)




Zadatak 1. o=
Fedi g Ao ax
%
1
Redenje
Kako je za of #-=1
-ch -ofsl
(= (5 e = 2
) x% J e+ o
to je e b @ %
S u?;;zdx:z_mg mj-;&dx—lm! ;‘:_ﬂ xl‘“q’% =
1 X bes 60 1 X bep 62 o 1
oA ¢
= lim ;t__oJl -t jz
bep oo =
- - (> 0
£-1 @
T
e 1t t = &=
o b - oo teo o< L
To znadi s zao(> 1 integral postoji i jedmak je «&a%mg a 2o o<1
ne postoji.
za o= 1 imamo & o2
5 "*L" dx = 1lim g“’}"" dx =
1 * s~ 0O x
1
| [~
= 1lim ;111 x! = lim (inx - 1nl} = oo
-5 80 4 A= 8O

tj. integral ne postoji.

Znaci o
) i&@x 2a o > 1 postoji i
] s *
by )
oEegwe A

a za oL £ 1 me postoji.
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Jadatelk 2,
Hadi oo
5{@&&3{ dx,
&
ReSenje 50 b
e“@éxc‘ik = lim f;o(x ax =
s OB O
G
3 -z = @<
alimjm-m?m hx _fz»lim(eb-ec)a
bas N © by oo
of> 0
y P
=2 1im (eP% 1) 2%
b g2 +oo A <0
Znadi pad
-~
g e * dx
) [3
za o4y 0 postojl i
oo
§@®%K&x=m¥]&-g o 5> 0;
A o{
Z& ol & 0 ne postoji
za ® = 0 ne postoji jer je
20 s
{ 0
} e dx = dx = le = oo
B o 2]
sedatalk 3.
Fadi o
§ e‘ix ax
Bedenie: - g

Smenolm X = =t

svedi se ne predhodni zgdatak.

Fadi povrdinu izmedju krive

-X
y = @ i % ose u prvom kvedrantu.

ReSenje:

Ako se funkecija y = & predstavi graficki dobija se da

je
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(<]
P = emx dx
(vidi sl, 4). [}
g
\
L.
0 %
Slika 4.
Teda je, prema predhodnom zadatku
20
5 eﬂx ix = —i— =1
]
Jer je ol = 1., Zadetak se mofe reSiti i neposredno
o b b b
g e fdx = 1m§ e ax = lim gu@‘"x E = - lim E@“X E =
0 b2 o0 A b=p @2 o b-p e o
= = lim Ieub-»ll = = (=1) = 1
b-p &
jer je
1ime’bsnm--3—5 %;- = 0
s @2 boee @
Zodatak 5,
Faéi povriinn izmedju krive y = ze © 41 % ose u prvom kvadratu.,
Refenies

Apalogno predhodi zadatiu, i s obzirom na grafik funkeije y=xe -

S1ika 5.



A
~n

w2

imamne oo b b

. =b
F = xe Fdx = lim fxe‘xdx = lim | -(1ex)e” ¥ - llm[(l+b)e ']:i
b=s 0@ bbb oo o b-sse
o
=1, jer je
lim (1+b)e™® = lim l“‘: = 2im -3 =+ =0,
b-ses b-so0 et? b-bee fe

{primenom Iopitaloveg pravila}.

Zadetak 6.
Pokazeti da je
oD

o
Zadatak 7.
Naéi * oo
1

J '"5 14x dx
Redenje =62

J =
Zadatak 8. o
Fadi Jd = § ain x dx

ReSenjes He pogt@ji,

Zadatak 9, a2
Nadi fe‘&x sin bxdx
ReBenje: ]
b
I= 5
8 +b
Zadatak 10. oB
Radi 5;&.3{ cos bx dx
ReSenie: 4]
&
I=




Ako je imterval integracije a, b konafan a funkecija u jednoj od

granica intervala, na primer b, beskonaéna, %j.
lim f(x)_=iaa
X=? b=0

tada se nesvojstveni integral, u ozmaci

Sb £(x) ax
a

definiSe pomodu grenidnog procesa: (vidi sliku 2)

b b~
5‘ £(x) ax = lim g £(x) ax
a E»o ¢
Ako je
lim £(x) = 3 ©2
X9 840
tada

b
g £(x) ax = Lim |  £(x) ax
a g»0 a+f

(vidi sliku 4)
Ozneke x - b-o znadi da x teZi broju b 8 leve strane, a x-» a+0,
znadi da x teZi broju & s desne strane. (Vidi sliku 2) i {sliku 3)

f

Y=§(x)

S1ika 6 Slika T



Go

EoZe se desiti slulaj da

lim i’(x) = gm
E=b C
ri Beem je 2 < ¢ € b (vidi sluku 8)

, I

Slike 8.

Tads se nesvojstveni integral w [e, b] definife sa

b e=g b
i f(x) dx = 1lim g £(x) dx + lim § £(x) dx
& E~o a g = +0 ce €
fedetek 11. )
Baéi g i ix
po ¥x
Eako je
1in e = 4 60
V=
E=b 20

%o Je oval integral nesvojsitven s obzirom me fupkeiju (rszmak je
konalam -~ 0,1) » tadki & = 0, pa je

3
gsim@:gglmg o ix=
© % €28 “o4¢
1
= lim 21/2 dx =
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1 1
1/2
= lim xl = lim | 2 \f:l =
¢ -0 5 ke 2

=21im( VI -VE ) = 2 1im(1-Vg ) = 2.(1-0) = 2
g=>0 t- [+]

Znali dati integral postoji ~ konvergira.

Zadatak 12,
Radi § 1
3 =x

dx
o

Ovaj integral je nesvojstvem s obzirom na funkciju u gornjoj gra-

nici jer
. 1 1 1
R =R = ) R R
X=» 3=0
pe Je 3 -t -t
1 B 1 .
So Tox dx = lim g Jox dx = lim | - 1n(3=-x) =
two g =0 o

« - tin|nt-1m3]=- (cw0-1m3) = oo
‘td o

Znadi integral ne postoji - divergira.

Zadatak 13.

Badi 2

1
4 '(1’4)3

Zadatak 14.
Nadi ?
o

dx

1

dx

3=x
Zadatak 15,
' 2
Baéi 5
1
1

x ln dx
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Zadatak 16,
Radi

Zadatak 18,
Radi g 1

dx
o x
Za razne vrednosti parametra o .

GAEA FURKCIJA

Gams funkcija, [ (x), definiSe se obrascem

L4
M(x) = 5 71 & g, x>0
o
a u intervalu ~n < x < ~n+l, né&N definife se sa
[ (xen
r(x) = (X+ )

2(x+1}, .. (xem~1)

Zadatak 19,

Izrafunsti funkeiju | (x) ze x=n, tj. za x=1,2,3,4,....
&

[(n) = ‘5 21 ot e,

Jednostavnosti radi izratunsdemo

o
Moel) = g 2 &7 gt
[

Primenom postupke parcijalne integracije dobijamo



oo & e
M(ne1) = S 2 e gt = 12 7 , +n g 2 ot g o
o o 0
. n ~t
=-1lim t e "+ 20 | (n)
X=p OO
gde smo stavili
n -t
n =1 dv = e at
an = at™? v = et
Primenom Iopitalovog pravila, dobijamo
n n-1
lin 4% e = 1in ~E— = 23n - =
%
{ oo ts 400 © tow €
=2
_ 4so Blp-1)% . = 1 al
= 1lim > = ..., = lim = 0,
e e
D=5 eo t =t 4 g0
te je
[(n+1) = n ([ (n), 2= 1,25c000

Ako primenimo gormju formulu za
=1 2, cecey, 1

dobi jamo
[a) = (a - 1) [(m2)
[(0-1) = (@ -2) [ (n - 2)

L]

2 T(2)
1. [

iinofenjem levih i desnih strana ovih jednskosti i skradivanjem
dobi jamo

[(3)
F(2)

i

[(n)
Eake je [(1) =1

to je I (a)

odnosno r(n)

(a-1)(0-2) ..... 2.[ (1)

(n-1){n-2) covo.. 2.1

(n - 1N

it



Zadatak 20.

Pokazati da je

[z + 1) ==z [(x), x >0
Resenje
Primenom parcijalne integrazcije dobijamo

. o] o
M{x+1) = g LI P I (;-'cx“l v gy

o S o o

= X §' x=1 eat at = x [ (x)
©
pen cema e u o= tx, dv = e-‘)c at
du= xtxml? v o= ue_t

U primensms gama funkcije wafnu ulogu igre formula dopunjenja

T

sin Hx

f(x) . T(2-x =

Zadatal 23.
Nadi M
Ako u gornje] formuli stavimo x = “%m dobi jamo
[l
C 1 .1 A
N T = —
g1 5
. 1 fr
. T3 VE

Cva]j rezultat nam omogudava da izraunamo integral Puasona
fu-220

Zadatak 22,

o
Izradunsti I = f e Gu
bes

Regenie s

Ako w [tx) = g 50 o7 g



uvademe smenu

t:ng t3. uzﬂ

4% = 2u du
ieza t =0, us 0
tmeo, u=eo,
dobd jamo e o
Mix) ::j wo¥=2 W o am
o e@ 2
r(x}—i‘j{?@zz@l - du
°
Zajis”“’]"""‘imm@
2 5]
Fody s [ u du = 23
!{2 “‘?;(iv
o

3. f?@ aug Vﬁf

je gy = o=
]

Deo prredhodnog zedatks formulisedemo kac puseban

Zodatak 23,
Pokazatl da se gama Tunkeije moZe predsteviti u obliku
3 2 e
T(x) =2 fi“"a w1l g,
o
Zadatak 24, B oz
Badéi I = === e” "2 ax

\
?eéa@;&@ 5

i X -
Koriastiti amenu % = == resuliat I = 1.

Zadatak 25,

Pokazati da je 28 n = 1, 2, 3yeescee

- =3 f"‘f
M (n Ly oLeded soeon {2n-1) v
( + P } ’;g

&



G6
Refenje
Eako je [M(xe1) = x [ (x),

prema zadatku 20,%a n vrednosti x - @3

1 1
X =5 = 5 ... (B4 “5“)

B N I R
M3 = T+ 1) = 4=
Mo+ =5 =[(Bg 1) - &L 2,
R N S S <)

A 1
2 o 2
M2+ 1) = =2 [()

2n—1 2n=-] 2n-1
M=+ 1) = == [ (<5==)
2 2
bnoZenjem ovih p jednalina medju sobom i skradivanjem dobijamo:
2n=1 1 3 2n=1 1
r(me +1)=w2 ¢ THTeeen '__2 r( 2)

Mo+ _%_) I P .,.;.(211-;2,\/'7? .

2

ili

BETA FURKCIJA

Beta fumkcija, w oznaci B(x,y), x O, y 0, definide se sa
1

B(x,y) = f 51 (1-6)¥ L g,

o)
¢
Zadatal 26,
Nt Bk .

ReSenje

zZe X = —%—, y = —%_, iz predhodnog obrasca dobijamo



Integral reSavamo smenonm

t = sinzu

adt = 2sin u cos u du

1 smenom granica

za t = 0, = 03
za t = 1, u ;j'bf/g
pa imamo @2
1 .
B(=5—, .%,,,.) j L 2 sin u cos u du =
o \/ .2 .2
/2 sin“u(l~sin u)

772 ,
du = 2 Jdu=2(—“§*—).~7(

o]

gin u cos u
sin u cos u
0

t3e 1 1
’ B 5 = X
Veza izmedju B(x,y) i [ (%)

data je relacijom
r

),) ? x> Oy y > O.

x).,
B(x,y) = r(x -
Zadatak 27,
Naéi r(m%ﬂ),, koristedi rezultat
1 1
B("Tv 2 ) =&

ReSenje
Kako je, prewa predhodnoj formuli, za
1

»
it
<
i
9

2 ) M) M=)
e
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Zadatak 28,

Pokazati da je /2
- . 2y=1
B(x,y) = 2 J coszﬁfl sin Xf
~ )
ReSenje
. 1
U izrazu %=1 y-1
B(x, y) = jt (1-6)7"1 at
0

uvesti smenu
S
&
t = cos f

Zadatak 29,

Izradunati 172

j sin3x cossx dx
BeSenje o]
2
Sueanom t = sin x

dt = 2sin X cos x dx

v sin x = V t, cos’x = 1-t, cosx = Y 1-t;
dx = d? -
2 sin x cos Xx
i
za x = 0, t = 0
za x = /2, t =1,
dobi jamo 1
ﬂ-/;/ 3 5 1 3 at
S sin“xcos " x dx = —;—j(\/_‘t) ( 1-1:)). e -
o o )
b
) 15, 51 ) 1 S T
=Tjt2(1-t)2 at = Tft (1-%) at
1 0 0
i .22 3-1 SR S
L = gt (1-t) it = —5— B(2,3) > 15 T5i
o

Jer, Koristeci vezu izmedju B 1 [ funkeije

Fg. T
20003 = Tl

dobijamo

ay



T2 5 w; 3 5 _at
f sin”x cos xdx:-z—f(ﬁ)(VI—t) . =
0 ° V: Y 1-t
=-—2—§t (1-%) dt=-7jt (1-t) at
o 0
1
L (21 31, oL S W U
- g 7 e’ ot = 3 B(2,3) = 3L = 5
Jer, koristeéi vezu izmedju B i funkeije
I, r
B(x)Y) = r(x + ¥)
dobijamo ., 3) = [(2).r3) 1. _Z 1
T r(s) 41 T 4.3.7 T 12 ¢
Zadatak 30,
Naéi %2 ' P
f gin’ x cos  x 4dx
ResSenje °
Isto kao u predhodnom zadatku, smenom t = sinzx; dobi jamo
T/2 M=) [ (=)
f 8in'Xx co8 X dx = > r(s) =
0
1 1. 1.3.
r(2+'";-=)-f(3+-§") 4j\/f~ §5W_t
= 2,51 T 2.5.4.3.2.1 =
R
T 512 T
gde smo koristili obrazac
’ 1 1.3.5. .. .. (20 -1
[+—=5) = 22 o0 = ALVMG%
Zadatak 11.
Dokazati da je
x/2

. 1
j sin x cos x dx = =5 B(-E_’ ==

]
>-1, [>-1;

ili keristedi vezu izmedju B i [ fumkeije
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/2 r (-'i%l r(%—l-)

j sin x cos x dx = pi
+ 1

S 2T¢ = + 1)

ReSenje:

Koristiti smenu

t = singx
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FUNKCIJA VISE PROMENLJIVIH

1. Definicija funkcije viSe promenljivih i njena geomeirijska in-
terpretacija.

Yelidina zeR, je funkecija dve velidine xeR i yeR, ako svakom ure-
djencm paru (x,y), iz neke oblasti, dela RxR, odgovara jedna od-

redjena vrednost velidine z.

Veliline x i ¥ mazivaju se nezavisnim promenljivim a velidina
z - funkcijom,
Oznalava se sa:

z = £{x,y) 4ili Pz, y, 2) =0
Vredpnost funkcije 3 = £{x,y), u tadki P(a,b), tj. za x = a i
y = b oznalava se sa

z{a,b) = f{a,b) = £(P).

Geometrijski predstavnik funkeije z = f{x,y) i Dekartovom pravou-
glom koordinatnom sistemu u prostoru Oxyz je neka povr3ina (vidi
sl., 1}.

z=f{xy)’

X J P(xy)

S1ika 1.
Zadatak 1,
Data je funkcija
= . )
z = f(x,y) = Xy
Radi

£(1,2;; f£(2,3), f£(0, -1).



73

Recenje:
Zamenom datih vrednosti x = 1 i Yy = 2 dobijamc

F(1,2) - 2 _ 3

it

-2 © -1
¥ 2 _ .
f(2)3) - 2__3 —_1 = =2
O - 1 -1
£(0, -1) = eren i el
Zadatak 2, ) 2 2
Odrediti one vrednosti » i 7 za koje ;e funkcija z = 57:1;—3
z
jednaka 0. vy
Resenje 5 -
z=O,'L2—;-'Z-§—*O “ -y oo
X o+ y
(x -y ) (x+y)=0
X -y =0, X+y=20
Yy = % y = =x
Ako to predstavimo grafidki dobi jamo:
Zadatak 3. S11ika 2.
2 2
Nadi sve vrednosti x i y za koje je funkcija z = x7 - y7 jed-

naka O.
2., Oblast definisanosta funkcije z = f{x, y) je podskup skupa RxR,

na kome je data funkcija odredjena.
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ZadataK 4.

jai1 oblast defimisanosti funkcije

Hesenje;

3 nbzirom de jednacdina 9~x2—y3 =0, tj. x2+y2 = 9, predstavl)=z
krig . = obzirem, da je funkecije 2z = 9—x20y2, u tadki M(0,0),

2(G,0) = & >¢, to je oblast definisanosti unuiradnjost kruga

¢ < . . , . .
»“ey” = % one ukijudujudi i njegovu periferiju.

fv

X
Zadatak 5,
Nadéi oblast definisanosti sledeéih funkcija
) U S S S
a =Ty YTy T sinx siny °’
1 1
c) 2 = : d) =z = T
l_x2_y2 X+Y¥+
1
e) z = \xy f) 2z =

v xy

3. Neprekidnost

3.1 granidna vrednost fumkcije.
Broj A je grani®pa vrednost funkcije z = f(x,y) kada talka
P°(x,y) tezi ke tafki P(a,b), ako za svako £ >0, postoji ta~
kav broj ¢ (¢ ) » 0, da za svako x, y 2& koje jJe
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0 < V(x2)® + (3-0)°< § (1)
vagi £ x,7)-sc ¢

Oznafava se se

lim f(x,y) = &

X - a

y-= b
Primedba 1°.
Izlaz V (x~2)® + (y-b)° predstavlja rastojanje tadke P°{x,y) do
tacke P(a,b), tj. nejednsdinu (1) zadovoljavaju sve tatke P{x,a)
koje se nalaze u krugn poluprednika d oko tadke Pla,b).

Krug poluprefniks J.oko tadks P{a,b) zove se © d okolina® talke
P(a,b).
Izraz (1) predstavlja otvoremm okolimm tadke Pla,b). (S1. 4.)

0] a 5 x
S1ika 4.
3.2, Feprekidpost i prekidnes talke,
Puplcije 8 = £{x,y) je neprekidve u tadki Pla,b) ako je
1im K )= f{a,b)

Z a
¥y b
Fumkelje, neprekidms w svakoj tadkl néke oblasti, je neprekidna
u to] oblasti.
Trekidna tadks neke funkeije je taldks u kojoj funkcija nije nep-
rekidna, Prekidne talke mogu biti izolovane ili mogu obrazovati

razne geometrijske oblike (linija prekida).
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Zadatak 6.,
Redi tacdke prekida fumkecije.
z = _>.f.g_+__2_
x -¥

ReSenje:
Funkcija nije definisana za sve one tatke ravn. Oxy za koje je
imenitelj jednak nuli, tj.
2
X -y=0
2
y=x

Sve te taclke leZe na paraboli.

Zadatak 7.
Fadéi granidne vrednosti:
x4 ) 1
a) lim N {ode. 5 )
x -+ O
¥y~ 0
b) lim (22 4 22205 (odg. 2)
X - @
y =+ 0
. 2 2 . 1
c lim (x in o=
) (x" + y) sin —o=
X+ O (oag. 0)
y—= 0
9 Lin E2 L (odg. 0),
X 4y ; .
% oms {preéi na polarne koordinate)
¥ —=eo
Zadatak 8.
Naéi prekidne tadke sledeéih fumkeija:
a) zZ = 1
2 2 {(Odg. linija prekide krug
1-x"-y 2 2
X 4y =1)

b) z = X + Yy
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4. Parcijelni igvodi

4.1. Definicija

Ako je z = f(x,y) funkcije dve nezavisne promenljive, tada se par-
cijalni izvod funkcije 2z po nezavisnoj promenljivoj x, u oznaci
g:, definiSe kao izvod funkcije z = f{x,y), po nezavisnoj pro-

menljivoj x, smatrajuéi y kao konstantu:

gi *lim f(x«balzz)-f(x.ﬂ
Ax= O .

= f);(x’Y)

Analogno se definiSe percijalni izvod fumkcije z po ys izved fun-

kcije z = f(x+y) po y, smatrajuéi x kao komstantu:

£ -
a; = lim —(xny**ix) f(x,y) = f&(x’y)
RY  Ay=0 y

Radi kratkode Eesto se upotrebljavaju i oznake: zi tj zé.

Oba ova izvode su prvi parcijalmi izvodi funkcije z = f(x,y).

Nadéi parcijalne izvode slededih funkcija:

Zadatak 9. =z =x2 + y2
" 10. 2z = x3 + y4
" 11, z = 5x2 + 6y3
’ 2
" 12. 2 = x5 + x2y + y5
2 2
" 13, 2z = = 4 3x2y2 + 5%y + 2xy + 2y3
) 2 2
" 4., z = x5 + 4x3y + 4x y3 + Y5
X
" 1. B o oo
2 ¥
2
" 16. 2 = x2
Y2
£ ]j_ P = X3
y
3
w 13, % = X



Zadatak 19.

A

20,

22,

23.

24.

25,

26,

27,

28,

29,

&3

i

&

%

1]
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(xzﬂygﬁ(x2+y2)

o2 2

x - ¥
2

2\/;&2+y

;! 2
menyry
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Zadatak 35. Z = ex(sinx + siny)
o 36. %2 = x sin y
" 37. z = x2 sin y
" 38. Z = X siney
" 39 2 = sin x + sin y
* 40. % = x3cos y
” 41, % = e2x gin 3y
" 42, z = (sin x + sin y)2
% 43, %z = 8in x . sin y
" 44, Z = x2 sin 3y
“ 45, g = ex2+y2
o 46. 2 = esinx+cosy
w47, 2 = e(xwy)2
N 48. 2 = (XQ_y2)3 93(x+y)
" 49, g = 1n (z° - ¥°)
" 50, z=1n { % & V x2 + yz)
" 51. z = (x2 + ¥2§ in (x2+y2)
w52, z = arc tg w{fw
w83, z=x
» 54 . z = x 8in y
w 55, z = (gin x)Sin y
" 56, z =x1lny
93 Jdg

" 57« Pokazeti da je x -t Y =2 eako je

/Rl

Z = 1n.(x2'¢ Xy + ¥2)

w 58, Pokazati da funkeije z = 1n(ex + ey) zadovoljava
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relaciju
9z Dz
+ =1
2% 2y
Zadatak 60. Pokazati da je
9z 9z
X Py + ¥ 27 Xy + 2
ako je Y
x

Z = Xy + Xe

3.2, Parcijalni izvodi vifeg reda,
Definicija:

Parcijalni izvodi drugog reda definisu se relacijama:
? 22 _ 2 (9 Z)
0 <° T opx tox 7’

Z"

7 .
A

& . . . [ W
Cesto se upotrebljavaju oznske, redom, Blt zxyg yx!
Analogno se definiSu parcijalni izvodi viSih redova. Na primer

9 025 635 .
P x (Oy@x)==oy0xz ita.

Ako su pa:cijalni izvodi neprekidni tada rezultat viSe uzastopnih

diferenciranja ne zavisi od redosleds diferenciranja te je, npr.
2% 22 5

X9y 27 QX

¢
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33, 2 3, cER

3:20Y  Bxavy ~ Fxavor

Zadatak 32. Wadi parcijalne izvode drugog reda funkeije

x
Z = are TE ==
& ¥y

Zadatek 61, 3z = In (x2 + y2)

& 62. %

[}

2 2 2 2
XYy + Xy +X +¥

w 63. z = gin (xy)

@ 64, 72 = x
& 65. Pokazati da funkecija 2z = xf(—%—) + g(—i—-)
zadovoljava relaciju
2 32z + 2xy 322 . y2 322
axz ox 3y @y2
x

@ 66, g2 = 1n e + e’

x =0

4.3. Potalni diferencijal I reda funkcije

z = f{x,y), dz, definiSe se:

Dz ax + 0z

dz = \§
9 x by

Diferenci jal drugog reda funkeije z = f{x,y), d2z, je diferenci-

Jjal diferencijala prvog reda te funkcije:

dzz = 4 (dz)
Amalogno se definifu i diferencijali viSeg reda:
2 = a(a’z)

&Pz = a(a®? 2).

Ako se izvrSe gore naznadena diferemciranja, vodedi radune da su

d@x 3 dy konstante, dobijaju se slededéi obrascis
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2 2 2
2 3z 2 [ 0% 2
= 2 d 2
Yre e thwey MWW
ili, simbolidki napisano
2 2z Oz (2)
"z = ( ax + dy)
dx oy

koji se, formalno, razvija po binomnom obrascu. U opStem slufaju

imemo

n n n n
n 87z .= 2 n=1
dz=(o)anax+(l)n_ldx dy +
X x
n) B z dxn—k d'k (n) anz P n 114
+ne-+(k mn—kmk Yy 4 ococod a’ 3 o J 9 9
x y ¥y
. n_ dg 9z (n)
i 3 4% = a
simbolidki (ax ax + 57 y)

Zadatal 67. Raéi totalme diferencijale prvog i drugog reda fum-—

kcije Z = 2x2 = IXy - Y2
Refengje: 8z _ _ 9z _ _ -
3 4x - 3y, >y 3z - 2y
dz = 02 4y 4 ik dy = (4x - 3y)dx - (3x + 2y)dy.
3% 5y a4
Kako je > az 92
5, Z = -3, g - 2
= 4, =
dx° 3x 3y Oy
2 2 2
2 9 2 0°g 2
.. : - 5 dx =
te dobijamo a 52 ax 3r5y B+ g2 dy
= 4dx2 = 6dxdy - 2dy2.
0% D 2z 027 d2g
Zadatak 68. Izradunati ako je
x2 9 bxz H §x§yv ayz )
2 2
%z = C = + 5 e
a,2 b
ReSenje: azz = abe y2
32 (0222 + 8tzyz)3/2
022 abe xv Bez abc x2
= = e 2 2
9xdy (022 4 o) 2 T 0g% (bPRR 4 a2yR)Y/R
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92, &%z 3%,

Zedatak 69, Izrafunati Dx2 | 0XBY T 9,2 e
z =10 (%% + ¥)

Regenie agz . 2(2{&%2) B %Qz 2%
x° (x2ey)? ©oexey T (XZW)Z;
925 _ 1
? yg ) (X2$ ¥/2)

Zadstak 70. 32, 3

Izradunati Ixoy B ¥ = m
0% - Xy
0 xdy {(2xy + 3’2}3/2

Zadatak Tl. Pokazati da funkeija 2z = arc tg %

zadovoljava diferencijaluu jednadinu laplasa

Q%%  °m
—e g =t = O
dx° Dy°

Zadatak T2. FHadi totalni diferencijal funkcije
2 2
z=Yx +7¥
Zadatak T2, Badéi te‘t&lgi ﬁige:«:’encijal sledeéih funkcijas

a) PR el AN
sy

, 2
b} z = sinex 4+ sin’y

¢} =z = yxy
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. Tajlorova i Maklorenova formula

Ako funkcija z = f(x, y) ima u okolini tafke m,(x,¥y,) neprekid-
ne parcijalne izvode svih redova do (n+l) zaklju¥no, tada va¥i

Tajlorova formula:

2 = £{x,y) = £xg,7,) + -%_![%(x_xo) +573(-:—°)(y-y°5] @,
1] 9% ( ) dx ( y) (2)

+ 2!.52733) x=X,) + —SETEET y-yo] + soccccons

v 3 [ on) ¢ ot )] v mn et ae

1 da 03z (n+1)
Ry(x,y) = (n+1)! [ 3 (mo) (x=x,) +5;R;37(y’yoﬂ ’
pri Cemu talka mo ime koordinate:

mo [xo +0(x-xo), Yo *+ G(y-yoi, 0<8B< 1,

Ako talka mo ima koordinate Xy = Ty = 0 onda se taj specijalni

sluéaj Tejlorove formule zove Maklorenove formula.

Zadatak 74. Ne funkeiju

f(x,y) = -x° + 2xy + 3y2 - 6x - 2y - &
primeniti Tajlorovu formulu u okolini tafke mo (-2; 1).
(Odgovor: f(x,y) = 1—(x+2)2 + 2(x+2) (y-1)x 3(y-1)2.

Zadatek 75. Ra funkciju
f(x,y) = ¢ siny

primeniti Maklorenovu formulu za n = 3.

{Odgovor: 2
£(x,y) =y ¢ xy + ==L ))

x

Zadatak 76. Na funkeiju
Z = COSX COSY

primeniti laklorenovu formulu za n = 4.



(Odgovor: zZ=1- 3 + rx]

Zaedatak T7. Na funkciju
x
f(x,y) =y
primeniti formulu Tajlore u okolini tadke mo (1,1) za n = 2

(0dgovor: f(x,y) = 1 + (y=1) + (x-1)(y-1) )

Zadatak 78. Na funkciju
z = e
primeniti formulu Tajlora u okolini take mo(l; -1) za n = 3.

(Odgovor:

i l*[kx-l)+(y+l)] + [(x-l);{y+l)]2 + [(l-l);§I+1J3)

Zadatak 79. Na funkcigu .
X< 4y ©

zZ = e

v
e}
1
N

primeniti [iaklorenovu formulu zz

Zadatak 80. Na funkciju
7 = X Sinh ¥

primeniti Maklorenovu formulu za n = .

Zadatak 31. Na funkciju
£(x, y) = (x + 1)’
Primeniti Maklorenovu formulu z&e n =

(0dg.

y y{(2x+y; ¥ (3x+y) By
(x+1)e’ = l+x+y + 5 + e

0 < ¢ < 1.
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6, Ekestremi funkcije dve promenliive.

6.1. Definicija
Funkecija z = f{x,y) ime maksimwum (minimum) u talki M(a,b) ako pos~
toji takva okolina talke M{a,b), da je za sve talke M (x,y) iz te
okoline, ispunjena nejednakost.

f(a,b) > (x,y)
(t5. f(a,b) < (x,y))

6.2. Fotrebni uslovi ekstrema (zajednidki naziv ze maksimum i mi-
nimumi), Tabke, u kojima diferencijalna funkeija z = f{x,y),
moZe da ima ekstrem (tzv. stacionarne talke) nalaze se reSavanjem

sistema jednalinas

Pz dz -
EE T ()

(Potrebni uslovi ekstrema)

6.3. Doveljni uslovi ekstrema: neka je x = &, y = b jedno redenje
sistema jednaline (1), tj. neka je mgém(a,b) = 0O, %rﬁ-(a,b)aoa
a2 2 3%
Neka je A=—2, g2 . 5
d %2 x99y dy
i neka je A= B2— AC.

Tada funkcija z = £(%,y) u tadki P({a,b) dostife svoj maksimum ako
je A(a,b) < 0 i A < 0(ili C < 0); b) minimum ako je & (a,b) £ O
i 4 >0(ili ¢ > 0)

2. Ako je/A> O funkcija z = T (x,y) u tadki P(a,b) ne dostife ni

maksimuw ni minimum,

3. Ako je /A = O problem je za sada nereSen (potrebno je dalje is-

pitivati).

Zadataix 3%, Nadi ekstreme funkeije

(3]

2 Ny
z = % + 3xy =~ 1bx - 12y.
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ReSenje: Ako reSimo sistem jednadina (potrebni uslovi):

Dz 2
3% =3x + 3y - 15 =0
Dz
5y = bxy = 12 = 0O
ili ekvivalentan sistem
x2 . y2 -5 =0
xx«-:;":' = 0

dobijamo Setiri stacionarne tafke:
Pl(l;2) 1=2,(2;1) P3(=-1; =2} 94(=2; ~1)

Ako izvrSimo ispitivanje pomoéu dovoljuih wslova dobijamo:
1. u tacki Pl nemea ekstrema

2. u tatki P, funkeija ime minimum (zmin = = 28}
3. u tadki P3 neme ekstrema;

4. u tagki P, funkeije ima maksimum (Zmax‘z 28} .

Zadatak 83, Wadi ekstreme fumkeije

r2 - x2 - yz, r>» 0

0, b= 0 Z

%

).

i
i

{Odgovor: a _—
Zadatak 84. Nedéi ekstreme funkeije

x3 - 6xy + y3
(Odgovor Pl(0,0) - nems ekstrema

Z o=
P2(2,2) ~ minimum (-8}.

Zadatek 85. Podeliti datu duZ duZine U na tri dela tako da proiz-
vad duZine tih delova bude Raksimalan

1 1 .
(Odgovor: Pl(0,0)g P2(Og€ Ve P3(€ »0), P4(“§m9 “§w) stacionarne
tadke., Maksimum je u P4)’

Zadatak 86. 0d svih pravouglih paralelopipeda date zapremine V, na-

¢i onaj koji ima najmenju povriinu.
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(Cdgovor: kocka).

€.4. Rajvedz & najmanja vrednost funkcije. Punkeija, koja je dife-
rencijalna u kona®noj zatvorenoj oblasti dostiZe svoju najve-~
éu (najmanju) vrednost ili w stacionarnoj tadki ili u nekoj

tacki na granici oblasti.

Zadatak 87. 0d svib trouglove konstantnog obima (2s) nadi omaj ko-
Jji ima najvedu povrdinu.

(0dg. ravnostrani trougao).

Zadatak 88, Nadi pravougli paralelopiped date povriine s, koji ina
najvedu zapreminu.

(0dgovor: kocka)

Zadatak 89. U ravni xOy nadéi talku M(x,y) sa osobinom da je zbir
kvadrata rastojanja te tacke od tri prave u ravni x0y: x=0, y=0 i

X-y+1=0, minimalan.

(Odgovor. K(= —%~, —%—),

Zadatak 99. U kojoj tadki elipse
2 2

SR AN
2 2
a b

tangenta obrazuje sa koordinatnim osama trougaoc najmanje povr3ine?

(Odgovor: a b ).

X= g ==, ¥y =3z
£V 73

Zadatak 91. Tokovi dveju reka imaju pribliZan oblik parabole y=x2

i prave x-y-2=0., Spojiti ih pravolinijskim kanalom najmanje du-
Zine. Kroz koje tafke na datim krivim linijama on prolazi?
(0dgovor: Ml(—%— ’ —%—) ~ na paraboli; 13

MZ(_%’ - —%—) ne pravoj).
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Zadatak 92. Naci najkrade rastojanje od taike M(1,2,3) do prave

(Odgovor:

Zadatek 93. Date su dve prave u prostoru

x-1  y+1 =z
2 h 3 )
X+3 y-~-2 _ _z
1 = 4 -2

Odrediti njihovo najkrade rastojanje.

Uputstvo: uvesti dva parametra u i v.

x=-1  y4+1 3 o~
7 =T 3 TTyi° =%
x+3 _¥y-2 .z _=
1T- =T ¢ =72 %V
tjo x=20u+1, y=3u-~-1, z=1u

X =V =3 y=4x + 2, 2z = 2v.
Zadatak se svodi na traZenje ekstrema funkeije
D{u, v) = dg(u, v) = [u e v =

2
=(2u - v+4/2 + (3u - 4v - 3)°4(u-2v)
Fadéi ekstreme slededéih funkecijas

Zadatak 94. z = (x - 1)2 + 2y2
9. z= (x—l)2 - 2y2
" 9, zZ = x2+xy + ¥ —2x—%
v 97, z = (x +y )e—(x +¥%)
® 98, % = (2x—y—1) + (x—2y—10)2
W99, oz = (x-3y-4)° 4 4y° 4+ 6

% 100, z = xy (6~-x=y)

w101, % =2x3 - 2Xy + y2 + 1

1 1
» 102, z=T Ty P Xy 4l

- —&%— (Odgovor)]



Zadatak

1

10N

104.

105.

106.

107,

108,

ReSenje
Zadatak 94.

95,
9.,
97.

98,
99
100.

10%.
102.
103.

104,
105,

106,

Z

90

= 2{l4x=y)} - (x2 + y2)

V/2(1+x—y)-(x2+y2)
o lex -3

Z o=
V‘l+x2 + y2

8
-+ m%n + ¥ (x>0, y> 0)

2 = &Y (x2-2y%)
= exuy(x2 e yz)

3
i

5]
it

]

Boin = 0,u (1,0}

mi
Heme eksirema

= - 1,0}
®min 1, w (1,005
Zpin = (??;;(0,0)la maksimum koji nije strog
Z = «%w w talkame kruga x2+y2 = 13
Zmin = 0,‘-‘ (253)
Toin = 6,1:(4,0}

: . . oY X

By = 8,::(2,2), 1 (00 L 6,001 {0,6) moma ekstrmg,

Stacionarne tadfkes: (0,0); (3,3}
Stacionarne tadke: {1, 3):(1,-3):(-1,3)s (-1,~3).

= 4 13 1 ""1

Zm&jc ] H ( 7 )

Zmax = 2 £ i ( 1 ¢ ml}

Zmax = ﬁ? I (39 “‘l)

Z iqn = 69 u (4, 2)

P = 89“2 ?{1(@49 -2): 1 {0,0) nema ekstrems;
max

%in ,u(0,0); u (<1, 1) vema ekstrema .
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6.5. Udoviii ekstremi. U najprosgtijem sluSaju uslovi ekstremne fun~

keije z = f(x,y} je meksimuwn ili minimum te funkeije, koji se
dostiZe pri uslovu da su x i y vezani relacijom f(x,y)=0 {jednadi-
ne veze)}. De bi na$li uslovni ekstrem funkeije z = f{x,y) pri us-

lovu {veszi) (%,¥) = O formiramo %zv. funkecijn Iagranis
P(x,¥) = £(x,5) + A P(x,y)

gde je A = comst, i trafimo obidan cksirem te pomoéne funkcije.

Potrebni uslovi za to su:

dr D oY
3x E)g + A FE 0
1)
oF _ 03 A a? =0 (
by T ex Y "Ry ¢
?(xwy) = 0

Iz ovog sistems jednalina moZemo nadéi nepoznate X,¥y, A .
Pitanje prirode uslovnog eksirema reSava se ispitivanjem znaka dru-
gog diferencijala fumkcije lagranZs
%y 2 ?°%r

2

2
2 . 2 9°F
A"F(x,y) = ax” + 2 dxdy +
’ 2 x° Dx0Y Dy

2
dy

ze nedjene vrednosti x,y,A , iz (1), pri uslovu koji vezuje dx i

s e 2!
de-&-by dy = 0

(dx2 + dy2 # 0).
Funkcija f£{x,y) ime uslovni meksimum, ako je a°F £0 1 uslovni mi-
nimum, zko je ®r2 o,
Specijalne, ako je diskriminamia D za funkeiju P{x,y) u stacionar-
noj tafki negativna, tada je u toj tadki uslovnl maksimum, ako je
A< 0 (ili ¢ < 0), ili uslovniminimum, sko je 4 > 0{ili C > 0},
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Zadatak 109. Nadi ekstreme funkcije
Z =6 = 4x - 3y
~ri uslovu x2 + y2 = 1
Recenje
Geometrijski se zadatak svodi na traZenje ekstremnih vrednosti
visine 2 ravni z = 6 = 4x - 3y u talkama preseka te ravmni sa cili-
ndrom x2 + y2 = 1,
Funkcija LagranZa je
P(x,y) = 6=4x=3y + A.(x2+y2—l).

Dobijamo: dF
B T A Sy sy
v -4+ 2Ax=0
~-3+2Ay =0
2 . 2
x +y =1

ReSenja su

AL =2 -+ - 2 (2)

1572 2T 1775
i
3
XQ"_QZU x2='_%_1 Yo = = 75 (3)
Posto je
°F ?°p % A
‘ZA, = 0 5 =2
'3}:2 ’oxay ’Oy
tj.

a%F = 2A(ax® + ay?)

Za (2) ime-.0 dZF > 0 te je u toj talki uslovni minimum:

Zoin = 6 - l% - —g- =1. Za (3) sz £ 0 te je u toj tafki uslovn®
maksimnum:
16 9
% pax = 6 + -+ 5 = 11

Zadatak 110. Data je gornja polusfera
Z = V/;E_: x2 - y2.

0d svih tadaka prave u ravni xOy &ija je jednaline
X#+y=r

odrediti onu kvjoj odgovars talka na sferi sa maksimalnom visinom.
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Refenje: Problem se svodi pa odredjivenje maksimuma funkeije
& = r e 32 - YZ
pri demu se promenljive ¥ i y vezane relacijom

X+y=rT {vidi s1.)

8z
d z= i"-):z-y2
Bm:h:‘\)/
AN~
// iN \ ///
d 2 O Gt
/ ! - y
/ M?)
Hey=p

Isgranfeova funkeija je:

F(x,y) = VY - % - y2 + A {x+y-7). Odatle:

9F A~ \/rzaxg;-yg - x

CEIENN e
! I32__°3(2_3r2
\/ 2
OF _A- rh-xg—yz -y

Y 5 5
32 ~ XZ _ y2
Plx, ¥) =x+y -1
Siptem jednadine je
k\fZ 2 2
K o r - %X -y =
J 2
y- AV P - a0
0

X+ Yy ==

§
[/

ili
0

H

X -¥

E 4+ ¥y =7r



gije je refenje x = -32"—, Y =5 A= 5=
Iz slike se vidi da je u pitanju weksimum

zm=\/rr2-( ~25% - (57 . 5z

r

Nadi uslovni ekstrem sledeéih fumkecije.

2adatak 111. Z2=Xy 28X+ =lo

1 1 1
(ndgover Tpax = a0 (5 =F)e

2 2

Zadatak 112. zZ=x+2y 28 X% 4y =5,
Qdgovor '
( g szx = 5 gu(lﬁz)
Zadatak 113. z=x2+y2 zau%"-@z“&msl

= 28
Zmin = 7337 2T 13 s 5
Zadatek 114. Radi ose elipse
5x2 + 8xy +5y2 = 9,
. (0Odgovor: Velika osa 2z = 6, mala osa 2b = 2,

Uputstvo: Kvadrat restojenje tallte (x,y) 0d njenog centra (koordi-
natnog pofetka) je xz % y2 zadatak se svodi me trafenje ekstrems

funieije z = x2 + y2 pri uvelovu
5x2 + 8xy + 5y2 = 9.
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7. DVOINI IRTEGRALT 7 vRILUNA

7.1, Dvojni integrali

7.1.1. Definicija dvejnog integrala

é

Neka je D oblast u ravni, zatvorens, ogranilena i ¢ija povriina
ima jednu odred;enu vredness, nekz je

z = f(x, y)
funkcije dve promenljive, neprekidnz i definisana u oblasti D.

Jvoini integral funmkcije z = f(x,y) »0 oblesti D, koji se oznada-

Is= .[J f{x, y) dx ar

(D)

definiSe se pomodu granilnog procesa

va sa

Oblast integracije D se podeli na konalan broj delova, od ko;ih
svaki ima odredjenu povrSinu, a &ija unija predstavlja oblast D.
Inae, podela je proizvoljna kao i broj delova. Delovi se rauneri-
Su 0od 1 do n, gde je n broj delova. Neka k~ti deo ima povriinu

G K Y njemu uodimo proizvoljnu tadku (? 7 k). To ulining o

svakom delu i formiramo sumu
n

;—1 OF 5w M) 6y



Ako postorr groeniinn vrednnst te sume, kada broj delova, n, teZi
beskonulinosti 2 najve'a od povriina G'K tezi nuli, onda fa granid-
naovresnost predetavlia dveini integral funkeije z = f(%,y) po ob-
lasti D: bs}

(( s(e5) avay = 1im )

i) f{x,y} dxdy = 111'14’\; £( % k? ’PZ k) 6}{

n-ee kel

)
(o) maxskwo

7.1.2. Izradvnavanje dvojnog integrala u pravouglim koordinatama

Oblast s (lz)

g L~

0 Ax X

Neka je oblast D iz predhodne talke ogranifena linijama (11)?
(12) koje mogu biti krive ili prave, i dvems vertikalnim pravama
(13) i (14) £ije su jednadine

(1) = v = y(x)

(L) - (yo(x)

(13} : X = a

(14) H x=b

i

Ako oblast D pedelimo na pravougaonike €ije su strane A Xy i
Oy orda se primenjujuéi postupsk kao u predhodnoj talki,

dolazi do obrasce kojim se dvejni integral pretvara u ponovljeni.

‘ y=y5(x) ~
55 f(x,y) dxdy = j dx Jﬁ (x,y)ay.
() RS Sl



[
e

U integralu
¥ o= y,(x)
j T{x,y) ay
y=yq{x)

% igra ulogu parametra.
4ko x 3 y medju sobom promene mesta, tada dobi jews sbrazac, kod

kdga je “promenjen red integracije”

d )
jj f{x,y) dxdy = j dy j Tla,y) dx

(D} ;{;-3:1{3’"}«
xﬁngy)
U delw 7} @
Flx,y) dx
y igre ulogu parametre. %= %lv) X2 %Ay )
e
v |
d P

U kolike | ¢

ns komaBan broj oblasti navedenog tipa,

ko] oblasti posebmo e dobijeni remultaii sa
diti zbog osobina dvejmog integrals, koje iz
ki,

T+1.3. Osobine dvejnog integrala

U predboduno] tadki koristili smo osobinu integrale koju mo¥emo

iskazati na sledsdi nadin:
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1) Ako se oblast integracije D rastavi na dve oblasti Dl i I)2 ta-

j‘( f{x,y) dxdy = J f(x,y)dxdy +fff(x,y)
D

Dy D,

da vaZi

ili krade

2) Konstanta se mo¥e izwvudi ispred zneka integrala, tj.

g! k.f(x,y) dxdy = k j‘yf(x,y) dxdy
D D

3) Dvojni integral zbira dve funkcije jednek je gbiru dvojnibh im-
tegrala tih funkeija

H [f(xay) + e(x,y)] dx dy =
D

H f(x,y) dx ay + ”g(x.y) dxdy.
D D

4) Ako je f(x,y) = 1 tada je dvojami integral te fumkcije
Jednak povrSini oblasti integracije D, u ozmaci P(D):

jf dx dy = P(D)
(D)
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Ova osocbina sledi neposredno iz definicijz dvojnog integrala.
5} ako je f{(x,y)} & 0, 22 svaku talku (x,y) €D, tada je
jj (x,y) 2 0
D
ili refima: dvojni integral nenegativne funkeije je nenegativan.

Primer. Nadi §§ xy dx dy, gde je

D
D oblast ogrenitena linijama
2
y =X, X=y
1
YR
2
y=X
1 [ L
a\
]
14
\72
1 yo(x)
SSxydxdyg xdxg ! ydy =
D o y1(x)

2
=} xdx ydy = x = dx =
2
2
2 X
o x o
1
3 61
1 2.5 1l , x % 1
7 | GFx)ax = 55T - ) =53
o

Zadsci i primens dvojnog integrala
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Zadstak 114 1 1

Izradunati integral I =.§ dx J. {(x +y) ay
© %
1

ReSenje
l S 1, ,.2 ¥ 1
R ECE N (R ST =) pr
y=x o
(o]

Zadatak 115
Odrediti granice integracije integrala

fff(x,y) ax dy,

(s)
kod koga je oblast integracije (S) (S1. 1), ogranidens hiperbolom
yz«x2=l L dvems pravams X = 2 1 X = -2 i sadeZi tadku 0{0,0).

V=*V1+x2

N
NV

-2

\
S1ika 1.
ReSenje
Oblast integracije ABCD Je ogrenifens pravim linijama x = -2 3

X = 2 1 dvema granams hiperbole.

. 2
Vo= 1+x2 i ¥y=-=-VY1+x

te imamo 2 Viex2
[I z{x,y) dx dy = I ax j £(x,y)ay
(s) =2 <V 1ex?

Izradunati sledede integrale:
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sadatak 116,

2 I
g dy S (x“+2y)dx
o] [0}

R 2

Lgsenje 4 =5

2
5 . (xey)
. . 25
Resenje 1n 54
Zadatak 118,
1 1 2
Jo | e
o} Ql%y
ReSenje: L.
e¢senjes T
Zadgtak 119,
2 X 2
I
1 1 ¥
x
X B o 9
hﬁsenge° MIE
Zedatak 120, 5
1 Viex 5
§ dx § VG;X =y° dy
9 (<]
.
6

Napisati jednadine limija, koje ogranifavaju oblasti integracije,

i nacytati ih.
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fadatak 121,

2 2y
dy S, £(x,y) dx
2
=6
i
4
ReSenje 5
X = m%m -1, x=2=y, y= -6, y=2.
Zadatelk 122,
3 *+9
de S f{x,y)dy
1 x2
Rezultat y = x2, y=x+ 9, x=1, =3
Zadetak 123, >

3 25=x
S ax S fx,y) dy
[e] [+

Rezultat:
\/ 2
y=0, y= {Y25-x, =0 x= 3.

Napisati gramice integrala za oba poretka integracije w dvojnom

integralu S§ £(x, y) ax ay,
{s

Za date oblasti S.

Zadatak 124.

S - pravougaonik stemenima 0(0,0).

a(2,0)  B(2,1) ¢(0,1)
Rezultat: 1 2 2 .1
- 5 ayj (£(x,y) ax =§dx5f(x,y) ay)
o (e} [¢ B 1]

Zadatakl2s.
S-trougao sa temenima 0(0,0), A(1,0}, B(1,1)
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1 2 1 X
Rezultat: g S ~
L) 2y e —S x| oy 4
o 0
Zadatak 126.
S-trapez sa temenima 0(0,0), A(2,0), B(1,1) ¢c(0,1).

Rezultat: 1 2ey 1 1
S dyg ©f(xy)a, = S dx5 £(x,y) ay +
o . o o
2 2=X
+ S dx S f(x,y) dy.
1 o

Zadatak 127,
S- paralelogram s temenima A(1,2), B(2,4), ¢(2,7), D(1,5)

Rezultat:
2

2 2343 y/2 2
S ax S f(x,y) dy = S £f(x,y) dx + 5 dy-y +(x,y) dx +
1 2x n 1
7 2
+ g dy 5 fx,y) dx).
5 y-3

Zadatak 128,
S-kruZni iselak s cemtrom u tadki 0(0,0), s krajevima tetive u
tadkama A(1,1) i B(-1, 1) (vidi sliku).

'y
B(M) A1)
0 X
Odgovor:
Sldygy £(xpy)ax of IZ—yg
X, ¥J)dx +j dy £ =
oy T TR VL T @
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[¢] 2»};2 1 2= x2
= S ax S t{x,y/dy +S ax S f{x,y)dy.
=1 =X
Zadatak 129,
S~ Segment parabole y = 23{29 AOB, ogranien parebolom BOA: 0d-

seékom prave BA, koji spaja tatke B(-1,2) u -A(l, 2)

y
B2 Aliz)
Ry 0 " %
Odgovor:
1 2 2 \/ 5
x| Gonay =§ ay £(x,3)ax) -
=1 2x2 Q Y.
2

Zadatak 130, N
S - ogranilena hiperbolom yz—-xz = 1 i krugon x2+y2=9,; pri Cemu
0(0,0) (8).

Odgovor:
-2 09—:( v x

f{x,y) 4y +
R A g
3 9—x \) =1
+ ax 5 f(x,y)dy =j ay g £flx,y)dx
9-x - 5 =y 9°-=:Y2
-1 9-y?2 1 jg_y2
+ j ay 5 (x,ydax +§ dy - flx,y)dx +
V5 49—y2
f-g ""v[;?"—l ] V9==y2

+S dy f(x,y)ax +j dy fz,y) dxj.
1 - \}9_3,2
-¥5 ya1
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Promeniti poredak integracije u slededinr avonin ntegrzilims:

Zadatak 131, 4 12x

dx j f(x,y) dy.
o 3x2
Odgovor 48 @
S dy S fx,y) dx
[
&
2
2a dax
dxj T(x,y)dy
0 ‘!23(){-—3(2 .
a aa,/aQ_y.? a 2a
5 dy j fx,y)dx +S dy f fx,y)dx +
° a ° asVa'y
4a
2\/5‘5_& 2a
+ dy fx,y)ax.
2
o S
da
1 1=y
S dyS r(x,y)éx.
[¢] 1'=y2
Odgovors o 1-=-x2 1 1ox
S de £(x,y)dy ¢S dx S £(x,y)dy.
- ° o 0

Izrefapati sledede dvojne integrale:

Zadatak 134,
S =gg xdx dy, gde je S - trougao sa temenima

(s}
0(0,0), A(1,1), B(0,1)
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vdgover: 1
[
saaatax 135,

Lifgx dx dy, gde )e [ ograni‘ena pravomygkoje prolazi kroz tadke
A{¢,0), B((,2) 1 delom kruga &iji je centar u talki ¢ (0, 1), & po-

iupreénik r = 1, 1znad prave.

hN

ngovor: 1

Zadatak 136.

[) e
(s) a2_12_3(2
£ae Je s deo kruga u prvom kvedratu poluprelnika a, sa centrom u

tadki 0(0,0), r = a
(Uputstvo. Smena ==t

X
= t; rezultat -—>— a)
V 2 2
a%-x

Zgdatak 137.

S \/xz—yz dx dy - gde je s trougao sa temeninma
(s) 0(0,0, A{1, -1) 1 B(1,1).
Odgovor:

&

dx dy, gde je s - krivolinijski trougao AOB
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ograniden parabolom y2 = X i pravim linijame xz=0, y=1,

Y
B(o.ﬂ?, A1)

0! %

1
O;dgovor. “é-’-
Zadatak 139,
g g 5 dx dy, gde Jje s - segment parabole, ogra-
(s) x4y niéen delom parabole
x2
y = =5 i pravom y = X.

Odgovor: 1n 2,

Zadatak 140
fS xyzdx dy, g£de je s oblast cgranidena parabolom
(s) 2=2px i pravom x=p.
¥y
Odgovors 8\/‘;= p5
21 °

Zadatak 141,
ﬁ xy dx dy - gde je s ograniCena osom Ox i gornjim

(s) polubcugom (x-2)%+ 3° = 1

Odgovors —%—

Zadatalk 142,

.ﬁ —dx dy y gde Jje s krug polupreinika, g koji dediru=

{(s) Y 2a-x

je koordinate ose i leZi u prvom kvadra-

tu,

Odgovor: -=-¥§— aV 2a.
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T.2. Izratunavanje povrSine figura u ravni x0y. PovrSina ravne

oblasti S, u ravni xOy data je sa

P(s) =§gdx dy {1}
(s)
Ako je oblast (s) cdredjena nejednalinams
alx€p Ty W (%), obrazac ( ) pes-
b ¥(x)
P(s) =g dx dy
S {9

taje

Y

Zadatak 143
Nacriati oblasti (s), Sije se povrSine izraZavaju integrelima:

2 X+2 a E/azwyg

aj ‘g dx j dy: b) j dyg dx
2

=1 x 0 a=y

Izrafunajte te povrdine i izmenite poredak integracije.

Odgovor 2 2
1 8 & .
&) 4 =5 e

Zadatok 144,
Izradunati povrsinu ogranifenu pravim linijame
X =y, X = 2y, X4y = &, %23y = a (8 » Q).

Odgovors lag
120

Izratunsti povrSinu, koja lefi iznad Ox ose, ogranilfenu delom te

2 .
ose, parabolom y =4ax i pravom x+y = 32.
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Odgovor:

7.3. Izradunabanje gapremine tela

Zapremina cilindra, koji je ogranifen s gornje strane nepre-
kidnom povrdinom 2z = £(x,y), s donje strane ravni z = 0, a omotad
mu je prava cilindri®na povr#ina, koja sefe u revni xOy oblast (S),

date je izrazom
v =ng(x,y) ax dy
(s) z z=f{xy)

@ y

U sledeéim zadacima predstaviti u koordinatnom sistemu Oxyz tela

X

gije me zapremine traZe.

Zadatak lﬁ6°
1 J=x
S dx S {1=-x-y) dy.
0. o
Zadatak 147,
2 2-x
S “dx S (4-x-y) ay
0 o
Zadatalk 1&8. 2
1-x

ax S (1-x)dy.

]

%" p>
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Zadatak 149,
Hecrtati tele, 8ija je sapremina israZens imtegralem

f ax §-“K \jaz"’xa“yg dy, i

4] Q

geometrijskim putem nadéi vrednost tog integrala.

Odgoveor -
Xe”
3

Zadatak 150,

Fadéi zapreminu tela, ograniBenu eliptifbim paraboleidom

3 = 2x2 + ye % l’
revni x+y = 1 i koordinatnim ravnima.

Odgovors -%-

Zadatak 151,

2 . .
Telo je ogranileno hiperbolidnim paraboloidom z = xgwy i ravaim
y=0, 2=0, x=1l. Izradunati njegovu sapreminu.

Ddgovors
1

6

Zadatak 152,
Telo ogranidenc cilindrom x'2 + 52 = 0 iravnime y = 0, 3 = 0
y = x. Kaéi njegovu zapreminu.
Odgovor:
a3

3
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6lava ITI

R E D OV I

BROJNI REDOVI

Definicija 1. Neka je dat beskonadni niz realnih ili komple-
ksnih brojeva Uoy Ugy Upy oeos Uyo oo-

Izraz ‘
Uy + Uy + Wy + coe F Ut oeeo = § u,
n=o0

nezivamo beskonaénim brojnim redom, gde su Wos Uys Upy oo
coes Wy oo ¢lanovl taga reda, @& u, njegov opsti &lan.

: o
Svi &lanovi reda w, mogu se dobiti iz njegovog opdteg

=0
&lana u, tako 5to demo indeksu n davati redom vrednosti o,1,

2, 3y ceep My seo

Primeri brojnih redova:

3
E I _ 1.1 1
1. Datjered —;1'—1+§+I+,,°+2n+_._
n=0
1
Kod njega su 1, %, %, ceas ;ﬁ, ... Glanovi, a w = %ﬁ je

opSti &lan. Ako indeksu n dajemo redom vrednosti o, 1, 2,...,
n, ... dobidemo redom &lanove reda, tj.
1

- 21 1 -1 _ 1 _ i
uo=2—°ol, ul—-z-I—-é-, uzbg—z,..., lln-—zn, cea
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=
. 1 o1 1 1 1
2. %ed ) sy vy e o adhy
n=1
iwa opdti 8lan u_ = —T;—T Glanove T;? §l3 1
] n nn+)= o 2 " ,ﬂ. g o ey
1 i i ootes #lane 1
BEREY v ) EEEER dobijamo iz opsteg Clana u, = alnrT) kada za
n dujewmo vedom vrednosti 1, 2, 3, 4, ..., DBy .ea
O
Jdefinticija 2. Ako od Clanova reda W= ug o+ oug +...+un+...
. . n=o0 . '
forwiramo niz Sys Sys Spy ey Byy oo gde je
So T Y

sl=uo+ul

i}

8y = Uyt uy + Uy

= + + + oeee *

Sp T Ut Un

tada niz S, 84y Spp eees Sps e nazivamo nizom delimilnih
-]

suma reda .
2 %

n=g

OO
Definjcija 3. Brojni ved E u, nagivamo konvergentnim,

n=o0
Sqe

ako njegov niz delimicnih suma 819 Sps sees By oo tezi

0
konatnoj ¢ ranidnoj vrednosti, tj. ako postoji

lim s = S,
pwoo o

Tadz broj S nazivamo zbirom ili sumom toga reda. Ako pak ne
oo

vostoji Tim s, tada kasemo da red E w, divergira.

Th~ S

n=o
gtav 1. Ako niz delimifnih suma S , Syseces Spsee- reda
[ [0
E s monotono raste i ako je ogranifen tada red E u,
u= n=o

konvergira.
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sJokaz ovoga stava sledi na osnovu poznatog stava za konvergenci-
ju nizova, tj. da svaki monoton i ograniéen niz konvergira, pa
je dalji dokaz posledica definicije 3.

Primer:

3., Ispitati konvergenciju geometrijskog reda
e

e+ aq + a9 + oo + ad® L ... = 2 aqn_l, a# o.
n=

Njegov niz delimidénih suma je

2 -1 ~g2
s, = a+ ad+ el + ... + ad" =“1_q .

koji predstavlja zbir prvih n <¢lanova geometrijske progresije.

a) Za 1qi<1, sledi da "~ 0 kada n— >o pa je tada:

n

lim s =1im3%§9=—)-=1-§— ,

N = n—.oo q-

T .

5to znadi da red E aa® 1 ronvergira i da mu je suma S= Tga .
n= v

b) Za gl > 1, sledi da g% oo kada n—So pa je tada

1-q%
dim s = lim S = o0 ,
1= S N > q
S
odakle proizilazi da red aqn‘l divergira.
ni=
¢) Za q=1l, red ima niz delimidénih suma B, = a-n kod koga jJe
lim s_ = lim ¢-n =%, Znadi, da red divergira.
i o n=e "o

d) Za 4=-1, niz delimidnih suma je B,= G=0+E=Gt.. ., gde je

lim s, = 0, & lim 8, _4 = @
N O 21‘1 ' = S 2n-1

pa red divergira jer mu niz delimidnih suma nema granicu. Na
osnovu predhodnog razmatranja proizlazi da geometrijski red

§ 2a™ ! kxonvergira za svako laf < 1, a divergira za svako |ql3>1.
n=
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OSOBINE KONVERGENTNIH REDOVA

>
Stav 2. Ako redun E u, dodamo ili oduzmemo konadan broj
n=o

novih &lanova tada se njegova konvergencija il1i divergencija ne~
¢e menjati, tj. konvergentni red ostaje konvergentan a divergen-
tni ostaje divergentan.

Dokaz: Neka je 8, gbir n prvih &lanova datoga reda, a s
suma k odbalenih ili dodatih Slanove. Jasno je da Je za dovoljno
veliko n zbir odbadenih ili dodatih &lanova Ek manji od Spe Ako
je SnTk “suma ¢lanova reda 8, kome su odbadeni ili dodati
¢lanovi By, btada je

= +

n = Pnyk * 8k ¢

Kako je Ek broj koji ne zavisi od n, vidimo da iz postojanja
lim s_, sledi postojanje 1 1lim s -1 i obrnuto, odakle je uslov
= >0 n N~ oo e .
stava 3 oligledan.

S,

[~
Stav_3. Ako sve ¢lanove nekog reda ;Z:un pomnoZimo brojem

oo n=o0
k (k # o) dobijamo red zijkun koji ostaje konvergentan ili

n=o = '
divergentan prema tome da 1i je i1 predhodni red E w, bio
n=0
konvergentan 111 divergentan.
oo =0
Ako je sums reda Zi:uh =S +tada je suma reda E ku = kS.
n=9 n=o0

O
Dokaz: Neka red :E:un konvergira i neka mu je suma S,Tada

n=0
njegov niz delimidnih suma
By = Uy f Uy F Uy b howy
ima granidénu vrednost S, tj. lim S, = 8.

nNe e

Neka je s = ku rkay+..otku, = k(u°+u1+u2+...+un) = ks

=1
niz delimiénih sums reda :E:kun. Tada granidna vrednost niza

n=0

En jes
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1im 3. = 1lim ks_ = k-1im s_ = k5,
n-e o= n-< oo n n—voon

[ =
ra red E kuh konvergira i suma mu Je kS,
=0

Ako red E un divergira, tads ne postoji granitna vrednost

njegovog niza delimidnih suma 8, pri ne oo , & samim tim ni
oy

graniéna vrednost niza ksn, pri ne°oc, pa red E kun divergira.
n=o

stav 4. Ako redovi Zun Zv konvergiraju i ako
gy

su im sume S, odnosno P tada ée konvergirati i red E(univn)

i njegova e suma bitl stp. n=0
Dokaz: Kako datl redovi konvergiraju i kako Je E w, = i
= n=0

E Vv, = P, sledi da njihovi nizovi delimilnih suma S., odno~

n=0
8no Pn impaju granilne vrednosti, kada ne <o jednake S,

odnosno P, tJ.
lim S, = S i lim P =
N S N OO a
Neka Je E =(s e ) niz delimi¥nih suma reda E (u "'vn).
n=o0
Na osnovu poznatih stavova © granilnoj vrednosti je

1im 5, = 1im(s _p ) = 11m 8 t lim Pn =S X P,
n-e >3 n-eoo n n

Ovo znadi, ne osnovu definicije 3 da red E (un‘"v ) konver=
+ n=0
gira i da mu je suma S-F.

ZADACI %A VEZBU

4., Ispitati konvergenciju reds

1.1 i = i
1+§.Z+..‘+2n+.a.—22n.

n=0
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ReSenje: Ovaj red ima niz delimitnih suma

1.0+l
1-(3)
s, = 1+ % + % + oeee * L. 2

n n T
2 1 - 5
1 n+l
Kako (?) -—% o kada neoco , dobljamo da je
1 - (%_)rwl 1
lim e, ety B 2.
peso 13 1-5

Znadi,red konvergira i ima sumu S = 2.

5. Ispitati konvergenciju sledeéih redova i nadi im sumu S:

=

5 1.1 1 = .

a) 1+3+;?+°M+3n+.“- Z i
n=o

2 (o]
n n
b) §+(.§) +.,,¢»(?g) ol = E(%) ;
n=1

o0
3 3 _ 3.
c) 3+5+ §§ Tl t I eee = il
n=0
>
Q) e+ 2+ %+ .+ & L= &
z E? on on
n=o
Redenja:
a) Konvergira, sums mu je S= % ; b) konvergira, S = 2 ;
¢) konvergira, S = 6 ; d) konvergira, S = 2a

6. Za koje vrednosti z konvergiraju glededéi redovi:
>R

2) E 221+ x 25 % e I .,
n=0 ’
o2, n 2 n
- : T b z z
B, ;1-—1+?'+E‘?+...+2n+... H
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Ragenja:

} Xonvargira za lzldl, a sums wa je S5 = T%? 2

) konvergirve za (zi<{2, § = 3%5 5

o

o

c) konwvergira za lzld{1, § =

|

1=z

T. ZIapltati konvergenciju reda

)
S S S | 1
E?M m m}“l = Ty &mﬁ T oeoe F n—rm_i_ +

n=1

Refenje: Niz delimidénih suma datoga Teda Je

1

uua‘b'?f”ln+ )

. - S S
iim s, = lim {1 E;T) = 1.

i em Ti% Tz

<3

nadi, red koavergire 1 suma mu je S = 1.

8. Ispitati konvergenciju slededéih redova i nadi im sumu S

8

a}

i
it
ot

s

f

=

Bz

P

M

n=1
%)

1 ! 1
a) nmlmn prwrs —W%W%,@@*mﬂﬂﬂn e = e



ReSenja:
a) Konvergira, S = % : b) konvergira, S = % H
¢) konvergira, S = % H d) konvergira, S = %E .

Ispitati konvergenciju sledeéih redova:

a) . (va -+l ) b) N (== 1.1

;;; /n Vo+l
oy I a) el

n=1 v ;; va
e) == 2nt+l
n° (n+l)

n=1

Redenja:

a) Red divergira, jer mu je niz delimicnih suma
8, (A V)4 (V2 =V3)+...+(Vh ~vhtl) = 1 —vh+l , a
lim s o= lim (l=yht#l) = o= .

= > nee oo

b) Red konvergira, jer je

B N (I
Y B & van Varl
lim s = = 1,

L)
ne oo n=» oo vﬁ:i

Suma reda je S = 1.

¢) Kod ovoga reda niz delimilnih suma monotono raste jer je
_ 1 s s « Lo s
8,+1° B T rDIT - Zatim on je i ogranifen sto se vidi iz
_ 1 1 1 . 1
s, = 1+ NEVl + TS A YIS TY! st 7T 4
1 1 1 1 _
(R v Il v A vy r- oy SAREERS oSV EEEY M

=1+ % + iﬁ oo * m%:i = =g =2, tJ. 5,42
2 2 i-3

Znadi , niz delimicnih suma Sn monotono raste pa kako je i
ogranien na osnovu stava 2, sledi da dati red konvergira.
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1 1 1 n
§ = 1 4 ==+ == % - 2 - /a, a
ST "w! A
1im s = limvi = oo .
= O n Ti= O
Lo . . . 2nvl 1 1
¢) Red konvergiva, Jer Je ~—pr— 77 = - ey, 2
n{n+l) -z? (n+1) ’
1 1 1 7 1 1 1
6 = (1~ F)(F = F)re.t -ty =1 -y
n LA G (n+1)°
L 1im (1 L)=1
w8, = m - ) = 1.
Ty Y n N=e (n-{«},)
suma reda je S = 1.
OPSTI KOSIJEY KRITERIJUM KONVERGENCIJE
stav 5. {Kodijev opsSti kriterijum konvergencije)
Da bi red fuﬂ pio konvergentan potrebno je i dovoljno
n=0

4a svanom £»> 0 (te pyems tome i proizvoljno malom £>0) odgo-
vara c&0 poezitivan bro} N(e)' taksv da je

18 p” snl = iun+1+“n+2+un+3+°°'+vun+pi < €
za svako D‘>1\§(E) 1 svaki pozitivan broj p.

Dokaz da je uslov potraban: Neka snw S, kada n=¢ == .
Tada za proizvoljno £>o postoli prirodan broj N(g), takav

da je c
Esn -5 <%, % svako n>N(6).

Za n rNocy i proizvoljan ceo proj pro e takode
£

o~

kgxwf s1< %
1z zadnle dve nejednakostl proizlaszl
- (R = = 3 - S o
s -8 | = (8,78 (8 s )| & lsypm S+ 1578y <

S

(%4;%;-9 €.
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za n> N(E) i svaki p>o, $to predstavlje dckaz potrebnosii
uslova,

Dokez da je uslov dovoljan: Neka zz proizvoljno &3>0 postoji
prirodan broj N{e) takav da je za n)N(g‘) i proigvoljan ceo
brej p>o ispunjen mslovw lsn+P-= sn! 4t . Tada je za svako
n>N(6) i proizvoljan ceo broj p>o ispunjen uslovw

Sp 76 L Bpp < st T o
B2 p=1, 2, ... docbijamo odavde
sn-E (Sm-l '4 sn+€
sn-€ <CiBpup & 8, T E

5to znaci da skoro svi &lanovi niza 8
pripadaju intervalu (snc €, 8+ £

nt+p (P=1’29 oc ey nﬁ"")

Kako je £>0 proizvoljan mali broj mofemo uzeti da £-—> o,
pa tadas duZina intervale (sn .8+ £) teZl muli 1 ovaj inter—
val se svodi na taBku S, gde je.5 = lim 8,0 8 time je

=% =

n}}&sn+P = lim 8, = )

N==o
8to je trebalo i dokazati.

f==]
Stav 6. Potreban uslov za konvergenciju reda E Ty, je da
n=0

opStl Clan u= o, kada n-e <o , Maduitim, ovo nije 1 dovoljanm
uslov ( vidi zadatak 10).
S

Dokaz: Neka red E u, konvergira i neka mu lim 2, = S,

n=g = =
gde je S (konadam broj) suma datog reda. Tada je i

lim s = 8.
n—> n-1
Odavde proiglazi 1 da 1lim s_~ 1lim Bpay = O odnosno -
n=e oo T x>

lim (8 -8 ) = 0.
n= oo n n-1
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kako je g -8 . = egledi da je 1lim
n ®n-1 T Ynr Iy%gsun
ftc je trebalo i dokazmati.

O
Posledica 1. Ake op3ti &lan reds E w, ne teZi nuli,
kada n-e == , tada red divergira.
ZADACI 24 VEZBU

10, sa 11 konvergire harmonijski red
1 _ I, 1 1,
§:~—1+?+§+ou+n%§“

n
n=1
ResSenjes
Formirajmoe izras Esn+p“ sﬂg, Za p=n ipamo:
n +1 + + = g 1 + 1 + + -1 >
ne1 Ppeater T | ntl T weZ oo Yt mEm

Nkt kv k| - gn,gﬁg 3. 4

Eun+1+un+2+”°°+u pg >

Odavde vidime da je E$m+p@ sn!§>6 za sv%ko o Lf < % « Dakle,
red divergira. Kod ovog reda ops+ti &lan 5=k o0 kada o= oe,

ali red divergira. Ova] primer pokaszuje da ako op¥ti 3lan teZi

nuli je samo potreban ali ne i dovoljan uslov e konvergenciju

reda.

11. Ispitatd konvergenciju hiperhbarmonijskog reda

N
”nji"'

Redenje: n=1
Red konvergira, Jjer je
i3 1 E
u, + L = + 7w Yoee * mmnm_?
i n+rl %"?2 un-&-p; E(n+1)2 (n+9)2 (n%p}
i 1., 1 -
<é(§ - m+i)*(H?T )#”°°+(n+ n*p)i n n+p|

=§m§"‘is‘7“§a

Odaviée se vidi da se zadnji igzrez mofe uliniti proizviljno
malim za dovoljno velike n i za svako pro. Znadi,red konvergira.
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el
12, Pokazati da red Z m konvergira
n=

Re@anje:
Konvergira, jer je gun+1 T T ool ¥ ﬁﬂ+p§ =

. i, N 1
3 (nr2 i (ne3) cer ?xn«@»pﬂnﬁsp-e-li §”
é i 1 E(< £

Bl nHpry

za dovoljno veliko n i za svidki prirodan broj p.

13, Na sliCan nadin pokazati konvergenciju slededih redova:

, S i
7 B TR IT (T
i
[l
14. Ispiteti konvergenciju reda ZZ: ;Ew
n=1 2
Refenje:
Eako je :
R ate ooty = é : S S + -k ! =
ﬁun+l n+2 °°° n+p§ - 2n+ﬁ 2n+2A eer HB+P -
= e L _ 4 i-(1/2)P
«2n+l§1+=2r+4 Feooot 231&15—27!1,_10 3 .“1 <8

22 8vaki prirodan broj p i dovoljno velike n, 5to znadi
de red konvergira.

15.He sliten nalin pokazati konvergenciju slededih redova:
O

SEDIE ¥ b) 2 " s
n=

n=1
<=

]

O) Zg}:{s
n=1

16, Kofijevim opBtim kriterijumom konvergencije dokazati ds
Qg
red E (Vn -vo+l) divergira.
==
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REDOVI SA POZITIVNIM CLANOVIMA

Redovi sa pozitivanim &lanovima su redovi &1j1 su svi Elano~
vi pozitiwvni, tj. “n> o, za svako n.

Stav 7. Red sa pozitivnim &lanovimas bide komvergentanm, ako
je njegoev niz delimiénih suma 8, ograniden ze svako n,odnosno
ake je sn$M za svako n (M je pozitivan konaban broj).

Dokaz ovoga stava sledi neposredno iz stave 1 jer iz u >0
za svako n, sledl da je 5. ., = B, T, odnosno da je niz
delimisnih suma monotonmo rastuéi.

(- ==
Stav B. Ako Blanovi redova Zun 1 Zvn polev od iz~
=0 L ED)

wesnog rangs n zadovoljavaju uglov, ung Ve Tade izs

4 a3
(2) konvergencije reda nz:evn sledi konvergencija red ;z;aun;
e ol
{p) divergencije reda ;un sledi divergencija reda hg;wn.

S

Dokaz: (2) Neks je 8 niz delimifnib suma reds v , a8
n 1 Leg D n

(=3

niz delimidnih suma reda g;oun, Kako red ;vn po uslovu kon-
vergira, sledi ds postoji 1lim En = P, i kako su &lanovi toge
= >

reds pozitivni, sledi ds je za svako n veée od nekoga N, nisz
'§n< P. Kako Jje po uslovu unsvn ze svako n >N, proizlazi da je

8,4 §n za sveko ns>N. Odavde je sada Jasno da za svake n>N

=D
Je 5,4 §n< P, odnosno da je red Z% na osnovu stava 7 kon-
vergentan. n=o0

O
(b) Ako red - E u, divergira tada Je 1im B = o=, pa na osno—
n=0

= =

vu nejednakosti u ¢V, sledl da i lim 8 =<2, odnosno da 1

) e =3
red E Va divergira.
n=

R e
Stav 9. Ako Zlanovi redova E u, i E Tn gadovoljavaju
a=0 0=0

u

relaciju lim ;3-‘»: k (k£ 0 ik# o0 ), tada su oba reda
ne"="n

kxonvergentna 1li oba reda divergentna.
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Dokaz: Prema definiciji granilne vrednosti, iz 1lim ;,2 =k,
\Ln n-$e='n
sledi |== - kl L€ = n>N(E), odakle je sada
n
Y
k=<2 <k+§
n
odnosno

(k - E)vn<un<(k + 5)vn.

Ako konvergira red ; V,s Da Osnovu stava 3 konvergiraée red
S =

(k + 8)v , & na osnovu stava 8 konvergirade i red Zu .

Ako pak konvergira red E u,, na osnovu stava 8 konvergirade

O

red n2=°(k-e)vn, a na osnovu stava 3 komvergiradée red n§= Ve
Na isti nadin se vidi da divergencije jednog reda povlali div-

ergenciju drugog reda.

ZADACI ZA VEZBU

-
17. Da 1i konvergira red L oo
n= va

Re8enje:
Red divergira néa.c osnovu stava 8, jer ako gs uporedimo sa har—

monijskilk redom E -11; dobijamo da za &lenove rede vail rela-
n= o

cija 1< ;—: . Kako red Z 1 divergira, divergirade i red
o= 1 n n=h
< vn

18. Da 11 konvergira red Z-ﬁ-(?iﬂ ?

ReSenje:
Red konvergira. ne osnovu stava 8, jer ovde pestoji relacija
m ( -2- ’ zna.éi &lanovi reda su manji od &lanova konves-

gentnog red& § -2-

n=1



i2e

19. Na slidan nadin ispitati konvergenciju slededéih redova:

> o, l
1
o 5L, R
0= " ; ya(n+1)
c) 5 d) e
Z n +1 ’ i n+ 1 ’
n=1 n=1
= ]
®) Z sl £) wpool
n“+sin“n n )
n=1 n=1
g) Z in n .
n=1 ©
Red8enjas
a) Konvergire, jer je lﬁ Z l'qz za svako n23 ;
n n

b) divergira, jer je ;J.;' < R :

vn(n+l)
. 1 1
c) konvergira, jer je —5=— { =5 ;
n +1 n
a) divergira, jer je % < —2;—- ;
n+1
e)konvergira, jer je T—l"'é'_ 4 -1'? :
n"+s8in n n

. 1 ‘
£) konvergira, jer je m 4 ig za svako n >10

g) konvergira, jer je lnn { n, odnosno 2“3?9- < 312- .
n n

[ ind
E 1
20, Ispitati konvergenciju reda o

‘ Ziﬂ
n=1

Refienje:

Eonvergira na osnovu stava 9. Uporedivanjem sa hiperharmoni j-

Gz
skim redom Z% dobijamo:
n

n=1
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1

S T .

n _ v§+1_ . /. 1
limu—I——’ -n_&im-—;lr— lim l+n7—l.

T - O
n Y niel n

21, Ispitati konvergenciju sledeéih redova:

a) ZV’?&—I ; b) :Z;i
) 2m> ‘ 2 2 sin & 5

= -

>

e) Z—% gin % 5 » £) In(l + 'l') H
. n=1 )
1 2
g) iln(l + -‘?) h) n(el/n-l)
n=1 - n n=1
ReSenja: ’ ) oo

a) bivergira, jer uporedivanjem sa harmonijskim redom E %
1

Y2+l n=1

dobijamo lim —Bee - 1im 2L -
—g—— "= o n
DS \/;1+l

b) Konvergira, jer upededivanjem sa hiperharmonijskim redom
2
n

dobijamo +I® T = <0.
: neee (Sn-1 n-

Ty
¢) Konvergira, jer updredivanjem sa konvergentinim redom 2 —l--g
n=

n
1

dobijemo de je 1lim nl — = 1.
n-e oo n(n-l-f”n+2$
sin 1/n

d) Divergira, jer je lim =75 = 1
e o=

. 1 sin L

@) Konvergire, jer je . 1lim 2 no-1,

T =
Th=0 x> ;7



n
f) Divergira, jer je 1lim ——g—=- = lim lu(l+%) = 1.

= N 0D

g) Konvergira, jer je lim —m-T—mgw = 1,
Ny Q== ;7

1/n .2
h) Divergira, jer je 1lim &Wﬂ# = 1.

n=e oo
KRITERIJUMI KONVERGENCIJE

Stav 10. Ko3ijev kriterijum konvergencilje.

=5
Ako je dat red se pozitivnim Clanovima EE:un i ako za p® oo
n=0o
postoji lim QJﬁh = k, gde je k konaSan 111l beskonatan, tada
nee o

za k¢l dati red je konvergentan, a za ky1l je divergentan. Za
k = 1 pitanije konverzencije ostaje neredeno.

Dokaz: Predpoatavimo da posteoji 1lim 2/ﬁn = k<1, tada, polev
n-e oo

od izvesnog ranga n pa nadalje moZemo odabrati €£>o, tako da je

“\/’%gkﬂf =y <1,

odnosno n
u, 4 kl.
odavde proizlazi da je:
n n+1l n+2 +p
u €K, g T, u o kT e un+p\<k‘; .

Sabiranjem ovih nejednalina dobijamo
n 2
Wt U Uy Feee F Uy gkees & k(L + kg + 32 + ese Jo

Sto znadi da su &lanovi reda ; L podev od izvesnog ranga .m,
n=
manji od konvergentnog geometrijskog reda, pa us osnovu stava 8

red konvergira.

Ako je k>»1, tada jJe un>-1, i op5ti ¢&lan u, ne te¥i null
kada neoo, i red divergira.

U sludaju da je k =1 pitanje konvergencije 1 divergencile ost~
aje nerefeno te se mora ispitiveti nekom drugom metodom.
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Stav 11, Dalamberov kriterijum konvergengije.

SR
4ko je dat red sa pozitivnim &lanovima E:; u, 3 ako za neoo
n=

u,
postoji lim -nil k, gde je %k konaan il1i beskonalan, tada

n—e =
je za k <1 dati red konvergira, a za k>1 divergira.

Za k=1 pitanje konvergencije ostaje nereSeno.

u
Dokaz: Predpostavimo da postoji 1lim ntl _ k <1, Tada polev
Ty D
od izvesnog ranga n pa nadalje moZemo odabrati €> o0, tako d:
Q
- L _
je u, $k+£-.5g1,ommmﬁ %w1<kf%°

Odavde se dobija:

2 P
Upey X Uy Uppo SEUp g SR cees Wy CHU,,
sabiranjem ovih nejednakesti dobijamo
2
Wpg ¥ Upap Foeee T Upp boeen < klun(l + ky o+ kY Yooo) 4

S0

Odavde vidimo da su &lanovi reda ;;;un poSev od izvesnog n

manji od konvergentnog geomesrijskog reda, pa red na osnovu
stave 8 konvergira.
“nrl

Ako Je k >1, tada je mﬁ;_ > 1, odunosno o > W, Znadi,

&lanovi reda ne opadaju a njegov opSti &lan e tefi nuli, rea
divergira.

Za k=1 keo 1 u predhodnom sludaju pitanje konvergencije osta-
Jje nereSeno.

Stav 12, Ko¥ijev integralni kriterijum konvergencije.

Beka je dat red sf;un (un>.o) giji su &lanovi vrednosti nepre-
=
kidne funkcije u, = £(z) za cele vrednosti z, i neka f(z) mono-

tono opads ze r¢ (1,+°0). Tada red if;un konvergira ako kon-
n=

T
vergira nesvejstveni integral /f(x)dz, a divergira ako ova]
4

integral divergira.

Wapomena: Suma reda Sf; u, ne mora biti jednaks sa integralom
gy n=
ff(z)dxe Znadi, ovaj kriterijum ne daje postupak za nalaZenje

séhe reda ved samo utvrduje egzistenciju konvefgencije.
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ZADACI ZA VEZBU

O
22, Ispitati konvergenciju reda ;-ﬁ
= 2
Re8enje: -
Konvergira,fla osnovu stavalQO dobijamo lim Ji’:ﬁ = % < 1.
N Oy
&>
23. Ispitati konvergenciju reds ’ a®.
n:l
Redenje:
1° za g>1 divergira, Jer je k = 1lim W = @& ;
Rt o
29 za 4 <1 konvergira, jer jek = lim n,/ T .
nee O

3% 28 g=1 jJe 2 o 2 1® 1 red divergira prema stavu
. n= fi=
Medutim, na osnovu stava 10 ne moZfemo niSta zakljuliti.

24, Ispiozati konvergenciju sledeéih redova:

a) i, b) e’
=
n= A )
B
Y lip o > F
= o ’ = <3n 2>
ReBenja:
ny 1
a) Konvergira, jer je lim |\/=== llm 3= 0 ;
s oo
ne o
b) divergira, jer je 1lim %/e® = e>1 ;
n o=

c) konvergira, jer ;je \/ = % L1

d) konvergira, jer je lim“ n %-<l,,

Ty
25. Da 11 konvergira red E _25,. :
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ReBenje:
Ne, red divergira, jer je na osnovu stava 11
2n+l
14m Unel _ 14m 2L . qim 2n2" -
pew o= Yn e o g; n+os (n+1)2"

26, Ispitati konvergenciju slededih redova:

v 2
2) Z%s b) Zﬁ—r—,
=1 0 n=
e) - nl

"’3’5

ReSenja: w1 "ém
a) Komvergira, jer je lim —5== = lim =t =
neoe O ne o “3n
- n+1)3* n+l 1
= lim o = lim-;-—— L
N o o N~ O
u
b) Konvergira, jer jJje lim —%tl =
nee oo
2
S 2
= lin = um il ooy BEL
neeo {n+tl)in n>< n

n
=S Aor

¢) Divergira, jer je

n+l)!
lim n+1 (n+1 12 n+l)n> - oo
e B e D o ()
27. Na slian nadin dokazati konvergenciju sledeéih redova:
o S
1 1
a) 2 —— b) E ;
1n®(n+1) ’ L (Zn+i) !
n=1 ~
= n a) < Sn!!z
c) ST T (en)! ?
n=a4 =1
= ]
n!
a) IF.

B~
i
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o
)¢
28. Dokazati da red Z}—h‘-’- divergira.
n=1 2

SO
29, Ispitati konvergenciju reda E -1'-2» o
n
A=

ReSenje: .

Red konvergira &to je utvdeno u zadatku 1J. Ako bismo po

Dalamberovom kriterijumu hteli da utvrdimo konvergeneiju
1

n+l 2 n2
4obili bi k= lim = 1lim ——— = 1,
e oo ;2- b oo (n+l)
pa se po njemu to ne mo¥fe zakljuliti.
30. Ispitati konvergenciju reda -]-'i ga razlidite vrednosti
n
n=

parametra < .
ReBenje:
Ispitivanje se moZfe izvestl na osnovu KoSijevog integralnog

kriterijuma konvergencije. Neka je £(z) = -l-z i AL£F 1.

E)
o
1~ |b
1 _ z 1 Lol
Tada Je /“dJ:— liml——-;(_ _T:_\{lim (b 1.
z b oo 1
Ovaj integral konvergira za «>1, jer 1lim pi=% = 0,
te je > o> e
fae | i
R e g
! J'.* i -
Ako o €1 ‘tada integral divergira, jer iim " "= ow,
be o<
Za o{=1, integral takode divergira jer ‘i_z =$11m Inz| =eo,
¥ P o 1

oD
Znati za oyl red g l‘q konvergira, a za « g1 red
n=1 ®

divergira ( za o{ = 1 red postaje harmonijski te je poznat
od ranije odnosno divergentan).
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31. Isp:la'teati konvergenciju sledeéih redova:

2) = b) ~=
n= n +1 n=2 n ""1
=g ] 1
c) y et d) Z g
z 1+n a(inn)
n=1 n=2
1
e) E nian °
n=
ReSenja: &
a) Konverira, jer je 1lim 42 - 1im arctgh - 2 Z{—;
b == J 14z 4 4
B oo
b) Konvergira, jer je 1im —%’3— = % 1n3.
b o= [ =1

%ax 1 24?
¢) Divergira, jer je 1im ;ﬁn = 5 lim In(l+z 1 =
bee=/| 1+ b == 1
7

= % lim (1+2?) - tin2=em,
bbb o

d4) Konvergira, jer je
[]

dr 1 1 1
lim -—=—2=v==“-limn +T-w2’=1-=?.
b= J zln x b o o n n
e) Divergira, jer je
%
dx
lim = lim (Ind - 1ln2) = =o,
bo e JEIE p o
2

REDOVI SA CLANOVIMA PROIZVOLJNOG ZNAKA

n+l
Ako &lanovi reda (=1) w, naizmgnitno menjaju znak onda
n=
se th redovi nazivaju alternatiwnim ( naizmenidnim).
Stav 13, (Lajbnic-ov stav) =, nel
Ako apsolutne vrednosti &lanova nalzmenidnor reda E (=1) w,

n=1
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opadaju i te¥e nuli kada nd oo, red je konvergentan, pri Cemu
viegov zbir ima znalk prvog dlana, a apsolutna vrednost mu nije

veds od apsclutne vrednostl prvog &lana. Ostatak reda je istog
znaka kao prvi izostavljenil flan, & njegova apsolutne vrednost

sl

manja je od apsoclutne vrednostli izostavlijenog tlana.
Dokaz: Koko &lanovi reda szadovoljavaju uslov
WPy H Uz e U e (ulysa}g

sada zbir parnog broje dlanove n = 2m  je
= (. = - -
gy = (U uz) + (u3 u4) Fooot (ugmél ugm)a

Coko su svi sabirel u sagradama pozitival sledl de Je 8o, 7 0o

Lko sada zbir s, transformifemo i napifemo u obliku

Son™ Y3 7 %}uzmu5)+(u 5)+“°'+(u2m*2 u2%»1) * u2m] ’
tada iz uslova da je 8y, »0 zakljudujemo da je zbir u srednjoj
zagradl menji od prveog Clana Uy s kao 1 da se zbir s, povedava
povedavanjen vroja lanova i da je pri tome on uvek manji od ulg

§to zmail da &, te¥i konatno] vrednosti kada wmes , t].

da postoji i
m$§i2232m = 5.
Ako sade uzmeme zbir neparnog broja Slancva. odnosno da je
n=2wtl, tada je
S2me1 © Som T Vom1’
pa je granidéna vrednost sume Somet jednaka:

Lim gy = ;im(bgm%u2m+1) lim sy, + lim uy .y = S.

Uil e =l oo =2 o M= =

Sto znadi da te¥i istoj granidnoj vrednosti keo 1 Som? jer je
Lim Un e 0 po uslovu. Ha osnovu svega ovoga proizlazi da

i

red konvergira i da mu je gzbir S manji od vy

ike se pri sabiranju reda zaustavimo na n-tom &lanu, tada e

Rn =97 Wo Y Ws T Upg t oeee
koji takode predstavljs za cebe nalzmenilni red, koji po gore
dokaganom konvergira, a njegov zbir ima isti znak kao prvi

izostavljeni &lan u a2 od njega je po apsolutnoj vrednosti

n+l?
manji.
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Definicija 4. led E:: w, sa clanovims proizvoijnng znaka

nazivamo apsolutno konvergentnlm ako konvergira red ;{j

n=1
koji obrazuju epsoluitne vrednosti &lanova datoga reds.
2

Stav 14. pko je ved w, apsclaino konvergentan on je

konvergentan 1 u obidnom smislu.
Dokaz: Kako red ii;iun! po uslovu konvergira, sledi da mu je
KoSijev ostatak =
R R [Pnep] <€ -
Konvergencija reda f?i a sledi iz
n=1
+1 %0t - n+pé <:iunv1! l n*Z “+!un+pj‘<€”

gu

Za redove €iji su &lanovi proizveljnog znaka vale ranije doka=-
zanl kriterijumi konvergencije (KoSija i Dalambera) zs radove
sa pozitivnim &lanovima, koji sada imaju slededl oblik:

Stav 15, {Kriterijum KoSija).

D
Ako je dat red w sg $lanovima proizvoljnog znaka i ako

postoji lim “/! ! =k , tada ée za k <1 red apsolutno konve-
n-b O
rgirati, a za k)»l divergirati. Za k=1 pitanje konvergencije

ostaje opet neredeno.

Stav 15, (Kriteriium Dalambera).

S
Ako je ¢.. red EZ u, sa Clanovima profzvoljnog zmaka i ako

n=1
postoji u
lim _,3};%.},! =k,
n=s oo n

tada e za k<1l red apsolutno konvergirati a za k >1 diver—
girati. Z%a k=1 pltanje konvergencije ostaje nerefeno.

ey

Definicija 5..4ko red S ny, konvergira, a red E lun!
n= n=

apsolutnih vrednosti njegovih &lanova divergivra, onda se red
j;i w, maziva uslovnco konvergentnim (semi konvergentnim, neaps-
=i

olutno konvergentnim).
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ZADAGE %4 VELBU

— n+l
32, Ispitati konvergenciju reda ﬁil%mw_ .
=1

Resenje:
Red konvergira nes 08R0VU stava 13, jer mu &lanovi po apsolu=
tnoj vrednosti opadaju i opti &lan W= L tert nuii keda

n-e ==, Red apsolutnih vrednosti 8lanova ovoga reds divergira,
pa red nije apsoluino veé samo semi konvergetan.

= n+l
33, Ispitati komvergenciju alternativnog reda jg:iz;%mm— .
n=1 &
Re#enje:
Red apsolutno komvergira, jer je red &iji su 3lanovi apsolutne

vrednosti &lanova datoga reda konvergentan, tj. red

S-S %

n=1
a ove je hiperhermonijskl red koji konvergira.

34, Ispitati konvergenciju slededéin redova:
e n+l o

- n+l
a) Z e v) ZH) Sl
n"+l1 b=
n= —
y S ™ y S ™ 2
¢ =1 e d -1 . e
&= (21’1‘“3) n=1 fr;
-] @
n+l 1 n+l n2
e) {~1) . W), £) (-1 . ;}-‘i o
n= n=1
ReSenja:
a) Apsolutno konvergira ; b) uslovno konvergira ;
¢) apsolutno komvergira ; d) neapsolutno konvergira ;

e) neapsolutno kouvergirs ; £) apsolutno konvergira.
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FURKCIONALNI I POTENCIONAINI (STEPENI) REDOVI

Definicilta 6. Punkcijonalnim redom nazivemo red oblika

oo
Z; u (z) = yiz) + wpyiz) + ...+ w (z) + ...
=

€iji su Blanovi %(x)g n=2X, 2, 3, ... funkeije 04 z defini~

sane za svako =z ¢ [e,0]. ot
Delimidnim sumema £unkcionalnog reda E un(x) nagzivamo
) n=l
8, (2= (2)4u, (2)+. ooty (2)= ; w e} , n=1,2,...
L=
oo

Definiciie 7. Za funkecionsalni red %(3) kaZemo da kon=

n=
vergira zs z=x ( u tedki Z,), 8ko u to] tadki konvergira nisg
delimiéni suma
sl(zo), 52(;:'0), eoag an(.z“e)g ess o
(==Y
érugin redima, red un(.z-) - konvergira @ tadki z=z, ako

n=
konvergire brojmi red ; un(xo). Suma toge reda je granilns

_ n=1
vrednost njegovog niza delimilnih suma. Skup svih vrednosti sa

fei=3
z, Ba koje konvergirs red 2 un(.r) prazgivamo oblast konverge-
=

cije veda.
W .
Stav 17, Punciomalni red %(x) mniformme konvergira u
n—

intervalu fg,5], ako proiz‘vol;no malom £y¢ odgovara takav
pozitivan brej H(E) negavisen od z, %ako da Je

Bt | < €
za svako n>'N(£) 1 za svake 2&fe,b], gde Je
Bol2)l =ty 4 (2) +uo(2) + .00+ Bepl@) 1o

Znadi, i na funkcionalne redcre mofemo ps:oeniti opditi KoBijev
kriterijum xenvergencije.
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Stav 18, Vaieritrasov kriterijum uniformne konve

o>

Red Zun(x) bide uniformne konvergentan u segmentu [e,b]
=

ako su ;psmlmme vrednosti njegovih &lanove za 8ve vrednosti
z ¢ [@,b] manjs 11i jedneke o &lanova istog range konvergemi-
nog reds sa konstanimim 1 pozitivninm 8lanovime, tj. akeo je

o0
lu (z) 1 £ e, gde je reéd ch konvergenten.
nsl

o0
Dokaz: Ksko po uslove red ch konvergira sledi da Je
n=li

e + C

- ez Tooee b %*P{“&’
.28 svako H>E(ﬁ) i ceo bral P> 0.
)

Posmatraime ostatak Rn(g) reds z%{x) s on ime svejstve
da Jje n=

Ry(z) 1 = fugq{2) + gy plz) « 000t Bpepl®) 14

Sl (2) i CWPLE) ) LPP Qﬁmp(éf) I <£.
za svako z &la,bl, P2 na @sn%.g?x Kedijeveg kriterijuma uniformne
konvergencije sledi da wved E %{3’) wniformno konvergira.
n=1

ZADACT ZA VBIBU

s
35, Ispitati kenvergenciln reds % COLETTY
n=l

Refenje:
Ostatak datoge veda Je

N 1 1 " 1, .
Ry (=) = TG )t (o) (arae3) " (erarp- 1) (D) |

2 svako dovoljno veliko m 1 sgake £30 3 pro pa red unl-
formno konvergira.
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36, Ispitati komvergemcijn slededih redova:

o0 oo
CO8 nr 3in nr
a) === g D) ===
n ’ 2 n !
n= n=1
=re) e
in 5
2 = a) ) 7t
v n 4z
n=1
o0
1
e) E ;F“
n=1
ReSenja:
a) Uniformns komvergirs u svakom rvazmaku [g,b] na osnovu sta-
va 18, jer je (S92 1& é%
n n

b) Uniformne komvergira u svskom rezmaln [a,0], jer je
gin nr 1
~ <

n ﬂ o~

'“g °

n

¢) Uniformno konvergira u svakom razmalku [e,2], j®r je
J.Bin nr < 1
nl | <@l °
d) Uniformno konvergira u svakom rezmeku [a,b], jer je

3 < ;%?
vz S g
e) Uniforamo konvergira u vazmeku [a,b], gde 3e g>1, jer je
L o« L

x
n }1&

=

POTENCIJAINI (STEPENI) REDOVI

Definicijs 8. Funkciomalnim stepenim redom nagivamo red ob-

like
8. + Gy + BoZ + GoF’ deoot @zl + = a_ o
o l 2 3 b o0 7y Y 0} 9
n=p
gzde su Bos Bys 8¢ coos Bps soo konstante. {snadi, g, ne zavisi

0d z).



140

oo
Stav 19. Ako je red E, a " konvergira ze #=z,, on je aps-
=6

olutno konvergentan za svako z za koje je Izl £ !a: I 3 ako je

ey
- red E anzn divergentan za z=z,, on je divergentan za svako

=0
izl > Izol

Dokaz: Kako red Zanzn konvergira za r=x, sledi da njegov

o0

n=0
opSti ¢lan e,z «-» o, kada n+ =<, odnosno sledi da su tada svi

¢lanovi toga reda manji od nekog fiksiranog broja k, tj, da su

'ana:ol { ¥k, n=0, 1, 25 oes

Pa je tada
n, _ n,z \n z z
Ian‘rl"lno(x)i | ” |\k| I
ga n= 0, 1, 2, cso
Odavde proizlazi da su &lanovi redas Zanzn manji od &lanova

geometrijskog reda = 2 la =0
> x|
z
n=0
koji komvergira za ‘- i £ 1, oénosno |zl <Bz . 7nadi da dati

red apsolutno komrerg*ra, za svako |zl Lliz l.
=
Ako red E anxn divergira za z=%, divergirade i za svako

=t > I.rol, jer ako bi z2 neko I;ztl >Izol bio konvergentan onda
bi na osmovu predhodnog stava konvergirae i za z=z, 8t0 protivu-

redi uslovu.

<D
Ha krajn moZemo zakljuditi da za svaki stepeni red E aaxn,
n=o

posteji pozitivan broj R, takav da red E anxn apsolutno
n=0
konvergira za svake z & (-B,R), tJ, lz <R (R nazivamo polupre-=

mikom konvergencije). Za lzl= R pitanje komvergencije ostaje
stvorenc i treba ga posebno ispitati. Za R= = red konvergira
26 svako r, a keda je R=o red divergir: 22 svako z#0.
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Poluprednik konvergencije R dobija se iz izraza

1
=f 114 BR=—
[#3
ntl :
ma lim
%

Ner oo

lim
n@ e

Potenclijalne redove moZemo integralitl i diferemcirati &lan
po &lan i tada vaZe &ledeél stavovi:

Stav 20. Svaki potemcijalnl red konvergemtan za re {(-R,1)
moie se integraliti dlan po &lan u segmenitun [o,x]. gde je
lzl <R i tada je integral zbira jednak zbiru integrala njego-

vih &lanova, tj.
%

> et a
/Z(anxn)dx = Z /@nzndz, za lz| <R,
g B=0 n=6 ¢

Dokaz: Neka je dat red

oy
f(z) = Zanxn =8, t ay% + a2$2 + ees + anxrf oo
n=0
kome je R poluprednik konvergencije. Kako red uniformno konve~
rgira za svako z €[o,z], gde je lzl¢R i kake su mu 3lanovi
integrabilne funkecije, tada je

Fd 2 x
ﬁ(.’:)dz = /(ao+a1x+a2.z:2+.”+anzn)dx. + /Rn(x)d.r ’
[ o o

gae e  an
R = +2
n(2) = 8p g7, amz.z-n Foons

pe je odavde
x 4
. aq..2 3 atl
/f(a:)d.r = agT *+ __le * St ...+ ag Erg— + -/Rn(x)dxo
° o
Kake iz uniformne konvergencije datog reds imamo da je
IRn(:c) 1< g =a n>N(£) i svako |zl< R, dobijamc dz je

d @ 4
[fat)ez| < [fimgGniast < ¢ f1az1 = 1zt

za svako n>N(E,) i za svako jz| <R, gde f-=0 kada n e,
Na osnovu predhodnog je
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%
e+l

2 3
/%(x)ﬁf =gz + al% + “2% Foaee * @niwmf

s * eoo

& .
za svako lzl<R. Pri tome integriseni red ims isti poluprefnik
konvergencije.

Stav 21. Svaki potemcijelni red konvergentan za z € (~R,R)
mofe se diferencirati u segmentu [o,z], gde je lzl <R i tada
je 1zved szbira jednak zbiru izveds njegovih Zlanova, tj.

LD

= Z%(@ngn}, za Izl <R.

fla @
Red debijen diferemciranjem ima isti poluprelnik komvergemeije.

ZADACI 24 VEEZBU

>

37. Ispitatli konvergeanciju reda Egjxn,
n=d
Refenje:

Red konvergira za =1<z2<1 & poluprednik konvergenclje je
B=l, za £ = £ 1 red divergira.

S
368, Ispitati konvergenciju reds 2 ne™,
n=
Refenje:
Red konvergira za =1l<z<l, jer po Delamberovom kriterdjumu

§n+12znfl
n

nz

konvergencije imamo lim
Tiosls o>

Peoluprefnik konvergenwije je R

39. Ispitati keonvergenmciju & nadi poluprednik komvergencije
gledadih redova:
sl

o
n
g Z
e) T w ) ks
e =
=l xﬂ ) xn
e) 5T aj "’3"“’5 H




oo, N ==, =1 n
el N % ® £} > {~1) =
ng " &=
Ti=
n 20
—
g) ; yg,_—? R) 2“ (:@;%2 n
; =1 1
. . n pontl
1) E 3 ) i (-1 o
n
k) ‘“"’%ﬁﬁ 3 o> niz®,
Tis= ‘@ﬁ‘s
ReSenja: 1
a} Eonvergirs za -1 br <l R = ———r— = 1
1on 5

b} konvergira pri -1 £€2gl, R=1

c) konvergiva ze svako z, jer je

[

11m§§§ﬂ =0,

N=gr cpas

2) komvergira gs -3 £x<£3, R=

e} konvergira za ~1<z< 1, R=1 ;

£} konvergire za -1 <o €1, R=1

g) komvergira za ~l€&x <1, BR=1

b} Eonuvergira ze —eoiz 4oo, Re s

1) konvergira za ~lgxg 1, B=1 :

i} komvergira za =lgz%1l, R=l

k) konmvergira za -3 <3z €3, R=3 3

1} éivergira zs svako o ser 28 z=0, poluprsinik honvergencije
e je B=o, ovo se vidi pmm Dalemberovom kKriterijumu, &3,

lim g,i,n+1lmm9 e

NP gﬂx

= |z} limintl | == |
T e
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40, Naéi zbir (sumu) sledeéih redovm:

e

pet
&) Z% za lzl L1,
n=1
%ﬂ
b) nz™ e loidl,
=1
2D
c) E:; (n+1)z® za lzl<1,
n=
a)
e)
£)
g) za lzl L1,
h) Z e  jzldl.

n=l

ReBenja:
a) Stavimo éa je

n
z Z 2
fle) =1+ 2+ 5+ 5 00 ¥ P Yoo

nda diferemciranjem dobijamo
2

f’(x} = 1L 4+ x4+ X toees ¥ 22 b, = =%

x
a odavde je sume reda _{T%% = =in[l=zl.
o

b) Stavimo da je
f{z) = =z + sz - 3x3 Foree BT aee

deljenjem sa x dobijame




4

[,
ok

L .

freg

Integraljenjem dobijame

ey
£z} 2 3 n E
\[“éf""’lm?s.i"@“&” + 2 + aes w & + one gﬁg

odave sads imamo:

2z} z 1
= = { } o= - = H
z T=z (1m£}?
odnosno

flz) = ==

= "‘m"?‘ E
(1-z)
$to predstavija sumu reda.

¢} Stavimo da je
2 s
) =1+ 22 + 32° + ... + ar T oaeas
pa je d&l%?

$ 5. 2 3 n Z
!f(x)ﬂx =xrt 2 vz b T+ =52, 08

1=? , 8to predstavlja sumu reda,
(1-z)

?
2(z) = (%) =
d) Stavimo da je
£lz) = 1°2 + 2-3z + 3-4£2 T s n(n%l)znml tocey

posle dve uzastopne integracije u granlicama (ov,z) dobijamo

}fx jﬁk 2, .5, 4 2
dz Fl2)lE = 2° + 27 + ET 4 see + T4 L. = gEe
Ju [ o =

Sada posle dva usgestopna diferenciranja doblijame da je suma

2
2{z) = m B
¢) Stavimo da je
£{z) = 1-22° + 2=3£3 ... 4 (p-L)ng™ + ...
Bdavde je
22 32052032 + 30457 + oo v (ene® P L

xz
posle dve uzastopne integracije dobijamo:

P
Zﬁlr jsiigldm B A i%g .
@

a posle Ava uzestopme diferenciranja dobijamo

2
£lz) = mggim? fto predstavlia sumu reda.
=5
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H

£} Stavimo da je 5 o
f(ﬁ) ﬁ%+?‘}§%‘eag%‘§f§ﬁ§°+saa

pa je L2 3 @ n+l
e L E K N
“‘&(z}“%ﬁf“%m% coe ‘%‘,ﬁ;ﬂ‘% 4 soe
Ako sade dva puta uszastepno diferemciramo ovaj wed &lan po
&lan dobljamo:

. o 08 o
(2f(z)) =1+ 2+ 2° + ouu + 2° 1

9
F eae = T2 0
a dalje inbegraljenjem dobljemo
zf{2) = (le=zdinll~z| + 2,
cdnosno Yz
&) = === inli=zl + 1, &to daje sumu veda.

g} Stavime da Je

&2,3 35 ;éf‘?
f(ﬁ:)z"fygmgfg%wmaae + ¥s00p

Aiferenciranjem dobljameo:

i 2 g g8 o _.m=l . 2n
f(,ﬁ};‘:ﬁfﬂ‘ﬂ?<ﬁ‘géﬁm‘%‘@aa‘?‘i“1} fiﬁzgfm'ﬂ’ sesg

e 3 5 p=l  Bn-l
i L.E 3 E o { e = +
m,m’gjmmz; o B = ﬁm % “%u“ v ae ( l) znm E

5 ) =3
2y 2 4 6 foay T 2ne2 1
awm%mi; =18 + g =g ...+ {=1) & boo g,

Odavde je sada:

o
'
£(z) ?:Z" a.-/mm% = aretgs,

odnoano « 5

H{z) = ;j;eam*ch dz = 2{z°+1)arctgs - "% .
J 7
]

kY Stavimeo da je

. L4 & ﬁgmefz
F{ = ... b apitem e e s I TN
HORE A8 « ASUE -

e L 5 7 L2ntl
£ {z) = ¢ %@T¢3gm%@eg+m%?@ﬂ% see

A
. 2 4 6 2n
L@ﬁlﬁ%‘#ﬁm%%% ,,,H%%zw%“”

i




7

P
' {2) ke 7y ,
(wmgﬁ&) I S I b vel = mw£? s
1
1=z

integraljenjer dalje se dobija:

' x
£z} /[ =« . _ 1 2.2
o= = 1m%?d£ = = & Ilnfl-z"|,

il
odnosno i
f{z) = « %1nflmrgis
Sads Jof Jjednom integracijom dobijamo sumu reds
2

(z) = - /glnélmxz)dr = $(1-2%) |10 j1-22) - 156‘

41, Pomodu vedova fzreduwnati 1n2.

Refenje:

&ko podemo od reda
(=]
§ 2 = 1+ 22 + $3 Foees 2T 4 sev = @im B
o I=z

o ga integralimo 8lan po tlen, jer je konvergenton za svako
l#) L1, dobideno:

o s %
f;gn&z=;{éﬂw=!§§,

odnosno
=i SOt 4 .
v = = 121(1&3.‘); = 1in2,
n=6 o o
o < 1 1 ] 1
D - S R . .
=0

RAZVIJANJE FUNKCIJE U RED

Do sade emo imeli sluBajeve gde je bio dat ved i odredivall
sm0 mu sumu, tj. f(x). Sada demo se pozebaviti obrnutinm pota=
njem, tj. ako je data suma stepenog reda f{z), nadi stepeni
red kome je £(z) suma,
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42, Razviti v stepeni red sledede funkclje:

a) f(z) = gh= e lz1L1

1=z

vy  £{=) ._..,,,;3;.,,.,2 za leldl 3
1=z

o) f(z) = -y sz lz1<1;
12

8 f(z) =gy = Izl

we

&)  £(z) = ==, =za lzl1{1 .

#
l\)!

ReSenja:

a) i%-;:l+x+22+x3¢,“+rn+.”=

%
[=]

=4
2o
2 $= 2
b) -A“m2=1+x2+x4+ vee T+ 2R+ .. = 22
1=z n=
o oL
c) ""3""““3=1+13+36+“.+25n+--- =2 IBD;
1=z =
o~
&) fffgglmz+xznz3+.e.+(m1)nzn+..m n§= (=132
@
e) “émgg 1- 2%+ 2% - 2% +@@o+(=1)nf2n+o«'= z (“1)n32n»

i+z

4%, Razviti u stepeni red sledede funkcijes

a) #(x) = in(lez) za lzldl 3

) f(z) = WLz ¢l

o) f£lz) = =Ly za 1211
(1~2)

ay (=) = za jzldl

o) £(2) = rymomgy 2 lEl<R s

)7 f(z) = g“gﬁf za jzld .



ReSenja:
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) Iz (ln(l+z)) = T%“ =1ez+ 2% = o0+ (D)% 4+ ...

Z
integraljenjem sleddi

+
3 e

1
13‘1(1+.’L‘) =z = T+ T"’ esa T ("l)n—n-;I-f oo

) Iz sludajae pod (a) imamo

In(l+z) = 2 -
pe je sada
2
In(l+z) . _ 2z . =z
T = 1 ‘2-+r

+1_n-1

= n -

x

= E -1 E— .
n=

22 |z

T+ T".e. + (-1)n§2 Foooy

n+lzn—l

= oee +{(=1) =

F o=

¢) Ako izvrdimo transformacliju datog iszrasza dobiéemo:

vz _ 2 ={1-z)

2 1

(1-2)2 (1~2)°

Kako Je
1

j-_-__?:l«a-.za-
diferenciranjem dobi]
(2 ! 1

) = =R
=z (1-2)2
Sada data fumkecije Jje

l+2 2 1

(1_.1,)2 = (1—::)2 = T::;

- [1rzes®e .. 42®

d) Kako je

=X +z

(1_2)2 = Iz

22 Hea. + 2% 4oL,

Qmo

=1+ 22+ 32° + ... + n2% 14,

= 2[ 1422043224, .. +nz™ L +...] -

teeo ) = l+3x+5:2+...+(2n—1)zn-l+...=

E (2nrl)zn"1.
n=1

1, 1 1
P i e



a2 od renlje zZnamo

T%§ = 1+x+22+.,,+$ﬁ¢ggag i T%w = 1w£+m2=ebu+( %% ..,

dobljamo da je
(Tf?f%’fﬁf %f- Trptzie. o o vsPe. .. =(1=ztzom. .+ (=102, ) ] =

2 2, 4

= %{%2@2@ 2:%e, . 428 Bl )= legtx +Me+~sz~2n+@“

Ovaj regulitat smo mogli dobiti 1 na slededi nading

Ako napiSeno gda je

i -
(=27 (0%%)" 5oy
tada Je s
T N T Z z28,
1=z n=0

e) Eako je
I S S Y
1=21(%=7) " 3= = %=z =
a gspamoe da je

=1 +

+ {%)Zm,m (... za lzl¢2,

[~ £

P
i-%
sledi da je 1
2
i _ 1 1 3 2 Z
m—gwmla§ ?+E=§9+;?+eaa+2ﬁ+man,
a dati izraz je

?Tiﬁ%T§Z§)= T%m - i = (1%$+f2+0,a+xn+eau) -

.1 z 2 xn zm‘f‘.ﬂ.
mi\?-é“z *%"E? ,me+2?-w_;=§f too E‘Z‘ +u.@4=mmﬂ=i==t'@=a¢»=
_ zn#lml o
2@#

=
£} Kako je
- %T;%E = g[1+2x+(2.7:)2+@N-s-(Zx)n-a-“,] =
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3=,

=1 n s, il T

) 2 = 5. -z

Fooot 3027 T4 >ij2 i
=5

= % + 3z ~%—3°2:52+ ‘5~2233

ovaj rezultat vaii za svako !fﬂ(% .

44, Besvijanjem podintegralne fumkeije u red nadi /i%
2

ReSenje:
Ake funkeiju f(z) = 3—%; za lzl¢l razvijemo u red dobid
- R

Z (=1)%2,
n=0

Dalje integraljenjem dobijamo:

1
me /z( )%z = z(mn“ Py Z( -

3
=z = T”+ %aw wL (=18 —mwﬁ» +oens
Ovaj rezultat mo¥e se dobiti i iz /Tmm = In{lzz), pa )

iz zadatka 4&3 gnane da je
+

m(hx)=x«%;»+§ﬂ+”.+(=al)mﬂmmw zo. |zl <
&to je jedmako predhonom reszulitatu.

45, Razviti v red funkeiju £{z) = aretgzr.
Re8enjes
Podimo od rezulitata @
dx
¢ 1z
i razvi ’semjem uw red dobijamo:

o«
ey g
arctgr = /ﬁzmg(ml}nxzn dz = E {«1)" jfxzﬁﬂa
n= n=0 @
[#3

1-@»@

= arctgr,

o

2ntl 3 o 2nel
- {.1yR Z ) e Ly
_;al) T = e v (G Sy

za svako jzxldl.
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MAKLORENOV I TAJLOROV RED

nko je data funkcija £(z), definisana v okolini talle z=o0, %
koja u ckolini te talke ime sve izvode, tada se ona u okolimi
tadke z=0, mo¥e razvitli u red

2 3 n
i L1} 4
f(z) = (o) + %Tf (o) + %T{ (¢) + %Tf (0) %ot ﬁTf(n)(o)+.,.
nazivamo Maklorenovim redom.
A¥o je data funkcija f(z), definisana u okolini talke z=eg, 1

koja u toj okolini ima sve izvode, tada se ona u okolini talke
r=g, mo¥e razviti u red

2
£(x) = £a) + Z% (o) + LE " (a) +.. v EERLIS S

koji nazivamo tajlorovim redom.
ZADACT ZA VEZBU

46, Rezviti u Maklorenov red funkcije u okolini talke z=0:

a) f(z) = &%, b) f£(z) = &%,
2
a)y £(z) = ¢, “a) fla) = ze®.
Re#enjs:
njs ()

®

a) Eako je £(z) = £'(2) = £(2) = v = £ (2) =

dobijamo da Jje .
2(0) = £'(0) = £'(0) = «.. = £M(0) = e® =1,
pa je trafeni red

2 n — n
f(x)"'ez:l*%’*i‘!’*"'*%!'*""nzﬁ"!"
=0

0d ranije zmamo de ovaj red konvergira za svako z i polupre-

%nik konvergencije mu je R=0O.
R
b) EKako je e = E T gamenom t = =z dobijamo red
n=o
QO
-& E n zt . ;
e ” = (=1) S, koji konvergira za = o0 Lx {+ =0,
n=0




¢} Eako je

a)

153

P n
et - E %T i zamenimo 1i tzrz dobidemo
TP n=o
2n
é _ET » koji konvergira za svake =z.
n=o
jo zB x < Pt1
=T sledi da je xe” = '—-n—r—’
= n=0

koji konvergira za svako =z.

47, Pomoéu Maklovenovog reda dokazati sledeée jednakosti:

a)

b)

e)
a)
e)

£)

ginz =

2n+l
(-)” —codr L rom

n=o
=<

. 2n
co8 z = (—4)W, - OO Lz Lt O

m{i+z)
1a(l-z)
(1+2)0

(1-2)"

n=o
=z %3 + %E toeo * (-=-l)n--l %; Feoe
=1+ 5+ Eﬁ%§l)32 el + m(mml)‘ﬁf‘m_n+l)zn+a--i

1= iz + -igT—)x 4.+ (=)0 B mmlnf" m—n+l)rn+...

48. BRazvitli u red sledede funkcije:

a)

() =

Re8Benja:

a) Kako je sinz= E (-1)" hg gledi da de

siae ») £(2) = & (a>o)
2o+l
et

n z?n
Z(’l)mm z_z # o0,
o= = eTina E £f , 8led da je
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T N M
z z ,
& = mmrm%%‘ L za svako -oo Lz it oo ,

n=0

49, Razvitl u ved funkeiju £(z) = In &£ s lz] sl

Re8lenjes
Kako je 1In %é% = ln{l+z) = In(l-2), a iz zedatks 47 imameo

rezultate razvoje za In(l+z) 1 1n{l-z), to semenom nitho-
vih vrednosti u predhodnom rezultatn dobljame 8z je

2 3 n=1_n
Itz _, T o2 » z Al BT -z . _
lnﬁm(@ g’*“ﬁgm’ ooot (=1} Eﬁ*a“} (J;’W@ g Tesa” = coo )=

50. Razviti u Tajlorov red u okolini ta¥ke z=1 funkeiju f(z)=e”.
Refienjes
ﬁagﬁrf@; £ (z)=£"(2) = ... = f(n)(x) = o
sledi ds Je
2(1) = £'(1) = £7(1) = ... = 283y 2 el < o,
pa je Tajlirev red

- 2 RN — o
e + %T% e + iﬁ%%éw@ touo ﬁﬁﬁ%&me toeo = @ gg; gx;%g“ ]

%
51, Koristedi redove nadi integral jfgégg dz .
@

ReSenje:

Prvo trebe funkeijn £(z) = ainx rasviti u ved {ovaj resu~

142t imamo iz zadatkas 4@&} pe to zamenitl umesto podintegra-~

Ine funkeije gde dobljame:
of o

@ oo
/= n_2n 2= [ . 2n
8inz 9% £ " BERY Iy | A e
Je2 0 [ S gy 6 =) D febgryas
=0 [+

e o n=o




s
¥

15

x
' 2
52, Koristeéi redove madi sledeéi integral /;m‘f az.
ReZenjs: °
Ako fupkciju £(2) razvijems u red, dobidemo

2 2 2n

n
a z° )
@EElm%T‘%ﬁ”mM#(ml) %v?fvwwg (_m’&ﬁ{:&"(ﬂ&-%);

ra je zetim integralimo dobidemo
¢

2

- 22 20 n 2n+1
& MSﬁ“W*gﬁ%ﬁwami{ml)

»
(Zo+Iiont Toee

]
za 8vako - o0 L2+ e,
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TEORIJA VEROVATROCE

U teoriji verovatnode eksperimenst i dogadja] su osnovni pojmovi

i ne definisu se.

Neki dogadja]ji se eobavszno realizuju prilikom obavljanja izvesnih

ekksperimenata i takvi se dogadjsji nazivaju pouzdani ili izvesni.

Ako se dogadjaj sigurno ne realizuje pri nekom eksperimentu, tada
se kaZe da je to pemogué dogadjej. Dogadjaj je stuai ako se, pri
realizaciji nekog sksperimenta njegova pojava ne mole pouzdano

predvideti.

Dogrdjaji se, obifno, obeleZaveju latinskim slovima, 4, By Cy.e0g

pouzdan dogadjaj slovom U, a nemogué slovom V.

Da bismo videli kakvi odposi posteje izmediu dogadjaja koristide-
me se analogijom iszmedju dogadjaja i skupeva, tj. veze izmedju do-

gzdaja) izraZavademo relacijama edgovarajuéih skupova,

Zbir dva dogadjaja A i B, u ozmaci 4 + B {(koristi se i oznaka AUR,
A "umnije Bj, je dogadjiaj] koji se realizuje kadz se reslizuje bilo
koji od njih, $j. bilo A, bilo B, bilo 4 i1 B zajednc. Uopdte je

zbir konalnog broja dogadjaja Ay AE? tsep Aﬁ dogadjaj

n n

2: Ay (i1i ©w Ai), koji se realizujs pojavom bar jednog of

igl ) l:l

njih.

O%igledno je AUV
i ooy = 1,

i
2N



Primer 1. Ako pri bacanju numerisane kocke pojavu nsparmog broja oz-
naéimo sa 4, a sa Ely E39 ES pojave brojeva 1, 3, 5; tada jJe
A = ElUE3U55,
Ovde bi pouzdan dogadjaj bio
= ElUEZUEBUE4JESUE69
Proizvod dva dogadjaje A i B, u oznmci AB {ili ANB, A “presek™ B)

peziva se dogadjaj koji se realizuje kada se realizuje i dogadjaj
4 i dogadjaj B. I uopdie, proisvod komalnog broja dogadjeja Alg
., n . .
App ooy Ay, je dogadjaed g% Ay {111 N L Ai}g koji se realisuje
i i=

istovremenom pojavom
svih posmatranih dogadjajs.
Jasno je da Je
AW =V
i Unv =1,

Primer 2. Ako pri bacenju numerisaene kocke sa A oznafimo pojavu pa-
rnog broja, a sa B pojavu breja deljivog se itri, tada je
ANB = Eg

Ovde je AAB = Egg jer se dogadjaj Eé {pojava broja 6) sadrii u do-
gadjaju A. Tade se kaZfe da je dogadjaj Eé deo dogmdjeja 4 i ozna-
Zava se sa AD B {8ita se A “sadrfi® Eg ili Eg vpripads® A)

Primer 3. Pri jednom bacenju metalnog novea pojava jedne strane G
(erb) iskljuduje pojavu druge strans P (pfamo), pa je

GAP =V,
t.j. ne mogu e istovremenc ogtvariti. U tom slufaju se kaZe da
su dogmdjeji G i P inkopatibilni ili de se uzajemno iskljuluju.

Vafe 1 sledele relacije

AUA = 4 {idempotentnost)
A0A = A { @ }




ANY = A,

AQBCA
ANBCBH
ANBCAUB,

ACAUB

BCAYB.
Ako je CCA i CC3B, odatle sledi da je CCAMB. Ako je ACC i BCC,
odatle sledi da je AUBCC ‘

Razlika dva dogadjeja A i B, u oznaci A-B, (ili A\ B) je doga-
djaj koji se sastoji od dogadjaja koji pripadaju dogadjaju A,
ali ne pripadaju dogadjaju B,

Svakom dogadjaju A odgovers komplementaran (suprotan) dogadjaj &
koji se sastoji od svih dogadjaje koji ne pripada;jm A u odnosuy
na neki skup (prostor) dogadjaja kome Pripada dogadjaj 4.

Ofevidno je

Venov di;agam Reka se skup uslova ¢ sagtoji u tome dz se unutar
kvadrata (S1. 1 ) birs ta®ks ns sredu. Heks dogadjaj A ozpadava
da se izabrans tafke nelasi u levom krugu, a dogedjaj B de se
izabrana talke nelazi u desnom kxugu. Tads se dogadjaji A, &,
B, B, AUB, ANB sastoje u tome da se izabrana tadka nalazi u
umutrainjosti "iSrafiranih® oblesti u odgovarajudéim figurama,

Dalje, za slulajme dogadjaje vaje slededi zakoni



AUYB

1. Komutativai

2. Asbeijativni

3. Distributivni

g1ike 1
AYB = BUA
AOQE = BAA

AQ(RYC) = {AUB)UC
AR (BRC) = (AABIRNGC

af(BUcC) = (AnBIY (A1 C)
Ay(ane) = (alBin{ayc)




[V,
[ap)
e

4. De Morgan-ovi zakoni {dualnost)
AUB =1in3
inB =aU3B

5. Bekon apmorpeije

AUANRR) =
AN{AlB)

1
B3

B
B

Eizngitos {(Laplace-ova) definicijas verovainode

Feks je S prosior od n inkovpatibilnih dogadjaja. Neka je, dalje,
rezlizacije svakog od tih dogadjaja podjednsko moguda 1 ako reali-
sacija m {od m 4 n) tih dogadjeje znedi da se realizovao dogadjaj

£, tada se pod verovainodom dogadjaja A podrazumeva kolidnik

P(A) = 2

kel

broja poveljnih (m) i ukupnog broja svik moguéih dogadjaja (n) iz
prastora 3.
Ezke je mg 1, o P(A) mo¥e uzimati vrednosti same iz segmenta

0F P{A} $ 1,

4k0 je m = O, dogadia] je& nemogud (A = V), t.j. verovatnoda nemogun-
feg dogndjaja jednsks je mali

P{V}) = 0.
Za sludej m = n, dogadja] A je pouzmden (& s=U}}, pa J1e verovatnoda
pousdancg dogadjejs jednska jedinici

MUY = 1,

Ako me dogadjmj A ostwaruje kada se osbvari ili dogadja] Ay ild
dogadjaj Ays koji su iokopatibilmi, pri femu je u datom eksperi-
zantu By povoljnih slulajeve za dogadjs) Ay 1 m, poveljnih sluda-

Jjeva za dogadjaj Azﬂ tads je
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ny m
P(A) = P(AlU A2) ==+

= P(Al) + P(Az)

I uopSte, ako se dogadjaj A ostvaruje kada se ostvari jedan od Ay,
Apy voes Ay inkopatibilnih dogadjaja (A .NA =V, T £ s), tada je

P(A) = P(AU AU ... Ua,) = P(A{) + P(Ay) + ouo + P(Ay,).

Kada je AUR = i ANK =7V, to je

P(AUT) = P(4) + P(R) = 1.

Primer 4.
Kolika je verovatnoda da de pri jednom bacanju numerisane kocke
pasti a) Zetvorke,

b) paran broj,

¢) broj deljiv sa tri?

Redenje: Ovde jen = 6

a)y m, = 1 _
oMo
Phh= 37 ="6
b) my =3 (2, 4, 6)
I B N W
2 n =6 T2
c) m3 =2 (3 6)
S W SR
35 m 6 3

Primer 5.
Igred A ima $ri loze, a igral B sedam lozova od ukupno 1000 lozova
sa podjednsakim Sensems na dobitek za svaki loz. EKolika je vapovat-
noda da ¢ée dobiti

a) igral A,

b) igraé B,
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e} igra¥ A 1ili igrad BY

BeBenje:
a) By =3, =n= 1000

P(A) = 0,003

3

b} I, =

P(B) = 0,007

B

¢) Dogadjeji su inkopatibilmi, pa je
P(AUB) = P(a) + P(8) = 0,01.

Primer 6.
0 kutiji se nadasze 4 bels i 6 orvenih kuglica. U jednom igviacdenju
na sludaj, izvulens su dve kuglice. Xolika je verovatnoda
' a) da su obe bele,
B) da su obe crne,
e} da js jedna bela a jedna crma?

ReSeujes
a2} o= {122 = %%%2,; 45
m=3) =4
?ﬁ“ﬁ%g%
B} By = 5§§ = “éégm i5

8} omy, = 4.6 = 24 { gvaks bels 88 gvakom ecrvenom)

L=

Lad
>

n
[
L 7t

jasmno je da mors biti e P,
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VEROVATHOCA ZBIRA DOGADIAJA

Yerovatnola dogadjaje AUB data js obrascen

P(AUB) = F{&) + P(B} - ?lan B) {(2)

{koji se Zesto naziva teorema tobtalms verovalmode).

Teorems se lako pokazuje. Zeiste, neka je ny broj poveljunih sluda-
jeva pri kojima se osbvaruje samo dogadj A, B, bre] poveljmibh slu-

Zajeve pri kojima se opiveruje same dogadjej B & n4, Bbroj povolj-

nih siudajeva pri kojima se ostvaruje samo dogedjaj A B, tada je
{prema klasilnoj definieiji verovainode}

By + By 70y

P{AUB} = Y

{jer m = Dy + By, o+ By predstavije broj svik povoljmih sludejeva wa

dogadiej AUB, & n broj svib moguéib slulajeva).

Then D 4 )
e Dy + Dy + Ty 4 Byp = Dy
PAUB) = mee= = = =
By * Byp Bp + By I
= oy e - Y =

[

#a) + BB} - PlanB).

Odgovarajudi Venov dljagram je
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Formula (& ) predstavlija teoremu totalne verovatnode:
Verovatnoda da de se ostvariti ili dogadjaj 4 ili dogadjej B jed-
nake je zbiru verovainoda ostvarenje tih dogadjajs umanjenom za ve-

rovatnodu njibovog istovremencg ostvarenja.

U sluéaju tri dogadjajs 4, B, i C verovatnoda zbira je

P(AUBUC) = P{4) + B(B) + P{C) - P{an B) - P(ANC) - P(BAC) +
+ P(AnBAC),
a u opsSten slulaju za n dogedjaje Ay (i = 1;2;000y B}

=1 n
U A ) @Z P(Ak) - Z X (Agnag) +
kwl 21 jeleel
=2 D=1 B n

Y X Y managfag e s (1RO

k=1 ju=kel isj+l k=l
VEROVATROCA PROIZVODA DOGADIAJA
Verovatnodéa dogadjaja Ay B data je obrascenm
P(any BY = P(a} P(B/4).. (2 %)

Verovatnodae P{B/ A) zove se uslovme ili relativna verovatnods i
predstavlija verovatnodu ostvarenje dogadjaje B pod uslovem da se

vaé ostvario dogadjaj A.

Zaista, ako je oy broj svih povoljnih sluéajeva pri kojima se ost-
varuje dogadjaj A, Byp broj poveljnih sludajeve pri kojima se os-
tvaruje dogadjaj AN B 2 n broj svih mogudéih sludajeva, tada je

Bz 12 1 1
n n my n my

if

.

s

[

P(ANB) =

&

P(&Y . 2(B/4)
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MoZe se redi da
daf n,,
P(B/A) = ==- definiSe uslovmu verovatnodu.

u terminima klasilne verovatnode.
Ako sa m, oznadimo broj svih povoljnih sludajeve pri kojims se os~

tvaruje dogadjaj B dobijamo simetridan obrazac

12 12 2 W Byo
P(AnB)=T= 2w, = —, I, = P(B) P(A/B).

Odgovarajudi Venov dijagram je

A B

rn1 mz Sn

Slikasa e

Formula (% %) se Sesto zove verovatuoda proizvods, jer se umesto
gnaka "A " ¢j. ANDB upotrebljava znak "." tj. A.B ili kratko AB.

festo se iskazuje rebima: Verovatnoda dogadjaja ANB jednaka je
proizvodu verovatnode dogadjaja A i verovatnoée dogadjaje B pod

uslovom da se vel ostvario dogadjaj A.

U sludaju tri dogadjaja A, B i C verovatnoda proizvoda je

ranBAC) = PAYP(B/ AYP(C/ANB)
i uopste . -l
B A) = P(Al)P(Ag/Al)P(A3/Alf\ Ay)e. B/ N Ak),
K:l k:l
Zavisni i nezavisni dogadjaji

Ako je za dvz dogodiaja A 1B
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P(B/A) = P(B) _ (axx)
tj. ako je uslovma verovatnoda dogadjaja B jednaka verovatnodéi do-
gadjaja B, tada dogadjaj B ne zavisi od dogadjaja A, U tom sluda-
Jju je i P(4/B) = P(A).
Zaista, kako je

P(8) = P(B

(] P
P(B/A
obzirom na (¥%%) imamo

P(A) = P(4/B),
te 1 dogadjaj A ne zavisi od dogadjaja B, tj. dogadjaji A i B su
uzajamno nezavisni.

U suprotnom sluaju, tj. kada je
P(4/B) # P(A),

kaZe se da izmedju A i B postoji stohastiCka zavisnost.

Primer 7.

U jednoj kutiji se nalazi 100 kuglica, od kojih je 60 belih a 40
crnih; 18 belih kuglica su Suplje, kao i 12 crnih. Iz kutije se
izvladi jedna kuglica.

a) Faéi verovatnodu da je ona Suplja

b} Feéi verovatnodu da je ona Suplja ako je bela

ReSenje

Ako sa A oznalimo dogadjaj da je kuglica Buplja, a sa A/B dogadjaj

da je kuglica Suplja pod uslovom da je bela, imamo

P(4) = ‘1‘%‘3"’ = 0,3

P(4/B) = =é—g= = 0,3
vidimo da je

P(a) = P(4/B)
tj. dogadjaj da je kuglica Buplja ne zavisi od toga da 1li je ona
bela. To je posledica proporcionslnog rasporeda Supljih kuglica
prema belim i crnim kuglicems. (Vidi slikw 4.)
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Primer B

U jednoj kutiji se nalazi 100 kuglica od kojih su 60 bele a 40
crne; 6 belih su Buplje, kac i 24 crnih.

a) Naéi verovatnodu da je kuglica Zuplje

b} Nadi verovetnodu ds je kuglica Zuplja akeo je bele.

Ss istim oznskems keo u predbodnom primerw, imemo

Kako je P{A) £ P(4/B) to dogadiaj da 1i je kuglica Buplje ili ne
zavisi od %oge kakve je ona boje. To je posledica neproporcional-

nog resporeda Supljib kuglice u odnosu 02 boje (Vidi slilm 5}.

7 7
/, o

T ue@@@e/a//?///_?_ /24
18 le 2 2 0 5 e 12 ! f_l
L eba@@@ﬁﬁl 6§ i ¢ &6 00 y/
60 4 — N 60 b0 —|
S51lika 4. Slikeae 5

Primer 9.

Kuglica se baca dva puta uzastopee.

a) Kolika je verovatnodas da ¢e prilikom drugog bacanja pasti
paran broj.

b) Kolika je verovatnoda da de prilikom drugog bacan)a pasti pa-

ran broj ako je prilikom prvog becanje pala Bestica.

Ukupen broj moguéih sludajeva je:

?
n="V; (6) = 62 = 35




111 Sematski:

11 13 15 @9

21 23 @) 25

31 33 G9 35

4 43 45 @

51 53 55

61 63 65
siika 6,

Povoljnih slulajeva ga dogadjaj iz a), A, ima 18 (zaskruleni na
slicl 6), te je

P(a) = 42 =
p@voljbi sludajevi za dogsdjaj iz b), A/B, su
62, 64, 66
a gvi mogudi 61, 62, 63, 64, 65, 66,
te je
P(4/B) = -3 = -2~
Po&to je

P(3) = B(A/B) = =5

o su dogmdjaji A i B nezavisni, tj. pedanje psrbog broja ne za-
visi od toga da 1i je predbodno pela Bestica {cifra 6) ili nije.

VEROVATNOCA UZROKA - BAJESOVA PORMULA

Heka su Al, Az, seey Ay inkopatibilni dogadjaji:
ANA =V 2o svaki par i £ k i
i 8ija je wmija iszvesan dogadjaj U :
n
U 4,=1
i=1

i neka je P(A;) #02a i=1,2, ..., 0,
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Neka je B neki dogadjaj, BCU , tada vaZi

n

B(B) = ) P(A;)P(B/A;).

i=l

Zaista, B se mofe predstaviti kao unija n inkopatibilnih dogadja=-
ja

B = (BAA)) U(BNA)U(BNADD ... U(BNAY).
Lako se vidi da su dogadjaji BNA; medjusobom inkopatibilmi, jer
je

(Bnﬂi)(\(Bf\Aj) = B/\Ai(\Aj = BAV =Y

S obzirom ne predhodno, uopStena teorems o verovainoéi zbira nam

daje n n
P(B) =)  P(BAKy) = Z P(ANB) =
i=1 i=]
n
- Z P(A;) . P(B/A) (1)

i=1

Odgovarajuéi Venov dijagram je 1’Aj
7

B

Fe kome se jasmo vidi raglaganje dogadjaja B.

Reka je P(B) > 0

S obzirom da je
P(A;/B)

P(4,/B)

P(A; )P(B/Ay)

i1i P(B) .P(Ai/B)
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e P(B)P(Ai/B) = P(Ai)P(B/Ai)s (2)
e P(A;)P(B/A,)
P(Ai/B) = _mP(B)
11 P(4;)P(B/A;)
P(4;/B) = = (3)
T Ra)RE/A,)
i=1

Obrazac (3) predstavlja verovaitnodu uzorka A; i poznat je pod na-

zivom Bajesova formula.

Primer 10,

0d dve kutije na sludaj se bira jedna a iz nje kuglica, koja is-
padne bela. Pri tome je poznato da je verovatnoda izbora svake
kutije 1/2, a u prvoj kutiji se nalaze dve bele i 14 crnih kug-
lica; u drugoj 5 bele i 3 crne luglice. Kolika je verovatnoda

da je bela kuglica izvulena iz prve, odnosno iz druge kutije
(vidi sliku )

00 o o
®oose ® o ;: °°
® @ e © o
® &0 o

I kutija II kutija
(16 kuglica) (8 kuglica)

Neka je: Ay dogadje] da je izabrana prva kutija
A2 dogadjaj da je izbrana gjruga kutija
B dogadjaj da je izvudena bela kuglica.
Imamo
B = (B Al)U (Bna,)
P(B) = P(Bn Al) + P(BnAz)

"3+ B(B) = P(a)).P(B/A;) + P(A,).P(B/A,)
te je



R e Eh Rh kT ot
P(B) = 5~
Kako je
P(A| N B) = P(A;).P(B/4;) = P(B).P(A)/B)
imamo P(4).P(B/A;)
P(A,/B) = 505
3 P(Ay) . P(B/4,)
P(4,/B) = 6]
te Je 1 2 1
P(4,/B) = 2 36 “T6 1

-2
P(4,/B) = =2 _%:%

BINOMNA VEROVATHOCA

=

it

+ +
+

Posmatrajmoe dogedjej A koji se javija u nizu medjusobno nezavie-
pih eksperimensta, u svakom od njik sa stelnom verovatnodon

p=P(4) koja ne zavisi od mesta eksperimenta u niszu.

Tade njegov suprotan dogadjaj 3 ims verovatpodu P(K) m L

koju oznalavamo sa q.

Palcve Sema dogadjaja zove se Bernoulli-sva Hema (1654=1705},

Da bi pedli verovatnodu da se dogadjej A u n eksperimenata, koji
zadovoljevaju uslove Bermoulli-eve Seme, ostvari talno m putae
(m=n), u oznaci Pn(m), naéi demo prvo verovatnodu da se dogadjaj
A ostvari w m odredjenih eksperimenata (va pr. u ekpperimentinag

se indeksime 1, 2, ..., ).
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S obzirom n2 teoremu proizvoda verovatnoda nezavisnih dogadjaja

ta verovatnoda je jednake pmqn-m.

S druge strane, s obzirom na teoremu zbira verovatnoda, traZena
verovatnodéa Pn(m) jednaka je zbiru verovatnods ze sva moguée ja-
vljanja dogadjaje A tadno m pute u n eksperimenata.
Palkvih javljanja ima cm(n) = (:), jer od n eksperimenata, m odre-
djenih, samo kojima se javlja dogadjaj A predstavljaju kombinaci-
je m~te klase od n elemenata. Na osnovu toge dobijamo

n,_m n-m

Py(m) = ([)pa

Kako su svi moguéi rezultati n eksperimemata medjusobom negzavis-

ni i sastoje se od pojavlijivanja dogadjaja A, tadno O, 1, 2, coopn

puta, to je
n
Pn(m) =1,
m=0
tJ. n
n, m a-m
2. () pa s,
n=0

Rezultat se moZe dobiti neposredne iz binomnog obrascs

n
2 @ P =)

=0

Keko je p + q = 1, to je

n

n oW N n
Z' () pa =1 =1,
m=0

Reposredno se uofava da je verovatnoda Pn(m) jednaka koeficijen-
tu uz x° u razvoju binoma (q + px)n po stepenima od x. Zbog toga
se ta verovatnodéa zove binomna verovatnoda. Zaistz

n n

n I m D= n, mn-pm

(a + px) =§:° (1) (px)"q =§o (p)ria”
M= =
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za sludaj da se u jednom el-
g5 verovatnodana
P(Aij = By Tads je verovatmods csbvarenjs u n sksperimsnata do-

gadjaja Ay tadno my put, A, vocs ék tedne m,_ puba,

4

(ml R . n}, jednake

@,
) n! i

P My, Bagoee, I} = = je {4}
ntolt TRf ’ y ... S ¢

k oyl omyl... 1
N%je geéko videti da je ta verovaineéa (4) jednsks koeflcijentu usz

12 /
%" XK. ¥ U razvoju polinons
(plxl + Pp¥y b oee. ¥ pkxk>m PO %

Primer 11,
Metalni novac bace se & puta. Kolika je verovatnode da de glave

o

pasti 4 puta a pismo 2 puia?

Bedenje.

. 1 . . . .
Ksko je p = 5 8 6 bacanjs metalnog noves predsiavija niz medju-

sohno nezavisnih dogmdjaja, Ho Je

26 2 6y ,L.4,1.2
P (4) = (4 94 () L%ﬁ (5} =
JER -7 T SO S 5 B < 2N
= 2 B [ L T 64
2 2 2

Primer 12,
Kocka &ije su strane numerisane brojevima od 1 de & me baca 5 puta.

Kolika je verovainods da (e sme jedinica pojaviti tri puta?

Redenje
Bako je p = “%mg q = m%w , a pet bacanje kocke predstavlije niz me-
djusobno nezavisnih dogedjeja, ¥s je
2 3
. 32 ,5,.1.35%2 5.2 1 3. _.2. .83
rg(3) = (3 ¥4 = BPNE =TT TF T2 T E " T
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Primer 13,

{ocka Cije su dve strane obojeme plave a Zetiri belo baca se tri
puta. Kolida je verovatnoda da plava sirana padne dva puta?
Resenje

Kako;ep=»-§m=——-,q=-%~=-§—-, to je

°

py(2) =(Dpat = DZH = 3.5,

wir

- 2
9

Primer 14,

Metalni novac baca se Sest puta. Kolika je verovatmoda da ée se
glave pojaviti najmanje fetiri putsa.

ReSenje
Kako je p = m%n,q: ~%», a dogadjaj ¢ija se verovatnoda itraii:
Ai + Ag + A6' gde nam A? (i & n), oznalava dogadjaj da se u n Zpin
ta dogadjaj A ostvario tafno i puta, i kako su svi dogadjaji Ai
medjusobno inkopatibhilmi, to je

6 6 6

P(Aj+Ag+AS) = B(AD) + P(AZ) + B(AQ) = Bg(4) + Pg(5) + Pg(6)

]

6 1 1 6 1 1 6 1 1

= ([ Je == === 4(). ===, == 4 (). == , == =
4 24 22 5 25 21 & 26 2©
15 1 2 11

6 2
= +""g+m“=-"‘m=m-
26 2 26 26 32

Primer 15,

Pravilan okitaedar koji ima detiri strane obojemes plavo, tri gtrane
crveno, & jednu belo, baca se Sest puta. Kolika je verovatnoda da

plava strana padme tri puta, crvena dva puta, & bela jedanput?

ReSenje
Ovde je p; = w§~ = -%ﬁy By = m%w, By = —%m, pa se, verovainoéa tra-
Zenog dogadjeja izraZava sa

m o
n! " 2

Palmys my, my) = m ! omy! my!

t3.

* pl @ p2 ® p3 ?



2
ooy 6! 1,3 ,3,2 ,1,1 _6.5.4.3.2.1 1 1
PG(B""’l) To3r.21.11 (3) -(3) (g)" = 3,2.2.1 . 23-“‘%2"- 8 =
o J32.9 135
2,83 1024
Primer 16,

Strane dodekaedra (pravilno rogljasto telo ograniceno sa dvanaest
pravilnih petouglova) numerisene su brojevima 0d jedan do dvanaest.
Dodeksedar se baca osam puta. Naéi verovatnodu da jedinica padne
tri puta, dvojka dva puta, dvansestica dva puta 1 desetka jedanput!
ReSenje

Prema uslovima zadatks imeme

R o ke R .
Py =g5s Pp =35 Py =130 Py T 15

Verovatneda treZenog dogadjaja je

ni n i m m4
® pl opz -p3 ’p4 2 tJ.

P (m,, m,; My, B, ) m mtem—————
nrl? 2% T3F T4 mlim2§m35m4!

81 1,3 1.2 1.2 ,1.1
2g(3,2,2,1) = gyt () @ @ @ -

3.12

AKSIOMATSKO ZASNIVANJE TEORIJE VEHQVATNOCE
pered klasidne defimicije psjma verevatnecs pesteje i druge,

teke ng primer pesteji i gtatistifka definiecija pejma vere-

vatnede ali najepitije definicija verevatnede jJe akeiematska
definicija. '

Posmatra se skup (konadan ili beskomadan) slufajnih dogadjeja
A, Bye.o., — takozvano polje dogadjaja 3, koji sadrii izvestan do-
gadjaj U , nemogué dogedjaj V, "uniju” i"presek” bile kog svog po-

dskupa 1 suprotne dogadjaje'z,'ﬁ,emn? svih svojih elemensta.
Verovatnoéa dogadjsja A, P(A) defimiSe se sledeéim aksiomamas

Aksioms 1., Svakom dogadjaju A iz polja dogedjaje S odgovera broj
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P{a) 20, koji se zove verovatmoda dogadjaia A.

Aksioms 2. P(U} = 1.

Aksioma 3. {(Aksiome zbira). Ako su sa A 1 B ipkopatibilol dogad,a-
ji tads je P(AUB) = {4} + P(B).
{0davée sledi da je za bilo koji komadfan broj uszajawno
inkopatibilnih dogadjaja
P(AlUAQU,eaUAn) 3P(Al§+f(ﬁg)+aoa+?(ﬁﬁ)o

Aksioma 4. (prodirsna aksioma zbira). Ako je A=A,U&,U...UA U...-
dogadjej koji se resliszuje realizacijom bar jedunog od
Alg égp soeyp &n@,a. uzajamno inkopatibilnih dogadjaje,
onde je
P{a) = P(Al) + P(AQ) m.w«a-P(An) # ean
iksioma 4 je pobtrebmna zato £to se u teoriji vercvatno-
de posmatraju i dogadjaji sastavlijeni od beskonaino mnoge dogadja-
ja. Tako, na primer, jedan od nedostataka klasiéne definicije vero-

vatnode je taj to je w mjoj polje dogadjaje konastno.

Kako je AQ}E =U iAiAsu inkopatibilni dogadjaji to je prema
aksiomi 2 1 3.

1 = p(U) = P(aVR) = P(A) + P(A),
a prema akgiomi 1.

P(a) = 1 - P(A) € 1,
tj. za svaki dogadjej & je

0 < P(a) < 1.
Iz U=U0UUV sledi

, P(U) = P(UW) = P(U) + P(V) = L,

odekle je

P{V} = O,



PRIMERI I ZADACI

1} Eolika je verovatnoda da prilikom bacanja kocke padne
a) cifra 6,

b} eifra 5 ili 6%

Resenje
a) Broj svih moguéih sluajeva je n = 6, a broj povoljnih m = 1,
te jeP:%:m%?’-.

. 2 e ‘ 2 1
b) Broj povoljnih siudajova je 2, to je P = g =5
Da ne bi, u sloZenijim slulajevima, tra%ili broj povoljnih sluda=—
Jeva, koristidemo teoremu totalne verovaetnode. Reka: Ay oznadave
dogadjaj da padne cifra 6, AS- cifra B, onda je
1 1
Plag) = ==, Plag) = =z,

P(AsUAC) = P(Ag) + P(4g) = P(A5n Ag)

]

1 1 2
P(A5) + PlAg) = =g~ + === 5~ =5,
jer je E(Asf}As) = 0, posto su dogadjaji A5 i AG inkopatibilni.

2) Bacaju se dve kocke. Kolika je verovatnoéa
a) da padnu jednake cifre,
b) da zbir cifara bude 5
¢) da razlike cifara bude 3%
Refenje
Zadatak moZemo reSiti neposredno ske nadjemo broj svih moguéih slu-
ajeva n i broj svih povoljnih m.
Ovde je n = Vg(G) =62 = 36,

§to se moZe predstaviti Semom:
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PokaZimo, na pr. da je P(1/1) = P(1). P(1) = -%—, m=1l n=6
(zbog toga 3to su svi moguéi, n, 1, 2, 3, 4, 5, 6; a povoljni
sludaj, m, je 1),

P(1/1) = —%—, m=1, n =6 (zbog toga 3to su svi moguéi sludajevi
11, 12, 13, 14, 15, 16; a povoljan sludaj 11).

Kratkode radi, dogadjaj de padne cifra 1 ozna8ili smo sa 1 itd.,
a proizvod dva cogadjaja, na pr. 111 sa 11 itd.

3) Bacaju se istovremeno tri kocke. Koclika je verovatnoda da de
a) pasti tri Sestice,
b) pasti zbir &etiri,
¢) pasti zbir pet,
d) pasti zbir Sest?
Reéen;ég
U svim sludajevima broj svih mogudik sludéajeva

n = vj(6) = 6> = 216
a) Broj povoljnih sludajeva m, =1 (sludaj 6, 6, 6), te je

1

Pla)y = 716

b) Povoljni sluajevi su

1 1 2
1 2 1
2 1 1

te je me = 3, odnosno

1
B

=4——='——-.
b) 216 72

¢) povoljni sludajevi su
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6 1
Ple) = 216" = 36
d) Povoljni sludajevi su
1 1 4 1 2 3 2 2 2
1 4 1 1 3 2
4 1 1 2 1 3
2 3 1
3 1 2
3 2 1
. . 10
ti. m, = 10, te je P(d) 396

4) Bibvlioteka poseduje Fest knjiga iz jedne oblasti od kojih su
tri na stranom jeziku. Bibliotekar ugzima na sludaj dve kmjige.
Kolika je verovatnoéa da obe uzete knjige budu ne stranom jezi-
ku?

ReSenje

Neka A oznalava dogadjaj da je prva uzeta knjiga na stranom Jjeziku,

B-da je druga uzeta knjiga na stranom jeziku, tada je

P(A) = -%-1

P(B/A) = —g—

i P(ANB) = P(A).P(B/A) = =5~ . —-:;‘- = 0,2.

5) U nekom mestu prosedan broj obladnih dana u julu je 6. Nadi vero-
vatnodu da prvog i drugog jula ne bude obladan dan!

ReSenje
25 24 20

P=3r 30 =731 °

6) U jednom pogonu radi sedem radnika i tri radmice. Na sludaj se

odabiraju iri osobe. Nadéi verovatnodu da oni svi buduw radnici!
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ReSenje
Weke A oznedava de odebrans oscba bude radnik. Teds je
A
P(4) = 5
[ 2
P{a/a) = < = -T,

P(A/AA) = F,
te je
P(AAA) = B(8).P(A/A).B(A/AA) = —b . 5- . -« mE%.ﬁ

gde smo se AA, kratke oczmalili AAA.

7) U kutiji se nalagi deset kuglica od kojih su Sest plave. Na
sluBaj se izviafe Setiri kuglice. Kolika je verovatnoda da
a) gve &etiri kuglice budu plave,
b) da semo prve i druge budu plave?
ReSenie
5. 2. - R
&) P = =y5m - <5 + -t
b) Heka A oznadava dogadjej da igvulens kuglice bude plava, .
%4 oznafave dogadjei de isvulens kuglica ne bude plava { suprotan
dogadjaj). Tads je dogadjaj 8ije se verovatmoda tra¥i

e

AAAA

a njegova verovatnoda
ot 6

P(AARE) = P(4).B(a/A).B(/A4). P(I/M4E) = 7o, Frpmid = -

8) U kutiji se pmiazl dvansest kuglica od kojik su Betiri plave.
e sludaj se izvuku tri kuglice. Hadi verovatnodu da medju nji-
ma budu same dve plave.

ReSenje

Se oznskema kao u predbodnom zadatku imamo:

P(ARAUARAUASA) = P(AAR) + P(AKA) + P(RAA) =

=P(4) .P(A/A) . P(E/AA) +P(3) .B(R/A) .P(A/AR) +P(K) .P(A/A) . P(A/BA) =




Ovde smo koristili Zinjenicu da su dogadjeji AAR, ARA i AAA medju-
sobno inkopatibilni, Zto se lako pokazuje.

9) U kutiji se nalese 5 kuglice mumerisenih brojevima od 1 do 5.
Fa sluaj se igvladi tri pute po jedwva kuglica bez vradanja.
Faéi verovatnodu:

a) da se iszvuku kuglice mumerisens sa 1, 4, 5 i u tom redosledu
b) da se izvuku kuglice numerisamne sa 1, 4, 5 bez obzira na

redosled.
Redenije
1 1 1 1
8) P=f~ .5 =%
P 2,1

b) P ""vjsS 543 = 10

10} U jedmoj kutijli se mulazi 6 belih i 4 crme kuglice, Na sludsj
se isvliade 2 kuglice. Kolike je verovatnodle.
a) da su obe bele
b) éa su obe crme
¢) 88 je jedna bela, a jednas crna?

ReZenie
a)a= (') =45 n = (g) = 15, P(a) -_-.—%-—

o

4

c) m, = (g) . (i) = 6.4% 24 1 By = _g_

11) U jedmoj kutiji se nalase Satiri bele i dve crme kuglice.
Kuglice se na aluﬁaj'izvlaée jedna ze drugom bes vradanjas, dok
se sve me izvuku. Kolike je verovatnode da prve Setiri izvule-
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ne kuglice budu bele, & poslednje dve crme?
BeSenje

n = P(6) = 6¢

B = P(4).P(2) = 41,28

42 1

P =<5 5 -

12) U jedn6j kutiji palazi se 8 kuglica od kojih su tri crne i pet
bele. Na sludaj se izvlali jedma kuglica bes vradanjs dva puta.
Hadéi versvetnodbu
a) da drugi put bude izvulena crma kuglica
b) da drugl put bude izvulema crme kuglica, ako je prvi put

igvulena c¢rma kuglica.

Refenje

a) Broj svih moguéih slulajeva

n =V, (8) = 8.7 = 56

PoZto je drugm izvulena kuglice crmm, to zpali de druge izvulena
kuglica mo¥e biti jednz crma od tri date orme, tj. imeme kl(3)
sludajeva; pri svakom izvlafenju crne kuglice drugi put, prvi put
je mogla biti izvudena bilo koja kuglice od preostalih sedam
(kuglice se izvliade bez vredamnja), tj. imemo k1(7) sludajeve, te

Je m, =k (3) .k (7) = 3.7 =21

P(a) ='—§%—= —g—-.

Zadatak se moZe refiti na drugl padin. Ozpalimeo sa C dogadjaj da
je izvulena crma kuglice, se E dogadjaj ds je izvulena jedna kug-
lica (pilp koja - izvesan dogadjaj - tj. P(E) = 1).

imame

Tads je dogedjaj &ije se verovatnode trafi, da je drugi put isvu-

deme cxrma kuglicae: ENC = BG

Kako Je E=C0C=C+ 0
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imamo P(m)::p[(%’é).éj- P(CC)+P(GC) = P(CC)+P(CC) =

= P(0).P(6/¢) + P(T).P(C/C) =
-4 1?—»+—§-.-%-=-§%=,—-(2+5) -
b) n=V2(8)=8 - T = 56
By = Vy(3) = 3.2 =6
Pw) = 56 =

i34

P(cC) = P(c).B(C/C) = 4= . -,%—- = =

13) 1z 3pila od 52 karte izvliafe se pet karte. Kolike je verovat-
noée da se izvuku
a) Setiri keca
b) Eetiri keea i jedna devetka

ReSenje
8) n = V5(52) = 52.51.50.49.48 m, = K, (48).K,(4).2(5) =

= 48,5.4.3.2.1.
P - 8‘ L3 9 .2‘10 . 1
a8 = 52,51,50.49.48 ~ 13.17.5
I1i, ako sa K oznadimo dogadjej iszvlelenje keca, imamo:
P(KEKEE + KKKKK + KKKKK + KKKKK + KKKKK) =
= P(EKKEK + P(KKEKX) + P(KKEEK) + P(KKKKK) + P(KEKKK) =
4 3 2 1 8 . _ 1
=82 31 > B0 49 T8 *T3ITs
b) B = V5(52) = 52.51.50.44.48
My, = K,(4) K, (4).2(5) = 1.4.5.4.3.2.1

B o ha5:4:3.2.1,
(v) 52.51,50,40,4
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11i, ake sa D ozualimo dogedje] isviafenje devetke:

P(REXED +» KEEOK + EKEDEE + EDEKE
= P(KEEKD} + P(KEKDE) + P(EEDEX) + P(ROEEE) + P(DEKEE) =

L4 3 2 1 _ 4.5.4.3.2.1
52 ° 51 ° 50 ° 49 ° "'4'35' 3 _55%2.51.;__-550.49.4

14) Objesniti #te predstavlijeju jedmakosti
2) ANBAC = A

i b) AUBUC = 4,

Ako su A, B i C sludajni dogadjaji.

Refenie

8) AcBNC, t§. BNC 88 realisuje svaki put kedas se realizuje A4,

b) BCA 1 CCA, tj. A se realizuje uvek kade se realizuje ili B
ili ¢C.

15) Pokazati da je dogadjaj
(aUBIA (AUBY A (RUBIN (EUB)
nemogué .

16) Dokazati da je
AUB = EnE

17) Fe 5ta se svode izrasls
a) AAQB,
b) AYB,
¢} ANBANG,
d) AUBUG,
Ako je ACB.

18) Uprostiti izrasze
a) (AUB)N (B YC),
v) (AUB)A (2 UB) N (R UB).
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19) Ako je AAIC = BIC pokazati da vaZi

(ayBInc = AncyBnc.

20) Pod kojim uslovima, za posmatrane dogadjaje, su mogute jedna-

kosti:

a) AYB = ApB,
b) AUB = &,
c) ARB =4 7

21) Dokazati da iz ANB = CAD sledi AAC = BAC,
22) Ako je XUAZ UXUL =38
nadéi dogadjaj X.

23) Qdrediti dogedjaj X iz
a) AUX = AyB
b) ANBYX = (AyC)N(BYC).

24) Dogadjaji 4 i B su nezavisni a verovatnode realizacije svakog
od njih su redom p; i py. Kolika je verovainoda da ses
a} realizuje oba dogadjaia zajedno,
b) ne realizuje nijedan,
¢} realizuje samo A,
e) ne realizuje bar jedan?

ReSenie

&) P1Pys

b} (1-p;)(1-p,)

¢} py(l-p,)

a) 1~(1=p,) (1-p,)

e) 1-pyp,
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25) Iutrije ime 1000 lozova i to: 1 &lja je vredmost 100000 din,
8ija jo vredmost 10000 din, 50 &ije je vrednost 1000 dim i 100
&ija je vrednost 100 dimera e ostali loszovi su prazmi. Ako se
kupi jedam logz kolike je verovatnoéa da se dobijes
a) pajmenje 100 dinarse,

b) pajmeanje 1000 dinara?

Refenje

a) p=0,161,

b) p = 0,061,

26) Getiri broda saobradaju igmedju dva grada. Ako putnik nesops
njihov red voZnje, kolika je verovatmoda da e u odlasku i
povratku koristitic
a) Isti brod,

b) ragliite brodove?

ReSenje
a) p = 0,25,

b) p = 0,75.

27) Verovatnoda de se jednim hicem iz Jjednog orudja pogodi ¢ilj je
4/9. Haéi najverovatniji broj pogodaka ako se uzastopce ispali
13 hitaca,

Refenie p= 6.

28) Kolika je verovatnoéa da se is kutije, koja sadrii sedam belih,
jedansest crmih i tri plave, isvule plava kuglice?

Reenje .
P =g

29) Ako je verovatmode da strelac pogodi metu jednaka 0,9, kolike
je verovatnoéa da e sa tri hica %ri pute pogoditi metu?

ReSenje p = 0,729.
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30) Dogadjaji A, B i C su nesavisni, & verovatmode njiiheve reali-

gacije redem Bys Bo i Py- Eolike je verovatnodéa dz ée se rea-
lizovatis

a) sva tri dogmdjmja,

b) A-pe, B~da i C-da,

e) 4=@s, B-me, i C-ne,

d4) A-ne, B-ne, i C-ne,

e) bar jedan od tri dogadjajse,

£) da se bar jedan nmede realigovati?

Refenje

31)

&) pyP,Pqs

) (1=py)p,pys

e) py(1-p,y)(1-p;),

) (2=py)(1-p,)(1-p5),
e) 1=(1-py)(1-py)(1-py),
£) 1-pyPyPy.

Verovatnoda da strelac pogodi cilj je 0,7. XKolike hiteca fre-
bae ispaliti da mejverovaitniji broj pogodeka bude 16%

Befenje 22 11i 23.

32)

Eocke &ije su povrii obojene izdeljena je ma hiljadu kocaka
jednakih dimenzije. Tako dobijene kocke su dobro izmefane.
Qdrediti verevetnodu da ée kocke, izvulens pasumice, imati dve

povrEL obojene!

ReZenje
Ovde jem = 96 a n = looco, te je p = 0,096,

33)

Iz 8pila od 52 karte igvlali se pet karata. Nadi verovatnodu
da je:
a) izvulen tadno jedan kec,

b) izvulen najmanje jedan kec?
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B) P = 52 9 b) P = 1~ 52
) 3

48

("¢)

34) U delegaciji jedne driave nalazi se 6 ekonomiste, 4 ifffenjera
i 2 tehnidara. Fe slulajan nalin biraju se tri predstavnika.
Kolika je verovatnoéa da medju njima budu:

'a) jedsn ekonomista, jedan inZenjer, jedan tebnilar,
b) $ri ekonomisia,

c) dve ekonomista i jedan in¥enjer?

Resende  (&y(4)(%)

) p = __6.4.2 _ 12
ajp= 2 =732.11.16 _ 55 °
3 3.2

6

b b < () 654 __2

p= (12 12,11.10 11

3
S

o) p = —2l . 6.3.2 _ _3

(1§) 12,11 11

35) Turista peoseéuje Dubrovnik sa verovatnofom od 90%, a Split sa
verovatnodom od 80%. Kolika je verovatnodéa da ée posetiti bar
jedan od te dva grada, ako poseta jednom gradu ne utite na
posetu drugom gradu?

ReSenje

Neka D oznadave dogadjaj da de turista posetiti Dubrovnik, S da

de posetiti Split; tada je dogadjaj da ée posetiti bar jeda& od

dva grada DUS,

pa je P(DUS) = P(D) + P(S) - P(DNS),

prema teoremi totalne verovatnode.
Kako je




e
[N

P(Dp 5} = P(D}.P(5/D) = P(D}.P(S) =

to je trafena verovatnoda

90 B0 T2 98 ..
P(DUS) = 585~ + T55~ = Too~ = Too~ = P-

36) U jednom ispitnom rolm polagalo je ispit iz matematike 700 stu-
depata sa zavrienom srednjom Zkolskom i 30% sa gimnazijom.
0d kandidata ge srednjom Skolom poleZilo je 1/8, a sa gimnagi-
jom 1/2. Qdrediti verovatnodu de je sludajno izabrani student
poloZio matematiku!
Refenie
Feka je S dogadjaj dm je isabrani student sa srednjom Skolom, &
dogedja] da je izabrani student sa gimnazijom, M dogadjai da je
student poloZic matematiku. Ksko je dogadjaj da je izabran student:
SUG %o je dogadjaj 8ija se verovaitnoda itrafi da je izabrani studenmt
polokio matematikn (SUG)NM = (SAMU (SOANM) = SN + GM, S obzirom
da su dogmdjeji SM i GM inkopatibilni, jer su dogadjaji S i ¢
inkopatibilni, to je
P(Setl) = B(SN) + P(GH) = P(S)P(W/S)+P(G)R(W/G) = Tk . == »

=0 1 35 30 .95 23,75
*T06 ° T2 =700 * 300 T T00 - 100 T 2375

27} Populacije jednog naselja ims 604 Zenskih stanovnika i 40F mu-
Bkibh, L& Zenskib stanovoike se bavi sportem i 2074 mudkih sia-
movnika, Koliks je vercvatnodz da se siulajno izabrani stanov-
nik toge maselja bavi sportom?

Befenie

Heka je ¥ dogedjaj da je izabran mudki stenovnik, ¥ dogedjs) ds

Jje izabran Zenski stanovnik, o 5 dogadjaj da Je stznovnik sp

ta. Tads je M+F dogedjej ds je izabran stanovailk te populaci
{¥+F}.S dogadjaj da je izsbran stancvmik koji se bavi sperion

Je
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Pl(MeF bs] = P(MS+FS) = P(uS) + P(FS) = P(B)P(S/M) +P(F)P(S/F)

490 20, .60 10 _14
Too © 100 T 100 100 ~ 100

= P(M)F(S/HM) + PCIR(S/F) =

38) U kutiji se nalaze pet pelih i pet crmih kuglice. Izvladi se
po jednae kuglica pet puta, tako da se posle svakog izvladenja vra-
4o matrag u kutiju. Kolika je verovatnodéa da ée prve tri igvutene
kuglice biti bele a poslednje dve crne.

Redenje

Broj svih moguéih sludajeva na VP(S) =5

nadéina.

Dve crne kuglice ns poslednja dva meste mogu biti izvudene ng

p (5) = 5 nadina. Svake izvialenje vele kuglice mo¥e se kombino-
vatl sa svakim izvlialenjem crne kuglice, pa je broj povoljmikh slu-

zajeva jednak proizvodu projeva tik igvladenjas

2 _ =
m = V5 (5) Vi) = 53,52 = 5°,
tada je 5
p:.ﬁ&_:wz__:m};,.m_,.;_.
o NCE

39) Kelika je verovatnoda ds ée kod jednog becanje pumerisane ko-
cke pasti paran broj ili broj deljiv sa tri. zadatak rediti
neposredno preko definicije verovatnoée i preko teoreme total-
pe verovatnode!

Redenje

Neposredno dobijamo:

= 6, (sludejevi: 1, 2, 3¢ 4 51 6),

m= 4, (sludajevi: 25 4, 6 i 1), te je p= W%m = ~%~a

Sa druge strane ako je dogadjea] A padanje parnog brojes 2, 4, 63

dogadjaj B padanje broja deljivog sa ¢ri: 3, 63 tada je ARB do-

gadjai da ée pamti param broj deljiv sa tri (6}, a AUB dogadjaj
gijs se verovatnola $r#i - padanje peErnog broja ili broja delji-

vog sa Lri, pa je:

i

2(8) =~
e
3

P({B)

it

¥




[EEN
@S
[2n]

P(AAB) = ~=~

)
P{Aa) + P(B)-P(ANB) = % - a.%m - .,%m -

mé,fﬁégwimg%m=%gn

il

i PlAyB)

[}

40} Dva puta se becs numerisens kocka. Kolika je verovatnoda da de
prilikom drugeg bacenja pasti paran broj, pod uslovom da je
kod prvog bacenje pao broj pet?

BeSenie

Ukupan broj sludajeva je
n = vi(6) = &° = 36,

koji se mogu predsitaviti shemetski

11 21 31 41 51 61
12 22 32 22 (53 ez
13 23 33 43 53 63
14 24 34 44 64
5 25 35 45 55 65
16 26 36 46 D) 66

Povoljpi sluBajevi su 52, 54, 56, te je
m=39

2 S B
O A T

Zadatak se mofe refiti i preko verovatnodbe proizvoda. Neka: A oz-
paava dogedjaj da je pala petica, B dogedjaj da je pao paran broj,
tada je 4 B dogadjaj dija se verovatucda traZi, pa je

() = 2 2(B) = =~ , P(B/A) = 5=

(jar su svi mogudl sludajevi:

GUDAD2

a svi povoljni 52, 54, 56)



—t s ) 1 1
PIAAB) = P(AY.P(B/A) = - 5= wi%w

(=8

Heka: A oznadava dogadisi da de pasti cifre 81iji je sbir pet, %j.:
14, 23, 32, 41; B dogadjaj ds de pasti cifre $iji je proiszvod Sest,

4

Tads je P(a) = =3~ = <

P(B)

B

i@

B o
E Y-

PIBIAY = m%m = m%w s {poveljni sluBajevi: 23, 32;

P(4UB) = P(a) + B(B) - P(A).B(B/A) = =5~ + —gF~ - =5~ - 5 = 5~
Iedatak se mofe refiti i neposredns, jer su povoljni slufajevi:
| . . o

{14, 23, 32, 43 Eﬂ}%ﬁ}s 32} = glég 23, 32, 4133 m= 4 a svi

s 2

mogudl s Vgﬁé} =6 = 36, n= 36, pa je

423 U elektrifms kolo vezane su ri slementa na red, koji rade
ne zaviano jedsn od dFUZOES. Verovatnods, ds se pokvari prvi,
drugi, bredi, iznose,respeitivie,

Bq = 0,13 by = 0,153 By = 0,2

sravastnodu da u elekirifpom koln nema toka siruje.

PoBbo su elementi ukljuleni w kole siruje ne red, to struje v ko

1w nedsz bisi (dogedjad &), sko se pokvari bar jedan od ta tri elee

4} = 1-qy.4,,q, = 1=(1=0,1}{1-0,15}{2-0,2} = 0,388<



19§

43) Da bi se srudio neki most dovoljno je da bude pogodjen jednom
bombom iz aviona. Nadéi verovatmodu, da de most biti srufen,
alto su ba njega balene Cetiri avionske bombe, &ije su verovat-

node pogodka, respektivmo, 0,3; 0,4; 0,6; 0,7.
Redenies P=0,9

44)Verovatnoda bar jednog pogodka u cilj od tri gadjanja iznosi
0,875. Waéi verovatnodu pogodka u cilj pri Jjednom gadjanju.
ReSenje
Verovatnodéa bar jednog pogodka u e¢ilj pri tri gzdjanja (dogadjaja 4)
je B(4) = 1-¢°
gde je q - verovatnoda promaSaja.
Prema zadatlu je
P(A) = 0,875, te je
0,875

[}

1~q3

3. &> = 1-0,875 = 0,125

3
ili a= V0,125

pe je traZema verovatnoda

D= 1-q = 1-0,5 = 0,5

0,5

45) U jednoj bolmici nalazi se, u proseku, bolesnika obolelih od

bolesti A4:50%, od bolesti B: 30%, od bolesti C: 20%. Verovat-
noéa izlelenja od bolesti A je O,7%, za bolest B: 0,8%, za bolest
C: 0,%. Fadi verovatnodu da je izleden bolesnik boloveo od boles-
%1 A.

%o o e
BeSenje P = 11

46) Dva ravnopravna protivnike igraju 8ah. Sta je verovatnije do-
biti: dve paritije od Setiri ili tri partije od 6%

Regenje

R T PR



kao i drugog
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q =

o
1

Keko ta ravoopravnost ostaje tokom svih pertija, to je u pitanju

niz nezavisnih dogadjaja, te imamo: za verovaitnodu da se od Zeti-

ri partije dobiju dve

4,22 6
P4(2) = (e)p q = 16 9

& za verovatnodu da se od Sest partije dobiju tri:

ps(3) = () P70’ = 2
5

i © 16

to zoadéi da je veda verovaitnoda od Zetiri partije dobiti dve, nego

od Sest tri, pri uslovu da su igrali ravaopravni i da ne menjaju

forme tokom igranja.

47) U kutiji se malazi 5 belikh i 4 crme kuglice. Odrediti verovat—

49}

nodu, da se u tri uzastoppa izvlafenja po jedne kuglice bez
vracanis, izvuku

g} jedns bels 1 dve crue,

b) sve tri crne kuglice

¢} sve iri bele kuglice

U kutiji se nalazi 7 belih 1 1 crna kuglica. Uzastopno i bez

vredanja izvliafe se tri kuglice. Kolika je verovatnodéa da sve

#ri izvelene kuglice budu bele?

¥ kutiji se nalazi 7 belih i 1 crma kugiica., Izvlali se po jed-
na kuglica i posls izviadenja vrada nazad u kutiju. Odrediti
verovainodu da se u tri uzastopna izvlefenja sve tri pute iz-

vute bels kuglica.



50)

51)

52)

53)

54)
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Stranice kocke su numerisane s& 1, 2, 3, 4, 5, 6. Odrediti ve-
rovatnodu da se

a) pri jednom bacanju okrene strana sa brojem manjim od 5

b) u seriji od tri bacanja bar jedanput okreme stranas sa bro-

jem manjim od 5.

U seriji od 10 bacanja kocke odrediti verovainoéu da se
a) 3estica pojevi najmanje dva puta
b) peran broj pojavi bear jedanput.

Pet strans jedne kocke obojene su plavom & jedna crvenom bojom,
Odrediti verovatnodu da se u seriji od 4 bacanja plava strans

okrene talno tri puta.

fetiri strame kocke su obojeme crveno a dve plave. Odrediti

verovatnodu da se

a) bar jednom u toku dva bacanja okreme crvena strana

b) u tri bacanja dobije slededéi red strana: crvema, plava,
crvena.

¢) u tri bacanja padnu dve crvene i jedna plava strana.

U jednoj kutiji nalazi se deset kuglica od kojih su 8 bele;
u drugoj 20 kuglica, od kojih su Getiri bele. Na sludaj se
iz svake kutije izvladi po jedna kuglica, a zatim od te dve

kuglice uzima jedna. Naéi verovatnoéu da je ona bela

Redenje P=0,5
desenje

55) U jednom magacinu nalezi se 12 proizvoda fabrike A, 20 proiz-

voda fabrike B, 18 proigzvoda fabrike C. Verovatnoéa da je pro-
izvod febrike A o0dlidnog kvaliteta je 0,9; fabrike B je 0,6;
fabrike C je 0,9. Na sludaj se uzima jeden proizvod. Naéi ve-

rovatnodu da je on odlilnog kvaliteta.
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ReBenje P = 0,78

56}

57)

58)

59)

60}

61)

Pet gtrana jedne kocke obojeme su plavom a jedna crvenom bo-
jom. Odrediti verovetnodu da se u seriji od 4 bacanje plava

strana okrens tadme tri pute.

U kutiji se nalasze 3 bele, 2 plave, 3 crvene i 4 zelene kugli-
ce. Odrediti verovatnodéu da se u Cetiri uzastopms izvlialenja

bez vradanja ni jedanput ne izvude zelena kuglice.

U jednoj kutiji se nalszi 8 ervemih, 7 plavih i 5 belih kugli-
ca. Tri puta se izvladi po jedns kuglica bez vradanja. Kolikas
je verovainoda da se izvuée plave luglica samo u prvom iszvla-~

fenju & crvena samo u trefem izvlialenju.

Verovatnods da ée pa trZidtu biti zastupljen artikal A je 95%,
artikal B 90%, artikal C 8Cf. Odrediti verovetnodu da na trZis-
Tt

a) bude zastupljen bar jedan od artikala 4 1li B.

b} bude zastupljen bar jedanr od sve tri artikla.

¢) budn zastupljens sva tri artikla.

Na jednem fakulietu ime 40% studentkinja. Znajuéi'da se 508
studenats bavi sportom s samo 15% studentkinja, odrediti ve-
rovatnodu da je neko lice sa ovog fakulteta (student ili stu-

dentkinja} sportista.

Jedan student pripreme $ri ispite u jednom ispitnom roku.
Verovatuoda da de poloZiti prvi je 80%, drugi 604 a tredi 507.
Odrediti verovatnodu

a) da de poloBiti samo prvi ispit

b) da ée pesti samo na tredem ispitu.
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