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1. Prema pozratoj tecrami algehre (ranije Cesto zva-
na erovna teorema algebre) svaki kompleksan polinom P{z) =
'5: akz ¢oa #0 (n = 1) ima bar jedan kompleksan koren, odno-
sno (3z) {ze /\P(a}aop, (C - skup kompleksnih brojeva). Ova
teorema v ¢iji iskaz ulazi egzistencijalni kvantifikator je
egzistenciialne prirvode,
' Prvi problem koili ze prirodno namefe u vezi sa ovom
tecremom je nalaZenie postupka Dpi:&n nekom formulom za ra-
gunanjs korana z.
Jedan od oznovnih rezultata teorlje CGaloisa je da
se svi koreni polinoma prvog, drugoeyg, trefeg i Cetvrtog ste~
pena mogy izraziti formulana oblika z; mCPi(ao,al,az,a3,a4)
: &iie su desgne strane(bq {i=1,2,3,4} algebarskil gradjene, od-
nosno algebarski izrazz'(termi), obrazovani pomoSu simbola za
sabliranie, oduzimanije, mnczen"e. delienie i korenovanie.
Dalje, postoje jednadine psteg i viBeg stepena za
koje slicne formule ne postoie. Kafe se 1 krade da se svaka

3edna01na prvog, drugoqg, tredeg i fetvrteg stepena mole alge-
barski refiti, dok postoie jednzdine vileg stepena koije ge ne
moyuy, a’geb““ski rasitd.

3
ije relano, ponoda AgefAMiﬂenata Jednasine i
operscija sabirania, oduzimanis, mnofenia, deljenja i koreno-
vanja ne mo¥e sa uvek obrazovatl njeno refenje. Medjutim, uz
korisddenie graniénih procesa mogude je dobltl izvesne formu-
le za nalaZenje korena.
Znadiajian deo algebre i aunalize razmatra takve pro-

D ame: tu sv poznete kazhe iterativae metode refavapiz jed-
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naéina, kao i metode koje daju relenje pamodu beskonatnih re-
dova. U vezi sa ovim problemom je takozvani problem lokaliza~
cije nula polinoma, odnosno oblast algebre, takozvana geome-
trija polinoma (ranije zvana i analitiika teorija polinoma).
U ovoj teoriji utvrdjuju se razni rezultati koji daju vezu
izmedju koeficijenata i nula polinoma, odnosno njihovim ras-

. poredom u kompleksnoj ravni.

Dosadasnjl razvitak geometrije polinoma dat je u
nonografijama J.pieudonnda [6] , J. Walsha [40] ., W. spechta
{33] a narotito u monografiji M.Mardena [207] . Pregled veii-
kog broja metoda ove vrste prikazan je i u radovima F. Heigla
[11) i S.zervosa [41] . Na nafem jeziku najvainiji rezultati
i metode geometrije polinoma dati su u [17] od Dj.Kurepe.

0d nasih matematicara koji su se bavili ovom obla-
86u prvi je bio M.Petrovié. U pofetku svoje naudne aktivnos-
ti M.Petrovic¢ je dao zapaZene rezultate iz oblasti geocmetri-
je polinoma i ukazao na ¢itavu jednu grupu problema koji se
odnose na krug u kome polinom, odnosno funkoija predstavije-
na Taylorovim redom nema nula, a koji su od 2znaaja ne samo
za teoriju nula polinoma, ved 1 za teoriju analiti&kih funk-

cija uopdte. Problemima na koje je ukazao M.Petrovi¢ [32] ba-

vili su se mnogi matematitari, medju kojima E. Landau [219] ,
J. Karamata [14], P.Montel [28], v.Markovi¢ [23] 1 S.Zervos

[40].

VaZne rezultate u geometriji polincma dao je Drago-
1jub Markovié, koji je ovoj oblasti posvetic gotovo celokupnu
svoju nauZnu aktivnost. Radovi D.Markoviéa odlikuju se i pre-
ciznoécu i jednostavnoditu i generalisu mnoge poznate rezulta-
te. 2bog toga su radovi D.Markovicda privla¥ili paZnju matema-~
titara 1 delovali na dalja istraZ¥ivanja u ovoj oblasti.

Cil} ovog rada je, izmedju ostalog, nastavak istra-
Zivanja koja je pored drugih nazna¥io i D.Markovié. Po svojim
metodama i resultatima ovaj rad predstavlja prilog geometriii
polinoma. N
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2. Kod algebarske jednadine n-toga stepena, re§enje'
pomodu radikala za n > 5 u opStem sluéajﬁ aije mogude. Medju-~
tim, poznatim iterativnim postupcima nule datog polinoma mo-
gu se odrediti sa Zeljenom ta¢nolcu. Koriféenje ovih pribli¥-
nih metoda skoro uvek pretpostavlja prvo izvesnu ocenu razma-
ka u kojima se nalaze koreni. Ovaj problem se postavlja i kod
mnogih primena algebarskih jednatina, naro&ito kod karakteri-
sti¥nih jednatina homogenih diferencijalnih jedna®ina sa kon-
stantnim kbeflcijentima. Pri tome se obifno postavlja pitanje
odredjivanja najmanje oblasti u kompleksnoj ravani (najeide
kruga) u kojoj se nalaze sve nule datog polinoma, ili bar ne-.
ke od njih. Problemima ove vrste bavili su se mnogl autori,
5to se iz navedenih monografija mo%e videti, upotrebljavajuéi
pri tome raznovrsne metode. Na taj nadin dobijeni su i razli-
&iti izrazi koji predstavljaju donju ili gornju granicu modu-
la nula polinoma, odnosno modula korena odgovarajucfe algebar-
ske jedna&ine. Ovi izrazi, kao funkcije koeficijenata datog
polinoma, najfe¥de su u odredjenom smislu neuporedivi. Zbog

‘toga i usavriavanje neke od metoda kojom su dobijene granice

za korene je takodje od velikev aZnosti, jer dovodi do preci-
znijih rezultata.

Ovaj rad, pored uvoda, sastoji se iz dva dela. U pr-

vom delu daje se pregled najvaZnijih poznatih rezultata i meto-

da koje se odnose na granice nula polinoma. Drugi deo predsta-
vlja naSa ispitivanja u ovoj oblasti i tu se daju proZirenja
iznetih rezultata i novi postupci za cdredjivanje granica nu-
la polinoma. ' ‘ |

Pxvi deo sastoji se iz dva poglavlja, A 1 B, U po-
glavlju A posmatraju se granice korena kao funkecije svih koe-
ficijenata 1 tu su, pored ostalih, izneti rezultatl i metode
Cauchya, Montela, Fujiwarae, D.Markoviéa, matri®na metoda,kao
i neki rezultati M.Parodia i drugih autora. U poglavlju B daju
se granice za pojedine korene, iznvodi se klasidna teorema
Pelleta za p nula najmanjeg meodula i jedna metoda Montela,
koja se takodje odnosi na P nula najmanjeg modula i navodi
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PRVI DEO »
A. GRAMICE KOREMA KAO FUNKCIJE SVIH
OBFICITENATA

- Ovde demo posratrati granice nula zk (g1, 2, 0w e s}

polinoma
n_- k
v - o \
(l) PQZ} = ’4; @;5:‘.. ‘y agan i 0 {gakl = Ak)
k=0 «

a zavisnostl od evih niegovih kosflollenats 2.0 Blresesd o
Pyl tome osaovni zadatak hide odred ijjfanjw najmanjeg kruna
koiji sadrii

2

sve nulie polincome {1},
nje granice modula nula datog poliinoma. XKlasléno relenje ovo-
ga problems je rez ultat keji potife od A. Cauchya [5],

2 L 3» L Y e
Svaka nula ¥ =0 e@ {0 < g < 2} polinoma (1) =za-
dovolijava jednadinu ' '
3 Tz € X} fa n 2 ‘
{2} aﬁ+a1;+a25 + 8. 13 .ung = ) (!5[=¥Q)

pa premz toma I neiednadine

U :
n na=1 o k
3 A DY B bR dro 0wy @ A
(31 o “‘ﬁQXlQW ﬂwf' o Ml
2O

i

2 - Lk
4 A 2 B (J%e o ‘:‘LT m o N, PO ‘ﬂ
(4} }\0 ) ,.3.1%) Ln§ -4 4 (‘3 o & 1S

_ i

odakle sladi osnovna teorema Cauchya Eﬂ
Sve npule polinoma (1) lefe u kru¥ncn prstenn

i - s e e
b T le] s E




gde su r i R redom (jedini} puzitivnd Ioreni jednadina

- 2 ... n
{6) AO = Alz + Byz" Heccd Anz

(7) Ay 4 Byz + o+ Anmlzn-l = Anz“.v

Koristedi navedenu teoremu Cauchya da sve nule po-
linoma {1} leZe u krugu {z| <R, gde je R jedini pozitivni
koren jednafine {7), mogu se dobiti razni izrazi za gorniu
granicuAmodula svih nula datog polinoma P(z). Ove granice
izra¥ene su kao funkeije svih keeficijenata poSmatranog po-~
linoma. Ovde navodimo neke od tih granica, pri %emu za poje-
dine od njih dajemo i nafine na koji su one dobijene.

1. Iz nejednaéine (3) A. Cauchy [5] je kao gormju
granicu modula nula polinoma (1) dobio izraz

= max (i +~33)-
0< k«: 14 An

(8) Ry

2. Primenjujudi na desnu stranu (3) nejednakost
Hbldera

ll_
E}‘&k Py = (de) (Zﬁx) ? >0y >0y FH =1y 51,
=9

Kuniyeda [iéjﬁ Montal [2{} i Tdya [ﬁ?j dohili su za gornju
granicu wodula nula polinoms {1} ivr&v

(9) R, »f-z Zf(;)ﬂ .
R

4a s = £ = 2 iz (9) s« dobija

A
2

(97) | R sjﬁf?‘?)z )
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tj. rezultat Carmichael-Masona [4], Kellehera [}5] i Fuji-
warae [?],

Kada 8 —1, tada ¢ — co 1 iz (2) se dobija

B thybore¥A

” ! & | 1 1
oM R" = maxn (li; ; P ‘ )j

2 R ‘n

a kada s-—co, tada £ —=1 i iz {9) se dobija

. ’ A,
(9%7) RE” = MAaX (l + Kll 0
osi=sn~ n

dakle, navedeni rezultat Cauchya.
3., Metada Fuijlwarae. Jednu metodu za odredjivanie
granica korena algebarskih jedna&ina dao je M. Fujiwara [&J,

uvodedi jedan niz pozitivanih brojeva }1'22"°"Rn takvih

da je Zl+ﬂ foea +Z = 1 1 jedan pozitivar broj r pri &emu
s5u ispunjenz n jcd (osti
(10) Ap " = Anmkrn”k, K = 1,25000s0,

odakle se sabirvanjem po k doblja nejednadina

. o n-~1
11 A x> B A phece#A _xt 0
{11} BpE = BT A L v
Sto prema (10} znadi da ie
' . A
e A\
(12) R, = ¢ = max |- »m%mﬁ) :

gornja granica modula nula polinoma (1).

Za' A}r - % ( k = llzlao:pn} iz (12) se &Obija gra"’
nica
127} R = max ( "..3};’:._)&
( 3 y€ken A ¢




koju je
iz {12} doblia granica

A i

. TR e }
: B Y max ‘fg_?r}__‘ éf_ I
: 1skgnl &

y - mh‘,’,‘ " j'_,.‘ 2 /_‘,c}w y g:a 3: ZYI“
(F.pieundennd [6], str. lé).

8

takodis izveo Caﬂchy'[53, dok se za R, = m% (k=) o2, 000 el3)

M (P = dim M axm [ == f ,‘*.r’ & ‘?"Lp‘i
Mg ) s%io i e 55 o An Pla"'}

J‘.*.’im{m wmogdlm M (P = n::;

S no O

P. Montal

h Y
krufaom prate

f"a
-)

poataviioens daz e £ 95 0 4 neka ay ¥, ,r.

W e ] T r, I . s PR
nula od £{z) o hiuwge 1zl < B, uwe

5 a : = PN Y
Ako Gwm r = v rada s

)

nile polinoms

P
[
fout

non {l}

#2 2] < R. Pret-
seve e soes Moduil
naecpadaiuéd niz,
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{14

ot

y 1, <P
TSl = enp(5E ; 1n | £ (xet T gdcp)-

) -W

Za s = 2 Montelov PrbLeﬁ {13) svedi se na

n 2
(15} By ( )2
LI b
R PR 7Y P S SR

28 I A I R BN 5
.. . 1
(Zi N )% n
poito e prems Fommli Pareavala

1y 8 ®) “‘("”J QP(ei% “‘Cﬁ& (k <o k)

Bt

Za <Sokaz Montelovey rezultata (13) dovolino je do-
kazatl da sve nule pelincma (L) leZe » kru¥oom pratenu

o s P; M_{P)
is )
( } -m,..,_.-... } < lz i 222 ot i

otr

<

N

I

Oznadimo sa r, nadrasii xoduo nule polinoma {i). Tada je na
osnova(ld}

..ag\ (]—E‘
kS ’ 3 N
(] 3 { o - P . - }
PR ur .- PR Foaman e Y L o
A @ oanp (3 InfPive™™ 1 49 /9y
[«
> -3
gde 1 (o), odakle se g2a » < ) dobij
KAO A ) "y L1
- (A} 4 il 5
m~&wwmm%JM' *‘@mv
7 o P55 alPle ¢ M (P},
* ! -
odROSng
N
Ty ETTET

N Ao
27) ry oS
7 17 TR
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Da bi se dobila goraja granica modela nula pollinora
(1), uvedimo srenu z = % « Tada je '

n
R Y | k
(18) Pr(u) = wP(d) = Ja v
, —
lleka je ?1 neimanji moduc nula polinoma (18) i neka je Qlé?é 1.
Tada, na osuovu (17), v ovem sludaju ie

&
n
(19) Q< ")
pokto je H, {(2~) =H, {P}. Kako jz [z)= i i tol najmanji moduo

1uy )
nule polil r-oma (18) v RO de .@,3&_, = na‘ivradi modue nule poli-
noma (1) 1 1z {19} se dobz.'*gi

1)

Ii {P)
r&

Iz {17) 4 (18} siedi {15}, a odatle 4 (i3}.

5. Metoda D. Markovida. 3Za cdrediivanje granica mo-
dula nuia polinoms 0. Harkevid [23) .[23], [23] ¢ [26] uzima je-
den komparatizni polinom, odnosno funkeiju, prl Cemu za iz~
raz S oblika

) ohy Ay +oL2}\r;i~~~+oin3n
] 8 =
FJ ?“f‘r)q?\’}"".°.‘*{}n)\n 7

gde su d realal a By ¢ Aelk= 1.:2:...,0) vealni i pozitiv-
nil broisvi, kovisti p;‘wnﬂt& najeﬂm‘:«:&stz&

]
P2

4.

£22) min (SK) = § £ max ’.EL..%..) .
t=ksn {5;: 1gksn\ By
‘Wa taj nadin dokazule viis teorema o granloama modula nulia

polinoms, odakic slede i neke poznate teoreme, kao Ca.uch}a 5]
Landava [19], walsha [3¢], Birkhoffa [3] i drugih,

Ovde fznesime metoedu L nele rezultate D, Morkowvida
U verxd sa odzediivantien grandon wmedula aula polinons,
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Nejedn aéinu (3) napifiwo u obliku
n.o A

. x
(23) A = E .
n ey @k

I'4

Uzmimo sada funkcljue

A ¢ X
(24} Ql(Q} = "‘5%’&“‘ ] Cn"’k > 0 (Iﬁ“"‘lpZacoc'n)
(=1 : :

i ovom podelimo nejedpafinn (23). Tada se na osnovu nejed-
nakostl (22} kodje va¥as za lzraz oblika (21) dobija

A
; e £ M,
\: {:w‘i QQ}
| odnosno
{25 ‘an = MQI(Q)
gde je
(26)

ocdakle siedi teorema:
Gornje granlce moduls nula pe‘inona (l) de pozitiye
ni horen jpdnarinﬁ

B, = MQ, {Q)
Ao 3@ u  Ffunkeldl (24}, ti. u tunﬁciji Ql(?)’ na
primax, n_beckf 4> 0) (ked,2,...,0) iz (25) se dobija

e K
*ET)

(~-) v

quﬁ

A, = 1 {3

ray
(1}
-

to za @ > 4 daie

=
z
Ma

p -
An -

ey
U
-




na osnovu nejednakosti (22) bide

Ao = (L
g;r =
odnosno 2 S
{(28%) Aq,f‘ ‘I/C Q, ()
gde je
= max
1<ks'n(c

odakle sledi teorems:

12
odakle se dcbiia
M (L
(27) Q = °¢(l+A )v
n
gde ije
A -
(28) M{d) = max ﬁ,l.{.l:) .
1sksn\
Za k=1 iz (28) se doblja rezultat (8) Cauchya
=1+ N ;M = max A ) -
Ako nejédnaéinu {4) podelimo funkcijom
. M-t K
Q, () =‘§’qu . ¢ > 0 (k=0,1,...,n-1),

Donja granica modula nula polinoma {1) je pozitvni
koren jednaZine

Ag =10, (0) .

Uzimajudi, naprimer da je u funkeiji 02(9) Ck=

=*~ (t.> 0) (k=1,2,...,n) 1z (28’) se dobija
t
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T K
A, = ‘um%; (%) )

ito za ? < ¢ daje

== K
B, = ‘{u{‘c)z (-—%—-) .

_ - =1
odakle se dobiijs rezultat E.Landaua [lé] i J.Karamate [}4]1

At
S < S— mai (A, ") .
(29) @ A¥ uu't"(tfé?saﬁﬁkc '

Dajuéi druge oblike komparativnim funkcijama 01(9)

-4 QZCQ) mogu se dobiti i razni drugi izrazi za granice modu~

la nula polinoma {1) u &emu se sastoji opitost metode D.Mar-
kovica.

6. Matritfne netoda. aa k@mpleksnu matricu A&(aij)
reda n, matrica A-AE (A~ kompleksan broj, E~-jedini&na matri-
ca reda n) neziva se karakteristi¢éna matrica, a polinom
dat(ArAE)wtﬁsz( po A je njen karakteristiéni polinom, 4ok
je jednalina | A~AE|=0 njena karakteristifna jednatina. Nu-

12 karakteristinog poiinoma matrice A nazivaju se njenim
karakteristi®nim vrednostima.

U matrifnom smislu, svaka matrica Je nula svog
warakteristidnog polinoma (teorema Cayley - Hamiltona).

Syaki normirani polinom (kceficijent uz njegov glav-
ni Slan jednak jedinicl)

. 1,

e o o, B

R o
{30} Plz) = z%a _, IR

moZfe se napiseti @ obliku

i
Lo T
i
I
- o
n L]
S -}
L o
<O
o O

{307) Pi)=(-1" 1 o & v e e e . .
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1 prema tome P{z) je karakteristi&ni polinom matrice

- ——

0 1 0 o o 0 0
‘ , 0 0 1 .« e o
.A.(P} = - - o & ¢ 8 a - .

n-1

| koja se naziva pridruiena matrica polinoma P(z).
Za <Qmpleksnu matricu A = (ai .) reda n, prema teore-
mi J. Hadamarda [30], je det A # 0 ako je |

|2ae | > By Z | 213 |

3#1'

|

1 ..
1

|

n
'aij‘ ’>Qi= E ‘aijl' imlpZQDt_o,n.
| 225

| Primenom ove Hadamardove teureme na matricu A-zE (z-komplek-
| ‘san broj) dobija se teorema Gerschgorina [9]

Ra dmteristicne vradnostl matrice A leZfe u uniii

Krugova

. . - < '
Ci H 2 dii' fo Pia

gdnosno u uniji krugova

1]

C; E“&ii , éQil iul’z,j;oogllu

Primenjajuéi prethodnu teorsmu G935¢hqorina na ma-
| tricu A(P} moZe se dobiti vife rezuliata v vezl sa polofajen
.~ nule polinoma. Ovde navodimo jednu teoremu iM.Parodia f3d]
Nul@ polinoma (30 leZe u wniii kregova

' n-2 ,
{z} 5;‘10 !.z#anal! ﬁéézb Aj (’ajtv Aj),

odnosno u uniji krugova
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zl=max (A , 1 + A,),|2%a = 1.
‘ !-Yéjsn ) 3 i nmll

7. Oztale metode. Pored lzlofenih postoje 1 razne
druge metode za odrediivanje granica keorena algebarskih je-
dnafina. Ovde navodimo metodu opadajuéih funkclja S.Zervosa.
Ovon maitodon, koja je izlciena u [41], 8. Zervems je dobio
za gornju granizu § wodula korena algebarske jednadine

‘ ' =2 . L
X THauT Tdeeeta, o xda 84 > 0

s onAax P o £ ~ - =
M ..nax{.uij}; Myq > 05 855 = 70, %:aijzj t, o<t£1

i gde su EL’EE"°°'xn proizvolini skupovi indeksa.

Iz vbrasea (Z) 8. Zervas’[gi] ie izveo veliki broj
poznatih rezultata o gornjod gxani¢1 rnodula korena algebar-
skih jednaéigag Qajuéi paranetrina Mij’eij i t razne oblike
i vrednosti. Iz cbrascs (2) §.Zesrvos izvedl L neke nove re-
zultate. ' ‘




B. GRANICE ZA POJEDINE KORENE

Do sada smo posmatrali sve nule polinoma (1) kao
funkcije svih njegovibh kozficljenata. Medjutim, testo je po-
trebno da se cgranifime na lokalizaceiju samo pojedinih kore-

na date algebarske jednadine.

1. Granice za p nula naimanjeq modula. Ucpstavaju-

&i osnovnu teoremu Cauchya da sve nule polinoma (1) leZe u
krugu |z[£é R gde je R pozitivni koren jednadine (3), Pellet

[31] je dokazao teoremu:
Ako za polinom

> F e o o » p a o ©Jd n .
£{zg) = ao+alz+ 4apz + <anz ’ ap¢ 0
(a = 20
jednacina
d < - lejeo » « p-l.“' p P+l- » ai . 7 n‘-‘-"
(31) rp(a} = A tA; 2t +prlz AE R 2 +A z =0

ima dva poszitivne korena ¥ L R, v € R, tada £(z) ima ta&no
p nula u krugu |2]<r i nema nula u oblasti r <|z|<na.

Dokaz_teoreme Pelleta. Neka je r< £ < R. Kako
i kako je

je ngpéz} = $§Fp(éaﬁ =1 gza R <z <

{32) P < 0 za 1+ £ = Q £ R-L

to je iz (3l) sada

33 | P < p.pd
=0
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(34) B(z) = 2 ay e,z = a_zP.
J=0 ‘
336
Na krugu |z| =€, s obzirom na (33), iz (34) se dobija

|7 (z)] 42 A, 9* < a QP otz # o,

i=a
J*P
ocdakle na csnova teoreme Rouchda sledi da u krugu I <@,

£(2)=P{z)+Q(2) ima isti broj nula kaoc i Q(z), dakle p nula.
Posto je @ , prema (32), proizvolian broj takav da je

¢« § < R, sledi da funkcija £{z} ima u krugu |z{ £ T
tatno p nula 1 da onz nema nula u oblasti x .z:iz{ << R.

2. Jedna metoda Montela. Sada é@mg izloZiti jednu

metodu P. Montela f§é1 z2 odredijivenie krugs u kome se nala~
z3i p nula polinoma
n-%L. n

" b b ot AN

. o W .
(35} x{z}$30+alz+c»e+apzl%~~-+&n"

Neka su nule polinoma {35) uredjene po apsolutnim
vreduostima tako da de

Izl = EXY = &’Zpiﬂg’fr-'z

[ !“.Q é‘zn‘ ¢

Neka ije d,gzp+1, zp+2;,,ggzn i neka jef{ok{m™ @ > 1. Posmatraj-
mo polincm - .

Eije koaficijfente dye mofeme papisatid u oblilwe
] : a
B e 23 R 9
ww ""’“‘""";“:“’ " -3z ¢ 0 o Rt
4 o =1 d:."{ A,

20 ), e B”X,
{38 dk i = ,.,,?....‘;'3.._, Moo= mass 0 .e)
| oS M HEGERY FERN T
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v R S {(n-p}
Slifno se zakljuduje da za koeficijente ay
od
' £lz
£ (z) = 5Lzl
P TT {23 fy )
K=pis
vaii nejesdrnadina
i {I; M
a" d .s;—a:«m;xma:.:;.,—._m
£ Mnm?
& (Q"'l} P

ﬂzim&;aéi sa gorndy granicu modula za p sula poli-

DO fnwrinﬁ grapica (8) Cauchya bide
&-J

O £ max (1+ a]i“ Pil) = 1e ME'#W-’

0<knP £0-1) 2P
odakie sa doblia
' A
O £ 1 M{% (Q =n~phl) 9

gto znall da p nula polinoma (33) leZi u krugu

1 ,
(373 21 < 1+ u% P (A ~p+l.
{37) ERRE N A i 0 (Bp)e g = np

Za p=n Lz (37) sledi Cauvchyeva granlca (8}, (anwl).

3. Jedna granlea za » nula naijvedeqg mcdula, Pri~

mernjuindi napred navedenu teoremn Jensena, W. Specht [351
je dokazas slededy teoranu:

Aka su y nile polinoma

= [Z2l= 7 =%l = falr e =i
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tada je ' 1
'!2122'...2? _é: N' }zpl_‘épr

gde je

2 2

2
n-2+"’+Ao .

= 1+a2

n"1+A

N

Teko smo izlofili neke metode i rezultate o lokali-
zagijl nula polinoma, a kojl su u vezi sa nasim ispitivanii-

ma.




DRUGI DEDO
1. UOPSTENJE METODE D. MARKOVICA

Kao 3to smo videli, D. Markovié se za odredjivanje

granica modula nula polinoma oslanjao .na poznate nejednakosti

ok s olk
(38) min(——lg) £ 8§ £ max (-—l‘-‘-) 3
jciKgn &k 16"15?1\_‘_8}(
gde je S izrax .
L,
2
(39) s = L=,
o,
k=1

a o, realni, A i %k realni i pozitivni brojevi (k = 1,2,...,n).

Ovde dokazujemo da se u izvesnim slucajevima, za-
visno od koeficijenata Ak' nejednakosti (38) mogu poboljsati
$to nam omogudava da dobijemo preciznije granice za korene
algebarskih jednacina.

PoboljSanje nejednakosti (38). Ako na brojilac i
imenilac izraza S primenimo Abelovu transformaciju

n n=-4
(40) >Cdy = D s, QA + 5 (O3,
=1 . V=1
gde je
b4
(41) svm):?‘i;ck, Ay= Ap=A,,, (V=1,2,-=3n-1)
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dobidcemo
,2 5 (cL)A,\ +s ‘cU',\
(p)A?\g+s ([31]

\):

Kada je AAp=Ay Ay, >0 0= 1,2,...,0-1), tj. ka-
da koeficijenti 29 monotono opadaju, tada se iz (42) na os-
- nova (38} dobija ‘ '

Syl 5 ()
£43} ’ 1%14):1 '(-rm-,___..) 2 8 “4'4 <1§s}£§{ (...m. ) ©
N - [ 4 - ' F+

. s{d) s {oﬁ | '
min (oi-‘f‘-}é-_ I Yoo = max(%) v==1,2,...,n),
sy(@ VP Tisker ﬂ(

a odavde je ofigledno

a4 53 (o‘-) s (d}
<keD (ﬁ&)éisngéln( 5;3)) 4<nn!2a£;°’r(~ :(ﬁ)—) fsx;g;( E;)

gto zajedno sa (43) daje

oy

,«_-minr(sw & 8§ ma:h.( (&))éin (pk)

(aa ﬁi(Pk 1svs Sy (B isven'sy (B s

Granlce (4@) za 8 mogu se u izvesnim slufajevima i
dalije poboliSavati. ’
Ponovnom primenom Abelove transformacije na prvi deo

njegove desne strane, izraz (40) mofe se napisati u obliku

n. i1=2,
(45} %c = 245‘(625‘; “Aagt O (A +s (O
gde e
v
{46) Z () ,qvm}\,, 20, 41t Ay e WELi2ooe.inm2).
=1
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Ako se sada na bro;ilac i imenilac izraza S prime-
ni transformacija oblika (45) , dobice se

Z Oy RAZAFE | (HOA _ 45 (A
2_6 (p)A A Gy (BIAA,_ s n (P A,

V=1

(47 S =

Ukcliko su kaeficijenai Ak konveksni, tj. takvi da

3& A ?‘ Avﬁ/iq‘_, 2?“’2 -3 0 (1"1 2,0..;“"2) iﬂ),n 1 n"'}. ‘an>01

za izraz 8 predstavljen sa (47); s obWixom na {(38), vaZide
nejednakosti

() kﬁ kO Sh (L)
6b £ S £ max )

(48) “‘i”<5‘,!i,3;' *3 (p) Mmu,(m,z,:’ ()

1€ v¢n-1

odnosno zbog (46}, vaZide nejednakasti

sy, (o) %: () s, ()
Sk s_ (<) Sk
(48°) ASvE K;‘s (p) Sn(ﬁ)és%én?g k:{’ ).
..,n—1 X n ‘- LR A LA ( ) g8 (3)
Z, | 2 P

K=1.

Ovako dobijens granice za S su preciznije od granica datih u
(43) .

i

Prilmena néjednakosti {43) . Nejednakosti (43) koje
vaZe za izraz S oblika {39) u slucaju da ksef¢cijenti Ay mono-
tono opadaju mogu se primeniti za adrmﬁjxvanje granica wodula
nula polinoma, &ixe sa, kao 3to femo V&&eci, uopétava naprad
izneta metoda D. Markovida.

za nulu ¥ =0 (02 ¢ « 27 polinoma

0
. Lk . ;
zgjdk“'”' 20%n #0, (laki“ Ay

=
vaZi nejednalina
. , .

a, = 2> agk,

k=1
koja se mo¥e napisati u obliku




Bko e G
notong opadaiv,

$40) na desnmn shras
-30) 2 ==

:’ZL 4 posledniu ,,;;aun.auiﬁm_r 43}

n T q ey

< ol = L A I8 :@ ,
", } Ck(:}f} 3.':/ ""\%?{-..}A(f)iv €(«? } pck =

s
¥
Pt
et
]
¥

[ )

L
fhat

i vodedl raduna o {44}, doblija ss

- R x
) -3 (AL P ‘.{ " i \h f;;& = 5
{ « e T U Lok R ot i G ¢
@&;1 ilﬁ}c‘t I v e it <l.~l;4-ﬂl~: % X‘m.".}"i YA = S rmatcamcrese \j:’ {a{le“ a‘l;‘ ‘\cts:‘»:c‘a« j °

4 b
ravsn Wt teven S < ¢

Xz (52) nernosvednc sledd

oremna. Donda graniaa

ot X

o - ; & P T
pozitivol korsn & 1 jednallne
W

oy {533

nasine

% e S s % Ay - se TN o v
Privaer L. 2ko se v {51 Cpmi (=l 2, 000,0)

i ek hide

et el

4

e

N3
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= mEU, ),

odnosno

X
(53) . o L .
e € {(8) B, (2)

gde je sada ; Akt ,
) Ly(E) = ) (t) = rax (A t").

{gvysn

Iz {(53)nalazimo da je

A t - aot

(54) >
¢ A"‘(‘l‘t) Bottlp (®)

Sto znali da je donja granica modula nula polinoma (1) pred-
stavljena izrazom

AOt

(55) RN GE

Prema (54) granica (55) je preciznija od granice (29), tj. od
granice

A t
+€%{t) 7

koju su dobili E. Landan [}Q] J.Karawmata zléj i D. Markovié

[23] .
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Primer 2. Ako se u (51) uzme da je Ckw1+k {k=1,2,...,n),
bide sada za P<t

Z (49) i ) k 2(%)" (%)2
(56) Q,(0) = (1+k){ = 1+k e o
i 1z (52) Je
A, = (19, )
$to zbog (56) daje 5
Q\ (€
A, = [, te) i(%)n(z)
° U1 - §)®
odekle se dobija 3
: k.
LD 2 6 Mty
(57} € = t(l - )J ¢ (6) = max 34y /°
| A°+f&(t)’ svsnn vV {
za t = 1 4z (57) Je | \,
\/ “4, r: 4 By
r = - f—— = <
(377 g" ! Ny A &y ,2‘32;,( v &) )
Primer 3. 2a €, =(;) (k = 1,2,..,m) 1 t=1, (dakle,
@ <1) je
- |
Q@) = 2 ek = ap)®-1,
K=1
» pa se 1z (52) dobija
| Aoé(AlEI-&- )“-ij 3
| odakla 4e
1 »
L 3
| \(1-:- ) - 1, ‘fllmmaxéiﬁﬁ
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Primsna nedjednakostd {(487).

Za 0 < @< % Je

STPNE VL o2 Vo 9y 2
S AT (G

pa se sada primenom na desnu stranu nejednadine (50) trans-
formacije oblika {45) dobija nejednadina

~2. Q\n-1 o\n
A, £ 76’ (v A¥(3 ) +0,y 0A(E) +s, e (3)
$=0 .
Deljenjem ove neieu nallne sa
o
Q) =2 ¢ 7@ (czgy(@) 1(0"3(“)
| k=1
+sn(C)(§>
debide se a _
By )
(58 Gt <t
gde e ’ 9

o C; 8y, (fAt) cm;)‘\

A R RN
=1
Bko de C =l (k= 1:2,... }, 12 {53} je prema prime-
ra l.,
A_t
© (»-..1 o |
gde je

8. (At} 28 \zub )
P, , ( k:—,‘ ].: 7 /
, Ty = WA = t) =
o () hﬁﬁ%ﬂkvfizvytz ) AR § XY ¢ 1 {8
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- 8to znali da donja granica modula nula polinoma (1) predsta-
f vljena sa (59) je preciznija od donje granice (55).

Za odredjivanje gornje granice modula nula polino-
ma (1) polazimo od nejednadine

n
£ ;E:fli;
K=1

koja se mofe napisati u obliku

T =4
- ?T
{60) A< — (d‘\ A)A{ ) Y rs (¢)( )
, ket dk V@7 K
gde e Aé = A g (= 1,2,.00,n0) 1 0=:o.<2€ $to znadi da niz
broieva (%‘fﬁ 1;,2,... ) monotono opada.

Deladi (60) =ma

& S chy o P
{61) Q, (@)= 3? o B xﬁ.s-(53ﬁlf“ +8 ‘c)(”\ ’
S k1 lcg) N \Q} n o’
Ck >0 (1{"‘“1323 5 a0 }
dobija se
. b
{62) .,
T, (?3 & My £ M, (ayp =a_ .,
gde je ,
. A A
o2 > e [k
M, =max <;“—wm- = NHKL mwth—w~'3‘, M?w MaA | ®
4EYEN ap(C) 1€vgn j{ ¢ / '7&&54 Ck
' K=A b

Iz {62) sledd

m&or@me, Sornje granica modula nila polinama {1)
je pazi?ivnt ﬂren‘Qi jednatine

"‘ '—ﬂ.\‘l Q fﬁ 3.

I
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Zbog {62) koren §)l nije vedi od pozitivnog korena ?2 jedna-
&ine :

A =M,Q,(§).

Primer 4. Uzimajuéi u (61) Cp=l (k=1,2,...) bice
3y
Q,@ = 2(5)

Y,
=

i za 0<d.<§) iz (62) se dobi.jra

P

A, '
= - “ r«zl(d.} . ;«12(01.,) ’
2(5)
odnosno K={
. An -~
(63) v - = Ml(c'i) < Mz(ci),

gde Je , n-k o A
Mlamax'iﬁﬁﬂﬁgiWQ M, = max ( n:f\ .
er<n v /e ssksn\ 4K/
Iz (63) se dobija
: M. (R M, ()
e 4 1 » 2 )
(64) Qm&efan)sm%u . y

5to znati da je gornja granica modula nula polinoma (1) data
sa ' ;
My (CL‘)- )

n

4
ck&1+

preciznija od gornje granice (27), ti. od granice

' M., {ch)
2 .
A (]_+ ~S5

n

koiju je dobkio D.Markowvid [?i].
Zac=l iz (64) se dokija
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1y i
{64") =14+ 5= =1+ 2
n A
n
gde je sada v

2
e =4 nmk m R
M, = ma Kzl nok M. max (A °
1 fs?g%( V )' < isksn( n~k’

Iz (64') se vidi da je gornja granica modula nula
polinoma (1) data sa - :
1+ 5

precilznija od granice Cauchya, tj. od granice

1+

Primer 5. Ako se u (61) uzme da je ckal+k (k=1,2,.0., };
bide za 0 <A <@ , prema primeru 2.,

o e 2
28
By = MIN =
]

odaklie se dobija

(65) Q £ cL/
gde je 2
My {d) = max L
. 1€y En
Za dh= 1 4z (65) He
/ Eﬁ
(657) g = %/Qb~ﬁrjﬁ¢)ﬁ
n 1
? !
gde Je sada 2 2{3 Anuk 2

1

M, = max ( K=1 ) °
EvEm Ny {34) ¢




Dajuéi druge oblike komparativnim funkeijama

30

01(9) i Qz(g) mogu se dobiti razni drugi izrazi za granice

korena.




2. JEDNA NOVA NETEDNAKOST
£ NULE POLINOMA I NJEN) PRIMENA

Kao 8to smo videli,P.Montel je izveo prsten (:3) u
kome lefe sve nule polinoma (1). bonja granica za module nula
polinoma koju je pri tome izveo Montel va¥i i za funkcije pred-
stavljene Taylorovim redom.

Jedan od prvih rezultata o donjoj granici modula nu-
la funkcija predstavljenih Taylorovim redom daoc je M.Petrovidé
[32] . Ovim problemom su se kasnije bavili E. Landau {18}, J,
Karamata {14 , P.Montel [2§] , D.Markovié [23, a u novije
vreme 1 S. Zervos [31] .

Ovde <femo, koristedi sameo nejednakost HBldera, iz-
vestl jednu novu nejednakost za nule pelinoma. Donje granice
za module nula polinoma koje se dobijaju iz ove nejednakosti
mogu se primenitl i na funkecije predstavijene Taylorovim re-
dom. U izvesnim slu€ajevima one ostaju u va¥nosti i kada od-
go?arajuée granice koje su dobili M. Pgtxovié, E. Landau,
P.Montel i D.Markovié gube smiszo.

Svaka nula?’=@eai (0 £ o = Fi) polinoma

2

i)
ﬁ? k . . . ‘
P(z) = > az, aga, ¥ 0 (laf = Ay

Ko

zadovoljava jednalinu

AN k@i k
a P - 2

)y

odnesno iednadianu

x !
| € 0o ok]

Herzs
° i

koja se mofe papisati i v chliku




T

:L a 2,

. P'?‘i <= k{8~ SV:L k l
{66) A = ( ( > ).e Kt

© 2‘“‘ i =,~) {T =k ({‘

1

gde jej&k (k 1,2,.0+ } jedan niz realnih ili kompleksnih
brojeva razli¢itih od nule. '
Iz jednaline (66) sledi nejsdnakost

X .
&a o |1 & el L o X |
(67} Aoé S'E’l“;‘ (! }n{..;.. chf)i“ > }‘kek(@ ‘{7)1&;,?1\»‘ d(?«
H )i ket 7
‘ <L o
Primenjuiuéi na desnu stranu neijednakosti (67) neje~
dnakost HOldera sa % + % = 1, s > 1, dobija se
(=8
T 1 o , 1
e 3 (1<% kpils, .5 1 (1S k(8-@)sek|t o E
{68 AO - ('2%*& E Ef‘j" }(F.i vl dﬂ:\) («2 T } §é?;%ke Q i d@) o
“ N 3 _
2a s=t=2 nejednakost {5} se svodi na
ki (i
“ ", ¥ D 12
K 4 RSP G N TCE G EP
L = A { e a kY ¢
o (E?LS ,Qﬁ}ik ? {“‘m (‘Q!mig&‘,i, R ’ g 49
- iy

koija se, s obzirom na formulu Parsevala, mofe naplsati u obliku

2 L a 2 “ii” 2 Q4 ~
(69) A(z) &= (\(:;a B LEPN LA

Yz (68) oligledno ”lodi i nedednakost

E7

Somoa . Lo g,(
(7G) B, = (-2%?5 :2 5= e ¥ d“g) }i Q\Kﬁ
B Rk AR =

Uzimaiudi vazne vrednosti za mra;@ve;)y {(k=l,2,00. )
iz nejednakoati (68) ., (69) 1 (70} mogu ze dobitl razni izrazi
za doniu grani su modula nula datoy polinoma,

fuie
o

E@'}.ﬂ@r :;l;a Za "‘ = "“'%f’ {kr‘ﬂlp 23 s e } ? t :\})é\%} ;§ 0 I
(69} se dobija )

af s 3 Atk 87
4] Tep kT Eoa)
Nﬁi S . mu{%’-},




odakle sledi
A t

(71) ? ;?'.\/ %’LAZ 2% #
%

/

tj. rezultat koji su dobili M.Petrovid {32] . BE.Landau [19],
J.Karamata [14] 1 D.Markewid [23].

Primer 2. Za j,=l+k (k=1,2,... } & @ <1 1z (70)

3 Tl Y

se dabija

02
R 4 M (P 28-¢ .

(1-9
odakle Je

{72) O pi- / e )
P 7 ! Z*,O-%Msifl)
gde je o 1
1 1k kot S

i, &
% = iy § eratamran b s
M, {Pyd (Z?C } g% idk =00 dag)” .

1 -
Priver 3. 2 3y = £ k= l,2,.00 ) 19 41 dx

T T, 1
. - P L k#ils. .8
G ™ 2 M (P L= N ok
{2l e Mg Py = (2‘3'(,%@ 3‘-;5»}” 8e T a9
0 e
-

Primer 4. 48, = {g} (K = 4,2,¢u5,u) 12 (70) se do-

t’an‘\.
plia
e
pay ’g‘é 4 rnﬂ a
S Y- | ‘ O N AR 3
@;" - X TN P13, 14 {?né'}) =2 Q:Z:,?" ! égm I‘A @7
2 £ A K“'ig (k)
. -y
Erimer 3. Za s, enl {k=l,2,... ) lz (70} sledi
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m :
Ako se u polinomu P(z)=2akzk, a_a_#0 stavi
1 . o on
z=7 dobica se =
‘unP(g'-)= P*(U)nf a uk
U n-k".°

k=0
Nula redd (0 £d 4 2%) najmanjeg modula polinoma
P*(u) je nula Re®t (0 £ 8 £ 2%) najvedeg modula polinoma
P(z), pa se zbog z = %, R= % na osnovu navedenih primera
dobija da je:
za primer 1.

\/Z’YL aZ_ 2k
. n-k
(73) R £ =

At

za primex 2.

_ AN
REVU\ e,y )

n

98 Je 1 HEE k kLl
: n= -
Mg(Bp) = Gz ikz1“1:;§e |%a¢);
T
A 24 primei 3. -
n n ’ G
M_(P.) M_(P.} 1 n 1
8 2 s'"2 1( kbi|s ’
R< e [e -1J r M (Py) = (ﬁ(]%?an_ke ; dq:)?
5K v

za primer 4.

A i * * La 1
R & Eu n ;] , M_(P,) = (i%flé Ak kPilsgels

M_(P,) s =
za primer 5.
A - T ,
= [].n 1+ M ?Pz})l ) M;(Py) = (ﬁgszkiawkew’i %;S'dgo)f .
° rok=f

Za t = 1 {71) se svodi na

(7r7) Q P
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a(72) na )

\ Ai
(73") R & K=Q
A

Iz (71°) i {73’) sledi da sve nule polinoma (1) le-
Ze u kruZnom prstenu

Vin
A - ) > Pk

(.. AU ‘z‘ &= PR ~
k=o X :

Poslednji rezultat je Montelov prsten (15).

Iz nejednakosti (68), (69) i (70) mogu se dobiti
i druge granice za nule polinoma (1), uzimajuéi druge vredno-~
sti za niz brojeva Ax*




3. O GRANICAMA REALNIH KORENA
JEDNE KLASE ALGEBARSKIH JEDNACINA

Videli smo da za izraz

I U S T MG 0
B tBangt o+,

gde su ‘Lk realni, ag, i Ak (k = 1,2,...,n) realni i pozi-
tivni brojavi, vaZe nejednakosti (38),a ako pri tome brojevi
g monctono opadaju, za § vaZfe nejednakosti {43), odnosno
(44).

Nejednakosti (43) ostaju u vainosti ako su Y, realrd,
An pozitivnd i monctono opadaju, a %

je de

% realni brojevi za ko-

g3

sylp) =% fy > 0. V=1,2,..., n,
1 -

Navedene &injenice koje vafe za izraz S kskoristi-
¢emo za odredjivanje granica realnih korena jedne klase al-
gebarskih jedna¥ina. Izmedju ostalog, precizirademo granice
A. Hurwitza (3] 1 D. Markovida {21} za realne korene nekih
algebarskih jecdnaiina.

Za algebarsku jednadinu

)

(74) ' ao+alx+a2x2+"°+anx“ = 0,

€134 su svi koeficijenti pozitivnl brojevi, A. Hurwitz 23]
Je dokazao da moduli svih nienih korena leZe izmediu najima~
njeg i najvedeg broja u nizu

A+

(Gi=0,1,000,071) .
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ovaj stav vaZi za realne i kompleksne korene jednadine (74).
Medjutim, zarealne korene jednacdine (74), kada je ona nepar-

nog stepena, navedene granice mogu biti preciznije. U tom
smislu D.Markovié l?i]je dokazao da realni koreni jednafine

n

: 2 S ¢ 2n+l1
(75) a ta, x+a x +eeetan X +32n+1x = Q,
¢ijl su svi koeficijenti realni; a njeni koeficlienti neparnog
ranga pozitivni, leiZe izmedju najmanjeg i najvedeqg broja u
nizu

3

-

- '::;"2":":;‘“"‘9 {kfﬂ’ Oglg .G gn) .
Akt3
D.Markovid j2 svo] rezulvat dokazao Ste je jadnalinu
{75} napisac u oblliku
2n

)
&, (o L > 'S
am+a2h + agnm
By FRA KL e 2n
Byrasz¥ Ban1¥

{757} - o=

i na nienu nesnu stranu primenic nejednakosti (38).

Ako se uzme da je x2<i 1 (siugaj X% = 1 proverava
seg direktno), na desnu stranu {75’') mogu se primeniti nejed-
nakosti oblika (43), pa je tada

N ¥
E a., / Zam{
{76} m=min 2028 . 12-x £ max x=0 = M,
O &= a o&avemn a !
2k+1 My < 3§

W pod - k:o - - r (=Q ~
$to znadi da se =-x nalezi v I = eiml,O)U{OFl}}f\[m,M], ukoliko
I nijde prazan skup. - '

s %l

Ba i, dednadion (75°) pifemo u obliku

a, +a % 2o epn x 2R
2n " 2n=2 LGt

(75"} ~¥=

v
2

a @ 2 P o avg x4
2o+l T2n-1 ’ i

i na njeuwuw desnu strand wogu se opel primenitl nejednakosil
(43}, pa Je u ovom siuledu

B3 Q :I_:‘;IJ :‘.’T’r\l

{76 7) maumiﬂt
\
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§to znadl da se -x nalazi u Il=((fxu-1)U(l,“ﬂ)f!{ml,Ml] ukoli~
ke Il nije prazan skup. : A
Granice (76), odnosno (76°), prema (44) su precizni-~
je od granlca ‘ o

Ay Ay
(77) min(wzﬁww) £ =y £ pmax (Téhh,>
0£k&M A 9%, otkEm \ Boy gy

 koje je izveo D.Markovié. Ilustrujwmo to na primeru. Jednadina

] |
(7 e TRo 3% 3% 42 = 0

1)

koja se moZe napisati u obliku

i 347y Sy 2

243x Lax"d

ima, prema teoremi D.Markovica, sve svoje realne korene u
intervalu [»8, ~%], dok se na osnovu {(76’) zakljuluje da su
njeni realni koreni u intervalu ~3,“~% (sluéaj x2=1 otpada
iz razmatranja, pedto ¥ 1 nisu keoreni jednaéine (Jl). Sluéaj
x2_<: L, 3. ~1l << « 1, takodje otpada, podto je tada I
prazan skup). ' .

Ma osnovu pomenutog Hurwitzoveg stava 2aklju6ujemo

da moduli svih korena jednadine (J,) leXe u intervalu i : 8

7
Bto znadli da njenl realnli {(negativni) koreni leZe u intervalu
["a’ B ¥ "'% @ . | '

%a jednadinu (75) vaZe i slededa tvrdjenja.

Trrdjenie i. Ako su koeficijentl jednadine (75)

realnl brojevi, pril Semu njenl koeficijenti neparnog ranga is-
punjavaiju usiove

\

Y
(I]l) z&2k+§, :; Op VgO,:l-pocnyn;
k=0 : .

pada za svaki nien vealni koren x vafe gvanice (76), ukoliko

- B _____;____;;_______J
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Ia((-l,G)U{l,OJ)(WEm,M] nije prazan skup (slulaj x2 < 1).

Tvrdjenie 2. Ako su koeficijenti jedna¥ine (75) re-
alni brojevi, a njeni koeficljenti neparnog ranga ispunjava-
ju . uslove

{Ui) iagn’i’l"z.‘i > Oy sz'l»'auolnp

k=0
~tada za svaki njen xaalni koren x vaZe granice (76’), ukoliko
xla((ua;»l)uilfxa)!1L?1,M3J nije prazan skup (sludaj x? > 1.

Dokas tvrﬂj&ﬁja i1 2 izvodi se primenom nejedna-
kosti (43) na (75’), odnosno na (75").

Ilustrujmo jedno od prethodnih tvrdjenja na primeru.
Jadnadina

‘ =<
(F5) 5433 3% 2 46 4+4x° = G,

kod hoje koeiicijentl neparncg ranga ispunjavaju uslove (Ul),

a koja se noZe napisati u obliku

e :.,, 4’6
2
A-2yTrdx

-y

4 &

ima, prema tvrdienu 2, sve realns Poran@ ] intervalu[%%,—%] =
16, 'éi P alltaj x > L. Sluéaj x wl otpada iz razma-
10 10

trania podto % 1 nisu kozeni jednaline {J } Istec tako, slu-

Z

taj x° < 1 otpada, podie ie pri tome 1, pwazan skup.
io

Napomena. IzloZenl postupak za cdrediivanje grawmi-
ca realnih korensa mo¥e se p.imen&ti i kod jednacine parnog
siepena

=

a a, wts v enn, wlt ,

™ an™
tako 8to se ona pomnoZi sa (x+A), gde je X realan parametar,
posle fega se doblja jedna&ina neparnoy stepena

Aaﬁ+ga0+hagpx+{&géhah e




4. O NULAMA KOMPOZICIONIH POLINOMA

Ovde dokazujemo nekoliko teorema o nulama kompozi-
cionih polinoma koje generaliSu neke poznate rezultate i omo—-
gudavaju da se u izvesnim slufajevima dobiju preciznije gra-
nice za module nula polinoma.

Prema pravilu Descartesa, jednadina

s ® o n—l—' n

ima samo jedan pozitivnil koremn, dok jednadina

e e p-l.,~ P pti. ... n_
C°+Clz+ +Cp—lz sz +Cp+lz + +an 0, ConCn#O, 0 L{p<n
moZe lmati najvife dva pozitivna korena (radunajuéi tu i slu-

€aj dvostrukog korena). Koristeéi ove &injenice dokazaéemo
‘sledede dve teoreme.

Teorema l. Ako je Rl pozitivni koren jednadine

n-1

"" ® o e '- n -~
(78) Q)l(z) =‘A0+Alz+ An-lz Anz nO,AoAn#O, Ak > 0,

tada pozitivni koren Rs jednadine

(79) o s(z) = A§+Aiz+v . -+A§_lzn-l-Aizn==0 (1L £ sds0)
zadovoljava uslov R

s
(80) _ R, & Ry -

X 8 R . YarE, od
Dokaz. Za z=R; iz (78) je A R; = Ei?le, odakle

je

N1 ) N-A
S NS _ k.s '8 ks
ARIT=C 2 ARDT 3 S ARt

k=0 R0
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SANOSHO

(n lis

BeNB o
-1Ry -8R < 0,

Ay *ALRL“”"“”“A 0]

Sto prema (72) znafl da je cp {R,) £ 0,

Kako je (b (6)y > 0 id,)gmf) £ 0, to postoijli samo
dedno R,o Q ‘=‘-’-.RS Lo R‘? za koje je © 5(B.S)mx!'.)a

Teorema 2. Ako jednadina

o A mbn s p=Ll_, D p+l, .
{61) File) = B ¥Ry 2 .-M&P_lz Apz A 25 Tt

P+l

n_
ivAnz =i, A oApAn#O

ima dva pozitivna korena £y 1 Ry, £y 4 Rl,'tada jednaZina

) = 8, s Y p=1_,8._p,.8 _ p+l,
{82) Fe{2) = AOZ"AIZ%* +prlz Apz +Ap+l‘g + 4

| #ajet=0, (1 & s<o®)

ima takodijs dva pm.ﬁ g“hma korena x, i R ré < Rs pri Zemu
. s s ,
533} . I’ = .}f'.'l £ El i(g R Q

S

Dokaz. %3 % = gy iz (81) je Ax{

: k=0
Jje KFp
”, Hy
o 8. D8 Ty KB 8 ks
PpT 1 €3 2yl =5 ary®
o ’ f=o Rz
oEnOSno =P T ORFEPR
5, .8 5 g _fp=iis_.s va .8 _{p+l)
AVeRCy S e s p Y gl e N & 7
T Rl § o1ty i ‘i":t'p%‘:lrl *

vecesalel® & o,

e
f’n

> prema (83 znall de je F_{x]) & 6.
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Kakc je F_{(0) > 0 1 F (2 )- 9, to postoji samo
jedno Tgo 0 < ¥ P ri za koje jn E { }ao.

1]

S
5 o 5 I3 l) L -~ )
Isto tako, za o = Rl iz {(81) je a R %: Ale, cda

kle je : K

N
, BoPS_ ks si s ks
ApRl s ( Z Bknl) = . Ak 1 [ 4
odncano T e

wnS (p Lis_ . EpPs (p+1)s
u.p_rl ARy -ﬂp ®

sto pr&ma‘{az) zrnadi da je Fg(R§}e& 0.

&a?n je P (k) > 0 & FéiRi) £ 0, to posteji samo

Fedno Ro: R j m‘P 4.+<x>&a kodz je ¥ (Rs) = 0,
, 8 .S 1l/s
N P -3 =
Darle je r, & vy i hl Rr; odnosas 0 < g &ty i
e . /s ) £ o
Ry ézR;/*g 520 sheg €y £ Ry daje ¢ < x ;/§:é ry & Ry & Ri’$,
t-j V & R,_o
Sada femo dokazatl dve Leorexe o kompozicionim po-
linomina,
Tevyema 3. Neka jis= RS (iedind} pozitivni koren je-
dnating
(84; A +q fooeetn” anlmAng = G, A o 0, s > 1,
* ‘l 8" n=1"g noe (s

Tadn sve wnle konmposiclonog polinoma

v’n k
(55 2l Soayh, b e ¢ :
\85} j £ iI.F ] &:tzqa.-,-‘};ﬁ I} lr:{‘ﬁ By 4 'b}{‘m Bk)
Ked
lefa w osvekon o Rrugova 1 KN 1
; . © : . o
26 j2) & 88 (3% £ &, 0D E,
& 3 L
3
s a 2'?': Ve
(87) iz) & R, % RN,
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gde je

(88) Mi‘:i?é%%(’é‘“) )

B \iix
_ k \'n-::(

89 M, o=ina | e | 0
(89) | 2?@&@13~q%4 > o > !

M2
<
™
=

1 gde je % + 2w Lo

&
i

[
wr

{50)

mila polincwa {(8%). ¥Yada e
nyR & Ly ok
7 - 4 e ) Shein ;
2Bl (A & p By fal TR 7
KO
OO
- YA K B,
(91} - ﬂ?}n i N ool o= L st o
) AN § B 'V. iﬁ".ﬁ
) X f EA]
ko ze nn despu ghrane (21) primenl neiednakost HBL-
dere sa % % é = 1, 8 > 1 doklde sa

¥Meka de M, = max!:£)i £h§>-L. Tada iz {(92) sledl

LA B

t -2
, M4 : Wy &= t
S Be (& s ks N [ T3 4
F1 9 {u! L S by, 113 ! <> v
N o FoAIE Ve g
odnosno . _ P
oa NP TR My \*
(c3) Ai iy 2% _4._,( AS Jal ji( .mmgmu__ ,
K=o AR ‘h‘ -1
y % 4
Ba M= ey, e €5 {93) se svodi na
Vi .
"l N o 5
An 3 ME-AE&Q 3
HE o)

g0 prema (84) znadl 4z je € £ R, odakle na osnovu {20} sle-
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di. prva nejednakost (66), dok druga sledl iz (80) teoreme 1.
za dokaz (87) uzmimo da je u (92)

t o o- : ‘
3.35. s f:“ £ : a(,vk > 0, 2— a(. & 1,
Bn ,/\!n i % 3 e

&to 2znadi da je

B i
(“&”?m‘}n ¥ 1l =

—

ol

{94) }A‘ w® 3K
LKL B 4

> {

K=o n

4
je -

Py

)b

L;nwk

=

wg (]

1 (52) se svyodl na

n-1 %
. n
iy ¥ _,. A ‘: AhQ %

k-o
Sto prema {84) znail da je L B, odakle zbog (20) 1 (94)
sledl prve nejednakest {87}, dck druga sledd takodje iz (80)
teoreme 1,

U siudety kada L-»eo , tada s=» 1 1 {87) se svodi

na o~
— - By VRE

24 B M. M mnan! = | -

! L 2oLnsre W8y, } ¢

& te je rezultat koil je doblo D.Markovi [25i.
Speciiaine, ako je a, = 1 {k=0,1;...,n) polinom {(85)
s& svodi na

11. y
195} Pizi= ) byu,
k.‘,
U ovom siudajiu pozitivnil koren jednadine (34) je R_,1 < Rﬁ L0002
b
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5to zna®i de sve aule polinoma (98) lefe u svakom od krugova

1 P

£ %

(96} zlee® gy ¢
l
(97) |21 2@ M,
Xada s-»oc, tada t — 1 1 (85) se svodi na

el <1 + My,
a to j& klaslini vezultat Cauchya, cok se (97) u ovom slufaju
svodl pa '

- 1 '
l2] < Hy=max -,-;ew—‘--m\l ’ C{k > 0 o(k. £
0&“‘-1}-%!, k-
a to je rezuliat kojl J& dobio M.ujiwara {8} {Metoda Fujiwa-
rae).
Eeda & —» 1, tada £-roo I (97) se svodi na

” iy _
' i ,
:'R < Al w \6* - ’
|2} < ”o.zf'zlé%-q I?-n) {Montel [27}
' Dieudonné [6]:
Prismax. Neka je

fziz)ﬂ _ ﬁi szzr142v3z 42”‘ & +225

Tada de &
y o ) " : -
Pz} = 5 a b aluseesiontenedraateag®,

- Am S 1

L
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¢iji je pozitivnl koren R,y= 3. balje je u nasSem sludaju
B
7 el k)'u: =
My = ﬁﬁéﬁkﬂ. K= 2,

Hh-

Za gobsl jedn

_ 4
X T el ¥ LARISR ek
81438 {yd Jt.d iPzig

‘ B
. . s y e e L e
Ei4d de posiicivid korxen I, £ 5, dok ide M.mmax\mm)w 2 pa
- & R dagiZa! By '
1 nprems (56} R;ﬁléﬁiyf L V25 = B

e s=tel gve nule konp

ozlicioneg polinoma 2(z)

| <« 5, dok bi se na csnovu
teorene D. Markovida 25 v oven sindaiv lzveo zaklijulak da
38 sve nule datog polinoma P{z) nalaze uw kyrugue |z| & 6.

u navedenom 1w okrucuw |2

Teorema 4, Ako J”dﬂaﬁjnw

(98} ALER R e nd  RETPnR R RE*Ls

Son_.
s Tpis prlls "RG0y

. & B o0 )

ima dva pozitivaa korena R
ol
polinom,

[

i R", R «#£ R", tada kompoZicionil
8’ U8 8

(9e) £{x)e E;fh”k“" bpﬁﬁa {lagl=A 0 b= B}

ima vadns » nuia w hyugu

y~

1100)

D

4
M

b

75

2] £ X

-
&

i nema nula u kruZnom prstenu

z . i
il@-’iE FR‘QM e !‘ﬁ! ’:; R“s'{fj

TRy { =
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ukoliko postoji pozitlvan broj M za koji

By, \i . (B OLE T
(102} Max (-«-——%-M_LM 4 win (,kﬁ,fiu“) 5
: 04 Kk&p-] H,.r:x’}- / PEREN K
kK
gde ie
“ _
{103} Ay > D,}};{k & L %"‘* %’ =1, t2>l.
" =0
kP
Dokaz. Neka je
(104) z = UA ¢ IA] =m)

i, € pozitivan broj za kojl je

@ g S“ . "o
{(105) Rj+E&Jui T4 R - € .

Tada je iz (498)

ps ", ks
8 8
Bplul > 2 Ayl
R0
odakle je K#P
(106) A, P s (iAk luj )
K:O

Neka je M= [Al >0 takn da ‘e

(107} - (i(iﬁ 1 Y}tm .

B k-
&8

Tada se iz {106} i = obzivoum na [(107) 1L nejednakost HBldera
1 B _
sa S + % =L, t = 1 dobija
: 1
1 » T
& 7 B . t
ks\s k 1
A fufP >(§fA Jal \ (Zb(wg 5 )
. =0V Y b :
= Kep PO

11’ E Py -}i)- 5“’3{; . 3—















































































