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1. Prema pozratoj tecrami algehre (ranije Cesto zva-
na erovna teorema algebre) svaki kompleksan polinom P{z) =
_'5: a, z ¢oa #0 (n = 1) ima bar jedan kompleksan koren, odno-
sno (3’)!ze /\P(a}aop, (C - skup kompleksnih brojeva). Ova
teorema v ¢iji iskaz ulazi egzistencijalni kvantifikator je
egzistenciialne prirvode,

' Prvi problem koili ze prirodno namefe u vezi sa ovom
tecremom je nalaZenie postupka Dpi:&n nekom formulom za ra-
gunanjs korana z. '

Jedan od oznovnih rezultata teorlje CGaloisa je da
se svi koreni polinoma prvog, drugoeyg, trefeg i Cetvrtog ste~
pena mogy izraziti formulana oblika z; mCPi(ao,al,az,a3,a4)
&iie su desgne strane(bi {i=1,2,3,4} algebarskil gradjene, od-
nosno algebarski imrazi (termi), obraszovani pomodu simbola za
sabiranje, coduzimanje, mnoZen: ‘e, delienie i korenovanie.

Dalje, postoje jednadine psteg i viBeg stepena za
koje slicne formule ne postoie. Kafe se 1 krade da se svaka

jednafina prvog, drugog, tredeg i fetvrted stepena mofe alge-—
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operscija sabirania, oduzimanis, mnofenia, deljenja i koreno-
vanja ne mo¥e sa uvek obrazovatl njeno refenje. Medjutim, uz
korisddenie graniénih procesa mogude je dobltl izvesne formu-
le za nalaZenje korena.

Znatiaian deo inebrw i analize raszmatra takve pro-

D ame: tu sv poznete kazhe iterativae metode refavapiz jed-
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naéina, kao i metode koje daju relenje pamodu beskonatnih re-
dova. U vezi sa ovim problemom je takozvani problem lokaliza~
cije nula polinoma, odnosno oblast algebre, takozvana geome-
trija polinoma (ranije zvana i analitiika teorija polinoma).
U ovoj teoriji utvrdjuju se razni rezultati koji daju vezu
izmedju koeficijenata i nula polinoma, odnosno njihovim ras-
. poredom u kompleksnoj ravni.

Dosadasnjl razvitak geometrije polinoma dat je u
nonografijama J.pieudonnda [6] , J. Walsha [40] ., W. spechta
{33] a narotito u monografiji M.Mardena [207] . Pregled veii-
kog broja metoda ove vrste prikazan je i u radovima F. Heigla
[11) i S.zervosa [41] . Na nafem jeziku najvainiji rezultati
i metode geometrije polinoma dati su u [17] od Dj.Kurepe.

0d nasih matematicara koji su se bavili ovom obla-
86u prvi je bio M.Petrovié. U pofetku svoje naudne aktivnos-
ti M.Petrovic¢ je dao zapaZene rezultate iz oblasti geocmetri-
je polinoma i ukazao na ¢itavu jednu grupu problema koji se
odnose na krug u kome polinom, odnosno funkoija predstavije-
na Taylorovim redom nema nula, a koji su od 2znaaja ne samo
za teoriju nula polinoma, ved 1 za teoriju analiti&kih funk-
cija uopdte. Problemima na koje je ukazao M.Petrovi¢ [32] ba-
vili su se mnogi matematitari, medju kojima E. Landau [219] ,
J. Karamata [14], P.Montel [28], v.Markovi¢ [23] 1 S.Zervos

[40].

VaZne rezultate u geometriji polincma dao je Drago-
1jub Markovié, koji je ovoj oblasti posvetic gotovo celokupnu
svoju nauZnu aktivnost. Radovi D.Markoviéa odlikuju se i pre-
ciznoécu i jednostavnoditu i generalisu mnoge poznate rezulta-
te. 2bog toga su radovi D.Markovicda privla¥ili paZnju matema-~
titara 1 delovali na dalja istraZ¥ivanja u ovoj oblasti.

Cil} ovog rada je, izmedju ostalog, nastavak istra-
Zivanja koja je pored drugih nazna¥io i D.Markovié. Po svojim
metodama i resultatima ovaj rad predstavlja prilog geometriii
polinoma. N
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2. Kod algebarske jednadine n-toga stepena, re§enje'
pomodu radikala za n > 5 u opStem sluéajﬁ aije mogude. Medju-~
tim, poznatim iterativnim postupcima nule datog polinoma mo-
gu se odrediti sa Zeljenom ta¢nolcu. Koriféenje ovih pribli¥-
nih metoda skoro uvek pretpostavlja prvo izvesnu ocenu razma-
ka u kojima se nalaze koreni. Ovaj problem se postavlja i kod
mnogih primena algebarskih jednatina, naro&ito kod karakteri-
sti¥nih jednatina homogenih diferencijalnih jedna®ina sa kon-
stantnim kbeflcijentima. Pri tome se obifno postavlja pitanje
odredjivanja najmanje oblasti u kompleksnoj ravani (najeide
kruga) u kojoj se nalaze sve nule datog polinoma, ili bar ne-.
ke od njih. Problemima ove vrste bavili su se mnogl autori,
5to se iz navedenih monografija mo%e videti, upotrebljavajuéi
pri tome raznovrsne metode. Na taj nadin dobijeni su i razli-
&iti izrazi koji predstavljaju donju ili gornju granicu modu-
la nula polinoma, odnosno modula korena odgovarajucfe algebar-
ske jedna&ine. Ovi izrazi, kao funkcije koeficijenata datog
polinoma, najfe¥de su u odredjenom smislu neuporedivi. Zbog
‘toga i usavriavanje neke od metoda kojom su dobijene granice
za korene je takodje od velikev aZnosti, jer dovodi do preci-
znijih rezultata.

Ovaj rad, pored uvoda, sastoji se iz dva dela. U pr-
vom delu daje se pregled najvaZnijih poznatih rezultata i meto-
da koje se odnose na granice nula polinoma. Drugi deo predsta-
vlja naSa ispitivanja u ovoj oblasti i tu se daju proZirenja
iznetih rezultata i novi postupci za cdredjivanje granica nu-
la polinoma. ' ‘ |

Pxvi deo sastoji se iz dva poglavlja, A 1 B, U po-
glavlju A posmatraju se granice korena kao funkecije svih koe-
ficijenata 1 tu su, pored ostalih, izneti rezultati 1 metode
Cauchya, Montela, Fujiwarae, D.Markoviéa, matri®na metoda,kao
i neki rezultati M.Parodia i drugih autora. U poglavlju B daju
se granice za pojedine korene, iznvodi se klasidna teorema
Pelleta za p nula najmanjeg meodula i jedna metoda Montela,
koja se takodje odnosi na P nula najmanjeg modula i navodi
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PRVI DEO »
A. GRAMICE KOREMA KAO FUNKCIJE SVIH
ROEFICITENATA

- Ovde demo posratrati granice nula zk (g1, 2, 0w e s}

polinoma
n_- k
v - o \
(l) PQZ} = ’4; @;sz‘.. ‘y ?}.Qan i 0 {gakl = Ak)
k=0 «

a zavisnostl od evih niegovih kosflollenats 2.0 Blresesd o
Pyl tome osaovni zadatak hide odred ijjfanjw najmanjeg kruna

koiji sadrii

2

sve nulie polincome {1},
nje granice modula nula datog poliinoma. XKlasléno relenje ovo-
ga problems je rez ultat keji potife od A. Cauchya [5],

2 L 3» L Y e
Svake nulia ¥ x@ee {0 g < 2} polinoma (1) =za-
dovolijava jednediinu ' '

(2} a taySra g era 3 idﬁgn =0 ({3} =)

pa premz toma I neiednadine

U :
n na=1 o k
3 A DY B bR dro 0wy @ A
(31 o “‘ﬁQXlQW ﬂwf' o Ml
2O

3

2 - Lk
4 A 2 B (J%e o ‘:‘LT m o N, PO
t4) Bo = M W8 T S A

_ : pe

odakle sladi osnovna teorema Cauchya Eﬂ

Sve npule polinoma (1) lefe u kru¥ncn prstenn

i N s . e e
(R . S ] & g S Hy



gde su r i R redom (jedini} puzitivnd Ioreni jednadina

o 2 ...
{6) AO = Alz + Byz" Heccd Anz

n

(7) Ay 4 Byz + o+ Anmlzn-l = A z". |

Koristedi navedenu teoremu Cauchya da sve nule po-
linoma {1} leZe u krugu {z| <R, gde je R jedini pozitivni
koren jednafine {7), mogu se dobiti razni izrazi za gorniu
granicuAmodula svih nula datog polinoma P(z). Ove granice
izra¥ene su kao funkeije svih keeficijenata poSmatranog po-~
linoma. Ovde navodimo neke od tih granica, pri %emu za poje-
dine od njih dajemo i nafine na koji su one dobijene.

1. Iz nejednaéine (3) A. Cauchy [5] je kao gormju
granicu modula nula polinoma (1) dobio izraz

(8) R, = max (1 +-15)-

1
- ogks o A
)

2. Primenjujudi na desnu stranu (3) nejednakost

Hdldera

ll_
E}‘&kﬁ‘;‘ (de) (Zﬁx) ? >0y >0y FH =1y 51,
=9

Kuniyeda [iéjﬁ Montal [2{} i Tdya [ﬁ?j dohili su za gornju
granicu wodula nula polinoms {1} ivr&v '

f [ -t B
(9) R, =< Lt ;

(s .f
R \A °
" ’f:‘g “)J f

Za s = t = 2 iz {9) se dobilja

A
2

(97) | R sjﬁf?‘?)z )
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tj. rezultat Carmichael-Masona [4], Kellehera [}5] i Fuji-
warae [?],

Kada 8 —1, tada ¢ — co 1 iz (2) se dobija
A thytoretA

” ! & | 1 1
(9m R" = max (li; ‘ A ‘ )j
, o n

a kada s-—co, tada £ —=1 i iz {9) se dobija

. ’ A,
(9%7) RE” = MAaX (l + Kll 0
osi=sn~ n

dakle, navedeni rezultat Cauchya.
3., Metada Fuijlwarae. Jednu metodu za odredjivanie

granica korena algebarskih jedna&ina dao je M. Fujiwara [&J
uvodedi jedan niz pozitivanih brojeva }1'22"°"Rn takvih

da je Zl+ﬂ foea +Z = 1 1 jedan pozitivar broj r pri &emu
s5u ispunjenz n jcd (osti
(10) Ap " = Anmkrn”k, K = 1,25000s0,

odakle se sabirvanjem po k doblja nejednadina

. o n-~1
11 A x> B A phece#A _xt 0
{11} BpE = BT A L v
Sto prema (10} znadi da ie
' . A
e A\
(12) R, = ¢ = max |- »m%mﬁ) :

gornja granica modula nula polinoma (1).

Za' A}r - % ( k = llzlao:pn} iz (12) se &Obija gra"’
nica
127} R = max ( "..3};’:._)&
( 3 y€ken A ¢
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koju je takodis izveo Caﬂchy'[i}, dok 8¢ za R}, = m% (k=l,2, 000,01}

i 2z
iz {12} doblia granica 2

R i Av m}c -:'
3y B Y max Lt
1<kgn\ 4

S g

4. Mountelov prsiter
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B (BY = lim M_{P) = ;;(m [ in]e(e™h g .d«:p);

M {PI = ddm M (P} = max [#(aj}.
S oo B | Zy =4

H

oy
[

Y

: ) NI A el s oo mures s
P. Montal r.,kﬂj Ju dekpzee 2 sve nulsa polinons

lefz u krufaom pratenu

dmenjujudi na polinom {l}

na konpisksne promans

©2 |z] < R. Pret-
S@mfoawidamms dn o de FIOY oh 4 yoa T P - - $
postaviiens da de L0} ¢ 0 1 neka zy FyaFgoceos¥ oo moduil

-y ot oy~ ] O = T maw e 5 - " PR AT P S 3
nula od £{z) o kywge lzl < &, vradjeonil o aneopadsjudi nisz.
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Tieany 1 <
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-
143 oot A b
{14 T lmenol
iz i ~%
Za s = 2 Montelov PrbLeﬁ {13) svedi se na
\’\ 2
I ¥y ( )2
(LZ} e cinie LEED K
;«)';!;2 = 2§ < ;
Y. red N A
(Zi k)4 n
\k:O

poito e prems Fommli Pareavala

1y 8 ®) “‘("”J QP(ei% “‘Cﬁ& (k <o k)

Bt

Za <Sokaz Montelovey rezultata (13) dovolino je do-
lgZe v kru¥fonom pratenu

kazatl da szve nule polincma (L)

wm '} —~— l z i &... e <
(1) An

Oznadimo sz r, nejrasnii xoduo nule polinoma {1) . Tada je ns

osnova{l4d}

..ag\ (]—E‘
kS 3 N
G | { o e P - - }
carntamcgs T . T2 ey Y ; > ”
£ = w5y Infpize™™) | 49 )y
4 ,
- -3
gde je ={f{o)l, odakle se 2z = < 1 Jdoblj
:AO A X mh L1
R [ JoL .
omra— L e ¥R SIS f rens J }; 4 {x ‘a 4 CQ) o N
T o pia ) L |9 ie 4] M (B},
S ' -9
OAROSHO _ B
s e
iF H (T
gto za ¥ = 1L dalte

1
WV

2 7 Y 7 . e m———
7 17 TR
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Da bi se dobila goraja granica modela nula pollinora
(1), uvedimo srenu z = % « Tada je '

n
R Y | k
(18) Pr(u) = wP(d) = Ja v
, —
lleka je ?1 neimanji moduc nula polinoma (18) i neka je Qlé?é 1.
Tada, na osuovu (17), v ovem sludaju ie

&
n
(19) Q< ")
pokto je H, {(2~) =H, {P}. Kako jz [z)= i i tol najmanji moduo

1uy )
nule polil r-oma (18) v RO de .@,3&_, = T, na‘ivradi modue nule poli-
noma (1) 1 1z {19} se dobz.'*gi

Ii {P)
r&

Iz {17) 4 (18} siedi {15}, a odatle 4 (i3}.

5. Metoda D. Markovida. 3Za cdrediivanje granica mo-
dula nuia polinoms 0. Harkevid [23) .[23], [23] ¢ [26] uzima je-
den komparatizni polinom, odnosno funkeiju, prl Cemu za iz~
raz S oblika

C?Li?i +oL2}\r;i~~~ +dolp An
FJ ?“f‘r)q?\’}"".°.‘*{}n)\n

gde su d realal a By ¢ Aelk= 1.:2:...,0) vealni i pozitiv-
nil broisvi, kovisti p;‘wnﬂt& najeﬂm‘:«:&stz&

Pre)

P

¥
{1

7

4.

£22) min (SK) = § £ max ’.EL..%..) .
t=ksn {5;: 1gksn\ By
‘Wa taj nadin dokazule viis teorema o granloama modula nulia

polinoms, odakic slede i neke poznate teoreme, kao Ca.uch}a 5]
Landava [19], walsha [3¢], Birkhoffa [3] i drugih,

Ovde fznesime metoedu L nele rezultate D, Morkowvida
U verxd sa odzediivantien grandon wmedula aula polinons,
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NejednaZinu (3) napifimo u obliku

| % An -~k
(23) A = E »
n ey @k

Uzmimo sada funkcljue

A ¢
(24} Ql(Q} = "‘5%’&“‘ ] Cn"’k > 0 (Iﬁ“"‘lpZacoc'n)

i ovom podelimo nejedpafinn (23). Tada se na osnovu nejed-
nakostl (22} kodje va¥as za lzraz oblika (21) dobija

2
S = N,
n1£€3
odnosno
{253 A, MQI(Q)
gde je
(26)

ocdakle siedi teorema:
Gornje granlce moduls nula pc‘inona (l) de pozitiye
ni koren jedrnaline

By = MO, ().

Ako 3@ u  Ffunkeldl (24}, ti. u tunﬁciji Ql(?)’ na
primes, €, »,cif 4> 0) (k=1,2,...,8) iz (25) se dobija

g
8 {3 = k
A, = Hid) k}ﬂ X )

Bto za Q > d. daie

A=
1

=
£
Ma

(~-) v

ey
U
-
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odakle se dcbiia

(27)

gde ije

(28)

Za k=1 iz (28) se doblja rezultat (8) Cauchya

42 ks

M
Qél%—i—«, MsmaxtA k)"
n
Ako nejednadinu (4) podelimo funkecijom

- o n-1
Qz(Q) ng__;Ckaa ﬁk > 0 (kEO,lpoo.'n"l)'

na osnovu nejednakosti (22) bide

odnosno
{28°)

gde je

AO o
gy =

By = Q)

= NAax
1<ksn(c

odakle sledi teorems:

Donja granica modula nula polinoma {1) je pozitvni

koren jednaZine

Ag =10, (0) .

Uzimajudi, naprimer da je u funkeiji 02(9) Ck=

=*~ (t.> 0) (k=1,2,...,n) 1z (28’) se dobija

t
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T K
A, = ‘um%; (%) )

ito za ? < ¢ daje

== K
B, = ‘{u{‘c)z (-—%—-) .

_ - =1
odakle se dobiijs rezultat E.Landaua [lé] i J.Karamate [}4]1

At
S N—_— &) =maz (A, T} .
(29) 9 AQ+ ey’ {.L( 1)5‘(2“:’? Akc 3
Dajuéi druge oblike komparativnim funkcijama 01(9)
-4 QZCQ) mogu se dobiti i razni drugi izrazi za granice modu~
la nula polinoma {1) u &emu se sastoji opitost metode D.Mar-
kovica.

6. Matritfne netoda. aa k@mpleksnu matricu A&(aij)
reda n, matrica A-AE (A~ kompleksan broj, E~-jedini&na matri-
ca reda n) neziva se karakteristi¢éna matrica, a polinom
dat(ArAE)wtﬁsz( po A je njen karakteristiéni polinom, 4ok
je jednalina | A~AE|=0 njena karakteristifna jednatina. Nu-

12 karakteristinog poiinoma matrice A nazivaju se njenim
karakteristi®nim vrednostima.

U matrifnom smislu, svaka matrica Je nula svog
warakteristidnog polinoma (teorema Cayley - Hamiltona).

Syaki normirani polinom (kceficijent uz njegov glav-
ni Slan jednak jedinicl)

. 1,

e o o, B

R o
{30} Plz) = z%a _, IR

moZfe se napiseti @ obliku

e 1 G c B © O 0

0 -2 .1- s e @ O 0
{30°) P{z)=(-13") « . . e e e . .

0 0 0 .. =z 1

"R, "8y TRy e “an~§(an-l*2}
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1 prema tome P{z) je karakteristi&ni polinom matrice

- ——

.A.(P} = - - o & ¢ 8 a - .

n-1

koja se naziva pridruiena matrica polinoma P(z).
Za <Qmpleksnu matricu A = (ai .) reda n, prema teore-
mi J. Hadamarda [30], je det A # 0 ako je |

|2ae | > By Z | 213 |

3#1' )

'aii’>Qi =j‘aijl, 1= 1,2,...,m.
d=1,
Primenom ove Hadamardove teu%éme na matricu A-zE (z-komplek-
‘san broj) dobija se teorema Gerschgorina [9]
Ra dmteristicne vradnostl matrice A leZfe u uniii

Krugova . » |

Cy o z-vaii'él’i,
odnosno u uniji krugova

1]

C; E“&ii , éQil iul’z,j;oogllu

Primenjajuéi prethodnu teorsmu G935¢hqorina na ma-
tricu A(P) moZe se dobiti vise rezultata u vezi sa poloZajen
nule polinema. Ovde navedimo jednu teoremu iM.Parodia f3d]

Nul@ polinoma (30 leZe u wniii kregova

Lo 5

2] S0 fmaa] =2 5 (lagl=ay),

odnosno u uniji krugova
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|2 ] =gax (o b+ Aglefota,, | =1.

7. Oztale metode. Pored lzlofenih postoje 1 razne

druge metode za odrediivanje granica keorena algebarskih je-
dnafina. Ovde navodimo metodu opadajuéih funkclja S.Zervosa.

Ovon maitodon, koja je izlciena u [41], 8. Zervems je dobio
za gornju granizu § wodula korena algebarske jednadine

n__ .a~1i, _n=2 . .

XS KT THAHT Tk eehay (XA, 84 > 0
lzraz
{2) £ £ mex
gde je

momax { P . £ ~ - =
M ..nax{.uij}; My > 05 05 > 70, %:aijzj £, o<t£1

i gde su EL’EE"°°'xn proizvolini skupovi indeksa.

Iz vbrasea (Z) 8. Zervas’[gi] ie izveo veliki broj
poznatih rezultata o gornjod gxani¢1 rnodula korena algebar-
skih jednaéigag Qajuéi paranetrina Mij’eij i t razne oblike
i vrednosti. Iz cbrascs (2) §.Zesrvos izvedl L neke nove re-
zultate. ' ‘



B. GRANICE ZA POJEDINE KORENE

Do sada smo posmatrali sve nule polinoma (1) kao
funkcije svih njegovibh kozficljenata. Medjutim, testo je po-
trebno da se cgranifime na lokalizaceiju samo pojedinih kore-

na date algebarske jednadine.

1. Granice za p nula naimanjeq modula. Ucpstavaju-

&i osnovnu teoremu Cauchya da sve nule polinoma (1) leZe u
krugu |z[£é R gde je R pozitivni koren jednadine (3), Pellet

[31] je dokazao teoremu:
Ako za polinom

> F e o o » p a o ©Jd n .
£{zg) = ao+alz+ 4apz + <anz ’ ap¢ 0
(a = 20
jednacina
d < - lejeo » « p-l.“' p P+l- » ai . 7 n‘-‘-"
(31) rp(a} = A tA; 2t +prlz AE R 2 +A z =0

ima dva poszitivne korena ¥ L R, v € R, tada £(z) ima ta&no
p nula u krugu |2]<r i nema nula u oblasti r <|z|<na.

Dokaz_teoreme Pelleta. Neka je r< £ < R. Kako
i kako je

je ngpéz} = $§Fp(éaﬁ =1 gza R <z <

{32) P < 0 za 1+ £ = Q £ R-L

to je iz (3l) sada

33 | P < p.pd
=0
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(34) B(z) = 2 ay e,z = a_zP.
J=0 ‘
336
Na krugu |z| =€, s obzirom na (33), iz (34) se dobija

|7 (z)] 42 A, 9* < a QP otz # o,

i=a
J*P
ocdakle na csnova teoreme Rouchda sledi da u krugu I <@,

£(2)=P{z)+Q(2) ima isti broj nula kaoc i Q(z), dakle p nula.
Posto je @ , prema (32), proizvolian broj takav da je

¢« § < R, sledi da funkcija £{z} ima u krugu |z{ £ T
tatno p nula 1 da onz nema nula u oblasti x .z:iz{ << R.

2. Jedna metoda Montela. Sada é@mg izloZiti jednu
metodu P. Montela f§é1 z2 odredijivenie krugs u kome se nala~

z3i p nula polinoma

n-i, 0
" A bl S

. o W .
(35} x{z}$30+alz+c»e+apzl%~~-+&n"

Neka su nule polinoma {35) uredjene po apso@utnim
vreduostima tako da de

Izl < fzpl 2o &lzplzpalz |- <lz,l -
T L . - ‘ .. -y o3 . or
Neka je dhszp+1, Bpags ooy i neka je{oe{ @ > 1. Posmatraj
mo polincm - :

Xk
2 , &
cafe B 4 ok g4 K 9

R el e Fe o ok e

k o =3 d:."{ A,
cdakie fje

20 ), e B"X‘

(38 fdki-- ek Moo= max {ded.

— A [}
LT TP axvep -
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» v s . . . n-p}
Slifno se zakljuduje da za koeficijente aé pi
od
' £lz
£ (z) = 5Lzl
P TT {23 fy )
K=p+4 ‘
vaii nejesdrnadina
i (I; M
a‘ d abmm.ﬁx&:dn:mr_-_ﬂ
k =}
(Q"'l} P

ﬂzim&;aéi sa gorndy granicu modula za p sula poli-

.

noma £ {2y granicey (8) Cauvchva hide
wd

O £ max (1+ a]i“ Pil) = 1e ME'#W-’

0<knP £0-1) 2P
odakie sa doblia
' A
O £ 1 M{% (Q =n~phl) 9

gto znall da p nula polinoma (33) leZi u krugu

4 .
£ 397 P N T MCL Ao (A -p+l.
{37) ERRE N A i 0 (Bp)e g = np

Za p=n iz (37) sledi Cauchyeva granica (8}, (anwl).

3. Jedna granlea za » nula naijvedeg modula. Pri~

mernjuindi napred navedenu teoremn Jensena, W. Specht [351
je dokazas slededy teoranu:

Aka su y nile polinoma
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tada je ' 1
'!2122'...2? _é: N' }zpl_‘épr

gde je

2 2

2
n-2+"’+Ao .

= 1+a2

n"1+A

N

Tako smo izlo%ill neke metode i rezultate o lokali-
zagijl nula polinoma, a kojl su u vezi sa nasim ispitivanjii-
ma. '



DRUGI DEDO
1. UOPSTENJE METODE D. MARKOVICA

Kao 3to smo videli, D. Markovié se za odredjivanje
granica modula nula polinoma oslanjao .na poznate nejednakosti

ok s olk
(38) min(——lg) £ 8 £ max | -l‘-‘-) 3
jciKgn &k 16"15?1\_‘_8}(

gde je S izrax 5
2 d
(39) § = —=Fp=— 1
A,
k=1
a c%k realni, ﬁk i %k realni i pozitivni brojevi {(k = 1,2,...,n).
Ovde dokazujemo da se u izvesnim slucajevima, za-
visno od koeficijenata Ak' nejednakosti (38) mogu poboljsati
$to nam omogudava da dobijemo preciznije granice za korene
algebarskih jednacina.
PoboljSanje nejednakosti (38). Ako na brojilac i
imenilac izraza S primenimo Abelovu transformaciju

n (1
(40) >Cdy = D s, QA + 5 (O3,
=1 . V=1
gde je
¥
(41) 5,(C)=2_Cy AAy= Ap—A,,, (V=12,"-3n-1)

R=1
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dobidcemo
,2 5 (cL)A,\ +s ‘cU',\
(p)A?\\ﬁ's (/3:]

\):

Kada je AAp=Ay Ay, >0 0= 1,2,...,0-1), tj. ka-
da koeficijenti 29 monotono opadaju, tada se iz (42) na os-
- nova (38} dobija ‘ '

Syl 5 ()
{ 43) ’ 1%14):1 '(-rm-,___..) 2 8 “4'4 <1§s}£§{ (...m. ) ;\
N - [ 4 - ' F+

. s{d) s {oﬁ | '
min (oi-‘f‘-}é-_ I Yoo = max(%) v==1,2,...,n),
sy(@ VP Tisker ﬂ(

a odavde je ofigledno

a4 53 (o‘-) s (d}
<keD (ﬁ&)éisngéln( 5;3)) 4<nn!2a£;°’r(~ :(ﬁ)—) fsx;g;( E;)

gto zajedno sa (43) daje

oy

,«_-minr(sw & 8§ ma:h.( (&))éin (pk)

48 ﬁi(Pk 1$vE 9‘@’ jsven sy (B ¢s

Granlce (4@) za 8 mogu se u izvesnim slufajevima i
dalije poboliSavati. ’
Ponovnom primenom Abelove transformacije na prvi deo

njegove desne strane, izraz (40) mofe se napisati u obliku

o e
(45} 2 CA, = E Gyl A ;\?YG“ L (CVAA__1+s (OO,
K=1 =1

,;:
(=2
?Nﬂ%
-
ﬁ’“}
:}3
= #
>
~<,
7"«.?

5‘14%?51} L") {‘leizgaaag‘nnuz)s
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Ako se sada na bro;ilac i imenilac izraza S prime-
ni transformacija oblika (45) , dobice se

ZG (WAZA# G, (NAA _ +a (A
(47) S = ¥ V Tn-1 =1 .

2_ G, (p)A Ayt n~1<[5"mn-1+5n(l3mn

V=1

Ukcliko su kaeficijenai Ak konveksni, tj. takvi da
3& A ?‘ Avﬁ/iq‘_, 2?“’2 -3 0 (1"1 2,0..;“"2) iﬂ),n 1 n"'}. ‘an>01
za izraz 5 predstavljen sa (47); s obzirom na (38), vaZide

nejednakosti

G sply G s, (dJ)
4B dn 5, 3 (p) 8 “‘;J,}‘%{fu,(mp,)’ oY
odnosno zbog {46), vaZide nejednakcsti .
> 5 ) o ) 2_'_' 5, () s ()
(487) 4<\><n_1 K“‘s () ? sn( ))és;ﬁ_én;mq k-\; ¢
< > x (P! n'f3 V1N > % (P) 8, (8)
Kad - k=1 :

Ovako dobijens granice za S su preciznije od granica datih u
(43) .

Prilmena néjednakosti {43) . Nejednakosti (43) koje
vaZe za izraz S oblika {39) u slucaju da ksef¢cijenti Ay mono-
tono opadaju mogu se primeniti za adrmﬁjxvanje granica wodula
nula polinoma, &ixe sa, kao 3to femo V&&eci, uopétava naprad
izneta metoda D. Markovida.

Za nulu § =@ 9%

{0 = § < 2% polinoma

N
Pl{z) = ‘j;'akzk,, aja, #0, (l&kim A

vaZi nejednalina
. , .
a, = 2> agk,

k=1
koja se mo¥e napisati u obliku



Bko de G
notong opadaiv,
140F na desnn shoa

ey il';\m:-a

PR

v asjednading za

. . i oy
f”“‘“} e ii.:t?&(?)"i‘* <} ’@} Gy > 0

i

£
=
o~
sl
‘w
i

=™

i vodedl raduna o {44}, doblija ss

»
1"‘;“‘*1 umd L e
* & \C} ‘: 1.‘{?,1 o P ]

53 S ol

.5\,

B ?.Sq b
{é@ 5%

Xz (52} nenos
(i} Je

oremd. Donds granica

ol ",
aidnadlns

o
D gy ]
RAEs S ‘@’ + § Vo ta
>4

pozitivnd

oy {533
nafdine :
} P

Prlwer L, Ako se w {51 ol {k
S~ 4 K ek

RSt Repreipsnes

a
Py

L Qe hide
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= mEU, ),

odnosno

X
(53) . o L .
e € {(8) B, (2)

gde je sada ; Akt ,
) Ly(E) = ) (t) = rax (A t").

{gvysn

Iz {(53)nalazimo da je

A t - aot

(54) >
¢ A"‘(‘l‘t) Bottlp (®)

Sto znali da je donja granica modula nula polinoma (1) pred-
stavljena izrazom

AOt

(55) RN GE

Prema (54) granica (55) je preciznija od granice (29), tj. od
granice

A t
+€%{t) 7

koju su dobili E. Landan [}Q] J.Karawmata zléj i D. Markovié

[23] .
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Primer 2. Ako se u (51) uzme da je Ckw1+k {k=1,2,...,n),

bide sada za P<t

(56) Q, (@) aZ(l«fm(%’) }: 14k) Qk .2._(_.)___(;5_2

K={

i iz (52) je

$to zbog (56) daje

° (- §)?
odakle se dobija v
» K
‘/#ﬂ“ 25 Mty
(57) Q = t(l - )) (4 (8) = max 3V
. o s ) j
Ao+é&(t) BEAYNA
Za t = 1 3z {(57) je | »
“4, k=1 Dk
r e [P—— = .
671 @ m-Vd s ¢ - me (S m)
Primer 3. 2a €, =(;) (k = 1,2,..,m) 1 t=1, (dakle,
O <1) je
. |
Q@) = 2 ek = ap)®-1,
1 < 'x

pa se iz (52) dobiija
%éylﬁw)%g 3
1 o
“(l+ ) -1l H = max

odakla 4a
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Primsna nedjednakostd {(487).

Za 0 < @< % Je

STPNE VL o2 Vo 9y 2
S AT (G

pa se sada primenom na desnu stranu nejednadine (50) trans-
formacije oblika {45) dobija nejednadina

~2. Q\n-1 o\n
A, £ 76’ (v A¥(3 ) +0,y 0A(E) +s, e (3)
$=0 .
Deljenjem ove neieu nallne sa
o
Q) =2 ¢ 7@ (czgy(@) 1(0"3(“)
| k=1
+sn(C)(§>
debide se a _
By )
(58 Gt <t
gde e ’ 9

o C; 8y, (fAt) cm;)‘\

A R RN
=1
Bko de C =l (k= 1:2,... }, 12 {53} je prema prime-
ra l.,
A_t
© (»-..1 o |
gde je

8. (At} 28 \zub )
P, , ( k:—,‘ ].: 7 /
, Ty = WA = t) =
o () hﬁﬁ%ﬂkvfizvytz ) AR § XY ¢ 1 {8
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- 8to znali da donja granica modula nula polinoma (1) predsta-
vljena sa (59) je preciznija od donje granice (55).

Za odredjivanje gornje granice modula nula polino-
ma (1) polazimo od nejednadine

n
£ ;E:fli;
K=1

koja se mofe napisati u obliku

114
(60) <2 &k(g\ :‘7 Biac Pren(RNE 4

gde ja Aé = A n-k {ke= 1,2,...,0) 1 0<A < § ,5t0 znadi da niz
. v P
broieva (@) (=1,2,... ) monotono opada.
Deladi (60) sa »
] n-1
Xk = Yy n
& h o
(61) Qe 2 (%) = 2 s (@A) 48 (0)(DY
¢ k1 lcg) N \Q} n Qi
Ck >0 (}tﬁ"";l,gzgssn }
dobija se
(62) Pa & M, £ M (Al =A_ )
QZQQ) 1= 727 k Tn~k’’
gde je ,
242 > B P
rs{Z N - SR
W, =max (ngjﬁm L (254 (;N$L--w3 'y M?w max(QL &
1£VEN 8y (C) 1€v8n j{ ck 7 1&&54 Ck
: k=1 o

Iz {62) sledd

m&or@me, Sornje granica modula nila polinama {1)
je pazi?ivnt ﬂren‘Qi jednatine

"‘ '—ﬂ.\‘l Q fﬁ 3.
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Zbog {62) koren §)l nije vedi od pozitivnog korena ?2 jedna-
&ine :

A =M,Q,(§).

Primer 4. Uzimajuéi u (61) Cp=l (k=1,2,...) bice
3y
Q,@ = 2(5)

Y,
=

iza0<dh<@ iz (62) se dobi.:ﬁt'

P

An J
- L Mg (N £ M, (D),
e
X
odnosno K=1
An
(63) KRy £ My () £ My,
S©
K=i < A
gde Je I = N A .
M, =max {8202} M, = max ( n-ky
Ligvgn ¥ / o+ 2% 4gKsn df‘j
Iz (63) se dobija
(B My
P <z )
(6 Q=d(1+ 4 ) = ol(1s 5 )

5to znati da je gornja granica modula nula polinoma (1) data

sa - ;
. cL<1+ nl(d%-)

n

preciznija od gornje granice (27), ti. od granice

' M., {ch)
2 .
A (l+ ~S5

n

koiju je dobkio D.Markowvid [?i].
Zac=l iz (64) se dokija



1y i
{64") =14+ 5= =1+ 2
n A
n
gde je sada v

2
e =4 nmk m R
M, = ma Kzl nok M. max (A °
1 fs?g%( V )' < isksn( n~k’

iz (64') se widi da dje gsrnja granica modula nula

polinoma (1) data sa = ‘
1+ 5

precilznija od granice Cauchya, tj. od granice

1+

Primer 5. Ako se u (61) uzme da je ckal+k (k=1,2,.0., };
bide za 0 <A <@ , prema primeru 2.,

o e 2
28
By = MIN =
]

odaklie se dobija

(65) Q £ cL/
gde je 2
My {d) = max L
. 1€y En
Za dh= 1 iz (65) e
/ Eﬁ
(657) g = %/Qb~ﬁrjﬁ¢)ﬁ
n 1
»
gde Je sada 2 2{3 Anuk

1

M, = max ( K=1 ) °
EvEm Ny {34) ¢
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Dajuéi druge oblike komparativnim funkeijama

01(9) i Qz(g) mogu se dobiti razni drugi izrazi za granice
korena.



2. JEDNA NOVA NETEDNAKOST
£ NULE POLINOMA I NJEN) PRIMENA

Kao 8to smo videli,P.Montel je izveo prsten (:3) u
kome lefe sve nule polinoma (1). bonja granica za module nula
polinoma koju je pri tome izveo Montel va¥i i za funkcije pred-
stavljene Taylorovim redom.

Jedan od prvih rezultata o donjoj granici modula nu-
la funkcija predstavljenih Taylorovim redom daoc je M.Petrovidé
[32] . Ovim problemom su se kasnije bavili E. Landau {18}, J,
Karamata {14 , P.Montel [2§] , D.Markovié [23, a u novije
vreme 1 S. Zervos [31] .

Ovde <femo, koristedi sameo nejednakost HBldera, iz-
vestl jednu novu nejednakost za nule pelinoma. Donje granice
za module nula polinoma koje se dobijaju iz ove nejednakosti
mogu se primenitl i na funkecije predstavijene Taylorovim re-
dom. U izvesnim slu€ajevima one ostaju u va¥nosti i kada od-
go?arajuée granice koje su dobili M. Pgtxovié, E. Landau,
P.Montel i D.Markovié gube smiszo.

Svaka nula?’=@eai (0 £ o = Fi) polinoma

2

i)
ﬁ? k . . . ‘
P(z) = > az, aga, ¥ 0 (laf = Ay

Ko

zadovoljava jednalinu

AN k@i k
a P - 2

)y

odnesno iednadianu

x !
| € 0o ok]

Herzs
° i

koja se mofe papisati i v chliku



:L a 2,

. P',(’/‘i <= k{e- SV:L k ]
{66) A = ( ( > ).e ya

© 2‘“‘ i =,~) {T T K ({‘

1

gde jej&k (k 1,2,.0+ } jedan niz realnih ili kompleksnih
brojeva razli¢itih od nule. '
Iz jednaline (66) sledi nejsdnakost

K. .
’ﬁ'a y o ‘ ,.'- :
(67 A_E (i S ﬁk%‘hi e 0ok qp.
° 2k ) ek k=1
‘ <L o
Primenjuiuéi na desnu stranu neijednakosti (67) neje~
dnakost HOldera sa % + % = 1, s > 1, dobija se
(=8
T
T 1 A, , 1
o1 018y ppils 5, 1 (1S x(e-@ ekl E
(68) A, £ G ¢ | > R0 %0 T h 1] 2y, 80O @ iek| gt
,._’*E. .ﬂqL .
2a s=t=2 nejednakost {5} se svodi na
ki (i
“ ", T 1 12
K 4 RSP G N TCE G EP
L, = W) e 5 ¢
"o (E%S AJ}Ek ? &@(M’“Hg‘." ’ ' g ¥
AL iy

koija se, s obzirom na formulu Parsevala, mofe naplsati u obliku

2 a 2 A 4? 5]
v == 1 2 -
(69) a2 = (%] IO el
Ku:"? t“:h 3.,‘3 ™
Tz (68) ObiQ‘“OEO sledl 1 nej iednakost
N - 1. & ‘.A.:a («-é~ i 4 P g ;4% ﬂ .
(70} Ao £z (§%‘§§&; = &<? a '%2; LKKQK ¥,
T ket =4
=3

Uzimaludl vrazne vrednosti za br@jeve?)y {k=1,2,c0. )
iz nejednakoati (68) ., (69) 1 (70} mogu ze dobitl razni izrazi
za donju granicu modula nula datoy polinoma,

fuie
o

E@}ﬂ@z :;l;a Za "‘ = "“'%f’ {kr‘ﬂlp 23 s e } ? t :\})‘%J ;§ 0 I
(69} se dobija )

3 4

AY &= ¢ % A%, 7k g«

; P i,y
) Wef | Fing®



odakle sledi

_ At
7y § 2

7o 2.2k ¢
VI

tj. rezultat koji su dobili M.Petrovid {32] . BE.Landau [19],
J.Karamata [14] 1 D.Markewid [23].

Primer 2. Za j3,=l+k (k=1,2,... ) 4 @ 1 iz (70)
se dabija

07

h, £ M (B, 28=¢ .

S ¢ St
odakle je

N M_{P.)
(72) 0y - \/ M-t A

gde je

i
S

1 ' & i g
% o - wceatemvan @ s
Mg EPy o ) a%’ ik ® 0 agr - .

1 -
Priver 3. 2 3y = £ k= l,2,.00 ) 19 41 dx

y:Y
R iwiz) FEe! 5
| LD R E TP,
- N nr » st N, L
(: ’53 ] & J.&s (b 1} = K"ﬁi‘fc\i "\ai..k a}{(‘ ‘ Q“P}
?I’."im@r 4' ﬂv«l\s = {g} g.}i b j.:e.-eai ~‘(§; ‘L“!, (70) ae dOm
et vipstpes S e s aﬂ"-

. LN
A ’g‘é { LA
£ ¢ 1l < Tk k s
§ o G oyt Mg (P o G ?QL""" @77
s¥1 =T
A

-~J ?i’wﬂ

Primer 3. Za s, enl {(ke=l,2,... ) da (

% o 101
} - W TR s o s,
& L2 Anmile X"Z‘_ {P? ; T M (P ic?ﬁs‘u ,2 g
b3 s wda :
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m :
Ako se u polinomu P(z)=2akzk, a_a_#0 stavi
1 . o on
z== dobifa se =

‘unP(%)= P'*“(u)nﬁlé0 an“kuf.

Nula redd (0 £d 4 2%) najmanjeg modula polinoma
P*(u) je nula Re®t (0 £ 8 £ 2%) najvedeg modula polinoma
P(z), pa se zbog z = %, R= % na osnovu navedenih primera
dobija da je:

za primer 1.

\/Z’YL aZ_ 2k
. n-k
(73) R £ =

At

za primexr 2. R
2 . Ms(Pz).)
REA A\ emoey

n

gde je 1 z " a . KAl )
Mg (Bg) = 3% i%me "€’
TC
A 24 primei 3. -
n n ’ G
M_(P,) M_(P,) 1 . 1
RE e ® 2 [e s 2 -1J , M (By) = (ﬁ("ikan_kek?i’sdqf)si
! ~1 :
L
za primer 4.
A G

. A i M a i
z e S 4 , I n~k  keils. )% .
R & El-! i (EgT 1:} . M_(P,) (ﬁ”f\; & e }d‘? }

. -G
zZa primer 5.
-1 =
A A “ oA
R = [11‘1 (1+ ﬁ;%gz-})l [ MRy (ﬁ{}ikmn“kewi 1Baq)3 .
rok=f

Za t = 1 {71) se svodi na

(71’) Q >} . O



35

a(72) na )

\ Ai
(73") R & K=Q
A

Iz (71°) i {73’) sledi da sve nule polinoma (1) le-
Ze u kruZnom prstenu

Vin
A - ) > Pk

(.. AU ‘z‘ &= PR ~
k=o X :

Poslednji rezultat je Montelov prsten (15).

Iz nejednakosti (68), (69) i (70) mogu se dobiti
i druge granice za nule polinoma (1), uzimajuéi druge vredno-~
sti za niz brojeva Ax*




3. O GRANICAMA REALNIH KORENA
JEDNE KLASE ALGEBARSKIH JEDNACINA

Videli smo da za izraz

I U S T MG 0
B tBangt o+,

gde su ‘Lk realni, ag, i Ak (k = 1,2,...,n) realni i pozi-
tivni brojavi, vaZe nejednakosti (38),a ako pri tome brojevi
g monctono opadaju, za § vaZfe nejednakosti {43), odnosno
(44).

Nejednakosti (43) ostaju u vainosti ako su Y, realrd,
An pozitivnd i monctono opadaju, a %

je de

% realni brojevi za ko-

g3

sylp) =% fy > 0. V=1,2,..., n,
1 -

Navedene &injenice koje vafe za izraz S kskoristi-
¢emo za odredjivanje granica realnih korena jedne klase al-
gebarskih jedna¥ina. Izmedju ostalog, precizirademo granice
A. Hurwitza (3] 1 D. Markovida {21} za realne korene nekih
algebarskih jecdnaiina.

Za algebarsku jednadinu

)

(74) ' ao+alx+a2x2+"°+anx“ = 0,

€134 su svi koeficijenti pozitivnl brojevi, A. Hurwitz 23]
Je dokazao da moduli svih nienih korena leZe izmediu najima~
njeg i najvedeg broja u nizu

A+

(Gi=0,1,000,071) .
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Ovaj stav vaZl za realne i kompleksne korene jednafine (74).
Medjutim, zarealne korene jednacine (74), kada je ona nepar-
nog stepena, navedene granice mogu biti preciznije. U tom
smislu D.Markovié l?i]je dokazao da realni koreni jednafine

n

: 2 < ,en 2n+l1
(75) A ta X+a X e e vt X +32n+1x = Q,
¢ijl su svi koeficijenti realni; a njeni koeficlienti neparnog
ranga pozitivni, leiZe izmedju najmanjeg i najvedeqg broja u
nizu
By,
- ':5"":":;‘“‘"9 {kfﬂ’ g glg s e gn) .
k3
D,Markoviéljm svold rezuleat dokazao Ste je jadnalinu
{75} napisac u oblliku

2 2n
&, 4 IR 'S .
ao+a2h + agnm

ndl

e R ,
(7573 A T Fa.udtes.a KON
173 2
i na nienu nesnu stranu primenic nejednakosti (38).
Ako se uzme da je x2<: 1 (siucaj x2 = 1 proverava
seg direktno), na desnu stranu {75’') mogu se primeniti nejed-

nakosti oblika (4 ?), pa je tada

/
a. > a
2} =0 2
(76} m=min __2;0“.5.«,,_“ £-3% £ max ( Ko 2K ) = M,

O &v=m! 04Vz=n /
2 azk+1 r§2k+l
qo = -
$to znafi da se -x nalasi w I = ({mi,O)U(Oglﬁ}r\[m,M], ukoliko

I nide wrazan skup. -

Za x° Y 1, iaénaéinu (75°) piieme u obliku
2 «2n
&, 4 3 w»nt— o
(75} ey 20 Bone2 =

- 25
e :3::9&@3_«»4,,, ”
a23*1"a2n~lx ai%

i na njeuwuw desnu strand wogu se opel primenitl nejednakosil
(43}, pa Je u ovom siufeje

g% A
\
) a. . S P - Y8
. I Fzo 2n-2k (™, \
{76 7) p@“Miﬂ{ W E =, Leeyr A WA u§° dn-2k wm M,
D &avam & . LKL SToa - / 1
Tanteie 2K , e 2ntl~2k

=0 r‘d‘ﬁD
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§to znadl da se -x nalazi u Il=((fxu-1)U(l,“ﬂ)f!{ml,Ml] ukoli~
ke Il nije prazan skup. : A
Granice (76), odnosno (76°), prema (44) su precizni-~
je od granlca ‘ o

Ay Ay
(77) min(wzﬁww) £ =y £ pmax (Téhh,>
0£k&M A 9%, otkEm \ Boy gy

 koje je izveo D.Markovié. Ilustrujwmo to na primeru. Jednadina

] |
(7 e TRo 3% 3% 42 = 0

1)

koja se moZe napisati u obliku

i 347y Sy 2

243x Lax"d

ima, prema teoremi D.Markovica, sve svoje realne korene u
intervalu [»8, ~%], dok se na osnovu {(76’) zakljuluje da su
njeni realni koreni u intervalu ~3,“~% (sluéaj x2=1 otpada
iz razmatranja, pedto ¥ 1 nisu keoreni jednaéine (Jl). Sluéaj
x2_<: L, 3. ~1l << « 1, takodje otpada, podto je tada I
prazan skup). ' .

Ma osnovu pomenutog Hurwitzoveg stava 2aklju6ujemo

da moduli svih korena jednadine (J,) leXe u intervalu i : 8

7
Bto znadli da njenl realnli {(negativni) koreni leZe u intervalu
["a’ B ¥ "'% @ . | '

%a jednadinu (75) vaZe i slededa tvrdjenja.

Trrdjenie i. Ako su koeficijentl jednadine (75)

realnl brojevi, pril Semu njenl koeficijenti neparnog ranga is-
punjavaiju usiove

\

Y
(I]l) z&2k+§, :; Op VgO,:l-pocnyn;
k=0 : .

pada za svaki nien vealni koren x vafe gvanice (76), ukoliko
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Ia((-l,G)U{l,OJ)(WEm,M] nije prazan skup (slulaj x2 < 1).

Tvrdjenie 2. Ako su koeficijenti jedna¥ine (75) re-
alni brojevi, a njeni koeficljenti neparnog ranga ispunjava-
ju . uslove

{Ui) iagn’i’l"z.‘i > Oy sz'l»'auolnp

k=0
~tada za svaki njen xaalni koren x vaZe granice (76’), ukoliko
xla((ua;»l)uilfxa)!1L?1,M3J nije prazan skup (sludaj x? > 1.

Dokas tvrﬂj&ﬁja i1 2 izvodi se primenom nejedna-
kosti (43) na (75’), odnosno na (75").

Ilustrujmo jedno od prethodnih tvrdjenja na primeru.
Jadnadina

‘ =<
(F5) 5433 3% 2 46 4+4x° = G,

kod hoje koeiicijentl neparncg ranga ispunjavaju uslove (Ul),

a koja se noZe napisati u obliku

e :.,, 4’6
2
A-2yTrdx

-y

4 &

ima, prema tvrdienu 2, sve realns Poran@ ] intervalu[%%,—%] =
16, 'éi P alltaj x > L. Sluéaj x wl otpada iz razma-
10 10

trania podto % 1 nisu kozeni jednaline {J } Istec tako, slu-

Z

taj x° < 1 otpada, podie ie pri tome 1, pwazan skup.
io

Napomena. IzloZenl postupak za cdrediivanje grawmi-
ca realnih korensa mo¥e se p.imen&ti i kod jednacine parnog
siepena

=

a a, wts v enn, wlt ,

™ an™
tako 8to se ona pomnoZi sa (x+A), gde je X realan parametar,
posle fega se doblja jedna&ina neparnoy stepena

Aaﬁ+ga0+hagpx+{&géhah e



4. O NULAMA KOMPOZICIONIH POLINOMA

Ovde dokazujemo nekoliko teorema o nulama kompozi-
cionih polinoma koje generaliSu neke poznate rezultate i omo—-
gudavaju da se u izvesnim slufajevima dobiju preciznije gra-
nice za module nula polinoma.

Prema pravilu Descartesa, jednadina

s ® o n—l—' n

ima samo jedan pozitivnil koremn, dok jednadina

oo p-1_ P p+l ... n_
C°+Clz+ -+Cp_lz sz +Cp+lz + +an 0, ConCn#O, 0 L{p<n

moZe lmati najvife dva pozitivna korena (radunajuéi tu i slu-
€aj dvostrukog korena). Koristeéi ove &injenice dokazademo
‘sledede dve teoreme.

Teorema l. Ako je Rl pozitivni koren jednadine

n-1

"" ® o e '- n -~
(78) Q)l(z) =‘A0+Alz+ An-lz Anz nO,AoAn#O, Ak > 0,

tada pozitivni koren Rs jednadine

(79) o s(z) = A§+Aiz+v . -+A§_lzn-l-Aizn==0 (1L £ sds0)
zadovoljava uslov R

s
(80) _ R, & Ry -

X 8 R . YarE, od
Dokaz. Za z=R; iz (78) je A R; = Ei?le, odakle

je
N1 ) N-A
S NS _ k.s '8 ks
ApRy ={ %,.a 1 Z_OAkﬂl ’
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SANOSHO

(n lis

BeNB o
-1Ry -8R < 0,

Ay *ALRL“”"“”“A 0]

Sto prema (72) znafl da je cp {R,) £ 0,

Kako je (b (6)y > 0 id,)gmf) £ 0, to postoijli samo
dedno R,o Q ‘=‘-’-.RS Lo R‘? za koje je © 5(B.S)mx!'.)a

Teorema 2. Ako jednadina

o A mbn s p=Ll_, D p+l, .
{61) File) = B ¥Ry 2 .-M&P_lz Apz A 25 Tt

P+l

n_
ivAnz =i, A oApAn#O

ima dva pozitivna korena £y 1 Ry, £y 4 Rl,'tada jednaZina

) = 8, s Y p=1_,8._p,.8 _ p+l,
{82) Fe{2) = AOZ"AIZ%* +prlz Apz +Ap+l‘g + 4

| #ajet=0, (1 & s<o®)

ima takodijs dva pm.ﬁ g“hma korena x, i R ré < Rs pri Zemu
. s s ,
533} . I’ = .}f'.'l £ El i(g R Q

S

Dokaz. %3 % = gy iz (81) je Ax{

: k=0
Jje KFp
”, Hy
o 8. D8 Ty KB 8 ks
PpT 1 €3 2yl =5 ary®
o ’ f=o Rz
oEnOSno =P T ORFEPR
5, .8 5 g _fp=iis_.s va .8 _{p+l)
AVeRCy S e s p Y gl e N & 7
T Rl § o1ty i ‘i":t'p%‘:lrl *

vecesalel® & o,

e
f’n

> prema (83 znall de je F_{x]) & 6.
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Kakc je F_{(0) > 0 1 F (2 )- 9, to postoji samo
jedno Tgo 0 < ¥ P ri za koje jn E { }ao.

1]

S
5 o 5 I3 l) L -~ )
Isto tako, za o = Rl iz {(81) je a R %: Ale, cda

kle je : K

N
, BoPS_ ks si s ks
ApRl s ( Z Bknl) = . Ak 1 [ 4
odncano T e

wnS (p Lis_ . EpPs (p+1)s
u.p_rl ARy -ﬂp ®

sto pr&ma‘{az) zrnadi da je Fg(R§}e& 0.

&a?n je P (k) > 0 & FéiRi) £ 0, to posteji samo

Fedno Ro: R j m‘P 4.+<x>&a kodz je ¥ (Rs) = 0,
, 8 .S 1l/s
N P -3 =
Darle je r, & vy i hl Rr; odnosas 0 < g &ty i
e . /s ) £ o
Ry ézR;/*g 520 sheg €y £ Ry daje ¢ < x ;/§:é ry & Ry & Ri’$,
t-j V & R,_o
Sada femo dokazatl dve Leorexe o kompozicionim po-
linomina,
Tevyema 3. Neka jis= RS (iedind} pozitivni koren je-
dnating
(84; A +q fooeetn” anlmAng = G, A o 0, s > 1,
* ‘l 8" n=1"g noe (s

Tadn sve wnle konmposiclonog polinoma

v’n k
(55 2l Soayh, b e ¢ :
\85} j £ iI.F ] &:tzqa.-,-‘};ﬁ I} lr:{‘ﬁ By 4 'b}{‘m Bk)
Ked
lefa w osvekon o Rrugova 1 KN 1
; . © : . o
26 j2) & 88 (3% £ &, 0D E,
& 3 L
3
s a 2'?': Ve
(87) iz) & R, % RN,
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gde je

(88) Mi‘:i?é%%(’é‘“) )

B \iix
_ k \'n-::(

89 M, o=ina | e | 0
(89) | 2?@&@13~q%4 > o > !

M2
<
™
=

1 gde je % + 2w Lo

&
i

[
wr

{50)

mila polincwa {(8%). ¥Yada e
nyR & Ly ok
7 - 4 e ) Shein ;
2Bl (A & p By fal TR 7
KO
OO
- YA K B,
(91} - ﬂ?}n i N ool o= L st o
) AN § B 'V. iﬁ".ﬁ
) X f EA]
ko ze nn despu ghrane (21) primenl neiednakost HBL-
dere sa % % é = 1, 8 > 1 doklde sa

¥Meka de M, = max!:£)i £h§>-L. Tada iz {(92) sledl

LA B

t -2
, M4 : Wy &= t
S Be (& s ks N [ T3 4
F1 9 {u! L S by, 113 ! <> v
N o FoAIE Ve g
odnosno . _ P
oa NP TR My \*
(c3) Ai iy 2% _4._,( AS Jal ji( .mmgmu__ ,
K=o AR ‘h‘ -1
y % 4
Ba M= ey, e €5 {93) se svodi na
Vi .
"l N o 5
An 3 ME-AE&Q 3
HE o)

g0 prema (84) znadl 4z je € £ R, odakle na osnovu {20} sle-
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di. prva nejednakost (66), dok druga sledl iz (80) teoreme 1.
za dokaz (87) uzmimo da je u (92)

t o o- : ‘
3.35. s f:“ £ : a(,vk > 0, 2— a(. & 1,
E_n ,/\!n i % 3 e

&to 2znadi da je

B i
(“.}i:._mm"}n K ) = Q

—

ol

{94) }A‘ w® 3K

0K B XE

je K
¥ I .
%= \n L¥qwk

=

wg (]

1 (52) se svyodl na

n-1 %
. n
iy ¥ _,. A ‘: AhQ %

k-o
Sto prema {84) znail da je L B, odakle zbog (20) 1 (94)
sledl prve nejednakest {87}, dck druga sledd takodje iz (80)
teoreme 1,

U siudety kada L-»eo , tada s=» 1 1 {87) se svodi

na A
= - 'Bk§‘;E

zh £ R M. M,=axt w= .

d i 26Lngre ﬁ.ﬁ J ¢

& te je rezultat koil je doblo D.Markovi [25i.
Speciiaine, ako je a, = 1 {k=0,1;...,n) polinom {(85)
s& svodi na

11.

195} pigi= . bzt
k.‘,
U ovom siudajiu pozitivnil koren jednadine (34) je R_,1 < Rﬁ £
b
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5to zna®i de sve aule polinoma (98) lefe u svakom od krugova

11

(96} zt<z FE SR
J-.

(97) |21 28

3.
Kada s-»oc, tada £t — 1 1 (%5) se avodi na

lzl <L + Mle

a to j& klaslini vezultat Cauchya, cok se (97) u ovom slufaju
svodl pa '

: 1 '
‘zt < ‘)i w3 -—wu—f—-t_‘\! D dk > O' 1 dk . é‘. 1”
o4KLwiB .
a to je rezuliat kojl J& dobio M.ujiwara {8} {Metoda Fujiwa-
rae).
Eeda & —» 1, tada £-roo I (97) se svodi na

B i }‘v .
- W \Gx'r - I
{:’:‘ = 21 "y igﬁt—ﬁﬁn) {(Montel [27]
v pleudonng [6];
EFrimax. Heka je
flﬁﬂbm ji'akzkn3+6géag #ézgrw4+zs

fziz)ﬂ _ ﬁi szzr142v3z 42”‘ & +225

Tada de &
y o ) " : -
Pz} = 5 a b aluseesiontenedraateag®,

- Am S 1
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¢iji je pozitivnl koren R,y= 3. balje je u nasSem sludaju
B
7 el k)'u: =
My = ﬁﬁéﬁkﬂ. K= 2,

Hh-

Za gobsl jedn

_ 4
X T el ¥ LARISR ek
81438 {yd Jt.d iPzig

‘ B
. . s y e e L T
Ei4d de posiicivid korxen I, £ 5, dok ide M.mmax\mm)m 2 pa
- & R dagiZa! By '
1@ nrems (56 R;ﬁléﬁiyf L V25 = B

e s=tel gve nule konp

ozlicioneg polinoma 2(z)

| <« 5, dok bi se na csnovu
teorene D. Markovida 25 v oven sindaiv lzveo zaklijulak da
38 sve nule datog polinoma P{z) nalaze uw kyrugue |z| & 6.

u navedenom 1w okrucuw |2

Teorema 4, Ako J”dﬂaﬁjnw

(98} ALER R e nd  RETPnR R RE*Ls

Son_.
s Tpis prlls "RG0y

. & B o0 )

ima dva pozitivaa korena R
ol
polinom,

[

i R", R «#£ R", tada kompoZicionil
8’ U8 8

(9e) £{x)e E;fh”k“" bpﬁﬁa {lagl=A 0 b= B}

ima vadns » nuia w hyugu

y~

1100)

D

4
M

b

75

2] £ X

-
&

i nema nula u kruZnom prstenu

z . i
il@-’iE FR‘QM e !‘ﬁ! ’:; R“s'{fj

TRy { =



ukoliko postoji pozitlvan broj M za koji
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i 4
By . /B _of.§ \Top
(102} Max («wiimrwféh& 4 win (~E§§~u> 5
' 0gket-N g i, F / RE1EREN, k
A0
gde ie
“ _
(103} Ay > 0eSpy & L Tegel, t>l
" K=o
KEP
Dokaz. Neka je
(104} z = LA ¢ (Al =m)

i, € pozitivan broj za kojl je

{(105) R;*ﬁf- £ < |uj

Tada je iz (498)

5
Bp il

cdakle je
{106)

Neka jeo M=

’ n /B,
(207 (Z (E};

g--l
1 4
v ;,
}-' i

L TN e
2Ry - L.

A, l®? s (

K#?

Ps ",  k
> 3 Ay vl
k=0

iAk hay

K:O

7.

Al >0 takn da de

I )
<y 'j L p

obzirom na {(107)

dobija

A, luf® ,>(

W

5&1§ Iu]ks

e
173

L.

\»'.-,

} &1,

»%(
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odakle je, zhog M = Wl , dalje

(108) A?]u)«lp ~ iAkBk Fa] ™.
. K=0
K#p
Neka ja
{209) Piz) = < a bz . Qlziwa b <P
9.4 4 B 2::"0 1‘,‘ kr.'n ) G 4 ;sp psa o
K3 P

Na krage 1z = |uA] iz (109) 1 = obzirom na (108) Je

A . ¢ N
Pz 2 S ARy N < AR leMPlata) # o,
‘%Z(::_.,._O :

odakle na osnowvu Rauchéovog stava sledi da u krugu }z\@{ukb
fizY=P(z)40{z} ime 4sti brol nula kao i Q(z), dakle p nula.
Pofto Je jul ,pirema (103}, proizveljan broj takav da e

1
= 4
R;s < Jul <2 R;;@' 5

adakle Je

1
RZ"M o JuAl < R;s‘m, (1A] =M),

gledl da funkeija £{z) ima u krugu|zi& RZ M tadno p nula i

da ona nema pulz u oblasti RI M < |z ' R“ M, gde je M po-
zitivan brod za koli sa lspunjene xel&sige {102}).

U naden siudajin M je izabrano w (102) tako da je

o i —y ® o
pt= s ]’i‘.wu phpesoa p':\j,v"l@

3

B2 ke PRI ptEiees N
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i, ako su lzpudisaz relactie (102), Sdne 3e dohaz teorane
4. gavesan.
sxo ednalidna (98 lua dva paglidiia pozltivna ko-

rena Ri 4 RS za ose=l, tada ong pyon teoremi 3. ime takodije
svako 3,>-1a2ato'

F.—

ava vmzliﬁ}wn waeitives hovena

xadr 8 =1 tads f-rcoo L poiinom

P ooule w Xougn
{114 |2] & TIW
i prema {101} eea aule o kruisor preteny

(211} BE <lg < RYH,

{B, =i
{ria2; R A &= .
OLrapn B,
L
Bka je pol towa 3ol m%ag {k=0,%; .00 m), tada je M=l, pz ze
U ovem siufady dobida kiasiénag teorsems

2, e
lj.n{:)m z ":(}" 5;‘ N - .
AN



. U NULAMA NAJMANJIEG. MODULA

Leete se postavlja pitanje lckalizacije korena najma-
njeg modula jedne alygevarske Jednadtine u zavlisnosti samo od ne~

kit wisnih koo fiCiTGﬂﬂnag Ovalj preblein vodi 0urek10 iz teoriije
funkediia gds se za funkeija
FO2) = a b, oo ada 25000 (a,#0)}
o o i n 1

trail krug se cenbrom u podetkn &ijd rolupradailk zavisi samo

od koeficiierata a_ i

o 8, vako <da oval king sadr¥l jedan koren
£l '

21l koje od jednadina w)=0 3XL £z} = 1.
Potation ovey wveka (1996 ~ 1807) E,.Landau [}é] je
doiazae da jednatina
n

b5 +al a A wD

ima bar jedan kores u hivugu

{113) 2] < 2 e,
’ s Tty

a da jednalina

ima bar jedax koo o jipugu




51

Problemima ove vrste kasnije su se bavili mpegi mate-
matiZari, a narofito P.Montel [28], Van Vleck _38], Blernacki [2].
G. Szegd, G.v.S5z.Hagy L?Qj i D.Markovié [24].

Ovde izla¥emo jedan jednostavan dokaz nekih rezultata
E.Landaua [18], A. Hurwitza [123,G.Szegda [35], D.Markovida [24]
a zatim preciziravo i vopstavawmo neke rezultate G. v. £z. lagya

{29].

s

Neka e dul poaiinom

115) Piw) = n 4a.2%... 48 . 2° a_g 2 #0
(315} ' o a2 A TE n* ! Fy

i n=ka su CIWE PYRRENE ajegeve nulis. Vrsednost polinoma P(z)

w proisvolinod talei  § 0 kompleksne revinl moZe se predstaviti
1 obliku

o
£
-

{116} , I e T R P R M I AL

Ceka de 2 anla polinoma (Y13) koja je 1 zompleksne)

'

ravwnd naihlida ol 3 . Yada o iz (1163

il 1 P{} !
3 a 5& i ;‘;;LJ- ! v,
] -t

odalla je
- ) "‘ g ) 7 P(.v\ .;
(117) ;z-§;-=_.~.-.\/ i

Ha ovaj aclin je dokazans slededa

Teorens i, Xzag oa centyon u tafkl & polupreéalhka

-z
!

) i P
r {a) =1 i?«é"gi’
r §§ n |

sadrZi har jednu nulu polinoma {115}

- Lye
= B P P TIN oI . d] pra. d
simadudi oo veodacssl sa €
-
v 0y N 1 \ 2o -~ e
STHLVN RS (PR S PRSIFEL] Wi e CMEVWR
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=

(117}

e

ol
@r

odnesns

(126}
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Kada |g| + «, tada K, degenerise u pravu K, ; pri tome prava

14
K, proiazi kroz teZiste nula polinoma P(z).

Jo& neke primene. Kod numerifkog resSavanja algebarske
jednaéine stepena vedeg od 2 obifno se u praksi koristi neka
od metoda postupnog pribliZavanja. Pri tome se polazi od jed-
ne pofetne vrednosti kao takozvanog prvog pribliZnog redenja
date jednaline. Efikasnost primene izabrane metode postupnog
pribli¥avanja u mnogome zavisi od pofetne vrednosti sa kojom
smo otpoteli ratunanje. Zbog togé je potrebno da se prvo od-
redi %to uZa oblast C (najpodesnije kruZna oblast) u kojoj
leZe svi koreni date jednadine, a zatim da se izvr#i razdva-
janje ovinh korena, tj. da se odrede medjusobno disjunktne po-
doblasti Ck (k=1,2,...,n) oblasti C u kojima bi se nalazio sa-
mo po jedan koren.

Prema teoremi l,krug sa centrom u tatki r polupre&nika

'P. C).'
an

. 1 ]
rp(c) =

sadrZi bar jednu nulu polihoma
n
P(z) = Zakzk, an# 0.
‘ k=0

Ovu &injenicu primeniéemo na razdvajanje nula polinoma P(z).
Posmatrajmo sludaj kada polinom P(z) nema viSestrukih nula.

Neka su nule polinoma P(z) redom £,,2,,...,2, i ne-
ka sve one leZfe u kru¥noj oblasti C. u oblasti C moZe se o-
drediti n razliZ¥itih tafaka §;,Lree+ §, 1 oko njih opisati
n krugova &13j1i su polupre&nici redom '
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AT TN AN
Vim Vi Vi=5

1 da pri tome ovi krugovi nemaju zajednilkih talaka. Pored
toga, svaki od ovih krugova sadrZi tatno po jednu nulu poli-

n n

noma P(z).
Primer 1, Posmatrajmo polinom

5

P(z) = z +172z+1.

Ako za tacke cl, ;2,..., cs uzmemo, na primer, nule polinoma

5

Q(z) = 2°+17z,

tj. tacke

L) & '
‘ - {[E - 1T
Ql"“ol CZ » 3 (1+1), §3 '} (=1+4)

4 ' ,
P v-‘—} (-1-1),  gg= \[3F (1-1)
i oko njih opiSemo jediniéne krugove, peadto je u ovom sludaju

5 /1P (g,) ,
= \[l 2= 1 k= 1,2,...,9),
) 5

a

tada ovi krugovi nemaju zajednidkih tadaka i, pfema tome, sva-
ki od njih sadrZi tadno po jednu nulu uofenog polinoma, Sto zna-
€1 da posmatrani polinom ima tadno jednu realnu nulu u {(-1,0),
dok su ostale kompleksne.

Primer 2. Posmatrajmo polinom

3 2

P(z) = z2°~22%+5z2-1.

Prema pravilu Descartesa za ovaj polinom zakljudujemo da mo¥e
imati tri iii jednu pozitivnu nulu i da nema negativnih nula.
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hko za tallhes fj' %2’ %4 VZWMEmO nule polinoma

Q(z} = 23~222+52,

tj. taltke

‘:’ 1;’0 : :(}2&'2;_-?'25_ P “g m=l=21

i cko niilh opifemo jedinidne krugove, poito je

§
el

(& ==1,2,3j,

tada ovi Xkvugovi nemaijo salisdnidkih tadaka 1, prema tome, sva-

..
b

ki od niil sadrZi po jednu nulu uolensg polinoma, Sto znall da
ovaj palinom ima jeduu pozitivnu nulu uw {0,1) 1 dve komplieksne
nule, po jednu u svakom od krugowva ‘ '

g i 4 Y
2 - (24324) = 1, ez-(i~2i)] = 1.



&e NEKE PRIMENE

U ovon cdeljku navodimoe neke primene dobiljenih res

zuliata o granigama nmodula nula polincoma.

1. Frimena na funkciie predstavliens Taylorovim redom.

2 detu fankolin

. - ="k
¥ = b o p I
(129%) f(z) = a_+ 4%1akm ¢ a #0 (idki Ak),

je regularna za !z| < r, Sesto se tra¥i kyug 1z{<£

o

koj

(=T} u kome ona nema nula, pri Sema se poluprednik € lzraZava

pomadu nienil koeficijenata.
1901 .godine M. Pasrov

+ [ o e [ S T Lot P ; - .~ —— S
tat koldl Ge bilo poved ma dsiyral:

PO,
L 3 Y g :‘-f K nE 2 s
1a & ir § RS LoDMarkovs

Y

ADIIVRLSGLY A

s ne anwl

g
P,
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s5=4=2 1 s obzirom na formulu Parsevala najodnakost

(;

{131) ze zvedi na

” W@, ., 08 Sic -
PR Z . N Y 3 g e 2K Y
(32} AL o (T e B e
S W U7 9 R N ! 7

ez WK g :

I: (331) sledl takodije nejednakost

ond o

. 2 i
. Lo TR R
HRREE]] N L e ] A, e .
(&) ’ ’ 3 ‘ i J N [ ¥ §
] ‘.4.‘-(, )' k Lo ¢
kg Ky

Usinajuél raznz vrednosti za brojeve }k (x=1,2,... 7
iz pejednationt] {(131), (132) 1 (133) mogu se dopitl razai iura-

zi 2a donta granicun modula nula pozmatrane funkcije (1.
B}

E&}mggxg. Za s, -K (58, 2r0ec b v 20T = w0 iz (132
aiidng priweru 1 odeljka ? Eleui granica

T
tiorezuliat xzojl su za funkolju (129) dobili “.Petrovie 3
L.Landa: .9, J.Karamata |14], ?.Montel {287 i b. Markuvié gé:},

Q

D
H
.3

‘‘‘‘‘

9%’1:*(_3?'» 2. Za ,z R (k*l;Z, v ) i {‘ oty Az
e o4 iz tk ;

(132}, siiino primeru 2, cdelika 2, sledi grapica

T _.._.-u cae b ity

7{ e ‘; ig (£, »;
{1347 g 4 / ,,a wm {f y 09

K]

-

i ¥ f

. ! o oa tF i

w tE) =l sk e 30 ekMisg”
st | 2R AT S H ,~"'

da =2 je preme formuli Parsevala

pa se iz {1534} u
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¢

4 4

o '
. L i A
{135) £ I - 3 ;f*»f-;fiz(th
o S BoN2 2ES T
IS B A (. b S A
~ -F;j'fi‘i. +k o

(")

A
(135;

ode

A, 2 .
"Rk N zen a da je

ima smila (P’'). Medjutim, moZe biti

s 3
t; All‘ w (RD
i L ;

a< K G e n,
. c;f 4%k ,
= T 7Tl ! ; = ’-’ ;: " el z 4 v & 1
f{z)} l+§?$ TRTiek 2 ¢ P A 1 {k=1.,2,. }
er] k8 o]
< 1 o e b .
i e w00, dok de S g &l
=4 (4K} TInT {1+k)

kod koje‘jﬁfz 5
et AN {1k}

Za ovu funkeidu izrvaz (#7), kao donja granica modula njenih nu-~
nuli, &dox je izvaz (1357}

la, nema smila po3te ije on jednak
razliéit od aule (0 <l g,{l) < I1}.

oxiitivnih korensa

2. Odrediivarie gornie aranice po
algeparskih jedna€ina sa realnim hoeficijentima. U radu 26

D.Markovid pasmatra algebarsku jednadinag
o .
ti-f

{136} - c
V=0



et

ropen 1 uwing

-
v

137
i : K

(‘" 1

{‘,4'

gde je x pozitivan koren jednalinae {136} 1 gde su koeficijenti

Cy (v, 1,...,8~k) poroizvoljni pozitiwvni brojsvi, a k pri-
rodan brojy {k=1,2,...,n-1}. Pri tome vrii delimifno delijenje

{136} sa (137) dabiia jadralinu

. a-k, et )
3 Lk ~ PO

by

oo ol l\{’.};c
£

EE RS

korans

% e P
= FODLTE O
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Ovde preciziramo rezultat (139) D.Marikovida, a zatir
izvodime jedar op3ti izraz za gornju ygranicu modula nuia poli-

nomia .,

Eko e 0 « X . 1, tada se, na osnovu (43) K_ . (x)

n~k
moZe ogranifiti sa

(140) | moe R0 = M,

gde je

Do
Shvenx (g

pa se na csnovu (140) iz (138) dobijaju nejednadine

L 0 &L
{141) rk(x}-hm1 = 0 & rk(x)+Ml.
Nejzdnatine (141) odrediuju granice realnih pozitiv-
nih horena # Jednadine (136) za koje je 0 = x 71, ukoliko

oni postoje.
Ako de x . 1, tada se Rq;k(x) mozZe ograniditi sa

142 ol L & Ml
{ ) @y 4L R, (%) 1
gde je
¢
{N P \
m, = min (—-»—:gjmm— = min( be ) = qm,
4 KA 54y % = OL‘I/‘l-K ,‘3
Y 7 ) (_,*}"lg‘»’
. NRK
A 8.
M = naxi Liﬁwi*\ L5 pa-‘("" ﬁ” M,
i feshn _ l Chiemic Oy :
: C?@#

nK ¢ - Y ‘ .
pa se na osrovu (242) Lz {138) dobliajiu nejednaliine

(143) o fxy +mf & 0 £y i:«:§+M£,
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Nejednadine (143) odredjuju granice realnih pozitivnih
korena x (x > 1) jednaline (136), ukoliko oni postoje.
Ako je u {(136) a ~l, au {137) k=l i C l=l' tada se

nejednafine (141} svode na

- (144) x+ml < 0 < x+Ml,
gde Jje sada
s
a\)~c - ™, a,J—C,_",_
(145) my = min Z;g v-l) )2 min (—-—-—-—-—-—-—% m,
0&5&11 i OLNL w1 Cy
. Cy

s\l

/§: a;~Cy_1\ Coay N
(146) My = max "“’( 1) o{g‘;‘f@(w‘i..i.}..)= M,

0&5&14,"‘ é‘ C v c p
[0

dok se nejednadine (143) svode na nejednacine

(147) _ x+m; & 0 & x+‘-ll,
gde je sada
s(a -C VoL
Z n=y “n=v-l / n-v" n-—v'-l)‘m
(148) m; = min{-—=t > min
1 gLsem i c 4Lw-ﬂ“ c
n-y n-v
s V4 ,
/ ( n-y Cn-vﬂl) émin<'an~wcn— 1\=M,
(149) Mi 241\".&1)@ \ 2] YRV AN C !
LSEM o -
S ii{cn_v n-Yy
¥=

1 gde je C_;=0, Cy > 0 (y=0,1,...,n"1), C;_y=l.
U pcaksi se Sasto postavlja pitanje odredjivania gor-
nje granice i pozltivnih korena jedne algebarske jednaline sa
realnim koefiuijentima. Do granice L moZe se doéi na osnovui La-
grangeove teoreme (videti [177 ,stw. 949). ili, fia primer, me-~
todom grupisanja Clanova.
' g tivail koren jednadins (136) x > 1, tada

;g

,
je, prema (147}, £ < U, odakle je x £ -my, Eto znadi da je



65
(150} L = -mf,

gde je prema (148)

(i(an-? Chay-1) \} t

- N
{151) my = min %} . )
&y Y

1%S&N

Primer. Odrediti gorrniu granicu L po:itivnih korena
jednadine

4 2

(E) P4(x)ax +x3—3x +x~100 = 0.
Kako je P4{1) »Z 0, to je L > 1,pa Jo prema (150)

L=-m, . U naem sludaju je, prema (151),

'l'Cz 2~cz-cl ~1*C2"C1'C0
4 s

~-101-C.,-C,~-C
miﬂmin( 2.1 O\ >

1 l+Cz l+C2+Cl 1+Cz+C1+Co ‘

to, na primer,. za C2=4, Clnlo;co=25 daje mia -3,5. Prema (150)
gornija granica pozitivnih korena jednadine (E) je

L = 3,5.
Posmatrajmo sada plinom

n n-1 n-2
(152} P(z) = z'+a _q12° "4a,  oZ +eocta,zda

i uz ovaj polinom jednacinu

' n n~1 n-2 .
(153) X =A ~A ¥ CmreeByX-A = 0 (B, =la,l -
Jednaina (153) ima samo jedan pozitivan koren x pri
Zemu svaka nula z polinoma (152), prema teoremi Cauchya, zado-
volijava relaziju
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{154 lz] 4 ¥
koren jjednafine (153} x = 1. Tada,

Neka de pozitivni
na osnovu {147y 1 (148), za ovaj koren vafi relacija 0 = -,
ty. reiacija
T A _+C A 4C
{ Ll n--v ‘n-z)-'}' ‘1 B g s '!L—]_'Y
{155) X & max -t temax {—e————a
145 &%l Y TR O
L...i n=y ¢
T

gde ja C_l'::ng c‘)j' ;» U (“@320‘, l,, v ooe ,,-R'!"l) Fd cﬂ""l.‘:
lovaz

znaci da je 1
¢
) X +
/ QEJAnwﬂ Cn'v-l) }

~
+

(156) r; = max/
I aasinl o= ]
Lo Ay
Nt

granicz modula nula polinoma (152).

gornia
£196) mogu se dobit! razni novi izrazl 2a gornju

Iz
granicu modulaz nuia polinoma (1532). Tako, nz primer, wa CH=C1=
--==Cﬂw1=l iz [(156) se deobijs
ba 3
_ J_A_ -
5 Ty —-Y 1
‘= ] + max |—iiHIl ]

< 1l,tada

Zada je pozitivni koren jednadfine (1%3) x

na osnovu {i44) 4L (145;, za ovaj xoren vazZl relacida x

3. relaciia

(157} X & max( % }
Ok 54 17Y T o, Dbyt
K8 :} T / : C‘,
=0

3to prema

IETA
=

{1538)

2 polincma (132), ukoiilko one leiZe u

gornis granicez moduala nula
izt Tl

jadinicnomw kragw
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Na osnovu (155) 1 (157) vidimo da su granice ri i x,
preciznije od granice

(159) r = max

(Av"'cv_ 1
qsPsned

C ); C_I-O; Cv > 0 (\J’O,l,...,h"l),
v

C, _.=1.

n-1

Izraz (159), kao gornju granicu modula nula polinoma.
(152) dobio je H.Bell [1] matri¥nom metodom Gerschgorina [9].

-— Wt en =0 e - W e
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