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PREDGOVOR

Ova zbirka zsdataka namenjena je stu&entima
druge godine Lkonomskog fakulteta u Beogradu., U njogj
Je dato 17 grupa potpuno redenih ispitnih zadateka,
zatim 34 grupe ispitnih zedataka sa reSenjime i uput-
stvima za reSavanje i 70 grupa ispitnih zadataka bez

resenja.

Zbirka obuhvata zadatke sa ispits iz predme-
ta MATENMATIKA II, podev od juma 1971. do decembra
1973 godine.

Za sve eventualne primedbe koje se odnose ns

ovu zbirku unapred se zahvaljujemo.

Autori






ZADATAE 1, Rediti difezenscijalau Jodnadinu
/3/ g% = Gy = 2677% 4 gin x=.

RESENJE, Diferemcijalns jednalina /1/ je linearna nehomogens
se konstantnis koeficijentime, Earakteristilme jednalina nje-
nog homogenog dela Jje

72/ 22-9a0

8134 su koreni Ty 3 4 Ty, ® =3, Proma $ome Je opite redenje heo-
mogenog dele Jednadine /1/.

y = @1953 + cao"zx .

Keko Je desna stwepa jedradine /1/ sbir dve funkcije, to se nje-
no pertikulerne refenge yp dobija keo zbir pertikularnog resSenje

ypl Jednaéine
/3/ 3" - 9y = 2670%

i partikularnog refenjs ?pa jedna&ine

/4/ §* - 97 = sin %.

Desna strane Jednadine /3/ Je funkecijas oblika Ae™, gde Je A = 2
im=- 3, Keko Je m = ~ 3 jednostrukl kerem karakbteristidne
Jjednadine /2/, to Jje partikularno reSenje ypl oblika

¥, = AmTr

151 :
odakle je ylgl = A@§x - BAxe"'Bx i ygl =n6}\e"33+9)\x o I%,
Zomenon ovih irrednosti umesto 7, ¥° 1 y" u jednadini /3/ dobija
8@
—6/\0"3! + 9Ax 6% - gAx 6% = 2070%
tjo '

-6\ e % = 2670%,




20

s Dpa je
_3x

X e .

odakle je A= -

Wi Ot

ypl = -
Desna strana jednadine /4/ Je trigonometrijska funkcija,ps
je njeno partikularno r~3enje oblika

= A cosy + B sinx,

¥p2

odakle je y! = - A sginx + Becosx i y' = - A cosx - B sinx.
P2 P2
Zamenom ovih vrednosti umesto y, y* 1L y" u jednadini /4/

dabija se
= 10 A cosx - 10 B sinx = sinx,

1]

0
1,

odakle Jje - 10 A
- 10 B

= = - X
pa je A=0 i B= - 5 °

Prema tome je

= —1 L)
yp2 = =30 sinx .

Opste reSenje jednadine /1/ dato je sa
T=at ¥ » b
- 1 - .
/5/ y = cle3x + cze 2 - 3 X e 5x o T% 810 X,
gle je y._=y. +73 partikularno reSenje jednadine /1/.
P P Ps
Provera. Kako Je

1

/6/ =9 0135x+9 c2e-5x+2 e %3 x 0% 15 sin x,

to je iz /5/ i /6/ i leve strane jednaline /1/

9 c1e3x+ 9 c2e'5x+ 2 e 3% _ 3% ~3%, T% sin x -
-9 (leBX_ 9 c2e_3x+ X e %y -i-g sin x = 2 e2¥ 4 gin ”,

8to predstavljs desnu stranu jednaline /1/.



ZADATAK 2, Izradunati vrednost dvostrukog integrala

J = I{(xy—x—y) dx dy ,
D

gde je D trougao sa temenima A(-2,0), B(0,0) i C(0,2)

REL I JL,

Jednadina prave ¥oJoJ pripadaju

tadke A(-2,0) i €(0,2) glasi:
/(0‘2) y= x4+ 2’
pa je oblast D ogranidena sa tri
prave y=0, =0 iy=x+ 2,
! te je
o x+2
J= 5 dx S Ey-R=-y 4y =
B(0,0) -2 "o
120 ° 2 2 2
=jax [ e & -xy - %_Jo =
-2
[+ [+
= J [-g (x+2)%-x (x+2) - §(+2)°ax = J [§(x2+4x+4)-x2-2x— %(x2+4x+4)]dx=
=2 -2
) [+]
o 2 2
= S(af+2x2+ 2::-:2-2x—§—2x-2)dx= j(53+§ -2x-2) ax =
-2 -2
4 2 \
=%'{—+%'§3-2-§-2x\=-lg+§+4-4=-2+‘3’=-§.
-2
%




4.

ZADATAE 3, ReBiti gatrifoe jedmedine AZX = B, gde je
1 0 2 i 1 2
& 1 0 § Be= 3 2 3
i 11 2 1 2

Redenje matrilne Jednafime AZ = B dabe Je e
ge regulernu satricu A.

x = A"t B,
Keko j¢ det A= 1 4
1 2 -
6d A ® |=1 <1 2|
0 <1 1

g0 jo A"l = gaj 4, sbog det A = 1,

1442 2+6-0¢

1 -2

L = |=1 -1 Ell: ] r1-3+4 ~1-242 ~2-3+4| =
| 0 =342 =241 =342

5 j

ol o

JOp.




ZADATAK 4, Naéi ekstremnu vrednost funkcije

/1/ Z = 6xy + 12y - 2x° - 3y° - 2,

RESENJE, Tacke uw kojima funkcija /1/ moZe da ima ekstremne vrednog-
ti dobijaju se redavanjem sistema Jjednadina

6y - 6%° = O

/2/

]

De
Dx
Qs 6x + 12 - 65y = 0 ,
oy

ReSavanjem sisbtema /2/ dobijaju se dve stacionarne tadke
81 /2,8/ i S2 /=-1,1/ .

Kako Jje
- 12

=
1]
1]

e
to je za stacionarnu tadku Slz
A=-2440, B=6, C=-640 i A=3B% AC=-108<0,

8to znadi da funkeija /1/ u stacionarnoj tadki S1 ima maksi-
wmum

Snax ~ 30 .

Za stacionarnu tadku 8o Je =
A=12,B=6, C=-6 i A=36+ 72 =108 > 0,

pa funkeija /1/ ¥ 82 nema ekstrem, Jjer Jje NS0 .,
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ZADATAK 5, Bacaju se istovremeno dve kocke ¢ije su strane ozna-
dene brojevima 1, 2, 3, 4, 5 1 6. Odrediti verovatno-
éu da zbir brojeve koji se pojave na stfanama bude 8,
—
SOENJIE o Uo&imo shemu

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24
31 32 33
41 42
51 52
61

Ovde je broj povoljnih dogadjaja wm =5, a broj
svih dogadjaja n = Vg (6) = 62 = 36 , po Jje ve-
rovatnoéa da ée se pojaviti zbir 8

o
P=E_%€ B



7.

ZADATAK 6, Napisati jednacinu ravni koja prolazi kroz y osu i 1
tadku FI(B, -2, 1). l

pripadaju tri talke koje se ne poklapaju. Neka su te tadke

My ('xl, Ts Zl.)’ My (xg, Yos zg’) i Ma(ka, T3 Z%)’

tada je Jednaclina ravni kojoj te %adke pripadaju data sa

RESENJE, Zadabak éemo svesti na odredjivanje jednadine ravni kojoj

X - xl y -7 4 - 2y =0 .,
¥p =X Yo =73 Zp T %y
x5 - Xy y5 -7y 25 - 2y

Tacke Fﬁ_(O, 0, O) i M, (O, i, O) pripadaju y osi

i sa bakonm M5 =N (3, -2, 1 ) odredjuju traZenu ravan:

x ¥ z = o,
1 0
3 -2 1
tedo
X =32 =0 ,




NOVEMBAR 1971, 8.

- —_—
ZADATAK 1. Dati su vektori b (1,2,-1) i ¢(2,1,3) . Nadi jedna-
¢inu prave koja prolazi kroz tadku Ml(2,l,~4) i para-
lelna je sa vektorom & = b x G,
RESENJE.

Jednadine prave koja prolazi kroz tadku Ml 'Cxl, I zl)
i paralelna Jje vekbtoru E’(Z, m, n) glasi

/Y x-% Y-y o B8

2 n N n

Kako Jje, iz uslova zadatka,
— —F
i J kx
-
=bxc= |1 2 1| =

21 3

=71-53-3% & (7, -5, -3) ,

to je, prema /1/ i za datu tadku My (2, 1, =& ) :

H
]
N

y -1 = g + 4
7 =5 =3

it




ZADATAK 2,
Nadéi sve vrednosti
4 L]
Vi
RESENJE. Trigonomebtrijski oblik kompleksnog broja z = 1 Je

1=cos 2kZL+isin2kh, k=0,1, 2, e

pa je
" N ng
\ly_=cos 2x b+ 2kl , 4 g 2K+ 2kL
1 4 :

za k=0, 1, 2, 3, t.Jj. ima Cetiri vrednosti,

Za k=0 : cos O + igin O = 1,
k=1:cos/ +isginfl = -1,
k=2:cos 2 + i sin 20 = 1,
k=23 : cos 3 + i sin 3 = 1.
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ZADATAK 3.
Izradunati 5
J = Sg y V x dxdy,
D
gde je D detvrtina kruga x2 + y2 =1 u Cetvrtom
kvadrantu.
RESENJE. A / o
J=S§y\/x dxdy=fx dx yady
o _\//-;(2
D
0
° 2
| Kako je Jl=jydy= £ ,
| ViR NVex®
1
t. 3. 3= -2 (1%2),

1
]
noj=
e
i
1
Sig
Ne——
i

16
65 °

n
i
[\S1 [
| Sm——
&=
o
"
1
=t
\NI =
.
]
e
il

Ako se promeni red integracije za integral J takodje imamo:

o Vi-v2
J = J y dy J xz,' dx .
Vi-ve -1 o
Ako se (x 7:' dx oznadi sa Jl, imamo
V7 Vi

HO

"

0

S B

4
J1=Jx4dx’=% x
[e)

(1—y2> o




[e]

Kako je J = Jledya
-1
. o 5
o Je L 2\ & -
J = G (1-3 )" 5y dy, odakle je smenom:
-1

1-3°=t%
-2y dy = dat
y dy = - %
{ {

4 1\ |, % > 8 .% 16
= P g |- e ° = e ez
J-s( 3) |67 as 5 15 ° ¢ 65

o [e]
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ZADATAK 4, Rediti jednadinu
/1/ y" - y? - 2y = 10 x o O% R

RESENJE, Jednafina oblika /1/ se smenonm

/2/ y= u (x) e=5x 3
odakle je 3y = u’ eF L 3u e~ 3% i
y" o= u" e _ 6 ut e 0¥ + 9 u ¥,
svodi na
/3/ u" - 7w’ + 10 u=10% .

Karakteristidna jednadina homogenog dela jednaline /3/ Je
£ - 7 © + 10 = 0, a njeni koreni ry = 5ir,= 2. Opste
reSenje homogenog dela diferencijalne jednadine /3/ je
U, = cqyy + cou, = cle5x + c2e2x s 8de su uy = eSX i
_ 2% . .
uy = € njena osnovna resenja.
Partikularno redenje up jednadine /3/ ima oblik

up =fx + Ao/postoji koeficijenat uz y/, odakle je

1
ué = A1
"=Oo
Yp

Ako se poslednji izrazi zawmene y /3/ dobija se

/4/ -7 A +104; x+ 104 =10x,

Iz /4/ se dobija /izjednadavanjem koeficijenate uz
iste stepene od =x /

10 A4 10

-~ 78 +104 =0,

odakle Je Al =1 i A = +L .

te Je up =x + T% o
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Kako je opste refenje jednadine /3/

u=uh+up,

to Je
/5/ u = cle5x + c2e2x +x+ L

10

Iz /2/ 1 /5/ je

L}

(cle5x + czezx +x+ =L ) eIF o

J 10

8to predstavlja opfite reSenje jednadine /1/.
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ZADATAK 5, Sistem jednadina
X=-3y=3
/1 3x -y ~-1=0

y-8+2=0

resiti pomolu matrica,

RESENJE, Sistem jednadina /1/ ekvivalentan je sistemu

/2/ X-y = 3
3x -y = 1
y—B=—2.

Ako se sa A, X 1 B oznade redom matrice

3 -1 ¢} 9 y i 1 9
0 i =1 8 -2

tada se sistem /2/ mo¥e napisati u obliku

AX = B,
odakle je
/3/ ‘ x=a1l3,
Kako je det A= |1 -1 O] = 1=-3=-2
3 -1 0
— 0 1 -1 —
-1 o] _|3 o 3 -1
1-1 0 -1 0 1
1 3
taaga = [=|O |t Ol |1-Yl= i a
}-1 0 -1 0 1 0 o
-1 o}l _l1 o 1-1
-1 0 3 0 3 -1
L__' s
1 -1 0
= 3 -1 0 .
3 -1 2
Prema tome Je
1 -1 O
mo AT gy sias- 3 |3 9 -
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Jje

/u/

/3/ i

Iz

E|

+Je
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ZADATAK 1. Re8iti diferencijalnu Jednadinu
/Yyt - sy = e,

RESENJE, Karakteristiéna jednadina homogenog dela jednadine /1/
glasi

gija su refenja ry = 2, Ty = - 2. Zato je op3te reSenje
homogenog dela jednadine
/l/ = 2% -2X

Partikularno reSenje Ip jednadine /1/ je oblika
=2X .
yp=hxe , Jer Je p=-2=1T, # Ty
odakle je Jp = MNe™2® _ 2 Ax e—2x, yi;=—4)\e"2x+4)\xe—2x. '

Zamenom izraza za yl'; i y. u /1/ dobija se jednalina

p
N
odakle posle deljenja sa e"2x dobijamo
-4 XN=1,
tede AN=- F .
Zato je ¥, = - %_ x e ¥

Op&te refenje jednadine /1/ Je

b4 Tn + yps t3.
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ZADATAX 2. Naéi ekstremne vrednosti funkcije

/1 &= -3; - % +x=-9y+1.,

RESENJE.
Tadke u kojima funkeija /1/ mofe da ima ekstremnu
vrednost dobijaju se redavenjem sistema

/2/ 2 :

= = 1 + ] =
=

1
=% - Q=
?)Y yz

ReSavanjem sistema /2/ dobijaju se &etiri stacionarne tadlke:

s (1,3), 5, -3), s5(-1 %), s (- -3)

Kako Je
0% _ 2 % o o% _ 2,
o x ;3 ’ e i:)y ’ © ¥ ;3
ko Je:

za tadku 8,y <1, %)

ik 2,( ‘e 0 Cis 54 j
= [rame—— =] =—~’ a
s omsf e (57
0%, 108 > 0 &t gi a
= © Zhacl a
’QX’QY ( 2 ¥

funkcija & u tadki Sy nema ekstremnu vrednost.

Za tadku 32< i, -%—) de

@QB A @Q .
&2)-a(sHz) - (57)- me

2
2
"agx”aéy) “\D x2 \( ) =-108 &£ 0. Ovo znali
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- 2
da u tadki S, postoji ekstremum funkcije. Zbog B =2 >0
2 D xz s

o2 :

odnosno (—,—a——g-z) =54 > 0 funkcija & u tacki 8, ima
J

mininum

g nin = 9

Za talku 83 ( -1, % ) Je

02 92 2

X

2
5 > (926 2 = - 108 £ 0, §to znadi da u tadki
/ax»ay = a x2 )(ay2 - 9 znaci u ta

2
S funkcija ima ekstremum. Zbog (,5-—3—> < 0 , odnosno
b d

3

Dz

zbog ——?—5)< O funkcija & u ovoj tadki ima maksimum
( Qy

5 wmax = - 7.

" 1
Za tadlku S, ( -1, -3 ) je

02, ) 02, 9?2,
= e 2, = 0, = I.{., i
Era 535)7 0 (5F) =om me

0% V(2% )( 94
8_;9—5_3')- axg <ay3)= 108 > D,.sto znadi da

funkecija u tadki S, nema ekstremuna,




1().

ZADLTAK 3. Izradunati vrednost izraza

we (1 - \/?)6.

RisLENIE . Triconometrijski oblik kompleksnog broja & = i - ﬁ

Je
o
5=2(cos %-J-* i sin —6M)
poiitoaega = lal = 2, 9=arg{5}= 26—l s Jer Je
cos & = "23 , sing =%.

Zato Jje, zbog

4]
[f(cos e+ i sin Q)j = S’n(cos Mne + i sin N O) .

u nafiem sludaju
6
W=e6= (i—m6= [2(cos%gr+ i sin 5%{];:)] =

26<co.s 6 o ‘5_61"' i sin 6 o 5—67’:)= 64<cos 5%+ i sin 5'[') =

- 64 .
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ZADATAK 4,
Re$iti diferencijalnu jednadinu

v/ wP-x+ (BFy-3y )y =0,

RESENJE. Jednadina /1/ moZe se napisati u obliku

y(xz—l)y’=x(l-y2)

odnosno u obliku

_JI_ dy = EE—— dx
l-y2 X -1
odakle Jje
—X ., ay = X ax
Jl—yz o fxzz * o
tJ.

_%Z'Vl( 1-y2)= %%(xa-i- 1)+ Z’rl c

odnosno
éﬁq.____JL- = é%q c V x2 + 1 .

Antilogarituovanjem iz poslednje jednadine dobija se

L =c¢V x¥+1, %i
A
[}

1 -3

/2/

/2/ je opte resenje jednadine /1/.
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ZADATAK 5, TIzracunati vrednost integrala
/1/ J = [((x—xy) dxdy
D

gde je D Cetvrtina elipse

2

/2/ 2+ 4 - =4 u getvrtom kvadrantu.

RESENJE., Jednadina /2/ posle deljenja sa 4 moZe se napisati u

obliku
2 2
=+ =1
8to znadi da su poluose elipse a =2 i b= 1.

Domen D, kao &etvrtina elipse /2/ u

J etvrtom kvadrantu ograniden je x osom,
od -2 do O, lukom elipse y = = |/ 1~ %—
i y osom od ~1 do O. Zato je
X [9] o
-2 2
%_/ e for fo-mar
-2 e
PY] _l‘%}
Kako Je
v o
2
= fGw) s (w- %)/ =
— _x_z - x2
5
2 2
= —Z(-— x»‘I':——%: - % x (1 - %—/2:] =
2
= xV1-F + 3 x-5 O,
to Je o
J = J. dx = (x \/I—-’;g/+1x— xa) d
= 1 &% = Tt3*-§ x
-2 -2 o 0
0 2
(VR )]s [ B}
2 2




22,

0
2 2
Integral Jy = f x 1l - 1’:— dx , smenom 1- z’:— = t2,
' -2
odakle je - % xdx=2%d%, tj. x dx = - 4 t dt, svodi

se na integral



FEBRUAR 1972, 03,

ZADATAK 1. ReSiti diferencijalnu jednadinu

-2%

/Y oyt =5y + 4y =e"" cos 2x .

REUENJE. Jednadina /1/ je linearna nehomogena diferencijalna
Jjednadina sa konstantnim koeficijentima. Karakteri-
stidéna jednadina homogenog dela jednadine /1/ je

r2 =57+ 4 =20
¢iji su koreni ry = 4 i r, = l. Zato je opdte reSenje homo-
genog dela jednaline /1/

4x
& = Cy® +cfx.

Podto je desna strana jednadine /1/ zbir dve funkci-
Je, to se njen partikularni integral yp dobija kao zbir parti-

kularnog resenja ypl jednadine

/2/ FU -5y 44y =e X

i partikularnog reSenja o jednadine
2

/3/ " -5y + 4y = cos 2 x.

U jednadini /2/ desna strana je funkcija oblika Aemx,

gde je A =1, ®m= -2, Kako su koreni karakteristiéne jedna-
¢ine v, =4 #uw i r,=1#m, to je partikularno reSenje
1 2_2x ~2x

y_ oblika g = A e”*, odakle je 3! = -2 )e ¥,

P iy 1Y

1 1 1

"= 4 N e™ ™, Zagenom ovih vrednosti umesto ’ "oy
ypz o Ty 79 ¥

jednadini /2/ imaéemo
BN e 4 10 Ne" P 4 4 N o™X o gm2X

tjo
18 )\ ™% = g2 , odakle je )\ = %ﬁ o Zato je
=2%

!
Vo, T I8 -




2l

U jednadini /3/ desna strana je trigonometrijska funkci-
ja. Zato je partilularni integral jednaline /3/ oblika

N = A cos 2 x + B sin 2x
P2
odakle Je
yé = -2 A sin 2x + 2 B cos 2x, y; =« 4 A cos 2x - 4 B sin2x
2 2

Zamenom ovih vrednosti umesto y, y?, y" u Jjednadini /3/ dobija-
wo

-4 A cos 2%~ 4 B sin 2% - 5(-2 A sin 2x + 2 B cos 2x ) +

+ 4 (A cos 2x + B sin Zx) = cos 2x,

t3.
- 10 B cos 2x + 10 A sin 2x = cos 2x
odakle je - 10 B =11 10 A =0, 3o znedi A = 0 i B = - 7¢ .
Zato Je
- 1 ;
yp2 = -5 sin 2x

partikularno reienje jednadine /3/.

Sada je ¥, = ypl " ypg s Be
-k =2X 1 :
I, =18 °© - 15 sin 2x

partikularno reSenje jednadine /1/, Opfite reSenje jednaline /1/
Je
=I5 *tTp s td.

_ 4x x, 1 =2x __1 i
I =cy e + ¢ e + 18 e - 16 sin 2x.
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ZADATAK 2,
Izradunati W = (

\/5-1)8.

RESENJE., Za kompleksan broj

5=v-3_-'1

Je

$ =l W ()2 v e -

- ount
=

Zato Je

8 = f(coso+isin0)=2(cos

pa Jje

T/
w=58=28 (cos—:%—t+

256 (cosB'l%—E-t-i

256 (cos — + i sin

256 [cos (7'

n

[}

128(-1+i\/§).

/broj & je u &etvrtom kvadrantu/.

17
6

8
R )
1 s8in ————6
. 1%
sin 8 - T

3 -

)

T+§;£)+isin(7. 2F

+ i sin

i}

4

2£)]-

256(cos 23T+isin¥)= 256(-% + 1_\/2_§_)=
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ZADATAK 3, Izradunati dvostruki integral
/1/ J = [((x-y) dxdy
D
gde Jje domen D ogranilen linijama y = }—Lt ix+y-5=
RES LNJE. Domen D ogranien je lukom hiperbole y = % i delom

prayve Yy =5 - x od tadke x, = 1 do tadke X,y = 4,

\ Zato Je
: 4 &-x
J = fdx f(x-y) dy =
14 4

n

4
27
X 1

Joo -3

’ 4 \/y=5—;
]dx [(5-::) G P ;}6?]
][5x-x —2(25-10x+x2)-4+—2]dx
f[le-2x2—25+lox-x 4+__2] ax

4 4

4
%f(zo x-3x% -25 ) ax - 4] ax + 8/}—];2 ax
1 / /
4 4 4
° (10 xa—x5—25x)/ —ll-x/ - %/ =
f / 1

1

[t}

Znati, vrednost integrala /1/ je J =6,

5-X

%[160—64—100-—(10—1-25ﬂ—16+4—%+8=

[
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ZADATAK 4. DMapisati jednadine prave koja prolazi kroz tadku
My /1,2,-1/ i paralelna je pravoj

/1/ X-y+8=0
2

X+ Y -8 «2=0,

RESENJE.  Vektor pravea prave /1/ je
Tf—a——-’
i J k —» . s

€(l m, n) = 11 1| - 33+ 5%, t5.
?(é, w, n) = Z(O, 3, 3) §to znadi da je - 0,

m=3, n=3,

Prava kroz tadku M, /x,, ¥,, 8.,/ & paralelna vektoru
— 1 1 1 1 h
a (}f, o, n/), tj. ¢iji je vektor prevea =& (Fg, w, Il)
ima jednadine

X - X Y-y 8 - 8y

é m n

Zato traZena prava ima jednadine

x-1 . r-2 . s*1
o 3 3
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ZADATAK S. Rediti matridnu jednalinu

XA = B, gde je i 2 o0 o 2 1
A= 2 1 -1 i B=1{1 1 O
-1 0 2 1 o0 2
RESENJE. Mabtrica A Jje kvadratna matrica i zbog det. A=-4

ona je regularna, pa iz XA = B sledi

x=3BAa"1
-1 1 2 <4 =2
Kako je AT =5 -3 2 1l s  to Je
1 -2 -3
1 0 2 1 2 =4 =2 1 -5 2 =1
X=- f 1 10 . |1=3 2 1 =-F =1 -2 -1
10 2 1-2-3 L -8 -8
odnosnor -
% P R A
3 I
- 1 1 1
X = T 2 3
-1 2 2
L _
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ZADATAK 6. Nali ekstremne vrednosti funkcije

/1/ g = x2 -2 Xy - 2 y3 + 4,

RESENJE. Ovde je

;)ﬂ d 8 2
55 2x-273, 55y T 2x =-67y%
92& 192 925
=3 = 2, = - 2, 5 =-127 .
O x P x0 oy
B o g
Sisten =% o, 573 T 0 glasi
/2/ 2x-2y= 0
-2 x -6y =0.

Sabiranjew ovih jednadina dobija se jednadina
-2y - 6y2= 0, tj. jednadina y + 3y2 = 0 koja se moZe napisati u

obliku y (1+3y) =0 &ija surelenja y =0 iy,=-% .
Zawenou ovih vrednosti u prvu jednalinu sistema /2/ dobijamo
X, =0 ix,= -2
1 2 5 °
Za tasku 8, (0.0)  je
——292) a2£>= -2 (—-—72—-325 = 12 - 0 =0, pa Je
S x9y ’ Qy ’

() () (Zs)- o)z 0- v >0,

Sto znali da u tadki S, funkeija /1/ nema ekstremuma,
vl ! 1 .
Za tadlu So <— 3 z ) Je
E;Q 592 2 .
<’___§2 k 2,<<§2_§ = - 12 .(1_ l‘> = 4,
Dx @Xa,] ay‘ : >

ps Je




2 () (B e

825 2
gto zbog (-—-——é> =2 > 0, odnosno zbog 9%a) _
Dx ? 552/ " 4 > 0 u

tadki S, postoji minimum funkecije /1/ &ija je vrednost

sain- (-3)-2-CG3) (Y)Y F




APRIL 1972, 31,

_Z__A_]M_l_.‘ Izradunatil dvostruki integral

Jd = 'K x ey dxdy
D

gde Jje domen D trougao sa temenima AC0,0), B(l,O) 5 C(l,i) o

RESENJE. Posmatrani trougao je ogranilen pravama y = 0, y=x i

x = 1.
Zato Je J
1 X
J=dejxeydy= \\
o o \\E
= de (x 97)/ = f(x * - x eo)dx 3 Gio \(1':0) X
9] © 0
1 f /
= f(xex-x)dx= jxexdx-fxdx=
0 o 1)

1
(xex—ex—%g)/=e-e4%-(—e°)=1—%_'=§1.
o

Dakle je d =

ol
-2
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ZADATAK 2, )
Resiti diferencijalnu jednadinu

/1/ (xy—-x)y’=2-x.

RESENJE. Jednadina /1/ mofe se napisati u obliku
- y - -
x (y 1 ) ax 2 - X

odnosno u obliku

(Y-l) dy = 2;" ax

odakle je
j(y - 1) dy = J(}% - l) dx
tJe ”
lz -y = 2&1 X -xX+¢
1li

y2—2y—4 Ingx -2x-2c¢=0,

Sto predstavlja opSte reSenje jednadine /1/.
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ZADATAK 3. Date su matrice

3 5| 5 0
| L R O

Naéi matricu D=0 (A + B

N’

RECENJE, Kako je

3 5 5 0 8 5
A+B = |2 -1 + |2 =3 = T
c 4 1 1 1 5 ’

to Je

p=c (a+3)=(3, 5 -2) F _5]

[
N

=(a+20-2, 15-20-10)= (42, -15).

Dakle Je D= <42, - 15) o
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ZADATAK %o poxipy diferencijalnu jednalinu

/1/ y" = 4y = 2 sin 3x ,

RESENJE. Karakteristidna jednadina homogenog dela jednaline /1/

glasi
r2 - 4 =0
8iji su koreni ry = 2 i T, = - 2, pa je opSte resSenje homogenog
dela jednadine /1/
2x 2x

yg =0y e + 0y, e " .

Partikularno reSenje jednadine /1/ Jje oblika

y A cos 3x + B gin 3x ,

P
odakle je

35 = 3 A sin 3x + % B cos 3 X

yg =~ 9 A cos 3x -~ 9 B sin 3x ,

Zamenom ovih vrednosti umesto y, y" u jednadinu /1/ dobijamo

- 9 A cos 3%~ 9 B sin 3x - 4 A cos 3x - 4 B sin 3x = 2 sin 3x ,

‘b,jo
- 13 A cos 3x -~ 13 B gin 3x = 2 sin 3x
odakle je -13 A =0, -13B=2,odnosnoA=o,2
B=—Tgo
Zato je
- 2 g
yp = - 13 gin 3x ,
pa je
= 2% -2x _ _2 .
y = Cl e~ + 02e - 13 sin 3x

opite reSenje jednaline /1/.
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ZADATAK 5, Napisati jednaline prave koja prolazi kroz tadku
Ml (5, 5, —1) i stoji normalno na ravni

2x -~ 3y + 4 88 -8=20,

RESENJE, Prava kroz tacdku Ml <:xl, Vs 51> i ¢iji Je vektor
- )
pravca a [:g, m, n) ima jednacine
/1/ X-%x T -T & - 2,

e n n °

U nagem sludaju vektor pravea traZene prave poklapa se sa
—
vektorom normale N (A, B, C) date ravni Ax + By + Ca + D = O,

pa e a ({ymyn) = 8 (2, -3, &) odakle je VAP

m=-3%, n=14, Zato jednaline /1/ trafene prave glase
xX-3 . ¥1=5 - &% 1 .
2 -5 4




ZADATAK 6. Naéi ekstremne vrednosti funkcije

/y/ E=x) +3 -3x -4y +5.,

RESENJE. Kako je
2 9 -]

D x =5x—5’ —_y=2y—4
-———-2925=6x % = 0 TQE =2
2 9
o x %0y Dy
to sist 9"-o 95-0 lasi
0 sisten ax = 9 ﬁ—- glasi
2 - -
3x =3=0, 2y~-4=0,
bdakle je x==1, y=2,  ti.
xlzl’ yl=2’ ix2=—l, y2=2¢

Znadi, postoje dve tadke 8, (1,2) i 8, (-1, 2) u
kojima funkeija /1/ woZe da ima ekstremnu vrednost.

Za talku S, C1,2) Je
825) @2,) 02,
=6 1=26 =0 S = 2
< x° ’ ©xOy ’ oy ) ’
pa je
2 2 2
2
9% -(aﬁ i =0-6¢2=~12 £ 0
%Xy Dx Qv

2 ~Y
i zbog(,;)a—-g) =6 > 0, odnosno zbog ’5?5>

X

1l

2 >0 funkecija /1/

u tadki 8y Cl,2) ina minimum dija je vrednost

i
§
=

Zmin=s(1,2>=1+4—3—8+5
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Za tadku 5, C—l, 2) je

(’aiza)= 6-(-1)=-6, aax?);)= 0, 5%?) = 2,
pa Jje ,

2.\ 02 Y . ‘s
Caxa;) _ /@xa)(a ys)__. 0 - (—6) e 2=12 >0, Sto znaci

da funkcija /1/ u tadki S5 =1, 2) nema ekstremnu vrednost,




APRIL 1972, ’ 38,

ZADATAK 1.
Naéi ekstremne vrednosti funkcije

a8 = x2 + 2 y5 -8x-6y -9,

RECENJE.  Kako je Da

5% - 2x - 8
o =6 y2 -6
7 i
stacionarne talke dobijamo reSavanjem sistema
2x-8=0
6y -6=0
éije su reSenja
x =4
y= + 1.

Stacionarne tadke su S; (#4,1) i 8, (4,-1). Ksko je A =2,
B=0,C=12y, to je u tadki 5;(4,1): A =2, B=0, C=12,

A=p8_pCc=-24 <0 4, te funkcija u toj tadki ima minimum
Brin = 2% C4y1)= 16+ 2-32-6-9=- 29
u tadki S,(4,-1)je A=2, B=0, C=-12 i A=24 >0,

te u toj talki funkecija nems ekstrem.
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ZADATAK 2, Re3iti diferencijalnu jednadinu

533"+ 4y +y=3cos 2x »

RESENJE, Karakteristilna jednadina homogenog
/Y/ 3y'"+4y3+y3=0 Je
\ 2
3r-+4r+1=0,

¢ija su reSenja

r = =4+ VYie-12 -4+ 2

6 6
tjo

te je opéfe redenje Jjednadine /1/

X =3x
Yp = Cy e ™ + G, e 5 o

Partikularno reSenje jednadine

dela

/2/ 3y'"+ 43 +y=3 cos 2x Jje oblika
yp = a8 ¢08 2x + b sin 2x

a odatle
yﬁ = = 2a 8in 2x + 2 b cos 2%
y; = =~ 43 cos 2x ~ 4b gin 2x ,

te, zamenom u jednadini /2/, dobijemo
- 128 ¢os 2% - 12b sin 2x - 8a gin 2x + 8 b
+ b sin 2x = 3 ¢cos 2x

t3.
(- 11a + 8b ) cos 2x + (-8a - 11b) min 2x

odnosno
- 1la + 8b = 3 211 /. 8
- 8a -~ 1lb=0 ‘8 [. -11

co8 2x + a cos 2x +

3 cos 2x
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Mno¥enjem prve jednadine sa 11, a druge sa 8 i sabira-
njem dobijamo

= 12la - Sl4a = 33

tJe
a-—-——Z.
185
Analogno, dobijamo,
b = =22
185

te Jje

_ g oun .
yp = - T%% cos 2x + 188 sin 2x

a opSte refenje jednaline /2/ je
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ZADATAK 3. Izradunati dvostruki integral

J = Jf xe¥ dxdy

D

gde je domen D trougao sa temenima A (0,0), B(l,o) N

¢ (1,-1)

RESENJE., Oblast integracije je
¥

<

A(o0) .,  B(10)

Y1 B c(1;-1)
1 o 1 o)

ve Je J=dex eydy = dex [eyj =
o X o ~%

] (1ex)dx ]xdx—/xe ‘ °
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ZADATAK &. Rediti Jjednalinu
X ®
J¥ o= -25-41'
3x -y2

RESENJE. Jednalina je homogena

11/ o= 23
3 - (%)
Smenom
tj-
y=+tx
a odatle

V=t x4t
te jednadina /1/ postaje

Pt = —L:z

odnosno

o
f~ g

/]
(54

ot

ili
£

je}
ot
1}

tjo' . . .
2 " aw
- ¢ - dx sq s 1 = dx
JL?_ at = f_?c i1i 3[%3 at _ft av f—-x ,

tje

3. g = Inx « g,
2 ;
2t
Kako Je % = t , to, iz poslednje Jednaline, dobijamo
2 - 2
'LET = Z’)Gy odnosnp A{f’)Cy+ —2—3-‘2—=u.

2y 2y
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\ZADATAK 5. Dati su vektori ® (3, 2, -1), & (1,3, 0)
i ¢ (2, 1, -2) . Odrediti t tako da vektori ¥ , b

leZe u istoj ravani.

RESENJE.

Kako Je

—

a

odnosno

‘o

_— 7\ P
a xb /e e

axK)

Uslov za tri vekbtora lefe u istoj ravni je /v. gliku/



ZADATAK 6. Date su matriee

0 2 -1 2| )
A= 1 -2 B= |1 c= (3, ~2)
N 5| ° G,

ABC,

RESENJE. Kako je s1/ ABc = (aB) ¢ = 4 (B0)

to, koristeéi prvi deo jednakosti /1/ dobijamo

Nagi matricu D

[}

0 2 =1 2 0+2~-3 =1
AB = 3 1 =2 1 = 6+ 1~6 = 1
4 0 1 3 8+0+53 11
tje -
.) g ER
aB) s C =1 1 3, =2) -=- -
( ‘ 11 (’ ) ‘35‘._22 o
Rezultat mo¥emo proveriti koristeéi drugi deo jednakosti /1/:
[2 6 -
o= (1| (3, -2) = 3 -2
3 9 -6,
i
: 2 -1 6 -4
A (®0) = 3 1 =2 3 -2 =
4 O 1 9 -6
0+6-9 0 =4+ -3 2
= |18 + 3 -18 S12-2+120 = | 3 -2
24 + 0+ 9 -16 + 0 - 6 33 -22 .
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ZADATAK 1, Naéi ekabremne vrednosti funkeije f

!
2—’4— y-1 . '

/1/ B =% + 8x - 2+ y

RECENJE. ReSavanjem sistema jednadina

s
ﬁ—2‘L+8—-C
Qg _ o
>3 - ¥ -y1 T

dobijaju se dve sbtacionarne tadke Sl<:~4, 2) i S5 CF4, —i}, tie
tadke u kojima funkeija /1/ moZe da ime ekstremnu vred.ost.

Za stacionarpu tadku 82(:—4, —;) funkcija /1/ nije de-
finisana (jer;jezax=-4 iy=-1 8=16-32 -2+ 1 -
- a-éng-e) s Pa u toj talki ne moZe imati ni ekstremnu vrednost.

Kako je
9%
A = =2
Y
_ 9%
CECE

2
g

2 y?

)

u

i

2 +

to Je za stacionarnu tadku 81(1—4, 2?):

A

270, B=0, C= 6>0 i

A= B2 - AC = - 12 £ 0 , te funkeija /1/ u toj tadki ima winimum

B, = 16-32-2+4 -4 1=-14 .
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ZADATAK 2. Izradunati

/Y/ J = ﬂ (y—xy) dxdy ,
D

|

I

gde je D oblast ograniééna x osom i krivom y = 4 - x2 o
RELENJE. Oblast D ograniciena Jje lukom
parabole y = 4 - x‘2 i delom
prave y = O od tadke (-2, O)
do tadke (2,0).
Premz tome je
0 4-x*
J = j dx J(y-xy) dy =
_.2 o
2 4xt 2
=fdxﬁ —x)ydy—J/dx (:l—x) 'E']
-0 o Q

2 2
2
-% JCI-X)QI—XE)GJF % J(l—xﬁﬁ—sx +x4 dx
-2 -2

12— ﬁ6—8x +x —16x+8x5—x5) dx=
-2
2

1
2

[16X\——x3+—— —8x2+2x4—%x6:l=
-2

[32 %% 15 32+32_-6—4-(52+§%_-3—§_52+52—§%)1 =

-3-+2 25:] 32 3 + E oo

NAPOMENA . integral /x/ J nije, na primer, jednak
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ZADATAK 3. Resfiti matricnu jednadinu XA = B , gde je

2 2 1 1 1 o©
A= |1 0 -1 i B=13 o 2
c 1 1 1 -2 1

RESENJE, Matrica A je regularna, jer je

2 2 1 ==1+2+2=3,
det A = <1 0 =1
o 1 1
pa je njena inverzna matrica
1l =1 =2
=1 1 1
A= ° adj A= 1 2 1]-
det A ] -1 -2 >

ReSenje matridne jednadine XA =3B , pa X , dato je sa

X = BA™T,
te Jje
1 1 0 1 1 -1 =2
X = |3 0 2 3 12 1 =
1 -2 1 -1 -2 2
1 (1 + 1) (- 1+ 2) (-1 + 1)
=—7—(5_2) (—3—4) <—6+1+)
711-2-1) (-1-4-2)(C2-2+ 22J
I
2 1 -1
= 4 1 -7 -2 .
5 12 9 2




ZADATAK 4, Refiti diferencijalnu jednadinu

I/ g6y 13y =3-% .

RELERJIE, Karskteristidna jednadina homogenog dela jednadine /1/ Je

r2 +6r+ 13 =0,

¢ija su resenja Ty = - 3+ 21 1 r, = - 3 - 2i konjugovano kom-

pleksni brojevi. Osnovna refenja jednadine y" + 6 y’+ 13y = O data
su,prems tome sa
vy < e™2% cos 2x i I5 = e 2% gin 2x .

a njeno opSte resenje Je

=3X Zx

Yp = 1Ty t Co¥p = Cqe cos 2x + cee— sin 2% .

Kako je desna strana jednaline /1/ polinom drugog stepena,
to je partikularno redenje jednaline /1/ oblika

- 2
yp = AEX + Al x + Ao’

odakle je yé =2 A2 x + Al i yg =2 A2 . Zamenom vrednosti za

yg . yé i yp u jednadinu /1/ dobija sé

2 - 2
2A2+12A2x+6A1+13A2x +13A1X+13A0—3—x,

odakle se dobija sistem jednaéina

1BA,=-1
12 A5+ 13 4, =0
2A,+ 64+ 134 =3,

Cia . s 12 . 461
¢ije je resenje A2 = = T%’ Al = .13 i Ao = 13115

Prema tome Je

1.2 12 461
Y. = = g% X + X+ — o
P 15 152 153

Opéte refenje jednadine /1/ dato Je sa
y = yh+yp’

2 2 461 .
+ x + —
X -1—:2 X 135

Zr B .
y = cqe 3Xi0s 2x + oo ¥sin 2% -
‘ 3

She
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ZADATAK S, ReZiti diferencijalnu jednadinu
/Y Xy +3xy =5,

RESENJE., Deljenjem sa %2 jednadina /1/ se svodi na

’2/ y’+%y=-—g,

x
gto predstavlija linearnu diferencijalnu jednadéinu prvog reda,
Homogeni deo jednadine /2/ Je

/3/ 7+ 2 3 =0.

U jednalini /3/ promenljive se mogu razdvojiti, pa Je

A

y x ?
t.jo

Yy - _ =z dx

o= s
ili

ny=-sthxs Ine,
te

//niz_ ,

odakle Jje, antilogaritmovanjem

Iny

]

/4/ y=}—§'
Smenon
/5/ y=;%,

\u = u (x) Je funkcija uzeta umesto
ey /],
. . _ ol u
iz /5/ Je y’—:;-év;— .

Zamenjujuéi, tako dobijemn, ¥’ u /2/ dobija se

w_o= ‘22 )
%0 x
ili
u? =5 x
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L I ~fdu = ?jjx dx ,

odakle Jje
/6/ u = % x2 + e
pa je, sa obzirom na /5/,
= 2x2+c .l =_-i-b+c
17/ J <2 ) x5 2x ;3 ’

ito predstavlja opite reSenje jednaline /1/.

Provera. 1z /7/ je
/8/ T = —22 - F

Zemenjujuéi u levoj strani jednaline /1/ izraze za y 1 y°® iz
/7/ i /8/ dobija se

ito predstavlja desnu stranu jednadine /1/.
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ZADATAK 6, ReSiti diferencnu jednadinu
/1/ s f(x+2)+27/(x+1) +2/(x) = 0,

SENJE., Refenja karakteristidne jednadine /1/

2
N+ 2 XN+2=0
su  M=-1+i i N=-1-1i, opade
>\‘f\/z’-<cos %Iiisin—%ir—') K

jer je, na primer, za kompleksan broj

Si= Ve

cos 91 = -

9

V2
2

J2
2

sin 91'=

odakle je ©; = %?—-r °

Prema tome, osnovna reSenja diferencne jednadine /1/ su:

%(x) §X cos 6 x C\[E >X cos %—?—V X

X
§°( sin © x (Vé_) sin é—g-—‘ x ,

o)
a opdte redenje

7[(:{) = 01%1 (x_} ¢y %2 (x) =
leVE)xcos i?’.‘—— x + CECVE_') x’sin E_lx o

+

(\N




i
s

)

JUN 1972,

52.

ZADATAK 1,

gde je domen D trapez ogranilen pravama: y = 2X, Y=X,

X

REUENJE,

/
A(23)
N gﬁ'
ANB(Z2)
Talka P
4 ¥y = 2x
x=2
te P, (2, 4) .
‘ada g 0x 2%
3= de J(% - 2y )ay =fdx [Jle dy - 2J
X x
Th % 0x 4 5 10 X
= J{d/ [% y/ —2!%—/ = Q
X
tog =0 s
= Jd}(A Z % P (ll-x?‘ - r;)/_ J'];‘-'
[ ' 2 B ]

1 i

Tgradunati dvostruki integral

J= JI(X% - 2y) dxdy

x = 2,

.

Progedne tadke se dobijaju refavanjem odgovarajuéih si-

stema jednaline:

Tadlka

Tadka
N

X

te P2
Tacdka
y

X

te 3

P1 :



ZADATAK 2,
Rediti diferencijalnu jednadinu
2

(2x+1)y §? =1 =-3" =0,
RESENJE,
Jednadina razdvaja promenljive
odnosno
dx
.f1+'yE = f2X+l
tJ.
1 2y iy = 1 2 dx
2 )7+ 42 2 2x ¥ 1
tJ.
% en(1+y2)
ili
Zn(l+y2)= In ¢ (2x + 1)
tjo
1+35° = ¢ (ex+1)
odnosno

i
i
s
3
N
n
]
+
'—l
p—
+
POf



Sho

ZADATAK 3.

Za matrice

2 3
A= 1 -2

3 =1
naéi ABC.

},B

Q
I
~
W
!
\J1
S
-

RESENJE .

Kako Je

It
1
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ZADATAK 4, Reiiti diferencnu Jjednaclinu
fGr2)+af(x+1) +4f(x)= 0
RESENJE. ReSenje diferencne jednadine je oblika

) =N
f(x +1) = )\XM , f(x +2) = )\x+2, , to zamenom

u datoj jednalini dobijamo

Kako je

)\X*2+ 2)\XM 4 XN = 0
ili X, g
A(,\+2>\ +4)= 0
odnosno 2
N+2XN +4 = 0

éija su redenja

Mp=-1+V1<a=c12Vi3=-121 V3 ,

%3,
M=-1+1V3, Npe-1-1 V3 .
Kako Jje A = O<+i/3
i
r = Vol %%
; <~
sin @ = 12
cos @ = £ .
. r
imawo
A=-1, p= Vs
i
r = \[3T:~; = 2
gin @ = —-22
cos 8 = = % .
Ako stavimo 5
sin0(=—2——
>
= X
tada Jje

.
4o 5




te Je

t3.

o Food = - A . 2T

5 3

Opste refenje diferencne jednaline je

* (Cl sin9x+02 cosOx)

y

o2 I
3

= X (cl sin

e
|

x + 02 cos

56.
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ZADATAK 5, WNapisati Jednadinu prave koja prolazi kroz tadku
Ml (2, 3, -1) i stoji normalno na ravni
S5x = 2y +3 8+ 2 =0 , a zatim naéi prodor ove prave
kroz ravan YO0Z.

RESENJE. Jednadina prave kroz tadku Ml(:xl, M 51> Je

R, YT ET A
- o - o
gde ‘je vektor-5> = (néi m, n ) , vektor pravca prave. Otuda
— — X-2 . 3y3-3 . z2+1
N=(5,—2,3) \p: (lzm,n) z m n °
T Kako Jje prava normaslna na ravan
y 5 S5x - 2y + 3z+ 2 =0,
/ .
to Je
/ l J _ A/_q.
.-/ i // p N 9
Za _ v
i : gde je N vekbtor normalan na datu
5x-2y+3t+2=0 ! ravan: N = ( 5, -2, 3) .
- Otuda
— —
p = N
td.
z=5, ns==2, n=3
te jednadina traZene prave glasi
/1/ =2 _ y=3 _ z +1
5 - 3 °
Jednacina ravni YO0Z je
x =0
pa prodor prave /1/ kroz ravan YOZ dobijamo re3avanjem sistema jed-
natine =2 _ y3 _ z+1
5 - 3
x=0
t3. Iﬁ.ﬁ:_g 2zl . _ 2
- 5 3 5
odnosno
4 19 6 11
2 = 4 = £ en e oom E .
7= 5t 5 5 -1 5

z
te je prodor tacka P(o, 3‘% s = %) .




ZADATAK 6., Ispitati konvergenciju reda

Nn-» oo 2 + a

Sto znali da Jje red konvergentan.

(i= %<1).

o2 2n+ 1
2 s
=1
 RECENJB. Kako je opSti &lan reda
- 2+
a, = 5
to 2(n+1) +1
lim In 41 = lim — 5h+1 =
Noeo n N+ == 2V\+ 1
Bn
S n
= 1inm L_g_%‘ﬂ'_i)_ = %. 1im 2n+ 3
Noee 373 (2nt 1) oo 2Nt L
3
2 4
—-l q n = .l = .].'.




ZADATAK 7. Naéi ekstremne vrednosti funkeije
4 2

\

Zz = 'i +x+y -2y+10
RESENJE. Kako je
OF: 4
—— 2w nnz +1
DX x2
oz
Sy T 2V 2,

to stacionarne talke dobijamo refavanjem sistema

I
- +1 = 0
©

2y -2=
odnosno
x2 = 4
y =1
- &ija su reSenja X = 2, X =2, y=1

te su stacionarne tadke S; (:2,1) i 8, (-2, l) o

Kako je
A= @22 = 8
]
2
B = o2 =0
By
91,
C = =2
EDyZ

to je za tadku 5,(2,1) : A=1, B=0, C=2,
A=82_-ac=-2<0, te jo

Zyin = 8(2,1) = 2+2+1-2+1=
za tedkm 8, (-2,1) je: A=-1, B=0,

te u toj tadki funkeija nema ekstrem.

@e

o,



JUN_ 1972, 60,

ZADATAK 1. Naéi ekstremne vrednosti funkeije

Yavs z='7'.f—8x+x2+3y—9ﬂn(y+2)-

RELENJE, Ovde Je

c Y
Sg--srax, 5§ 73 ol

Ch = 2 5215 =0 g = 9
= 2, = =
'Exé DAY ’ ’ay2 <y+2)7.
i sistem jednadina O g =0 Dg _ 0
DX ? 2y
glasi:
. = 9 =
-8+ 2x =0 4 3 = 742 = 0

ije je refenje x =4, y=1.

Za tadku 8 (ll-, l) Je

(&%) (B (53) -

pa je 9 ) «
/02 D% 0%
@x@y)_ crd 'a‘?)”'z'“'?“'
2 , 2
Zbog 95 = ~.. /as .
(a_;é—) 2 >0, odnosno (g—ywé =1 > 0

funkcija /1/‘ u taéki'S{#, l) ima minimum &ija vrednost iznosi
Zwin = & CLL,1>=7—8. 4+Ll-2+5 e 1 =29 Zn(uz)

-6 =9 ‘Zn 3 em




6l.

ZADATAK 2, Izracdunati

JI.(xy -x + 2y) dxdy
b

2

gde je D oblast ogranidena x osom i krivom y + 2x + x“ =0 ,
RESENJE. Kriva y +2x + x° = 0, tjo y = = %° - 2x je parabola ko-
ja x osu sede u tadkama x) = - 2 i X, = 0, a teme JjoJ
hy je tadka T (—1,1) .
T | Zato Je
/}/////0
-z/ 9] -%x%9x 9]
? J = j dxﬁxy—x+2y) dy = f J,ax
0o -9
gde je _x%
~x%2.x 5 X2
J4= ](xy—x+2y)dy=<§—zz-xy+y2)/=
o Q
X (—x2—2x)2 2 - | 2 2
= -4-——-;7-—x<—x —Zx) + (—x —2x) =
27 :
5 4
%JLiELi;ﬁZE + o+ T e b O + 4% =
2
= % <.x5 + 6 x4 + 14 x3 + 12 x2) o
Sada je
3= j a, j(5+6x+14x5+12x2)dX'
=2
= x° x l4x4 + 12x
=t =i
- _6~32 14.16_ .)=28
Dakle jJe
g = 2
15 °
=
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ZADATAK 3, Ispitati konvergenciju reda

oo 5
/1/ E nc +3n .
n2—2 4B
n=1

RESENJE. Red /1/ je numerilki red za koji je

Q. _ 12 + 3n a _ (n+3f +3 (n+1)
h= =5 rgli) noHL = ) nFL
ne=2 4 [@ﬂ) -2 4
pa je prema Dalamberovom kriterijumu
ne+ 5 en+ 4
2 = 1lim An+l lim (n2 + 2n - 1) 4™
Nn-ro= n Nweos ,B_*+30D
(ng'- 2) y°
2
= % lim (n 2)61 o0t q.) /posle skracivanja sa nq'/
nsoe (n+2n-1) (n°+3n)
1 (a - '—Xl +2 v 1
= E E ]

2 N
Y\-—>o°< n" ;2><1+n)

$to znadi da red /1/ konvergira.



ZADATAK 4, Refiti diferencijalnu jednadinu
/1
4L y"+ 9 y=1-8x+3 x2 o

RESENJE. Karakteristidna jednadina homogenog dela jednadine /1/ je
412 +9=0

éija su redenja ry = % i i r, = - % i,
Zato je opSte refenje homogenog dela jednadine /1/
75 = Gl cos % x + 02 sin % X o

Partikularno reSenje jednaline /1/, poSto je desna strana
polinom drugog stepena, je oblika

yp:Ax2+Bx+G,
odakle je
yé =2 AX + B, y; =2 4 ,
Zamenom ovih vrednosti za yp, yé N yg uwesto y, y°, y" u jed-

.nadéini /1/ dobiée se

8A+9AX° +9Bx+9C= 1-8x+3zx°,
odakle sledi sistem Jjednalina 94 =3, 9B=-8, 8A+9C=1,

odakle je

Zato Je 1 2 5
= == _8 23
Ip= 3 5*T 3
pa Je
= 2 in 2 12 84_2
vy = Cl cos %5 X + 02 sin % x + 3 X 5 x 5

opSte redenje jednadine /1/.
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ZADATAK 5. Refiti jednadinu
/1/ x2 y2 + Xy* =5 y2 .
RESENJE. Jednadine /1/ moZe se napisati u obliku

JC.Y’=572-X27

odnosno u obliku

x % =y2C5—x2),

tj. u obliku

2
dx

1 dy - 5;1( .

;E'

gde su promenljive razdvojene, odakle je

tjo

odnosno

fHa - [(G-x) =

2

1 _ X
-L =5 nx- % + ¢
y = 2
' 2 -10 €nx2c ’

Sto pretstavlja opSte reSenje jednadine /1/.




65.

ZADATAK 6, Resiti matridénu jednadinu
/1/ XA = B
gde je -1 0 -1 2 4 -3
A= | 2 2 1 i B= |1 -3 0
o 1 1 0 & 2
RESENJE, IzXA=B Je X=3BA"t .,
1 -1 2
Kako je det A = - 3, adj A = -2 =1 =1
2 1 -2
1 -1 2
to je AL = _%- -2 -1 -1 , pa je
2 1 -2
1 ]2 & -3 1 -1 2 1 |22 -9 s
x=—3- 1 -3 0 -2 =1 =1 ="-_3 7 2 5
- 0 4 2 2 1 -2 4 -2 -8
4 3 -2
= - -2 .2
i -3 -3 .
_ & 2 8
3 3 )




66.
NOVEMBAR 1972,

ZADATAK 1, Resiti jednaéinu
/1/ 9y" +y =4 cos

4=
£
-2

RESENJE., Jednadina /1/ je linearna nehomogena diferencijalna jed-
nadina drugoga reda sa komstantnim koeficljentima. Njen
homogeni deo je jednadlina

/2/ 9yt +y=0.

Karakteristisna jednadina jednadine /2/ Je

o r2 + 1 =0
‘¢iji su koreni 1y = %‘-i ’ r, = - -3]: i
Zato je opste relenje jednadine /2/
¥ =Clcos%‘- x+C2sin —%—x.
Desna strana jednadine /1/ je trigonometriska funkeija
oblika
a cosf:}x+b sin/bx
gde Jje a = 4, b=0, ﬁ=%—.
Kako su koreni karakteristidne jednadine za /1/ &isto
N . . _ C 1.
imaginarni sa vrednostima Ty = + /b 1‘ =+ 3i,

to je partikularno reSenje jédnadine /1/ oblika

1 . 1
= = + =
/3/ yp X(A cos F X B sin 3 x)
odakle Je
1 .1 A 1 o1 1 1
? = 4 + o= + - = [ - =
yp AcosBx Bsme x( 5As1n3x 3Bcosax)
":..l 1 1 +_]:. .:.I: _!: i 1 +1 1 +
Ip 3As;:.n-5—>: 513c<3:35}c 5Asm?x 3BCOS3X
+x(—- %Acos—%x-%Bsin%‘x}=

2 A 2 1 1 1 R
= - £ =x + £ = x - o= = .
3As:.n3x 330055)( gx(Acos5x+B51n5x)



Zamenom nadjenih vrednosti zaqyp i yg umesto y i

Jjednadini /1/ posle sredjivanja dobija se

1 1. 1
- 6 AA51n 5 X + 6 B cog 5 X = 4 cos 3 X =
= = = 2
A = 0, 6B=4, odnosno A=0, B= 3 .

Zato je prema /3/

N[
e

= 2 ;
yp % x sin

pa je ¥ =3ty , ti.

i
]

= 1 s L 2 .
y—010053-x+0251n3-x+3x31n

opSte reSenje jednadine /1/.

674

yn

u
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ZADATAK 26 Naéi ekstremnu vrednost funkcije
/Y &= Iny+2 ,enx - 10
ako x i y zadovoljavaju jednadinu
1 2 -
$ +2 -3=0.
RESENJE. Ovde se trafi uslovni /vezani/ ekstremum. Zato se ob=

razuje funkeija

: ’ 1,2
P (x, 7,0) = oy + 2 fnx - 10 + A(F+r5-3)
za koju je
IF _ 2 _ 2\ PF _ 1 9F _1, 2
- mm— BE = o= ——=—+—_3
axx,@”&yy?’,\yx
o g.ux, .o O .. 1 .2
= - . =0, = -
Ox x x’ DXy oy y y
Sistem EQF - 293“_ O F _ .
,-5-1-{-0, ,ay-o, ,-g;:'—o, glasi
g_-—-72)\=0
x x
/2/ L
——‘-% =0
Y S
1 2 =
-§+ -X-—B—O
Iz prve jednadine sistema /2/ je x =X\, a iz druge
je ¥ = \ . Zamenom ovih vrednosti u treéu jednadinu dobija se
1 2
e = - = 0
xt X2
odakle Je A=1, Zato Jex=1, y=1 tadka u kojoj funkcija

P, a sanim tim i funkeija & moZe imati

(

to Jje

ekstrennu vrednost.

Kako Je za x = i, y=1 i =1
D2 folsy
2re=t, (mam)= 0 65?- ~1+2=1,
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g 2
(’a@F 82F>< GQF =0-4el=-b4 L0

. O% ) _
LS e

@]

. . O
i kako je <,ag— =4 >

to funkeija F, a samim tim i funkeijs & ima u tadkil SCl,l) mnini-
mun dija je vrednost

On 1+28n1+4=u4,

% min
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ZADATAK 3.

Naéi matricu
=1
1 2 o] 3 6
A = =2 0 1 5 4 o
0 3 1 1 =2
“ .
RESENJE. ¢
1 2 0
Za B = -2 0] 1 Jje
0 3 1
-3 =2 2
det B=1, adj B = 2 1 =1 s pa Je
-6 =3 4
-1 1 . -3 -2 2
B =g p4 B= | 2 1
Zato Je
-3 =2 2 3 6 =17 =30
A= 2 1 =1 5 4 = 10 18
-6 =3 4 1 -2 -29 =56
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ZADATAK 4,
Tzragunati W= (-1-1 V3)°,

RESENJE. Za kowpleksan broj &=-1 -1 V3

= 1lel = V(1)2+(-13? = 2,

—égg-:;.\_/é_ = v-g

- 1

/broj & je u treéem kvadrantu/ =

0 = —“37:— . Zato je trigonometriski oblik broja & :
g8 = 2 Ccos 439;- + i sin i5T—)
pa je

=
1]

56=26<c036-‘—"3—%:+isin6-4—3y;:- =

64(c0587(“+isin ij)= 64 .
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ZADATAK 5, Izradunati
J=j[(3—xy+y) dxdy
D

gde je D trougao sa temenima A (O, —2), B(O, -1) i C(—l, —2).

RESENJE. Domen D je trougao prikazan na slieci. Jednalina njegove

gtrane CA je y = - 2, & stra-
dJ ne CB je y = x - 1. Zato je
o A
-1 0 J=fdx kB—xy+y)dy;
x -1 -2
B -4 . o X-4
3= j(B-xyW) dy =<37-3%—+1§-) / =
¢ A -2 2
2 2
=5(3;_1)_51;.5}2—4.(3-711_[3,(_2)_%_.44.%]
= 3x-3 = 115-22x2+x+x2-§x+1+q_+2x=
54-'7::-'-5::2—1:5
2 @
0 o :
Sada je J = f:rldx=%lf(3+7x+3x2-x3)dx=

-f

e

)=

- 3




JANUAR 1973, 730

7ADATAK 1. Odrediti interval konvergencije reda
e

1/ 2__(“" )

n=1

RESENJE. ©Po d“Alambert-ovom kriterijumu je

N 7SS I (YR TD Pl I
im |————= | = lim T =
N > Un nses|(n - Vn ) x
1 1 1
U IS RN R Vi
= lim n n ;1-2 % = ‘x‘ , Da red /1/ apso-
)
V#

lutno konvergira za x € (-l, 1) . Za x =+ 1red /1/ glgsi
oo

/2/ E (n- \/-IT) (1 1)n .
n=1

Opsti &lan u redu /2/ ne te¥i nuli kade n teZi besko-
nadnosti, tj.

a.im(n - V-;)(: l)n = + o0

Sto znadi da red /2/ divergira. -




4.

ZADATAK 2, Izradunati dvostruki integral
= jf(x-2y+3,) dxdy
D

gde je D trougso sa temenima A(-l, O), B(l, —1) i C(l,o).

RESENJE, Oblast D je ogranidena sa tri prave: y = - = ; 1 s
Y y=0 i =1, Zato Je
{ o
Af1,0 c(10) L
~\$:! 0 “{ x4
2
8(1-1)
\ Integral J, je

]
f(x-2y+3)dy (xy - 5° +3y)
xz XEA
2
) l:xx+1_(_x_%_l_)_ L%t_llj]
- x'EX _ %2+ 2% + 1 _ §X2+1 = _—E_sz-ex- R
Dalje Je JV‘: fa'ldx =%j —6X—3) dx =
-4 =f
= 3 (g‘z—ax-m;) = %|3-3-3-(-3-3+3)
-f
16 4
=% 3'—6) T="‘g L4
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ZADATAK 3, ReSiti diferencijalnu jednadinu
/1 (5::72+2x)y’—4y2=0-
RESENJE,  Jednalina /1/ mo¥e se napisati u obliku

odnosno u obliku

odakle Jje

odnosno

ili

/2/

/2/ je opbte refenje jednadine /1/.

x(3 y2+2).7’=

2

2L tE oy

J

Je e

lf-i:

373~

dx

Wi

4y

dx

L

on ¢ x4;

2

% = 4 dnx+ én ¢
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ZADATAK 4 Tzradunati sve vrednosti’
3 p—
W= =1 ®
RESENJE. Trigonometriski oblik kompleksnog broja & = - 1 Jje

8= cosk + isin® = cos (?’+ 2KE)+ i sinC'T'-i- 2k%)

pa Je

3
W= \/_;= cos __T_W+.2#I' + i sin —-—————77""32/{];“

k=0, 1, 2 j

odakle Jje za

k=0 w1= cos —7g+isin -%-:=%+i—2-é“
k=1 : w2= cosi¥+isinzaz’:'=-l
k=2 : w2= cos%t+isin25—=—%-i7v—2— o



774

ZADATAK 5, Naléi ekstremne vrednosti funkcije

/1 8 =6 - x° - y2

uz uslov da promenljiva x i y zadovoljavaju vezu
/2/ 2% = U4y -« 20 = O ,

RESENJE. Ovde je u pitanju vezani ekstremum funkcije & = f'(x, y)
pri demu x i y zadovoljavaju vezu 7°(x, y) = 2x -4y-20=0.
U ovom sludaju formira se funkcija

/3/ F (x, ¥.h) = f(x, 7))+ AP(x ¥)

i odredjuje njena ekstremwna vrednost, Tadke u koJima funkecija F, a
samim tim i funkcija ~f ima ekstremne vrednosti odredjuju se re-
Savanjem sistema

-
S-S ASE -0
/4/ E) f e
158 = S5+ A 5h - o
9r _
k,s—/\-- %(x,y)
uz uslove 5 o
9 7 0O 2%\ /92
(Exag) ‘(a;?) ( ayg) <o
2
(&)< ()<
il

(‘g%)“’ (a 2)> 0,

8to se zajedno moZe napisati u obliku

(%)- () (S2)<

o 9
aﬁ) ‘ azg?) >0

za one vrednosti x, y i } koja su reSenja sistema /4/.

U naSem sludaju je




780

6 - X2- 172, ‘F(x,y) = 2x - 4y - 20 =

i

£ e 9)

pa Je
F(x, y,)\)= 6—x2—y2+ >\(2x-4y‘- ZOD. /3a/
Iz /3a/ Je
Or Oy OF
= e - = e - e 22 - - 20
5% 2% - 2N CF; 2y - 4N, PN 2x -4y - 2
2 2 2
__22—2’ aF:O’ .__a—é—F-=_2.
Dx axay ay
Sisten .B_E = 0, %E=O, 753—)%?=O svodi se na sistem
-2x+2X2 =0
=23y -4 =0
2x -4y -20=0
ije je reSenje x =2, y = -4, A =2

(- () e

ako Je
825‘ . 62F
F:—z(o,alstotakoi =2 =-2&£ 0,

x ¥
to u tedki x =2, y = -4 funkeija F, a samim tim i funkecija
= - 2 2 . :
& = -f(x y) =6 - x° -~ y° ima maksimum
Z max = - 14 .



JANUAR 1973, 79.

ZADATAK 1., Izradunati dvostruki integral
J = ffy2\/x5 -y3 dxdy ,
D

gde je D trougao sa temenima A (0,0)e B(l,o) i C(l.,l) o

RESENJE, Oblast D je ogramidena sa tri
prave y = X, y=01ix=1, te

Je
| g = ijzv X -3 dxdy =
| D
i %
= de J‘y‘ngB - y5 dy -
c() o g
e
373 k=t swenaV x° - 32 = t, odakle je
A(olo) y=1 2 _ 2 .

B(1,0) y dyX_ - 3 t at, dovodab do

J1=_r 72V - 37 ays —%tgdt=

° » Vx®
3 ;/ > q
= g ° t = 2 2 = 2 . (]
-3 3 ?;(x ) §°x R
1 Vs

Kako ;je J = f Jl ax s to ,je

° 4 4

9 ¢
g=581x*%ax =%-4—’: =-91—(;~x% =
0 z O o
.o
99
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7ZADATAK 2, Sistem jednalina
2xl - x3 = 5
/1/ 3% t x5 - Xz 4
2, + 4x2 + 5x5 =-2

it

napisati u matridnom obliku, & zatim reSiti u matridnu jednadéinu.

RESENJE. Matri®ni ekvivalenat sistema jednadina /1/ je

2 0 -1 x, 5
3 2 -1 n|=]4]
2 4 3 %5 -2

111 AX = B , odakle Jje

/2/ X = A‘l B .

Inverzna uwatrica A-l , matrice A, data je izrazoum

AL = 1 . aaja.
det A
2 0 -1 =120-12+4+8=12.
det A= |3 2 -1
2 4 3
S— . ._..T
2-17 _13-1 3 2
5 3| 2 3 2 4
i
aasa=9-3| |27} Jz ofl-|% 8 5| -}
3 3 2.1 &4 8 -8
0-1 Je-1 2 0
2-1 3 -1 3 2
e R
Odakle je
10 -4 2
/3/ At = E% 211 8 -1 .

8 -8 &4

£H



Iz /2/ i /3/ e

-4

81.

50 - 16 - &

-1
=55 + 32 + 2 =35
40 - 32 - 8

%0
-21
0



82.

1
k=1 : W2 =
k=2 : W3 =

=3 wl{- =

- 1= cos% + i gin®™ ,
pa je
Y el T+ 2%, . .. T+ 2T
W=/ 8= cos g — t1isin ——pg=——

ZADATAK 3, Nadéi sve vrednosti
w o= % /o1,
RESENJE. Trigonometrijski oblik kowpleksnog broja & = - 1 je

s k= 0,1,2,3;

W
cos Z’-ﬁi sin T=—£ 1 42 s
4 4 2 2 P
7
cos %irl-i gin ?;-lg-i g,
W3
cos -'Z%“H. sin %ﬂ; Yg- i —23 .

|



8%,

ZADATAK 4.,

Rediti diferencijalnu jednadinu
/o (P3P -x)y -55°=0.

RESENJE.

Jednadina /1/ dopusta razdvajanje promenljivih, t.j.

2 .
1—?—3-:{’=i§ )
odakle Jje
J(l—y'e)dy=5jx—2 dx
tode
/2/ y+%=-—-}%+0.

/2/ je opite reSenje diferencijalne jednacine /1/.
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ZADATAK 5, Naéi ekstremne vrednosti funkcije
/I/ =2 -3xy+33°+8.,

RESENJE. Refavanjem sistema jednadina

9

72/ 75-:5-:=5x2—3y=0

dobijaju se stacionarne tacke S]_C0,0) i Sy (%, 'Z]f) o

Kako je u ovom sludaju,

A= o%
D2

X

1]

6 X

B =‘1523
O xdy

fal

A A= B2 - 40, to je za stacionarnu tadku Sy

A=0, B=3, C=6,
A= 9 > 0, pa funkcija /1/ newma ekstrem u tadki 81 o
Za stacionarnu taéku 82 Je:
A= 320, B=-3, C=62>0 i
N= 9-18=-9£0, to funkeija /1/ u talki 8, ima minimum
Zpin T le% .




JANUAR 1973,

85,

ZADATAK 1, Z2a matrice
2 4 3 1 -2 0
A= 12 0 -1 i B = 2 1 -3
3 2 -1 3 4 2
naéi A + A1 B,
RESENJE., Inverzna matrica A -1 data Jje izrazom
T S
A = et & adj A .
2 4 3 = 12,
det A= |2 0 -1
3 2 =1
0=-1| _|2-1 2 0 7
2 -1 3 =1 3 2 3
2 -1 -4
A L 2 31 |2 &) _ -
adj b= -1 31 [3-1] 7|5 2 o -8 s
4 3| _l2 3 2 4
0 -1 2 -1 2 0
10 -
= -1 =11 8l ,
4 8 -8]
pa Je 2 1 4
0O -
st=g |-l -1 o8
4 8 -8
-1 1 2 10 -4 1 -2 0
AT" B =q5 -1 -11 8 2 1 -3
4 8 =8 3 4 2
1 | f2+20-12) (-4+10-16) (-30-38)
=5 [(-1 - 22+ 24) (2 - 11 + 32) 23 + 16)| =
(4 +16-24) (-8+ 8-32) (-24-16)
1 10 =10 -38
=15 1 23. 49
-4 =32 =40
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I na kraju

2 4 3 i0 -10 -38
A+alp= 2 0 -1|+ 1—% 1 25 49 =
3 2 -1 =4 =32 =40
1 1 1
| 3y -4
R ELE ,
- - P
-0 |25 23 37 |-= 2 2 4
32 -8 -52
8 e A3
3 5 5_}
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ZADATAK 2.
Re8iti diferencijalnu jednadinu

v/ (% -3x)5 -35%=0,

RESENJE. U jednadini /1/ promenljive se razdvajaju, teg.

2
- a
52 ey =
y
ili
[Cos ) we f2
odakle je

v + ; = eﬂ ¢ x

Sto predstavlja epdte reSenje jednadine /1/,
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ZADATAK 3, Izradunati dvostruki integral
J =‘U xy \/x2 - y2 dxdy ,
D

gde je D trougao sa btemenima A C0,0), B(l,—l,) i 0(1,0).

RESENJE. Oblast D je ogrenidena sa tri prave y =0, y=-x 1

x=1, pa je

\ P -ﬂ. Xy V x2—y2 dx dy =
D

4 0
Atao) |ccr0) =jx ax Jy V x2-52 ay .
; 0 -

Smenomn xe—yz = t2, odakle Jje

Bld.
\ ydy = tdt , za integral
0
J‘=Jy ng-yz dy imamo

b

=%

% 3 x x3
= 2 —_t =2 =
J"——Jtdt— '3— _3 e

o

4 o
Kako Je J = J Jlxdx s bo Jje
o 4
q U
J=J-4x;—xdx=-%Jx4dx=—T%x5 =
o 0 ©
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ZADATAK 4, Naéi ekstremwne vrednosti funkcije

/x/ g = y2 + 6y +4x+ % + 1 .

RESENJE, Tadke u kojima funkcija /1/ moZe da ima ekstrem nalaze
se reSavanjem sigtema jednadina

aqa _ 1 -
/2/ ex o2 T
X

¥ =23+ 6=0,

ReSavanjem sistema /2/ dobijeju se dve staeionarne talke
1 . 1
51<§°“5) : Se('ﬁ"'3)'

Kako Je

A = aﬁa =
CR—

B =gxey~ °
2
¢ = -—8—3 = 2
s
i A =382~ AC, to je za stacionarnu tadku 8y ¢ A= 1600,
B=0,C=2%0
i A =-324& 0, pa
funkeija /1/ u toj tacki ima minimum
Zpin T 70 e
Za stacionarnu tadku 8, je
A=-16£4 0, B=20, C=22>0 i

A= 3250 , te funkcija /1/ u toj talki nema ekatrem.
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ZADATAK 5. Odrediti interval konvergencije reda

%Y i(\/'ﬁ-—l +n) .

n=1

‘RESENJE. Primedjujuéi 4 Alewmbert-ov kriterijum dobija se

lim ._un_*." = 1lim [V (n+]l—l + (n+l)] bd n+l -
el o] Un n = g ( n-1 + n) x°
\VAd 1
= 1im <)ﬁ;'+ n+l) X |l 1lim ( AR 4+ L+ _E‘) x -

neee| Vn-1 +n nooe \W%{ +1

V- e 4)x
= 1im = 'xl .
el Vi 1

Prema tome red /1/ konvergira apsolutno ako je lx] < 1, a divergira
ako je {x|> 1 .

Poluprednik konvergencije je

R= 1 =2 1 = 1 = 1
1im |20 lin VA +N+{ 1 ’
hsoo| AN Nae \[pog +N

pa red /1/ apsolutno konvergira za svako x €(-1,1).

Napomena, Red /1/ ne konvergira na krajevima intervala
konvergencije, t.j. u tadkama x = + 1 , jer
tada dobija oblik

/2/ ZZICn-l +a) (£

a opSti 3lan u /2/ ne tefi nuli kad n +te?i ka beskonadno-
sti.
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ZADATAK 1. ReSiti diferencijalnu jednadinu
/Y §" -7y +10y=10x+3eX,

RESENJE, Partikularno redenje o jednadine /1/ tra%i se u obliku
zbira
= +
yp Ypl 2Yp2 9

gde Je Ypl partikularno reSenje jednadine

/2/ y"-7y3y"+10y = 10x,

a yp2 partikularno reSenje jednadine

/3/ TN -7y+10y= 3%,
Karakteristidéna jednalina homogenog dela jednadice /1/ Je

r° - 7 © + 10 = 0, a njena reSenja ry=51i T, = 2, OpSte redenje

bhomogenog dela diferencijalne jednadine /1/ Je, prema toume,

5% . 2%

2%
Y = Clyl + 02y2 = C1 e5x + 02 e s 8de su Jy=e i Jp=e

njena osnovna resenja,

Partikularno redenje ypl jednadine /2/ ima oblik

ypl = Mx + Ao /postoji koeficijenat uz y /, odakle je
yI')l = A4
y" =0 ,
P

Zawmenom pojedinih izraza y /2/ dobija se
= 7 Al + 10 Al x-+ 10 A0 = 10 x
i izjednalavanjem koeficijenata uz iste gtepene 0od x

10 A = 10
-7A +104 =0,



partikularno reSenje Tp jednadine /2/ ima oblik
2 @

N 2x e oo
ypg—)\xe , derje p=2=1,# Ty
odakle Je
y£>2= AeX+2 Ax RS
g = 4>\92x+4)\xe2x.
P
Zamenom izraza z8 Y. 5 Y& 1 Y3 u /3/ dobija se
Py’ P2 Po

BN e+ LN x eZX - 7)\e2x - 14X X "X+ 10 x e“*=3 o

odakle je, posle deljenja sa e2x,

-3N= 3,

t-ju
)\ =~ 1,

a

y. ==X 2,

P2

Opdte refenje jednaline /1/ je, dakle,
- 5x 2x 7 2x

y_yh+yp1+yP2=Cle + Cye +tx+tgg-%xe

9
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ZADATAK 2, Odrediti interval konvergencije reda
= (n2 + 1) =
/1/ § L
3
n=1
RESENJE, Po d°Alembert-ovom kriterijumu je
_ (a+1)%+ 2 J- L%
P n+1l
lim —‘—/('—;—'—- = lim 2 s =
n-vge n n-oco n-+1 .0
30
2 2
. !(n2+2n+l+l)x s (1+'ﬁ+ nt)x 1
= 1lim 5 = 1lim ==5—\x‘,
n =» oo 3(1'1 +l) N5 3+ "22
n

pa red /1/ apsolutno konvergira za %- lxl< 1l , a divergira za

% |=l >1.
Polupredénik konvergencije je
1 1 1
R = = = =
. An-{ . g+ -.—?.*-* ‘;z,“aa A >
lim | ————— lim Y 3
naoe | AN nao® 54 2

pa red /1/ apsolutno konvergire za svake x & /=3, 3 /.

Napomena, U krajevime intervala konvergencije *,.j. u tadkama
x =+ 3 , red /1/ ne konvergira, 361‘ je tada

o) G 5 Gt ¢
n=1 n=1

Opsti dlan u /2/ ne te%i nuli kada n tefi beskonalnosti, t.j.
. 2 n
1lim n= + 1) +1 =+ oe
la (x1)

pa sledi da red /2/ divergira.




e

ZADATAK %,

gde je D trougao sa temenima A(-l,l), B(0,0)

Tzradunatli dvostruki integral

J = ‘g. xy V xa-yz dxdy ,
D

2o
Q
m
'_l
[
el

L]

RESENJE, Oblast D je ogranidena sa tri prave y =0, x = 1 i1ys=
re jeo [}
J =Jx dxfy sz-ya ay .

i =4 *®
Uvodeéi smenu Y xe—yz = %
odakle je ydy,= - tdt , za in-
tegral .
0
Y=0
N =j V=232 4
== o

se dobija

# .
/ 3% ©
= 2., - _ % =
Jl-—-ftdt-—-g- =- = .
(o] ©
]
Podto Je J =jJ1xdx,to:}a
0 0 -4 s )
Jd = = grzoxdx=-%Jx4u=-%- 3:5— =
Sy iy 4
= 1
-1 -

Xy




95.

ZADATAK 4, Nadi ekstreme vrednosti funkcije

/1) &= x2 =8 x -3 - % + 8.,

RESENJE. Stacionarne tadke, .. tadke u kojima funkcija /1/ mo-
%e da ima okstrem nalaze se refavanjem sistema jednadina

. 95 _ _
72/ ox-2%x-8=0
295 1 -
CE A
Refavanjem sistema /2/ dobijaju sme dve stacionarne tadke
Sl 4,1/ i 82 /4%, =1/,
Podto je

td
]

1
(=]

Q

I
o)
4

#

i
e

i A=32.c s to je za stacionarnu tadku 8y ¢

A=2%0, B=o0, c=-240 1

A=u>0 s te funkeija /1/ u toj tadki neme ekstrem.

Za stacienarnu tadku 82 Je:

k=g
]

230, B=0, (¢=2>»0 i

>

-4 0, to funkeija /1/ u tadki S, ima winimum

zmin =16-32+1+1+8=-<6,
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ZADATAK 5, Refiti diferencnu jednadinu
/1/ -f(x+2) - -f(xﬂ.) +-((x) = 0

RESENJE, Karakteristidna jednadina diferencne jedna&ine /1/ je

WA+l =0,
Y5

N G o1 :
koja ims resenja )\1/9.— = + i 5 s bede

-jE , Jer je na primer za kowpleksan broj :
3 1

}\1/2= cos—?i i gin
€=1,

cog 6 = -15
sin © =-—22 ’

T
3 °

odakle je 6 =

Prema tome, osnovna reSenja diferencne jednaline /1/ su:

(=)
fa(x)

a opBte reSenje

'f(x) = C -&(x) + G, ,zQx)

1¥ cos —g: x
'

‘1‘7c sin 5 X

Sx cos €@ X

[
il

9" sin € x

I
3

T .
-Cl co8 —3—x+02sm X e
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ZADATAK 1, Re3iti diferencijalnu jednaéinu

/Y/ 3 =y=1,

RESENJE., Jednadinu /1/ woZemo napisati na sledeéi nacdin

xy* =1+7,
odakle je
» 1
THy= %
3to razdvaja promenljive t.j.
ay _  dx
T+y - x

i integracijonm
e AR ax_
1+y x K

tnx + o

odnosno

én (1 +y)

ili én (l + y) = £n C X a odavde antilogaritmova-
njem

l1+y = ¢x,
tedo

y =cx-1,

$to predstavlja opSte refenje jednadine /1/.
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ZADATAK 2. Izradunati dvostruki integral

J = _U b4 92y dxdy
D

gde je D trougao sa temenima A (—1,0), B(0,0) i C(:-l,l)@

 RESENJE, Oblast integracije D ogranidena je
l sa tri prave
x==l,y==x 1 y=0, te je
J =Sfx egy dxdy =
D
o =¥
Ya0 = jx de-eEy ay .
ACIO)  [NBOT oA % o,
Integral Jl =j e~ ay
jednak Jje °
% (e'gx—l) s Jer Je
-x _x
- 2¥70 = L o2F _ 1 -2x 1
dJ fe dy e =56€ - 5 .
o ° o
Keko je = dJ = Jlxdx,tcae
641 ) 0
J=J§(e_x1)xdx= %je-zxxdx-
-4 0 =§ 0o
_l‘>xdx=1.J‘_lox2 =
2 2 2 3 7 -
=f -{
= X 1
=5° J * §
o o A
Integral J2 = j X e—2x dx naéi éemo parcijalnom integraci-~
Jjome _'
Smenom U-=x i al= o~ %Xax ,

|
|

odakle Je dU = 4x i U= [ e—2x dx = = % o e-2x




Integral

Ip

9.

0 @
%xe-zx, I(_ 1 -2x) 4 =
-
0
e B [T I TR O
~
z]i + 32o

Prema tome, konaéno Je

J

R NG S R

1 .
5 =

%+g_92+ %=%(1+3e2).
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ZADATAK 3,

. 2
g = (2x2-5y5+cos 4x - '(Jny+2)2+e—x'y.

Naéi parcijalne izvode prvoga reda

funkcije
2

RESENJE,
—% = 2(2};’.2 - 5»:}‘3 + cos 4x - &ny + 2)(4-x -
—%—;— =2 (2}:2—5373 + cos 4x -bny + 2) (—155'2—

4 sin 4;) -2x e

2.2
Y2y e* 7
1) 2y e

X2-

2
J
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ZADATAK 4, Ispitati konvergenciju reda

D
n
/1/ Z —F 5 - :

n=1

RESENJE. Po d°Alembert-ovom kriterijumu je

N+d
Y] 2. 2
1lim _(_l_n_.t].'__ = 1im 4 §n+]‘) = 1im -—_an—_T
n- e Un n-ge 3 n—ves  A(NA)
4h ot
2
—2. 0
2
= lim 4“ — = liw " 3 — - 2 4 1,
n+ Neyeo 2
Do ( n ) (1+ n)

pa red /1/ konvergira.
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ZADATAK 5, Odrediti nepoznate X5 iz watridne jednaline
P s TS .- = =
ey 3 2 =1 X1 ¥1p -2 5
2 0 =1 X5 Xpp = 3 -1
b? 4 3_ L?31 x3%_ L.l g‘
RESENJE. Ako se sa A, X i B oznale redom matrice
= - L=
3 2 —iT rkll %10 -2 5
2 0 =1 , X0y Xpo 3 =1
2 4 3 x31 x52 L-l 2
. B - < -
tada se matridna jednadina /1/ moZe napisati
AX = B ,
odakle Jje
/2/ x =213,
. =1 . 1 .
Matrica A Je data sa FpE i~ ° adj A .
3 2 -1 = f=8+12=12= - 12 .
det A = 2 0 =1
2 4 3
o -1] _J2 =1 2 of |* '
4 3 2 3 2 & 4 -8 8|7 |4 -10 -2
ad;jA=-i'§ Z’% B2 = |0 n -8 =8 1 1
2 1 -4 8 -8 -4
2 -1] _|3 -1 3 2
0 =1 2 =1 2 0
b -
Prema tome Je
4 =10 =2
/3/ pt=og |8 o111
8 -8 =l

1z /2/ i /3/ je
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4 10 =2 -2 5
- — =
X = - 73 -8 11 1 3 =1 =
8 -8 -4 12
(-8 -30 -2) (20 +10 -W) -40 26
= - -1-% 16 +33 +1) (-40 -11 +2) =- ‘i% 50 -49
(-16 -2¢ -4) (40 +8 -8) ~44 40
10 i3
3 -6
_ 25 49
= 6 12 ?
il )
3 3
tede
- 1 = - 22
¥l = 3 o 12 6
= em 22 = 'q:‘g
X1 6 *22 12
- ' = _ 310
®31 3 *32 -




MART 1973. 104,

ZADATAK 1. ReSiti diferencijalnu jednadinu
/Y (w+x)y=27.

RESENJE. Jednadina /1/ se deljenjem sa 2 Xy (xy # O) svodi na

Bl -

%to razdvaja promenljive, t.Jj.

I

W

ili
1 a 4
“/‘% ay +J( 5 —% =Jf ;E 9

odakle je

% y + % lny = Zn x +Zn Cl
ili

y o+ ény = Z% x2 + ZL C
i konadno

éh C x2 N

y + lny

ito predstavlja opsSte reSenje jednadine /1/.
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ZADATAK 2,  Odrediti x4 iz matridéne jednadine
/Y 2 0 1 Xy ¥y 40 1
1 1 2 X5y Xpp = 20 0 o
0 2 0] | xBl x32 10 2
RESENJE. Ako se mabtrice
2 0 1 X117 ¥y . 40 1
1 1 2 9 o1 oo i 20 0
0 2 0 x}l x32 10 2

oznade redom sa A, X i B, tada se matridna jednadina /1/ mo%e napi-
satil

AX =B,
odakle sledi
/2/ x=a"13B,
uz uslov da je matrica A nesingularna.
Ovde Je 2 0 1| =2-8=~6#0,
det A =}1 1 2
0 2 0

pa sistem /1/ ima refenje.

Inverzna matrica A™Y data je sa 1 _ . adjaA.
det A
= -7 q

|1 2l 11 2 1 1

2 0 0 0 0o 2 o
4 0 2 -y 2 -1

adj A = -lg : lg L -lg M= 2 0 s} =]o o =3

-1 -3 2 2 -4 2

o 1] _J2 1 2 0

12 1 2 11

Inverzna matrica A-l jednaka Je, prema tome,

-4 2 -1
/3/ . % o o -3 .
' 2 -4 2

ReZenje jednadine /1/, prema /2/ i /3/ Je
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C 4 2 _17 50 1 ~160+40~10 42
x=-% 0 0 -3 2oo=--é- =30 -6
| 2 4 2] |10 2 80-80+20 o4l
-130 -6 -1-62 1
1
=- ¥ - 30 =6 = 5 1 s
20 6 L,
toj. §i
X1 = 5o 2=l
= 5 X2 = 1
_. 1 ..
31 % X33 = = 1
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ZADATAX 3,

Naéi parcijalne izvode prvog reda funkcije

2
B = (xayz— 2 %X J + 3% - 2y)6 -xeX 7,

RESENJE,

B2

(e
®

Q
g

6 (’xaye— 2Xy + 3% - 2j)§(éx3y - 2% = 2) —xz’eX I,

2 2
x5y2— 2Xy + 3X=- Ey)?(%xzyz—Ey + 5) -e¥ y-2x2y e 7

2
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ZADATAK 4, TIzradunati dvostruki integral
2
J=jf xy ed  dxdy ,
D

gde je D trougao sa temenima A(0,0), B(l,o) i C(l,l).

RESENJE. Oblast D je ogranidena sa tri prave ¥ = X,

l y=0ix=1,paje
J=jfm o7 axdy =

Ve D
Cctq) ! o2
j x dx /y &Y ay .

i

X=4 0 0
Y=0 . Smenom y2= t, odakle je ydy
B(1.0) integral

A 2
Jl = ‘of ¥y e’ ay avodi na
EY

J=1fetdt—!‘- e"xz—
12 -2 =
9 e
2
_ 1 _x 1
= 3 ¢® -2
Podto je 4
g=Jaxax, toje
]
I 2 t 2 9
J=%f(ex—1)xdx=%]xexdx+% x dx =
0 ° e
L]
= 1 x2 L, = X 1
'§’°+2J2'4+2'J2°
Integral
_ fi x2
J2— X e dx

(]
razlikuje se od integrala Jl gamo u grdénicama, pa Jje

!
-1 - 5-1
92 5 ¢ l,= 272
te je konalno
o1, l/e_ Ly, t,e_1 _ ¢
J’E*z(z"z)‘ F*E-% < % °
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ZADATAK 5. ReSiti jednaédinu
/1/ 2y"+ 33 +y=2x,

RESENJE. Karakberistidna Jednalina homogenog dela jednadine /1/ Je

2 r2 +3r+1=0,
a njena resenja

ry == % i r, = - 1.,
OpSte reSenje homogenog dela diferencijalne Jednadine /1/ je, prema
tome
B T it egip=eg el i, o™
gde su
717 e o en}'x i Iy = e™ - o

njena osnovna reSenja,

Kako u jednalini /1/ postoji &lan sa y-on to Ge njeno
partikularno reenje o biti oblika

Ip = Ay x + Ay s
odakle je
? =
yp Al
" = (0] Y
Ip

Zamenom poslednjih izraza u /1/ dobija se
3 Ay * Alx + Ao = 2%

a izjednalavanjem koeficijenata uz iste stepene od x
Al =2
3 Al + Ao =0,

te de

Ao=_6o

Dakle imamo

yp =2x -6,

pa je opSte reSenje jednadine /1/

- - -4x -X
y=Ey ot yp =c; e + cse + 2x = 6,




APRIL 1973,

110.

ZADATAK 1. Naéi ekstremnu vrednost funkeije
8 = 250 - 6xy + 3y° — 12y + 10 .

RESENJE. Prvi parcijelni izvodi su

2 g

= 2
T 6x" =6y

]

g
o7y

te su potrebni uslovi ekstrema

=-6x+6y-12,

6x°-6y3=0
6x + 6y -12=0

x“ -=y=0
x-y+2=0

i1l ,
x> -x-2=0
¢ija su redenja
X = 2, X, = = 1, odnosno y; < 4, ¥, = 1,
te su stacionarne talke Sy (2,4) is, (—1,1) .

Kako je 2

9 &
A= 8 =12
 x
g
B = m_-6
% s
C= =5 = 6 .
3y .
Za stacionarnu tadku 8, (2,4) Je : A =24 > 0
A =B2_AC=36-2406&0, te jo
Zoin =8 (2,4) = 16 - 48 + 48 - 48 + 10 = - 22,
7a stacionarnu tadéku 82 (—1,1) je : A=-12<L0,

A =36+ 12 « 16 >0 , te funkcija u toj tadki nema ekstrem.




111,

ZADATAE 2, Re8iti diferencijalnu jednadinu

a/ I 44y 44y =8 %X 4 gy
b/ oy =xt g

RESENJE. af Karakteristina jednadina homogengg dela

' A4y + 4y =0
Je
2+ 4 r+ 4 =0

€ija su reSenja

Ty =Ty, = =2, te je opSte relenje
Bo= e em3x c, x o2 |
Partikularno resenje je oblika
¥y = g e2x
yé = 2a e2x
y§ = L4a eEx s te zamenom u pocetnoj jednadini
dobijamo .
(48 + 8a + 4a ) e2x =8 e2x
a odatle 1
- : = & = 1 2%
16a = 8 +tj. a= 5, te ypl = 5 e o
Kako je
v =ax+bh
P2
Jp., = a
P2
1"
ypz = 0
imamo Ba x + 4a + 4b = yx
a odatle
4a = &4
ba + 4b = O te a=1, b=«1
odnosno g =x =1,
P2
Tada je opste relenje 5
_ -2% -2% 1 b4
¥y =0cy e + cy, X e + 5 e +x=-1,
b/ 7= x5
%% =Vx2dx
dy _ 2, 1 .
J/» 3 = ‘jr xTdx | - 53 = =5 + C .
y y
E
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ZADATAK 3, Izradunati dvostruki integral
- 3
J = x’ y axdy
D

gde je domen D trougaso sa temenima A (-—1,0) , B (0,0) i C(—l,l)

RESENJE, Oblast integracije Jje

Y
¢ (-1,1)
&
+
D
% yea_ _ _X
A (-1,0) | (0,0
te Je
0 -x 0 -z

1
f=
o
W
—
¥
™
|
o
\f
|
e
o]
U
o
L
i}
ot
\
3
-
I
Rl
TN
(o]
i
|—I
Y
1]
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ZADATAK 4, Refiti matriénu jednadinu AX = B gde je
0 1 1 3 1
2 1 © i B = 2 3
1 1 1 1 0
RESENJE. ReSenje jednadine AX = B
: x=a"138
Kako Jje Get A=2-1=-2==1 1
0o 2
N 1 1 o je
1 ©
—+ _11 1 +‘1 11
11 0 2
1 0 -1
. 0 1 o 2
adj A = - +] -] ] = l2 -1 2
11 1 0 : 1 -5 ’
0 1 0 2
+ “‘1 1 +ll 1]
L A
0o -1 -1 0 1
-1 - 1 = (—1) ] 2 = 2 1 =2
det A 1 =2 -1 <1 2
pa je
1 3 1 -2 =1
X = -2 2 3 = 6 5 .
2 1 0 -3 =4
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ZADATAK l. Re8iti diferencijalnu jednadinu
xy? =3y =5.

RESENJE, 5+ 3y - C 2 =0,

ZADATAK 2., Naéi ekstremnu vrednost funkeije
z=x+y2-ln(x+y)+4.

1
sy J T B e

ot

RESENJE, Minimum: 2z = L?L za X =

ZADATAK 3, Izradunabti dvostruki integral
- 2y + 1
I j/ % dxdy

D
gde je D oblast ogranidena pravama y=x, y=2x, x=1 i
x =2, '
j’ 2 .
RESENJE,. - 2y + 1 R N
Shpoiote I= , ax f 3 dy = =5
X

ZADATAK 4. Sistem jednadina

"
t

¢
+

13
L}
o

reS8iti matridnom metodom.

RESENJB.  yatridni oblik datog sistema je

2 =3 1ix 1

1 1l - y =13 , odakle je

1 -2 1lz 0 ‘
x] T2 =3 71 [-2 1 2] [1 2
yl =1 1 - Y= -2 1 3 31 = |1]|=> x=2, y=1, 2=0 .
Z 1l =2 1 0 =3 1 5 0 0
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ZADATAK 5, Nadi vrednost nesvojstvenog integrala

I= f xe ¥ dx .
o
RESENJE,
t 14
I = 1lim fxexdx= lim —xe_xex) =
+ > o0 *-—oo
0 o
(%)
= lim - -—+1:l——11m + 1 =
E>eo ot K treo (&%)
= = 1linm —lr +1=1 o
treo ¢
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ZADATAK 1.

Naéi vrednost nesvojstvenog integrala
I-= f xe™dx .

RESENJE.

0
I =lim fxexdx = lim (xex-ex)l =-1l-linte’=-1,
tr-oo tw-oe t t oo
'
ZADATAK 2, Refiti diferencijslnu jednadinu
(4::2 - y2) ¥y = 4xy.
RESENJE.
ye-ln Cy+2x2=0.
%
ZADATAK Date su matrice r, -3 1 1
A = J]1 -2 1| i B = 0
1 1l -1 2 N
Naéi matricu C = Asts.,
RESENJE, -1
2 =3 1 1 -1 2 1 1 1
C= 1 =2 1 0l = -2 3 1 0 = 0 °
1 1 -1 2 =3 5 1 2 =1
‘ . .
ZADATAK 4, Naéi ekstremwnu vrednost funkcije
z=x2-y—1n (x-3)+ 2.
RECENJE, Minimum: z=% zax=%, y=—%.
%
ZADATAK 5, Izradunati dvostruki integral
1= ff =& axty
D J
gde je D oblast ogranileva pravama y=1, y=x+l, x=0 i x=1 .

RESENJE,

Xed
I—jdx/ dx

In 2 =

i
2
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ZADATAK 1. Izradunati dvostruki integral

1= [ &=L axay
D

gde je D oblast ogranidena pravama y=2x, y=%x,

==2 i x=-1 ,
RESENJE. -1 X ,
1= fax /-"g:i—dy = 4,
-2 2x
#
ZADATAK 2. ReSiti diferencijalnu jednadinu
(xy + 2x) J' =2y .
" RESENJE.
R y+2lny-2 lax-c=o0,
#®
ZADATAK 3, Naéi ekstremnu vrednost. funkcije
z=2x+y° - In (2x + y) + 1,
RESENJE., Minimum:
z = % Zg X = % s ¥ = % R
%
ZADATAK 4, Data je matrica ]
1 1l =1 i
A = 2 -5 1 e
1 =2 1
Naéi matricu B = A™% + 4 , ,
RESENJE, -
1 1l -1 1 1 -1 1 =1 2 1 1l =1 2 c 1
B2 =3 1 + |2 =3 li=1]1 -2 31+]12 =3 11=13 =5 4i
1 =2 1 1 =2 1 1 =3 ) 1 -2 1 2 =5 6
=
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ZADATAK 5, Waéi vrednost nesvojstvenog integrala
[d
/ inx ax
X
i
RESENJE,
t
I = lin %dx-llm (- =% fnx 1)] = 1i0 (- —%’L’“)-’-l:
{+o00J X t=o0 t o
} 1
= - lim (lg,t+l=—lim E +1=1.
1o ( B R
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ZADATAK 1, Waéi ekstremnu vrednost funkeije
z=x° - 2y - In (x -27)+ 3,

RESENJE,

Minimum: Z = ;% zZa X = % y ¥ =—~% o
38
ZADATAK 2., Date su matrice !
1 =2 1 i
A = |2 -3 1 iB=(3,2,o).
1 1l =1
Naéi matricu ¢ = BA™Y .
RESENJE, -1
l =2 1 2 =1 1
o=(3, 2,0) [2 -3 =(3, 2,0 |3 -2 1 =(12, =7, 5)
1 1 =1 5 =3 1 )

4

ZADATAK 3, Izralunati dvostruki integral

I=/{—i§-—dxdy

gde je D oblast ogranidena pravama y=x, y=1, x=1 1 x=2 ,

2 A
I=/dx/—i§dy
1 7

RESENJE.

ln 2 - % .

5

ZADATAK 4. Re8iti diferencijalnu jednadinu
(w2—2y2) y' = 3.
REEENJE. 37 =9 [n(x2)+cC .
%

ZADATAK 5. U jednoj kutiji nalaze se % bele i 5 crnih kuglica, Koli-
ka je verovatnota da se jednim izvladenjem na sludaj dve—
ju kuglica izvude bela i crna kuglica?

RESENJE, Broj povoljnih sludajeva je m = 3.5 = 15, a broj svih mogu-
¢ih sludajeva je (g) = 28 ., Zato je verovatnoéa ostvarenja
1 ' ~

datog dogadjaja A, P (A): % = Eg .
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ZADATAK 1. Refiti diferencijalnu jednadinu
2y® — 3y = 6x .

" RESENJE. y=0ef'x-2x-§ .

8
ZADATAK 2. Date su matrice é 11 1 2
A=|-3 1 -2] &4 B= o 1f.
1 -1 1 2 0
.. Naéi matricu C = A—l B,
REGENJE,
2 1 It 21 [1 -2 3] [1 2 -7 -4
¢c= -3 1 - o 1i=l1 1 1 o1l =13 3
1 -1 1 2 0 2 3 5 2 0 12 7
%

ZADATAK 3, Naéi ekstremnu vrednost funkcije

7 = x2 -2lnx +y -1lny + 1.

RESENJEs Minimum: 2z =3, 28 x=1, y=1o,

ZADATAX. 4, Tzradunati dvostruki integral

I =/D/—i§— dxdy

gde je D-oblast ogranidena linijama y =0 i y=x"=-x,
RESENJE, ! o 1
I= J/ ax ,/( -%g— dy = - g -
o x
RB=%
%

ZADATAK 5, Naéi vrednost nesvojstvenog integrala

9
— . 1
1= =

RESENJE, P 9

. 1 . 1
I=11m/ —————dx+11m/ dax = °
two ) 3 x1 t5o 2y /%1 2

=®
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ZADATAK 1, UFadéi ekstrewnu vrednost funkcije
z = %— + X - y2 + 6y + 5.
'RESENJE:
Maksimum: z = 10 zax=-2, y=3,
]

ZADATAK 2. Naéi vrednost nesvojstvenog integrala

1
- sl
A > 3x-1

RESENJE, -4

e . 1 g

I—l:. / dx + lim e (X = °
0] O w1 3x— =0 2/ 3x-1

#

ZADATAK 3, Izradunati dvostruki integral
r=//
]

gde je D oblast ogranidena pravama y=x, y=1, x=1 i x=2 ,

dxdy

RESENJE, 2 X
x -
J/ ax J/. Xay =212 - ? .
f 7
Ei3
ZADATAK 4, Data je matrica 1 2 1
- A= 1 =3 -2
-1 1 1
Haéi matricu B = 24 + A~ 1
RESENJE, -1 , '
12 1 1 2 1 2 4 21 1 1 1 3 5 3
B=2| 1 % 2| +}{1 -3 -2{=|2-6 8] +-1-2-3|=[1-8-7].
-1 1 1 -1 1 1 -2 2 2 2 3 5] 0 5 7

38

ZADATAK 5, Re8iti diferencijalnu jednadinu
' 7" - 2y = 66X + ux ,

RESENJE, 2

_ X
y = Cl + 02 e

+ 3% e2x - x2 - X o

#
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ZADATAK l. Rediti matridnu jednadinu AX = B , ako je

-1 1 2 ‘ 0
A= [—2 1 5] i B = [2] o
-3 1 5 1

RESENJE. [-1 1 2]1 [o] [2 -3 1][0] [-7]
X = |-2 1 3 2= 11 1 -1ilflz2l=1{3]-.
-1 1 -2 1f|-1 -5

=3 1 5
ZADATAK 2. Rediti diferencijalnu jednadinu

-2X

y" + y? - 2y = 3e - 6Xo

RESENJE. - -
y = cleX + co8 2x-x e 2%, 3x + % °

3

ZADATAK 3, TIzradunati dvostruki integral

I=/D/—x%—dxdy

gde je D oblast ogranifena pravama y=1l, y=-X, x==2 1 x==1,

RESENJE,

-1 - X
I=2/dx./——x-'g—dy= i -
- 1

ZADATAK 4, Waéi ekstremnu vrednost funkeije

1 1
z= 3= —;2 -2x+y+ 6.
RESENJE, Maksimum: z=1, zax=1,y==-1,
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ZADATAK 5, Ispitati linearnu zavisnost vekbtora (2, 5) i

(1, =2).

RESENJE,

Dati vekbori su linearno zavisni ako je wogula jedna-
kost

/1/ w-(2,3)+ a (1, -2) = (0, 0)

kada je bar jedan od realnih brojeva m, n razlidit
od nule, Ako je jednskost /1/ moguéa samo za m = n = O,
dati vekbori su linearno nezavisni, Jednakost /1/ moZe
se napisati u obliku /2m, 3w/ + /n, =2n/ = /0,0¥,
odnosno u obliku /2m + n, 3m - 2n/ = /0,0/ . Posled-
nja Jjednakost Jje ekvivalentna sistewmu homogenih jedna-~
éinag
72/ {'2 m+n=0

A3m=2n=0,
Kako je determinanta sistema /2/ D = I§ “é = -9 #£ 0,
to sistem /2/ imz samo trivijalnmo refenje m=n =0 ,
Ovo 2znali da je jednakost /1/ ispunjena samo za
m=n =0, pa su vektori /2,3/ i /1,~2/ linearno neza-
visni.
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ZADATAK 1, ReSiti diferencijalnu jednacinu
2 2
(2X - ¥ ) y’o=2xy0

RESEWJE. 3° lncy+x®=o0.

] S ——
ZADATAK 2, Izradunati dvostruki integral

2
1= [ 2 axay
D y
gde je D oblast ogranidena pravams y=x, y=-1, x=-2 i x==1 .
) =f >
r- [ax [ By %
~2 y
X

ZADATAK 3, Naéi ekstremnu vrednost funkcije

= 2
% = ;5— + 5 + 3 + 2% = 3 .

MRESENJE, Minimum: 2z =4 28 x=1,5y=2.

(EAQATAK 4, Refiti matridénu jednadinu XA = B, ako je

. -1 2 1
‘ A= [:g g iJ i B= (4, 0, -3).

 RESENJE. _ 1 -
e |21 - o) | ] o)

ZADATAK 5. U jednoJj kutiji se nalaze 4 bele i 3 crne kuglice.
" Kolika gje verovatnoéa da se jednim izvladenjem na slu-
daj dveju kuglica izvuku obe bele kuglice?

RESENJE, Broj povoljnih sludajeva je m = (g) = 6, a broj svih

moguéih sludajeva je , o(7) = 21. Zzato je_verovatnoéa

ostvarenja datog dogadjaja A, P (A)= E% = % o
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y?! = 2% \/2y -3

[EADATAK 1, Re#iti diferencijalnu jednadinu

RESENJE. V2y - 3 =x°+ C .

ZADATAKX 2. Naél ekstremnu vrednost funkeije o

- 1 1
z = ?+2X+T+y+8.

RESENJE, Minimum: 2z =13 zax=1, 3y =1,

E:

ZADATAK 3. Izradunati dvostruki integral

I=/f xVy - axday
D

gde je D oblast ogranidena pravema y =x, y=0ix=1,

RESENJE., / X
I= J/ dx ]/ b4 \/ y-dy = 2%; o
0 0
af
ZADATAK 4, Data je mabrica 1 -1 2
A = 1 —2 3 °
l -3 5
Naéi matricuB:A’l-BA o
RESENJE,
1-1 2] 11 27 [1 11 3 -3 6 -2 4 -7
B=11-2 3| =-3]1-2 3|=|2-3 1|-]3-6 9|l=1-1 3 8] .,
1-3 5 1-3 5 1-2 1 3 -9 15 -2 714

%®

ZADATAK 5. Reiiti diferencijalnu jednadinu
" _ =2%
J" - 4y = e o
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ZADATAK 1, ReSiti matridnu jednadinu AX = B § ako Jje
-l =2 =3 0O ©
A= 11 1 i B = 1 =1 N
2 3 5 -2 0
RESENJE.
1 2 31" o o} [2 2 1[0 o -1 -1
X = 1 1 1 1-1}=s5 1 -2 l=1]|= 5 =1 o
|2 3 5 |-20f[1-1 1]]-2 0 3 1
=
ZADATAK 2, Refiti diferencijalnu jednalinu
1
9 o= - - ®
2xy y T
RESENJE, 2 =1+ ox .
]
ZADATAK 3. Naéi-ekstremﬁu vrednost funkcije
7 = %— by - x° - 2%+ 5
RESENJE. Maksimum: z==2 zax=-1, y=-1o,
]

ZAUATAK 4,

Tzradunati dvostruki integral

I=//y\/§- axdy
D

gde je D oblast ogranidena pravama y=-X, y=0 i x=1

' RESENJE.

f

0
I= J[ ax .// yvﬁ? dy = = —%— ®

0 ~X
%
ZADATAK 5, Tzratumati W =( 1+ 1)° .
RESENJE, W=16 .
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ZADATAK 1,

Izradunati dvostruki integral

I=f[xydxdy
D

gde Jje D oblast ogranilena linijama y=0 i y=x2+x o

RESENJE, 0 0
_— _ _ 1
I =Jax xydy = _120 °
=1 HBax
%
ZADATAK 2, Resiti diferencijalnu jednadinu
yll 4 6:}7, o+ 15y - e_3x .
RERERJE. y = cle-EX cos 2x + cge_Bx sin 2x + %— X,
=
ZADATAK 3., ReSiti matridénu jednadinu XA = B, ako je
1 1 1 0 1 0]
A= =] =2 =3 i B = 1 o] 0 o
2 3 5 0 0 -1
RESENJE, 4 e -
0 1 O 1 1 1 O 1 0O}]11 2 1 1l -3 =2
X=11 0 O} |-l -2=3]=}|1 O O l1-3=2]= 11 2 1
0 0 =1 2 3 5 0O O0-1]|-1 1 1 1—1—1_4
=
' ZADATAK 4, Naéi ekstremnu vrednost funkeije |
l z=21n(x+y+l)-x—-y2+2. }
BESENJE, Makgimum: z = 2 1n2+2 za x=%,y=—]2=.
=
ZADATAK 5, Resiti diferencnu jednadinu
£ (x+2) - 38 (x+1) + 2f(x) = 0 .
< = X
RESENJE, £(x)= cpte, 2 .
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ZADATAK 1, Nadéi ekstremnu vrednost funkecije
z = 21n(x—y+1)—x2+y+ 1.

RESENJE, Maksimum:

Z=21n2+%—_ 28 X=%’Y=-%

ZADATAK 2, Izradunati dvostruki integral
T= [/ (x2y) axay
D

gde je D oblast ogranidena linijama y=0 i y= x°~2x .

RESENJE, 2 0

I=f dx/ (x+2y)dy= Tl;—-

0 xiz2x

#

ZADATAK 3, ReSiti diferencijalnu jednadinu
-2%

3" - 2y? = e - 4x
RESENJE. Y =0y + Cpe * . 1—%‘- e X 4 42 + 3X.
*®
ZADATAK 4. Date su matrice i=[3 1 B=1]2 ©] i ¢ 4]
E— =13 2|+ B= |4 o -3
Naéi matricu D = (A—l B) C.
RESENJE, 1
p» =P O [2 §i[« 2 -1l[2 6 8 12][ 4 nell B
52 [ of3] T\k5 3|k of]T be2-30] |3 2
3

ZADATAK 5, ReSiti diferencijalnu jednadinu
=y +5.

RESENJE, y+3=0.
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ZADATAK 1, ReSiti diferencijalnu jednadinu XY+ 2y = T T

X 2
RESENJE. y=-l-20+§nx+1n(x+l)
by
: 2 1 0
SADATAK 2, Date su matrice A = ( 2,-3,0 ) & B =[1 1 1
1 0 3
Naéi matricu C = AB™%
RESENJE, -1 1 3-3 1
DetB = 4, B =7 =2 6 =2
=1 1 1

3 =3 1
C= AB_1= i (29‘390)(“2 6 '2) = % (129“24,8) = (39“6'2)0
4 -1 1 1

ADATAK 3, Izradunati dvostruki integral I jj-—-—-—m-é-
(y +1)

gde je domen D ogranilen linijama y=0,y=x2, i z=1,

RESENJE. h x
I: jdx/ 5 dx = -‘/(
(y+1)

& ' y+1

=2 .1
=3 2lnz

ZADATAK 4, Nadi ekstremnu vrednost funkecije g=2y - y‘z +x+1n(2=-x)+2

RESENJE, Maksimum: z = 4 za x = 1, y=1.

S
Zadatak 5. Ispitati konvergenciju reda > 2L
n=l 2

RESENJE. Kako je

a
g = lim -EMﬂ & ;'2‘- » to prema Dalamberovom
> "

kriterijumu red konvergira.
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ONOG

1 1 1
ZADATAK 1, Date su matrice A= (2 1 0) i B =(-
1 0 3%

|

Naéi matricu C = A"l

REgEKJE. =1 1 3 "’3 =1
~ Det A= -4, AT ==g-6 2 2| ,
=] 1 =1

_l 1 3 -3 i 6 24 -6
C=4 B= - vy (-6 2 2) «2 = = (—40 =| 10
=1 1 =1j10 - 8 2

i

ZADATAK 2. Izralunati dvostruki integral I =j xe Vaxdy
D
gde je domen D ogranilen linijama y=0,y=x i X=l .

4

4 LA
°) dx = -5[ (xe~*-x)dx= %-%

4
RESENJ x
T -j dx'/xe'ydy = -‘/(xe"y
2 o o

ZADATAK 3. Naéi ekstremnu vrednost funkcije & = 8x +x2-‘2y—~
=20n (5 -y) + 3 .

RESENJE, Minimum: & =-21 Za X==4, y=4

ZADATAK 4. Ispitati konvergenciju reda n2 .
nei 4%

RESENJE. | 1
=7 » 4o prema Dalambero-

: a
Kako Je q = lim —

N-b @2 O
vom kriterijumu red konvengira

ZADATAK 5, ReSiti diferencijalnu jednadinu (xy =y)yl= x?

RESENJE, , 2
y© = x° = 2x-21n(x-1) = C
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ZADATAK 1, Izradunati dvostruki integral I,iéf x3 dxdy
. D ¥y

gde je domen D ograniden linijama y=x, y=1 i x=2 .

5 2 X% 2 4 2

BESENJE, . _ ax [Z, ay = =2 [1Z Nax = L (%2 ax)dx=%_}.1n2 .

3 -2 2 x 2
i 37 R W A

2

ADATAK 2, Nadi ekstremnu vrednost funkcije 2z = 4x-x+ y+ln(3-y)+5

RESENJE, Maksimum: z=1l za x=2 s V=2 .

ZADATAK 3. Izradunati W = (-141)8 .

M Loped
BEEBE. oy, pa V7, 0-3%, 4o .15 |

SADATAKY , ReSiti diferencijalnu jednadinu yzy'= XY + X o

RESENJE, yo=x?-2y + 21n(y+l) = C.

Zadatak 5. Sistem jednadina
X+Y+2 =3
xX+3%2 =0
2X+y ==l
ReSiti matrilnom metodom.

REéENJE, Matridni oblik datog sistema glasis

(111)(:: 3 x\ /1 1 1¢/s3
1 0 3 y)=( 0) » Odakle je (y)=(l 0 3)-{0 =
2 1 o/lz/) {-1/ z 2 1 o/ -1

(£43)(3-(3)
- - = L) = =l °
1 1 -1 -1/ g % X==3, y=5, g

Bufi
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ZADATAK 1. Rediti matridnu jednadinu AX = B , gde jJe
1 2 0 1 2
4=l 1 1 i1 B=s{0 2
0O 1 3 1 0
2 =6 2
=1 L1=3 3 =1
RESENJE, Det A = =4 , A= =3 |77 3 3] '
2 =6 2 1 2 4 =8 =1 2
x=alB= -2 (-3 31 o 2)=-%[-4 0)= |1 0}.
1l =l =1 1 0 0O 0 0 0
ZADATAK?, Re$iti diferencijalnu jednadinu xy’+y = 2x .

x°+ 1

RESENJE. yJ - %{-[C + % 1n (x2+1))

ZADATAK 3, Hadéli parcijalne izvode prvog reda funkelje

2 .3 2y
% = uz— & xye-x
X =y
RESENJE, 2 2 .3 2
%: - x( -2x21)£-x + ( y-2x2y2 ) 7% Y ,
2=y° )
2, 4. ,.2 2
- -
$4 - SBLHIT, (xy) o
X=¥

ZADATAK 4. IzraSunati dvostruki integral I:[f X dxdy
p VY
gie je domen D ogranilen linijama x=2, y=x2 iy=1.

RESENJE, fflex: a zjz(xy"— r)gd 2_[2( 2_x) dx-%
-‘v ‘IVT y = ) ¥y A X = X =

m 9
ZADATAK 5, Ispitati konvergenciju reda Z - _ogn
n1 30

RESENJE. Kako je q = lim f’_ﬁ‘ﬂ-\ = % , to prema Dalamberovom
n-poe| Am
kriterijumu red konvergira.
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ZADATAK 1. Naéi parcijalme- izvode prvog reda funkcije
2
2 = (x3+ e~y )3+ yln (xz—yz) + 3

2 v 2
RESENSE, 22 _ 50,53, =% )2(5,2.52e™XY") , 2EY
DX X232

el 2 J—4 -4
%%%, = 5(x+ e X ) (-2xye™™Y ) +1n(x2-y%)-~ 5%-=§
x'-

ZADATAK 2., Re¥iti diferencijalnu jednadinu y'+ 2y = 4x +8 »

RESENJE, Y = Ce~2%42x +3

2 0 1
ZADATAK 3. Data je matriea A= (l 1 1) Naéi matricu B=A+4A"1
1 3 0 ®

-3 3-1
RESENJE. oy » ety A”Ye :%-( 1-1 -%) ,

: -1 2 0 1 =3 3 =l 5 =3 2
B=A4+4"={(1 1 1} = 1=1l-4,=§0 2 2
1 3 0 2 -6 2 =l 9 =2

ZADATAK 4. Izradunati dvostruki integrel T ={[ X2 dndy

gde je domen D ogrenilen limijema x=2, y=1 1 y=x

Z A 3 2
RESENJE. x=Juj;“@=-ﬁ¥§iL)u=-J(£}cﬂ-X*3)dx:

v .
=-j(—%-x+4)dx=31n2-:g- .

ZADATAK 5. Bacaju se istovremeno dve kocke &ije su strane obeleZene
brojevima 1,2,3,4,5,6, Kolike je verovatnoda da na strana-
me pojave brojevi &1ji je zbir vedi od 97

ggggmggﬁ P =3% = % ,. posto Je broJj povoljnih sludajeva 6, a broj

moguéih sludajeva 36.
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SEPTEMBAR 1973.

) s » - =X
ZADATAK 1. Re3iti diferencijalnu jednadinu 4y" ¢ 5y5°+y = 2 e .

1 =X
EESENJE . y=c,e” I x4 4:2@'x - % xe

ZADATAK 2°Naéi ekstremnu vrednest funkeije
6y = 3y°+ 2x+2ln(5-x)+ 1 .

Z

RESENJE. Meksimum: z =12 za x=4 , y=l.

ZADATAK 3. Izradunati dvostruki integral I =Jf xe™axdy
i gde e domen D ogranifen lin. y=0,v=2x,x=1 D :

4
RESENJE. I =_/4db:jz;e2ydy = -z-j( xe™
® ) P

24 4

Y ax = %;/kxe4x - x )dx =
[+]

=35 (3e*- 7). °

ZADATAK 4. Date su matrice 0 1 2
A=(1 1 1) i B=(g : g)
3 0 1 Y
Naéi matricu C = BA™F .
RESENJE . - 1 -1 -1
Det A = -4, A1=-%:. 2-6 2} ,
-3 3 -]

1-1 4
el 1{2 1 o)f}- _1f{4-8 o\ [-1 2 o
C=BA"=-2 (o 2 o)(_§ g‘._ﬁ)"x‘(:;-lz 4)‘(—1 3 -1)

ZADATAK 5. Bacaju se istovremeno dve kocke ¢ije su strene oznadene
brojevina 1,2,3,4,5,6‘. Kolika je verovatnoée da se na stra-
nems pojave brojevi &1ji Jje zbir manji od 5 7

FESENJE . P = '6-53 = %‘ » poSto je broj povoljnih sludajeva 6, a

broj moguéih sludajeva 36,
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SEPTEMBAR 1973

ZADATAK 1, Nadéi ekatremnu vrednost funkcije
z = x°+ 2% - y -1n(2=y) - 4 .

EESENJE. Minimum: z = =6 za x=-1 , y=1

ZADATAK 2. Izradunati dvostruki integral I =é/ Vij_gﬁ_—s—dxdy
yo 1

gde je domen D ogreniden linijema y=0, y=x i x=1 .

RESENJE .

I_/dxj—xx—dy _/(x y-rl' )ax /(xr’l-x)dx
Y-tl _;:: %

ZADATAK 3., Reditl diferencijelnu jednadinu yhe 3y’= e-Sx

RESENJE.

0
ZADATAK 4, Data je matrica A =(%

=

1 -1
1} . Nadéi matricu C=44 -
0

, (111
EBSENJE. poy g =4, a7'= 3 (3-3 1),B=4A'1-A=

-2 6 =2
=1 1 1 0 2 1Y% -1 =1 0
= 3=3 1l;-{1 1 1)]=| 2«4 0}.
=2 6 = 3 3 0 =5 5 =2
€9 o
ZADATAK 5, Ispitati konvergenciju rede —5
n=4 I
FESENJE, Kak T o
BESENJE o Je q= o S I B 2, to prema DPalamberovom

kriterijumu red konvengira.
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SEPTEMBAR 1973

f1 0 2
ZADATAK 1, Re#iti matri¥nu jednadinu XA =B, gde Je A =(Zé 1l 1)
3

iB=(3’2,O) °

FBSENIE. oy g = 4, A=

L

1
-2 6 =2

-1 1 1},

-3 1

A%

a1 -2 6-2\ ;
X =BA"= 73,2001 1 177 (-8,20,74) = (-2,5,-1)

ZADATAK 2. Re3iti diferencnu Jednadinu f(n+2) - 4£(n¢l)+4f(n)=0

RESENJE . - n n_ ,n
sm=m==e £(n) =02 C,on2" =2 (Cy* Czn).

ZADATAK 3. Izredunati dvostruki integral I =Jf —L—dxdy
(y * 1)
D

Gde Je domen D ograniéen lini jama y=0, y=x 1 x=1.

J s ’dx--ff(

RESENJE., I =/dxj - x)ax =

x+1

y+1)
P R | .
7 Iln2

ZADATAK 4. Resiti diferencijalnu jednalinu wyy’ = ye2

RESENJE. ¥ - 2In{y+#2) - 1nx = C .

ZADATAK 5. Naéi parcijelne izvode prvog reda funkeije

2
2 =x% -y6 V4 Vox 2y + 5 .

-
RESENJE, g—§=2w+y3em+ v I
2i3x - 2y
2
Q_z=x2_ (1 -2ﬂ’2)e}w- 1 .

[+%
e
A
]
]
&
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SEPTEMBAR 1973.

ZADATAK 1, Izradunati dvostruki integral
y2
I "JDJf xye” dxdy

gde Je domen D ograniden linijeme y=0,x=1 1 Y=x

4 2 14 2%

4 4 2
MI éj‘dx xye’ ay =5/ (xe” | )ax =*23= (xe™ - x)dx= &=>-2 .
] o 0 ) o
ZADATAK 3. Nadi ekstremnu vrednost funkel je
z = 2x =y+21n(3 - x)+ ln{y #2) - 2.
FESENJE. Meksimum: z = 3 za x=2, y==1.,
ZADATAK 2. Rediti diferencijelnu jednedinu (x — 3y’ = xy
RESENJE, lny =x - 31n(3 - x) = C.
ZADATAK 4, Data je matrica | =(i : %) » Ya¢i matricu B=aa~l,
0 3 1

- %6 2 2\ (12 -4 -4
EBSENJE. Doy 4 = -4, A 1=-% (-1 1 -1) yB=8h =| 22 2],
3 -3 <1 6 6 2

ZADATAK 5, Rediti diferencijalnu jednadinu 27" = y°= 4x =3,

RESENJE .

1
v = Cl* 0232x - 2x2 = 5X.
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SEPTEMBAR 1973

ZADATAK 1. Rediti diferencijelnu jednadinu 4y"y y = 392:( o

RESENJE. . _ 1 1. .3  °2x
=====e y= Cqcos 5X *Csingx 45 € .

ZADATAK 2. Naéi ekstremnu vrednostt funkeije
7z = 3x2 - 6% = 2y =1n(5=y)+4 -

RESBNJE, Minimum: z¥ =7 za x=1, y=4.

ZADATAK 3, Izradunati dvostrukl integrel I =j/ xe_zydxd:y
gde je domen D ogranilen 1ini jama,
x=l,y=x 1 y=0 .

p5id]
P o

¥ 4
1 - -
Yax= --§{(xe 2X_y)ax = % e 2 % .
0

SENJE . . . 4
I -:O/dg[x'e_zydy= a»%{(xe-zy
TR

)
ZADATAK 4. Data je matrica A =(% 1 %) . Ne¢i matricu B=2A - 4471,
—_— 1

1 1- -
IEéENJE.DetA=4’A1=%(_§ g_g), B=24 -4t =

5 0 2 1 01-1 5-1 3
=(222)--2 6 2] =[4-4 4) .
0 2 4 1-3 3 -1 5 1

ZADATAK 5, U jednoj kui.'.i;ji naelaze se 4 bele 1 3 crne kuglice. Koli-
ka je verovatnoda da se Jednim izviadenjem na sludaj
dveju kuglica izvu¥e bela i cpna kuglica %

@@4 P = %:% = i,;* s podto Je broj povoljnih sludajeva

4°3 =12, a broj svih moguéih sludajeva (Z) =21 .
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SEPTEMBAR 1973.

ZADATAK 1. Sistem Jjednaline
x+2z2 =0
X+ Yy 4+ z =2
3y 4+ z =2
Re$iti matriénom metodom.

RESENJE, Matri&ni oblik datog sistema glasi:

1 0 2\ /[x oy x\ 1 0 2\%/o
111 (y) =(2 , odakle je (y)=1 1 1 2=
0 3 1/\z] (-2 z) O 3 1/ 2

AR N A P 4, y=0, z=-2
= 4{-1 = o] => x=4, y=0, z=-2 .
A5 3 1 (—2 (nz e
=3

ZADATAK 2, Re3iti diferencijalnu JedneZinu 3y"4 4y°+ y = Be -

-3 - -
@_SE_N_JLyzele 3X+C2exm%xex

ZADATAK 3, Izradunati dvostruki integrel I =ff—=S=—dxdy
D Vy-r 1

gde Je domen D ograniden lini jema y=0, y=x2 1 x=1 .

RESENJE. o 4 o 3
I =[dx oﬁdy:z-{ (xlfy+1 c’)dx=2j.:,(x xzfl = x)dx= ﬁ.g, - % .

ZADATAK4, Naéi parcijalne izvode prvog reda funkeije

2.2
z = xln(x2=y2) - Xye Vw2,

2 )
RESENJE %; = In(x2-y?) * _z_:zc___? - ye ¥V (1-2x%?),
X =y
‘a z _ 2 _x2 2 2 2
—ay-nfﬂ?— = xe™X ¥ (1-0x%5%).

X =y

ZADATAK 5. BacaJu se istovremeno dve kocke &ije su strane obelefene
brbjevina 1,2,%,4,5,6. Kolika je verovatnoda da se na stra-
nema. pojave brojevi &iji Jje proizvod menji od 5 7

RESENJE.

P = % = %, podto je broj povoljnih sludajeva 8,a broj svih
moguéih sludajeva 36. ’




SEPTEMBAR 1973.

ZADATAK 1. Resitl diferencijelnu jednadinu y*= —ptb—

RESENJE, x4+ ylnCy =0

1 0 2
ZADATAK 2, Re¥iti metrilnu jedna¥inu AX =B, gde Jje A=((l5 % %)

e {f)

2 6 -2 »
RESENJE, Dot A =4, A™ = ¥ (-% 1 %) , X=4A"B =
-3

0 9

ZADATAK 3, Izrafuneti dvostruki integrel I =// 5 dxdy
D

{(y=1)
Gde je domen D ograniden linijaema y=2, y=x i x=3 .

3
)dx _/( ;{%—I--x Ydx =
2

B_E_SE_NJ_LIJI 2@/(3:11.9_

2 :_ (y-)

.[(14- -x)dx=%-1n2.

ZADATAK 4. Nadéi ekstremnu vrednost funkelje

z = x2 =2Xx =y = 1ln{2 - y)+ 8 .

FESENJE, Minimums 226 za x=1, y=1 .

ZADATAK 5. Re#iti diferencijelnu Jednasfinu y"<+ 2y’ = 36_2x .

RESENJE. - =
© =Cl-\'02e zx-%xezx o
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ZADATAK 1. Sistem Jednadina

2% = y*+ 3z =5
3x® g =6
ey~ 2 ==2

reditli matriénom metodom.

RESENJE. Matri¥ni oblik datog sistema glasi: (2 =1 3) (x){S ).;,

5 0 1y 6
1
x\ 2 -1 3 5 1 (-2 5 - 5
¥i=l3 0 1 6=ﬁ 3 =2 T|| 6
Z 0 2 -1 -2 6 =4 3J\=-2

l—‘li—'
)

0 2 =1/\z -
22 2 x=2
=11, Bi=1 | = y=-=1
0 0 z=0
ZADATAK 2. Rediti diferencijalnu Jednadinu
a) Y"4 6y°45y = 4e”2X

Y) (xy+ 300y = y2

RESENJE . =5x _ 4 o=2x

a) y = Clenx.), 029 = -3

b) ¥y (lny -1nCx) =

ZADATAK 3. Nadi percijelne izvode prvog reda funkcije

3 2
(6xy +exy-3) 5 o
RESENJE, 3 3,2
225 (alyhe™ ¥ -3 (127 xPyPe V)
32 x3y2)
%_;=5(6xy3+ey -3)4(18::5'4-21:3 ) .

ZADATAK 4. Izredunati dvosiruki integrel I =f)” (1 =2xy)dxdy

gde je D oblast ogrenilena x osom 1 parabolom y=x2—x o

BME. 1 /% [0 ooy = S o e =B
(X ) e e ©




NOVEMBAR 1 12854

7ADATAK 1. Sistem jednalins

°2x = By =2z =1
x + y4 2 =4
Bx = 2¥ * 5z =2

rediti pomodu matrica

1.1 1 ={4
-2 3 2

b4
-1 511 -2\ [1\/ 3\ x=3
odakle Je (;,‘)z 2-3 ’?’L) (}1)= 1 (o 9 -3)( }( )a?y-Q
2 3 - 3 2 15 "5 _5 5 -1 Z==1

RESENJE, U matri¥nom obliku sistem glasi: (2 -3 —1) (x) (1)
9
3

7ADATAK2. Izrafinati dvostruki integral I -J/ xdxdy

gde je domen D ogranien linijama y=lnx, y=0 i x=e .

' e .2
REéENJE'dex xdy f(xy’)dx jxlnxdx—?(lnx-%)i=if—l.
A

ZADATAK 3. Naéi opéte reSenje diferencijalne Jjednadine
Yy -2y =4x -3

1

R_Eé_E_W—-E—ﬁ- y = Clex* cze-ZX_ 2% 4 ..2. o

ZADATAK 4. Nadéi ekstremnu vrednost funkeije 2z = 2=lnx=-21ny
pri gemu x 1 ¥y zadovol java ju vezu x4y =3 =0 .

RESENJE. Minimum: 2z = 2-21n2 za x=1, y=2 .

on
ZADATAK 5. Ispitati konvergenciju reda Z_ 2n =1
’ a=4 5P

aM-M \__ 1

RESENJE, Keko je q = lim =% » to prema Dalamberovam
n-

kriterijumu red konveng.u-a.
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NOVEMBAR 1973,

ZADATAK 1, ReSiti diferencijalnu jednadinu

(xy = y)y'=5

RESENJE., y%= 10ln(x-1) + G

ZADATAK 2, Naéi ekstremnu vrednodt funkeije

z=1=12x = 2y + x3 + y2

RESENJEZ Minimums 2=-16 za x= 2, y=l.

ZADATAK 3, Izralunati dvostruki integral

I =j¥ydxdy
D
Gde je domen D ograniden linijama y=ex, ¥y=0, x=0i x=1 .
RESENJE A 2 ‘ ' 2
E L]

- 1 =fdx Jydy = f( g \ ) dx = %je“dx = & =1

6 ° b 4

8 0

ZADATAK 4, Odrediti X5 iz matridne jednadine

11 1 *11 *12 30 0
0 =3 <1} ¢ | ¥21 ¥e2 | * 15 60

0-45
3 -2 3 %31 *32
— 1
RESENJE, [ %4 X% 1 1 1 30 0 27 26\ Xq,=27, %X, ,=26
= o |xyaa)={2-3 -1 |i560/=|18 9 el 9
X3) X3, 3 =2 3 0 =45 =15 =35 2177 %227

x31=-15,x3§=35

ZADATAKS ., Izradunati nesvojstvenl integral

@

I =foe'2xdx
yi]
RESENJE, ' t
I = lin (xe"?®dx = lim (=3 xe=2x_ L e-zx)\ _
[ Al toce 4 0
= lim (& - 1/46%Y . ;1-{)' = =lim —'(")_'tzt -+ %—
toe o2 treo  (2627)

\ 1 1 1
= =1lim —ST*t7T =T°
) 4e2 4 4




NOVEMBAR 197%. 128, ¢

ZADATAK 1. ReBitl matrilnu jednadinu AX = B, gde je (3 =2 3
A=
2 =5 =

1 11
30 0
i B={ 0 =45
15 60

RESENJE, 1 3.2 L 30 o\ [1-13
x=4a"8={1 11 0 -45) =[-6 -27]) -
2 =3 = 15 60 5 =5
7ZADATAK 2, Refiti difervencijalnu jednadinu 2y% +3y°= Se” %x .
RESENJE, 3
y= C; + Cye 2* - % xe"‘%x
ZADATAK 3. Naéi ekstremnu vredhost funkcije z=x3—y2-3x-2y+5 .

RESENJE.
'—'S'E—"‘— Makeimum: 2=8 28 x==1, y=-1.

2ADATAKY , Izratunati dvostruki integral I=ffxdlxdy
D

gde je domen D ograniden detvrtinom kruga x2+y2=1 u

prvom kvadrantu .

RESENJE. -, = 4
I= f‘dxjxdy = J(xy\ ) dx = jx 1-x%dx = %- ( l-x2)3= L.
9 () (3 o o 3

ZADATAK 5. Izradunati W = (V3 + 31)°,

RESENJE,
= 2 =V3+ i lg=§=V3 0 =VIZ, tg3=$-3-. =
=\/'3_OB=Z;— . Zato je z=5’(coaB+ isinB) =
a- P~ qr
=\fi§(cosg+ isin'%-),pa jew=z=[\/i§ (c033-+

n~ 6 a
+ isin %- )] = 1728 (cos é—g— + isin %!l_ ) = 1728 .
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NOVEMBAR 1973,

ZADATAK 1, Naéi ekstremnu vrednost funkeije
4

%2 = X -4x+y2-6y+18

RESENJE, Minimum: z=6 za x=l, y=3 .

ZADATAX 2, Izradunati dvostruki integral

e

gde je domen D ograniden linijama y=x, x=1 i y=0.

RESENJE, ior ; % 4
I =£dx°[m dy = §(2V1+y) lodx = 2 g(\/-l-o-x - 1)ax
' ]
= [--%- ( \/],-o-x)3 -2x]\= -8—% .
Q

ZADATAK 3, Date su matrice 1 0 0 2 =2 3
I=}0 1 04 4= -1 0 -1
0 0 1 3 =3 3

Naéi inverznu matricu matrice B= I-4,

RESENJE, a (2231t (5505
-7 (1 11 & |513])-
3 3 -2 09 -3

ZADATAK 4. Rediti diferencijalnu jednadinm
2¥°=y = x + 2

RESENJE,
V= Ceg - X =4 .
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ZADATAK 5, Bacaju se jednom istovremeno dve kocke 8ije su stra-
ne obeledene brojevima 1,2,3,4,5,6. Kolika je verovat-
noda da se na tim kockama pojave brojevi 8iji =zbir
iznosi 8 7

RESENGE, Ps= %3 , podto Je broj povoljnih sludajeva 5, a broj

fh— e

svih moguéih sludajeva iznosi 36.

HOVEMBAR 1

ZADATAK 1.Re¥iti diferencijalnu jednadinu

3x

y? =y°= 6y = e

RESENJE. ' 3x

= 3x =2% , Xe
¥ = Ole + C2e + =5

st

ZADATAK 2, Naédi ekstremnu vrednost funkeije
Zub=21nx=-31ny
ako x i y zadovoljavaju vesun

x+3y=5 = 0O

RESENJE, Minimum :  2=6-21n2 .

ZADATAX %, Sistem jednaéina

Bx=2y+3% =6

X+ Y+ 5 =12

2R=BY= B =3
rebiti pomoéu matrica.

RESENE. (5 .o 3\ |x\[6\ [x\ [3-2 *{6\[9\ =x=9
i1 1li°ly 2=§—y—111a126¢y=6
2 =3 =1 \z|\3] \z] \2 =3 - 3/ %3 ==3
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ZADATAK 4, Izrafamati dvostruki integral

I njyeydxdy
D

gde je domen D ogrenifien linijams y=0,x=1 i y=-x.

RESENJE,

[] 4 0
I= _g‘dxm;eydy sé(ey L{)dxagl-e"x)dx = (x+e'x)t = %

ZADATAK 5, Bacaju se jednom dve kocle 8ije su strane obeleZene
brojevima 1,2,3,4,5,6. Kolika je verovatnoda da se
na tim kockama pojave brojevi &iji je proizvod veéi
od 15 ?

RESENJE, 5 _ %%;, jer je broj povoljnih sludajeva 11, a broj

svih moguéih sludajeva 36.

NOVEMBAR 1973.

ZADATAK 1. ReSiti difereneijalnu jednadinu

¥y 42=x =0

RESENJE, yo=x2+4x =C

ZADATAK 2, Nadi ekstremnu vrednost funkeije

g = % +x+y2—4y +5

RESENJE, Minimum; 2=3 2za x=1, y=2,

3 =2 3

ZADATAK 3, Date su matrice A= ( 30,-45,60) i B= (]. 11
' 2 =3 =]

Naéi matricu C=AB™t

RESENJE, =1
e i 1 1 3 1 1l =2 §
¢ = (30,-45,60)|3 =2 3| = ¢30,-45,60) i g -2 <5)
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11 =2 5
= (2,-3,4) g =3 0= ( =25,25,=10 ) .
=5 5§ =5

ZADATAK4 , Izradunati dvostruki integral
: -ff % ey
p ¥

gde je D ogranifen linijame y=x+1, y=1 i x=l.

RESENJE, 4 X" 4 wed 4
I =§dx 45;1,?- dy = -g(%\4 Yaxe - g( x—}r -1)dx = 1-1n2.

ZADATAK 5, ReBiti diferemcwu jednadinu
f(n+2) = 7£(n+¢l) + 128(n) = 0.

RESENJE. ¢(y) 0 3 + 0™

BOVEMBARL .

ZADATAX 1. Izradunati dvostruki integral T = “ 1 dxdy
D x2

gde je oblast Do,mi-éena linijama y=x-1, y=0 i x=2.

=4 2

& (3 %4 2 2
RECENJE. 1 =de$l2 ay =S( Iil )dx~.s-x—z;-'dx =S(% - }-2' Jix =
4 P 4 X Y 4= 2 %
Y
= 1ln2 = 5
® 2
ZADATAK? . Izradunati nesvojstveni integral I =Sxe'4x ax
0
& £ 2 t 2
o - =432 -
RECENIE. 7 , limgxe 4x dx = lim % e~4* ) & lim(e 4% '1)%~
8
e o -t-;m [o] e
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0

ZADATAK3, Date su matrice Aa(-3 2 -1} i Be [-15
11
3 3 30

1
-2

Naéi matrion Cs=A"1B

RESENJE, «3 2 31 [-15 1 [0=9 3\ ([-15|_[-6) .
Ce 1 1 e 0l = -33 =5=11 2 Y =9
-2 3 30 \5 5-5/\30/ 15

ZADATAKA . Naéi ekstremnu vrednost funkecije

z=-x2+2x-y- % + 10 .

BESENJE, Maksimum: 2=9, za x=1, ysl.

ZADATAK 5, Re¥iti diferencijalnu jednadinu Y"=9y = 895x o

v a— 5x
RESENJE., o3 , g e3% , &

y=Cy 2 M

NOVEMBAR1973,

ZADATAK1, Naéi ekstremnu vrednost funkeije z=x2-6x + 3y—y3+15.

RESENJE, Minimum: %=4 za x=3, y=-l.

ZADATAK 2, ReSiti diferencijalnu jednadinu (xy-5x)y°=2

RESENJE, y2-10y = 41lnx +0

1 1 1

ZADATAK 3, Data je matrica A= (=3 =1 2\ . Naéi matricu B=30Af1
=2 3 3

RESENJE, -3 -1 1 1 [0 9-3 018 -6
B=30|1 1 1) = 3035 |5 -5 5 =140-1010
=2 3 3 5 44 -2 10 22 4

ZADATAK 4. Iszradunati dvostruki integral
- axd
1o ff
D

gde je domen D ogranifen linijama y=x-2, y=0 i x=3,
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w2 3 -2 3
RESENIE. ®
- a . xl (=240 - ((1-2)ax =
I_£dx§ 1 i(xe)dx  52ax é(l 2)ax =
=1 4 21n2 = 21n3 .

ZADATAK 5. Naéi opSte reSenje diferencijalne jednadine

2y" = 5y°42y = 4x=3 .

N _
2x I
y = Cye +02e§'+ 2x + 3

DECEMBAR 1973,

ZADATAKL, Odrediti xij iz matri¥ne jednadine

X
1 2 o\ (¥ 10
21 %23

3 4 1 o X = | 0 =2

o 0 1 31 *32 i 0
RESENJB, (X1 %o\ 1 2 ot f1 o\ ,[4-2 2\[1 0

21 %o2l=l3 4 1 0 -2}=-5|-3 1 -1/{0 -2f=

x5y Xgof © O 1 10 o6 0-2/11 o

() m
“\1 0 x2la1 | x22
3171 » ¥3220

ZADATAK 2., Rediti diferencijalnu jednadinus
a) S5y"-Tyf2y = 4x+3

b) (x2+1)y'= 3KV

2
- : _ x S 1
RESENJE, a) y= Cye” + Cyed” + 2x + §1

b) y=C (x2 + 1)3.
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ZADATAK 5, Naéi parcijalne izvode prvog reda fumkeclje

2.3
3 = e~ J (3xy2a4x5y-=6)

‘ 2
«R—Em %—%= 2xy3ex y (3x,y -4x y =6) + e* y (3y =20x y)

2.3 2.3
22 o 3225265 T (3xy2-4207-6) + o* I (6xy - 4x°).,

]

ZADATAK 4. Izredunati dvostruki integral

I a{((x-i-Zy)dxdy
D

gde je D ogranidena parabolom y=xa+x 1 % osom.
dx

RESENJE., . f dx g(x+2y)db’ - [(xy"y 2)]
x R

= =-5 (x3+x +X +2x3+x2)dx = - %6 o




na stranici 21 peti red odezgo (zadatatak br.5)
stoji u detvrtem kvadrantu

treba u treéem kvadrantu



129.
JUN 1971,

1. ReSiti diferencijalnu jednadinu

y" + 5y + 4y = 2" + 8x - 3.
2. Izracunati vrednost dvostrukog integrala

I=ff(x—y-xy) dxdy,

gde Je D trougao sa temenima

A(0,0), B(3,0) i ¢(0,3).

3. ReSiti matridnu Jjednadinu

XA = B,
1 1 1 21 2
gde jJe A= |2 0 1 i B = 2 1 14}-
c 1 1 3 2 2

4, Naéi ekstremnu vrednost funkcije

z = 6xy + 125 - 352 - 200 - &4 ,

5, Bacaju se istovremeno dve kocke &ije su strane obeleZene broje-
vima 1, 2, 3, 4, 5 i 6, Odrediti verovatunofu da zbir brojeva
koji se pojave na stranama bude manji od 10.

6, Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz x osu i tadku

m(;, - 2,1),




l.

26

3

4,

5.

6
M

JUN 1971.

Re8iti diferencijalnu jednadinu
y" 4 3y + 25 =56 K + 4x - 5.

Izradunati vrednost dvostrukog integrala

I=[f(x-73+xy) axay,
D .

gde je D trougao sa temenima A(0,-2),

Re3iti matridnu jednadinu

XA = B,
110 2
gde Je A= |1 1 1 i B= |1
01 2 1

Naéi ekstremnu vrednost funkcije

z = y3 - 3%y + 3x2 - 3% + 8.

130,

B(-2,0) i ¢(0,0).

N
PO NW
L]

Bacaju se istovremeno dve kocke dije su strane obeleZene bro-—
jevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6., Odrediti verovatnoéu da zbir broje-

va koji se pojave na straname bude 3.

Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz z osu i tadku

(3:2,5)-




1o

20

4,

5

5

131,
JUN 1971,

Refiti diferencijalnu jednadinu
F" b ByS + 3y = 5670% 4+ B3x + 2.

Izradéunati vrednost dvostrukog integrala

I=j/ (x -y - xy) dxdy,
D

gde je D trougao sa temenima A(—l,O), B(O,nl) i ¢(0,0).

Rediti matridnu jednadinu

XA = B,
1 11 2 3 2

gde je A= 10 1 2 i B = 1 2 2 ®
1 1 © 1 2 1

Nadéi ekstrewnu vrednost funkcije
a=30 - Bxy +3xC -3y + 4,
Bacaju se istovremeno dve kocke &ije su strane oznadene bro-

jevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6, Odrediti verovatnolu da zbir broje-
va koji se pojave na stranama bude 4,

Napisati jednadinu prave koja prolazi kroz tadku M (0,3,2)
i paralelna je sa z osom,




132.
JUN 1971,

1. Re3iti diferencijalnu jednadinu

=2K

y* + 4y® + 4y = 8e + 2% o

2., Izradunati vrednost dvostrukog integrala
1= _[/ (x + y + xy) axdy,
D
gde je D trougao sa temenima
afo, - 1), B(1,0) 1 c(o,o).

%, Rediti matridnu jednalinu

AX = B, 011 121
gde je A = 2 1 0 i B = 2 2 1 -
; 1 1 1] 5 3 2

4, Naéi ekstremnu vrednost funkcije
Z =20 - 6xy + 335 - 127 + 2 .
5, Bacaju se istovremeno dve kocke &ije su strane oznadene broje-

vinma 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Odrediti verovatnoéu da zbir brojeva
koJji se pojave na stranamas ne bude veéi od 5.

6. Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz x osu i tadku
M(2, 1, 5).




133,
JUN 1971,

1. Resiti diferencijalnu jednadinu

" =2y - 3y = 2% - 4x ,

2. ReSiti matridnu jednadinu
XA = B,

1
gde je A = 1
i 11

0 1
2 0 i B =

RHO

NN

O N =
[:]

3. Izradunati vrednost dvostrukog integrala
I= ~[/. (x - y) dxdy ,
D

gde Je D trougao sa temenima A(0,0), B(l,O) i C(b,-l).

4, Naéi ekstremnu vrednost funkecije

Z = 2x5 - 6xy + 12y - 4

5. Nepisati jednadinu ravni koja prolazi kroz tadku M /245,=3/
a normalna je na pravoj

=1l . ¥y8 . _z
6 7 -l




1.

2.

S

q"

5.

Ge

134,
JUN 1971,

Re3iti diferencijalnu jednadinu

y" - 16y = 36" - Scos2x .
Izradunati vrednost dvostrukog integrala
I=jf (x+y+xy) daxdy ,
D
gde Je D trougso sa temenima
A(-3,0), B(0,0) 1i0(0,3).
Refiti matridnu Jednacinu

AY = B,

1 10 1 2 1
gde je A = 0 1 2 i B=1]11 2 2| .
111 2 3 2

Nadi ekstremnu vrednost funkeije

z=3xy - % - 3y° + 3y -7,

Bacaju se istovremeno dve kocke ¢ije su strane obeleZene bro-
jevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Odrediti verovatnoéu da zbir broje-
va koji se pojave na stranama bude 7.

Napisati jednaiinu ravni koja prolazi kroz 2 osu i taélu

(s 3, 5.



l.

26

4,

6o

135,
JUN 1971,

Re3iti diferencijalnu jednadinu

" + 4y = 3com2x + Sesx °
Izradunati vrednost dvostrukog integrala

I=ff (xy-x+y) axdy,

gde je D trougao sa tewmenima
A(-3,0), B(0,-3) i ¢(0,0).

Resiti matridnu jednadinu

XA = B,
0 1 1 1 21
gde Je A= 2 1 0 i B=12 2 11,
11 1 2 3 3

Naci ekstremnu vrednost funkeije

Z = 3y2 - 12y + 2_x3 - 6xy + 2 o

Bacaju se istovremeno dve kocke ¢ije su strane obelefene bro-
Jevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Odrediti verovatnoéu da zbir broje-~
va koJji se pojave na stranama bude 9.

Napisati jednadinu prave koja prolazi kroz tadku M(O,l,})
& normalna Je na ravni

2X -5y =0,




1.

2.

3e

4

5e

6.

JUN 1971,

Refiti diferencijalnu jednadinu

y* + 9y = 12cos3x - 53"2x o

Izradunati vrednost dvostrukog integrala
1= [f (x-v+m) axy,
D

gde je D trougao sa temenima A(0,0),

ReZiti matrifnu jednadinu

XA = B,
110
gde Je A = 0 1 2 i B=
111

Naéi ekstremnu vrednost funkcije

z=x - 3xy + 3y2 - 3y + 10 .

Bacaju se istovremeno dve kocke Cije su strane oznadene broje=

136,

B(1,0) i 0(0,1).

N

A BiVE ]

PO

vima 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Odrediti verovatnoéu da zbir brojeva
koji se pojave ne stranama ne bude manji od 1ll.

Napisati jednsdinu ravni koja prolazi kroz taku M (2,3,-1)

i normalna je na pravo]




137,
JUN 1971,

1. ReSiti diferencijalnu Jednadinu

Ux

y% ~- 167 = 2¢” " + 58in2x% .

2. Izratunati vrednost dvostrukog integrala
I=jj(x+y-::7) dxdy ,
D
gde je D trougao sa temenima A (0,-2), B(2,0) i ¢(0,0).

3, ReSiti matridénu jednadinu

AX =B,
1 1 1 1 2 2

gde je A= c 1 2 i B = 11 2}
1 1 0 2 3 3

4, Naéi ekstremnu vrednost funkeije

Z2 =25 - 6xy + 3x° <12x + 5 .

5. Bacaju se istovremeno dve kocke &ije su strane obeleZeme bro-
Jevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Odrediti verovatnoéu da zbir broje-
va koji se pojave na stranawma bude vedi od 3.

6. Napisati jednalinu prave koja prolazi kroz tadku M (1,0,-2)
a normglna je na ravan

5%x=-4y+32=0,




2.

4.

5.

6o

JUN 1971,

Rediti diferencijalnu jednadinu

y" + 4y = 68in2x + 2e”%

Izradunati vrednost dvostrukog integrala

I=j/(y-x+xy) axdy,
D

138,

gde je D trougao sa temenima A (0,0), 3(2,0) i 0(0,2).

Re3iti matri¢nu jednalinu
XA = B, 11 0
gde je A = 1 0 2 i B =
1 1 1
Naéi ekstremnu vrednost funkcije

7z = 6xy + 12% - 25'3 - 3x2 -4,

Bacaju se istovremeno tri kocke ¢ije su strane oznadene broje-

NN

N
o R

vima 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Odrediti verovatnoéu da zbir brojeva

koji se pojave na stranams bude 18.

Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz talku M (3,4,2)'

& normalno ng pravoj x =y = % .



1.

26

3

4y

56

6'

139,

JUN 1971,
ReSiti diferencijalnu jednadinu
" + 3 = 3cosx + o™X °

Izradunati vrednost dvostrukog integrala’
I=ff(x+y-xy) dxdy,
D
gde je D trougao sa temenima A (0,-3), B(3,0) i ¢(0,0),

Resiti matriénu jednadinu

AL = B, : 11 1 1 2 2
gle je A=]0 2 1 i B={1 2 1
10 1 2 3 3

Naéi ekstreanu vrednost funkeije

z =% +335% - 3y - 3%y + 9 .

Bacaju se istovremeno tri kocke &ije su strane obeleZene bro-
Jevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6, Odrediti verovatnodéu da zbir broje-

va koji se pojave na stranama bude 3,

Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz y osu i tadku

m(a, 2, 1)




1.

26

4,

5e

140,
SEPTEMBAR 1971,

Naéi sve vrednosti

-yY3+i .
Date su matrice
l

H e (m2). o= [513]
1
Naéi proizvode: ABC, BCA i CAB.

Rediti jednadinu

gm 4+ 2y° - By = e cosx

Izpadunati

I=J]‘)f y-\3/x axdy ,

gde je D getvrtina kruga x° + y2 = 1 u drugom kvadrantu.
Za koje vrednosti promenljivih x i ¥ funkcija z = x2 + y2
ima ekstremnu vrednost ako promenljive x i ¥ zadovoljavaju
jednadinu 3x + 2y = 6 .




141,

SEPTEMBAR 1971,

1. Izracunati
I=ff (x+y) dxdy ,
D

gde je D oblast ogranilena x osom i parsbolom y = 1 - x2 °

2. Naéi sve vrednosti

53—
l"io

3. Rediti jednadinu

2x ginxg .

y!l_y’+3y=e

4. Za koje vrednosti promenljivih x i y funkcija z = x + 2y
ima ekstremnu vrednost ako prowenljive x i y zadovoljavaju
Jjednadinu x2 + y2 = 5,

i b
5. Dati su vektori a (2, 1, =1) i b (3, 2, 4). Nepisati jed-
=
nadinu ravni koja je normalna na vektoru ¢ = 2a - b i pro -

lazi kroz tadku Ml(l, 0, ~ 2).




1.

20

3o

4,

5e

142,

SEPTEMBAR 1971,

Naéi ekstremnu vrednost funkcije

zZ = 2y4 + x4 - y2 - 2x2 + 5

ReSiti jednadinu

3x

y" - 6y® + 5y = e”" sinx.

Izracunati
I =‘[/F(x - y) dxdy
D

2

gde je D polukrug %2 + y° = 1 u donjoj poluravni.

Naéi sve vrednosti

VioT.

Napisati jednadinu prave koja prolazi kroz talku Ml(B, 1, 0)
" N R . L 2
i stoji upravno na vektorime b (5, O, 1) i e (2, 3y = l) o



L.

26

3.

4,

56

143,

SEPTEMBAR 1971,

Rediti jednadinu

y' -y = 3xe”% ,

Izradunati
I=/fy\/x dxdy ,
D
gde je D &etvrtine kruga x2 + y2 = 1 u prvom kvadrantu.
Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz tadku M, (2,—1,3)

i normalna Jje na pravoj

X+ F-z2=0

2x -~y +2z-1=0,

Naéi sve vrednosti

V 1+ i-v K1 o
Date su matrice

|

a/ Naéi inverznu matricu matrice 4 ,
b/ Waéi proizved AB .

© 4 s
o O
=O O

o

&

(]
238 2
O =

)




1.

2.

30

4o

5e

SEPTEMBAR 1971,

144,

Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz talku Ml'(5,l,—2)

N

i normalna je na
X -3
x+y

pravod

+ 7z =1
- 7z + 3

Naéi sve vrednosti

Rediti jednadinu

2

x3y9* =1 =X o

Izradunati

0
0]

5
I=jf y\/x dxdy ,
D

gde je D Zetvrtina kruges x + y2

2

= 1 u treéem kvadrantu.

Odrediti ekstremne vrednosti funkcije

z=y4+

21:‘L - 2F

2

x

2



145,
SEPTEMBAR 1971,

1, Izradunati
1= [f (w+y) axay,
D

gde je D polevina kruga x2 + y2 = 1 u gornjoj poluravni,

2., Rediti jednadinu

y" - 4y* + 3y = 6xe* .

3. Naéi sve vrednosti
3
\/ SN
4, Napisati jednadinu prave koja prolazi kroz tadku My (2,5,—1)

i stoji normalno na ravni x = 3y + 22 -~ 5 = 0, a zatim od-
rediti tadku prodora ove prave i ravni z = O ,

5. Naéi ekstremne vrednosti fumkcije

z = 2x2 + y2 —x4 - 2y4 ®




1.

2.

3

4,

5

146,
SEPTEMBAR 1971,

Naéi sve vrednosti

3 s
\’—1.
Izradunati
1=//(y-x) dxdy ,
D
2

gde je D oblast ogranifena x osom i parabolom y = x~ = 1,

ReSiti jednalinu

xy? = x2 + 5 o

Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz talku Ml(é,l,o)
s paralelna je sa ravani

xX-2y + 32+ 5=0,

a zatim odrediti na kojoJ udaljenosti od koordinantnog podet-
ks nadjena ravan sefe z osu .

Debte su matrice
4
A= [gi})], B o= |0 1c=(2,3,1).

Naéi proizved ABC .



1L

2e

4,

147,
NOVEMBAR 1971,

Izradunati vrednost integrala
I=j/(xy+y) axdy ,
D

2

gde je D letvrtina elipse x~ + 4y2 = 4 u drugom kvadrantu,

Resiti diferencijalnu jedna&inu
2x(i - y2) + 35 =0,
Naéi ekstremne vrednosti funkecije

2

g = +y +l-|-x+2y+2.

E 3

Re8iti diferencijelnu jednadinu

yn + zyo = 36-22! .

ReSiti matri®nu jednadinu

AX = B, gde Je A=

OO
O N
O = b
>
o
i
O = g
NN
NOO
L3




1.

2.

3.

4,

56

148,
NOVEMBAR 1971,

Naéi ekstremne vrednosti funkcije

z=%+ +Ox + 4y + 3,

{2

Rediti matriénu jednadinu

O
O -
orO

-

w

W
(VY=
NYeXe)
O =

e

XA =B, gde Je A =

Rebiti diferencijalnu jednadinu

xyy? = 1 + x3 =0,

Tzradunati vrednost integrala
I = .[1‘ (y + xy) axdy ,
D

gde je D Setvrtina elipse x2 + 4y2 = 4 u tredem kvadrantu .

Rediti diferencijalnu jednainu

y* o+ 2y = b4x .




1.

20

4,

5

149,
NOVEMBAR 1971,

Re8iti diferencijalnu jednadinu
xy2+y2+ (xa-xzy)-y’ =0 ,
ReSiti diferencijalnu jednadinu
7" - 9y = 267%

Izralunati vrednost integrala
I=j/(xy-y) dxdy ,
D

gde je D letvrtina elipse x2

+ 4y2

= 4 u prvom kvadrantu,
Naci ekstremne vrednosti funkeije

z= 2 4 4°

=28+ 3y + 1,
7 2% ¥y 1

Odrediti jednadinu ravni koja prolazi kroz tadku M (},O,-2)
i atoji normelno na pravoy

X=-=Fy+z=0 ‘
X+ 3y +22=0,




1.

2e

4.

5e

Ge

150,

FEBRUAR 1972,

Re$iti matrifau jednadinu
0-1 2 10

AX = B , gde Je A= 1 2 =1 i B = -2 2 o
2 1 0 3 0

Refiti diferencijalnu jednacinu

g - byt + By = 200F — 3x - 2

Napisati jednadinu ravni koJa prelazi kroz tadku Ml(P,l,—Z)
i normelna Jje na pravogj

x-y-2=0
'2!+y-52—5=0.

Naéi ekstremne vrednosti funkeije
z = x3 = 3xy + 232 + 3 .
Izradunati W = (1 +gl‘i)8 B

Izredunati dvostruki integral
'I=j/ (2x+y)-l§xdy,
D

gde Jje domen D ogranidem linijama ¥y = ; ix+y+4=0.



10

2.

3e

4,

5,

6.

151,

FEBRUAR 1972,

Naéi ekstremne vrednosti funkeije
z=y3-3xy+2x2-—8.

ResSiti matridnu jednadinu

0 1
AX = B, gde je A=] 2 =1
1 2

[k *2\V]

Rediti diferencijalnu jednadinu

" 4+ 3yt by = e2x + sin2x

Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz tadku Ml(?,l,o)
i normalna je na pravoj

a zatim naéi presednu tadku ove ravni 1 y ose,.

Izradunati W= (l - 1)4 °

Izradunati dvostruki integral

1=// (x+y).axdy,

gde je domen D ograniden linijems y = % i x+y+5=0,




1.

2

3e

4,

Se

6o

FEBRUAR 1972,

Tovagumeti W= (1-V3 )4 .
Naéi okstremne vrednosti funkeije

2

2 = 2y3 + 2%y = X" =3 o

Izradunati dvostruki integral

I =jf(x-2y)‘ axdy ,

gde je domen D ogreniden linijema y = % i x+y=-3=0,
Napisati jedna&inu ravani koja prolazi kroz tadku My (1,2,-3)
i norselna je na pravoj X -2 . Yt 4 %

—r =I 9
a zatim naéi presednu tadku ove ravni i 2z ose.
Resiti diferencijalnu jednalinu
y" - 3y? + 2y = 3cos2x + 4x - 3 .
Rediti matriinu jednalinu

=1 2 0 2 0 1

YA =B, gle je A=| 2 -1 1 { B= |0 1 1

1 0 2 1 2 0

152,



153,
FEBRUAR 1972,

1l. Napisati jednacine prave koja prolazi kroz tadku Ml(?,—3,1>
i normalna Jje na ravni

3k = S5y + 4z - 2 =0 ,

a zatim naéi tadku prodora ove prave kroz XOY ravan.

2., Re8iti matriénu Jednadinu

2 =1 o o 1
AX = B, gde je A= |=1 2 1 i B= 2 2| .
6 1 2 0 3

3., Re8iti diferencijalnu jednadinu

YU+ 3y + 2y =5e"F 4+ ex + 1,

4, Naé¢i ekstreune vrednosti funkcije
z = 2x3 - 22Xy + y2 +1 o

5. Izradunati dvostruki integral
I=j/(x+27)'dXd3’
D
- . . 2 =
gde Jje domen D ograniden linijama y = 3 L x+3+3=0,
" . 6
6, Izradunati W= (1 - i V 3 ) o




1.

2e

3.

4,

5

6.

FEBRUAR 1972,

Izradunati dvostruki integral

I=j/v(2x-y) dxdy ,

154,

gde je domen D ograniéen linijama y = % i x+y+4=0,

Naéi ekstremnu vrednost funkcigje
z=y}+751:y—2]{2+'5,

Izradunati W= (i - 1) 6 o

Napisati jednadine prave koja prolazi kroz tadku Ml(l,o,-E)

i normelna Je na ravni
X -2y + 32 =0,

a zatim naéi ta&ku prodora ove prave kroz YOZ ravan,

ReSiti diferencijalnu jednadinu

J" + 4y° + 35 = Sco82x + 6% - 5 ,

Resiti matriénu jednadinu

(o2 3
o
W
B

O

v 2 =1
XA =B, pde jJe A = i1 O
1 2

Ot

ON



155,
APRIL 1972,

1. Re8iti diferencijalnu jednadinu
" - 4y% + 29y = 70°% + S8x

2, Naéi ekstremne vrednosti funkecije
Z=x°+y -3y -l4x-12=0.

3. Nepisati jednadinu ravni koja prolazi kroz tadku My ('7,0,-5)
i stoji normalno na pravoj

x =1 . + 2 2
el el B
4, Rediti jednadinu
2, o
y® = “-ix—-
2%° - y2

5. Izradunati dvostruki integral

I=j/xey dxdy ,

D
gde je domen D trougao sa temenima A (-1,-1) 9 ZB(0,0) i C(—l,O).

1 2 1
6. Data je matricas A=]0 1 0 N
100
1

Neéi matricu B = A + 4™ ,




1.

3

&,

56

6e

156,
APRIL 1972,

. T —=
Dati su vektori & (56, -6, 1) i b (&, t, 1). Odrediti t
tako da vektori & i D budu uzajsmno normalni.

. Tediti diferencijalnu jednadinu

'+y"+5y’+y=3e2x+2x-5.
Naéi ekstremne vrednosti funkcije
7 = 2x5 + y2 - 6% = 8y + 3 o

Refiti Jednadinu

(xy-x)y’=2—x.
Date su matrice
4
A=[;’ 9 Z], B = g , c=(2,1,5).
Odrediti matricu D = ABC .

Izradunati dvostruki integrel

I=~//xey dxdy
D

gde je domen D trougao sa temenims A.(-l,l), B (—1,0), c(b,o).



157,
JUN 1972,

1. Re3iti diferencnu jednadinu
f(x+2)+4e(x+1)+16e(x)= 0,

2o, Izradunati dvestruki integral
1
1=Jf + 2y ) dxdy ,
(= )
D

gde Jje domen D trapez ogranilen pravame: Ty==1, §y = 2%,
x==1 i x=-2,
3. Re8iti diferencijalnu jedna&inu
(l-}x)y2y’-=-l+y3=0.
4. Napisati jednadinu prave koja prolazi kroz talku Ml (2,-1,0)

koja je normalne ns ravan x - 2y + 3z = 1 = 0 a zatim naéi
njen prodor kroz ravan XOY.

5. Naéi ekatremne vrednosti funkeije

Z = % +y + x2 = 2x + 1,

6, Za matrice

A= ['g], B=(5,--1,2) 10

]
ey
]
PEINTERY
——

nadi ABC,

7. Ispitati konvergenciju reda

(==
z 3n-1 °
5n
n=1




158,
JUN 1972.

1. Naéi ekstremne vrednosti funkeije

z = 2 + x + 2y2 -4y + 1.,

2. Izradunati dvostruki integral

I=f‘/‘<%-+2y)dxdy,

gde je domen D trapez ograniden pravama: y = = 2X, J = = X,
x= =1 ix==2,
. _ =2 = |3 = -
3, Za matrice A= [ 1], B [4] i C—( 1,3)6)
nadéi ABC.

4, ReSiti diferencijalnu jednadinu

2

(1-2x)yy’—1+y =0,

5, Napisati jednsdinu ravni koja prolazi kroz tadku Ml(?, 0, —1)
i stoji normalno na pravoj

x = — = z
2 ¥ zZ
a zatim naéi presek ove ravni i X ose.
6. Rediti diferencnu jednadinu

£ (x+2) +ef(x+1) +18¢ (x)=0.

7. Ispitati konvergenciju rada
oo

2n - 1
40 ’

n=1




JUN 1972,
ReSiti:
1. diferencijalnu jednadinu T" =~ 5y + 4y = 3e4x
2. diferencijalnu jednadinu Xy+y-xy'=0,
3. diferencnu jednalnu £(x+2) + 4f (x+1) + 8f (x) =
4. matriénu jednadinu AX = B,
1l -1 1 2
gde je A = 1 o0 2 i B = =3 N
0 -1 2 i

5. Naéi ekstremne vrednosti funkeije

% = x2 - 41n (x - 1) + y2 -6y + 3 ,

6, Izradunati

I=£}j(w+x) dxdy ,

gde je domen D ogranidem x osom i krivem y=28 - x2

159,

+ cos2x

0,

?
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Tzradunati

JUN _1972.

160,

1= ff (x-xy) axdy

gde je domen D ograniden x osom i krivom y = 4x + x° o

Naéi ekstremne vrednosti funkcije

z=2+4y+3°-9n (x+2)+3x.

ReSiti:

diferencnu jednalinu

diferencijalnu jednadinu y" -6y° - 7y =

¢ (x+2) + 82 (x+1

diferencijalnu Jjednacinu

matritnu jednalinu

gde Jje

A=

o
1
1

xy
AX =3B,
-1 2
0o 2
-1 1

2

-3

2

)-+

29

2

32f (x) = 0,

+ gin 2x
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lel.

JUN 1972.
2 . =2
Za matrice A = s B= (3 1 =2 )i 0C= 3
-3 7
naéi ABC,
Resiti diferencnu jednadinu

£(x+2)+ug-(x+1) +82(x)=0.
Ispitati konvergenciju reda
o+ 1 °
> e
n=1 .

Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz tadku My (l,-2,3)
i stoji normalno na pravoj

.x_?-__ezLi_"':-_?z’

a zabtim nadéi tadku u kojoj ova ravan sede 2z osu.

Izradunati dvostruki integral

I=//(% -23) dxdy ,

D

gde je domen D ograniden pravama: x = l,z=2, y=22xiy=1,

Nali ekstremne vrednosti funkcije
=x% - & o 4x -
zZ = X 5 by - 3 o

ReSiti diferencijalnu jJednadinu

(3 % + l) yay’ - y3 =1=0,
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JUN 1972,

162,

Napisati jednadine prave koja prolazi kroz tacdku Ml (5,—2,0)

i stoji normelno na ravni 3x - 2z =0 .

ReSiti diferencijalnu jednadinu

xw’+3y=x2-

Odrediti interval konvergencije reda
oD
(n + 4! 2
n
n=l
Refiti diferencijalnu jednadinu
g - 3y" + 2y = 56°% + 4x .

Izradvnati dvostruki integral

I=f/xy\/1-x2+y2 dxdy .
D

gde je domen D trougao sa temenima A(0,0), B@,l) i G(—l,l).

Rediti matridnu jednadinu AX = B,
1 2 -1
A=]2 1 O i B
0 -1 2
Naéi parcijalne izvode prvog reda funkeije

z=n2\/x2-y2 ®



JUN 1972,

1. Izraduneti dvostruki integral
=// xy\/l—x2+y2 dxdy ,
D

gde Jje domen D trougeso sa temenima A(b,o), B(l,+l) i C(b,l).
2, Re3iti diferencijelnu jednadinu
(y2+5x2)y’—5xy=0-

%. Naéi parcijalne izvode prvog reda funkcije
2 2

xy

4, Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz tadku Ml.(B,—l,E)
i stoJi normalno na pravoj x = 3y = - z,

5. Resiti diferencijalnu jednadinu

yY = 4y = 39-2x + COSX »

(‘l"' i)7 e
7. Ispitati konvergenciju reda

Z (nfll1 )+3

n=1

6. Izralunati W
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164,
JUN 1972,

Izradunati dvostruki integral
I=jfxy\/l—x2+y2 axdy
D

gde Je domen D trougao sa temenima A(0,0), B(b,—l) i C(&,-l).

Rediti diferencijalnu jednadinu
(xa-B)y’+x+2xy=O.

Naéi parcijalne izvode prvog reda funkcije

2 2
7 = __x_:EL_ °
zy

ReSiti diferencijalnu lednalinu

y" - 16y = Se-ux + 3gin2x .

Za matrice

3 -2 £
A= | =2] 5 B = (4, -5) i C= 1 naéi ABC.
1

Napisati Jednaline prave koja prolazi kroz tadku Ml (—2,1,3)
i stoji normalno na ravni 3x = 2y .

Ispitati konvergenciju reda

S
- (w+2)e



JUN 1972, 165.

1. Izradunabi W= (Y3+1)8.
2. Rediti diferencijelnu jednadinu

B xy’ = 2y = x3 e
3. Lzradunati dvostruki integral

I=f/xy \/l—x2+y2 dxdy ,

D
gde je domen D trougso sa temenima A (-1,0), B(0,0) i
¢ (-1,1).

4. ReSitil diferencijalnu jednadinu
' -2y -3y =e* 4+ 6x .
5. Naéi parcijalne izvode prvog reda funkeije

g = xaye\/ y2-—x2.

6. Napisati jednadinu ravni koja prolazi kroz tadku My (3,—2,1)
a normalna je na pravoj x = y = 3z,

7. Odrediti interval konvergencije reda

o0 nxn
E n+1
n=1




2,

4

5.

SEPTEMBAR 1972,

Rediti diferencijalnu jednadinu

_3x

yn + 43’ + 4y = 6x2 + x + e + sin2x .

Naéi parcijalne izvode prvoga i drugoga reda funkcije

z = —EZ—:—IE— - Be-2x5y .

x -3

Izradunati dvostruki integral

C/“ 2x -1 dxdy ,

gde je D povriina ogranidena linijama y =

oo
2
Igpitati konvergenciju reda E n-+ V7; o

o
=1
Date su matrice
1 0 0 1 2
2 =1 l i B = 1 =2 0
3 2 1 0 3
Waéi matricu C = AB o

166,
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SEPTEMBAR 1972,

=g 1 -1 0 =2
Date su watrice A = 0 =1 2 i B = 3 0
1 2 3 2 1

Naéi matricu C = AB -~ B™1 o

Re8itl diferencijalnu jednadinu

2 2%

I A2y - 3y = 2x° - x + 7% + cosx .

Izradunati dvostruki integral

I:j'/—%:_l dxdy’
J
D

gde je D povrSina izmedju linija y = % ix+y-6=0

. oo
n2 - y 2n
Ispitati komvergenciju reda a o
zg 5

n=1

Naéi parcijalne izvode prvoga i drugoga reds funkeije

2 2
Z = Ez_:_%__ + e~ XY .

X-7

167,

O

-]
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SEPTEMBAR 1972,

Naéi parcijalne izvode prvoge i drugoga reda funkcije
2 22
5 = X = - XY
+7y

Rediti diferencijalnu Jjednadéinu

7"+4y’+3y=4}t2—5x-2+32x

Tzradunati dvostruki integral

- ginx .

1:]](;’5— + x ) axdy ,
D

gde je D povrsina izmedju linija y =

=g 0 3
Date -su matrice A = 1 -1 2
=1 2 3
Neéi matriou C = BA = B L .
o
Ispitati konvergenciju reda E
n=1

e
o~}
i

168,



169,
SEPTEMBAR 1972,

3 0 1 1 0 =2
l. Date su wmatrice A = 0 -2 1 i B = 2 =1 2
2 1 0 3 2 =1

Naéi matricu ¢ = A"1 ¢ 4B ,

2o ReSiti diferencijalnu jednadinu

2

J" = 5y + 6y = 2x° + 3x + ™% + cos2x .

3. Nadi parcijalne izvode prvoga i drugoga reda funkeije
x° - P -
4 = 7 °

X =3

4, Izradunati dvostruki integral

1=jfx—:2}— dxdy ,
N
D

gde je D povrSina izmedju linija y = % i z+y=5=0, -

oo
5. Ispitati konvergenciju reda E _ﬂﬁ o
A n=1




2o
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170.
SEPTEMBAR 1972,

Resiti diferencijalnu jednadinu

=2X

2y"+5;7""y=53 +6x2—3+sin2x.

Izradunati dvostruki integral

I=fj(%—}i +y) dxdy ,

D

gde je D povriina izmedju krivih § = % i x+ty=3,

Naéi parcijelne izvode prvoga i drugoga reda funkeije

29—xy2 + 1ln (xy2 - x2y ) o

z = 5x oo
) n2 xn
Odrediti interval konvergencije reda o °
2

n=1

0 1 1 1 2 3

Date su matrice A= 1 =2 (o] i B= c =1 2

2 0 3 -2 1 =1

Naéi matricu C = 3A~L - AB .
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171,
SEPTEMBAR 1972,

Izradunati dvostruki integral
I=j/<y+ E—’é-i) axdy ,
y N
D

gde je D povrSina izmedju linijaxy =4 4 x+y-5=0,
Naéi parcijslne izvode prvoga i drugoga reda funkecije

z = 1n (xey3 - Xy ) - Bye_xy2 °
ReSiti diferencijalnu jednadinu

2y" - By? + 2y = 4.x2 - 3 + co82x - e-2x o

(=
Odrediti interval konvergencije reda E (2\’-1_1' + 311) % °

n=1
1l =2 0 2 =1 1
Date su matrice A = 2 0 3 i B= 1 0 =2 °
0 1 1 3 2 =1
1

Naéi matricu C = 2BA + A™~




172.
SEPTEMBAR 1972,

[=acd V——“
Ispitati konvergenciju reda EE LS = .

n=1

Izradunati dvostruki integral
I=f[ _x_-22_. dxdy ,
Y
D

gde je D povrdina izmedju linija y = % i x+y~-6=0,

Rediti diferencijalnu jednadinu

3%

t e
4y| - b4y + = 8x° - Sk + 4 + e + co8X .

Naéi parcijalne izvode prvoga i drugoge reda funkcije
x2 + 32 - %
2

z = N
X -7
1 =2 0 0 -1 2
Date su matrice A = 0 1 1 i B= 1 2 3
2 0 3 -2 1l =1

-1

Naéi mgtricu C = A ~ + AB .



173,
SEPTEMBAR 1972,

2
l. Ispitati kenvergenciju reda EE_iKE_ o
E 4
n=1

2, ReSiti diferencijalnu jednsdinu

"2y 4y = 5e—2x + 6x° - 2+ sin 2x ,

3. lzradunati dvostruki integral

I=‘/‘/‘x—;—2-l- dxdy ,

D

gde je D povriina izmedju linija xy=8 i x+y=-6=0,

0 1 1 =2 1l =1
4, Date su matrice A= 2 0 3 i B = 0 =1 2 le
1 =2 o0 1 2 3

Naéi matricu C = 448 + A~L1

5. Naéi parcijalne izvode prvoga i drugoga reda funkeije
2

z=-——;§——-2-—=x_ _e-xy.
-3




1.

2

3.

5.

SEPTEMBAR 1972,

Naéi parcijelna izvode prvoga i drugoga reda funkeije
2
z=3%*7 - (Fy-x)

Izradunati dvostruki integral

I=f‘nf(2+ 3%) axdy ,

gde je D povr3ina izmedju linija Jy = g i x+y-=5
Date su matrice
1 =2 0 3 2 =1
A= 1 0 3 i B = 1 0o =2
0 1 2 2 =1 1

Naéi matricu © = A™% - 2aB .

174,

Odrediti interval konvergencije reda E (2n2 + 1) =

n=1
Refiti diferencijalnu jednadinu

y" + 3y + 2y = e-5x + 4x2 4+ 3x - sinx .



| 175.
SEPTEMBAR 1972,

1 0 =2 o 1 2
1. Date su matrice A=13 2 =1 i B= 1 0O 3
2 =1 1 1 =2 0

o],

Naéi matricu C = 2AB - B o

2. BeBiti diferencijalnu jednadinu

By - 4yd + y = 6x2 + 5 + 2 ginx + 39—2x °

3. Izracunati dvostruki integral
b3
e ff e )
J
D
gde je D povr3ina izmedju linija x+y -4=0 ixy=3,

4, Naci parcijalne izvode prvoga i drugoga reda funkeije

. X g+ 57
Z b 3 2 L3
¥ -3
le =]
5. Odrediti interval konvergencije reda E ( - V n)‘xn °
n=1
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176,
SEPTEMBAR 1972.

ReSiti diferencijalnu jednadinu

gyt -yt -2y = 4x2 - 3% + 2 + ™% + cosx .

Izradunati dvostruki integral

I:jf ——2-——X+2 éxdy ,
¥

D

gde je D povrSina izmedju linija 3 = % i x+3=3=0,

Naéi parcijalne izvode prvoga i drugoga reda funkcije

Zz = _—21__:3 L 2 - exy e
-3
oo V_~
Ispitati konvergenciju reda E 2n ;n o,
n=1
Date su matrice 2 0 3 i 2 3
A = 1 =2 0 i B = 0 =1 2 °
(o] 1 1 =2 1 =1
Naéi matricu C = A% + AB



177,
" SEPTEMBAR 1972.

1. Nadéi parcijalne izvode prvoga i drugoga reda funkcije

z = X - 3%+ &7 .
X~y
oo
. . ) . 2!n = 3n
2, Ispitati konvergenciju reda T °
5

3., ReSiti diferencijalnu jednadinu

2

" -3y + y=2x" + 3x - e 4 cos2x .

4, Izracunati dvostruki integral

I=jf-}c——t22 axdy ,
y
D

gde je D povrSina izmedju linija y = % i x+y=-4=0,

1 =2 0 1 2 3
5. Date su matrice 4 = 2 o 3 i B = 0 =1 2 o
0 1 1 -2 1 =1

Naéi matricu € = A~1 - AB ,




1.

20

30

4,

5e

Rediti jednalinu

NOVEMBAR 1972,

178,

(xzy—xz)y’-3y=0.

Izradunsti I=jfé¢+x;7- 2 ) dxdy
D

gde je D trougao sa temenima A(O,l) s B(—l,l) i C<0,2) °

oo

Ispiteti konvergenciju reda EE

Re$iti jednalinu AX

Naéi ekstremne vrednosti funkecije

x 1.5

zadovoljavaju jednadinu 2x

3n -\ o

4 )

3 =2
B = 4 2 °
1 =1
- 2
= logy - x~ + 8 ; ako
3=Oo



179,
NOVEMBAR 1972,

1. Kaéi parcijalne izvode prvoga reda funkcije
= %2 2 X
Z = X flog(l—xy)+ = o
2o Izracunabti I=// (1+y+xy) - dxdy ,
D

gde je D trougao sa temenima A(O,-l), B(O,—Z) i C(l,-E) o

3, ReSiti jednadinu y" + 3y? = 55-5}: +4x - 1,

=1
1 1 o}

4, Naéi matricu A = _2 g % 0 =2 1 o
3 o} 2

i
n
]
[
'-'-
e
=]
-

5. Lzradupnati W
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180,
NOVEMBAR 1972.

Izradunati I-= f[ (2 - X - xy) dxdy ,
D

gde je D trpugao sa temenima A(O,l), B(l,l) i C(O,Z).

ReSiti jednadinu 4y" + y = 5sgin % X

O R

Naéi matricu A = [

Naéi parcijalne izvode prvog i drugog reda funkcije
z=log(x2—::y+3) + XY,

Izradunati W = (1 - 1)7 °




181,
NOVEMBAR 1972,

1. Izradunati I= f/ (x -y + :qy) dxdy ,
D

gde je D trougao sa temenima A(l,o), B(l,l) i C(b,l).

2o Nali ekstremne vrednosti funkcije
z = logx + 2logy + 8

gde x i y zadovoljavaju jedna&inu

1 2 =
¥ vy -3=0.
O
5. Ispitati konvergenciju reda EE !L;%;Jl- B
3
n=1
4. Re$iti jednadinu
_ - .
0 1 1| =x 1 2 1
2 1 o y = 2 2 1 o
1 1 1 2 3 2

5. Re§iti jednadinu

(xy-y)y’-x -3=0,
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182,

NOVEMBAR 1972,
-2 0 3| 1 0 3 1
Za A= 1l =1 2 i B= 1 =2 O naéi B "A
=1 2 3 o 1 2
Izradunati I= J{ (x +y - x;y) axdy ,
D

gde je D trougac sa temenima A(—l,o), B(—-l,l) i C(O,l).

oo 2
Ispitati konvergenciju redas n—;—;—i o
E 2
n=1

Naéi ekstremne vrednosti funkecije

z=y° - x-6y+3 logx+ 1—% +5 .

Rediti jednadinu xy* - 3y - x =0 .




183,

NOVEMBAR 1972,

1. Naci ekstremne vrednosti funkcije

ako x i y =zadovoljavaju jednadinu

2, Izradunati I = j/ (x -3y - xy) dxdy ,

gde je D trougao sa temenima A(—l,o), B(—l,-l) i C(O,—l).

3. ReSiti diferencnu jednadinu f(x + 2) + 6f(x+l) + 18f (x) =0,

=1
c 3 1
4, Naéi matricu A= 3 2 > =2 0 1 o

5. Re8iti jednadinu xy® + y = ™~ ,
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184,
NOVEMBAR 1972.

1 -2 © 4 -2
[2 0 5 ] ° 5 6 o
o 1 1 5 4

f[<x+y+gry) dxdy,
D

gde je D trougao sa temenima A(O,—l), B(l,-l) i C(l,O).

Naéi matricu A

Izralunati 1

Naéi ekstremne vrednosti funkecije

z = -§+x2+310gy—y-6x+9.

.. . s 1 n
Odredivi interval konvergencije reda E (n + 3 ) b

Rediti jednalinu (xy2 + y2 )'y’ - x2 =0 ,




1.

5

JANUAR 1973,

Res3iti diferencijalnu jednadinu

(3::2 - 2y2) J? = 3%y .
Izradunati dvostruki integral

I-= ff (x+2y-3) axdy ,
D

gde je D trougao sa temenima A(=l,-l), B(l,O) i C(Ll,O).
Izradunati VW = (\r?- i)8 o
Naéi ekstremne vrednosti funkcije

z = 3Xy - 3x2 - y3 + 4,

Odrediti interval konvergencije reda

; (v- Y772)a".




186,
JANUAR 1 °

1. Ispitati konvergenciju reda
[ ~]
— n + 2n
> T
n=1

2., Refiti diferencijalnu jednadinu

35" - 530 + 2y = 0% + Ux .

3, Izradunati dvostruki integral
I=]/(x—2y+2) axdy,
D

gde je D trougao sa temenima A(;l,o), B(—l,—l) i C(i,O) ®

4, Naéi parcijaslne izvode prvoga reda funkecije

2 2
7z = (,xzy3 - X + 2y ¢+ sinx)5 + X7

‘5. Za matrice

3 2 =1 2 4
A= 2 0 =1 i = 3 O
2 4 3 =2 5

naéi A"IB .
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187.
JANUAR 1973,

ResSiti diferencijalnu jednadinu

y*+ 3y =x -2,

Izracdunati dvostruki integral I = jf xe_zy dxdy,
D

i C(O,—l).

gde je D trougao sa temenima A(—l,—l), B(b,o)

Naéi parcijelne izvode prvoga reda funkeije

z = x2y - 3xy4 ~ ¢083x + lny) 2 _ XY,
oo
n
Ispitati konvergenciju reda . —é~—ﬁj[gl °
) E 4
n=1
Za matrice 2 0 1 0 2 4
A=11 =1 2 i B= |=-1 -1 3
o 2 1 2 3 2
naéiA2+B-l.
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188,

JANUAR 1973,
Refiti diferencijalnu jednadlinu
" - 4y = 367" .

Naéi ekstremne vrednosti funkeije

zZ = 3Xy -~ x3 - 5y2 + 2,
Izradunati dvostruki integral
I=//yl/x2—y2 dxdy ,

D
gde je D trougao sa temenima A(0,0), B(l,-l) i C(l,O)c
ReSiti matridnu jednalinu

0 2 4 x -4

=1 =1 3 ol ¥ = 3 o
2 3 2 Z

ReSiti diferencnu jednalinu

£ (x+2) - if (x+1) + u4g(x) =0,



JANUAR 1973, 189,

l. Re3iti diferencijalnu jednadinu

33" + 5y° + 2y = 6x - 8e?* ,

2, Izradunati dvostruki integral

=jf(x+2y—3) axdy ,

gde je D trougao sa temenima O O) B(é O) i C(b l)
2 0 =1 5 =1
3. Za matrice A= 2 4 3 i B = 3 2
3 2 =1 2
naéi A7lp ,

4, Naéi ekstremne vrednosti funkeije

Z = 3Ky = 3x2 - y5 + 4

() -

5. Izradunati v




190,

JANUAR 1973,
Za makrice
2 =1 3 3 =1 2
A= 0 =1 2 i B = 1l 3 1
4 3 2 2 1 3

naéi BA-l.

ReSiti diferencijalnu jednadinu

2y" + 6y* + 5y = 10x + 4e2x .

Izradunati dvestruki integral
I=f[(2y-2x+3) axdy ,
D

gde je D trougso sa temenima A(L1,O), B(l,O) i C(l,l) .
Naéi ekstremne vrednosti funkcije
z = 5x2 = 3xy + y5 + 10

Ispitati konvergenciju reda

[~ =]

n V—; - 1
E 32 )
n=1



191.

JANUAR 1973,
1. ReSiti diferencijalnu jednadinu
(55:2 - 3y2) y' = Sxy .

2, Izradunati dvostruki integral
2
I=f/ xye~d axdy ,
D

gde Je D trougeo sa temenima A(b,o), B(l,o) i C(i,l).

3. Odrediti nepoznate X4 iz matridne jednadine

=

2 0 =1 Xy Xyo 3 4
3 2 =1 - X5, X5 = 5 =3 o
2 4 3 X3y Xzo 2 1
4, Naéi ekatremne vrednosti funkcije
z=x° 4+ y = 4x + % +5 .
5. Ispitati konvergenciju reda
o0
E 28, p°
30
n=
®




1.

2.

4

APRIL 1973,

Re#iti matridnu jednadinu

AX = B ,
1 2 0
gde Jje A= i1 0 1
1 1 1

ReSiti diferencijalnu jednalinu
o/ g -3y +2y=2y-3+e"

b/ y’=2xﬁ °

Izradunati dvostruki integral

I=j[xeydxdy,
' D

192.

gde je domen D trougao sa temenima A(0,0), B(l,o) i C(l,—l).

Naéi eksbtremnu vrednost funkcije

z=xz—3xy+3y2-3y+20.




193.
APRIL 1973,

1. Naéi ekstremnu vrednost funkecije

z=3y2—12y+2x3-6xy+8.,

-1 1
+A , ako je A = | 1

2, Naéi matricu B = A 0
o 2

b ot ot
-3

3, Izralunati dvostruki integral

I=j[ xeydxdy,

D

gde je domen D trougao ss temenima A(O.,O), B(—l,o) i C(—l,-l).
4, Re8iti diferencijalnu jednadinu
a/  2y" -3y’ + 3y = 5e7% + 2x

b/ y* = xay -3 o




1.

2o

4,

APRIL 1973,

Re8iti matridnu jednadinu

AX =B ,

it
QW
n
®

o 2 1
gle je A=|1 1 1 i B
1 0o 1

ReSiti diferencijalnu jednadinu
a/ y" -4y = Se3x + 8x
b/ FP =YY .

Izradunati dvostruki integral

I=jj-mﬂw’

D

gde je domen D trougao sa tewmenima A(0,0), B(b,l) i G(—l,l).

Naéi ekstremnu vrednost funkcije

z = 3%y - y3 - 3x2 + 3% - 6 o



APRIL 1973, 195.

1. Izradunati dvostruki integral
I =_];[ x2y dxdy
D

gde je domen D trougao sa temenima A(b,o), B(i,l) i C(b,l).

2. Resiti diferencijalnu jednadinu

8/ y'+ 4y’ + 3y = 670X + 3x

by o= 5x2y2

3. Naéi ekstremnu vrednost funkeije

z = y5 = 3xy + 5x2 - 3x + 9,

=1

4, Naéi matricu B = A"~ + A, ako je A=

O

I

o
3




1.

20

3.

4,

APRITL 1973,

Tzradunati dvostruki integral

I=jjxeydxdy,

D

gde je domen D trougao sa temenima
c(—l,-l).
Re%iti diferencijalnu jednadinu

a/ y"-2y’-3y=‘e2x+3x

b/ y’=xy2-y2-
Neéi ekstremnu vrednost funkeije

2 = 2y0 - 6xy + 12x° + 5 .

Naéi matricu B = AT - A, ako je

A o,o),

B(—l,o) i

o

=MNO

=0 -

196,




APRIL 1973, 197.

1. Rediti diferencijelnu jednadiou
o/ I" + 25 - 3y = 56% 4+ 6x
b/ 3° =22y - 3y .

2. Izradunati dvostruki integral
I= j f z°y axdy ,
D

gde Je domen D trougao se temenima A(0,0), B(l.-l) i G(O,—l).

3. Naéi ékstremnu vrednost funkeije

2= 6xy + 12y - 2% - 352 + 3 ,

&, ReBiti matridpu jednadinu
AX = B ,




1.

20

3.

&,

APRIL 1973,

Refiti diferencijelnu jedma&inu

g/ 3" + 5y° + 4y = 76°% + 4z

b/ y'=2x;ya.

Izradunati dvostruki integrel I = j j 26° dxdy ,

b

198,

gde Je domen D trougso se tememima A(0,0), 3(1,0) i C(l%léa

Rediti metridnu jednalinu XA = B,

a= |2 0 1| 1
els Jo 6 1 1

Haéi okstresnu vrednost fumkeije

g=6xy+ 12y - 352 - 22 = 15 .

PO b= B2

[ M

I




