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Predgovor

»Nadahnuce je potrebno u poeziji kao i u geometriji”-A.S.Puskin

Geometrija kao disciplina ima svoju dugu i bogatu istoriju. Zaceta jos u najstari-
jim ljudskim civilizacijama, radi potrebe premeravanja tla, vekovima se razvijala
kao induktivna nauka, da bi danas zauzela vodeée mesto medu naukama, u okviru
matematike. Takode, kao zanimljiv pojam u geometriji pojavljuju se teselacije,
koje su ¢ovecanstvu poznate iz daleke proslosti, gde se neki oblici teselacija poja-
vljuju jos 4000. godina p.n.e. Jos od davnina, kineske i egipatske kulture koristile
su teselaciju, ¢ime su postizale neobic¢an i jedinstven izgled gradevina. Danas te-
selacije mozemo spoznati od plocica na podu, preko zidova od cigli, pa ¢ak i do
same celokupne konstukcije gradevine koja je napravljena redanjem nekih pravil-
nih poliedara. Primer takve gradevine je Skver federacije u Melburnu, konstruisan
redanjem pravilnih trouglova, veoma je kompleksne strukture i sa¢injen od razli-
¢itih materijala.

Teselacije se mogu pronaci svuda oko nas, struktura koSnice, oklop kornjace razli-
Cite Sare na kozi zmije i gustera, u gradevinarstvu, u umetnosti poc¢ev od anticke
arhiteture do modernog stvaralastva, u kompjuterskoj grafici, optici, drustvenim
igrama i igrama na rac¢unarima. Kao takve, od uvek zanimljive i veoma koriséene,
a ¢ini mi se ne tako poznate u krugovima ljudi koji se ne bave matematikom,
zainteresovale su i mene i inspirisale da odaberem ovu temu za pisanje. Tako da
sam se teselacijama bavila u svom zavrsnom radu na master studijama na Mate-
matickom fakultetu Univerziteta u Beogradu. U samoj izradi rada od neprocenjive
pomocdi bila je moj mentor, prof dr Mirjana Dori¢, ¢ije sugestije i kritike su bile
veoma motiviSuce i pre svega veoma korisne.

Rad je podeljen na 5 poglavlja.

U prvom poglavlju sam se kratko osvrnula na istoriju hiperbolicke geometrije, njen

nastanak i razvoj.
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U drugom poglavlju piSem o inverziji u odnosu na krug, vaznom preslikavanju u
slucaju kako hiperbolicke, tako i euklidske geometrije. Takode inverzija u odnosu
na krug ima vaznu ulogu pri konstrukciji teselacija, koje su i centralna tema rada.
Poglavlje sadrzi kratko prezentovanje ovog preslikavanja, njegove osobine i neka
vazna svojsta. Takode poglavlje prate ilustracije, kako bi ¢italac lakse shvatio sa-
mo preslikavanje.

Trece poglavlje je posveéeno Poenkareu i njegovom disk modelu, kao jednom od
najpoznatijih modela hiperbolicke ravni. Date su osnovne definicije, vazne teoreme
i tvrdenja koja vaze u hiperbolickoj geometriji, a predstavljena su u ovom modelu.
Zatim, predstavljenje su i klasifikovane izometrijske transformacije hiperbolicke
ravni. Takode, poglavlje prate potrebne ilustracije.

Cetvrto poglavlje se bavi teselacijama. Poé¢inje kratkom istorijom teselacija, sledi
objasnjenje samog pojma, klasifikacija teselacija, zatim, kratak osvrt na teselacije
euklidske ravni. Objasnjeni su pojmovi dualnih i idealnih teselacija. Vazno me-
sto u ovom poglavlju zauzima i ESer sa teselacijama u svojim radovima koji su,
svakako, ¢udan spoj umetnosti i matematike, i kao takvi sluze kao dokaz da je
matematika svuda oko nas.

Poslednje, peto poglavlje, posveéeno je programskom alatu GCLC, koji je koriséen

za potrebne ilustacije kroz ceo rad.



Glava 1
Uvod u hiperbolicku geometriju

Istorija geometrije seze do antickog doba, ali je njena kolevka nesumnjivo Istok.
Razvoj geometrije se moze podeliti na cetiri perioda, Cije je granice nemoguce
odrediti datumima. Geometrija se kao nauka prvi put pojavila u drevnom Egiptu,
Vaviloniji i Grckoj, oko V veka p.n.e., u vezi sa razvojem kulture premeravanja tla.
Dok euklidska geometrija spada u najstarije poznate oblasti matematike, neeuklid-
ska geometrija nije bila prihvaé¢ena i priznata sve do XIX veka. Termin neeuklidska
geometrija opisuje hiperbolic¢ku i elipticku geometriju koje nisu negacija euklidske
geometrije. SuStinska razlika medu njima je priroda paralelnih pravih.

Hiperbolicka geometrija je grana matematike koja se intenzivno razvija posled-
njih dvesta godina. Sami poceci ove oblasti su, medutim, daleko stariji. Moze se
re¢i da se hiperbolicka geometrija ,rodila” onog momenta kad su matematicari dosli
na ideju da dokazu peti Euklidov postulat. Danas su, gledano sa matematicke tac-
ke gledista, euklidska i hiperbolicka geometrija ravnopravne. Bitno je napomenuti
da su sve definicije, teoreme koje su vazile u apsolutnoj geometriji tj. apsolutnom
prostoru, nasle svoje mesto i u hiperbolickoj geometriji, odnosno hiperbolickom
prostoru. Medutim, euklidska geometrija je vekovima bila u ,prednosti”. Njena
,prednost” bila je ta Sto ljudi prostor intuitivno shvataju kao euklidski. Otkric¢e
hiperbolicke geometrije svrstalo je 19. vek u vek nesluéenih dostignué¢a u oblasti
geometrije. Naime, Nikolaj Lobacevski' i Jano§ Boljaj? nezavisno jedan od drugog
dolaze na ideju da peti Euklidov postulat zamene aksiomom koja bi ga negirala.
Ne koriste¢i Euklidov peti postulat niti bilo koje njemu ekvivalentno tvrdenje,

uspesno je izgradena jedna sasvim nova teorija u kojoj nema nikakvih protivurec-

Nikolaj Ivanovié Lobacevski, (1793 - 1856) ruski matematicar
?Bolyai Jénos, (1802 - 1860) madarski matemati¢ar)
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nosti i koja je isto toliko valjana kao i euklidska geometrija. Mozda se, nepravedno,
smatra da je za to otkric¢e vise zasluzan Lobacevski, te se Boljaj i njegov rad c¢esto
zanemaruju u literaturi. Da li je doslo do nepravde ili ne, nije poznato, ali svakako
da, kada se pomene hiperbolicka geomatrija, prvo na koga pomislimo, je zapravo
Lobacevski.

Aksiom Lobacevskog:

Postoje prava a i tacka A van prave a takve da u njima odredenoj ravni posto-

ji viSe od jedne prave koja sadrzi tacku A, a sa pravom a nema zajednickih tacaka.

Geometrijski sistem zasnovan na prve cetiri grupe Hilbertovog sistema aksioma,
aksiomama veze, rasporeda, podudarnosti, neprekidnosti i aksiomi Lobacevskog,
naziva se geometrija Lobacevskog ili hiperbolicka geometrija. Ta geometrija
se ponekad naziva i geometrija Boljaj-Lobacevskog ili geometrija Gaus-
Boljaj-Lobacevskog. Prostor ¢ije tacke, prave i ravni stoje u medusobnim odno-
sima, tako da su zadovoljeni zahtevi aksioma prve Cetiri grupe Hilbertovog sistema
aksioma i aksioma Lobacevskog, zove se hiperboli¢ki prostor. Kao i u svakom
trileru i u ovoj pri¢i ima zaturenih pisama, pitanja “ko je za S$ta znao u vreme kad
je ovaj drugi vec...”, itd.

Iz geometrijskog sveta u kome se u potpunosti moglo osloniti na intuiciju, zasno-
vanu na predstavama koje stvaraju c¢ula, zakoracilo se u svet koji postoji izvan
dotadasnjeg matematickog iskustva. Nije zato iznenadujuce $to zamisli Lobacev-
skog i Boljaja nisu za njihova zivota dozivele priznanje koje im pripada. Razvoj
neeuklidskih geometrija pokazao se veoma znacajnim za fiziku XX veka. Zadajuci
ogranic¢enja brzini svetlosti, sabiranje brzina zahtevalo je nuzno korisé¢enje hiper-
bolicke geometrije. Otkri¢e neeuklidske geometrije spada u red najveéih otkri¢a u
matematici. Ovim otkriéem, kao i svojim celokupnim stavom matematicara i filo-
zofa matematike, Lobacevski je otvorio nove puteve u razvitku matematike koji
su usledili aksiomatskim zasnivanjima svih grana matematike i uvrstio se u red
genijalnih stvaralaca.

Danas postoji nekoliko modela koji se koriste za vizualizaciju hiperbolicke geo-
metrije: Klajnov model, Poenkareov disk model, Poenkareov poluravanski model i
Lorencov model. Kasnije ¢e biti viSe re¢i o Poenkareovom disk modelu hiperboli¢-
ke geometrije, jer je to i moj izbor modela za prezentovanje teselacija hiperbolicke

ravni.
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Inverzija u odnosu na krug

2.1 Definicija inverzije

Neka je O fiksirana tacka u euklidskoj ravni E? i neka je r fiksiran, pozitivan,

realan broj. Neka je k = k(O, r) krug sa centrom u tacki O polupre¢nika r.
Definicija 2.1.1 Inverzija u odnosu na krug k je preslikavanje
¢ EX\{O} — E*\{O}
koje svakoj tacki P # O dodeljuje tacku P' = ¢ (P) poluprave OP tako da je
OP -OP' =2

Tacka O je centar inverzije.

Slika 2.1: Inverzija tacke P u odnosu na krug k = k(O,r), ¢p(P) = P’

Zasto su domen i kodomen ovog preslikavanja skupovi E?\{O}?

Ako bi centar O imao svoju sliku O’ vazilo bi:
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¢1(0) = O ako i samo ako O’ pripada polupravoj OO i OO - OO0’ = r?. Medutim,
kako je duzina duzi OO jednaka 0, nemoguce je da tacka O ima sliku. Sli¢no, tacka

O nije slika nijedne tacke. Vaziée i sledeée tvrdenje:
Tvrdenje 2.1.1 Neka je P’ = ¢y (P). Prava PP’ je normalna na krug k.

Dokaz.

Iz Definicije 2.1.1 znamo da su tacka P, njena slika P’ i centar inverzije O koli-
nearne tacke i pripadaju pravoj koja sadrzi centar kruga k. Takode iz definicije
tangente na krug u tacki, znamo da je ugao izmedu polupre¢nika kruga i tangente
u tacki dodira prav. Mozemo da zaklju¢imo da je svaka prava koja sadrzi centar

kruga, zapravo normalna na taj krug.

Uvodimo koordinatni sistem. Posmatrajmo tacku O kao koordinatni pocetak i
neka se tacka A(x,y;) inverzijom ¢y slika u tacku A’(xq,y9), gde je krug k(O,r)
zadat jednac¢inom u standardnim euklidskim koordinatama. Neka su tacke B i B’

redom podnoZja normala iz A 1 A’ na z-osu.

A/

Slika 2.2:

o . . o OB/ o A/B/ .
Iz slicnosti AOAB i AOA'B’ znamo da vazi 55 = 5, tj.

2 _
T Y1

:k,

odnosno

To = kx1,y2 = ky1.

Kako iz Definicije 2.1.1. znamo i da vazi OA-OA’ = r?, koristeéi ove dve ¢injenice
znamo sledece:
(27 + 1) - (23 +93) ="
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(w1 + 1) - (K27 + k) = '

R+ =
2 r
T @)
Kako iz Definicije 2.1.1. znamo da tacka A’ leZi na istoj polupravoj iz centra kruga
inverzije k, kao i tacka A, zaklju¢ujemo da A’ ima koordinate (kz1,ky;) za neko

pozitivno k, dakle:

7"2

x4+ yi

2

otonmn) = (g 2 ) ()

i+ 7 2t + i

Tvrdenje 2.1.2 Inverzija u odnosu na krug k = k(O,r) je bijektivno preslika-

vanje.

Dokaz.

Neka je Y € E?\{O} proizvoljna tacka. Na polupravoj OY postoji jedinstvena
tacka X , X € E*\{O} takva da je OX = O”—;, tj. OX - OY = r?. Kako iz Defini-
cije inverzije u odnosu na krug, Definicija 2.1.1, i poslednje jednakosti sledi da je
tada Y = ¢ (X), sledice da je ¢y ,na” preslikavanje.

S druge strane, ako je ¢p(X;) = ¢p(X2) =Y, onda je OX;-OY = OX,-0OY = r?,
odnosno OX; = 0X, = OT—;. Kako na osnovu Definicije 2.1.1. sledi da i X; i X,
pripadaju pravoj OY, bice X; = Xs. Dakle, ¢y je ,,1-1” preslikavnje.

Na kraju zaklju¢ujemo da je ¢, bijektivno preslikavanje.

Neka je P € E*\{O} proizvoljna tacka. S obzirom da je OP - OP' = r? za-
klju¢ujemo da je OP < r ako i samo ako je OP" > r, odnosno da se inverzijom
u odnosu na krug £ tacke iz njegove unutrasnjosti slikaju u tacke koje pripadaju

spoljasnjosti kruga k, i obrnuto, tj. vazi:

Tvrdenje 2.1.3 Inverzija u odnosu na krug k(O,r) preslikava unutrasnju oblast
tog kruga bez centra O wu spoljasnju oblast i obratno, spoljasnja oblast se tom

inverzijom preslikava u unutrasnju oblast bez centra O.

Ovo tvrdenje sada lako mozemo da proverimo koristeéi izvedenu formulu (1). Kako

je jednacina kruga k data sa 2% + y? = r?, ako posmatramo tacku A(zy,y;) koja
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se nalazi u unutrasnjosti kruga, vaziée x? + y? < r?. Dalje, znamo da slika tacke
7‘2561 7‘2?}1
eityy’ @i tyi

A u inverziji u odnosu na k ima kordinate A’( ), pa proveravamo da li

tacka A’ stvarno pripada spoljasnjosti kruga k.

( rlxq )2 + ( 2y )2 — ajrityirt — r(zi+y7) _ _rt
aT+y? aT+y? (@7 +47)? @T+yD)? T aity}
jer je 23 + y? < r?. Sli¢no se pokazuje i obrnuto.

za $ta znamo da je veée od 72

Na osnovu definicije inverzije u odnosu na krug znamo, Sto je tacka P bliza
centru inverzije O, to je njena slika P’ sve dalja. Dakle, moZzemo reci ako se tacka
P priblizava ka centru inverzije O, njena slika ¢e se udaljavati ka beskonacnosti.
Takode ako je tacka P blizu kruga k i njena slika ¢e biti blizu kruga k, samo sa
druge strane.

To mozemo zapisati i na ovaj nacin:

Ako se tacke P i () slikaju inverzijom u odnosu na krug k£ u tacke P’ i Q' i ako
vazi raspored B(O, P,Q), onda ¢e da vazi i raspored B(O,Q’, P’).

Dalje, ako je OP = r, tada je i OP’" = r, odnosno P = P’, tj. tacka P je invari-
jantna za transformaciju ¢;. Jasno je da se tacke kruga k, inverzijom u odnosu na

krug k, slikaju u same sebe. Zapravo vazi sledece tvrdenje:

Tvrdenje 2.1.4 Jedine invarijantne tacke inverzije u odnosu na krug k su upravo

tacke kruga k.
Kako znamo i da je ¢y (P’) = P, vaZi¢e teorema:

Teorema 2.1.1 Inverzija u odnosu na krug je itnvolutivno preslikavange, tj za
svaku tacku P € E*\{O} vaZi:

¢ (r(P)) = ¢i.(P) = P.

Ako euklidskoj ravni pridruzimo jednu, beskona¢no daleku, tacku oo, tako
dobijeni skup ¢emo zvati proSirenom euklidskom ravni. Tada, ¢emo definisati
i da je ¢,(0) = 00, ¢r(c0) = O.

U prosirenoj euklidskoj ravni, i pravu mozemo smatrati krugom koji pri tom
sadrzi beskonacno daleku tacku, a takve prave i krugove zajedno éemo nazivati

uopsStenim krugovima.

Osobina konformnosti

Sada ¢emo se pozabaviti jednim od vaznijih svojstava inverzije, a to je da je

ona jedno konformno preslikavanje. Neé¢emo strogo definisati ovaj pojam, ali
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mozemo prihvatiti jednu deskriptivnu definiciju, da je to preslikavanje koje ,Cuva

uglove”.

Definicija 2.1.2 Ugao izmedu dve glatke krive! hiperbolicke ravni je euklidski

ugao izmedu njihovih (euklidskih) tangenti u zajednickim tackama.

VazZiée sledecéa teorema:

Teorema 2.1.2 Inverzija ¢, je konformno preslikavanje tj. ugao pod kojim se
seku dva wopstena kruga ly i ly euklidske ravni, jednak je uglu pod kojim se seku

njihove slike l i l}, u toj inverziji, samo suprotne orijentacije.

Dokaz ove teoreme se moze procitati u literaturi [2, strana 69.]

Takode, analogno, navedena teorema vazi za sve glatke krive euklidskog prostora.

2.2 Konstrukcije tacke, prave i krugova u
inverziji

Konstruisimo sliku tacke P € E*\{O} preslikane inverzijom u odnosu na krug
k. Pretpostavimo da P pripada spoljasnjosti kruga k. Neka su ¢; i ¢t tangente iz
tacke P na krug k, a P, i P, tacke dodira ovih tangenti sa krugom k. Neka je P’
prese¢na tacka prave PP, i prave OP, Slika 2.3. Dokazimo da je ¢ (P) = P":

Slika 2.3: Konstrukcija tacke P" ako je ¢ (P) = P’

Kako je OP, = OP, = r i PP, = PP, kao tangentne duzi, to tacke P i

O leze na simetrali duzi P, P, odnosno prava PO je normalna na pravu PP,

Kriva je glatka ukoliko u svakoj svojoj tacki ima definisanu tangentu
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kao simetrala duzi P;P,. Posmatajuéi AOP,P i AOP’'P;, uoavamo da su oba
pravougla, imaju zajednicki ugao kod temena O i zajednicku stranicu OP;, te
mozemo da zaklju¢imo da su sli¢ni, a iz sli¢nosti dalje vazi:

or, OP
orP' OP,

odakle je
OP' -OP =0P} =r*
odnosno, bic¢e ¢ (P) = P'.
Kako je ¢x(P’) = P, na slican nacin dobijamo sliku tacke P kada je ona u

unutrasnjosti kruga k.

Teorema 2.2.1 Neka je p prava ravni E*. Tada vaZi:

a) Ako O € p onda ¢,(p\{O}) = p\{O}.

b) Ako O ne pripada pravoj p tada postoji krug | w ravni, koji sadrzi tacku O,
takav da je ¢p(p) = I\{O}.

Dokaz.

a) Neka je P € p. Tada su tactke P, O, P’ kolinearne, pa sve pripadaju pravoj p,
pa vazi i da P’ € p. S obzirom da je ¢ involucija vaziée i ¢x(p\{O}) = p\{O}.
b) Neka je P podnozje normale iz O na pi ¢x(P) = P’. Neka je [ krug sa pre¢nikom
OP'. Neka je Q € p, Q # P proizvoljna tacka. Dokazimo da Q' € [.

Pl

Slika 2.4: Slika uz Teoremu 2.2.1

S obzirom da su trouglovi OPQ i OQ' P’ sli¢ni, sledi i da je /OQ'P' = /OPQ

prav. Zato tacka Q' pripada krugu sa pre¢nikom OP, odnosno [. Obrnuto, ako je
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Q' € I\{O}, tatka @’ se inverzijom ¢y, slika u tacku @ poluprave OQ' za koju vazi
idaje /OPQ = /OQ P’ te Q pripada i pravoj ortogonalnoj u P na OP’, odnosno
pravoj p. Zato vazi i ¢r(p) = I\{O}. &

Teorema 2.2.2 Neka je | krug euklidske ravni. Tada vaZi:

a) Ako O € 1, onda je ¢r(I\{O}) neka prava p te ravni koja, pri tom ne sadrzi
tacku O.

b) Ako 1 ne sadrzi tacku O tada je ¢p(l) = U takode krug koji ne sadrzi tacku O.

Pri tom, postoji i homotetija sa centrom u O kojom se l slika u .

Dokaz.

a) S obzirom da je ¢y involucija, tvrdenje direktno sledi iz Teoreme 2.2.1 pod b).
b) Neka je S centar kruga [ i P i @ tacke u kojima prava OS sece [. Neka je
R € [ proizvoljna tacka. Prava OR sece krug [ jo$ u tacki R;. Posebno, ako je OR
tangenta na [, tada je R = R;. Neka je ¢r(R) = R'. Pri tom, zbog potencije tacke
O u odnosu na krug [ sledi da je OR-OR; = OP - OQ. Kako jei OR - OR' = r?,

sledi da je i
OR r?
OR, OP-0Q

742

OR/

Ako je ‘H homotetija sa sredistem O i koeficijentom % koristeci (2) sledi da je
tacka R’ iz skupa I’ ako i samo ako je R’ = H(R;) za (neku) tacku R; kruga [. To
zapravo znac¢i da je skup !’ homoteti¢na slika kruga [, pa je I’ krug koji ne sadrzi
srediSte O homotetije H. Kako je ¢ involucija sledi i da vazi skupovna jednakost
o(l) =10

Iz navedene Definicije 2.1.2 koja govori o uglu dve krive, dolazimo do kriteri-

juma za ortogonalnost dva kruga:

Tvrdenje 2.2.1 Dva kruga su ortogonalna (normalna) ukoliko tangenta u zajed-

nickoj tacki jednog od njih prolazi kroz centar drugog kruga.
Tvrdenje 2.2.2 Neka tacka P ne pripada krugu k i neka je P' = ¢p(P).
Ako krug 1 sadrZi tacke P i P' onda su krugovi k i [ ortogonalni.

Dokaz.
Neka je P & k(O,r). Potencija tacke O u odnosu na krug [ je OP - OP' = OT?,
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Slika 2.5: Slika uz Teoremu 2.2.2., sluc¢aj kada krug ne sadrzi tacku O

Slika 2.6: k i m su ortogonalni krugovi

gde je T dodirna tacka tangente iz O na [. Dalje, kako je ¢(P) = P’ vaZice
OP - OP' = r? pa je jasno da je r = OT, $to znac¢i da tacka T pripada krugu
k. Tada se tangente na k i [ u tacki T' seku pod pravim uglom pa su krugovi
ortogonalni.<»

Slika 2.7: Slika uz Tvrdenje 2.2.2.
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Tvrdenje 2.2.3 Neka su k il dva kruga euklidske ravni. Tada je ¢y(1) =1 ako i

samo ako su krugovi k [ ortogonalni ili k = 1.

Dokaz.

Pretpostavimo da k # [ i neka je X € [ tacka koja ne pripada krugu k, a ¢p(X) =
X'. Ako je ¢ (l) =l tada X' € [ pa na osnovu Tvrdenja 2.2.2. sledi £ L [. Obratno,
ako je k L [, sledi da je dodirna tacka T tangente iz tacke O na [ zajednicka za
ki, pa je potencija tacke O u odnosu na [ jednaka OT? = r%. Ako je X" druga
presecna tacka kruga [ i prave OX tada je potencija OX -OX” = r?, a kako je X’
slika tacke X u inverziji vazi i r? = OX - OX'. Zato je X' = X" pa se krug [ slika
u sebe.$



Glava 3

Poenkareov disk model

3.1 Osnovni pojmovi

,Osecanje matematicke lepote, harmonija brojeva i formi, geometrijska elegan-
cija predstavljaju istinski estetski osecaj, poznat svim matematicarima, ali je tako

daleko laicima, da cesto dolaze u iskuSenje da se nasmeju”- Poenkare

Anri Poenkare! bio je jedan od najtalentovanijih matemati¢ara svih vremena.
Predavao je matematicku fiziku i ra¢un verovatnocée na Fakultetu nauka u Parizu,
te visu analizu na Politehnic¢koj skoli. Njegov nauc¢ni rad obuhvata matematiku,
astronomiju i fiziku. Razvio je teoriju automorfnih funkcija i istrazivao diferenci-
jalne jednacine, a posebno su vazni njegovi radovi na podrucju topologije i njegova
interpretacija geometrije Lobacevskog. Krajem 19. veka je u euklidskoj geometriji
konstruisao model hiperbolicke geometrije. Od tog momenta se svi pojmovi, rela-
cije i tvrdenja hiperbolicke geometrije mogu vizualizovati.

U ovom poglavlju da¢emo osobine osnovnih geometrijskih pojmova i relacija u
modelu hiperbolicke geometrije, Poenkareovom disk modelu.

Uoc¢imo u euklidskoj ravni jedini¢ni krug k, koji ¢emo zvati apsolutni krug ili
prosto samo apsoluta.

Unutrasnjost tog kruga zvac¢emo h-ravan, dok ¢emo svaku tacku koja pripada
unutrasnjosti tog kruga, ne racunajuci i tacke samog kruga k, zvati h-tackama.
Tacke preseka apsolute k£ i uopstenih krugova nazivacéemo beskonac¢no daleke
tacke h-prave koja je nastala na taj nacin.

Neka je [ uopsteni krug ravni E2, normalan na apsolutu k. Tada lik imaju dve

17il Anri Poenkare(Jules Henri Poincare, 1854 — 1912) francuski matematicar i teorijski fizicar

14
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zajednicke beskonac¢no daleke tacke X i Y . Tada je I u euklidskom smislu prava
ako i samo ako [ sadrzi centar apsolute O. Skup tacaka uopstenog kruga i koje su
ujedno i h-tacke je h-prava i oznacavac¢emo je sa l. Tacnije, prave u Poenkareovom
disk modelu predstavljaju pre¢nici apsolute ili delovi krugova koji su normalni na

apsolutu i pripadaju njenoj unutrasnjosti.

Slika 3.1: h-prave u Poenkareovom disk modelu hiperboli¢ke ravni

Dva razna uopstena kruga [; i 5 koji odreduju dve h-prave l; i [, mogu da
imaju zajednicke najvise dve tacke.
Ako nemaju zajednickih tacaka, tada se ni h-prave l; i I3 ne seku. Kazemo da su
te h-prave hiperparalelne. Slika 3.2.
Akose 1 ily dodiruju u jednoj tacki, ona je invarijantna za inverziju, pa pripada
apsoluti k£ i nije h-tacka. Tada kazemo da su h-prave [; i [ paralelne prave.
Slika 3.2. Za razliku od euklidske geometrije, u hiperbolickoj geometriji postoji tri
vrste pramenova pravih.
Ako je A h-tacka, tada skup svih h-pravih koje sadrze A nazivamo pramenom
konkurentnih pravih ili eliptickim pramenom pravih, sa centrom u A. Slika
3.3 a).
Ako je X tacka apsolute, svi uopsteni krugovi koji sadrze X i koji odreduju h-prave
se dodiruju u tacki X. Zato sve h-prave koje imaju zajednicku beskonac¢no daleku
tacku X nazivamo pramenom paralelnih pravih ili parabolickim prame-
nom, sa centom u X. Slika 3.3. b).
Ako je s h-prava, tada skup svih h-pravih normalnih na s nazivamo pramenom
hiperparalelnih pravih, odnosno hiperboli¢kim pramenom. Slika 3.3. c)

Dalje ¢emo definisati jos neke pojmove h-ravni. Svaki segment kruga ili duz prave
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la
Iy

la

Slika 3.2: Hiperparalelne i paralelne h-prave [y i lo

B B &

a) b) )

Slika 3.3: Pramenovi pravih: a)elipticki, b)paraboli¢ki, c¢)hiperbolicki

koji je upravan na apsolutu, ¢ija temena pripadaju h-ravni, zva¢emo h-duzi. Ako
imamo segment kruga ¢ije je jedno teme na apsoluti, a drugo pripada h-ravni,
naziva¢emo ga h-poluprava. Teme koje se nalazi na apsoluti nazivamo krajem
h-poluprave, a drugo temenom h-poluprave. h-prava ¢e razlagati h-ravan na dve
oblasti koje nazivamo h-poluravnima, dok tu h-pravu zovemo rubom tih hA-
poluravni. Dve h-poluprave koje imaju zajednicko teme razlazu h-ravan na dve
oblasti koje nazivamo h-uglovima, a te dve poluprave nazivamo kracima tih h-
uglova. Mera ugla izmedu dve h-prave je njegova euklidska mera, odnosno, ugao

izmedu dve h-prave [y i [ je ugao izmedu tangenti na [; i [ u prese¢noj tacki.
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Ako su A, B i C tri h-tacke koje ne pripadaju istoj h-pravoj, tada skup koji se
sastoji iz h-duzi AB, AC i BC nazivamo h-trouglom.

Slika 3.4: h-trougao i h-8estougao

Analogno sa pojmom ugla trougla mozemo uvesti i pojam ugla h-trougla.
Takode i pojmovi h-poligonske linije i h-poligona se uvode analogno sa odgo-
varajué¢im pojmovima apsolutne geometrije. Isto tako i pojmovi ugla h-poligona i
h-poligonske povsi.

Idealan trougao cine tri prave Poenkareovog disk modela koje se dodiruju na
granici Poenkareovog diska, odnosno na apsoluti. Buduéi da granica diska nije deo
hiperbolickog prostora, stranice idealnog trougla su beskona¢no dugacke i nikada-
se zapravo ne susre¢u. Medutim, ipak se zblizavaju dok se kreé¢u prema ivici. Tri
tacke na apsoluti se nazivaju idealnim vrhovima idealnog trougla i imaju sli¢nu
ulogu kao vrhovi obi¢nog trougla. Buduéi da su sve stranice normalne na granicu
Poenkareovog diska, one medusobno prave ugao od 0°. Na slican nacin, nastaju i

ostali idealni poligoni. Slika 3.5.

3.2 Izometrijske transformacije hiperbolicke

ravni

Neka je | h-prava. Tada je [ ili luk uopstenog kruga 1, koji je ortogonalan na
apsolutu k ili deo(euklidske) prave koja prolazi kroz centar apsolute, odnosno njen
precnik. U slucaju kada je posmatrana h-prava luk uopstenog kruga, preslikavanje
je inverzija u osnosu na taj krug, dok u slucaju kada je naSa h-prava prec¢nik

apsolute, preslikavanje o kome govorimo je refleksija u osnosu na pravu. Inverzija
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Slika 3.5: Idealni trougao i idealan Sestougao

(ili refleksija) ¢; u odnosu na [ tada slika krug k u sebe. Pri tom, h-tacke h-prave
[ su invarijantne za ovo preslikavanje, $to nam u slucaju luka uopstenog kruga do-
kazuje Tvrdenje 2.2.2, a u sluc¢aju prec¢nika apsolute, to sledi iz definicije refleksije
u odnosu na pravu. h-prava [ razlaze unutrasnjost kruga k na dve oblasti koje
se preslikavanjem ¢; slikaju jedna u drugu. Restrikciju te inverzije (ili refleksije)
na h-ravan zva¢emo h-refleksijom i oznacavati S;. h-pravu [ zvac¢emo osom h-
refleksije. Svaka poluravan kojoj je rub osa neke h-refleksije tom h-refleksijom se

preslikava na njoj komplementnu A-poluravan.

Tvrdenje 3.2.1 Neka je A h-tacka razlicita od centra apsolute O. Tada postoji
jedinstvena h-refleksija S; koja slika A u O.

Tvrdenje 3.2.2 Za dve razne h-tacke A i B postoji jedinstvena h-refleksija kojom

se te dve tacke preslikavaju jedna na drugu.
Dokaz ove teoreme moze se procitati u literaturi [8, strana 279-280].

Teorema 3.2.1 Ako se dve h-prave seku, tada postoje dve h-refieksije kojima se
one preslikavaju jedna na drugu, a ako su disjunktne, tada postoji jedinstvena

h-refleksija kojom se one preslikavaju jedna na drugu.

Teorema 3.2.2 Postoji jedinstvena h-refleksija kojom se dve h-poluprave sa za-

jednickim temenom preslikavaju jedna na drugu.

Definicija 3.2.1 Kompozicija konacnog broja h-refleksija je h-izometrija. Uko-
liko je h-izometrija kompozicija parnog broja h-refieksija onda je ona direktna, a

ako je kompozicija neparnog broja h-refleksija bice indirektna h-izometrija.
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VaZiée i teorema:

Teorema 3.2.3 Svaka direktna h-izometrija se moZe predstaviti kao kompozicija

dve h-refleksije, a svaka indirektna je ili h-refleksija ili kompozicija tri h-refleksije.
Dokaz ove teoreme se moze procitati u literaturi [2, strana 78-79|.

Tvrdenje 3.2.3 Svaka h-izometrija slika h-kolinearne tacke u h-kolinearne tacke,
cuva raspored, slika h-prave u h-prave. Pri tom, uglovi izmedu dve h-prave 1
ngthovih slika su jednaki. Konkurentne, paralelne, odnosno hiperparalelne h-prave

se slikaju redom u konkurentne, paralelne, odnosno hiperparalelne h-prave.

Definicija 3.2.2 Dwve figure se zovu h-kongruentne ako postoji h-izometrija koja

slika jednu od figura u drugu.

Definisa¢emo sve h-izometrijske transformacije. Osnovna njihova podela je na
direktne i indirektne. Sa I ¢emo zvati svaku od tih h-izometrijskih transformacija
dok ih ne definiSemo i uvedemo konkretnu oznaku koja se koristi.

Direktne h-izometrijske transformacije
Ako se h-tacka A slika h-refleksijom S;, u h-tacku A; # A, tada je [; h-simetrala
duzi AA;. Ako je S,(A;) = A tada je i Iy h-simetrala duzi AA; pa je l; = ls. Zato

vazi sledec¢a teorema:

Teorema 3.2.4 Ako su ly i ly razne h-prave tada je h-tacka A invarijantna za

I =5,,05;, ako i samo ako sely ily seku u A.

Dalje ¢emo na osnovu medusobnog polozaja h-pravih [y i [y koje su delovi uopste-
nih krugova Iy il i Teoreme 3.2.3 iz koje znamo da se svaka direktna h-izometrija

moze napisati kao kompozicija dve h-refleksije, izvrsi¢emo njihovu klasifikaciju:

e Ako je l; = Iy, onda je I identi¢ko preslikavanje ili koincidencija i oznaca-

vamo je €. Sve h-tacke su invarijantne.

e Ako se dve razne h-prave l; i [, seku, naime imaju jednu zajednicku h-
tacku A, ona ¢e na osnovu Teoreme 3.2.4 biti jedinstvena invarijantna tacka

transformacije I = S, 0 5},.

Proizvoljna h-tacka X se transformacijom I slika u tac¢ku X’ takvu da je ugao
« izmedu h-pravih AX i AX’ jednak dvostrukom uglu izmedu h-pravih [y
i lo. Transformaciju I nazivamo centralnom rotacijom, sa centrom A za

ugao « i oznacavamo sa R4 .. Dakle, vazi tvrdenje:
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Slika 3.6: Rotacija

Tvrdenje 3.2.4 Neidenticka direktna h-izometrija I je rotacija ako i samo
ako I ima invarijantnu bar jednu h-tacku. Tada je ta h-tacka jedinstvena

mvarijantna tacka za 1.

e Neka su h-prave [; i Iy hiperparalelne i neka je n, h-prava normalna na [y i
l5, sa beskonac¢no dalekim tackama X i Y.
Neka se [y i n seku u h-tacki L i L’ je slika tacke L pri h-refleksiji S, .

Slika 3.7: Translacija

Tada je kompozicija I = S, o S), restrikcija preslikavanja kojim se tacke
X, Y, L slikaju redom u X, Y i I/, pa je I, transformacija koju zovemo

translacijom za vektor LL’ i oznatavamo 7,7,.
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e Ukoliko su prave [; i[5 paralelne sa zajednickom beskonac¢no dalekom tackom
X tada je X invarijantna za I. Dakle ne postoji transformacija I, proSirene
euklidske ravni, bez invarijantnih tacaka. UopSteni krugovi [; i I se dodiruju
u tacki X, te njihovi centri pripadaju euklidskoj pravoj koja u X dodiruje
k. Ako bi postojala jos neka beskona¢no daleka invarijantna tacka Y, tada
bi vazilo ¢, (Y) = ¢,(Y) = Y1 # Y, pa bi centri [; i [ pripadali pravoj koja
seCe k u tackama Y i Y;. Zato transformacija I ima samo jednu beskonac¢no
daleku invarijantnu tacku. h-izometrija [ je oriciklicka rotacija odnosno
paralelno pomeranje. Oznacavamo ga sa Ry gde je L proizvoljna

tacka, a L' njena slika.

Slika 3.8: Paralelno pomeranje

Indirektne h-izometrijske transformacije
Indirektne izometrijske transformacije hiperboli¢ke ravni su h-refleksija i h-klizajuca

refleksija.

o h-refleksiju S; smo veé definisali kao restrikciju inverzije u odnosu na krug
1ili restrikciju refleksije, ukoliko je [ h-prava koja je pre¢nik apsolute. Fiksne
tacke su sve tacke h-prave [ i dve beskonacno daleke tacke nastale u preseku

kruga [ i apsolute.

e Neka je I indirektna h-izometrija koja nema invarijantnih tacaka i neka je
P €1 h-tatka i P’ = I(P). Neka je p h-prava ortogonalna na l u P i ¢
h-simetrala duzi PP'. h-refleksija S, slika pravu [ u sebe, a h-polupravu PX
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u h-polupravu PY. Zato je kompozicija S, o S, o S restrikcija preslikavanja
koje ima invarijantne tacke X i Y, a pri tom slika tacku P u P’ i dalje je
I = §,085,05;. Ovu transformaciju zovemo klizajuéom refleksijom gh Phis
duz prave [ za vektor PP’

Slika 3.9: Klizajuca refleksija

Dokazi i preciznija objasnjenja svake izometrijske transformacije mogu se proci-
tati u literaturi [2, strana 79-82|. Na kraju ¢u radi lakse preglednosti sve pomenute

izometrijske transformacije, kao i broj njihovih fiksnih tacaka prikazati slede¢om
tabelom:

Izometrija | Invarijantne h-tac¢. | Invarijan. beskon. daleke ta¢. | Direktnost
€ sve sve +
T3 0 X, YelLl +
R A 0 +
Rx.r.r 0 X +
Sp tacke h-prave p X, Yep -
gl, PP 0 X, Yep -

Dalje, navodimo teoremu koja ukazuje na vaznu razliku izmedu euklidske i

hiperbolicke geometrije.

Teorema 3.2.5 Zbir unutrasngjih uglova proizvoljnog h-trougla je mangi od 180°.

Dokaz.
Neka je ABC' h-trougao i tacka O centar apsolute. Tada na osnovu Tvrdenja 3.2.1
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Slika 3.10: Slika uz Teoremu 3.2.5.

sledi da postoji jedinstvena h-refleksija kojom se tacka A preslikava u O. Tom is-
tom h-refleksijom se tacke B i C redom slikaju u tacke @) i P. Takode h-duzi AB i
AC se slikaju u h-duzi koje pripadaju prec¢niku apsolute, OP i OQ). Kako na onovu
Teoreme 2.1.2 znamo da h-refleksija ¢uva uglove, sigurno je da se uglovi h-trougla
ABC tom h-refleksijom slikaju u njima podudarne uglove h-trougla PQO. Kako
su u h-trouglu OPQ), h-uglovi kod temena P i () manji od uglova kod istih temena
(euklidskog) trougla OPQ), zaklju¢ujemo da ¢e zbir unutrasnjih uglova h-trougla
OPQ biti manji od 180°. Stoga ¢e i zbir unutrasnjih uglova h-trougla AABC' biti
mani od 180°. {

Takode zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog prostog h-cetvorougla bi¢e manji od
360°, a zbir unutrasnjih uglova h-poligonske povrsi koja ima n stranica bi¢e manji

od (n — 2)180°.
Teorema 3.2.6 h-ravan je model hiperbolicke ravni.

Detaljan dokaz ove teoreme moze se procitati u literaturi [8, strana 282]. Svakako
je za taj dokaz potrebno pokazati da na Poenkareovom disk modelu vaze sve
aksiome apsolutne geometrije, kao i aksioma Lobacevskog, tj. da na ovom modelu
vazi hipebolicka geometrija, Sto bi dalje znacilo da je svakom pojmu hiperbolicke
planimetrije pridruzen pojam geometrije h-ravni i da svaka teorema hiperbolicke
geometrije ima svoju interpretaciju u geometriji h-ravni, kao i obrnuto, dokazujuéi
stavove geometrije h-ravni zapravo dokazujemo teoreme hiperbolicke geometrije.
Ovaj model je smesten u deo euklidske ravni. Osnovni objekti tog modela

kao i relacije su objekti i relacije geometrije Euklida. Drugim rec¢ima, cela h-
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geometrija posmatranog modela je jedan deo geometrije Euklida. Upravo na ovaj

nacin konstruisan model hiperbolicke ravni naziva se Poenkareov disk model.

Funkcija rastojanja
U euklidskoj ravni, za bilo koje dve tacke zi, zo € C' postoji nenegativan broj
koji se naziva rastojanje izmedu te dve tacke i definiSe :

d(zl,z’g) = |Zl — ZQ|, 21,72 € C.

Sada ¢emo uvesti analognu formulu za udaljenost dve h-tacke u hiperbolickoj
ravni. Neka je A h-tacka ¢ija je kompleksna koordinata z i O centar apsolute, koji

smeStamo u koordinatni pocetak, radi lakSeg razumevanja.

Y

Slika 3.11:

Neka su X i Y beskonacno daleke tacke h-prave O A takve da tacka A pripada
polupravoj OY . Tada je AX = 1+]z|, AY =1—|z|, OX = OY = 1. Veza izmedu
hiperbolickog rastojanja d i euklidskog |z| tacaka O i A je data sa

1+ |7
d=dp(0,A) zlnl_ 2l
Tada je i
- ed —1
o= S5
odnosno
|z| = tanhc—z
9
tj.

d=2tanh ' |z|. (4)
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Rekli smo da je |z| euklidska udaljenost tacke A od koordinatnog pocetka, a
jednac¢ina (4) govori da hiperbolicka udaljenost tacke A moze da se dobije kada se
primeni inverzna funkcija tangenshiperbolickog na euklidsku udaljenost tacke A
od koordinatnog pocetka.

Kada se tacka sa koordinatom z priblizava apsoluti, hiperbolicka udaljenost te
tacke od koordinatnog pocetka raste bez ograni¢enja. Ako bi euklidsko rastojanje
|z| tezilo ka 1, hiperboli¢ka udaljenost bi tezila ka oo.

Ako posmatramo parove tacaka na istom medusobnom hiperbolickom rastojanju,

euklidski gledano njihovo rastojanje je manje ukoliko se nalaze blize apsoluti.

Teorema 3.2.7 Neka su z1 @ z9 koordinate h-tacaka A i B. Tada je

dp(A, B) = 2tanh™! | L~ 22

— 2122

Dokaz ove Teoreme se moze procitati u literaturi |2, strana 83].

Naveséemo neka svojstva koja ocekujemo da ima funkcija rastojanja u hiper-

boli¢koj ravni, definisana na ovaj nacin:

1. dp(z1,20) > 0 zasve 21,20 € C,  dp(21,22) = 0 akko z; = 25

2. dp(z1,21) = dp(z2,21), za sve 21,25 € C

3. dp(z1,22) + dp(29, 23) > d(z1, 23), za sve zi, 29, 23 € C

4. dp(z1, 22) + dp(22, 23) = dp(21, 23), akko 21, 23 1 23 pripadaju istoj pravo]
5. dp(z1,22) = dp(z1,%22), za sve 21,25 € C

6. dp(21,22) = dp(M(z1), M(z2)), za sve z1,29 € C i sve direktne hiperbolicke

transformacije M.

Prva cetiri svojstva vaZze za funkciju rastojanja kako u hiperbolickoj, tako i u
euklidskoj ravni, dok poslednja dva govore o rastojanju u hiperbolickoj ravni i
govore o njenoj invarijantnosti pri dejstvu h-transformacija.

5. svojstvo govori o invarijantnosti funkcije rastojanja pri dejstvu h-refleksija (jer
je 1 pre¢nik apsolute h-prava), dok 6. svojstvo govori o invarijatnosti u odnosu na

direktne h-izometrije (koje nastaju kao kompozicija h-refleksija).
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Dokaz da funkcija (4) ima navedena svojstva 1.-6. moZe se naci u literaturi [4,
strana 367-371].

Neka je l uopsteni krug ortogonalan na apsolutu. S obzirom da inverzija ¢;

slika h-pravu u h-pravu i ¢uva h-raspored tacaka, direktno sledi i sledec¢e tvrdenje:

Tvrdenje 3.2.5 Neka je I h-izometrija, A i B dve h-tacke i I[(A) = A, I(B) =
B'. Tada je dh(A, B) = dh(A/, B/)



Glava 4

Teselacije

4.1 Malo istorije

Govoredi jezikom koji nije strogo matematicki, teselacija ravni je prekrivanje
(poploc¢avanje) razli¢itih povrsi oblicima koji se ponavljaju bez medusobnog pre-
klapanja i §upljina izmedu njih. Geometrijski oblici koji se slazu zajedno i stvaraju
raznovrsne Sare i tako prekrivaju neke povrsi mogu se nac¢i u svim zemljama sve-
ta. Skoro da ne postoji narod koji nije koristio metode teselacije iz estetskih ili
spiritualnih razloga. U razli¢itim epohama koriSéeni su razli¢iti principi teselacije,
razli¢iti oblici i boje. Re¢ teselacija potice od jonske verzije grcke re¢i tesseres
Sto bi se prevelo kao ¢etiri. Ako pogledamo i u nekim re¢nicima, vide¢emo da
tessellate znaci poplocati kvadratima kao kad se pravi mozaik. Prva poplocavanja
razli¢itih povrsi jesu bila sa kvadratnim plo¢icama. U drevnoj Kini su prekrivali
krovove svojih palata i hramova Getvorougaonim plo¢icama razli¢itih boja. Zuta
se smatrala kraljevskom bojom, simbolizovala je sunce, i ploc¢ice te boje su bile
rezervisane za krovove kraljevskih palata, a plave su simbolizovale nebo i koristile
su se za prekrivanje krovova hramova. Na podruc¢ju danasnjeg Irana, oko 3500.
godina p.n.e., u preislamskom periodu, koriséene su plocice od uglacanog kamena
i gline za pravljenje raznih Sara i ornamenata. Arapi su kombinacijom jednostav-
nih i jednobojnih plocica stvarali slozene geometrijske figure. Prvi matematicar
koji se bavio slaganjem poligona bez medusobnog preklapanja i bez formiranja
Supljina izmedu njih i time postavio osnove za razvijanje ideja i principa tesela-
cija, je Arhimed!. Spisi u kojima je on ovo izudavao nisu sac¢uvani, osim prepiske

sa aleksandrijskim matemati¢arima u kojoj je o ovome bilo reci. Jedan od prvih

Istarogréki matematicar, fizidar i astronom Zziveo od 287. do 212. g.p.n.e

27
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sacuvanih matematickih radova o teselacijama je rad nemackog matematicara i
astronoma Keplera?. On je 1619. godine izvrSio potpunu numeraciju uniformnih
teselacija euklidske ravni. Naredna tri veka se ovim izu¢avanjem nije bavio niko i
tek je Somervil® 1905. godine dokazao ta¢nost Keplerovog tvrdenja o postojanju
tacno 11 uniformnih teselacija u euklidskoj ravni. Matemati¢aru Davidu Hilber-
tu? problem teselacija ravni se u pocetku &inio neinteresantnim i trivijalnim. On
se u svom delu iz 1900. godine bavio iskljuc¢ivo poplo¢avanjem u prostorima sa
tri i viSe dimenzija. Kasnije je jedan od Hilbertovih ucenika detaljnije istrazivao
problem teselacija u ravni i Hilberta zainteresovao za problem trazenja algoritma
sa kona¢nim brojem koraka koji odreduje da li odredena grupa ploc¢ica moze biti
model koji se moze koristiti za poploc¢avanje cele ravni. Tad je Hilbert uvideo da
je problem daleko od trivijalnog. Algoritam do danas nije napravljen, iako postoji
osnovana sumnja da je algoritam moguce napisati.

Hiperbolicke teselacije prikazane u raznim modelima hiperbolickog prostora, a po-
sebno u Poenkareovom disk modelu, su i vizuelno privla¢ne. Prve slike teselacija u
Poenkareovom disk modelu su se javile veé¢ krajem XIX veka. Prvi crtez teselacije
hiperboli¢ke ravni pojavio se u knjizi Feliksa Klajna® i Roberta Frikea’, koja je
izdata u Lajpcigu 1890. godine. Problematika teselacija hiperbolicke ravni sa dve
ili vise vrsta poligona nije privlacila toliku paznju pa su rede slike takvih tese-
lacija. Grafickim predstavljanjem teselacija uspe$no se bavio holandski umetnik
Moris Kornelis Eger’. Eser je uz teorijsku pomoé¢ Koksetera® izradio neke od naj-
poznatijih slika i litografija koje su u osnovi teselacije hiperbolicke ravni. Mnogi
popularizatori nauke, poput Karla Sejgana’, Stivena Hokinga'? ili RodZera Pen-
rouzal!, koristili su upravo Egerove ilustracije kako bi svojim &itaocima priblizili

tesko shvatljive naucne teorije.

2Johannes Kepler (1571 — 1630), nemacki astronom, matematicar i astrolog

3Duncan MacLaren Young Sommerville(1879 - 1934), gkotski matematicar

‘David Hilbert (1862 - 1943), nemacki matematicar

SFelix Klein, (1849 - 1925) nemacki matematicar

fKarl Emanuel Robert Fricke,(1861 - 1930) nemacki matematicar

"Maurits Cornelis Escher(1898 - 1972), holandski umetnik i grafi¢ar

8Harold Scott MacDonald Coxeter (1907 - 2003), kanadski matematicar

9Carl Edward Sagan(1934 - 1996), americki astronom i astrobiolog

10Stephen William Hawking(1942 - 2018), engleski teoretski fizi¢ar, kosmolog, autor i direktor
istrazivanja u Centru za teorijsku kosmologiju na Univerzitetu u Kembridzu

HRoger Penrose, engleski matematicar, fiziar i filozof nauke, dobitnik Nobelove nagrade za
fiziku, roden 1931. godine
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4.2 Pojam teselacije ravni

Teselacije se mogu posmatrati u Euklidskoj (E?), hiperbolickoj ravni (H?)
ili na sferi (5?). Teselacija euklidske i hiperboli¢ke ravni je beskona¢na, odnosno
postoji beskona¢no mnogo poligona koji formiraju teselaciju, dok je teselacija sfere
ogranicena povrsinom te sfere. Teselacije sfere izlaze iz okvira ovog rada, tako da
nadalje govorimo o teselacijama euklidske i hiperbolicke ravni i obe ravni ¢emo
zvati ravan 7. Glavna razlika u teselacijama ove dve ravni proizilazi iz toga Sto
je zbir uglova u trouglu u euklidskoj geometriji stalan, a u hiperbolickoj nije,
vide¢emo kasnije kako se to odrazava na njihovo nastajanje i izgled. Teselacija 7

ravni 7 se definiSe na sledeéi nadcin:

Definicija 4.2.1 Pod teselacijom ravni m podrazumevamo prebrojivu familiju T =
{7;,i € N} zatvorenih poligonskih povrsi T;. Svaka ivica nekog poligona T; ivica
je samo jos jednog poligona, svaka tacka ravni m pripada bar jednog poligonskoj
poursi 1 mera preseka bilo koja dva poligona T;, i # j je nula. Svaki presek tri i
vise poligonskih povrsi sadrzZi najvise jednu tacku, koju nazivamo teme poligona.
Poligone koje cine teselaciju nazivamo pljosnima. Ukoliko pljosni imaju zajednicku

wicu one se nazivaju susedne.

Definicija 4.2.2 Grupa svih izometrija ravni w koje preslikavaju T na samu sebe,

se zove grupa simetrija (ili simetrijska grupa) teselacije T i oznacava se Sym(T).

Svaka izometrija iz grupe Sym(7) preslikava temena, ivice i pljosni teselacije
T respektivno, na temena, ivice i pljosni te iste teselacije. Kako svaka ivica ima
dva temena i pripada dvema pljosnima, sledi da za proizvoljne dve ivice postoje
najviSe Cetiri izometrije koje preslikavaju jednu ivicu na drugu. Sli¢no, za svake dve
pljosni postoji najvise kona¢no mnogo izometrija koje preslikavaju jednu pljosan

na drugu, jer svaka pljosan ima konacan broj temena i ivica.

Definicija 4.2.3 Teselacija tipa p1,po, ..., p, ili drugacije (pi1,pa, ...,pq) sastoji se
1z poligona koji su ciklicno poredani oko svakog temena i to redom: pi-tougao, po-
tougao,... i pg-tougao gde je q broj poligona oko svakog temena. Menjanje redosleda
navodenja poligona u istom ciklicnom rasporedu ne odreduje drugaciju teselaciju

1ako je pravilo da se navodenje zapocne od mnogougla sa nagmangim brojem uglova.

Postoji vise tipova teselacija. To su:
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1. Regularne (pravilne) teselacije su sastavljene od istih pravilnih poligona.
U euklidskoj ravni, postoje ta¢no 3 teselacije kod kojih su poligoni pravilni
mnogougli: 6 pravilnih trouglova, 4 pravilna ¢etvorougla i 3 pravilna Sestou-

gla u svakom temenu. U hiperboli¢koj ravni ih ima beskona¢no mnogo.

2. Arhimedovske teselacije su sastavljene od pravilnih mnogouglova koji ne

moraju biti istog tipa, ali temena moraju biti istog tipa'2.

3. Teselacija je uniformna (polupravilna) ako je Arhimedovska i ako su joj

simetrije tranzitivne u odnosu na temena teselacije.

Sve Arhimedovske teselacije euklidske ravni su i uniformne. U hiperboli¢koj i
sfernoj ravni postoji razlika izmedu Arhimedovskih i uniformnih teselacija. Primer
za to je teselacija (3,4,4,4) u sfernoj geometriji koja moze biti Arhimedovska, ali i

uniformna u zavisnosti od rasporeda trougla i ¢etvorouglova.

Zaklju¢ujemo, ako je grupa Sym(r) tranzitivna, odnosno ako za bilo koja dva
temena te teselacije postoji transformacija iz Sym(7) takva da preslikava jedno
teme u drugo, onda je teselacija 7 uniformna. Ako su svi mnogouglovi koji su

elementi teselacije 7 i podudarni, onda je ta teselacija regularna (pravilna).

Svakom pravilnom poliedru mozemo pridruziti oznaku {p, ¢} ili oznaku (p?) gde p
oznacava tip pravilnog poligona od kojeg se sastoji poliedar, a g predstavlja koliko
je p-uglova oko svakog temena. Ovaj tip oznaka se naziva Slefijev simbol’®.
Tako su {3,3}, {4,3}, {3,4}, {3,5} i {5,3} (odnosno (3?%), (4%), (3%), (3%),(5%))
redom Slefijeve oznake za tetraedar, heksaedar, oktaedar, ikosaedar i dodekaedar.
Slefijeve oznake se koriste i za oznacavanje teselacija, pa je oznaka za teselaciju
kvadratima (po ¢etiri oko svakog temena) {4,4}, trouglovima (njih je Sest oko

svakog temena) {3,6} i Sestouglovima {6, 3} (tri oko svakog temena teselacije).

4.3 Teselacije euklidske ravni

Uoc¢imo jednu tacku euklidske ravni i regularnu teselaciju {p,¢}. U skladu sa

Slefijevim simbolom, oko te tacke bic¢e ¢ pravilnih p-uglova. Unutradnji ugao jednog

2Teme teselacije je tipa (p1, po, ...,Dq) ako su poligoni u tom temenu u ciklicnom redosledu
pi-tougao, pa-tougao,... i pg-tougao gde je ¢ broj poligona oko svakog temena.
BLudwig Schlifli,(1814 — 1895) §vajcarski matematicar
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pravilnog p-ugla je

— 2)180°
0o =2
p
a vazice i 51180°
g P g
p

Mozemo da zaklju¢imo da je {p, ¢} regularna teselacija u euklidskoj ravni ako vazi
dajeq-(p—2)=2ptj. (¢g—2)-(p—2) = 4. Taj uslov se jo§ moze zapisati na
sledeé¢i nacin:

111

p q 2

odnosno
(p,q) €{(3,6),(4,4),(6,3)}.

Odavde mozemo da zaklju¢imo da postoje samo tri regularne teselacije euklid-
ske ravni i to su poplocavanja ravni jednakostrani¢nim trouglovima i to po Sest
oko svakog temena, poplocavanje kvadratima, po njih cetiri oko svakog temena
i teselacija pravilnim Sestouglovima po tri oko svakog temena. Kao §to vidimo,
u euklidskoj geometriji, kada pricamo o pravilnim teselacijama postoje samo tri
vrednosti za p i ¢, ali nema ograni¢enja u veli¢ini poligona. Kasnije ¢emo videti

kakva je situacija u hiperbolickoj geometriji. Vazi i uopsteno tvrdenje:

Lema 4.3.1 U euklidskoj ravni, teselacija (p1,pa,...,Dq) je uniformna samo ako
vaZi da je:

1 1 1 1

—F =+t — =

pr P2 Py 2
Ako bismo posmatrali teselaciju euklidske ravni razli¢itim pravilnim mnogouglo-
vima, na primer, pravilnim trouglom, ¢etvorouglom, petouglom i Sestouglom, zbir
uglova kod jednog temena bi bio 60° + 90° + 108° 4+ 120° = 378° > 360° sto znaci
da mora do¢i do preklapanja. Iz tog razloga broj razli¢itih vrsta pravilnih mnogo-
uglova ne moze prelaziti tri.
Treba napomenuti da prethodna Lema 4.3.1. koja opisuje uslov postojanja uni-
formne teselacije euklidske ravni daje potreban, ali ne i dovoljan uslov. Naime,
broj kombinacija koji se mogu dobiti jedna¢inom

1 1 1 1

—t — 4+ ===
b1 D2 Dq 2

je zapravo dvadeset i jedan, ali postoji samo jedanaest uniformnih teselacija euklid-

ske ravni. Ostalih deset kombinacija zaista daju moguénost da ne bude praznina
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oko temena teselacije kod nekih temena, ali kod tih naizgled teselacija nisu sva
temena ista, pa ipak postoje praznine. Na primer, teselacija (5,5,10) ispunjava
uslov Leme 4.3.1. tj, é + % + % = % ali se ta teselacija sa dva pravilna petou-
gla i jednim pravilnim desetouglom ne moze prosiriti na celu ravan i samim tim
nemamo prekrivanje cele ravni bez Supljina i preklapanja. Isti problem se javlja
i sa jos devet kombinacija:(3,3,4,12), (3,4,3,12), (3,3,6,6), (3,4,4,6), (3,7,42),
(3,8,24), (3,9,18), (3,10,15) i (4,5,20), te one nisu teselacije.

Uniformne teselacije euklidske ravni su: (3%), (4%), (6), (3%,6), (33,42), (32,4, 3,4),
(3,4,6,4), (3,6)%, (3,122), (4,6,12) i (4,8?). Teselacije (3%), (4%), (6%), su veé po-
znate pravilne teselacije, naime, u jednom temenu je 6 trouglova, 4 kvadrata i 3
Sestougla, te je izgled tih teselacija jasan, dok slike ostalih mogu da se nadu na
sajtu:  http://people.hws.edu/mitchell /tilings /Part1.html.

4.4 'Teselacije hiperbolicke ravni

Problematika teselacija hiperbolicke ravni sa dve ili viSe vrsta poligona nije
nikad privlacila toliku paznju, pa su rede slike takvih teselacija. Teselacija nastala
od dve vrste pravilnih poligona naziva se kvaziregularna teselacija. Glavna
tema mog rada su, svakako regularne teselacije, gde je jedna vrsta pravilnog mno-
gougla u igri, a takode i isti broj njih oko svakog temena. Slike takvih teselacija
Poenkareovog disk modela ¢u i prikazivati kroz rad. Takode, neée biti isklju¢ena
pri¢a ni o unifornim teselacijama, koje su kroz teoriju veoma povezane sa pravil-
nim. Kada poplo¢avamo hiperboli¢cku ravan imamo vise slobode nego sto je imamo
u ogranic¢enom euklidskom svetu. Mozemo ga obloziti jednakostrani¢nim trouglo-
vima, ¢etvorouglovima, petouglovima itd. I ne samo to, moZemo to uciniti na
beskona¢no mnogo nacina sa svakim od tih oblika. Uglovi su mnogo ograniceniji
u euklidskom prostoru. Svi euklidski trouglovi imaju ukupan zbir ugova od 180°,
dok u hiperbolickom prostoru trouglovi mogu imati bilo koji zbir uglova manji od
180°. U euklidskom svemiru, jednakostrani¢ni trouglovi imaju uglove od 60°, pa je
jedini nac¢in da se oni uklope u ravan konstrukcijom 6 oko jednog temena. S druge
strane, u hiperbolickom prostoru, za poplo¢avanje jednakostrani¢nim trouglovima
moze ih biti sedam, osam, pedeset, a nekad i beskona¢no mnogo oko svakog teme-

na.
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Pre svega, potsetimo se definicije pravilnog poligona. Neka je zadata cikli¢-
na grupa C,' generisana rotacijom R i neka je A proizvoljna tacka koja nije
invarijantna u toj rotaciji. Kako je C, kona¢na grupa i skup slika tacke A u rota-
cijama iz te grupe bi¢e konacan. Ta¢nije, ukupan broj slika tacke A bi¢e jednak
redu p grupe C,. Neka je

Ay =R'(A)

Kako je skup tacaka A, As,...,A, = A konacCan, njima ¢e biti odreden poligon
A1 As.. A, Cija temena pripadaju nekom krugu sa centrom u tacki O. Tacku O

¢emo zvati srediSte (centar) pomenutog poligona. Tada je:
Rl(AlAQAp) - Ai+1Ai+2--'ApA1~~Ai'

Bududi da su Aj, A,, ..., A, razne tacke, poluprave OA;, OA,,...,OA, razlazu ra-
van kojoj pripadaju na p medusobno podudarnih uglova @1, ¢2, ..., ¢,. Obelezimo
otvorene uglove AOA;, AOAs;,..., A,_10A,, redom, sa wy,ws, ...,w,. Ako ugao w;

ima neprazan presek sa d uglova iz skupa {1, @9, ..., ¢, }, tada i svaki drugi ugao

w; = 7?'1((")1)7Z € {1727 ap}

ima neprazan presek sa d uglova iz tog skupa, pa je ugao rotacije R tada 2418

Za d =1 uglovi iz skupa {wy,ws, ..., w,} su istovetni sa uglovima iz skupa
{¢1, 92, ..., 0, }. Tada je poligonska povr§ A;A,...A, konveksna, pa poligon
Ay A;.. A, nazivamo pravilnim konveksnim poligonom. Definicija pravilnog
poligona je ista, kako u euklidskoj, tako i u hiperbolickoj ravni. U hiperboli¢koj
ravni se koristi h-rotacija.

Neka je {p, q} regularna teselacija hiperbolicke ravni. Nakon dokazane Teoreme
3.2.5 smo zakljucili da ¢e zbir unutrasnjih uglova pravilnog h-poligona hiperbolicke

ravni koji ima p stranica biti manji od (p — 2)180°, naime vazice:

—2) - 180°
a < —(p ) .
p
Vazi i
360° < (p—2)-180°

q b

odakle sledi
2p < q(p—2)

“Grupa (G, *) je cikliéna ukoliko postoji jedan element a, takav da je G =< a >= {a”*|k € Z}
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odnosno

1 n 1 - 1'

p q 2
Mozemo da zaklju¢imo da u hiperbolickoj geometriji ima beskona¢no mnogo regu-
larnih teselacija, jer za svako p veée ili jednako 3, postoji broj g veéi od 3, tako da
je ispunjena nejednacina (5). Ta¢nije, postoji beskona¢no mnogo parova p i ¢ koji
se mogu koristiti za izradu poplo¢avanja pravilnim poligonima, ali u bilo kojoj od
mogucih varijanti teselacije veli¢inu poligona jedinstveno odreduju upravo p i q.

Opéstije, za uniformnu teselaciju ¢e vaziti:

Lema 4.4.1 Teselacija (p1,p2,...,py) je uniformna teselacija hiperbolicke ravni
samo ako vazi da je

1 1 1 q—-2

— =t =< .

b1 D2 Dq 2
Napomena 1.
Uvek je moguce konstruisati niz poligona oko jednog temena O u hiperbolickoj
ravni ako poligoni zadovoljavaju Lemu 4.4.1. Pitanje je da li se poplocavanje moze
progiriti tako da pokrije celu ravan, a da pri tom ne dolazi do preklapanja.
Kako znamo da li ¢e i to biti moguce?
Pre svega, uoc¢imo da kod pravilnog p-tougla hiperbolicke ravni veli¢ina ugla na
stranici zavisi od duzine stranice. Neka je A centar pravilnog p-tougla, a centralni
ugao mu je 3(;‘%. Neka je C' podnozje normale iz A na ivicu, ivica je duzine a, i
neka je B jedno teme te ivice. Tada je ABC pravougli trougao sa jednom katetom
a 180°

5 1 naspramniim uglom .

180°

C

nle

Slika 4.1:
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Iz formula triginometrije hiperboli¢kih trouglova [1, strana 110.] znamo da za
pravougli trougao ABC' vazi slede¢:

o

a
cos = cosh 5 sin 3
dalje zakljucujemo:
. cos %
= arcsin
b osh §
gde ¢e ugao naseg p-tougla biti
5 ) ~ cos %
= 2arcsin .
b cosh §

Dalje, da bismo mogli da poplo¢amo ravan oko neke proizvoljne tacke O hiper-
bolicke ravni potrebno je i dovoljno da zbir uglova p;-ougla, p,-ougla,...p,-ougla,
koje redamo oko tacke O, bude 360°. Dakle, treba da vazi:

o
q coslifq
>~ arcsin — =180°. (6)
= cosh §

Sada, uo¢imo da ¢e li_)m leve strane jednakosti (6) imati vrednost 0, Sto je manje
a—00

od 1807, dok ¢e }gr[l) imati vrednost ve¢u od 180°. Ako uzmemo u obzir neprekid-
nost funkcije, mozemo da zaklju¢imo da sigurno postoji konacan broj a, tako da
za tu vrednost vazi jednakost (6). Upravo za tu vrednost a postoji poploc¢avanje
oko tacke O.

Dakle, posmatramo pravilne poligone, p;-ougao, ps-ougao,..., p,-ougao, ¢iji su cen-
tri tacke Ay, A,,...A, istranice suim a (svi poligoni su pravilni i po dva su susedna,
tako da su svima sve stranice duZine a).

Znamo da u svaki pravilni poligon mozemo upisati krug koji dodiruje stranice
u njihovim sredistima. Kada spojimo centre susednih poligona, opisanih oko O,
dobijamo ¢-tougao, a ugao izmedju ivica u A; dobijenog g-tougla je %. Pri tom
krug sa centrom u O i poluprecnikom § dodiruje ivice ovog g-tougla (upravo u

sredi$tima stranica posmatranih p;-ougla). Na kraju zaklju¢ujemo da se krug moze

360°  360° 360°

upisati u ovako konstruisan ¢g-tougao sa uglovima S oe e
q

Lema 4.4.2 (Lema o paritetu) Neka je data uniformna teselacija ravni (py, p2, ..., D)

1 neka vazi:

1. Neka je p neparno i neka se par susednih poligona x.p pojavljuje u teselaciji

samo kao deo sekvence x.p.y, tj. p.x samo kao deo y.p.x, a par susednih
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poligona p.y samo kao deo sekvence x.p.y, odnosno y.p kao deo y.p.x. Onda

jexr =y.

2. Neka je p meparno i neka se pojavljuje u zapisu teselacije samo kao deo

uredene cetvorke x.p.p.y, tj. y.p.p.x. Onda je x = p ili y = p.

Dokaz.

1. Neka su A4, . .., A, temena jednog p-tougla u teselaciji koji je susedan jednom
z-touglu, recimo tako $to imaju zajednicku ivicu A; Ay. Tada, prema prvom uslovu
leme je AsAs ujedno ivica jednog y-tougla. Sli¢no, po drugom uslovu Leme, onda
ivica A3A,4 pripada nekom z-touglu. Dakle, susedni poligoni datom p-touglu su
naizmenicno x i y-tougli. Ukoliko bi bilo x # y sledilo bi da p-tougao ima paran
broj strana.

2. Neka je p-tougao A;...A, deo date teselacije. S obzirom da se u teselaciji poja-
vljuje samo kao deo cetvorke z.p.p.y sledi da su mu u jednom njegovom temenu
A, susedni jedan p-tougao, sa zajednickom ivicom A,A; i jos jedan poligon sa z ili
y strana. Neka je, bez umanjenja opstosti, to z-tougao. Dakle A;A; je zajednicka
ivica p 1 = tougla. Tada je po uslovu Leme, poligon susedan A;A,...A, sa zajed-
nickom ivicom Ay As neki p-tougao. Dakle, svaka druga ivica A;...A, je incidentna
sa nekim p-touglom, a ostale sa poligonima koje imaju x ili y strana. Ako bi bilo

x,y # p sledilo bi da je p paran broj.<$

Lema 4.4.3 (Lema o hiperbolickim trouglovima)Neka je dat trougao NABC' sa

12—?0, 1220 i li—go redom kod temena A, B i C. Zbir uglova hiperbolickog

trougla je mangi od 180° pa vazi p% + p% + p% < 1. Ako refieksijom preslikamo ovaj

uglovima

trougao u odnosu na njegove stranice, a onda i novonastale trouglove, dobijamo

jednu teselacije hiperbolicke ravni.

Detaljnije objasnjenje i dokaz ove Leme, pomocu teorija grupa, moze se procitati
u doktorskoj disertaciji profesora Zorana Lucica ( |9, strana 9-10]).

Vazi i opStije tvrdenje:

180° 180° . . 180°

p1 ’ p2 ? pq
(p1,D2, - -+, pq) hiperbolicke ravni refleksijom u odnosu na svoje vice.

Lema 4.4.4 Svaki mnogougao sa uglovima

formira teselaciju

Teorema 4.4.1 Ako postoji pravilan ili nepravilan q-tougao takav da:

1. postoji teselacija ravni, koriséenjem samo ovog q-tougla, takva da se susedne

plocice dobijaju refleksijom preko zajednicke ivice



GLAVA 4. TESELACIJE 37

2. u taj q-tougao se moze upisati krug,

onda postoji uniformna teselacija (p1,pa, ..., Dq) koja nastaje spajanjem centara tih

q-tougla.
Dokaz ove teoreme se moze procitati u literaturi [3, strana 12].

Lema 4.4.5 Jedine mogucnosti za postojanje reqularnih ili uniformnih teselacija

(p1, P2, P3,P4) Su one koje ispunjavaju uslov

1 1 1 1
—t—+—+—x<1
b1 b2 P33 P4

1 za koje vazi neka od sledecih stavki:

1. p1 = p2 = p3 =pa, 2a p1 = 9,

2. svaki od brojeva pi,ps, p3, P4 je paran,

3. p1 je parno, p1 = p3, P2 je neparno,
4. svaki od brojeva p1,pa, p3, Ps je neparan, i vaZi da je py = p3 i Pa = P4

5. p1 = p2 = p3, P1 # Pa, gde je samo jedan od brojeva py ili py neparan.

Dokaz. Najpre ¢emo pokazati razloge zasto su navedene teselacije moguée u slu-
¢ajevima gde je to poznato, a zatim ¢emo pokazati zaSto nema drugih uniformnih
ili regularnih teselacija, tj. da su svi moguci slucajevi obuhvaéeni lemom.

1. Ovakva teselacija je regularna i oblika {p1, p1, p1,p1}, odnosno {p;,4} pa iz ne-

jednakosti (5) imamo, p% + i < %, odakle sledi da je p; > 4.

360° 360° 360° ; 360°
pr ' p2’ p3 P4
se moze upisati krug (videti Napomenu 1). Posto su py, p2, p3, p4 parni, uglovi tog

o o o o o . .. . Jo
getvorougla su 8-, 18;) , B 82 za neke cele brojeve i, j,k, 1 za koje vazi da

k
jei="58,5=2 k=5 1l=%. Prema uopstenju Leme o hiperbolickim trou-
glovima, Lema 4.4.4, refleksijom ovakvog Cetvorougla oko njegovih ivica dobijamo

2. Posmatrajmo hiperbolicki ¢etvorougao sa uglovima u koji

jedno poplocavanje ravni. Na osnovu Teoreme 4.4.1. spajanjem centara upisanih
kruznica tih ¢etvorouglova nastaje trazena teselacija.
3. Iz uslova teoreme imamo da vazi: p% + p% + p% + p%l < 1. Razmotri¢emo dva

slucaja:
a) ako je ps # p4 vazi da je pil + ﬁ + i < % Prema Lemi o hiperbolickim
180°

trouglovima, Lema 4.4.3, moZemo uociti hiperbolicki trougao sa uglovima o
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180° : 180°
2p2 2p4
ivica. Dalje, uo¢imo deltoide koji se sastoje od dva takva trougla i imaju uglove
180° 180° 180° 180°

pr’ p2’ p1’ P4
nastaje trazena teselacija.

. Poplo¢avamo hiperbolicku ravan trouglovima refeleksijom oko njegovih

. Ponovo spajanjem centara upisanih kruznica tih ¢etvorouglova

b) ako je i po = ps dokaz je slican, samo ¢e Cetvorouglovi koji nastaju od dva
takva trougla biti rombovi, ali svakako spajanjem centara njihovih upisanih kru-
Znica dobijamo trazenu teselaciju.

4. Vide¢emo u Teoremi 4.4.2., 4. slucaj.

5. Ako je py neparan, odnosno jedan od brojeva je neparan, a tri su parna i jed-
naka, to je svodi na sluc¢aj 3. Naglasimo da nije poznato da li postoji, i u kojim
sluc¢ajevima, teselacija (p1,p2,ps,ps) ukoliko je py parno, a preostali brojevi su
jednaki i neparni. Zato ovu moguénost ne mozemo da odbacimo.

Dalje ¢emo razmotriti da li smo obuhvatili sve moguénosti. Dakle, teselacija koju
posmatramo je (pi, p2, ps, pa). Slucaj kada su svi brojevi p; parni smo razmotrili
u 2. sluéaju Leme. Posmatrajmo, dalje, slu¢ajeve kada je bar jedan od brojeva p;
neparan (neka bude po, nije vazno koji od brojeva, svakako se ciklicnim permu-
tovanjem zapisa moze dovesti do toga da bilo koji od p; bude neparan). Ukoliko
je p2 # p1,p3,p4 sledi da mozemo primeniti Lemu o paritetu (1) i da tada vazi
p1 = p3. Dakle, bar neka dva od Cetiri p; se moraju poklapati. Postoje 4 moguc-
nosti za tako nesto:

1. ako su sva cetiri jednaka, odnosno py; = ps = ps = po, to je razmotreno u 1.
slucaju leme.

2. slucaj kada se neka tri poklapaju, a cetvrti razlikuje od njih je razmatran u 5.
slucaju leme.

3. kada su ista dva koja su susedna, tada postoji opcija da ta dva budu neparni,
ali tada zbog Leme o paritetu, mora jo$ jedan od preostala dva biti jednak njima,
Sto smo pominjali u delu 5. leme. Drugi sluc¢aj je da su dva koja se poklapaju
parni brojevi p3 = p4. S obzirom da smo upravo videli da ne mogu biti dva ista
neparna susedna broja, sledi da se preostala dva broja razlikuju. Tada se neparni
P2 pojavljuje samo u sekvenci p;.ps.ps pa je po Lemi o paritetu p; = p3 tj. svodi
se na slucaj koji je pomenut u Lemi.

4. kada se dva nesusedna poklapaju, i ako su parni, jedan od preostalih je neparan
(zbog preduslova da je bar jedan od p; neparan), ¢etvrti moze biti bilo kakav, a
to je 3. slucaj leme. A ako su dva nesusedna koja se poklapaju neparni, nalaze

se izmedu preostala dva p;, pa se ili jo§ jednom pojavljuje ta vrednost ili se ne
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pojavljuje, pa su preostale dve vrednosti medusobno jednake (po Lemi o paritetu).
To je obuhvaceno 3. slu¢ajem Leme.<>

Kako graficki predstavljam samo teslacije sa istim mnogouglovima u jednom te-
menu, interesantan nam je samo 1. slu¢aj navedene Leme. Ako Zelimo da imamo
¢etiri mnogougla u jednom temenu, ti mnogouglovi moraju biti najmanje petou-
glovi, dalje mogu Sestouglovi, sedmouglovi itd. Na Slici 4.2. prikazana je teselacija

{7,4}, dakle u svakom temenu imamo po &etiri sedmougla.

Slika 4.2: Teselacija {7,4}, odnosno {7,7,7,7}

Lema 4.4.6 Teselacije tipa (p1,p2,p3) sastavljene od tri poligona oko jednog te-

mena koje su reqularne ili uniformne su:
1. regularne (p,p,p) odnosno {p,3}, gde jep > 7

2. diedarske teselacije’® (2py,2p1, p2), gde je ps meparno i vazi pil + p% < %

3. triedarske teselacije'® (2py,2ps, 2ps), gde je py # pa # ps3, i vaZi
1,01, 1
o + s + s < 1.

Dakle, ako posmatramo regularne teselacije hiperbolic¢ke ravni i Zzelimo po 3 poli-
gona u svakom temenu, ti poligoni mogu biti najmanje sedmouglovi, zatim osmo-

uglovi itd.

Bteselacije nastale od dve vrste poligona
16teselacije nastale od tri vrste poligona
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Ako bismo posmatrali teselaciju hiperbolicke ravni trouglovima, iz nejednkaosti
(5) moralo bi da vazi

% + % < %, odnosno % < %, Sto znaci da ¢ > 6. Tacnije, moguce teselacije trouglo-
vima su {3,7},{3,8},{3,9},---, {3, 00}. Jasno je da je broj teselacija trouglovima

beskonacan. Na Slici 4.3. prikazana je teselacija {3, 8}.

Slika 4.3: Teselacija {3, 8}

Dalje, ako bismo posmatrali teselaciju hiperbolicke ravni ¢etvorouglovima, tj. ako
bi u nejednakosti (5) bilo p = 4 moralo bi da vazi i 1 + % < 3, odnosno % <1
Sto u stvari znac¢i da je ¢ > 4. Dakle, ako Zelimo teselaciju hiperbolicke ravni
¢etvorouglovima mora ih biti bar 5 oko svakog temena. Na Slici 4.4. je prikazana

teselacija Cetvorouglovima gde ih ima 6 oko svakog temena, dakle {4,6}.

Dualne teselacije

Za dve teselacije kazemo da su medusobno dualne ako postoji bijekcija koja
preslikava teziSta i temena poligona jedne teselacije u temena i tezista poligona
druge teselacije. Odnosno, dualnu teselaciju regularne teselacije dobijamo kada
spojimo centre svih poligona te teselacije. Jasno je da, ako se u jednom poplo-
¢avanju u temenu sastaje p poligona, u njemu dualnom poploc¢avanju ¢e svaki
poligon imati p stranica.

Svaka regularna teselacija ima svoj dual. Iz definicije sledi da je dual teselacije
{p, q} teselacija {q,p}. U euklidskoj ravni dual teselacije {3,6} je {6,3}, dok je
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Slika 4.4: Teselacija {4,6}

teselacija {4,4} sama sebi dualna.

Kada govorimo o dualnim teselacijama hiperbolicke ravni, ima ih beskona¢no mno-
go. Zapravo svakoj teselaciji {p, ¢} dualna je teselacija {q,p}, dok su teselacije gde
su p i q jednaki dualne same sebi. O postojanju dualnih teselacija govori i sledeca

teorema.

Teorema 4.4.2 Ako postoji teselacija {p,q} onda postoje i teselacije:

~

. {q,p}, koje nazivamo dualne sa {p,q}.

0o

(p,2q,2q) i (2p,2p, q).
3. (4,p,4,q).
4. (p,q,p,q).

5. (4,2p,2q).

D

* (3737p737Q)‘

<

. (3,p,3,p,3,2%) za parno q i vece od 6.

Dokaz.
1. Ovo proizilazi iz same definicije dualnih teselacija.

2. Polazimo od teselacije {p,q}. Podelimo svaki od p;-touglova na i podudarnih
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jedakokrakih trouglova spajanjem centra poligona sa njegovim temenima. Ovako

.. .. “e . . . 2600
dobijamo teselaciju sac¢injenu od trouglova. Uglovi pri vrhu trouglova su %, a
uglovi na osnovicama 18q0 odnosno 332 Dakle, dobijamo trazene teselacije. Sli¢no

mozemo dokazati postojanje teselacije (2p, 2p, q) tako Sto podemo od dualne tese-

lacije datoj teselaciji tj. od teselacije {q,p} i podelimo mnogouglove na trouglove

kao u prethodnom slu¢aju. Tada dobijamo trouglove ¢iji su uglovi na vrhu % a

360

uglovi na osnovicama , a to je teselacija (2p,2p, q).

3. Ako preklopimo pocetnu i njenu dualnu teselaciju, dobijamo teselaciju sastavlje-
1800 . 180
, 907 i

nu od ¢etvorouglova sa uglovima od 90°, , a to je trazena teselacija.
4. Teselacija {p,q} je pravilna, te sigurno postOJe centrl p-gona od kojih je ona
sac¢injena. Konstruisimo novu teselaciju rombovima ¢ije su stranice duzi koje spa-
jaju centre i temena poligona teselacije {p,q}. Susedni rombovi su simetri¢ni u

. .o . o . . .o o . o
odnosu na zajednic¢ku stranicu. Pos$to su uglovi rombova naizmeni¢no % i 36q0 ,

dobijamo teselacije (p, q,p, q).

5. Podelimo svaki p-tougao date teselacije na 2p tako Sto ¢emo povezati centar
upisane kruznice sa temenima poligona. Ocigledno su svi susedni trouglovi si-
metri¢ni u odnosu na njihovu zajednic¢ku ivicu. Koristeéi refleksije u odnosu na
ivice pocetne teselacije dobijamo uglove trougla 90°,18% j % i to Cini teselaciju
(4,2p, 2q).

6. Poc¢injemo od teselacije hiperbolicke ravni oblika {p, ¢}. Uo¢imo jedno teme te
teselacije, na primer neku tacku A i nepravilni petougao ¢ije je jedno teme A,

360

ugao kod A iznosi drugo teme O je centar odgovarajuceg p-ugla te teselacije i

ugao kod tog temena je 300 p . Trece teme X petougla nalazimo tako da je ugao kod

360°

njega 120°, a ostala dva u rotacul temena X za sa centrom rotacije u A i u

rotaciji temena X za ugao - =, sa centrom rotacije u O. Uglovi kod ta dva temena
iznose po @ Ako ovo uradimo sa svim temenima teselacije, dobijamo teselaciju
nepravﬂnlm petouglovima. Oni se ne reflektuju jedan na drugi preko zajednicke

o .o “1 -
d 3% sa centrom rotacije u tacki

ivice, ve¢ se dobijaju rotacijama prvo za ugao o
koja je centar odgovarajuceg p-tougla pocetne teselacije, zatim rotacijom za ugao
%” oko temena prvobitne {p, ¢} teselacije. Na ovaj na¢in zadovoljavaju se uslovi
Teoreme 4.4.1. i spajanjem centara ovih petouglova nastaje teselacija (3,3, p, 3, q)
7. Sliéno kao i u prethodnim slucajevima, pocinjemo od teselacije hiperbolicke
ravni oblika {p, ¢}. Uocavamo nepravilni Sestougao ¢ije jedno teme A pripada po-
¢etnoj teselaciji, drugo teme B je na ivici odgovarajuce plocice, treée teme O je

centar polazne plo¢ice, Eetvrto teme B’ je rotacija temena B za ugao 3% oko tacke
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O. Ostala dva temena se dobijaju pri refleksiji tacaka O i A u odnosu na pravu
koja sadrzi B i B’. Ako na ovaj nac¢in uradimo i sa ostalim temenima polazne
teselacije, dobi¢emo poploc¢avanje hiperbolicke ravni nepravilnim Sestouglovima.

o v
% oko centra polazne plocice

Njihove simetrije se sastoje od rotacije za ugao
i refleksije u odnosu na ivice polazne ploc¢ice. Centri ovih Sestouglova formiraju

trazenu teselaciju. ¢

Slika 4.5: Dualne teselacije {4,6} i {6,4}

Teorema 4.4.2. govori o postojanju nekih teselacija, sto ¢u ilustrovati narednim
tabelama, za neke vrednosti p i ¢, dok su na Slikama 4.6. i 4.7. prikazane joS neke
od njih:

Euklidska geometrija
Regularna teselacija (3,6) (4,4) (6,3)
Dualna teselacija (6,3) (4,4) (3,6)
(p, 2q, 2q) (3,12,12) (4, 8, 8) (6,6,6)
(4, 2p, 2q) (4,6,12) (4,12,6)
(p, 4, Py Q) (3,6, 3,6) (4,4, 4, 4) (6, 3, 6, 3)
(4, p, 4, q) (4, 3, 4, 6) (4, 6, 4, 3)
(3,3,p,3,q4) | (333 36) | (33,4,3,4) | (3,3, 6,3, 6)
3,p,3,p, 3, 9) (3,3,3,3,3,3)
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Hiperbolicka geometrija
Regular. tesel. (7, 6) (4, 6) (5, 8)
Dual.tesel. (6, 7) (6, 4) (8, 5)
(p, 20, 20) (7,12,12) (4,12,12) (5, 16, 16)
(4, 2p, 2q) (4, 14, 12) (4, 8, 12) (4, 10, 16)
(p, 4, P, Q) (7,6, 7, 6) (4, 6, 4, 6) (5, 8, 5, 8)
(4, p, 4, q) (4,7, 4, 6) (4, 4, 4, 6) (4, 5, 4, 8)
(3,3,p,3,9) (3,3,7,3,06) (3,3, 4, 3,6) (3,3, 5,3, 8)
3,p 3,139 3,7,3,7,3,3)|(3,4,3,4,3,3) | (3,5, 3,5, 3, 4)
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Slika 4.6: Teselacija {8,5}

Idealne teselacije

Idealnim teselacijama hiperbolicke ravni zovemo one teselacije kod kojih te-
mena svih mnogouglova leze na granici Poenkareovog diska, odnosno beskonacno
joj se priblizavaju. Svi poligoni u nekoj idealnoj teselaciji su zapravo idealni poli-
goni, te takve teselacije nemaju Slefijev simbol. Medutim, one se uklapaju u Semu
regularnih teselacija sa neobi¢nom osobinom da se beskona¢no mnogo idealnih
poligona susreée u idealnom vrhu. Takve teselacije ¢emo oznacavati sa {p,cc}. Na

Slici 4.8. je prikazana idealna teselacija trouglovima, odnosno, teselacija {3, cc}.
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Slika 4.7: Teselacija {6, 7}

Slika 4.8: Teselacija {3, 0o}

Opis konstrukcije teselacija

Teselacije se u hiperbolickoj i euklidskoj geometriji mogu formirati uz pomoé
tri izometrijske transformacije: rotacije, translacije i refleksija. Ja ¢u, koristeéi
Lemu 4.4.4 i ¢injenicu da se u ovom radu, prvenstveno bavimo pravilnim teselaci-
jama, za konstrukciju teselacija u GCLC-u, koristiti refleksije. Ta¢nije, regularna
teselacija hiperbolicke ravni nastaje kada sva temena jednog poligona preslika-
vamo h-refleksijama u odnosu na njegove ivice. Na taj nacin se ,priblizavamo”
apsoluti i poplo¢avamo hiperbolicku ravan. Sada je jasno kako se neka teselacija

hiperboli¢ke ravni ,razvija”, ali pitanje je odakle da krenemo, tj. kako da nacrtamo
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prvi poligon koji ¢emo dalje inverzijom u odnosu na njegove ivice preslikavati i na
taj nacin ,popunjavati” Poenkareov disk model.

Neka je {p,q} jedna regularna teselacija. Kao §to smo ve¢ pomenuli, u euklidskoj
geometriji postoje samo tri moguénosti kada su u pitanju vrednosti p i ¢, ali ne-
ma ogranicenja u veli¢ini poligona. U hiperbolickoj geometriji postoji beskona¢no
mnogo parova p i ¢ koji se mogu koristiti u izradi regularnih teselacija, ali u sva-
koj od tih teselacija veli¢ina poligona je jedinstveno odredena sa p i ¢q. Postoji
samo jedna hiperbolicka veli¢ina. Pri konstrukciji, prvo teme poligona mozemo
proizvoljno da izaberemo, ali kada to uc¢inimo, slede¢e teme tog poligona se moze
kretati samo duz uopstenog kruga. Za date p i ¢ najlakSe je razmotriti slucaj kada
je centar jednog poligona zapravo centar apsolute. Neka je d euklidska udaljenost
izmedu centra poligona i njegovih temena (Slika 4.9.a), a ra¢unac¢emo ga na sledeci

nadin:

Slika 4.9: Opis konstrukcije teselacije Poenkareovog disk modela

d:\ltg(%—g)—tg(ﬁ)

tg (5 —7) +t8(3)

Pomoéu navedene formule za d, lako ra¢unamo tu duzinu, tj. lako mozemo da
konstruisemo bilo koji pravilni mnogougao ¢iji ¢e centar biti centar apsolute. Da
bismo ovu formulu bolje razumeli, pokaza¢emo na primeru kako su brojevi p i ¢q
povezani sa uglovima poligona. Na Slici 4.10. vidimo koje uglove odreduju brojevi
pigq, tj. neka su na primer p = 5, a ¢ = 6. Radi lakSeg izvodenja formula centar
apsolute, tacku O smeStamo u koordinatni pocetak i neka je nasa apsoluta jedini¢ni

krug. Dalje, na Slici 4.11. mozemo da vidimo da je a polovina ,crvenog ugla”, a



GLAVA 4. TESELACIJE 47

2m/q

Slika 4.10:

ugao (3 polovina ,plavog ugla”’. Tacke A i B su temena naSeg petougla (pripadaju
jednoj h-pravoj, pa i uopstenom krugu koji odreduje tu h-pravu), a tactke A" i B’
bi¢e njihove slike inverzijom u odnosu na apsolutu (znamo na osnovu Tvrdenja
2.2.2 da i tacke A’ i B’, takode pripadaju istom uopstenom krugu). Dalje, tacka

A ima koordinate A = (d,0), dok tacka A’ ima koordinate A’ = (%,0), $to je

poznato jer mora vaziti da je OA - OA’ = r? = 1. Neka je tacka P srediste duzi

AA’; odnosno, rastojanje OP je jednako OP = d;é' Kako je AP = OP — OA,

duz AP je jednaka AP = % — d. Sada posmatramo AOPM i AAPM, iz kojih

¢emo izraziti visinu A pomocu uglova g i v. Bice:

d+ 1
h=tan 5 (“9)

1

d
h = tan~y - ( —gd—d).

Izjednacavanjem ove dve jednakosti, posle kratkog sredivanja, dobijamo trazenu

formulu za ra¢unanje duzine duzi d.

Kao $to sam ve¢ napomenula, ostatak poplo¢avanja vrsimo tako $to mnogou-
gao, dalje, preslikavamo h-refleksijom u odnosu na njegove ivice (Slika 4.9.b). Na
osnovu Tvrdenja 2.1.4 tacke F' i G su fiksne, dok se tacke E, I, H slikaju redom u
tacke Fq, I, Hy.

Slede¢a Teorema i njena Posledica su od velikog znacaja u konstrukciji teselacija



GLAVA 4. TESELACIJE 48

Slika 4.11:

hiperbolicke ravni, a govore o podudarnosti. Navodim ih bez dokaza, a dokazi se

mogu pro€itati u literaturi [8, 243-244 strana]:

Teorema 4.4.3 Dwva trougla hiperbolicke ravni su podudarna ako i samo ako su

im odgovarajuci uglovi medusobno podudarni.

Posledica 4.4.1 U hiperbolickoj geometriji svaka slicnost je podudarnost.

Kako smo veé¢ govorili o tome da je inverzija konformno preslikavanje, tj. da
se ,uglovi ¢uvaju” pri preslikavanju, sada je jasno da su figure preslikane inverzi-
jom podudarne sa svojim slikama, $to u slucaju regularnih teselacija znaci da su
svi pravilni poligoni koji poplocavaju Poenkareov disk model hiperbolicke ravni

medusobno podudarni.
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EsSerove teselacije

Jedan od najznamenitijih umetnika koji se bavio teselacijama svakako je bio
ve¢ pomenuti Moris ESer, holandski graficar koji je pravio matematicki nadahnute
umetnicke radove. Uprkos Sirokom interesovanju javnosti, Eser je dugo bio zapo-
stavljen, ¢ak i u svojoj rodnoj Holandiji. Pre odrzavanja retrospektivne izlozbe
imao je 70 godina. Krajem 20. veka postao je Sire cenjen, a u 21. veku proslavljen
je na izlozbama Sirom sveta. Njegov rad sadrzi matematicke objekte i operacije,
ukljucujuéi nemoguce objekte, istrazivanja beskonac¢nosti, odraz, simetriju, per-
spektivu, krnje i zvezdaste poliedre, hiperbolicku geometriju i teselacije. Iako je
Eser verovao da nema matematicke sposobnosti, uspesno je komunicirao sa mate-
mati¢arima, a takode i sproveo sopstveno istrazivanje o teselacijama. Cinjenica da
je ESerov rad matematicki je i prouzrokovala nedostatak postovanja s kojim su ga
gledali u svetu umetnosti. Postuju se njegovi originalnost i majstorstvo grafickih
tehnika, ali za njegova dela se smatra da su previse intelektualna i nedovoljno
lirska.

1954. godine je odrzan Medunarodni kongres matematicara, gde je za ucesnike
organizovano prikazivanje ESerovih radova u muzeju Stedelijk u Amstardamu.
Eserovi radovi su poseban utisak ostavili na Koksetera!?, koji je bio impresioniran
njegovim intuitivnim poimanjem matematike. Kokseter je 1957. godine dobio ESe-
rovu dozvolu da koristi dva njegova crteza u svom radu ,,Kristalna simetrija i njene
realizacije”. Poslao mu je kopiju rada. Rad je sadrzao obrazac hiperbolickog trou-
gla prikazan na Slici 4.12., a ESer je zabelezio da ga je Kokseterova hiperbolicka

teselacija prili¢no zainteresovala.

Beskonac¢no pravilno ponavljanje mnogouglova u hiperboli¢koj ravni, upravo je
ono $to je moglo da mu omoguéi predstavljanje beskonacnosti na papiru. Nakon
toga, ESer se posebno zainteresovao da nacrta grafiku unutar kruga u kojoj se je-
dan motiv ponavlja, a udaljavanjem od centra kruga taj motiv postaje sve manji
i manji. ESer je pocCeo da istrazuje svojsta i moguénosti teselacija koristeé¢i geo-
metrijske mreze kao osnovu za svoje skice. Zatim ih je proSirivao tako da formira
slozene medusobno povezane projekte, na primer sa zivotinjama poput ptica, riba
i gmizavaca, tako da motivi zadrzavaju isti oblik dok se priblizavaju grani¢nom
krugu. Iz tog razloga njegovi radovi su dobili ime ,Grani¢ni krug”.

Usledila je saradnja u kojoj je matemati¢ar umetniku davao savete kako da una-

"Harold Scott MacDonald Coxeter(1907 - 2003), britanski, a kasnije i kanadski matematicar
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Slika 4.12: Teselacija na osnovu koje je Kokseter davao uputstva Eseru

predi svoj rad. Uputio ga je na knjige i ¢lanke u vezi sa tom problematikom i iako
Eser, po sopstvenom priznanju, nije razumeo matematicki deo tekstova, upravo
ta nova saznanja su mu otkrivala metode kako da izradi sopstvene crteze. ESer je
istrajao sa hiperbolickim poplocavanjem koje je nazvao Koksetering.

Pravilnost, boje, lepota oblika i sklad koji se iskazuju kroz ova ESerova dela iza-
zivaju divljenje i kod ljudi koji nemaju Siroko matematicko znanje. Danas je rad
Morisa ESera izuzetno cenjen, a u veéini dela se krije upravo matematika i lepota

teselacija. Na narednim slikama prikazani su neki od Eserovih poznatijih crteza.

Circle Limit Ill. December 1959, Woodcut, printed from Circle Limit IV (Heaven and Hell). July 1980, Woodcut, printed from
five blocks. two blocks.

Slika 4.13: ,Grani¢ni krug III” i ,Grani¢ni krug IV”
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Alat GCLC

GCLC (od “Geometry Constructions — LATEX converter”) je alat za vizu-
alizaciju geometrije i izradu matematickih ilustracija. Njegova osnovna svrha je
pretvaranje opisa matematickih objekata (napisanih na gcl jeziku) u digitalne
figure. GCLC pruza jednostavnu podrSku za mnoge geometrijske konstrukcije,
izometrijske transformacije, konike i parametarske krive. Ove digitalne figure mo-
gu biti prikazane u Latex-u ili nekom drugom formatu. Znacajna karakteristika
GCLC-a jeste i ¢injenica da se odredene konstrukcije mogu napraviti tako da budu
dinamicke. Tako se omogucava promena (pomeranje) polaznih objekata ¢ime se,
onome ko prezentuje, pruza mogucnost interaktivnog prikaza odredenih situacija
u geometriji. Do nedavno nepoznat program za mene, ali veoma jednostavan za
koriséenje, te veoma brzo i lako savladan. Kako je vazna karakteristika ovog rada
bila samostalna izrada ilustacija teselacija hiperbolicke ravni, koriS¢enje ovog pro-
grama mi je dosta olaksalo posao.

Alat GCLC zajedno sa detaljnim uputstvom za koriS¢enje se moze besplatno pre-
uzeti na sajtu profesora Predraga Janici¢a, koji je ujedno i autor alata. Sajt je

www.matf.bg.ac.rs/janicic/gclc.

o1
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GCLC [C:/Users/Lenovo/Desktop/master rad/slike/3,5.gcl]
File Edit Deduction Picture Help

OD@d»EErFEFrr-RAQAAEHL >

point O 45 45 ~
point A 4580

point C 45 10

circlek O A

drawcircle k

D45 24.8

rotate G O 72F

rotateHO 726

Slika 5.1: Izgled programa GCLC u toku konstrukcije regularne teselacije petou-
glovima



GLAVA 5.

ALAT GCLC

%zadajemo kookrdinate centra O apsolute
k i koordinate jedne tacke na njemu, kako
bismo nacrtali krug k

point O 45 45

point A 45 80

point C 45 10

circlekOA

%crtamo krug k

drawcircle k

%pomocu rotacija crtamo petougao ¢iji je
centar zapravo centar naseg kruga k
point D 45 24.8

%cmark_r D

rotate EO 72D

%cmark_r E

rotate FO 72 E

%cmark_r F

rotate GO 72F

%cmark_r G

rotateHO 72 G

%cmark_r H

%lineh O H
%drawline h

%lined O D
%drawline d

%linee O E
%drawline e

%line fO F
%drawline f

%lineg O G
%drawline g

simG1lkG

%kada smo zadali temena
petougla, crtamo lukove koji
predstavljaju njegove stranice, a
ti lukovi su %delovi krugova
normalni na apsolutu, sto
koristimo u konstrukciji

linel1 G G1

linel2HG

midpoint S1 G G1

midpoint S2 H G

perpnlS1i1
perp n2S2 12
intersec N n1 n2
circlenNG
drawarc N H 39

simF1kF
%cmark_r F1

line 1 FF1

linel2 FE
midpoint S1 F F1
midpoint S2 F E
perpnlS1Ii1
perp n2S2 12
intersec N1 n1 n2
circlen11 N1F
drawarc N1 E -39

linellGF

line 12 F F1
midpoint S1 G F
midpoint S2 F F1
perpnlS1i1
perp n2S2 12
intersec N2 n1 n2
circlen12 N2 F
drawarc N2 F -39
simD1kD
%cmark_r D1

53

Slika 5.2: GCLC, deo koda koriséen za konstrukciju regularne teselacije petouglo-

vima
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ALAT GCLC

linel1 D1D
linel2DE
midpoint S1 D1 D
midpoint S2 D E
perpnlS111
perpn2S2 12
intersec N3 n1 n2
circlen3 N3D
drawarc N3 E 39

linel1DH

linel2 D D1
midpoint S1 D H
midpoint S2 D D1
perpnlS1i1
perpn2S2 12
intersec N4 n1 n2
circle n4 N4 D
drawarc N4 H -39

%pocetni petougao preslikavamo
inverzijom u odnosu na jednu njegovu
stranicu, gde spajajuci nove tacke dobijamo

novi petougao u teselaciji

simF1ln4F
%cmark_r F1

simE1n4 E
%cmark_r E2

sim Gl n4 G
%cmark_r G1

sim G2 k G1
%cmark_r G2

line 11 HG1

line 12 G2 G1
midpoint S1 H G1
midpoint S2 G2 G1
perpnlS1i1

perp n2S2 12
intersec M n1 n2
circlemMH
drawarc M H -52

%ovajpostupak ponavljamo i na taj nacin poplo¢avamo Poenkareov disk model

o4

Slika 5.3: GCLC, deo koda koriséen za konstrukciju regularne teselacije petouglo-

vima
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