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YBom

JemHa om mpBUX HEjEAHAKOCTU Ca KOjOM ce ydeHunu cpelly TOKOM IIKOJIOBam:a
je “T“’ > Vab, rae cy a,b HeHeraTWBHM peasHNM GPOjEBM U HA3UBA Ce HEjeIHAKOCT
usmeby apuTMeTMuUKe M reoMeTpPUjCKe CpeIuHe 3a ABe NpoMeHsuBe. lIpermocraBiba
ce ma cy HejemHarocT kopuctuiau jom Iluraropejmu, a mokas3ao jy je Eykamm. Yecto
ce mojaBmyje m y obmuky a’ + b > 2ab. Ilocnenma HejeIHAKOCT je €KBUBAJCHTHA
ca (a —b)? > 0, koja je ounraemsa. BpemeHOM je HOMIIO MO PA3HWX YONIITEH:A, HA
npumMep kpos nmoBehame cremena miu nosBehame 6poja mpomenssuBux. PermuMo, ako
EIUMO 070310 ma Tponerumo uspas 2(a? + b2 + ¢?) 3a peanme a,b,c, kopumhemem
ropmer pe3yiaraTra, jeqHa MOTyNHOCT je IPUMEHUTU MOOUjeHy HejeTHAKOCT Ha MapoBe
IpoMenBuBUX a,b, c. Iobuja ce a? + b > 2ab, b? + c® > 2be, ¢ + a? > 2ac, omaknue ce,
cabupamem, mobuja 2(a? + b+ c?) > 2(ab+ be + ca), omrocuo a? + b% + % > ab+ be + ca
3a mpousBoJbHE a, b, c € R. Ilputom ce jeqHaKOCT MOCTH:KE AKO M CAMO aKo je a = b = c.

Ipyro moryhe yommTeme 106ujaMo IpomeHoM 010310 udpasa a’+b3+c® 3a a, b, c >
0. Jemma moryhmoct je ma w3 mmentureta a® + b3 + ¢ — 3abe = (a + b+ c)(a® + b* +
c? — ab — bc — ca), IpUMEHOM TIpeTXOmHEe HejemHakocTu, mobujemo a’ + b3 + ¢ > 3abc
3a Ipom3BOMBHE a,b,¢c > 0 (mocaemme ce 0OMUHO Ha3uBa HejemnHakomhy usmeby apu-
TMETUUYKEe U T'eOMEeTPUjCKe cpeauHe 3a Tpu npomensuse). Ipyra moryhsoct je na
npumerumo ma u3 (a — b)%(a +b) > 0 3a a,b > 0, nobujamo a® + b* > @b + ab?, ma
cabupameM o TmapoBuMa a, b, ¢, ciaema mpouena 2(a® + b® + ¢®) > a?b + ab® + bc + bc? +
c2a+ca®?. Obe nobujene HejeqHAKOCTH Hajy TpOIeHy m3pasa a’ + b + 3 omosmo, ma ce
IIPUPOIHO MTOCTABJLA NUTALE KOja Ol OBE IBE MPOIeHe je 00/ba U Aa JIU OATOBOD 3aBUCU
on a,b,c. Y oBOM ciayuajy oAroBop je mak, momto u3 a’b+ bc? > 2abe, b2c+ ca® > 2abe
u ca + ab® > 2abc (koje cy HemocpemHe TOCTeNUIE HEjeIHAKOCTH NOOUjeHe y MpPBOM
nacycy), cabupamem mobujamo a2b + ab® + b%c + be? + ca + ca® > 6abe, 3a a,b,c > 0.

Hakou nperxommo mobujenor ce cama namehy murama Oa Jud je OHO IITO je MeCHUIIO
y OPETXOMHOM MACYCy CIYy4YajHO, ma Jju mocrtoje Beha yommrema, ma Ju ce ce MOTJIO
JIaKIIe BUAEeTH 300T uera ce cBe mTo je ypabheno yrigonuiao. Pemumo, pacupasa camdHa
IPETXONHOj Ce MOM¥e PA3BUTH IO IUTAKY IPOLEHEe 010310 u3pasa a*+b*+c* 3aa,b,c >
0. Cabupamem mejemmaroctu a’ + b* > 2a2b2, b* + c* > 2b%c%, c* + a* > 2c%a?, xoje
cy mocJsiequue HejemHaKoCTH u3MeDy apuTMeTnuke M reoOMeTpUjCKe CPEeAVHE 3a IBe
mpomenbuse, mobujamo at +b* 4+ ¢* > a?b? +b2c? + c2a?, a ca gpyre crpane cabuparmen
mejenmaxoctu a?b® + b2c® > 2abc, b2c? + c2a? > 2abc?, 2a® + a?b? > 2a2be, koje cy
takobhe mocsenuie HejenHakocTy u3Mehy apuTMeTuMukKe M reOMeTpPHUjCKe CpenuHe 33
IBe mpoMeHsmuBe, nobujamo a?b® + b2c? + c2a? > ab’c + abc® + a?bc. U3 mobGujenor
BuanMO ma cy uapasu a2b? 4 b2c? + c2a® u ab’c+ abc?® + a’be orpanmyuema 010310 U3pasa
a* +b* + ¢* 3a a,b,c > 0, Ka0 1 ma je IPOLEHA IPBOHABEICHUM M3PA3O0M IIPEIU3HU}A.
Beh canm ce moske HACTYTUTH Oa OBU Pe3yJTATU HUCY CIAYYAJHOCT W A MMAjy OpojHA
VOIIITEHmA.

I'maBau meo oBor pama he 6utm mocBeheH yommremrMa HEjeTHAKOCTU y KOjUMa
YUEeCTBY]Y CHUMETPUYHU M3Pa3U y MOUCKPETHO] CUTyalnuju. 1akBe HejeTHAKOCTU Cy



TPUINYHO MPUCYTHE Y MKOJICKOM I'PAIUBY, Kao u Ha momahuMm u mehyHapogHUM TaKMU-
YemUMa U3 MATEMATUKE 33 YUEHVMKE OCHOBHUX U CPEABUX IIKOJA, IITO je U AAJO0 jedaH
Ol MOTHBAa ayTOPy OBOI TEKCTa na mpoydaBa oBy marepujy. Hapasuo, mocrtoje oaro-
Bapajyha yommrema u y HEOUCKPETHO] cuTyanuju (ucTropujcku riaenano, Mjypxen,
ynje ce mMe IMOMUWIL€ y HACJIOBY OBOT pana, je BeNumHy cBOjux pesyiarara pamguo y
by nobujama oxrosapajyhux mpomena mHTErpasa), HO KakKo je sKeba ma panm Oyme
IpUCTYIauaH CPenmOUIKOIIMa, v BehnHu ciaydajeBa hemo ce 3anp:kaTtu Ha AUCKpe-
THO] CUTYalluju.



1. KouBekcHOCT QyHKIMja peajiHe IIPOMEHJIbUBE

KomBekcHOCT je BaKHO T€OMETPHUjCKO CBOjCTBO, KOje MMa OpOjHE MpUMEHE W BaH
MmaremaTuke. IlpuponHo ce moBe3dyje m ca OpojHUM HejeAHAKOCTHMAa, Ia heMo ¥y
OBOM MeJly paja HaBEeCTU OCHOBHA CBOjCTBA KOHBEKCHUX peaJHUX (QYHKIUja peatiHe
IPOMEHJLUBE.

OcHoOBHA CBOjcTBAa KOHBEKCHUX (yHKIHja

Hexka je I mekn on maTEpBaa, Tj. CKynosa obauka (a,b), [a,b), (a,b], [a,b], (—o0,b),
(=00, b], (a,0), [a,00), roe cy a,b € R, a <b.

Hepuuaumnuja 1. Heka f: 1 — R.
(a) Pyurimmja [ je KOHBEKCHA ako 3a cse &,y € I u cBako A € [0, 1] Baskn

FAz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1= A)[f(y)

(6) Pyurumja f je kOHKaBHa ako 3a cBe z,y € I u cBako A € [0,1] Baskn

fOz+ 1 =Ny) = Af(z)+ (1 =N f(y).

Yroauko y (a) 3a cse z,y € I u cBaro A € (0,1) Basku cTpora HejeqHAKOCT, KayKeMO
na je f crporo koHBekcHa. Yrouuko y (6) 3a cse x,y € I n cako A € (0,1) Baxknu
CTPOra HEjeIHAKOCT, KaKeMO 1a je [ CTPOro KOHKaBHA.

Axo je x < y, cryn {)\:ch (I-Ny | A€o, 1]} jemHak je mHTEpBALY [T,Y], A AKO ABE
TayKe NPUIANAjy NOMEHY KOHBEKCHe (KOHKaBHE) (yHKOUje, OHIA U CBe Tauke u3MmeDy
BUX NPUNanajy noMeHy Te gyHkuuje. To je pasior mro ce TakBe GpyHKIUje DePUHUILY
HA WHTEPBAJIUMA.

Crxyn y R? je kOHBeKcaH akoO M3 TPUIATHOCTU ABE TaduKe CKYIy, CACIA U 14
OysK KOja mX cmaja mpumana ToM ckyny. Crora mneduwHUIja KOHBEKCHOCTU OOIO-
Bapa KOHBEKCHOCTHU CKYIIA {(:c,y) |z e Iy > f(:c)}, OJMHOCHO CKyIly Taudaka ,u3Han’
rpajura ¢yurnuje f. Cauuno, meduHUIM]a KOHKABHOCTU OAIOBAPA KOHBEKCHOCTU
ckyna {(z,y) |z € I,y < f(z)}, omsocHo ckymy Tauaxra ,ucnon’ rpadura GyHkumje f.
3aTo ce y HEKUM JuTeparypaMa yMeCTO TePMUHA KOHBEKCHOCT U KOHKABHOCT KOPUCTE,
penoM, KOHBEKCHOCT HA rOPe WM KOHBEKCHOCT Ha IOJIE.

IIpumep 1. Ako je fi(x) = ax + b va R 3a meke a,b € R, Bazkum Af1(x) + (1 — A)f1(y) =
AMaz+b)+(1—=N(ay+b) =a(dz+(1-=Ny)+b= fi(Ax+ (1 —N)y), na je fi u KOHBEKCHA
" KOHKaBHa (M JIuHeapHa (GyHKIUja je jemmHa TaksBa ¢yHEnuja). Axro je fa(x) = |z| 3a
z €R, onza je fo(Az+(1-N)y) = [Az+ (1 - Nyl < Az[+ (1 =A)|y| = AMfa(z) +(1-A) fa(y),
na je pyHEnuja fo KomBekcHa. Axo je f3(r) =22 3a x € R, ouma je fs(Az + (1 —N)y) =
Az +(1-N)y)? = A +(1-Ny? = A1) (2 —y)* < A +(1-N)y? = Mfs(2) +(1-N) f3(y)-
[purom je A\(1 — \)(z —y)2 #03a A€ (0,1), x # y, ma je f3 CTPOTO KOHBEKCHA.

Y HacraBKy TekcTa, uaMeby ocrasior, buhe nokaszaHo na je GpyHKOUja Sihx cTPOTO
koukaBHa Ha (0,7) (Bumerw sjeMy 5, KOMEHTAp HAKOH Te JeMe, Kao W IpuMep &).
Mebytum, ¢ymruumja sinz zHuje rouraBHa Ha R. OBO je Beoma decrta cuTyanuja u
cTora je jelaH of TJIaBHUX KOpaka MPUIMKOM UCIUTUBAILA peasHe (pYHKIUje peajHe



npoMensmuBe onpebuBame mHTEpBaNa HA KOjUMa OHA KOHBEKCHA WJIM KOHKABHA (yKO-
JIMKO TAKBU MHTEPBAJU MOCTOjE).
Hapenua mema cnenu TpuBrjasHO M3 AePUHUIN]Ee KOHBEKCHOCTH.

Jlema 1. (a) ®ymrmmja f : I — R je KOHBeKCHaA ako M caMO ako je (yHKmmja —f
KOHKABHA.

(6) Aro cy f,g: 1 — R rousekcue (koHraBHe) U «, f > 0, onzna je pyurnuja af + Bg
KOHBEKCHA (KOHKABHA).

Ipumep 2. dymrmmja ax? + br + ¢ je koHBekcHa ako je a > 0, a KOHKABHA aKO je
a < 0. 3amcra, Ha OCHOBY MPETXOJHOT MpUMepa, GyHKIWja 22 je KOHBEKCHA, a bx + c
(nmuHeapHa (yHKOUMja) U KOHBEKCHA M KOHKABHA, I1a TBpDeme cienu HemoCpenHo u3
IPeTXOIHE JIeMe.

JIema 2. Axko je f : (a,b) — (c¢,d) rouBercua ¢pynrmuja u ¢ : (¢,d) — R KoHBercHa
pactyha ¢yukuuja, onna je g o f KOHBEKCHA (yHKIU]ja.

Nokas. Pyurmmja g o f je mobpo medpummmcana. Axo cy z,y € (a,b) m A € [0,1], Ha
ocHoBy KoHBekcHOCTU QyuEImje f cremu f(Az+ (1—N)y) < Af(z)+ (1 =) f(y). Cnemn
(go fiAz+ (1 =ANy) < g\ f(z) + (1 =N f(y) < Ago f)(z)+(1—A)(go f)(y), rne mpsa
HejeIHAKOCT CJeId U3 PacTa, a APYra U3 KOHBEKCHOCTH (yHKIHUje g. O

IMpumep 3. Axo je f(x) = 22 — 1 u g(z) = 2%, onma cy f m g womsekcue. Kaxo je

(go f)0)=1mu (go f)(~1) = (go f)(1) =0, caemu (go f)(=4L) > WlEUHE0NW py

IPEeTXOnHA JIeMa He Baku 0e3 MPEeTIoCTaBKe O MOHOTOHOCTU (YHKIHjE ¢.

W3 nepuuunmje je jacHO ma je pecTpuKnMja HA OMIO KOjU MOAMHTEPBAJ MHTEPBAJIA
I xoHBekcHe (yHEIUje TakoDhe KOHBEKCHA, IITO NOBOAU N0 Hajuemher reoMeTpPUjCKOT
IpencTaB/bamba peallHe KOHBEKCHe GyHKNUje: ,,PyHKIUja je KOHBEKCHA aKO CE CBE TaudKe
NpPOUW3BOJLHE CeumIle Hajasde m3Hal oarosapajyher mena rpadura ¢ymrmuje” (Bumern
caury 1). Ilpenusuuje, ako je x3 Tauka mHTEpBaJa [X1,ZTs], oHZA 3a HEKO A € [0,1]
Baskn o3 = Ax1 + (1 — A)za, 00K cy y-roopaunate Tayaka A m B ca oBe ciuke jenHake,
pemoM, f(Az1+(1—=N)z2) u Af(z1)+(1—A)f(z2), na je, no neprHUIMjU KOHBEKCHOCTH, Y-
KoopauHaTa Tauke B He Mama on y-koopauHare Tauke A. CandHOo TymMademe mocToju
U 3a KOHKaBHe (QyHKIHUje.

IIpasa koja cuaja tauke C(zc,yc) n D(xp,yp), xc # p, nMa KoepuimjeHT HATNHA
% . ¥ macrtaBky heMo pasBUTU MOCTYIAK KojuMm hemo mohwu sakme mna ucnuramo
KOHBEKCHOCT HEKe (yHKIUje, Ka0o u meHe ocobmue. IIpBu kopak y ToM mpasmy je
HapenHa JeMma, Koja, ciobomuuje ropopehwm, roBopum ma HArmb cevyuie pacre ,,IITO
Bumie uxeMo y pecuo” (cauka 2).

A A
B \
A
| | | o | .
NES T3 T2 © 0| z1 T3 T2
Ciuxa 1. Ciuxka 2.




Jlema 3. Hexka je f: I — R xoHBekcHaA (QyHKIU]jA.
(a) Axo cy x1,%2,23 € I TakBe nma je x1 < x3 < T2, OHIA je

flxs) = flan) _ flz2) = fan)

T3 — X1 S ae—xy
cao o L) = F@) _ f(a) — flws) | flwn) — fa) _ fea) ~ Flas)
r3 — T1 Ty — I3 X9 — I To — I3

fle) = fla) _ f(d) — f(b)

0) A d b bjC I j S
(6) Axo c,d € (a,b) u [a,b] C I, ouma je c—a d—>b

Jloxas. (a) Kako z3 € (21, x2), Baku x3 = 2228 .1 4 37T .0y 1 mpuTOM je 22223  ((, 1
) ) p J To—21 ’

xT2—T1 T2—T1
n 2= =1 - 2= . Us xomBercHocTu ¢ynrmuje f caemn f(zz) < 2=2 - f(21) +
ﬁ - f(xz2), omakie ciaenm mpBa o1 HaBeJEHUX HejemHAKOCTU. JIpyre nse ce mobujajy
aHAJOTHO.
(6) Ha ocuoBy nena (a) caemu f(cz:g(a) < f(dc)l:g(c) < f(bl)):g(d) ) O

Amanorma gema Bajku U 3a KOHKaBHe (yHEHuje (ca OODHYTHM 3HAKOM HEjexHa-
koctu). V3 mepuHMLMje KOHBEKCHOCTU je jacHO Aa Cy TakBe (yHKIUje IOrOAHE 34
nobujame pasHUX HEjeIHAKOCTH. Peunwmo, TpusujanaHo ciaemu na ako je I = [a,b],
a,b € R, ouna je rél[a)z] f(z) = max{f(a), f(b)} (u, ananoruo, koukasHa PyHKIM]a HA [a, D]

re|a

s

MOCTH:KE MUHUMYM y HEKOM O] KpajeBa mHTepBasa). MeDyrum, mocroje u muore ne-
TpUBHjaJHEe HEje ITHAKOCTHU 3a TakBe (pyHKUUje. JeqHa O HajBaKHU]UX 33 NaJbe IPUMEHe
MIpUKAa3aHa je Y HapemgHOj JeMU.

JIema 4 (JencenoBa Hejemuarxoct). Heka je f: I — R kousekcuHa ¢yurnuja, n € N u
Als-.oy A\n €[0,1] TarBm ma je Ay +...4+ A\, = 1. Ongna 3a cse z1,...,z, € I Baxkn

Hoxas. Aro je n =2, orna je Ay =1 — A1, na je tBpbheme nepuHUIIja KOHBEKCHOCTH.

Hera je tBpbheme Tauno 3a HEKO n U HEKA CY X1,...,Tnt1 € I. Ako je Ap11 = 0,
- Ant1
nt1 An+Ang1

“Tp41 DIPUNALA UHTEPBAILY

tBpheme 3a n+1 ce ceoau Ha TBpheme 3a n. Muaue cy _;\Q HEHEraTUBHU
n

An Ant1 An . Ant1
An+Ant1 + AntAng1r 1, a rauka An+Ant1 Tn+ An+Ang1

4yje Ccy TPAHUIE Tp U Tyl (caMMM TUM TIPUIATA U I). Cunemn

1 BaEKN

FOM@1+ o+ Ann + A1 @ng1) = F(mn 44 O+ Apyr) - 225 e ton)
A

< Aflz)+ o+ Qe+ )‘"H)f(/\nﬁi;n“ Tt S Tng)
Mf(n) + et n ) (e - fla) + ﬁ (1))
Af(@n) + oA A f (@n) + Anga f(@ng1),

N

rime je mpBa y HU3Y HejeTHaKOCTH MOoOujeHa Ha OCHOBY IPETIOCTaBKEe, a Apyra Ha
OCHOBY KOHBEKCHOCTU (yHKIH]E.

Cnenu na je tBpbheme Tauno 3a n + 1 cabupaka, ma MHIYKIUjOM CIeIu TBPDheme
TeopeMme. |

Amnasorao tBpheme, ca OOpPHYyTMM 3HAKOM HEjeIHAKOCTH, BayKU 338 KOHKABHE
¢yurauje. O6a tBphema ce GopmMasHO MOry mpomupuTu 3a n = 1, oHmZa cy Ha 0be



crpane HejenHarocTu u3pasu f(x) (Tj. Baskn jemuaroct). Ykoamko je n > 2, A; € (0,1)
3a i € {l,...,n} u pyHKRIMja CTPOro KOHBeKCHa (KOHKaBHA), aHAJIU3OM NOKa3a TBDDe-
Ba, CJIeIU [a y CIyYajy MOCTU3AmA jeJHAKOCTU MOPa BAKUTUA T1 = ... = &,. HapasHO,
VKOJIMKO Ce€ MO3BOJIU Oa Cy HeK:u o4 \; jemHaku (, jeIHAKOCT TPWBUjAJIHO BaKU AKO CY
cBu ceM jemuor jemHaru (.

IMpumep 4. Kako je ¢pymrmmja f(z) = 2% cTporo KOHBEKCHa, IPUMEHOM JeHCEHOBE He-

jemHakocTu nobuja ce ma 3a OPOU3BOJBHE Z1,...,Tn € R u Aq,..., A\, € [0,1], TakBe na

je M+t Ay =1, Basku (A1 +...+N\p)? < M2 +.. .+ N\, T2 U IPUTOM Ce jeTHAKOCT

IOOCTU:KE aKO M CaMO aKO je T1 = ... = I, WU Cy CBU \;, ceM jemuor, jemuaru 0. 3a
1 . T1t...4x 2 1%—‘,—-‘1-:82

N-TOPKy A1 = ... = A, = ;- nobuja ce ( ™ ) < ———%_ OJHOCHO KJIaCW4YHa He-

jemuakoct mamely apurMeTnuke u KBanpaTHe cpeiuHe (IPUTOM Ce je THAKOCT NOCTIHKE

AKO U CaMO aKO J€ T1 = ... = Ty).

IIpumep 5. Axo cy «, 3,y yruosu tpoyria, onu npunanajy unrepsaiy (0,7) u Baxku
a+ pf+~v = Kako je ¢yHEIUja Sinx CTPOro KOHKABHA HA OBOM WMHTEPBAJY, U3
Jencenose HejemuarocTu (3a A\ = Ag = A3 = %) clenu Ja 3a YIrJOBe TPOYIJa BarKU
Sino‘"’Sig Bisiny < gin O‘+§+'y =sinf = @ , OMHOCHO sin o + sin 3 + siny < % . IIpurom
Ce jJeMHAKOCT NOCTU/KE aKO M CaMO akKo je @ = 3 = = &, OMHOCHO aKO U CaMo akKo je

TPOYTao jeqHAKOCTPAHUYAH.

IIpumep 6. Ako cy f,g: I — R kousekcue ¢pyuruuje, ouna dyuruuja hi(z) = f(x)g(x)
He Mopa OUTU KOHBEKCHA, IOK je ¢pyHkuuja ho(z) = max{f(x), g(x)} kouBekcuna. 3aucra,
dynrmje f(z) = —1 u g(z) = 2% cy romsekcue (obe mepurucane ma R), a hi(z) =
f(x)g(z) = —2? nuje. Mo muramy dynrmmje hz, xaxo je f(Az+ (1 —N)y) < Af(x) + (1 —
AN f(y) < Aha(@)+(1=A)ha(y) n g(Az+(1-A)y) < Ag(x)+(1=A)g(y) < Ahz(z)+(1-A)h2(y),
caemt hy(\e+(1- A)y) = max{f(z-+ (1- ), g+ (1~ Ag)} < Mia(z) + (1~ N (y).

Tj. u hy je KOHBEKCHA.

JeHCEeH—KOHBEKCHEe (pyHKIHje

Y TpeTXOomHOM CMO BUIENM Oa WCIUTUBAHE KOHBEKCHOCTU MO NePUHUIUU MOKE
OUTM TPUINYHO HEMPUjaTHO. JemaH On MOKymiaja na ce Taj mpobiieM OTKJIOHU je
Ouo ma ce yCJOB KOHBEKCHOCTU 3aMEHU CJIAa0WjuM yCJIOBOM, KOju he Ha y:KO] Kiacu
¢yHEKIMja 00€30e1nT KOHBEKCHOCT, & TuMe, n3MeDhy ocrasior, MmoryhHoCT npumene 1o
cama moOMjeHux pe3yarara.

Hepuuunuja 2. Pyuruuja f : [a,b] — R je Jencen—konsercua (Jencen—koHkaBHA) aKO
3a CBakKo x,y € [a,b] Baskn

f<:c;y)<f(x);f(y) (Jc(w;y))f(x);f(y)).

Teopema 1. Axko je f : [a,b] — R Jencen—kousekcua (JeHCEeH—KOHKABHA) U HEIPEKUIHA,
OHZA je U KOHBEKCHA (KOHKABHA).

Joxas. Hoxrazahemo neo tephema Besan 3a KOHBEKCHOCT (€0 3a KOHKABHOCT Ce
nokasyje amasoruo). Ilokaxkumo ga 3a cBako k > 1 u 3a cBe Iq,...,Tor BAXKU



3a k =1 oBo je mepumunnuja JeHCEH—KOHBEKCHOCTU.
Ako je tBpbheme Tauno 3a HeKO k U x1,...,Tqk+1 € [a,b], caemu

f(leré:rz?k) < f($1)+é‘k+f(932k) )

i+ FTok Tok gt FTort1
2k + 2k

:f( 2

f(mlJr +x2k) +f( 2k+12-,:r-1-+l‘2k)

f

X1 +...+I2k+1
()

S 2
< f(Il)+...+f($2k)+f(x2k+1)+...+f($2k+1)
= 9k+1 ’
na je TBpbheme MOKa3aHO WHIYKIIW]OM.
Axo je n € N, mocroju k tako ma je 2¥ > n. Axo cy x1,...,7, € |a,b], T =
% U Tpil = ... = Tor = &, 3aMEHOM y NPETXOIHO mobujero TBpbheme cienu

flz)+.. +f(:vn)+(2’“fn)f(x)

k_n)i
f(a:1+“‘+z,2L,:r(2 )
jexe (0,1) m A=

.::cp::cn:cpﬂ:...:xq:yﬂofinjacef(

< , onakaze je f(¥) < M Axo
P

L,osap.q € N (p,q) = 1 n aro je z,y € [a,b], 3amenom 7 =

pr+(qu)y) < pf@)+(q=p)f(y)
q = q
FOz+ (1 =Ny) < Af(z)+(1—X)f(y) 3a cBe pammonasne A. Kako je mperxonHo Tayno

3a cBe pamuonanne A € (0,1), kako je ckyn Tux panuoHaJHux Opojesa ryct y (0,1)
u Kako je f(x) HempekumHa, ciemu Ha je UCIYHEHA NPETXOAHA HEjeIHAKOCT 34 CBAKO
A€ (0,1), 1j. na je pyurmmja f(z) KOHBEKCHA. ]

, OTHOCHO

Jlema 5. ®yurmuja sinz je Jencen—konrasua Ha [0, 7).

Zoxas. Axo je z,y € [0,7], paskn L € [0,7] m Y € [-Z,Z], ma je sinZE > 0

u 0 < cos™5¥ < 1. Cruemn sinz + siny = 2sin “+y cos 75% < 2sin 1+y, Tj. JeHcer
KOHKaBHOCT (yHEmUje. IIpuToM, jeIHAKOCT BaskM akO M CaMO akKoO je sm% = 0 wuianm
cos *5% = 1, mro je mpu z,y € [0, 7] exkBuBaSeHTHO ca T = ¥, Ia je GYHKOMja ¥ CTPOrO
Jencen—konkaBHAa. O

Kako je ¢yHrmmja sinz m Henmpermmna, HA OCHOBY TeopeMme 1 cieny KOHKABHOCT
oBe ¢yurnuje. Haumn Ha KOju CMO yTBPAWIM IPETXONHY UWILEHUILY j€ NPUINYIHO
zaxTeBan. Crora hemo y HacTaBKy HOKymaTu na ZoDHeMo OO jeTHOCTABHUjUX METOAA
3a yrBpbuBame KOHBeKCHOCTU (KOHKABHOCTH) (YHKIVLjA.

KouBekcHOCT U mudepeHnmjadbuIHOCT

Y mpeTxomHOM meay palda BUAEIU CMO O3 UCTUTUBAH€ KOHBEKCHOCTU HA OCHOBY
neuHUIje MOKe OMTU BeoMa 3aXTeBHO. Pan ca JeHceH-KOHBEKCHMM (yHKIMjaMa je
caMO y HEKOj MePHU OJIAKIIa0 TO WCIWTUBAK-€, aJIM je OHO OCTAJIO, y OIIITEM CIIyYajy,
OPUJIKMYHO HAMOPHO. Y ciaydajy na je ¢yHkuuja audepenuujabuisa (uim nsa myTa
nupepeHnnjabuina), TO UCOUTUBAKE MOKe OUTU HOCTa jeIHOCTABHU]E.

Teopema 2. Heka je f : (a,b) — R romBekcua ¢ynrmmja (rae je —oo < a < b < 00).
Omnna 3a csako z € (a,b) mocroje f’ (x) u f)(x) u Bamu f’(x) < fi(x). Taxobe,
dynrmmje f'(x) u f|(x) cy pacryhe na (a,b).

Lokas. Axo je x € (a,b) u x1,22 € (a,b) TakBe na je a < 11 < x < xp < b, Ha
f@)—f(z1) o f@)—f(z2)

r—x1 = T—xo

OCHOBY JI€eMe€ 3 Baku Tal{obe, Ha OCHOBY MHCTE€ JIeMe cJean



na je p(xze) = %ﬁizﬂ pacryha ¢ysruuja Ha (z,b), ka0 U Oa je orpaHUYeHa 0L0310
(ca M) na moctoju  lim  ¢(x2), a mO DePUHUIMKA Ta TPpAHWYHA BPEIHOCT je
o=z ) Ja m eldz), ot ) p pen J

ynpaso f! (z). Amanorso ce mokasyje ersucrenmuja f’ (r) 3a mpousBosmno z € (a,b).

W3 npeTxoqHor 3aK/bydyjeMoO U BUIIE, 1A je % < fi(x) 3a cBako z1 € (a,x).
Mymramem na 1 — x—, nobuja ce na je f/(x) < fi(x) Aro jea <z <y <b, us
nperxomuor crean ga je f’(x) < fl(z) < w < fL(y) < fi(y), omakme crenu na
cy f.(z) m fy(z) pacryhe na (a,b). O

Henocpenuo u3 mperxonHe TeopeMe cielu Ia KOHBEKCHa (yHkuuja Ha (a,b) mopa
OuTu HempekuaHa Ha (a, b) (kaxo mocroje . u f), pysrnuja f Mopa GuTy HEIpEKUIHA).
3anpaBo, MOKEMO 3aKJ/byUUTU U BUIIE, 14 je CKyI Tadaka y kojuma f Huje nudepeHnn-
jabunna majsume npeGpojus. 3amcra, kako mocroje f! (x) m f)(x) 3a cBako x € (a,b),
oHIA je mudepeHmujabunHocT y Tauku r exBuBastentHa ca [’ (x) = f)(x). Axo f muje
mupepeHnujabuiIHa y TavykamMa ] U T, TAKBUM Oa je X1 < Xg, IO IPETXOMHO] TeO-
pevu Baswu [’ (x1) < fl(x1) < f(22) < f)(22), ma cBakoj Taykm y KOjoj (yHKIMja
HUje AupepeHnujabuina MOKEMO ONEJIUTU WHTEPBaJ (Tadyku X1, HA IPUMED, NOLE-
mavo (f7 (1), fi(x1)) u, 10 TOPHO] Be3w, T MHTEpBaIM Cy IMCjyHKTHM). Kako cBaru
(HempasaH) MHTEPBAJ CaAPKU 0Ap jeqHy PAlMOHAJNHY TAUKY U KAKO CY WHTEPBAJN
MUCjyHKTHU, CJI€AU Na TAKBUAX MHTEpBaja (& M0 MPEeTXOAHOM, M Tadaka y KOjuMa KO-
HBEKCHa (yHKOUja HUje audepeHnujabuiana) Moske OUTU HajBUIIe IPeOGPOjUBO MHOIO.

Kao mocmemuma mperxomme Teopeme, Kao W TBpDema BE3aHMX 34 WMCIUTUBALE
MOHOTOHOCTU Au(epeHnujabmine QpyHKnuje, HEIOCPETHO CIenu Oa je nudepeHnuja-
6unna f : (a,b) — (a,b) (cTporo) roHBekcHa (KOHKaBHA) aKoO M caMoO ako (yHkimmja f’
(ctporo) pacre (omana). Cumemu, akxo je f u aBa myrta mudepeHnnjabuUIHA, KOHKBEKCHA
(roHkaBHA) je ako u camo ako je f”(x) >0 (f"(x) <0) 3a z € (a,b).

Ykouuko je f: (a,b) > R u ako cy ¢,d,e € (a,b), TakBu na je ¢ < d < e u ako je f
pasnIuuuTe KOHBEKCHOCTU Ha uHTepBaguma (¢,d) u (d,e) (OQHOCHO, aKO je KOHBEKCHA
Ha (¢,d), a rourasHa Ha (d,e) wnm ako je roHKaBHa Ha (c,d), a KOHBekcHa Ha (d,e)),
ouna hemo 3a d pehu na je mpeBojHa Tauka ¢yurnuje f. VI3 nperxomumx pesynrara
HENOCPENHO Cllenu na, YKOJIMKO je [ nBa myTta andepeHnnjaduirHa, IPEBOjHA TadKa
Mopa Outu Meby pememuma jemnauune f”(x) = 0.

Ipumep 7. Hexra je fi(x) = |z|, fo(z) = 23, fi3(z) = 2* (cBe Tpm 3a = € R),

2 2

fulw) = { 5 RIS w) = { T e eymaa f
je xoHBekcHa Ha R, anu Huje mudepennrjabunna y 0. Pyurmuje fo u f3 cy aBa myra
madepernujabunne ma R, Basku fy (z) = 6z u f§(z) = 1222, ma je 0 pememe u jemna-
unte fY(x) =0 n jennaunse f(x) =0. Mebyrum, rako je fo konkasa Ha (—00,0), a
kouBekcHa Ha (0,00), Tauka 0 je npeBojHa Tauka GyHKOUje fo, HOK y cayuajy GpyHKOuUje
f3 To Huje cayuaj, momrTo je f3 KoHBekcHa Ha R. Pymrumja fy je kokaBHA Ha (—00,0),
a kouBekcHa Ha (0,00), MehyTum HUje nupepenmmjabunna y 0, Koja je mpeBOjHA TAUKa
te pyurmuje. Pyurunmja f5 je kousercHa Ha [0, 1], anu Huje Henpexngua uHa [0, 1], ma je y
IPETXOAHO] TeOpeMr OUTHA IPETIOCTaBKa Ja je QYHKIUja nepuHMUCAHA HA OTBOPEHOM
WHTEPBAJY.

IIpumep 8. Axo je f(x) = sinz, Basu f”(x) = —sinz, na je f’(z) < 0 3a x € (0,7).
Crenu na je ¢pyurnuja f(x) crporo koukasua Ha (0,7). IIpumerumo ma je 3armbydar
noOujeH maJieko je JHOCTaBHUje ¥ OMHOCY Ha TO KAKO je UCTU 3aK/byUaK NOOUjeH y JIeMu



5 (1 meny HakKOH JeMe).

IIpumep 9. Pyuruuja f(x) = zP, p € R\{0,1}, je nBa nyra nudpepennujabunna na (0, 00)
u sazxu [ (z) = p(p—1)2P~2. Axo je p € (—o0,0)U(1,00), cemu na je f’(z) >03az €
(0,00), na je f kousercua Ha (0,00). Cauuno, ako je p € (0,1), crenn na je f KOHKABHA
Ha (0,00). Kombunyjyhm mnobujenm pesynrar ca semom 4, nobujajy ce pasnmyaure
HejeJHAKOCTU 3a Mo3uTwBHE OpojeBe. Ha mpumep, 3a p = 2 ce mobuja HejemHaKOCT
u3 npumepa 4 (Hejemuaxoct maMmeby apurMeTmuke M KBaApATHE CPEOUHE), a 38 P =
1w =...= X\, = %) ce nobuja ma 3a MO3UTUBHE X1,...,L,; BAKUA

1 1
2+t

Tn

_n
z1+...+Tn <

, TO je HejeaHaKoCT u3dMely XapMOHU]jCKe

, OZlaKJe je < zl*ﬁ*m"

n
1 1
arttan =
. - ; " _
u apurmeruuke cpenuue. Cununo, ako je g(x) = lnz 3a x € (0,00), onna je ¢”’(z) =
—25 <0, na je g konkapsa Ha (0,00). Ha ocroBy neme 4 (3a Ay = ... =\, = ) cren
na 3a IO3UTUBHE I1,...,~T, Baku In wl""ﬁ'*‘“‘" > 1“3“‘:“"’”” =1In /21 -... x,, onaxie,
Kako je pyHrnuja Inz pacryha, cienu na 3a MO3UTUBHE X1, ...,Ty BAKUA Y/ X1 - ... Ty <
% (mejemmarocT usmehy TreOMETPUjCKEe U APUTMETUUKE CPEIUHE).

n

Ipumep 10. Vcmurajmo komsekcHocT dymrmmje f(z) = arctgln®z. ®ymrmmja je ze-
¢unucana Ha (0,00) u GeckOHAUHO MU(epeHnrjabuIHa Ha OBOM CKYILy, IIa C€ MPEBOjHE

tauke Hanasze Mehy pemewmuma jennauune f’(z) = 0. Kako je f'(z) = Tllnél—x ~21n:c~% =

m(124:?ng‘i z) ciaenn
f(x) = 2. (l cz(14+mn*z) —Inz- <1+ln4m+x~4ln3m~l))
22(1+In*z)2 \z x
2
= —m(ln5x+3ln4x+lnx—1)
2

= fm~(ln:ch1)(ln4x+21n3:c721112:E+21n:c71).
x n-z

Axo je g(t) = t* +2t3 — 2t2 + 2t — 1, ouma je ¢'(t) = 43 +6t2 — 4t +2 u ¢"(t) =
12¢2 + 12t — 4 = 4(3t% + 3t — 1).

Kako je ¢'(z) = 0 3a = € {_3_6‘/ﬁ,_3+6‘/ﬁ}, g pacre Ha (foo,_3_T‘/ﬁ) U Ha
(73%@ ,00), a omajia Ha (’376‘/ﬁ , 73+6‘/ﬁ}. Kako Bamu 73’6,@ < 732@ < =38 =
tmg(t)= g%tJr%) -(Bt*+3t—1)— 2 (Tt —4), cnean g’(’&T‘/ﬁ) >0mnu g’(**Tm) >0
(momTo je 3 < %) Kako je ¢'(—3) = —40, ¢'(-2) = 2, ¢’ uma nyay £ na (—3,-2),
na g omana Ha (—00,§), a pacre Ha (§,00). Kako je lim g¢g(z) =00, lim g(z) = oo,

g(—1) = =6, ¢g(0) = —1 < 0, cnemu ma g uma Hysne a € (—oo,—1) u § € (0,00), g je
HeraTusHa Ha («, (), a mosutusHA Ha (—00, a) U (8, 00).

Ilaxrne, f je komsexcua Ha (0,e%) nua (¢!, ef), a konrasna ma (e, e !) u Ha (?, 00).
[Ipesojue Tauke cy e, e~ !, ef (uma ux 3).

JeHceHOBaA HEjeTHAKOCT je HTPUMEHJPMBA W HPUIMKOM MPOIEHE BPEIHOCTU WHTE-
rpajga. 3apajn HOTIyHOCTH, OBJEe HABOAUMO U JEHCEHOBY HEjeOHAKOCT Y MHTETPDAJIHOM
00HuKY.

Teopema 3. Heka je f : [a,b] —» R Puman unrerpabuimna, ca CIUKOM CAIPKAHOM y



(m, M), a g kousekcHa Ha (m, M). Omzna je

o5 [ o) < [ o

Nokas. Pyurumja g je womBekcHa Ha (m, M), ma je HemperuaHa, & KOMIIO3UIMja

HeNpeRugHe U uHTerpabuine QyHKNUje je uarerpabunaa. Akro je xg = ﬁ . f: f(z)dz,
BaskU T € (m, M), ma IO KOHBEKCHOCTU (yHKIMje g Ha mHTepBasy (m, M) mocroju k
rako na je g(z) — g(xo) = k(r — zo) 3a cBaro x € (m, M), onarxue je g(f(z)) — g(zo) >

k(f(2) - 20), 7j. g(f(x)) > k(f(x) - 20) + g(x0). Anrerpanmjon, crems

b i a /:g(f(x))da: > k/’(ﬁ /: f(z)dx — xo> + ﬁ /abg(xo)dac = g(xo),

momTo je, ycaen uzbopa xg, u3pald y 3arpaau jensak 0, a TmMe je nobujeHO HaBEIEHO
TBpheme. [l

IIpumene JeHceHOBe HejemHAKOCTU

Ha kpajy oBe raase nmpukaszahemMo HEKe HejeTHAKOCTU KOje€ Ce HEMOCPeaHo nobujajy
u3 JeHceHOBe HejenqHAKOCTU. DUpaHM Cy NPUMEPU KOjU Ce jaBJbajy IO MIKOJICKOj JIUTe-
parypu y Cpbuju, a pemema Koja Cy OBIe M3JIO/keHA cy y Behuwnm ciydajeBa 6GuTHO
kpaha on oHux kKoja ce mory Hahu y TOj nureparypu.

IIpumep 11. Heka cy z1, ..., T, HO3UTUBHA DEasHU OPOjeBU U A1, ..., A\, € [0, 1], Taksu
ma je A1 +...+ A, = 1. Ilpumenom JeHceHOBe HEjeIHAKOCTH HA CTPOTO KOHBEKCHY
dyurmmjy e® u 6pojese Inzy,...,Inx,, mobujamo et BTt FAnlnzn <\ elner oy

Ane™®n 0 mHOCHO
A An
it et KAz o+ AT,

KOja ce Ha3WBa TERUHCKOM HejenHakomhy m3MeDy apurMeTruyke u reoMeTpujcke cpe-
nuHe (aKo je Ay = ... = A, = %, nobuja ce KIacuuHa HejeTHAKOCT udMehy apuTMeTUYKe
u reomeTrpujcke cpeaune). Kako je e ¢cTporo KOHBEKCHA, jeIHAKOCT C€ HOCTUKE aKO U
caMoO aKO Cy CBU x; MeDyCcOOHO jemHAKM WM aKO Cy CBU A; CEM jeOHOTr jeTHAKU HYJIU.

IIpumenom mobujene HejegHAKOCTU HA OpOjeBe z—ll e g% , moduja ce
n

1
o o
Nt

Tn

gaci‘l-...-x’\"

n

KOja ce Ha3MBa TEKUHCKOM HejeqHaxomhy m3Mely reomerpumjcke M XapMOHUjCKE Cpe-
muHe (aKO je A\ = ... =\, = %, noduja ce KIacCUYHA HejeTHAKOCT n3Mehy reomeTpujcke
¥ XapMOHUjCKe CPEeIuHe).

ITpurmep 12. llokaskuMmo na 3a MO3UTUBHE 1, ..., T, BaKU

Z1+.ATn r1e®l + ...+ xetn
e n < .
1+ ... +x,

z1+...Fan
n

T1+...+T 1”1+, Fx,e”n
% -e g rie " 7. "€

HaBenena HejeqHAKOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca p ,a
OoCJIeqiba CIeAN HEMOCPENHO W3 JEeHCEeHOBe HejeIHAKOCTW, MPUMEIEHE Ha A = ... =

10



An =1 n pymrnmjy we”, koja je xomBekcHa Ha (0,00), nomto je (ze®)” = (z + 2)e” > 0.
O=na je u CTPOro KOHBEKCHA, IIa Ce€ jeHAKOCT Y CIy4dajy m > 2 JOCTUKE aKO U CaMO
aKo je T = ... = Tn.

IIpumep 13. Hokaskumo ga 3a a,b,c > 0 Baku

(b+c)(c+a)t(a+b)e a+ b+ c\atbte
2a+b+c ~ 3 .
<(75—)

Hasenena mejennaxkoct je €KBUBAJIEHTHA Ca aln(b+c)+b1n(c+a)+cln(a+b) < (a+b+
2(atb+ b 2(atb+
¢)ln % , OIHOCHO Ca a+b+c ‘In(b+c) + g - In(e+a) + o357 - In(a+bd) < % .
Ha ocuoBy JencenoBe HejenHakoCTH, IPUMEHEHE HA KOHKABHY (byHKnI/IJy Inz, 6po-
jese b + ¢,c+a,a+b n xkoepunmjenre i, a+ll)7+c s aTiTe » PEAOM, cnemu ST 1n(b +
bte)+b(eta)+e(atb 2(ab+be+ :
¢)+ o ‘In(c+a) + w5~ ‘In(a+b) <In a(bte) a(ibfz clath) —n (anrbicw) ma Kako je
¢ymrnuja Inx pacryha, moBoWLHO je mOoKa3aTu Aa BaKN Q(QZiZitw) < 2(a+b+c) , OIHOCHO
3(ab+bc+ca) < (a +b+c)?, a mocremme je ekBuBasenTHO ca ab+ be+ ca < a® +b% + 2,
1j. ca 0 < (a —b)2+ (b—¢)? + (¢ — a)?, mTO je TauHO. JemHAKOCT Ce NOCTHAKE AKO W
caMo ako je a =b = c.

IIpumep 14. Axo je n € N\ {1} u r1,...,7, € [1,00), DOKAKUMO Ha BaKU

n

1 n
Zjl—i—h‘2

i=1

HaBeﬂeHa Heje,ZEHa.KOCT je €KBMUBAJICHTHaA Ca

1
Ttelnm 1
L >

Mz

3

= n .
n > Inr;
=1
l+e =

Axo je f(z) = H% ,ouma je f’(x) = % , ma je f’(z) > 0na (0,00). Kakro jer; > 1,

ciemu Inr; > 0, 3a 1 < ¢ < n, ma ce mocjaenma HEjeIHAKOCT HOOMja HEIOCPEmTHOM
OIPUMEHOM JEHCEHOBE HEJeTHAKOCTU 33 A] = ... = A\, = % u 6pojese Inry,...,Inr,.
JemmakocT ce mOCTM:KE aKO M CAMO aKoO je 'y = ... =Tp.

11



2. Hejemnaxkoctu m3amebhy cuMmerpmuHMX m3pasa

Hejemnakoctu n3ameby cuMerpuynmx m3pasa cy ocraBuie AyOOK Tpar y UCTOPUjU
MaTeMaTUKe, a 3ay3UMa]jy 1 Ba:KHO MECTO Y I'PAIUBY MATEMATUKE 33 OCHOBHY U CPEIBY
mKOJy. ¥ OBOj IJIaBW, KOja je MEeHTPAJHU Ie0 OBOI pama, IpukazaleMo TeXHUKY Koja
yommTaBa BehuHy HejequakoCcTu Koje ce obpabyjy y TOKy mpBa ABa HMBOA MIKOJOBAbA,
a omoryhasa m ma ce Bejuku Opoj mpobieMa pasIUUUTAX HUBOA TE/KUHE DENU Ha
HAYMH KOjU je IPUJINYHO ITabJIOHCKU.

Cnobonnuje roopehu, mon cuMeTpruyHOM (PYHKINM]OM IPOMEHJBUBUX T1, ..., Ly [O-
opasyMeBaMoO (YHKIVjY YKja ce BPEIHOCT He MeHa IIPOMEHOM IOPEeTKA IPOMEHJLUBUX.
IIpenusuuje, ako f : D — R, rme je D C R™, pehu hemo ma je f cumerpuuna axo
je f(z1,...,zn) = f(Zo1),-- 1 Ton)) 32 cBe (T1,...,2,) € D 1 cBaKy mepMyTamujy o
(mocnenme, HApaBHO, MOAPA3yMeBa Ia je NOMEH MHBAPUjAHTAH NPUIUKOM MPOMEHEe
penociena koopaunara). CKyn mepMmyTranuja Ham CKymoOM Oofn n esemeHara (Tj. Ou-
jerkumja ckyma {1,...,n}) hemo oGeneskaBaru ca S,. Y Behunu pesynarara roje hemo
npuKaszaTu y HacTaBky Tekcta he outu D = (0,00)". I[Ipumerumo ma cy ¢pyHKIUje oBor
o0uinka, Ha TpUMep, KIaCUYHEe CPEeOVHE.

Heduannuja 3. Axo je n € Nu aro cy a = (a;)!, € R", b= (b;)]; € R" Taksu zna je
a1 =202 > ...2a, Uby = by > ... > b,, RAKeMO na a mMajopupa b, y o3Hamu a > b ako
U CaMO aKO BayKU:

(1) a1 +...+ar =2by+ ...+ by, 3a cearo 1 < k < n;
(2) a1+ ...+ap=b1+...+by.

Kopuctn ce n o3maka b < a, a mucahemo u (a;); > (b)), omaocuo (b;)"; <
(a;)l_,. W3 neduHunmje HemocpemHo cienu Majopaunuja pediaekcusHa (a > a), aHTU-
cumerpuuna (ako je a = b u b > a, onma je a = b) u TpansurusHa (aKo je a = b u
b > ¢, ouma je a > ¢), TAaKO ma je pejaluja Majopanuje pesanuja MOPeTKa Ha CKYILy
BEKTOpa umje cy koopamHare HepacTtyhe. Ako Bekrtopy a = (ai,...,a,) IPAAPYKAMO
BexTop al = (@g(1) -+ +s0o(n)); TOC je 0 € S, TaKBa Ma BAKHI Ug(1) = - .. = Qg(n), TPAME-
TUMO Za C€ pejaliija Majopupama MOKe NePUHUCATHA U 38 MPOU3BOJLHE BeKTOpe m3 R
(pehu hemo ma a = b axo a' = bl). KoopmumaTe BekTOpa a Mpm TaKBOj MepMyTaIUju
o hemo o3mauasatu u ca a% (Tj. aﬁ = Qy(q), TA je a{ > ... > al). Mebyrum, oBme
MOpaMo OWTU ONIpPE3HU, MOUITO Ce HE MPEHOCce ¢Ba TBphema Koja Baske 3a BEKTOpE duje
cy xoopmuHaTe HepacTyhe. Ha mpumep, mpecraje ma Baku CUMETPUYHOCT peJialuje
Majopanuje (y OBOM Ciy4yajy HE MOKEMO 3aKbyduTd ma je a = b, Beh camo ma ce a
u b Mory mobutu jemaH u3 IPYror MEePMyTalKUjoM YIaHOBA). Y HACTABKY OBE IJIABE,
3apan sakmer npaliema, yKOJIMKO HUje Apyrauuje HarJgameHo moxpasymesahemo na
Cy KOOpAMHATE BEKTOpa y HepacTylieM IOpeTKy YKOJMKO TO He yTWUdYe Ha Pe3yJITaT
(a y oBoj runasu mehe, a mobujamo Behy ynoGuoct; ma mpumep, Heliemo Mopartu na
CIPOBOIMMO IUCKYCHUjy IO MAapaMeTpy a y teopemu 6).

IIpumep 15. Kako je 5 > 1 >20u3 >3 >0, Baskun 5 > 3, 5+1 > 3+ 3, kao
5414+0=3+34+0, citemu (5,1,0) > (3,3,0). Canuno, kako je 5>1>20md>12>1,
Bazku b >4, 5+1 > 4+1, kaou 5+1+0=4+1+1, caenu (5,1,0) > (4,1,1). IIpumernmo
na, kako je 4 > 3, e moxke Ouru (3,3,0) = (4,1,1), a karo je 4+ 1 < 3+ 3, me moxke
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6uru (4,1,1) > (3,3,0), ma Mmajopupame HUje pesanuja TOTaJHOT nmoperka. Taxobe, 3a

OPOU3BOJbLAH BEKTOD (a1,...,a,) 3a KOju je a; > 0 3a 1 <i < n, Baxn
(a1 + ...+ an,0,...,0) = (a1,...,a,) = (‘“*ﬁ*“" ey “1+‘T‘L‘+“").
——
n—1 n

Jlema 6. Heka cy a = (a;)f—; € R" u b= (b;)]_; € R" paznuunru Heonanajyhu an3zosu,

Tako na a > b 1 Heka je m kapauHanHocT ckyna {a; # b; | 1 <i < n}. Onna nocroju

c= (), €R", KOjI/I je meonanajyhwm, samoBomasa ¢ = b m IpUTOM je KapaUuHAIHOCT

ckyma {c¢; #b; | 1 <i<n} mama o m.

Joxas. Kako a > b, akO HM30BU HUCY UIEHTUYKU j€IHAKU, IOCTOjU Oap jemHo i, Tako
k

na je a; # b;. Karo je > a; > > b, ako je k HajuMamu MHIEKC 3a KOju je ap # bg,
=1 N i=1 n

Mopa 6utu ay > bi, a Kako je > a; = Y. b;, OHIA MOCTOju Bap jeNaH MHIEKC ¢ 3a KOju

je a; < b;. Heka je | najmamu ZTaIHaB I/I;{,HleKC. ITo u3bopy, cremu k < | u Bakm ag > by,

a; <bj,a3szacsek<i<ljea;=>b;.

Hega je 6 = max{‘bk - “’“;‘“| |b - “’“'H” ‘} L = a’”““ +94, ¢ = “’“'H” —duc =aq
3a i & {k,l}. Kako by, by € [ai,ar], cnenn (5 < 47 ma Je cy <ap uc > a;. Takobe je
cp = %TJ”” +0> ‘”“TJ”” + |bk — a”‘”‘ > by, a aHanorHo je ¢ < by.

Axo je bl>%;r4“, Kako je by = by, Cne/:méfbkfm,naje cp = 4tu 45—,
Cnuuno, ako je by < “J;r#“ , Kako je by > by, ciemqu § = %%L b, ma je ¢ = %;4“75 =b.
Komauno, ako je by > “’“;‘” > by, 6ap jemno om 6 = by — ak;““ ud = ‘““TM — b je
UCTYH-EHO, Ta je UCTYIeHO 6ap jemno on ¢, = by u ¢ = by.

W3 rope mobujenor ciemu na je mu3 (cx)}_, Heomamajyhwu (3a i < k je ¢; = a; >
ap 2 cg; 3ak<i<ljecy>=2by,>=2b=a;,=cuc=a=>5b>=b >c; 3ai>Ije
¢ =2 a; 2 a; = ¢; nopebeme ocranux wianosa je TpuBujasHo, mowtTo 3a i € {k,l} Baxku
¢ = a;). Karo je ¢; = a; 3a i & {k,l} u ¢, + ¢ = ar + a;, cequ na je ici = Zai

i=1

J

32 j < kuj >, nua 3a oBakBe j Baxku Y ¢; = sz, Kao | Zczf Zalf Zb
i=1 i

AKOJek j < I, rako je, mo uzbopy k u I, cz—az—b 3aCBez<l z;ék cne;m

Zci—Zbizck—bk>0. Iaxne, Baxu ¢ > b. O
i=1 i=1

[Mperxonua nema naje ma, canobomauje ropopehu, MOKEMO U3MEHUTU HEKE KOOD AU-
HaTe BEKTOPa @, TAKO MNa OCTaHy y omanajyheMm mopeTky, Kao Ia U HOBOAOOUjeHU Be-
KTOp ” maJsbe Majopupa Bekrop b. I[Iputom ce mehe uaMeHNTH KOOpAMHATE HA MECTUMA,
Ha KOjuMa Cy jemHake OoAaroBapajynum koopauHaTamMa BekTopa b, a mobmhe ce mim
jemHa wau gBE HOBE KOODAMHATE Ha Kojuma he ce moctuhu jemmarxoct (Mmoryha cy
oba cnyuaja). Kako BekTOpHM KOje mocMaTpaMo MMajy KOHAYHO MHOTO KOODAWHATA,
HAKOH KOHAYHO MHOTO Kopaka (Hajsume n — 1) he ce, onucanom TpanchopMamujomM,
BeKTOp a TpaHchopmucaty y Bekrop b. Omnwmcany tpanchpopmanujy hemo HazmBaTu
L rpancdopmanujom (mo HOTauuMju u3 Ookasza nperxonHe jeme, nucahemo ¢ = La;
npuToM, oaroBapajyhe koopamHATE BEKTOPa a U BeKTOpa ¢ = La ce pasiukyjy Ha
TAYHO IBA MECTA).

IIpumep 16. Basxu (4,0,0) = (2,1,1) (cBe omrosapajyhe roopmunare cy pasiaudwnre),
na ce IPUMEHOM OmucaHe Tpancpopmammje npso (4,0,0) tparncpopmume y (3,1,0) (mo-
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KJIalla ce Apyra KoopauHara, a upsa u tpeha me), a onma y (2,1,1) (mokmanajy ce cse

tpu koonauuare). Cawmuno, saxku (5,0,0) > (2,2,1), onucanom TparchopManIjOM ce

(5,0,0) Tpanchopmume y (3,2,0), a ouma ce (3,2,0) rpancpopmume y (2,2,1).

He¢uunnuja 4. Hexa je n € Nu f: (0,00)" — R. ®yurnujy F : (0,00)" — R nedpuan-

cany ca F(x1,...,2,) = Z f(Zs(1), -+, To(n)) HABMBAMO CHUMETPU3AIMA]OM (QyHKIAjE f.
€Sy

Crenujamnno, ako je a = (ay)}_, n-Topka peasjHuX OpojeBa, cUMeTpU3AIMjy (YHKIM]je

ay QAn 3
xy' ... xdh, Tj. m3pa3

Tla)(z1,...,%n) = Z g2W L gl

ocES,
HA3UBAMO G-CPeIUMHOM OpojeBa Ti,...,T,.

YKOJIMKO je jJaCHO ca KOjuM ce mpomessuBuM paau, nucaliemo u Tla], a yobuua-

jHA O3HAKa mpeTxonHOr uspasa je u T[ai,...,a,]. Hemocpenno uz medpununuje cienm
na je Tlay,...,an](x1,...,2n) = > x‘;tl) C I:'(n) Hapasno, 3a Heke a QyHKIZja
ogESy,

Tla] Mmoske GuTn meduHMCAHA W Ha MUPEM CKymy, He camo Ha (0,00)", HO y OBOM pany
hemo ce 3agpkaTu Ha pangy ca QyHKIUjaMa Koje cy nedpuHHCaHEe Ha MO3UTUBHUM OpO-
jeBuma. IIpumerumo na je Tlaq,...,a,| XOMoOrena, crenesa aj + ...+ a, (3aucra, Basku
Tlat,...,an](Az1, ..., Axy) = X TF Tlay oo an](z1, ..., 20) 32 cBE X1, ..., Ty, A > 0).
ITpumep 17. Axo cy mpoMensmuBe T, y, 2, Basku 1[2, 1, 0] = 22y+ay’+y?2+y22+ 220+ 222,
T[1,0,—-1] = %—i—%—i—%—i—i—i— 24+ 2, T, 1,1] = ayz +yzo+ 2oy + w2y + yrz + zyr = 6ryz.

Kao mro je To ypabeno y mperxomHom mpumepy kox m3paskasama 1'[1,1,1], npu-
JIUKOM cpebmBama m3pasza yoOUUajHO je ma ce, YKOJIUKO Ce HEKM MOHOM TOjaBJbyje
Bume myrta, oarosapajyhw umamoBu rpynumty. JIlo TakBe cuTyanuje HONA3U aKO CY

HEKN YIaHOBM Hu3a (a)j_, jemHaku. KOHKpeTHO, ako cy b, ..., b, pa3auunTu 4IaHOBU
HU3a (ag)j_; ¥ aKo ce OHM y TOM HU3Y HOjaBiyjy li,...,l, myra, pemom (jacHo je ma
ouma Baxku ly + ...+ 1, = n), uctu MouoMm koju ce jasma y T[ai,...,a,] ce nobuja

OUJIIO KOjOM MEPMYTAIIMjOM KOja MeHa UJaHOBE KOjU Cy jeTHAKU, Tj. UCTU MOHOM he ce
[I0jaBJLUBATU OHOJIMKO IIyTa KOJWKO MMa TAKBUX mepMmyranuja (y OUTamy CY IePMy-

Tanuje ca moHaBbameM), Tj. obuhe (l1 "l ) = ll,"—'l, pPa3IMUnTUX MOHOMA, & CBAKU O
wux he ce nmojasmusaru [1!- ... [.! myra.
ITpumep 18. Basknu T'[3, 3 2](m1,x2,x3) =201 (23adad + adada? +adadad) = 2. (afadad +
v3x32? + 232323) (oBme je lh =2 u Iy = 1). Cowuno, sazxu T[1,0,...,0] = (n—1)!- (v1 +
\_\,_/
n—1
A an) m T[% ey %} =nl- Yz ...z, (wocnenwu uspasu hie 6Guru kopumbiceHu 3a

H/—/
n

KOHTPOJYy apUTMETUYKE U I€OMETPHUjCKe CPeIUHe).
Kapamarnaa HejeqHAKOCT ¥ H-€HE MPUMEHE

ITojam majopanuje je jako BaskaH y Teopuju Hejennakoctu. IIpe mero mro mpebhemo
Ha pal ca a-cpeIuHaMa, UIyCTPYjMO jeqHO Ol IPBUX YOIIITEeHa JeHCEHOBE HejeqHa-
rocTu, KapamMaTuny HejemIHaKOCT, KO KOje ce BUIU BAKHOCT MOjMa Majopallrje, Kao U
HEKe H-eHe IIOCJIeIUIIE.
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Teopema 4. Heka je f : (a,b) — R rouBexcHa Qpyuruuja, n > 2, (z;)i, u (y;){~, n-TOpke
ragaka un3 (a,b), Tako ma (z1,...,2n) > (Y1,...,Yn). OHOA BasKn
n n
Z flai) 2 Z f(yi)-
i=1 i=1
I[IpuTom, ako je f cTpPOro KOHBEKCHA, jEIHAKOCT CE MHOCTUKE aKO W CaMO aKo je
r; =y; 3a 1 <1< n.

Jloxas. Yromuko je x; = y; 3a 1 < i < n, OHAA je HaBeOEHA HEjeTHAKOCT TPUBU]jAIJHA
jemmakocT. AKO TO Huje ciydaj, a 3a HEKO | BaKWU T; = Y;, CJIUMUHUCAIEM OBUX
eJeMeHaTa 13 HejeTHAKOCTU U BEeKTOpa, nobmjamo oxrosapajyhy HejennaxocT 3a n — 1
cabupara (y OBOM Cilyuajy yKIamame 0Ba IBa €JEMEeHTa He yTHUJYe HU HA HEjeTHAKOCT
HU Ha YCJIOB Majopanuje).

Ilakyie, MOBOJBHO je MOKA3aTU HEjeIHAKOCT MOJM YCJIOBOM X; # y; 3a 1 <14 < n. Ako
J(xi)—f(yq)
Ti—Yi
HpeI[CTaBJLa HaFI/I6 ceuurne kKoja canpsxu Tauke (T, f(z:)) u (yi, f(vi))). Aro je X =

je ¢ = , KAko je f KOHBEKCHA, Ba:xkU Ciy1 = ¢ 3a 1 < i < n—1 (u3pas ¢

Z T u Y, = Z yisal<k<n, sakn z; =X, — X;_1 uy;, =Y; —Y,_1 (oBme yaumamo

XO =Y = 0)7 kao u X = Yy s3a 1l < k < n-—1, omwocio X,, = Y,,. Ha ocuosy
noOujeHor, cienu

D S@a) =D fwi) =D (f@) = fyi) = 3 eilw
= ZC’L((X’L - Xi71) - (Yi - Yiﬂ)) = i Ci(Xi - Yz) - . Cz‘(Xiq - Yi71)

= ci(Xi ZCH-IX Yi) = Z( —ci1)(Xi = Y;) > 0.

i=1 i=1

W3 nocnenme nobujeHor, cienu na ce jeOHAKOCT IOCTIKE aKO M CaAMO aKO Cy CBU
cabupiy y nociaenmoj cymu jemuaku 0, Y ciaydajy CTPOro KOHBEKCHE je ¢; # Ciy1, 1A
je X; =Y, 3a1 <1< n—1, onakue je x; = y; 32 1 <4 < n, MTO je Yy OBOM CIyYajy
memoryhe.

Iakrme, 3a CTPOro KOHBEKCHE (YHKIMj€ jEAHAKOCT C€ NOCTI:KE aKO M CAMO aKO je
i =y 32 1 <i<n O

Yxoamko je (yHKIMja KOHKaBHA, Ba)KU AHAJOIHO TBpDeme, ca CyIPOTHUM 3HAKOM
HejeqHAKOCTU (IOBOJLHO je MPUMEHWUTH HNPETXONHY TeopeMmy Ha (GyHKRmUjy —f). Yko-
JIUKO je y; = % 3a 1 <i<n, ouma (z1,...,2,) > (Y1,..-,Yn), & C€ NPUMEHOM
Kapamarune mejemnakoctu mobuja kiaacuuna JencenoBa Hejemnakoct. Cienu ma je
Kapamaruna HejeqHaxocT yommreme JeHCEHOBE HEjeTHAKOCTU.

Y HacTaBKy NOPUKaKUMO HEKOJIVKO IpUMeHa KapamaTuHe HejeqHAKOCTH KOje ce
cpehy mo cpemmormmkoackoj aurepatrypu. Ilo Toj mureparypu oBa TBpbhema cy
yIrIaBHOM INOKa3aHa Oe3 momMumama KapamartuHe HejeqHAKOCTU, IIa CE YECTO NElIaBa
Ia Cy M3JI0KEHUW MOKA3W OOCTa KOMINIMKOBAHWJU O OHUX KOje NeMO M3JI0KUTU OBIE.

IIpumep 19. okaskumo na 3a TPOU3BOJLHE a,b, c > 0 Baku
1 n 1 n 1 < 1 + 1 + 1
a+b b+c cHa 2b
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Axo je f(z) = 1 3a 2 > 0, karo je f’(z) = 227% > 0, cnemm ma je f KoHBeKCHA.
Heka je, 6e3 ymamema ommTocTH, ¢ > b > ¢ (youeHa HeJeIHAKOCT je CUMETPUYHA).
Onpga (2a,2b,2¢) > (a+b,b+ ¢,c+ a), onarie ce npumenom KapamaTume HejeqHaroCTU
HemocpenHo mobuja HaBemeHa HEjeTHAKOCT.

ITpumep 20. Ako cy a,b, ¢ qy:KuHE CTpAHUIA TPOYIIa, JOKAKUMO N8 BasKU

Vatb—c+Vbtc—a+Veta-b<Va+Vo+/e

dyuruuja f(x) = \/x je rourkaBHa Ha (0,00). Heka je, Ge3 ymamema ONIITOCTH,
a > b > ¢ (youena mejemnakocr je cumerpuuna). Ouma (a+b—c,a+c—bb+c—a) >
(a,b,c), ma ma ocHoBy KapamaTtune HejeqHAKOCTH NOOMjaMO HABeIEHY HEjeTHAKOCT.

ITpumep 21. Heka jen € Nuxy > ... > x, > 0 TakBu na je x1+...+x, = 1. Joraxkumo

& BayKU
L 1 “n— €T;
1 _> > ( )
, ( * x;) H 1—uz;
=1 i=1
dyuruuja f(x) = ln(l + %) je rousekcHa Ha (0,00), nomro je f’(z) = % >0,
n n
. . 1 1
a youyeHa HejeTHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca H(l + x_) > H(l + 1= )
i=1 v i=1 n—
1—2x 1—x n 1—x 1 <
Tokamnmo na (z1,...,@,) = (=2 ... =21) Bamn erf =L (n- 21301) =
1= 1=
n
1= > x;, ma Tpeba morasaru na 3a ceako k € {1,...,n—1} Bawu (n—1)(x1+...+xx) >

i=1
I—zp)+ ...+ (1 —2pr1-k) = k(z1 + ... + 2n) — (Tnt1-k + ... + =), a mOCHEOHE jE
TAYHO IOIITO Ce CBako on x; > (0 Ha JIeBOj cTpaHW HejeTHAKOCTH jaBiba n — 1 myTa, a
Ha mecHoj HajBume k < n — 1 myTa.

Kounauno, na ocuoBy Kapamarune Hejennakocru, npumemene Ha ¢yHruujy In(l+ %)

), mobumja ce znj In(l1+4-) > i In(1+ =),
i=1 i=1 et

1—x 1—x
u BeKTOpE (T1,...,Tpn) U (n_ln yon

oJakJie cienu HaBeleHa HejeTHAKOCT.

IIpumep 22. Axo je f:[0,00) — R KOHBEKCHA, OHIA BAKU

flx) 4+ ...+ flxn) < flzr+ ... 4+ an) + (n— 1) f(0).

3aucra, KAKO 3a HEHeraTuBHe T; Baku (1 + ...+ ©,0,...,0) = (z1,...,2,), HaBe-
IeHa HejeqHAKOCT ce nobuja HemocpenHOM NpUMEHOM KapaMaTuHe HejeTHAKOCTU HA
oBe BekTOpe. VMuaue, Heje AHAKOCT U3 OBOT ImpuMepa ce yecto Ha3usBa u [lerpoBuheBom
HejemHaKOomNYy.

MjypxenoBa Heje THAKOCT U HE€HE IIPUMEHE

Kako cMmo Bumenm y panumjeMm mery Tekcra, MeDy a-cpenuHe cnanajy U apUTMETH-
UKa U reoMeTpujcka cpenuHa (Bumeru npmmep 18). Ilosmara je uyBeHa HEjeIHAKOCT
n3meby apuTmeTmuke u reomMeTpujcke cpenuue, ma ce Hamehe nmuTame ma Ju ce mMoJie
CAMUAH Pe3yJTaT Moxke NOOUTH U 3a aApyre a-cpenune. Ilpermsnuje, ako cy a = (ag)p_;
n b= (by)y_,, IOL KOjUM ycIOBUMa MOkeMO 06e3bemutu ma Baku Tal(zi,...,2n) <
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Tb)(z1,...,2n) wax Tlal(x1,...,2,) = T[b)(z1,...,2,) 38 cBako (x1,...,2,) € (0,00)"
YKOMMKO MO¥eMO 00e30equTy na Basku HEKa Ol HaBeIeHe IBe HejemHakoctu, pehn
hemo na cy cpemune T[a] u T[b] ynopenuse. Hapemua teopema naje oAroBop HOX
KOJUM YCJOBUMA C€ TO MOKE YDPaAUTH.

Teopema 5 (MjypxenoBa teopema). Ilorpeban u mososman ycaos ga cy Ta] u T'[b]
yonopemuse je ma a > b mim b = a. Ilpurtom, ako a > b, Baxu Tla|(z1,...,2,) =
Thl(x1,...,2Tn). YKOIUKO @ M b HUCY MIOEHTUYHM, jeAHAKOCT C€ NOCTIKE aKO U CaMo
aKO je T] = ... = Tp.

Loxas. Axo je Tlal(z1,...,zn) = T[b|(x1,...,2,) 3a cBe (v1,...,2,) € (0,00)", KaKO
cy T[a] u T[b] xoMOrenu, cremeHa XOMOTE€HOCTHU a1 + ...+ a, u by + ...+ b,, penowm,
3aMEHOM I1,...,%Tn C& AT1,...,\Tn, TOe je A > 0 Ipom3BOJBHO, mobmjamo A T--tan .
Tla)(z1,...,2n) = AvH+bn CTb)(24,...,2,) 32 cBe (21,...,7,) € (0,00)" u cBe A > 0,
ma Mopa outu ai + ...+ a, = by +...+ b, (zLa Ou HaBemeHa HEjeTHAKOCT BaKUIIa U
kax A — O+ um kan A — o00). 3a k < n, aKO 3aMEHUMO 1 = ... = T = = > 0,
Tpt1 = ... = Tp = 1, m3pasu Tlal(x1,...,2,) u T[b]|(x1,...,z,) DOCTAjy TOAUHOMU TIO Z,
HAjCTAPUjUX UIAHOBA CTENEHA a1 + ...+ ax 1 by + ...+ by, pemom, ma ma OU BasKUIO
Tla] > T[b] kam x — 00, MOpa OUTH a1 + ...+ ak = b1 + ... + by.

Ca mpyre crpame, ako a > b u a u b HUCY WUAEHTUYHU, HA OCHOBY Jjeme 6 (u
KOMEHTapa HAKOH JeMme), b ce MOoxke HOOUTU U3 a IPUMEHOM KOHAYHO MHOro L Tpa-

HCcpopMmanmja, ma je moBosHO mokaszatu ma je Tla] > T[] y cayuajy b = La. Y

TOM CJIy4dajy BEKTOPU a W b ce pa3iuKyjy Ha TauyHO [Be KOODAWHATE, Ia KaKO je
_ a a Qn _ a a Qn

Tla1, ... an](x1,...,2n) = 062;9 xgtl) . xU%Q) S Bl = 062;9 xatm .ngl) S Ty

aHaJoruo ce mspaskasa T'[b], 1 KakO Ccy youeHe (QyHKOUje CUMETPUUHE, 6€3 yMAHEHa
ONIITOCTY MOKEMO IIPETIOCTABUTU [a C€ PA3iUKyjy Ha MpBe ABE KOOPDAWHATE U Oa je
a; > az. Hera je p = a1+“2 uy = 452 Ilo omucy L Tpancpopmanuje (BuaeTu mokas
seMe 6 U KOMEHTap HaKOH Be), mocaenmhe 3Haun 1a je by = p+0 u b = p — 0, kao u
na je § <y, ma Kako je a1 =p—+ 7y U ag = p — 7y, Caequ

2(T(a] = T[b]) = Z(xitn To(2) H%m) > ( Tal2) Toll) H””au))

oeS, ocES, =3

- Z (xbl 0(2 HIJ(Z ) Z (xbl 0(1 H 1))
oES, 3 gES, 1=3

= Y (@b +ab et — alilels) - el me)
oES,

= 2 (@ - - @6 - 3(5)'(%<1>%<2>)MH93%>> >0
oES, =3

IIOITO Cy CBU cabupnu HeHeraTusHY (Kako je Y+ > 0 u y—4& > 0, dpyusmuje 2770 u 279
cy pacryhe). IlpurtoMm, ma 6u BaskuIa jeqHAKOCT, CBAKU cabupak Mopa OUTH jenHak
0, Tj. MOpa OUTH Ty(1) = Ty(2) 38 CBAKO 0 € Sy, OMHOCHO MOpa O6uTH T1 = ... = Tp. O

[IpBu meo moka3a IpeTXOmHE TeopeMe T'OBOPHU Ha je YCJIOB Majopalluje NPUPOLaH
VKOJIMKO Cy youeHe cpeauHe ymnopenuse. HejemmakocTt moOujeHa MpeTXOmHOM Teope-
MoM ce HasuBa MjypxenosoMm Hejennakomhy (3a map a,b).
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ITomro ce y okBUpPY I'paluBa OCHOBHE M CpeIH.€ IMKoJe yriaBHoM Bubajy Bapuja-
ure MjypxemoBe HejemqHAKOCTU 3a N = 2 U N = 3, IPUKAKUMO CKUIlE MOKA3a y OBUM
curyanujama y oOJuMKy y KojeM ce obudnHo Buba 10 mKOJICKO] aureparypu (IOMTO
ce yYeHMIIIMa Hajdeme He M03BOJhaBa Ma Ce MO3WBajy Ha TBphewme Mjypxemose Teo-
peme). 3apan nakmer npaliema, npoMeHmuBe HemMo y OBUM cuTyauujaMa obeseska-
BATU C& I,Y, OAHOCHO X, Y, 2.

Y caydajy n = 2, yKOJUKO Cy y THUTamy BeKTOpu (a1,as) u (b1,b2), a1 = ag, Taxsm
na (ay,a2) = (b1,be), ce, Hakou ckpahusama ca £%2y*?, Mjypxenosa Heje IHAKOCT CBOAN
Ha MjypxemoBy HejemnHakoct 3a Bexrope (a1 — az,0) u (b — as,bs — a2), Tj. JOBOLHO
je nmoraszartu HejemmarocT 3a map (s,0) u (a,s — «) (oBue je s > 0 u a € (0,s); onna
(s,0) = (o, s — ). Y mocuenme HABENEHOM CJydajy HejeDHAKOCT ryacu z° + y° >
Y5~ + 2%~ *y* u eKBUBAJIEHTHA j€ ca (x“ —y“) (Is_a —ys_o‘) > 0, ma je TayHa, MOIMITO
jea>0us—a>0.

Y cayuajy n = 3, aHAJIOrHO, CKpallmBameM U CMEHOM IIPOMEHJbUBE ce qobuja ma je
tBpbheme noBOWHO moKaszaru 3a Bexrope obauka (1,a,0) u (b, ¢, d), Taro na je a € [0, 1],
12b>2¢>2d>0wu(1,a,0) > (b,¢,d). Hpumernmo na ce y cayuajy {1,a,0} N{b,c,d} #
() TBpbeme cBomu Ha mokazaHo TBpheme 3a m = 2 (3ampaBo, Ha TpuU oAroBapajyha
tepbema). Ha mpumep, aro je b = 1, ouna je ¢ +d = a (u Basxu ¢,d € [0,qa]), ma ce
tBpbheme Mjypxemose HejeHAKOCTU CBOIOU HA

oy = =) (0~ =) 4y ) (4~ 1) + 20 ) (2 ) 3 0

Cauyano, ako je d = 0, onga je b+ ¢ =1+ a (u Basku b,c € [a,1]), na ce tBpheme
MjypxenoBe HejeqHAKOCTU CBOIV HA

l,aya (l,bfa o ybfa) (l,cfa o ycfa) + yaza <yb7a o bea) (ycfa o Zcfa)

T (Zb—a _ Ib—a) (Zc—a _ Ic—a) >0,

a aHaJarfo ce nqobmMja 3akbydak My APYTUM MOTyNuM cuUTyanujama.

Yronuxko je {1,a,0} N{b,c,d} =0 u (1,a,0) = (b,c,d), yrkomuro je 1 —b < d (omaoCcHO
b+d>1), onma (1,a,0) = (1,¢,b+d—1) > (b,¢,d), a yrouuro je 1 —b < d (ogHOCHO
b+d < 1), ouna (1,a,0) = (b+d,c,0) > (b,¢,d), na ce y oBOM ciy4ajy HEjeIHAKOCT
CBOIM HA OBE HEjeOHAKOCTU KO KOjux je Dap jemHa KOOpAWMHATA BEKTOPa jeTHAKA,
OJHOCHO HA MPETXOMTHO MOKA3aH CIyYaj.

[To mkoJICKMM KB-UraMa, IIOTOTOBO 3a OCHOBHY u Miuabe paspene cpenme mKoJe, ce
IPEeTXOAHO Hajuemnlie CIpOBOAY 38 KOHKPETHE BEKTOPE, TAKO [a UMa Malhe PasMaTpama
ciayJajeBa. AJM MCTO TaKO, 4eCcTO ce Buha U Ja ce JAOKa3 CBele Ha ,,yMeTame IOMONHOr
u3paza”’, Tj. u3pasa 3a KOjU Ce UCIOCTABU na ce Haja3u uaMeby nBa m3pasa Koju ce
nopene, HO 6e3 MKAKBOT O0jallmhema KaKo Ce MONIIO 10 MOMONHOr m3pasa.

Y HacTaBKy OBOT' HeJsia NeMO MIyCcTpoBaTu IpuMeHy MjypxemoBe TeopeMe U aHa-
au3upaTu meHe MoryhuHocTu.

IIpumep 23. Kako (n,0,...,0) = (1,...,1), na ocaoBy Mjypxenose HejerHakocTu cienu
—— ——
n—1 n
(n—1)- (x’f + ...+ xZ) = T[n,0,...,0] > T[1,...,1] = n! -z - ...  x,, OmHOCHO
% > 21 ... x, (kIacuuHa HEjemHAKOCT M3MeDy apuUTMETUUKEe U MeOMETPUjCKe

cpegune ). He'e,Z[HaKOCT ns3me reoMeTpUjCKe U XapPMOHU]CKE C equruHe, Inma CaMM THUM
)
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u HejemHAKOCT m3Mely apuTMeTrUkKe M XapMOHHU]CKEe CPEIUHE je HEMOCPeIHA TOCIIe -
Ila HejeIHAKOCTH u3Mely apuTMeTuuke U I€OMeTPHjCKe CpeAuHe, aju 3apaj IOTILY-

HOCTU WIJIYCTPYJMO ma Ceé W OBE HejeTHAKOCTU Mo0ujajy MPaBOJIMHU]CKOM yIOTpeboM

1 1
n n uIJ,L

Mjypxenose Teopeme. 3amcra, HaKOH cpebuBama, IpBa ce CBOIUA HA le >n,
k=1
OJHOCHO ﬁ~T[%,...,%,%fl} >n-L-T)0,...,0], a apyra na Z(g—]lﬁlﬂn) >
i#]
n(n—1)x1-... T,, OQHOCHO ﬁ-T[Q,l,...,l,O] > n(n—l)-%-T[l,...,l], ma cy TaudHe,
momro (+,...,+ 1 —1)>(0,...,0) m (2,1,...,1,0) = (1,...,1).

Taxkobe, cBu mpuMepu KOju Cy HABEACHU Y YBOIHOM OEJIy C€ HOOUjajy HEImOCPEmHO
u3 Mjypxemose mejemmaxoctu. Ha mpumep, na 3a a,b,c > 0 Bamum a* + b* + ¢t >
a?b? + b2+ c2a? > ab®c+ abc? + a®be cnemm w3 (4,0,0) = (2,2,0) = (2,1,1) (vak Bumamo
Ioa MOKEMO W3BPUIMTUA U HU3 NPpOoPUmena; Ha mpuMmep, m3Mehy mpBa aBa m3pasa Koju
ce jaBibajy y MPETXOJHOM HU3Y HEJeNHAKOCTU Ce MOKE YMETHYTU U3Pa3 % -T[3,1,0]).
OBakBe HejeIHAKOCTU ce Hajuemhe jaBmpbajy y TPaAUBY OCMOT pa3pena U IPUTOM CE KO
YUeHUKa TeCTUpa CIOCOOHOCT na m3Bpiue asarebapcke TpanHchopmanuje momohy kojux
mosiase o OOJMKA M3 KOI MOTY [a 3ak/byde Oa oaroBapajyha HejeqHAKOCT BaykU. 3a-
XTEBHUjU IPUMEPU OBOT O0OJIMKA Ce OOMYHO jaB/bajy HA BUIIMM HUBOMMA TAKMUUECHA Y
OCHOBHO] IKOJIX, ITa je cTora TBpheme MjypxemoBe TeopemMe HAIIO CBOj€ CTAHIAPIHO
MeCTO y OKBUPY HOJATHE HACTABE 3a yJYeHUKe OBOT roaumrTa. Vako ce ydeHUImMA
4ecTo He J03BOJbABA A Ce Y pellenhy M030BYy Ha caMo TBpheme MjypxemoBe Teopeme,
OHO UM MOKe OWUTHU jaKO KOPUCHO, MOIITO MOYKE YOPOCTUTU NOKA3UBAKE HEjeTHAKOCTU
TuMe WTO ce ,pa3buje”’ Ha HU3 jeAHOCTABUjuX (& Majopauuja UM ce ODUUHO mpe-
ICcTaB/ba Kao MTO je To ypabeHno Ha HapenmHoj caumu, ,mpebanuBameM KBaapaTuha y
nmecuo”; cauka uinycrpyje na (4,0,0) = (3,1,0) > (2,1,1), oqHOCHO Heke 04 Majopauuja
NOMEHYTHX Ha IIOYETKY OBOT MACyca).

Ciuxka 3.

WaycTtpyjMo HEKOIUKO pUMepa HEeje THAKOCTU KOje Ce jaBibajy MO IMKOJICKO] JIUTEe-
paTypu, a Koje cy Hemocpemse mocaeaune Mjypxemose HejeIHAKOCTH.
Ipumep 24. Hoxazaxumo 1a 3a a,b, ¢ > 0 Bamu a® 4+ b3 4¢3 > a>V be+ b/ ca+ 2V ab.
Hapenena HejemmakocT je 3ampaBo % -T[3,0,0] > % -T[Q,%,%], na kako (3,0,0) >
(2,4,%), cnemu menocpenno us Mjypxenose HejeIHAKOCTH.
IMpumep 25. Jlokaskumo na 3a a,b > 0 saxu 8(a*+b%) > (a+b)*. Habenena nejeamakoct
j€é eKBUBAJIEHTHA Ca 8(a4+b4) > a*+4a3b+6a%b%+4ab®+b*, onnocHo ca 7(a4+b4) > 4a®b+
6a2b% + 4ab®, Tj. ca TT[4,0] > 4T[3,1] + 3T[2,2], ma raxo (4,0) = (3,1) u (4,0) = (2,2),
caenu HermocpenHo u3 MjypxemoBe HejeTHAKOCTH.
ITpumep 26. Oppenumo Hajmame k, Tako ma 3a cee x,y > 0 Bakn

25 + 52y + 10x*y? + kady® + 102%y* + 52y° + ¢ > 0.
HaBenena HejemmakocT je TpUBUjAJTHO MCOyH-eHaA ako je k > 0, ma je MOBOJLHO

ucnuratyu ga jgu nocroju k < 0 3a Koje je mcnymeHa. Y KOJUKO je T = Y, HejeIHAKOCT
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nocraje (k +32)2% > 0, ma Mmopa 6utu k > —32, ma yKOIUKO MOKa:KeMO Ma je HaBedeHa
HejeIHAKOCT UCIOymeHa 3a k = —32, mokaszahemo ma je TpaskeHa BpemHocT Oam k =
—32. Y tom cayuajy, mejemnaroct raacu T'[6,0] + 5T[5,1] + 107T'[4,2] > 167T[3, 3], na
kako (6,0) = (3,3), (5,1) > (3,3) u (4,2) > (3,3), tBpheme caenu u3z Mjypxenose

HEejeTHAKOCTHU.

Ilpumep 27. Horaxkumo ma 3a a,b,c > 0 Baku % + g + Z—Z > a+ b+ c. Hase-
IeHa HEejeMHAKOCT je XOMOreHa, ekBuBaJieHTHa je ca T[3,—1,—1] > T[1,0,0], na xaxo
(3,—1,—1) > (1,0,0), cienu Ha ocHOBY MjypxenoBe HejeTHAKOCTHU.

8
IIpumep 28. Ilokaskumo na 3a a,b,c > 0 Baku l + 1L ; + i < e JgZ;g‘ . Muoxemem He-

jemnarocTu ca a’b’c®, mobrjaMo eKBUBAIEHTHY HQ]G,ZLH&KOCT a%b?’c2 +a3b?e3 + a?b3c? <
a® +b% + c®, onHoCHO T[3, 3,2] < TI8,0,0], ma rako (8,0,0) = (3,3,2), cnenu u3z Mjypxe-
NOBE HejeqHAKOCTU.

IIpumep 29. Ogpenumo  inf (e4y)(te)(z+a)

o Yz Axo je r = Y = Z, BPEOHOCT M3pa3a
x,Y,z2>

noA MHGUMYMOM je 8, ma aKo MOKAKEeMO na je %;)(M > 8, morazaliemo u na

je HaBemenu uHbGuMyM jemHar 8. JloOujeHa HejemHAKOCT je €KBUBAJICHTHA ca 8TYz <
(x+y)(y+2)(z + ) = 2%y + 2y® + vz + y22 + 222 + z2% + 22y2z, omwocHo ca T[1,1,1] =
6ryr < 2%y + 2y? + y%2 + y2? + 220 + 222 = T[2,1,0], ma raxo (2,1,0) = (1,1,1), rauna
je Ha ocHOBY MjypxemoBe HejeTHAKOCTU.

IMpumep 30. 3a z,y,z > 0 DOKAKUMO Oa BasKu (a: +y+2)- (1+y + y+z + Zix) > %
3aucra, youeHa HejeHAKOCT je ekBuBasenTHa ca 3-(z4y)(y+2)(z+1z) < (z+y+2)((z+

Yy +2)+(y+2)(z+2) + (2 +a)(z+y) = <w+y+z)(:c +y? + 2% +3(ay +yz + 22)),
omrocro § - T[2,1,0] + 3 - T[1,1,1] < $-T[3,0,0] + 4 - T[2,1,0] + 2 - T[1,1,1], 7j. ca
T[2,1,0] < T[3,0,0], ma je Tauna, momro (3,0,0) > (2,1,0).
HapaBuo, HEe MOXke ce OUEKMBATHU Ia C€ CBaKa CUMETPUYHA HEjeTHAKOCT CBeIe Ha
HemocpenHy nociaenuily MjypxemnoBe Heje IHAKOCTH, a YaK U Kan je To Moryhe, dyecTo
HUj€e UCILIATUBO 300T KOJMUMHE pauyHa KOju Moke outu morpeban. Ila 6u ce momio mo

3aKJbYUKa, yecTo ce MjypxemoBa HejemHAKOCT KOMOUHYje ca APYTUM HEjeTHAKOCTUMA.

NI@

ITpumep 31. lokazxkumo na 3a Tq,...,T, > 0 Baxu
T1+...+Tp
(— ”,1/ > Lafteooarn.
Ha ocHoBy MjypxemoBe HejeTHAKOCTU BaKU T[n Toreens ﬁ ,0) < T[1,0,...,0],
| S —— S~——
n—1 n—1

T1t...t+xs

n

onaxie je ; Z noyf Hetn , Ta je NOBOJLHO NOKAa3aTU Oa je KUCIYHEHO

. xT1+.. +:c . .
(Zihetre )™ "< xfl -x%n. JlorapuTMoBameM u cpebuBamem ce mobuja exkBu-

: a;1+...+;cn z1lnz1+.. 4z lnx, a;1+...+;cn . a;1+...+;cn
BaJIEHTHA HejeTHaKOCT ln( ) < oo ——— , Tj. ln( ) <
gilnz,+. HE" nzn goja ce HeHOCpe,HHO nobuja mn3 Jercenose Heje,Z[Ha,KOCTPI HpI/IMe}beHe
_ 1
HA KOHBeKCHy ¢ynrmmjy xwlnz, mpu A\; = ... = A, = ;. JemHaKOCT ce HOCTW:E CamMo
aKO U CaMO aKoO je T1 =...= Zy.

Omo mrro ce vemhe jaBia je na ce 3aXTeBa MPOLEHA U3Pa3a HA HEKOM HOACKYILY Hhe-
roBor moMeHa (yCJIOBHU €KCTPEMYM; OBAKBU 3aXTEBU C€ OOUYHO Najy YUCHUIIUMA Y TOKY
CPEImOIIKOICKOT 00pa3oBama). Y TaKBUM 3aXTEBUMAa C€ MCIOCTaBba na Mjypxemnosa
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HejeTHAKOCT MOKe OMTM KOPUCHA YaK U IPUJIMKOM NPOIEHE u3pa3a KOju HUCY KUCTOT
CTEIleHa XOMOI'€HOCTM, a y TOM CJIyYajy YCJOB OOMYHO CIy:XKU Ha Ce IOMONy mera
HejeIHAKOCT TPAHCHOPMUILE ¥ OOJIUK y KOjeM Cy CTPaHE MCTOI CTEIEeHA XOMOTEHOCTH.
Y macrtaBKy NeMO TakBe CUTyaluje OPUKA3ATA KPO3 HEKOJIMKO IPUMEPA.

ITpumep 32. Hokaxkumo na 3a a,b,c > 0, takBe nga je a +b+c =1, Baxn
ab+ bec+ ca > 4((12b2 + b2 + 02a2) + 5abe.

N3pa3 ab+bc+ca je xomoren, cremena 2, uzpas a’b?+b%c%+c%a? je XOMOreH, cTemena
4, a m3pas abc je xomoreH, crenena 3, ma Ha npsu norien MjypxemoBa HejeIHAKOCT He
Moxke nmomohu y oBoM cayuajy. MebDyrtum, npumernmo na je 3aXTeB na ce HaBeneHA
Heje JHAKOCT UCIUTA CaMO 3a MPOMEHJbUBE 3a Koje je a + b+ ¢ = 1, ma je umeja na
HaBEeIEHU YCJIOB UCKOPUCTUMO Ia HEje THAKOCT TPAHC(POPMUNIEMO y €KBUBAJIEHTHY, KOI
kKoje he cBu cabupnu OUTM MCTOr CTEMEeHa XOMOTeHOCTH. HaBemeHa HejeIHAKOCT je,
mox yciosoMm a +b+c=1, a,b,c > 0, ekBuUBaJeHTHA Ca

(a+b+c)*(ab + be+ ca) = 4(a®b? + b?c? + c2a?) + babe(a + b+ ¢)

(mprMeTnMO ma ¢MO M3pa3 KOju je OMO CTemeHa XOMOTeHOCTHU 2 MOMHOkuam ca (a+ b+
¢)?, a m3pas Koju je 61O cTemeHa XOMOTEHOCTH 3 ca a-+b+c; Kako je a+b+c xomoren, cre-
IIeHa XOMOTe€HOCTH 1, Ha oBaj HauuH heMo HOoOWTH #a Cy CBU CabUPIU KOjU YUECTBY]Y
y HejeHAKOCTU CTEIeHA XOMOTeHOCTHU 4), 0IHOCHO, HAKOH cpehuBama, HaBeIeHA HEje-
nHakocT je exsusasentna ca 1'[3,1,01+71[2,2,0]+ 3 -T[2,1,1] > 272,2,0]+ 3 - T[2,1,1],
Tj. ca T[3,1,0] > T[2,2,0], xoja je Tauna, momro (3,1,0) > (2,2,0). Jemmaroct ce

JOCTURE aKO M caMO aKO je a=b=c= % .

ITpumep 33. Hokaxkumo ma 3a a,b,c > 0, 3a roje je % + % + % =1, Baxkn
(a—1)(b—-1)(c—1) =8.

Y cJoB KOjuUM Cy Be3aHe HPOMEHJbUBE je eKBuUBaJsieHTaH ca ab + be + ca = abe, a
HaBeneHa HejemuarocT ca abc — (ab +bec+ ca) + (a+b+¢) —1 > 8, omHOCHO, aKo
UCKOPUCTUMO yCJOB, ca a + b+ c > 9. Kako je meBa crpana mocienme HejeTHAKOCTU
CcTemeHa XOMOTeHOcTu 1, mecHa cremeHa xoMmoreHoctu 0, a ¢QyHKIUja #ﬁica (roja
yJYeCTByje y YCIOBY) CTEIeHA XOMOILEHOCTU 1, TpanchOopMUmUMO NOOUjeHy HejemHa-
KOCT y obiuk a+b+c > 9- % , omaocHO (a + b+ ¢)(ab + be + ca) > 9abe, Tj.
T[2,1,0]+3-T[1,1,1] > 3.T[1,1,1], ommocro T'[2,1,0] > T[1,1,1]. Iobujena HejeaHakocT
je Tauna Ha ocHOBY Mjypxenose mejemmaroctu, momro (2,1,0) = (1,1,1). Jemmaroct
ce MOCTILKE aKO M CaMoO ako je a =b=c=3.

ITpumep 34. Ilokasxkumo na 3a a,b,c > 0, TakBe na je abc = 1, Baxku
ad b? c?
+ + Z—.

b+1)(c+1) (c+1)(a+1) (a+1)(b+1) 4

w

Muosxemenm ca 4(a+1)(b+1)(c+1) nobuja ce expupasentra nejeamaroct 4(a* +b* +
) +4(a®+b3+c3) > 3abe+3(ab+be+ca)+3(a+b+c)+3, 0MHOCHO, aKO YCIOB UCKOPUCTUAMO
3a KODEKIUjy CTeleHa XOMOTEeHOCTH cabupaka (Ia CBU MOCTaHy CTENEHA XOMOTEHOCTH
4), nobuja ce cksuBamentHa HejemHarocT 4(a + bt + ) 4+ 4(abe)s - (a® + b + A) >
3(abc)3 - abe + 3(abe)? - (ab + be + ca) + 3abe(a + b+ ¢) + 3(abe)s, ommocHO

2T[4,0,00+ 2T [ . 5.5 > T[3.5.5] +5 - T[5.5.3] +5 -T2 1.1],
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Koja je TauHa Ha OCHOBYy Mjypxemose mejemnaroctu, momto u (4,0,0) u (?,5,5
Majopupajy CBaKd OI (% , % , %), (g , g , %), (2,1,1), a Ha cTpaHaMa HejeIHAKOCTHU Ce
HaJIa3u jemTHak Opoj a-cpeanHa (36up KoehUIUjeHaTa KOjuMa ce MHOKE CpeauHe Ha 0be

crpane HejeqHakocTy je 4). JeqHAKOCT ce NOCTW:KE aKo U caMoO ako je a =b=c=1.

1011)

ITpumep 35. Hoxkaxkumo na 3a a,b,c > 0, TakBe na je abc = 1, Baxku

1 + 1 " 1 S 3
a3(b+c) b¥c+a) ca+b)~ 2°

Kako je a,b,c > 0, a crpane HejeqHaxkocTu cremnena xomoreHoctu —4 u 0, YKOJIUKO
Opojuone pa3aoMaKa Ha JeBOj CTPAHU Heje THAKOCTY NPUKAKEMO Y OOJIUKY (abc)% (o
MOKEMO, Ha OCHOBY YCJIOBa KOJUM Cy Be3aHe IPOMEHJ/LUBE), NoOujaMo HejeTHAKOCT
K0jOj cy crpase ucrtor cremena xomorenoctu (cremena 0). MuoskemeMm HejenHAKOCTH
ca (b+c)(c+a)(a+b) u cpebusamem, 1o6UjaMo €KBUBAJIEHTHY HEjeIHAKOCT

FTRAO T ST -3+ 3T 5T+ 3T 44

KOja je mocyenuiia mpaBuio ynapene Tpu MjypxenoBe Heje THAKOCTH, MOMITO (7 7 —é)

3'37°3
= (2,1,0), (£,3.,-2) = (2,1,0) u (3,5,%) = (1,1,1) (3ampaBo, y 3akbydky je camo
6urao ma ce T[1,1,1] mpouenn ca T[% , % , ﬂ, nomro (2,1,0) > (% , % , %)) Jemmaxoct

ce MOCTILKE aKO M caMo ako je a=b=c=1.

W3 mperxomgamx npuMepa BUAUMO Ia Ce KOJUYMHA padyHa Koja je moTpebHa ma ce
HEjeIHAKOCTU OBOI TWIIA CBEAY HA OCHOBHE APACTUYHO HOBehaBa yCIOKIABAMHEM He-
jemmakoctu. Crora ce MjypxenoBa HejeqHAKOCT YeCTO KOMOMHYje ca APYTUM HejemaHa-
KOCTVMA, KOje, IPABUIHO IPUMEHEHEe, MOI'Y APACTUYHO CMAaBUTU KOJIWYWHY DadyHA
KOja je HeomxomHa. Y HapeTHOM mpuMepy je momorisa HejennakocT Romum—IIIBapin—

Bymaxrosckor (3an € Nuay,...,an,b1,...,by € R Basm (af+...4+a2) (bI+...402) >
(a1b1 + ...+ apbn)?, y3 moCTH3AMmE jeAHAKOCTH AKO M CAMO aKO Cy BEKTOPH (a1, ..., dn)
u (b1,...,b,) 3aBUCHU), KOjA C€ YECTO KOPUCTHU y CTAPUJUM pPa3peIuMa CPENmhe MIKOJIe

(mapaBHO, U KacHuje).
IIpumep 36. Axo je k € N, norasxkumo na 3a a,b,c > 0, takse na je a+b+c =1, Baxkn
ak+2 pl+2 k2 1

ak+1+bk+ck+bk+1+ck+ak+ck+1+ak+bk2?'

Osnauumo ca L m3pa3 Ha JeBOj CTpAHU HaBeJeHe Heje THAKOCTU. Kako je, Ha OCHOBY
mejemunakoctu Komu—IlIBapn—Bymakosckor,

(a1 6 ) = () et @b (@ 4 b o)

\/ b2 \/bk b+l 4 ok 1 gk \/ cht? \/ R 1 gk bR )
+ PFFL T aF (OFHL + P+ a¥) + ) gertargr - F(FH +ab + ))

< L- (ak (aFT 4+ b5 + F) 0 (0F ! + F o aF) 4 R (P aF + bk))
- . ((a2k+1+b2k+1 Jrc21c+1) +2(akbk+bkck+ckak))’ e
L. (ak+1+bk+1+ck+1)2 B

(a2k+1 4 b2k+1 4 02k+1) + 2(akb’“ + bkck 4+ c’“ak) K,

22



ma je MOBOJLHO moka3aTtu na je K > % Kopucrehu ycios, moxeMo TpaHChOpMUCATU
OCJIe[iby HEjeAHAKOCT TAKO Oa OymIe XOMOTeHa, KOHKPETHO, eKBUBAJICHTHA je ca

(ak-i-l 4okt 4 ck+1)2 1
(a2k+1 +b2k+1+02k+1)(a+b+c)+2(akbk+bkck+ckak)(a+b+c)2 = 7;

—_

oaHOCHO, HakoH cpebusama, ca £ -T[2k+2,0,04+ 7T k+1,k+1,0] > £ -T[2k+2,0,0] +
T2k +1,1,0]+ 2Tk + 2,k,0] + Tk, k,2] + 2Tk + 1,k + 1,0] + 4T'[k + 1, k, 1], omsoCHO

3T[2k+2,0,0]+5T[k+1,k+1,00 > T[2k+1,1,0]+ 2T [k+2,k, 0]+ Tk, k, 2| + 4T [k + 1, k, 1].

IMocnenma Hejemuaroct caemu u3 Mjypxemose mejemnakoctu, nomrto (2k + 2,0,0) >
(2k+1,1,0), (2k+2,0,0) > (k+2,k,0), (k+1,k+1,0) = (k+1,k,1) u (k+1,k+1,0) =
(k,k,2) m onrosapajyhu cy roedpunmjentu y3 oarosapajyhe a-cpemume. Ananuzom
CBUX KOPUITNEHWX HEjeTHAKOCTU, CJIEAW A Ce jeTHAKOCT MOCTILKE aKO W CaMO aKo je
a=b=c= % .

HTypoBa HejemuakocT “ H-€HE IPUMEHE

MjypxenoBa TeopeMa naje ycJOBe IO KOjUMa Ce MOTY IMOPEIUTU IOBE G-CPEeIUHE.
Y KOJIMKO Cy U3pa3u Koje IOpeanMo JIUHeapHe KoMOunalmje a-cpeauna (npeGanusamemM
Ha omropapajyny cTpaHy HejeTHAKOCTU CE€ MOKe MPETIOCTABUTHY 1a Cy TO KOMOUHAaNMI]je
KO/ KOJUX CY KOe(pUIMjeHTH HEHEraTUBHU ), KAaO IOCIequie n00ujaMo HOBE HEejeIqHAKO-
ctu. OBakaB IMOCTYHAK je JA0 peIlelme y IPEeTXOMHA TPU IprMepa, 3aTO IITO Cy Ce
nobujeHe HejeTHAKOCTU MOTJIEe PACTABUTU HAa HEKOJUKO HEjeTHAKOCTYU KOje Ce CBOIE Ha
MjypxenoBy Hejemnaxoct. Mebyrum, Huje jacHO nma nm je moryhe mopenutu uspase
VKOJIMKO Ce HejeTHAKOCT KO]y MOKA3yjeMO He MOMKe Pa3JIOKUTU Ha ONUCAHU HAUUH Ha
BUIIIE HEjeTHAKOCTH.

Ha mpumep, yromuko Om skenenu ma ymopemmmo u3spase 13,0,0] + T[1,1,1] u
2T[2,1,0] ma onmcanu HAYWH, K0Jaa3uMO 10 npobiema. O6a m3pasa cy rkoMOuHAIM]A
nBe a-cpemuue, Baxku (3,0,0) > (2,1,0) = (1,1,1), ma je T7[3,0,0] > T[2,1,0] > T[1,1,1].
MebyrTum, uspas T[3,0,0] ve mopa 6urtu sBehu ox 272,1,0], ma y oBoMm ciyuajy HuUje
jacHo Kako mohwu 1o 3akmyuka (HOrOTOBO A4KO Ce OCIamaMo caMo Ha MjypxemoBy Teo-
pemy). Ha oo murame hemo oarosoputu y HapegHoM npumepy, a nopebeme oBaxBux
n3pasa, KOju Cce He MOTY Pa3JIOKATU Ha KOHAYHO MHOTO MjypxemoBuX HejemHAKOCTH,
jé MOTMBMCAJIO pa3BOj HOBUX HejemHarocTu, MeDhy Kojuma je m HejeTHAKOCT MOKA3aHa
Y HApegHOj TEOPEMMU.

Teopema 6 (IITyposa mejemmaxoct). Heka je a € R u b > 0. Onzna Baxn
Tla+2b,0,0)+ T[a,b,b] > 2-T[a+b,b,0].

Loxasz. Osmaunmo, 3apan jgakuer npahema, IPOMEHBUBE T1, T2, T3, CA T,Y, 2, PEAOM.
Oxnna je
1. (Tla+2b,0,0] + T[a,b,b] — 2 Tla + b,b,0]) = (z*720 4 y2+2 4 o+2b)
+ (xaybzb + 2yt + Ibybza)
(l,a-‘rbyb +xa+bzb era-i-bl,b era-‘rbzb + Za+b:Eb JrZa-i—byb)
_ xa(xb _ yb) (Ib _ Zb) +ya(yb -~ xb)(yb -~ Zb) +Za(zb _ xb)(zb _ yb).
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JlOKa:KMMO HEjeMHAKOCT y caydajy & > y > z (30or cumerpuje, omatne he ciaenuru
IOKA3 U y MPEOCTAIUX MET CIyJdajeBa).

1° Ako je a > 0, ouga je x (x -y )(ac —z )—i—ya(yb—acb)(yb—zb) > ya(xb—yb) (yb—
) + y° ( — )(y — zb) = 0, ma kako je z“(zb — acb) (zb — yb) > 0, cnemqu na je
yOdUeH! U3pa3 HEeHEeraTHBaH.

2° Ako je a < 0, onma je y® (yb — :L'b) (yb — zb) + z“(zb — :cb) (zb —y ) y“(yb — b) (yb —
zb) + y“ (yb - :cb) (zb — yb) = 0, ma xako je x“ (:cb - yb) (:cb - zb) > 0, cnenqu nma je
yOdUeH! U3Pa3 HEeHEeraTHBAaH.

JemHakocT ce MOCTU:KE aKO M CaMO aKo je T =y = Z. Ol

IIpumep 37. Horaxumo na 3a ,y,z > 0 Bawn (z+y— 2)(y+z—2)(z + 2 —y) < zyz.
HaBenmena mejeIHAKOCT je ekBuBajeHTHA ca 2y + xy> + y2z + y22 + 222 + 222 < 28 +
y3 + 23 + 3xyz, ommocno ca T[3,0,0]+ T[1,1,1] > 2T[2,1,0], mTo ce mobuja u3 Illypose
Hejegrnaxkoctu n3bopom a = b = 1. [IputoM ce jemHAKOCT OOCTMKE aKO M CaAMO aKO je
T=y=z.

[IpumeTnMo ma ¢cMO y IPETXOAHOM IPUMEDPY OACOBOPUIN U HA NMUTAKE HOCTABJHEHO
Ha IIOYETKY OBOT neja, Ha KOje HUCMO MOTIJIM Ja OJrOBOPUMO OCiamajyhu ce camo Ha
MjypxenoBy Hejemmaroct. 1llypoBa HejemIHAKOCT je (pOpMyIHCAHA 3a BekTOpe y R3,
Oynyhu na naje mponeny usmeby oarosapajyhux a-cpenuHa reHeprcaHnX BEKTOPUMA
KOZ KOjUX Ce, IO ONMCAHOM IIPABUIY, MEHAjy CaMO TPU KOODIAWHATE BEKTOPA, HO,
HapaBHO, OHA je NMPUMEHJ/LMBA W Ha CpeauHe reHepucaHe BekTopmma m3 R™, n > 4
(mpeoctamux n — 3 KOOpAMHATA OCTajy HEmpoMemeHe). Illpobiaemu y kojuma je 3a
nobujame KOHAUHOT 3akbydka mopen MjypxemoBe HejeTHAKOCTU MOTPEOHO Ha MpaBU
HauuH ynorpebutu u Hejenuaroct lllypa (nau Heke qpyre HEje THAKOCTH) C€ ¥ OKBUDY
cpenme mKOoJe OOMUYHO HaJla3e Ha HAJBUIIMM HUBOWMMA TAKMUUEHa, a MOxke ce pehw
u na [IlypoBa HejemgHAKOCT maje mpaBy cHAry mpumenama Mjypxemose HejemHAKOCTH.
Ha kpajy oBor mema mpukazaheMo HEKOJIMKO TAKBUX IPUMEPA.

ITpumep 38. Hokaxxumo na 3a a,b,c > 0, takBe ga je a +b+c > 1, Baxn

ava bV/b c\/_ \/_
+ +
b+c cH+a a+b 2

Ha ocuoBy nejemnakoctu Komu—IlIBapi—bymakoBckor, ciaenu

(a+b+c)? (\/b+c \/\/_ b+c¢) +\/C+a \/\/_ (c+a) +\/a+b \/\/E(a—kb))z

< (‘Z‘J{:—i— Z}{;-ﬁ-%) ~(Valb+e)+Vb(cta)+vela+b)),

na, y3 xkopurmnheme yciaoBa a + b+ c > 1, caenn

aﬁ+b\/7)+cﬁ S (a+b+c)?
btc cta a+b T Ja(b+e)+Vb(cta)+/clat+b)
(a+b+c)2
Vab+e)+vVb(c+a)+/cla+b)
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(mocnenma mponena je ypabhena ma 6u ce nobuo uspas cremnena xomoreroctu 0), ma je
JOBOJHHO INOKAa3aTU Ia BaKU

(a+b+c)? _ V3
Vab+ce)+Vb(c+a)+vela+b) ~ 2

Mocnenma nejenrakoct je exsusarentaa ca 4(a+b+c¢)® > 3(Va(b+c)+vVb(c+
a)++/cla+ b))Q, onHOCHO, HakOH cpebusama, ca 27[3,0,0] + 127[2,1,0] +47T'[1,1,1] >
3T[2,1,0]+ 3T [2,5,4] +3T[3,3,0] +6T[3,1,3] +3T[1,1,1], 7j. ca

27[3,0,0] + 97'[2,1,0] + T'[1,1,1] > 3T'[2, 5, 4] +3T[3,3,0] + 6T [3,1,1].

Y mobujeHoj HejemHAKOCTH ce jaBjba IO 12 a-cpenuHa ca obe crpane. Ilputom cy
T[3,0,0] m T[2,1,0] Behm on Gusmo kor cabupka Koju ce jaBibajy Ha HECHOj CTpaHU
(BerxTopm (3,0,0) u (2,1,0) majopupajy OIpoU3BOLAH O (2, % , %), (% , % ,O), (% .1, %)),
amu T'[1,1,1] To Huje (3ampaBo, OH je MamU O NPOU3BOJLHE (-CPEAUHE KOja Cce jaBiba
HA JECHO] CTPAaHM), Ma Ce TPAKeHA IMPOIEHA HE MOME TOOUTH TPABOJIMHU]CKOM PU-
menoM MjypxemoBe teopeme. Jemna on moryhrHocTum ma ce mpo0bJsieM OTKJIOHU je Oa
ce uckopuctu llyposa HejeZHAKOCT 3a TPOIeEHY y Kojoj ydectByje umam T[1,1,1].
Karo je T[3,0,0] + T[1,1,1] > 2T[2,1,0], samu 27[3,0,0] + 97'[2,1,0] + T[1,1,1] >
T[3,0,0] 4+ 117[2,1,0], a mobujern u3pas je, mo masonpebammem 3akmyury, Behin on
nmecue crpane nobujene ejexunaxkoctu (no Mjypxenosoj Teopemu u 7[3,0,0] u T[2, 1, 0]

11

cy Bellm 01 TPOM3BOJLHOT O T[Q, 5 5], T[% , % ,0], T[% , 1, %], a Ha cCTpaHaMa HejenHa-

KOCTU y4ecTByje mo 12 oBakBux cabupaka). JeIHAKOCT ce DOCTUKE aKO U CaMO aKoO je

—h—pr=1
a=b=c=g3.

ITpumep 39. Hokaxumo na 3a z,y,z > 0 Baku

z3 y3 23 S Y + Yz + 2T

y27y2+z2+227z:c+:£2+:£271y+y2/ r4+y+z

;c;(zf;g) + y;(i;g) + Zigi—gg) > 3. zy;kyyzjzm
HakoH MHOema ca (y3 + 23)(23 + 23) (23 + y3)(z + y + 2) u rpymucama unamoBa, ca
T[10,1,0] + T[9,2,0] + T[9,1,1] + T[7,4,0] + T[7,3,1] + T[6,5,0] + 2T[6,4, 1] + T[6, 3, 2] +
T[5,3,3] + 27[4,4,3] > 3T[7,4,0] + 3T[7,3,1] + 3T[6,4,1] + 3T[4,4,3], na ce maxom
cxpahmsama xo6uja TT10,1,0] + 719, 2,0] + T[9,1,1] + T[6,5,0] + T[6,3,2] + T[5,3,3] >
2T(7,4,0] + 27[7,3,1] + T[6,4, 1] + T[4,4, 3.

Ha ocumoBy MjypxemnoBe HejemHakocTu je

Hejennaroct je exBuBaJIeHTHa ca , OIHOCHO,

T[10,1,0] > T[7,4,0], T]9,2,0] > T[7,4,0], TI[6,5,0] > T[6,4,1], T[6,3,2] > T[4,4,3],

a Ha ocHosy Ulypose (3a a =4, b=2) je T[8,0,0]+T[4,2,2] > 2T[6,2, 0], na MHOkKEHEM
nocienme NOOUjeHe HejemHAKOCTH ca xyz > 0, mobujamo

T[9,1,1] + T'[5,3,3] > 2777, 3,1].

Hejemnarkoct kojy Tpeba mokaszartu ce mobuja cabupameMm noOujeHUX 5 HEjeTHAKO-
cTu. JemHaKOCT ce MOCTWKE aKo W CaMO aKo je & =y = 2.
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ITpumep 40. llokasxkumo na 3a x,y,z > 0, TakBe na je ryz > 1, Baxu
5 2 5 2 5 2
r° —x — 2% —z
5 2 z T 5y 22/ zt 5 2 5 2
2+ Yy -+ z Y’ +z°+x 2P+ xc+y

Haxron muOxema nejemaaroctu ca (2°+y2+22)(y°+224+22) (2% +2%+y?) u cpebusama,
nobuja ce exBUBaJeHTHa HejennaxocT 5 - 1'[9,0,0] +27(7,5,0]+ T[7,2,0] — 1 - T[6,0, 0] +
+-T[5,5,5]+ % -T[5,2,2] - T[5,4,0] — T'[4,2,0] — T[7,2,0] — 3 - T'[5,5,2] — 5 - T'[2,2,2] > 0,

OTHOCHO
T[9,0,0] +4 - T[7,5,0] + T[5,5,5] + T[5, 2, 2]
> T[6,0,0] +2-T[5,4,0] + 2 - T[4,2,0] + T[5,5,2] + T[2,2,2].
[ITyposa mejemnakocr (3a a =5, b = 2), kombunoBana ca MjypxenoBoM HejeTHAKO-
why ((7,2,0) > (7,1,1), na je T[7,2,0] > T[7,1,1]; (6,0,0) > (4,2,0), na je T[6,0,0] >
T[4,2,0]) n ycaosom zyz > 1, naje

a MjypxemoBa HejeOHAKOCT, OIIET KOMOMHOBAaHA ca xyz = 1, maje

[5,5,2], 2.7[7,5,00 > 2-T[6,5,1] > 2 T[5,4,0],
2,2,2], T(7,5,0] > T[6,4,2] > T[4,2,0]
(momto (7,5,0) = (5,5,2), (7,5,0) = (6,5,1) u (7,5,0) = (6,4,2)), na ce cabupamem

nocienme NOOUjeHnX HejeaHaKoCTH Mobuja TpaskeHa HejeTHAKOCT. JemTHAKOCT ce I0-
CTWKE aKO U CaMO aKo je r =y =z = 1.
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3. IIpnMeHe KOHBEKCHOCTU Yy JIMHEAPHO) ajreopu

ITojam rouBekcHOCTM ¢(yHEUMje nMa cvmucaa u 3a ¢yukmuje f : U — R, roe je U
KOHBEKCaH CKyIl (y IPOM3BOJLHOM PEANHOM BEKTOPCKOM IIPOCTODPY, He obaBe3no y R),
a OCHOBHE OCODUHE Ce HENOCPEIHO NPEHOCe U Ha OBy cuTyanujy (Ha npumep, TBphHema
aema 1 u 2 ce mpeHOCEe U HA 0Baj CIydaj CKOPO HpaBoJauHujcku). HapasHo, mocroje u
TBpDema Koja Cy y ONIITOj CUTYAaIMju JOCTa He3aXBaJHUja 38 KOHTpoay. Ho, mo camoj
ne(UHUIj KOHBEKCHOCTHY, 38 OYEKMBATHU je Ia Ce M Yy CIydYajy Kama JoMeH Huje v R
nobujy HejemIHaKOCTH Pa3IndYUTUX OOJMKa. Y OBOM Aesry heMo IpUEa3aTh HEKOJIUKO
rakBux TBphema ykomuko je U C M,(R) unu U C M, (C) (marpune muMensuja n X n
ca eaementuma u3 R, oguocuo C), y numy ma ce mo HEKe Mepe YHOTIYHE DPe3yJITaTu
IPYKA3aHU y [JIABHOM [eJy paja, NIPUKaKY HeKa YOIIITeHma, a U HaciayTe Moryhu
IpaBOM NaJjbel IPOMUPUBAKA JOOUjEeHUX pe3yJiTaTa.

HaBenumo ocHOBHe OjMOBe NuHeapHe ajaredpe Koje hemMo KOPUCTUTH y OBOM Iey.
Marpuna A € M, (C) ce nasusa Hopmasnna axo Bamu AA* = A*A (ako je A = (ai;)}j—1,
orzma je A* = (a;;)f;_,), epmuTcra ako Bawm A = A, a ymurapma aro je A* = AL
(yronuko mocmarpamo oarosapajyhe penamuje y M, (R), yobuuajua moranuja je na
ce maTpuna 3a kojy je AT = A masuBa cumerpuuma, a Marpuna 3a kojy je AT = A71
oproroHasHa). IIpuMeTnMo na ako je MATPUIA €PMUTCKA WM yHUTAPHA, OHIA je U
vopmasHa. Ca (-, ) 6uhe o3nmauven crammapaau ckajgapau npousson y R (umm C"), a
ca (A\;)I; CONCTBEHE BPEAHOCTU MATPUIE, TAE Cy CONCTBEHE BPEAHOCTU O3HAUEHE TAKO
na Baxku |A1| = ... = |\,|. Yromuro GymeMo :Kejeau na HADJIACUMO Oa CY Y HUTAHY
comncrtBeHe Bpemuocty Marpune A, mucahemo n \;(A4), a ykonImko je jacHO 0 K0joj ce
MaTpunu pau, mucaliemo camo \;. Hamomenumo na hemo y oBom meny pajna 3a BEKTOD
a=(a;)"; muf:R—R, mon f(a) nonpazymesaru serrop (f(a;))?,. Cneunjanuo, |a|
he osmauasatu Bekrop (|a;|)f ;. IlpuamkoMm pazna ca yBemEeHUM NIOjMOBHMA HAPEIHO
Tepheme nMa BeNMKy TPAKTUYHY BPEIHOCT.

Jlema 7 (IIIypoBo pa3smarame). Ako je A € M,(C), onma nocroju yaurapua U €
M, (C), Tako na je T = UAU* ropmerpoyraoHa Marpuna. IIpuTtoM ce HA TJIABHO]
mujaronanu T Hanasze concrBeHe BpensHoctu marpune A. Axko je A € M,(R), onna ce
U moske uzabpartu Tako ma Oyme oproroHasguHa. Matpuna A je HOpMaJHA aKO U CaMO
ako je T mujaronaJiHa.

IHoras mperxomue jgeme ce moyke Hahm y Behmum ypbeHura jguHeapHe aaredpe,
ma ra OBIE M30CTaBBaMO. Hemocpemno 3akbydyjeMo na Cy CONCTBEHE BPEIHOCTH
epmurcke mMarpune peansne (u Bume, A € M,(C) je epMUTCEa aKO U CaMO aKO IO-
croje yuurapua U u mujaromamua D € M,(R), tako na je A = U*DU; upurom cy
eJIEMEHTH TJIaBHe IujaroHase mMarpune D ympaBo COICTBeHe BpenHocTy marpuime A).
YKOIMKO Cy Te CONCTBEHE BPEIHOCTM MO3UTUBHE (HEHeraTwsHe), A ce HA3UBA MO3U-
TrBHO (HeHeratusHO) nepuuutHa. 3a A € M,(C), marpune AA* u A*A cy Herera-
TUBHO HeduHUTHE (M MMajy UCTE COICTBEHE BPEAHOCTH), a OpojeBu s; = 4/ \;(A*A),
3a 1 < i < n, ce HABMBA]Y CUHIyJapHUM BpexHocTuMa Matpure A (Kao m y cayuajy
COTICTBEHUX BpemuocTy, Hymepucahemo ux taro na je s1(4) > ... > sp(4), a ykonuko
je jacHo o kojoj marpunu ce pamu, mucahemo u camo s; ymecto s;(A); npumeruMo ma
je (A* Az, x) = (Azx, Az) = ||Az||? > 0 3a cBako z € R", ma je s;(A) nobpo medurmcan
v HeHerarusad). Kopucrehu semy 7, HemocpenHo ciemu na cy y Ciydajy HOPMAJHE
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MaTpulle Bese uaMehy CUHIyJIapHUX U COICTBEHUX BPETHOCTYU MPUJIUYHO j€IHOCTABHE.
Hamve, Baxu s;(A) = |\;(4)] 3a 1 <i<n.

Axo je A € M, (C), npunpy:xena marpuna pena k je marpuna Cy(A), uuju cy ene-
MeHTU MuHOpHU pena k marpune A y oarosapajyhem moperky. Ilpernusnuje, yKOJIUKO
pammunnjy monckymosa ca k ememenara ckyma {1,...,n} ypemumo aexcurorpagcru (Ta
daMuIzja uma (Z) eJeMeHaTa; HeKa Cy li,..., l(k) YJaHOBU T€ (paMUIINje MHAECKCOBAHU

no nekcurorpadcrom ypebewy), Cr(A) je marpuna uuju je exement Ha Mecty (i,7) je-
nHAK MUHOPY Marpune A onpeheHOM BpcTaMa uuMju MHAEKCH IpUnanajy l; 1 KoJoHaMAa
unju MHAEKCHU npunaznajy l;.

Henocpenuo u3 nepununnmje ciaenn na je Cp(A*) = (Ck(A))*, Cr(MA) = \FCi(A),
ykoimmko je A ummBeptubuana omma je Cr(A™1) = (Ck(A))_l, Baxku Ci(A) = A,
Cn(A) = det A, a ma ocuoBy Bune—Kommujesor npasuna je Ci(AB) = C;(A)Ck(B).
Takobe, TpuBHMjasHO Cciaenu U na, YKOJIUKO je A TOPHeTpOyraoHa, IUjaroHAJHA, yHU-
TapHa (OPTOrOHAJHA), EPMUTCKA (CUMETPUUHA), HO3UTUBHO (HEHEraTUBHO) Ae(DUHUTHA
wiur HOopMmausHa, na Ck(A) mma ucry ocobuny. Creuujanuo, Baxku u Cp(A*A) =
(Ck(A))*Ck(A). Baxxno cBojcrBo marpune Ci(A) je na cy meHe COICTBEHE BPEIHOCTHU

IT X, 3a 1< < (}) (npoussoam no k concreenux BpennocTn Marpuue A).
i€l

KoHBEKCHU CKyHmOBU y HPOCTOPY MAaTPHIIA

Kousekcuu ckynmosu y R™ cy, Ha mpumep, Tauka, Ay, morupoctop. Ilpumerumo
b b b b
Ia yHUja IBa TOTIPOCTOPA, aKO HUje M caMa MOTHPOCTOP, HE MO/Ke OUTU KOHBEKCHA.
Saucra, ako ¢y 1o L1 1 Lo m ako ¢y = € L, € Ly TaxkBu na x & Lo L1 (mocroje
b b b
TakBU T U Yy, nHade 6u Bakuio L1 C Lo wnu Lo C Lq), HA OCHOBY KOHBEKCHOCTH
z+y

% € L1U Ly, na =¥ mpunaga 6ap jemsom onx mux. Ako, 6e3 yMamema ONIITOCTH,

MIPETIIOCTABUMO % € Ly, onmay=2- % —x € Ly, mro npoTtuBpedn n3bopy y.
IIpumep 41. Ako je n € N u ako ¢y x1,...,T, €JIEMEHTA HEKOT PEAJTHOT BEKTOPCKOT
npocropa, ckyn P(z1,...,x,) = {AlmlJr. A [N 20, M+ N, = 1} j€ KOHBEKCaH.
To je, y CKYIOBHOM CMUCJIY, HajMakhU KOHBEKCAH CKYIl KOJU CAIPKU TAYKE T1,...,Ty.
O0uunHo ce Ha3zuBa nojauenpoM oapebheHum Taukama Ti,...,Tn.

Tunuusay npuMmepn nmonuwenapa cy cuMmiiekcu. Ha mpumep, ako je xp # x2, OHOA
je P(x1,x2) Oy 4mju Cy KpajeBu Tauke r1 U To. AKO je & HEKA Tayka Te YK, OHIA
je P(x1,x2,z) = P(x1,22). Hapasao, on naTepeca je mosmenap omnucaTtu moMohy mro
Mame Tavaka.

Jlema 8. Hexka cy x1,...,%, €IEMEHTH PEAJHOr BEKTOPCKOT mpocropa. Omma mocroje
jeIVHCTBEHU Y1,...,Ym € P(x1,...,2,) Taro ma je P(yi,...,ym) = P(x1,...,2n), a
uputoM y; € P(y1,. .., Yi—1, Yi+1, - - - Ym) 38 OpOU3BOBHO 1 < i < m.

Uoxas. Ilpso hemo morazartu ma nocroje (y;)7; ca OmMCAHUM CBOJCTBOM. AKO je
n = 1, tBpbeme je tpuBujaamo. IIpermocraBumMo ma je TBpheme MOKa3aHO 3a CBe
6pojeBe Mame OX N U HOCMATPajMO BEKTOPE Z1,...,T,. AKO je TO CKymn JMHEAPHO
HE3aBUCHUX BEKTOpAa, omner je TBpbheme Tpusujasno. Muaue, 6e3 yMamema OMIITOCTH,
MOKEMO IPETNOCTABUTH Aa 1 € P(Za,...,z,). Ilo mpeTnocrasuu, To 3HaUM 1a MOCTOje
Y1,---,Ym (MeDy rojuma HUjeman HUje KOHBEKCHA KOMOUWHAIMja IPEOCTAJIUX) U BAYKU
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Py, ,ym) = P(xa,...,x,), amu ovma u x1 € P(y1,...,Ym), 0a je P(yi,...,ym) =

P(x1,...,xy).
Ocraje na ce mokaske jenuHcTBeHOCT. AkKO Ou mocrojanu zi,...,z. (MeDy ko-
juMa HUjenaH HUje KOHBEKCHA KOMOWHANIMja IPeocTataux) TakBu xa je P(zi,...,z.) =
T
P(z1,...,2n) = P(y1,...,Ym), OHOA je ¥y; = Y. o, z;, 3a cBako 1 < ¢ < m U Heke
i=1

T m
a; € [0,1], TaxkBe ma je Y. «; =1, kao m z; = »_ By, 3a cBaro 1 < j < r u Heke
j=1 =1

m m T
Bji € [0,1], rakBe na je Y Bj = 1. Cuemn y; = > (Z ajﬂjl)yl, ma Kako CY Y1, - - -, Ym
=1 =1 %=1
R 1, arojel=1
He3aBUCHU, CIEIU 1a je ];1 ;B = { 0 axojel i

Kako je 0 < Bj < 1, cinemu

T T
1= > ;8 < max fj - Y, a; = 1, mro je morylie camo aro je nobujeHum Makcu-
j=1 1<j<r
MyM jemHak 1, OMHOCHO ako je Heku on (3;; jemuak 1. Mebyrum, onma ocranu Mopajy
6ut; jemmary 0, mWTO 3HAYM Na je y; jeoHAK HEKOM OJ Zj;, OJAKJe Ce JIAaKO 3aKbydyje

jeIMHCTBEHOCT. O

j=1

Tauxe (y;)7, ommucane y IPETXONHO] JIEMM C€ HA3WBAjy U BPXOBHMAa (TEMEHKIMA)
YOUEHOT TOJMenpa, a OHE Cy W €KCTPEeMHE Tadke moJmenpa (HuCy YyHyTpAaNlkha TAdKa
IPOU3BOJLHE MysKU YUjU KPAjeBU IMPUIANAjy MOJUEPY, OTHOCHO T j€ eKCTPEMHA TAUKa
KOHBEKCHOT CKyma P ako He mocroje z1 # 22y P u A € (0,1), Tako ma je x = Az; + (1 —
)\)22)

ITprmvep 42. Cryn cux A = (a;;)} = Taksux ma je a;; > 0 je xomsercam y M, (R).
n

| TAaKBUX Ha je ». a;; = 1 3a cBako 1 < j < n,
i=1

Takobe, cryn ceux A = (ai;)};_

n
Kao U ). a;; = 1 3a cBako 1 < ¢ < n, je kouBekcan y M,(R). 3Bamcra, axo je J €
j=1
M, (R) marpuna umju cy CBU eJeMEHTHU jemHAKu 1, OHAA Ce MPEeTXOMHU YCIOBU CBOIE
va AJ = JA =J. Axo cy Ay u Ay maTpune ca omucanuMm csojctBoM u A € [0, 1], orna je
()\A1+(17>\)A2)J =AM J+(1-NAJ =AJ+(1-AN)J =J,kaou J()\AlJr(l—)\)Ag) =
AMAL+ (1= N)JAy = AT+ (1—-X)J =J, nan AA; + (1 — \) Ay uma HABEIEHO CBOjCTBO.
Ha npocropy marpuria je mocra HenpujaTHUje KOHTPOJIUCATH IOjMOBE KOjU Cy UCIIU-
TUBAHU y ciay4ajy R y mIpBe aBe riiase, Kao IITO CYy KOHBEKCHOCT U Majopamnuja. sKesma
3a JaKIIOM KOHTPOJIOM THX IIOjMOBa IOBeJia je OO IoTpebe 3a ONMCOM MATpHUIa Cca
mocebHMM cBoOjcTBUMA, mTO he 6utu ypabeHo y HacTaBKy.

Hepuanmuja 5. 3a matpuny A = (ai;)7 ;- € M,(R) xamemo na je mpocTpyko cro-
XACTUYKA aKO BAKIU

(1) a;; >0 3a cBaro 1 < 4,5 < m;

n
(2) Y ai; =13acsBaro 1 < j<n
i=1

M=

(3)

a;; =1 3a cako 1 <17 < n.

<
[
—

Ckyn cBux HBOCTPYKO croxactuuknx mMarpuna u3 M, (R) oznaummo ca ,.
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IIpumerumo na je ckym ), KOHBeKkcaH (HEMOCPeXHO cienu u3 npumepa 42, momro
je €, mpecek nBa KOHBEKCHA CKyma omucaHa y toMm npumepy). Takobe, ako A, B € Q,,
ogna ABe€Q, u A* € Q,.

IIpumep 43. Axo je U € M,,(C) yrurapra, OHAA je MATPULA YUjU Cy €IEeMEHTH |u;;]?, 3a
1< 4,7 €< n, IBOCTPYKO CTOXaCTUYKa. 3a yodeHy nepmyrauujy o (Ha ckymy {1,...,n}),
Mmatpuia P = (pij)?,j:h TaKBa N j€ Pis(;) = 1 3a 1 < ¢ < n, IOK Cy IPEOCTANIN eJIEeMEHTHI
jemmaku 0, je OBOCTpPyKO croxacTuuka. 3a = = (z;)7; je Pz Berrop KojeM je i-Ta
KOOpJMHATA JeMHAKA Tq(;), Tj. BEKTOP PT je BEKTOP KOju ce Nobuja mepMmyTalujaMa
KOODAMHATA BEKTOPA . 3aTO Ce OBAKBE MATPUIE HA3MBA]Yy MAaTPUIAMA I€PMYTAI]ja.
Axo je P marpuna nepmyranuje, a A nBocrpyko croxactuuka, ouma cy u PA u AP
IBOCTPYKO CTOXACTUUKe (IO 3aKbYyUKy KOJU je MPETXOAMO OBOM IPUMEDY, TPOU3BOI
ZBE IBOCTPYKO CTOXACTUYKE MATPUIE je ABOCTPYKO CTOXACTUYKA MATPUIA).

Marpurie mepMyTanuja Cy, MO TPETXOAHOM TPUMEPY, MBOCTPYKO CTOXACTUUKE.
MebytuM, mpeko BUX Ce MOTY ONUCATU CBE ABOCTPYKO CTOXACTUUKE MATPUIE, Y
CMUCJIYy y KOM je TO MOKa3aHo y TBphewmumma Koja cieme. Hamomenumo ma mon mou-
jaromanom matpurne A € M,(C) cmarpamo Guno kKoju m3Gop n eseMeHaTa, TAKO Aa
ce y CBaKO] BPCTU M CBAKO] KOJOHU HaJia3u Oap jemaH on m3abpaHWX, OJHOCHO aKO
nocroju mepMyrtammja o ckyna {1,...,n} tako ma cy msabpaHu eleMeHTH (aia(i))?zl.

Jlema 9 (Keaur—®pobGenujyc). Heka je A € M, (R). Onna cBaka qujaronasa MaTpULe
A canpseu enement jemuak 0 ako 1 camo ako A mMa moaMaTpunly auMeHsuja k X | uuju
cy cBu ememenTtu jemuaku 0 u Baxku k + [ > n.

Loxas. Arxo cy P u Q marpure nepmyranuje, ouga PAQ u A umajy noaMaTpulle 4mju
cy csu enemenTu 0 jemmaxkux mumensuja. Ciemu na ako A MMa TakBy IIOAMATPUILY
muMen3uje k X [, MOKeMO TMPETIOCTABUTHY 114 je MaTpuUlla uMa OJIOK MATPUYHO MPencTa-

g g ] (rme je ca 0 o3HAUeHA MOMEHyTa HOAMATPUNA, YUjU Cy CBU
esqementu 0). Y npukazaHOM npeacraBibamy, MaTpuna B je numensuja k X (n—1). Ako
je (dw(i))le IVjaroHajia YUju Cy CBU ejieMeHTH pa3auumtu ox 0, ciemm ma cy dig(i),
3a 1 < i<k, enementu marpune B, ma mopa outu k < n — [, onnocuo k + [ < n, uume
je mokasaH jemaH cMep TBpbhema.

Hpyru cMep DOKa:KUMO WMHIYKIMjOM IO auMeH3uju n. 3a n = 1 tBpheme je TpuBm-
jasao. IIpermocTaBuMO ma cBaka OujaroHaJia MaTPUIE IUMEH3Uje N cCamp:ku Oap jenan
esnement jennak 0 u na je tBpheme tauno 3a n— 1. Ako je A myna marpuna, tBpbheme
je TpuBmjasHo. MHuade, mocroju a;; # 0, ma cBaka AujaroHasga MAaTPHUIE KOja Ce U3
A nobuja uszbanuBameM i-Te BpCTe U j-Te KosoHe Mopa canp:xkatu 0. Ta marpuna
je KBaIpaTHa, OUMeH3uje n — 1, ma KakKo CBaka meHa AUjaroHaJa camp:ky bap jeman
eneMeHT jenuak (0, MO MHIYKTUBHOj IPETIOCTABIX CAOPKU Oap jeqHy IOIMATPUILY IU-
MeH3uje r X S, TAKO na je r+ s >n — 1, unju cy cBu eaementu jemuaxu 0. Cuemu na A
caap:xu 6ap jenHy MaTpUIly AWMeH3uje r X (n —r) 4uju Ccy cBU eseMeHTu jennaru 0,
ma mocToje mepmyranuone marpuie P u () Tako na A mMa OJIOK MaTPUYHO IIPENCTa-

BJbame 00JIMKA [

0 B .

c D }, rae 0 o3HAUABA YOUEHY IOAMATPUIy AUMEH3uja 1 X (n —r).
IIpurom, marpuna B je kBamparHa, mumensuje 7, a C' KBaaparHa, OUMEH3Uje N — T,
ma cBaka aujaroHaJsa 6ap jemHe onx mux Mopa cagpxkaru 0. Be3 ymamema ommrocTw,
vera je To B. OHpga, IO MHAYKTUBHO] NPETIOCTABIU, B camap:KuU MMOIMATPUILY IUMEe-

H3uja t X q, Tae je t +q > r, unju cy cBu enemenTtu jemHaku 0. Mebhyrtum, omma A

BJbaIE ODJIMKA [
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CAAPKU MATPUILy AUMEH3Uja ¢ X (n — 1+ q) Yuju cy CBU eseMeHTH jenHaku 0 U IPUTOM
jet+(n—r+q¢=n+t+qg—r)>n. O

Teopema 7 (Bupkog—dpor Hojmamn). Excrpemue Tauke ckyma ), cy Marpuie nepmy-
Tanuja.

oxasz. Y unpumepy 43 je mOKazaHO ma Cy MaTPUIE INEePMyTaluja IBOCTPYKO CTO-
xactmuke. Axo je P marpuwna mepmyrammje o, A = (a;)i,—; m B = (bij)}
nBocTpyko croxactuuke u A € [0,1] Taksu ma Baxkm AA + (1 — \)B = P, ouna je
L = Piv(iy = Mio(s) + (1 = MNbigiy < 1 3a cBaro 1 <4 < n, ma Mopa 6utu a;; = by = 1
3a 1 < i < n, na ocranu exementu marpuna A u B mopajy outn jemaaru 0, 0IQHOCHO
Mopa butu A = B = P, 1j. P je ekcrpemHua tauka ckyna {,.

IIpumernmo na msocTpyko croxactuuka A € M,(R) mopa mmaru Gap n HeHysIa
enemenara (y cBakoj BpcTu GapeM jenaH), a ako je Opoj HeHyJa ejeMeHaTa Oalm n,
y nuramy je marpuna nepmyranuje. Tarobe, A mopa mmartm Gap jemHy aujaronasy
Ha KOjoj cy cBu emementu pasiaumuwmtu onx 0. 3awucra, ako je k X [ Hysna momMarpuna

0 B

C D }
omroBapajyhe OOk MarpuuHO mpeacTaBbame Marpune A, a mumensuja 0 Giora je
kx 1. Ilputom je u P|AP> NBOCTPYKO CTOXaCTUYKA, IIa je 30Up esleMeHaTa CBaKe BPCTe
marpune B, ka0 u cBake kosone marpuie C, jennak 1, oqHOCHO 30Mp CBUX eJeMeHaTa
marpuna B u C jemmar je k + [. Kako je 30up cBux esnemenara marpuie A jennak
n, caenu k + 1 < n, ma HA OCHOBY JieMe 9 cieau ma MOCTOjU OWjArOHAJA YUjU CYy CBU
ejqeMeHTU pas3auyutu ox 0.

Heka je m ©Opoj memymna esemenara asBocTtpyko croxactuuke A € M,(R). Ilo
OPETXOMHOM, BAKU M > N, & aKo je m = n, y InTamy je Marpuna nepMmyramuje (ma
je M KOHBEKCHa KOMOMHaIMja MaTpuna mepmyranuja). AKo je m > n, IPEeTIOCTABIMO
Ia Cce CBaKa ABOCTPYKO CTOXACTUYKA MaTpPUIA Ca HajBumie m — 1 HEHylIa ejeMeHaTa
n3paskaBa y o0JUKY KOHBEKCHE KOMOWHAIMja MaTpuia nepmyramuje. Ilo mperxomnom,
mocroju Oap jenHa AWjaroHasia YWju Cy CBU ejeMeHTH pasamuutu onx 0, ma ako je a
HajMamU €JIEMEHT TaKBe AujaroHaJjte m P mepMmyTanuoHa MaTpHUIla KOja OAroBapa TOj
oujaroHanu, ogna je B = ﬁ (A — aP) OBOCTPYKO CTOXACTUYKA M MMa HajBume m — 1
esnemenT pazauuutr on 0. Cimemu na je B KOHBEKCHa KOMOWHAIM]a MATPUIA HEPMYTa-
muja, na je to u A = aP + (1 — a)B (A je rouBekcua kombunanuja marpuuna B u P).
Ha ocnoBy morazanor, rTBpheme caenu WHIYKIjOM. [l

Mmarpuiie A, mocroje mepmyTanuone marpune P u P tako na je PLAP, = [

[Iperxomra Teopema roBOpu Oa je CBaKa MBOCTPYKO CTOXACTUUKA MATPUIA KOHBE-
KCHA KOMOWHAIIMja MATpUIla MEepMyTallrdja, IMITO MOKe OWTH BeoMa MpakTUYHO. Ha
npumMep, npuinkoM oapebuBama makcumyma kouBekcHe f : 2, — R, moBosmHO ompe-
OUTU MAKCUMyM Ha MaTpunama nepMmyrtamnuja. IlpuMerumo ma je m marpuna L Tpa-
Hcpopmanuje (ommcane y jemu 6 U HAKOH He) ABOCTPYKO CcTOXacTwdka (Marpuna L
TpaHCc(OpManUje je KOHBEKCHA KOMOUHANMja MAEHTUYKOD IPECINKaBamha U TPAHCIO3N-
nuje Koja Mema eJeMeHTe | U j), Ia Ce ABOCTPYKO CTOXACTUYKE MATPULE NPUPOLHO
IoBe3y]y ca MOjMOM Majopallvje.

Jlema 10. Hera cy a = (a;)f-; € R" u b= (b;)!; € R”. Ongna a > b ako u camMo ako 3a
n n

cBako T € R Bawu > |a; — x| = > |b; — x].

i=1 i=1

n n n n
Jloxas. Axo je © = bl omma je S |by—a| = S (x—b) =nz— 3. by =nx— 3. a; =
=1 =1 i=1 i=1
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n n
(x —a;) < > la; —z|. Axo je bi <z < b,ﬁ_l 3a 2 < k < n, ouna je Y |b; —x| =
i=1 i=1

-
RS

n k—1 n k—1
by —2)+ N (x—b)=n—2k+2)z+2- > bt =S b <(n—2k+2)x+2- Y al —
i=k =1 i

i=1 i=1

<.
Il
N

k—1

S

n n
= (a}! —z) + Y (z —a)) < 3 |a; — z|. Komaumo, axo je z < b, omma je
i=1 i=k i=1

:Z(bif:c):Xn:bifn:c:iaifnx:i(aifm)gémif:d. U

i=1 i=1 i=1 i=1

a>

s_
N
3

Ez

\
8

4

.
Il
-

Teopema 8. Marpuna A € M, (R) je ABOCTPYKO CTOXACTUYKA AKO U CAMO AKO 3a CBAKU
x € R™ Bazku Az < .

Joxas. Aro Ar < x 3a cBako x, oHma je Ae < e, rme je e € R™ BekTop unje cy cBe
koopauuare jemnake 1. Cuernujasuo, 36up rKoopamHaTa BekTopa Ae je jemmak n, ma
KaKO CBAKMU BEKTOD UMjU je 30Mp KOOpAMHATA jelHAK N Mapojupa e, Baxku e < Ae, ma
je Ae BerTOp KOju ce mobmja mepMyTandjaMa KOODAWHATA BEKTOPA €, & KAKO Cy CBe
KOOpIVHATE € jemHake, ciaenu Ae = e, a TO 3HAUM 1A je 30Up KOOpAUHATA CBAKE BPCTE
marpune A jemuar 1. Cauuno, ako je e;, 3a 1 < i < n, BEKTOp unja je i-Ta KOOPAUHATA
jemnaka 1, a mpeocrase 0, Baxxu Ae; < e;, na cy koopmunare Bekropa Ae; (koju je
jemHakK BEKTODY i-Te KOouoHe MaTpule A) HemeratusHe (ako Ou HeKa OWIa HETATWBHA,
nomTo je 30up cBux jemuak 1, 36up n — 1 majBehux 6um Ouo Behum onm 1, ma me Ou
Morsio 6utu Ae; < e;), a TO WTO je 30up KoopmuHaTa Ae; jenHak 1 moBiaaun ma je 36up
KOOpOuHATAa i-T€ KOJIoHe marpune A jenmax 1.
Ca mpyre crpane, axo je A = (a;;)}';—; MBOCTPYyKO cToxXacTuuka u & = (7;)j, € R",
n
kKoopauHare Bekropa Az cy Y a;zj, 32 1 < i < n, na mo ocobunama marpune A u
j=1
Kako je |r| kouBekcHa Ha R, caemu na 3a z € R Basku

n n n n n n n
Yo — 2 = 2Pt - 2| <« TP akes — 2l = Yl -l
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 J=1

Ha ocuoBy nperxonne neme, ciaemu na Azr < x. O

W3 mo cama mOKa3aHOT HEMOCPEIHO CICTU M HApEeTHA JeMa.
Jlema 11. Ako cy z,y € R", napenna tBphema Cy eKBUBaJIEHTHA:
(1) = > y;
(2) y ce mobuja 3 r TPUMEHOM KOHAYHO MHOTO L TpaHCchopmannja;

(3) y npunazma KOHBEKCHOM OMOTAdy CBUX BEKTOPA HOOUJEHUX O BEKTODA T HEPMYy-
TanyjaMa HeroBUX KOOPIUHATA;

(4) y = Az 3a HEKy OBOCTPYKO CTOXaACTUYKY MaTpumy A.

1 1
L g 1
2 2
ITpumep 44. Marpuma A = 0 1 0 | je mBOCTPYKO CTOXaCTUYKA, & BAKUA U =
1 1
L g 1
2 2

(3,3,0) < (4,2,0) = v. Karo je Au = (g ,3,%) u Av = (2,2,2), cienn na ako u < v, He

Mopa 6utu Au < Av (y oBoMm mpumepy uar Au = Av).

32



IIpuraskuMo u pesyaTar Koju ynornymyje TBpbheme o Kapamarunoj nejeamaxkoctu
(3apanx mOTHYHOCTH, Y OKBUDY Hera je nar un nqokas Kapamaruue Hejemmaxoctu momohy
pesyarara HOOUjeHUX y OBOM Iy Panua).

Jlema 12. Ako cy x = (z;)",,y = (v;)., € R", napenna tBphema Cy eKBUBaJeHTHA:

(1) z>y;
n n

(2) > f(z) = > f(yi) 3a cBaky romBekcHy Qymimmjy f: R — R.
i=1 i=1

Joxas. Aro x > y, nocroju gBocTpyko croxactuuka A = (a;;)f_; Tako na je y = Az, na
n

n
Ha OCHOBY Jencenose mejemnakoctu ciemn f(y;) = f( X aijzj) < Y aijf(x;) 3a cako
j=1 j=1
n n

n n

L<i<n,maje Y fly) < X D aiif(eg) = Y flai)

i=1 j=1i=1 j=1

Ca mpyre crpane, kako je f(x) = |z — z| koHBekcHa 3a cBako z € R, tBpheme caemn

HEMOCPEIHO Ha OCHOBY Jjeme 10. ]

JIBOCTPYKO CTOXACTUUYKE MaTpPUIe ce IPUPOIHO HOBE3y]y U ca HOPMAJHUM MaTpPU-
nama.

IIpumep 45. Axo je A € M,(C) mopmauna, (\;)"_; HBEHE CONCTBEHE BPEIHOCTH U

(u;)¥_, opromopmmpan ckym y C". Hexra je z; = (Au;,u;) 3a 1 < i < k. Ha ocuo-

By zeme 7 mocroje oproHopmupanu (v;)i,, Tako ma je Av; = \v;, ma je Au; =
n n n

A(Z(uj,vi>vi> = > (uj,vi)\v; 3a 1 < j <k, axrako je u; = »_ (uj,v;)v; 3a 1 < j <Kk,
i=1 i=1 i=1

n
Bakn (Auj,u;) = Y, )\i‘<uj,vi)|2 3a 1 <j <k Axro momysmmo (u;)¥_, mo mormymor
i=1

oprtoHopMupanor cuctema Ha C" (BeKTOpe HONyHE O3HAUUMO Ca Ukil,...,Up) U AKO

. 2\n .
je § = (|<ui,vj>‘ )ij_l, oHma je Marpurna S ABOCTPYKO CTOXACTUYKA. JAUCTA, BAKU
=
n
2 . .
1= |lu;||? = > [(ui,v;)|” 3a 1 <i < nmomro cy (v;)[_; OPTOHOPMUpPAHH, & AHAIOTHO je
i=1

n

2
} j=1-

I[Tpumerumo ma

n
u 1= v =3 |{us,v;)|” 3a 1 < j < nmo oproropmupanoctu (v;)
i=1

nobujeny Be3y MOKeMO BumeTn y obnuky z; = (S(;),A) 3a 1 < j <k, rme S;) o3navasa

n

i-Ty BpcTy Marpuue S, a A = (A ;.
KouBekcHe ¢yHKIUje Ha MPOCTOPY MaTpuia

IIpBu, TpuBnjasnn npuMepu, ce MOT'Y IPEHETH ca cilydaja (YHKIUja peajiHe Ipo-
MenspuBe. Ha mpumep, nuHeapaH (GYHKIMOHAJ NeGUHUCAH HA KOHBEKCHOM MOICKYILY
y M,(R) je u xoHBekcHa u KoHKaBHa (yHKmMja. Takobe, ¢pymrumja f(A) =trA jen
KOHBEKCHA 1 KoHkasHa Ha M, (R)

IIpumep 46. Axo je f: C¥ — R rompercma (komkasma) m x = (7;)"; € C". Omnna je
F:Q, — R nedpunncana ca F(S) = f((S(l), z), ..., (S, x>) KOHBeKCHa (KOHKaBHA), TIe
S(r) o3mauaBa k-Ty BpcTy Marpune S. 3aucta, ako je S,T € Q, u A € [0,1], onna je

FOAS+ (1 -\T) FUAS + (1 =Ny, z), .., (AS + (1= N)T) 1y, @)
f()\(S(l),$> + (1 — A)(T(l),x>, ceey )\(S(@,I) + (1 — )\)(T(k),x))
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< )\f(<5(1),x>, ceey (S(k),x)) + (1 — A)f((T(l), x), ey <T(k),x>)
= AF(S) + (1= N F(T).

Yxromuko je A € M, (C) mopmasma, S € ,, A € C" kao y nmpumepy 45, a f: CF - R

KOHBEKCHA, HAa OCHOBY NpeTXoAHOr mpuMmepa je F(S) = f((S(l), Ay (S, )\)) KOHBe-

KCHa, Ia Ha OCHOBY TeopeMe 7 MaKCUMyM OOCTIKE 3a HEKY MATPHUIly HepMyTalld]ja

S, mro 3Hauu na je max f((Aul,u1>,...,<Auk,uk>) =, max, Fys o A,) (oBre je
u)b_, 1< < g

(u;)¥_, opTomOpMUpan ckym, a MakcuMyM ca mecHe CTpaHe je o CBUM k-TOpKaMa pa-
3JIMYUTUX UHAEKCA). AHAJIOrHO, YKOJIUKO je (yHKIU]a KOHKABHA, MUHUMYM ce Takobhe
[OCTU:KE y HEKOj IepMyTanuonoj marpunu. Aro uszabepemo epmurcky A € M,(C) u
¢yurunjy f(z1,...,25) = 21+...+2k, KOja je nuHeapHa (ma je m KOHBEKCHA U KOHKABHA ),
no0ujaMo HAPEAHY JIEMY.

JIema 13. Hera je A € M,,(C) epmurcra, (A\;)!_; BEHE CONCTBEHE BPEIHOCTU (MHIEKCO-
BaHe TAKO Ma BaKMW A1 = ... = \,) 1 (u;)’, opromopmuparm sexropu (y C"). Omna

je

k k

g An—it1 < g (Aug, u;) < g s

i=1 i=1 i=1

W3 mobujenmx pesynarara MoxkeMo mobutu uyBeHO BejmoBo TBpbheme o omHOCY cu-

HIYJIADHUX U COICTBEHUX BPEIHOCTU MPOU3BOJLHE MATpule (MOACETUMO, YKOIUKO je
MaTpuna HOPMAJHA, OJHOC CUHTYJIAPHUX U COICTBEHUX BPEIHOCTU CMO 3aKJbYUUIN
HEIOCPEIHO HA OCHOBY JeMe 7).

Jlema 14 (Bejiu). Heka je A € M,(C), (A\;)P., meHe concTBEeHE BPEIHOCTU (MHIEKCO-

BaHe TakO Ha Baxu A1 = ... = |\y|) u (s;)]., ®eHe cunHrynapHe BpemHocTH (S1 >
. 2 8p). Omnma 3a cako 1 < k < n—1 Basku |Ap ... - Ag| < s1-...- 8, HOK je
|)\1)\n|:315n

Joxas. 3a k = 1 npumMeHOM IIpeTXOJHE JeMe Ha HEHEraTWBHO NePUHUTHY MaTPULY
A*A u ako je v jeIMHUYHU COICTBEHU BEKTOP KOjU OAroBapa COINCTBEHO] BPEIHOCTU

A1, nobujamo |[A1]? = (Av, Av) = (A*Av,v) < max (A*A,u,u) = \(A*A) = 2, Tj.

lull=1
[AM] € s1. 3a 2 <k < n-—1, rBpheme nobujamo npumenom tBpbhema 3a k = 1 Ha
npuapykeHy Marpuny pena k, momro je Hajselia (Mo MOIyJy) CONCTBEHA BPETHOCT

marpune Ci(A) jennara Ap-... -\, a Hajseha cuHrynapHA BPEXHOCT S1-...-Sk. 3a k=n
Baskn | A1 - ... Ap|? = [det A2 = (Cn(A)) Cr(A) = Cp(A*A) = det(A*A) = (s1 - ... 8)?,
na je [Ap-...- Ay =81... Spn. O

Kao mro je y nemu 13 npouemweno Y (Au;, u;) (IPEKO CONCTBEHUX BPEAHOCTU €PMU-
i=1

Tcke marpune A), moryhie je mpouenuTu ¥ jom Heke cuMeTpuuHe (QyHKOUje M3pasa

(Au;, u;) (Heke on wUX y3 jave ycnose Ha A). Y HapenmHoj memu hemo mprkasaTu Kako

Cce TO MOKE ypaIuTU 3a IIPOU3BOJL OBUX BPEIHOCTU.

k

Jlema 15. Hera je A € M, (C) Henerarusro mepunHuTHA, (\;)7; BEHE COICTBEHE BPE-
mHOCTH (MHIEKCOBAHE TAKO H& BAKA A = ... = A\, = 0) n (ui)le OPTOHOPMUPAHU

sekropu (y C"). Onga je
IR
(Aus ) < (k > .
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Jokas. Kako je A HeHeraTwBHO NEePUHUTHA, BAKU (Aui,ui> >03a1<17<n, ma Ha

OCHOBY HejemHAKOCTU u3MeDy reoMeTpurjcke m apuUTMETUUYKE CPeIVHE, Kao 1 jJeMe 13,
k k

k 2 (Auiu) | k 2 ik
cnemm [] (Aug,u;) < (7111 T ) < (—l:}c ) .
i=1

Arxo je (Zi)']i;la (yi)']ic=1 € [0’ oo)k, OHIa je

k 1 k 1 k 1
(1) + ([T < ([T )

3aucra, ako je r; = y; = 0 3a Hero 1 < @ < k, tBpbheme je tpuBujanuo. Muaue, Ha
OCHOBY HejeTHAKOCTU u3Melhy reoMeTpujcke U apUTMETUYKE CPEAUHE BarKU

()" ()= (o)™ () (1)

i=1 i=1 =1 =1

Axo je z = (z)F_, u f:[0,00)% — R nepummcana ca f(z) = f(z1,...,2) = (z1-... 2) ¥,

nobujenu pesyarar (ako ce jom obe CTpaHe HejeAHAKOCTH MOZeNe ca 2) roBopu aa je

w < f(x—;ry), Tj. ma je f JeHceH—KOHKaBHA, ITa KAKO je WM HEUOPEKWAHA, CIEIN Ia
k

je [ romkaBHa. Ha ocmoBy 3akmyuka mobujenor y npumepy 46, ciemu [] (Au;,u;) >
i=1

k
min f((Aut,u1), ..., (Aug,up)) = min f(Ny, .., A) = [] Ad—isa- 0
(ui 5:1 Ih<..<lg i=1

Y HACTaBKy, Ka0O 3aBPIIHM A0 OBOI pajnaa, nIpukra3aleMo HEKOJIMKO MCTOPUjCKU MO-
3HATUX PEe3yJaTara KOju Ceé MOry HOOUTHU MPUMEHOM OINUCAHE TEXHUKE.

Jlema 16 (A namaposa 3a nerepmunanTe). Axo je A= (a;;)i;—; € M,(C), onna je

n n
‘det A|2 < H Z |aij|2.
Jj=11=1

Jloxas. Hexka je e;, 3a 1 < i < n, BEKTOP 4Hrja je i-Ta KOOPAUHATA jeHAKA 1, a mpocTaJje
0. Kako je A*A menerarusno nepunurna, det(A*A) je jeqHako NpOU3BOAY CONCTBEHUX

Bpenuoctu marpune A*A, ma Ha ocHOBY seme 15, Baku ‘det A|2 = det A*det A =
n n n n
det(A*A) < [ (A*Aej,e5) = [ (Aey, Aej) = [T 3 lag/*. O

j=1 j=1 j=1i=1
WNuaue, memocpenno ce 3akpbydyje na Ce jeAHAKOCT Yy HEjeTHAKOCTU W3 MPETXOTHE
JeMe OOCTU:KE ako M caMo ako je A*A nujaromasnma mim ako HeKa oI KOJIoHa A mMma

cBe enemente jemHake 0. IIpumerumo na y caydyajy na je A HeHeraTwBHO Oe(DUHUTHA,

n
npetxonao Tep heme rosopu na je det A < [] ai; (v oBom 06iuky ce TBpbheme majuemhe

i=1
nojaBsipyje y yuOeHUIUMa JUHeapHe ajrebpe).
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Jlema 17 (MunkoBckor 3a nerepmuuante). Arxo cy A, B € M,(C) neneraruszo
neprHUTHe, OHIA je

1 1
n n

(det(A+ B))™ > (det A)™ + (det B)

[okas. Heka je (v;)!; OPTOHOPMUPAHU CKYIl CACTABJLEH O] COLCTBEHUX BEKTODA Ma-

tpune A + B (oHa je HeHeraTUBHO NeUHUTHA, I1a TAKAB CKyI mocroju). Ha ocHoBy
kN E kN % k 3

HejeTHAKOCTH (H1 xz) + (H1 yz) < (Hl(xﬂryz)) .38 (2)" 1, (y:)F- €[0,00)F, roja

je mokaszaHa y 1201{&3}/ ﬂeMg 15, kao u ;preﬁ,a Te JeMe 3a kK =n U KaKO je MPOU3BOL

CBUX COIICTBEHUX BPENHOCTU KBaAPATHE MAaTPUIE jeTHAK HeHOj JeTEPMUHAHTU, BaKU

1

(det(A+ B))* = (ﬁ((A + B)u;, vi>) "= (]2[(<Avi, vi) + (Bui, m)) '

i=1 i=1

Axo je g(A) = (det A) %, TBpheme nperxomue geMe ce CBOIU HA g(AJQFB) > g(A);g(B) ,
3a HeHeraTtuBHO nedpuauauTHe A M B, omHocHO Ha Illyp—KOHKABHOCT (QYyHKIUje ¢ HA
IPOCTOPY TAKBUX MaTpuua (& KAKO je ¢ HENPEeKUAHA HA TOM CKYILy, HEjeIHAKOCT je
3aIIpaBO U €KBUBAJIEHTHA KOHKABHOCTU (DYHKIMje ¢ HA CKYILy HEHETaTUBHUX KBaAPaTHUX
Marpuna pena n). Moxe ce moka3zaTu na ce, ykonuko ¢y A m B HecuHrynapue, jemana-
KOCT JOCTIDKE aKO U caMoO ako je B = aA 3a meko a > 0. IIpumerumo un na je (ycuen
HeneratusHe nepuruTHOCTH) det A > 0 m det B > 0, ma Ha OCHOBY IPETXOIHE JIeMe

caemu det(A+ B) > [(det A) " + (det B) %}n > det A+ det B (3a mHeHeratusHe KBapaTHE
MATPUIE UCTUX AUMEH3Uja), a mocienme nobujena HejemHakocT ce obuuno cpehlie y
yubeHunuMa JuHEapHe aiarebpe (HapaBHO, moOujeHa mocienuna je caabuje TBpbheme,
na ce gecto Bubajy u mokasu koju usberasajy TBpDeme mperxonHe jeme).

(Avi,vi>>7% + ( - (Bvi,vi>>% > (det A)

i=1 i=1

1
n

WV

=.

+ (det B)". O

JIema 18 (BejmoBa o majopammju). Heka je A € M,,(C), (s;)!, meHe cunrymapue, a
(A\i)I, BEHE CONCTBEHE BPEIHOCTU (HYMEPUCAHE TAKO Ha je §1 = ... = Sp U [A1| = ... >
[An]). Hera je f:(0,00) — (0,00) dyuruuja, raksa na je f(e®) kKoHBekcHa u pacryha.

k k
Onna 3a cBaro 1 < k < n Bawm », f(|Ni]) < DX f(s0).
i=1 i=1

Joxas. IoBosHO je mokasatu TBpheme moxm mpermocTaBKOM Ha je A HecHHryJapHa
(y cnyuajy cuHTyJIapHe MATPULE, PE3YITAT C€ MPEHOCU Ha OCHOBY HENPEKUIHOCTH ).
Onpga je |Aj| >0us; >03al<i< n, naje nepunucano ln|\;| ulns; 3a 1 <i<n Ha
OCHOBY Be3e usMeDy comcTBeHux u cuHrymnapHux Bpennoctu (nema 14), cuenu ma u =
(1n|)\1|, e ,1n|)\n|) < (Insy,...,Ins,) = v. Ha ocuoBy neme 11, Baskn u = Av 3a Hery
IBOCTPYKO cToxacTuury A, a ¢pymrmmja g : (0, 00)¥ = R, 3a 1 < k < n, nepunucana ca

k
g(z1,...,2k) = Y. f(e*) je KOHBEKCHA, IIa HA OCHOBY 3aKJbyUKa CIPOBENEHOT Y IPUMEDY
i=1
46 je G : Q, — R, nepunucana ca G(S) = g((S(l),v), . (S(k),v>), KOHBEKCHA.
k
IIpuvernmo ma je G(A) = g(ln|A],...,In|Ae]) = > f(JN]), a yrxomuxo je P, ma-
i=1

Tpua mepMyTanuje o, Koja Ha mectuma (i,0(i)) uMa esemeHT 1, a Ha mpeocTaIMMa
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k
0, omma je G(P) = g(lns,),...,Ins,4)) = > f(s,4)). Ha ocHOBy koHBerCcHOCTH
i=1
G, cmemn ma ce MakcuMyMm Ha (), DOCTIKE y HEKO] MAaTPUIM OepMyTanuja, ma je
k
G(A) < max ) f(ss@)) (rme S, o3HauaBa ckyn cBux mepmyTanmuja Ha {1,...,n}), a
oc

Sn i=1
rako je f pacryha, mobujamo TBpheme ieme. [l

IIpu ycmosuma mperxomHe seme, npuMmem-ene Ha f(x) = zP 3a p > 0, mobujamo

k k
na Baskn . NP < Y s? (y oBom 06muky ce tBpbeme uwecro cpehe mo smrepatypu,
i=1 i=1

6ynyhu ma je to mpsoburtHu 06sauk TBphHema no kor je momao Bejua). IIpumerumo u
Ia Cy 3aBPIDHU PE3yJATATH OBOT NEJa TEKCTa NPUJINYHO KUCIpEIIeTeHu (Ha ImpuMmep,
A namapoBo TBpheme 0 meTepMUHAHTUA ce MO:ke nobuty u npuMmenom Bejmosor tBphe-
wa o majopauuju). Takobe, onaBue ce nacayhyje jenan on moryhux npasana yomnmra-
Bama Pe3yaTaTa KOjU Cy M3JIO0KEHU Y OBOM PaIy, MOIITO je HAKOH JOOUjEeHOT JIOTUYHO
MUTAE y KOjO] MEPU CE OBA TEOPUja MOKE IIPEHETH Ha OECKOHAYHO IMMEH3UOHU CIIYYaj
(Ha mpuUMep, Ha IPOCTOP OrPAHUYEHNX JIMHEAPHUX OMEePATOPA HA HEKOM XUI6EePTOBOM

IPOCTOPY ).

Jlema 19 (IIlyp—XopH). Hera cy d = (d;); € R u A = (A\;)"; € R". Onzna nocroju
epmurcka Matpuna A = (aij)i;—; €mje cy comcTsere BpemHocT: A;, 1 < i < n, a
€JIEMEHTHU TJIABHE OUjaroHate a;; = d;, 1 <1 < n, ako u caMo ako A > d.

Nokas. Axo je A epmurcka u d = (a11,...,0n,), HA OCHOBY JieMe 7 IIOCTOje YHUTAPHA
U = (Uij)?,j:l n mjaroHangHa D, tako na je A = UDU*, rne je riaBHa aujaroHasia

n
D jemmarka A\. Crmemu a; = Y, A\jluij|? 3a 1 < i < n, a xaro je marpunma S umju cy
j=1
eneMeHTH |uj;|* OBOCTPYKO croxacTuuka (Bumetu npumep 43), cremu d = S\, na, Ha
ocHOBY Jeme 11, cuemu d < .

Axo je B = (b;;);';—; epmurcra , i < j, A € [0,1] n z Kommrekcan 6poj, Taxko na

| 2

je Zbj; = —zb;; u |z| = 1 (xako je b;; = bj;, Takso z moctoju), ouna je U = (u;;)
TakBa Ja je

n
ij=1

2V, ako je (k,1) = (i,9)
\/Xa axo je (k,1) = (4,7)
Uk = -V 17)‘7 aKo je (k,l):(l,])
zv 1=, ako je (k1) =(j,1) ’
l

1, ako je k =
0, nHaYeE

yaurapsa, a marpuna UBU* hie na mujaronasnu, na mectuma (k, k), k € {i,j} umaru
ucTe BpeqHocTH kKao u Marpuua B, nok he ma mectuma (4,4) u (j,j) umaru Bpegaoctu
Abii + (1 — A)bj; m (1 — X\)bi; + Abj;, penoM, omHocHO, mujaroxana Mmarpune UBU* ce
nobuja u3 mujaronasne marpuille B nmpumenom L tpanchpopmamnuje. ITpurom, maTpuie
B n UBU* umajy ucre COICTBEHE BPEITHOCTH.

Komauno, 3a gpyru cmep tBpbhema, younMo AMjaroHaAJHY MATPUIY KOjOj Cy eJe-
vmenTu mujaronase A. Ilomro d < A, mo nemu 11 ce d mobuja u3 A mprMeHOM KOHAYHO
muOrO L Tpanchopmanuja, ma ce IpUMEHOM TpaHCHOpMAIMja ONUCAHUX Y IPETXOTHOM
macycy, a Koju onrosapajy tuM L TpaHchopMmamujama, noduja €pMUTCKA MaTPUIA
KOjOj Cy eJIeMeHTU Aujaronajie d, a COINCTBEHE BPEIHOCTU . ]
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WNuaue, mo sureparypu ce decto Buba ma ce TBpheme mperxomue jeme pa3nsaja
u na ce npsu neo tBpbema (ako je A epmurcka, na ouma d < A) masusa [llyposum, a
npyru neo TBphema XOPHOBUM MMEHOM.
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3aBpmiHa peu

Pesynraru npukazaHu y IpBOj, KA0 M JeJIy APYyre IJIaBe OBOI TEKCTa Cy, Makap
3BAHUYHO, CACTABHU [0 INIAHA U IPOrpaMa CPeIBbUX MKOJIa IPUPOAHO-MATEMATIYIKOT
cmepa. MebhyTuMm, npakca roBOpu Oga Ce IO TEKCTOBMMA HAMEHEHUM OBOM Y3DAacTy
00uyHO HaJsa3e caMo y (parMeHTHMa, & PETKO IAe Ce HAJA3U KOMIIETHU]e U3JI0KEHA
maTepuja. Pesyararu mpyre riaBe TEKCTa CY MOCHEAHBUX TOMUHA TOCTAJNU CACTABHU
[0 MpUIpeMa YYeHMKa 3a MaTeMaTUdKa TaKMUUYema, n To He camo y Cpbuju, a Karo
je MHTepHeT OOCTa ypaauo Ha MOJbY NOCTYIHOCTH WH(pOpMAIUja, y CBE BHUIIE 3€MaJba
TeMaTUKa Be3aHa 3a KOHTPOJIy HEjeTHAKOCTU KOje Cy ONMUCAaHEe y OBOM paly MOCTaje
no3Hara yyeHunuma. OBO mOBOOM M [0 TOra Oa Ce HA MATEMATUYKUAM TAKMUYCEHAMA
3aXTEBHOCT 3anaTaka y kojuMa Tpeba mokaszatum ogpebheHy Heje THAKOCT IOAVKE HA CBE
BUIIU HUBO.

ITo nuramy pesyarara Tpehe riaBe, oHE ce peTKO cpehy y OKBUDY CpeamOIIKO-
sgckor obpazoBama. ¥ CpOuju, obuuno ce camo menosu obpabyjy y cmemujaauso-
BaHUM MATEMAaTUYKNM ONeLeHmUMa, a TemKo je Hahm Marepujas 3a oBaj y3pact y
KOjeM je oBa mMaTepuja cucreMaruunuje obpabena.

Kema ayropa, mpmamkoM m3pazne oBOr pana, je Ouia ga ce Ha jeOHOM MECTY
U3JI0KU MaTeprja Be3aHa 3a IPUMEHEe KOHBEKCHOCTU y ODOJIMKY Koju ce Hajuemlie To
3aXTeBa OJ yYEHWKA, KAO U Oa Ce MOKayKe A CANYAH HAYWH PA3MUNLbAKA NOBOAU U
IO pe3yiaTara KOju IpeBa3uia3e CPEAmy IIKOJIY, a OAa IPUTOM TEKCT Oyne HamucaH
Ha HauMH Koju je muma nocrynan. Crora cy Heka TBpDhema W HOKa3M, KOjU Ce MOLY
ckpaTtutu Kopucrelim Heke TexHUKe Koje ce oOpabyjy Ha dakyiaTery, U3JI0KEHU HA
HAYUH 33 KOjU Ce€ HamaMO na he OUTM IPUCTYHAUaH YUEHUIIUMA TOT y3pacTa.
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