Univerzitet u Beogradu

Matematicki fakultet
Master rad
Bozanski broj
Mentor: Student:
DR TANJA STOJADINOVIC DORIJANA ARDELJAN

1120/2018

Beograd,
2021.



Sadrzaj

1 Uvod
2 Rubikova kocka
2.1 Istorijat . . ...
2.2 TakmiCenja . . . . . . . . .. e
2.3 Matematika i Rubikovakocka . . . ... ... ... ... ...,
2.3.1 Singmasterovanotacija . . . . . . . . ... ...
2.3.2 Grupaipodgrupe Rubikove kocke . . . . ... ... .. ...
2.3.3 GeneratoriiciklicCnegrupe . . . . . ... .. ... ... ...
234 Simetrina grupa . . . . . . ..o e e e
2.3.5 Homomorfizam grupa . . . . .. .. ... ... ... .. ..
23.6 Dejstvogrupe . . . . . ...
237 Graf . ..
2.4 Slaganje Rubikove kocke . . . . . ... ... ... ... ..
3 Bozanski broj
3.1 BoZanskialgoritam . . ... .. ... ... ... ..
3.2 TezinareSavanjaproblema . . . .. .. ... ... ... .......
33 Primeri . . ...

3.3.1 Hanojska kula
3.3.2 Skakacev krug

4 Zakljucak

17
17
20
22
22
24

25



1 Uvod

Bozanski algoritam (eng. God’s algorithm) je pojam koji je nastao u diskusiji o op-
timalnom reSenju Rubikove kocke, ali se koristi i kod drugih zadataka ili igara kombina-
tornog tipa. Odnosi se na algoritam koji, slede¢i pravila igre, daje reSenje u najmanjem
broju uzastopnih poteza. Ovaj broj zove se BoZanski broj (eng. God’s number). Pone-
kad se ovaj pojam upotrebljava za maksimalan broj poteza ukoliko je cilj igre/zadatka
ostvarivanje maksimalnog broja poteza (primer: Skakacev krug).

Takode, bitno je napomenuti da za neke igre nije pronaden Bozanski broj. Najpoznatiji
primer ovakve igre je Sah, zatim i japanska igrica go. Obe ove igre imaju osobinu da
se prilikom svakog poteza ubrzano povecéa broj pozicija. Ukupan broj svih moguéih
pozicija, otprilike 10154 za Sah i 10180 za go je preveliki da bi se dobilo resenje ko-
riS¢éenjem trenutne tehnologije. Dakle, zakljucak je da odredivanje BoZanskog algorit-
ma za ove igre nije moguce.

U ovom radu ¢e se kroz primer Rubikove kocke do¢i do BoZanskog broja, a zatim e
biti ukljuceni i drugi primeri u kojima se traZi takav broj.



2 Rubikova kocka

Rubikova kocka (poznata i kao Magi¢na kocka odnosno Madarska kocka) je
mehanicka 3D kombinaciona slagalica koju je 1974. godine izumeo madarski profesor
arhitekture, pronalazac i vajar Erne Rubik (Ernd Rubik). Strane kocke su sastavljene od
54 manjih kvadrata koji se vrte oko srediSnjeg jezgra. Svaka od Sest stranica koje ¢ine
kocku u reSenom obliku je razlicite boje. Na slici 1 prikazana je Rubikova kocka.

Slika 1: Rubikova kocka

2.1 Istorijat

Sredinom 1970-tih, Erne Rubik je radio u Odeljenju za dizajn enterijera na Aka-
demiji primenjenih umetnosti i zanata u Budimpesti. Iako je opSte poznata prica da je
kocka napravljena kao nastavno sredstvo koje bi pomoglo studentima da bolje razu-
meju 3D objekte, njena stvarna svrha je bila reSavanje strukturnih problema kretanja
pokretnih delova samostalno, bez raspada celog sistema. Erne zapravo nije shvatio da
je stvorio slagalicu dok je nije prvi put pomesao, nakon cega je pokusSao da je popravi.
Bilo mu je potrebno mesec dana da reSi sopstvenu enigmu. Rubik je dobio madarski
patent za njegovu Magi¢nu kocku 1975. godine. Rubikova kocka je prvo nazvana Ma-
gi¢na kocka u Madarskoj. Slagalica nije patentirana medunarodno iste godine kao ori-
ginalni patent. Zakon o patentima je kasnije spre¢io moguénost patentiranja. Kompa-
nija Ideal je Zelela prepoznatljivo ime za zastitni znak. Tada je Rubik doSao u centar
paznje, jer je magi¢na kocka preimenovana u ime njenog izumitelja 1980. godine.

Slika 2: Erne Rubik

Prva test serija Magicnih kocki je proizvedena krajem 1977. godine i izdana je u
trgovinama igra¢aka u Budimpesti. Magi¢na kocka je drzana zajedno pomocu blokade
od komada plastike koji je sprecavao da se slagalica lako rastavi. U septembru 1979.



godine, potpisan je ugovor sa Idealom da izda Magi¢nu kocku Sirom sveta, i slaga-
lica je napravila svoj medunarodni debi na sajmovima igracaka u Londonu, Parizu,
Nirnbergu i Njujorku, tokom januara i februara 1980. godine.

Slika 3: Pakovanje Rubikove kocke

Nakon njenog medunarodnog debija, napredak kocke na zapadu je nakratko zau-
stavljen, tako da bi se na zapadu mogla proizvoditi sigurno i sa ambalaznim specifika-
cijama. Proizvedena je lakSa kocka i Ideal je odlucio da je preimenuje. Razmatrani su
,Gordijev ¢vor” i ,,Zlato Inka”, ali kompanija se kona¢no odlucila za ime ,,Rubikova
kocka”, i prva serija je izvezana iz Madarske u maju 1980. godine.

Kod klasicne Rubikove kocke, koja se sastoji od 26 malih kocki (svaka kocka
sa po 6 strana - ukupno 156 strane od kojih su samo 54 obojene), svako od Sest lica
Rubikove kocke je prekriveno sa devet nalepnica, a svaka je jedne od Sest boja: bela,
crvena, plava, narandZasta, zelena i Zuta. U trenutno prodavanim modelima, bela je
nasuprot Zute, plava je nasuprot zelene i narandZasta je nasuprot crvene, a crvena, bela
i plava su rasporedene u smeru kazaljke na satu. Na predasnjim kockama, pozicija boja
je varirala.

Slika 4: Boje Rubikove kocke



2.2 Takmicenja

Slagaci kocke i dalje treniraju slaganje ove i drugih modifikovanih slagalica, te se
takmice za najbrze vreme u razliCitim kategorijama. Od 2003. godine, Svetska aso-
cijacija kocke, medunarodno upravno telo Rubikove kocke, organizuje takmicenja i
vr§i evidenciju svetskih rekorda. Postoje pravila i kompjuterski programi po kojima
se odreduje (isti) poCetni poloZaj kocke i kao takav ostavlja takmicarima za reSavanje.
Trenutni svetski rekord u resavanju Rubikove kocke drzi Kinez Juseng Du (Yusheng
Du) sa 3,47 sekundi.

Cak se i nau¢nici takmi¢e ko e izraditi najboljeg robota koji ée najbrie sloiti
Rubikovu kocku. NajbrZi robot koji je reSio Rubikovu kocku je ,,Subl Reloaded* sa
vremenom od 0,637 sekundi, a napravio ga je Nemac Albert Ber (Albert Beer) 2016.
godine. Dakle, pomocu robota Rubikova kocka moZe da se sloZi za 0,637 sekundi.

Godine 2010., 134 ucenika jedne osnovne Skole u Engleskoj su oborili svetski Gi-
nisov rekord za najveci broj ljudi koji su slozili Rubikovu kocku u 12 minuta. Prethodni
rekord je ostvaren 2008. godine u SAD-u kada je ucestvovalo 96 ljudi.

Do danas, prodato je preko 450 miliona kocki Sirom sveta, ¢ime je ova slagalica
postala najprodavanija na svetu.

2.3 Matematika i Rubikova kocka

Broj permutacija koje je moguce izvesti sa najprodavanijom igrackom na svetu se
jednostavnim kombinatornim rac¢unom moZe odrediti. Originalna Rubikova kocka di-
menzija 3 X 3 X 3 ima osam ugaonih kockica i dvanaest ivi¢nih kockica. Postoji 8!
nacina da se rasporede kocke na uglovima. Od toga, sedam se moZe postaviti sa tri
obojene ivice proizvoljno, dok orijentacija osme zavisi od prethodnih sedam, sto daje
37 moguénosti. Ivice je moguce rasporediti na 12!2 nacina, poSto neparna permutacija
uglova povladi za sobom neparnu permutaciju ivica. Jedanaest ivica je moguce raspo-
rediti nezavisno, dok polozaj dvanaeste ivice zavisi od rasporeda prethodnih jedanaest,
pa postoji 2!! razli¢itih moguénosti.

Broj razlicitih polozaja je tacno b =43 252 003 274 489 856 000.

2.3.1 Singmasterova notacija

Dejvid Singmaster (David Singmaster) (roden 1938. u SAD) je penzionisani pro-
fesor matematike na Londonskom Univerzitetu. Ima ogromnu li¢nu kolekciju meha-
nickih slagalica i knjiga mozgalica. Najpoznatiji je entuzijasticni promoter Rubiko-
ve kocke. Njegove beleske o Rubikovoj ,,Magicnoj kocki“ koje je poceo da sasta-
vlja 1979. pruZzaju prvu matematicku analizu Kocke, kao i jedno od prvih objavljenih
reSenja. Knjiga je sadrzala oznacavanje Rubikove kocke koje je ubrzo postalo standard.

Singmasterovo povezivanje sa Rubikovom kockom datira od avgusta 1978. godine,
kada je video Kocku na Medunarodnom kongresu matematicara u Helsinkiju. Ubrzo
ju je nabavio i uspeo da je resi do pocetka septembra 1978. godine. Rekao je da mu je
trebalo viSe od dve nedelje da pronade opste resenje za Kocku. Smislio je svoj zapis,



notaciju za snimanje poteza (Singmaster notacija) u decembru 1978. U junu 1979.
napisao je jedan od prvih ¢lanaka o Kocki.

U oktobru 1979. objavio je svoje beleske o ,,Magi¢noj kocki“. Brosura je sadrzala
njegovu matematicku analizu Rubikove kocke, omoguéavajuci konstruisanje reSenja
kori§¢enjem osnovne teorije grupa. U avgustu 1980. objavio je proSireno peto izdanje
knjige s naslovom ,,Beleske o Rubikovoj Magic¢noj kocki“. Knjiga je sadrzala njego-
vo sopstveno , korak-po-korak® reSenje za Kocku. Procenjuje se da je prodao izmedu
50000 i 60000 primeraka svoje knjige.

Singmaster je opisan kao ,,jedan od najoduSevljenijih i najplodnijih promotera Koc-
ke*. U septembru 1981. godine receno je da je posvetio ,,skoro 100 % svog vremena
promovisanju, izveStavanju, marketingu i analizi Kocke.

Singmasterova notacija

Oznake za Sest strana Rubikove kocke su: desna strana - r, leva strana - 1, gornja
strana - u, donja strana - d, prednja strana - f, te zadnja strana - b. Za pocetak, bira se
koja ¢e strana biti gore, napred i desno i to se neCe menjati, tako Sto ¢e se zapamtiti
boje srediSta gornje, prednje i desne strane.

gornja strana

leva
strana

prednja
strana
Slika 5: Oznacavanje strana Rubikove kocke

Rubikova kocka sastoji se, kao Sto je pre pomenuto, od 26 kockica (u sredini nije
kockica, ve¢ mehanizam za obrtanje). Od toga imamo:

1. 8 ugaonih kockica (tri vidljive strane)
2. 12 ivi¢nih kockica (dve vidljive strane)
3. 6 centralnih kockica (jedna vidljiva strana)

Za imenovanje ugaonih kockica koristimo njihovu lokaciju. Npr, kockica koja se nalazi
u gornjem, desnom, prednjem uglu se naziva urf (ili rfu ili fur). Sli¢no imenujemo i
ivicne i centralne kockice.



Osnovni potez na Rubikovoj kocki je rotacija jedne strane za prav ugao u smeru
kretanja kazaljke na satu. Singmasterove oznake za Sest osnovnih poteza su:

F (eng. Front) - rotacija prednje strane za 90 °
B (eng. Back) - rotacija zadnje strane za 90 °
U (eng. Up) - rotacija gornje strane za 90 °

D (eng. Down) - rotacija donje strane za 90 °
L (eng. Left) - rotacija leve strane za 90 °

R (eng. Right) - rotacija desne strane za 90 °

Takode, bitne su i sledece oznake:

F’ (eng. Front) - rotacija prednje strane za 90 °suprotno od smera kazaljke na
satu

B’ (eng. Back) - rotacija zadnje strane za 90 °suprotno od smera kazaljke na satu
U’ (eng. Up) - rotacija gornje strane za 90 °suprotno od smera kazaljke na satu
D’ (eng. Down) - rotacija donje strane za 90 °suprotno od smera kazaljke na satu
L (eng. Left) - rotacija leve strane za 90 °suprotno od smera kazaljke na satu

R’ (eng. Right) - rotacija desne strane za 90 °suprotno od smera kazaljke na satu

F2 (eng. Front) - rotacija prednje strane za 180 °u smeru kretanja kazaljke na
satu

B2(eng. Back) - rotacija zadnje strane za 180 °u smeru kretanja kazaljke na satu
U2 (eng. Up) - rotacija gornje strane za 180 °“u smeru kretanja kazaljke na satu
D2 (eng. Down) - rotacija donje strane za 180 °u smeru kretanja kazaljke na satu
L2 (eng. Left) - rotacija leve strane za 180 “u smeru kretanja kazaljke na satu

R2 (eng. Right) - rotacija desne strane za 180 “u smeru kretanja kazaljke na satu
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Slika 6: Rotacije i oznake rotacija Rubikove kocke

Kuéice su prazna mesta na kojima se nalaze kockice. Oznacavaju se isto. Potez na
Rubikovoj kocki je konacan niz osnovnih poteza (koji vodi od jedne konfiguracije do
druge). Konfiguracija je neka permutacija kockica. Primetimo da ugaone mogu da se
permutuju samo sa drugim ugaonim kockicama, a ivicne samo sa ivicnim. Konfigura-
ciju u kojoj su sve kockice u odgovarajué¢im kuc¢icama sa odgovarajuéim orijentacijama
zovemo pocetna koniguracija. Dakle, pocetna koniguracija predstavlja poloZaj u kome
je svaka strana kocke u jednoj boji (odnosno reSena konfiguracija). Smatramo da su dva
poteza jednaka ako dovode do iste konfiguracije. ReSenje za slaganje neke kocke ¢e biti
niz poteza i vazno je napomenuti kako se odreduje duzina resenja. Naime, prirodno se
namede pristup gde bi poteze oblika F i F’ gledali kao duZine 1 (jer se ne mogu rasta-
viti na jednostavnije), a poteze oblika F2 gledali kao da su duZine 2, jer predstavljaju
kompoziciju dva poteza oblika F'. Medutim, svaki od moguéih 18 poteza posmatra se
kao duZine 1.

2.3.2 Grupa i podgrupe Rubikove kocke

Pre daljeg razmatranja Rubikove kocke, treba se prisetiti Sta je grupa.

Definicija 1. Neka je G neprazan skup. Svako preslikavanje x : G X G — G Dekartovog
proizvoda skupa G sa samim sobom u skup G zove se binarna operacija na skupu G.

Definicija 2. Grupa je algebarska struktura koja se sastoji od nepraznog skupa G i
binarne operacije x za koje vaZi:

1. Zatvorenost operacije: Ako a,b € G, ondavaZii:axbec G

2. Asocijativnost: Ya,b,c € G vazi: (axb)*c=ax (bx*c).

3. Neutralni element: Je € G tako da zaVa € G vaZi: axe =exa =a.

4. Inverzni element: Va € G,3d' € G tako da vaZi: axd = d xa=e.
Dakle, grupa je par (G, ). Skup G se naziva nosa¢ grupe.

Definicija 3. Grupa (G,x*) je komutativna ili Abelova ako Va,b € G vazi: axb=bxa.



Definicija 4. Grupa se naziva konaénom ukoliko je skup G konacan.

Definicija 5. Broj elemenata neke konacne grupe G se oznacava sa |G| i zove se red
grupe G. Red elementa a € G je najmanji prirodan broj n takav da a" = e (a" je 'um-
noZak’ a sa samim sobom n puta).

Tada, skup svih moguéih poteza na Rubikovoj kocki se moZe oznaciti sa G. Ako
dva poteza daju isti rezultat, smatraju se istim (npr. okret desne strane je isti kao i okret
desne strane u suprotnom smeru tri puta). Red elementa grupe G, u kontekstu Rubi-
kove kocke, oznacava dovoljan broj ponovljenih poteza da bi se izgled kocke vratio u
prvobitno stanje. Binarnu operaciju *, u kontekstu kocke, mozemo ovako posmatrati:
ako su X 1Y dva poteza, tada X xY oznacava potez gde se prvo izvrSio potez X, a zatim
i potez Y. Treba dokazati da je skup (G, *) grupa.

Dokaz. 1. Zatvorenost: jedan potez, nakon kog sledi drugi potez ponovo daje potez
koji je element skupa G.

2. Asocijativnost: ovde se radi o operaciji koja je kompozicija funkcija, a kompo-
zicija funkcija je uvek asocijativna.

3. Neutralni element: potez koji niSta ne menja na kocki (prazan potez, dakle potez
u kojem ne radimo nista).

4. Inverzni element: nakon svakog poteza, kocka se moZe vratiti u pocetno stanje
nekim potezom iz skupa. Dakle, za potez X inverzni potez X ~! je onaj gde pono-
vimo sve pojedinacne osnovne poteze obrnutim redosledom u suprotnom smeru.

O

Dakle, skup (G, *) jeste grupa.
Grupa Rubikove kocke (G, *) nije Abelova grupa, jer ne zadovoljava svojstvo ko-
mutativnosti.

Dokaz. Lako se moZe proveriti da svojstvo komutativnosti ne vazi, posmatrajuci koc-
ku. Kocka razli¢ito izgleda npr. nakon poteza R i D, a razli¢ito nakon potezaDiR. [J

Nekomutativnost grupe Rubikove kocke je izuzetno vazno svojstvo. Kada bi svaka
dva poteza komutirala, reSavanje kocke bi bilo trivijalno. Trebalo bi se samo prebro-
jati koliko puta su izvedeni potezi na pojedinim stranama i svaku stranu okrenuti do
sledeceg sadrzaoca broja 4, jer je 4 red grupe Ciji se elementi sastoje od kombinacija
jednog od osnovnih poteza. Na primer, ako je 5 puta izveden osnovni potez R i 2 puta
osnovni potez D, da vaZi komutativnost, kocka bi se vratila u svoj pocetni poloZaj ako
se izvede 3 puta osnovni potez R i 2 puta osnovni potez D. Izvodenje poteza je komu-
tativno samo ako se radi o potezima sa samo jednom stranom.

Red grupe Rubikove kocke je broj koji oznacava koliko ima razlicitih konfigura-
cija kocke koje se mogu dobiti primenom osnovnih poteza, a taj broj, uveden ranije, je
b.

Definicija 6. Neka je (G,*) grupa. Za neprazan podskup H skupa G kazemo da je
podgrupa grupe G ako je u odnosu na operaciju * i sam grupa. Oznaka je H < G.



Kako bi se shvatila grupa Rubikove kocke ¢iji je red ogroman, treba poceti od
jednostavnije situacije: razmatranja njenih podgrupa.

Za reSavanje Rubikove kocke veliku ulogu imaju klase tj. koseti (eng. coset) koji
se definiSu na sledeci nacin:

Definicija 7. Neka je H podgrupa grupe G. Tada za g € G vaZi:
1. gH = {gh | h € H} je levi koset podgrupe H u grupi G;

2. Hg=1{hg | h € H} je desni koset podgrupe H u grupi G.
2.3.3 Generatori i ciklicne grupe

Lema 1. Neka je (G,*) grupa i S C G neprazan skup. Skup H = {s) * sy % ... x5y | s; €
SUS'i=1,...,n,n € N} &ni podgrupu grupe G. (S~' = {s7! | s € S}).

Definicija 8. Za podgrupu H iz Leme 1 kaZemo da je generisana elementima iz S,
odnosno S je skup generatora podgrupe H, u oznaci H = (S). Napomena: Za S =
{ai,...,a,} pisSemo H = (ay,...,ay).

Primer 1. Svaki element grupe Rubikove kocke moZe se zapisati kao konacan sled
osnovnih poteza Rubikove kocke, stoga na osnovu definicije, vidimo da je G = (R,L,U,D,F,B).

Definicija 9. Grupa (G, x) je ciklicna ako postoji g € G takvo da G = (g). Element g
zove se generator grupe G.

Lema 2. Neka je (G,x) konacna grupa i g € G. Tada postoji prirodan broj n takav da
je " = e. Takode vazi: g~' = g 1.
Lema 3. Neka je (G,x) konacna grupa i S C G. Tada G = (S) ako i samo ako svaki
element iz G moZe da se napise kao konacan proizvod elemenata iz S (dakle, nisu nam
potrebni inverzni elementi elemenata iz S).

Dokaz. (<) : Trivijalno.

(=): Neka vazi G = (S). To znali da se svakog g € G moZe napisati u obliku g =
S %... %8y, 5; € SUS™L. Dakle, treba da pokaZzemo da se inverz svakog elementa iz S
moZe napisati kao proizvod elemenata iz S. To ¢emo dokazati indukcijom. Za n=1, tj.
g = s1 imamo sledeé¢e moguénosti:

1. s; € S: Ovo vazi.

2. sfl € S: Prema Lemi 2, sfl = s1', zaneko m € N. Dakle, g = s7', §to smo i hteli.
Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za sve prirodne brojeve manje od n. Neka je
g = 51 *... ¥ 5,. Po induktivnoj hipotezi znamo da se elementi s * ... % s,_1 1 5,
mogu prikazati kao proizvod elemenata iz S. Sledi da to vaziiza g.

O
Lema 4. Neka je (G, *) konac¢na grupa i S C G. Ako vazi:

1. Svaki element iz S zadovoljava neko svojstvo P,
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2. Ako g,h € G zadovoljavaju P, onda g * h zadovoljava P, tada svaki element iz
(S) zadovoljava P.

Dokaz. Sledi iz Leme 3, indukcijom. O
2.3.4 Simetri¢na grupa
Lema 5. Neka je X neprazan skup. Skup svih bijekcija skupa X na samog sebe sa
operacijom kompozicije ¢ini grupu.

Definicija 10. Grupa iz Leme 5 se naziva simetri¢na grupa skupa X, u oznaci Sym(X).
Ako je X ={1,2,...,n}, simetri¢nu grupu od X oznacavamo sa Sp,.

MoZemo primetiti da su elementi grupe S, sve permutacije skupa {1,2,...,n}. Ove
permutacije moZemo prikazati na sledeci nacin: za ¢ € §,, piSemo:

Primer 2.
c;_12345678910
“\7 5 6 4 8 10 3 2 9 1

Uocimo sledece cikluse:

1-7—-3—-26—>10—1

25582

4 —4

9—-9

Pifemoo = (173 6 10)(2 5 8)(4)(9)

Definicija 11. Ciklus
(il Iy - ,'k)
je element T € S,, definisan na sledeci nacin:
1. T(i]) =1y, T(iz) = l'3,...,‘L'(l'k,1) =iy, T(ik) =iy,

2. t()=j jEi,r=12..k
k je dufina ciklusa (kaZemo da je T k-ciklus), a skup {iy,i2, ...,i; } je nosaé ciklu-
sa, u oznaci suppT. KaZemo da su ciklusi 6 i T disjunktni ako suppc Nsuppt = 0.

Lema 6. Disjunktni ciklusi komutiraju.

Dokaz. Neka su 0,7 € S, dva disjunktna ciklusa, tj. suppo Nsuppt = 0. Neka je
i €{1,2,...,n}. Imamo dve moguénosti:

1. i¢ suppoii ¢ suppt. Tada o(i) = t(i) =i, paje (o71)(i) = (10)(i) =i.
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2. i pripada ta¢no jednom od nosaca o i 7. Neka je to, bez umanjenja opstosti,
suppt. Tada (i) =i, pa je T(o(i)) = 7(i). Posto je ©(i) € suppt i vazi da su
ciklusi o i 7 disjunktni ako suppc Nsuppt = 0, sledi t(i) ¢ suppo, odnosno
o(t(i)) = z(i). Zato je (o7(i))=(t0(i)).

O

Vazi sledece: Svaka permutacija se moZe napisati kao proizvod, tj. kompozicija
disjunktnih ciklusa.
Ciklus duZine 2 se naziva transpozicija.

Lema 7. Svaki ciklus je proizvod transpozicija.

Dokaz. Dovoljno je pokazatidaje (1 2 3 --- k)=(1 2)(1 3)---(1 k), aovoselako
proverava indukcijom ili neposredno mnoZenjem transpozicija na desnoj strani. O

Dakle, sledi da se svaka permutacija moZe predstaviti kao proizvod transpozicija.

Definicija 12. Neka je data permutacija ¢ € S,,. KaZemo da o ¢ini inverziju s obzirom
na elemente i, j < n ako i samo ako je i < j i 6(i) > o(j). Broj svih inverzija permu-
tacije ¢ obeleZavamo sa I(0). KaZemo da je ¢ parna permutacija ako je 1(G) paran
broj, a u suprotnom je neparna.

s_ (12345
“\3 4 5 1 2
Lema 8. Permutacije 6 i (i j)O su suprotne parnosti.

(1 2 e i e e n)
o =
al az ... al ... aj ... an

Posmatrajmo sledeée slucajeve:

Primer 3.
I(c)=6

Dokaz. Neka je

L j=i+1
- (1
(i i+l)o= (al

2 e l e l+1 e n
az e al+1 e al e an
I(o)+1 a; < @yl

Vidimo da u tom slucaju vazi: I((i i+1)o) =
J (( ) ) {I(G)l a; > aj

2. j>i+1
Lako se moZe pokazatidaje (i j)= (i i+1)(i+1 i+2)---(j—2 j—1)(j—
1 HG—=1j=2)--((+2i+1)Ei+1 i),
pa je (i j)o sukcesivno mnoZenje 2(j — i) — 1 transpozicija tipa (k k+1). Iz
prvog slucaja vidimo da se menja parnost ¢ kada se pomnoZi transpozicijom.

O
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Posledica 1. Permutacija je parna ako i samo ako je proizvod parnog broja transpozi-
cija.

Napomena 1. Jedna permutacija se moZe na bezbroj nacina predstaviti kao proizvod
transpozicija, ali parnost uvek ostaje ista. Na primer, o = (1 3)(1 5)(1 2)(1 4) =
(2 3)(1 2)(2 3)(1 3)(1 2)(1 4)

Lema 9. Parnih permutacija u grupi S,, ima jednako kao i neparnih.

Dokaz. Neka je A, skup svih parnih permutacija u S, (ovo je zapravo podgrupa od S,
i naziva se alterniraju¢a podgrupa od S,). Defini§imo funkciju f na S, sa f(o) =
(1 2)o. Tvrdimo da je f bijekcija skupa A, u skup svih neparnih permutacija. Zbog
Leme 8 znamo da f slika parne permutacije u neparne. Neka je o] # 0,. Tada postoji
neko i € {1,...,n} takvo da 01 (i) # 02(i). Tada je i (1 2)o1(i) # (1 2)o2(i), pa sledi
da je f injektivna funkcija.

Za neko neparno preslikavanje 6, (2 1) je parno preslikavanje i vazi (1 2)(2 1)0 =
0. Dakle, f je i surjektivno preslikavanje. Ovime je dokaz zavrSen. O

2.3.5 Homomorfizam grupa

Definicija 13. Neka su (G,*) i (H,x) grupe. Homomorfizam grupe G u grupu H je
preslikavanje ¢ : G — H za koje vaZi:

d(axb)=0¢(a)*¢(b),Ya,be G

Homomorfizam je preslikavanje medu algebarskim strukturama koje se moZe jedno-
stavno prikazati na Rubikovoj kocki.

Primer 4. MoZe se definisati preslikavanje Qugao: G — Sg na sledeci nacin: svaki
potez iz G preureduje ugaone kockice, te je na takav nacin definisana permutaci-
Jja 8 neorijentisanih ugaonih kockica. Znaci, svaki M € G definise neku permutaciju
¢ € Sg. Neka je Qugao(M) = O, tj. Qugao(M) je element od Sy koji opisuje Sta M ra-
di s neorijentisanim ugaonim kockicama. Na primer, moZe se videti iz prethodnog da
se R sastoji od dva disjunktna ciklusa (rfu rub rbd rdf) i (ru rb rd rf). Stoga,
Qugao(R) = (rfu rub rbd rdf).

Definicija 14. Jezgro Ker(¢) homomorfizma ¢ grupe G u grupu H je skup svih ele-
menata iz G koje ¢ preslikava u neutralni element 1y grupe H, tj. Ker(¢) = {g € G :

#(g) = lu}.

Na temelju definisanih pojmova: parnost permutacija i homomorfizam grupa, moze
se opisati jo§ jedan pojam vezan za grupu Rubikove kocke, a to je alternirajué¢a grupa
(eng. alternating group). Taj pojam je vaZan prilikom dokazivanja valjanosti konfigu-
racija Rubikove kocke. Proizvod parne i neparne permutacije je neparna permutacija.
Proizvod dveju parnih ili dveju neparnih permutacija je parna permutacija. Inverz parne
permutacije je parna, a inverz neparne je neparna permutacija. Stoga, moZze se definisati
podgrupa od S, koja se sastoji od svih parnih permutacija. Ta grupa se zove alternira-
juca grupa i oznaCava se sa A,,.
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2.3.6 Dejstvo grupe
Definicija 15. (Desno) dejstvo grupe (G,*) na neprazni skup A je preslikavanje A x
G — A koje zadovoljava sledeca svojstva:
1. (a-g1)-g2=a-(g1%82) V81,82 € G,acA
2. a-e=a, Va € A (e je neutralni element grupe G).
Definicija 16. Neka grupa G deluje na skup A. Orbita od a € A je skup {a-g | g € G}

Definicija 17. Konfiguracija Rubikove kocke je valjana ako se moZe dobiti nizom po-
teza na kocki koji se nalazi u pocetnom poloZaju.

Primer 5. Grupa G deluje na skup svih konfiguracija Rubikove kocke (skup sadrZi i
konfiguracije koje nisu valjane).
Orbita pocetne konfiguracije je skup svih valjanih konfiguracija Rubikove kocke.

2.3.7 Graf

Svaka permutacijska grupa ima svoju graficku interpretaciju. U nastavku ce biti
definisan graf.

Definicija 18. Neorijentisani graf G je uredeni par (V,E), gde je V konacan neprazan
skup, a E C {{u,v} | u,v € V}. Elementi skupa V se zovu &vorovi, a elementi skupa E
grane neorijentisanog grafa G.

Definicija 19. Digraf (usmereni graf) je uredeni par (V,E) gde je V konacan neprazan
skup, a E C {(u,v) | u,v € V}. Ovi uredeni parovi se nazivaju orijentisane grane ili
lukovi (eng. arcs). Ako je G = (V,E) koriste se i oznake V =V (G), E = E(G).

Graf i digraf se predstavljaju geometrijskom figurom sastavljenom od tacaka i lini-
ja koje spajaju pojedine parove tacaka. Tacke predstavljaju cvorove grafova, dok linije
predstavljaju grane grafa ili orijentisane grane grafa. U prvom slucaju linije su neori-
jentisane dok se u drugom slucaju linije orijentiSu (obeleZene su strelicom).

Definicija 20. U nastavku slede odredene specificnosti grafova:

* Graf oblika {a,a} odnosno (a,a) se naziva petlja (grana koja spaja &vor sa
samim sobom).

* Graf sa samo jednim ¢vorom se naziva trivijalnim grafom, inace je netrivijalan.

* Graf je jednostavan ili prost ako nema petlje i nikoje dve grane ne spajaju isti
par ¢vorova.

* Za dva ¢vora grafa kazemo da su susedni ako su spojeni granom.
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* Dva susedna ¢vora nazivamo krajnjim tackama grane koja ih spaja.

* Kazemo da su ¢vor i grana susedni ako grana pocinje, odnosno zavrsava se u
tom ¢voru.

* Broj susednih ¢vorova za ¢vor x se naziva stepen ¢vora Xx.
e Put je niz Cvorova i grana koje ih spajaju.
¢ DuZina puta u grafu je jednaka broju grana koje se nalaze u putu.

* Rastojanje évorova x iy se u grafu definise kao duZina d(x,y) najkraceg puta
koji povezuje ta dva ¢vora. Ako x i y nisu povezani, tada je d(x,y) = eo.

* Graf je povezan ako se proizvoljna dva njegova ¢vora mogu povezati putem. Ako
postoje ¢vorovi koji se ne mogu povezati putem, graf je nepovezan.

* Dijametar grafa je najveca udaljenost: diam(V,E) = max{d(v,w) | vyw € V'}.
Neka je G grupa definisana elementima g1,g2,--- , 81, G = (81,82, " ,&n)-

Definicija 21. Kejlijev graf grupe G je graf (V,E) &iji su &vorovi V elementi od G, a
grane se odreduju na sledeci nacin: ako x i y pripadaju V = G, tada postoji grana od
xdoy (ili od y do x) ako i samo ako y = g xx ili x = g xy, za neki generator g grupe G.

Kejlijev graf je koristan nacin da se dobije uvid u strukturu grupe i podgrupa Rubi-
kove kocke. Svojstva koja opisuju Kejlijev graf za grupu Rubikove kocke su:

* Svaki g € G je ¢vor.
* Svakom generatoru grupe s € S dodeljena je boja c.

* Za neke g € G,s € S, elementi koji odgovaraju g i gs su spojeni usmerenom
granom koje je boje c;.

Kejlijev graf za grupu Rubikove kocke bi imao 43 triliona ¢vorova, ali moZe se prikazati
Kejlijev graf za manje podgrupe. Na primer, Kejlijev graf za podgrupu grupe Rubikove
kocke generisan osnovnim potezom R izgleda:

R

RR

RRR

Slika 7: Kejlijev graf
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Kejlijev graf za grupu generisanu sa U bi izgledao isto kao i za grupu generisanu
sa R. Ako dve grupe imaju isti Kejlijev graf, tada one imaju istu strukturu, pa se za njih
kaze da su izomorfne. Dve izomorfne grupe imaju isti red i isti uticaj na kocku. Na
primer, potez FFRR ima isti uticaj na kocku kao i potez RRBB kad bi L strana sada
bila prednja. Stavise, reSenje Rubikove kocke je zapravo put u grafu od &vorova koji su
povezani u trenutni poloZaj kocke do ¢vorova koji su povezani u identitetu. Broj poteza
u najkraéem mogucem reSenju je udaljenost izmedu tih ¢vorova. Dijametar Kejlijevog
grafa od G je broj poteza najboljeg moguéeg reSenja najgoreg moguceg slucaja.

2.4 Slaganje Rubikove kocke

Osnovni problem Rubikove kocke je pronaci algoritam koji ¢e sloziti kocku u
pocetni poloZaj, tj. u poloZaj gde je svaka strana kocke u jednoj boji. Prve ideje su, po-
put vecine algoritama kojima se koriste ljudi, te faze delili po nekim karakteristicnim
osobinama po pitanju pozicija kockica. Generalna ideja je da se reSavanje Rubikove
kocke podeli na vise faza i da se svaka od njih pojedinacno resava, dok se ne dode do
sloZene kocke. Najpopularnija je metoda koju je razvio David Singmaster i objavio je
1981. godine u knjizi ”Notes on Rubik’s "Magic Cube’”. Ta metoda ukljuCuje slaganje
kocke ’sloj po sloj”. To podrazumeva sledece: prvo se slaZe krst na jednoj strani, zatim
ta strana, pa onda naredni sloj i na kraju poslednji sloj, odnosno strana.

Slika 8: Prikaz slaganja Rubikove kocke

Slaganje jedne faze mnogo je lakse od slaganja cele kocke,odnosno u slucaju racunara,
ima manje pozicija kroz koje treba pro¢i. Za racunar kod takvog nacina podele ima ne-
koliko problema. Prvi je Sto je broj faza generalno veliki, pa ¢ak i ako bi svaku od
njih resili optimalno, kona¢no reSenje bi moglo da ispadne dosta duZe nego optimalno.
Osim toga, takva podela je laksa samo ljudima za slaganje, neke od tih faze su po broju
slucajeva gotovo isto zahtevne kao i sama kocka.

Danas postoje razni pristupi koji se razlikuju po kompleksnosti i broju poteza. Na

zvani¢nom sajtu Rubikove kocke nalazi se uputstvo za njeno reSavanje, zasnovano na
popularnim metodama.
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3 Bozanski broj

3.1 Bozanski algoritam

Drugi naziv za traZenje dijametra Kejlijevog grafa grupe Rubikove kocke je Bozanski
algoritam. To je algoritam koji daje osnovne poteze koji iz bilo koje konfiguracije vode
ka pocetnom poloZaju, a broj tih osnovnih poteza se zove Bozanski broj. Dijametar Kej-
lijevog grafa je nereSen problem za mnoge slagalice, te ga je cak i uz pomo¢ racunara
jako teSko pronadi.

Mnogi ljudi su se bavili otkrivanjem BoZanskog algoritma za Rubikovu kocku. Taj pro-
blem je i danas veoma interesantan matemati¢arima i oboZavateljima Rubikove kocke.
Postoje dva nacina trazenja Bozanskog algoritma i BoZanskog broja:

1. Osnovni potezi su okreti bilo koje strane za 90° ili za 180°. Stoga, u ovom
slu¢aju, BoZanski broj je dijametar Kejlijevog grafa grupe G koja je generisa-
na skupom G = (L,R,U,D,F,B,L2,R2,U2,D2, F2, B2). Takva metrika u kojoj
je i okret za 180° osnovni potez zove se, odnosno oznacava HTM (eng.half-turn
metric).

2. Osnovni potezi su okreti bilo koje strane za 90°. BoZanski broj je dijametar Kej-
lijevog grafa grupe G koja je generisana skupom G = (L,R,U,D,F,B). Takva
metrika se zove, odnosno oznacava QTM (eng.quarter-turn metric).

Prvi korak prema slutnji da je BoZanski broj jednak 20 dogodio se 1980. godine,
kada se zakljucilo da je taj broj zasigurno ve¢i ili jednak 18. Do tog zakljucka se doslo
na osnovu posmatranja svih razlicitih nizova poteza na Rubikovoj kocki koji se sastoje
od 17 ili manje poteza. Ustanovilo se da takvih nizova ima manje nego svih mogucih
stanja kocke. Odande je direktno sledilo da je BoZanski broj strogo veéi od 17, dakle
sigurno je vedi ili jednak 18.

Da bi se utvrdio BoZanski broj, ogranicavan je sa gornje i donje strane. Dakle,
BoZanski broj sigurno nije manji od 18 i taj broj oznacava donju granicu. Dalje je
vazno, koliko je potrebno najvise poteza, tj. koliko iznosi gornja granica, u najgorem
slucaju.

Smatralo se svojevremeno da je najteZi slucaj za reSavanje Rubikove kocke kada
se sve ugaone i ivicne kockice na Rubikovoj kocki nalaze u pravilnom poloZaju, a
iviéne kockice nisu pravilno orijentisane. Taj slucaj, kada je poloZaj kocke najdalji od
pocetnog poloZaja, nazvan je "superflip”. Dik Vinter (Dik Winter) je 1992. godine po-
kazao da se taj slu¢aj moZe optimalno resiti u 20 osnovnih poteza u HT M, a Majkl Rid
(Michael Reid) i DZeri Brajan (Jerry Bryan) su 1995. godine pokazali da je potrebno
24 osnovnih poteza u QT M. Medutim, 1998. godine Rid je otkrio poloZaj kome treba
26 osnovnih poteza u QT M kako bi se vratio u pocetni poloZaj, taj poloZaj je nazvan
”superflip sastavijen od 4 tackice” .

Prve gornje granice su utemeljene na ’ljudskim” algoritmima. Smatralo se da BoZanski
broj iznosi oko 100. No, takav pristup nije bio zadovoljavajudi, te su se traZili novi
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nacini i poceli su se koristiti raunari.

Kombinujuéi najgore moguce slucajeve, Morven Tisltvejt (Morwen Thistlethwaite)
je otkrio da gornja granica iznosi oko 52. Daglas Hofstater (Douglas Hofstadter) je
detaljno opisao Tisltvejtov algoritam u Casopisu 'Scientific American’, 1981. godine.
Nemacki profesor matematike Herbert Kosiemba (Herbert Kociemba) je 1992. godine
poboljsao Tisltvejtov algoritam. Kosiembin algoritam daje reSenja bliZza optimalnom.
Ovaj algoritam je unapredivan kroz godine i uzimao razne druge ideje, tako da je on
danas jedan od najkoriScenijih algoritama za slaganje Rubikove kocke jer daje reSenja
vrlo bliska optimalnom (ako ne i optimalna) za jako kratko vreme. Majkl Rid je 1995.
godine dokazao da se svaka konfiguracija moze reSiti u najvise 29 osnovnih poteza u
HTM iu 42 osnovna potezau QT M.

Ricard Korf (Richard Korf) je 1997. godine objavio svoj algoritam. Korfov algori-
tam daje optimalno reSenje, ali ne analizira najgore slucajeve i ne zna se koliko osnov-
nih poteza je potrebno ovom algoritmu.

Za dalja poboljsanja, veliku ulogu je imao Silviju Radu (Silviu Radu) koji je svojom
metodom pokazao da se svaka konfiguracija moZe reSiti u 27 osnovnih poteza u HTM
i 35 osnovnih poteza u QT M.

No, ¢ak ni racunari nisu mogli istraziti sve moguée konfiguracije kako bi se pro-
nasao najbolji put do resenja. Profesor DzZin Kupermen (Gene Cooperman) i njegov
student Danijel Kankl (Daniel Kunkle) sa Northeastern Univerziteta u Bostonu razvili
su inteligentnu matematicku i raCunarsku strategiju kako bi racunaru olaksali zadatak.
Na primer, ako je jedna strana u istoj boji, zadatak je reSen. Takode, dve konfiguracije
smatrane su istim ako su dve boje samo medusobno zamenjene. Na temelju toga, broj
konfiguracija je smanjen na nesto vise od 1 x 10'8. Nadalje, otkrili su da se 15000 kon-
figuracija moZe resiti okretanjem za pola kruga bez okreta za Cetvrtinu kruga, te da je
za njihovo reSavanje potrebno 13 ili manje poteza. Te konfiguracije nazvali su “poseb-
ne konfiguracije”. Potom su istraZili kako bilo koju konfiguraciju pretvoriti u ’posebnu
konfiguraciju”.

U proces racunanja ukljucili su i racunar kojem su omogucili da direktno dolazi
do podataka preciznim Cuvanjem na hard disku bez pretrazivanja. Racun je dodatno
ubrzalo i koriSéenje njihovih strategija. Nakon 63 sata rada, uz pomo¢ racunara dolazi
se do zakljucka da je potrebno izvesti najviSe 16 osnovnih poteza da bi se bilo koja
konfiguracija sloZila u posebnu. Na osnovu tog podatka, dosli su do zakljucka da je 29
osnovnih poteza dovoljno za reSavanja svih konfiguracija Rubikove kocke. Buduéi da
to nije bilo dovoljno za ostvarenje rekorda, dalje su istraZivali i utvrdili su da se svaka
konfiguracija moZe reSiti u najvise 26 osnovnih poteza u HT M. Sve te rezultate, DZin
Kupermen i Danijel Kankl su predstavili 29. jula 2007. godine u Ontariju.

Kalifornijski programer Tomas Rokiki (Tomas Rokicki) je 2008. godine dokazao da
je dovoljno najviSe 25 osnovnih poteza za resavanje Rubikove kocke, a iste godine je
objavio da ima dokaz da su dovoljna 22 osnovna poteza u HT M. Godinu dana kasnije
dao je dokaz da je taj broj jednak 29 u QT M.
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Metode za traZenje BoZanskog broja lakse se primenjuju u HTM nego u QT M. Ko-
nacno, smatra se, ali nije jo§ dokazano da BoZanski broj u QT'M iznosi 26. VaZi da se
n x n x n Rubikova kocka moZe optimalno resiti u @ = O(n* /log(n)) osnovnih poteza,
o ¢emu Ce biti reci kasnije u radu.

Tomas Rokiki, Herbert Kosiemba, Morli Dejvidson (Morley Davidson) i DZon De-
tridZ (John Dethridge) su 2010. godine obavili trenutno poslednji dokaz u nalaZenju
BoZanskog broja. Uz pomo¢ racunara pokazali su da se sve konfiguracije Rubikove
kocke mogu resiti sa maksimalno 20 osnovnih poteza u HT M. Istrazivaci su dosli do
rezultata tako Sto su problem sveli na potprobleme koji su bili dovoljno mali kako bi
stali u memoriju modernog racunara, te se na takav nacin problem brZe reSavao. Kori-
steci znanje o simetrijama i program koji su sami napisali, svaki potproblem je uspes$no
reSen, te su na kraju dosli do rezultata. RaCunanje je trajalo nekoliko nedelja i bilo je
izvr§eno na Guglovom serveru (ekvivalentno vreme koje bi bilo potrebno nekom da-
nasnjem procesoru je oko 35 godina za takav racun).

Dakle, istrazivaci Tomas Rokiki, Herbert Kosiemba, Morli Dejvidson (Morley David-
son) i DZon Detrid? (John Dethridge) tvrde:

"Trebalo je 15 godina nakon predstavljanja kocke da se nade raspored kockica iz koga
se zagonetka moZe resiti u 20 osnovnih poteza. 15 godina nakon toga moZemo dokazati
da se kockice mogu posloZiti u 20 osnovnih poteza iz svih pozicija” .

Postoji joS jedan problem vezan za graf grupe Rubikove kocke, koji sadrzi pitanje
je li Kejlijev graf za grupu Rubikove kocke zapravo Hamiltonov graf.

Definicija 22. Hamiltonov ciklus na grafu G je ciklus koji sadrZi sve ¢vorove od G, to
jest, to je niz ivica koje formiraju ciklus u grafu tako da se kroz svaki ¢vor prode tacno
Jjedanput.

Graf koji ima Hamiltonov ciklus zove se Hamiltonov graf.

Tada, problem grupe Rubikove kocke glasi:
Neka je G grupa Rubikove kocke. Ima li Kejlijev graf od G Hamiltonov ciklus, tj. moze
li se svaka konfiguracija Rubikove kocke “’posetiti” tacno jedanput koriste¢i osnovne
poteze R, L, U, D, F, B? To je poseban slucaj nereSenog problema:
Za proizvoljnu permutacijsku grupu sa datim skupom generatora, da li je njen Kejli-
jev graf Hamiltonov? Do danas jo$ nije pronaden efikasan algoritam za reSavanje tog
problema.
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3.2 Tezina reSavanja problema

Od svog zacetka, teorijsko racunarstvo bavilo se reSavanjem problema uz pomoé
opipljivih ili zamisljenih masina koje pokrecu i izvrSavaju algoritme. Ono $to su prime-
tili matematiCari i racunarski naucnici koji su se ovim bavili jeste da postoje problemi
koji su nereSivi, dok su kasnije nasli da se oni reSivi lako mogu razvrstati po vremenu
(ili memoriji) koje je potrebno da bi se algoritam izvrSio. Tako je nastala teorija iz-
racunljivosti.

Klasa P predstavlja one probleme koji se za ulazni podatak veli¢ine n mogu resiti u
najvise n* koraka (u najvise polinomijalnom vremenu refavanja), gde je k konstanta
(ne zavisi od veliCine ulaznog podatka). Klasa NP predstavlja probleme ije je reSenje
moguce proveriti polinomijalnim algoritmom. Ovo se moZe objasniti na sledeci nacin:
u klasu P spadaju problemi za koje postoje efikasni (polinomijalni) algoritmi, dok u
klasu NP spadaju problemi za koje se ponudeno resenje moze efikasno (polinomijal-
no) proveriti. Iz ove definicije izvodimo da svi problemi iz P spadaju i u NP klasu, jer
ono $to je lako reSiti, lako je i proveriti. Ostatak NP ¢ine problemi za koje se ne zna
da li postoje efikasni algoritmi za konstruisanje reSenja - zasad su poznati samo ekspo-
nencijalni. Jo§ jedan bitan podskup klase NP su NP-kompletni problemi — specifi¢ni
su po tome Sto se svaki drugi problem iz klase NP na njih moZe svesti. Kada bi neko
za ovaj ili neki od ostalih takvih problema nasao ,,lako” reSenje (ono koje se izvrSava u
polinomijalnom vremenu) i tako ga svrstao u grupu P, dokazao bi da se, u stvari, cela
grupa NP moZe svesti na jedan P problem, $to bi dovelo do njihove jednakosti (P=NP).
Medutim, miSljenje stru¢njaka je da je to vrlo malo verovatno.

Problem P=NP su nezavisno jedan od drugog definisali Stiven Kuk (Stephen Cook) i
Leonid Levin, 1971. godine. Zajedno sa jos Sest drugih otvorenih pitanja je 2000. godi-
ne svrstan medu ,,Milenijumske probleme”, pa je tako nagrada za njegovo resavanje u
iznosu od milion dolara ponudena od strane Klejovog matemati¢kog instituta.

Uvedimo sledeée pojmove: STM (eng. Slice Turn Metric) Potez: rotacija pojedi-
nacnog preseka kocke za 90° u odredenom smeru.
SKTM (eng. Slice Quarter Turn Metric) Potez: rotacija pojedinacnog preseka kocke
za 90° u bilo kom smeru.

NP-kompletnost problema Rubikove kocke je pre par godina dokazana od strane
Erika Demejna (Erik Demaine):

Teorema 1. Problem reSavanja n x n X n Rubikove kocke i problem grupe STM /
SKTM Rubikove kocke je NP-kompletan.

20



Slika 9: Erik Demejn

Celokupan dokaz kao i detalji vezani za to kako se doSlo do rezultata mogu se naci
ovde [5]1 [6].

Kao $to je ranije pomenuto, Demejn je dokazao da je precnik, najveci broj potreb-
nih poteza ® ( n je stepen kocke). (Za Rubikovu kocku dimenzija 3 x 3 x 3 utvrdeno je
da je precnik 20).

Takode, svi Kejlijevi grafovi imaju Hamiltonov put, problem Hamiltonovog puta svodi
se na Kejlijeve grafove. Kako je moguée da svaka konfiguracija i svaki potez Rubikove
kocke budu predstavljeni Kejlijevim grafom, Kejlijev graf se svodi na Rubikovu kocku.

HAMILTONOVPUT <, KEJLIJEVGRAF <, RUBIKOVA KOCKA
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3.3 Primeri
3.3.1 Hanojska kula

Hanojska kula (takode i Brahma kula ili Lukasova kula) je matematicka igra ili
slagalica. Zagonetku je izmislio francuski matematicar Eduar Lukas (Edouard Lucas)
1883. godine.

Sastoji se od tri Sipke i velikog broja diskova razli¢itih veli¢ina koji mogu da klize na
bilo koju Sipku. Zagonetka pocinje uredivanjem diskova u rastu¢em redosledu na jed-
noj palici, gde je najmanji na vrhu, pa daje izgled konusnog oblika.

Slika 10: Model Haoj ske kule

Cilj ove slagalice je da se sve sa jednog Stapa premesti na drugi Stap, postujuci
sledeca pravila:

* Samo jedan disk moZe da se pomera istovremeno.

» Svaki potez se sastoji od uzimanja gornjeg diska sa jedne gomile i stavljanja tog
istog diska na vrh druge gomile, odnosno disk moZe samo da se pomera ako je
na poslednjem mestu na Stapu.

* Nijedan disk ne sme biti smeSten na manji disk na Stapu.

Sa tri diska ovaj problem moZe da se resi u sedam koraka. Pitanje je, koliki je naj-
manji broj poteza potreban za prebacivanje za pocetnih n diskova.
Oznacimo traZeni minimalan broj poteza sa h,. Ocigledno je iy = 11 hy = 3. Za pre-
mestanje najveceg diska sa prvog na drugi Stap, prethodno moramo da napravimo kulu
od preostalih n — 1 diskova na tre¢em Stapu. Minimalan broj poteza neophodnan za ovo
premestanje je h,,_1. Zatim, dovoljan je jedan potez za prebacivanje najveéeg diska na
drugi Stap i najmanje h,_| poteza za razmestaj n — 1 diskova sa treceg Stapa na drugi
Stap.
Dakle, traZeni broj zadat je rekurentnom relacijom:

By =2hy 1 +1,n> 2,k = 1.

Prethodna relacija daje:

h, =2h,—1+1
hy—1=2h, > +1
hu—2=2h, 3+1
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hy =2hy+ 1
hy = 2hy + 1

MnoZeéi gornje relacije redom sa: 1,2,2%,---,2"72 i sabirajuéi levu i desnu stranu
pomnoZenih relacija dobijamo:

Bp=14242>4. 42" 24201 =21

Dakle, 2" — 1 je minimalan broj poteza potreban za premestanje n diskova, odnosno
2" —1 je BozZanski broj za Hanojsku kulu.
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3.3.2 Skakacev krug

Skakacev krug ili Skakaceva zatvorena putanja je Cuveni klasi¢an problem na
Sahovskoj tabli 8 x 8 kojim su se bavili brojni vrhunski matematicari.
To je putanja skakaca kojom on posecuje svako polje Sahovske table samo jednom, a
zatim se vraca na pocetno polje.
Jednu varijantu skakaceve putanje dao je T. R. Dozen (T. R. Dosan) 1938. godine.
Dakle, skakac¢ ne sme posetiti nijedno polje vise nego jednom. Medutim, dato je jos
jedno ogranicenje: putanja ne sme da sece samu sebe. Odatle proizilazi slede¢i zadatak:
Koliko najvise polja na Sahovskoj tabli moZe da obide skakac, racunajuci i pocetno
polje, a da putanja ne sme da sece samu sebe?

) DN x*\;:ﬁ
N __@E:&__\ bi
N T’/
RANSE
JORNAMEN
” ST N

Slika 11: Najduzi nepresecajuéi put skakaca na tabli 8 x 8

Resenje ovog problema u 35 poteza (36 polja) dao je D. DZerbro (D. Jardbrou) u
Casopisu Journal of Recreational Mathematics 1968. godine, ali bez dokaza o optimal-
nosti reSenja.

Donald Knut (Donald Knuth), profesor Univerziteta u Stenfordu, dao je kompletno
reSenje ovog teskog problema osamdesetih godina dvadesetog veka uz pomo¢ raunara.
Knut je nasao da postoje samo 4 osnovna resenja do kojih se moze dodi ispitivanjem
3 137 317 289 slucajeva.

Maksimalan broj poteza je 35 (36 polja) i on se ne moZe prevaziéi.

Dakle, u ovom primeru BoZanski broj je 36.
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4 Zakljucak

U ovom radu Zelja je bila da se prvenstveno kroz primer Rubikove kocke, priblizi
pojam BoZanskog broja.
Rad se sastoji iz dva poglavlja u kojima je akcenat stavljen na Rubikovu kocku i
Bozanski broj. Na pocetku prvog poglavlja se nalazi opis nastanka Rubikove kocke, za-
tim su prikazani rezultati takmicenja u slaganju Rubikove kocke koji su jako zanimljivi.
Zatim je prikazano koja se matematika nalazi u Rubikovoj kocki i kako Rubikova kocka
moZe biti vrlo koristan primer za objasnjenje odredenih matematickih pojmova (grupa,
podgrupa, generatori, ciklina grupa, homomorfizam grupa, graf i mnogi drugi). Na
kraju prvog poglavlja opisan je algoritam za slaganje Rubikove kocke.
Nadalje, u drugom poglavlju se opisuje razvoj i znacenje BoZanskog algoritma i BoZanskog
broja, kao i teZina reSavanja problema. Na kraju su ilustrovana jo$ dva primera slagali-
ce odnosno zadatka (Hanojska kula i Skakacev krug) u kojima se traZi BoZanski broj.
Sto se zanimljivih igara ti¢e, jedno je sigurno: popularnost Rubikove kocke ne prestaje.
Ve¢ su otkrivene njene velike prednosti, a ko zna $ta jo§ donosi buduénost.
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