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1 Uvod

1 Uvod

Da bismo otkrili ili videli nesto neobic¢no, tajanastveno, ¢esto mislimo da
moramo oti¢i daleko, ali da li je to zaista tako? U velikoj smo zabludi ako
mislimo da je sve u nasoj okolini poznato. Okruzeni smo mnogim nepoznatim i
neispitanim pojavama, ali tome ne posvecujemo dovoljnu paznju.

Ovaj master rad ¢e se baviti kona¢nim i beskona¢nim veriznim razlomcima.
Navedena su neka osnovna svojstva i definicije o veriznim razlomcima i njihovim
parcijalnim konvergentima, razvoj u verizne razlomke iracionalnih brojeva, pe-
riodi¢ni verizni razlomci, kao i razvoj u verizne razlomke kvadrati¢nih brojeva.
Zatim, cilj je da prikazem alogaritam za racunanje veriznih razvoja kvadratic-
nih brojeva. Kao vrhunac rada ¢u opisati jedinice u prstenima celih kvadrati¢nih
polja, kao i fundamentalne jedinice.

U samim pocecima matematike razvija se pojam veriznih razlomaka. la-
ko su se mnogi matematicari bavili veriznim razlomcima, smatra se da najvise
zasluga pripisujemo EukliduE C¢iji algoritam danas upotrebljavamo prilikom ras-
pisa racionalnog broja u verizni razlomak. U njegovom algoritmu dolazimo do
najveceg zajednickog delitelja dva prirodna broja. Kasnije su se verizni razlom-
ci koristili za resavanje nekih matematickih problema, ali samo u konkretnim
primerima. 19. vek je bio zlatno doba za verizne razlomke. Teorija o njima se
znatno prosirila.

Verizni razlomci brzo konvergiraju pa se koriste za aproksimaciju realnih
brojeva razlomkom, za izracunavanje decimala broja 7 i drugih iracionalnih bro-
jeva. Koristimo ih jos$ kod resavanja diofantskih jednacina, u kriptografiji itd.
Primena veriznih razlomaka je velika. Prvi koji je uveo stepenasto zapisivanje
razlomka je prvi predsednik britanske Kraljevske akademije William Brounckerﬂ
Prvi koji je koristio izraz ,,continued fraction” je Johm Walliaﬂ On je zapocCeo
proucavanje i generalizaciju teorije veriznih razlomaka, i tek posle njega je po-
rastao interes za proucavanjem i razvijanjem. Indijski matematicar Aryabhataﬁ
je koristio verizne razlomke za resavanje neodredenih linearnih jednacina.

1Euklid (oko 300. p.n.e.)- anti¢ki matematicar poznat po delima Elementi, Data, Optika...
Cesto ga nazivamo ocem geometrije.

2William Brouncker (1620-1684.) - engleski matematicar

3Johm Wallis (1616-1703.) - engleski sveStenik i matematicar.

4 Aryabhata (476. n.e.- 550. n.e.) - indijski matematicar i astronom, prvi iz klasiénog perioda
indijske matematike i astronomije




2 Verizni razlomci

2 Verizni razlomci

Znamo da je Arhimedﬂ nasao za broj 7 pribliznu vrednost 22/7. Na tu ¢inje-
nicu smo navikli, videli smo u razlicitim knjigama, pa i ne razmisljamo o tajni
koja je tu skrivena. Zasto je Arhimed uzeo bas sedmine? Zasto nije, na primer,
Sestine, devetine? Pitanje je veoma zanimljivo, a odgovor se zasniva na pojmu i
osobinama veriznog razlomka.

Kada pisemo 7 = 3.141592... zaista mislimo da je 7 aproksimirano racional-
nim brojem 3.141592 = ?(1)3(1)38(2)- Ova aproksimacija zahteva i veliki imenilac i
veliki brojilac za tac¢no davanje prvih Sest decimalnih mesta broja 7. Mozemo

postiéi istu preciznost sa kra¢im razlomkom

355
—— = 3.14159292035. . .
113 3.14159292035

Ovu aproksimaciju sa veoma malom greskom koja iznosi samo 0.0000085% je
otkrio kineski matematicar Zu Chongnzﬂ u XV veku. Teorija o veriznim razlom-
cima daje efikasni metod aproksimacije realnih brojeva racionalnim brojevima.
Gruba aproksimacija 7 € R je data najveéim celim brojem, ne ve¢im od 7. Zove
se najveéi ceo deo broja 7, ozna¢avamo |7/, a za njega je karakteristicno

In| €Z, 0<n—[n] <1

Primer 2.1 U ovom primeru pokazujemo ilustraciju postupka:

1 1 1 1
T=3+—F—=34+-——=3+-— 7 =34+ _——
0.141... 7.062... 7+ oe— 7+ 15.997...
1 1
:3+7—1:3+771:---
+15+ + +15+ﬁ

Zaokrugljivanje poslednjeg imenitelja na 1 ne menja vrednost izraza previse, i

dobijamo:
1 355

t o=
7+15+% 113

T3

Niz celih brojeva 3,7,15,1,. .. nazivamo nizom veriznog razlomka asociranim sa
. |

Racunanje u prethodnom primeru nam pokazuje opsti primer kako realnim
brojevima dodeljujemo niz.

5Arhimed (287.p.n.e - 212. p.n.e.) - starogrcki matematicar, fizicar i astronom iz Sirakuze.
6Zu Chongnzi(429.n.e - 500. n.e.) - kineski matematicar, politicar, izumitelj i pisac.




2 Verizni razlomci

Postupak za verizne razlomke

1. n € R. Napisemo 1y := n i fiksiramo brojac i := 0.
2. Stavimo a; := |7;]. Napisemo a; i nastavljamo.
3. Ako je a; = n;, zavrSavamo.

4. Inace, stavljamo n; 1 := pove¢amo brojac i := i+ 1, i vracamo se

ni—a;’
na korak 2.




3 Konacni i beskonacni verizni razlomci

3 Konacni i beskonac¢ni verizni razlomci

Mozemo proizvoljan verizni razlomak pretvoriti u realan broj. DefiniSemo prvo
konadan niz veriznog razlomka. Razmatramo niz {a;} realnih brojeva, gde su

a; >0, 1>1.

Definicija 3.1 Konacan verizZni razlomak sa c¢lanovima ag, aq, ..., ay je iz-
raz
1
[ao,al,...,ak]:ao—I—a n T
1 ot 1
Trap 1t

AL

Kada racunamo [ao, . . ., a;] nikada ne delimo nulom. Svaki racionalan broj se
moze zapisati u obliku jednostavnog konac¢nog veriznog razlomka sa elementima

iz. Z.. To zovemo razvoj broja u verizni razlomak.

Primer 3.1 Veriznim razlomcima (a) [2,1,5,8] i (b) [0,27,12,42] odgovaraju

sledeci racionalni brojevi:

_ 1 1 _ 1 _ 41 _ 139

(a) [2,1,5,8]_2+*f1+5i _2+ﬁrﬁ _2+% =2+ 35 =45
8

b) [0,27,12,42] = L -1 1 1 __ 505 -
( ) [ ) ) ) ] 27+ 12‘:i 27+ % 27+54T25 %77 13677

Primer 3.2 Racionalne brojeve (a) 33, (b) 35 predstaviti u obliku veriZnog
razlomka.

(a) Da bi nasli verizni razlomak za 35/13, vise puta primenimo alogaritam

deljenja:

35 2-1349 9 1 1 1 1

13 13 13 1 1+ 1+ 5 1+ 5t
35 —12,1,2,4].

Dobiveni niz jednakosti mozZemo zapisati na sledeci nacin, 33 =

(b) Na isti nacin nalazimo:

126 1 1 1 1 1
= 43 65 1 T 1
443 126 3+ﬁ 3"' 16256 3+1+% 3"’ 1+%1?
61
B 1 B 1 B 1
= I = 1
3-1—1+1+14 3—|—1+1+11 Z‘H-IJr1+ -
o 1543

Dobili smo 135 = [0,3,1,1,15,4].




3 Konacni i beskonacni verizni razlomci

Primetimo da je zapis svakog ,,pravog' razlomka, razlomka kome je imenilac
veéi od brojioca oblika [0,aq, ..., a,].

Primer 3.3 (a) Vrednost razlomka je veca od 1.

g72+#
29 34 21
2

(b) Ako je vrednost razlomka manja od 1 imamo

Y -
67 2+ ;2

4+%

Ako je racionalan broj 7 negativan, onda verizne razlomke koji odgovaraju
datom razlomku mozemo nac¢i na dva nacina.

I nacin Sastoji se u tome da se prvo razlozi u verizni razlomak broj —%, i

zatim se ispred dobijenog veriznog razlomka stavi znak — . Tako je, na
primer,
61 7 1 1 1 1
P77 S S WA S N S
5 +s

Dobijamo: -[2,3,1,6].

IT nacin Sastoji se u tome da elemenat aq veriznog razlomka [ag, a1, as, . .., ay]
bude negativan, a ostali elementi a1, as, ..., a, pozitivni. Na primer,
61 3+ 20 3+ ! 3+ 3+ 3+ !
_——_— = — _— = — 2—7 = — 77 = — 1 = — 71
27 27 50 1+ 55 1+ ™ 1+ T
1 1
= —3 + 1_1_71 = —3 + 1_"_71
2+§ 2+1+1%
Dobijamo: [-3,1,2,1,6].
Definicija 3.2 Neka je n = [ag,aq,...,a,]. Svaki racionalan broj za i < n ,
% = lag,a1,-..,a;] zovemo i-ta konvergenta od 1.

Primer 3.4 Posmatrajmo prosli primer, 35/13. Osim [2, 1,2, 4] konvergente su

1 1 2 8
2| =2 2,1]=24+-=3 2,1,2|=24+5=24+-=—-.
[] ) [7] +1 ’ [”] +% +3 3

Nakon $to se izracuna a; koriste¢i rekurzivni razvoj broja u verizni razlomak,
nije iznenadujuce da postoji rekurzivna formula za brojilac i imenilac konverge-
nata.




3 Konacni i beskonacni verizni razlomci

Propozicija 3.1 Neka su nizovi {p;},{q:},za — 2 < i definisani sa

p2=0, p_1=1, Dit1 = Qip1Pi + Pi-1,

g—2=1, ¢1=0, Qi+1 = Qi1¢i + ¢i—1,
— Dbi
Tada [ag, ..., a;] = B*.
Vrednosti p; i ¢; zavise samo od ay, ..., a;, posto a;, gde je j > ¢ ne ulazi u
njihovo ra¢unanje. Kada zelimo da naglasimo tu ¢injenicu, pisemo p;(ag, . . ., a;)
umesto p;.

Dokaz 3.1 Dokazujemo matematickom indukcijom.

Za pg = ag i qo = 1 baza indukcije je trivijalna.

Indukcijski korak: Pretpostavimo da je jednakost tacna do j — tog konvergenta
bilo kog niza a; koji zadovoljava a; € R,a; > 0, za ¢ > 1, narocito desne strane
jednakosti

1
[a07a17"‘>aj717aj7a/j+1] = |a@o,a1,-.-,05-1,0; + .
aj41

Neka brojevi p;, ¢; budu definisani kao gore, i p}, g} odgovarajuéi brojevi desne
strane. Posto su elementi od 0 do j — 1 sa obe strane jednakosti jednaki, od-
govarajuéi konvergenti su isti: p; = pi, ¢ = ¢, za sve 0 < ¢ < j — 1. Tako
dobijamo

1 ] (aj + ajil)p;-_l +7 s
(aa‘ + o )‘4—1 + 4

[a07...,aj+1]: lao,...,aj—i—a‘ )
Jj+

. 1* . -
aj + aHl)qu +pj—2 _ajri(apj_1 +pj-2) +pj-1

(a]— + ﬁ)%‘—l +qj—2 ajr1(ajqi—1 +qj—2) + g1

_ 4j+1D; +pj-1 _ Pj+1
aj+195; +qi+1  gj+1
.

Primer 3.5 Koristimo niz veriznog razlomka broja w. Prva cetiri clana koja
smo izracunali uw primeru 2.1 ilustruju pogodan nacin tabelarnog prikazivanja
konvergenata veriznog razlomka:

1 || -2 -1]0] 1 2 3 4 5

a; || - | - |8 7| 15 1 292 1
pi|l 0| 1|3 22| 333 | 335 | 103993 | 104348
g || 1| 0| 1| 7 |106| 118 | 33102 | 33215

. . . . . . .17 -
Pocinjemo tako sto u kolone numerisane sa —2 i —1 upisemo [(1)] i [0] 1 na-
stavimo pisati niz veriznog razlomka do kraja. Redove popunjavamo na sledeci
nacin:




3 Konacni i beskonacni verizni razlomci

+

15
/ 1= 333 =15-22 + 3.
3 <~ 22 333

Citanje duz strelica daje rekurziju. Ovaj metod izracunava i p; i q;, jer se njihova
rekurzija razlikuje samo u pocetnim uslovima. |

120

Primer 3.6 Razvoj broja 5

u verizni razlomak je sledeci:

120 22 1 1 1 1

— =24+ — =24 45 =24+ — =2+ =2+
49 49 2 2+ 2 2+ 3 2+ 7
5 5
1 1
2+ or 2+ o
¥ o1
Imamo [2,2,4,2,2] = [ag, a1, a2, as,a4] © kreiramo tablicu
ni|-2(-110|1] 2| 8 4
an || - | - |21 2| 4| 2 2
P |l O | 1 | 25|22 49| 120
Gn || 1| O 1| 2| 9 | 20| 49
Za svaki k =0,...,n, pr dobijamo tako sto aj pomnozimo sa pip_1 i saberemo

sa pr—2. Analogno dobijamo qi. Uocimo jos da je
p-14—2 —p-2¢-1=1-1-0-0=1

Pog—1 —pP-1@o=2-0—-1-1= -1
P1go —poq1 =5-1-2-2=1
P2q1 —P1q2 =22-2—-5-9=-1

Posledica 3.1 Konvergenti p;/q; zadovoljavaju sledeée:
(a) p—2=0, p_1=1, Dit+1 = Qip1Pi + Pi-1,
g—2=1, ¢q-1=0, Gi+1 = Gi1¢i + Gi—1-

Ovo mozemo zapisati u matricnom obliku: M;11 = M;A;41,
0 1

_ _ | pi-1 Dpi _ 10 1
gdeM_l—[l 0},M1_{qﬂ qi],Az_{l a]




3 Konacni i beskonacni verizni razlomci

(b) Za sve i imamo p;—1q;—pigi—1 = (—1)%. Specijalno kada je {a;} niz veriznog
razlomka (a; € Z ), imamo nzd(p;,q;) = 1.

(c¢) Neka su 22 L P2 " " konvergente veriZnog razlomka. Tada za paran k > 0
. q0° 91’ 927 |
i meparan 1 > 1 vazi:
Pk Pk+2
_— < —_—,
k. Gr+2
biy2 Pt 7
qi+2 a
Pk _ PL
dk Q
Odnosno,

Po P2 P4 P2k DRl D5 D5 D1
qo q2 g4 92k q2k+1 g5 q3 q1

Dokaz 3.1 (a) Pomnozimo matrice.

MA, = | Pi1 Pi 0 1 | _|p picxtpigipr | _ | i Pin1
i Gi-1 G 1 a1 G Gi—1+ it @G Git1

(b) Dokazujemo indukcijom. Prvo proverimo dva osnovna slucaja, i =114 =
2. Uzimajuéi determinantu M;.q = M;A;+1 dobijamo p;qi+1 — pi+1G;i =
—(pi—1¢; — piGi—1), tako da (b) sledi iz baze indukcije detM_; = —1.

(¢) Racunamo
Dit2 _ Pi _ (=D'ait2
di+2 4 B QiGiv2
S obzirom da je a; > 0 za i > 0, imamo po/qo < p2/g2 < ...1... <ps/qz <
p1/q1. Da bismo spojili dva niza nejednakosti zajedno, posmatramo

Piv1  Pi _ Piv14i — Pidiv1 _ (=1

qi+1 qi qi+19i qi+14;

tako da p2i/qo; < p2it1/q2it1 < P2j+1/Gej+1 za svako i > j > 0. |

Sada se okreé¢emo definisanju beskonac¢nih veriznih razlomaka.Videli smo u pri-
merima da konvergenti [3,7,15,1,...] daju sve blizu i blizu aproksimaciju broja
m. Ovo sugerisSe definisanje beskonacnog veriznog razlomka kao limes kona¢nih
konvergenata.

Propozicija 3.2 Kada je ag,a1,as ... beskonacan niz veriznog razlomka, limes

hm [ao, Alyenny al-]

11— 00
postoji i iracionalan je. Oznacavamo sa [ag, a;, . . .| i nazivamo beskonaéni ve-
rizni razlomak sa elementima ag,aq, ... i to je izraz oblika:

L 1
ag
1
a
1+ gt 1L

10

|



3 Konacni i beskonacni verizni razlomci

Dokaz 3.2 Iz posledice 3.1 (c¢) ovde je niz umetnutih intervala
sz
4o 4q1 q2 43 44 g5

Neka 7 pripada njihovom preseku, koji nije prazan. Uporedujuéi rastojanja od
pi/gi do 1 i pi+1/gi+1, dobijamo procenu
1

qi qigi+1

Kako je {g; }i>0 rastuéi niz prirodnih brojeva, zaklju¢ujemo da n = lim;_ oo D;/¢;-

Konkretno, n # p;/qi, za svako i. Ako n=a/b, a,b € Z, b > 0, tada a/b # p;/q;
ilag; —bp;| > 1. Ovo za sve i daje:

Pi+1  DPi
qi+1 qi

_ ’<—1>i+1 _

qiQi+1

1
qiQi+1

Dakle, za sve i je g;+1 < b, 1 to je kontradikcija koja pokazuje da je n iracionalan
broj.

Primetimo da svaki a,, > 1 mozemo pisati

1 1
an (an—1)+%’

pa § = [ag,a1,as,...,a,] mozemo zameniti sa § = [ag,a1,...,an_1,0, — 1,1].
Znaci da svaki racionalan broj ima vise zapisa u obliku veriznog razlomka.
Ako je a, = 1 imamo

11

Ap—1 + ain (anfl + ]-)7

.., ap] izgleda ovako [ag, a1, as,

a __
pa b [a07a17'

ey Ap_—2,0n_1 + 1]

Primer 3.7 Posmatramo broj 1—69.

11



4 Verizni razlomci iracionalnih brojeva

4 Verizni razlomci iracionalnih brojeva

Sta predstavljaju i ¢emu sluze beskonaé¢ni verizni razlomci? Beskonac¢ni verizni
razlomci predstavljaju iracionalne brojeve.
Uspostavljamo 1 — 1 vezu izmedu iracionalnih brojeva i nizova veriznih raz-
lomaka,
R\Q(—) {(ai)izo ta; € Z,ai > 0,7 > 1}

—qi—1N+pi—1

Lema 4.1 Sa ranije navedenim oznakama, 1n;41 = pre—

Dokaz 4.1 Pomocu jednakosti koju imamo za konvergente, imamo:

n = lao, a1 i, Migt] = Ni+1Pi + Pi—1
e Ni+1¢i + Gi—1

Poslednju jednakost dobijamo iz rekurzije
p—2=0, p_1=1, Di+1 = Qiy1Di + Pi—1,

q—2=1, q-1=0, Qi+1 = Gi+14i + ¢i-1,
sa a;+1 = 1;+1. ReSavajudi za 1,41 dokazujemo lemu. |

Moramo da procenimo koliko su priblizni njegovi konvergenti.

Lema 4.2 Za n € R\ Q imamo procenu greske:

1 < ‘ Pi 1
qi(qi + Gi+1) Qi Qidip1
Dokaz 4.2 Iz izraza 1 = [ag,ay,...,a;0ip1] = LHPIPoL dobija se taéna

Ni+14i +qi—1
formula za gresku aproksimirajuéi n sa p;/q;:

Pi—14i — Pigi—1 _
¢i(Nit1¢i + qi-1)

Mi+1Pi +Pi-1 _ Pi| _
Ni+1¢i + Gi—1 Qi
- 1
¢ (Mit16i + qim1)

Ovo pretvaramo u korisniju procenu koristeéi a;41 < 1,41 < a;41 + 1:

Di
.
qi

Git1 = @ip1Gi + Gic1 < Pip1Gi + ¢im1 < (@41 +1)gi + ¢im1 = i1 + ¢

Kombinacija ova dva dokazuje lemu. |

12



5 Periodiéni verizni razlomeci

5 Periodi¢éni verizni razlomci

U produzetku opisujemo verizni razlomak kvadratiénog broja. Rezultati su ne-
ophodni za pronalazenje jedinica u realnom kvadraticnom polju.

Definicija 5.1 Beskonacni verizni razlomak [ag, a1, as,...] je periodi¢an ako
postoje | € N,r € Z>q takvi da ap, = ax41 2a sve k > r. Ako moZemo da uzme-
mo r = 0, tj. ako nema dela koji se ne ponavlja, kaZemo da je verizni razlomak
cisto periodicni.

Periodi¢ni verizni razlomak izgleda ovako:
[bo, .. .7b7~717C()7 e Cl—-1,C0y .-, Cl—1y - }
Najkrac¢i deo koji se ponavlja nazivamo period, a [ duzinu perioda veriznog
razlomka. Periodi¢ni verizni razlomak skra¢ujemo stavljanjem crtice iznad pe-
rioda i to piSemo na slede¢i nadin:
b0 - -+ br—1,C0, -+, CI—1)-

A disto periodi¢ni razlomak pisemo: [¢g, .-, ¢—1).

Primer 5.1 Nadimo veriini razlomak za /3. MoZemo pisati:

2 1 1
\/§:1+(\/§_1):1+\/§—|—1:1+\/§2“'1:1—'—@:
1 1
+1+¢§ +2+(\/§—1)

Situacija se periodicno ponavlja, i zato je v/3 = [1,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,.. ]
[1,1,2]. U ovom primeru je period duZine 2.

Naime, moze se pokazati da se svaki broj oblika \/n € N moze raspisati u
beskonacan periodi¢an verizni razlomak. J. L. Lagrangeﬂ je dokazao da se svaki
drugi broj oblika r/d + ¢, gde su d,q,7 € N (d nije potpun kvadrat) moze
prikazivati u obliku beskona¢nog periodi¢nog veriznog razlomka.

Definicija 5.2 Potpuni kvadrat je broj koji predstavlja kvadrat nekog prirod-
nog broja.

Primer 5.2 9 je potpuni kvadrat jer je 9 = 32, dok 8 nije.

7 Joseph-Louis Lagrange (1736.-1813.)- veliki francuski matematicar

13



5 Periodiéni verizni razlomeci

Definicija 5.3 Neka je D ceo broj koji nije potpun kvadrat. Skup svih brojeva
oblika a+bv'D, a,b € Q uz uobicajene operacije sabiranja i mnozenja kompleksih
brojeva, c¢ini polje, koje onacavamo sa Q[\/ﬁ] i zovemo kvadraticno polje. Tj.

QIVD] = {a+bVD :a,b € Q},

Ako je D < 0 polje Q[V/D] je imaginarno kvadratiéno polje, a realno
kvadratiéno polje je ako je D > 0.

Kazemo da je D bez kvadrata ako nije deljiv bilo kojim potpunim kvadratom
osim 1, tj. D je proizvod razli¢itih prostih brojeva. Kada radimo u Q[v/D], ¢esto
nam je od velike pomoéi da predpostavimo da je D bez kvadrata. Ovo ne gubi na
opstosti: ako D' = n?D, tada a+bv/' D’ = a+bny/D, tako da Q[v/D] = Q[vD’].

Definicija 5.4 Kvadraticni broj je iracionalan element kvadraticnog polja.
Drugim recim, to je broj oblika

T+ Yz
w
gde su x,y, z celi brojevi, y,w # 0, © z nije potpun kvadrat.

Teorema 5.1 Verizni razlomak n € R\ Q je periodican ako i samo ako je n
kvadraticni broj.

Dokaz 5.1 Pre dokaza teoreme ¢emo uraditi jedan primer.

Primer 5.3 Izracunajmo vrednost periodicnog veriznog razlomka:

(a) n=13,1,2,5] = [3,1,2,5,2,5,...]. Cisto periodicni deo ns = [2,5,2,5,...]
se ne menja kada uklonimo prva dva elementa:
1 1l 42
5+ % © Bpg 1

e =1[2,5,2,5,.. ] = [2,5,m] =2+

Dobijamo kvadratnu jednacinu 5n3 — 10n — 2 = 0. ReSenja su:

10++/100+40 5++/35
2= 10 T 5

Onda racunamo:

1 1 42 ++/35
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5 Periodiéni verizni razlomeci

(b)n=11,8,1,8,...] = [1,8]. Vidimo da je ovaj verizni razlomak cisto periodi-
can, jer nema dela koji se ne ponavlja. Tada je n =1+ 8+%. Kada desnu
stranu napisemo kao razlomak imamo !

In+1
n= 3 )
n+1

tj. dobijamo kvadratnu jednacinu 8n? —8n —1 = 0. Resenja ove jednacine

SU
2+46
=0

S obzirom da je n > 0, sledi n = 2+4\/6' "

m,2

Propozicija 5.1 Ako je verizni razlomak n periodican, tada je n kvadraticni
broj.

Dokaz 5.1 Dokaz je neposredna generalizacija predhodnog izracunavanja. Raz-
matramo dva slucaja:

(a) Ako je n = [co, ..., c;—1] Cisto periodi¢an, tada
_ _ Mpi—1 + Pi—2
7]_[607"'acl—1an]_ .
Nq—1 + qi—2

Iz predhodnog reda se dobija kvadratna jednacina:
Q-1 + (q—2 — pi—1)n — pi—2 = 0.
(b) Neka je n = [bg,...,b.—1,(], gde je ( Cisto periodi¢ni deo. Stavljajuéi
[bo, - - ., b;] = h;/k; nalazimo

_ Chrfl + hr72

= ks © )

jer je Q[¢] prema (a) kvadrati¢no polje. Dakle, i n je kvadrati¢ni broj. B

Primer 5.4 Kao zagrevanje za dokazivanje da je verizni razlomak kvadraticnih
brojeva periodican, razmotricemo sledece:

6+ 10 V10 -2 1 1
2 2 2 2++/10
V10—2 3
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5 Periodiéni verizni razlomeci

1 1 1
V101 1 1
1+ 3 1+\/£_1 1+1+§/ﬁ
1 1 1
IR N S o e e
1 1 1
1+1+ T — 1+@ 1+1+ T

Svaki red se sastoji od tri izraza koji zajedno cine iteraciju procedure razvoja
broja u verizni razlomak. Cela radnja se odvija u imenitelju poslednjeg 1/ ...
razlomka predhodnog reda. U prvi izraz zapisujemo n; = a; + (n; — a;), dok u
drugom okrenemo razlomljeni deo i na taj nacin dobijemo

1
i =a+——=a;+

Ni—a;

Mi4+1

Treéi izraz su iskljucivo kvadraticni brojevi. Racionalizujemo imenilac 1; 1. Ci-
tamo n; kao imenilac poslednjeg 1/ ... razlomka u i — tom redu:

_ 24410
===,

_ 14410
===,

_ 24410

_ 24410
2 T3

m 3

12 13 T4

S obzirom da je ng = m1, © a; i N1 zavise samo od n; vidimo da je ns = 1.
Generalno je n,43 =1; 1 a;43 = a; za i > 1, pa je

6+v10

4,1,1,2).
2 [773]

Svi n; u primeru su oblika n; = (m; +/10) /v; za m;,v; € Z. v/10 je donekle
proizvoljan. Ostali elementi Q[v/10] se mogu koristiti umesto toga, a najprirod-
nije je da se koristi samo 7. Zaista, /10 = 2n — 6, tako da

_ —4+2n =5+ 2ny _ —4+2n _ —4+2p
m = 3 y T2 = 3 y T3 = 2 y M4 = 3 .

Kvadratiéni broj  zadovoljava en? — fn+g =0, e, f, g € Z. Izaberemo ono
Sto je vece, ili no = en ili en. Tada je no koren polinoma P(z) = 22 — fx + eg.

Propozicija 5.2 Ako je n € R kvadraticni broj, tada je verizni razlomak broja
n periodican.
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5 Periodiéni verizni razlomeci

Dokaz 5.2 Konstruisanjem eksplicitne rekurzije prvo éemo pronaéi m;,v; € Z
tako da zadovoljava
m; + no

ni=——"2,i>0.
Vs

Tada ¢emo pokazati da su m; i v; ograni¢eni nezavisno od i. Posto su celi brojevi,
postoji samo konacno mnogo razli¢itih parova (m;,v;). Za neke i # j moramo
imati m; = m; i v; = v;, pa zato imamo i n; = n;. Periodi¢nost ¢e zatim uslediti
kao u proslom primeru.

Rekurzija za (m;,v;): Zamenimo n; = MTJF”O u formulu 7,11 = %

i Qi

1 V; m; — a;V; + Mo

Ni+1 = 7, = : —
MmO —q;  (mi—aivi) + 0o mi = aivi + 7o

vi(mi — aivi 7o) _ avi —mi — f+no
P(a;jv; —m;) _ Plawizmi)

V4

Ovo sugeriSe stavljanje m; 11 = a;v; — m; — f 1 viy1 = —Plajv; — m;)/v; =
—P(miy1 + f)/v;. Koristeéi identitet P(z + f) = P(—z) dobijamo konacan
oblik zZeljene rekurzije:

P(—mi1)
Mit1 = ;v —m; — f, Vg1 = _07_1.
7

Posto su koreni P(x) iracionalni, v;v;—1 = P(—m;) # 0. Indukcijom v; # 0 i
v;41 je dobro definisano. Konac¢no, potreban nam je pocetni uslov:

ako no = en, uzimamo mg = 0,vy = €;

ako np = e = f — en, uzimamo my = —f,vg = —e

U oba slucaja n = (mg +no)/vo i P(—mg) =0 (mod vp).

Dokazujemo da su m; i v; celi brojevi: Predhodni identiteti su slucajevi ¢ =
0 iskaza:

mi,v; €Z i P(—m;) =0 (mod v;),

sto dokazujemo indukcijom. Iz gornje rekurzije, tj. iz m;y1 = a;v; — m; — f,

Vi1 = _P(%ii“) se jasno vidi da m;4;1 € Z. Dalje,

P(—m;y11) = Plajv; —m;) = P(—m;) =0  (mod v;),

poslednja jednakost je induktivan korak. Dakle, v;11 = —P(—m;y1)/v; € Z, i
P(—myy1) = —v0541 =0 (mod v;41).

Ogranic¢avanje m; i v;: Pokazujemo da je v; > 0 za ¢ > 1. Primenom konju-
gacija na izraz 7; u polju Q[n] iz leme 4.1 dobijamo
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5 Periodiéni verizni razlomeci

ST+ s . n— Piz2
ﬁi _ ql—in DPi—2 _ _%—2 = Zi:? <0.
qi—17 — Pi—1 qi—1 1 — Gt

Da bismo opravdali nejednakost moramo imati na umu da je prvi faktor uvek
negativan, dok je drugi za dovoljno veliko i blizu 1 . Zapravo, i njegov imenilac
i brojilac se priblizavaju 77 — lim; o p;/q; =7 — n # 0. S druge strane, n; > 0,
1 <1,i

mit+no _mitTo _ Mo —To
Vi V; U '

Tu naSa predpostavka no > 7, omogucava zakljucak da je v; > 0 za sve ¢ > 1
(vp moze biti i negativno). Sledi Zeljena veza:

0<v < ViVip1 = —P(—mi+1) < - minP(l‘).

Ovaj lanac nejednacina daje P(—m;) < 0, tako da se m; nalazi izmedu dva
korena P(x):
—no <m; < —Tg
|

Za aritmeticku primenu korisno je koeficient v; povezati sa normom polja.

Propozicija 5.3 Za ceo algebarski brojn i i >0, imamo
vig1 = (=) IN (s — i)

Dokaz 5.3 Kako je n = no algebarski ceo broj, mozemo nadi f,g € Z za koje
n?—fn+g=0,takodan+7n=fing=g. 1z leme 4.1

Nisr = —¢i-1M+Pi-1 _ —¢i-1M+Pi-1 Qiﬁ_pi _
qi7 — Di qi"n — Pi qi7 — Di
(—piPi—1 — 99:Gi—1) + Pi—14:T + PiGi—17
N(pi — qin)
(—piPi—1 — 99:qi—1 + fpi—1q:) + (=pi—1q; + Piqi—1)n
N(pi — qin)
(—pipi1 — 99qi—1 + [pi—1q:) + (=1)"" '
—PiPi-1 — 94igi-1
(—1)"(—pipi—1 — 99iGi—1 + fPi-14;) + 7
(=1 N(p; — qin)

Kada dobijeno uporedimo sa 1,41 = (mit1 + n)/viy1 vidimo da je tvrdenje
dokazano. Takode m;y1 = (—=1)"(pipi—1 + 949i¢i—1 — fPi-1G:)- [ |
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5 Periodiéni verizni razlomeci

Teorema 5.2 Neka je a kvadraticni broj, koji na osnovu ranije dokazane teore-
me ima periodicni verizni razlomak . Taj periodicni razlomak je cisto periodicni
ako i samo ako jen>11i—-1<n<O0.

Dokaz 5.2 Oznacimo sa [ duzinu perioda 1. Prvo predpostavimo da je n cisto
periodi¢an. Dokazali smo da ako je verizni razlomak periodi¢an, da je n kvadra-
ti¢an broj, pa su zato 7 i 7 koreni polinoma f(z) = 122+ (q1—2—pi—1)T—pi_2-
Posto je {a;} niz veriznog razlomka, 1 < a; = ag = po < 1. Zatim, pored ¢; > 0
rekurzija za sve ¢ > 0 pokazuje p; > 0, $to je uvek tacno.

Nejednacina —1 < 77 < 0 vazi ako i samo ako f(z) ima nulu u intervalu
(—1,0). Da bi to pokazali, dovoljno je da pokazemo da su f(—1) i f(0) suprotnog
znaka. Zaista,

f(=1)=q1—q2+p-1—p2
=@-1qi—2 + @i—-3 — @1—2 + Q1—1P1—2 + P1—3 — P12
= (a1 = )(qi-2 +pr—2) + @3 +pi-3 >0,
f(0) = —pi_2 <0.

Obratno, predpostavimo da n > 11 —1 < 7 < 0. To je grani¢ni slucaj
1=0mn >1, -1 <7; < 0. Prva nejednacina je tacna za sve ¢ > 0, posto
je ni > |mi] = a; > 1. Da bismo dokazali drugu nejednac¢inu moramo induk-
tivno da argumentujemo. Ako je 77, < 0, tada 7; — a; < —a; < —1 dakle
-1<1/(M; —ai) =M1 <0

Prepisemo nejednakost —1 < 7; < 0 kao 0 < —7; = —1/7;,; — a; < 1, tako
da je a; = Ll/ﬁH_lJ . S obzirom da je a kvadrati¢ni broj, znamo 7, = nr4; za
dovoljno veliko k. Iz

Ak—1 = |—— | = | = | = Gk+1-1
Nk Nk+1

zakljuéujemo da je ng_1 = ag—1+1/mx = agri—1+1/Nkr; = Nk1i—1. Smanjujemo
indeks sve dok ne dobijemo da je ng = n; : 7 Cisto periodican. ]

Primer 5.5 Uzmemo D € N, gde D nije savrsen kvadrat. Posmatrajmo L\/ﬁj—!-
VD > |V/D| >1,i0 <D~ |VD] < 1 po definiciji |\/D|. Dakle, |vD]+'D

zadovoljava uslov predhodne teoreme i verizni razlomak je cisto periodican:
VD + |VD] =[2|VD],a1,...,a;-1,2|VD],.. .

Ako oduzmemo ceo broj |V D] promeni se samo prvi element u veriZnom raz-
lomku , © imamo

VD =[|VD],a,...2|VD]].
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6 Racunanje kvadrati¢nih veriznih razlomaka

6 Racunanje kvadraticnih veriznih razlomaka

Propozicija 6.1 Bilo koji kvadraticni broj oblika n = (mg + \/&)/vo, za neke
d,mg,vo € Z tako da zadovoljava vo|m3 —d. Stavimo v_; = (mg —d)/vo. Nizovi
{m;} i {v;} su definisani rekurzivno sa:

Mip1 = Q0 — My, Vig1 = Vy—1 + ai(m; —miqq)
i zadovoljavaju sledeca svojstva za i > 1:
(a) ni = (m; + Vd)/vi;
(b) ms,v; € Z i vi|m? — d;

(c)0<v; <di—vd<m;<+d.

Dokaz 6.1 Dokaz ide isto kao dokaz propozicije 5.2, samo zamenimo 1o sa
V/d. Treba napomenuti da ne zahtevamo da d bude kvadrat, i da vy moze biti
negativan. Na primer, (1 —+/2)/3 mora biti prepisan kao (=34 /18)/(—9) da bi
se osiguralo da je v_; € Z. Da bismo pronasli mg, vy i d pratimo sledeé¢i primer.

Pocetni uslov garantuje da iz rekurzije dobijamo m;, v; € Z. Ono $to je mo-

v . Y. . . P(—m;
zda manje ocigledno je da je u rekurziji m; 11 = a;v; —m; — f,v;41 = —%
k2
za v; sa P(z) zamenjeno x? — d. Zapravo, pocevsi od
B  P(—=myyq)
Mit1 = ajv; —m; — f, vy = ————>
Vi
nalazimo
2 2 2
B mi+1—d_ (aivi—mi) —d_ 2 ml—d
Vi1 = — = — = 2aimi — Q;V; —
Vi (% (%
= ai(mi +m; — a;v;) + vi—1 = Vi1 + a;i(Mm; — Miy1).
|

Propozicija 6.2 Za sve i > 1 imamo a; = |(m; + [Vd])/vi]. Pored toga
ap = |(mo + [Vd])/vo| ili |(mo + |Vd])/ve] — 1. Druga moguénost javlja se
ako i samo ako vg <0 {wvg | m+ |Vd]

Dokaz 6.2 Predpostavimo da je ¢ > 1. Iz prethodne propozicije pod (c) imamo
aiv; — My = Myy; < L\/&J Deljenjem sa v; > 0 dobijamo:

<mi+_L\/aJ <mij\/a<ai+1.

T
Vi 9

Ovo samo znaéi a; = |(m; + |Vd])/vi]. [ |
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6 Racunanje kvadrati¢nih veriznih razlomaka

Zbog prakti¢nosti iz dokaza predhodne propozicije izdvajamo algoritam za pro-
nalazenje veriznog razlomka kvadrati¢nog broja n:

ALGORITAM ZA PRONALAZENJE VERIZNOG RAZLOMKA
KVADRATICNIH BROJEVA

1. n € R je kvadrati¢ni broj . Stavimo 79 := 1 = (mgo + Vd)/vo, tako da

vo | d —mZ, (kao u sledeéem primeru). Stavimo v_1 := (d — m3) /vy, s :=
|V/d], i postavimo brojaé i := 0.

2. Ako je (m;,v;) = (my,vy), za neko 0 < r < 4 zavrSavamo i piSemo:
n= [a()a vy A1, Gpy e aai71]~

3. U suprotnom ra¢unamo slede¢im redosledom:

a:=[(m; +s)/vi]

o a—1 ako i=0,v9<0 i vy |mg+s
v a inace
mMi4+1 ‘= a;V; — My

Vig1 = Vi—1 + a;(my —myqq).

Povecajmo brojac i za 1 i vratimo se na korak 2.

Primer 6.1 Da bi se pronasao verizni razlomak broja /223, stavimo d = 223,
mog =0, vg =1, s = 14 i popunimo sledecu tabelu koristeci algoritam, pazeli
na periodicnost:

i 2] o] 1] 238415
a || - | 14| 1 |13 1 |28 1
mi || - | 0| 14| 13| 15| 14 | 14
v; || 223 1 | 27| 2 [ 27| 1 | 27

Kako sums =my ivs = vy, dobijamo /223 = [14,1,13,1, 28].

Zanimljiv dodatak se krije u ovoj tabeli. Oznacimo sa p;/q; i-ti konvergent
broja /223. Tada su p; i q; strogo rastuci nizovi celih brojeva. Medutim, na osno-
vu propozicije 5.3 , jedine moguce vrednosti za N(p; — q;v/223) = (—=1)" 1o,y
sul,—27 1 2. |
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6 Racunanje kvadrati¢nih veriznih razlomaka

Primer 6.2 Razvijmo broj n = %@ u verizni razlomak. Imamo d = /37,
mo = 3214, vy = 1661. Vidimo da vredi vo|m3 — d i pocinjemo s postupkom.

ilomy U4 M a;
3214437
0| 8214 | 1661 Tﬁl\ﬁ
—1553++/37
1] -1553 | -1452 ?4\5%
101++/37
21 101 7 ? 15
44++/37
3 4 3 ?\’ﬁ 3
5+/37
il 5 | 4 ty 2
50 3 7 34/37T | 4
6 4 3
Vidimo da je msz = mg, v = vg, pa ce biti i n3 = ng, ¢ dobijamo n =
,1,15,3,2,1]. ovom primeru nam je dovoljno bilo i > 2, odnosno as je
1,1,15,3,2,1]. U } je dovoljno bilo 1 2, od j
pocetak perioda. |

Primer 6.3 Da bismo razvili 1—71 u verizni razlomak, zapisimo ga u obliku

11 0+ 77
7 7

Sada je mo = 0,v9 = 7,d = 77 i imamo vo|mZ — d. Dobijamo

T ToTiT 2314156
m 0171 518185177
w 714183 111314174
w 113 1116 1 3]2
odnosno \/Il —[1,3,1,16,1,3,2). n
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7 Aproksimacija konvergenata

7 Aproksimacija konvergenata

Veé smo nagovestili da je realan broj efikasno aproksimiran ¢lanovima veriznog
razlomka. Sada ¢emo tu tvrdnju precizirati. Koristi¢emo jednostavno zapazanje
dazaa,peZib,qeN,

—-b 1
@ P plicira |2 - P' _ loa—tbpl S 1
b’ q q bg bg
aq — bp je ceo broj razli¢it od nule. Pretpostavimo da je = [ag, a1, .. .] iracio-
nalan, sa konvergentima p;/g;.
Propozicija 7.1 Neka je a,b € Z, b > 0 i nzd(a,b) = 1. Ako je [n— %] <
‘17 - % tada b > q;.

Jasno nam je da ako zelimo da poboljSamo aproksimaciju n datu konvergentima
potreban nam je razlomak sa Sto ve¢im imeniocem.

Dokaz 7.1 Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je ¢ neparan, pa je tako

Pit1/ i1 <N < Pi/ -

Paran slucaj je slican, nejednakosti su obrnute.
Po pretpostavei , a/b je u intervalu centriranom sa 7, sa jednom krajnjom tackom
pi/qi- Uzimamo u obzir samo slucaj a/b € (2n — p;/q;,n). Buduéi da se stalno
priblizava 1, p;+1/¢;+1 je u istom intervalu a to vidimo i na slici dole.

Prema tome, duzina (217 — p;/q;,n) je veca od udaljenosti izmedu p;1/gi+1
i a/b. To nam daje drugu nejednakost

1 a ; ; 1
<o _ Pl _ 'n pi| _ .
bgi+1 ~ |0 Gt G| Qg+
Zakljucujemo da je b > gq;. ]

Kako mozemo znati da li je razlomak konvergent broja n? Slede¢a propozicija
nam daje dovoljan uslov.
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7 Aproksimacija konvergenata

Propozicija 7.2 Za a,b € Z, b> 0 i nzd(a,b) = 1.

1
252 implicira a =1p;, b=gq;, za neko 1> 0.

a
-5 <
Dokaz 7.2 Dokazac¢emo kontradikcijom.

Ako a/b # pr/q. za sve k, postoji jedinstveno i tako da je a/b izmedu
Pi—1/Gi—1 1 Pi+1/¢i+1. Pretpostavljamo da je ¢ neparno, a paran sluéaj ide ana-
logno. Situacija je prikazana na gornjoj slici. ali, za razliku od prethodnog do-
kaza, a/b moZe biti sa obe strane 2n — p;/q¢;.

Imamo sledeéi lanac nejednakosti, od kojih je poslednji oc¢igledan sa slike :

1 b 1 b
< = . < —
Gi%i+1 @G bqiy1 T g

b

4qi

a

Di+1 a
ol n——|.

Giy1 b

‘ Di
n—=
qi

Kada ovo iskombinujemo sa nejednakoscu trougla, dobijamo:

a b
<W‘3\1+g

Tek sada primenjujemo predpostavku [ — 4| < o7

i<‘ _9’ ]__|_2 <i qi+b
bq; b i 202 g

Sa Di

b g

<p-g|+p-E
b i

s
bq;

Tako da b < g;.

S druge strane, a/b lezi u intervalu (p;—1/gi—1,n). Sli¢nim zakljucivanjem kao u
prethodnoj propoziciji, tj. u

1 i ; 1
<o P _ ‘,7 _pif
bgit1 ~ [b Gita ¢l Gigi+1
dobijamo ¢; < b. Ta kontradikcija pokazuje da je a/b konvergent. |

Sledeé¢a posledica je kljutna za nasu primenu veriznih razlomaka realnih
kvadrati¢nih polja.

Posledica 7.1 Neka je P(z) = 2% — fx + g polinom sa koeficientima iz Z, i
diskriminanta D = f?—4g > 0. Pretpostavimo da koreni polinoma zadovoljavaju
n>0>7, i neka su p;/q; konvergenti veriznog razlomka broja n. Za uzajamno
proste a,b € N vazi sledeca implikacija:

D
Ako |a® — fab + gb?| < g, tada a = p;, b= q;,za neko i > 0.
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7 Aproksimacija konvergenata

Dokaz 7.1 Deljenjem sa b? dobijamo:

PG)=1G) 1 G) o] <
Razlikujemo dva slucaja:

SLUCAJ 1: 1 < a/b. Posto je P'(n) = VD > 0 i posto je parabola y = P(z)
iznad tangente na n, imamo da je 0 < P'(n)(z —n) < P(x) kada n < =z.
Stavljajuéi = a/b i deljenjem sa P’(n), dobijamo:

P(a/b) _ |P(a/b)| _ VD /2b? _ 1

"o "D VD N

tako da a = p;, b= ¢; za neko i (sledi iz predhodne propozicije).

=
bﬂ

SLUCAJ 2: 0 < a/b < 1. Prema nasoj predpostavci n > 0 > 7, polinom
Q(r) = —22P(1/x) = —gz* + fx — 1 ima korene 1/n > 0 > 1/7 i zadovoljava
Q'(1/n) = v/D > 0. StaviSe, njegov vodeéi koeficient —g = —77 je pozitivan pa
Q(z) 1 P(x) imaju ista svojstva. Ako je 0 < z <7, tada 1/n < 1/z, i dobijamo
isto kao u slucaju 1

ron

VD 22D 22D’

1 1’ _QU/z) _ —P) _ |Pw)

poslednju jednakost dobijamo jer je P(z) < 0za 0 < x < 1. Za © = a/b ovo
postaje

b_1’< [Pla/b)] _ vDj2w* 1
a 0|  (a2/2)VD ~ (a2/b?)VD  2a*

Opet na osnovu predhodne propozicije b/a je konvergent 1/n. Videli smo u
primeru 3.4 da je b/a = ¢;/p; za neko proizvoljno i. |
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8 Grupa jedinica realnih kvadrati¢nih polja

8 Grupa jedinica realnih kvadrati¢nih polja

U aritmetici na koju smo navikli radimo sa racionalnim brojevima iz skupa Q
i celim brojevima iz skupa Z. Osim $to je savrseno intuitivna, ovakva aritmetika
ima veoma pozeljna svojstva: poredak, dobro definisanu deljivost, proste brojeve,
jedinstveno razlaganje na proste ¢inioce.

Medutim, mo¢ aritmetike nad Q je ogranicena. Zato nam je ponekad potreb-
no da radimo sa drugim skupovima. Da bismo mogli da govorimo o aritmetici,
nije neophodno da radimo u skupu Q ili Z,. To moze biti bilo koji skup u kome
mozemo da sabiramo, oduzimamo, mnozimo i delimo. Drugim re¢ima, taj skup
moze da bude bilo koje polje.

Definicija 8.1 Prsten F je polje ako je svaki ne nula elemenat invertibilan, tj.

F*=F\O0.
Ovde ée fokus biti polje oblika Q[v/D].

Kvadrati¢ni brojevi su imaginarni ako z < 0, a realni ako z > 0.

Definicija 8.2 Neka je o € Q[v/D]. Konjugat od a = a+bv/D jea = a—bv/D.
Trag i normu definisemo pomocu

Tra =a + a, Na = aa

Definicija 8.3 Prsten celih kvadraticnog polja Q[v/D] je
O={aecQVD]:a*—ta+n=0 zaneko t,n € Z}

= {a € QVD] : Tra, Na € Z}.

Teorema 8.1 Pretpostavimo da je D € Z bez kvadrata. Skup celih u Q[\/ﬁ] je
prsten dat sa O = Z + Zdy = Z[do], gde

b VD za D=2,3 (mod 4)
0 % za D=1 (mod 4)

Dokaz 8.1 U oba slucaja dg je u O, jer zadovoljava moni¢nu jednacinu sa koe-
ficientima u Z, naime 22 — D = 0 ili % — 2 + (1 — D) /4 = 0. Poslednja jednakost
ima koeficijent iz Z samo kada D = 1 (mod 4). Lako je uociti da je Z+Zdy C O,
a mi se fokusiramo na dokazivanje obrnute inkluzije.

Uzmimo a = a + bv/D € O. Iz gornje definicije to znaéi da su Tra = 2a i
Na = a? — b?D oba iz Z. Stavimo a = r/2,b = m/n za neke 7,m,n € Z tako
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8 Grupa jedinica realnih kvadrati¢nih polja

da nzd(m,n) = 1. Tada 4m?D = n?(r? — 4Na), tako da n?|4m?D, i éinjenica je
n? | 4D jer je nzd(m,n) = 1. Da je p neparan prosti faktor n, imali bi p? | D,
a to je kontradikcija sa time da je D bezkvadratni. Dakle, n mora biti jednak
stepenu 2. Posto 4 ne deli D, n? | 4D imlicira n? | 8, dakle n = 1 ili 2. U oba
sluéaja b = s/2 za neko s € Z.

Posto a? — b2D € Z, imamo r? = 52D (mod 4). Razmatramo dva slucaja:

(a) Ako D # 1 (mod 4), svaki par (r, s) zadovoljava r? = s> = 0 (mod 4). Ovo
implicira da su r i s ¢ak i celi brojevi, pasuaibuZiO CZ+ ZVD.

(b) Ako D = 1 (mod 4) tada r? = s2D = s? (mod 4), $to implicira r = s
(mod 2). Zapisujuéi r = s + 2k za k € Z to vidimo

D 2k D 1 D

Tako je O C Z 4 Z1+YD. ]
Definicija 8.4 Diskriminanta o € O je disca = (Tra)? — 4Na.
Definicija 8.5 Stavimo Dp = discO = discdg ¢ nazovimo diskriminanta
polja F = Q[VD.

U sledecoj tabeli sumiramo osnovne informacije o O:

D mod 4 | éo, gde O = Z][d) jednacina za dg Dp = discO
2,3 VD &&—-D=0 4D
1 1+yD B-d+52=0 D
Napomene:

1. Uvek moZzemo napisati F' = Q[v/Dp].

2. Ako ne zelimo da pravimo razliku izmedu ta dva slucaja koja imamo u
gornjoj tabeli, umesto dp mozemo koristiti malo komplikovanije

_ Dp++/Dr D2 — Dp
o 2

01 , za koje 5%—DF61+F7:O.

4
Tada je O = Z[d1] bez obzira na vrednost D mod 4.

3. Kada pokazujemo opste teoreme o O nije nas briga za konkretni izbor
d , O = Z[4]. Bilo koji ¢ sa pravom diskriminantom odgovara. Stoga,
popravljamo sledeci zapis: U ostatku rada, F' oznacava kvadrati¢no polje sa
diskriminantom Dy i prstenom celih O = Z[§]. Takvo ¢ mora da zadovolji
62 —td+n=0zaneke t,n € Zsa Dp =t — 4n.
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8 Grupa jedinica realnih kvadrati¢nih polja

Do sada smo na verizne razlomke gledali kao na alat za priblizavanje real-
nim brojevima. Ali, oni imaju jednu neocekivanu upotrebu: odredivanje grupe
jedinica u prstenu celih O = Z[d] realnog kvadrati¢nog polja F.

Propozicija 8.1 Postoji tacno jedan broj A takav da O = Z[A] i verizni raz-
lomak A je ¢isto periodican: A >11 —1 <A <0.

Dokaz 8.1 Nakon moguée zamene ¢ i § mozemo pretpostaviti da & > §. Bilo
koji ¢, O = Z[4'] mora biti oblika 0’ = a &+ ¢ za neko a € Z. Pretpostavimo da
je &' ¢isto periodicno, $to po teoremi 5.2 znaci da

atd>1i —1<a+d<0

Konkretno, 0 > —a > 0 pa zbog § > § znak mora da bude plus, t;j. § =a+9d.
Druga nejednakost tada daje a +1 > —d > a, drugim reCima, a = L—éJ .

Ako postoji periodi¢no ¢’ , mora biti A = Lfgj + 4. Ostaje da se proveri
A > 1. Najmanja moguca diskriminanta realnog kvadrati¢nog polja DQ[ Noks 5.
Tada 2 < /Dp =6 -6 <0+ |—0| +1, odakle 1 < |[—6] 4+ = A. ]

Za ostatak ovog odeljka popravljamo uobi¢ajene zapise u referenci na A.
Dakle, ¢ i n su definisani sa A? — tA +n = 0, dok su a;,p;,q; i A; veli¢ine
povezane sa veriznim razlomkom A. Posto je A algebarski ceo broj, Ap = A.
Kao u dokazu propozicije 5.2. stavljamo

mi+

VU

. 2
A, = sa v, m; € 7Z1iv; | mi+tm; +n.

Sa [ ozna¢avamo duzinu perioda A, i nazivamo duZina perioda F.

Propozicija 8.2 Za i > 0, v; =1 ako i samo ako je ¢ sadrZalac l.

Dokaz 8.2 Predpostavimo da je v; = 1 pa je A; = m; + A. Kako su A i A;
¢isto periodi¢ni, iz teoreme 5.2 imamo —1 < A < 0i -1 < m; +A < 0. S
obzirom da je m; € Z, ovo je jedino moguée ako je m; = 0. Tada je A; = Aii
je sadrzalac duzine perioda.

Obratno, ako i = lk za neko k, imamo A = Ay, = (my + A) /vy Uporedi-
vanjem koeficienata dobijamo vy, = 1. |

Definicija 8.6 Fundamentalna jedinica O (ili F') je jedinica e € O* koja
ispunjava sledece uslove:

(a) Za bilo koje e € O*, € = ek za neko k € Z, i

(b)EF>].
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8 Grupa jedinica realnih kvadrati¢nih polja

Uslov (a) zna¢i da O* = +(ep). Ovde je (ep) multiplikativna beskona¢na
cikli¢na grupa generisana sa €.

Uslov (b) garantuje da ako ep postoji, on je jedinstven. Sledeéa teorema
pokazuje kako konstruisati.

Teorema 8.2 Neka O = Z[8] tako da § > 5. Neka su p,/q; konvergenti 8, i
neka je | duZina perioda F'.

Stavimo €1 = p;_l - qz_lé. Bilo koja jedinica € € O je oblika ¢ = +¥ za
neko k € Z. Fundamentalna jedinica ep je tada +eq1 ili £21, sta god je vece od
1.

Dokaz 8.2 Prema propoziciji 5.3, €1 je jedinica. Kako je § > §, postoji a € Z
takav da je § = A 4 a. Iz primera imamo da su konvergenti § i A povezani sa
p; = aq; + p; 1 ¢; = ¢;. IzraCunavamo

e1=p_1— 10 =pi—1+ag-1—q-16 =pi—1 — q-1(0 — a)
=pi-1 — @14,
Bez umanjenja opstosti, predpostavimo da je § = A.

Jedinica € je jednaka stepenu £; do na znak ako je istinito za —¢, ili za € =
+e71 To nam omoguéava da se ograni¢imo na slucaj e = a — bA za a,b € Z>o.
Zapravo, ako je a < 0 onda zamenimo ¢ sa —¢. Zatim, ako je b < 0 zamenimo €
sa € =a—bA = (a—bt) — (—b)A. Posto je A listo periodi¢an, t > 01 a — bt je
i dalje pozitivno.

Posto je Dp > DQ[\/E] = 5, imamo

la? — tab+nb*| = |N(a — bA)| =1 < V5/2 < /Dp/2.

Zakljucujemo iz posledice 7.1. da je a = p;, b = ¢; za neko ¢ > 0. Propozicija 5.3
nam onda daje

Ui-‘rl = (—1)i+1N(pi — QZA) = (—1)i+1N5 = il
Kako je v;41 > 0 pomoc¢u dokaza iz propozicije 5.2 zakljucujemo da je v;41 =1
i iz propozicije 8.2 da je ¢ + 1 = kl sadrzalac perioda.
Pokazali smo da svaki a — bA € O%, a,b € Z>o mora biti oblika

€k = Plk—1 — Qri—14, za neko k > 0.

Da bi se dokazala teorema dovoljno je potvrditi da je exy1/ex = £1. Iz leme 4.1

Pi—1 — Gi—1A

A =
" Pi — GA
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8 Grupa jedinica realnih kvadrati¢nih polja

Formiramo teleskopski proizvod:

Pi—1 — ¢i—1A p_ig; A Ditit2 — Qiti—2
_1 lA'+1A‘+2"'A'+l: . e
(F1) Ainidi ‘ Di — GA Dit1 — Gr1 D Pigi—1 — Qi1 A

_ _DPi-1— gi—1A
Diti—1 — Giri—1A

Kada ¢ = kl, dobijamo

Pri—1 — qri—1A _ &k
Pk+1)i-1 — dkr1)-1A  Ekt1

(=1 Apis1Brigz - Agprry =

Kada je k = 0 ovo zauzvrat postaje

p-1—q-14A 1 1
“D)IA Ay A = = =,
(=1 A T — A p— A e

Periodi¢nost podrazumeva Ay 1Ak142 -+ A1y = A1z ... Ay Stoga imamo,
Ek/5k+1 :1/61. [ ]

Primer 8.1 Predhodnu teoremu pokazujemo pronalaZenjem fundamentalne je-
dinice Z[\/223]. Izracunavamo konvergente veriinog razlomka koje smo nasli u
primery 6.1 /223 = [14,1,13, 1, 28]. Dovoljno je iéi do kraja perioda:

i [ 2]1]o0 1] 2 3 7
a |l - | - |14 1] 13| 1 | 28
i | 0 1| 14| 15| 209 | 22/ | 6481
e | 1] 0 1] 1] 14 ] 15| 454

Predhodna teorema nam to pokazuje, Z[223]* je generisano sa €1 = p3 —
q3Vv223 = 224 — 154/223 = 0.0022.... Fundamentalna jedinica mora biti ve-
¢a od 1, pa je dobijamo kao y:

Eqvams = P3 + 43V/223 = 224 4 15v/223.
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9 Zanimljivosti veriznih razlomaka

9.1 Racunanje kalendarske godine

Jedna od zanimljivih primena veriznog razlomka je u racunanju kalendarske
godine. Trajanje jedne suncane godine eksperimentalna je veli¢ina, samim tim
nema smisla da proucujemo taj broj kao racionalan ili iracionalan. Zameni¢emo
taj broj pribliZznom vrednosc¢u.

5h 48min 465 20926 10463
a= 365+ = = 30+ gaa00s — 3% 13200

Kao sto vidimo, broj a je racionalan pa je njegov razvoj u verizni razlo-
mak konacan. Sada primenimo Euklidov algoritam na brojeve 43200 i 10463, i
dobijamo:

43200 = 10463 - 4 + 1348
10463 = 1348 - 7 + 1027
1348 = 1027 -1+ 321
1027 =321-3+64
321=64-5+1
64=1-64

Imamo da je oo = [365,4,7,1,3,5,64], i da su konvergente broja o — 365

1 7 8 31 163 10463

Svaki od gore navedenih konvergenti nam daje jedno resenje problema kalenda-
ra. Tako je, npr kod prve konvergente prosecno trajanje godine 365% dana. To
nam znaci da je svaka Cetvrta godina prestupna. Uopsteno gledajuéi imenilac
konvergenti nam daje duzinu ciklusa, a brojilac broj prestupnih godina u sva-
kom ciklusu. Vidimo da peta i Sesta konvergenta daju neprakticno resenje stoga
uopsteno razmatramo kalendare koje nam daju prve cetiri konvergente. Julijan-
ski kalendar je upravo nasa prva konvergenta, dok kod cetvrte konvergente je
najmanja greska kod ra¢unanja.
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9.2 Broje

U matematici i njenim primenama veoma znacajno mesto ima broj e =
2,718281828 ... osnova prirodnih logaritma. Interesantan je verizni razlomak
koji odgovara tom broju:

e=2+4

1++

Veriznim razlomcima se bavio i Ojler EL pa je tako mozda i prvi dokazao
da se svaki racionalan broj moze zapisati u obliku konacnog veriznog razlomka.
Autor je sledeéih neobi¢nih jednakosti:

2
6—1:1—|—73
25—
A5
1 14 1
6+2_ 2"‘#
4+5+6f..

Ovi razlomci nisu standardni verizni razlomci, jer im brojilac nije jednak jedinici.
Vredi i

Ve=[1,1,1,1,51,1,9,1,1,13,1,1,17,1,1, .. ],

i jednakost

e—1=11,1,1,2,1,1,4,1,1,6,...].

Primer: Naéi nekoliko pribliznih vrednosti broja e koriste¢i odgovarajuéi verizni
razlomak. Redom nalazimo

e=2;
1
=2+7=3
62+1+1; 2—266 2,(6);
e—924 i %—27272 2,(72);

8Leonhard Euler (1707-1783.) - $vajcarski matematicar i fizicar. Ojler je dosao do veli-
kih otkri¢a u potpuno razlicitim oblastima kao Sto su matematicka analiza i teorija grafova.
Uveo je u upotrebu veliki broj termina koji se koriste u savremenoj matematici i unapredio
matematicku notaciju.
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9.3 Verizni razlomci i Fibonacijev niz

M4 71608113,

1
=24 ————=—
1+ rﬁ 53
1 840 280
=2 = — = — =2,71844660.. .;
SR pr— 309 103 ’
2+
3+ 34
a+3
1 5760
=2+ = =2,71826333...;
¢ [Ep— 2119
e
5+3
i tako dalje. Dakle, imamo
2<8<144<5760< o< <280<30<3
< —<...<e< ... < — < — .
3 53 2119 103 11

9.3 Verizni razlomci i Fibonacijev niz

Fibonacijev niz 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55. .. definisan je formulom
Fo=1F =1.

Fo=F, 1+ F, 2
Koli¢énik dvaju uzastopnih ¢lanova ovog niza preko veriznog razlomka izgleda
ovako:
13 1
— =1+ T =[1,1,1,1,1,1].
8 1+ —=
I
1+1
Kada posmatramo opsti slucaj, bice
Fnia Frq 1 1
F, F, Ffﬁl 1+ Fn{l
Fp_2
i situacija se dalje ponavlja, pa imamo %t = {1, 1,1,..., 1}.
n
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10 Zakljucak

Verizni razlomci imaju mnoge primene u teoriji brojeva. Poznato je da je ra-
zvoj u verizni razlomak kvadratne iracionalnosti periodic¢an, ali je zaista tesko
predvideti kolika je duzina perioda razvoja proizvoljnog broja.

Covek je kao razlomak, &iji je brojilac ono Sto on jeste, a imenilac
ono $to misli o sebi. Sto je imenilac veéi, razlomak je manji ." Lav
Tolstoﬂ

* * *

Veliku zahvalnost dugujem mentoru, dr Goranu Dankovicu, na pruzenom zna-
nju, pozrtvovanosti, korisnim savetima i svesrdnoj pomoci. Na kraju Zelim da se
zahvalim mojim roditeljima, sestri i prijateljima na Ljubavi, podrsci i strpljenju
koju mi pruZaju.

9Lav Tolstoj (1828 - 1910.) - ruski pisac. Njegova dva najveéa dela su Ana Karenjina i Rat
i mir
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