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Ãëàâà 1

Ëèíàðíî ïðîãðàìèðà»å

Òåîðèjñêå îñíîâå êîjå ñó èçëîæåíå ó Ãëàâè 1 ñó ïðåóçåòå èç [2], [4], [7], [8], [12], [13],
[14]. Ìíîãè ïðîáëåìè ñàâðåìåíîã äðóøòâà ìîãó ñå îïèñàòè ìàòåìàòè÷êèì ìîäåëèìà,
à çàòèì ðåøèòè êîðèñòå£è ìàòåìàòè÷êå ìåòîäå. Ïðèëèêîì ïðîöåñà ðåøàâà»à ïðîáëå-
ìà èç ðåàëíîã æèâîòà ïðèìåíîì ìàòåìàòè÷êîã àïàðàòà èçäâàjàjó ñå ÷åòèðè ôàçå:

� ïðåïîçíàâà»å ïðîáëåìà,

� ôîðìóëàöèjà ìàòåìàòè÷êîã ìîäåëà,

� ðåøàâà»å ìàòåìàòè÷êîã ìîäåëà,

� òóìà÷å»å ðåçóëòàòà ó ïîãëåäó îðèãèíàëíîã ïðîáëåìà.

Îâå ÷åòèðè ôàçå íèñó ñòðîãî äåôèíèñàíå, àëè ïðåäñòàâ§àjó îñíîâ ìàòåìàòè÷êîã
ìîäåëèðà»à.

Çàäàòàê ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à jå äà îäðåäè ìèíèìóì (ìàêñèìóì) ëèíåàðíå
ôóíêöèjå êîjà çàâèñè îä âèøå ïðîìåí§èâèõ ïîä óñëîâîì äà ñó îâå ïðîìåí§èâå
íåíåãàòèâíå è äà çàäîâî§àâàjó ëèíåàðíà îãðàíè÷å»à ó îáëèêó jåäíà÷èíà è/èëè íå-
jåäíà÷èíà. Ëèíåàðíî ïðîãðàìèðà»å (ËÏ) jå jåäàí îä íàjåôèêàñíèjèõ ïðèñòóïà ôî-
ðìóëèñà»ó è ðåøàâà»ó ñëîæåíèõ ïðîáëåìà äîíîøå»à îäëóêà è êàî òàêâî ïðåäñòàâ§à
jåäíó îä îñíîâíèõ ãðàíà îïåðàöèîíèõ èñòðàæèâà»à.

Ïðîáëåìè ËÏ-à jàâ§àjó ñå ó ðàçëè÷èòèì äèñöèïëèíàìà. Íà ïðèìåð, ìåíà¶åð íà
áåðçè ìîðà äà îäàáåðå óëàãà»à êîjà £å ãåíåðèñàòè íàjâå£è ìîãó£è ïðîôèò, à äà ïðè
òîìå ðèçèê îä âåëèêîã ãóáèòêà áóäå íà óíàïðåä çàäàòîì íèâîó. Ìåíà¶åð ïðîèçâîä»å
îðãàíèçójå ïðîèçâîä»ó ó ôàáðèöè òàêî äà êîëè÷èíà ïðîèçâîäà è êâàëèòåò áóäó
ìàêñèìàëíè, à óòîøàê ìàòåðèjàëà, âðåìåíà è øêàðò ìèíèìàëíè, ïðè ÷åìó èìà íà
ðàñïîëàãà»ó è îãðàíè÷åíå ðåñóðñå (áðîj ðàäíèêà, êàïàöèòåò ìàøèíà, ðàäíî âðåìå).

Jîø íåêè ïðîáëåìè èç ðåàëíîã æèâîòà êîjè ìîãó áèòè ôîðìóëèñàíè êàî ïðåáëåìè
ËÏ-à ñó: ïðîáëåì ñòàòèêå, ïðîáëåì äèjåòå, òðàíñïîðòíè ïðîáëåì, ïðîáëåì îðãàíè-
çàöèjå, ïðîáëåì ðàñïîðå¢èâà»à, èòä.

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, ïðèëèêîì ðåøàâà»à ðåàëíîã ïðîáëåìà, íàjïðå jå íåîïõîäíî
îïèñàòè ïðîáëåì ìàòåìàòè÷êèì ìîäåëîì, øòî ïîäðàçóìåâà ñëåäå£å êîðàêå:

1. îäàáðàòè jåäíó èëè âèøå ïðîìåí§èâèõ îäëóêå,

2. îäàáðàòè ôóíêöèjó öè§à è

3. ôîðìèðàòè ñêóï îãðàíè÷å»à.
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Íàêîí òîãà ñå èäåíòèôèêójå êëàñà ïðîáëåìà êîjîj äîáèjåíè ìàòåìàòè÷êè ìîäåë
ïðèïàäà è áèðà ñå ìåòîäà çà »åãîâî ðåøàâà»å. Ïîæå§íî jå äà ìîäåë áóäå øòî
jåäíîñòàâíèjè ó öè§ó åôèêàñíîã ðåøàâà»à, àëè äà àäåêâàòíî îïèñójå äàòè ïðîáëåì.
Íàjïîçíàòèjà îïøòà ìåòîäà çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà ËÏ-à ïîçíàòà jå êàî ñèìïëåêñ
ìåòîäà.

ËÏ ñå êàî äèñöèïëèíà ïîjàâ§ójå ÷åòðäåñåòèõ ãîäèíà ïðîøëîã âåêà êàî ïîòðåáà
çà ðåøàâà»åì ñëîæåíèõ ïðîáëåìà ïëàíèðà»à ó ðàòíèì îïåðàöèjàìà. Äà§è ðàçâîj
ñå óáðçàî ó ïîñëåðàòíîì ïåðèîäó, jåð ñó ìíîãå èíäóñòðèjå ïðåïîçíàëå äðàãîöåíó
óïîòðåáó ËÏ-à. Ñìàòðà ñå äà ñó ËÏ îñíîâàëè ìàòåìàòè÷àðè �. Äàíöèã1, êîjè jå
ó ñâîì ðàäó 1947. ãîäèíå èçëîæèî ñèìïëåêñ ìåòîäó è �. Íîjìàí2 êîjè jå èñòå ãîäèíå
èçëîæèî òåîðèjó äóàëíîñòè. Íîáåëîâà íàãðàäà çà åêîíîìèjó äîäå§åíà jå 1975. ãîäèíå
ìàòåìàòè÷àðó Ë. Êàíòîðîâè÷ó3 è åêîíîìèñòè Ò. Êîïìàíñó4 çà äîïðèíîñ òåîðèjè
îïòèìàëíå àëîêàöèjå ðåñóðñà ó ÷åìó jå ËÏ èãðàëî ê§ó÷íó óëîãó.

1.1 Îïøòè ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

Äåôèíèöèjà 1.1. Ñòàíäàðäíè îáëèê ïðîáëåìà ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à jå

min f + f0 = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

ïðè óñëîâèìà 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n,

(1.1)

ãäå ñó aij, bi, cj è f0 êîíñòàíòå è bi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Ðåàëíà êîíñòàíòà
f0, êîjà ìîæå áèòè ïîçèòèâíà, íåãàòèâíà èëè íóëà, îìîãó£àâà óê§ó÷èâà»å êîíñòàíòå
ó ôóíêöèjó êîjà ñå îïòèìèçójå. Íà ïðèìåð, òàêâà êîíñòàíòà ìîæå ïðåäñòàâ§àòè
ôèêñíè òðîøàê. Ñâàêè ïðîáëåì ËÏ-à ìîæe ñå ïðåäñòàâèòè ó ñòàíäàðäíîì îáëèêó
ïðèìåíîì ñëåäå£èõ ïðàâèëà:

1. ìàêñèìèçàöèjà íåêå ôóíêöèjå f ìîæå ñå çàìåíèòè ìèíèìèçàöèjîì ôóíêöèjå
−f , ïðè ÷åìó ñå îïòèìàëíà ðåøå»à íå ìå»àjó,

2. íåjåäíàêîñòè ñå ìîãó äîäàâà»åì èëè îäóçèìà»åì èçðàâíàâàjó£èõ íåíåãàòèâíèõ
ïðîìåí§èâèõ (engl. slack variable) ïðåòâîðèòè ó jåäíàêîñòè,

3. ñëîáîäíè ÷ëàíîâè ó jåäíàêîñòèìà ñå ìîãó åâåíòóàëíèì ìíîæå»åì ñà −1 ïðåòâî-
ðèòè ó íåíåãàòèâíå,

4. ñ îáçèðîì íà òî äà ñå ñâàêè áðîj ìîæå íàïèñàòè êàî ðàçëèêà äâà íåíåãàòèâíà
áðîjà, ïðîìåí§èâà êîjîj íåäîñòàjå íåíåãàòèâíîñò ìîæå ñå çàìåíèòè ðàçëèêîì
äâå íîâå íåíåãàòèâíå ïðîìåí§èâå.

1Georege Bernard Dantzig (1914-2005), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
2John von Neumann (1903-1957), ìà¢àðñêî-àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
3Leonid Vitaliyevich Kantorovich (1912-1986), ñîâjåòñêè ìàòåìàòè÷àð è åêîíîìèñòà
4Tjalling Charles Koopmans (1910-1985), õîëàíäñêî-àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð è åêîíîìèñòà
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Ó ïðîáëåìó ËÏ-à, ôóíêöèjà ÷èjè ìèíèìóì òðåáà îäðåäèòè ïîä çàäàòèì óñëîâèìà
íàçèâà ñå öè§íà ôóíêöèjà èëèôóíêöèja öè§à. Áèëî êîjà òà÷êà (x1, x2, . . . , xn) ñà
íåíåãàòèâíèì êîîðäèíàòàìà êîjà çàäîâî§àâà ñêóï îãðàíè÷å»à íàçèâà ñå äîïóñòèâî
ðåøå»å ïðîáëåìà. Çàäàòàê jå îäðåäèòè áàð jåäíó òà÷êó, àêî ïîñòîjè, èç ñêóïà ñâèõ
äîïóñòèâèõ ðåøå»à ó êîjîj ïîñìàòðàíà öè§íà ôóíêöèjà èìà íàjìà»ó âðåäíîñò.

1.2 Ëèíåàðíå jåäíà÷èíå è áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å

Îïåðàöèjà ïèâîòèðà»å êîjà ñå êîðèñòè ó Ãàóñîâîì5 ìåòîäó åëèìèíàöèjå çà ðåøà-
âà»å ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà îãëåäà ñå ó çàìåíè ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà
åêâèâàëåíòíèì ñèñòåìîì ó êîìå jå îäàáðàíà ïðîìåí§èâà åëèìèíèñàíà èç ñâèõ jåäíà-
÷èíà, îñèì jåäíå. Ïèâîò ñå ñàñòîjè îä èçàáðàíå ïðîìåí§èâå ñà êîåôèöèjåíòîì êîjè
jå ðàçëè÷èò îä íóëå è ìîæå áèòè èçàáðàí èç áèëî êîjå jåäíà÷èíå, à íàêîí òîãà ñå
ïîñìàòðàíà jåäíà÷èíà äåëè ñà êîåôèöèjåíòîì ó ïèâîòó, ÷èìå ñå äîáèjà jåäíà÷èíà ó
êîjîj èçàáðàíà ïðîìåí§èâà èìà êîåôèöèjåíò 1. Ïîãîäíèì ìíîæå»åì îâå jåäíà÷èíå è
äîäàâà»åì îñòàëèì jåäíà÷èíàìà, ïîñòèæå ñå äà ñå èçàáðàíà ïðîìåí§èâà åëèìèíèøå
èç îñòàëèõ jåäíà÷èíà. Óêîëèêî ñå ïðèìåíè ïèâîòèðà»å äîâî§àí áðîj ïóòà, ïîä
óñëîâîì äà jå ìàòðèöà ñèñòåìà ðåãóëàðíà, äîáèjà ñå åêâèâàëåíòàí ñèñòåì ëèíåàðíèõ
jåäíà÷èíà òàêàâ äà ñå ñâàêà ïðîìåí§èâà ïîjàâ§ójå ó jåäíîj è ñàìî jåäíîj jåäíà÷èíè
è ó òîj jåäíà÷èíè èìà êîåôèöèjåíò 1. Îïåðàöèjà ïèâîòèðà»à jå ê§ó÷íà çà ñèìïëåêñ
ìåòîäó.

Íåêà jå B = {kp : p ∈ P} jåäíà áàçà ïðîñòîðà êîëîíà ìàòðèöå A è íåêà jå |P | = r,
ãäå jå A = (aij)m×n è r ðàíã ìàòðèöå A. Íåêà jå ñà Q îçíà÷åí ñêóï èíäåêñà íåáàçèñíèõ
êîëîíà ìàòðèöå A. Ïðîìåí§èâå xp, p ∈ P ñå íàçèâàjó áàçèñíå ïðîìåí§èâå (çà áàçó
B), à xq, q ∈ Q ñó ñëîáîäíå ïðîìåí§èâå èëè íåáàçèñíå ïðîìåí§èâå.

Äåôèíèöèjà 1.2. Ñèñòåì îäm jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ, ãäå jåm ≤ n, jå ó êàíî-
íñêîj ôîðìè, ñà ñêóïîì îä m áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ, àêî ñâàêà áàçèñíà ïðîìå-
í§èâà èìà êîåôèöèjåíò 1 ó jåäíîj jåäíà÷èíè è 0 ó îñòàëèì jåäíà÷èíàìà, à ñâàêà
jåäíà÷èíà èìà òà÷íî jåäíó áàçèñíó ïðîìåí§èâó ñà êîåôèöèjåíòîì 1.

Çà ïðîáëåì ËÏ-à äàòîã ó ñòàíäàðäíîì îáëèêó, jåäàí îä íà÷èíà äà ñå ïîjåäíîñòàâè
ïðîáëåì jå çàìåíà ñêóïà îãðàíè÷å»à åêâèâàëåíòíèì ñèñòåìîì jåäíà÷èíà ó êàíîíñêîì
îáëèêó. Çà ïðèìåíó ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ñèñòåì îãðàíè÷å»à ìîðà áèòè ó êàíîíñêîì
îáëèêó è ïðèäðóæåíî áàçèñíî ðåøå»å ìîðà áèòè äîïóñòèâî. Èçáîðîì äà ñó íåáàçèñíå
ïðîìåí§èâå jåäíàêå íóëè, äîáèjà ñå ðåøå»å ñèñòåìà jåäíà÷èíà ó êàíîíñêîj ôîðìè
êîjå ñå íàçèâà áàçèñíî ðåøå»å (çà áàçó B). Ó ïðîáëåìó ËÏ-à èíòåðåñàíòíà ñó
ðåøå»à ñèñòåìà ñà íåíåãàòèâíèì êîîðäèíàòàìà. Òàêâî áàçèñíî ðåøå»å ñà ñâîjñòâîì
äà ñó ñâå êîîðäèíàòå íåíåãàòèâíå íàçèâà ñå áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å.

Äåôèíèöèjà 1.3. Ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à jå ó êàíîíñêîì îáëèêó ñà
ñêóïîì áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ àêî jå:

1. ïðîáëåì ó ñòàíäàðäíîì îáëèêó ñà ñêóïîì áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ,

2. áàçèñíî ðåøå»å jå äîïóñòèâî,

3. ôóíêöèjà öè§à çàâèñè ñàìî îä íåáàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ.

5Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð
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Àêî ñó çà ïðîáëåì ËÏ-à çàäîâî§åíà ñàìî ïðâà äâà óñëîâà ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå,
ñèñòåì îãðàíè÷å»à ìîæå ñå êîðèñòèòè äà ñå åëèìèíèøó áàçèñíå ïðîìåí§èâå èç
öè§íå ôóíêöèjå.

Îïøèðíèjå î ëèíåðíîì ïðîãðàìèðà»ó ìîæå ñå ïðîíà£è ó [2], [4], [7], [8], [12], [13],
[14].



Ãëàâà 2

Ñèìïëåêñ ìåòîäà è àëãîðèòìè

ñèìïëåêñ ìåòîäå

Òåîðèjñêå îñíîâå êîjå ñó èçëîæåíå ó Ãëàâè 2 ñó ïðåóçåòå èç [2], [4], [12], [13], [14].

2.1 Ñèìïëåêñ ìåòîäà

Íåêà jå äàò ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó ñàm îãðàíè÷å»à è n ïðîìåí§èâèõ,
à ïðâèõ m ïðîìåí§èâèõ ñó áàçèñíå ïðîìåí§èâå

min f + f0 = cm+1xm+1 + cm+2xm+2 + · · ·+ cnxn

ïðè óñëîâèìà

x1 + · · ·+ a1,m+1xm+1 + a1,m+2xm+2 + · · ·+ a1nxn = b1

x2 + · · ·+ a2,m+1xm+1 + a2,m+2xm+2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . .

xm + am,m+1xm+1 + am,m+2xm+2 + · · ·+ amnxn = bm

x1, x2, . . . , xn ≥ 0,

(2.1)

aij, bi, cj è f0 ñó êîíñòàíòå, bi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n è ïðèäðóæåíî áàçèñíî
ðåøå»å jå äîïóñòèâî.

Tåîðåìà 2.1. Àêî jå cj ≥ 0, j = m+ 1, . . . , n, òàäà jå ìèíèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå
öè§à çà ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à (2.1) jåäíàêà −f0 è ïîñòèæå ñå ó òà÷êè
(b1, b2, . . . , bm, 0, . . . , 0).

Äîêàç. Çà áèëî êîjó òà÷êó êîjà çàäîâî§àâà çàäàòè ñêóï îãðàíè÷å»à, âðåäíîñò ôó-
íêöèjå öè§à äàòà jå ñà f = cm+1xm+1 + · · ·+ cnxn − f0. Êàêî ñâàêî äîïóñòèâî ðåøå»å
èìà íåíåãàòèâíå êîîðäèíàòå, íàjìà»à âðåäíîñò çà çáèð cm+1xm+1 + · · ·+ cnxn jå íóëà.
Äàêëå, ìèíèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå f jå −f0 è îíà ñå ïîñòèæå ó òà÷êè

(b1, b2, . . . , bm, 0, . . . , 0).

6
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Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.1 ñëåäè äà jå ïðîáëåì ËÏ-à ðåøåí àêî ñó ñâè cj ≥ 0. Íåêà jå
áàð jåäíî cj, íà ïðèìåð íåêà jå òî cj0 íåãàòèâíî. Ñàäà ñå jàâ§à ïîòðåáà çà óâî¢å»åì
ïðîìåí§èâå xj0 ó ñêóï áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ. Äà áè ñå îäðåäèëà ïðîìåí§èâà êîjà
èçëàçè èç ñêóïà áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ, íåêà ñó ñâå íåáàçèñíå ïðîìåí§èâå îñèì xj0
jåäíàêå íóëè. Äîáèjà ñå,

x1 + a1j0xj0 = b1 x1 = b1 − a1j0xj0

x2 + a2j0xj0 = b2 x2 = b2 − a2j0xj0
... , îäíîñíî

...

xm + amj0xj0 = bm xm = bm − amj0xj0

. (2.2)

Tåîðåìà 2.2. Çà ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à (2.1) âàæè ñëåäå£å: àêî ïîñòîjè
èíäåêñ j0, j0 = m+ 1, . . . , n, òàêàâ äà jå cj0 < 0 è aij0 ≤ 0 çà ñâå i = 1, 2, . . . ,m, òàäà
jå ôóíöêèjà öè§à íåîãðàíè÷åíà îäîçäî.

Äîêàç. Íåêà ïîñòîjè èíäåêñ j0 êîjè çàäîâî§àâà óñëîâå òåîðåìå. Íåêà jå S ñêóï ñâèõ
òà÷àêà îáëèêà (x1, x2, . . . , xm, 0, . . . , 0, xj0 , 0, . . . , 0), ïðè ÷åìó jå x1, x2, . . . , xm äàòî ñà
(2.2) è xj0 ≥ 0. Ïîøòî ñó ñâè êîåôèöèjåíòè aij0 ≤ 0, S jå ñêóï äîïóñòèâèõ ðåøå»à çà
ïðîáëåì (2.1). Ôóíêöèjà öè§à jå îáëèêà

f = cm+1xm+1 + · · ·+ cj0xj0 + · · ·+ cnxn − f0,

è íà ñêóïó äîïóñòèâèõ ðåøå»à S, ñå ñâîäè íà f = cj0xj0 − f0. Ïîøòî jå cj0 < 0, f jå
íåîãðàíè÷åíà îäîçäî íà ñêóïó S.

Íåêà jå cj0 < 0 è íåêà jå áàð jåäàí êîåôèöèjåíò aij0 > 0. Òàäà ñå èç jåäíà÷èíå

xi = bi − aij0xj0 ,

ïðèìåíîì óñëîâà íåíåãàòèâíîñòè ïðîìåí§èâå xi äîáèjà íåjåäíà÷èíà

bi − aij0xj0 ≥ 0,

îäíîñíî ãîð»à ãðàíèöà çà ïðîìåí§èâó xj0

xj0 ≤
bi
aij0

.

Èäåjà jå äà ñå çàìåíè íåêà îä áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ x1, x2, . . . , xm ïðîìåí§èâîì
xj0 . Çáîã èçðàçà cj0xj0 ó öè§íîj ôóíêöèjè, âðåäíîñò f £å áèòè ñìà»åíà çà íîâî
äîïóñòèâî ðåøå»å. Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè êîjà áàçèñíà ïðîìåí§èâà £å ïîñòàòè íå-
áàçèñíà òàêî äà íîâî áàçèñíî ðåøå»å áóäå äîïóñòèâî. Jåäíà÷èíå (2.2) çà êîjå jå
aij0 > 0 £å îãðàíè÷èòè èçáîð ïðîìåí§èâèõ çà èçëàçàê èç ñêóïà áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ.
Ñ îáçèðîì íà óñëîâ

xj0 ≤
bi
aij0

,

çà ñâå i çà êîjå jå aij0 > 0, íàjâå£à äîïóñòèâà âðåäíîñò çà xj0 jå

min

{
bi
aij0

: aij0 > 0

}
.
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Íåêà ñå ìèíèìàëíà âðåäíîñò ïîñòèæå çà i = i0. Ñòàâ§àjó£è äà jå xj0 =
bi0
ai0j0

,

äîáèjà ñå äà ñó ñâè xi ≥ 0 çà i = 1, . . . ,m è ïîñåáíî

xi0 = bi0 − ai0j0xj0 = bi0 − ai0j0
bi0
ai0j0

= 0.

Ñ îáçèðîì, äà jå xi0 = 0 òî çíà÷è äà xi0 ïðîìåí§èâà êîjà èçëàçè èç ñêóïà áàçèñíèõ
ïðîìåí§èâèõ. Òàêî¢å, ó (2.1) i0-òîj jåäíà÷èíè ó îãðàíè÷å»èìà ñå åëèìèíèøå ïðîìå-
í§èâà xi0 , ïà ñå ïðîáëåì òðàíñôîðìèøå ó êàíîíñêè îáëèê ñà ñêóïîì áàçèñíèõ ïðîìå-
í§èâèõ x1, x2, . . . , xi0−1, xi0+1, . . . , xm, xj0 jåäíîì ïðèìåíîì îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à, ïðè
÷åìó jå ai0j0xj0 ïèâîò ó i0-òîj jåäíà÷èíè.

Tåîðåìà 2.3. Ó ïðîáëåìó äàòîì ñà (2.1), íåêà ïîñòîjè èíäåêñ j0 òàêàâ äà jå cj0 < 0
è íåêà jå áàð jåäàí êîåôèöèjåíò aij0 > 0, i = 1, . . . ,m. Íåêà jå

bi0
ai0j0

= min
1≤i≤m

{
bi
aij0

: aij0 > 0

}
.

Òàäà ñå ïðîáëåì ìîæå ïðåäñòàâèòè ó êàíîíñêîì îáëèêó ñà ñêóïîì áàçèñíèõ ïðîìå-
í§èâèõ

x1, x2, . . . , xi0−1, xi0+1, . . . , xm, xj0 .

Âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à ó ïðèäðóæåíîì áàçè÷íî äîïóñòèâîì ðåøå»ó jå

−f0 +
cj0bi0
ai0j0

.

Äîêàç. Íåêà ïðîáëåì (2.1) çàäîâî§àâà ïðåòïîñòàâêå òåîðåìå. Êàêî jå êîåôèöèjåíò
ai0j0 6= 0, èçðàç ai0j0xj0 ó i0-òîj jåäíà÷èíè ìîæå óïîòðåáèòè êàî ïèâîò çà îïåðàöèjó
ïèâîòèðà»à. Íàêîí ïðèìåíå ïèâîòèðà»à, ñèñòåì îãðàíè÷å»à áè£å ïðåäñòàâ§åí ó
êàíîíñêîì îáëèêó ñà ñêóïîì áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ x1, x2, . . . , xi0−1, xi0+1, . . . , xm, xj0 .
Íîâîäîáèjåíè êîåôèöèjåíòè ñà äåñíå ñòðàíå jåäíà÷èíà b∗i , i = 1, . . . ,m, £å áèòè:

b∗i = bi −
aij0bi0
ai0j0

, çà i = 1, . . . ,m, i 6= i0 è b
∗
i0

=
bi0
ai0j0

. (2.3)

Î÷èãëåäíî jå b∗i0 ≥ 0, jåð jå bi0 ≥ 0 è ai0j0 > 0. Àêî jå aij0 ≤ 0 îíäà jå b∗i ≥ bi ≥ 0. Àêî
jå aij0 > 0 è i 6= i0, íà îñíîâó òîãà êàêî jå èçàáðàí i0, äîáèjà ñå

bi
aij0
≥ bi0
ai0j0

,

îäíîñíî

bi ≥
aij0bi0
ai0j0

.

Èç ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè ñëåäè b∗i ≥ 0, ïà jå ïðèäðóæåíî áàçèñíî ðåøå»å äîïó-
ñòèâî. Ôóíêöèjà öè§à (2.1) jå îáëèêà

f + f0 = cm+1xm+1 + cm+2xm+2 + · · ·+ cj0xj0 + · · ·+ cnxn.

Íàêîí îïåðàöèjå ïðèâîòèðà»à äîëàçè äî åëèìèíàöèjå ïðîìåí§èâå xj0 ó ôóíêöèjè
öè§à, îäíîñíî äî äîáèjà»à jåäíà÷èíå

f + f ∗0 = c∗i0xi0 + c∗m+1xm+1 + · · ·+ c∗j0−1xj0−1 + c∗j0+1xj0+1 + · · ·+ c∗nxn, (2.4)
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ïðè ÷åìó jå f ∗0 = f0 −
cj0bi0
ai0j0

, c∗j = cj −
cj0ai0j
ai0j0

, çà j = m+ 1, . . . , n, j 6= j0 è c
∗
j0

= − cj0
ai0j0

.

Ôóíêöèjà öè§à ñå ñàñòîjè ñàìî îä íîâèõ íåáàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ è íîâà âðåäíîñò

öè§íå ôóíêöèjå ó íîâîì áàçèñíî äîïóñòèâîì ðåøå»ó jå −f0 +
cj0bi0
ai0j0

.

Áàçèñíî ðåøå»å ñà íåêîì áàçèñíîì ïðîìåí§èâîì jåäíàêîì íóëè íàçèâà ñå äåãåíå-
ðèñàíî ðåøå»å. Óêîëèêî jå áàçèñíî ðåøå»å íåäåãåíåðèñàíî è àêî ñó èñïó»åíè
óñëîâè Òåîðåìå 2.3. âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à ñå ñìà»ójå, ïà íå£å äî£è äî ïîíàâ§à»à
áàçèñíî äîïóñòèâîã ðåøå»à. Ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè ôóêöèjå öè§à ãàðàíòójó äà ñå
îäðå¢åíî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å ìîæå ïîjàâèòè íàjâèøå jåäíîì ó ïðîöåñó ñè-
ìïëåêñ ìåòîäå. Êàêî ïîñòîjè êîíà÷íî ìíîãî(

n

m

)
=

n!

m!(n−m)!

íà÷èíà äà ñå îäàáåðåm áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ èç ñêóïà îä n ïðîìåí§èâèõ, ñèìïëåêñ
ìåòîäà ñå ìîðà çàâðøèòè ó êîíà÷íîì áðîjó êîðàêà. Íà êðàjó ñå äîñòèæå ìèíèìàëíà
âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à (ïðåìà Òåîðåìè 2.1.) èëè £å ñå ïîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà
öè§à íåîãðàíè÷åíà îäîçäî (ïðåìà Òåîðåìè 2.2.).

Àëãîðèòàì 2.1. (Ñèìïëåêñ ìåòîäà)
Óëàç. Ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ó êàíîíñêîì îáëèêó.
Êîðàê 1. Àêî jå cj ≥ 0 çà ñâå j, ìèíèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à jå ïîñòèãíóòà.
Êîðàê 2. Àêî ïîñòîjè èíäåêñ j0 òàêàâ äà jå cj0 < 0 è aij0 ≤ 0 çà ñâå i, ôóíêöèjà öè§à
jå íåîãðàíè÷åíà îäîçäî.
Êîðàê 3. Ó ñóïðîòíîì, òðåáà îäðåäèòè ïèâîò. Ïèâîò ñå îäðå¢ójå íà ñëåäå£è
íà÷èí:

1. Ïèâîò åëåìåíò ñå íàëàçè ó áèëî êîjîj êîëîíè çà êîjó jå cj < 0. Óêîëèêî èìà
âèøå cj < 0 îíäà ñå ïèâîò áèðà ó êîëîíè ñà íàjìà»èì cj èëè íàjìà»èì j. Íåêà
ñå ïèâîò íàëàçè ó êîëîíè j0.

2. Äà áè ñå îäðåäèëà âðñòà ãäå ñå íàëàçè ïèâîò, òðåáà íà£è èíäåêñ âðñòå i0 òàêàâ
äà jå

bi0
ai0j0

= min

{
bi
aij0

: aij0 > 0

}
.

Óêîëèêî ñå ìèíèìóì ïîñòèæå çà âèøå âðñòà, jåäíîñòàâíî èçàáðàòè âðñòó
çà ïèâîò ñà íàjìà»èì èíäåêñîì.

Êîðàê 4. Ïîñëå ïèâîòèðà»à, ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à îñòàjå ó êàíîíñêîì
îáëèêó ñà íîâèì áàçèñíî äîïóñòèâèì ðåøå»åì. Âðàòèòè ñå íà êîðàê 1.

Çáîã jåäíîñòàâíèjå óïîòðåáå àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå, ñâàêîj èòåðàöèjè àëãî-
ðèòìà ïðèäðóæójå ñå ñèìïëåêñ òàáëèöà (Òàáåëà 2.1) èç êîjå ñå jåäíîñòàâíî ìîæå
ïðî÷èòàòè áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å.
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Òàáåëà 2.1: Îáëèê ñèìïëåêñ òàáëèöå

Ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 · · · xn b

a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2

...
...

. . .
...

...

am1 am2 · · · amn bm

c1 c2 · · · cn f + f0

Ïðèìåð 2.1. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" ñå áàâè ïðîèçâîä»îì ÷àøà. Ïðåäóçå£å ïîñåäójå
òðè ìàøèíå çà ïðîèâîä»ó ÷àøà, êîjå ñå ðàçëèêójó ïðåìà áðîjó ïðîèçâåäåíèõ ÷àøà
ó jåäíîì ïðîöåñó è âðåìåíñêîì òðàjà»ó òîã ïðîöåñà. Çáîã ñïåöèôèêàöèjà ìàøèíà,
óêóïíî âðåìå ðàäà ñâèõ ìàøèíà íå ñìå áèòè âå£å îä 60h ó òîêó jåäíå ðàäíå ñåäìèöå.
Íåäå§íà ïðîèçâîä»à ñêëàäèøòè ñå ó ñêëàäèøòó ïðåäóçå£à êàïàöèòåòà 15000m3.
Ïîçíàòè ñó ñëåäå£è ïîäàöè î ìàøèíàìà îâîã ïðåäóçå£à:

1. Ñà ïðâîì ìàøèíîì çà 6h ìîæå ñå ïðîèçâåñòè 100 ÷àøà çà ñîê êîjå ñå ïàêójó
ó êóòèjå. Ñâàêà êóòèjà çàóçèìà 10m3 è ñàäðæè 100 ÷àøà çà ñîê. Öåíà ÷àøà
çà ñîê jå 5$ ïî ÷àøè.

2. Ñà äðóãîì ìàøèíîì çà 5h ìîæå ñå ïðîèçâåñòè 100 ÷àøà çà êîêòåë êîjå ñå
ïàêójó ó êóòèjå. Ñâàêà êóòèjà çàóçèìà 20m3 è ñàäðæè 100 ÷àøà çà êîêòåë.
Öåíà ÷àøà çà êîêòåë jå 4.5$ ïî ÷àøè.

3. Ñà òðå£îì ìàøèíîì çà 8h ìîæå ñå ïðîèçâåñòè 100 ÷àøà çà øàìïà»àö êîjå ñå
ïàêójó ó êóòèjå. Ñâàêà êóòèjà çàóçèìà 10m3 è ñàäðæè 100 ÷àøà çà øàìïà»àö.
Öåíà ÷àøà çà øàìïà»àö jå 6$ ïî ÷àøè.

Jåäèíè ðàñïîëîæèâè êóïàö ÷àøà çà ñîê íå£å ïðèõâàòèòè âèøå îä 800 êîìàäà íåäå-
§íî, äîê çà îñòàëå ÷àøå ïîñòîjè âèøå êóïàöà è íå ïîñòîjè îãðàíè÷å»å ó îáèìó
ïðîäàjå. Êîëèêî êîìàäà ñâàêå âðñòå ÷àøà òðåáà ïðîèçâåñòè ñâàêå ñåäìèöå êàêî áè
ñå ïîñòèãëà íàjâå£à ìîãó£à äîáèò è êîëèêî èçíîñè òà äîáèò?

Ðåøå»å. Íåêà ñó óâåäåíå ñëåäå£å îçíàêå:

� x1-áðîj ÷àøà çà ñîê ó ñòîòèíàìà

� x2-áðîj ÷àøà çà êîêòåë ó ñòîòèíàìà

� x3-áðîj ÷àøà çà øàìïà»àö ó ñòîòèíàìà

Äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à
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max f = 500x1 + 450x2 + 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 ≤ 60

10x1 + 20x2 + 10x3 ≤ 150

x1 ≤ 8

x1, x2, x3 ≥ 0.

Íàêîí ïðåáàöèâà»à ïðîáëåìà ó êàíîíñêè îáëèê, çàïèñ ïðîáëåìà ïîñòàjå:

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Îâàêâîì ïðîáëåìó ìîæå ñå ïðèäðóæèòè Òàáåëà 2.2.

Òàáåëà 2.2: Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 2.1

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

6 5 8 1 0 0 60

10 20 10 0 1 0 150

1 0 0 0 0 1 8

−500 −450 −600 0 0 0 −f

Ñàäà ñå ìîæå ïðèìåíèòè àëãîðèòàì ñèìëåêñ ìåòîäå.
1. èòåðàöèjà. Ïîøòî jå c1 = −500 < 0, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò.

bi0
ai01

= min

{
bi
ai1

: ai1 > 0

}
= min

{
60

6
,
150

10
,
8

1

}
= 8.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò a31 = 1. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà ñå
íîâî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 2.3.
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Òàáåëà 2.3: Ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êðàjó 1. èòåðàöèjå

Ñèìïëåêñ òàáëèöà 1. èòåðàöèjå

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 5 8 1 0 −6 12

0 20 10 0 1 −10 70

1 0 0 0 0 1 8

0 −450 −600 0 0 500 −f + 4000

2. èòåðàöèjà. Ïîøòî jå c2 = −450 < 0, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò.

bi0
ai02

= min

{
bi
ai2

: ai2 > 0

}
= min

{
12

5
,
70

20

}
=

12

5
.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò a12 = 5. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà ñå
íîâî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 2.4.

Òàáåëà 2.4: Ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êðàjó 2. èòåðàöèjå

Ñèìïëåêñ òàáëèöà 2. èòåðàöèjå

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 8/5 1/5 0 −6/5 12/5

0 0 −22 −4 1 14 22

1 0 0 0 0 1 8

0 0 120 90 0 −40 −f + 5080

3. èòåðàöèjà. Ïîøòî jå c6 = −40 < 0, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò.

bi0
ai06

= min

{
bi
ai6

: ai6 > 0

}
= min

{
22

14
,
8

1

}
=

11

7
.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò a26 = 14. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà
ñå íîâî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 2.5.
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Òàáåëà 2.5: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 2.1

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 30/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 11/7

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 45/7

0 0 400/7 550/7 20/7 0 −f + 36000/7

Ñ îáçèðîì äà jå cj ≥ 0 çà ñâå j, ïîñëåä»à òàáëèöà jå è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ
òàáëèöà.

Îïòèìàëíî ðåøå»å äàòîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
45

7
,
30

7
, 0, 0, 0,

11

7

)
,

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à jå

f ∗ =
36000

7
.

Äàêëå, ñâàêå ñåäìèöå òðåáà ïðîèçâîäèòè
45

7
ñòîòèíà ÷àøà çà ñîê,

30

7
ñòîòèíà ÷àøà

çà êîêòåë, 0 ñòîòèíà ÷àøà çà øàìïà»àö, êàêî áè ñå ïîñòèãëà ìàêñèìàëíà äîáèò ïðè

íàâåäåíèì óñëîâèìà êîjà èçíîñè
36000

7
$.

2.2 Ìàòðè÷íè îáëèê ñèìïëåêñ àëãîðèòìà

Tåîðåìà 2.4. Íåêà jå äàò ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ó ñòàíäàðäíîì îáëèêó,

min f + f0 = cx

ïðè óñëîâèìà Ax = b

x ≥ 0,

ãäå jå c ∈ R1×n, A ∈ Rm×n , x ∈ Rn×1, b ∈ Rm×1 è f0 ∈ R. Íåêà jå ïðîáëåìó
ïðèäðóæåíà ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà. Íåêà jå ïðîáëåì ðåøåí è íåêà jå íàêîí
ïðèìåíå ñèìïëåêñ ìîòåäå äîáèjåíà îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà. (Ñëèêà 2.1).
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Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A b

c f0

=⇒ · · · =⇒

Oïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A∗ b∗

c∗ f ∗0

Ñëèêà 2.1: Øåìàòñêè ïðèêàç ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ó ìàòðè÷íîì îáëèêó

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà jå ó êàíîíñêîì îáëèêó ñà ñêóïîì áàçèñíèõ ïðîìåí§è-
âèõ. Íåêà ñó áàçèñíå ïðîìåí§èâå îçíà÷åíå ñà xj1 , xj2 , . . . , xjm. Íåêà jå

B =
(
A(j1) A(j2) · · · A(jm)

)
ìàòðèöà äèìåíçèjå m×m , ïðè ÷åìó jå A(j), j-òà êîëîíà ìàòðèöå A. Íåêà jå

cB = (cj1 , cj2 , . . . , cjm)

âåêòîð äèìåíçèjå 1×m, ïðè ÷åìó jå cj, j-òè åëåìåíò âåêòîðà c. Òàäà jå

A∗ = B−1A

b∗ = B−1b

c∗ = c− cBA∗

f ∗0 = f0 − cBb∗.

(2.5)

Äîêàç. Íåêà jå ïåðìóòàöèjà èíäåêñà ïðîìåí§èâèõ èçâðøåíà òàêî äà j1, j2, . . . , jm
ïðåäñòàâ§àjó èíäåêñå ïðâèõ m ïðîìåí§èâèõ. Íåêà jå

x̄ =

 xB

xN


âåêòîð äèìåíçèjå n× 1, ïðè ÷åìó jå xB = (xj1 , xj2 , . . . , xjm)T âåêòîð äèìåíçèjå m× 1,

a xN =
(
xjm+1 , xjm+2 , . . . , xjn

)T
âåêòîð äèìåíçèjå (n − m) × 1. Íåêà jå ïåðìóòàöèjà

êîëîíà ìàòðèöå A è âåêòîðà c èçâðøåíà íà èñòè íà÷èí. Íåêà jå

Ā =
(
B N

)
,

ïðè ÷åìó jå N =
(
A(jm+1) A(jm+2) · · ·A(jn)

)
ìàòðèöà äèìåíçèjå m× (n−m) è A(j),

j-òà êîëîíà ìàòðèöå A,

c̄ =
(
cB cN

)
,

ïðè ÷åìó jå cN =
(
cjm+1 , cjm+2 , . . . , cjn

)
âåêòîð äèìåíçèjå 1× (n−m) è cj, j-òè åëåìåíò

âåêòîðà c,

Ā∗ =
(
I N∗

)
,

ïðè ÷åìó jå I jåäèíè÷íà ìàòðèöà äèìåíçèjåm×m, N∗ =
(
A(m+1)∗ A(m+2)∗ · · ·A(n)∗

)
ìàòðèöà äèìåíçèjå m× (n−m) è A(j)∗, j-òà êîëîíà ìàòðèöå A∗,

c̄∗ =
(

0 c∗N

)
,
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ïðè ÷åìó jå 0, íóëà âåêòîð äèìåíçèjå 1×m, c∗N =
(
c∗m+1, c

∗
m+2, . . . , c

∗
n

)
âåêòîð äèìåíçèjå

1× (n−m).
Íàêîí ïðèìåíå ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà (Ñëèêà

2.2)

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

Ā b

c̄ f0

=⇒ · · · =⇒

Oïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

Ā∗ b∗

c̄∗ f ∗0

Ñëèêà 2.2: Øåìàòñêè ïðèêàç ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ó ìàòðè÷íîì îáëèêó íàêîí
ïåðìóòàöèjå èíäåêñà

oäíîñíî (Ñëèêà 2.3).

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà(
B N

)
b(

cB cN

)
f0

=⇒ · · · =⇒

Oïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà(
I N∗

)
b∗(

0 c∗N

)
f ∗0

Ñëèêà 2.3: Øåìàòñêè ïðèêàç ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ó ìàòðè÷íîì îáëèêó íàêîí
åêâèâàëåíòíîã çàïèñà ìàòðèöà

Òðàíñôîðìàöèjà ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ó îïòèìàëíó ñèìïëåêñ òàáëèöó ìîæå
ñå èíòåðïðåòèðàòè êàî ìíîæå»å íåïîçíàòîì ìàòðèöîì M ∈ Rm×m. Ïîòðåáíî jå
îäðåäèòè íåïîçíàòó ìàòðèöó M

Ā∗ = M · Ā⇒M ·
(
B N

)
=
(
I N∗

)
.

Äîáèjà ñå
M ·B = I ⇒M = B−1,

M ·N = N∗,

îäíîñíî
Ā∗ = M · Ā⇒ Ā∗ = B−1 · Ā⇒ A∗ = B−1A, (2.6)

b̄∗ = M · b̄⇒ b̄∗ = B−1 · b̄⇒ b∗ = B−1b. (2.7)

Èç ïðâå âðñòå îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà âàæè

(
I N∗

)
·

 xB

xN

 = b∗ ⇒ xB +N∗xN = b∗ ⇒ xB = b∗ −N∗xN .

Èç äðóãå âðñòå ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà âàæè

(
cB cN

)
·

 xB

xN

 = f0+f ⇒ cBxB+cNxN = f0+f ⇒ cB(b∗−N∗xN)+cNxN = f0+f.
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Äîáèjà ñå jåäíàêîñò
(cN − cBN∗)xN = f0 − cBb∗ + f

÷èjà jå äåñíà ñòàíà îçíà÷åíà ñà LHM .

LHM = (cN − cBN∗)xN =
(

0 0 · · · 0
)
xB + (cN − cBN∗)xN

LHM =
(

0 cN − cBN∗
)

︸ ︷︷ ︸
c̄∗

 xB

xN


︸ ︷︷ ︸

x̄

Êàêî jå LHM = c̄∗x̄, äîáèjà ñå
f ∗0 = f0 − cBb∗. (2.8)

Âàæè è
c̄∗ = c̄− cBB−1Ā.

Çàèñòà,

c̄− cBB−1Ā =
(
cB cN

)
− cBB−1

(
B N

)
=
(
cB cN

)
−
(
cBB

−1B cBB
−1N

)
c̄− cBB−1Ā =

(
cB cN

)
−
(
cB cBN

∗
)

=
( (

0 0 . . . 0
)

cN − cBN∗
)

= c̄∗.

Äîáèjà ñå
c̄∗ = c̄− cBĀ∗. (2.9)

Òâð¢å»å òåîðåìå ñëåäè èç (2.6), (2.7), (2.8) è (2.9).

2.3 Âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå

Êàî øòî jå âå£ ðå÷åíî, ìíîãè ïðîáëåìè ËÏ-à ìîãó ñå ñâåñòè íà êàíîíñêè îáëèê.
Ìå¢óòèì, ìîãó£å jå äà çà ñèñòåì îãðàíè÷å»à íèjå ïîçíàòî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å.
Äàêëå, òðåáà ïðîíà£è òåõíèêó çà îäðå¢èâà»å ïî÷åòíîã áàçèñíîã ðåøå»à çà ïðîè-
çâî§íè ñèñòåì jåäíà÷èíà.

Îñíîâíà èäåjà jå óâî¢å»å îäðå¢åíîã áðîjà íîâèõ ïðîìåí§èâèõ, êîjå ñå íàçèâàjó
âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå (engl. arti�cial variable) òàêî äà ñèñòåì îãðàíè÷å»à áóäå
ó êàíîíñêîì îáëèêó ÷èjå ñó áàçèñíå ïðîìåí§èâå óïðàâî âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå. Ñè-
ìïëåêñ ìåòîäà ñå ïðèìå»ójå íà íîâó ôóíöêèjó öè§à êîjà jå äåôèíèñàíà òàêî äà ñå
»åíà ìèíèìàëíà âðåäíîñò ïîñòèæå ó äîïóñòèâîì ðåøå»ó ïî÷åòíîã ïðîáëåìà.

Íåêà jå äàò ïðîáëåì ËÏ-à ó îáëèêó (1.1). Ìíîæå»åì ñà (−1), àêî jå ïîòðåáíî,
ìîæå ñå ïîñòè£è äà jå ñâàêà êîíñòàíòà bi, i = 1, . . . ,m íåíåãàòèâíà. Íåêà ñå ó ñèñòåì
îãðàíè÷å»à óâîäè íîâèõ m ïðîìåí§èâèõ xn+1, xn+2, . . . , xn+m. Äîáèjà ñå ïðîáëåì

min w = xn+1 + xn+2 + · · ·+ xn+m

ïðè óñëîâèìà

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + xn+1 = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + xn+2 = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn + xn+m = bm

x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xn+m ≥ 0.

(2.10)
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Äîáèjåíè ïðîáëåì jå ó êàíîíñêîì îáëèêó ñà áàçèñíèì ïðîìåí§èâèì xn+1, . . . , xn+m

è ïðèäðóæåíî áàçèñíî ðåøå»å jå äîïóñòèâî jåð ñó ñâè bi, i = 1, . . . ,m íåíåãàòèâíè.
Ñ îáçèðîì äà ñó ñâå ïðîìåí§èâå íåíåãàòèâíå, ôóíêöèjà w íå ìîæå áèòè íåãàòèâíà.
Ôóíêöèjà w £å óçèìàòè âðåäíîñò íóëà çà ñâàêî äîïóñòèâî ðåøå»å ïðîáëåìà (2.10)
ó êîìå ñó ñâå âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå jåäíàêå íóëè. Âðåäíîñò ôóíêöèjå w íà ïðèäðó-
æåíîì áàçèñíîì ðåøå»ó áè£å íóëà, »åãîâà ìèíèìàëíà âðåäíîñò, à ñèìïëåêñ ìåòîäà
áè ñå òàäà ìîãëà ïðèìåíèòè íà ïî÷åòíîì ïðîáëåìó, êàî øòî jå íàâåäåíî ó (1.1).
Óêîëèêî ñèñòåì îãðàíè÷å»à (1.1) èìà íàjìà»å jåäíî äîïóñòèâî ðåøå»å, ñèñòåì (2.10)
ìîðà èìàòè äîïóñòèâà ðåøå»à ó êîjèìà ñó ñâå âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå jåäíàêå íóëè. Ó
îâîì ñëó÷àjó áè ìèíèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå w áèëà, ó ñòâàðè, íóëà. Ïðåìà òîìå,
êàäà ñå ïðèìåíè ñèìïëåêñ ìåòîäà íà ôóíêöèjó w, àêî ñå íà êðàjó ïðîöåñà äîáèjå
âðåäíîñò ôóíêöèjå w âå£à îä íóëå, ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà ïðîáëåì íåìà äîïóñòèâèõ
ðåøå»à.

2.4 Äâîôàçíà ñèìïëåêñ ìåòîäà

Ìîãó£å jå äà jåäíà÷èíà èëè íåêå jåäíà÷èíå ó ïî÷åòíîì ñèñòåìó îãðàíè÷å»à ïðå-
äñòàâ§àjó ëèíåàðíå êîìáèíàöèjå ïðåîñòàëèõ jåäíà÷èíà ó ñèñòåìó. Òî ñå ÷åñòî äåøàâà,
êàäà ñå, ðàäè ëàêøå ôîðìóëàöèjå, ó ïðîáëåì óâðñòå jåäíà÷èíå çà êîjå ñå èñïîñòàâè
äà ñó çàïðàâî ñóâèøíå. Ìå¢óòèì, àêî jå ñèñòåì ó êàíîíñêîì îáëèêó íå ìîæå áèòè
ñóâèøíèõ jåäíà÷èíà çáîã ïðèðîäå áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ.

Ìåòîäà çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà ËÏ-à çà êîjè íèjå ïîçíàòî ïî÷åòíî áàçèñíî äîïó-
ñòèâî ðåøå»å ïîçíàòà jå êàî äâîôàçíà ñèìïëåêñ ìåòîäà.

Íåêà jå ïîñëå ïðèìåíå ñèìïëåêñ ìåòîäå íà ïðîáëåì (2.10) ïîìî£íà ôóíêöèjà w
jåäíàêà íóëè. Àêî ó îâîì òðåíóòêó íåìà âåøòà÷êèõ ïðîìåí§èâèõ êîjå ñó áàçèñíå,
ïî÷åòíè ñèñòåì îãðàíè÷å»à ìîðà áèòè ó êàíîíñêîì îáëèêó è òèìå íå ñàäðæè ñóâèøíå
jåäíà÷èíå. Íåêà jå ïîñëå ïðèìåíå ñèìïëåêñ ìåòîäå íà ïðîáëåì (2.10) ïîìî£íà ôó-
íêöèjà w jåäíàêà íóëè è íåêà ñó íåêå âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå áàçèñíå ïðîìåí§èâå. Ñ
îáçèðîì äà jå ìèíèìàëíà âðåäíîñò ôóíöêèjå w jåäíàêà íóëè è äà jå äåôèíèñàíà êàî
çáèð âåøòà÷êèõ ïðîìåí§èâèõ, ìîðàjó áèòè jåäíàêå íóëè, îäíîñíî êîíñòàíòå b∗i ó îíèì
îãðàíè÷àâàjó£èì jåäíà÷èíàìà êîjå ñàäðæå âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå ìîðàjó áèòè jåäíàêå
íóëè. Òðåáà çàìåíèòè îâå âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå íåêèì ïðîìåí§èâèì èç ïî÷åòíîã
ñêóïà. Íåêà i-òà jåäíà÷èíà ó ñêóïó îãðàíè÷å»à ñàäðæè âåøòà÷êó ïðîìåí§èâó êîjà
jå áàçèñíà. Íåêà ñó a∗ij, j = 1, . . . , n êîåôèöèjåíòè ó i-òîj âðñòè. Àêî jå íåêî a∗ij 6= 0
îíäà ñå èçáîðîì òîã åëåìåíòà çà ïèâîò ìîæå çàìåíèòè âåøòà÷êà ïðîìåí§èâà êîjà jå
áàçèñíà íåêîì îðèãèíàëíîì ïðîìåí§èâîì êîjà jå íåáàçèñíà. Ïîøòî jå òà âåøòà÷êà
ïðîìåí§èâà jåäíàêà íóëè äåñíà ñòðàíà £å îñòàòè íåïðîìå»åíà íàêîí ïèâîòèðà»à.
Íàñòàâèòè îâàj ïîñòóïàê äîêëå ãîä jå ìîãó£å. Àêî ñå, ìå¢óòèì, äî¢å äî ñèòóàöèjå ó
êîjîj i-òà âðñòà ñàäðæè ïðåîñòàëó âåøòà÷êó ïðîìåí§èâó, àëè jå çà ñâå j = 1, . . . , n
a∗ij = 0, ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà jå çáîã âèøêà íåìîãó£å ïðîíà£è ñêóï îä m áàçèñíèõ
ïðîìåí§èâèõ èç ïî÷åòíîã ñêóïà. Ó ñòâàðè, áðîj ñóâèøíèõ jåäíà÷èíà áèî áè jåäíàê
áðîjó âåøòà÷êèõ ïðîìåí§èâèõ ñà êîåôèöèjåíòîì jåäíàêèì íóëè ó äàòîì ðåäó. Ìå¢ó-
òèì, äðóãà ôàçà ñèìïëåêñ ìåòîäå ñå è äà§å ìîæå ïðèìåíèòè, à âðñòå ñà íóëàìà êîjè
îäãîâàðàjó ïðåîñòàëèì âåøòà÷êèì ïðîìåí§èâèì ìîãó ñå çàíåìàðèòè.

Àëãîðèòàì 2.2. (Äâîôàçíà ñèìïëåêñ ìåòîäà)
Óëàç. Ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ó ñòàíäàðäíîì îáëèêó.
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Êîðàê 1. Ïî ïîòðåáè äîäàòè âåøòà÷êå ïðîìåí§èâå ñâàêîì îãðàíè÷å»ó.
Êîðàê 2. Äåôèíèñàòè ïîìî£íó ôóíêöèjó öè§à w jåäíàêó çáèðó âåøòà÷êèõ ïðîìå-
í§èâèõ.
Êîðàê 3. Êîðèñòå£è îãðàíè÷å»à ïðîáëåìà, èçðàçèòè ôóíêöèjó w ó îáëèêó áåç
âåøòà÷êèõ ïðîìåí§èâèõ.
Êîðàê 4. Ïðèìåíèòè àëãîðèòàì ñèìïëåêñ ìåòîäå äà áè ñå ïðîíàøëà ìèíèìàëíà
âðåäíîñò ôóíêöèjå w.
Êîðàê 5. Àêî jå ìèíèìóì ôóíêöèjå w âå£è îä íóëå, îíäà ïî÷åòíè ïðîáëåì íåìà
äîïóñòèâî ðåøå»å.
Êîðàê 6.

1. Àêî jå ìèíèìóì ôóíêöèjå w jåäíàê íóëè è íèjåäíà âåøòà÷êà ïðîìåí§èâà
íèjå áàçèñíà, ïî÷åòíè ïðîáëåì jå ó êàíîíñêîì îáëèêó è ìîæå ñå ïðèìåíèòè
ñèìïëåêñ ìåòîäà.

2. Àêî jå ìèíèìóì ôóíêöèjå w jåäíàê íóëè è ïîñòîjè âåøòà÷êà ïðîìåí§èâà êîjà
jå áàçèñíà, îíäà ïðèìåíèòè îïåðàöèjó ïèâîòèðà»à êàêî áè ñå òà âåøòà÷êà
ïðîìåí§èâà çàìåíèëà îðèãèíàëíîì ïðîìåí§èâîì êîjà jå íåáàçèñíà. Çà ïèâîò
èçàáðàòè ïðîèçâî§àí åëåìåíò a∗ij 6= 0, j = 1, . . . , n, ïðè ÷åìó i îçíà÷àâà âðñòó
êîjà îäãîâàðà âåøòà÷êîj ïðîìåí§èâîj êîjà jå áàçèñíà. Óêîëèêî ñó ñâè åëåìåíòè
a∗ij = 0, j = 1, . . . , n îíäà ñå âðñòà i ìîæå çàíåìàðèòè. Íàêîí çàìåíå ñâèõ
âåøòà÷êèõ ïðîìåí§èâèõ êîjå ñó áàçèñíå, ïî÷åòíè ïðîáëåì jå ó êàíîíñêîì
îáëèêó è ìîæå ñå ïðèìåíèòè ñèìïëåêñ àëãîðèòàì.

Ïðèìåð 2.2. Íåêà jå äàò ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

max f = 3x+ y + 4z

ïðè óñëîâèìà

x+ 3y + z ≤ 10

3x+ y − z ≥ 2

3x+ y + 3z ≤ 6

x ≤ 1

x, y, z ≥ 0.

Îäðåäèòè îïòèìàëíî ðåøå»å è îïòèìàëíó âðåäíîñò çà äàòè ïðîáëåì.

Ðåøå»å. Íàêîí ïðåáàöèâà»à ïðîáëåìà ó êàíîíñêè îáëèê, çàïèñ ïðîáëåìà ïîñòàjå:

min −f = −3x− y − 4z

ïðè óñëîâèìà

x+ 3y + z + p = 10

3x+ y − z − q = 2

3x+ y + 3z + r = 6

x+ s = 1

x, y, z, p, q, r, s ≥ 0.
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Êàêî ó ïðîáëåìó ËÏ-à íèjå ïîçíàòî ïî÷åòíî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å (ïðîáëåì
jå ó ñòàíäàðäíîì îáëèêó) ìîæå ñå ïðèìåíèòè äâîôàçíà ñèìïëåêñ ìåòîäà. Ìîæå ñå
ïðèìåòèòè äà ñèñòåì îãðàíè÷å»à ïðîáëåìà íèjå ó êàíîíñêîj ôîðìè, àëè jå ñèñòåì
jåäíà÷èíà 

x+ 3y + z + p = 10

3x+ y + 3z + r = 6

x+ s = 1

ó êàíîíñêîj ôîðìè ÷èjå ñó áàçèñíå ïðîìåí§èâå p, r è s. Jåäíà÷èíè

3x+ y − z − q = 2

jå ïîòðåáíî ïðèäðóæèòè âåøòà÷êó ïðîìåí§èâó w1 êàêî áè ñå äîáèî ñèòåì îãðàíè÷å»à
ó êàíîíñêîj ôîðìè ÷èjå ñó áàçèñíå ïðîìåí§èâå p, w1, r è s. Ñàäà ñå ìîãó ïðèìåíèòè
ôàçå äâîôàçíå ñèìïëåêñ ìåòîäå.
1. ôàçà. Íàêîí äåôèíèñà»à íîâå ôóíêöèjå öè§à äîáèjà ñå ïðîáëåì

min w = w1

ïðè óñëîâèìà

x+ 3y + z + p = 10

3x+ y − z − q + w1 = 2

3x+ y + 3z + r = 6

x+ s = 1

x, y, z, p, q, r, s, w1 ≥ 0,

êîjè ñå ìîæå ðåøèòè ñèìïëåêñ ìåòîäîì. Îâàêâîì ïðîáëåìó ìîæå ñå ïðèäðóæèòè
Òàáåëà 2.6.

Òàáåëà 2.6: Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 2.2

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x y z p q r s w1 b

1 3 1 1 0 0 0 0 10

3 1 −1 0 −1 0 0 1 2

3 1 3 0 0 1 0 0 6

1 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 w

Íàêîí ïðèìåíå ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 2.7.
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Òàáåëà 2.7: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êðàjó 1. ôàçå.

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x y z p q r s w1 b

0 8/3 4/3 1 1/3 0 0 −1/3 28/3

1 1/3 −1/3 0 −1/3 0 0 1/3 2/3

0 0 4 0 1 1 0 −1 4

0 −1/3 1/3 0 1/3 0 1 −1/3 1/3

0 0 0 0 0 0 0 1 w

Ïîøòî jå ìèíèìàëíà âðåäíîñò ïîìî£íå ôóíêöèjå öè§à jåäíàêà íóëè, ïîëàçíè
ïðîáëåì èìà äîïóñòèâèõ ðåøå»à.
2. ôàçà. Êàêî âåøòà÷êà ïðîìåí§èâà w1 íèjå áàçèñíà ìîæå ñå óêîëíèòè êîëîíà êîjà
îäãîâàðà âåøòà÷êîj ïðîìåí§èâîj w1. Íàêîí çàìåíå ïîìî£íå ôóíêöèjå öè§à ïî÷åòíîì
ôóíêöèjîì öè§à, ïîëàçíè ïðîáëåì ñå èç ñòàíäàðäíîã îáëèêà òðàíñôîðìèøå ó êàíîíñêè
îáëèê ÷èjà jå Òàáåëà 2.8.

Òàáåëà 2.8: Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà 2. ôàçå.

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x y z p q r s b

0 8/3 4/3 1 1/3 0 0 28/3

1 1/3 −1/3 0 −1/3 0 0 2/3

0 0 4 0 1 1 0 4

0 −1/3 1/3 0 1/3 0 1 1/3

−3 −1 −4 0 0 0 0 −f

Íàêîí ïðèìåíå ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 2.9.
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Òàáåëà 2.9: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êðàjó 2. ôàçå.

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x y z p q r s b

0 8/3 0 1 0 −1/3 0 8

1 1/3 0 0 −1/4 1/12 0 1

0 0 1 0 1/4 1/4 0 1

0 −1/3 0 0 1/4 −1/12 1 0

0 0 0 0 1/4 5/4 0 −f + 7

Îïòèìàëíî ðåøå»å äàòîã ïðîáëåìà jå

(x∗, y∗, z∗) = (1, 0, 1) ,

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à jå

f ∗ = 7.

2.5 Òåîðåìà î êîíà÷íîñòè ñèìïëåêñ ìåòîäå

Ëåìà 2.1. Àêî ñó ñâå êîíñòàíòå bi, i = 1, . . . ,m ñèñòåìà îãðàíè÷å»à ïðîáëåìà
ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à jåäíàêå íóëè, òàäà ñó íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à,
ñâè b∗i = 0. Àêî jå áàðåì jåäàí bi 6= 0, îíäà jå íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à
íàjìà»å jåäàí b∗i 6= 0.

Ëåìà 2.2. Íåêà jå äàò ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ñà áàð jåäíèì êîåôèöè-
jåíòîì bi 6= 0. Àêî ïîñòîjè íèç êîðàêà êîjè âîäè äî çàâðøåòêà ñèìïëåêñ ìåòîäå,
îíäà èñòè òàj íèç êîðàêà âîäè äî çàâðøåòêà ñèìïëåêñ ìåòîäå çà ïðîáëåì äîáèjåí
çàìåíîì ñâèõ bi 6= 0 ñà bi = 0.

Tåîðåìà 2.5. Çà ñâàêè ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ó êàíîíñêîì îáëèêó, ïîñòî-
jè êîíà÷àí íèç êîðàêà ñèìïëåêñ ìîòåäå êîjè ñå çàâðøàâà jåäíîì îä ñëåäå£å äâå
ìîãó£íîñòè:

1. ñâè êîåôèöèjåíòè c∗j íåáàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ ó ôóíêöèjè öè§à ñó íåíåãàòèâíè,

2. çà íåêó êîëîíó ñà èíäåêñîì j0, c
∗
j0
< 0 è a∗ij0 ≤ 0 çà ñâå i.

Äîêàç. Äîêàç ñå èçâîäè èíäóêöèjîì ïî áðîjó jåäíà÷èíà m ó ñèñòåìó îãðàíè÷å»à.
Çà m = 1 äîáèjà ñå ïðîáëåì ñà ñàìî jåäíîì jåäíà÷èíîì ó îãðàíè÷å»ó. Àêî jå b1 6= 0,
ïðåìà Ëåìè 2.1, îâàj êîåôèöèjåíò £å îñòàòè íåïðîìå»åí ïîñëå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à.
Êàêî jå áàçèñíî ðåøå»å íåäåãåíåðèñàíî ïðåìà Òåîðåìè 2.3, ñèìïëåêñ ìåòîäà ñå ìîðà
çàâðøèòè íàêîí êîíà÷íîã áðîjà êîðàêà. Àêî jå b1 = 0 îíäà ñå ìîæå çàìåíèòè áèëî
êîjîì ïîçèòèâíîì êîíñòàíòîì è ïðèìåíèòè Ëåìà 2.2. Äàêëå, è ó îâîì ñëó÷àjó ñå
ñèìïëåêñ ìåòîäà ìîðà çàâðøèòè.

Íåêà òåîðåìà âàæè çà ñèñòåì îãðàíè÷å»à ñà íàjâèøå m − 1 jåäíà÷èíà. Òðåáà
ïîêàçàòè äà òåîðåìà âàæè è çà m jåäíà÷èíà.
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Íåêà jå äàò ïðîáëåì ËÏ-à (2.1) ñà m îãðàíè÷å»à è áàð jåäíèì bi 6= 0. Ïðèìåíîì
ñèìïëåêñ ìåòîäå ó íåêîj èòåðàöèjè äîáè£å ñå äåãåíåðèñàíî áàçèñíî ðåøå»å è ôóíêöèjà
öè§à ñå íå£å óìà»èòè. Îãðàíè÷å»à ñå òàäà ìîãó ðàñïîðåäèòè òàêî äà ñëîäîáíè
÷ëàí áóäå jåäíàê íóëè ó ïðâèõ r-jåäíà÷èíà, îäíîñíî bi = 0 çà i = 1, . . . , r è bi > 0 çà
i = r + 1, . . . ,m. Ïðåìà Ëåìè 2.1, âàæè r < m. Äîáèjà ñå

min f + f ∗0 = c∗m+1xm+1 + c∗m+2xm+2 + · · ·+ c∗nxn

x1 + a∗12x2 + · · ·+ a∗1,m+1xm+1 + a∗1,m+2xm+2 + · · ·+ a∗1nxn = b∗1 = 0

x2 + · · ·+ a∗2,m+1xm+1 + a∗2,m+2m+ 2 + · · ·+ a∗2nn = b∗2 = 0
. . .

xr + · · ·+ a∗r,m+1xm+1 + a∗r,m+2xm+2 + · · ·+ a∗rnxn = b∗r = 0

xr+1 + · · ·+ a∗r+1,m+1xm+1 + a∗r+1,m+2xm+2 + · · ·+ a∗r+1,nxn = b∗r+1 > 0
. . .

xm + a∗m,m+1xm+1 + a∗m,m+2xm+2 + · · ·+ a∗mnxn = b∗m > 0

x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

(2.11)

Áðèñà»åì ïîñëåä»èõm−r jåäíà÷èíà ó ñèñòåìó îãðàíè÷å»à åëèìèíèøå ñå èm−r
áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ ÷èìå íàñòàjå íîâè ïðîáëåì ó êàíîíñêîì îáëèêó

min f + f ∗0 = c∗m+1xm+1 + c∗m+2xm+2 + · · ·+ c∗nxn

x1 + a∗12x2 + · · ·+ a∗1,m+1xm+1 + a∗1,m+2xm+2 + · · ·+ a∗1nxn = b∗1 = 0

x2 + · · ·+ a∗2,m+1xm+1 + a∗2,m+2xm+2 + · · ·+ a∗2nxn = b∗2 = 0
. . .

xr + · · ·+ a∗r,m+1xm+1 + a∗r,m+2xm+2 + · · ·+ a∗rnxn = b∗r = 0

x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

(2.12)

Íà ïðîáëåì (2.12) ñå ìîæå ïðèìåíèòè èíäóêòèâíà õèïîòåçà. Ïîìî£ó èíäóêòèâíå
õèïîòåçå, ïðîíàëàçè ñå íèç êîðàêà ïèâîòèðà»à òàêàâ äà jå ïðîáëåì ó êàíîíñêîì
îáëèêó ñà jåäíîì îä ñëåäå£èõ ìîãó£íîñòè:

1. ñâè c∗j ≥ 0, j = 1, . . . , n,

2. áàðåì jåäàí c∗j0 < 0 è ñâè a∗ij0 ≤ 0 çà ñâå i = 1, . . . , r.

Ïðèìåíîì èñòèõ êîðàêà íà ïðîáëåì (2.11) äîáèjà ñå ïðîáëåì ó êàíîíñêîì îáëèêó,
jåð ñå ïîñëåä»èõ m − r áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ èç (2.11) êîìáèíójå ñà r áàçèñíèõ
ïðîìåí§èâèõ èç ïðâèõ r jåäíà÷èíà ÷èìå ñå äîáèjà m áàçèñíèõ ïðîìåí§èâèõ. Ïîøòî
ñå ñâàêè ïèâîò íàëàçè ó âðñòè ñà êîåôèöèjåíòèìà bi = 0, êîëîíà b îñòàjå íåïðîìå»åíà
ïà £å è áàçèñíî ðåøå»å îñòàòè äîïóñòèâî. Ðåçóëòàò îïåðàöèjà ïèâîòèðà»à íà âðñòó
c∗j jå íåçàâèñàí îä äîäàòíèõ m− r îãðàíè÷å»à. Ïîñòîjå òðè ìîãó£íîñòè:

1. àêî jå ðåäîñëåä êîðàêà ïðèìå»åíèõ íà r jåäíà÷èíà äîñòèãàî ïðâè óñëîâ, òàäà
ñó ñâè c∗j ≥ 0 è ôóíêöèjà öè§à ïîñòèæå ìèíèìàëíó âðåäíîñò,
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2. àêî jå ðåäîñëåä êîðàêà ïðèìå»åíèõ íà r jåäíà÷èíà äîñòèãàî äðóãè óñëîâ è
a∗ij0 ≤ 0 çà ñâå i, i = r + 1, . . . ,m îíäà ôóíêöèjà öè§à jå íåîãðàíè÷åíà îäîçäî,

3. àêî jå ðåäîñëåä êîðàêà ïðèìå»åíèõ íà r jåäíà÷èíà äîñòèãàî äðóãè óñëîâ è
a∗ij0 > 0 çà íåêî i, i = r + 1, . . . ,m, òàäà ñå íîâè ïèâîò ìîæå ïðîíà£è ó êîëîíè
j0 è âðñòè i òàêî äà âàæè

min

{
b∗i
a∗ij0

: a∗ij0 > 0

}
.

Ïîøòî jå b∗i > 0, îïåðàöèjà ïèâîòèðà»à ñìà»ójå âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à.

Ïîêàçàíî jå äà ïðîáëåì ËÏ-à ñà áàð jåäíèì bi 6= 0 ó êîðàêó ñèìïëåêñ ìåòîäå:

1. ïîñòèæå ìèíèìàëíó âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à èëè ïðîíàëàçè ñêóï íà êîìå ôó-
íêöèjà öè§à íåîãðàíè÷åíî îïàäà,

2. ìîæå ñå ïðîíà£è ïèâîò èëè íèç êîðàêà ïèâîòèðà»à êîjè äîâîäå äî ñìà»å»à
ôóíêöèjå öè§à.

Êàêî ïîñòîjè ñàìî îãðàíè÷åí áðîj áàçèñíî äîïóñòèâèõ ðåøå»à, à ñìà»å»å âðåäíî-
ñòè ôóíêöèjå öè§à ãàðàíòójå äà ñå íå ìîãó ïîíîâèòè, ïðîöåñ ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ñå
ìîðà çàâðøèòè.

Íåêà jå äàò ïðîáëåì ËÏ-à ñàm îãðàíè÷å»à è ñâèì bi = 0. Ó îâîì ñëó÷àjó, çàìåíîì
bi = 0 áèëî êîjîì ïîçèòèâíîì êîíñòàíòîì è ïðèìåíîì âå£ äîêàçàíîã äåëà è Ëåìå 2.2,
äîáèjàìî òâð¢å»å òåîðåìå.

Ëåìà 2.3. Àêî äàò ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ñà ñèñòåìîì îãðàíè÷å»à êîjè
èìà äîïóñòèâà ðåøå»à è àêî jå ôóíêöèjà öè§à êîjà ñå ìèíèìèçójå îãðàíè÷åíà îäîçäî,
îíäà ïîñòîjè áàð jåäíî äîïóñòèâî ðåøå»å (ïðàêòè÷íî, è áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å)
çà êîjå ôóíêöèjà öè§à äîñòèæå ìèíèìàëíó âðåäíîñò.

Ïðèëèêîì ðàäà àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå ìîãó£å jå äà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à
îñòàíå íåïðîìå»åíà. Ó òîì ñëó÷àjó íå ïîñòîjè ãàðàíöèjà äà £å ñå àëãîðèòàì ñèìïëåêñ
ìåòîäå çàâðøèòè ó êîíà÷íîì áðîjó èòåðàöèjà.

Äåôèíèöèjà 2.1. (Áëåíäîâî1 ïðàâèëî) Ìå¢ó ïðîìåí§èâèì êîjå óëàçå îäíîñíî
èçëàçå èç áàçå óâåê áèðàòè êîëîíó ñà ìèíèìàëíèì èíäåêñîì.

Tåîðåìà 2.6. Àêî ñå ó ñâàêîj èòåðàöèjè ñèìïëåêñ àëãîðèòìà óëàçíà è èçëàçíà
ïðîìåí§èâà áèðàjó Áëåíäîâèì ïðàâèëîì, àëãîðèòàì ñå çàâðøàâà ïîñëå êîíà÷íî ìíîãî
èòåðàöèjà.

Äîêàç Òåîðåìå 2.6 ñå ìîæå ïðîíà£è ó [4].

2.6 Åôèêàñíîñò ñèìïëåêñ ìåòîäå

Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å êîëèêî jå ñèìïëåêñ àëãîðèòàì çàèñòà åôèêàñàí. Êàêî jå
ñèìïëåêñ òàáëèöà ôîðìàòà (m + 1) × (n + 1), òî çíà÷è äà ñèìïëåêñ àëãîðèòàì ó
ñâàêîj èòåðàöèjè àæóðèðà óïðàâî òîëèêî åëåìåíàòà, îäíîñíî ïðèáëèæíîmn óêîëèêî

1Robert Gary Bland (ðî¢åí 1948), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
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çàíåìàðèìî jåäèíèöå êîjå íå äîëàçå äî èçðàæàjà ïðè âå£èì âðåäíîñòèìà m è n. Òî
çíà÷è äà jå áðîj àðèòìåòè÷êèõ îïåðàöèjà ïî jåäíîj èòåðàöèjè ïðèáëèæíî ïðîïîðöèî-
íàëàí ñà mn.

Ðà÷óíà»å êîëèêî âðåìåíñêè òðîøè jåäíà èòåðàöèjà jå jåäíîñòàâíèjè äåî ïîñëà.
Êîìïëèêîâàíèjè äåî jå îäðåäèòè êîëèêî £å èòåðàöèjà ñèìïëåêñ àëãîðèòìà áèòè ïîòðå-
áíî äî äîáèjà»à îïòèìàëíîã ðåøå»à, jåð îä òîãà ñóøòèíñêè çàâèñè òðàjà»å èçâðøå»à
ñèìïëåêñ àëãîðèòìà. Ðàçíè åìïèðèjñêè òåñòîâè íà âåëèêîì áðîjó ïðàêòè÷íèõ ïðî-
áëåìà ïîêàçàëè ñó äà áðîj èòåðàöèjà ãîòîâî íèêàä íå£å ïðå£è 2(m+n) èëè 3 max{m,n},
òàêî äà jå, ó òîì ñëó÷àjó, óêóïàí áðîj îïåðàöèjà ó ñèìïëåêñ àëãîðèòìó îãðàíè÷åí
íåêèì ìà»èì óìíîøêîì îä n3 îäíîñíî m3. Äóãî âðåìåíà çà òàêâó åìïèðèjñêó
ïðîöåíó íèjå áèëî íèêàâèõ äîêàçà. Ìå¢óòèì, ñ îáçèðîì íà ÷è»åíèöó äà áðîj òåìåíà
äîïóñòèâå îáëàñòè ìîæå åêñïîíåíöèjàëíî ðàñòè ñà ïîðàñòîìm îäíîñíî n ïðèðîäíî jå
î÷åêèâàòè äà áè ñèìïëåêñ àëãîðèòàì ìîãàî çàõòåâàòè åêñïîíåíöèjàëíî ìíîãî èòåðà-
öèjà (èçðàæåíî ó ôóíêöèjè îä m è n). Êëè2 è Ìèíòè3 ñó 1971. ãîäèíå ïîêàçàëè äà
óêîëèêî äîïóñòèâà îáëàñò èìà îáëèê jåäíå âðñòå áëàãî äåôîðìèñàíå n-äèìåíçîíàëíå
êîöêå (ïðåöèçíèjå êâàäðà) ïîçíàòå ïîä èìåíîì Êëè-Ìèíòè-jåâà êîöêà, ïîñòîjå
ôóíêöèjå öè§à êîjå £å íà òàêâîj äîïóñòèâîj îáëàñòè çàõòåâàòè åêñïîíåíöèjàëíî ìíîãî
èòåðàöèjà.

Êëè è Ìèíòè ñó ïîêàçàëè äà çà íåêå ïðîáëåìå, ñèìïëåêñ àëãîðèòàì íàëàçè ðåøå»å
ó 2n − 1 èòåðàöèjà, øòî çíà÷è äà ïðîáëåì íèjå ïîëèíîìèjàëàí âå£ åêñïîíåíöèjàëàí.
Îâàêâè ïðèìåðè ñó ðåòêè ó ïðàêñè. Ïîçíàòè Êëè-Ìèíòè-jåâ ïðèìåð, êîjè ïîòâð¢ójå
ïðåòõîäíè ðåçóëòàò, jå ïðîáëåì îáëèêà

min f = −
n∑
j=1

10n−jxj

ïðè óñëîâèìà(
2
i−1∑
j=1

10i−jxj

)
+ xi ≤ 100i−1, çà i = 1, 2, . . . , n

x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

Çà n = 3 ïðîáëåì jå îáëèêà

min f = −100x1 − 10x2 − x3

ïðè óñëîâèìà

x1 ≤ 1

20x1 + x2 ≤ 100

200x1 + 20x2 + x3 ≤ 10000

x1, x2, x3 ≥ 0.

è èìà äîïóñòèâó îáëàñò êîjà èìà 23 = 8 òåìåíà. Ïîëàñêîì îä áàçèñíî äîïóñòèâîã
ðåøå»à êîjè ñëåäè èç êàíîíñêîã îáëèêà ïðîáëåìà ó êîjåì ïî÷åòíó áàçó ÷èíå èçðàâíà-
âàjó£å ïðîìåí§èâå, ñèìïëåêñ àëãîðèòàì £å îáè£è ñâà òåìåíà ïðå íåãî øòî ñòèãíå äî

2Victor Klee (1925-2007), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
3George James Minty (1929-1986), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
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îïòèìàëíå òà÷êå, îäíîñíî èçâðøè£å ñå òà÷íî 23 − 1 = 7 èòåðàöèjà. Íà Ñëèöè 2.4
ïðèêàçàíî jå êðåòà»å ïî êîìå ñå îáèëàçå òåìåíà Êëè-Ìèíòè-jåâå êîöêå îä ïî÷åòíîã
áàçèñíî äîïóñòèâîã ðåøå»à

(x1, x2, x3) = (0, 0, 0)

äî îïòèìàëíîã ðåøå»à
(x∗1, x

∗
2, x
∗
3) = (0, 0, 10000).

Ñëèêà 2.4: Êðåòà»å ïî òåìåíèìà Êëè-Ìèíòè-jåâå êîöêå ó ñëó÷àjó n = 3 òîêîì
èòåðàöèjà ñèìïëåêñ àëãîðèòìà

Îïøèðíèjå î ñèìïëåêñ ìåòîäè è àëãîðèòìèìà ñèìïëåêñ ìåòîäå ìîæå ñå ïðîíà£è
ó [2], [4], [12], [13], [14].



Ãëàâà 3

Äóàëíîñò ó ëèíåàðíîì ïðîãðàìèðà»ó

Òåîðèjñêå îñíîâå êîjå ñó èçëîæåíå ó Ãëàâè 3 ñó ïðåóçåòå èç [2], [4], [12], [13], à
ïðèìåð jå ïðåóçåò èç [4].

3.1 Äåôèíèöèjà äóàëíîã ïðîáëåìà

Äåôèíèöèjà 3.1. Ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à òèïà ìàêñèìóìà äåôèíèñàí
jå íà ñëåäå£è íà÷èí

max f = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

ïðè óñëîâèìà

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn ≤ b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn ≤ bm

x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

(3.1)

Ïðîáëåì ËÏ-à òèïà ìàêñèìóìà óê§ó÷ójå ñàìî çíàêîâå íåjåäíàêîñòè ìà»å èëè
jåäíàêî (≤). Íåìà îãðàíè÷å»à çà êîåôèöèjåíòå aij, bi è cj, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Äåôèíèöèjà 3.2. Ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à òèïà ìèíèìóìà äåôèíèñàí
jå íà ñëåäå£è íà÷èí

min f = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

ïðè óñëîâèìà

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn ≥ b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn ≥ b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn ≥ bm

x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

(3.2)

26
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Ïðîáëåì ËÏ-à òèïà ìèíèìóìà óê§ó÷ójå ñàìî çíàêîâå íåjåäíàêîñòè âå£å èëè
jåäíàêî (≥). Íåìà îãðàíè÷å»à çà êîåôèöèjåíòå aij, bi è cj, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Äåôèíèöèjà 3.3. Ïðèìàë ïðîáëåìà ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à jå ïðîáëåì äåôèíèñàí
ñà (3.1).

Äåôèíèöèjà 3.4. Äóàë ïðîáëåìà ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à (3.1) äåôèíèñàí jå íà
ñëåäå£è íà÷èí

min g = b1y1 + b2y2 + · · ·+ bmym

ïðè óñëîâèìà

a11y1 + a21y2 + · · ·+ am1ym ≥ c1

a12y1 + a22y2 + · · ·+ am2ym ≥ c2

...

a1ny1 + a2ny2 + · · ·+ amnym ≥ cn

y1, y2, . . . , ym ≥ 0.

(3.3)

Äóàë ïðîáëåìà òèïà ìàêñèìóìà (3.1) ñà m îãðàíè÷å»à ñà çíàêîì íåjåäíàêîñòè
(≤) è n íåíåãàòèâíèõ ïðîìåí§èâèõ jå ïðîáëåì òèïà ìèíèìóìà ñà m íåíåãàòèâíèõ
ïðîìåí§èâèõ è n îãðàíè÷å»à ñà çíàêîì íåjåäíàêîñòè (≥). Çà ñâàêî i, i = 1, . . . ,m
ïðîìåí§èâå yi äóàë ïðîáëåìà îäãîâàðàjó i-òîì îãðàíè÷å»ó ïðîáëåìà òèïà ìàêñèìóìà.
Êîåôèöèjåíòè êîjè îäãîâàðàjó yi ó i-òîj êîëîíè ó îãðàíè÷å»èìà (3.3) ñó êîåôèöèjåíòè
i-òîã îãðàíè÷å»à ó (3.1). Çà ñâàêî j, j = 1, . . . , n, j-òî îãðàíè÷å»å ó äóàëó îäãîâàðà j-
òîj ïðîìåí§èâîj xj ó (3.1), êîåôèöèjåíòè ïðîìåí§èâèõ ó j-òîì îãðàíè÷å»ó ó äóàëó ñó
êîåôèöèjåíòè ïðîìåí§èâå xj ó îãðàíè÷å»èìà (3.1). Ïðîìåíà íàñòàjå è ó ñëîáîäíèì
÷ëàíîâèìà îãðàíè÷å»à, êàî è ó êîåôèöèjåíòèìà óç ïðîìåí§èâå ó öè§íîj ôóíêöèjè.

Ïîëàçå£è îä (3.1) è (3.3) ìîæå ñå äåôèíèñàòè ìàòðèöà A è âåêòîðè b, c, x è y íà
ñëåäå£è íà÷èí:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 , b =
(
b1 b2 · · · bm

)T
, c =

(
c1 c2 · · · cn

)
,

x =
(
x1 x2 · · · xn

)T
, y =

(
y1 y2 · · · ym

)T
.

Ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà (3.1) îäíîñíî »åãîâ äóàë (3.3) ñå ìîãó çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîì
îáëèêó

max f = cx

ïðè óñëîâèìà Ax ≤ b

x ≥ 0

îäíîñíî

min g = bTy

ïðè óñëîâèìà ATy ≥ cT

y ≥ 0.

(3.4)

Óêîëèêî ïðîáëåì ËÏ-à íèjå òèïà ìàêñèìóìà, îíäà ñå ïðèìåíîì ñëåäå£èõ ïðàâèëà
ìîæå òðàíñôîðìèñàòè ó ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà:
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1. ìèíèìèçàöèjà ôóíêöèjå öè§à f ìîæå ñå çàìåíèòè ìàêñèìèçàöèjîì ôóíêöèjå
−f ,

2. íåjåäíàêîñòè îáëèêà (≥) ñå ìîãó ìíîæå»åì ñà (−1) òðàíñôîðìèñàòè ó íåjåäíàêî-
ñòè îáëèêà (≤),

3. îãðàíè÷å»à îáëèêà (=), îäíîñíî A = B, ñå ìîãó ðàçëîæèòè íà äâà îãðàíè÷å»à
A ≤ B è B ≤ A.

Íàêîí ïðèìåíå ïðåòõîäíèõ ïðàâèëà äîáèjà ñå ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà ÷èjè ñå äóàë
ìîæå îäðåäèòè (Ñëèêà 3.1).

Ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà

i-òo îãðàíè÷å»å jå îáëèêà (≤)

i-òî îãðàíè÷å»å je îáëèêà (=)

j-òà ïðîìåí§èâà jå íåíåãàòèâíà

j-òà ïðîìåí§èâà jå íåîãðàíè÷åíà

Êîîðäèíàòå âåêòîðà c

Êîîðèäíàòå âåêòîðà b

Êîåôèöèjåíòè ìàòðèöå A

=⇒ · · · =⇒

Ïðîáëåì òèïà ìèíèìóìà

i-òà ïðîìåí§èâà jå íåíåãàòèâíà

i-òà ïðîìåí§èâà jå íåîãðàíè÷åíà

j-òo îãðàíè÷å»å jå îáëèêà (≥)

j-òî îãðàíè÷å»å je îáëèêà (=)

Êîîðäèíàòå âåêòîðà bT

Êîîðäèíàòå âåêòîðà cT

Êîåôèöèjåíòè ìàòðèöå AT

Ñëèêà 3.1: Øåìàòñêè ïðèêàç ïîñòóïêà òðàíñôîðìàöèjå äî äóàëà ïðîáëåìà òèïà
ìàêñèìóìà

Óêîëèêî ïðîáëåì ËÏ-à íèjå òèïà ìèíèìóìà, îíäà ñå ïðèìåíîì ñëåäå£èõ ïðàâèëà
ìîæå òðàíñôîðìèñàòè ó ïðîáëåì òèïà ìèíèìóìà:

1. ìàêñèìèçàöèjà ôóíêöèjå öè§à f ìîæå ñå çàìåíèòè ìèíèìèçàöèjîì ôóíêöèjå
−f ,

2. íåjåäíàêîñòè îáëèêà (≤) ñå ìîãó ìíîæå»åì ñà (−1) òðàíñôîðìèñàòè ó íåjåäíàêî-
ñòè îáëèêà (≥),

3. îãðàíè÷å»à îáëèêà (=), îäíîñíî A = B, ñå ìîãó ðàçëîæèòè íà äâà îãðàíè÷å»à
A ≤ B è B ≤ A.

Íàêîí ïðèìåíå ïðåòõîäíèõ ïðàâèëà äîáèjà ñå ïðîáëåì òèïà ìèíèìóìà ÷èjè ñå äóàë
ìîæå îäðåäèòè (Ñëèêà 3.2).
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Ïðîáëåì òèïà ìèíèìóìà

i-òo îãðàíè÷å»å jå îáëèêà (≥)

i-òî îãðàíè÷å»å je îáëèêà (=)

j-òà ïðîìåí§èâà jå íåíåãàòèâíà

j-òà ïðîìíå§èâà jå íåîãðàíè÷åíà

Êîîðäèíàòå âåêòîðà c

Êîîðäèíàòå âåêòîðà b

Êîåôèöèjåíòè ìàòðèöå A

=⇒ · · · =⇒

Ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà

i-òà ïðîìåí§èâà jå íåíåãàòèâíà

i-òà ïðîìíå§èâà jå íåîãðàíè÷åíà

j-òo îãðàíè÷å»å jå îáëèêà (≤)

j-òî îãðàíè÷å»å je îáëèêà (=)

Êîåôèöèjåíòè ìàòðèöå bT

Êîåôèöèjåíòè ìàòðèöå cT

Êîåôèöèjåíòè ìàòðèöå AT

Ñëèêà 3.2: Øåìàòñêè ïðèêàç ïîñòóïêà òðàíñôîðìàöèjå äî äóàëà ïðîáëåìà òèïà
ìèíèìóìà

3.2 Òåîðåìå î jàêîj è ñëàáîj äóàëíîñòè

Tåîðåìà 3.1. (Òåîðåìà î ñëàáîj äóàëíîñòè) Íåêà jå x0 äîïóñòèâî ðåøå»å çà
ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà

max f = cx

ïðè óñëîâèìà Ax ≤ b

x ≥ 0

(3.5)

è y0 äîïóñòèâî ðåøå»å çà äóàëíè ïðîáëåì

min g = bTy

ïðè óñëîâèìà ATy ≥ cT

y ≥ 0.

(3.6)

Òàäà jå
c · x0 ≤ bT · y0.

Äîêàç. Êàêî jå x0 äîïóñòèâî ðåøå»å çà ïðîáëåì (3.5), âàæè

u = b− Ax0 ≥ 0,

îäíîñíî
Ax0 = b− u.

Êàêî jå y0 äîïóñòèâî ðåøå»å çà äóàëíè ïðîáëåì (3.6), âàæè

v = ATy0 − cT ≥ 0,

îäíîñíî
ATy0 = cT + v.
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Ïîøòî jå ïðîèçâîä yT0︸︷︷︸
1×m

· A︸︷︷︸
m×n

· x0︸︷︷︸
n×1

ðåàëàí áðîj, äîáèjà ñå

yT0 Ax0 = (yT0 Ax0)T = xT0A
Ty0

è
yT0 Ax0 = yT0 (b− u),

xT0A
Ty0 = xT0 (cT + v).

Èç ïðåòõîäíå äâå jåäíàêîñòè ñëåäè

yT0 b− yT0 u = xT0 c
T + xT0 v.

Ïîøòî jå u, v, x0, y0 ≥ 0, ñëåäè

bTy0 − cx0 = vTx0︸︷︷︸
≥0

+uTy0︸︷︷︸
≥0

≥ 0,

îäíîñíî,
cx0 ≤ bTy0.

Ïîñëåäèöà 3.1. Àêî jå x0 äîïóñòèâî ðåøå»å ïðîáëåìà (3.5) è y0 jå äîïóñòèâî
ðåøå»å çà äóàë ïðîáëåìà (3.6), îíäà

bTy0 − cx0 = (ATy0 − cT )Tx0 + (b− Ax0)Ty0.

Ïîñëåäèöà 3.2. Àêî ñó x0 è y0 äîïóñòèâa ðåøå»a çà ïðîáëåì (3.5) è ïðîáëåì (3.6)
ðåäîì, è àêî jå

c · x0 = bT · y0

îíäà ñó îïòèìàëíå âðåäíîñòè ôóíêöèjà öè§à f è g jåäíàêå, à x0 è y0 ñó îïòèìàëía
ðåøå»à çà ïðîáëåì ìàêñèìóìà è ïðîáëåì ìèíèìóìà ðåäîì.

Ïîñëåäèöà 3.3. Àêî ôóíêöèjà öè§à f ïðîáëåìà (3.5) íèjå îãðàíè÷åía îäîçãî, îíäà
ïðîáëåì (3.6) íåìà äîïóñòèâèõ ðåøå»à. Ñëè÷íî, àêî ôóíêöèjà öè§à g ïðîáëåìà
(3.6) íèjå îãðàíè÷åíà îäîçäî, ïðîáëåì (3.5) íåìà äîïóñòèâèõ ðåøå»à.

Tåîðåìà 3.2. (Òåîðåìà î jàêîj äóàëíîñòè) Íåêà áèëî êîjè îä ïðîáëåìà

max f = cx

ïðè óñëîâèìà Ax ≤ b

x ≥ 0

è

min g = bTy

ïðè óñëîâèìà ATy ≥ cT

y ≥ 0.

èìà îïòèìàëíî ðåøå»å. Òàäà è äðóãè ïðîáëåì èìà îïòèìàëíî ðåøå»å è îòèìàëíå
âðåäíîñòè ôóíêöèjà öè§à f è g ñó jåäíàêå.
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Äîêàç. Íåêà ïðîáëåì ìàêñèìóìà èìà îïòèìàëíî ðåøå»å. Äàêëå, íåêà ïîñòîjè x0

òàêâî äà jå  Ax0 ≤ b

x0 ≥ 0

è çà ñâàêî äðóãî äîïóñòèâî ðåøå»å x âàæè

c · x ≤ c · x0.

Ðåøå»å ïðîáëåìà òèïà ìèíèìóìà ìîæå ñå îäðåäèòè ïðèìåíîì ñèìïëåêñ ìåòîäå íà
ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà. Ïðâî òðåáà çàïèñàòè ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà ó ñòàíäà-
ðäíîì îáëèêó äîäàâà»åì m èçðàâíàâàjó£èõ ïðîìåí§èâèõ xj, j = n+ 1, . . . , n+m, è
ìíîæå»åì ôóíêöèjå öè§à ñà (−1). Äîáèjà ñå ïðîáëåì

min −f = −c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn
ïðè óñëîâèìà

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + xn+1 = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + xn+2 = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn + xn+m = bm

x1, x2, . . . , xn+m ≥ 0.

(3.7)

Íåêà ñó êîíñòàíòå bi, i = 1, . . . ,m íåíåãàòèâíå. Ó îâîì ñëó÷àjó, ïðîáëåì (3.7) jå ó
êàíîíñêîì îáëèêó ñà áàçèñíèì ïðîìåí§èâèì xn+1, xn+2, . . . , xn+m, ïðèäðóæåíî áàçè-
ñíî ðåøå»å jå äîïóñòèâî, ïà ñå ìîæå ïðèìåíèòè ñèìïëåêñ ìåòîäà.
Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.5. çíàìî äà ïîñòîjè êîíà÷àí íèç êîðàêà çà îäðå¢èâà»å îïòè-
ìàëíîã ðåøå»à ïðîáëåìà (3.7). Íåêà jå ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà äàòà ó Òàáåëè 3.1.

Òàáåëà 3.1: Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà ó ñòàíäàðäíîì îáëèêó

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 · · · xn xn+1 · · · xn+m b

a11 a12 · · · a1n 1 · · · 0 b1

a21 a22 · · · a2n 0 · · · 0 b2

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn 0 · · · 1 bm

−c1 −c2 · · · −cn −cn+1 · · · −cn+m 0

è íåêà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà äàòà ó Òàáåëè 3.2.
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Òàáåëà 3.2: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà ó ñòàíäàðäíîì îáëèêó

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 · · · xn xn+1 · · · xn+m b

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

r1 r2 · · · rn s1 · · · sm c · x0

Èç îïòèìàëíå òàáëèöå ñå äîáèjà äà jå rj ≥ 0 è si ≥ 0 çà j = i, . . . , n, i = 1, . . . ,m, à
îïòèìàëíà âðåäíîñò jå −f = −c · x0.
Íåêà jå y0 = (s1, s2, . . . , sm)T . Òðåáà ïîêàçàòè

1. y0 ≥ 0,

2. ATy0 ≥ cT ,

3. bTy0 ≥ cx0.

Íà îñíîâó îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå âàæè y0 ≥ 0. Èç îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëè-
öå äîáèjà ñå

c · x0 + (−f) = r1x1 + r2x2 + · · ·+ rnxn + s1xn+1 + · · ·+ smxn+m.

Ïîñëåä»à jåäíà÷èíà ïðåäñòàâ§à ðåçóëòàò ñâèõ êîðàêà ñèìïëåêñ ìåòîäå ïðèìå»åíèõ
íà ïî÷åòíó ôóíêöèjó öè§à

0 + (−f) = −c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn.

Ó ñâàêîì êîðàêó íåêà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà îãðàíè÷å»à jå äîäàòà ïðåòõîäíîj jåäíà-
÷èíè. Äàêëå, ïîñòîjè m êîíñòàíòè ti, i = 1, . . . ,m òàêâèõ äà (m+ 1)-íà jåäíà÷èíà

t1(a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + xn+1) = t1b1

t2(a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + xn+2) = t2b2

...

tm(am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn + xn+m) = tmbm

−c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn = −f

ó çáèðó äàjó jåäíà÷èíó

c · x0 + (−f) = r1x1 + r2x2 + · · ·+ rnxn + s1xn+1 + · · ·+ smxn+m.

Ïîðå¢å»åì êîåôèöèjåíàòà èçðàâíàâàjó£èõ ïðîìåí§èâèõ, äîáèjà ñå äà jå si = ti, çà
i = 1, . . . ,m. Ïîðå¢å»åì êîåôèöèjåíàòà óç ïðîìåí§èâó x1 äîáèjà ñå,

r1 = t1a11 + t2a21 + · · ·+ tmam1 − c1 ≥ 0,

îäàêëå ñå çáîã si = ti, i = 1, . . . ,m äîáèjà äà jå

s1a11 + s2a21 + · · ·+ smam1 ≥ c1.
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Ñëè÷íî, ïîðå¢å»åì êîåôèöèjåíàòà óç ïðîìåí§èâó xj çà áèëî êîjå j = 1, . . . , n äîáèjà
ñå,

rj = t1a1j + t2a2j + · · ·+ tmamj − cj ≥ 0,

îäàêëå ñå çáîã si = ti, i = 1, . . . ,m äîáèjà äà jå

s1a1j + s2a2j + · · ·+ smamj ≥ cj.

Îäàâäå ñå äîáèjà
ATy0 ≥ cT .

Ñ äðóãå ñòðàíå, ïîñìàòðà»åì êîåôèöèjåíàòà bi äîáèjà ñå,

s1b1 + s2b2 + · · ·+ smbm = c · x0,

îäàêëå ñå äîáèjà äà jå
bTy0 = cx0.

Ïîøòî jå, y0 ≥ 0 è ATy0 ≥ cT òà÷êà y0 jå äîïóñòèâà çà ïðîáëåì ìèíèìóìà. Íà îñíîâó
Ïîñëåäèöå 3.2 âðåäíîñòè ôóíêöèjà öè§à f i g ó òà÷êàìà x0 è y0, ðåäîì, ñó jåäíàêå.
Íåêà ïðîáëåì ìèíèìóìà èìà îïòèìàëíî ðåøå»å. Ïðîáëåì ñå ìîæå òðàíñôîðìèñàòè
ó ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà. Ïðèìåíîì âå£ äîêàçàíîã äåëà, äîáèjà ñå òâð¢å»å òåîðåìå.

Ëåìà 3.1. Àêî ïðîáëåìè òèïà ìàêñèìóìà (3.1) è òèïà ìèíèìóìà (3.2) èìàjó äóïó-
ñòèâà ðåøå»à, îíäà îáà ïðîáëåìà èìàjó îïòèìàëíà ðåøå»à è »èõîâå îïòèìàëíå
âðåäíîñòè ñó jåäíàêå.

Äîêàç. Êàêî îáà ïðîáëåìà èìàjó äîïóñòèâà ðåøå»à, íà îñíîâó Òåîðåìå 3.1, ñëåäè äà
jå ôóíêöèjà öè§à f îãðàíè÷åíà îäîçãî, à ôóíêöèjà öè§à g îäîçäî. Ïðåìà Ïîñëåäèöè
2.3, îáà ïðîáëåìà èìàjó îïòèìàëíå âðåäíîñòè è ïðåìà Òåîðåìè 3.2 îâå îïòèìàëíå
âðåäíîñòè ñó jåäíàêå.

Ïîñòîjå ñëåäå£å ÷åòèðè ìîãó£íîñòè çà ðåøå»à ïðèìàëíîã ïðîáëåìà (òèïà ìàêñè-
ìóìà) è äóàëíîã ïðîáëåìà (òèïà ìèíèìóìà).

1. Îáà ïðîáëåìà èìàjó äîïóñòèâà ðåøå»à.

2. Ôóíöêèjà öè§à f jå íåîãðàíè÷åíà îäîçãî è ïðîáëåì òèïà ìèíèìóìà íåìà äîïó-
ñòèâèõ ðåøå»à.

3. Ôóíöêèjà öè§à g jå íåîãðàíè÷åíà îäîçäî è ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà íåìà
äîïóñòèâèõ ðåøå»à.

4. Îáà ïðîáëåìà íåìàjó äîïóñòèâèõ ðåøå»à.

3.3 Óñëîâè êîìïëåìåíòàðíîñòè

Tåîðåìà 3.3. (Óñëîâè êîìïëåìåíòàðíîñòè) Íåêà jå x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)T äîïó-

ñòèâî ðåøå»å ïðèìàëíîã ïðîáëåìà (3.5) è y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y

∗
m)T äîïóñòèâî ðåøå»å

çà »åãîâ äóàëíè ïðîáëåì (3.6). Òàäà ñó x∗ è y∗ îïòèìàëíà ðåøå»à îâèõ ïðîáëåìà
ðåäîì àêî è ñàìî àêî
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1. çà ñâàêî i, i = 1, . . . ,m èëè je èçðàâíàâàjó£a ïðîìåí§èâa èç i-òîã îãðàíè÷å»à
ïðîáëåìà (3.5) jåäíàêà

bi −
n∑
j=1

aijx
∗
j = 0,

èëè jå
y∗i = 0,

2. çà ñâàêî j, j = 1, . . . , n èëè jå èçðàâíàâàjó£à ïðîìåí§èâà èç j-òîã îãðàíè÷å»à
ïðîáëåìà (3.6) jåäíàêà

m∑
i=1

aijy
∗
i − cTj = 0,

èëè jå
x∗j = 0.

Äîêàç.
(⇐) Ïðåìà Ïîñëåäèöè 3.1, çà äîïóñòèâî ðåøå»å x∗ çà ïðîáëåì òèïà ìàêñèìóìà (3.5)
è äîïóñòèâî ðåøå»å y∗ çà ïðîáëåì òèïà ìèíèìóìà (3.6) âàæè

bTy∗ − cx∗ = (ATy∗ − cT )Tx∗ + (b− Ax∗)Ty∗.

Àêî x∗ è y∗ çàäîâî§àâàjó ïðåòïîñòàâêå òåîðåìå, îíäà çà ñâàêî i, i = 1, . . . ,m âàæè

y∗i

(
bi −

n∑
j=1

aijx
∗
j

)
= 0,

îäíîñíî, ó ìàòðè÷íîì îáëèêó

(b− Ax∗)Ty∗ = 0.

Ñëè÷íî, ñå äîáèjà
(ATy∗ − cT )Tx∗ = 0.

Èç ïðåòõîäíå äâå jåäíàêîñòè ñëåäè,

bTy∗ = cx∗.

Ïðåìà Ïîñëåäèöè 3.2, x∗ è y∗ ñó îïòèìàëíà ðåøå»à çà ïðîáëåìå (3.5) è (3.6) ðåäîì.
(⇒) Àêî ñó x∗ è y∗ îïòèìàëíà ðåøå»à çà ïðîáëåìå (3.5) è (3.6) ðåäîì, îíäà jå

0 = bTy∗ − cx∗ = (ATy∗ − cT )Tx∗ + (b− Ax∗)Ty∗. (3.8)

Ìå¢óòèì, çáîã îïòèìàëíîñòè ðåøå»à âàæè x∗ ≥ 0 è y∗ ≥ 0. Äà áè jåäíàêîñò (3.8)
áèëà çàäîâî§åíà ìîðà äà âàæè

(b− Ax∗)Ty∗ = 0 è (ATy∗ − cT )Tx∗ = 0.

îäíîñíî, äîïóñòèâà ðåøå»à x∗ è y∗ çàäîâî§àâàjó óñëîâå òåîðåìå.
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3.4 Äóàëíà ñèìïëåêñ ìåòîäà

Íåêà jå äàò ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ó îáëèêó

max f + f0 = cx

ïðè óñëîâèìà Ax ≤ b

x ≥ 0

èëè òàáëè÷íî, ïîñëå óâî¢å»à m èçðàâíàâàjó£èõ ïðîìåí§èâèõ x̄ (Òàáåëà 3.3).

Òàáåëà 3.3: Ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðèìàëíîã ïðîáëåìà

Ñèìïëåêñ òàáëèöà

x x̄

A I b

c 0 f + f0

�åìó îäãîâàðàjó£è äóàëíè ïðîáëåì ãëàñè,

min f0 − g = bTy

ïðè óñëîâèìà ATy ≥ cT

y ≥ 0

èëè òàáëè÷íî, ïîñëå óâî¢å»à n èçðàâíàâàjó£èõ ïðîìåí§èâèõ ȳ (Òàáåëà 3.4),

Òàáåëà 3.4: Ñèìïëåêñ òàáëèöà äóàëíîã ïðîáëåìà

Ñèìïëåêñ òàáëèöà

y ȳ

−AT I −cT

bT 0 −f0 − g

Ïðèìåíîì îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à íà Òàáåëó 3.5
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Òàáåëà 3.5: Ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðèìàëíîã ïðîáëåìà ó ðàçâèjåíîì îáëèêó

Ñèìïëåêñ òàáëèöà

· · · x̄j · · · xα · · · xj · · · b

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

· · · 1 · · · aiα · · · aij · · · bi
. . .

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...

· · · 0 · · · aβα · · · aβj · · · bβ
. . .

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...

· · · 0 · · · cα · · · cj · · · f + f0

ñà èçáîðîì ïðîèçâî§íîã ïèâîò åëåìåíòà aij 6= 0 êîjè ñå íàëàçè íà ìåñòó (i, j) ìàòðèöå
A, j-òà êîëîíà òàáëèöå ñå òðàíñôîðìèøå ó jåäèíè÷íó êîëîíó, äîê ñå jåäèíè÷íà êîëîíà
ñà jåäèíèöîì ó i-òîj âðñòè òðàíñôîðìèøå ó êîëîíó êîjà íèjå jåäèíè÷íà.

Ïèâîòèðà»åì ó Òàáåëè 3.6,

Òàáåëà 3.6: Ñèìïëåêñ òàáëèöà äóàëíîã ïðîáëåìà ó ðàçâèjåíîì îáëèêó

Ñèèìïëåêñ òàáëèöà

· · · ȳi · · · yi · · · yβ · · · b

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

· · · 0 · · · −aαi · · · −aαβ · · · −cα
. . .

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...

· · · 1 · · · −aji · · · −ajβ · · · −cj
. . .

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...

· · · 0 · · · bi · · · bβ · · · −f0 − g

ñà èçáîðîì ïðîèçâî§íîã ïèâîò åëåìåíòà −aji êîjè ñå íàëàçè íà ìåñòó (j, i) ìàòðèöå
−AT , i-òà êîëîíà òàáëèöå ñå òðàíñôîðìèøå ó jåäèíè÷íó êîëîíó, äîê ñå jåäèíè÷íà
êîëîíà ñà jåäèíèöîì ó j-òîj âðñòè òðàíñôîðìèøå ó êîëîíó êîjà íèjå jåäèíè÷íà.

Íàêîí ïèâîòèðà»à, çàìåíîì ìåñòà îäãîâàðàjó£å êîëîíå è jåäèíè÷íå êîëîíå äîáèjà
ñå Òàáåëà 3.7
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Òàáåëà 3.7: Ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðèìàëíîã ïðîáëåìà íàêîí ïèâîòèðà»à

Ñèìïëåêñ òàáëèöà

· · · xj · · · xα · · · x̄j · · · b

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

· · · 1 · · · aiα
aij

· · · 1

aij
· · · bi

aij
. . .

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...

· · · 0 · · · aβα −
aβjaiα
aij

· · · −aβj
aij

· · · bβ −
aβjbi
aij

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

· · · 0 · · · cα −
cjaiα
aij

· · · − cj
aij

· · · f + f0 −
cjbi
aij

îäíîñíî Òàáåëà 3.8.

Òàáåëà 3.8: Ñèìïëåêñ òàáëèöà äóàëíîã ïðîáëåìà íàêîí ïèâîòèðà»à

Ñèìïëåêñ òàáëèöà

· · · yi · · · ȳi · · · yβ · · · b

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

· · · 0 · · · −aαi
aji

· · · −aαβ +
aαiajβ
aji

· · · −cα +
cjaαi
aji

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

· · · 1 · · · − 1

aji
· · · ajβ

aji
· · · cj

aji
. . .

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...

· · · 0 · · · bi
aji

· · · bβ +
biajβ
aji

· · · −f0 − g +
cjbi
aji

Èç Òàáëèöà 3.7 è 3.8 óî÷àâà ñå äà òàáëèöå îñòàjó óïàðåíå è íàêîí îïåðàöèjå
ïèâîòèðà»à. Óêîëèêî òàáëèöà ïðèìàëíîã ïðîáëåìà íå çàäîâî§àâà óñëîâå ñèìïëåêñ
ìåòîäå, àëè òàáëèöà ïðèäðóæåíà »åãîâîì äóàëíîì ïðîáëåìó çàäîâî§àâà, îíäà ñå
ðåøàâà»åì äóàë ïðîáëåìà äîáèjà îïòèìàëíî ðåøå»å è çà ïðèìàëíè ïðîáëåì. Ðàäè
÷óâà»à óïàðåíîñòè òàáëèöà, ìîæå ñå ìîäèôèêîâàòè ñèìïëåêñ ìåòîäà, òàêî äà ñå
ìîæå ïðèìåíèòè è íà ïðîáëåì ó êàíîíñêîì îáëèêó êîä êîãà jå c ≥ 0, àëè ïîñòîjè i
òàêâî äà jå bi < 0.

Àëãîðèòàì 3.1. (Äóàëíà ñèìïëåêñ ìåòîäà)
Óëàç. Ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ó êàíîíñêîì îáëèêó ïðè ÷åìó íèñó ñâå
êîíñòàíòå bi ≥ 0.
Êîðàê 1. Àêî jå bi ≥ 0 çà ñâå i, ìèíèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à jå ïîñòèãíóòà
(Òåîðåìà 2.1.).
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Êîðàê 2. Àêî ïîñòîjè èíäåêñ i0 òàêàâ äà jå bi0 < 0 è ai0j ≥ 0 çà ñâå j, ñèñòåì
îãðàíè÷å»à íåìà äîïóñòèâî ðåøå»å. Ó ñóïðîòíîì, òðåáà îäðåäèòè ïèâîò (Òåîðåìà
2.3.). Ïèâîò ñå îäðå¢ójå íà ñëåäå£è íà÷èí:

1. Ïèâîò åëåìåíò ñå íàëàçè ó áèëî êîjîj âðñòè çà êîjó jå bi < 0. Óêîëèêî èìà
âèøå bi < 0 îíäà èçáîðîì ïèâîòà ó âðñòè ñà íàjìà»èì bi ìîæå ñå ñìà»èòè
óêóïàí áðîj êîðàêà ïîòðåáíèõ çà çàâðøàâà»å ïðîöåñà. Íåêà ñå ïèâîò íàëàçè ó
âðñòè i0.

2. Äà áè ñå îäðåäèëà êîëîíà ãäå ñå íàëàçè ïèâîò, òðåáà íà£è êîëîíó j0 òàêâó äà
jå

cj0
ai0j0

= max

{
cj
ai0j

: ai0j < 0

}
.

Êîðàê 4. Ïîñëå ïèâîòèðà»à, ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à îñòàjå ó êàíîíñêîì
îáëèêó ñà íîâèì áàçèñíî äîïóñòèâèì ðåøå»åì. Âðàòèòè ñå íà êîðàê 1.

Ïðèìåð 3.1. Íåêà jå äàò ïðîáëåì ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

min f = x+ 2y

ïðè óñëîâèìà
x+ y ≥ 3

−2x+ y ≥ 0

x, y ≥ 0.

Îäðåäèòè îïòèìàëíî ðåøå»å è îïòèìàëíó âðåäíîñò çà äàòè ïðîáëåì.

Ðåøå»å. Íàêîí ïðåáàöèâà»à ïðîáëåìà ó êàíîíñêè îáëèê, çàïèñ ïðîáëåìà ïîñòàjå:

min f = x+ 2y

ïðè óñëîâèìà
−x− y +m = −3

2x− y + n = 0

x, y,m, n ≥ 0.

Îâàêâîì ïðîáëåìó ìîæå ñå ïðèäðóæèòè Òàáåëà 3.9.
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Òàáåëà 3.9: Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 3.1

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x y m n b

−1 −1 1 0 −3

2 −1 0 1 0

1 2 0 0 f

Ñàäà ñå ìîæå ïðèìåíèòè àëãîðèòàì äóàëíå ñèìëåêñ ìåòîäå.
1. èòåðàöèjà. Ïîøòî jå b1 = −3 < 0, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò ó ïðâîj âðñòè.

cj0
a1j0

= max

{
cj
a1j

: a1j < 0

}
= max

{
1

−1
,

2

−1

}
= −1.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò a11 = −1. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà
ñå íîâî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 3.10.

Òàáåëà 3.10: Ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êðàjó 1. èòåðàöèjå èç Ïðèìåðà 3.1

Ñèìïëåêñ òàáëèöà 1. èòåðàöèjå

x y m n b

1 1 −1 0 3

0 −3 2 1 −6

0 1 1 0 f − 3

2. èòåðàöèjà. Ïîøòî jå b2 = −6 < 0, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò ó äðóãîj âðñòè.

cj0
a2j0

= max

{
cj
a2j

: a2j < 0

}
= max

{
1

−3

}
= −1

3
.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò a22 = −3. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà
ñå íîâî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 3.11.
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Òàáåëà 3.11: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 3.1

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x y m n b

1 0 −1/3 1/3 1

0 1 −2/3 −1/3 2

0 0 5/3 1/3 f − 5

Ñ îáçèðîì äà jå bi ≥ 0 çà ñâå i, ïîñëåä»à òàáëèöà jå è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà.
Îïòèìàëíî ðåøå»å äàòîã ïðîáëåìà jå

(x∗, y∗) = (1, 2) ,

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå
f ∗ = 5.

Îïøèðíèjå î äóàëíîñòè ó ëèíåðíîì ïðîãðàìèðà»ó ìîæå ñå ïðîíà£è ó [2], [4], [12],
[13].



Ãëàâà 4

Àíàëèçà îñåò§èâîñòè

Òåîðèjñêå îñíîâå êîjå ñó èçëîæåíå ó Ãëàâè 4 ñó ïðåóçåòå èç [2], [12], [13], [14], à
èäåjà çà ïðèìåðå jå ïðîíà¢åíà ó [2]. Ïðèëèêîì ðåøàâà»à ïðîáëåìà èç ñâàêîäíåâíîã
æèâîòà ÷åñòî ñå äåøàâà äà ñå óëàçíè ïîäàöè ìàòåìàòè÷êîã ìîäåëà ìå»àjó, òå jå
íåîïõîäíî ïðîáëåì ðåøàâàòè èçíîâà. Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè jå ìîãó£å èñêîðèñòè-
òè çíà»å î îïòèìàëíîì ðåøå»ó çà jåäàí ñêóï óëàçíèõ ïîäàòàêà çà áðæå äîáèjà»å
îïòèìàëíîã ðåøå»à èñòîã ïðîáëåìà àêî ñå íåêè îä ïîäàòàêà ïðîìåíè. Ó ñëó÷àjó
ïðîáëåìà ËÏ-à, ïîçíàâà»å àíàëèçå îñåò§èâîñòè îìîãó£àâà äà ñå èç îïòèìàëíîã
ðåøå»à îðèãèíàëíîã ïðîáëåìà óòâðäè êàêî ïðîìåíà ïàðàìåòàðà ïðîáëåìà ËÏ-à
óòè÷å íà îïòèìàëíî ðåøå»å.

Ïîñòóïàê ïðèìåíå àíàëèçå îñåò§èâîñòè áè£å îïèñàí êðîç îñàì ñëó÷àjåâà.
Ñëó÷àj 1. Ïðîìåíà êîåôèöèjåíòà ó ôóíêöèjè öè§à,
Ñëó÷àj 2. Ïðîìåíà êîåôèöèjåíòà ñà äåñíå ñòðàíå îãðàíè÷å»à,
Ñëó÷àj 3. Ïðîìåíà êîåôèöèjåíòà ñà ëåâå ñòðàíå îãðàíè÷å»à,
Ñëó÷àj 4. Äîäàâà»å íîâå ïðîìåí§èâå èëè àêòèâíîñòè,
Ñëó÷àj 5. Äîäàâà»å íîâîã îãðàíè÷å»à,
Ñëó÷àj 6. Èçáàöèâà»å ïðîìåí§èâå,
Ñëó÷àj 7. Èçáàöèâà»å îãðàíè÷å»à,
Ñëó÷àj 8. Çàìåíà âðñòå (èëè êîëîíå) íîâîì âðñòîì (èëè êîëîíîì).

4.1 Ïðîìåíà êîåôèöèjåíòà ó ôóíêöèjè öè§à

Íåêà jå äàò ïî÷åòíè ïðîáëåì ËÏ-à è íåêà jå ïîçíàòî »åãîâî îïòèìàëíî ðåøå»å
(Ñëèêà 2.1).

Íåêà ñå êîåôèöèjåíò ci ìå»à ó êîåôèöèjåíò ci(∆ci) = ci + ∆ci,∆ci 6= 0. Íåêà ñó
îâàêî äîáèjåíîì íîâîì ïðîáëåìó ïðèäðóæåíå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà
(Ñëèêà 4.1).

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A b

c(∆ci) f0

=⇒ · · · =⇒

Oïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A∗(∆ci) b∗(∆ci)

c∗(∆ci) f ∗0 (∆ci)

Ñëèêà 4.1: Øåìàòñêè ïðèêàç ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ó ìàòðè÷íîì îáëèêó ïðèìå»åíîã
íà íîâè ïðîáëåì

41
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Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 âàæå óñëîâè (2.5). Ñ îáçèðîì äà ñå ïðîìåíà äåøàâà ó
âåêòîðó c ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå, íå£å äî£è äî ïðîìåíå ìàòðèöå A è âåêòîðà b.

Ïîøòî jå ìàòðèöà A =
(
B N

)
, íå£å äî£è äî ïðîìåíå ìàòðèöå B, à òèìå íè äî

ïðîìåíå ìàòðèöå B−1, ïà ñå ìîãó îäðåäèòè A∗(∆ci) è b
∗(∆ci). Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4.

äîáèjà ñå
A∗(∆ci) = B−1(∆ci)A(∆ci) = B−1A = A∗, (4.1)

b∗(∆ci) = B−1(∆ci)b(∆ci) = B−1b = b∗. (4.2)

Óêîëèêî jå xi íåáàçèñíà ïðîìåí§èâà ó îïòèìàëíîj ñèìïëåêñ òàáëèöè (Ñëèêà
2.1), íå£å äî£è äî ïðîìåíå âåêòîðà cB, ïà íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4. è (4.2) äîáèjà
ñå îïòèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à êîjà îäãîâàðà íîâîì ïðîáëåìó

f ∗0 (∆ci) = f0 − cB(∆ci)b
∗(∆ci) = f0 − cBb∗ = f ∗0 ,

ïðè óñëîâó äà jå c∗q(∆ci) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , n. Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 è (4.1) äîáèjà
ñå

c∗(∆ci) = c(∆ci)− cB(∆ci)A
∗(∆ci) = c(∆ci)− cBA∗.

Óêîëèêî jå ei =
(

0 · · · 1 · · · 0
)
jåäèíè÷íè âåêòîð âðñòå ñà jåäèíèöîì íà i - òîì

ìåñòó, îíäà jå

c∗(∆ci) = c(∆ci)− cBA∗ = (c+ ∆ciei)− cBA∗ = (c− cBA∗) + ∆ciei = c∗ + ∆ciei. (4.3)

Èç jåäíàêîñòè (4.3) ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà ó âåêòîðó c∗(∆ci) jåäèíî ñå ìå»à i-òè
åëåìåíò. Äàêëå, óìåñòî óñëîâà c∗q(∆ci) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , n ìîæå ñå ïîñìàòðàòè
óñëîâ c∗i (∆ci) ≥ 0, ïðè ÷åìó jå

c∗i (∆ci) = ci(∆ci)− cBA(i)∗.

Èç (4.2) ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà jå b∗p(∆ci) ≥ 0 çà ñâå p = 1, . . . ,m. Óêîëèêî jå
c∗i (∆ci) ≥ 0, îïòèìàëíî ðåøå»å ïîëàçíîã ïðîáëåìà jå èñòîâðåìåíî è îïòèìàëíî ðåøå-
»å íîâîã ïðîáëåìà, à óêîëèêî jå c∗i (∆ci) < 0, äîáèjà ñå òàáëèöà èç êîjå ñå íå ìîæå
ïðî÷èòàòè îïòèìàëíî ðåøå»å, àëè èñïó»àâà ñâå óñëîâå êàêî áè ñå ìîãëà ïðèìåíèòè
ñèìïëåêñ ìåòîäà. Íàêîí ïðèìåíå jîø êîðàêà àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå, äîáè£å ñå
íîâî îïòèìàëíî ðåøå»å.

Óêîëèêî jå xi áàçèñíà ïðîìåí§èâà ó îïòèìàëíîj ñèìïëåêñ òàáëèöè (Ñëèêà 2.1),
äî£è £å äî ïðîìåíå âåêòîðà cB, ïà íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 è (4.2) äîáèjà ñå îïòèìàëíà
âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à êîjà îäãîâàðà íîâîì ïðîáëåìó

f ∗0 (∆ci) = f0 − cB(∆ci)b
∗(∆ci) = f0 − cB(∆ci)b

∗,

ïðè óñëîâó äà jå c∗q(∆ci) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , n. Ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà £å ñå
îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîìåíèòè. Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 è (4.1) äîáèjà ñå

c∗(∆ci) = c(∆ci)− cB(∆ci)A
∗(∆ci).

Èç (4.2) ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà jå b∗p(∆ci) ≥ 0 çà ñâå p = 1, . . . ,m. Èç óñëîâà c∗q(∆ci) ≥ 0
çà ñâå q = 1, . . . , n, äîáèjà ñå ñèñòåì ëèíåàðíèõ íåjåäíà÷èíà ïî íåïîçíàòîj ∆ci.
Ðåøàâà»åì ñèñòåìà äîáèjà ñå èíòåðâàë çà ∆ci. Çà ôèêñèðàíî ∆ci = λ èç äîáèjåíîã
èíòåðâàëà, ìîæå ñå èçðà÷óíàòè íîâà îïòèìàëíà âðåäíîñò

f ∗0 (λ) = f0 − cB(λ)b∗ = f0 − (cB + λej)b
∗ = f0 − cBb∗ − λejb∗ = f ∗0 − λb∗j ,
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ïðè ÷åìó jå ej =
(

0 · · · 1 · · · 0
)
jåäèíè÷íè âåêòîð âðñòå ñà jåäèíèöîì íà j-òîì

ìåñòó.
Óêîëèêî jå c∗q(∆ci) < 0 çà íåêî q = 1, . . . , n, äîáèjà ñå ñèìïëåêñ òàáëèöà èç êîjå

ñå íå ìîæå ïðî÷èòàòè îïòèìàëíî ðåøå»å, àëè èñïó»àâà ñâå óñëîâå êàêî áè ñå ìîãëà
ïðèìåíèòè ñèìïëåêñ ìåòîäà. Íàêîí ïðèìåíå jîø êîðàêà àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå,
äîáè£å ñå íîâî îïòèìàëíî ðåøå»å.

Óêîëèêî jå ∆ci = 1 äîáèjà ñå íîâà îïòèìàëíà âðåäíîñò

f ∗0 (1) = f ∗0 − 1 · b∗i = f ∗0 − b∗j .

Àêî jå ci(1) = ci + 1, òàäà £å ñå îïòèìàëíà âðåäíîñò ñìà»èòè çà b∗j , ïðè ÷åìó jå j áðîj
âðñòå ó êîjîj ñå íàëàçè jåäèíèöà êîjà îäãîâàðà áàçèñíîj ïðîìåí§èâîj xi ó îïòèìàëíîj
ñèìïëåêñ òàáëèöè ïî÷åòíîã ïðîáëåìà.

Ïðèìåð 4.1. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðîìåíè öåíó
÷àøà çà øàìïà»àö. Îäðåäèòè èíòåðâàë çà òó öåíó òàêî äà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à
îñòàíå íåïðîìå»åíà.

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì öåía ÷àøà çà øàìïà»àö ñà 600 íà 600 + ∆c3, äîáèjà ñå ñëåäå£è
ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − (600 + ∆c3)x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Ó Ïðèìåðó 2.1 äîáèjåíà jå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà ïðå
ïðîìåíå öåíà ÷àøà çà øàìïà»àö êàî è îïòèìàëíî ðåøå»å çà òàêàâ ïðîáëåì. Èç
ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå jåäíîñòàâíî ñå ìîæå óî÷èòè

A =


6 5 8 1 0 0

10 20 10 0 1 0

1 0 0 0 0 1

 , (4.4)

b =


60

150

8

 , (4.5)

c =
(
−500 −450 −600 0 0 0

)
, (4.6)

êàî è âðåäíîñò
f0 = 0, (4.7)
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äîê ñå èç îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ìîæå óî÷èòè

A∗ =


0 1 −2/7 −1/7 3/35 0

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1

1 0 11/7 2/7 −1/14 0

 , (4.8)

b∗ =


30/7

11/7

45/7

 , (4.9)

c∗ =
(

0 0 400/7 550/7 20/7 0
)
, (4.10)

êàî è îïòèìàëíà âðåäíîñò

f ∗0 =
36000

7
. (4.11)

Ñ îáçèðîì äà ÷àøàìà çà øàìïà»àö îäãîâàðà ïðîìåí§èâà x3, äà áè ñå îäðåäèî
òðàæåíè èíòåðâàë ïîòðåáíî jå îäðåäèòè c∗(∆c3):

c∗(∆c3) = c(∆c3)− cB(∆c3)A∗(∆c3).

Ïîøòî ñå ïðîìåíà äåøàâà ó âåêòîðó c, âàæè

A∗(∆c3) = A∗,

b∗(∆c3) = b∗,

c(∆c3) =
(
−500 −450 −600−∆c3 0 0 0

)
.

Ïðîìåí§èâà x3 jå íåáàçèñíà, øòî çíà÷è äà âàæè

cB(∆c3) =
(
−450 0 −500

)
.

Äîáèjà ñå

c∗(∆c3) =
(

0 0 400/7−∆c3 550/7 20/7 0
)
,

f ∗0 (∆c3) = f0 − cB(∆c3)b∗(∆c3) =
36000

7
.

Äà áè ïðåòõîäíà âðåäíîñò çàèñòà áèëà îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà ìîðà äà áóäå
èñïó»åí óñëîâ c∗q(∆c3) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , 6. Ïðåòõîäíè óñëîâ £å áèòè èñïó»åí
óêîëèêî jå

∆c3 ≤
400

7
.

Òðåæåíè èíòåðâàë çà öåíó cnovo3 = 600 + ∆c3 je

cnovo3 ∈
(
−∞, 4600

7

]
.

Äî èñòîã ðåçóëòàòà ñå ìîãëî äî£è è íà äðóãè íà÷èí.

c∗3(∆c3) = c3(∆c3)− cB(∆c3)A(3)∗
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c∗3(∆c3) = −600−∆c3 −
(
−450 0 −500

)
·


−2/7

−11/7

11/7


c∗3(∆c3) =

400

7
−∆c3

Èç óñëîâà c∗3(∆c3) ≥ 0 äîáèjà ñå

∆c3 ≤
400

7
,

îäíîñíî

cnovo3 ∈
(
−∞, 4600

7

]
.

Ïðèìåð 4.2. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïîâå£à öåíó
÷àøà çà øàìïà»àö çà 1$. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì öåía ÷àøà çà øàìïà»àö ñà 600 íà 700 äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì
ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 700x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 4.1, ðåøå»å îâîã ïðîáëåìà ñå äîáèjà çà ∆c3 = 100,
øòî çíà÷è äà £å ñå äîáèò îâîã ïðåäóçå£à ïðîìåíèòè. Jåäíîñòàâíî ñå ïðîâåðàâà äà
âàæè

c∗(∆c3) = c∗(100) =
(

0 0 −300/7 550/7 20/7 0
)
,

f ∗0 (∆c3) = f ∗0 (100) =
36000

7
.

Äàêëå, ñàäà íèjå èñïó»åí óñëîâ c∗q(∆c3) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , 6 è ìîæå ñå íàñòàâèòè
ñà ïðèìåíîì àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå íà Òàáåëó 4.1.
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Òàáåëà 4.1: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.2

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 30/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 11/7

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 45/7

0 0 −300/7 550/7 20/7 0 −f + 36000/7

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 4.2.

Òàáåëà 4.2: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.2

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

2/11 1 0 −1/11 4/45 0 60/11

1 0 0 0 0 1 8

7/11 0 1 2/11 −1/22 0 45/11

300/11 0 0 950/11 10/11 0 −f + 58500/11

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
0,

60

11
,
45

11
, 0, 0, 8

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ =
58500

11
.

Îâà ïðèìåíà £å óòèöàòè íà ïîâå£à»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.

Ïðèìåð 4.3. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðîìåíè öåíó
÷àøà çà ñîê. Îäðåäèòè èíòåðâàë çà òó öåíó òàêî äà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à îñòàíå
íåïðîìå»åíà.

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì öåíå ÷àøà çà ñîê ñà 500 íà 500+∆c1, äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì
ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó
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min −f = −(500 + ∆c1)x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Ó Ïðèìåðó 2.1 äîáèjåíà jå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà
ïðå ïðîìåíå öåíà ÷àøà çà øàìïà»àö êàî è îïòèìàëíî ðåøå»å çà òàêàâ ïðîáëåì.
Èç ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ñå jåäíîñòàâíî ìîæå óî÷èòè (4.4), (4.5), (4.6), êàî è
âðåäíîñò (4.7), äîê ñå èç îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ìîæå óî÷èòè (4.8), (4.9), (4.10),
êàî è îïòèìàëíà âðåäíîñò (4.11). Ñ îáçèðîì äà ÷àøàìà çà ñîê îäãîâàðà ïðîìåí§èâà
x1, äà áè ñå îäðåäèî òðàæåíè èíòåðâàë ïîòðåáíî jå îäðåäèòè c

∗(∆c1).

c∗(∆c1) = c(∆c1)− cB(∆c1)A∗(∆c1).

Ïîøòî ñå ïðîìåíà äåøàâà ó âåêòîðó c, âàæè

A∗(∆c1) = A∗,

b∗(∆c1) = b∗,

c∗(∆c1) =
(
−500−∆c1 −450 −600 0 0 0

)
.

Ïðîìåí§èâà x1 jå áàçèñíà, øòî çíà÷è äà âàæè

cB(∆c1) =
(
−450 0 −500−∆c1

)
.

Äîáèjà ñå

c∗(∆c1) =
(

0 0 11∆c1/7 + 400/7 2∆c1/7 + 550/7 20/7−∆c1/14 0
)
,

f ∗0 (∆c1) = f0 − cB(∆c1)b∗(∆c1) =
36000

7
+

45

7
∆c1.

Äà áè ïðåòõîäíà âðåäíîñò çàèñòà áèëà îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà, ìîðà áèòè
èñïó»åí óñëîâ c∗q(∆c1) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , 6. Ïðåòõîäíè óñëîâ £å áèòè èñïó»åí
óêîëèêî ñó çàäîâî§åíè óñëîâè 

∆c1 ≥ −
400

11

∆c1 ≥ −275

∆c1 ≤ 40,

îäíîñíî

∆c1 ∈
[
−400

11
, 40

]
.
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Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà £å ñå, çà èçáîð ∆c1 èç ïðåòõîäíîã èíòåðâàëà, äîáèò îâîã
ïðåäóçå£à ïðîìåíèòè çà

45

7
∆c1,

ïà òðàæåíè èíòåðâàë çà êîjè ñå f ∗ íå£å ïðîìåíèòè íå ïîñòîjè.
Ìå¢óòèì, çà öåíó cnovo1 = 500 + ∆c1, çà êîjó âàæè

cnovo1 ∈
[

5100

11
, 540

]
,

îïòèìàëíà âðåäíîñò £å ñå ïðîìåíèòè çà
45

7
∆c1.

Ïðèìåð 4.4. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïîâå£à öåíó
÷àøà çà ñîê çà 0.5$. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì öåíå ÷àøà çà ñîê ñà 500 íà 550, äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à
ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −550x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 4.3, ðåøå»å îâîã ïðîáëåìà ñå äîáèjà çà ∆c1 = 50,
øòî çíà÷è äà £å ñå äîáèò îâîã ïðåäóçå£à ïðîìåíèòè. Jåäíîñòàâíî ñå ïðîâåðàâà äà
âàæè

c∗(∆c1) = c∗(50) =
(

0 0 950/7 650/7 −5/7 0
)
,

f ∗0 (∆c1) = f ∗0 (50) =
38250

7
.

Äàêëå, ñàäà íèjå èñïó»åí óñëîâ c∗q(∆c1) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , 6 è ìîæå ñå íàñòàâèòè
ñà ïðèìåíîì àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå íà Òàáåëó 4.3.
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Òàáåëà 4.3: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.4

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 30/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 11/7

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 45/7

0 0 950/7 650/7 −5/7 0 −f + 38250/7

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 4.4.

Òàáåëà 4.4: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.4

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 8/5 1/5 0 −6/5 12/5

0 0 −22 −4 1 14 22

1 0 0 0 0 1 8

0 0 120 90 0 10 −f + 5480

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
8,

12

5
, 0, 0, 22, 0

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ = 5480.

Îâà ïðîìåíà £å óòèöàòè íà ïîâå£à»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.

4.2 Ïðîìåíà êîåôèöèjåíòà ñà äåñíå ñòðàíå

Íåêà jå äàò ïî÷åòíè ïðîáëåì ËÏ-à è íåêà jå ïîçíàòî »åãîâî îïòèìàëíî ðåøå»å
(Ñëèêà 2.1).

Íåêà ñå êîåôèöèjåíò bi ìå»à ó êîåôèöèjåíò bi(∆bi) = bi + ∆bi,∆bi 6= 0. Íåêà ñó
îâàêî äîáèjåíîì íîâîì ïðîáëåìó ïðèäðóæåíå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà
(Ñëèêà 4.2).
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Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A b(∆bi)

c f0

=⇒ · · · =⇒

Oïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A∗(∆bi) b∗(∆bi)

c∗(∆bi) f ∗0 (∆bi)

Ñëèêà 4.2: Øåìàòñêè ïðèêàç ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ó ìàòðè÷íîì îáëèêó ïðèìå»åíîã
íà íîâè ïðîáëåì

Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 âàæå óñëîâè (2.5). Ñ îáçèðîì äà ñå ïðîìåíà äåøàâà ó
âåêòîðó b ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå (Ñëèêà 2.1), íå£å äî£è äî ïðîìåíå ìàòðèöå A è
âåêòîðà c. Ïîøòî íå£å äî£è äî ïðîìåíå ìàòðèöå A íå£å äî£è íè äî ïðîìåíå ìàòðèöå
B, à òèìå íè äî ïðîìåíå ìàòðèöå B−1. Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 äîáèjà ñå

A∗(∆bi) = B−1(∆bi)A(∆bi) = B−1A = A∗,

c∗(∆bi) = c(∆bi)− cB(∆bi)A
∗(∆bi) = c− cBA∗ = c∗,

b∗(∆bi) = B−1(∆bi)b(∆bi) = B−1b(∆bi).

Óêîëèêî jå b∗p(∆bi) ≥ 0 çà ñâå p = 1, . . . ,m, îíäà jå îïòèìàëíà âðåäíîñò ôóíêöèjå
öè§à êîjà îäãîâàðà íîâîì ïðîáëåìó

f ∗0 (∆bi) = f0 − cB(∆bi)b
∗(∆bi) = f0 − cBb∗(∆bi).

Óêîëèêî jå b∗p(λ) < 0 çà íåêî p = 1, . . . ,m è íåêî ôèêñèðàíî ∆bi = λ, îíäà jå
äåñíà ñòðàíà íåãàòèâíà çà íåêî b∗i (λ). Ñ îáçèðîì, äà jå c∗(∆bi) = c∗ è c∗q ≥ 0 çà ñâå
q = 1, . . . , n, ìîæå ñå ïðèìåíèòè àëãîðèòàì äóàëíå ñèìïëåêñ ìåòîäå, ÷èìå ñå äîáèjà
íîâî îïòèìàëíî ðåøå»å.

Ïðèìåð 4.5. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðîìåíè áðîj
ñàòè ðàäà ó òîêó jåäíå íåäå§å. Îäðåäèòè èíòåðâàë çà áðîj ñàòè ðàäà ó òîêó jåäíå
ñåäìèöå òàêî äà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à îñòàíå íåïðîìå»åíà.

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì áðîjà ñàòè ðàäà ó òîêó jåäíå ñåäìèöå ñà 60 íà 60 + ∆b1, äîáèjà
ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60 + ∆b1

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Ó Ïðèìåðó 2.1 äîáèjeíà jå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà ïðå
ïðîìåíå ðàäíèõ ñàòè òîêîì jåäíå ñåäìèöå êàî è îïòèìàëíî ðåøå»å çà òàêàâ ïðîáëåì.
Èç ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ñå jåäíîñòàâíî ìîæå óî÷èòè (4.4), (4.5), (4.6), êàî è
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âðåäíîñò (4.7), äîê ñå èç îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ìîæå óî÷èòè (4.8), (4.9), (4.10),
êàî è îïòèìàëíà âðåäíîñò (4.11).

Ñ îáçèðîì äà áðîjó ðàäíèõ ñàòè ó òîêó jåäíå ñåäìèöå îäãîâàðà âðåäíîñò b1,
ïîòðåáíî jå îäðåäèòè b∗(∆b1):

b∗(∆b1) = B−1b(∆b1) =


5 0 6

20 0 10

0 1 1


−1

·


60 + ∆b1

150

8

 =


30/7−∆b1/7

11/7− 2∆b1/7

45/7 + 2∆b1/7

 .

Ïîøòî ñå ïðîìåíà äåøàâà ó âåêòîðó b, âàæè

A∗(∆b1) = A∗,

c∗(∆b1) = c∗,

cB(∆b1) = cB =
(
−450 0 −500

)
,

f ∗0 (∆b1) = f0 − cBb∗(∆b1) =
36000

7
+

550∆b1

7
.

Äà áè ïðåòõîäíà âðåäíîñò çàèñòà áèëà îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà, ìîðà äà
áóäå èñïó»åí óñëîâ b∗p(∆b1) ≥ 0 çà ñâå p = 1, . . . ,m. Ïðåòõîäíè óñëîâ £å áèòè èñïó»åí
óêîëèêî ñó çàäîâî§åíè óñëîâè 

∆b1 ≤ 30

∆b1 ≤
11

2

∆b1 ≥ −
45

2
,

îäíîñíî

∆b1 ∈
[
−45

2
,
11

2

]
.

Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà £å ñå, çà èçáîð ∆b1 èç ïðåòõîäíîã èíòåðâàëà, äîáèò îâîã
ïðåäóçå£à ïðîìåíèòè çà

550

7
∆b1,

ïà òðàæåíè èíòåðâàë íå ïîñòîjè.
Ìå¢óòèì, çà áðîj ñàòè ðàäà ó òîêó jåäíå ñåäìèöå bnovo1 = 60 + ∆b1, çà êîjè âàæè

bnovo1 ∈
[

75

2
,
131

2

]
,

îïòèìàëíà âðåäíîñò £å ñå ïðîìåíèòè çà
550

7
∆b1.

Ïðèìåð 4.6. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïîâå£à áðîj ñàòè
ðàäà ó òîêó jåäíå ñåäìèöå çà 10h. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò îâîã
ïðåäóçå£à?
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Ðåøå»å. Ïðîìåíîì áðîjà ñàòè ðàäà ó òîêó jåäíå ñåäìèöå ñà 60 íà 70, äîáèjà ñå
ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 70

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 4.5, ðåøå»å îâîã ïðîáëåìà ñå äîáèjà çà ∆b1 = 10,
øòî çíà÷è äà £å ñå äîáèò îâîã ïðåäóçå£à ïðîìåíèòè. Jåäíîñòàâíî ñå ïðîâåðàâà äà
âàæè

b∗(∆b1) = b∗(10) =


20/7

−9/7

65/7

 ,

f ∗0 (∆b1) = f ∗0 (10) =
41500

7
.

Äàêëå, ñàäà íèjå èñïó»åí óñëîâ b∗p(∆b1) ≥ 0 çà ñâå p = 1, . . . ,m è ìîæå ñå íàñòàâèòè
ñà ïðèìåíîì àëãîðèòìà äóàëíå ñèìïëåêñ ìåòîäå íà Òàáåëó 4.5.

Òàáåëà 4.5: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.6

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 20/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 −9/7

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 65/7

0 0 400/7 550/7 20/7 0 −f + 41500/7

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 4.6.
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Òàáåëà 4.6: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 0 −1/11 4/55 −2/11 34/11

0 0 1 2/11 −1/22 −7/11 9/11

1 0 0 0 0 1 8

0 0 0 750/11 60/11 400/11 −f + 64700/11

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
8,

34

11
,

9

11
, 0, 0, 0

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ =
64700

11
.

Îâà ïðîìåíà £å óòèöàòè íà ïîâå£à»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.

4.3 Ïðîìåíà êîåôèöèjåíòà ñà ëåâå ñòðàíå

Íåêà jå äàò ïî÷åòíè ïðîáëåì ËÏ-à è íåêà jå ïîçíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å (Ñëèêà
2.1).

Íåêà ñå êîåôèöèjåíò aij ìå»à ó êîôèöèjåíò aij(∆aij) = aij + ∆aij,∆aij 6= 0. Íåêà
ñó îâàêî äîáèjåíîì íîâîì ïðîáëåìó ïðèäðóæåíå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ
òàáëèöà (Ñëèêà 4.3).

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A(∆aij) b

c f0

=⇒ · · · =⇒

Oïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A∗(∆aij) b∗(∆aij)

c∗(∆aij) f ∗0 (∆aij)

Ñëèêà 4.3: Øåìàòñêè ïðèêàç ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ó ìàòðè÷íîì îáëèêó ïðèìå»åíîã
íà íîâè ïðîáëåì

Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 âàæå óñëîâè (2.5). Ñ îáçèðîì äà ñå ïðîìåíà äåøàâà ó
ìàòðèöè A ïî÷åòíå ñèìëåêñ òàáëèöå, íå£å äî£è äî ïðîìåíå âåêòîðà c è b. Ïîøòî jå

ìàòðèöà A =
(
B N

)
, äîëàçè äî ïðîìåíå ìàòðèöå B, à òèìå è äî ïðîìåíå ìàòðèöå

B−1. Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4. äîáèjà ñå

A∗(∆aij) = B−1(∆aij)A(∆aij),
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c∗(∆aij) = c(∆aij)− cB(∆aij)A
∗(∆aij) = c− cBA∗(∆aij),

b∗(∆aij) = B−1(∆aij)b(∆aij) = B−1(∆aij)b.

Óêîëèêî jå c∗q(∆aij) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , n, îïòèìàëíî ðåøå»å jå

f ∗0 = f0 − cB(∆aij)b
∗(∆aij) = f0 − cBb∗(∆aij).

Óêîëèêî jå c∗q(∆aij) < 0 çà íåêî q = 1, . . . , n èëè b∗p(∆aij) < 0 çà íåêî p = 1, . . . ,m, îíäà
ïðèìåíîì îäãîâàðàjó£å ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå íîâî îïòèìàëíî ðåøå»å. Óêîëèêî
jå xi íåáàçèñíà ïðîìåí§èâà îíäà ìàòðèöà B, îäíîñíî ìàòðèöà B

−1 íå£å çàâèñèòè îä
ïðîìåíå êîåôèöèjåíòà aij.

Ïðèìåð 4.7. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðîìåíè êóòèjó
çà ïàêîâà»å 100 ÷àøà çà øàìïà»àö. Îäðåäèòè èíòåðâàë çà âåëè÷èíó òèõ êóòèjà
òàêî äà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à îñòàíå íåïðîìå»åíà.

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì âåëè÷èíå êóòèjà ÷àøà çà øàìïà»àö ñà 10 íà 10 + ∆a23, äîáèjà
ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + (10 + ∆a23)x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Ó Ïðèìåðó 2.1 äîáèjåíà jå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà ïðå
ïðîìåíå êóòèjà çà ïàêîâà»å ÷àøà çà øàìïà»àö êàî è îïòèìàëíî ðåøå»å çà òàêàâ
ïðîáëåì. Èç ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ñå jåäíîñòàâíî ìîæå óî÷èòè (4.4), (4.5), (4.6),
êàî è âðåäíîñò (4.7), äîê ñå èç îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ìîæå óî÷èòè (4.8), (4.9),
(4.10), êàî è îïòèìàëíà âðåäíîñò (4.11). Ñ îáçèðîì äà âåëè÷èíè êóòèjà çà ÷àøå çà
øàìïà»àö îäãîâàðà âðåäíîñò a23, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè A

∗(∆a23), b∗(∆a23) è c∗(∆a23).

A∗(∆a23) = B−1(∆a23)A(∆a23) =


0 1 −2/7 + 3∆a23/35 −1/7 3/35 0

0 0 −11/7 + ∆a23/14 −2/7 1/14 1

1 0 11/7−∆a23/14 2/7 −1/14 0

 ,

b∗(∆a23) = B−1(∆a23)b =


30/7

11/7

45/7

 ,

cB(∆a23) = cB =
(
−450 0 −500

)
,

c∗(∆a23) = c− cBA∗(∆a23) =
(

0 0 400/7 + 20∆a23/7 550/7 20/7 0
)
,
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f ∗0 (∆a23) = f0 − cBb∗(∆a23) =
36000

7
.

Äà áè ïðåòõîäíà âðåäíîñò çàèñòà áèëà îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà ìîðà äà áóäå
èñïó»åí óñëîâ c∗q(∆a23) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , n. Ïðåòõîäíè óñëîâ £å áèòè èñïó»åí
óêîëèêî jå

∆a23 ≥ −20.

Òðàæåíè èíòåðâàë çà âåëè÷èíó êóòèjå anovo23 = 10 + ∆a23 jå

anovo23 ∈ [−10,+∞) .

Ìå¢óòèì, êàêî âåëè÷èíà êóòèjå íå ìîæå áèòè íåãàòèâàí áðîj è íå ìîæå áèòè âå£à
îä êàïàöèòåòà ñêëàäèøòà, îíäà áèëî êàêâà ïðîìåíà âåëè÷èíå êóòèjå çà ÷àøå çà ñîê
íå£å óòèöàòè íà ïðîìåíó äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.

Ïðèìåð 4.8. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðîìåíè êóòèjó
çà ïàêîâà»å 100 ÷àøà çà ñîê. Îäðåäèòè èíòåðâàë çà âåëè÷èíó òèõ êóòèjà òàêî äà
äîáèò îâîã ïðåäóçå£à îñòàíå íåïðîìå»åíà.

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì âåëè÷èíå êóòèjà ÷àøà çà ñîê ñà 10 íà 10 + ∆a21, äîáèjà ñå
ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

(10 + ∆a21)x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Ó Ïðèìåðó 2.1 äîáèjåíà jå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà ïðå
ïðîìåíå êóòèjà çà ïàêîâà»å ÷àøà çà ñîê êàî è îïòèìàëíî ðåøå»å çà òàêàâ ïðîáëåì.
Èç ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ñå jåäíîñòàâíî ìîæå óî÷èòè (4.4), (4.5), (4.6), êàî è
âðåäíîñò (4.7), äîê ñå èç îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ìîæå óî÷èòè (4.8), (4.9), (4.10),
êàî è îïòèìàëíà âðåäíîñò (4.11). Ñ îáçèðîì äà âåëè÷èíè êóòèjà çà ÷àøå çà ñîê
îäãîâàðà âðåäíîñò a21, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè A

∗(∆a21), b∗(∆a21) è c∗(∆a21).

A∗(∆a21) = B−1(∆a21)A(∆a21),

A∗(∆a21) =


0 1 − 8∆a21 + 20

5(14−∆a21)
− x+ 10

5(14−∆a21)

6

5(14−∆a21)
0

0 0 − 22

14−∆a21

− 4

14−∆a21

1

14−∆a21

1

1 0
22

14−∆a21

4

14−∆a21

− 1

14−∆a21

0

 ,

b∗(∆a21) = B−1(∆a21)b =


60− 12∆a21

14−∆a21
22− 8∆a21

14−∆a21
90

14−∆a21

 ,
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cB(∆a21) = cB =
(
−450 0 −500

)
,

c∗(∆a21) = c−cBA∗(∆a21) =

(
0 0

800− 120∆a21

14−∆a21

1100− 90∆a21

14−∆a21

40

14−∆a21

0

)
,

f ∗0 (∆a21) = f0 − cBb∗(∆a21) =
72000− 5400∆a21

14−∆a21

.

Äà áè ïðåòõîäíà âðåäíîñò çàèñòà áèëà îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà ìîðà äà áóäå
èñïó»åí óñëîâ c∗q(∆a21) ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , n è b∗p(∆a21) ≥ 0 çà ñâå p = 1, . . . ,m.
Ïðåòõîäíè óñëîâ £å áèòè èñïó»åí óêîëèêî jå

∆a21 ∈
(
−∞, 11

4

]
.

Çà èçáîð ∆a21 èç ïðåòõîäíîã èíòåðâàëà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à £å ñå ïðîìåíèòè çà

− 1800∆a21

7(14−∆a21)
,

ïà òðàæåíè èíòåðâàë íå ïîñòîjè.
Ìå¢óòèì, çà âåëè÷èíó êóòèjå çà ÷àøå çà ñîê anovo21 = 10 + ∆a21 çà êîjó âàæè

anovo21 ∈
(
−∞, 51

4

]

îïòèìàëíà âðåäíîñò £å ñå ïðîìåíèòè çà − 1800∆a21

7(14−∆a21)
.

Ïðèìåð 4.9. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðîìåíè êóòèjå
çà ïàêîâà»å 100 ÷àøå çà ñîê. Íîâà êóòèjà çàóçèìà 10m3 âèøå îä ïðåòõîäíå. Êàêî
£å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì âåëè÷èíå êóòèjà ÷àøà çà ñîê ñà 10 íà 20, äîáèjà ñå ñëåäå£è
ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

20x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 4.8, ðåøå»å îâîã ïðîáëåìà ñå äîáèjà çà ∆a21 = 10,
øòî çíà÷è äà £å ñå äîáèò îâîã ïðåäóçå£à ïðîìåíèòè. Ìîæå ñå ïðîâåðèòè äà âàæè

A∗(∆a21) = A∗(10) =


0 1 −5 −1 3/10 0

0 0 −11/2 −1 1/4 1

1 0 11/2 1 −1/4 0

 ,
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b∗(∆a21) = b∗(10) =


−15

−29/2

45/2

 ,

c∗(∆a21) = c∗(10) =
(

0 0 −100 50 10 0
)
,

f ∗0 (∆a21) = f ∗0 (10) = 4500.

Äàêëå, ñàäà íèjå èñïó»åí óñëîâ b∗p(∆a21) ≥ 0 çà íåêî p = 1, . . . ,m êàî íè óñëîâ
c∗q(∆a21) ≥ 0 çà íåêî q = 1, . . . , n è ìîæå ñå íàñòàâèòè ñà ïðèìåíîì àëãîðèòìà äóàëíå
ñèìïëåêñ ìåòîäå íà Òàáåëó 4.7.

Òàáåëà 4.7: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.9

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 −5 −1 3/10 0 −15

0 0 −11/2 −1 1/4 1 −29/2

1 0 11/2 1 −1/4 0 45/2

0 0 −100 50 10 0 −f + 4500

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà äâîôàçíå ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 4.8.

Òàáåëà 4.8: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.9

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

1 0 0 0 0 1 8

2/11 0 1 2/11 −1/22 0 45/11

10/11 1 0 −1/11 4/55 0 60/11

200/11 0 0 750/11 60/11 0 −f + 54000/11

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
0,

60

11
,
45

11
, 0, 0, 8

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ =
54000

11
.

Îâà ïðîìåíà £å óòèöàòè íà ñìà»å»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.
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4.4 Äîäàâà»å íîâå ïðîìåí§èâå èëè àêòèâíîñòè

Íåêà jå äàò ïî÷åòíè ïðîáëåì ËÏ-à è íåêà jå ïîçíàòî »åãîâî îïòèìàëíî ðåøå»å
(Ñëèêà 2.1).

Íåêà ñå äîäàjå íîâà ïðîìåí§èâà xn+1. Äîáèjà ñå íîâè ïðîáëåì

min f + f0 = cx+ cn+1xn+1

ïðè óñëîâèìà
(
A A(n+1)

) x

xn+1

 = b

x, xn+1 ≥ 0,

ïðè ÷åìó jå A(n+1) íîâà êîëîíà êîjà ñå äîäàjå ìàòðèöè A è êîjà îäãîâàðà ïðîìåí§èâîj
xn+1. Íåêà jå îâàêî äîáèjåíîì ïðîáëåìó ïðèäðóæåíà ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ
òàáëèöà (Ñëèêà 4.4).

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà(
A A(n+1)

)
b(

c cn+1

)
f0

=⇒ · · · =⇒

Oïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

A∗novo b∗novo

c∗novo f ∗0,novo

Ñëèêà 4.4: Øåìàòñêè ïðèêàç ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ó ìàòðè÷íîì îáëèêó ïðèìå»åíîã
íà íîâè ïðîáëåì

Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 âàæå óñëîâè (2.5). Íåêà jå xn+1 = 0. Òàäà jå

(
A A(n+1)

) x∗

0

 = Ax∗ + A(n+1) · 0 = Ax∗ = b.

Ñëåäè äà jå  x∗

0


äîïóñòèâî ðåøå»å çà íîâè ïðîáëåì, øòî çíà÷è äà jå ïðåòõîäíî îïòèìàëíî ðåøå»å
äîïóñòèâî çà íîâè ïðîáëåì. Ñ îáçèðîì äà jå äîäàòà íîâà êîëîíà ìàòðèöè A íåáàçè-
ñíà, jåð íèjå ïîñòîjàëà ó ïî÷åòíîì ïðîáëåìó, ìàòðèöà B (îäíîñíî ìàòðèöà B−1) £å
îñòàòè íåïðîìå»åíà. Äåñíà ñòðàíà îãðàíè÷å»à, îäíîñíî âåêòîð b jå ïðåìà ôîðìóëà-
öèjè íîâîã ïðîáëåìà íåïðîìå»åí. Âåêòîð c ñå ðàçëèêójå ó åëåìåíòó cn+1. Íà îñíîâó
Òåîðåìå 2.4. äîáèjà ñå

A∗novo = B−1
novoAnovo = B−1

(
A A(n+1)

)
=
(
B−1A B−1A(n+1)

)
=
(
A∗ A(n+1)∗

)
,

b∗novo = B−1
novobnovo = B−1b = b∗,
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c∗novo = cnovo − cnovoB A∗novo =
(
c cn+1

)
− cB

(
A∗ A(n+1)∗

)
,

îäíîñíî äîáèjà ñå

c∗novo =
(
c cn+1

)
−
(
cBA

∗ cBA
(n+1)∗

)
=
(
c− cBA∗ cn+1 − cBA(n+1)∗

)
,

c∗novo =
(
c∗ c∗n+1

)
.

Ñ îáçèðîì äà jå c∗q ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , n, óêîëèêî jå c∗n+1 ≥ 0 òðåíóòíî îïòèìàëíî
ðåøå»å £å áèòè îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà, ïðè ÷åìó jå

c∗n+1 = cn+1 − cBB−1A(n+1) = cn+1 − cBA(n+1)∗,

f ∗0,novo = f0 − cnovoB b∗novo = f0 − cBb∗ = f ∗0 .

Óêîëèêî jå c∗n+1 < 0, îíäà ñå ìîæå ïðèìåíèòè ñèìïëåêñ ìåòîäà è íà òàj íà÷èí
îäðåäèòè íîâî îïòèìàëíî ðåøå»å.

Ïðèìåð 4.10. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðîèçâîäè
è òåãëèöå çà ëèìóíàäó. Ñà ÷åòâðòîì ìàøèíîì ñå çà 7h ìîæå ïðîèçâåñòè 100
òåãëèöà çà ëèìóíàäó êîjå ñå ïàêójó ó êóòèjó êîjà çàóçèìà 15m3. Íå ïîñòîjè îãðàíè-
÷å»å î ïîòðàæ»è îâèõ ÷àøà. Îäðåäèòè èíòåðâàë çà öåíó îâèõ òåãëèöà òàêî äà
äîáèò îâîã ïðåäóçå£à îñòàíå íåïðîìå»åíà?

Ðåøå»å. Ïðîøèðå»åì ïîíóäå îâîã ïðåäóçå£à òåãëèöàìà çà ëèìóíàäó, äîáèjà ñå
ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3 − c7x7

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + 7x7 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + 15x7 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, x7, y1, y2, y3 ≥ 0.

Ó Ïðèìåðó 2.1 äîáèjåíà jå ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà
ïðå ïðîøèðå»à ïîíóäå òåãëèöàìà çà ëèìóíàäó êàî è îïòèìàëíî ðåøå»å çà òàêàâ
ïðîáëåì. Èç ïî÷åòíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ñå jåäíîñòàâíî ìîæå óî÷èòè (4.4), (4.5), (4.6),
êàî è âðåäíîñò (4.7), äîê ñå èç îïòèìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå ìîæå óî÷èòè (4.8), (4.9),
(4.10), êàî è îïòèìàëíà âðåäíîñò (4.11). Ñàäà ñå ìîãó îäðåäèòè íåîïõîäíå ìàòðèöå
è âåêòîðè.

A(n+1)∗ = B−1A(n+1) =


2/7

−13/14

13/14

 ,

cBA
(n+1)∗ = −4150

7
,
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A∗novo =
(
A∗ A(n+1)∗

)
=


0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 2/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 −13/14

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 13/14

 ,

c∗novo =
(
c cn+1

)
−
(
cBA

∗ cBA
(n+1)∗

)
=
(

0 0 400/7 550/7 20/7 0 4150/7− c7

)
,

b∗novo = b∗,

f ∗0,novo = f ∗0 =
36000

7
.

Äà áè ïðåòõîäíà âðåäíîñò çàèñòà áèëà îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà ìîðà äà áóäå
èñïó»åí óñëîâ c∗novo,q ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , 7. Ïðåòõîäíè óñëîâ £å áèòè èñïó»åí
óêîëèêî jå

c7 ∈
(
−∞, 4150

7

]
,

÷èìå jå îäðå¢åí òðàæåíè èíòåðâàë.

Ïðèìåð 4.11. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðîèçâîäè è
òåãëèöå çà ëèìóíàäó ïî öåíè îä 6.5$. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò îâîã
ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Ïðîøèðå»åì ïîíóäå îâîã ïðåäóçå£à òåãëèöàìà çà ëèìóíàäó, äîáèjà ñå
ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3 − 650x7

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + 7x7 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + 15x7 + y2+ = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, x7, y1, y2, y3 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 4.10, ðåøå»å îâîã ïðîáëåìà ñå äîáèjà çà c7 = 650,
øòî çíà÷è äà £å ñå äîáèò îâîã ïðåäóçå£à ïðîìåíèòè. Ìîæå ñå ïðîâåðèòè äà âàæè,

c∗novo =
(

0 0 400/7 550/7 20/7 0 −400/7
)
,

f ∗0,novo =
36000

7
.

Äàêëå, ñàäà íèjå èñïó»åí óñëîâ c∗novo,q ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , 7 è ìîæå ñå íàñòàâèòè ñà
ïðèìåíîì àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå íà Òàáåëó 4.9.
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Òàáåëà 4.9: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.11

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 x7 b

0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 2/7 30/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 −13/14 11/7

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 13/14 45/7

0 0 400/7 550/7 20/7 0 −400/7 −f + 36000/7

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 4.10.

Òàáåëà 4.10: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.11

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 x7 b

−20/7 65/7 −50/7 −15/7 1 0 0 150/7

1 0 0 0 0 1 0 8

6/7 5/7 8/7 1/7 0 0 1 60/7

400/7 100/7 1000/7 650/7 0 0 0 −f + 39000/7

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3, x

∗
7) =

(
0, 0, 0, 0,

150

7
, 8,

60

7

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ =
39000

7
.

Oâà ïðîìåíà £å óòèöàòè íà ïîâå£à»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.

4.5 Äîäàâà»å íîâîã îãðàíè÷å»à

Íåêà jå äàò ïî÷åòíè ïðîáëåì ËÏ-à è íåêà jå ïîçíàòî »åãîâî îïòèìàëíî ðåøå»å
(Ñëèêà 2.1).

Íåêà ñå jàâ§à ïîòðåáà çà íîâèì (m + 1)-âèì îãðàíè÷å»åì. Íîâè ïðîáëåì ñå
ðàçëèêójå îä ïî÷åòíîã jåäèíî ó íîâîì îãðàíè÷å»ó. Ïîñòîjå äâå ìîãó£íîñòè:

1. îïòèìàëíî ðåøå»å ïî÷åòíîã ïðîáëåìà çàäîâî§àâà íîâî îãðàíè÷å»å (îïòèìàëíî
ðåøå»å îñòàjå íåïðîìå»åíî) è

2. îïòèìàëíî ðåøå»å ïî÷åòíîã ïðîáëåìà íå çàäîâî§àâà íîâî îãðàíè÷å»å (ïîòðåáíî
jå îäðåäèòè íîâî îïòèìàëíî ðåøå»å).
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Íîâî îãðàíè÷å»å jå íåîïõîäíî ïðåâåñòè ó êàíîíñêè îáëèê è äîäàòè íà êðàj îïòè-
ìàëíå ñèìïëåêñ òàáëèöå. Íàêîí àæóðèðà»à ñèìïëåêñ òàáëèöå òàêî äà òðåíóòíà
áàçà îñòàíå íåïðîìå»åíà è ïðèìåíå îäãîâàðàjó£å ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå íîâî
îïòèìàëíî ðåøå»å.

Ïðèìåð 4.12. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà îãðàíè÷è ïðîè-
çâîä»ó ÷àøà çà øàìïà»àö íà íàjâèøå 500 êîìàäà. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè
íà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Îãðàíè÷å»åì ïðîèçâîä»å ÷àøà çà øàìïà»àö, äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì
ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x3 + y4 = 5

x1, x2, x3, y1, y2, y3, y4 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 2.1, ïîçíàòî jå îïòèìàëíî ðåøå»å

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
45

7
,
30

7
, 0, 0, 0,

11

7

)
, (4.12)

è îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà

f ∗ =
36000

7
. (4.13)

Êàêî jå x∗3 = 0 íîâî îãðàíè÷å»å x3 ≤ 5 £å áèòè çàäîâî§åíî, øòî çíà÷è äà ñå äîáèò
îâîã ïðåäóçå£à íå£å ïðîìåíèòè.

Ïðèìåð 4.13. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà îãðàíè÷è ïðîè-
çâîä»ó ÷àøà çà êîêòåë íà íàjâèøå 400 êîìàäà. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà
äîáèò îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Îãðàíè÷å»åì ïðîèçâîä»å ÷àøà çà êîêòåë, äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-
à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x2 + y4 = 4

x1, x2, x3, y1, y2, y3, y4 ≥ 0.
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Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 2.1, ïîçíàòî jå îïòèìàëíî ðåøå»å (4.12), îïòèìàëíà
âðåäíîñò ïðîáëåìà (4.13) è Òàáåëà 4.11.

Òàáåëà 4.11: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 2.1

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 30/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 11/7

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 45/7

0 0 400/7 550/7 20/7 0 −f + 36000/7

Êàêî jå x∗2 =
30

7
íîâî îãðàíè÷å»å

x2 ≤ 4

íå£å áèòè çàäîâî§åíî. Íàêîí äîäàâà»à íîâîã îãðàíè÷å»à äîáèjà ñå Òàáåëà 4.12.

Òàáåëà 4.12: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.13

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 y4 b

0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 0 30/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 0 11/7

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 0 45/7

0 1 0 0 0 0 1 4

0 0 400/7 550/7 20/7 0 0 −f + 36000/7

Êàêî ïðåòõîäíà òàáëèöà íåìà áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å íåîïõîäíî jå àæóðèðàòè
òàáëèöó ïðèìåíîì îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à. Äîáèjà ñå Òàáåëà 4.13 íà êîjó ñå ìîæå
ïðèìåíèòè àëãîðèòàì äóàëíå ñèìïëåêñ ìåòîäå.
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Òàáåëà 4.13: Ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êîjó ñå ìîæå ïðèìåíèòè äóàë ñèìïëåêñ ìåòîäà

Ïî÷åòíà äóàë ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 y4 b

0 1 −2/7 −1/7 3/35 0 0 30/7

0 0 −11/7 −2/7 1/14 1 0 11/7

1 0 11/7 2/7 −1/14 0 0 45/7

0 1 2/7 1/7 −3/35 0 1 −2/7

0 0 400/7 550/7 20/7 0 0 −f + 36000/7

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà äóàëíå ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 4.14.

Òàáåëà 4.14: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.13

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 y4 b

0 1 0 0 0 0 1 4

0 0 −4/3 −1/6 0 1 5/6 4/3

1 0 4/3 1/6 0 0 −5/6 20/3

0 0 −10/3 −5/3 1 0 −35/3 10/3

0 0 200/3 250/3 0 0 100/3 −f + 15400/3

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3, y
∗
4) =

(
20

3
, 4, 0, 0,

10

3
,
4

3
, 0

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ =
15400

3
.

Oâà ïðîìåíà £å óòèöàòè íà ñìà»å»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.

4.6 Èçáàöèâà»å ïðîìåí§èâå

Íåêà jå äàò ïî÷åòíè ïðîáëåì ËÏ-à è íåêà jå ïîçíàòî »åãîâî îïòèìàëíî ðåøå»å
(Ñëèêà 2.1).

Íåêà ñå èçáàöójå ïðîìåí§èâà xi. Ïîñòîjå äâå ìîãó£íîñòè:
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1. ïðîìåí§èâà xi jå íåáàçèñíà è êàî òàêâà íå óòè÷å íà îïòèìàëíî ðåøå»å (ìîæå
ñå èçáàöèòè èç îïòèìàëíîã ðåøå»à) è

2. ïðîìåí§èâà xi jå áàçèñíà è êàî òàêâà óòè÷å íà îïòèìàëíî ðåøå»å (ïîòðåáíî jå
åëèìèíèñàòè ïðîìåí§èâó xi èç îïòèìàëíîã ðåøå»à).

Áàçèñíà ïðîìåí§èâà xi ñå íàjïðå èçáàöè èç áàçå àæóðèðà»åì òàáëèöå ïî ïðàâèëèìà
ñèìïëåêñ ìåòîäå. Íàêîí òîãà óêëà»à ñå êîëîíà êîjà îäãîâàðà ïðîìåí§èâîj xi, ÷èìå
ñå äîáèjà íîâà ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà (Ñëèêà 4.5).

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

Ā b̄

c̄ f̄0

=⇒ · · · =⇒

Oïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

Ā∗ b̄∗

c̄∗ f̄ ∗0

Ñëèêà 4.5: Øåìàòñêè ïðèêàç ñèìïëåêñ àëãîðèòìà ó ìàòðè÷íîì îáëèêó ïðèìå»åíîã
íà ïî÷åòíè ïðîáëåì

Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 âàæå óñëîâè (2.5) è ïðèìåíîì Òåîðåìå 2.4 íà íîâè ïðîáëåì
äîáèjà ñå

Ā∗ = B̄−1Ā,

b̄∗ = B̄−1b̄,

c̄∗ = c̄− c̄B̄Ā∗.

Óêîëèêî jå c̄∗q ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n è b̄∗p ≥ 0 çà ñâå p = 1, . . . ,m äîáèjà
ñå

f̄ ∗0 = f̄0 − c̄B̄ b̄∗.

Ó ñóïðîòíîì, äîáèjà ñå òàáëèöà íà êîjó òðåáà ïðèìåíèòè îäãîâàðàjó£ó ñèìïëåêñ
ìåòîäó. Íàêîí ïðèìåíå îäãîâàðàjó£å ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå íîâî îïòèìàëíî
ðåøå»å.

Ïðèìåð 4.14. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðåñòàíå ñà
ïðîèçâîä»îì ÷àøà çà øàìïà»àö. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò îâîã
ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Ïðåñòàíêîì ïðîèçâîä»å ÷àøà çà øàìïà»àö, äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì
ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 5x2 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, y1, y2, y3 ≥ 0.
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Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 2.1, ïîçíàòî jå îïòèìàëíî ðåøå»å (4.12) è îïòèìàëíà
âðåäíîñò ïðîáëåìà (4.13).

Êàêî jå x3 íåáàçèñíà ïðîìåí§èâà, îíäà jå îïòèìàëíî ðåøå»å

(x∗1, x
∗
2, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
45

7
,
30

7
, 0, 0,

11

7

)
,

à îïòèìàëíà âðåäíîñò

f ∗ =
36000

7
,

øòî çíà÷è äà ñå äîáèò îâîã ïðåäóçå£à íå£å ïðîìåíèòè.

Ïðèìåð 4.15. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà ïðåñòàíå ñà
ïðîèçâîä»îì ÷àøà çà ñîê. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Ïðåñòàíêîì ïðîèçâîä»å ÷àøà çà ñîê, äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó
êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà
5x2 + 8x3 + y1 = 60

20x2 + 10x3 + y2 = 150

x2, x3, y1, y2 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 2.1, ïîçíàòî jå îïòèìàëíî ðåøå»å (4.12), îïòèìàëíà
âðåäíîñò ïðîáëåìà (4.13) è Òàáåëà 4.11. Êàêî jå x1 áàçèñíà ïðîìåí§èâà, íåîïõîäíî
jå àæóðèðàòè òàáëèöó òàêî äà ïðîìåí§èâà x1 ïîñòàíå íåáàçèñíà. Íàêîí àæóðèðà»à
äîáèjà ñå Òàáåëà 4.15.

Òàáåëà 4.15: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.15

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

1/2 1 1 0 1/20 0 15/2

1 0 0 0 0 1 8

7/2 0 11/2 1 −1/4 0 45/2

−275 0 −375 0 45 0 −f + 3375

Ïîøòî jå ïðîìåí§èâà x1 èçàøëà èç áàçå, ñàäà ñå ìîæå óêëîíèòè ïðâà êîëîíà èç
ñèìïëåêñ òàáëèöå ÷èìå ñå äîáèjà Òàáåëà 4.16.
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Òàáåëà 4.16: Ñèìïëåêñ òàáëèöà äîáèjåíà èçáàöèâà»åì ïðâå êîëîíå

Ñèìïëåêñ òàáëèöà íàêîí èçáàöèâà»à

x2 x3 y1 y2 y3 b

1 1 0 1/20 0 15/2

0 0 0 0 1 8

0 11/2 1 −1/4 0 45/2

0 −375 0 45 0 −f + 3375

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå íà ïðåòõîäíó òàáëèöó äîáèjà ñå Òàáåëà
4.17.

Òàáåëà 4.17: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà íîâîã ïðîáëåìà

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x2 x3 y1 y2 y3 b

1 0 −1/11 4/55 0 60/11

0 0 0 0 1 8

0 1 2/11 −1/22 0 45/11

0 0 750/11 60/11 0 −f + 54000/11

Èçðàâíàâàjó£à ïðîìåí§èâà y3 ìîæå ñå èçáàöèòè ñ îáçèðîì äà £å ïîñëåä»å îãðàíè÷å»å
óâåê áèòè çàäîâî§åíî (èç Ïðèìåðà 2.1).

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2) =

(
60

11
,
45

11
, 0, 0

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ =
54000

11
.

Îâà ïðîìåíà £å óòèöàòè íà ñìà»å»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.

4.7 Èçáàöèâà»å îãðàíè÷å»à

Íåêà jå äàò ïî÷åòíè ïðîáëåì ËÏ-à è íåêà jå ïîçíàòî »åãîâî îïòèìàëíî ðåøå»å
(Ñëèêà 2.1).

Íåêà ñå èçáàöójå i-òî îãðàíè÷å»å. Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4 âàæå óñëîâè (2.5).
Ïðèëèêîì èçáàöèâà»à i-òîã îãðàíè÷å»à äîëàçè äî ïðîìåíå ìàòðèöe A è âåêòîðà b,
à òèìå è äî ïðîìåíå ìàòðèöå B îäíîñíî ìàòðèöå B−1. Ìàòðèöà ñå ìå»à óêëà»à»åì
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i-òå âðñòå è êîëîíå êîjà îäãîâàðà ïðîìåí§èâîj êîjà jå áàçèñíà ñà jåäèíèöîì íà i-
òîì ìåñòó. Íàêîí óêëà»à»à îäãîâàðàjó£å âðñòå è êîëîíå äîáèjà ñå íîâè ïðîáëåì
÷èjå jå îïòèìàëíî ðåøå»å ïîòðåáíî îäðåäèòè. Íåêà jå îâàêî äîáèjåíîì ïðîáëåìó
ïðèäðóæåíà ïî÷åòíà è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà (Ñëèêà 4.5).

Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.4. äîáèjà ñå

Ā∗ = B̄−1Ā,

b̄∗ = B̄−1b̄,

c̄∗ = c̄− c̄B̄Ā∗.
Óêîëèêî jå c̄∗q ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , n è b̄∗p ≥ 0 çà ñâå p = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . ,m äîáèjà
ñå

f̄ ∗0 = f̄0 − c̄B̄ b̄∗.
Ó ñóïðîòíîì, äîáèjà ñå òàáëèöà íà êîjó òðåáà ïðèìåíèòè îäãîâàðàjó£ó ñèìïëåêñ
ìåòîäó. Íàêîí ïðèìåíå îäãîâàðàjó£å ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå íîâî îïòèìàëíî
ðåøå»å.

Ïðèìåð 4.16. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå ïðîøèðèëî ïðîäàjó òàêî
äà âèøå íå ïîñòîjè îãðàíè÷å»å ó îáèìó ïðîäàjå ÷àøà çà ñîê. Êàêî £å òà ïðîìåíà
óòèöàòè íà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Ïðîøèðå»åì ïðîäàjå äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà
6x1 + 5x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1, x2, x3, y1, y2 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 2.1, ïîçíàòî jå (4.4), (4.5) è (4.6). Íåêà ñó
ïðèäðóæåíå îäãîâàðàjó£å ìàòðèöå è âåêòîðè íîâîì ïðîáëåìó.

Ā =

 6 5 8 1 0

10 20 10 0 1

 , b̄ =

 60

150

 , c̄ =
(
−500 −450 −600 0 0

)
,

B̄ =

 5 6

20 10

 .

Ñàäà ñå ìîæå îäðåäèòè Ā∗, b̄∗, c̄∗.

Ā∗ = B̄−1Ā =

 0 1 −2/7 −1/7 3/35

1 0 11/7 2/7 −1/14

 ,

b̄∗ = B̄−1b̄ =

 30/7

45/7

 ,
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c̄∗ = c̄− c̄B̄Ā∗ =
(

0 0 400/7 550/7 20/7
)
,

f̄ ∗0 = f̄0 − c̄B̄ b̄∗ =
36000

7
.

Êàêî jå c̄∗q ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , 5 è b̄∗p ≥ 0 çà ñâå p = 1, 2 ïðåòõîäíà âðåäíîñò jå
îïòèìàëíà âðåäíîñò, îäíîñíî îâà ïðîìåíà íå£å óòèöàòè íà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à.

4.8 Çàìåíà âðñòå (êîëîíå) íîâîì âðñòîì (êîëîíîì)

Íåêà jå äàò ïî÷åòíè ïðîáëåì ËÏ-à è íåêà jå ïîçíàòî »åãîâî îïòèìàëíî ðåøå»å
(Ñëèêà 2.1).

Íåêà ñå âðñòà i (êîëîíà j) ìå»à íîâîì âðñòîì (êîëîíîì).
Äîáèjåíè ïðîáëåì ñå ìîæå ðåøèòè ïðèìåíîì äâå ôàçå.

Ôàçà 1. Ðåøàâà»å íîâîã ïðîáëåìà äîáèjåíîã èçáàöèâà»åì i-òå âðñòå (j-òå êîëîíå).
Ôàçà 2. Ðåøàâà»å íîâîã ïðîáëåìà äîáèjåíîã äîäàâà»åì æå§åíå âðñòå (êîëîíå) ó
ïðîáëåì äîáèjåí êàî ðåçóëòàò Ôàçå 1.

Ïðèìåð 4.17. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà èçâðøè çàìåíó
ïîñòîjå£èõ ìàøèíà íîâèì êàêî áè óíàïðåäèëè ïðîèçâîä»ó. Ïðâà ìàøèíà çà 5h
ïðîèçâåäå 100 êîìàäà ÷àøà çà ñîê, äðóãà ìàøèíà çà 4h ïðîèçâåäå 100 êîìàäà ÷àøà
çà êîêòåë è òðå£à ìàøèíà çà 7h ïðîèçâåäå 100 êîìàäà ÷àøà çà øàìïà»àö. Êàêî £å
òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Çàìåíîì ïîñòîjå£èõ ìàøèíà íîâèì, äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó
êàíîíñêîì îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

5x1 + 4x2 + 7x3 + y1 = 60

10x1 + 20x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 2.1, ïîçíàòî jå (4.4), (4.5) è (4.6).
Ôàçà 1. Íåêà ñó ïðèäðóæåíå îäãîâàðàjó£å ìàòðèöå è âåêòîðè íîâîì ïðîáëåìó.

Ā =

 10 20 10 1 0

1 0 0 0 1

 , b̄ =

 150

8

 , c̄ =
(
−500 −450 −600 0 0

)
,

B̄ =

 0 10

1 1

 .

Ñàäà ñå ìîæå îäðåäèòè Ā∗, b̄∗, c̄∗.

Ā∗ = B̄−1Ā =

 0 −2 −1 −1/10 1

1 2 1 1/10 0

 ,
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b̄∗ = B̄−1b̄ =

 −7

15

 ,

c̄∗ = c̄− c̄B̄Ā∗ =
(

0 550 −100 50 0
)
,

f̄ ∗0 = f̄0 − c̄B̄ b̄∗ = 7500.

Êàêî jå c̄∗3 < 0 è b∗1 < 0 ìîæå ñå íàñòàâèòè ñà ïðèìåíîì àëãîðèòìà äâîôàçíå ñèìïëåêñ
ìåòîäå íà Òàáåëó 4.18.

Òàáåëà 4.18: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.17

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y2 y3 b

0 −2 −1 −1/10 1 −7

1 2 1 1/10 0 15

0 550 −100 50 0 −f + 7500

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà äâîôàçíå ñèìïëåêñ ìåòîäå íà ïðåòõîäíó òàáëèöó äîáèjà
ñå Òàáåëà 4.19.

Òàáåëà 4.19: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.17

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y2 y3 b

1 2 1 1/10 0 15

1 0 0 0 1 8

100 750 0 60 0 −f + 9000

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà íà êðàjó ïðâå ôàçå jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
2, y
∗
3) = (0, 0, 15, 0, 8) ,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà íà êðàjó ïðâå ôàçå jå

f ∗1 = 9000.

Ôàçà 2. Íà íîâè ïðîáëåì äîäàjå ñå íîâà âðñòà

5x1 + 4x2 + 7x3 + y1 = 60,

÷èìå ñå äîáèjà Òàáåëà 4.20.
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Òàáåëà 4.20: Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà íàêîí äîäàâà»à íîâå âðñòå

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y2 y3 y1 b

1 2 1 1/10 0 0 15

1 0 0 0 1 0 8

5 4 7 0 0 1 60

100 750 0 60 0 0 −f + 9000

Êàêî ïðåòõîäíà òàáëèöà íåìà áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å íåîïõîäíî jå àæóðèðàòè
òàáëèöó ïðèìåíîì îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à. Äîáèjà ñå Òàáåëà 4.21 íà êîjó ñå ìîæå
ïðèìåíèòè àëãîðèòàì äóàëíå ñèìïëåêñ ìåòîäå.

Òàáåëà 4.21: Ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êîjó ñå ìîæå ïðèìåíèòè äóàëíà ñèìïëåêñ ìåòîäà

Ïî÷åòíà äóàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y2 y3 y1 b

1 2 1 1/10 0 0 15

1 0 0 0 1 0 8

−2 −10 0 −7/10 0 1 −45

100 750 0 60 0 0 9000

Íàêîí ïðèìåíå äóàëíå ñèìïëåêñ ìîòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 4.22.

Òàáåëà 4.22: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà íîâîã ïðîáëåìà

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y2 y3 y1 b

0 0 1 −1/25 −3/5 1/5 6/5

0 1 0 7/100 −1/5 −1/10 29/10

1 0 0 0 1 0 8

0 0 0 15/2 50 75 6025

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
8,

29

10
,
6

5
, 0, 0, 0

)
,
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a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ = 6025.

Îâà ïðîìåíà £å óòèöàòè íà ïîâå£à»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.

Ïðèìåð 4.18. Ïðåäóçå£å "Ñòàêëî" (èç Ïðèìåðà 2.1) jå îäëó÷èëî äà èçâðøè ðåäèçàjí
÷àøà çà êîêòåë. Íà äðóãîj ìàøèíè ñå çà 3h ïðîèçâåäå 100 êîìàäà íîâèõ ÷àøà êîjå ñå
ïàêójó ó ïîjåäèíà÷íå êóòèjå âåëè÷èíå 15m3. Êàêî £å òà ïðîìåíà óòèöàòè íà äîáèò
îâîã ïðåäóçå£à?

Ðåøå»å. Ðåäèçàjíîì ÷àøà çà êîêòåë, äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ËÏ-à ó êàíîíñêîì
îáëèêó

min −f = −500x1 − 450x2 − 600x3

ïðè óñëîâèìà

6x1 + 3x2 + 8x3 + y1 = 60

10x1 + 15x2 + 10x3 + y2 = 150

x1 + y3 = 8

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ≥ 0.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 2.1, ïîçíàòî jå îïòèìàëíî ðåøå»å (4.12), îïòèìàëíà
âðåäíîñò ïðîáëåìà (4.13) è Òàáåëà 4.11.
Ôàçà 1. Êàêî jå x2 áàçèñíà ïðîìåí§èâà, íåîïõîäíî jå àæóðèðàòè òàáëèöó òàêî äà
ïðîìåí§èâà x2 ïîñòàíå íåáàçèñíà. Íàêîí àæóðèðà»à äîáèjà ñå Òàáåëà 4.23.

Òàáåëà 4.23: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.18

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 y1 y2 y3 b

0 35/3 −10/3 −5/3 1 0 50

0 −5/6 −4/3 −1/6 0 1 −2

1 5/6 4/3 1/6 0 0 10

0 −100/3 200/3 250/3 0 0 −f + 5000

Ïîøòî jå ïðîìåí§èâà x2 èçàøëà èç áàçå, ñàäà ñå ìîæå óêëîíèòè äðóãà êîëîíà èç
ñèìïëåêñ òàáëèöå ÷èìå ñå äîáèjà Òàáåëà 4.24.
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Òàáåëà 4.24: Ñèìïëåêñ òàáëèöà äîáèjåíà èçáàöèâà»åì äðóãå êîëîíå

Ñèìïëåêñ òàáëèöà íàêîí èçáàöèâà»à

x1 x3 y1 y2 y3 b

0 −10/3 −5/3 1 0 50

0 −4/3 −1/6 0 1 −2

1 4/3 1/6 0 0 10

0 200/3 250/3 0 0 −f + 5000

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà äóàë ñèìïëåêñ ìåòîäå íà ïðåòõîäíó òàáëèöó äîáèjà ñå
Òàáåëà 4.25.

Òàáåëà 4.25: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà çà Ôàçó 1.

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x3 y1 y2 y3 b

0 0 −5/4 1 −5/2 55

0 1 1/8 0 −3/4 3/2

1 0 0 0 1 8

0 0 75 0 50 −f + 4900

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà íà êðàjó ïðâå ôàçå jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
2, y
∗
3) =

(
8,

3

2
, 0, 55, 0

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà íà êðàjó ïðâå ôàçå jå

f ∗1 = 4900.

Ôàçà 2. Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç Ïðèìåðà 2.1 è èçáàöèâà»à ïðîìåí§èâå x2 âàæè

Ā =


6 8 1 0 0

10 10 0 1 0

1 0 0 0 1

 , b̄ =


60

150

8

 , c̄ =
(
−500 −600 0 0 0

)
,

à íà îñíîâó Òàáåëå 4.25. âàæè

Ā∗ =


0 0 −5/4 1 −5/2

0 1 1/8 0 −3/4

1 0 0 0 1

 , b̄∗ =


55

3/2

8

 , c̄∗ =
(

0 0 75 0 50
)
,
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f̄ ∗0 = 4900, B̄ =


0 8 6

1 10 10

0 0 1

 .

Ñàäà ñå ìîãó îäðåäèòè íåîïõîäíå ìàòðèöå è âåêòîðè íàêîí äîäàâà»à íîâå êîëîíå

Ā(n+1) =


3

15

0

 .

Äîáèjàjó ñå ñëåäå£å ìàòðèöå è âåêòîðè

Ā(n+1)∗ = B̄−1Ā(n+1) =


45/4

3/8

0

 ,

c̄B̄ =
(

0 −600 −500
)
,

c̄B̄Ā
(n+1)∗ = −225,

A∗novo =
(
Ā∗ Ā(n+1)∗

)
=


0 0 −5/4 1 −5/2 45/4

0 1 1/8 0 −3/4 3/8

1 0 0 0 1 0

 ,

c∗novo =
(
c̄ c̄n+1

)
−
(
c̄B̄Ā

∗ c̄B̄Ā
(n+1)∗

)
=
(

0 0 75 0 50 −225
)
,

b∗novo = b̄∗,

f ∗0,novo = f̄ ∗0 = 4900.

Äàêëå, ñàäà íèjå èñïó»åí óñëîâ c∗novo,q ≥ 0 çà ñâå q = 1, . . . , 6 è ìîæå ñå íàñòàâèòè ñà
ïðèìåíîì àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå íà Òàáåëó 4.26.

Òàáåëà 4.26: Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà äîáèjåíà ó òîêó Ôàçå 2.

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x3 y1 y2 y3 x2 b

0 0 −5/4 1 −5/2 45/4 55

0 1 1/8 0 −3/4 3/8 3/2

1 0 0 0 1 0 8

0 0 75 0 50 −225 −f + 4900

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 4.27.
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Òàáåëà 4.27: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 4.18

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x3 y1 y2 y3 x2 b

0 −3/2 −1/4 1/20 1 0 1/2

0 −1/3 −1/6 1/10 0 1 5

1 3/2 1/4 −1/20 0 0 15/2

0 0 50 20 0 0 −f + 6000

Îïòèìàëíî ðåøå»å íîâîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, y
∗
1, y
∗
2, y
∗
3) =

(
15

2
, 5, 0, 0, 0,

1

2

)
,

a oïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f ∗ = 6000.

Îâà ïðîìåíà £å óòèöàòè íà ïîâå£à»å äîáèòè îâîã ïðåäóçå£à.
Îïøèðíèjå î àíàëèçè îñåò§èâîñòè ìîæå ñå ïðîíà£è ó [2], [12], [13], [14].



Ãëàâà 5

Àíàëèçà îñåò§èâîñòè ó ôàçè

ïðîáëåìó

Òåîðèjñêå îñíîâå êîjå ñó èçëîæåíå ó Ãëàâè 5 ñó ïðåóçåòå èç [1], [3], [5], [6], [9], [10],
[11], à èäåjà çà ïðèìåðå jå ïðîíà¢åíà ó [5].

5.1 Äåôèíèöèjà è îñíîâíè ïîjìîâè

Ó òåîðèjè ñêóïîâà, àêî ñå ïîñìàòðà ñêóï X ó êëàñè÷íîì ñìèñëó è îäðå¢åíè åëå-
ìåíò x, ïîñòîjå äâå ìîãó£íîñòè: åëåìåíò x èëè ó ïîòïóíîñòè ïðèïàäà ñêóïó X èëè
ó ïîòïóíîñòè íå ïðèïàäà ñêóïó X. Ïðèïàäíîñò åëåìåíòà x ñêóïó X ñå îïèñójå
êàðàêòåðèñòè÷íîì ôóíêöèjîì

χ(x) =

 1, x ∈ X

0, x 6∈ X.

Òåîðèjà ôàçè ñêóïîâà ïðîøèðójå êîíöåïò ïðèïàäíîñòè ñêóïó äåôèíèñà»åì äåëè-
ìè÷íå (ïàðöèjàëíå) ïðèïàäíîñòè ñêóïó óâî¢å»åì ôóíêöèjå ïðèïàäíîñòè [3].

Äåôèíèöèjà 5.1. Ôóíêöèjà ïðèïàäíîñòè jå ôóíêöèjà êîjà ñâàêîì åëåìåíòó èç
X äîäå§ójå âðåäíîñò èç èíòåðâàëà [0, 1] êîjà ïðåäñòàâ§à ñòåïåí ïðèïàäíîñòè ñêóïó.

Äåôèíèöèjà 5.2. Íåêà jå X óíèâåðçàëíè ñêóï. Ôàçè ñêóï A íàä X äåôèíèøå ñå
êàî ñêóï óðå¢åíèõ ïàðîâà A = {(x, µA(x)) | x ∈ X}, ãäå jå µA(x) ôóíêöèjà ïðèïàäíîñòè
çà ôàçè ñêóï.

Íàäà§å ñå ïðåòïîñòàâ§à äà jå óíèâåðçàëíè ñêóï X ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà R.

Äåôèíèöèjà 5.3. Íîñà÷ ôàçè ñêóïà A jå ñêóï ñâèõ åëåìåíàòà x ∈ X çà êîjå âàæè
µA(x) > 0.

Äåôèíèöèjà 5.4. Jåçãðî ôàçè ñêóïà A jå ñêóï ñâèõ åëåìåíàòà x ∈ X çà êîjå âàæè
µA(x) = 1.

Äåôèíèöèjà 5.5. Ôàçè ñêóï A jå íîðìàëàí àêî jå »åãîâî jåçãðî íåïðàçàí ñêóï,
îäíîñíî, àêî ïîñòîjè áàð jåäàí åëåìåíò x ∈ X òàêàâ äà jå µA(x) = 1.

76
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Äåôèíèöèjà 5.6. α−óñå÷åí ñêóï ôàçè ñêóïà A jå ñêóï äåôèíèñàí ñà

Aα = {x ∈ X | µA(x) ≥ α} ,

ãäå jå α ≥ 0.
Jàêî α−óñå÷åí ñêóï ôàçè ñêóïà A jå ñêóï äåôèíèñàí ñà

Āα = {x ∈ X | µA(x) > α} ,

ãäå jå α > 0.

Äåôèíèöèjà 5.7. Ôàçè ñêóï A íàä X jå êîíâåêñàí àêî çà ñâàêî x, y ∈ X è ñâàêî
λ ∈ [0, 1] âàæè

µA(λx+ (1− λ)y) ≥ min {µA(x), µA(y)} .

Äåôèíèöèjà 5.8. Ôàçè áðîj ã jå ôàçè ñêóï íàä X = R êîjè jå íîðìàëàí è êîíâåêñàí.

Ñâàêè ôàçè áðîj jå äåôèíèñàí ñâîjîì ôóíêöèjîì ïðèïàäíîñòè. Íåêà je ôóíêöèjà
ïðèïàäíîñòè (Ñëèêà 5.1) áèëî êîã ôàçè áðîjà ã

µã(x) =



1− aL − x
α

, aL − α ≤ x < aL

1, aL ≤ x ≤ aU

1− x− aU

β
, aU < x ≤ aU + β

0, èíà÷å.

(5.1)

Ñëèêà 5.1: Ãðàôèê ôóíêöèjå ïðèïàäíîñòè µã
äåôèíèñàí ñà (5.1)

Ôàçè áðîj ñà ôóíêöèjîì ïðèïàäíîñòè îáëèêà (5.1) íàçèâà ñå òðàïåçîèäíè ôàçè
áðîj. Òðàïåçîèäíè ôàçè áðîj ìîæå áèòè ïðèêàçàí ó îáëèêó ã = (aL, aU , α, β). Íîñà÷
ôàçè áðîjà ã jå (aL − α, aU + β), à »åãîâî jåçãðî jå [aL, aU ]. Íåêà jå ñêóï ñâèõ òðàïåçî-
èäíèõ ôàçè áðîjåâà îçíà÷åí ñà FR.



ÃËÀÂÀ 5. ÀÍÀËÈÇÀ ÎÑÅÒ�ÈÂÎÑÒÈ Ó ÔÀÇÈ ÏÐÎÁËÅÌÓ 78

Íåêà ñó ã = (aL, aU , α, β) è b̃ = (bL, bU , γ, θ) äâà òðàïåçîèäíà ôàçè áðîjà è x ∈ R.
Òàäà jå

xã = (xaL, xaU , xα, xβ), çà x ≥ 0,

xã = (xaU , xaL,−xβ,−xα), çà x < 0,

ã+ b̃ = (aL + bL, aU + bU , α + γ, β + θ).

Åôèêàñàí íà÷èí çà óïîðå¢èâà»å åëåìåíàòà èç FR jå ïîìî£ó ôóíêöèjå ðàíãè-
ðà»à R : FR → R, êîjà òðàïåçîèäíîì ôàçè áðîjó äîäå§ójå ðåàëàí áðîj. Íåêà ñó
ã, b̃ ∈ FR. Ïîðåäàê åëåìåíàòà ã è b̃ ñå äåôèíèøå íà ñëåäå£è íà÷èí:

ã � b̃, àêî jå R(ã) ≥ R(b̃),

ã � b̃, àêî jå R(ã) > R(b̃),

ã ≈ b̃, àêî jå R(ã) = R(b̃).

Òàêî¢å âàæè äà jå ã � b̃, àêî jå b̃ � ã.

Ëåìà 5.1. Çà áèëî êîjó ëèíåàðíó ôóíêöèjó ðàíãèðà»à R âàæè:

1. ã � b̃ àêî è ñàìî àêî jå ã− b̃ � 0̃,

2. ã � b̃ àêî è ñàìî àêî jå −b̃ � −ã,

3. àêî jå ã � b̃ è c̃ � d̃ îíäà jå ã+ c̃ � b̃+ d̃.

Àêî ïîñòîjå ε ≥ 0 è α ≥ 0 òàêâè äà jå ã � (−ε, ε, α, α), îíäà çà òðàïåçîèäíè ôàçè
áðîj ã âàæè ðåëàöèjà ã � 0̃, ãäå jå 0̃ = (0, 0, 0, 0) òðàïåçîèäíè ôàçè áðîj íóëà. Äàêëå,
R(−ε, ε, α, α) = 0, øòî çíà÷è äà jå ã ≈ 0̃ àêî è ñàìî àêî jå R(ã) = 0.

Ëèíåàðíà ôóíöêèjà ðàíãèðà»à ó òà÷êè ã = (aL, aU , α, β) jå îáëèêà

R(ã) = cLa
L + cUa

U + cαα + cββ,

ãäå ñó cL, cU , cα è cβ ðåàëíå êîíñòàíòå îä êîjèõ jå áàð jåäíà ðàçëè÷èòà îä íóëå. Ó
íàñòàâêó £å áèòè ïîñìàòðàí ñïåöèjàëàí ñëó÷àj ëèíåàðíå ôóíêöèjå ðàíãèðà»à, êîjó

jå ïðâè ïðåäëîæèî Jàãåð1, çà cL = cU =
1

2
, cα = −1

4
è cβ =

1

4
îäíîñíî

R(ã) =
1

2

(
aL + aU +

1

2
(β − α)

)
. (5.2)

Ëåìà 5.2. Íåêà ñó ã = (aL, aU , α, β) è b̃ = (bL, bU , γ, θ) òðàïåçîèäíè ôàçè áðîjåâè è
íåêà jå ôóíêöèjà ðàíãèðà»à îáëèêà (5.2). Òàäà jå ã � b̃, àêî è ñàìî àêî jå

aL + aU +
1

2
(β − α) ≥ bL + bU +

1

2
(θ − γ) .

1Ronald Robert Yager, àìåðè÷êè èíôîðìàòè÷àð
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5.2 Ôàçè ëèíåàðíî ïðîãðàìèðà»å ñà òðàïåçîèäíèì

ôàçè ïðîìåí§èâèì

Ïðîáëåì ËÏ-à ñà òðàïåçîèäíèì ôàçè ïðîìåí§èâèì (ÔËÏ) jå ïðîáëåì îáëèêà

max f̃ ≈ c̃x̃

ïðè óñëîâèìà Ax̃ ≈ b̃

x̃ � 0̃,

(5.3)

ïðè ÷åìó jå b̃ ∈ FmR , x̃ ∈ FnR , A ∈ Rm×n è c̃T ∈ FnR .

Äåôèíèöèjà 5.9. Ôàçè âåêòîð x̃ ∈ FnR jå ôàçè äîïóñòèâî ðåøå»å çà ïðîáëåì
(5.3) óêîëèêî x̃ çàäîâî§àâà îãðàíè÷å»à Ax̃ ≈ b̃ è x̃ � 0̃.

Äåôèíèöèjà 5.10. Ôàçè äîïóñòèâî ðåøå»å x̃∗ jå ôàçè îïòèìàëíî ðåøå»å çà
ïðîáëåì (5.3) óêîëèêî çà ñâàêî ôàçè äîïóñòèâî ðåøå»å x̃ çà ïðîáëåì (5.3) âàæè
cx̃∗ � cx̃.

Íåêà jå A = (aij)m×n è rang(A) = m. Íåêà ñó êîëîíå ìàòðèöå A ïðåóðå¢åíå òàêî

äà jå A =
(
B N

)
, ãäå jå B ðåãóëàðíà ìàòðèöà äèìåíçèjå m×m. Íåêà jå ñà yj

îçíà÷åíî ðåøå»å jåäíà÷èíå By = aj, j = 1, . . . , n ãäå jå ñà aj îçíà÷åíà j-òà êîëoíà
ìàòðèöå A. Áàçèñíî ðåøå»å äàòî ñà

x̃B = (x̃B1 , x̃B2 , . . . , x̃Bn)T ≈ B−1b̃, x̃N = 0̃

jå ðåøå»å jåäíà÷èíå Ax̃ ≈ b̃. Äàêëå, x̃ =
(
x̃TB, x̃

T
N

)T
jå ôàçè áàçèñíî ðåøå»å êîjå

îäãîâàðà áàçè B. Àêî jå x̃B � 0̃ îíäà jå ôàçè áàçèñíî ðåøå»å è äîïóñòèâî. Çà ñâàêó
ôàçè íåáàçèñíó ïðîìåí§èâó x̃j, j = 1, . . . , n, j 6= Bi, i = 1, . . . ,m, ãäå jå ñà Bi îçíà÷åí
èíäåêñ i-òå êîëîíå ìàòðèöå B, ìîæå ñå äåôèíèñàòè

f̃j = c̃Byj = c̃BB
−1aj.

Tåîðåìà 5.1. Ôàçè áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å x̃ =
(
x̃TB, x̃

T
N

)T
jå îïòèìàëíî ðåøå»å

ïðîáëåìà (5.3) àêî è ñàìî àêî jå f̃j � c̃j çà ñâàêî j = 1, . . . , n, ãäå jå x̃B ≈ B−1b̃, x̃N ≈ 0̃
è f̃j = c̃BB

−1aj.

Äîêàç Òåîðåìå 5.1 ñå ìîæå ïðîíà£è ó [10].

5.3 Ñèìïëåêñ ìåòîäà çà ôàçè ëèíåàðíî ïðîãðàìèðà»å

Ïðîáëåì (5.3) ñå ìîæå çàïèñàòè ó îáëèêó

max f̃ ≈ c̃Bx̃B + c̃N x̃N

ïðè óñëîâèìà
Bx̃B +Nx̃N ≈ b̃

x̃B � 0̃

x̃N � 0̃.

(5.4)
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Âàæè äà jå x̃B ≈ B−1b̃−B−1Nx̃N , f̃ ≈ cB(B−1b̃−B−1Nx̃N) + cN x̃N , ïà jå

x̃B +B−1Nx̃N ≈ B−1b̃,

f̃ + (cBB
−1N − cN)x̃N ≈ cBB

−1b̃.

Êàêî jå x̃N ≈ 0̃ äîáèjà ñå x̃B ≈ B−1b̃ è f̃ ≈ c̃B ỹ0, ãäå jå ỹ0 = B−1b̃. Íåêà ñó ñà f̃N è Y
îçíà÷åíå ìàòðèöå c̃BB

−1N è B−1N ðåäîì. Ñàäà ïðîáëåì (5.3) ìîæå áèòè çàïèñàí ó
òàáëè÷íîì îáëèêó (Òàáåëà 5.1).

Òàáåëà 5.1: Ñèìïëåêñ òàáëèöà çà ïðîáëåì ôàçè ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

Ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃B x̃N b̃

I Y = B−1N ỹ0 ≈ B−1b̃

0̃ f̃N − c̃N = c̃BB
−1N − c̃N ỹ00 ≈ cBB

−1b̃

Òàáåëà 5.1 äàjå ñâå ïîòðåáíå èíôîðìàöèjå çà ñèìïëåêñ ìåòîäó è íåêà jå ñà ỹ0j

îçíà÷åí j-òè åëåìåíò âåêòîðà (0̃, f̃N − c̃N) òàêàâ äà

ỹ0j = 0̃, j = Bi, i = 1, . . . ,m,

ỹ0j = c̃Byj − c̃j = f̃j − c̃j, j 6= Bi, i = 1, . . . ,m.

Íà îñíîâó Òåîðåìå 5.1 ðåøå»å ïðîáëåìà jå îïòèìàëíî óêîëèêî jå ỹ0j � 0̃ çà ñâå
j = 1, . . . , n, j 6= Bi, i = 1, . . . ,m. Ó ñóïðîòíîì, óêîëèêî jå ỹ0k ≺ 0̃ çà íåêî k = 1, . . . , n,
k 6= Bi, i = 1, . . . ,m, îíäà jå ïðîáëåì íåîãðàíè÷åí èëè ñå ìîæå ïðîìåíèòè ñêóï áàçè-
ñíèõ ïðîìåí§èâèõ.

Tåîðåìà 5.2. Àêî ó ñèìïëåêñ òàáëèöè ïîñòîjè êîëîíà k êîjà íèjå ó áàçè òàêâà äà
jå f̃k − c̃k ≺ 0̃ è yik ≤ 0, i = 1, . . . ,m òàäà jå ïðîáëåì íåîãðàíè÷åí, ãäå jå yik åëåìåíò
ìàòðèöå Y .

Äîêàç Òåîðåìå 5.2 ñå ìîæå ïðîíà£è ó [10].

Tåîðåìà 5.3. Àêî ó ñèìïëåêñ òàáëèöè ïîñòîjè êîëîíà k êîjà íèjå ó áàçè òàêâà äà jå
f̃k − c̃k ≺ 0̃ è ïîñòîjè áàçèñíè èíäåêñ Bi òàêàâ äà jå yik > 0, îíäà ïðèìåíîì îïåðàöèjå
ïèâîòèðà»à ñà èçáîðîì ïèâîò åëåìåíòà yrk ó âðòñè r äàjå ôàçè äîïóñòèâî ðåøå»å
êîjå íå óìà»ójå âðåäíîñò ôóíöêèjå öè§à, ãäå jå yik åëåìåíò ìàòðèöå Y .

Äîêàç Òåîðåìå 5.3 ñå ìîæå ïðîíà£è ó [10].
Àêî ïðîìåí§èâà x̃k óëàçè ó áàçó, à ïðîìåí§èâà x̃Br èçëàçè èç áàçå, îíäà ñå

îïåðàöèjà ïèâîòèðà»à ñà ïèâîò åëåìåíòîì yrk ó ñèìïëåêñ òàáëèöè èçâîäè ó äâà
êîðàêà

1. ïîäåëèòè ðåä r ñà yrk,

2. çà i = 0, 1, . . . ,m è i 6= r àæóðèðàòè i-òè ðåä äîäàâà»åì »åìó r-òîã ðåäà ïîìíî-
æåíîã ñà −yik.
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Àëãîðèòàì 5.1. (Ñèìïëåêñ ìåòîäà çà ïðîáëåì ÔËÏ-à)
Óëàç. Ïðîáëåì ôàçè ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ñà îäãîâàðàjó£îì áàçîì B.
Êîðàê 1. Áàçèñíî äèïóñòîâî ðåøå»å äàòî jå ñà x̃B ≈ ỹ0 è x̃N ≈ 0̃, à âðåäíîñò ôàçè
ôóíöêèjå öè§à jå f̃ ≈ ỹ00 ≈ cB ỹ0.
Êîðàê 2. Íåêà jå ȳ0k = min

1≤j≤n
{ȳ0j}, j 6= Bi, i = 1, . . . ,m. Àêî jå ȳ0k ≥ 0 îíäà jå òðåíóòíî

ðåøå»å îïòèìàëíî, ïðè ÷åìó jå ȳ0j = R(f̃j − c̃j).
Êîðàê 3. Àêî ñó ñâè yik ≤ 0, i = 1, . . . , n çà íåêî k îíäà jå ïðîáëåì íåîãðàíè÷åí. Ó
ñóïðîòíîì, îäðåäèòè èíäåêñ r ïðîìåí§èâå x̃r êîjà íàïóøòà áàçó íà ñëåäå£è íà÷èí:

b̄r
yrk

= min
1≤i≤m

{
b̄i
yik

: yik > 0

}
ãäå jå b̄i = R(b̃i), i = 1, . . . ,m.
Êîðàê 4. Èçàáðàòè çà ïèâîò åëåìåíò yrk è ïðèìåíèòè îïåðàöèjó ïèâîòèðà»à.
È£è íà Êîðàê 2.

Ïðèìåð 5.1. Äàò jå ïðîáëåì ôàçè ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

min f̃ ≈ −2x̃1 + x̃2 − x̃3

ïðè óñëîâèìà
x̃1 + x̃2 + x̃3 � (5, 7, 2, 2)

−x̃1 + 2x̃2 � (3, 5, 1, 1)

x̃1, x̃2, x̃3 � 0̃.

Îäðåäèòè îïòèìàëíî ðåøå»å è îïòèìàëíó âðåäíîñò çà äàòè ïðîáëåì, ïðè ÷åìó jå
ôóíêöèjà ðàíãðèðà»à îáëèêà (5.2).

Ðåøå»å. Ïðîáëåì ñå ìîæå çàïèñàòè ó åêâèâàëåíòíîì îáëèêó

min f̃ ≈ −2x̃1 + x̃2 − x̃3

ïðè óñëîâèìà
x̃1 + x̃2 + x̃3 + x̃4 ≈ (5, 7, 2, 2)

−x̃1 + 2x̃2 + x̃5 ≈ (3, 5, 1, 1)

x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x̃5 � 0̃.

Ñàäà ñå ïðîáëåì ìîæå çàïèñàòè ó òàáëè÷íîì îáëèêó (Òàáåëà 5.2).
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Òàáåëà 5.2: Òàáëè÷íè çàïèñ ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.1

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 b̃

1 1 1 1 0 (5, 7, 2, 2)

−1 2 0 0 1 (3, 5, 1, 1)

−2 1 −1 0 0 f̃ + (0, 0, 0, 0)

1. èòåðàöèjà. Íà îñíîâó Òàáåëå 5.2 ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà jå

(ỹ01, ỹ02, ỹ03) = (−2, 1,−1),

ïà íèjå ïîòðåáíà ïðèìåíà ôóíêöèjå ðàíãèðà»à (5.2).
Ïîøòî jå

ȳ01 = min{−2, 1,−1} = −2 < 0,

ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò ó êîëîíè 1. Êàêî jå ñàìî åëåìåíò y11 > 0 ó êîëîíè 1
äîáèjà ñå

b̄1

y11

= min

{
R((5, 7, 2, 2))

1

}
= min

{
6

1

}
= 6.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò y11 = 1. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà ñå
íîâî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 5.3.

Òàáåëà 5.3: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.1

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 b̃

1 1 1 1 0 (5, 7, 2, 2)

0 3 1 1 1 (8, 12, 3, 3)

0 3 1 2 0 f̃ + (10, 14, 4, 4)

2. èòåðàöèjà. Íà îñíîâó Òàáåëå 5.3 ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà jå

(ỹ02, ỹ03, ỹ04) = (3, 1, 2),

ïà íèjå ïîòðåáíà ïðèìåíà ôóíêöèjå ðàíãèðà»à (5.2).
Ïîøòî jå

ȳ03 = min{3, 1, 2} = 1 ≥ 0,

ïîñëåä»à òàáëèöà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà.
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Îïòèìàëíî ðåøå»å äàòîã ïðîáëåìà jå

(x̃∗1, x̃
∗
2, x̃
∗
3, x̃
∗
4, x̃
∗
5) ≈ ((5, 7, 2, 2), 0̃, 0̃, 0̃, (8, 12, 3, 3)),

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f̃ ∗ ≈ (−14,−10, 4, 4),

ïðè ÷åìó jå R(f̃ ∗) = −12 íà îñíîâó (5.2).

Ïðèìåð 5.2. Äàò jå ïðîáëåì ôàçè ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

min f̃ ≈ (−1,−3, 1, 1)x1 + (0, 2, 1, 1)x2 + (−2, 0, 1, 1)x3

ïðè óñëîâèìà
x1 + x2 + x3 ≤ 6

−x1 + 2x2 ≤ 4

x1, x2, x3 ≥ 0.

Îäðåäèòè îïòèìàëíî ðåøå»å è îïòèìàëíó âðåäíîñò çà äàòè ïðîáëåì, ïðè ÷åìó jå
ôóíêöèjà ðàíãðèðà»à îáëèêà (5.2).

Ðåøå»å. Ïðîáëåì ñå ìîæå çàïèñàòè ó åêâèâàëåíòíîì îáëèêó

min f̃ ≈ (−1,−3, 1, 1)x1 + (0, 2, 1, 1)x2 + (−2, 0, 1, 1)x3

ïðè óñëîâèìà
x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 6

−x1 + 2x2 + x5 ≤ 4

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.

Ñàäà ñå ïðîáëåì ìîæå çàïèñàòè ó òàáëè÷íîì îáëèêó (Òàáåëà 5.4).

Òàáåëà 5.4: Òàáëè÷íè çàïèñ ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.2

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 x4 x5 b

1 1 1 1 0 6

−1 2 0 0 1 4

(−1,−3, 1, 1) (0, 2, 1, 1) (−2, 0, 1, 1) 0̃ 0̃ f̃ + (0, 0, 0, 0)

1. èòåðàöèjà. Íà îñíîâó Òàáåëå 5.4 ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà jå

(ỹ01, ỹ02, ỹ03) = ((−1,−3, 1, 1), (0, 2, 1, 1), (−2, 0, 1, 1)),
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îäíîñíî íà îñíîâó (5.2)

(R(ỹ01),R(ỹ02),R(ỹ03)) = (−2, 1,−1).

Ïîøòî jå
ȳ01 = min{−2, 1,−1} = −2 < 0,

ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò ó êîëîíè 1.

b̄1

y11

= min

{
6

1

}
= 6.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò y11 = 1. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà ñå íîâî
áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 5.5.

Òàáåëà 5.5: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.2

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà

x1 x2 x3 x4 x5 b

1 1 1 1 0 6

0 3 1 1 1 10

0̃ (3, 3, 2, 2) (1, 1, 2, 2) (3, 1, 1, 1) 0̃ f̃ + (18, 6, 6, 6)

2. èòåðàöèjà. Íà îñíîâó Òàáåëå 5.5 ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà jå

(ỹ02, ỹ03, ỹ04) = ((3, 3, 2, 2), (1, 1, 2, 2), (3, 1, 1, 1)),

îäíîñíî íà îñíîâó (5.2)

(R(ỹ01),R(ỹ02),R(ỹ03)) = (3, 1, 2).

Ïîøòî jå
ȳ0k = min{3, 1, 2} = 1 ≥ 0,

ïîñëåä»à òàáëèöà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà.
Îïòèìàëíî ðåøå»å äàòîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, x
∗
4, x
∗
5) = (6, 0, 0, 0, 10),

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f̃ ∗ ≈ (−6,−18, 6, 6),

ïðè ÷åìó jå R(f̃ ∗) = −12 íà îñíîâó (5.2).
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Àëãîðèòàì 5.2. (Äóàëíà ñèìïëåêñ ìåòîäà çà ïðîáëåì ÔËÏ-à)
Óëàç. Ïðîáëåì ôàçè ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ñà îäãîâàðàjó£îì áàçîì B òàêàâ äà jå
f̃j − c̃j � 0̃.
Êîðàê 1. Àêî jå b̃ � 0̃ îíäà jå òðåíóòíî ðåøå»å îïòèìàëíî ðåøå»å. Ó ñóïðîòíîì,
èçàáðàòè ïèâîò ó âðñòè r çà êîjå jå b̃r ≺ 0̃ (îäíîñíî R(b̃r) < 0).
Êîðàê 2. Àêî jå yrj ≥ 0 çà ñâå j = 1, . . . , n îíäà jå ïðîáëåì íåîãðàíè÷åí. Ó ñóïðîòíîì,
èçàáðàòè ïèâîò ó êîëîíè k çà êîjó âàæè

R(f̃k − c̃k)
yrk

= max
j 6=Bi

{
R(f̃j − c̃j)

yrj
: yrj < 0

}

Êîðàê 3. Èçàáðàòè çà ïèâîò åëåìåíò yrk è ïðèìåíèòè îïåðàöèjó ïèâîòèðà»à.
È£è íà Êîðàê 1.

Ïðèìåð 5.3. Äàò jå ïðîáëåì ôàçè ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

min f̃ ≈ (1, 3, 1, 1)x1 + (2, 4, 1, 1)x2 + (3, 5, 1, 1)x3

ïðè óñëîâèìà
x1 + 2x2 + x3 ≥ 3

2x1 − x2 + 3x3 ≥ 4

x1, x2, x3 ≥ 0.

Îäðåäèòè îïòèìàëíî ðåøå»å è îïòèìàëíó âðåäíîñò çà äàòè ïðîáëåì, ïðè ÷åìó jå
ôóíêöèjà ðàíãðèðà»à îáëèêà (5.2).

Ðåøå»å. Ïðîáëåì ñå ìîæå çàïèñàòè ó åêâèâàëåíòíîì îáëèêó

min f̃ ≈ (1, 3, 1, 1)x1 + (2, 4, 1, 1)x2 + (3, 5, 1, 1)x3

ïðè óñëîâèìà
−x1 − 2x2 − x3 + x4 = −3

−2x1 + x2 − 3x3 + x5 = −4

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.

Ñàäà ñå ïðîáëåì ìîæå çàïèñàòè ó òàáëè÷íîì îáëèêó (Òàáåëà 5.6).
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Òàáåëà 5.6: Òàáëè÷íè çàïèñ ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.3

Ïî÷åòíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 x4 x5 b

−1 −2 −1 1 0 −3

−2 1 −3 0 1 −4

(1, 3, 1, 1) (2, 4, 1, 1) (3, 5, 1, 1) 0̃ 0̃ (0, 0, 0, 0)

1. èòåðàöèjà. Ïîøòî jå b2 < 0, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò ó âðñòè 2.

R(f̃1 − c̃1)

y21

= max

{
R((1, 3, 1, 1))

−2
,
R((3, 5, 1, 1))

−3

}
= max

{
2

−2
,

4

−3

}
= −1.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò y21 = −2. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà ñå
íîâî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 5.7.

Òàáåëà 5.7: Ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êðàjó èòåðàöèjå 1

Ñèìïëåêñ òàáëèöà èòåðàöèjå 1

x1 x2 x3 x4 x5 b

0 −5/2 1/2 1 −1/2 −1

1 −1/2 3/2 0 −1/2 2

0̃ (5/2, 11/2, 3/2, 3/2) (−3/2, 7/2, 5/2, 5/2) 0̃ (1/2, 3/2, 1/2, 1/2) (−6,−2, 2, 2)

2. èòåðàöèjà. Ïîøòî jå b1 < 0, ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ïèâîò ó âðñòè 1.

R(f̃2 − c̃2)

y12

= max


R
((

5

2
,
11

2
,
3

2
,
3

2

))
−5

2

,

R
((

1

2
,
3

2
,
1

2
,
1

2

))
−1

2

 = −8

5
.

Äàêëå, ïèâîò jå åëåìåíò y12 = −5

2
. Íàêîí ïðèìåíå îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à äîáèjà ñå

íîâî áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å è Òàáåëà 5.8.
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Òàáåëà 5.8: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.3

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x1 x2 x3 x4 x5 b

0 1 −1/5 −2/5 1/5 2/5

1 0 7/5 −1/5 −2/5 11/5

0̃ 0̃ (−1, 23/5, 14/5, 14/5) (1, 11/5, 3/5, 3/5) (−3/5, 1, 4/5, 4/5) −f̃ ∗

Ñ îáçèðîì äà jå bi ≥ 0 çà ñâå i = 1, 2, ïîñëåä»à òàáëèöà jå è îïòèìàëíà ñèìïëåêñ
òàáëèöà.

Îïòèìàëíî ðåøå»å äàòîã ïðîáëåìà jå

(x∗1, x
∗
2, x
∗
3, x
∗
4, x
∗
5) =

(
11

5
,
2

5
, 0, 0, 0

)
,

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f̃ ∗ ≈
(

3,
41

5
,
13

5
,
13

5

)
,

ïðè ÷åìó jå R(f ∗) =
28

5
íà îñíîâó (5.2).

5.4 Ïðèìåðè ïðèìåíå àíàëèçå îñåò§èâîñòè ó ôàçè

ëèíåàðíîì ïðîãðàìèðà»ó

Ó îâîj ñåêöèjè £å, íà êîíðåòíèì ïðèìåðèìà, áèòè èëóñòðîâàíà ïðèìåíà íåêèõ
ðåçóëòàòà àíàëèçå îñåò§èâîñòè îïèñàíèõ ó Ãëàâè 5 íà ÔËÏ. Ïðåöèçíèjå, áè£å ïðèêàçàíè
ïðèìåðè êîjè èëóñòðójó ïðèìåíó àíàëèçå îñåò§èâîñòè ó ñëåäå£èì ñëó÷à-jåâèìà:

1. Ïðîìåíà ôàçè êîåôèöèjåíàòà ó ôóíêöèjè öè§à,

2. Ïðîìåíà ôàçè êîåôèöèjåíàòà ñà äåñíå ñòðàíå,

3. Ïðîìåíà ó êîåôèöèjåíòèìà ñà ëåâå ñòðàíå,

4. Äîäàâà»å íîâå ïðîìåí§èâå èëè àêòèâíîñòè,

5. Äîäàâà»å íîâîã îãðàíè÷å»à.

5.4.1 Ïðîìåíà êîåôèöèjåíàòà ó ôóíêöèjè öè§à

Ïðèìåð 5.4. Íåêà jå äîøëî äî ïðîìåíå ôàçè êîåôèöèjåíòà c̃3 ó ôóíêöèjè öè§à
ïðîáëåìà äàòîã ó Ïðèìåðó 5.2. Íåêà jå c̃3 = (−4, 0, 2, 2) íîâà âðåäíîñò ôàçè êîå-
ôèöèjåíòà. Êàêî £å îâà ïðîìåíà óòèöàòè íà îïòèìàëíî ðåøå»å îðèãèíàëíîã ïðî-
áëåìà?
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Ðåøå»å. Ïðîìåíîì ôàçè êîåôèöèjåíòà c̃3 äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ÔËÏ-à

min f̃ ≈ (−1,−3, 1, 1)x1 + (0, 2, 1, 1)x2 + (−4, 0, 2, 2)x3

ïðè óñëîâèìà
x1 + x2 + x3 ≤ 6

−x1 + 2x2 ≤ 4

x1, x2, x3 ≥ 0.

Ó Ïðèìåðó 5.2 äîáèjåíà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà èç êîjå ñå ìîæå óî÷èòè

A∗ =

 1 1 1 1 0

0 3 1 1 1

 , (5.5)

b∗ =

 6

10

 , (5.6)

c̃∗ ≈
(

0̃ (3, 3, 2, 2) (1, 1, 2, 2) (3, 1, 1, 1) 0̃
)
. (5.7)

Ïîøòî jå ïðîìåíà íàñòàëà ó âåêòîðó c̃, âàæè

A∗(∆c̃3) = A∗, b∗(∆c̃3) = b∗,

c̃(∆c̃3) ≈
(

(−1,−3, 1, 1) (0, 2, 1, 1) (−4, 0, 2, 2) 0̃ 0̃
)
.

Ïðîìåí§èâà x3 jå íåáàçèñíà, øòî çíà÷è äà âàæè

c̃B(∆c̃3) ≈
(

(−1,−3, 1, 1) 0̃
)
.

Èç
c̃∗(∆c̃3) ≈ c̃(∆c̃3)− c̃B(∆c̃3)A∗(∆c̃3),

äîáèjà ñå

c̃∗(∆c̃3) ≈
(

0̃ (3, 3, 2, 2) (−1, 1, 3, 3) (3, 1, 1, 1) 0̃
)
,

f̃ ∗0 (∆c̃3) ≈ f̃0 − c̃B(∆c̃3)b∗(∆c̃3) ≈ (18, 6, 6, 6),

f̃ ∗ + f̃ ∗0 (∆c̃3) ≈ 0̃⇒ f̃ ∗ ≈ (−6,−18, 6, 6).

Êàêî jå c̃∗i (∆c̃3) � 0̃, îäíîñíî R(c̃∗i (∆c̃3)) ≥ 0 çà ñâàêî i, îïòèìàëíà âðåäíîñò f̃ ∗ îñòàjå
íåïðîìå»åíà.

Ïðèìåð 5.5. Íåêà jå äîøëî äî ïðîìåíå ôàçè êîåôèöèjåíòà c̃1 ó ôóíöêèjè öè§à
ïðîáëåìà äàòîã ó Ïðèìåðó 5.2. Íåêà jå c̃1 = (−2,−6, 2, 2) íîâà âðåäíîñò ôàçè êîå-
ôèöèjåíòà. Êàêî £å îâà ïðîìåíà óòèöàòè íà îïòèìàëíî ðåøå»å îðèãèíàëíîã ïðî-
áëåìà?
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Ðåøå»å. Ïðîìåíîì ôàçè êîåôèöèjåíòà c̃1 äîáèjà ñëåäå£è ïðîáëåì ÔËÏ-à

min f̃ ≈ (−2,−6, 2, 2)x1 + (0, 2, 1, 1)x2 + (−2, 0, 1, 1)x3

ïðè óñëîâèìà
x1 + x2 + x3 ≤ 6

−x1 + 2x2 ≤ 4

x1, x2, x3 ≥ 0.

Ó Ïðèìåðó 5.2 äîáèjåíà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà èç êîjå ñå ìîæå óî÷èòè
(5.5), (5.6) è (5.7). Ïîøòî jå ïðîìåíà íàñòàëà ó âåêòîðó c̃, âàæè

A∗(∆c̃1) = A∗, b∗(∆c̃1) = b∗,

c̃(∆c̃1) ≈
(

(−2,−6, 2, 2) (0, 2, 1, 1) (−2, 0, 1, 1) 0̃ 0̃
)
.

Ïðîìåí§èâà x1 jå áàçèñíà, øòî çíà÷è äà âàæè

c̃B(∆c̃1) ≈
(

(−2,−6, 2, 2) 0̃
)
.

Èç
c̃∗(∆c̃1) ≈ c̃(∆c̃1)− c̃B(∆c̃1)A∗(∆c̃1),

äîáèjà ñå

c̃∗(∆c̃1) ≈
(

0̃ (6, 4, 3, 3) (4, 2, 3, 3) (6, 2, 2, 2) 0̃
)
,

f̃ ∗0 (∆c̃1) ≈ f̃0 − c̃B(∆c̃1)b∗(∆c̃1) ≈ (36, 12, 12, 12)⇒ f̃ ∗ ≈ (−12,−36, 12, 12).

Êàêî jå c̃∗i (∆c̃1) � 0̃, îäíîñíî R(c̃∗i (∆c̃1)) ≥ 0 çà ñâàêî i, f̃ ∗ jå îïòèìàëíà âðåäíîñò.
Êàêî jå

R((−12,−36, 12, 12)) < −12,

ñëåäè äà £å ñå îïòèìàëíà âðåäíîñò ñìà»èòè.

5.4.2 Ïðîìåíà ôàçè êîåôèöèjåíàòà ñà äåñíå ñòðàíå

Ïðèìåð 5.6. Íåêà jå äîøëî äî ïðîìåíå ôàçè êîåôèöèjåíòà b̃1 ñà äåñíå ñòðàíå îãðà-
íè÷å»à ïðîáëåìà äàòîã ó Ïðèìåðó 5.1. Íåêà jå íîâà âðåäíîñò ôàçè êîåôèöèjåíòà
b̃1 = (2, 4, 1, 1). Êàêî £å îâà ïðîìåíà óòèöàòè íà îïòèìàëíî ðåøå»å îðèãèíàëíîã
ïðîáëåìà?

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì ôàçè êîåôèöèjåíòà b̃1 äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ÔËÏ-à

min f̃ ≈ −2x̃1 + x̃2 − x̃3

ïðè óñëîâèìà
x̃1 + x̃2 + x̃3 � (2, 4, 1, 1)

−x̃1 + 2x̃2 � (3, 5, 1, 1)

x̃1, x̃2, x̃3 � 0.
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Ó Ïðèìåðó 5.1 äîáèjåíà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà èç êîjå ñå ìîæå óî÷èòè
(5.5),

b̃∗ ≈

 (5, 7, 2, 2)

(8, 12, 3, 3)

 , (5.8)

c∗ =
(

0 3 1 2 0
)
. (5.9)

Ïîøòî jå ïðîìåíà íàñòàëà ó âåêòîðó b̃, âàæè

B =

 1 0

−1 1

 ,

b̃∗(∆b̃1) ≈ B−1b̃(∆b̃1) ≈

 (2, 4, 1, 1)

(5, 9, 2, 2)

 ,

A∗(∆b̃1) = A∗,

c∗(∆b̃1) = c∗,

cB(∆b̃1) = cB,

f̃ ∗0 (∆b̃1) ≈ f̃0 − cB(∆b̃1)b∗(∆b̃1) ≈ (4, 8, 2, 2)⇒ f̃ ∗ ≈ (−8,−4, 2, 2).

Êàêî jå b̃∗i (∆b̃1) � 0̃, îäíîñíî R(b̃∗i (∆b̃1)) ≥ 0 çà ñâàêî i, f̃ ∗ jå îïòèìàëíà âðåäíîñò.
Êàêî jå

R((−8,−4, 2, 2)) > −12,

ñëåäè äà £å ñå îïòèìàëíà âðåäíîñò ïîâå£àòè.

5.4.3 Ïðîìåíà ó êîåôèöèjåíòèìà ñà ëåâå ñòðàíå

Ïðèìåð 5.7. Íåêà jå äîøëî äî ïðîìåíå êîåôèöèjåíòà a12 ñà ëåâå ñòðàíå îãðàíè÷å»à
ïðîáëåìà äàòîã ó Ïðèìåðó 5.1. Íåêà jå íîâà âðåäíîñò êîåôèöèjåíòà a12 = −1. Êàêî
£å îâà ïðîìåíà óòèöàòè íà îïòèìàëíî ðåøå»å îðèãèíàëíîã ïðîáëåìà?

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì êîåôèöèjåíòà a12 äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ÔËÏ-à

min f̃ ≈ −2x̃1 + x̃2 − x̃3

ïðè óñëîâèìà
x̃1 − x̃2 + x̃3 � (5, 7, 2, 2)

−x̃1 + 2x̃2 � (3, 5, 1, 1)

x̃1, x̃2, x̃3 � 0.

Ó Ïðèìåðó 5.1 äîáèjåíà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà èç êîjå ñå ìîæå óî÷èòè
(5.5), (5.8) è (5.9). Ïîøòî jå ïðîìåíà íàñòàëà ó ìàòðèöèA, à êîåôèöèjåíò a12 îäãîâàðà
íåáàçèñíîj ïðîìåí§èâîj x̃2, âàæè

B =

 1 0

−1 1

 ,
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b̃∗(∆a12) ≈ b̃∗,

A∗(∆a12) = B−1A =

 1 −1 1 1 0

0 1 1 1 1

 ,

cB(∆a12) = cB =
(
−2 0

)
,

c∗(∆a12) = c− cBA∗(∆a12) =
(

0 −1 1 2 0
)
,

f̃ ∗0 (∆a12) ≈ f̃0 − cB b̃∗(∆a12) ≈ (10, 14, 4, 4)⇒ f̃ ∗ ≈ (−14,−10, 4, 4).

Êàêî íèjå c∗2(∆a12) ≥ 0, f̃ ∗ íèjå îïòèìàëíà âðåäíîñò. Íà Òàáåëó 5.9 ñå ìîæå ïðèìåíèòè
ñèìïëåêñ àëãîðèòàì.

Òàáåëà 5.9: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.7

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 b̃

1 −1 1 1 0 (5, 7, 2, 2)

0 1 1 1 1 (8, 12, 3, 3)

0 −1 1 2 0 f̃ + (10, 14, 4, 4)

Íàêîí ïðèìåíå ñèìïëåêñ àëãîðèòìà äîáèjà ñå Òàáåëà 5.10.

Òàáåëà 5.10: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà íîâîã ïðîáëåìà

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 b̃

1 0 2 2 1 (13, 19, 5, 5)

0 1 1 1 1 (8, 12, 3, 3)

0 0 2 3 1 f̃ + (18, 26, 7, 7)

Îïòèìàëíî ðåøå»å jå

(x̃∗1, x̃
∗
2, x̃
∗
3, x̃
∗
4, x̃
∗
5) ≈ ((13, 19, 5, 5), (8, 12, 3, 3), 0̃, 0̃, 0̃),

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f̃ ∗ ≈ (−26,−18, 7, 7).

Êàêî jå
R((−26,−18, 7, 7)) < −12,

ñëåäè äà £å ñå îïòèìàëíà âðåäíîñò ñìà»èòè.
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Ïðèìåð 5.8. Íåêà jå äîøëî äî ïðîìåíå êîåôèöèjåíòà a11 ñà ëåâå ñòðàíå îãðàíè÷å»à
ïðîáëåìà äàòîã ó Ïðèìåðó 5.1. Íåêà jå íîâà âðåäíîñò êîåôèöèjåíòà a11 = 2. Êàêî
£å îâà ïðîìåíà óòèöàòè íà îïòèìàëíî ðåøå»å îðèãèíàëíîã ïðîáëåìà?

Ðåøå»å. Ïðîìåíîì êîåôèöèjåíòà a11 äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ÔËÏ-à

min f̃ ≈ −2x̃1 + x̃2 − x̃3

ïðè óñëîâèìà
2x̃1 + x̃2 + x̃3 � (5, 7, 2, 2)

−x̃1 + 2x̃2 � (3, 5, 1, 1)

x̃1, x̃2, x̃3 � 0.

Ó Ïðèìåðó 5.1 äîáèjåíà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà èç êîjå ñå ìîæå óî÷èòè
(5.5), (5.8) è (5.9). Ïîøòî jå ïðîìåíà íàñòàëà ó ìàòðèöè A, à êîåôèöjåíò a11 îäãîâàðà
áàçèñíîj ïðîìåí§èâîj x̃1, âàæè

B(∆a11) =

 2 0

−1 1

 ,

b̃∗(∆a11) ≈ B−1(∆a11)b̃ ≈

 (5/2, 7/2, 1, 1)

(11/2, 17/2, 2, 2)

 ,

A∗(∆a11) = B−1(∆a11)A =

 1 1/2 1/2 1/2 0

0 5/2 1/2 1/2 1

 ,

cB(∆a11) = cB =
(
−2 0

)
,

c∗(∆a11) = c− cBA∗(∆a11) =
(

0 2 0 1 0
)
,

f̃ ∗0 (∆a11) ≈ f̃0 − cB b̃∗(∆a11) ≈ (5, 7, 2, 2)⇒ f̃ ∗ ≈ (−7,−5, 2, 2).

Êàêî jå c∗i (∆a11) ≥ 0 çà ñâàêî i, f̃ ∗ jå îïòèìàëíà âðåäíîñò. Êàêî jå

R((−7,−5, 2, 2)) > −12,

ñëåäè äà £å ñå îïòèìàëíà âðåäíîñò ïîâå£àòè.

5.4.4 Äîäàâà»å íîâå ïðîìåí§èâå èëè àêòèâíîñòè

Ïðèìåð 5.9. Íåêà jå äîøëî äî óâî¢å»à íîâå ïðîìåí§èâå x̃6 ñà ëåâå ñòðàíå îãðàíè÷å»à
ïðîáëåìà äàòîã ó Ïðèìåðó 5.1. Íåêà ñó íîâå âðåäíîñòè êîåôèöèjåíòè c6 = 1, a16 = −1,
a26 = 2. Êàêî £å îâà ïðîìåíà óòèöàòè íà îïòèìàëíî ðåøå»å îðèãèíàëíîã ïðîáëåìà?
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Ðåøå»å. Óâî¢å»åì íîâå ïðîìåí§èâå x̃6 äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ÔËÏ-à

min f̃ ≈ −2x̃1 + x̃2 − x̃3 + x̃6

ïðè óñëîâèìà
x̃1 + x̃2 + x̃3 − x̃6 � (5, 7, 2, 2)

−x̃1 + 2x̃2 + 2x̃6 � (3, 5, 1, 1)

x̃1, x̃2, x̃3, x̃6 � 0.

Ó Ïðèìåðó 5.1 äîáèjåíà jå îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà èç êîjå ñå ìîæå óî÷èòè
(5.5), (5.8) è (5.9). Ñàäà ñå ìîãó îäðåäèòè íåîïõîäíå ìàòðèöå è âåêòîðè.

b̃∗novo ≈ b̃,

A(n+1)∗ = B−1A(n+1) =

 −1

1

 ,

A∗novo =
(
A∗ A(n+1)∗

)
=

 1 1 1 1 0 −1

0 3 1 1 1 1

 ,

cBA
(n+1)∗ = 2,

c∗novo =
(
c cn+1

)
−
(
cBA

∗ cBA
(n+1)∗

)
=
(

0 3 1 2 0 −1
)
,

f̃ ∗0,novo ≈ f̃0 − cB b̃∗novo ≈ (10, 14, 4, 4)⇒ f̃ ∗ ≈ (−14,−10, 4, 4).

Êàêî íèjå c∗novo,6 ≥ 0, f̃ ∗ íèjå îïòèìàëíà âðåäíîñò. Íà ñèìïëåêñ òàáëèöó (Òàáåëà 5.11)
ìîæå ñå ïðèìåíèòè ñèìïëåêñ àëãîðèòàì.

Òàáåëà 5.11: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.9

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 x̃6 b̃

1 1 1 1 0 −1 (5, 7, 2, 2)

0 3 1 1 1 1 (8, 12, 3, 3)

0 3 1 2 0 −1 f̃ + (10, 14, 4, 4)

Íàêîí ïðèìåíå ñèìïëåêñ àëãîðèòìà äîáèjà ñå Òàáåëà 5.12.
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Òàáåëà 5.12: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà íîâîã ïðîáëåìà

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 x̃6 b̃

1 4 2 2 1 0 (13, 19, 5, 5)

0 3 1 1 1 1 (8, 12, 3, 3)

0 6 2 3 1 0 f̃ + (18, 26, 7, 7)

Îïòèìàëíî ðåøå»å jå

(x̃∗1, x̃
∗
2, x̃
∗
3, x̃
∗
4, x̃
∗
5, x̃
∗
6) ≈ ((13, 19, 5, 5), 0̃, 0̃, 0̃, 0̃, (8, 12, 3, 3)),

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f̃ ∗ ≈ (−26,−18, 7, 7).

Êàêî jå
R((−26,−18, 7, 7)) < −12,

ñëåäè äà £å ñå îïòèìàëíà âðåäíîñò ñìà»èòè.

5.4.5 Äîäàâà»å íîâîã îãðàíè÷å»à

Ïðèìåð 5.10. Íåêà jå äîøëî äî óâî¢å»à íîâîã îãðàíè÷å»à

2x̃1 − x̃2 � (2, 4, 1, 1)

ó ïðåáëåìó äàòîã ó Ïðèìåðó 5.1. Êàêî £å îâà ïðîìåíà óòèöàòè íà îïòèìàëíî
ðåøå»å îðèãèíàëíîã ïðîáëåìà?

Ðåøå»å. Óâî¢å»åì íîâîã îãðàíè÷å»à äîáèjà ñå ñëåäå£è ïðîáëåì ÔËÏ-à

min f̃ ≈ −2x̃1 + x̃2 − x̃3

ïðè óñëîâèìà

x̃1 + x̃2 + x̃3 � (5, 7, 2, 2)

−x̃1 + 2x̃2 � (3, 5, 1, 1)

2x̃1 − x̃2 � (2, 4, 1, 1)

x̃1, x̃2, x̃3 � 0.

Ó Ïðèìåðó 5.1 äîáèjåíî jå îïòèìàëíî ðåøå»å

(x̃∗1, x̃
∗
2, x̃
∗
3, x̃
∗
4, x̃
∗
5) ≈ ((5, 7, 2, 2), 0̃, 0̃, 0̃, (8, 12, 3, 3)),

îïòèìàëíà âðåäíîñò
f̃ ∗ ≈ (−14,−10, 4, 4),

è Òàáåëà 5.3. Ìîæå ñå ïðîâåðèòè äà îïòèìàëíî ðåøå»å íåçàäîâî§àâà íîâî îãðàíè÷å»å.
Íàêîí äîäàâà»à íîâîã îãðàíè÷å»à äîáèjà ñå Òàáåëà 5.13.
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Òàáåëà 5.13: Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà ïðîáëåìà èç Ïðèìåðà 5.10

Àæóðèðàíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 x̃6 b̃

1 1 1 1 0 0 (5, 7, 2, 2)

0 3 1 1 1 0 (8, 12, 3, 3)

2 −1 0 0 0 1 (2, 4, 1, 1)

0 3 1 2 0 0 f̃ + (10, 14, 4, 4)

Êàêî ïðåòõîäíà òàáëèöà íåìà áàçèñíî äîïóñòèâî ðåøå»å, íåîïõîäíî jå àæóðèðàòè
òàáëèöó ïðèìåíîì îïåðàöèjå ïèâîòèðà»à. Äîáèjà ñå ñèìïëåêñ Òàáåëà 5.14 íà êîjó ñå
ìîæå ïðèìåíèòè àëãîðèòàì äóàëíå ñèìïëåêñ ìåòîäå çà ÔËÏ.

Òàáåëà 5.14: Ñèìïëåêñ òàáëèöà íà êîjó ñå ìîæå ïðèìåíèòè äóàë ñèìïëåêñ ìåòîäà

Ïî÷åòíà äóàë ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 x̃6 b̃

1 1 1 1 0 0 (5, 7, 2, 2)

0 3 1 1 1 0 (8, 12, 3, 3)

0 −3 −2 −2 0 1 (−12,−6, 5, 5)

0 3 1 2 0 0 f̃ + (10, 14, 4, 4)

Íàêîí ïðèìåíå àëãîðèòìà äóàë ñèìïëåêñ ìåòîäå äîáèjà ñå Òàáåëà 5.15.

Òàáåëà 5.15: Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà íîâîã ïðîáëåìà

Îïòèìàëíà ñèìïëåêñ òàáëèöà

x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5 x̃6 b̃

1 −1/2 0 0 0 1/2 (−1, 4, 9/2, 9/2)

0 3/2 0 0 1 1/2 (2, 9, 11/2, 11/2)

0 3/2 1 1 0 −1/2 (3, 6, 5/2, 5/2)

0 3/2 0 1 0 1/2 f̃ + (4, 11, 13/2, 13/2)

Îïòèìàëíî ðåøå»å jå

(x̃∗1, x̃
∗
2, x̃
∗
3, x̃
∗
4, x̃
∗
5, x̃
∗
6) ≈ ((−1, 4, 9/2, 9/2), 0̃, (3, 6, 5/2, 5/2), 0̃, (2, 9, 11/2, 11/2), 0̃),



ÃËÀÂÀ 5. ÀÍÀËÈÇÀ ÎÑÅÒ�ÈÂÎÑÒÈ Ó ÔÀÇÈ ÏÐÎÁËÅÌÓ 96

à îïòèìàëíà âðåäíîñò ïðîáëåìà jå

f̃ ∗ ≈ (−11,−4, 13/2, 13/2).

Êàêî jå
R((−11,−4, 13/2, 13/2)) > −12,

ñëåäè äà £å ñå îïòèìàëíà âðåäíîñò ïîâå£àòè.
Îïøèðíèjå î àíàëèçè îñåò§èâîñòè ó ôàçè ëèíåàðíîì ïðîãðàìèðà»ó ìîæå ñå

ïðîíà£è ó [1], [3], [5], [6], [9], [10], [11].



Ãëàâà 6

Çàê§ó÷àê

Àíàëèçà îñåò§èâîñòè jå åôèêàñàí ïîñòóïàê çà óòâð¢èâà»å ïðîìåíå ó ðåøå»ó
ïðîáëåìà ËÏ-à íàêîí ìàëå èçìåíå óëàçíèõ ïîäàòàêà. Íàj÷åø£å èçìåíå îâèõ ïîäàòàêà
ïîäðàçóìåâàjó ñëåäå£å ïðîìåíå ó ìîäåëèðà»ó ñàìîã ïðîáëåìà ËÏ-à:

� Ïðîìåíå êîåôèöèjåíàòà ó ôóíêöèjè öè§à,

� Ïðîìåíå êîåôèöèjåíàòà ó îãðàíè÷å»èìà,

� Äîäàâà»å è èçáàöèâà»å ïðîìåí§èâèõ,

� Äîäàâà»å è èçáàöèâà»å îãðàíè÷å»à.

Âå£èíà ïðîáëåìà êîjè ñå äîáèjàjó èç íåêîã âå£ ïîçíàòîã ðåøåíîã ïðîáëàìà, ìîãó ñå
ðåøèòè ïîìî£ó àíàëèçå îñåò§èâîñòè ïðèìå»åíå íà òàj ïðîáëåì. Àíàëèçà îñåò§èâî-
ñòè ñå ÷åñòî êîðèñòè ó ðàçëè÷èòèì îáëàñòèìà ïðèìåíå ËÏ-à, êàî øòî ñó: èíæå»å-
ðñòâî, òåëåêîìóíèêàöèjå, åêîíîìèjà, äðóøòâåíå íàóêå, åïèäåìèîëîãèjà, èòä.

Ó îâîì ðàäó íàâåäåíå ñó íàjïðå îñíîâíå äåôèíèöèjå êîjå ñå îäíîñå íà ïðîáëåì ËÏ-
à, êàî è ñèìëåêñ ìåòîäà è »åíå ìîäèôèêàöèjå. Çàòèì ñó èçëîæåíå òåîðèjñêå îñíîâå
àíàëèçå îñåò§èâîñòè è íà÷èí ïðèìåíå ó çàâèñíîñòè îä òîãà ãäå jå äîøëî äî ïðîìåíå
óëàçíèõ ïîäàòàêà. Íà êðàjó ðàäà èëóñòðîâàíà jå è ïðèìåíà àíàëèçå îñåò§èâîñòè íà
ôàçè ïðîáëåìå ËÏ-à.
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