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1.UvOoD

Analiza vremenskih serija predstavlja jednu od statistickih disciplina koja belezi najdinamic¢niji razvoj
poslednjih decenija. Ona je predmet istrazivanja u razli¢itim naucnim oblastima, a pogotovo u
ekonomiji. Njeni metodi omoguéavaju donosenje relevantnih ekonomskih zaklju¢aka.

Jedan od ciljeva analize vremenskih serija je izbor modela vremenske serije koji opisuje njeno kretanje
na zadovoljavajuéi nacin. Model se zatim koristi da se na osnovu proslih opservacija prognoziraju
buduée. Prognoziranje buduceg kretanja vremenske serije jeste jedan od osnovnih zadataka analize
vremenskih serija, stoga je jako bitno odabrati odgovarajuc¢i model vremenske serije.

Moze se pretpostaviti da je vremenska serija salinjena od Cetiri komponente: trenda, ciklicne
komponente, sezonske komponente i slu¢ajne komponente.

Prema aditivnom modelu, varijacije pojave predstavljaju zbir komponenti, dok prema multiplikativhom
modelu one predstavljaju njihov proizvod. MesSoviti model kombinuje sabiranje i mnoZenje
komponenti.

U ovom radu Ce biti prikazan i metod dekompozicije vremenskih serija, koji sa jedne strane predstavlja
razlaganje vremenske serije na njene komponente, dok sa druge strane predstavlja moguénost da se
pojedine komponente po potrebi eliminisu iz vremenske serije. Jedan od glavnih ciljeva dekompozicije
je ocena sezonskih efekata koji se mogu koristiti za kreiranje i prikazivanje sezonski prilagodenih
vrednosti.

Mnoge poslovne i ekonomske vremenske serije odrzavaju i objavljuju vladine agencije koje koriste
dekompoziciju vremenskih serija da bi kreirali desezonirane vremenske serije. Za metod dekompozicije
je takode jako bitno odabrati odgovarajuci model.

Prilikom analize ekonomskih pojava najcesée se koristi multiplikativni model pa je zato on veoma vazan
za analizu.

Multiplikativni modeli su znacajni i u raznim drugim oblastima, te se na mnoge nacine upotrebljavaju
u praksi. Neki od primera nauénih radova u kojima se koristi multiplikativni model navedeni su u
literaturi ([21], [22], [23]). U njima se mozZe videti primena multiplikativnih modela na predvidanje
dnevnog toka novca, relativne stope preZzivljavanja, pa ¢ak i u biologiji, u uzgoju biljaka. Stoga je ovo
znacajno polje prakti¢nog istrazivanja.

Medutim, primeri multiplikativnih modela su mnogo manje zastupljeni u literaturi od aditivnih, pa ih
je i teze prepoznati u praksi.

Cilj ovog rada je da se na raznovrsnim primerima realizovanih vremenskih serija prikaze kako odluciti
da li je u pitanju aditivni, multiplikativni ili neki od meSovitih modela. Time ¢e i multiplikativni modeli
biti lakSe prepoznati.

U radu ce biti prikazani primeri modela nad raznim skupovima podataka, ali takode i simulacije modela
nad proizvoljnim podacima. Za prakticni deo rada bi¢e koris¢en programski jezik R. Usput, bice
detaljnije objasnjene i razne mogucnosti ovog programskog paketa.

U ovom poglavlju upotrebljena je i literatura [2], [3], [4].
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2. VREMENSKE SERUE

2.1. UVODNA ANALIZA VREMENSKIH SERUJA

Vremenska serija predstavlja uredeni niz podataka, pri ¢emu se uredenje ostvaruje u odnosu na vreme
i naj¢esée u jednakim vremenskim intervalima.

Izbor jedinice vremena se po pravilu vrsi prema samoj pojavi i svrsi ispitivanja, pa tako to moze biti
jedna sekunda, sat, a nekada ¢ak i cela decenija.

Sa primerima vremenskih serija se susreéemo u svakodnevnom zZivotu: pracenje dnevne temperature,
fluktuacije deviznog kursa, godiSnje kretanje prinosa pojedinih poljoprivrednih kultura i njihove
otkupne i prodajne cene, posmatranje mesecnog kretanja cena, godiSnjeg nivoa proizvodnije, itd.
Ovo su primeri jednodimenzionih vremenskih serija, dok postoje i one vremenske serije koje su
viSedimenzione, npr. koli¢ina padavina na jednom mestu odredenom njegovom geografskom duzinom
i Sirinom, brzina vetra u prostoru i vremenu, itd.

Analiza vremenskih serija je statisticka disciplina, medutim ona se razlikuje od klasi¢ne statisticke
analize. U klasi¢noj teoriji verovatnoce i matematicke statistike najéesée se izucavaju nizovi nezavisnih
slucajnih veli¢ina. Vremenska serija je pak, matematicki gledano, niz slucajnih veli¢ina koje su
medusobno zavisne, jer pri analizi vremenskih serija mora da se uzme u obzir njihov vremenski
poredak.

Svaka vremenska serija duZine n moze da se shvati kao realizacija niza n medusobno zavisnih slucajnih
veli¢ina. Cesto su bliski ¢lanovi vremenske serije medusobno sliéniji nego dalji €lanovi te serije. Ovu
medusobnu zavisnost (najéesée korelisanost) opservacija koristimo u analizi vremenskih serija u cilju
formiranja modela vremenske serije.

Vremenska serija se moZe definisati i na sledece nacine:
Definicija 2.1.1: Vremenska serija predstavlja jednu realizaciju slu¢ajnog procesa.

Definicija 2.1.2: Vremenska serija se moZze shvatiti kao realni slu¢ajni proces {X;, t € T} sa neprekidnim
ili diskretnim slu€ajnim parametrom, pri ¢emu slucajne veli€ine X; i X, t # s nisu nekorelisane.

2.2. PODELA VREMENSKIH SERIJA

Vremenske serije moZzemo klasifikovati prema razli¢itim kriterijjumima. Podela vremenskih serija u
zavisnosti od toga kako se registruju podaci(vrednosti) vremenske serije je na prekidne i neprekidne.
Prekidne vremenske serije su one kod kojih se opservacije beleZe u istim vremenskim intervalima, npr.
dnevno, mesecno, godisnje.

Neprekidne vremenske serije su one kod kojih se opservacije mogu registrovati u bilo kom
vremenskom trenutku.

Podela vremenskih serija u zavisnosti od toga da li se statisticka svojstva vremenske serije menjaju u
toku vremena ili ne je na stacionarne i nestacionarne.

Stacionarne vremenske serije su one kod kojih je kretanje vremenske serije predvidivo tokom
vremena. One ispoljavaju isti ili slican obrazac ponasanja tokom vremena.

Nestacionarne vremenske serije su one kod kojih je kretanje vremenske serije nepredvidivo tokom
vremena.

Stacionarnost je bitan pojam u analizi vremenskih serija i bi¢e detaljnije opisan u narednim poglavljima.
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2.3. KOMPONENTE VREMENSKIH SERIJA

Komponente vremenskih serija su trend, sezonska, ciklicna i slu¢ajna komponenta. Vremenska serija
ne mora da sadrZi sve Cetiri navedene komponente, ali mora da sadrzi slu¢ajnu komponentu. U
nastavku teksta je objasnjena svaka od komponenti.

Trend predstavlja dugoro¢nu komponentu u kretanju vremenske serije.

MoZe biti rastudi ili opadajudi, u zavisnosti od toga da li vrednosti vremenske serije tokom vremena
sistematski rastu ili opadaju.

Takode, moze biti deterministicki ili stohasticki, u zavisnosti od toga da li se promene vremenske serije
tokom vremena mogu predvideti ili ne.

Identifikacija trenda predstavlja ozbiljan statisticki problem. Kako bi se on dobro izabrao i analizirao,
pretpostavlja se da se moze dobro aproksimirati prostom matematickom funkcijom koja moze biti
odredena aritmeticka sredina, polinom odredenog stepena, ili neka sloZenija funkcija.

Sezonska komponenta predstavlja pravilnost u kretanju vremenske serije koja se pojavljuje u okviru
jedne kalendarske godine. Sezonalnost je uvek fiksnog i poznatog perioda.

Vremenske serije koje imaju izrazenu sezonsku komponentu obi¢no se nazivaju sezonske vremenske
serije.

Primer vremenskih serija koje imaju izrazene sezonske varijacije su uvoz, izvoz, indeks industrijske
proizvodnje, javni prihodi itd.

Prisustvo sezonske komponente utiCe na to da postoji veéi stepen korelacije izmedu istih meseci
razli¢itih godina nego izmedu razli¢itih meseci iste godine.

Ciklicna komponenta predstavlja pravilnost u kretanju vremenske serije koja se pojavljuje sa periodom
razli¢itim od jedne godine. Na primer, trajanje neke mode tokom izvesnog broja godina i njene zamene
novom modom tokom sledecih godina, itd. U praksi, za komponentu trenda se pretpostavlja da
ukljucuje i ciklicnu komponentu.

Identifikacija ciklusa i periodi¢nosti je jedan od vaZnih zadataka analize jer omogucéava dobru prognozu
ponasanja bududéih vrednosti serije.

Sluéajna komponenta predstavlja promene u kretanju vremenske serije koje su slucajnog karaktera.
Ona je stacionarni proces, koji ¢e biti detaljnije objasnjen u daljem tekstu.

Na slici 2.3.1. prikazani su primeri vremenskih serija kod kojih je izrazen trend, ciklicna komponenta i

sezonska komponenta, respektivno. Sa X; je oznalena opservacija vremenske serije u trenutku t.
Oznake i pojmovi u analizi vremenskih serija detaljno ¢e biti opisani u poglavlju 2.5.

Xt X ‘ . Xt

) e @ £ : o 3
Slika 2.3.1. Vremenska serija sa izraZenim trendom (1), ciklicnim varijacijama (2) i sezonskim varijacijama (3)
(slika je preuzeta iz literature [3])

Da bi se uklonile deterministicke komponente iz vremenske serije (trend, sezonska i cikli¢na
komponenta), vremenska serija se moZe razloZiti na odvojene stacionarne i deterministicke
komponente. Taj metod se zove metod dekompozicije i detaljno ée biti opisan u poglavlju 3.
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2.4. CILJEVI ANALIZE VREMENSKIH SERUJA
Osnovni ciljevi u analizi vremenskih serija su:

Opisivanje vremenske serije (deskripcija) obezbeduje informaciju o osnovnim svojstvima vremenske
serije. Kako bi se izucile osnovne karakteristike vremenske serije koristi se graficki prikaz vremenske
serije i njene sumarne statistike. To je vrlo korisno jer se ¢esto tokom analize pokaZe da je npr. grafickim
prikazom dosla do izraZaja sustinska karakteristika posmatrane pojave, pa nema potrebe koristiti neke
od slozZenijih statistickih metoda analize vremenske serije. Opisivanjem vremenske serije moze se
dobiti informacija da li je vremenska serija stacionarna ili ne, postoje li specificnosti u kretanju
vremenske serije, da li je vremenska serija normalno raspodeljena, da li ju je potrebno transformisati,
itd.

Objasnjenje vremenske serije predstavlja izbor odgovarajuéeg matematickog modela koji opisuje
kretanje vremenske serije na zadovoljavajuéi nacin. Ako postoji viSe vremenskih serija mogude je
koristiti varijacije jedne vremenske serije u cilju objasnjenja varijacija u drugoj vremenskoj seriji.
Generalizacijom modela jednodimenzionih vremenskih serija dobijaju se modeli viSedimenzionih
vremenskih serija, npr. od autoregresionih modela dobijaju se takozvani vektorski autoregresioni
modeli.

Predvidanje vremenske serije odnosno prognoziranje buduéeg stanja vremenske serije. Na osnovu
proslih opservacija vremenske serije identifikuje se i oceni model vremenske serije, a nakon toga se taj
model koristi za prognoziranje buducéeg stanja vremenske serije. Koriste se razliciti statisticki testovi i
kriterijumi kojima se odreduje valjanost koriséenog modela u poredenju sa drugim konkurentskim
modelima.

U praksi se uvek polazi od opisivanja vremenske serije kako bi se najpre stekao pojam o osnovnim
svojstvima vremenske serije. Kao $to je receno, podaci se najpre predstavljaju graficki i posmatraju se
sumarne statistike, a zatim se radi niz narednih opisanih koraka, koji ¢e biti i prakticno prikazani u
poglavlju 5.

2.5. OSNOVNE OZNAKE | POJMOVI U ANALIZI VREMENSKIH SERUJA

U poglavlju 2.3. prilikom prikazivanja vremenskih serija graficki, sa X; je oznafena opservacija
vremenske serije u trenutku (periodu) t. Indeks t moZe oznacavati godinu, mesec, kvartal i slicno.

U prethodnom poglavlju spomenuto je i prognoziranje vremenske serije, pa se uvodi oznaka X,,(h),
koja predstavlja prognoziranu vrednost vremenske serije za h perioda unapred na osnovu prvih n
podataka. To je ocena nepoznatog nivoa vremenske serije u trenutku n + h, tj. X,, ;5. Period h za koji
se prognozira, naziva se horizont predvidanja (prognoziranja).

Izmedu ostvarene i prognozirane vrednosti postoje razlike, odnosno odstupanja. To odstupanje se
oznadava na slededi nacin: &, (h) = X4, — X, (h) i zove greska prognoze za h perioda unapred.

Uvode se i sledeci pojmovi koji ¢e biti bitni za kasniju analizu vremenskih serija:

Operator docnje (kasnjenja) prvog reda L: LX; = X;_;. Upotrebom operatora kasnjenja nivo
vremenske serije pomera se za jedan period unazad.

Operator diference (razlike) prvog reda A:
AXt == Xt - Xt—l == Xt - LXt - (1 - L)Xt
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Operator diference reda k, A, :
ApXp = Xe — Xp—i

Cesto se naziva i operator sezonske diference i primenjuje se u analizi kvartalnih i meseénih podataka
sa izrazenom sezonskom komponentom.

Bitni pojmovi u analizi vremenskih serija su pojam stacionarnosti i ergodi¢nosti.

Analiza vremenskih serija nije lak zadatak jer je prilikom modeliranja vremenske serije na raspolaganju
samo jedna realizacija na osnovu koje je potrebno zakljuciti o karakteristikama celog procesa. Da bi se
to postiglo mora da se uvedu ogranicenja na slucajni proces, a ti€u se vremenske homogenosti i
memorije procesa. Slucajni proces koji ispunjava oba ogranicenja zove se stacionarni i ergodicni proces.
Uvodi se i operativna definicija stacionarnosti koja je bazirana na momentima procesa- definicija slabe
stacionarnosti odnosno stacionarnosti drugog reda. Modeli vremenskih serija se uglavnom odnose na
ovu definiciju stacionarnosti. Stacionarnost je bitna jer vremenska nepromenljivost (stacionarnost)
svojstava serije omogucava predvidanje (modeliranje) dinamike serije u buduénosti.

Sledi pojasnjenje pojma i definicije.

Stacionarnost je svojstvo vremenske serije Cije se kretanje tokom vremena odvija po ustaljenom
obrascu. Postoje dva koncepta stacionarnosti:

(1) Stroga stacionarnost

(2) Slaba stacionarnost

Definicija 2.5.1: (Stroga stacionarnost vremenske serije) Za vremensku seriju X; kaZe se da je strogo
stacionarna ako za bilo koja dva prirodna broja n i k i bilo koju n- torku prirodnih brojeva (ty, ty, ..., t,)
slucajni nizovi (X¢,, X¢,» s Xe, ) # (Xey, 0 Xtporr o0 Xt ) iMaju istu raspodelu verovatnoce.

Dakle, vremenska serija je strogo stacionarna ako se njena svojstva ne menjaju transliranjem u
vremenu.

Uvode se i sledeci pojmovi:

Srednja vrednost procesa u; je

te = E(Xy)
Disperzija procesa je
of = E(Xe — up)?

Kovarijaciona funkcija izmedu X, iX; udvavremenska trenutkat; it je
Yt t2) = EXe, — e, ) (Xe, — Ue,)

Korelaciona funkcija izmedu X; iX;, je

p(ty,t) =

Definicija 2.5.2: (Slaba stacionarnost vremenske serije) Vremenska serija X; je slabo stacionarna
ukoliko zadovoljava sledece uslove:

(1) E(X;) = u = const,t = 1,2, ...

(2) 02 =E(X, — w)? = const,t = 1,2, ...

B)ytt—k)=FEX;: — WXy —w) =yk) =y, t =12,...k=12,..
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Navedeni uslovi sugeriSu da se srednja vrednost i disperzija slabo stacionarne vremenske serije ne
menjaju tokom vremena. Kovarijaciona funkcija izmedu svaka dva ¢lana ovakve vremenske serije je
funkcija vremenskog rastojanja (kasnjenja) izmedu njih.

Ako je vremenska serija strogo stacionarna onda je ona i slabo stacionarna jedino ako poseduje
konaénu disperziju, a obrnuto ne vazi.

Uslovi stroge i slabe stacionarnosti su ekvivalenti ako je zajednicka raspodela slu¢ajnog procesa
normalna i takav proces se zove Gausov slucajni proces (niz).

Definicija 2.5.3: Najjednostavniji stacionarni slu¢ajni proces naziva se beli Sum, oznacava se sa e;, t =
1,2, ...iima sledeéa svojstva:

(1) E(ep) =0,t =1,2, ...

(2) 02 = E(e;)? = const,t = 1,2, ...

(3) y(t,t — k) =E(eter_r) =0,t =1,2,....,k =1,2,...
Ako se navedenim uslovima doda i uslov da su ¢lanovi niza nezavisne slucajne promenljive, Cija je
zajednicka raspodela normalna, onda se ovaj slucajni proces zove Gausov beli Sum.

Kako je ve¢ gore pomenuto, da bi se na osnovu jedne realizacije procesa zakljucilo o karakteristikama
celog procesa potrebno je pored ograni¢enja vremenske homogenosti uvesti i ogranicenje u pogledu
memorije procesa.

Pre nego Sto se definise ergodicnost slucajnih procesa, uvodi se pojam konvergencije u verovatnodi.

Definicija 2.5.4: Niz slucajnih veli¢ina (X,,) stohasti¢ki konvergira (konvergira u verovatno¢i) ka
slu¢ajnoj veli¢ini X, ako vazi:

(Ve>0) P(|X,— X| =€) —>0,n > oo,

P
Za konvergenciju u verovatnodi koristi se oznaka X, = X.
Sledi definicija ergodicnosti.

Definicija 2.5.5: Za slabo stacionarnu vremensku seriju X; sa E(X;) = u kaZze se da je ergodicna u
odnosu na srednju vrednost ako vazi slededi uslov:

— P
X->uT —> oo

gdeje X =~ (Xy + X, + -+ Xp) = 231, X;.

Dakle, vremenska serija je ergodi¢na u odnosu na srednju vrednost ako aritmetic¢ka sredina datog
skupa podataka konvergira u verovatnodi ka srednjoj vrednosti vremenske serije.

Ergodi¢nost se moZe posmatrati kao uslov koji osigurava da ¢e memorija procesa merena sa y,, slabiti
uprosecavanjem tokom vremena i uveden je kako bi se omogucilo modeliranje vremenske zavisnosti
slucajnog procesa koris¢enjem konacnog skupa parametara.

Dovoljan uslov je i slededi:

+00
$ e

k=—0o0

da bi stacionarna vremenska serija bila ergodi¢na u odnosu na srednju vrednost.

Ergodicnost je ispunjena za vecinu stacionarnih procesa koji se srecu u praksi. Ako je proces ergodican
znaci da vremenski prosek za jednu realizaciju procesa konvergira ka proseku celog ansambla
realizacija.
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Ogranicenja na vremensku heterogenost i memoriju procesa obezbeduju izvodenje asimptotskih
rezultata bitnih za statisticko zakljucivanje u okviru analize vremenskih serija.

2.6. AUTOKOVARIJACIONA | AUTOKORELACIONA FUNKCUA

Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija omogucavaju sagledavanje korelacione strukture
vremenske serije sto omogudéava da se izabere odgovaraju¢i model stacionarne vremenske serije.
U prethodnom poglavlju definisan je pojam slabo stacionarne vremenske serije koji ¢e se ovde koristiti.

Definicija 2.6.1: Neka je X, slabo stacionarna i ergodi¢na vremenska serija, €ija je srednja vrednost u.
Autokovarijacioni koeficijent na docnji, (sa kasnjenjem k), y; za vremensku seriju X; definiSe se na
slededi nacin:

Yk = COU(Xt'Xt—k) = E(Xt - .u)(Xt—k - ,Ll),k =1.2,..

On predstavlja kovarijaciju izmedu vrednosti vremenske serije koje se nalaze na rastojanju k.
Definicija 2.6.2: Niz y4, y,, ... naziva se autokovarijaciona funkcija.

Za k = 0, autokovarijacioni koeficijent se svodi na disperziju procesa X;: yo = var(X;) =
E(X, — w2

Medusobna zavisnost izmedu clanova vremenske serije odraZava se i na vrednost koeficijenta
autokorelacije. Autokorelacioni koeficijent prvog reda je mera zavisnosti izmedu uzastopnih c¢lanova
serije, dok je autokorelacioni koeficijent k-tog reda mera zavisnosti izmedu svakog k-tog ¢lana.

Definicija 2.6.3: Autokorelacioni koeficijent na docnji k, p; predstavlja koeficijent korelacije izmedu
X i Xy idatjesa:

_cov(Xe, Xey)  _ cov(Xe, Xe—i) _ Vi s
k \/var(Xt)var(Xt_k) var(X;) o 02,

Definicija 2.6.4: Skup autokorelacionih koeficijenata p4, p,, ... koji su uredeni u odnosu na vreme
naziva se autokorelaciona funkcija.

Definicija 2.6.5: Graficki prikaz vrednosti autokorelacionih koeficijenata u odnosu na docnje 1,2,..
zove se korelogram.

U nastavku se definisu ocene autokovarijacione i autokorelacione funkcije.
Neka je niz X1, X5, ..., Xt slabo stacionarna i ergodi¢na vremenska serija obima T.

Definicija 2.6.6: Kao ocenu srednje vrednosti u koristi se aritmeticka sredina X,
= 1 1
X = ;(X1 + X+ -+ Xp) = T 1 X

Definicija 2.6.7: U literaturi se najcesée predlaZzu sledeée dve ocene autokovarijacionih koeficijenata
Vi:
1 T
Lf=% ) K== 5

t=k+1

10
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T
R 1 _ _
2= ) =D K= Dk =12,

t=k+1

Definicija 2.6.8: Ocena autokorelacionog koeficijenta p; se definise na sledeci nacin:

A T v v
~ Yk _ i=k1(Xe = X)(Xp—g — X) _
P =—= T == k=12, ..
Yo Yi=1(Xe = X)
Definicija 2.6.9: Graficki prikaz ocena autokorelacionih koeficijenata u odnosu na docnje 1,2,... naziva
se uzoracki korelogram i uobicajeno se oznacava sa ACF (engl. autocorrelation function).
Uzoracki korelogram sluzi za prepoznavanje modela stacionarnih vremenskih serija i pomocu njega se
moZze proceniti i da li vremenska serija ima trend, sezonsku komponentu, ili obe komponente. U
poglavlju 5 ovo ce biti prakti¢no prikazano.

U opsStem slucaju vremenskih serija o¢ekuje se da medusobna zavisnost ¢lanova serije opada sa
kasnjenjem k (pretpostavlja se i dalje stacionarnost i ergodi¢nost vremenske serije). Ako je vremenska
serija sastavljena od medusobno nezavisnih ¢lanova, svi autokorelacioni koeficijenti su jednaki nuli. S
obzirom da se na osnovu uzorka ne mogu dobiti koeficijenti korelacije jednaki tacno nuli, potrebno je
odgovarajuc¢im testom utvrditi da li se oni znacajno razlikuju od nule. Jedan od takvih testova je
Bartletov? test (metod) koji je detaljno opisan u nastavku.

Ocena autokorelacionog koeficijenta, gy, pod opstim uslovima je konzistentna ocena py, a na uzorcima
malog obima ona je i pristrasna, pri ¢emu je pristrasnost reda 1/T.

Ako se pretpostavi da su ¢lanovi vremenske serije medusobno nezavisne i jednako raspodeljene
slu¢ajne promenljive sa konacnom disperzijom, ocena p, za k # 0 je asimptotski normalno
raspodeljena sa parametrima 0 i 1/T, tako da slu¢ajna promenljiva p, VT asimptotski ima normalnu
standardizovanu raspodelu.

Ako je vremenska serija slabo stacionarna i ako se moze izraziti u funkciji od normalno raspodeljene
slu¢ajne komponente, za p, =0, k> 1, ocena P, je asimptotski normalno raspodeljena sa

disperzijom %[1 + 2p? + 2p3 + -+ 2p}]. Dakle, oceni p, odgovara disperzija 1/T, p, disperzija
%[1 + 2p2] itd.
Dakle, postoje dva pristupa u odredivanju disperzije ocene p:

1) Gruba aproksimacija, podrazumeva da je korelacija izmedu vremenske serije zanemarljivo mala
1

.

2) Bartletov metod- vodi racuna o korelaciji izmedu ¢lanova vremenske serije. Tada je var(py) =

~[1+2p2 +2p2 + - +2pE]1 < k.

(p1 =0,p, =0,..). Tada je var(py) =

Ocena disperzije Py, s2(py) je tada:
1) % (Gruba aproksimacija)

2) % [1+2p% + 2p% + --- + 2p}] (Bartletova formula)
Jedan od osnovnih zadataka analize vremenskih serija je identifikacija docnji na kojima postoji
statisticki znacajna korelacija ¢lanova vremenske serije. Zato se proverava vrednost nulte hipoteze

Hy: p, = 0, protiv alternativne Hy: p, # 0,k = 1,2, ...

Ako se koristi gruba aproksimacija postupak testiranja je slededi:

1 M. S. Bartlett (1910- 2002), engleski statisticar.
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Ukoliko je ta¢na nulta hipoteza, koli¢nik S(ﬁﬁ") ima N(0,1) raspodelu. Kada se s(py) zamenisa/1/T
k
dobija se da slu¢ajna veli¢ina p, VT ima normalnu standardizovanu raspodelu. Odavde sledi:

-1.96

T

P|-1.96 < piVT < 1.96] = 0.95,1j. P[22 < f, < 22| = 0.95.

6
\NT

Nulta hipoteza o odsustvu autokorelacije na docnji k se ne moZe odbaciti ukoliko je ocena
autokorelacionog koeficijenta na toj docnji k, pj, element intervala (—1.96/VT, 1.96//T).

Nulta hipoteza se odbacuje na niovu znacajnosti 5% i prihvata alternativna o postojanju autokorelacije
na docnji k, ako ocena autokorelacionog koeficijenta p, ne pripada intervalu (—1.96/vT,1.96 /vT).

Bartletov test je test slu€ajnosti, pa se hipoteze H, i H; mogu definisati i na sledeci nacin:
Hy: Niz je slu¢ajan (€lanovi vremenske serije su medusobno nezavisni)
H;: Niz nije slu¢ajan (¢lanovi vremenske serije su medusobno zavisni)

Detaljnije o testiranju slucajnosti bi¢e opisano u narednom poglavlju.

2.7. TESTOVI SLUCAINOSTI

Testiranje slucajnosti je od velikog znacaja u statistickoj analizi podataka jer je dosta nacina statisticke
analize zasnovano na pretpostavci da podaci obrazuju sluc¢ajan uzorak. U kontekstu analize vremenskih
serija, testiranjem slucajnosti serije reziduala proverava se adekvatnost modela.

Cilj je dakle proveriti da li je vremenska serija slucajan uzorak, odnosno proveriti hipotezu o slu¢ajnosti.
To podrazumeva da se radi o realizacijama nekog niza slucajnih veli¢ina X;, X5, ..., X,_1, X;, koje su
medusobno nezavisne i imaju istu raspodelu verovatnoca.

Polazna hipoteza oznacava se sa H i zove nulta hipoteza. Ona oznacava slu¢ajnost u gore navedenom
smislu. Ispravnost te hipoteze znaci da se postojeéi podaci pri izu¢avanju mogu uzeti u proizvoljnom
poretku.

Ako ova hipoteza ne vazi, onda se postojeci vremenski redosled podataka ne sme menjati.

Izbor nacina proveravanja nulte hipoteze zavisi od alternativnih pretpostavki. One se razlikuju od testa
do testa i neke test statistike su viSe, a neke manje osetljive na odredene alternativne hipoteze.

Neki od testova su: Test taCaka zaokreta, Test taCaka rasta, Test razlika rangova, Fon Nojmanov i
Bartelsov test, Kendalov test, Ficov test, Goldov test...

U prethodnom poglavlju 2.6. je bio prikazan i test pomocu serijskih korelacija.

Za proveru da li postoji autokorelacija sa korakom 1 mozZe se koristiti test Durban- Vatsona. Takode se
za proveru slucajnosti moze koristiti i Boks- Pirsov i Ljung- Boksov test.

U ovom poglavlju koris¢ena je literatura [1], [2], [3], [15], [20].
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3. METOD DEKOMPOZICIJE VREMENSKIH SERUA

Postoje razliCiti pristupi analizi vremenskih serija i u skladu sa tim, razli¢iti metodi. U ovoj sekciji biée
opisan metod dekompozicije, koji ¢e biti detaljnije razmatran u ovom radu.

Metod dekompozicije vremenskih serija polazi od pretpostavke da je vremenska serija sadinjena od
Cetiri komponente: trenda, ciklicne komponente, sezonske komponente i slu¢ajne komponente.
Dekompozicija sa jedne strane predstavlja razlaganje vremenske serije na njene komponente, dok sa
druge strane predstavlja mogucnost da se pojedine komponente po potrebi eliminisu iz vremenske
serije. U literaturi se ovaj metod zove i klasicni metod statisticke analize.

U postupku primene metoda dekompozicije trend, cikli¢na i slu¢ajna komponenta se ocene na osnovu
raspoloZivih podataka, a zatim se njihovom ekstrapolacijom formira prognoza buduéih vrednosti
vremenske serije. lako se ova metoda moze koristiti za predvidanje, njena osnovna primenljivost je
bolje razumevanje vremenskih serija.

Postupci dekompozicije koriste se u vremenskim serijama za opis trenda i sezonskih faktora u
vremenskoj seriji. OpSirnija dekompozicija moze takode da ukljuci dugotrajne cikluse, efekte praznika,
efekte dana u nedelji i tako dalje.

Jedan od glavnih ciljeva dekompozicije je ocena sezonskih efekata koji se mogu koristiti za kreiranje i
prikazivanje sezonski prilagodenih vrednosti. Sezonsko prilagodavanje uklanja sezonske efekte tako da
se trendovi mogu videti jasnije.

Mnoge poslovne i ekonomske vremenske serije odrzavaju i objavljuju vladine agencije kao $to su Biro
za popis i Biro za statistiku rada. Ove agencije koriste dekompoziciju vremenskih serija da bi kreirali
desezonirane vremenske serije.

Razumevanje Sta se zaista deSava sa vremenskim serijama Cesto zavisi od koris¢enja desezoniranih
podataka.

Primer 1: Moglo bi biti od interesa da li se potrosnja elektri¢ne energije poveéava u nekom podrucju.
Pretpostavlja se da se zna da je potrosnja elektri¢ne energije u septembru smanjena za 3% u odnosu
na prethodni mesec. Potrebno je biti oprezan pri koriséenju takvih podataka, jer kad god je prisutan
sezonski uticaj, takva poredenja mogu biti pogre$na ako podaci nisu desezonirani. Cinjenica da je
potrosnja elektricne energije smanjena za 3% od avgusta do septembra moze biti samo sezonski efekat
povezan sa smanjenjem upotrebe klima uredaja, a ne zbog dugoro¢nog pada upotrebe elektri¢ne
energije. Nakon prilagodavanja sezonskom ucinku, moglo bi se na primer ustanoviti da se upotreba
elektricne energije ¢ak i povecala.

Primer 2: U mnogim regionima SAD nezaposlenost se smanjuje tokom leta usled povecane zaposlenosti
u poljoprivrednim oblastima. Stoga pad stope nezaposlenosti u junu u odnosu na maj ne znaci nuzno
da postoji trend smanjenja nezaposlenosti u zemlji. Da bi se videlo da li postoji pravi trend, trebalo bi
se prilagoditi Cinjenici da je nezaposlenost u junu uvek manja nego u maju.

Mnoge druge vremenske serije, koje se odnose na statistiku nezaposlenosti, kuénu prodaju i
maloprodaju, izloZene su snaznim sezonskim uticajima. Vazno je desezonirati takve podatke pre nego
Sto se donese zaklju¢ak o postojanju bilo kakvog dugoro¢nog trenda.

Ukoliko se uklone i trend i sezonske varijacije, mogu se modelirati slu¢ajne greske kao neki oblik
stacionarnog procesa.

Da bi dekompozicija serije bila uspesno izvedena, pre svega je potrebno odrediti da li je u pitanju
aditivna serija (kod koje je opservacija vremenske serije jednaka zbiru komponenti), multiplikativha
serija (kod koje je opservacija vremenske serije jednaka proizvodu komponenti), ili neka "srednja"
varijanta (mesoviti model vremenske serije). Opis ovakvih modela dat je u poglavlju 4.

13
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3.1. OSNOVNI KORACI DEKOMPOZICIJE

1. Prvi korak je ocena trenda. Za to bi se mogla koristiti dva razlicita pristupa (sa varijacijama svakog).
Jedan od pristupa je oceniti trend postupkom izravnavanja, poput metode pokretnih proseka. Uz ovaj
pristup se ne koristi jednacina za opisivanje trenda. Drugi pristup je modeliranje trenda regresijskom
jednacinom.

Sledi objasnjenje prvog postupka.

Neka je {X;,t = 1, ...,n} vremenska serija i pretpostavlja se da u seriji postoje znacajne fluktuacije.
Tada se izravnavanje moZze sprovesti formiranjem klizecih sredina na slededi nacin:

L Xt Xo+Xs o Xyt XatX, Xney + Xn_1+Xy,

2 3 » A3 — 3 ""!Xn—l_ 3

Na taj nacin se dobija nova vremenska serija X, X3, ..., X,,_2, Xp_1.
Racunanje se generalno moze vrsiti i pomocu (2m + 1) tacaka:

1
7 oam+1

m
Z Xt+j,t=m+1,n—m
j=-m

. . . 1 v .
sa jednakim ponderima ¢; = P ili sa opstim ponderima:

m
X = 2 ¢Xerj,t=m+ILn—m
j==m
koji zadovoljavaju uslov
m
VC]'>0, z Cj=1.

j=-m
Dakle, vrednost trenda u vremenskoj seriji u momentu t se ocenjuje vredno$¢u X,.

2. Drugi korak je uklanjanje trenda iz vremenske serije. Za aditivnu dekompoziciju vrsi se oduzimanje
ocena trendova iz serije. Za multiplikativhu dekompoziciju vrSi se deljenje serija ocenjenim
vrednostima trenda.

3. Zatim, sezonski faktori se ocenjuju koris¢enjem vremenske serije iz koje je uklonjen trend. Za
mesecne podatke, to podrazumeva ocenu ucinka za svaki mesec u godini. Za kvartalne podatke, to
podrazumeva ocenu ucinka za svako tromesecje. Najjednostavnija metoda za ocenu ovih efekata je da
se uradi prosek de- trendiranih vrednosti za odredenu sezonu. Na primer, da bi se postigao sezonski
efekat za januar, uradi se prosek de- trendiranih vrednosti za svaki mesec januar u vremenskoj seriji, i
tako dalje.

Broj sezonskih faktora jednak je frekvenciji vremenske serije (npr. mesecni podaci = 12 sezonskih
faktora, kvartalni podaci = 4 itd.).

4. Sezonske efekte bi trebalo normalizovati.

- Za aditivni model, sezonski efekti se obi¢no prilagodavaju tako da prosek s sezonskih komponenti
bude 0 (ovo je ekvivalentno tome da njihov zbir bude jednak 0);

- Za multiplikativni model, s sezonskih efekata su prilagodeni tako da im je prosek 1 (ovo je
ekvivalentno tome da je njihov zbir jednak s);

14
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5. Sledecdi korak je odredivanje slu¢ajne komponente.

Za aditivni model: slucajna komponenta = vremenska serija — (ocenjeni)trend — (ocenjena)sezonska
komponenta.

Za multiplikativni model: slucajna komponenta = vremenska serija / ((ocenjeni)trend*
(ocenjena)sezonska komponenta)

6. Analiziranje slucajne komponente. Koji god metod dekompozije se koristio cilj je proizvesti
stacionarne reziduale.

7. Izbor modela koji odgovara stacionarnim rezidualima. Primer moZze biti neki od ARMA modela. Ovi
modeli ¢e biti detaljno objasnjeni u poglavlju koji sledi (4.2.).

8. Prognoziranje vremenske serije se moZe posti¢i prognoziranjem reziduala i kombinujuéi sa
prognozama trenda i sezonskim komponentama.

U sledec¢em poglavlju biée detaljnije opisani modeli vremenskih serija.

U ovom poglavlju koris¢ena je literatura [1], [3], [4], [5], [7], [13], [16] .
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4. MODELI VREMENSKIH SERIJA

4.1. OPIS MODELA

U sekciji 2.3. su opisane komponente vremenskih serija. Neka je X; opservacija vremenske serije u
vremenskom trenutku t kao Sto je definisano u sekciji 2.1. Uvode se sledec¢e oznake za komponente
vremenske serije:

ft —trend

S; — sezonska komponenta
C; — ciklicna komponenta
e; —slu¢ajna komponenta

4.1.1. ADITIVNI MODEL

Prema aditivnom modelu, varijacije pojave predstavljaju zbir trenda, sezonske, ciklicne i sluc¢ajne
komponente (ako se vremenska serija sastoji npr. od godisnjih podataka onda se iskljuCuje sezonska
komponenta):

Xt=ft+5t+Ct+et

Aditivni model pretpostavlja da se komponente vremenske serije menjaju nezavisno jedna od druge.
Na primer, povecanje trenda nece uzrokovati poveéanje sezonske komponente.

Ovaj model se koristi ako su sezonska, cikli€na i slu¢ajna komponenta nezavisne od ponasanja
(kretanja) trenda, tj. ako su sezonski efekti isti iz godine u godinu. Dakle, on je koristan kada je sezonska
varijacija relativno stabilna tokom vremena.

Primecuje se da u aditivnom modelu svaka komponenta ima istu dimenziju kao i originalna vremenska
serija. Desezonirani (sezonski prilagodeni) podaci se mogu izraziti sa:

SAt =Xt _St

Ogranicenja za aditivni model su:

1. Pretpostavlja se da su sezonska i slu€ajna komponente nezavisne od trenda
2. Sezonska komponenta ostaje stabilna iz godine u godinu

3. Sezonska fluktuacija u proseku iznosi nula tokom godine

S
ZS{:+]‘ = 0
j=1

sumiranjem po j za s = 12 za mesecne vremenske serije ili s = 4 za kvartalne vremenske serije.

4.1.2. MULTIPLIKATIVNI MODEL

Po multiplikativnom modelu podaci vremenske serije se predstavljaju kao proizvod trenda, sezonske,
cikli¢ne i slu¢ajne komponente:

Xe=ftStCereg

Multiplikativni model pretpostavlja da sve komponente medusobno zavise jedna od druge, pa stoga,
ako raste trend, fluktuacije izazvane sezonom, ciklusom ili slu¢ajnim kretanjem cée takode rasti.
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Ovaj model se koristi ako se sa povecavanjem (smanjivanjem) nivoa pojave proporcionalno povecava
(smanjuje) i uticaj sezonske komponente tokom vremena.

U multiplikativnom modelu trend ima istu dimenziju kao i originalna vremenska serija, medutim
sezonska i sluajna komponenta su bezdimenzijski faktori centrirani oko jedinice. Desezonirani podaci
mogu se izraziti sa:

SA _ X
t_St

Multiplikativni model zahteva ogranicenje

S
j=1

sumiranjem po j za s = 12 za mesec€ne vremenske serije ili s = 4 za kvartalne vremenske serije.

Ovo ogranicenje pomaze da se osigura da sezonski faktori ne obuhvate dugoroéne cikluse u vremenskoj
seriji. Na primer, ako sezonski faktori nisu centrirani oko jedinice, tj. ako je
Z§=15t+j # s gde je s broj perioda u godini, tada bi sezonski faktori obuhvatili neke od godi$njih
promena u osnovnom nivou serije. Sa druge strane, ograni¢avanje ovih sezonskih faktora na sumu s
tj. Z§=15t+j = s osigurava da sezonski faktori imaju prosek veli¢ine 1 i stoga ne daju zbirni doprinos
nivou serije tokom godine.

Kada je jedan period sezonski vedi (sezonski faktor veci od 1) u odnosu na ostale periode, mora
postojati barem jos jedan period koji to nadoknaduje tako Sto je sezonski nizak (sezonski faktor maniji
od 1), tako da je suma tokom 12 meseci ( ili 4 kvartala) perioda i dalje s.

Multiplikativni model moze takode biti zapisan u aditivnoj formi koris¢enjem logaritma:
logX, = logf; + logS; + logC; + loge;

Multiplikativni modeli ili log-adtitivni modeli se ne mogu koristiti kada originalna vremenska serija
sadrzi nule ili negativne vrednosti. U ovom slu¢aju moZze se koristiti me3Soviti model.

4.1.3. MESOVITI (KOMBINOVANI) MODEL

Ako se radi o meSovitom modelu podaci o pojavi mogu da budu rezultat razli¢itih kombinacija dejstva
trenda, sezonske, cikli¢ne i slu¢ajne komponente, na primer:

Xe=fc"Se-Cete
Jedan od primera mesovitog modela je i pseudo-aditivni model. Njegova formula je:
Xe=fe Co-(Set+e—1)

On kombinuje elemente aditivnih i multiplikativnih veza i pretpostavlja da su sezonska i slucajna
komponenta zavisne od trenda, ali nezavisne medusobno.

Uklanjanje multiplikativne veze izmedu sezonske i slu¢ajne komponente je posebno korisno ako serija
sadrzi jednu ili viSe nula vrednosti. To je zato Sto aditivna veza izmedu sezonskih i slu¢ajnih komponenti
omogucava bilo kojoj od njih da apsorbuje nula vrednosti bez naruSavanja ponasanja trenda
vremenske serije.

Ovaj model se mozZe zapisati i na slededi nacin:

Xe=fe+tfe-Se—D+fe-(ee— 1)
=f- (St te —1)
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Kao i kod multiplikativhog modela, i u pseudo-aditivnom modelu trend ima iste dimenzije kao u
originalnoj vremenskoj seriji, a sezonske i slu¢ajne komponente nemaju dimenziju. Desezonirani
podaci se mogu definisati na sledeci nacin:

SAr=Xe—fe - (Sc— 1)

| kod pseudo-aditivnog modela, kao i kod multiplikativhog, sezonska i slu¢ajna komponenta su
centritrane oko jedinice. Zato mora da se oduzme 1 od S; i e; i omoguci da su izrazi f; - (Sy — 1) i

ft - (e; — 1) centrirani oko nule.

Ovi izrazi se mogu tumaciti kao aditivna sezonska i aditivna slu¢ajna komponenta, i posto su centrirani
oko nule, originalne vrednosti X; bice centrirane oko vrednosti trenda f;.

4.1.4. KAKO ODABRATI ODGOVARAJUCI MODEL

Da bi se odabrao odgovaraju¢i model vremenske serije potrebno je pre svega ispitati originalnu
vremensku seriju, a zatim iisprobati niz modela i pronaci najpogodniji.

Nekada se odmah pomodcu grafickog prikaza vremenske serije moze dobiti zaklju¢ak koji je model
odgovarajuci, a nekad je potrebna detaljnija analiza.

Kao sto je i re¢eno u poglavlju 4.1.1., aditivni model je koristan kada je sezonska varijacija relativno
konstantna(stabilna) tokom vremena, dok je multiplikativni model koristan kada se sezonska varijacija
npr. povecava tokom vremena (poglavlje 4.1.2.).

Prilikom analize ekonomskih pojava najéesée se koristi multiplikativni model po kome je uticaj faktora
koji deluju na komponente relativan. Tacnije, trend je iskazan u mernim jedinicama kao i sama
vremenska serija, a uticaji ostalih komponenti su dati u procentima od trenda (ili ostalih komponenti).
Kod aditivnih modela sve komponente su iskazane u istim jedinicama kao i originalna vremenska serija.
Multiplikativni modeli nisu pogodni ako su vrednosti nekih komponenti bliske nuli ili ako imaju
negativan predznak. Tada je uglavnhom najbolje koristiti neki mesoviti model.

Prilikom izbora modela koristan je metod dekompozicije koji je opisan u poglavlju 3. On daje prikaz
svake komponente, te se tako moZe jasno videti trend, sezonski obrazac ako postoji, kao i da li je
sluc¢ajna komponenta zaista slucajni obrazac.

Da bi se znalo koji model je odgovarajuéi za datu vremensku seriju potrebno je odrediti i
autokorelacione i autokovarijacione funkcije, zato Sto one imaju specificne oblike za pojedinacne,
razlicite modele. MoZe se koristiti graficki uzoracki korelogram pomocu kojeg se ispituje struktura
korelacije izvornih podataka, ali i slu¢ajne komponente modela i na osnovu toga doneti zakljuc¢ak o
modelu.

Pomoc¢u primera u poglavljima 5. i 6. koji slede bi¢e prakticno prikazan postupak odabira
odgovarajué¢eg modela vremenskih serija.

4.2. MODELI AR, MA, ARMA, ARIMA

U poglavlju 3 pomenuto je da je u koracima dekompozicije vremenskih serija potrebno napraviti izbor
modela koji odgovara stacionarnim rezidualima, te su stoga oni bitni i bice detaljno pojasnjeni u ovom
poglavlju. Pre nego $to se objasne modeli kojima se mogu opisati slabo stacionarne vremenske serije
uvodi se pojam linearnog procesa.

Prema Voldovoj? teoremi razlaganja svaka slabo stacionarna vremenska serija se moZe predstaviti kao
zbir jedne deterministicke komponente i jedne stohasticke komponente koje su medusobno
nekorelisane.

2H. 0. A. Wold (1908- 1992), $vedski matematicar
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Deterministicka komponenta predstavlja konstantu(srednju vrednost) i/ili fukciju linearnog trenda.
Ona se moze predvideti na osnovu informacija iz proslosti. Sa druge strane, slucajna komponenta se
ne moZze rekonstruisati prema sopstvenom kretanju iz proslosti.

Teorema 4.2.1 (Voldova teorema razlaganja): Neka je sa e; oznacen proces beli Sum. Stohasticka
komponenta slabo stacionarne vremenske serije X; moZe se predstaviti u formi linearnog procesa
oblika:

Xi—pu=e+Pieeq e+ = zlpiet—i WPo=1,
i=0

pri éemu je u = E (X;) deterministicka komponenta vremenske serije X;, dok su (1,5, ...) parametri
pomocu kojih je opisana dinamicka struktura vremenske serije i oni se uobicajeno nazivaju -ponderi.

Upotrebom operatora docnje prvog reda L, reprezentacija linearnog procesa se moze zapisati i na
slededi nacin:

Xe—p=e +ileg +yl% .. = (L+PiL +PoL% + P33 + ey = P(L)e;

Postoje tri vrste modela kojima se mogu opisati slabo stacionarne vremenske serije:
1. Autoregresioni modeli (AR)
2. Modeli pokretnih proseka (MA)
3. Autoregresioni modeli pokretnih proseka (ARMA)

4.2.1. AUTOREGRESIONI MODELI (AR)

Definicija 4.2.1.1: Autoregresioni modeli vremenskih serija su oni modeli u kojima se zavisna
promenljiva u trenutku t opisuje u funkciji od sopstvenih prethodnih vrednosti, tacnije, skup
objasnjavajucéih promenljivih su elementi iste vremenske serije samo u trenucimat — 1,t — 2, ..., t —
p.

Autoregresioni model reda p u oznaci AR (p) definise se na slededi nadin:

X = o1 X1 + P Xe o+ -+ PpXe oy t e
gde su ¢4, ¢, ... ,, autoregresioni parametri, a e; je proces beli Sum.

Autoregresioni model prvog reda zapisuje se u oznaci AR(1) i predstavlja se na sledeéi nacin:
Xe =1 Xt 1 te

Vremenska serija opisana ovim modelom je stacionarna ako je |¢;] < 1.
Ovakva vremenska serija se moze predstaviti kao specijalan slu¢aj linearnog procesa:

Xt =1 Xeq1 e
Xt = ¢1LXt + et
a- ¢1L)1Xt =€

=T n®
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1
(1-¢4L)
¢12L2 + ¢13L3 + --+) pa kad se ovaj izraz zameni u gornju jednacinu dobije se sledece:

Uz gore pomenut uslov |¢¢| < 1, izraz predstavlja zbir ¢lanova geometrijskog reda (1 + ¢, L +

Xe=(1+ ¢l + ¢ °L% + ¢ °L3 + -+ ey
2 3
=etdrec 1t Piiec ot Pie 3+
- —— ——
21 P Ps3
Dakle, autoregresioni model prvog reda je specijalan slucaj linearnog procesa pri uslovu i; = ¢1j,j =

1,2,3, ... 1zovogaslediidaje E(X;) = 0.
Slicno je i za modele ostalih redova.

4.2.2. MODELI POKRETNIH PROSEKA (MA)

Definicija 4.2.2.1: Model pokretnih proseka reda q u oznaci MA(q) definiSe se na sledeci nacin:

Xe=e —01ec 1 — 06— —0Oger g

gde je sa e, oznacen proces beli Sum, dok su 84, 05, ... 6, parametri modela.

Nivo vremenske serije u trenutku t se opisuje u funkciji od ¢lanova procesa belog Suma u trenucima
t,t—1,..t—q.

S obzirom da je e; beli Sum, zaklju¢ujemo da je E(X;) = 0.

| ovaj model je specijalan slucaj linearnog procesa:
Xe=e+iep g +Pre o+

Gde je l/Jl = _91, l/JZ = _92,..., '(/)q = _gq, l/)] = 0, ] > q.
Linearni proces se moze oznaciti kao MA model beskonac¢nog reda, MA(o).

4.2.3. AUTOREGRESIONI MODELI POKRETNIH PROSEKA (ARMA)

Definicija 4.2.3.1: Autoregresioni model pokretnih proseka u oznaci ARMA(p, q), gde je p red
autoregresione komponente i g red komponente pokretnih proseka definiSe se na sledeci nacin u
obliku opste forme:

(1 =1L — ppl? — = PpLP) Xy = (1 — O,L — 0,1 — - — 6,19 e,
D(L) o(L)

Proces e; je beli Sum, dok polinomi ®(L) i ®(L) opisuju respektivno, autoregresionu komponentu i
komponentu pokretnih proseka vremenske serije X; i pretpostavlja se da ne sadrZe zajednicke faktore.
Model ARMA(p, q) obuhvata kao specijalne sluc¢ajeve prethodno razmatrane modele AR(p) i MA(q)
na slededi nacin: ARMA(p,0) = AR(p), ARMA(0, q) = MA(q).

4.2.4. AUTOREGRESIONI MODELI POKRETNIH PROSEKA ZA INTEGRISANE VREMENSKE SERIJE
(ARIMA)

Definicija 4.2.4.1: Autoregresioni model pokretnih proseka za integrisane vremenske serije u oznaci
ARIMA(p, d, q), gde je p red autoregresione komponente, d nivo integrisanosti vremenske serije i g
red komponente pokretnih proseka opisuje se slede¢om formulom:
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(1= 1L — L% — - — ¢, LP) (1 — L)X, = Oy + (1 — 1L — 0,17 — - — ,LT) e,
D(L) o(L)

Proces e; je beli Sum, dok polinomi ®(L) i ©(L) opisuju respektivno, autoregresionu komponentu i
komponentu pokretnih proseka stacionarne vremenske serije (1 — L)%X, i pretpostavlja se da ne
sadrzZe zajednicke faktore.

Ovaj tip modela obuhvata kao specijalne sluc¢ajeve prethodno razmatrane modele na sledeci nacin:
ARIMA(p,0,0) = AR(p), ARIMA(0,0,q) = MA(q), ARIMA(p,0,q) = ARMA(p, q),
ARIMA(0,0,0) je beli Sum.

4.3. SEZONSKE VREMENSKE SERIJE

U sekciji 2.3. definisana je sezonska komponenta vremenske serije i u ovom poglavlju ée biti razmatrani
modeli koji ukljuéuju tu komponentu. Vremenske serije koje sadrze sezonsku komponentu nazivaju se
i sezonske vremenske serije.
Prilikom modeliranja sezonskih vremenska serija znacajan je operator sezonske diference Ay koji je
opisan u sekciji 2.5.:

AsXe = Xp — Xp-s = (1 - L)X,

Ovim se dovode u vezu dve vrednosti vremenske serije koje se nalaze na rastojanju s. Trenutak koji
kasni s perioda za tekuéim naziva se sezonska docnja.

Sezonska priroda moze biti deterministi¢ka ili stohasticka, u zavisnosti od toga da li se sezonske
varijacije menjaju tokom godina ili ne.

Ako je sezonska priroda deterministicka, ona se modelira ukljuivanjem sezonskih vestackih
promenljivih, dok se stohasti¢ka sezonska komponenta opisuje posebnom vrstom ARIMA modela, koji
se nazivaju sezonski ARIMA modeli.

Stohasticke varijacije sezonskog karaktera se mogu modelirati kroz dve komponente:

1. Aditivna sezonska komponenta- sezonske varijacije se dodaju ostalim varijacijama koje se
modeliraju elementima ARIMA modela.

Model sa sezonskom komponentom aditivnog tipa je:

Xt = et - Qlet_l - @et_s == (1 - glL - @Ls)et
2. Multiplikativna sezonska komponenta- predstavlja interaktivno dejstvo svih varijacija, tj. potrebno
je ukljuciti one komponente koje ¢e biti proizvod standardnih i sezonskih komponenti.
Model sa sezonskom komponentom multiplikativnog tipa je:

Xt =e — 6161 —Oer_g+ 6,051 = (1—6,L)(1—OL%)e,

Pri éemu su, u oba slucaja 6, i © parametri modela za koje vazi 0 < |6;] < 1,0 < |@] < 1 dok je sae;
oznacen beli Sum.

Na osnovu autokorelacione i autokovarijacione funkcije uocavaju se razlike izmedu aditivne i
multiplikativne vremenske serije.

Primer autokorelacione i autokovarijacione funkcije modela sa aditivhom sezonskom komponentom:

Yk = EXeXe—i) = E(er — 016,71 — Oer_g)(er—k — O1€r_k—1 — Oer_j_s)
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( (1+6,°+0%)0% k=0
—0,0?, k=1
6,002, k=s-1
—00?, k=s
k 0, za ostale vrednosti k
1, k=0
_—91 =1
1+46,%+02 -
6,0
=/ —, k=s-1
1+6,°+ 062
_G) k _
1+6,%+02 =
\ 0, za ostale vrednosti k

Primer autokorelacione i autokovarijacione funkcije modela sa multiplikativnom sezonskom

komponentom:

Yk = EQX¢ Xk )E(er — 01601 — Oep_s + 010e;_g_1) (et — 0181 — Oer_g_s + 0,10e;_j_5_1)

I
A

Yk

k Yo

( (1+6,%+0%+0,°0%)0?,
(=6, — 6,0%)0%,
6,002,
(-0 -6,%0)0?,
0,002,
\ 0,

( 1,

—6, — 0,02
146,24+ 02+0,%°0%
6,0
146,°+02%+6,°02’
-0 —0,%0
1+6,%402+0,%02
6,0
146,24 02+0,%°0%’

4.3.1. SEZONSKI ARIMA

0,

MODELI

k=0
k=1
k=s-1
k=s
k=s+1

za ostale vrednosti k

k=0
k=1
k=s-1
k=s
k=s+1

za ostale vrednosti k

Sezonski ARIMA model sa multiplikativnom sezonskom komponentom se opisuje slede¢om formulom:
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(1 — @1L5 — DyL2 — oo — DpLP) (1 — gL — L% — - — ¢pLP) (1 — L5)P (1 — L)X, =

(1 —01L5 — 0,12 — - — 0o L) (1 — 611 — 0,12 — -+ — 6,LY)e,
Pri ¢emu je s period sezone, @, ®,, ..., ®p su parametri sezonske regresione komponente reda P,
01,03, ...,00 su parametri sezonske komponente pokretnih sredina reda @, D nivo sezonske
integrisanosti. Ostali parametri definisani su u poglavlju 4.2.
Ovaj model se moze zapisati u oznaci ARIMA (p,d,q) X (P,D, Q).

4.3.2. PRIMERI SEZONSKIH ARIMA MODELA

U ovom poglavlju dati su neki primeri sezonskih ARIMA modela.

4.3.2.1. Sezonski autoregresioni model prvog reda

Ovaj model se zapisuje u oznaci AR(1),. Prethodno opisan model svodi se na ovaj model prvog reda
zZaP=1p=q=Q=d=D=0:

(1 - q)lLS)Xt = et, |q)1| < 1
Xy =P X5+ e

Autokorelaciona funkcija je:
Prs = P15 k=12, ...

Koeficijenti autokorelacione funkcije sadrze nenulte vrednosti iskljuivo na sezonskim docnjama
s, 2s, 3s,... dok vrednosti opadaju po eksponencijalnoj putaniji.

4.3.2.2. Sezonski integrisani model prvog reda

Ako je kod prethodnog modela AR(1); parametar ®; jednak jedan, onda se opsti model
ARIMA (p,d,q) X (P,D, Q) svodi na model oblika ARIMA (0,0,0) x (0,1,0);gdejeD =1,P =p =
q = Q = d = 0 i zapisuje na slededi nacin:

(1-LX, = e

Ovako definisana vremenska serija naziva se slucajan hod sezonskog tipa. Autokorelaciona funkcija
vremenske serije postepeno opada tokom vremena po sezonskim docnjama s, 2s, 3s,... Opadanje se
ostvaruje od vrednosti koja je bliska vrednosti jedan. Ovaj vid nestacionarnosti moze da se otkloni
primenom sezonskog diferenciranja: A X; = (1 — L)X, = X; — Xi_g = e;.
4.3.2.3. Sezonski model pokretnih proseka prvog reda
Ovaj model se zapisuje u oznaci MA(1), i dobija se iz poetnogmodelazaQ =1,P=p=q=D =
d=0:

Xe=(1—-0,L%)e;

X =e — 018

Autokorelaciona funkcija u modelu MA(1), ima jednu nenultu vrednost na sezonskoj docnji s:
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1, k=0
__ 6
Pk = (1+012) ,k—S

0, za ostale vrednostik

4.3.2.4. ,Vazduhoplovni model”

Model je dobio naziv po engleskom terminu ,airline model“. Ova specifikacija koris¢ena je viSe puta u

literaturi za modeliranje vremenske serije koja predstavlja broj prevezenih putnika u vazdusnom

saobradaju.

Specifikacija ovog modela dobija se polazedi od pocetnog modelazaD =d =q=Q =1,P=p =0:
1-LA-LD)X:=(1-6,L)1—-0,L%)e;,0<16,]<1,0<]|04] <1

AR deo modela se sastoji od redovne i sezonske razlike, dok MA deo ukljucuje dva parametra.

Ovo je integrisana sezonska vremenska serija prvog reda. Da bi se dobila stacionarna reprezentacija

vremenske serije potrebno je primeniti operatore prve i sezonske diference:

AKX, =1 -L)A - L)Xy =Xy — Xp 1 — Xeos + X1

Tako dobijena vremenska serija predstavlja multiplikativni model pokretnih proseka i on je opisan u
sekciji 4.3. Takode, autokorelaciona funkcija je definisana u istoj sekciji i ona je ista za ovaj model.

Ovaj model ima Siroku primenu u modeliranju sezonskih vremenskih serija.

U ovom poglavlju koris¢ena je literatura [2], [4], [5], [7].
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5. PRIMENA METODA DEKOMPOZICUE | IZBOR MODELA

U ovom poglavlju biée prikazana primena metoda dekompozicije na raznim primerima vremenskih
serija koris¢enjem razli¢itih mogucnosti programskog jezika R. Takode Ce biti razmatrano koji je model
odgovarajudi za razlicite vremenske serije.

U poglavlju 3 je navedeno da metod dekompozicije polazi od pretpostavke da je vremenska serija
sacinjena od cetiri komponente: trenda, ciklicne komponente, sezonske komponente i slucajne
komponente.

Vremenska serija moze biti i ,nesezonska”, odnosno moze da se sastoji samo od trenda i slucajne
komponente i moZe se opisati aditivnim modelom. Dekompozicija mozZe biti izvrSena i za ovakvu
vremenskom seriju, ocenjivanjem trenda i slu¢ajne komponente. Medutim, u ovom radu ée biti fokus
na one vremenske serije koje imaju sezonsku komponentu i za njih ¢e biti prikazan postupak
dekompozicije.

Osnovna i najstarija funkcija za ovaj metod je decompose() koja je deo R baze.

Prednost ovog metoda je to $to je lak i jednostavan za upotrebu. Njime se brzo dobija predstava o
podacima i pruza pocetnu tacku za dalje istrazivanje podataka.

Nedostaci: Prvih nekoliko opservacija daju N/A vrednosti, jer metod koristi pokretne proseke koji
zahtevaju neke pocetne podatke.

Metod je takode spor da bi se uodili brzi porasti u skupu podataka, a uz to model pretpostavlja da
sezonska komponenta ostaje stabilna.

Ovo je pretpostavka koja postaje problemati¢na kada imamo veoma dugu vremensku seriju sa veéom
Sansom za sezonske promene.

Vecina slabih tacaka osnovne verzije metoda pokriveno je alternativnim metodama.

Najbolje funkcije za ovaj metod nalaze se u R bazi i u paketima Forecast i Seasonal:

Jedan od alternativnih metoda je takozvani stl metod, i u R bazi takode postoji funkcija stl().

Jos neki od alternativnih metoda su SEATS i x11. Ako se ovi metodi pokredu, potreban je paket Seasonal
i funkcija seas(). Ova funkcija je vrlo svestrana i ima na raspolaganju nekoliko metoda tako da se mogu
prilicno dobro pokriti i uporediti svi uobic¢ajeni metodi dekompozicije.

Postoje i dodatne funkcije iz paketa Forecast koje integriSu decompose i stl generisane objekte i
omogucavaju prognoziranje podataka sa tim objektima.

25



Multiplikativni modeli vremenskih serija | Sonja Jovanovié¢

5.1. PRIMER 1

Za ovaj primer koristi se nottem skup podataka koji se nalazi u R bazi podataka. On predstavlja
prosecne mesecne temperature u Notingemu, od 1920. do 1939. godine. Tacnije, ovaj skup podataka
je vremenska serija koja sadrzi prosene temperature vazduha u zamku Notingema izrazene u
Farenhajtima tokom 20 godina.

Prikazuju se prvo vrednosti skupa podataka, a zatim i sumarne statistike pomocu funkcije summary() i
sd(). Funkcijom summary() se dobijaju podaci o minimalnoj vrednosti, medijani, srednjoj vrednosti itd.
Funkcijom sd() racuna se standardna devijacija.

Kako bi se dobio bolji uvid u podatke podaci se predstavljaju i graficki pomocu funkcije plot().

> nottem

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
1920 40.6 40.8 44.4 46.7 54.1 58.5 57.7 56.4 54.3 50.5 42.9 39.8
1921 44.2 39.8 45.1 47.0 54.1 58.7 66.3 59.9 57.0 54.2 39.7 42.8

1938 42.1 41.2 47.3 46.6 52.4 59.0 59.6 60.4 57.0 50.7 47.8 39.2
1939 39.4 40.9 42.4 47.8 52.4 58.0 60.7 61.8 58.2 46.7 46.6 37.8

> summary(nottem)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
31.30 41.55 47 .35 49.04 57.00 66.50

> sd(nottem)
[1] 8.572324

> plot(nottem, xlab="vreme", ylab="Prosecne mesecne temperature ",
+ main="Skup podataka nottem')

Skup podataka nottem

tne temperature
| |

che mesecne

Prose

30 35 40 45 50 55 60 65

1920 1925 1930 1935 1940

Vreme

Slika 5.1.1. Graficki prikaz nottem skupa podataka

Sa grafika se vidi da ovaj set podataka ima stabilnu sezonalnost i da nema trend. Udaljenost izmedu
uspona i padova u sezoni se ne povecava sa vremenom. Ako bi postojao trend u ovakvom sezonskom
skupu podataka, moglo bi se videti kako se vrhovi sezona pomeraju gore ili dole tokom celog raspona
vremenske serije. Kao Sto se ovde vidi, amplituda kretanja prema gore i dole u toku jedne sezone ostaje
stabilna, a vrhovi ostaju priblizno u jednoj liniji.

Dakle, ovaj set podataka se moze opisati aditivnim modelom.
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Kad god se koristi funkcija decompose(), potrebno je proveriti da li skup podataka ima unapred
postavljenu frekvenciju.

To se proverava pomocu funkcije frequency(), a takode moZze da se proveri i duZzina skupa podataka
funkcijom length().

> frequency(nottem)

[1] 12
> length(nottem)
[1] 240

Frekvencija u ovom slucaju iznosi 12 za 12 meseci, dok je duZina 240, sto predstavlja 20 godina (20x12).
Sada moze da se koristi klju¢na funkcija u proceduri. To je funkcija decompose() u R bazi, za koju takode
moze da se odredi i tip modela.

Za aditivni model: decompose(Ime vremenske serije, type = "additive")
Za multiplikativni model: decompose(lme vremenske serije, type ="multiplicative")

Vazno je da se kao preliminarni model mora koristiti naredba ts() da bi se definisao sezonski raspon za
seriju.

Za kvartalne podatke, to moZze biti: Ime vremenske serije = ts(Ime vremenske serije, freq = 4)

Za mesecne podatke, to moZze biti: Ime vremenske serije = ts(Ime vremenske serije, freq = 12)

Ovaj skup podataka je ve¢ vremenska serija koja ima frekvenciju 12, pa nije potrebno da se koristi
naredba ts().
Bira se type= "additive" kao parametar funkcije decompose() za aditivni tip modela.

> decompose(nottem, type = "additive")
$x
Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
1920 40.6 40.8 44.4 46.7 54.1 58.5 57.7 56.4 54.3 50.5 42.9 39.8
1921 44.2 39.8 45.1 47.0 54.1 58.7 66.3 59.9 57.0 54.2 39.7 42.8
1939 39.4 40.9 42.4 47.8 52.4 58.0 60.7 61.8 58.2 46.7 46.6 37.8
$seasonal
. Jan Feb Mar Apr May Jun
Ju
%3%24§9'3393640 -9.8998904 -6.9466009 -2.7573465 3.4533991 8.9865132 12.9
1921 -9.3393640 -9.8998904 -6.9466009 -2.7573465 3.4533991 8.9865132 12.9
672149
%é%g 59.3393640 -9.8998904 -6.9466009 -2.7573465 3.4533991 8.9865132 12.9
7214
Aug Sep oct Nov Dec
1920 11.4591009 7.4001096 0.6547149 -6.6176535 -9.3601974
1921 11.4591009 7.4001096 0.6547149 -6.6176535 -9.3601974
1939 11.4591009 7.4001096 0.6547149 -6.6176535 -9.3601974
$trend
Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Au
g Sep
1920 NA NA NA NA NA NA 49.04167 49.1500
0 49.13750
1921 49.56667 50.07083 50.32917 50.59583 50.61667 50.60833 50.45417 50.1291

7 49.85000
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1939 49.67917 49.78333 49.89167 49.77500 49.55833 49.45000 NA N
A NA
oct Nov Dec
1920 49.17917 49.19167 49.20000
1921 49.41250 49.27500 49.30417

1939 NA NA NA
$random
Jan Feb Mar Apr May
Jun
1920 NA NA NA NA NA

NA
1921 3.972697368 -0.370942982 1.717434211 -0.838486842 0.029934211 -0.89
4846491

1939 -0.939802632 1.016557018 -0.545065789 0.782346491 -0.611732456 -0.43
6513158

Jul Aug Sep Oct Nov
Dec
%ggg6§g.308881579 -4.209100877 -2.237609649 0.666118421 0.325986842 -0.03

%8%%70%.878618421 -1.688267544 -0.250109649 4.132785088 -2.957346491 2.85

1939 NA NA NA NA NA
NA

$figure

[1] -9.3393640 -9.8998904 -6.9466009 -2.7573465 3.4533991 8.9865132 12.9
672149 11.4591009

[9] 7.4001096 0.6547149 -6.6176535 -9.3601974

$type
[1] "additive"

attr(,"class")
[1] "decomposed.ts"

Ova funkcija daje originalne podatke neobradenog skupa podataka nottem kao element X, zatim
vrednosti za trend, sezonsku i slu¢ajnu komponentu za svaku vremensku tacku, osim nekih nepoznatih
vrednosti (N/A) na pocetku i na kraju koje su potrebne za izraCunavanje celog modela.

Rezultati dekompozicije se mogu saCuvati u imenovani objekat i na taj nacin se pristupa elementima
dekompozicije. Oni se dobiju tako $to se unese znak dolar $, a zatim ime elementa.

> decompnottem<-decompose(nottem, type = "additive')
> decompnottem$trend

$trend

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Au
g Sep
1920 NA NA NA NA NA NA 49.04167 49.1500
0 49.13750

1921 49.56667 50.07083 50.32917 50.59583 50.61667 50.60833 50.45417 50.1291
7 49.85000

1939 49.67917 49.78333 49.89167 49.77500 49.55833 49.45000 NA N
A NA
oct Nov Dec
1920 49.17917 49.19167 49.20000
1921 49.41250 49.27500 49.30417

1939 NA NA NA
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Kako su izracunate vrednosti trenda

U poglavlju 3.1. detaljno je opisan metod pokretnih proseka. Osnovna metoda pokretnih proseka
koristi neparan broj ta¢aka- opservacija i na osnovu njih ocenjuje trend u "srednjoj" tacki. Ako se
ocenjivanje vrsi na osnovu parnog broja tacaka, tu ne postoji "srednja" tacka u kojoj se ocenjuje trend,
pa se zato uzme prosek tacaka sa pocetka i kraja, te se za to onda sracuna prosek.

Ova metoda je takozvana metoda ,centriranog” pokretnog proseka. Ako su u pitanju kvartalni podaci,
onda je raspon 4 (jer postoje Cetiri Cetvrtine godisSnje). Ovako bi se racunao centrirani pokretni prosek
zavremet = 3.

Izraunati prosek posmatranih vrednosti podataka u vremenima od 1 do 4:

%(xl + 2, +x3+x4)
Izra¢unati prosek vrednosti u vremenima od 2 do 5:

1

Z(xz + x3 + x4 + x5)
Zatim izraCunati prosek ova dva proseka:

1/1 1 1 1 1 1 1
E(Z(x1+x2 +x3+x4)+Z(x2+x3+x4+x5)) =gx +Zx2+zx3 +Zx4+§x5

Generalno, centrirani pokretni prosek gladak za vreme t (sa 4 kvartala) je
1 1 1 1 1
g X2 + 751 + R + 7%+t + g Xt

Za mesecne podatke ,centrirani“ pokretni prosek ,glatkiji“ za vreme t ¢e biti:

5

1 1 1

ﬁxt—6+ Zsﬁxt+j +ﬁxt+6
j=-

Zaista, ako bi se posmatrale vrednosti elementa X, koje su originalni podaci i primenila ova formula za
trend, dobile bi se vrednosti elementa trend koje su bile malopre prikazane.

Sezonske vrednosti

Sezonska komponenta je periodi¢na. Vrednosti sezonskog efekta ponavljaju se svake godine (u svakom
redu) u Sseasonal objektu iz numeri¢kog izlaza.

Elementi $figure su efekti za Cetiri Cetvrtine.

Sezonske vrednosti koriste se za sezonsko prilagodavanje buducih vrednosti.

Ako se cela funkcija decompose() ubaci u funkciju plot() dobijaju se svi podaci u pogodnom grafickom

obliku koji prikazuje linijske grafike svake od komponenti, ukljucujuéi originalni skup podataka na vrhu
i slu¢ajnu komponentu na dnu.

> plot(decompose(nottem, type = "additive"))
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Slika 5.1.2. Graficki prikaz dekompozicije nottem skupa podataka koriscenjem aditivnog modela

Ovde se mogu videti trend i sezonska komponenta. Linija trenda ide , gore-dole” tokom 20 godina, a
neki vrhovi postoje oko 1921. i 1935. godine. Ali, generalno, srednja vrednost ostaje prilicno stabilna i
nema jasnog smera linije trenda. Zato se moze zakljuciti da ne postoji trend u skupu podataka.
Sezonski deo sa druge strane je sasvim jasno prepoznat i ostaje stabilan tokom ¢itavog vremenskog
niza Sto je priroda ove vrste dekompozicije. Sezonska komponenta ostaje potpuno stabilna u Citavoj
vremenskoj seriji.

Dakle, ovakav grafik je koristan kad god se radi sa podacima vremenskih serija koji su sezonski, a dobra
stvar je u tome Sto plot() funkcija automatski detektuje klasu objekta i proizvodi tacan tip grafika.

Alternativni metod- funkcija stl()

R funkcija stl() vrsi aditivnu dekompoziciju u kojoj se koristi izravnavanje sa manjim stepenom da bi se
ocenio trend i (potencijalno) sezonski efekti. Postoji nekoliko parametara koji se mogu prilagoditi, ali
su i default-ni prametri prilicno dobri.

Sintaksa je sledeca:

stl(lme vremenske serije, "periodic") ili stl(Ime vremenske serije, s.window= "periodic")

Parametar ,periodic” u osnovi uzrokuje da se sezonski efekti ocenjuju na uobic¢ajen nacin, kao prosecne
vrednosti de-trendiranih vrednosti. Alternativa ovome je parametar s.window (sezonski prozor) koji se
koristi da bi se izracunao sezonski deo. MozZe da se stavi da je vrednost ovog parametra jednaka nekom
neparnom broju kasnjenja (najcesce 7 ili viSe). On koristi postupke izravnavanja sa manjim stepenom
za ocenu sezonskih efekata na osnovu jednakosti broj godina= vrednost parametra s.window. Kada se
to uradi, sezonski efekti ¢e se menjati tokom pomeranja kroz vremensku seriju.
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Zahvaljujudi prirodi funkcije i argumentu s.window, izbegavaju se N/A vrednosti na pocetku i na kraju
rezultata.
Prikazuju se rezultati prilikom pokretanja funkcije stl() za nottem podatke.

> st1(nottem, s.window = "periodic")
call:
st1(x = nottem, s.window = "periodic")

components

seasonal trend remainder
Jan 1920 -9.3471980 49.68067 0.266525379
Feb 1920 -9.8552496 49.54552 1.109728805
Mar 1920 -6.8533008 49.41037 1.842931803
Apr 1920 -2.7634710 49.32862 0.134848770
May 1920 3.5013569 49.24688 1.351767558
Jun 1920 8.9833032 49.21027 0.306425938

Jul 1920 12.8452501 49.17367 -4.318916345
Aug 1920 11.4763813 49.13389 -4.210271506
Sep 1920 7.4475114 49.09411 -2.241625601
oct 1920 0.4736899 49.15198 0.874331161
Nov 1920 -6.4301309 49.20984 0.120287167
Dec 1920 -9.4781423 49.49282 -0.214674402
Jan 1921 -9.3471980 49.77579 3.771408356
Feb 1921 -9.8552496 50.08132 -0.426073148
Mar 1921 -6.8533008 50.38686 1.566444922
Apr 1921 -2.7634710 50.49363 -0.730156884
May 1921 3.5013569 50.60040 -0.001756869
Jun 1921 8.9833032 50.50241 -0.785710552
Jul 1921 12.8452501 50.40441 3.050335100
Aug 1921 11.4763813 50.15065 -1.727027471
Sep 1921 7.4475114 49.89688 -0.344388977
oct 1921 0.4736899 49.62951 4.096796830
Nov 1921 -6.4301309 49.36215 -3.232018119
Dec 1921 -9.4781423 49.04873 3.229417050

Jan 1939 -9.3471980 49.81506 -1.067860710
Feb 1939 -9.8552496 49.78783 0.967421826
Mar 1939 -6.8533008 49.76060 -0.507296065
Apr 1939 -2.7634710 49.68448 0.878994770
May 1939 3.5013569 49.60836 -0.709712574
Jun 1939 8.9833032 49.51780 -0.501104910
Jul 1939 12.8452501 49.42725 -1.572497911
Aug 1939 11.4763813 49.33655 0.987068518
Sep 1939 7.4475114 49.24585 1.506636011
oct 1939 0.4736899 49.16331 -2.936997128
Nov 1939 -6.4301309 49.08076 3.949368976
Dec 1939 -9.4781423 49.00510 -1.726954804

| kao $to se moZe videti vrednosti svih opservacija su ovde.

To je velika prednost u odnosu na standardni rad funkcije decompose() gde se zbog izvrSenog racuna
dobiju N/A vrednosti na pocetku ili na kraju serije.

Aditivni sezonski efekti su -9.3471980, -9.8552496, -6.8533008, -2.7634710, 3.5013569, 8.9833032,
12.8452501, 11.4763813, 7.4475114, 0.4736899, -6.4301309, -9.4781423.

Oni se ne razlikuju mnogo od onoga sto se dobilo aditivnom dokompozicijom. Te sezonske vrednosti
su bile:

-9.3393640 , -9.8998904, -6.9466009, -2.7573465, 3.4533991, 8.9865132, 12.9672149, 11.45910089,
7.4001096, 0.6547149 , -6.6176535, -9.3601974

Ova funkcija se moze prikazati graficki.
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> plot(stl(nottem, s.window = "periodic"))
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Slika 5.1.3. Graficki prikaz aditivne dekompozicije nottem podataka koris¢enjem funkcije stl()

Nakon primene metoda dekompozicije sezonske vremenske serije, rezultat se moze koristiti na razlicite
nacine.

Sezonsko prilagodavanje

Iz nottem skupa podataka moZe se eliminisati sezonski efekat. Potrebno je oduzeti sezonsku
komponentu od skupa podataka.

Prethodno je kreiran objekat decompnottem na sledeéi nacin:

decompnottem<-decompose(nottem, type = "additive").

Elementima dekompozicije ovog objekta se mozZe pristupiti koristeéi znak dolar S i ime elementa. Ovde
Ce biti potreban sezonski element.

MoZe se i proveriti klasa objekta decompnottem koristeci funkciju class().

> decompnottem<-decompose(nottem, type = "additive")
> class(decompnottem)
[1] "decomposed.ts"

Nakon toga moZe se oduzeti sezonski element skupa podataka da bi se postavio sezonski prilagodeni
element. Prilagodeni skup podataka naziva se ovde nottemadjusted $to predstavlja nottem skup
podataka minus sezonski deo prethodno kreiranog objekta decompnottem.

> nottemadjusted<-nottem- decompnottem$seasonal

Sada se moze graficki prikazati objekat nottemadjusted.
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> > plot(nottemadjusted, xlab="vreme", ylab="Sezonski prilagodeni podaci",
+ main="Prilagoden skup podataka nottem")

Prilagoden skup podataka nottem

Sezonski prilagodeni podaci
42 44 46 48 50 52 54

T T T T T
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Slika 5.1.4. Graficki prikaz prilagodenog skupa podataka nottem

Na osnovu ovog prikaza bi se moglo zakljuciti da su u seriji ostale samo sluc¢ajne varijacije. To je upravo
ono Sto bi se ocekivalo od ovakvog skupa podataka. Ne postoji trend, pa ovaj sezonski deo daje
originalnu strukturu skupa podataka.

Zbog toga se radi poredenja graficki predstavlja sezonska komponenta.

> plot(decompnottem$seasonal, xlab="vreme", ylab="Sezonska komponenta",
+ main="Prikaz sezonske komponente')

Prikaz sezonske komponente
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Slika 5.1.5. Graficki prikaz sezonske komponente skupa podataka nottem

| kao Sto se moglo ocekivati, postoji jasan obrazac u sezonskom delu. Usponi i padovi su jasno
strukturirani tokom godine.

Odredivanje prognoze
Dekomponovana vremenska serija se moze koristiti da bi se kreirala prognoza.

Jedan od nacina je da se koristi st/ dekompozicija u kombinaciji sa stlf() funkcijom iz paketa Forecast.
Ova funkcija je dodata funkciji za st/ koja nudi i prognoziranje.
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Direktno se predstavlja prognoza pomocu finkcije plot(). U okviru funkcije stlf() moze se postaviti
metod za prognoziranje. MozZe se odabrati ets, naive ili rw drift. U ovom primeru koristi se metod
ARIMA.

> install.packages("forecast")
> Tibrary(forecast)
> plot(stTf(nottem, method="arima"))

Forecasts from STL + ARIMA(0,1,2)
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Slika 5.1.6. Graficki prikaz prognoziranja nottem podataka pomocu metoda ARIMA

Korelacija unutar i medu vremenskim serijama

Koncepti kovarijacije i korelacije veoma su vazni u analizi vremenskih serija. Konkretno, moze se ispitati
struktura korelacije izvornih podataka ili slucajnih greSaka iz modela dekompozicije kako bi pomogla
da se identifikuju odgovarajuc¢i modeli vremenskih serija.

Uzoracki korelogram (ACF)

Uzoracki korelogram sluzi za prepoznavanje modela stacionarnih vremenskih serija.

Pomocu uzorackog korelograma moZe se proceniti i da li vremenska serija ima trend, sezonsku
komponentu, ili obe komponente. U narednim koracima prikazace se ACF za neke deterministicke
vremenske serije, koji ¢e pomodéi da se identifikuju trendovi i sezonski efekti u stohasti¢kim
vremenskim serijama i objasne u modelima vremenskih serija. Prikazivanjem npr. ACF-a za sezonsku
komponentu moze se zakljuciti da li je ona relativno stabilna tokom vremena, sto nam pomaze u daljem
odlucivanju koji bi model bio pogodniji.

U R-u se koristi funkcija acf() za predstavjanje grafickog uzorackog korelograma. Pozivanje same
funkcije automatski ¢e proizvesti korelogram tj. grafik autokorelacije u odnosu na vremensko
kasnjenje. Argument lag.max omogucava da se podesi broj pozitivnih i negativnih kasnjenja. Argument

34



Multiplikativni modeli vremenskih serija | Sonja Jovanovi¢

type predstavlja tip acf -a za racunanje. Dozvoljene vrednosti su "correlation" (default-na vrednost),
"covariance" ili "partial".

Neka je trend predstavljen jednafinom: X; = a -t + €. Na sledecoj slici prikazani su razni primeri
grafika vremenskih serija pri éemu se trend povecéava, odnosno povecava se koeficijent nagiba, a. Ovaj
koeficijent pokazuje srednji apsolutni porast, odnosno prosecnu promenu vremenske serije (u
zavisnosti od znaka, rast ili opadanje) u sukcesivnim vremenskim intervalima, u obuhvaéenom periodu.
Takode su prikazani i odgovarajuci uzoracki korelogrami.
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Slika 5.1.7. Graficki prikaz trendova i njegovih uzorackih korelograma, slope coef. predstavlja koeficijent nagiba (slika
preuzeta iz literature [16])

Ovo su nestacionarne vremenske serije sa konstantnom disperzijom i nekonstantnom sredinom. Sto je
trend izraZeniji, ACF sporije opada.

Kao Sto je receno ACF se mozZe koristiti i da bi se utvrdilo da li je u vremenskoj seriji prisutna
sezonalnost. Na narednoj slici prikazana je vremenska serija sa slede¢om formulom: X; =y - §; + &

Simulation of Y, =5, +

Time

Seasonal Component, 5 = S.4, d =12 Stationary Component, E; ~ WN

[} 20 40 1] a0 100 120 1] 20 40 ] 80 100 120

Slika 5.1.8. Graficki prikaz primera vremenske serije sa sezonskom komponentom (slika preuzeta iz literature [16])
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Na sledecoj slici prikazani su neki primeri vremenski serija sa izrazenijom sezonalnoscu i njihov uzoracki

korelogram.
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Slika 5.1.9. Graficki prikaz vremenskih serija sa izraZzenom sezonalnoscu i njihov uzoracki korelogram (slika preuzeta iz

literature [16])

Sa slike se vidi da Sto je ve¢a amplituda sezonskih fluktuacija, oscilacije su izraZzenije u ACF.
Na slede¢im slikama prikazana je vremenska serija koja ima i trend i sezonsku komponentu i njen
uzoracki korelogram.

Simuation of Y, » 0.2°Tr, + S, + E,

Trend Component, Tr, » 0.2"t

Seasonal Component, S, » S d = 12

Stasionary Component, E, ~ WN

P ®» o w

© W

Slika 5.1.10. Graficki prikaz vremenske serije sa trendom i sezonskom komponentom (slika preuzeta iz literature [16])
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Slika 5.1.11. Graficki uzoracki korelogram vremenske serije sa trendom i sezonskom komponentom (slika preuzeta iz
literature [16])

ACF na ovoj slici pokazuje i spor pad i oscilacije.
Dakle, ACF je mocan alat u analizi vremenskih serija za identifikovanje vaZznih karakteristika podataka.
Sada se moze pogledati ACF za skup podataka nottem.

> par(mfrow = c(1, 1))
> acf(nottem)

Series nottem
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Slika 5.1.12. Graficki uzoracki korelogram skupa podataka nottem

Iz prikaza grafickog uzorackog korelograma moze se zakljuciti da skup podataka nottem ima sezonsku
komponentu koja je stabilna tokom vremena i da ne postoji trend.

ACF se moze koristiti i za ispitivanje da li je vremenska serija slucajna ili ne. Ovde se moZe ispitati ACF
slu¢ajne komponente i onda na osnovu toga zakljuciti da li je izabran pogodan model.

Prilikom dekompozicije koriséenjem funkcije decompose() dobija se slu¢ajna komponenta, medutim
ona ima N/A vrednosti. S obzirom da za koris¢enje funkcije acf() vrednosti ne smeju biti N/A, koristi¢e
se slucajna komponenta dobijena alternativnim metodom st/().

Vrednosti dobijene funkcijom stl() bice smestene u objekat nottemstl.
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> nottemstl<-stl(nottem, s.window = "periodic")
> nottemstl$time.series

seasonal trend remainder
Jan 1920 -9.3471980 49.68067 0.266525379
Feb 1920 -9.8552496 49.54552 1.109728805

Da bi se pristupilo slu¢ajnoj komponenti, odnosno objektu remainder, koristi se sledeéa sintaksa:
> nottemrandom<-nottemstl$time.series[,"remainder"]
Zatim se prikazuje graficki uzoracki korelogram.

> acf(nottemrandom)

Series nottemrandom

10

ACF

-02 00 02 04 068 08

Lag

Slika 5.1.13. Graficki uzoracki korelogram slu¢ajne komponente podataka nottem

Kasnjenja 3,4 i 12 su znacajna (van intervala poverenja). Da bi vremenska serija bila slu¢ajna ocekuje
se da nijedno kasnjenje nije zna¢ajno osim kasnjenja 0, Sto ovde nije zadovoljeno.

Ali slu¢ajnost se moZe testirati i pomocu Boks- Pirsovog testa za ispitivanje nulte hipoteze o
nezavisnosti u datoj vremenskoj seriji, kao $to je opisano u poglavlju 2.7.

Sintaksa u R-u: Box.test(x, lag = 1)
gde je x vremenska serija.
U narednom koraku bi¢e primenjena na slu¢ajnu komponentu nottemrandom

> Box.test (nottemrandom, lag = 1)
Box-Pierce test

data: nottemrandom
X-squared = 0.28861, df = 1, p-value = 0.5911

Primenom ovog testa dobijena p-vrednost testa iznosi 0.5911, Sto je vece od nivoa znacajnosti koji u
podrazumevanom slucéaju iznosi 0.05, pa se prihvata nulta hipoteza o slucajnosti.
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5.2. PRIMER 2

Za ovaj primer koristi se JohnsonJohnson skup podataka koji se nalazi u R bazi podataka. On predstavlja
tromesecnu zaradu (u dolarima) po deonicama kompanije Johnson & Johnson u periodu od 1960. do
1980. godine. Ovaj skup podataka je vremenska serija.

Sledi prikaz podataka, sumarne statistike, provera klase podataka i graficko predstavljanje.

> JohnsonJohnson

Qtrl Qtr2 Qtr3 Qtr4
1960 0.71 0.63 0.85 0.44
1961 0.61 0.69 0.92 0.55

1979 14.04 12.96 14.85 9.99
1980 16.20 14.67 16.02 11.61

> summary (JohnsonJohnson)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.440 1.248 3.510 4.800 7.133 16.200

> sd(JohnsonJohnson)
[1] 4.309991

> class(JohnsonJohnson)

[1] ||ts||

> plot(Johnsonlohnson, xTab="vreme", ylab="Tromesecna zarada po deonicama k
ompanije",

+ main="Skup podataka JohnsonJohnson")
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Slika 5.2.1. Graficki prikaz skupa podataka JohnsonJohnson

Zarada je eksponencijalno rasla tokom perioda uzorkovanja i imala je snaznu sezonalnost. Stavise,
promenljivost zarade se vremenom povecavala.

Sa grafika se takode vidi i postojanje trenda. Dakle, moze se koristiti multiplikativha dekompozicija,
odnosno ovaj set podataka moZe se opisati multiplikativnim modelom.
Proverava se frekvencija i duZina skupa podataka.
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> frequency(JohnsonJohnson)
[1] 4

> length(JohnsonJohnson)
[1] 84

Cikli¢ni obrazac se ponavlja svake godine tako da periodi¢nost serije iznosi 4, za 4 kvartala (tromesecja),
dok je duZina 84, Sto predstavlja 21 godinu (21x4).
Koristi se funkcija decompose() pri ¢emu se za tip upisuje multiplicative.

> Johnsondecomp<-decompose(JohnsonJohnson, type = "multiplicative")
> Johnsondecomp

$x

Qtrl Qtr2 Qtr3 Qtr4
1960 0.71 0.63 0.85 0.44
1961 0.61 0.69 0.92 0.55

1980 16.20 14.67 16.02 11.61
$seasonal

Qtrl Qtr2 Qtr3 Qtr4
1960 0.9930006 1.0329845 1.1140535 0.8599614
1961 0.9930006 1.0329845 1.1140535 0.8599614

1980 0.9930006 1.0329845 1.1140535 0.8599614

$trend

Qtrl Qtr2 Qtr3 Qtr4
1960 NA NA 0.64500 0.64000
1961 0.65625 0.67875 0.70625 0.73000
1980 14.07375 14.42250 NA NA
$random

Qtrl Qtr2 Qtr3 Qtr4
1960 NA NA 1.1829139 0.7994545
1961 0.9360758 0.9841141 1.1692929 0.8761145
1980 1.1591928 0.9846815 NA NA
$figure

[1] 0.9930006 1.0329845 1.1140535 0.8599614

$type
[1] "multiplicative"

attr(,"class™)
[1] "decomposed.ts"

Pomocu funkcije plot() se podaci prikazuju graficki. Dobice se linijski grafici svake od komponenti,
uklju€ujuci originalni skup podataka na vrhu i slu¢ajnu komponentu na dnu, kao u prethodnom
primeru.

40



Multiplikativni modeli vremenskih serija | Sonja Jovanovié¢

> plot(Johnsondecomp)
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Slika 5.2.2. Graficki prikaz multiplikativne dekompozicije podataka JohnsonJohnson

| ovde se vidi postojanje trenda i izraZzena sezonska komponenta.

MoZe se uraditi logaritamska transformacija nad podacima. Ona se obi¢no koristi u analizi finansijskih
i ekonomskih vremenskih serija. U ovom sluéaju, svi podaci su pozitivni, tako da nije potrebno
prilagoditi podatke pre transformacije.

> logJohnson<-log(JohnsonJohnson)
> TogJohnson

Qtrl Qtr2 Qtr3 Qtr4
1960 -0.34249031 -0.46203546 -0.16251893 -0.82098055
1961 -0.49429632 -0.37106368 -0.08338161 -0.59783700

1979 2.64191040 2.56186769 2.69799987 2.30158459
1980 2.78501124 2.68580459 2.77383794 2.45186680

Sledi graficki prikaz podataka bez i sa logaritamskom transformacijom.
Oba grafika su prikazana na istoj slici, jedan ispod drugog.

> par(mfrow=c(2,1))

> plot(Johnsonlohnson,xTab="vreme", main="Skup podataka JohnsonJohnson")

> plot(loglohnson,xlab="vreme", main="Skup podataka JohnsonJohnson sa log t
ransformacijom")
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Slika 5.2.3. Graficki prikaz podataka JohnsonJohnson (slika gore) i podataka JohnsonJohnson sa logaritamskom
transformacijom (slika dole)

Logaritamska transformacija se koristi kako bi se eliminisao eksponencijalni rast vremenske serije. |
zaista, drugi grafik potvrduje da je rast linearni na logaritamskoj skali. Drugi razlog je taj Sto se
transformacija koristi da stabilizuje varijabilnost serije. Na prvom grafiku se vidi rastuci obrazac
varijabilnosti kojeg nema na drugom grafiku.

Koriscenje diferenciranja za uklanjanje trenda ili sezonskih efekata

Pored dekompozicije, za uklanjanje trenda ili sezonskih efekata iz vremenske serije moze se koristiti
diferenciranje. Diferenca prvog reda A: AX; = X; — X;_; je objasnjena u poglavlju 2.5. Operator
diference reda k, A, takode je opisan u poglavlju 2.5.:

DXy = Xt — Xk

Ovde Ce se sa X; oznaditi vremenska serija koja je logaritamski transformisana.

U R-u se koristi funkcija diff() za diferenciranje vremenske serije. Ona ima tri argumenta: x (podaci),
lag (kasnjenje za koje se diferencira) i differences (red diferenciranja, odnosno k u prethodnoj
jednacini).

Na primer, diferenciranje prvog reda vremenske serije ukloni¢e linearni trend (differences = 1);
dvostruko diferenciranje ukloniée kvadratni trend (differences = 2). Pored toga, diferenciranje prvog
reda vremenske serije u kasnjenju jednakom periodu ukloniée sezonski trend (npr. postaviti lag = 12
za mesecne podatke).

Koristi se funkcija diff() za uklanjanje trenda iz vremenske serije X;. Sa prethodnog grafika se videlo da
je u pitanju linearni trend, pa se podeSava parametar differences = 1.

par(mfrow=c(1,1))

x<-logJohnson

dx <- diff(x, differences = 1)

g1ot§dx, xlab="vreme" ,main="Skup podataka JohnsonJohnson sa uklonjenim tr
ndom"

™VVVYV
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Slika 5.2.4. Graficki prikaz podataka JohnsonJohnson sa logaritamskom transformacijom sa uklonjenim trendom

Sa grafika se vidi da je uklonjen trend, ali i dalje postoje sezonski obrasci. Slededi korak je diferenciranje
vremenske serije za kasnjenje (lag) 4 jer su u pitanju kvartalni podaci.

> ds <- diff(x, Tag=4, differences = 1)
> plot(ds)

Skup podataka JohnsonJohnson sa uklonjenim trendom i sezonalnoséu
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Slika 5.2.5. Graficki prikaz podataka JohnsonJohnson sa logaritamskom transformacijom sa uklonjenim trendom i
sezonalnoséu

Dobije se vremenska serija koja se Cini slucajnim bez ociglednog trenda ili sezonskih komponenti.
U nastavku je predstavljen grafi¢ki uzoracki korelogram (ACF) vremenske serije X;.
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> acf(x)
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Slika 5.2.6. Graficki uzoracki korelogram (ACF) podataka JohnsonJohnson sa logaritamskom transformacijom

Korelogram je linearno opadajuca funkcija tokom vremena i trend je jako izraZen, jer ACF sporo opada
ACF u kasnjenju 0 po default-u je jednak 1 (tj. korelacija vremenske serije sa sobom).

X-osa ima vrednosti od 0 do 4 za kasnjenja, Sto je uzrokovano time $to R koristi indeks godine kao
kasnjenje.

Vodoravne plave linije su priblizno 95% interval poverenja.

Sa grafika se vidi i da kvartalna zarada akcija ima snazne serijske korelacije.

Uobicajena metoda za rukovanje ovako snaznim serijskim korelacijama je razmatranje diference prvog
reda AX;.Primenice se i operator sezonske diference na podatke AX;:

Ay(AX,) = DXy — AX; 4
Gde je

Ay Xe = Xe — Xi—y

operator diference reda 4.
Ideja je da se prikaZze na jednom grafiku ACF od X;, AX;, Ay X i Ay (AXy).
Kako bi se prikazala kaSnjenja na x-osi bez indeksiranja potrebno je predstaviti podatke X; kao vektor,
zatim izraCunati vrednost dx,ds i dxds i prikazati sve ACF na jednom grafiku (gde je s = 4).

> x<-c(logJohnson)

> dx <- diff(x, differences = 1)

> ds <- diff(x, Tag=4, differences = 1)

> dxds <- diff(dx,lag=4, differences = 1)
> par(mfrow=c(2,2))

> acf(x)

> acf(ds)

> acf(dx)

> acf(dxds)
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Slika 5.2.7. Graficki uzoracki korelogram (ACF) podataka X;, AXy, A,X; i A,(AX;)

Ako se pogleda grafik u donjem levom uglu vidi se da je ACF jak kada je kasnjenje broj koji je deljiv
brojem 4.

Na grafiku u donjem desnom uglu prikazan je ACF od A,(AX;) koji ima znacajan negativni ACF u
kasnjenju 1 i marginalnu negativnu korelaciju u kasnjenju 4.

Ponasanje uzorka ACF prikazano na graficima je uobi¢ajeno medu sezonskim vremenskim serijama.
Ono dovodi do razvoja sledeceg posebnog sezonskog modela vremenskih serija:

(1-L5)(1 - L)X, =(1— 6,L)(1 — 6,L%) e,
Ovo je takozvani ,Vazduhoplovni model” koji je opisan u sekciji 4.3.2.4. Dakle, ovo jeste primer

sezonskog ARIMA modela sa multiplikativhom sezonskom komponentom.
Njegova oznaka je ARIMA (0,1,1) x (0,1,1),.
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5.3. PRIMER 3

U ovom primeru koristi se set podataka AirPassengers koji postoji u R bazi. On predstavlja podatke o
mesecnim brojevima putnika internacionalne aviokompanije u periodu od 1949. do 1960. godine i radi
se o vremenskoj seriji. Sledi prikaz podatka, sumarne statistike i graficki prikaz.

> AirPassengers

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
1949 112 118 132 129 121 135 148 148 136 119 104 118
1950 115 126 141 135 125 149 170 170 158 133 114 140

1959 360 342 406 396 420 472 548 559 463 407 362 405
1960 417 391 419 461 472 535 622 606 508 461 390 432

> summary (AirPassengers)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
104.0 180.0 265.5 280.3 360.5 622.0

> sd(AirpPassengers)
[1] 119.9663
> par(mfrow=c(1,1))

> plot(AirPassengers, xlab="vreme", ylab="Mesecni broj putnika",
+ main="Skup podataka AirpPassengers')
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Slika 5.3.1. Graficki prikaz skupa podataka AirPassengers

Ovaj skup podataka ima trend koji je skoro izvestan. Ako se pogledaju sezonski usponi i padovi, oni se
neprestano povecavaju, svaki sezonski maksimum vedi je nego godinu ranije, a slicno je i sa najnizim
nivoima, iako nije tako jasno vidljivo. Dakle, mozZe se zakljuciti da postoji trend i sezonski obrazac.
Sledi provera frekvencije i duZine podataka.

> frequency(AirPassengers)
[1] 12

> length(AirPassengers)
[1] 144

Postoji vremenski ciklus od 12 meseci u vremenskoj seriji, a obrazac na grafiku to takode pokazuje.
Sezonska amplituda se prilicno poveéava barem na poslednjem delu grafika.
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Udaljenost izmedu sezonskog uspona i pada postaje veéa. Ovo bi mogao biti nagovestaj da bi
multiplikativni model mogao biti najpogodniji, ali posto ovo nije konstantno u ¢itavoj vremenskoj seriji,
pomocu funkcija R-a ée se odluciti koji je model najbolji.

Primenice se i aditivni i multiplikativni tip dekompozicije, a zatim ¢e se kreirati grafici i uporediti
rezultati.

"additive")
"multiplicative™)

> mymodell<-decompose(AirPassengers, type
> mymodel2<-decompose(AirPassengers, type
> plot(mymodell)
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Slika 5.3.2. Graficki prikaz aditivne dekompozicije skupa podataka AirPassengers

> plot(mymodel2)

Decomposition of multiplicative time series
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Slika 5.3.3. Graficki prikaz multiplikativne dekompozicije skupa podataka AirPassengers
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Aditivni model: Vazna informacija koja se dobija je linija trenda. Ocigledno se neprestano povecava
tokom celog grafika i to je upravo onako kako se pretpostavljalo na osnovu originalnog skupa podataka.
Takode se mogu videti sezonski obrasci koji uvek dostizu vrhunac tokom letnjeg vremena.

Ono $to je posebno zanimljivo je poslednja linija — slu¢ajna komponenta. Izgleda kao da je ostao neki
obrazac, i ovo se ne Cini potpuno slucajnim. Ostao je obrazac koji nekako podsec¢a na sezonski obrazac.
Srednji deo grafika od oko 1954. do 1959. godine se cini sluajnim (nasumicnim), ali ostatak je u
odredenom intervalu izabrao najviSe i najnize vrednosti. To nije dobar znak i pokazuje da bi se model
mogao poboljsati.

Da bi model bio dobar, potrebno je da svi obrasci budu u modelu, samo bi slu¢ajna komponenta ili beli
Sum trebalo da budu u ostatku (deo random na grafiku).

Multiplikativni model: Ovde su trend i sezonska komponenta ponovo prisutni. Dakle, sli¢ni su kao
ranije, ali ne bas identic¢ni.

Medutim slucajni deo je znacajno drugadiji nego kod aditivne dekompozicije. A ako je ovaj deo
drugaciji, to se odnosi i na ostale dve komponente.

Pseudo slucajni interval je sada manje jasan. Cela linija izgleda ,viSe slu¢ajno” iako i ovde postoji neki
obrazac koji je prisutan barem na pocetku do oko 1953. godine.

Ipak, model bi se mogao poboljsati i verovatno bi mu mogla odgovarati ¢ak i druga metoda koja
omogucava kombinaciju aditivnih i multiplikativnih komponenti, dakle neki mesoviti model.

Sezonske vrednosti

Da bi se dobio skup podataka bez sezonskog dela, potreban je sezonski prilagoden grafik aditivnog
modela.

Postoji nekoliko nacina kako da se ovo dobije: moze se sumirati trend i slu¢ajna komponetna modela
ili oduzeti sezonska komponenta od prvobitnog skupa podataka, dobice se isti rezultat.

> plot(mymodell$trend + mymodell$random, xlab="vreme", ylab="Trend + slucaj
na komponenta",
+ main="Skup podataka AirPassengers bez sezonskog dela")

Skup podataka AirPassengers bez sezonskog dela
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Slika 5.3.4. Graficki prikaz skup podataka AirPassengers bez sezonskog dela
Postoji trend kao Sto i treba da bude i zapravo je mnogo jasniji nego u originalnim podacima.
Ali takode se vidi da postoje pseudo sezonski pikovi na liniji trenda i oni su ravnomerno rasporedeni,

Sto znaci da postoji obrazac barem na pocetku i na kraju skupa podataka. Srednji deo oko 1956. izgleda
dovoljno slu¢ajno (nasumicno).
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Ovaj grafik pokazuje da ée barem sezonskom delu modela biti potrebno poboljsanje. Zapravo, ovi
podaci zahtevaju sloZeniji model koji ima moguénost kombinovanja aditivnih i multiplikativnih
karakteristika.

MoZe se proveriti da li bi odgovarao neki od ARIMA modela.

ARIMA model

U R paketu forecast nalazi se funkcija auto.arima() koja sluZi za pronalaZenje i prikazivanje ARIMA
modela koji najbolje odgovara jednodimenzionoj vremenskoj seriji. Default-ni argumenti su dizajnirani
za brzu procenu modela za mnoge vremenske serije.

Funkcija Arima() u istom paketu sluzi za kreiranje ARIMA modela sa zadatim parametrima. Neki od
argumenata funkcije su: Arima( y, order = ¢(0, 0, 0), seasonal = ¢(0, 0, 0),...) gde je:

y- vremenska serija klase ts,

order- specifikacija nesezonskog dela ARIMA modela, tj. komponente (p, d, q) opisane u poglavlju 4.2.
i4.3.

seasonal- specifikacija sezonskog dela ARIMA modela, plus period (koji podrazumevano ima
frekvenciju frequency(y)). Ovo bi trebalo da bude lista sa komponenatama order i period, pri cemu je
order vektor sa komponentama (P, D, Q) koje su opisane u poglavlju 4.3. Periodu odgovara oznaka s
iz istog poglavlja.

Funkcija auto.arima() se moze primeniti na podatke AirPassengers i pogledati predlozeni model.

> library(forecast)
> model<-auto.arima(AirPassengers)
> mode]

Series: AirPassengers
ARIMA(2,1,1)(0,1,0)[12]

Coefficients:
arl ar2 mal
0.5960 0.2143 -0.9819
s.e. 0.0888 0.0880 0.0292

sigmaA2 estimated as 132.3: Tog likelihood=-504.92
AIC=1017.85 AICc=1018.17 BIC=1029.35

PredloZen je najbolji model za ove podatke, a to je sezonski ARIMA model ARIMA (2,1,1) x (0,1,0)4,.
Mogu se pogledati sumarne karakteristike modela, a zatim i uzoracki korelogram reziduala.

> summary(model)

Series: AirPassengers
ARIMA(2,1,1)(0,1,0)[12]

Coefficients:
arl ar2 mal
0.5960 0.2143 -0.9819
s.e. 0.0888 0.0880 0.0292

sigmaA2 estimated as 132.3: Tog likelihood=-504.92
AIC=1017.85 AICc=1018.17 BIC=1029.35

Training set er'ror measur‘es
RMSE MAE MPE MAPE MASE ACF1
Training set 1. 3423 10.84619 7.86754 0.420698 2.800458 0.245628 -0.00124847

> acf(resid(model), main = "ACF of Residuals")
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Slika 5.3.5. Graficki uzoracki korelogram reziduala modela

Sa grafika se vidi da nijedno kasnjenje nije znacajno osim kasnjenja 0, tako da su ovde reziduali slucajni
i moze se zakljuciti da je model dobar.
Moze se i probati neki drugi ARIMA model, npr. ARIMA (0,1,1) % (0,1,0)4,.

> model2<-Arima(AirPassengers, order = c(0,1,1), seasonal=list(order = c(0,
1,0),period=12))
> model?2

Series: AirPassengers
ARIMA(0,1,1)(0,1,0)[12]
Coefficients:
mal
-0.3184
s.e. 0.0877

sigmaA2 estimated as 138.3: Tog likelihood=-508.32
AIC=1020.64 AICc=1020.73 BIC=1026.39

> acf(resid(model2), main = "ACF of Residuals")
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Slika 5.3.6. Graficki uzoracki korelogram reziduala modela2
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| u ovom slucaju nijedno kasnjenje nije znacajno osim kasnjenja 0, tako da su i ovde reziduali slu¢ajni
pa se takode moZze zakljuciti da je model dobar.
MoZe se kreirati prognoza za dve godine koriséenjem funkcije forecast().

> plot(forecast(model2,24))

Forecasts from ARIMA(0,1,1)(0,1,0)[12]

o
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700
| |
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Slika 5.3.7. Graficki prikaz prognoziranih podataka koris¢cenjem ARIMA modela
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5.4. PRIMER 4

U ovom primeru koristi se skup podataka o maloprodaji putem e-trgovine, preuzet sa sajta:
https://www.kaggle.com/. Prodaja putem e-trgovine podrazumeva prodaju robe i usluga gde kupac
daje narudzbinu ili se cena i uslovi prodaje dogovaraju putem Interneta, mobilnih uredaja (M-
commerce), ekstraneta, elektronske mreze za razmenu podataka (EDI), elektronske poste ili drugim
uporedivim mreznim sistemom. Pla¢anje se moze ili ne mora izvrsiti putem Interneta.

U pitanju su kvartalni podaci, a vrednosti su izraZzene u milionima dolara. Podaci su preuzeti u vidu .csv
fajla, pa ih je potrebno prvo ucitati, a zatim uraditi odredenu transformaciju. Koristi se R naredba
read.csv.

> ecomnsa <- read.csv("C:/Users/Sonja.Jovanovic/Documents/matf/master/baze/
ECOMNSA.csv",

+ header = TRUE)
> ecomnsa
realtime_start realtime_end value date
2019-10-26 2019-10-26 5241 1999-10-01
2 2019-10-26  2019-10-26 5553 2000-01-01
78 2019-10-26  2019-10-26 129015 2019-01-01
79 2019-10-26 2019-10-26 139671 2019-04-01

Znacajne vrednosti su u koloni value, tako da je potrebno kreirati odgovarajuéu vremensku seriju gde
je period kvartal. Takode, mora se voditi racuna da podaci poc¢inju od poslednjeg kvartala 1999. godine.

> ecomn<-ecomnsa$value
> ecomn

[1] 5241 5553 6059 6892 9104 7923 7816 7737 10784 9621
10076 10760

[73] 145230 115602 122934 124214 160894 129015 139671

> ecomntimeseries<-ts(ecomn, start=c(1999,4), frequency = 4)
> ecomntimeseries

Qtrl Qtr2 Qtr3 Qtr4
1999 5241
2000 5553 6059 6892 9104
2001 7923 7816 7737 10784

2018 115602 122934 124214 160894
2019 129015 139671

Prikazuju se sumarne statistike podataka, a zatim i graficki prikaz podataka.

> summary(ecomntimeseries)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
5241 19029 38467 51091 74873 160894

> sd(ecomntimeseries)

[1] 39529.31

> plot.ts(ecomntimeseries,xlab="vreme", ylab="vrednosti u milionima dolara"

+ main="Skup podataka o maloprodaji")
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Slika 5.4.1. Graficki prikaz skup podataka o maloprodaji

Sa grafika se vidi postojanje trenda i izrazena sezonalnost. Prodaja se povedéavala tokom vremena. Ako
se pogledaju sezonski usponi i padovi, primecuje se da se oni povecavaju tokom vremena. Svaki
sezonski maksimum je veci nego godinu dana ranije i slicno za svaki sezonski minimum.

Deluje da se ovaj set podataka moze opisati multiplikativnim modelom.

Ali, najbolje da se primene oba modela dekompozicije pa da se proceni koji je bolji.

"additive")
"multiplicative")

> mymodell<-decompose(ecomntimeseries, type
> mymodel2<-decompose(ecomntimeseries, type
> plot(mymodell)

Decomposition of additive time series
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Slika 5.4.2. Graficki prikaz aditivne dekompozicije skupa podataka o maloprodaji
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> plot(mymodel2)

Decomposition of multiplicative time series
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Slika 5.4.3. Graficki prikaz multiplikativne dekompozicije skupa podataka o maloprodayji

Na prvom grafiku gde je prikazana dekompozicija aditivnog modela vidi se linija trenda koja se
neprestano povecava tokom celog grafika. Takode se mogu videti jasni sezonski obrasci.

Sto se tice slu¢ajne komponente, izgleda kao da je ostao neki obrazac, pa se ona ne &ini potpuno
slu¢ajnom. Obrazac podseca na sezonski obrazac.

Samo se jedan deo grafika oko 2010. godine ¢ini slu¢ajnim. Ovo nije dobar znak kao u prethodnom
primeru i pokazuje da bi se model mogao poboljsati.

Ako se pogleda grafik dekompozicije multiplikativnog modela vidi se da su isto prisutni trend i sezonska
komponenta kao i na prethodnom grafiku. Medutim slucajni deo se razlikuje.

Slu¢ajna komponenta sada deluje da nema neki jasan obrazac, osim moZda za poslednje godine.

| u ovom slucaju prikazuje se sezonski prilagoden grafik aditivnog modela.

> plot(mymodell$trend + mymodell$random,xlab="vreme", ylab="trend + slucajn
a komponenta",
+ main="Skup sezonski prilagodenih podataka o maloprodaji")
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Skup sezonski prilagodenih podataka o maloprodaiji
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Slika 5.4.4. Graficki prikaz sezonski prilagodenih podataka

Kao i u prethodnom primeru, i ovde se vidi jasan obrazac na pocetku i na kraju skupa podataka, dok
srednji deo deluje slucajno, pa je zakljucak da podaci zahtevaju slozeniji model koji ima mogucnost
kombinovanja aditivnih i multiplikativnih karakteristika, dakle neki mesoviti model.

| u ovom primeru se pomocu funkcije auto.arima() moze pogledati predlozeni model.

> library(forecast)
> mymodel3<-auto.arima(ecomntimeseries)
> mymodel3

series: ecomntimeseries
ARIMA(0,1,0)(2,1,0)[4]

Coefficients:
sarl sar?2
0.2645 0.4431
s.e. 0.1045 0.1146

sigmaA2 estimated as 2288011: Tlog likelihood=-647.17
AIC=1300.34 AICc=1300.68 BIC=1307.25

PredloZen je najbolji model za ove podatke, a to je sezonski ARIMA model ARIMA (0,1,0) X (2,1,0),.
MoZe se pogledati uzoracki korelogram reziduala.

> acf(resid(mymodel3), main = "ACF of Residuals")
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Slika 5.4.5. Graficki uzoracki korelogram reziduala modela3

Sa grafika se vidi da nijedno kasnjenje nije znacajno osim kasnjenja 0, tako da su ovde reziduali slucajni
i moze se zakljuciti da je predloZeni model dobar.

U ovom poglavlju koris¢ena je literatura [6], [7], [8], [10], [11], [12], [13], [16], [17], [18], [19], a takode
je koriséen kod i primeri iz kursa [9].
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6. SIMULACIUJA MODELA

Dosadasnji primeri u radu su se sastojali od analize konkretnih vremenskih serija i procene da li je bolji
aditivni, multiplikativni, ili neki meSoviti model. Sada éemo podéi obrnutim putem i simulirati razli¢ite
vrste modela i predstaviti ih grafi¢ki kako bi se videlo kako oni otprilike izgledaju. Time se postize da
se dobije ideja o tome kako bi odredeni model izgledao i koje bi karakteristike imao, Sto omogudava
da se prepozna za kakve podatke je taj model adekvatan.

6.1. SIMULACLA ADITIVNIH MODELA
Za simulaciju aditivhog modela potrebna je prvo simulacija belog Suma.
Simulacija belog Suma u R-u

Funkcija arima.sim() mozZe da se koristi za simulaciju podataka iz razli¢itih modela vremenskih serija.
Na osnovu modela koji se primenjuje, odrede se odgovarajuce vrednosti za p, d i g za model ARIMA (p,
d, q). Opsti oblik funkcije arima.sim():

arima.sim (model, n)

Za parametar model stavlja se AR, redosled diferencijacije i MA komponente, dok je n duzina izlaznih
serija.

Za model belog Suma, svi p, d i g u modelu ARIMA su 0. Dakle, ARIMA (0,0,0) je model belog Suma. Da
bi se generisalo 80 opservacija, postavlja se vrednost argumenta n na 80.

> e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)

Ovim ¢e se kreirati objekat vremenske serije koji predstavlja model belog Suma.
MoZe se izraCunati srednja vrednost i standardna devijacija ove vremenske serije i primetiti da ¢e ona
imati srednju vrednost blizu 0, a standardnu devijaciju blizu 1.

> mean(e)

[1] -0.1201799
> var(e)

[1] 0.6717574
> sd(e)

[1] 0.8196081

Pomocu funkcije arima.sim() moZe se generisati vremenska serija slicna belom Sumu, ali sa eksplicitno
zadatom srednjom vredno$cu i standardnom devijacijom. U slede¢em primeru simuliran je model
vremenske serije sa srednjom vrednoscu 1 i standardnom devijacijom 0.2.

> e2 <- arima.sim(model = Tist(order = c(0, 0, 0)), n = 80, mean=1l, sd=0.2)

Drugi nacin simulacije belog Suma, tacnije Gausovog belog Suma je koris¢enjem funkcije rnorm(). Ova
funkcija generise vektor normalno raspodeljenih slucajnih brojeva.

Opsti oblik funkcije je: rnorm(n, mean =0, sd = 1)

gde n predstavlja broj opservacija, mean je vektor srednjih vrednosti, dok je sd vektor standardnih
devijacija.

U narednom koraku simulira se Gausov Sum za 80 opservacija.

> g <- rnorm(80,mean=0,sd=1)
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Pomocu funkcije rnorm() moze se kreirati i slucajni vektor sa ekspilicitno zadatom srednjom vrednoscu
i standardnom devijacijom. U slede¢em primeru kreira se vektor sa 80 opservacija gde je srednja
vrednost 1, a standardna devijacija 0.08.

> r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)

Sve kreirane vremenske serije se mogu graficki prikazati pomocu funkcije plot.ts() i radi poredenja
predstavljaju se na istom grafiku.

> par(mfrow=c(2,2))

> plot.ts(e, col="blue", main="Beli Sum")

> plot.ts(e2,col="blue",main="Beli Sum, mean=1, sd=0.2" )
> plot.ts(g, col="blue", main="Gausov beli Sum")

> plot.ts(r, col=4, main="Slucajni vektor")
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Slika 6.1.1. Graficki prikaz Belog Suma (slika gore levo), Belog suma sa zadatom srednjom vrednoscu i standardnom
devijacijom (slika gore desno), Gausovog belog Suma (slika dole levo) i Slucajnog vektora (slika dole desno)

U primerima u poglavlju 5 prikazani su graficki uzoracki korelogrami slu¢ajne komponente vremenskih
serija. Graficki uzoracki korelogram belog Suma je takav da nijedno kasnjenje nije znacajno osim
kasnjenja 0 i to je pokazatelj da je vremenska serija slu¢ajna. U nastavku je prikazan graficki uzoracki
korelogram belog Suma, belog Suma sa srednjom vrednos¢u 1 i standardnom devijacijom 0.2,
Gausovog belog Suma i slu¢ajnog vektora.

acf(e, main="ACF- Beli Sum", xlab="Kasnjenje")
acf(e2,main="ACF- Beli Sum, mean=1l, sd=0.2",xTlab="KasSnjenje")
acf(g, main="ACF- Gausov beli Sum",xlab="Kasnjenje')

acf(r, main="ACF- STucajni vektor",xlab="Kasnjenje")

VVVYV
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ACF- Beli $um, mean=1, sd=0.2
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Slika 6.1.2. Graficki uzoracki korelogram Belog Suma (slika gore levo), Belog suma sa zadatom srednjom vrednoscu i
standardnom devijacijom (slika gore desno), Gausovog belog suma (slika dole levo) i Slu¢ajnog vektora (slika dole desno)

Dodavanje sezonske komponente i trenda

Potrebno je sada kreirati sezonsku komponentu. Kreira se npr. vektor proizvoljnih sezonskih vrednosti,
gde je sezona kvartal. Koristi se funkcija rep() i proizvoljan vektor od 4 vrednosti posto je u pitanju
kvartal i ponavlja se 20 puta kako bi vektor s bio duZine 80. Medutim, s obzirom da se ovde radi o
aditivnom modelu, mora se voditi racuna o tome da zbir komponenti bude 0.

> s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)

Zatim se kreira proizvoljan linearni trend.

> xt <- 1 : 80
1+ 2 *xt

> t<-

Kreiranje modela i simulacija

S obzirom da su kreirane sve komponente, one se mogu sabrati i tako dobiti aditivni model. Za prvi
model koristi se prethodno kreiran beli Sum e, a za drugi Gausov beli Sum g. Oba modela predstavljaju
se graficki.

> Al<-t+s+e

> A2<-t+S+g

> par(mfrow=c(1,2))
> plot.ts(Al, col=3,xlab="vreme",ylab="Model 1", main="Aditivni model sa be
Tim Sumom™)
> plot.ts(A2, col=3,xlab="vreme",ylab="Model 2", main="Aditivni model sa Ga
usovim belim Sumom')
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Aditivni model sa belim Sumom Aditivni model sa Gausovim belim Sumom
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Slika 6.1.3. Graficki prikaz aditivnog modela sa belim Sumom(slika levo) i sa Gausovim belim sSumom(slika desno)

Dobijaju se dva slicna modela. Sa oba grafika se jasno vidi stabilna sezonalnost, prisustvo trenda i moze
se lako zakljuciti da je u pitanju aditivni model. Sledi i prikaz sumarnih statistika, srednje vrednosti i
standardne devijacije za oba modela i moze se videti da su brojevi slicni za oba modela.

> summary (Al)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
-4.002 39.841 82.085 81.880 121.834 165.266
> sd(Al)

[1] 46.92473

> summary (A2)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
-3.346 43.147 82.174 81.858 120.816 166.994
> sd(A2)

[1] 46.82987

Zanimljivo bi bilo pogledati kako bi izgledao model kada bi se simulirao vise puta. Trend i sluc¢ajna
komponenta ostaju isti uvek, ali se izbor slu¢ajnih vrednosti kod belog Suma menja. Prvo se kreira
funkcija koja pravi aditivni model.

> aditivni_modell <- function(){

+

+ e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
+ xt <- 1 : 80

+ t <- 1+ 2 *xt

+ s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)

+ A<-t+s+e

+ ks

Ovde je prvo koris¢en beli Sum e. Zatim se funkcija poziva npr. 1000 puta i vrednosti se smestaju u
matricu.

> v_simulacija <- replicate(1000, aditivni_modell())
Vrednosti modela upisuju se u kolone i s obzirom da se ponavlja 1000 puta, matrica ima 1000 kolona i

80 redova koliki je broj opservacija. Narednom petljom kreira se model sa prose¢cnom vrednoséu
kolona i smesta se u vektor X.
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> X<-seq(0,0, length.out=80)
> Y<-seq(0,0, length.out=1000)

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[il<-v_simulacijal[[j,i]1]

}
X[§1<-sum(Y) /1000

+4++++VYV

}

Oba modela se mogu predstaviti na jednom grafiku.

> par(mfrow=c(1,1))

> p1§t.ts(A1, col=3,xlab="vreme",ylab=" ", main="Aditivni model sa belim Su
mom"

> Tines(X, col=2)

> legend(1l, 95, Tegend=c("Pocetni model", "Simulirani model"),

+ col=c(3, 2), lty=1:1, cex=0.75)

Aditivhi model sa belim Sumom

150
|

100
|

— Pocetni model
— Simulirani model

| | T | |
0 20 40 60 80

Vreme
Slika 6.1.4. Graficki prikaz pocetnog i simuliranog aditivnog modela sa belim Sumom

Simulacijom se dobije skoro identi¢an model kao pocetni.

Sada se moze simulirati model sa Gausovim belim Sumom, g.

aditivni_model2 <- function(){

g <- rnorm(80,mean=0,sd=1)

xt <- 1 : 80

t <- 1+ 2 *xt
s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)
A<-t+5+¢

b

v_simulacija <- replicate(1000, aditivni_model12())
X<-seq(0,0, length.out=80)

Y<-seq(0,0, length.out=1000)

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[i]l<-v_simulacijal[[j,i]]

3
X[j1<-sum(Y) /1000

+++++VVVVVH+++++++4+V

-
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Simulirani model i poc¢etni model se mogu predstaviti na istom grafiku.

> plot.ts(A2, col=3,xlab="vreme",ylab=" ", main="Aditivni model sa Gausovim
belim Sumom™)

> Tines(X, col=2)

> legend(1l, 95, Tegend=c("Pocetni model", "Simulirani model™),

+ col=c(3, 2), lty=1:1, cex=0.75)

Aditivni model sa Gausovim belim Sumom
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Slika 6.1.5. Graficki prikaz pocetnog i simuliranog aditivnog modela sa Gausovim belim sumom

Simulirani model je sli¢an kao pocetni, a takode, slican je i modelu koji koristi obi¢an beli Sum, e.
MoZe se prikazati i graficki uzoracki korelogram dobijenog simuliranog modela X.

> acf(X)
Series X
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Slika 6.1.6. Graficki uzoracki korelogram simuliranog aditivnog modela

Sa grafickog uzorackog korelograma se jasno vidi da postoji linearni trend, kao i da je stabilna
sezonalnost.

Simulacijom se nekada i ne dobiju rezultati kakvi se ocekuju. Naime, simuliranjem aditivnhog modela
nece se uvek dobiti ovako jasno izraZzena stabilna sezonalnost, Sto se moZze videti u sledecem primeru.

> e <- arima.sim(model = Tlist(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
> s<-rep(c(-0.95,-1,0.75,1.2),times=20)
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> t<-seq(0.5, 12, length.out=80)
> A<-t+s+e

Uzete su iste vrednosti za beli Sum e, sezonska komponenta je sa proizvoljnim vrednostima, ali opet u
zbiru daju 0, dok su vrednosti trenda manje i uzete proizvoljno koris¢enjem funkcije seq(). Model je
predstavljen graficki.

> p;ot.ts(A, col=3, xlab="vreme",ylab=" " ,main="Aditivni model sa belim Sum
om"

Aditivni model sa belim Sumom
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Slika 6.1.7. Graficki prikaz aditivnog modela sa belim Sumom

Sa grafika se ne vidi jasno izraZena sezonalnost, dok se vidi da postoji trend. Koriséenjem Gausovog
belog Suma, dobije se i ovde slican model.

> g <- rnorm(80,mean=0,sd=1)

> A<-t+s+g

> plot.ts(A, col=3,xTab="vreme",ylab=" ", main="Aditivni model sa Gausovim
belim Sumom™)

Aditivni model sa Gausovim belim Sumom
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Slika 6.1.8. Graficki prikaz aditivnog modela sa Gausovim belim Ssumom

MoZe se uraditi simuliacija i ovog modela i mozda prosec¢an model bude dao jasnije izraZzene sezonske
varijacije. Koristi se beli Sum e.
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> aditivni_modell <- function(){

+

+ e <- arima.sim(model = Tist(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
+ s<-rep(c(-0.95,-1,0.75,1.2),times=20)

+ t<-seq(0.5, 12, length.out=80)

+ A<-t+s+e

+

+}

> v_simulacija <- replicate(1000, aditivni_modell())

> X<-seq(0,0, length.out=80)

> Y<-seq(0,0, length.out=1000)

> for (j in 1:80) {

+ for (i in 1:1000) {

+ ) Y[i]l<-v_simulacijal[[j,i]1]

+

+  X[jl<-sum(Y) /1000

+

> plot.ts(X,col=2,xlab="vreme",ylab=" ", main="Simulirani aditivni model")

Simulirani aditivni model
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Slika 6.1.9. Graficki prikaz simuliranog aditivnog modela sa belim sumom

Sezonski obrazac se sada jasno vidi.

Ako se simulira model sa istim trendom i belim Sumom, a sezonska komponenta ima npr. samo
vrednosti -5 i 5, dobi¢e se model slican prvom sa jo$ pravilnije izrazenom sezonskom komponentom.
U nastavku je primer.

aditivni_modell <- function(){

e <- arima.sim(model = Tist(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
t<-seq(0.5, 12, length.out=80)

s<-rep(c(-5,5),times=40)

A<-t+s+e

}

v_simulacija <- replicate(1000, aditivni_model11())
X<-seq(0,0, length.out=80)

Y<-seq(0,0, length.out=1000)

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[il<-v_simulacijal[[j,i]]

3
X[j1<-sum(Y) /1000

VVV+++++++V

+4++++V

}
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> plot.ts(X,col=2, main="Simulirani aditivni model")

Simulirani aditivni model
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Slika 6.1.10. Graficki prikaz simuliranog aditivnog modela sa belim Sumom

Dakle, jasni i stabilni sezonski obrasci daju nam do znanja da je u pitanju aditivni model.
| za ovakav model se moZe pogledati kako izgleda graficki uzoracki korelogram.

> acf(X)
Series X
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Slika 6.1.11. Graficki uzoracki korelogram simuliranog aditivnog modela
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6.2. SIMULACIJA MULTIPLIKATIVNIH MODELA

Za simulaciju multiplikativnog modela mogu se uzeti slicne vrednosti kao za simulaciju aditivhog
modela i model prikazati grafi¢ki. Medutim, prilikom izbora komponenti mora se voditi racuna da one
imaju pozitivne vrednosti, kao i da prosek vrednosti sezonske komponente bude jednak 1. Ovde se za
sluc¢ajnu komponentu uzima vremenska serija sa srednjom vrednoscu 1 i standardnom devijacijom 0.2
koja je opisana u prethodnom primeru.

> e2 <- arima.sim(model = Tist(order = c(0, 0, 0)), n = 80, mean=1l, sd=0.2)

Za trend i sezonsku komponentu uzimaju se sledeée vrednosti:

> s<-rep(c(0.25,0.75,1.25, 1.75),times=20)
> xt <- 1 : 80
> t<- 1 + 2 *xt

Kreira se multiplikativni model od ovih komponenti.

> Ml<-t*s*e?2

Umesto belog Suma moze se koristiti i slucajni vektor koji je takode kreiran u prethodnom primeru.
> r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)

Kreira se novi multiplikativni model sa ovim slu¢ajnim vektorom, trendom i sezonskom komponentom
koji su isti kao i za prvi multiplikativni model M1.

> M2<-t*s*r

Oba modela se predstavljaju graficki na istoj slici radi lakSeg poredenja.

> par(mfrow=c(1,2))
> plot.ts(M1, col=3, main="Multiplikativni model sa belim Sumom")
> plot.ts(M2, col=3, main="Multiplikativni model sa slucajnim vektorom")

Multiplikativni model sa belim Sumom Multiplikativni model sa slu¢ajnim vektorom
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Slika 6.2.1. Graficki prikaz multiplikativnog modela sa sa belim Sumom(slika levo) i slu¢ajnim vektorom(slika desno)

Na grafiku levo se jasno vidi trend i takode se vidi da se sezonske varijacije povecavaju sa vremenom,
iako one nisu jasno izraZzene.
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Na grafiku desno se jasnije vide sezonske varijacije i vidi se da se one povecavaju sa vremenom. Takode
se vidi i postojanje trenda.
Sledi i prikaz sumarnih statistika, srednje vrednosti i standardne devijacije za oba modela.

> summary(M1)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
0.7437 26.9808 56.3631 83.0842 116.5646 307.8465
> sd(M1)

[1] 75.35601

> summary (M2)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.7965 24.8098 58.3720 83.4336 121.7785 295.4630
> sd(M2)

[1] 72.38967

Simulacija modela

U narednim koracima radi se simulacija multiplikativnog modela sa belim Sumom. Prvo se kreira
funkcija koja pravi multiplikativni model.

> multiplikativni_modell <- function(){

+

+ ) e2 <- arima.sim(model = Tist(order = c(0, 0, 0)), n = 80, mean=1l, sd=
0.2

+ xt <- 1 : 80

+ t <- 1+ 2 *xt

+ s<-rep(c(0.25,0.75,1.25, 1.75),times=20)

+ Ml<-t*s*e2

+

+ }

Zatim se funkcija poziva 1000 puta i vrednosti se smestaju u matricu.
> v_simulacija <- replicate(1000, multiplikativni_modell1())

Vrednosti modela upisuju se u kolone i s obzirom da se ponavlja 1000 puta, matrica ima 1000 kolona i
80 redova koliki je broj opservacija. Narednom petljom kreira se model sa prosecnom vrednoséu
kolona i smesta se u vektor X.

X<-seq(0,0, length.out=80)
Y<-seq(0,0, Tength.out=1000)
for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[i]<-v_simulacijal[[j,i]]

X[j]<-sum(Y) /1000

}
par(mfrow=c(1,1))
plot.ts(X,col=2, main="Simulirani multiplikativni model")

VV+++++VVYV
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Simulirani multiplikativni model
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Slika 6.2.2. Graficki prikaz simuliranog multiplikativnog modela

Simulacijom se dobiju jasno izraZzene sezonske komponente koje se ocigledno povecavaju tokom
vremena, i ovaj grafik daje pravi prikaz multiplikativnog modela. MozZe se i prikazati na istom grafiku sa
pocetnim modelom.

> plot.ts(M1, col=3, xlab="vreme", ylab=" ", main="Multiplikativni model sa
belim Sumom™)

> Tlines(X, col=2)

> Tegend(1l, 95, Tegend=c("Pocetni model", "Simulirani model"), col=c(3, 2)
, 1ty=1:1, cex=0.75, yjust = -2 )

Multiplikativni model sa belim Sumom

200
I

150
I

50

0 20 40 60 80

Vreme

Slika 6.2.3. Graficki prikaz pocetnog i simuliranog multiplikativhog modela

Simulira se i model sa slu¢ajnim vektorom r na isti nacin.

> multiplikativni_model2 <- function(){

+

+ r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)

+ xt <- 1 : 80

+ t <- 1+ 2 *xt

+ s<-rep(c(0.25,0.75,1.25, 1.75),times=20)
+ ) M2<-t*s*r

+
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v_simulacija <- replicate(1000, multiplikativni_model2())
X<-seq(0,0, Tength.out=80)
Y<-seq(0,0, length.out=1000)

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[i]<-v_simulacijal[[j,i]]

3
X[j1<-sum(Y) /1000

vV VYV

+4++++V

\%

plot.ts(X,col=2, xlab="vreme", ylab=" ", main="Simulirani multiplikativni

modeT™)
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Slika 6.2.4. Graficki prikaz simuliranog multiplikativnog modela sa sluc¢ajnim vektorom

Ovom simulacijom dobija se slican model kao i kad se koristi beli Sum e2. MozZe se prikazati pocetni i
simulirani model na jednom grafiku.

> plot.ts(M2, col=3, xlab="vreme", ylab=" ", main="Multiplikativni model sa
slucajnim vektorom™)

> Tines(X, col=2)

? Tegend(1l, 95, Tegend=c("Pocetni model"”, "Simulirani model"), col=c(3, 2),
ty=1:1,

+ cex=0.75, yjust = -2 )

Multiplikativni model sa slucajnim vektorom
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Slika 6.2.5. Graficki prikaz pocetnog i simuliranog multiplikativnog modela sa slu¢ajnim vektorom
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MoZe se pogledati i graficki uzoracki korelogram dobijenog simuliranog modela X.

> actf(X)

Series X
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Slika 6.2.6. Graficki uzoracki korelogram simuliranog multiplikativnog modela

Za slededi primer uzima se malo drugacija sezonska komponenta i trend dobijen koriséenjem funkcije
seq() kao u primeru 6.1. Prvo se uzima isti vektor slucajnih vrednosti r i model se predstavlja graficki.

> r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)

> s<-rep(c(0.95,1,0.75,1.3),times=20)

> t<-seq(0.5, 12, Tlength.out=80)

> M3<-t*s*r

> plot.ts(M3, col=3, xlab="vreme", ylab=" " ,main="Multiplikativni model sa
slucajnim vektorom™)

Multiplikativni model sa sluéajnim vektorom
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Slika 6.2.7. Graficki prikaz multiplikativnog modela sa slu¢ajnim vektorom
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Sa grafika se vidi postojanje trenda, vidi se da postoje neki sezonski obrasci koji se vremenom
povecavaju, ali nisu bas najjasniji. Ali model opet moZe da se simulira 1000 puta i da se vidi prosecan
model kako izgleda.

multiplikativni_model3 <- function(){
r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)
s<-rep(c(0.95,1,0.75,1.3),times=20)
t<-seq(0.5, 12, length.out=80)
M3<-t*s*r

h

v_simulacija <- replicate(1000, multiplikativni_model3())

+4++++++V

\%

> X<-seq(0,0, length.out=80)

> Y<-seq(0,0, length.out=1000)

> for (j in 1:80) {

+ for (i in 1:1000) {

+ , Y[il<-v_simulacijal[[j,i]1]

+

+  X[jl<-sum(Y) /1000

+

> plot.ts(X,col=2, xTab="vreme", ylab=" ", main="Simulirani multiplikativn
i model™)
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Slika 6.2.8. Graficki prikaz simuliranog multiplikativnog modela sa slu¢ajnim vektorom

Sada se jasno vide sezonske varijacije i one se vidno povecéavaju tokom vremena, pa se za ovakav model
moze jasno zakljuciti da je multiplikativni. Slican model se dobija i simulacijom modela koriséenjem
belog Suma e2 umesto vektora sluc¢ajnih vrednostir.

MoZe se predstaviti i graficki uzoracki korelogram ovog modela.

> acf(X)
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Series X

Lag

Slika 6.2.9. Graficki uzoracki korelogram simuliranog modela

U sledeéem primeru uzima se beli Sum e, koji je koris¢en u primeru 6.1. i pokusava da se simulira

multiplikativni model.

S obzirom da vektor e ima negativne vrednosti ovo nije dobar primer

multiplikativhog modela.

M4<-t*s*e
¥

v_simulacija <-

VVV+++++++V

+4++++V

> plot.ts(X,col=2
modeT")
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Slika 6.2.10.

, xlab="vreme", ylab=

multiplikativni_model4 <- function(){

e <- arima.sim(model = Tist(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
s<-rep(c(0.95,1,0.75,1.3),times=20)
t<-seq(0.5, 12, length.out=80)

replicate(1000, multiplikativni_model14())

X<-seq(0,0, length.out=80)
Y<-seq(0,0, Tength.out=1000)

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[il<-v_simulacijal[[j,i]1]

}
X[§1<-sum(Y) /1000

, main="Simulirani multiplikativni

Simulirani multiplikativni model
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Graficki prikaz simuliranog multiplikativnog modela sa negativnim vrednostima
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MoZe se simulirati model sa slu¢ajnim vektorom r, trendom kao u prethodnom primeru i sezonskom
komponentom koja ima vrednosti-5i 7.

multiplikativni_model5 <- function(){
r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)
s<-rep(c(-5,7),times=40)
t<-seq(0.5, 12, length.out=80)
M5<-t*s*r

h

> v_simulacija <- replicate(1000, multiplikativni_model15Q))

>
+
+
+
+
+
+
+

X<-seq(0,0, length.out=80)
Y<-seq(0,0, Tength.out=1000)

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[il<-v_simulacijal[[j,i]1]

}
X[§1<-sum(Y) /1000

vV Vv

+4++++V

> plot.ts(X,col=2, xTab="vreme", ylab= , main="Simulirani multiplikativni

modeT™)
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Slika 6.2.11. Graficki prikaz simuliranog multiplikativnog modela sa negativnim vrednostima

Ovo opet nije dobar primer multiplikativhog modela posto model X ima negativne vrednosti.
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6.3. SIMULACIJA MESOVITIH MODELA

Prilikom simulacije meSovitih modela koriste se slicne vrednosti za beli Sum, trend i sezonsku
komponentu kao kod simulacije multiplikativnih modela. Simulira se prvo model koji mnoZi trend i
sezonsku komponentu, a dodaje slu¢ajnu komponentu. Za slu¢ajnu komponentu uzima se beli Sum e.
Njegova formula je X; = f; - S¢ + e;.

> e <- arima.sim(model = Tlist(order = c(0, 0, 0)), n = 80)

> s<-rep(c(0.25,0.75,1.25, 1.75),times=20)
> xt <- 1 : 80

> t<- 1 + 2 *Xt

> Nl<-t*s+e

U narednim koracima radi se simulacija ovog modela, na sli¢an nacin kao i u primerima 6.1.i 6.2.

meSoviti_modell <- function(){

e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
xt <- 1 : 80

t <- 1+ 2 *xt

s<-rep(c(0.25,0.75,1.25, 1.75),times=20)

Nl<-t*s+e

}

v_simulacija <- replicate(1000, meSoviti_model1())

V++++++++V

X<-seq(0,0, length.out=80)
Y<-seq(0,0, Tength.out=1000)

vV Vv

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[i]l<-v_simulacijal[[j,i]]

}
} X[§1<-sum(Y) /1000

Pocetni model i simulirani model predstavljaju se na istom grafiku.

+4++++V

> plot.ts(N1, col=3, xlab="vreme", ylab=" ", main="MeSoviti model sa belim
Sumom')

> lines(X, col=2)

> legend(1l, 95, legend=c("Pocetni model", "Simulirani model™),

+ col=c(3, 2), Tty=1:1, cex=0.75,yjust = -2)

MesSoviti model sa belim Sumom
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Slika 6.3.1. Graficki prikaz pocetnog i simuliranog mesovitog modela sa belim Sumom
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Simulirani model je skoro identi¢an kao pocetni. Vidi se da je ovaj model jako sli¢an multiplikativnom
modelu. | ovde se sezonske varijacije postepeno povecavaju sa vremenom i jasno je izrazen trend.
Ovaj model ima samo pozitivne vrednosti, pa se sa grafika ne bi moglo zakljuditi da li je meSoviti ili
multiplikativni.

MoZe se predstaviti i graficki uzoracki korelogram simuliranog modela.

> actf(X)
Series X
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Slika 6.3.2. Graficki uzoracki korelogram simuliranog mesovitog modela

| graficki uzoracki korelogram simuliranog mesSovitog modela je slican kao i kod multiplikativnog.

Ako se koristi slucajni vektor r prilikom kreiranja mesovitog modela, takode se dobije skoro identi¢an
model multiplikativhom.

> r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)

> s<-rep(c(0.25,0.75,1.25, 1.75),times=20)

> xt <- 1 : 80

> t<- 1 + 2 *xt

> N2<-t*s+r

> plot.ts(N2, col=3,xlab="vreme", ylab=" ", main="MeSoviti model sa slucajn
im vektorom")

Me5Soviti model sa sluéajnim vektorom
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Slika 6.3.3. Graficki prikaz mesSovitog modela sa slucajnim vektorom
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Slicni modeli se dobiju i koriS¢enjem Gausovog belog Suma g, kao i vremenske serije e2.
Mogu se i uzeti neke negativne vrednosti npr. za sezonsku komponentu i pogledati kakav se model
dobija.

> e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
> s<-rep(c(-1,0.75,2,2.25),times=20)
> t<-seq(0.5, 12, Tength.out=80)
> N3<-t*s+e
> plot.ts(N3, col=3,xlab="vreme", ylab=" ", main="MeSoviti model sa belim §
umom')
MesSoviti model sa belim Sumom

\ T T T T
0 20 40 60 80

Vreme

Slika 6.3.4. Graficki prikaz mesovitog modela sa belim sumom i negativnim vrednostima

Sezonske varijacije se povecavaju vremenom kao kod multiplikativhog modela, s tim Sto ovde postoje
i negativne vrednosti. Simulacijom se dobija slican model kao u poslednjem primeru multiplikativnog
modela.

mesoviti_model2 <- function(){
e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
s<-rep(c(-1,0.75,2,2.25),times=20)
t<-seq(0.5, 12, length.out=80)
N3<-t*s+e

}

v_simulacija <- replicate(1000, meSoviti_model12())
X<-seq(0,0, length.out=80)
Y<-seq(0,0, length.out=1000)

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[i]l<-v_simulacijal[[j,i]]

}
X[jJ<-sum(Y) /1000

VVV 4+ +4+++V

+++++V

\%

plot.ts(X,col=2, main="Simulirani meSoviti model")
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Simulirani mesoviti model

20

10

-10

T T T T T
0 20 40 60 80

Vreme

Slika 6.3.5. Graficki prikaz simuliranog mesovitog modela sa belim Ssumom i negativnim vrednostima

Pocetni i simulirani model se mogu predstaviti na istom grafiku.

> plot.ts(N3, col=3, xlab="vreme", ylab=" ", main="MeSoviti model sa belim
Sumom™)

> Tines(X, col=2)

> legend(1l, 10, Tegend=c("Pocetni model", "Simulirani model™),

+ col=c(3, 2), Tty=1:1, cex=0.75, yjust = 0.5)
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Slika 6.3.6. Graficki prikaz pocetnog i simuliranog mesovitog modela sa belim sumom i negativnim vrednostima

Dakle, ovakav model sa pozitivnim vrednostima je jako slicnog izgleda kao mesoviti model.
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MoZe se prikazati i meSoviti model koji kombinuje drugacije komponente, npr. mnozi trend i slu¢ajnu
komponentu a dodaje sezonsku komponentu. Njegova formula je X; = f; - e; + S;. Ovde je uzeta
sezonska komponenta kao kod aditivhog modela.

> e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
> s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)
> xt <- 1 : 80
> t<- 1 + 2 *xt
> N4<-t*e+s
> plot.ts(N4, col=3, xlab="vreme", ylab=" ", main="MeSoviti model sa belim
Sumom™)
MesSoviti model sa belim Sumom
g I I I I I
0 20 40 60 80

reme

Slika 6.3.7. Graficki prikaz mesovitog modela sa belim sumom

U narednim koracima radi se simulacija ovakvog modela.

> meSoviti_model3 <- function(){

+ e <- arima.sim(model = Tist(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
+ s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)

+ xt <- 1 : 80

+ t<- 1 + 2 *xt

+ N4<-t*e+s

+

}

v_simulacija <- replicate(1000, meSoviti_model13())

\%

X<-seq(0,0, length.out=80)
Y<-seq(0,0, length.out=1000)

for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[il<-v_simulacijal[[j,i]]

X[jJ<-sum(Y) /1000

vV VvV

+4++++V

plot.ts(X,col=2, xTab="vreme", ylab= , main="Simulirani mesSoviti model"

vV
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Simulirani mesoviti model
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Slika 6.3.8. Graficki prikaz simuliranog mesovitog modela sa belim sumom

Prosecni model nije ni pribliznog izgleda kao pocetni. Ovakve meSovite modele bi bilo tesko prepoznati.
Mogu se pogledati i grafici prvih par simulacija.

> par(mfrow=c(2,2)) )
> #ponavlja se 4 puta_naredni kod
> e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
> s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)
> xt <- 1 : 80
> t<- 1 + 2 *xt
> N4<-t*e+s ] L )
> plot.ts(N4, col=3, xlab="vreme", ylab=" ", main="MeSoviti model sa belim
Sumom')
Mesoviti model sa belim Sumom Mesoviti model sa belim Sumom
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Slika 6.3.9. Graficki prikaz simuliranih mesovitih modela sa belim sSumom
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Takode se moZe pogledati i graficki uzoracki korelogram za takve modele.

> #ponavlja se 4 puta naredni kod
> e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
> s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)
> xt <- 1 : 80
> t<- 1 + 2 *xt
> N4<-t*e+s
> acf(N4)
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Slika 6.3.10. Graficki uzoracki korelogram simuliranih mesovitih modela

Graficki uzoracki korelogram simuliranih mesovitih modela je raznovrstan i na osnovu njega se ne bi
mogao dobiti neki zakljucak.

Umesto belog Suma moZe se kreirati model sa slu¢ajnim vektorom r sa istom kombinacijom
komponenti.

> par(mfrow=c(1,1))

> r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)

> s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)

> xt <- 1 : 80

> t<- 1 + 2 *xt

> NS<-t*r+s

> plot.ts(N5, col=3, xlab="vreme", ylab=" ", main="MeSoviti model sa slucaj
nim vektorom")
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MesSoviti model sa slucajnim vektorom
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Slika 6.3.11. Graficki prikaz mesovitog modela sa slucajnim vektorom
Radi se i simulacija modela na ve¢ poznat nacin.

mesoviti_model4 <- function(){
r <- rnorm(80,mean=1,sd=0.08)
s<-rep(c(-6,-2,2,6),times=20)
xt <- 1 : 80
t<- 1 + 2 *xt
; NS<-t*r+s
v_simulacija <- replicate(1000, mesSoviti_model14())
X<-seq(0,0, length.out=80)
Y<-seq(0,0, length.out=1000)
for (j in 1:80)
for (i in 1:1000) {
Y[il<-v_simulacijal[[j,i]1]

}
X[j1<-sum(Y) /1000

plot.ts(X,col=2, xlab="vreme", ylab=" ", main="Simulirani meSoviti model"

“V+++++VVVV+H+++++V
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Slika 6.3.12. Graficki prikaz simuliranog mesovitog modela sa slucajnim vektorom

Ovakav model je skoro isti kao aditivni model, jer se sa grafika vidi stabilna sezonalnost. Dakle ovakav
mesoviti model se moZe pomesati sa aditivnim.
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I, na kraju, moze se kreirati meSoviti model koji mnoZi sezonsku i slu¢ajnu komponentu i dodaje trend.
Njegova formula je X; = S; - e; + f.

> e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)

> s<-rep(c(-10,-12,12,14),times=20)

> t<-seq(0.5, 12, Tength.out=80)

> Nb<-s*e+t

> plot.ts(N6, col=3, xlab="vreme", ylab=" ", main="MeSoviti model sa belim
Sumom™)

Me3Soviti model sa belim Sumom
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Slika 6.3.13. Graficki prikaz mesovitog modela sa belim sumom
Radi se simulacija ovakvog modela.

meSoviti_model5 <- function(){
e <- arima.sim(model = list(order = c(0, 0, 0)), n = 80)
s<-rep(c(-10,-12,12,14),times=20)
t<-seq(0.5, 12, length.out=80)
) Nb6<-s*e+t
v_simulacija <- replicate(1000, meSoviti_model5())
X<-seq(0,0, length.out=80)
Y<-seq(0,0, length.out=1000)
for (j in 1:80) {
for (i in 1:1000) {
Y[il<-v_simulacijal[[j,i]1]

}
X[j1<-sum(Y) /1000

VA+++++VVVVttt++V

plot.ts(X,col=2, main="Simulirani meSoviti model")
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Slika 6.3.14. Graficki prikaz simuliranog mesovitog modela sa belim Sumom
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Sa grafika deluje da se poneki sezonski obrasci ponavljalju i to bi moZda bio znak da je ovo neki meSoviti
model i po tome bi se prepoznao. Simulacija se takode moZe vise puta ponoviti i dobice se sli¢ni
simulirani modeli:

Simulirani mesoviti model
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Slika 6.3.15. Graficki prikaz simuliranog mesovitog modela sa belim Sumom

MoZe se prikazati i graficki uzoracki korelogram ovakvog modela.
> acf(X)

Series X

ACF
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|

02
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Slika 6.3.16. Graficki uzoracki korelogram simuliranog mesovitog modela

Graficki uzoracki korelogram simuliranog mesovitog modela je slican kao kod simuliranog aditivnog
modela u primeru 6.1.
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7. ZAKLJUCAK

U ovom radu detaljno su opisani modeli vremenskih serija. Fokus je bio na multiplikativnim modelima,
a takode su opisani i aditivni i meSoviti modeli.

Kako bi se odabrao odgovarajuéi model vremenske serije, prvo je potrebno ispitati originalnu
vremensku seriju. Nekada se odmah na osnovu grafika moZe videti koji model je u pitanju. Kada je
sezonska varijacija relativno stabilna tokom vremena tada se bira aditivni model. Ako se sezonska
varijacija npr. povecava tokom vremena onda je potrebno odabrati multiplikativni model. Medutim,
Cesto se ispostavi da ako je prvobitni zakljucak da se moZe koristiti multiplikativni model, daljom
analizom se dode do toga da je ipak mozda bolje primeniti neki meSoviti model.

Multiplikativni modeli su nepogodni ako su vrednosti nekih komponenti bliske nuli ili ako imaju
negativan predznak, pa je u tom slucaju pogodniji meSoviti model.

Potrebno je iisprobati niz modela i izabrati onaj koji daje najstabilniju sezonsku komponentu, pogotovu
na kraju serije.

Takode, za datu vremensku seriju mogu se odrediti i autokorelacione i autokovarijacione funkcije, zato
$to one imaju specifi¢ne oblike za pojedinacne, razli¢ite modele, pa se prema tome isto moze doci do
zaklju¢ka o odabiru modela.

U poglavlju 5 kroz razne primere pokazano je kako se prema gore pomenutim kriterijumima bira koji
model vremenske serije je najpogodniji. Koris¢eni su razni skupovi podataka iz R baze, kao i jedna baza
podataka preuzeta sa Interneta ([12]).

U poglavlju 6 prikazane su simulacije raznih modela. Ideja je bila krenuti sa druge strane, odnosno
kreirati aditivne, multiplikativne i meSovite modele i prikazati kako izgledaju, kako bi takve vremenske
serije bile lakSe prepoznate. Zakljucak je da se sa grafickog prikaza ne moze uvek jasno utvrditi koji
model odabrati, ali moZe da bude dobra smernica za dalju analizu.

Multiplikativni modeli su znacajni u raznim oblastima, te su razmatrani u mnogim naucéno- istrazivackim
radovima. U jednom od tih radova ,Daily Cash Forecasting with Multiplicative Models of Cash Flow
Patterns” ([21]) multiplikativni modeli su primenjeni za dnevno predvidanje tokova novca, Sto
predstavlja problem od velike prakti¢ne vaZnosti. Dobra predvidanja dnevnih tokova novca mogu
poboljsati neto prinos za kratkoro€na ulaganja, smanjiti troSkove izdavanja vrednosnih papira i drugog
kratkoro€nog zaduZivanja, smanjiti neaktivna stanja novca i generalno olak3ati upravljanje novcem.
Mnoge kompanije ulazu ozbiljne napore u predvidanju dnevnih tokova novca, pa je u ovom ¢lanku
fokus na tome, kao i na razlozima zasto predvidanje nekad ne bude uspesno.

Glavni tokovi novca su definisani kao veliki tokovi koji nisu periodi¢ni i obi€no se ne mogu oceniti iz
proslosti, npr. porezi, dividende, isplate fondova, zakupi, isplate po zavrSetku projekta, prodaja po
ugovoru, prihod od raspolaganja imovinom... Kada bi se standardne ekstrapolativne, periodi¢ne ili
auto-regresivne tehnike primenile na ovakve novcane tokove bez uklanjanja vecih tokova, ne bi bile
uspesne, jer glavni tokovi ¢ine najveée tokove u danima kada se dogode i ne mogu se modelovati ni
kao trend ni kao periodicna funkcija. Na primer, pla¢anja poreza na dohodak obi¢no se desavaju najvise
Sest puta godisnje, nemaju redovnu periodic¢nost i imaju iznose koji nemaju mnogo veze sa proslim
novcanim tokovima, ukljuéujuéi éak i prosla placanja poreza. Cak i kad se svi veliki tokovi uklone iz
novcanog toka, uglavnom je uvek potrebno podeliti preostali tok na komponente. Dnevni tokovi novca
uvek imaju obrazac dan-u-nedelji i generalno takode imaju obrazac dan-u-mesecu.

Mnogi dogadaji toka novca vezani su za mesecne ili nedeljne dogadaje, npr. mesecne ili nedeljne plate,
uslovi kredita vezani za dan u mesecu, kao Sto je datum dospeca na kraju meseca i interne procedure
obrade, kao sto je priprema neke uplate odredenim danima u nedelji itd.

Ovaj clanak strukturira resSavanje efekata dana u nedelji i dana u mesecu formulisuéi nekoliko
multiplikativnih modela. Takode, poredi aditivne modele efekata dana u nedelji i dana u mesecu u
trenutnoj literaturi, i zaklju€uje da su neki multiplikativni modeli ipak pogodniji.
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U radu , Additive and Multiplicative Models for Relative Survival Rates” ([22]) razmatra se i aditivni i
multiplikativni model za relativnu stopu prezivljavanja. Relativna stopa prezivljavanja je odnos ukupne
stope prezivljavanja prema onoj ,ocekivanoj“ za demografski slicne osobe u referentnoj populaciji.
Obicno se koristi za procenu uticaja odredene bolesti na mortalitet, kada uzrok smrti nije pouzdano
poznat. Efekat bolesti moze biti multiplikativan ili aditivan. Pretpostavlja se da je efekat bolesti
konstantan tokom Citavog perioda pracenja, ili da je konstantan u intervalima pracéenja K. Prikazane su
i razne statistike zasnovane na ocenama momenta efekta bolesti.

U radu ,Multiplicative Models for Interaction in Three-Way ANOVA, with Applications to Plant
Breeding” ([23]) prikazana je primena multiplikativnih modela u svrhu bioloskih tumacenja. U
uzgajivanju biljaka, multiplikativni modeli za dvosmernu analizu interakcije disperzije postali su opste
sredstvo za opisivanje interakcije genotipa po okruzenju. Nedostatak preovladujuée dominacije
dvosmernih multiplikativnih modela je to Sto su podaci sa sloZenijom strukturom Zivotne sredine Cesto
primorani da se uklapaju u dvosmerni okvir. Kao delimi¢no reSenje ovog problema, predstavljeni su
trosmerni multiplikativni modeli koji se mogu koristiti kao dodatak poznatijim dvosmernim
multiplikativnim modelima.

Dakle, multiplikativni modeli su bitni za mnoga prakti¢na istraZivanja u raznim oblastima, te su stoga
jako vazni u analizi vremenskih serija.
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