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1 VYBog

Ocnosna jemanta rpabhe x&uBor csera je hemnja. Temunje obaBmajy MHOTO
pazmumuntux dyakiuja. Cee mTo ce AemnaBa Ha HuUBOY Buinehenujckor op-
TaHW3Ma, JEIMIaBa Ce W HA HUBOY cBake hesjmje monaocob. hemmja ce kpehe,
XpaHHu, U3JIydyje HeCBapeHe OCTATKE XpaHe, Pa3MHOXKAaBa, KOMYHUIIAPA Ca,
OKOJIMHOM - TIPUMA, 1 ofiaInbe curHase. Jla 6u cBe To 06aBhasia, HEOITXOIHA,
joj je erepruja. la 6u KOMyHHIIMPAJIA Ca CBOJOM OKOJIHMHOM HEOIXOJAH jOj je
MeXaHU3aM 1 npeHece nadopMaImjy. 3aTo mporect 9ujuM heMo ce MaTemMa-
THIKUM MOJIEJIUMA, HABUTH CY TUITUKOJIN3a, KA0 (DyHIAMEHTAJIHI GHOXEMUJCKHU
MPOTIEC M TEHEPHUCATHE AKIIMOHOT MOTEHITH)aJTa Ka0 (DyHIAMEHTAIHA TPOIEC
pasmene unadopmarmja Meljy ekcnmrabunaum (HaapaxkajouM) heaujama.

JelaH 0J1 OCHOBHX THIIOBA MOHAIAA, HEKOT CHCTEMA, (& TO MOYKEMO TIPH-
METHUTH y PA3IMIUTUM 00JIACTHMA HAYKE) j€ heroBa TEeXMa J1a JOCTIE Y PaB-
HOTEKHO CTale (eKBIINOPHjyM) HAKOH H3BECHOT BpeMeHa. Tako Ha mpuMep,
Yy XEMUjU HAKOH CTYamha y PeakIfjy /JIBa PeakTaHTa, (bUX0B PEAKIIMOHN IIPO-
M3BOJI je XeMHU]CKU eKBIIubpujyM. Ilpumep 3a TepMOTTHAMAYIKY €KBHJIMOPH-
jym je xnaheme Bpyhe kade 10 Temmeparype npoctopuje. ¥ eKOJOMKUM CH-
CTEMHUMa, JeIMHKE JIBE BPCTE KPO3 JIAHAIL UCXPaHe Pery/auiny OpojHOCT jeIHa,
JpYyToj ycrioctaBsbajyhin ekosionku eKBuanbpujym. Y eKOHOMMjU OJ1 IIOHY/Ie
U NOTpPaXKie 3aBucuhe TPXKHUIIHA IeHAa HEKOr MPOU3BOJA, IITO jeCcTe €KO-
HoMmcku exkBusmOpujym. Konauno, y ¢dusuosiomkum nporuecuMa rakobhe ce
cpehemo ca KOHIEITOM eKBUINOPHjyMa, KOjU Ce Ha3uBa XOMeocTasa. 2KuBu
opraumsam ofpeheHrM MEXaHU3MUMA, OJIPKABA BPETHOCTH PA3IUIUTUX CYTI-
CTaHII KOHCTaAHTHHUM. AAJII/I7 Ja JIn 63.]].[ KOHCTaHTHI/IM?

Jean TakaB MeXaHW3aM je HETATHUBHA MOBPATHA CIIPEra KaJa OJroBapa-
jyhe kommonenTe cuctema OJIOKWMPAjy €BOjy akTuBHOCT. OBAj THI TOBPATHE
cripere Hajuernhe cTabWUIn3yje MOHAIIAKE CACTEMA. 3a PA3JIMKY OJ Hera-
THUBHE, IIOBUTUBHA ITOBPAaTHA CIIpera J0BOAXA 10 HeCTa.6I/I.TIHOI‘, JAUBEPreHTHOT
IOHAIIAA.

Tunuuan TpuMep HETATHUBHE MOBPATHE CIIPEre je OAPXKABAE TEJeCHE
remmeparype (ciauka 1). Hakon Heke (hbusnuke aK THBHOCTH, OPIaHU3aM IIPO-
M3BOJIM BUIIAK TOIJIOTE, 3aTPEBA C€, TEMIIEPATYPA PACTE, TIITO €€ PETUCTPYje
y XUMOTAJAMyCy MO3ra, TJie je TepMoperyianuoHu nenrap. OH 1mmaspe cur-
HaJI JO KPBHHX CyJIOBa KOXKE /13 ce pamupe u tume omoryhe pacxsiahusame
oprarmsma (npesnojasame). Couano ce gemasa, ako johe JI0 CHUKABAHA,
Temueparype. M3 TepMOperymamuoHor MeHTpa MO3Ta MAJbe Ce CUTHAJ JI0
nepudepuje Tesa (KOke) Ja ce KPBHE CYJ/I0OBU KOHTPAXYjy, KAKO OW ce KPB
3aJIp2KaJia, y TeJly u He 6u JIo1io Jo jajber rybibema eHepruje. Opranuzam
ce TPy Ja TPOU3BEJe JONATHY €HEePTHUjy Kako OM YCIOCTABMO XOMEOCTAT-
CKy BpeIHocT Temueparype. To uumnn m3asuBajyhy KOHTpakiuje MHIIHha,
(1pxTame).

OpranmzaM UCTUM MEXaHU3MOM OJIPKaBa HUBO mehepa u pa3sHuX XOPMO-
Ha Y KPBU Ha XOMEOCTATCKUM BPEAHOCTUMA. Pa.BHOTe}KHO CTalke KOME TE2KN



CBaKM CUCTEM He TIPEJICTaBba ojpeheHa BpeIHOCT KOHIEHTpAIKje TIYKO3e,
XOPMOHA, Pa3HUX JOHA, Ka0 u oapeleHa BpeaHOCT TEMIIEPAType.

Heperm crerena
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Cruka 1: XoMmeocTa3a v KOHTPOJIA, TEMIIEPATYPE

IIpermocraBumo 112 Baxku cienehe TBpheme:

Hopmanna menecrna memnepamypa je 37°C. Ona ce nocmusice mexra-
HUSMOM HE2AMUBHE NOBPATHE CNPEZE.

MebyTuMm, mpuMeTHMO IITA je YOUEHO y €KCIIEPHMEHTY y KOMe je ydJe-
CTBOBAJIO ITECTOPO A00POBOJHATIA KOjUMA je YeTWpPH JIAHA 3aPE/IOM MEpPeHa
TeJIECHA TeMIEepaTypa peKTajHuM yreM. Cpejmba BPeJHOCT MEPEHha IpHU-
Ka3aHa je Ha rpaduky Ha ciaumu 2. l{pau Kpyrosu oiroBapajy MepemuMa
3abele2KEeHUM TIPH BEIITAYKO] CAMYJIAIUMjH CMEHE MAaHa W HOhu, JOK Oesun
KPYTOBU MepPemhUMa ¥ CTAJTHOM Mpaky. OceHueHu AeJI0BU Or0Bapajy Jeso-
BUMa JaHa KaJda Cy UCIIUTAHUIU CIIaBAJIA.

ExcrepuMeHT je MOKa3ao KaKo ce TeJecHa TeMIIepaTypa Memba TOKOM 24
gaca. Taj mHeBHU puTaM HUje MOCJIEIUI TPUCYCTBA UJIK OACYCTBA, CBETJIO-
CTH, jep je UCTU yOUYeH U KaJa Cy UCHUTAHUIM OWJIM y HOTHYHOM MPAaKy.
OuwuryieIHO je 1a pe3yJITaT eKCIePUMEHTa, Hije Vv CKaaay ca Tephemem. [Ipe-
Ma TBphemy TeMIiiepaTypa HocTuKe ojpeheHy BpeJHOCT U By TEXKH Jia O]
pxu. Mehyrtum, Temmeparypa Tesia HEje KOHCTAHTHA, OHA OCIHIYje TOKOM
BpeMeHna. AMmmnTyma ocimnoBama je 1°C. Jlakite, OCHOBHM THIT TIOHAIIAA,
y OHOJIOIIKUM TIPOIECUME, j& OCIIIATOPHO KPETAHhe BPEJHOCTH PASJIMIUTUX
$u3noIOmMKNX IpoMeH/buBuX. Tako hemo pehu ma opranmzaMm TexRH 12 OJ1-
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Cruka 2: [lupkagujaJsau puTaM TeJIeCHE TEMIIEPATYPE

pKU TejecHy TemmepaTtypy y omcery on 36,5°C mo 37,5°C. OBakBo moHa-
mame PUINOJIONTKUX TPOMEHBUBAX MOAeanpaheMo IMHAMAIKNIM CACTEMOM
ca cTaOWJIHUM TPAHUYHUM ITUKJIOM.

Ca yBOJgHUM Ka0 MPBUM TMOTJIABJHEM PAJ C€ CACTOJU OJ JECeT TOTJIa-
BJba. ¥ JPYIOM IOIJIaBJbY ODjallilbeH je mocTynak u3eohema dhopmyse 3a
n3pagyHaBame Op3uHe XeMUjCKIUX PEeaKInja Koje ce OJBUjajy y je/IHOj eTanu
(3akoH 0 mejcTBy Mace). Y TpelieM HOTaB/by MOJEIY]y €€ OCHOBH TUIOBH
(6mo)xemujckux peaki@ja. ¥ 4ETBPTOM NOIJIAB/LY O0jalIkEeHe Cy METOJ/E 38
peayKOBame OPUTHHAJHUX MOJENa KOjUMa Ce OHW MOjeTHOCTABJbY]Y U TIO-
crajy JIakiiyd 3a MATEMATUUYKy aHaju3dy. ¥ I[1€TOM [OoIiaB/by objaliareHo
je Kako ce ckunmpa ¢$pas3Ha TPajeKTOPHja JAMHAMUIKOT CHCTEMA y KOME ce
jaBiba criopa u 6p3a TPOMEH/bUBA. ¥ IMIECTOM TOTJIABJBY 00jaIlheH je TIOCTY-
mak yBohema 6e3IMMEeH3NOHAJHINX BEJIMINHA W CKAJUpame Kako 6u ce 6poj
mapaMeTrapa y MOJIENy CMAaWbMO, & MPOMEHJbUBE MocTajie H6e3IMMeH3nOHA-
He ¥ ca BpegHocTrMa u3 uaTepsada (0,1]. YV ceamom nmorsassby objarimeno
je Kako ce u3Bom popmysia 3a u3padyHaBarhe OpP3WHE €eH3WMCKHUX PEaKITh-
ja (3axon Muxaenmuca mw MenTenose) koje ce 0/1Bujajy KpPO3 BHIIE €TAIa, Te
ce HA BUX HE MOXKe JIUPEKTHO IMPUMEHUTH 3aKOH O JEJCTBY Maca. Y OCMOM
MOTJIABIbY PA3MATPAjy Ce JIBa KIbYTHA MATEeMATHIKA TI0jMa, HEOTIXOTHA 38, Pa-
3yMEBambe OCIMJIATOPHOT MOHAIAKA OUOJIONIKKUX mporeca. 1o cy rpaHudHu
kg u Xondosa budypkarmja. Y 1€BEeTOM TOIJIABIEY MOJIEYje CE TJIUKO-
Jin3a, Ka0 OCHOBHM OMOXEMUjCKU IIPOIEC KOJUM 3aIOUUIbe CJIOXKEH IIPOIEeC
mpeBohema XeMHUjCKe eHepruje W3 MOJEKyJIa TJIYKo3e y 4Yak 38 MoJsekysia
agenosuaTpudocdaTa y Kojuma hennja CKIAIAIITH €HEPTHjy moTpebHy 3a
obaBbame pa3anIuTuX (PyHKIMja U KUBOT. Y JIECETOM TOTJIABIBY MOJIETYje
ce moHamame Hagpaxajaux hesmmja (mepsae m mumuline) Koje Cy y CTamy
Ja mpenoce uHopMalmje 3axXBasbyjyhu criocobHoCTr 12 reHepuIny aKIHOHN
norertujas. OCIuaaTOPHO MOHAIIAE KOje ce jaBiba y oapehenumM curyarm-
jaMa je KapaKTEepHUCTHKa T3B. II€jCMEjKep HEPBHUX hesmja.

Ha kpajy namomennmo ma he ce y pay mpeTrnocTaBuTy J1a PAIuMo Ca, J10-
BOJBHO ,JienuM” (riaTkuM) (byHKIHjaMa, jep je OCHOBHA uieja jia ce u3berte
MareMaTHIKu (HOpMAIU3aM y MuJby Jakier mpahema paja.



2 MopgenoBame XeMHIjCKIUX peakIiiija

Y oBoM miorsiaBsby 6aBrhemMo ce oCcTyIKOM MOJIEJI0Baha XEMUjCKUX Peak-
nuja. YnozHaheMo ce ca OCHOBHUM 3aKOHOM XE€MUJCKe KHHETHKE, Ca 3aKOHOM
KOjU OMHCYje KaKO Ce KOHIEHTPAIMje PEeaKTAHATa MEMmAa]y TOKOM pPeakiiuje
y GYHKIHJH OI BpeMeHa, Tj. KAKO Ce M3padyHaBa Op3HHA XEMHJCKE PEeaK-
rmje. [Ipema 3akoHVMA TEPMOIMHAMIUKE CBE XEMUjCKE PEAKITHje CYy MOBPATHE
(peBepsubmiTHE) - peakimje y KojuMa peakTanT MeljycobHo pearyjy rpanehn
IPOM3BO/I, ajn u npou3Boau Mehycobuo pearyjy rpajaehu mOHOBO PEAKTAHTE.
Hakon uzBecHor Bpemena, y 3aTBOPEHOM CUCTEMY, YCIOCTABJbA CE XEMH]CKA,
paBHOTeXa M3Mely peakTanaTa u peaKmoHWX npom3soma. CBaka HEMOBpa-
TaHa (MpeBep3MOUIIHA) XEMU]CKA PEAKIHja CMATPa Ce AIPOKCUMAIILjOM.

Hexka je xemujcka peakimja IpeacTaB/beHa caedehoM XeMHjCKOM jeIHa-
YUHOM

k
aX +bY = cZ, (1)
k_

rme cy X u Y peakTanTw, Z PEAKIIMOHU MPOU3BOI, a a, b u ¢ oarosapajyhu
CTEXHUOMETPHUjCKU KOoehHUIHjeHTH (KAKO ce MATEpHja TOKOM XEMH]CKE Peak-
17je He MOYKe HY CTBOPUTH HY YHUIIITHTH, CTEXHOMETPH)a PAUyHA KBAHTHUTA-
THBHE OJiHOCE Mely peakTaHTHMa W ITPOU3BOJIMMA TAKO J1a KOJIMYUHA CBAKOT
ejieMeHTa Oy/ile KOHCTAHTHA Y IEJIOKYITHO] peakimju, Tj. O6poj aroma HEKOr
€JIEMEHTA HA CTPAHU peakTaHaTa Mopa OuTH je/lHAK OPOjy aroMa Ha CTPAHU
npoussoja). Jlupekran cmep uma KOHCTaHTy Op3une xemujcke peaknuje ki,
JIOK TIOBpaTHU k_.
Hajmpe, MogenyjeMo TUpPEKTaH CMEpP XeMHjCKe peakKIldje

X+vY 52z (2)

IJIe CY CBH CTEXMOMETPHjCKU KoedulpjeHTr jeiHaKku jeIMHUIM, a Kk je KOH-
cranta O6p3uHe. JIpyruM peunMa 3a HACTAHAK jeJHe decThre (aroMa, Moe-
KyJia) PEaKIuOHOT IPOM3BOAA, NOTPEOHO je J1a m3pearyjy 1o jejHa 9eCTUIa,
cBakor peakTanara. 1oy KOHIIEHTPAIIMjOM peaKTaHATa U PEAKIIMOHUX ITPOU-
3BO/IA MMOAPAa3yMeBAMO OPOj YECTHIR Y JeMHUNM 3AIPEMUHE Y3 IBE IPETIO-
cTaBKe: IPBa - PABHOMEPHA, paciopeleHOCT YecTura y je JuHUIU 3aIIpeMuHe
(ycomoB XOMOTEHOCTH), a JIpyra Ja je MPUCYTaH BeJIMKU Opoj YecTHra peia
sesmumne ABoraaposor 6poja yectna 6,02 x 1023 (ycios HenpexugaocTH).
Kaxko je 6poj wecTnria guckperam, onMax ce HaMmehe nuTame HEIPeKWTHOCTH
¢yHKIMje TpOMeHe KOHIIEHTPAIije HEKOT PEeKTaHTa TOKOM BpeMeHa. 300r
BeJIUKOT Op0ja 9eCTUIIA OIPABIAHO jeé JTUCKPETHE MpoMeHe y Opojy YecTHI,
ATPOKCUMUPATH HETIPEKUJHUM TpOMeHaMa, KoHTeHTpaiuja. Crora, y peak-
Ujy CcTyIajy peakTaHTH X W Y W Jajy peakKIuoOHH Tpou3Boj, Z. PyHKIHUje
KOJUMa Ce OMHUCYje 3aBUCHOCT HUXOBE KOHIEHTPAIU]E OJ] BPEMEHA Cy PeIOM
x=ua(t), y=y(t) u z = z(t).

[Tpomene KOHIEHTpAIM]a PeAKTAHATA M TPOU3BOJA TOKOM BPEMEHA MO-
genoBahemo mudepennyjaannM jeaHadnnama. Jludepennujaraa jegHaanma,



KOja OIHUCYje TPOMEHY KOHIICHTpaIKje OII0 TO 1A je peaKTAHT WM IPOU3BO/I,
W3BOJIM CE W3 PA3MATPAtha TIITa, TOBOIHA /10 TToBehiarma, a 1ITa 0 CMAhetha thi-
XOBe KOHIIEHTapIFje TOKOM Bpemena (y dasu uspohema nudepeHnmjamraux
jennaunna kopucTuheMo yruacre 3arpaje [-] 3a o3HavaBambe KOHIEHTPAIU]a,
PEaKTaHTa U MIPOU3BOJIA)

d[]

=t -pe

Y peaknuju (2) 10 cMambema KOHIEHTPAIHje MPOU3BOJIA Z HE JOBOJM HHU-
mTa, 0K /0 noBeharma M0BOIKM WHTEPAKIN]a MOJIEKyJIa peakTanara X u Y.
Jakne,

d|Z] .

e (naTepakImja Mosekysaa peakranara X u Y) — 0.
VY ciy4dajy peakTaHATa HUIITA HE JOBOJM JI0 HOBeharma HhUXOBE KOHIEHTPA-
mje, OHa, Ce CMamyje ycjes mbuxose mehycobue naTEepakimje, 1a nMaMo

dX] 0 MHTEPAKIIF}a Ca MOJIEKYJTHMa PeaKTaHTa Y

dt JIa, HATPAJIE MOJIEKYJIE TIPOU3BOIA Z ’
dy] 0 HMHTEPAKIHja Ca MOJEKYJIMMa peakKTanTa X

dt Jla HATPAJIE MOJIEKYJIE TIPOM3BOJA 2

Kako MaTeMaTHUKH U3PA3UTH UHTEPAKII]Y MOJEKyJa peakTamaTa’! Kao
mTo je Beh MOMEHYTO KOHIEHTPAIM]a PEAKTAHATA W MPOU3BOJIA IIPEICTA-
BJ/ba OPO] UECTHUIA Y jJeINHUIA 3alpeMuHe. MaTeMaTHdKu pedeHo TO je Be-
posarroha HAJAXKEmA YECTHIA JATOT PEAKTAHTa (IPOU3BOMA) Y jEIMHUIH
sanpemune. Ha npumep, ako je mocyma seamumne 1000 cm?® y kojoj je pac-
TBOpeno Heknx 450 Mosiekysa peakTanTa X, OHJA je HeroBa KOHIIEHTDAIIN]A
0.45/cm3. Jlakne, BeposarHoha HasaxKema decTure X y jeIHHAIH 3aIIPeMH-
me (1 cm?) je 0.45.

IIpermocraBka je ma cy morahaju HaJIaxkema peakTanTa X W PEaKTAHTa,
Y y jesmmuny 3anpemMune HE3ABUCHH, IITO 3HAYH J1a C€ JAKO paspehenu wmiu
JAKO KOHIIEHTPOBAaHU PAaCTBOPHU M3Y3MMAajy, IMITO je HABEJIEHO Ha ITOYETKY U3-
Jlarama Kao MpBa MPeTIOCTaBKa (yciaoB xomoreHocTn). OBJe HAMIAZUMO U
Ha mpobJsieM HEPeKUIHOCTH, ¢ 003upoM Ha, TeSIOOPOjHY TpUpPOoLy Opoja Mo-
Jekyna, melyrum Besiuku 6poj UeCTHIA ONPABIABA TY HENPEKUIHOCT, TITO
je Beh mcTakHyTO Ka0 Apyra MPETHOCTABKA HA MOYETKY M3Jjarama (yCJIoB
HEMPEKUTHOCTH ).

Beposarnoha ucToBpeMeHOT HaJIaXKeHa MOJIEKYJIa 008 peakTaHTa y je-
JUHUIY 3aIIpEMUHE je jeJIHAKA, ITPOU3BO/Y BEPOBATHONA HAJAXKEHA, YECTHUIIA
CBAKOT PEeKAaTaHTa 3aceOHO y jewHUIM 3ampeMuHe, ¢ 003WPOM HA HE3ABH-
cooct oBux gorabaja. Jlakse, osmagnhemo cas:

p(X)(t) - BepoBarnohy Hasaxkema peakranta X y jeJIMHANM 3alPEMUHE Y
TPEHYTKY {,



p(Y)(t) - BepoBaTHOLY HajaxKema peakTaHTa Y y jeJMHUIM 3aMPEMUHE Y
TPEHYTKY ¢,

p(X NY)(t) - BepoBaTHOLY HaTaXkKeHa MOJIEKYJIA 002 PEAKTAHTA Y jETHHUITA
3anpemute y TpenyTky t. Taja je

p(X NY)(t) = (p(X) - p(Y))(t) = x(t) - y(t).

Haxkon norahaja mcroBpeMeHor HaJiazKkema pPeaKTAHATA y jeIUHHITA 3aIIpe-
muHe, caejgehu porabaj je marepaknuja Mmosekysia u hbOPMUPALE ITPOU3BOJIA
Z. BepoBarnoha muxoBe meljycobme mHTEpaKIMje NCKA3aHA, j6 KOHCTAHTOM
6p3une xemujcke peakimje k. OHa 3aBucH 07 (PUUIKO - XEMUJCKUX YCJIOBA,
MOJ1, KOJUMa, €€ OJ[BUja PEaKIunja (reOMeTpujcKor 00JIMKA 1 BEJIMIMHE YECTUIIA,
remueparype, pH ). I'nmapuu yTunaj Ha BpeIHOCT KOHCTAaHTE OP3WHE XeMHUjCKe
peakmmje mMa TeMrepaTrypa. EMOupujcku je yTBpheHo 1a ce KOHCTaHTa Op-
3WHE MHOTUX XEMHUJCKHX PEAKITHja MEHa Ca TEMIIEPATYPOM IIPEMa, je THAINHI
(r3B. ApenujycoBa jennaumna) k = A - 6_%, rjie je A - mpeaeKCIoHeH -
jamau dakrop, E, - eHepruja akruBangje (MAHUMAJIHA €HEPTHja TOTPeOHA
3a TOYeTaK XeMmjcke peakimje), R - yHwmBep3asHa TacHa KOHCTAHTA W T

- Temreparypa cucrema. Excrionennujaann dakTop e TF y Apemnnjycosoj
JeTHAYNHA je yIeo OHHX CyAapa KOjH JIOBOJE I0 peakiyje y YKYIHOM Gpojy
cynapa (yseo cyaapa ca KMHETMYKOM €HEPrujoM Koja je Behia ox emepruje
aKTUBAIK]je), 0K je MpeJIeKCIoHeHNnjaHu hakTop Mepa 6poja cymapa y je-
JauHATHA Bpemena 6e3 063upa Ha eHeprujy YecTuIia Koje YIeCTBYjy V CyAapy.
IIpumernmo nma kama je T >> % KOHCTaHTa Op3uHe peakiuje OJIHCKA je
KOHCTAHTHO] BPEIHOCTH KOja j€ jeTHAKA MPEIeKCIIOHEHITH]jAJTHOM (DaKTOPY
A (cBu cymapu JOBOJIE JI0 PEaKImje).

Konauno jesnadunna KOjoM ce Onmcyje npoMeHa KOHIEHTPAIN]E TPOU3BO-
na Z je 2'(t) = k-x(t)-y(t). Yupapo ussejicHa jeIHAKOCT jecTe OCHOBHU 3aKOH
XEeMHUjCKe KMHETHKE KOjU Ce OJHOCH Ha OP3MHY XeMujcKe peakimje (3aKOH O
JIEJCTBY Maca):

Bpsuna xemujcke peakimje (v = z’) Ha jaToj TeMuepaTypu JaTa jej-
k .

vHaunHoM X + Y — Z je AUPEKTHO MPOIOPIIMOHAJIHA, IIPOU3BOJLY KOH-

[EHTPAIN]a DEAKTAHATA,

rre je KoedulujeHT IPOmOPIMOHAJHOCTY k KOHCTAHTA Op3uHe,
x = x(t) - KOHIeHTpaIMja peakTanTa X y TPEHYTKY t u
y = y(t) - KOHIEHTpaIM]a PeaKTaHTa Y y TPEHYTKY t.

J

OBaj 3akOH He BaxXW 33 jako paspeheHe pacTBope, jep HUje MPUCYTAH



BesiuKHu Gpoj vectuna (Taja je ped o JUCKPETHOM CJIydajy) MW jaKO KOH-
IIEHTPOBAHE PACTBOPE, jep ce rybm ycjaoB 0 HE3aBUCHOCTH jorahaja.

Y uzpa3 3a 6p3uHy XeMHUjCKe peakIije yjaa3e KOHIEHTPAIH]e CaMO OHUX
KOMIIOHEHTH 4YHje Ce€ KOHIEHTDAIMje MOTYy MEWmaTH, a4 TO Cy TacoBu (g) u
PACTBOPJBUBE CYIICTAHIIE, MITO HHUjE CJAYUaj Ca YBPCTUM CYICTAHIAMA, (S)

C(S) + Og(g) — COQ(g), Tj. v="Fk-[O9].

YKOJIMKO je 3a MOJEJOBAHE HEKOT XEMUjCKOT IIPOreca HeOWTaH Weros
npouspoj, Beh camo Gp3mHa TOT IpoIEca, peakiu)y heMo MpuKa3uBaTH HA,
caejpehn HaymH

AL o,

J1ok hiemo 6p3uny padyHaTu 1o dopmyam v(t) = ka(t), tae je a = a(t) Kon-
neHTpanyja peakranta A. C apyre crpaHe, aKo je HEOUTHO MOPEKJIO HEKOT
npou3Bosa, Beh WEroBO CTAHO TPHUCYCTBO y OKPyXKemy (BepoBaTHOhA HA-
JaxKema jenaka 1), taga hemo peaknujy npukasupatu Ha cienehn nadum

ok

Jok he 6psuna 6utn koucranTHa v(t) = k. Peakiuje koje ce ompujajy KoH-
CTAaHTHOM Op3MHOM KazKeMO IIa Cy peakImje HyJaTor peaa. KoHmeHTparmja,
peakTaHaTa peakIiiuja HYJITOr PeJia He yTude Ha OP3UHY XeMHjCKe peakiiyje.

ITocmaTpajMo jeqHAUMHY XeMHUJCKe peaKIje v K0jo] HUCY CBU CTeXHOMe-
TPHUjCKU KoeUIujeHTH jeTHAKY je IMHIITI

A+2B 5 ¢

Kaxko ce ona moxe sumetn ka0 A + B + B — C, npema 3ak0OHy 0O JejCTBY
Maca, Op3uHa OBE peakiuje padyHa ce 1o hopMyJin

u(t) = (1) = ka(t)b(t)b(t) = ka(t)b3(t).

Crexmomerpujcku KoepUIIjeHT y3 peakTanT B je 2 300r 1era ce y dpopMmysin
3a U3padyHaBame OP3WHE OBE XEMUjCKe PeaKIje KA0 eKCIIOHEHT KOHIIEHTPA-
nmje pekaranTa B mojaBmyje 6poj asa. Tume ce 3nagajuo ybp3asa peaximja
I Kaxke ce JIa je peakidja UpBOr pela y OHHOCY Ha peakTanT A, IOK je
Jpyror pena y oaHocy Ha peakrant B. OmrocHO, per peakumje je 3 (36up
€KCIIOHEHATA).

[Ipomena koumenTpanuje peakranra B ce omucyje caemehom mudepen-
IUjaJTHOM j€THATTHOM

V(t) = —ka(t)b?(t) — ka(t)b*(t) = —2ka(t)b?(t).

IlpumernMo Ha cTeXHOMETPHjCKH KoedHImjeHT y3 peakTanT B yTude Ha,
IPOMEHY KOHIEHTPAIMje peakTanTta B.



Xemujcky peaknujy (1) ca mouerka paja Mojemosahiemo momohy cucrema
obnunnx mudepenimjaannx jegradnna yaumajyhu y ob3up cBe nperxoiHo
HaBEJIEHO - 3aKOH O JIEJCTBY MaCa M BPEJIHOCTH CTEXUOMETPHjCKUX KoedUIu-

jemara. Bp3uny mupekrae xemujcke peaxmmje aX +bY — Z npema 3aKoHy
0 JIEJCTBY MACA PAIYHAMO TO (DOPMYJIH

vi(t) = kpa(8)y°(1),
JIOK Op3uHy TIOBPATHE peakiuje cZ k—_> aX + bY mo dopmynau
v_(t) = k_z°(t).

Ouarosapajyhu cucrem jgudepeHnnjaHAX jJeTHATUHA KOJUM Ce MOJIEJTY e JIaTa,
peBep3ubmIIHA XEMHjCKa peakIiyja je obJmKa,

() = —avy(t) + av_(t)
St = —built) + b (1) 3)
Z(t) = cvp(t) — cv_(t)

VY BekTOopckoj popmu oxarosapajyhu guHaMudru cucteM je 0bmka

x’ —a a

v
vy | = b b ).
, v_

z c —c
Hobujen TUHAMAYKH CHCTEM HA3WBA CE CTEXHOMETPHjCKH, jep y meMmy du-
CypHilie CTEXMOMETPHjCKA MATPUIA ¥ BEKTOD Op3mHA.

Kako je ped o peBep3ubWIHO] peaKIHjd, IOCJIe H3BECHOT BpeMeHa KOH-

EHTPAIM]e PeaKTaHaTa W PEAKIMOHOT TTPOU3BOIA BUIIE ce He Mewmajy. Cu-
CTEM JIOCIIEBa Y CcTaibe papHoTexe. Jakie paxkuhe

¥ =—avy +av_ =0,y =0mn 2 =0,

OJTHOCHO JI0JIa3M JI0 W3jesnadaBama Op3une 06a cMepa pesep3ubuirHe Xemuj-
CKe peakIyje

Vy =V,
Tj.
kttlgYeq = k-z8g,
k+ _ qu
R

IJIe CY PeJIOM Teq, Yeqg U Zeq PABHOTEIKHE KOHICHTPAIIUjE PEaKTaHaTa W IIPO-
n3BoJa. BenmmunHa Koja OMHCYyje cTame PaBHOTEXKE jecTe KOHCTAHTA PAaBHO-
TeXe XEMUjCKe peakimje u 3a pekanujy (1) ona je
ke
e

Koncranra paBHOoTEXE NHPEACTAB/HA OIHOC KOHICHTPAIMja pearyjyhux
CYICTAHIIUja Y PABHOTEKHOM CTaIby.

Key =



3 TumnoBu XeMHjCKIUX U OMOXEMHjCKIUX peakIiinja u
IbIXOBA MaTeMaTHYKa MHTEePIpeTaIja

Behuna xemujckux peakimja nmpeiacTaB/bajy 3aTBOPEHE CUCTEME, Tj. HE
JIelliaBa ce pa3MeHa MaTepuje €a OKOJIUHOM. PeakKTaHTH U IPOU3BOJIM U3 BbUX
He MOry m3ahu. ¥ mUMa ce TOCTHXKE TEPMAJHU €KBUJIMOPUJyM Kaja Cy
Op3umHe CBUX peakiidja Koje YuHe Taj 3aTBOPEH CHCTEM jeTHaKe HYJIH.

3a paszmauKy 0 33TBOPEHUX, KOJI OTBOPEHUX CUCTEMA MOCTOJU PAZMEHA
Marepuje ca okosanHoM. Kpo3 mux je moryh m cTagHu MPOTOK MaTepHje mro
3a TIOCJIEIAILY UMa TToceDaH TUIl PABHOTEXKHOI CTamha KOJU HA3MBAMO JMHA-
MHUYKHN €KBUJuOpmMjym. PeakTaHTn W TPOU3BOAM JOCTUXKY PABHOTEKHE
KOHIIeHTpaluje, MejyTuM peakiiyje cy cBe BpeMe aKTHUBHE IITO JIOIPUHOCH
OJIpKAY THX KOHIEHTpPaIuja, Aakje Op3ure mucy jeamake mynau. Behwmma
OHMOXeMI]CKUX PEeaKIdja Cy yIpaBO TAaKBe.

3.1 Tun 1: Peaknuja paziarama (aHaamuse)

ITocmarpajMo OTBOPEH cHCTEM KOjU €€ CACTOjU OJI jeIHE XEMHUjCKE Peak-
nuje pasJjarama peakTanra A

ALt
IIpema 3akony o mejcTBY Maca moMohy amdepeHIjaane jeHAIHHE OIICY-
jEMO TIPOMEHY KOHIIEHTpalihje peakTanta A
a'(t) = —ka(t),

rie je a = a(t) dyHKIuja KoHIEHTpanuje peaktanta A o Bpemena, a k > 0
KOHCTaHTa Op3uHe peakiuje pasnarama. [logerny KOHIETPAIUjy PEAKTAHTA
(v TpenyTky t = 0) o3mauunhemo ca Ay. Jakie mouernu ycios je a(0) = Ay.
Peu je o audepennujasnoj jennauunu koja pasmasaja npomensbuse. Fbeno
OTIIIITE peremne je 00InKa

a(t) = Ce ™™ tne je C € R,

a 3a JIATH TIOYETHHU YCIIOB, J0buja ce jia je C' = Ay u oprosapajyhe Komujeso
pemreme je obauka

a(t) = Age M.
Jaxse, y peaknuju pasjarama KOHIEHTpalmja peakTanTa A omaga ekcmo-
HEHIH)AJHO W TE€XHW HYJIH, Tj.

lim Age ¥ = 0.
t—o00

Penmunpouna BpenmocT KoHCTaHTe OpP3UHE XEMHUjCKE PEAKIM]E PA3Iararmha Ha-
3MBa Ce BpeMEHCKa KOHCTaHTAa peakiyje n o3nadasahemo je ca 7, Tj.

T=-.

k
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Bes o63upa Ha modeTHH yciaoB (cauKa 3), CBe KOHIIEHTDAIIUje TeyKe HYJIIH
KaJ1a t TeX’ Ka OECKOHATHOCTH.

KOHLEHTPaLM]a A
34

299 LpBeHa AMHKja (3a a(0) = 1)
seneHa AMHMja (2a a(0) = 2)

nAaasa AMHKaE (23 a(0) = 3)

45 EpEME

Cruka 3: I'paduru $yHRIMja KOHIEHTpaIHja peakTanTa A o BpeMeHa 33
pazauanTe moUueTHe yeaose u k = 1

Bpemencka KOHCTaHTa CAyXKHK 3a oApehuBame IMITO TOTOMHU]E jEIUHUIE
Mepe 3a BpeMeHCKy ocy. Axko je 7 = 1 s, oHJa je oaroeapajyha jeawnura
cekyHIa, a ako je 7 = 100 s, ouga je 6osbe y3eru muHyT. 360D jeauure 3a
BPEMEHCKY OCY je OJ BEJIMKOT 3HAYaja 3a MPABUJIHO TyMAaUeHhe MOHAIIAA,
HeKor 1porieca. Ha npuMep, Ha BpEMEHCKO] OCH Yy MUHYTHMA MOTY Ce CaKy-
MUTHA MHOTH KOPUCHU TIOJAITH Y BE3W C& TOHAIAHEeM HEKOT MPOoIieca, Koju Ou
HA BPEMEHCKOj OCH y caTuMa, ocTaJjiu HernpumMehenn.

3.2 Tun 2: Peaknuja cuHTe3€ m pasJjarama
ITocmarpajmo cienehm OTBOPEH cHCTEM O JIBE PEaKIThje

k k
A2

IIpBa peakmuja je HyJITOr pefia W OHA UMa, KOHCTAHTHY OP3UHY jeTHAKY KOH-
crantn 6panne kg. PeakrtanTn peakiipje HyJITOr pefa Cy HPUCYTHU Y KOH-
CTAHTHO] KOHIIEHTPAIIU]U WX je KOJUUHHA PEaKTaHTa TOJUKO BEJIMKa I3,
je mas meroBe KOJUYIMHE 3aHEMAPJbUB yCJIe 1 padiiarama. Jludepennujarma
jeTHaYnHA KOja OMHUCYje OBaj CUCTEM je

d'(t) = ko — kra(t), (4)

rue je a = a(t) dynknuja konueHTpanuje peakranta A oj Bpemena, ko KOH-
cranTa Op3vHe peakiuje cuaTe3e u k1 KOHCTaHTa Op3vHE peakIimje pasjara-
wa. Konnenrpanuja peakranra A he noctuhu paBHOTEXHM II0JI0XKa] Kala Ce
Op3uHe peakiuje CHHTE3€ W Pa3Jjararma ui3jegHaqde. Y PaBHOTEKHOM CTAmBY

11



KOHIIEHTPANja peKaTanTa A JOCTHKe PABHOTEXKHY KOHIEHTDPAIH]Y (deq)

ko
%

[TorpebHo je pemuru gudepeHimjatny jeqHadnny (4) ca IOYeTHAM yCII0-
BoMm a(0) = Ag (jennauuna (4) moxe ce Bujeru u Kao JudepeHnujaana je -
HAYMHA KOja Pa3Baja MPOMEH/bUBE, AJIM U KA0 JuHeapHa AudepeHIinjaHa,
jennaumna). Ominre perembe je 06IuKa

0= ko - klaeq, Tj. Qeq =

ko

a(t) = Ce ™' +
k1

, oie je C € R,

a oxrosapajyhe KormmmjeBo pereme

— _ @ —kit @
a(t) = <A0 k‘l) e + e

Cnenmu 5a koHcTaHnTa OGp3uHe peakiuje cuHTe3e kg HEMA YTHUIAja HA Bpe-
MEHCKY KOHCTAHTY OBOT' THIA PEAKIMja (3aBUCH UCKJBYUUBO OJI KOHCTAHTE
peaknuje pasnarama ki). [Ipumernmo ga

ko . ko\ _ge , ko
a6q_k71_t]i)ngo |:(A0 kl>€ +l{j71 y

Tj. Peieme TeXN Ka (eq Kaja t Texxku Ka beckonaunoctu. Ha comrmu 4 npu-
Ka3aH je rpaduk (yHKIK]e KOHIEHTPalKje peKTanTa A ol BpeMeHa.

KOHUEHTPaUM]a é

(g = n e me ne e e e e A LA bt e e

a(ll) = Ay o]

EpEME

Cauka 4: I'pacduk dpyarmmje koutnEeHTpaImje peakTanta A o BpeMena t 3a
nodernu ycaos a(0) = Ag=13aky=4uk; =1

3.3 Tun 3: lpeBep3ubuaHa peakiizja

ITocmarpajmo caga 3aTBOPEH CHCTEM KOju C€ CACTOjU OJf je/IHe MPeBep3u-
6uHe peaknuje (peakidje Koja ce OJIBUja caMO y HA3HAYEHOM CMEpY )

At B

12



Oparosapajyhu cucrem gudepeHITjaTHIX jeTHATIHA je

a'(t) = —ka(t)
b (t) = kal(t), (5)

rje je a = a(t) dbyunuja kounenTpanmje peakranrta A ox Bpemena, b = b(t)
dyHII]a KOHIEHTpAIAje peakTanTta B ox BpeMeHa, a k KOHCTAaHTa Op3ume
MOCMAaTPaHe WPEBEP3UOUIIHE PEAKIIH]E.

Axo je a(0) = Ag n b(0) = By m Kako je CHCT€M 3aTBODEH, a BaXKH
3aKOH OJIpXKama Mace, Baxkuhe ja je T = Ay + By, tae je T xoHCTaHTA
W TIPEJICTAB/bA YKYIHY KOJUUUHY MATEpHje Y JATOM 3aTBOPEHOM CHCTEMY.
Cabupamem 06e crpate qudepeHInjaJHuX jeTHAUNHA, 338 CBAKO t gobuja ce
(a(t) + b(t)) = d'(t) + V' (t) = —ka(t) + ka(t) = 0, 1j. a(t) + b(t) = const,
3a cBako t, a kako je a(0) + b(0) = Ag + By, caenm na je a(t) + b(t) =T 3a
cBako t. Cajia je mocMarpaHu cUCTEM Ju(EPEHIN]aJHAX jeIHaYnHa, Moryhe
CBECTH HA, CUCTEM JUpepeHIinjaane u (pyHKIIMOHATHE jeTHATNHE

a'(
bt

t) = —ka(t)
) =T — a(t).

Ominire periiehe MOJMA3HOT CUCTEMA je 00JIrKA
a(t) = Ce ™ u b(t)=T — Ce_kt, e je C € R.

Ba nouerne ycaose a(0) = Ag u b(0) = By, 1j. T = A + By, nobuja ce
Kommujeso pememe

a(t) = Age M u b(t) = T — Age ™.

I'padunu Gyskimja KoHnenTpannja peaktanTa A um mpoussoma B on
BpeMeHa 3a k = 3 npuKaszaHu Cy Ha CJULN D.

nAaea AMHKja a = alt)] (sa al0)=2)

KOHLEHTPaUM[a
[ upeeHa AvHK]a b= h(t) (za b{0)= 1)

3

5
EpEeMEe

Crnuxka 5: Upesepaunbunna peakiyja peaktanta A u npoussojia B 3a k = 3
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3.4 Tun 4: PeBep3ubuina peakiuja

[locienmu Tun XeMHjcKe peaknmje pasmorpmhemo Ha ciaegehem 3aTBo-
PEHOM CHCTEMY

IIpema 3akoHy O JejCTBY Maca OAroBapajyhu cHCTEM jeIHAYXUHA KOJUM Ce
OIHCYje MPOMeHa KOHIeHTpaluje cyrnctanmnuja A u B je

a'(t) = k_b(t) — kya(t)
V() = kyalt) — k_b(t),

rue je a = a(t) dpynnuja konuenTpanuje peakranra A o Bpemena, b = b(t)
dyHIEja KOHIIEHTpaluje peakTanTa B oi Bpemena, ki KOHCTaHTa Op3uHe
JIUpeKTHE, a k_ KOHCTAHTA HP3UHE TOBPATHE PEAKIIH]je.

YcriocraBibameM PaBHOTEX e, KOHIEHTpAallkje ce BUIe He Memajy, Tj.
a'(t) = 0 m b/(t) = 0. Kako 6ucMo oJpeimin paBHOTEXKHE KOHIIEHTPAIIH-
ja @eq 1 beg peImaBaMo CHCTEM JUHEAPHUX jeJHATHHA,

0=k_b—Fkyia
=kia—k_b.
. . beq kg
Hobwuja ce Be3a m3mel)y paBHOTEKHWX KOHICHTPAIAja — = T ITpumern-
Qeg _
MO J1a ce oBJie J1oa3u j1o Beh momeryTe (y IpeTxoHOM HOTIaBIby ) KOHCTAHTE
Ky

paBHOTeXkKe XeMHujcKe peaknyje Ke, = T
Kao u y mperxomHoM THIIy peakimje, Moryhe je maTh cucTeM CBECTH Ha,
cucreMm mudpepeHnyjaHe U PYHKITUOHAHE jeTHATNHE

a'(t) = k_b(t) — kya(t)
b(t) = T — alt),

rae je T = a(t) + b(t), 3a cBako t, ykynna kosmumna pearyjyhie marepuje y
cucremy. lobuja ce

a'(t) =k_(T —a(t)) — kra(t). (6)
Onyia hie y paBHOTEXKHOM cTawy BaxuTu ciejaeha jeqHakocT
0="Fk_ (T — acq) — ktaeq.

k_T kT
U by = ———.
ky +Fk_ ki +k_
Pemasame monasuor cucrema audepeHIInjaTHIX jeIHAIMHA CBEJIO CEe Ha,
pelaBambe JuHeapHe Judepenijaaae jeaaadnne (6) duje je Ommire peremhe
kT

a(t) = Ce~(k+th)t o o rze je C € R.

Cpebusamem nobuja ce aeq =

14



3a mouerne yciose a(0) = Ag m b(0) = By u T = Ay + Bp mobuja ce
Kormmujeso perremse

a(t) = (AO _ M) e_(k++k7)t + ﬁ

by +k_ ky+k’
b(t) =T — a(t).
Bpemencky koHcTaHTy T 32 peBep3ubMIIHE peakIiyje paIyHaMmo 1o (dpopmMysin
o 1
ky +k_’

Ha covnm 6 npukazanu cy rpadunu pyHKIHja KOHIEHTPAIM]a PEAKTAHTA
A wn npousBoia B 3a mocmarpann Kormujes mpobiiem.

nAaga AMHWja a = alt] (za a(0)=7)
upeeHa AvHja b=hit) (sahb(0)=13)

KoHUeHTpauWja |

. r r . =
o 1 2 3 4 Epeme

Crnuka 6: Pepep3ubuina peaknuja peaktanta A m mpoussoma B 3a k. = 1
nk_ =2
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4 Penyknuja momesia m3dopom oarosapajyhe Bpe-
MEHCKe cKaJie

[Tpusukom MoneoBakha OMOJIOMIKUX MIPOIIECa, TI0jaBsbyje ce Bejauku 6poj
[IPOMEHJPUBUX BeJIMUMHA U mapamerapa. MehycobHa 3aBUCHOCT IOjeIMHUX
BestmamHa omoryhyje ma ce muxoB 0poj y moxgeny cmamu. Oprosapajyha
jenuMHUIA Mepe Ha BPEMEHCKO] OCH (BPEMEHCKA CKaJja) 3a HeKe Mporece je
Jac, 3a HEKEe CeKYHIa, JOK 3a HeKe Mecer. 10 ce Jiemo MoxKe MPUMETUTH
Ha MPUMEPY MOJEJA TeHCKEe KOHTPOJe Iumpkaaujasaor purtma. Mogemnyje ce
OCHUJIATOPHO MOHAIAKE ¥ TOKY 24 daca, mTo 3uaqu Moaenaopahe ce mporecu
KOj¥ 3aXTeBajy /i jeIuHWIA Mepe Ha BPeMEHCKO] ocu Oyre wac. Mehyrum,
FeHCKa, KOHTPOJIA C€ CACTOJH y TEHCKOj eKCIIPECHjH IITO MoIapasyMmeBa Opse
XEMHUjCKe Peakiimje Koje ce MPUKa3yjy Ha BPEMEHCKO] ocu y cexkyumama. Jla-
JbE, KAKO je TUPKAJUJAJHA PUTAM 3aBHUCAH OJI MOJIUINBUX J106a, TO 3aXTEBA,
BPEMEHCKY Oocy y Mecenmma. Jlakiyie He MOXKe ce jaCHO carjiefaTy HPUpPOJIA
CBHX IIPOIECA, KOj€ MOJPa3yMeBa I'€HCKA KOHTPOJIA ITUPKA/IA]aJHOT PUTMA,
IbUXOBUM IIPUKA3UBAHGEM HA MCTOj BPEMEHCKO] OCH.

Kana ce mojienyjy oBakKBH IPOTIECH, HAJIIPE Ce OJIpe U HAJIPUKJIIATHI]A
BPEMEHCKA CKaJa, a OHJA Ce CIIOPU MPOIECH MOCMATPAjy Kao 3aseljenu y
BPeEMeHY, JIOK OP3U MPOIECH Kao Ja Cy CE JIECUJIN Yy TPEHYTKY.

W36opom oarosapajyhe BpeMeHCKe CKaJie, KOjU C€ BPIIMH PH KOHCTPYH-
camy MOJIeJIa HEKOT mporeca, oapehyje ce koju mapamerpu, IPOMEHIHLUBE U
peakImje ¢y o1 3Ha4aja 3a Taj mporec. JloHocH ce ofIyKa Koje Tpeba YKIbY 9r-
TH y MOJIEJIOBaIbE, a KOju ce Mory 3aHemapuTu. [IpesackoM ca opurmHaJHOT
HA pPEIyKOBaH MOJEN PEJAyKYje ce CI0XKEHOCT OpUTrHHAIHOT Tporeca. [Ipema,
3aKOHY O OJ[pXKamy Mace, Moryhe je pejlykoBaTu CUCTEM TaKO IITO ce jude-
pPeHIHjaIHA jeJHAYNHA 3aMembyje (DYHKIIUOHAJIHOM, O 4eMy je OmiIo pedn y
[IOIVIABJbY O THIIOBUMA XeMUjCKUX peaknyja. [Ipurom Mozmen ocraje nenmpome-
meH. M136opoMm ofropapajyhe BpeMeHCKe CKaJjle Ha CAUIAH HATUH Ce PeayKyje
cucreM, MehyTuM mosaszuu Mojien ce Mema. Oaropapajyha BpeMeHcka cKaJia
ce Gupa Mo yCJAOBOM J1a je anpokcuMaIija gobpa. AnpokcrMarimja uMa CMu-
ciia ako je paznuka Mmely jenmnurama mepe 6ap jeman pen BenuwunHe (Gap
Jiecer myTa). Tako ce cnope MPOMEH/LUBE TMOCMATPAjy Ka0 KOHCTAHTE, JIOK
3a 6p3e MPOMEHIBUBE TIOCTOJE JIBA IIPUCTYIIA: METOJIA, CTAITMOHAPHOT CTAHha U
MEeTO/Ia HICEY/IOPABHOTEXKE.

4.1 MeToaa cTalimOHAPHOT CTamba

ITocmarpajMo ciaenehu OTBOPEH CHCTEM OIMHCAH XEMUJCKOM jeTHATIMHOM

ALl gty (7)
k_1
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IIpema 3akoHY 0 nIejcTBY Maca, cucTeM Au(PEpeHIHjATHAX jeIHATHHA KOjU
oxrosapa cucremy (7) je obsmka

a'(t) = —kia(t) + k_1b(t) (8)
b'(t) = kra(t) — k—_1b(t) — keob(t),

rje je a = a(t) dynkumja koHuenTpanpje peakranra A, b = b(t) byunkupmja
KOHITeHTpalfje peakTanTa B, a k1, k_1 u ko KoHcranTe 6p3uHe OAroBapa-
jyhux peakiuja.

Oreopenn cucrem (7) cacroju ce o pepep3ubuine peaknuje A = B u

upeBep3ubujine peakije pasJaaramba B —. Bpemencke koHcTanTe pejaom cy
m " k% Hexka je omnoc mely muma WL << %, OJTHOCHO HEKA, BaXKW
k14 k_1>> ko.

Kako je mo mpeTmocTaBiy BpeMeHCKa KOHCTAHTA, PEBEP3nOUIIHE PEaKITh-
je (Wlk_l) MHOTO Mamba OJ, KOHCTAHTE PEAKIIH]E PA3JIATAma (é), peBep3u-
OmTHA peakIja 3a BeOMa KPaTaK BPEeMEHCKH MEPUOJT JOCTHKE PABHOTEXKHO
CTalhe Ha BPEMEHCKO] OCH YHja jEeJIUHHIA Mepe OJIroBapa peakKIHju pasJia-
rama. TOKOM TOT KPaTKOr mepuosia aoraha ce mehyKOHBEP3HUja PEAKTAHATA
A un B 10K He JOCTUrHY PaBHOTEXKHH OIHOC KOHIEeHTpanuja. o cMamema
KOHIIEHTPAaIje peaktanTa B nonaswu v mesnom 300r npesep3ubuiiae peakiuje
pasiarama. ¥ TOKY JIyKel' BPEMEHCKOT IMEePUOJIa. JIOJA3U JI0 CIHOPOTr OIaja-
B3 KOHIEHTPAIM]A YCJIE, PA3JIarama MPOJAyKTa B, aju PaBHOTEKHU OJ[HOC
KOHITEHTPAIIN]a, OCTaje HEMPOMEhEH IITO je K/bYYHA INHEHUIA, 33 AITPOKCH-
Mallijy OPHUTMHAJHOT Mojiena. Jlakie, peayKiuja Mojesna CacToju ce y 3a-
HEMAPUBAHY KPATKOT MEPUOJIA TOKOM KOTa, Ce JIOCTUXKE PABHOTEXHU OJTHOC
KOHIIEHTPAIIN]a U PeaKInja ¢ CBOJIM Ha IPOIEC Pa3iarama.

Kako 6u ce marjacmio 7a ce peayKIIWjOM BPITH ATTPOKCHMAIIN]a, TI0JIa-
3HOT' CUCTEMA, YBOJU CE HOTAIU]a G | b 3a KOHIIEHTpAalFje y pPelyKOBAHOM
mozeny. OHe 3ammpaBo NMPECTAB/BA]Y PABHOTEXKHE KOHIEHTparuje 6p3e pe-
Bep3ubmwire peakimje (A = B) TOKOM KoOje ce yCIOCTaBJba, PABHOTEXKHU

OJTHOC KOHIIEHTDAIIH]a,

=R b = a)- 9)

Ca ¢(t) oznaumheMo yKyTHY KOJMYMHY PEaKTAHATA

o(t) = alt) + ie) = (o),

KOja ce YCJIe 1, peakIipje pasyarama cMabyje TOKOM BpeMeHa, aJiu 3a KOjy CBe
Bpeme Baxu (9). Crora je

k_1 ~ k1

c(t) m b(t)

Sy = k-1
alt) k‘fl-l-/ﬂc
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Hundepennmjaana jegHAYNHA KOJOM C€ OIMCYje PEeAKIINja Pa3JIarama y peiIy-
KOBAHOM MOJIEJNTy je obJimKa,
koo
—F——Fc(?).
k_1+ k1 (t)

C’(t) = —kgi)(t) = —]CQ

Kako je u3Bpiiena peaykiuja noiasHor cucrema (7), peyKOBaH CHCTEM
Ce MOJKE IIPEJICTABUTH Y ODJIUKY
koky

E_1+k1

C (10)
IIpumep 1 Pasmompumo osaj memod pedyruyuje modena Ha npumepy 2de
cy woncmanme bpaune pedom (jedunuua je y t—1, 2de t € {s,min,h,ms...})
k1 =9, koy = 12 u ko = 2, odeosoapajyha epemercra woncmarnma 3a pe-
sepaubuany pearyujy (A = B) je i, dox je 3a pearyujy pasaazarea (B —)
mmozo eefia, war 5. Houwemnu yeaosu cy a(0) =10 u b(0) = 0.

Ilompebno je pewumu cacdehu cucmem dudepenyujasnux jednauuna

a(t) = —9a(t) + 12b(t)
b'(t) = 9a(t) — 14b(t). (11)

Onwme pewere cucmema (11) je

a(t) 1 —23- A7, 1 —23+VA57,
bty ) T\ _sevast )€ 2 te- | s_yasr € 2
24 24

2de cy c1,c9 € R. Pewere Kowujesoz npobaema ca nOYemmum Ycirosuma
a(0) =10 u b(0) = 0 je caedehu nap Pynryuja
)

= Eeﬂt@m — 5VABT + 457eVHT 4 5\/45776\/‘Wt)

a(t)

90e _23_2\/47ﬂt(—1 + e‘/ﬁt)
o) = V457

Pedyrosarom modeay (10) odzosapa Kowuges npobaem

1
ad(t) = —2—5135(75) ca nowemmnum ycaosom ¢(0) = a(0) + b(0) = 10.

Odpefjusarem Kowujesoz pewersa é(t) = 106_%75, AGK0 ce odpehyjy u Pyrx-
yuje a(t) u b(t):

12 - 9
a(t) = il()e—%t u b(t) = i106—%,
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KOHLUeHTpauMja o4 OPHIHHAMHH Mogean:
peakTaHT A (NAaea AMHM]a)
peawTaHT B (UpEeHa AMHK]a)

PagyHOoEaH Mogan:
peawTaHT A [CEETAOMAZEE MCNPEMMAAHE AMHM]a)
peaKTaHT b [ HapaHJacTa MCNPeRMagaHa AWHK]a)

P
L

EpeMe

Cruka 7: AporcuMarmja MoJesa METOIOM CTAIMOHAPHOT CTaHha,

Ha caumum 7 nmyauM JuHHjaMa TPeACTaBbEHU Ccy TpaduIy KOHIEHTPAIM]a
peakTaHaTa y OPUTHHAJIHOM MOJIENY, a UCIPEKUIAHUM JIMHUjaMa ¥ PEILYKO-
BAHOM MOJIETY.

Kao moTuBarmmja 3a yBoheme apyre Merosie peayKiuje MOMesaa pa3Mo-
TPUMO OTBOPEH CHCTEM OIUCAH CJeJAeNoM XeMHUjCKOM je IHATHHOM

— A—B —. (12)
k_1

Ouarosapajyhu cucrem faudepeHnjasHux je THAINHA KOJUM MOJIEIYjeMO OTBO-
penu cucrem (12) je obsiuka

a’(t) = ]{20 — kla(t) + k_lb(t)

b (t) = kya(t) — k_1b(t) — kab(t). (13)

Ilo ycnocrasibarby paBHOTEXKHOI' CTaha KOHIIEHTPAIM]jE PeaKTaHaTa Cy

ko(k k_ k
oo okt k1) . ko

ki ko Tk
Crora je OJTHOC PABHOTEKHUX KOHICHTPAIIN]a

b* k1

e — 14
a* ko +k_1 ( )

Peaknuja mynror pena (— A) Hema yTuiaja HA BPEMEHCKY KOHCTAHTY KO-
ja ommcyje peaximjy TOKOM KOje peaKTaHATH JOCTUXKY CBOje PABHOTEXKHE
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KoHIenTpanmje. Heka monoBo Baxku k_1 + k1 >> ko, Tama mpeMa MeTOIH
CTAIMOHAPHOT CTalha PeIyKOBAH Mojes 6u 6no obamka
koky

k_1+k1

C : (15)

ko

a oxromapajyha mudepeHnrjaHa jeTHAUNHA je

~ k1ko

c(t) = ko — c(t),

—¢
k_1+ ki
e je &(t) = a(t) + b(t). Tpema pexykosanom mogeny (15) KoHCTaHTA paB-
HOTEXE je

A 1
ar k_q’
IITO Ce PA3JIUKYje O OJHOCA PABHOTEXKHUX KOHIeHTpanuja y (14). Paznuka
j€ 3aHUMApJbUBA AKO Baxu kg << k_.

KOHU'EHTan'MJ.a OpHUrHHaAHHK Mofan:

2 LUpPEEHE AMHKM]a (pearTaHT A)
nAzEa AMHMja (peaxkTadTt b)

PaAYHKOEAH Mogen:
HapaHyacTa AMHKja (peaktadT A)
CEETAOMNAIEA AMHM]a (peakTaHT B)

P

o 05 1 1.5 2 25 3

EpEMe

Cauka 8: I'padunu byHKIHja KOHIEHTPAIN]a PEAKTAHATA Y CIYYajy AIPOK-
CUMAIFje TI0 METOMU CTAIMOHAPHOT CTakha U3 IMPUMEpa 2

IIpema peayKoBaHOM MOJENy PABHOTEYKHA KOHIEHTPAIH]a peakTanTa A
je
. k_ako
kiky

PemaTupna rpemmka 3a paBHOTEXHY KOHIEHTpallWjy peakTanTa A Koja ce

9WHU TPU PEIYKOBAILY MOJIENA, je




Amm kako Baxu
. ko
im ——— =
2y ko +k_4 ’
—1

AIPOKCUMAIIN)A [0 METOJM CTAITMOHAPHOT CTakha CMATPa ce J00POM aIpoK-
CHUMAITIjOM, HAKO IOCTOJU CTAJIHA IPEINKa ¥ KOHIETPAIji peakTauTa A.

IIpumep 2 Ilpumemumo my KOHCIMAHMHY 2PEWKY Y NPUMEDPY 20€ CY KOH-
emanme 6paune pedom (jedunuua je y =1, 2de t € {s, min, h,ms...}) kg = 5,
k1 =20, k—1 = 12 u ky = 2. Houemnu ycaosu cy a(0) = 8 u b(0) = 4, mj.
¢(0) = 12. I'pagunyu Pynryuja KOHUEHMPAUUTA PEAGKMAHAMA NPUKA3GHU CY
Ha cauuy 8.

4.2 Metoaa nceyaopaBHOTEXKE

Jpyrn nagwn pemykimje cucrema obe3dehyje 60/by anpokcumMarujy KOH-
neHTpanuje peaktanta A TOKOM BpeMeHa. ATpPOKCHMAIMja ¢e OJHOCH Ha,
MOMEHTAJHO JOCTU3AHke PABHOTEXKHE KOHIEHTpalnje peakTanTa A, 3a pa-
3JIMKY O/I IPETXO/HOT HAYUHA PEIYyKOBAhA CHCTEMA I/ Ce alPOKCUMAIIU]a,
OJTHOCHUJIA HA PEeBep3uOMIIHy peakimjy. Jlakie, y IpBoM MeTOy peayKOBaJIH
CMO PEeakKInjy, 0K y OBOM MPHUCTYILY PEIAYKYjeMO KOHIEHTPAIA]Y PEaKTAH-
ta. [Tocmarpajmo u masbe xemujcky jeauaqanny (12) u oaroBapajyhu cucrem
jmdepennmjananx jennaunna (13). Kako nmpermocrasmamo jga MOMEHTATHO
paxu a’ = 0, Tj.

0=ko— klapseudo +k_10,

peaktanT A he moctuhm nceyopaBHOTERHY KOHIIEHTPAIM]Y KOja 3aBUCH OJI,
NPOMEHE JIPYTUX NPOMEHJBPUBHUX y MOZEIy (y OBOM CJIydajy OJl KOHIEHTDA-
nuje pekaranta B), T1j.

apseudo(t) = w
1

[IpoGmeMaTHYHO MECTO OBE AIMPOKCHMAIM]E jecTe IIMTO KOHIIEHTPAIIU]ja,
peakranTa A Tpeba ga 6yne koncranTHa (jep je a’(t) = 0), mTo HUje cayyaj
(oryma npedurc nceyno). Ta BpemnocT 6w 3amcra 6uaa KOHCTAHTHA, YKO-
JmKo Om cBe ocraje npomMensbuBe Omiie kKoHcranTHe. Kako kKoHienrparmja
peakTanTa A 6P30 JOCTHKE CBOjJY PABHOTEKHY BPEIHOCT, KOHITEHTPATIN]A,
peakTtanTa B octaje roToBo komcTanTHa. CymITHHA PEAYKIM]Ee MOJENTA je 1
KaJla peaKTaHT B JIOCTHTHE CBOjy PAaBHOTEXKHY KOHIIEHTDAIHjy, Ja je Taja
¥ KOHIEHTpaluja peakTanta A Ha CB0joj MpaBOj PABHOTEXKHO] BPEIHOCTH
(rpelmka OBe aPOKCHMAIM]E Ce MATEMATHIKH [IPEIU3HO MPOIEYyje TIoMOhy
TEOpHje CHHTYJAPHUX NepTypdanumja).

Kaxko je ped o pelyKOBaHOM MOJIEJY YBOJIMMO IOHOBO JIPYTadHWjy HOTA-
MU}y G = Gpseudo 38 KOHIEHTpalUjy peakTanTa A n b 3a KOHIIEHTPAITA]Y
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peaktanTa B. Tako ce cucrem (13) 3aMemyje cCHCTEMOM KOju 4nHe (DYHKIH-
OHAJIHA ¥ JUDEPEHIIN]AITHA, jeTHATHHA

&pseudo(t) = %ﬁllbm
(16)
V(t) = k1apseudo(t) — (k=1 + k2)b(1).
Cpebhusamem cucrema (16) mobuja ce
N ko + k_1b(t
Gpsendo(t) = ()krl()
! (17)

V(t) = ko — kab(t).

IIpumep 3 Pasmompuhemo osaj mun pedyruyuje modeaa na cucmemy (13)

Y Kome cy Koncmanme 6paune peaxuuje ko =5, k1 =20, k_1 =12 u ko = 2

ca nowemuum yeaosuma a(0) =8 u b(0) = 4, mj. ucmo xao y npumepy 2.
Ilompebno je pewumu caedehu cucmem dudepenyujasnux jednauuna

a(t) = —20a(t) + 12b(t) + 5

V() = 20a(t) — 14b(t). (18)

Onwme pewere cucmema (18) je

t 1 ! )
( Z((t; ) =l 3404 (TITHV2ANE () 3—1/249 e(—17—\/@)t+< 2?2 )
12

2de cy c1, co € R. Yaumagyhu y 063up nowemne ycaose a(0) =8 u b(0) =4
dobuja ce Kowujeso pewerve

_ 2075—/249 (—174++/249)t | 2075+v249 (—17—+/249)t | T
a(t) = 664 © + 664 € + 1

b(t) = TAT+259v/249 (~17+v/249)¢ | TAT—259v/249 (~17—v249)¢ 4 5
996 996 2
Y3 anporkcumauujy no memodu nceydopasHomesice cucmem uma 00AuK

_ 5+ 12b(t)
apseudo(t) = T (19)

V(t) =5—2b(t)

Hpema saxony o 0dporcarvy mace, 6aAHCU Apseudo(0) +b(0) = a(0)+b(0) = 12.

54 12b(0 ~ 235
Taxohe us (19) dobuja ce Gpseydo(0) = +20<), mj. b(0) = TR Cmoea,
L 149
Je apseudo(o) = 372
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Ha caumu 9 npukazanu cy rpadwuiu (GyHKIHja KOHIEHTPAIIAja PEaKTa-
HATA TIYHUM JIMHUjaMa y opuruHAIHOM (13), 0K MCIPEeKnIAHIM JTMHAjAMA, Y
penykoBaroM mogiesty (19). Ouursieso je Ja je anpOKCHMAI]a, HETIOBOJHHA,
ToKOM mpesnasue (aze (TpaH3WTA), ATM KOHBEPrUPA OPUTHHAJIHOM MOIEITY
KaJ1a t TeXKU Ka OECKOHAYHOCTH.

KOHLEHTpaLM]a OPHIMHAAAH Mogan:
UpEEHE AMHM[a [peakTanT A)
& nA=Ea AMHK]a [peaxtaHT B
B(O)= 235 jalp ]
32

pefyKoBaH Mogen:
8 HapaHacTa AMHW]a (peakTanT A)
CBETAOMNAEEE JMHK]a (peakTanT B)

145
&% paeuda m= 7 .

Epeme

Cnuka 9: AnpokcuMaruja MOJIETa METOIOM CeYI0PABHOTEXKE

Meros, cTalmoHapHOT CTama Ce JIAKINE IIPUMEmbYje, jep ce 3aCHUBA HA
MMOjeITMHAYHUM peaKIijaMa 33 Pa3JUKYy OJ MeTOJe MCeyIOPABHOTEXKE Koja je
ompehena ca summe peakmuja. MehyTtum, unmak ce meron mceymopaBHOTEXKE
genthe KopucTH, jep je JaKIIU 33 MATEMATHYKY AHAJIH3Y.
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5 JImHaAMUYKHU CHCTEM Ca CIIOPOM 1 OP30M ITPOMEH-
JbBOM

[TocmarpajMo AUHAMAYKET CHCTEM

a = Ef(wv y)

Y =g(z,y), (20

e je € Mamw moswtERan 6poj (¢ < 1), a f,g € CY(E) rae je E C R2
orBopen ckymn. Kako je € manm mosutuaH 6poj, To dyukmmja r = x(t)
ommMcyje HeKy CIopy 3aBUCHOCT (CIOpa MPOMEHJbUBA), JOK (QyHKIMja y =
y(t) Heky 6p3y 3aBucHOCT (6p3a mpoMersbuBa). Caja 3aceOHO Pa3MATPAMO
CHUCTEM W3 MEPCIEKTUBE CBAKE OJT TPOMEHJHUBUX.

Hexka je Bpemencka oca 6pse mpomen/buBe pedepenTHa oca. Pazmorpn-
MO KaKO JIATH CUCTeM HM3IJie[a w3 nepcrmektuse Op3e mpomensbure. Kako je
y = y(t) 6p3a IPOMEHJbUBA, OIPABIAHO je PA3MATPATH CHOPY MPOMEH/bUBY
x = x(t) kao koucranTHy Gyrrnujy. CTora mMa CMUC/IA IPEJACTABATH JIPYTY
jennaguny cucrema (20) y obauky

y’zg(ﬂc,y), (21)

rJie T mocTaje mapamerap (KOHCTAHTA) 3a JaTy AudepeHnujaiHy jeHAInHY,
a cucTeM ce peaykyje 3a jeany mumen3njy. Kako he uzrmenatn paBHOTERKHO
crame cucreMa (20) 3aBucu ox BpeaHocTH mapamerpa = (g(x,y) = 0, TakBO
Jia je Yeq = h(x), mox mpermocraskoMm ma dbyHKIHja h OCTOjN).

Hexka je cama BpeMeHCKa 0Ca CIope MpoMeHbHuBe pedepenTHa oca. Kako
je y = y(x) 6p3a npoMeHbHEBa, TO je A0CTH3AmHE eKBUIMOPUjyMa jeIHaYn-
ue (21) (v’ = 0) roroBo HenpuMeTHO (MOMEHTAJIHO), TJIEJAHO U3 YIJIA CIIO-
pe npoMeHspbuBe. 33 CIOPY NPOMEHJbUBY, OP3a IIPOMEHJbUBA j€ CBE BPEME y
PABHOTEKHOM CTamby Yeq = h(x). Crora, npsy jenmauumy cucrema (20) uma,
CMUCJIA TPEJCTABUTH Y OOJIUKY

' = f(x, h(x)). (22)

[Tosazum cuctem pema fABa je IEKOMIIOHOBAH HA B, jeIHOMMMEH3NOHAJ-
Ha cucTeMa (jeTHAYMHE), KOJH CY CBAKH MOHAOCOO MHOIO jeTHOCTABHHJU 33,
aHAN3Y.

ITpumep 4 Pasmompumo caedehu dunamuary cucmem

¥ = —ey

y/ —r— y3’ (23)

2de je € MaAu Nno3uUMUSaH 6poj.

Kaxo je € maau nosumusar 6poj mo je T cnopa npomennsusa, a Yy 6p3a
npomensusa. Bpuwumo dexomnosuvyujy nosasnoz cucmema. Hajnpe nocma-
mpamo u3 nepenexmuee opse npomennuese. Ilpomensusy x nocmampamo
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Kao kowcmanmy (napamemap). Haxae, dpyea jednawuna cucmema (23) ce
noOCMampa Kao
y =z -y (24)

2de je x napamemap.

Pasnomesicno cmare npomennuse y (Pynxyuja h us yeoonoz pasma-
mpara) sasucy 0d epednocmu napamempa T (uz y' =0, mj. x — (yeq)® =0
dobujamo yeq = J/x, mj. h(z) = Jx).

Cada pasmampamo cucmem u3 nepenekmuce cnope npomensuce. Y mom
cAyuajy 6p3a NPOMEHDUCA MOMEHTMAANO QOCTEEA Y PAGHOMENCHO CMAILE
Yeqg = h(z) = . IIpsa jednavuna cucmema (23) samemwyje ce dugeperyu-

JaArom jedHavuHoMm
¥ = —eJx. (25)

Kaxo 6ucmo ckuyupasu gasnu nopmpem cucmema (23) najnpe odpe-
hyjemo nyaa-usoxaune. Taro je y—mnyaa-usoxauna odpehena jednanwunom
y = Jx, dox je x—nyna-usokauna y = 0. I[Ipecer nysa-usoxiuna je exeunu-
bpujym cucmema (23). To je mauxa (0,0). Cmep eexmopcroz nosa npasaua
dyotc HYAG-u30KAUHG odpeduliemo 30 Here noz2odne spednocmu. 3a Mauky
(1,0) dobuja ce 2’ =0 uy =1>0, mj. t. 3a (1,1) dobuja ce 2’ = —e < 0
uy =0, mj. <. 3a mauxy (—1,0) dobuja ce &' =0 uy =—-1<0, mj. |.
3a (—1,-1) dobuja ce 2’ =€ >0 uy =0, mj. —. Maau 6poj € odpasicasa
MAAY NPOMEHY NPOMEHMDUBE T, WMo ce 6udu u Ha cauyu 10 Kpos pasiu-
YU UHMEHSUNEM 8EKMOPA OYNHC HYAA-U30KAUHG. Bexmopu dyoc r—myra-
udoKAuHRe cy unmenaumema 1, 0ok dystc Y—HYAa-uU30KAUHE CY UHMEHSUME-
ma €.

upEeHa AMHMja (x- nsokamHa)
nASEa AMHK]E (Y- MEoKAMHE]

Comka 10: Hyna-uzoksmue juraMudakor cucrema (23)

Kaxo fie usenedamu gasna mpajexmopuja y oxosunu mauxe (0,0) xo-
ja npedcmaswa exsuaubpujym cucmema (23)? Mampuua A auneapusavuge

cucmema (23) je
0 —e
A= ( - )

Concmeene spednocmu mampuue A cy +i/e. Kako je peasan deo obe con-
cmeene 6pedHOCU JeOHAK HYAU, MO CE AUHEAPUIAUUJOM CUCTNEMA HE MO-
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2HCE HUWMA 3AKADYUUMU O CINAGUNHOCTNU EKGUAUOPUTYMA U CKRUUY PadHo2
nopmpema. ITomohy dynxyuje Jbanynosa 3axpyuyjemo 0 NOHQUIAHY CU-
cmema y oxoaunu mauxe (0,0). Qyuryujy Jbanynosa mpasicumo y obauky
V(z,y) = azx® + by?, 2de je a,b >0 u a® + b> > 0. Ipumemunmo da je

[¢]

V(z,y) = 2ax(—ey) + 2by(z — y3) = (2b — 2ae)zy — 2by*.

3aa=1ub=¢ mj eaamry u nosumusno depunummny Pynxuyujy Jba-

nynosa V(x,y) = 2% + ey?, dobuja ce V(x,y) = —2ey* < 0. Caedu da je
exeuaubpujym (0,0) cucmema (23) acumnmomcru cmabunan (Ha 0cHoey
meopeme Jbanynosa).

i LUPEEHE AMHK]a [X-Ma0KIMHa)
3EAEHE AMHM]E [Y-MZ0KAMHE]

a) 5}

Cumka 11: a) O moveTHOr TPEHYTKA 1A HA JaJbe, BEKTOPH MPABIIA, ,,lipaTe”
y—mnyna-n3okauny (npumep 4); 6) @a3na TPajeKTOPUjA OPUTHHAIHOT JMHA-
MHYKOT crcTeMa (23) Koja TIpoja3d Kpo3 Tadky (2, v/2)

[Ipema cBemMy HaBEIEHOM 3aKJBYIYjEMO /g jé TPU JTEKOMIIO3WIU]U Bpe-
MEHCKE 0Ce OPUTHHAJHOT MOJIeIa KopHrIThena MeToa nceymopasHorexe. [Ipe-
Ma 0BOj MeTo/in Beh y IOYeTHOM TPEHYTKY Op3a IIPOMEHIbUBA AOCTUXKE CBOjY
MICEYI0OPABHOTEKHY BPEIHOCT, JIOK CIOPa MPOMEH/BUBA OCTAje HEMPOMETHe-
Ha. 3aTO Ce y OPUTHHAJIHOM MOjesly (pa3Ha TPAjeKTOpUja MPYXKa TOTOBO
BEPTUKAJIHO HABHUIIE 10 Taduke (2, v/2) y—HyJia-H30KIMHe,

Hamasse TOKOM JysKer BPEMEHCKOr mepuoja (crmopa pedepeHTHa 0ca)
CTIOpa MMPOMEHJBMBA €€ MEha, W CXOIHO HEHO] TTPOMEHH, Mema, Ce W TICeYI0-
pPaBHOTEXKHA BPETHOCT Gp3e mpoMensbuBe (0Tyma mpeduKe meeyio, jep Huje
KOHCTaHTHA ). Kasia cropa mpoMeH/bUBaA JJOCTUTHE CBOjy PABHOTEXKHY BPE/I-
HOCT, TaJia U Op3a TPOMEHBUBA JOCTHXKE CBOjy TIPABY PABHOTEKHY BPE/I-
HocT (comka 1la). 3arto dasma TpajekTopuja Kajga ce npuOInKE Y —HyJIa-
M30KJIMHA HACTAB/HA JIa je MPATH, CBE JO ACHMITOTCKA CTAOUITHOT €KBUJIH-
6pujyma.

[Tomohy M ATLAB uporpaMckor nmakera Ha ciaund 110 mpukasaba je
daszna Tpajekropuja opuruHagHOr cucrema (23) KOja IPOJIA3U KPO3 TAUKY

(2,0) 3a € =0.1.
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6 Be3,Z[I/IMeH31/IOHaJ'IHe BeJIMYNMHE " CKaJInpalmbe

Duzraka BeJIUIUHA 9nja OPOjHA BPEIHOCT HE 3aBUCH 0J1 n300pa MEPHUX
JeIUHAIA, HA3WBA ce De3TUMEH3HOHAIHOM. JeqHa o TeXHUKa KOja ¢e KOpH-
CTH TIPU MATEMATUYKOM MOJIEJINPALY je cKajupame. Fbume ce nmoctmxky Tpu
MJba: CBoheme HE3ABUCHUX M 3aBUCHUX MPOMEHJbUBUX HA 6€3/IMMeH3nOHAI-
He, cBobheme muxoBux Bpeanocru ua uareppas (0,1] u cmamuBame OGpoja
mapaMeTapa y MOJIENy.

Beza mamel)y opurunasme u ckajgupane BPEAHOCTH je JUHEAPHa (hYyHK-
mja

q(q) = aq + b,
V K0jOj je ca ¢ O3HaUeHa CKAJMPaHa, BPETHOCT, & C& ¢ OPUTTHAJHA BPETHOCT,
r7e cy a u b peajiHe KOHCTaHTe. 3a HEKe JBe OPUTUHAJHE BPEIHOCTH o U 1
M3 CHCTEMA JINHEAPHUX jeIHAYMHA

dq)=1=aq +0b

Q(QO) =0= aqo + ba
oxpehyjy ce koebunujentu a u b

1
a = ,
q1 — qo
b— —qo ’
q1 —qo

¥ KOHAYHO H00mja popMysIa CKaIupaiba

_ 1 90
(q) = q- :
q1 — qo q1 — qo
O3HAYMMO Ca ¢. = q1 — qo-
BesmuMen3nonaHy TpOMEH/bHBY AepuHAIIEMO Ha caeachn Hauwn
q9—4qo

q= ;
qc

r7e je qo oarosapajyha spennoct, majuernthe qp = 0, 0K je ¢. KApaKTEPUCTHU-
9HA BPEIHOCT KOJOM C€ BPIIU CKAJUPalbe JaTe BeJUYNHE, Urje HAJIAKEHhe
MOXKe OUTH BEJTMKHU U3a30B. 3aTO je BajKHO J0OPO MO3HABATU CaM TPOIIEC KO-
ju ce momenyje. Kako m mmenwmtan v Opojuiiart nuMajy ucTy jeIuHUILy Mepe,
IbUX0B KOJINIHUK Ouhe 6e3mumensnonasan. Takohe, BpeHOCT IPOMEHbHBUX
go u ¢, 6upa ce Tako ja Baxu 0 < |g| < 1. Ha npumep, ako je ¢, MakcumasiHa
BPEJIHOCT u3pa3a |q¢ — qo| Baxkuhe ma je 0 < |g] < 1.

Ha jemmocraBmom mpumepy npuMmeHnNEMO TEXHUKY CKaJmpama. [Ipore-
CU y KOjUMa JI0JIa3U JI0 €KCIIOHEHIIWjaJIHOT OIaJakha MOTY Ce OIMCATH Ha,
caejpehn HaYMH

u'(t) = —au(t), u(0) =1, (26)
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rie ¢y a,] > 0, a u = u(t) Hemozuara dbyurumja. Jlako ce jonazm 1o aHa-
JIMTHIKOT PEIEha, Koje je 0bmka

u(t) = Ie™ ™.

Jennaamrom (26) MOTy ce MOJEIOBATH PA3JUYATH IPONECU. JeJIaH O
[pUMepa je MOJIeJI PAcTa MOIyJIallhje y3 HEOrPDAHUYEH HPUCTYII PECYpPCH-
Ma, rjie je u 6poj jeymHku y TpeHyTky t. JIpyru npumep je upomena armo-
cdepcKOr MPUTHUCKA €A BUCUHOM y3 IPETIIOCTABKY JIa j€ Ba3/lyX UJEAJIAH Tac
ca ypaBHOTEXKEeHUM cacTaBoM. OyHKIUjA U je TPUTHCAK U MEepHA jeTNHUIIA,
je N/m? t je mucwna m3paskena y MeTpuma (HE3aBHCHA TPOMEHIBHUBA), a

a = rie je M mosapna maca Basayxa (M = 0,029 kg/mol), g rpa-

g
ﬁ7
surtarmuono yopsame (g = 9.81 N/kg), R je yHuBep3asiHa racHa KOHCTAHTA,
(R = 8,314 Nm/molK) u T je remueparypa y kessuauma (K).

Kopamnu y ckanmupamy cy:
Kopak 1: OgpehuBame He3aBUCHUX U 3aBUCHUX IIPOMEH/BUBUX. Y
JIATOM IIPUMEPY MMAMO JEJIHY HE3aBMCHY IIPOMEHJbUBY () U jeJiHy 3aBUCHY
nPOMeHJBUBY ().
Kopak 2: IIpeBoheme He3aBUCHUX U 3aBUCHUX HPOMEH/PUBUX Y
0e3auMeH3MOHATIHE. ¥YBOAMMO 6e3/IMMEH3NOHAJIHY BEJIMYMHY KOjy hemo
O3HAYMTH ca t, a medpuHUIIEMO je
Fe t
=
rje je t. KapaKTepUCTUIHA BpeaHOCT mpomensbuBe ¢ (tg = 0). Camano yBo-
JUMO 1 6e3/IMMEeH3NOHAJIHY BEJUYUHY U, Tj.

o u
U=—,
Uc
rJIe je U, KapaKTepUuCTHIHa BPeaHoCT mpomensbuie u (ug = 0).
Kopak 3: OgpehuBame monesna ca 6e34MMEeH3NOHATHUM BeJINUYNHA-
Ma. Y KOHKPEeTHOM IpuUMepy MPOMeHJbUBY © 3aMemyjeMo ca t.t, a TpoMeH-
JbUBY U ca ucl. Tasa je

du _d(ucu)dt  dul ucdu

dt  di dt . i, t, di

Mogesn (26) cama he usrienaru oBako

Ue dU i _

— — = —au.u, u.a(0)=1. 27

e = —auct, uci(0) (27)
Kopak 4: ITorpebHO je na cBaku 4jaH jegHaumHe Oyae Ge3auMeH-
3uoHaJaH. [ako cMo yeeau 6e31MMeH3HOHAIHE IPOMEH/LUBE, ITOCTOje dia-

HOBU y jenHaumau (27) koju jom mucy. Kako 6u ce yumnuim 6e3umensno-
HAJTHAM, mojesuliemo obe crpane jennaunue (27) KoedUIEjeHTOM y3 U3BOJ,
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majeeher pema. Jlobpo je cBako nememe OIWIO KOjUM KOE(DHUITHJEHTOM KOje
JOBOM JI0 YKJamama Mepuux jeawaura. Jlobuja ce

% = —at.u, u(0) = uIc (28)
Kopak 5: Mepa ckamupama. Y nocieameM Kopaky ojipehyjemo kapak-
TEPUCTUIHE BPETHOCTHU 33 MIPOMEHJBUBE t U U, TO JeCT t. U Uc.

Ckasupate He3aBHCHE IIPOMEHJBUBE ¢ jecTe HAJU3a30BHUJU JIEO TTIPOIIE/LY-
pe ckasupama. [ms je 1a mpoMenbuBa U u HeHu w3Boau OyLy ucCTor peia
pesmaune. U3 (28) cieau ma he ce taj s moctuhu ako uzabepemo t. = é

Jlo KapaKTEePUCTUIHE BPEIHOCTH 33 CKAJIUPAHE BPETHOCTH TTPOMEHIbUBE
U, Tj. Ue, AOTA3UMO U3 moderHor yciaoBa. Kako je u(0) = I, ysehemo 3a
u. = I, ma mobujamo u(0) = 1. 3a t > 0 BpeguocT %(t) OMama U TaJIa UMAMO
@ € (0,1]. Kpamu 1usb 1pu cCKaJmMpary jecre Jia CBe TIPOMEHIbUBE y3UMajy
BpeHOCTH U3 nHTepBasa (0, 1].

CrampameM (t. = 2 u u. = I) u ypolemem 6e31MMeH3NOHATIIX BeTH-
qmHa cucteM (26) ceomu ce Ha Kommmujes npobiaem obsimka

% = —u, u(0)=1. (29)
HajouTHuju pesyarar oBe HPOLEAype jecTe YKIAmalhe CBUX (DU3MIKUX
napamerapa u3 mogena (a u I).
Kako Baxu t = % u U = -, OtHOCHO U(t) = %f) pereme u(t) mpobema
(26) coemu u3
u(t) = ueu(t/t.) = Iu(at),

mTo Ha rpaduky pemema U(t) 3HaTM cTE3ame oce t m oce U, pegom a u I
oyTa.

29



7 MopenoBame OMOXeMUjCKUX peaKIiija

Y oBoMm moryiaBsby Bumehemo Kako ce yBoje 6e31MMeH3n0HAHE BEJINIHU-
HE U TEXHUKA CKAJUPAA KaJla e TPHU MOJIEJIOBAKY KOPUCTH cUcTeM aude-
penrmjasnux jenunadunna. Bumehemo kako ce Taj cucrem peaykyje u3bopom
onrosapajyhe Bpemencke ckaJie.

Buosiomiku nponecn ce omBujajy kako y henumjama (METpanesynapso),
TAKO U y BHUXOBO] OKOJIMHE (€KCTPAIeTyJIapHO). XeMHUjCKe peakImje Koje ce
OIUTPABAjy V )KUBUM OPraHU3MHUMA HA3WBAMO OMOXEMUjCKUM peaKiuja-
ma. One He 6u Gwie moryhe 6e3 puUCycTBa CHEIUjAJHUX NIPOTEVHA - €H-
3uMa. KH3umu npejcrasibajy Karajauzarope buoxemujckux peakiuja. OHu
CMaIbyjy €Heprujy akKTuBalpje OMOXeMHUjCKe peakIirje OJIAKIIaBajyhu ja ce
Jiece ogpehene poMene Ha GHOMOJIEKYINMA, (CYICTPATUMA) U TAKO HACTA-
He Tpow3Bo, (MPOAYKT) AaJEKO OpiKe HEro y WmUXOBOM OJICYCTBY (Cimka
12).

. NpoayKT ca eHsumOM
--  npogyi Bes enauvia
cyncrpar ca eHsumon
....... cyncrpar Ges enauma

KOHUEHTpPauKja

apeve
Cauka 12: Yrunaj ensuma Ha OP3VHY XEMUjCKE PEAKIInje

EnsuMmu u3 6GHOXeMUjCKUX PEKIMja U3J1a3e HeudMetbenu (THINIHO CBOj-
CTBO KaTajam3aropa). Easumu umajy usyserny xamaaumusky mofi, jep ue ca-
MO J1a y6p3aBajy 6GuoxeMujcke peakiyje (1 JeceT MUJIHOHA My Ta), Beh To un-
HE Y JAKO MaJIMM KOHIEHTPAIMjaMa, ¥ OHOCY HA KOHIIEHTPAIM]e CyICTPATA.
Ensumu cy sucoxo cneyuguyunu OBUOMONEKYIH, Jep YECTO KATAJUIIY PEaK-
I@je camMo jeHOr Wim CpoiHe rpymne Mojiekyna. Ha kpajy, Op3una en3umcke
peaxiimje je cmpo2o KOHMpPOAUCAHE KOMILIEKCHUM MEXaHU3MUMA, [TIO3UTHBHE
1M HETraTUBHE IIOBPATHE CIIpere.

lum monesmoBama je onpehuBame 6p3une emsumcke peakimje (6p3ume
dbopmupama poayKTa).

ITpu ucnwrrBamy Besmkor 6Gpoja en3mMckux peakiuja npumeheno je ma
je 6pauna dhopMupama MPOAYKTa Cpa3MepHa MAJMM KOHIEHTPAIIM]aMa, CyTI-
CTpaTa, 0K je HE3aBUCHA OJ] IbeTOBUX BUCOKMX KOHIIEHTDAIIN]E U TEXKU MAK-
cumanHo] BpenuHoctu. OBakBe ekcuepuMeHTasHe pedysarare 1913. rogune
Muxaesuc u Menrenosa (norsienaru norsaswe 3.1.1 y [3]) cy objacausm
MEXaHU3MOM IIPEMAa KOME ce, Hajupe (opMUpa €H3UM-CYICTPAT KOMILIEKC
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(mpBa erama)

k1
S+EF==C, (30)
k1
rje je y popmysin S cyucrpar, E enzum, a C' €eH3UM-CyIICTPAT KOMILIEKC, 4
3aTHUM C€ M3 €H3WM-CYIICTPAT KOMILJIEKCA W3/Baja MPOAYKT P v Hem3MemeHu
eH3uM (Jpyra erara)
ko
C=P+E. (31)
k_2
Y3 MpeTnocTaBKy Ja e HACTAJIM TPOW3BOJ, OJIMAX YKJIAMHA W3 OKPYKema,
JpyTa erama ce pa3Marpa Kao HEMOBpATHA peakija. Yysumajyhu y ob3up
obe erare, g06uja ce ciejeha xeMujcka je/iHAYMHA,

S+Es=ckpip (32)
k_1

Hawuwme, Hajupe ce U3rpaji eH3UM-CyICTPAT KOMIUICKC, a IOTOM €H3UM-IIPO-
JLyKT KOMIUIEKC, ajld KAKO OB KOMIIEKCH M3y3eTHO OP30 JMOCTHXKY DPABHO-
TeKHE KOHIEHTparuje, 6e3 yMambeba ONIITOCTH MOXKEMO T'OBOPHTH CaMO O
eH3UM-CylLcTpaT Komiiekey (cauka 13).

I 3 i |

\ N \

N .
eH3IMM-cy ncTpat eH3IMM-Npogy KT
KOMRASKE KOomMRASKS

Cnuka 13: Etane en3umcke peakiiyje

JlupekTHOM TPUMEHOM 3aKOHA O JEjCTBY Maca cieawsao Ou ma Op3mma
€H3UMCKe PeaKIfje JUHEAPHO 3aBUCHU 0J1 KOHIIEHTPAIHje CYICTPATA, IITO CE
HE CJIaXKe €4 TOpe HABEJEHWM eKCIepUMeHTaJiHuM pesyiaratuma. Ca jgpyre
CcTpaHe eH3WMCKA peakilfja ce OJIurpaBa KpOo3 HHU3 eTala, Te je moTpebHo Ha,
CBAKy €Tamny IPUMEHUTH 33KOH O JIEjCTBY MAaca.

MogenoBame mounmbeMo deduHncameM Hermo3HaTux (pyukmuja. Heka cy
S - KOHIIEHTPAIIA]a CYIICTPATA, C - KOHIEHTPAIM]a €H3UM-CYIICTPAT KOMILJIEK-
ca, € - KOHIIEHTPAIlWja €H3WMa W P - KOHIEHTPAINja TPOAYKTa. 3aKOH O
JIejcTBY Maca mpuMemeH Ha dopmyny (32), naje derupu gudepeHimjaHe
jeqHaTnHE.
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e IIpBa jeHAUMHA je TPOMEHa KOHIIEHTpAIHje CyIcTpaTa

d
£ =k_1c— kyse, (33)

e JIpyTa je mMpoMeHa KOHIIEHTpallije eH3uMa,

d
£ = (k_1 + k2)c — kyse, (34)

e rpeha je mpoMeHa KOHIEHTPAIUje€ €H3UM-CYIICTPAT KOMILJIEKCA

d
d{ = kyse — (k_1 + ko)c, (35)

® YeTBPTA j€ IIPOMEHA KOHIEHTPAIIM]E HPOILYKTA

— = kac. 36
il (36)
Kaxko ce eH3uM TOKOM peaKIiyje He TPOIIHU, TO YKYITHA KOHIIEHTDPAIIN]a, eH3H-
Ma 0CTaje HEMPOMEmEeHa, (KOHCTAHTHA) TOKOM PEaKIUje KOHBEP3Hje CyICTpa-
Ta y oxaroapajyhu npojaykr. O3Ha4uMMO Ty KOHIEHTpAIujy ca eg. o ucror
3aKJby KA J0J1a3uM0 cabupambem 06e crpane jeaaaunna (34) u (35)

de n de 0

dt — dt
rje je e KOHmeHTpanuja caoboguor (memckopumhienor) emsuma E, 10k je ¢
KOHIEHTDPAIIK]a Be3aHOr (MCKOPUIITHEHOT) eH3ruMa Y KOMILIEKCY . Jlakiie Baxu

ep=e+c. (37)

Ca sp o3HaunhemMo yKyIIHY KOHIIEHTPAIMA]y CyLCcTpara y obe erane, 4uju je
jeJIaH Jieo joIln HempoMemeH (), jeJIaH Jeo je y cacTtaBy KOMILIEKca, Tj. y (basu
je mpomere (¢) u Ha Kpajy JIe0 Koju je mpomemen y mpojaykT (p). Crora Baku

so =S+ c+p. (38)

TIpumeTnMo /18 KOHIIEHTPAIM]a, KOMILIEKCA C TPEICTAB/HA W KOHIIEHTPAITH]Y
rckopuitheHor eH3uMa, aJu B CYIICTpaTa Koju je y ¢asu mpomene. akire,

[E}vezam = {C] = [S]vezaniy

(e Baxku [C| = [Elvezani+[S]vezani). Ha npumvep, ako y jejuunim 3ampemune
ce HAJIA3€e 3 MOJIEKYJIA €H3UMa, U 3 MOJIEKYJIa CYICTpaTa, HAKOH (hOPMUPAHA,
€H3UM-CYIICTPAT KOMILJIEKCA Y MCTOj jeJimHuiy 3anpevmune Hahu he ce Tpu
MOJIEKYJIa €H3UM-CYIICTPAT KOMILJIEKCA, & He IIeCT.

Jennakocru (37) u (38) caeme u3 3akoHa ojpxkama mace. Jlakie, Besu-
9HHE S) U €) Cy KOHCTAHTHE TOKOM €H3WMCKe peakimje u Oulie mapamerpu
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y oarosapajyhum mudepeHnyjaauM jegHadnHaMa. lIpumernmMo ga ¢y KOH-
HEeHTpalrje MTPOJyKTa U eH3MMa 3aBUCHE OJ1 KOHIIEHTPAIMje KOMILJIEKCa. ¥ 3-
nmajyhu y 063up cBe HaBEJIEHO, IUHAMUYKYU CUCTEM PEJIa IeTUPH MOXKEMO
CBECTH HA CHCTEM JIPYTOT PEJIa, KOjU je JIAKIIHN 33 aHAJINU3Y

% = k:_lc — k:ls(eo — C) = —kjleoS + (kﬁlS + k?—l)C,

(39)
d
£ = kls(eo — C) — (k‘_l + kz)c = k1€05 - (k15 + k—l + ]{:1)0.

Ba mogzenoBame eH3uMcke pekanmje (32) BpJIO je BaXKHA YMIEHWIA 113
je meHa jpyra ertamna (HacTajame mpoaykra (31)) ganeko cmopuja of me-
He mpBe erane (peaknuje HacTajama en3uM-cycnrpar kommrekca (30)). 36or
oBe ocobenoctu, Moryhe je u3BpuuTu peayKiumjy mozaena (39) meromom cra-
MAOHAPHOT CTAafha WJIM METOJIOM TICEYIOPABHOTEXKE, O 4eMy je 6miio pedn y
MOTJIaBJbY 4.

Muxaenuc u MeHTeHOBa, €y JaJd OATOBOP HA IHTAE KOjoM ce Op3u-
HOM O/IBMjajy €H3WMCKe peakiyje Kopucrehin MeTosry cTarnnoHapHOT CTakba.
Y PaBHOTEKHO CTake MOMEHTAJIHO JOcTeBa TpBa erana (30) eH3mMCKe pe-
akmuje. Kako ce momenTasno m3jeqnadanajy Op3vHe AUPEKTHE W MOBPATHE
peakije, OHJa BaXKh

/{186 = k:_lc. (40)
Kaxko je e + ¢ = ep m0buja ce fga je paBHOTEKHA KOHIIEHTAPIN]A KOMILIEKCa,
€S
c= K10+ - (41)
e je K = kk;ll Bpsuhy enzumcke peaknuje v m3Boaumo u3 (36)
dp koegs D
LT 20:[(1—1—3:[(1—1—3’

TJIE j€ Umar = koep MakcuMaJIHa OpP3uHA Peakimje Koja ce JIOCTUXKE Kaja je
CaB €H3MM y KOMILJIEKCY ca cymcTpaToM (eg = ¢). Kako Bpmumo anpokcuMma-
mujy To u3 jeganakocru (40) He MOXKEMO 3aKJbYUUTH JIA j€ % = 0, jep oHIA
6u ipema (33) caeauso a ce CymncTpaT HE TPOIHU Y PEaKIUju, & CJAEJACTBEHO
TOME HUTH ce IPOAYyKT popMupa. HapapHo He MOKEMO 3aKJbYIUTH HH 112 Ba-
KU % = —koc. Ped je 0 ampokcumariuju Kao MOCIEIUIN 12 je JAUCOTH]jAIIN]a
€H3UM-CYIICTPAT KOMILJIEKCa, Yy CMEpPY CYICTpaTa MHOrO OpxKa, HETO y CMEPY
npomykra (k_1 >> kg). Cabupamewm jeaaaxoctu (33) u (35) mosazmmo 10

jenHaduuHE

ds dc d

— + — = —kac, T1j. —(s+¢) = —kac.

g dt 2C, 1] dt( ) 2
Y3aumajyhu y 063up paBHOTEKHY KOHIIEHTPAIN]Y KOMIIJIEKCA EH3UM-CYTICTPAT
u3 jepaakoctu (41) 101a3UMO J10 3aK/bydKa O IPOMEHU KOHIETPALU)E CyTI-

cTpaTa TOKOM €H3UMCKe DeaKIlhje
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d eos €os
ad B P
dt <S+K1+s> Ki+s’

ds (1 T LS ) S
dt (K 1+ 8)2 Ki+s

MeTo0M CTAIMOHAPHOT CTaMkba U MOCTYIKOM CKAJMPamba U yBolema 6e3-
JIMMEH3UOHAJIHUAX BEJIMYUHA JIO0Uja ce He TAKO JeIHOCTABAH JTUHAMUYKA CH-
creM ca 6p30M U copom npoMersbusoM (norseaaru npumep 20. y moraaBsby
1.7y [1])-

Ba anasm3sy ensmMcke peaknuje bpurc u Xasmman (1925) (morsienaru mo-
riassbe 1.4.2 y [1]) npemioxkuim cy MeTomy 1ceyj0paBHOTEXe KOjOM CY J10-
OUIH jeTHOCTABHUJYU JUHAMUYIKA CHCTEM Ca OP30M U CIOPOM ITPOMEHJHUBOM.
Hoxkazasu cy ma

bpsuna emsumMcke pexarmje je oapehena dpopmytom

UmaxS
_ _YmazS 49
T Kmts (42)

rJie je S KOHIEHTPAIU]ja, CyICTPATA, Upgy MAKCUMAJIHA OP3UHA €H3UM-
2 _1+k
cke peakmuje u K,,, = % MuxaeaucoBa KOHCTAHTA.

J

[Ipumernmo paziuky um3mely dopmysie 3a Op3uHy €H3UMMCKE peakiimje

. UmazxS
J00MjeHy METOAOM CTAIlMOHAPHOL CTama | v = K+ u ¢opmyne g06u-
1 S
. Umaacs .
jEeHE METOJIOM TICYJA0PaBHOTEXKE | v = K +3) Jewra pazsmka je y KOH-
m

craatama K1 u K. C o63upom Ha jedunuimjy MuxaeaucoBe KOHCTAHTE,
Kaa je k_1 >> ko, Taya je K, =~ K;. 3aro obe ampokcumaliygje, uako cy
IIPETTIOCTaBKE HA KOJUMA Ce 3aCHUBA]Yy PA3JIUUIHUTE, JIajy CAUUYAH PE3yJITaT.

Ha xpajy tpeba ncrahm 3nauaj Muxaenucose koucranTe. OBa KOHCTaH-
Ta MPEJICTABIbA, MePUJIO a(UHUTETA, CyIICTpaTa npema en3umy. Hucka Bpe-
noct K, moka3syje jia je eH3uM-CyTcTpaT KOMIUIeKe ctabmian. N3 dpopmyrte
3akona Muxaenuca u MeHTeHOBE BHIMMO 13, je Op3MHa €H3UMCKE PEeaKIje
jelHaKa TTOJIOBUHE MaKCUMaJTHe Op3WHe KA KOJTUINHA, CYTICTPATA, JIOCTUTHE
ppeaHocT Muxaenucope KoHCTaHTe. [Ipy HUCKO] KOHIIEHTPAIIU]U CYICTPaTa,
Op3uHa eH3MMCKE PEAKITHje je TPOTOPIMOHAIHA, KOHIICHTPAIUjHA CYTICTPATA,
IITO TPEJCTAB/HA PEAKIUjY IPBOI peja. ¥ ojipeheHOM TpeHyTKY €H3UM IIo-
CTaje MOTIIYHO CATyPHUCaH, TaJAa ce OpP3uHA aCMMIITOTCKYU HPUOINKABA MAK-
cuMaJHO] Op3UHU M KOHIEHTPAIMja CYICTpPAaTa BUIlE HE yTHYe HA Op3uHy
peakIlgje IMITo TMPeACTaB/ha PEAKIIN]y HYJITOT pea.
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8 TI'panmynu nmuka m XondoBa dudypkarmuja

VY oBoM morsiaB/by 6whe pazmaTpaHa JBa K/bYIHA T0jMa KOja, Ce T0jaBIby-
JyV ¥ paay: rpaauanan ukJ 1 Xomndgosa oudypkaiuja. Y pajy ce aHAIAZUDPA]Y
JABOAVMMEH3NOHAJIHA HEJIMHCAPHU AVWHAMHWYKNU CHUCTEMU. I_I)I/IXOBa, HeJanHeap-
HOCT IIOBJIAYM I0OjaBy crnermududHux objekara y pasHO] paBHHU KOjH ce He
cpehy y dazumm noprperuma JIMHEAPHUX JUHAMAYIKUX CHCTEMA.

8.1 TI'paHWYHMN ITUKJI

T'panmunu 1K je W30JI0BAHA 3aTBOPEHA TPajeKTOPHja ¥ ha3HOM IIPO-
CTOPY AMHAMHUYKOT cucTema. V30/10BaHa TPajeKTOpHja 3HAYHU 13 CyCeiHe
TPajeKTOpHje HUCY 3aTBOPEHE, Beh ce CIupaJ/IHo MpudInKaBajy WK YIABY]Y
0/J1 3aTBOPEHE TpajekTopuje. AKO joj ce cBe cyceHe TpajeKTopuje npubimKka-
Bajy ped je 0 cTabMIHOM, a aKO CE€ CBe yJ/IaJhaBajy OHJA O HecTabuIHOM
rpanuyHoM nukiy. Moryh je u momycrabmiiaH rpaHuyHU IUKJ Y CUTya-
nmjamMa Kajaa ce CycejHe TPajeKTopHje IpuOInKaBajy IPAHHIHOM UKy Ca,
jenHe cTpaHe, a ca Apyre cTpaHe ce yaasbaBajy (ciawka 14).

crabuaad Hectabraan noaycrabuaaH

Cruka 14: I'panuvsu mMuKIu

IlojaMm rpannyHE UKJI yBeo je IloeHKape u 7120 je CBOj JONPHUHOC JIOIIA-
BIIIM JI0 HEKUX KPUTEPUJYMa €r3UCTEHIMjE TPAHNYHNAX IUKAJIA.

Ot mocebHOr 3HAYAjA 32 MOJIEJIOBAHE PA3JIMIUTUX PODJIEMa Y HAYIH je
yIPaBO CTA0MJIAH TPAHUYHH [UKJ. 1ecTo ce cpehy OCIMJIATOPHA TOHAIIAA,
KOja ce OJJINKYjy oipeheHnM mepuoioM, aMIuinTyoM u obsimkom. Hamowme-
HUMO CaMO HEKe O] TIPUMepa TJe Ce MPU MOJIESIOBAKY MOjaBIbyje CTAOWIHU
TPAaHUYHU IMUKJI! Kylakhe Cpla, AHEBHU PUTMOBU Yy TEeMIEPATypHU JbYACKOT
TeJIa ¥ XOPMOHA, HEKE O]l ONACHUX BUOpAIlAja ¥ MOCTOBUMA M KPUJIUMA, ABU-
ona. ['pannmunm UK je KapakKTePUCTUYIAH 34 HejuHeapHe cucteme. U kos
JIMHEpAHUX cucTeMa y (haszHuM noprperuMa ce Bubajy 3aTBOpPEHe TPajeKTo-
puje, amu GuTHA PA3/IMKA je mITo OHe HuCY n3ojosane. [pumep jecTe menTap,
3aTBOPEHE TPajeKTOpHje Cy KOHIIEHTPUUYHE KPYKHUIIE U CBaKa epTypbariu-
ja cmcTema JIOBOJW IO HANYIITAA, je/IHE W MPETa3ak Ha JPYTY 3aTBOPEHY
TpajekTopujy. Jlakie, HOBO OCIIHIATOPHO pelrelnhe nMalie Ipyry aMIuInTyLy
OCIMJIOBAKA. ¥ CJiy4ajy crabuiiHe W30/I0BaHE 33TBOPEHE TPAjeKTOPHUje mep-
Typbariyja JOBOIM JI0 TOTA 14, C€ TPAjEKTOPHUja BAH PAHUIHOT ITUKJIA, TTOCITE
KOHATHO JIyTOT BPEMEHCKOT WHTEPBAJIA MPUOINKABA MPAHTIHOM UKTY. Jla-
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KJIE OCIIIIATOPHO peIlemhe y MOYETKY yCJe[d MepTypoaluje uMa, IpyTradujy
AMILTUTYLY OCIUJIOBAFHA KOja TEXKWM AMIUIATYIA OCIUJIOBAHA PEIEHa KO-
je oaropapa CTaOHJIHOM TPAaHUYHOM NUKIY Kama t — oo. Apyrum pedmma,
CHCTEM Ce OIHUpe IMPOMEHH, IMITO jeé THUIUYHO CBOjCTBO OMOJIOIIKAX CHUCTEMA
(pobycHocT).

IIpumep 5 Pasmompumo jednocmasan npumep 0600UMEHSUOHAAHO2 OUHA-
MUYKO2 CUCTNEMY
¥ =x—y— a3 — xy?

/I 2 3 (43)
y=r+ty—r7Yy—y.

Bexmopcro nowe npasaua npurasaro je wa cauyu 15. o nazubuma eer-

mopa npasaua MoaHce ce HacAYmumuU nOJLODfCGj U30A060HE 3AMBOPEHE TNPA-

jexmopuje.
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Cruka 15: BekTOpCKO 10Jbe €a IPAHUIHUM ITHKJIOM

IIpeaackom na noaapue xoopduname (r = rcosf, y = rsinf, ade je
r>0uf e (—mm7|) cucmem (43) dobuja obauk

v =r(1—1r?)

01 (44)

Ilpumemumo da npesackom Ha nosapre KoopAURAME, NPOMEHRDUGE T U 0 Y
cucmemy (44) nucy nosesamne, na ce mozy 00sojeno pasmampamu. Paszma-
mparvem gasnoe nopmpema Judepenyujane jednanune v = r(1 — r?) na
Pasno] npasoj, yoswasa ce jedar cmabusaH U jedar HecmabusaH exeuiubpu-
Jym (cauka 16).

Y dasnoj pasnu ycaed pomavuje KOHCTNAHMHOM Y2aG0HOM OP3UHOM CGE
mpajexmopuje, ocum v = 0, ce MOHOMOHO NPUOAUNCABATY ZDAHUYHOM Y-

kay v* =1 y cmepy cynpommom 00 xasanke na camy ¢ obzupom da je 6 > 0
(cauka 17a).
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Cunka 16: Crabumnan (r* = 1) u necrabumnan (r* = 0) ekBumbpujym jeaHa-
e 1 = r(1 —r?)

Ha cauvuu 176 npukasan je epagur dynxuyuje x = r(t)cos(6(t)), jeo-
He 00 PynKuuja pewera pasmampanoz npumepa (43) sa nowemnu ycaos
(zo,y0) = (0.5,0.5). ITpumemumo da je mpajexmopuja xoja nposasu Kpo3
(z0,Y0) us ynympawe obaacmu ozparuvene uuksom. Pynuxuyujae r = x(t)
UCTIONDABA OCUUAAMOPAH KAPAKMED U KAKO 6PEME NPOAAZU AGMNAUNYIG Mme-
JHCU KA KOHCTNAHMHO] 6PEOHOCTU KO0ja 00206apA AMNAUMYOU OCUUAOSATA
2PANUNHOR YUK,

. = 9 . - : - : - - - - .
. / —— Osscilatomo resenje =6t}

RN N \ " :
0 llll'\\ ./ ) ! }}\\\ o} .J' \ \
£5 I‘.‘.\\\I‘l\.\ \H - _/ I\ 15 ‘._ -’II \' I.'I \.lu I'I
L .\ )
4 W\%“'————:’f""j Y a s e e
— ,
KT /""-/ 15
// \
2 2

-2 1.5 -1 05 o 0.5 d 15 K o 2 4 i} B 10 12 14 16 LI

a) 6)

Cumka 17: a) 'paHUYHE MK U HEKOJHUKO CYCEIHAX TPAJEKTOPHja CHCTEMA,
(43); 6) I'pacdbuk dyukuumje x = x(t) cucrema (43)

8.2 ErsucreHnuja rpaHUYHOr IUKJIA

Kibyaau npobiiem mpefcTaB/ba MUTAHE €r3UCTEHITN]E TPAHUTHOT TUKJIA.
JynakoB KpuTepujyMm HaM Jiaje JIOBOJbaH yCJIOB HENOCTOjatha IPAHUIHOT
OUKJIA:
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Heka je X' = F(X), F = (f,9) € CYE), rae je E jeapocTpyko-
nosesana obsacr y dasnoj pasuu. Ako nocroju dbyuxmuja v € C1(E)
TakBa Jia QyHKIHja

V- (0F) = 2-(0f) + 5 (09)

He Mema 3HaK Ha F, OH1a HeMa 3aTBOPEHUX TpajekTopuja (Hema me-
PHOJIMYHUX Deriemha) v E.

Cnemm mpuMep Koju wiaycTyje mpumMeny Jlymakosor Kpurepujyma.
TIpumep 6 V osom npumepy noxasahemo da QuHAMUKY CUCTIEM

=y

y’:—:):—y—i—:):2+y2 (45)

HEeMA 3GTMEOPEHE mpajexmopuje Y ueao] dasroj pasru npumernom yrarxosoe
KPUMEPUIYMQ.
Hexa je v(z,y) = e 2%, Tada ce dobuja da je
0 0

V- (vF) = a(eﬂzy) + @(6721(—95 —y+a?+¢%)

= 2y 4 e (14 2y) = —e X <0,

3a cearo (r,y) € R%, me na ochosy dyaaxocoz xpumepujyma mema 3ameo-
pewe mpajexmopuje Yy ueao] Pasnoj pasHu.

Takobe, kourpamnozumujom caeaeher Tephema 100Hja ce 13 aKO IUHAMHIKA
cHCTEeM HEMa, €KBUJIMOPHUjyM, OHJIQ, OH HEMA HU IPDAHUYHU ITUKJL.

T'panvarn MUK AUHAMAYKOT CHCTEMA OKPYXKyje 6ap jeman mosmoxKa)
PABHOTEXKE.

Ersucrennujy rparuyHor 1mukia rapanTyje Iloeakape-Benankconosa
TeopeMa.

Hexka je R 3aTBOpEH 1 OrpaHUYeH HOACKYI paBHE R? 6e3 exBunbpu-
jyma, X' = F(X), F € CY(E), R C F u HeKa IIOCTOjH TpajeKTOPH]ja
C K0ja y TIOYETHOM TPEHYTKY t( M3JIa3W W3 HEKe Taduke obsacte R u
octaje y R 3a cBako t > tg. Taga je C 3aTBOpeHa TPajeKTOPHja WK
TPajEKTOPHja KOja Ce CIUPAJIHO IPUOINKABA 3aTBOPEHO] TPAJEKTOPH-
ju muravuakor cucrema X' = F(X) kaga t — oo.

J

Joka3z reopeme moxe ce nahu y [2]. Burno je mcrahn 3nauaj reopeme
Iloenkape-Benjpukca. Ona HaM TOBOpU O TOME Jia je MOHaIame y (ha3Hoj
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paBHU MPEIBUAUBO. AKO je TpajeKTopHja CcaaprKaHa y 3aTBOPEHOM, Orpa-
HUYIEHOM CKYIy KOju He CaJpXK¥ €KBUJIHOpHjyMe, ako OHA HHUje 3aTBOPEHA
TPajeKTOpHja, OHJA Ce OHA MOPA MPUOIUKABATH TPAHUIHOM IUKIY. ¥ JU-
men3ujama Behwnm om 2, oBa Teopema ce He MOXKEe MPUMEHHUTH jep TPajeK-
TOpHUje MOI'y JYTATH Y 3aTBOPEHOM OTDAHMYEHOM CKYIy U HE TEXUTH HU
K& eKBUJIMOPHUjyMYy HU Ka 3aTBOPEHO] TPAjeKTOPHUju. ¥ HEKMM CHUTYAIlH]aMa
TPajeKTopHje ce MPUOINKABAJY CJIOKEHOM T€OMETPHJCKOM 00jeKTYy KOjH ce
Ha3mBa arpakTop. Kako je cucreMm jako OCET/bWB HA IMOYETHE yCJIOBE, Kpe-
Tame Ha JIy’Ke CTa3e Ce He MOXKe IpeJBHJIeTH u HacTtaje xaoc. Ha ocHoBy
reopeme [loenkape-Benjkca Moxe ce 3aKJby YUTH /13 Xa0C HUKA/IA HE MOXKE
Hacrata y (a3Hoj paBHU.

Ha caumnu 18 je mpukazan ckyn R y BUAy mpcTeHa, KaKo Ou ce u3 mera
MCKIbYyYHIIa PUKCHA TadKa P Kako 3axTeBa TeOpeMa.

Coauka 18: IIpumep ckyna R u3 [loenakpe-bBenmukconope Teopeme

Ha 6ucmo j0Ka3ajm mocTojame IPAHMYHOr IuKJa npumenoMm lloenakape-
Bennnkcomnose TeopeMe, HAJCYNITHIIHU]jUA YCIIOB TEOPEME jeCTe TIOCTOjahe TPa-
jekropuje C. Ilorpebno je ,,yioButu” kpuBy C' y kommakty R. [lorpebHo je
Jla BEKTOPCKO TIOJhe TpaBaria Ayxk pyba ckyma R Oyme ycMepeHo Ka meroBoj
YHYTPAIIBOCTH. 3aT0 YOOUUIAjeH TOCTYIIAK je HAJAXKEHhE ,,3aMKe” TI0 UHjeM
pyOy je BEKTOPCKO MOJhe YyCMEPEHO Ka Hherosoj yHyTpanmmocTu (csmka 19).

Cnuka 19: BekTopcko mome Ha pyOy ckyma R

IIpumep 7 ¥ ocrosHom Guozemujckom Npouecy Koju ce HA3UuBa 2AUKOAU-
3a, scuse Teauje dobujajy enepeujy pasepadrvom wehepa. ¥ nacmasky caedu
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jedan modea aaurosuse na xome he ce demonempupamu npumena Hoenxape-
Bendurconose meopeme. Odzoeapajyhiu UHAGMUYKY CUCTNEM TNOCMAEUO je
Sel’kov (1968) u naxon npumene mexnuke cxaruparba u ysohera 6e3du-
MEHIUOHAAHUL BEAUNUHA, OH je 00AUKG

¥ =—x+ay+ a2y
/

y =b—ay -2’y (46)

2de je v = [ADP| xonuenmpayuja adenosun-monogocama u y = [F6P]
Konyenmpayuje epyrmoso 6-dochama, a a > 0 u b > 0 odeosapajyhiu wune-
MUNKU NAPAMEMPU.

Ipsu wopax y xoucmpycarvy “3amke” je HAAGHCEIVE HYAA-USOKAUHG:

T .
Yy = 5 Je T — HYAa-U3OKAUNA,
a-+x
b .
Yy = 5 Je Y — HYAQ-Uu30KAUNG.
a-+x

Kaxo 3a r—nysa-usoxauny easicu yeaos ' = 0, mada usnad 1we 6ascu ycaos
' >0 (jep us —x + ay + 2%y > 0 caedu y > 157 /): 0ok ucnod e je ¥’ < 0.
Caunno, xkaxo 3a y—nyaa-usoksuny eavicu yceaos y' = 0, mada usnad e
sascu yeaos y' < 0 (jep uz b — ay — 2%y < 0 caedu y > ﬁbxz), dox ucnod
y' >0, me ModCeMO CRULUPAMU 6EKMOPE NPAGUE JYNHC HYAQ-USOKAUHG, QAU
u usnad u ucnod rwux (cauka 20a).

IIpecex nyaa-usokauna je mauka exsuaubpujyma (*,y*) = (b, ﬁ%).

Cimmka 20: a) Hyna-usoknmue n BekTOopH mpasia cucrema (46); 6) Ilocra-
BJbEHA ,,3aMKa” 3a kKpuBy C 3a mpumep 7

Ha cauyu 206 ucnpekudanum AUHUJOME NPUKA3GH J€ MH020Y200 Y3 NO-
Mmoh Koza hemo nocmasumu ,,3amky” 3a xpuesy C npema meopemu Hoenxape-

Bendukcon. Jedno 00 memena mmozoyzaa je mauxa M(b, 2

s 2 ), wuja ancyuca
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00206apa ANCUUCY, EKGUAUODUTYMA, & 0POUHAMA OPOUHAMU NPECEKRA Y— HYAA-
UBOKAUHE U Y OCE.

Hazub sexmopcroz nomsa dysic cmpanuye MHo20y24a0 Koje CY NAPAAEAHE
UAU BPUNAIATY KOOPOUHGMHUM 0CAMG je OHMu2AedaH U3 NPemIrodHoz pPas-
mamparoa (cauka 20), dox nazub nosa dysc ucnpexudane aunuje (wuju je
roepuyujenm npacua —1) nuje owuenedan. Hamelie ce numaroe sawmo cmo
noemampany baw 08y aunujy. Ipumemumo T xoopdunamy mauxe M. /o
CMPANUYE MHO20YeAQ Ha2uba —1 J0AA3UMO U3 PABMAMPATLa 04 3G 0080/HHO
BEAUKO T, NOHAWAILE CUCTEMA je 00peheno HeauHepanum deaom, me je ma-
wo @ ~ 2%y uy ~ —x’y. Onda je g—g ~ —1 dyorc mpajexmopuja. laxae,
epyba mpouena je da je nazub sexmopcroz nosa bausar epednocmu —1 3a
geauke epednocmu npomensuse x. Kaxo cy odzosapajyha sepmuranna u xo-
PUSOHMAAHG KOMNOKEHNA 6EKMOPG wuju je Ha2ub —1 jednaru, dosomno je
ucnumamu pasaury ' — (—y') sa nocmamparnu dunamurku cucmem. Baowce
caedefie jednarocmu

= (=) =—-z+ay+2’y+ (b—ay—z*y) =b— 1.

Jakae, saocuhe ' < —y' axo je b < x. Kaxo saucma sadicu da je v > b, onda
je u —y' > ', wmo dame nosaauu da je na2ub GeXMOPCKO2 NOMKA NPAGAUA
dyoic ose cmparue mrozoyzaa maru. Osum je dokaszaro da je KOHCMPYucar
MHO20Y200 JYMHC YWUJUL CMPAGHUUG Je BEKMOPCEO NODHE YCMEPEHO KA 1HE2080]
YHYMPAUTHOCTIU.

Caedeliu kopax je uckmpyuusarse PurchuL mauaxa (exeusubpujyma) us3
YHYMPAUWHHOCTIY MHO20Y2AG. YKOAUKO J€ PEY 0 HECTNAOUNHOM eKSUAUOPUTY-
MY, onda je d080HHO U3AOPAMU NPOUSGONLHY OKOAUNY MAUKE eKSUAUODUTY-
ma. Tada hie dyorc pyba me okosuHE 6EKMOPCKO NObE BUMU YCMEPEHO BAH
OKONUNE, GAU KA YHYMPawrwocmuy ,,3amke”. Qeum je 3adosomen Ycaos me-
OPEME U MUME E23UCMERUUTA 2PAHUNHOZ UUKAG dokadana (caura 21).

Cmuka 21: 3aMka y K0joj je ynoBbena kpuba C 3a npumep 7

Y jlajbeM TEKCTY CJIe/id Pa3MaTpabe 110/, KOjUM YCJIOBUMA je eKBusinbpu-
jyM 43 IOCMATPAHOT IIPUMeEPa I[JIMKOJIU3€e HeCTabuIaH.
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8.3 XomdoBa dbudypkarmuja

IlocmaTpajMo JIBOIUMEH3UOHAHN JHHAMAYKA CACTEM

dx
%—f(l"a%ﬂ)
(47)
Y gl
dt_g yYs L),

ie je p peasian napametap, a bynxmuje f, g € C?(E) rae je E C R? orsopen
cky1. Bekropcku 3amuc cucrema (47) je

ax
dt

re je X = < ;3 ) u F(X;p) = ( fl@, v p) >

= F(X;pn), (48)

9(z,y; 1)
Kako Tie ce nonamaru wennHeapaH JuHaMudaky cucrem (47) y 3aBUCHO-

ctu o1 BpegHocTu napamerpa u? Ilpomena BpegHocTu napaMerpa MoxKe J0-
BecTH 70 pomene 6poja bukcHux Tadaka (ekBuaubOpujyma), J10 TPOMEHE
IbUX0OBE CTAOMIHOCTH WJIM O II0jaBe MPAHWIHOT IHKJA. VI TO Ccy jemuHe Mo-
ryhHocru Koje ce Mory Jiecutu y (Ha3HOj paBHU, HITO je KJby4YHA [OCJIE/HALA
TeopeMe Iloenkape-Benmkcon. KpasmraruBae mpoMeHe y MOHAMIAKY JTUHA-
MHYKOI' CHCTEMA Hasupajy ce Omcpypkammje, a BPEIHOCTH HAPAMETPY, 34
KOje ce ome jermmaBajy 6udypkanuoHe Tauke. /lo 6udypkamuje mgosrazu
3a BPEIHOCT MAapaMeTpa [ = e, KO MOCTOJU MAPaAMeTap (i1, TTPOU3BOIb-

HO GyIM3y mapameTpa e, TAKAB Ja JUHAMUYKU CHUCTEM e F(X;u1) m

dX
T F(X; p) HECY TOTOJIONIKYA €KBUBaJIeHTHE. JJnjarpam Ha KOMe je mpu-

KA3aHa 33aBUCHOCT CTAOWUITHOCTHA eKBUIHOPUjyMa OJT BPETHOCTH TAPaAMeTpPa
Ha3WBa ce OMQypKAIMOHU AUjarpaM.

ITa he ce mecutn ca crabmaHnonthy eKBUIHOPHUjyMa Ca IPOMEHOM Bpe-
HocTH mapamerpa i oxpebeno je concrBenwm BpemHocTuMa JakobujeBe ma-
TPHUIIE JINHEAPU30BAHOT JTUHAMUIKOT CACTEMA Y (DUKCHO] Tauku (eKBUIHOPH-

jymy) X*(p) = (2" (), y* (1))

Ty = | B0 I (49)

Kpanurarueaa mpoMeHa y MOHAIIAKBY TUHAMUIKOT CUCTEMA Y BUIY Ha-
CTAHKA WJIW HECTAHKA TPAHUTHOT IUKJIA Ha3uBa ce XondoBa budypkamu-
ja. Xondosa budypkarmja ce jaB/ba Kaja 3a HEKY BPEJHOCT MapaMeTpa [
KOHjYIrOBaHO-KOMIIIEKCAH IIap COIICTBEHMX BpejHocTH JakoOujese marpurie
(HAKOH JIMHeAPHU3AIFje HEJUHEAPHOT JUHAMUIKOD CHCTeMa ¥ (DUKCHO] Ta-
YKM) MIOCTaHe YUCTO MMaruHapan (peasnu Jeo je mysa). JIpyrum peunma,
Xomndosa budypkrammja HacTaje Kaga ca MIPOMEHOM BPETHOCTH IIapaMeTpa (i
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Cauka 22: Xondosa budyprammja

KOH]yTOBaHO-KOMILIEKCAH TIAp COMCTBEHUX BpeHOCTH MaTpure (49) npeceue
umarnHaphy ocy u npebe y moszutusHy nosypasan (cawka 22).

Cormcrsene Bpegaoctu Jakobujese maTpuiie ¢y (hyHKIHje KOje 3aBuce off
1. Ako Tpar JakobujeBe marpuie o3HauuMO ca 1, a jgerepmuHaHTY ca A
(T=T(u) u A =A(n)) onga Baxkn

 T+VT?—4A

As(p) ; (50)
Heka je pi. KpuTwUdHa BPEJHOCT TapaMeTpa, (4 338 KOjy BaXKu
T(n) =0 Adpe) > 0. (51)
Tama cy comncreBene BpeaHocTu Marpuiie (49) 4ucTo uMarnHapHe
At (pe) = £ivA. (52)

Axo cy ycaosu (51) 3a10B0osbeHY, Y3 yCI0B

;L{faxA+<u>ﬂumJ»¢<x

rie je Re(A4(p)) peamnu jieo concreerne Bpeauoctu (50), onma je e Xomdo-
Ba Omdypkalmona Tauka U JIOKAJIHO 33 BPEJIHOCTH LAPAMETPA [ > [ WU
i < jle jaBIbA C& M30JIOBAHA 3aTBOPEHA TPajeKTOpuja (TPAHWMYHY IUKJI).

Moryhe cy npe BapujanTe Xompose 6udypkamuje. Kaga ce oko mecra-
Ounor ekBunOpujymMa popMupa cTabMIaH TPAHUYHU IUKJ OHJA je ped O
HaTKpuTH4IHOj Xondoroj budypkamuju. Mel)yTum, aKo 0KO cTabUIIHOT EKBH-
qubpujyma HaCTaHE HECTAOMJIAH TPAHWIHU IUKJ OHJMA jeé Ped O MOTKPUTH-
qr0j Xomdosoj budypramm]ju.

Bparumo ce ma mpumep 7 gaT y JApyroj cekmmju opor moryiasiba. Octa-
JIO je Ha ce oApear 3a Koje je BPEIHOCTH IIapaMeTpa a W b eKBHIHOPHjyM
mecrabusan. Tama npema teopemu lloenkape-Benpukcon je jpokazana eram-
CTEHIIHja IPAHUIHOL ITUKJIA.
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Y bukcuoj tauku cucrema (46) (z*,y*) = (b, H%), padyHaMO Tpar n

JeTepMUHAHTY JakobujeBe MaTpure

1422y a+a?
J(x7y>: < _wa —CL—.Z'Q )7

JIOK je
2,2—1—_132 a+b?
S y) = ,
_az—f—)b? —a —b?

Bpeauoct gerpmunante marpune J (¥, y*) je A(a, b) = a+b*> > 0, a Tpar ma-
tpurne J(z*,y*) je T(a,b) = —b4+(2a_;i%22+(a+a2). Kaxko je 3a T < 0 ¢ukcHa
Tauka ctabmiana, a 3a 1T > 0 HecTabMiIHa, KPUTUUHE BPETHOCTH TMapaMeTapa
ce jobujajy 3a 1T = 0.

Jaxkure, ycios

b = %(1—2@:&\/1 — 8a) (53)

Jaje KpUTUYHE BPEIHOCTH TapaMeTpa a u b Kaza ce jaBmha Xomdosa Ou-
dypkanmja. CrkunupameM rpacduka GyHKIHja b = \/%(1 —2a++1—8a)um

b= \/ %(1 —2a — /1 — 8a) Ha UcTOM JOMeHY J100UjaMO KPUBY MPUKA3AHY
Ha cjmmu 23.

Ocraje nurame y KOjoj peruju ce odeKyje CTaOMIHU TDAHUYHU IIHKJIL.
Tako 3a BpemnocTu mapamerapa (a,b) = (0.1,0.2) omrosapajyha tauka je
crabuanan ekpuiopujym (T'(a,b) < 0), a 3a (a,b) = (0.08,0.6) je nmecra-
6unan exkpuubpujym (T'(a,b) > 0). Y HemocpesHOj] OKOJUHE HECTAOWITHOT
eKBUJIMOPUjyMa 10jaBibyje ce crabuian rpannann muki. budypkanuonn mam-
jarpaM Ha KOMe je mpuKa3aHa CTaOWIHOCT eKBUIMOpujyMa ((pUKCHe Taduke)
y 3aBUCHOCTH O] BPEJIHOCTH J[Ba HapaMeTapa a u b mpukas3aH je cauiy 23.

CEyTI ¥ KOjen ZMEIANITIES CHOTEM HIA
i HecTafiioras expromOpITI
[ZE TI0CTOjH T ARBUEH TRETT

CHYIL ¥ K0jen JEEAMEYEE CHOTRR
e cTabeomE erErmipEiTTL

5 ) ot 3

Ciuka 23: Budypkanyonu gujarpaM AUHAMAYKOT cuctema (46)

44



9 I'smmkonm3a M HeH OCHMJIATOPHU KapaKTep

Merabosmm3am je nporiec kojum hesinja ekcrpaxyje eHeprujy u3 XeMHujCKux
BE3a, JOK METAOOJIMIKY Ty T MPEJICTABIHA HI3 €eH3NMCKUX PEAKINja KOjuMa ¢e
XeMujCcKa eHepruja Tpanchopmuine u3l jeaHor obJuKa y Apyru. YyoOwdajen
Hocad eHepruje y hemmjama je mosekyn ajenosuntpucdocdar (ATP). Ha-

HaN

N—(r

o o o NI
1l | | . ~
O0=P=0=P=0=P=0 ‘N"} N
o Q o -0
OH OH

Cnuka 24: Momekyn ATP

craje BesuBameM jenne docdarne rpymne 3a anenoszuraudocdar (ADP) niu
sse dbocdarre rpyne 3a agenozuamonodocdar (AMP). TTorpebua je 3naTHA
eHepruja 33 CABIAJABAIHE OJ0OJHIX CHiia u3Mely HeraTWBHO HAETEKTPHUCA-
wux ¢ocdaraux rpyna npuiaukoMm rpahema mosiekyia ATP ox mosekyma
AMP. Kana je hemuju morpebua eHepruja, oHa OO Hbe J0JA3H XUIPOJIA30M
mosiekyna ATP (y npucycTBy MOsIeKysna BOZAE JIONA3U J0 PACKHIAMA BE3E
dbocdarnre rpyne ca ocrarkom mostekysia ATP). Tama nacraje mosrekysn ADP
n ocjiobaba ce 3HATHA KOJIMYMHA €HEpruje.
OkcuamnmjoM jeJHOT MOJIEKYJTa TIIYKO3€e JI0 YIVbeH-THOKCHIA U BOJIE

eHepruja
e s S

CgH120¢ + 609 6CO, + 6H20O (54)

KpO3 Tpu crenududHa mporeca (MMKoau3y y ruromiasmu, Kpemncos mu-
KJIyC ¥ eJIEKTOH-TPAHCIIOPTHY JIAHATL Y METOXOHApHUjama) nqobuja ce dak 38
monekyia ATP. Ilpeu nporec je rimgonusa. Hero-gomumamna gobujenor mo-
aekyna ATP tokom nporeca ramkosuse cy csera jgpa (4 —2 = 2). Tnmkosusa
je MeTaboIMIKH IyT KOjU Ce CACTOJU OJ, AeCeTak eTala, rie je Tpeha erama,
OJI'OBOPHA 34 HeH ocrujiaTopuu Kapakrep. [Ipse Tpu erate rymmkosmuse cy:

rAyKoza
ATP
C ADP

rayKosa 6-poodar

¢pywroza 6-pocdar

PFK C ATP
ADP

¢ pykroza 1,6-gudocdar

Cruka 25: IIpBe Tpu ertare riauKoan3e
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1) bocdopunarmja rayrose (CeHi206) y ryrosy 6-docdar (CgHi309P)
(emeprerckm cKyma peakimja TOKOM Koje ce docdaTHa rpyma Besyje 3a Mo-
JIEKYJT TIIYKO3€ ¥ TPUCYCTBY EH3UMa, XeKCOKMHA3€e U 3aXTEBa YTPOIIAK 6 THOT
mosiekyna ATP - cauka 26),

HO— F

“on
H,C—OH H, (—n

H O H

OH ”W
ONl—(L)II ATP  ADP }H\’_K

H OH
Cauka 26: Peakiuja docdopunarmje rirykose

2) mzomepmsanmja rirykose 6-docdara y dpykrosy 6-docdar (CgHi309P)
(cnorTana pesep3mOMIIHA PEAKIHja KOja Ce OJIBUja y TPUCYCTRY €H3UMa U30-
Mepase - cJnKa 27) u

//O
HO—P
| ™o
H,C—0 HO—P

ja s}
ja o}
==t
@]

CH,OH
—— i HO

OH OH OH
H OH OH H

Cnuka 27: Peakiuja uzomepusaliuje

3) dochopmnanuja bpyrroze 6-bocdara y bpykrrosy 1,6-mudocdar
(CeH14012P2) (emeprercku ckyna peaxnumja Be3upamba jour jeane dbocharne
rpylie 3a MOJIEKYJ (PpyKTO3€e y HpucycTBy ensuma dpochodpyKToOKuHA3E V3
yrpomak jom jeguor mosekysna ATP - cauka 28).

0] 8]
HO-=P HO—F HO-
~ ~ P
H 4] on H,C (!] o8 Bl | OH
.0=0 o CHOH ,0=0 o H,C=0
H HEY 7_T,- H HO
OH ATP ADP OH
oH H on M

Cnuxka 28: Peakmuja docdopunamuje ppykrose 6-docdar
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CBaku eH3WM UMa, AKTUBHA W PETYJIATOPHA (aJ0CTepUYHA) MeCTa. 3a aK-
TUBHA MECTA Ce Be3yje CYMCTPAT KaKO 61 ce HATPAINO eH3WM-CYIICTPAT KOM-
ILIEKC, JIOK 33 AJIOCTEPUYIHA MECTA, Ce Be3Y]y MOJIEKYJIN KOjH MOTY JIOBECTH JI0
TOTA JI4 €H3WM TONPUMHE JAPYTAdHju OOJUK y MMPOCTOPY ITO OTeXkaBa (OHIA
je ped 0 aJIOCTEPUIHOM WHXUOMTODPY) WM OJIAaKINaBa (Tala je ped o ajo-
CTEPUIHOM aKTMBATOPY) Be3mBame cyncrpara. Y Tpehoj eramm ramkosamse
ydaectByje KibyuHr ensuM pochodpykroknunaza (PFK) unja aktusHOCT
je peryJiucana ajocTepUuIHOM WHXHOUIMjoM o7 crpane mojekysina ATP. Bp-
3UHAa [VIMKOJM3e 3apucu of, akrupHocTH ensuMma PFK. ATP monexkyn je u
CYICTPAT OBOT' €H3UMA, AJIA U FHETOB AJOCTEPUIHU HHXUOUTOP.

[Iax koumenTpanuje Mosekyaa ATP moBomu 0 opacTa aKTHBHOCTH €H-
suma PFK u y6p3ama riaukonmse. Ycjea Tora mpou3sojima Monekyna ATP
nocTtaje Beha, mMTO AOBOAM [0 MOPAcTa meroBe KoHIeHnTapruje. Kako je ca-
ma y Buinky, mMonekyn ATP mounme ja 3ay3uMa u ajloCTEpUIHA MECTa HA
enzumy. Kao asiocrepuyanm maxubnrop cmamyje akrusnoct ensnma PFK.

Cerumo ce jia y Tpehoj eranu rimkosmse 3a dochopmwranujy ppykro-
30 6-docdara emsum PFK Tpomm jemanm momekyn ATP u macraje mosexyn
ADP. Monekyn ADP ycnocrasiba XeMHjCKY PaBHOTEXY ca MoJekysaom ATP
u Mojiekyaom AMP

2 ADP = ATP + AMP.

Hopmanuo crame y henuju je HucKa KoHneHTpammja mosekyna AMP. Me-
Yytum, kaga mouHe morpormma Mosaekyaa ATP, momasw mo mHaroMmiaBama,

ATP

vostiekysia ADP uw AMP n konwarwmk ce cmamyje. CMameme 0BOT KO-

JIMIHUKA 3HAUH MopacT akTuBHOCTH en3uma PFK. Hacraje jonr Bume moue-

ATP
AMP

jorr aktuBHAju. QUUTIIETHO YCIOCTABIhA CE MEXAHU3AM MO3UTHUBHE TTOBPATHE

ATP
AMP

[Mponec ramkonmse npoyvasa ce y jemnohesujckum opranm3mumMa (Tibu-
Bure, Gakrepuje). CHabmeBajy ce €HeprujomM w3 riIyKose, mpousBojehn as-
KOXOJI. ¥ BOJM KOja CaJIpKM HUCKE KOHIEHTPAIMje TJIyKO3€, IJbUBHIE he

kysa ADP u AMP, 360r uera je KOJIHIHUK jomr Mamu, a eazuM PFK

crpere u3mely KommuHuKA

1 aKTHBHOCTHU €H3HUMa.

MPEBOJIUTHA TJIYKO3y y AaJIKOXOJI KOHCTAHTHOM Op3wmHOoM. Mehyrtum, ako ce
noBeha KOHITEHTPAIHja TJIYKO3€e, KOHIIEHTPAIIH]a AJIKOXOJA MMOYUELE /13, OCIIH-
Jyje. Y3pOK OCIUIATOPHOT KAPAKTEPa TJINKOJU3E JEXKU Yy PeryiaTOpHOM
MeXaHU3My aKTUBHOCTH eH3nuMma PFK.

Xwurunc-Ceskor mogent (1968) ce 6azmpa Ha MO3UTUBHO] MOBPATHO] CIIPE-
3u MoJiekyiia ADP na aktusnoct ensuma PFK. Ilpema momeiy, ensum PFK
je maakTHBaH (HE MOCTOju aUHUTET TMPEMa CYNCTPATY), CBE JIOK HE BEXKE
HeKOTUKO Mojekysna ADP u tume ce aktusupa. OBHM je T0jeTHOCTABIHEH
MexaHu3aMm perysnanuje akrupHoctu ensduma PFK. ¥V mosieny ce npernocra-

ATP
AMP

BJba aupekTan yrunaj ADP Mosexkyna, a He KOIUIHUKA, Ha, AKTUBHOCT

€H3UMa, jep CBEYKYIIaH yTHUIa] je CAUIaH.
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YBoze ce caenehe osmake: E 3a emsum PFK, S; 3a monekyn ATP u S,
3a mosiekysl ADP. Eusum E ce aktuupa Be3yjyhu v mosekyma So

VS + B == E5], (55)

k_3

ryie ¢y ks u k_3 xoncranre 6psune oxarosapajyhier cmepa peakiuje, a FES)
AKTHUBHPAH €H3HM.

Kaga je ensum akruBupan (peaknuja 55), OH yJia3u y MHTEPAKIHU]Y Ca
CBOjUM cymncTpaToMm S, GOpMUpa, eH3UM-CYIICTPAT KOMILJIEKC U3 KOTA U3JIa31
npoussoy, So (peaknuja (57))

0 S (56)

Si+ ES] 2 $1ES] ™2 BS) + 8. (57)
k_1

Sy 20 (58)

JlojlaTHA IPETIIOCTABKA je Jia je JONPEMAahe CylcTpaTa S1 Y OKPYKEHe
hesmje (pekanmja 56), Kao n yKIamame TPOU3BOa So U3 OKPyXKema, (peak-
mja (58)) KOHCTAHTHO, peoM Op3uHaMa vy U vo. ¥ peaknuju (57) KOHCTaHTE
k1, k—1 u ko cy xoucTanTe Op3uHe oaropapajyhux cMepoBa peaxiimje.

Kako ce TOKOM peakiyje 9yBa YKyIHa KOJMIUHA PACIOJIORKUBOT €H3UMa,
(o3HaueHa ca eg)

ep = e+ x1 + To, (59)

rje cy e = [E] konnenrpanuja nHeakrusnor ensuma PFK, s; = [ATP] - kon-
nentpanuja cycucrpara (ATP), ss = [ADP] - konmnenrpanuja npoussoma,
(ADP), z1 = [ES)] u 22 = [S1ES,] konuenrpanuje ojrosapajyhux enzum-
CYHCTPAT KOMIUIEKCA, cucteMmy peakmnmja (55) - (58) oarosapa caenehn cu-
crem JnpEePEHINjAJHIX e THAMUHA, TOOUjeH IPUMEHOM 3aKOHA O JI€]CTBY Ma-
ca Ha CBaKy erary 3acebHo

d
451 = — k1s1x1 + k_129 (60)
dt
d82 v
pr koxo — vk3sge + vk_3x1 — v252 (61)
dxy ~y
W = k3826 —k_3x1 — k1s1x1 + (k_l + kg).%'g (62)
dl’g
ﬁ = k18121 — (k'fl + ]{Q)SL‘Q. (63)
. . de
36or (59) mudepennujanna jegHATAHA - = —kssje + k_sz1 Moxe ce m3o0-

CTaBUTH.
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Cnemu yBoheme 6e3TMMEH3NOHAIHUX BETUINHA - HE3ABUCHO TTPOMEHIHU-
t S1 59 I T2
Be T = — ¥ 3aBUCHO IPOMEHJBUBUX 0] = —, 09 = —, U] = — U U2 = ——,
c Slc S2¢ Tic L2c
re cy te, Sic, S2c, T1ec U T2, KAPAKTEPUCTUIHE BPEIHOCTU TUX ITPOMEHIbU-

BUX KOjUMA C€ BPINU CKAJMPAkEe W YKJIamame MepHmux jeaumnuia. Heka je
1
kl k‘3 l X1 xI9 €0k1 /{2
= S9 , UL —t

—, 0 =—, U= —,UT = .
ko +k_1 2 €o 2 eo ko + k_1

k—3

o1 = 81

3ameHOM 6€3MMEH3MOHAIHAX MPOMeH/bUBUX y cucreM (60) - (63) mobuja
ce

doy ko +k_1 k1
Ly e —— 4
I v K u1oy + s U2, (64)
d k_ k_
;;2:a[ug—7k2303(1—u1—uz)+7k23ul —no2, (65)
du1 k—3 0%
ar _ L — s B 1—ug — ug) —
€g = Uz = o1 + P [09(1 —up —uz) —u1], (66)
d
22— gy — ug, (67)
dr
rje cy mapaMeTpH €, v, 1) U « JeduHUCAHA Ha ciaeaehu HaTHH
__cokiky
(bt ko1)?
N
- kge()’
_ (ke + k)
klkge()

Ltk (ks Y
ok k_3 '

Kaxko 6u cucreM pemykoBaan Ha CHCTEM KOJH je JIAKIIU 33 aHAJIUIY HpPUMe-
auliemo merosy nceynopasaoTexe (€ << 1). Cieau ma cy nmpoMeHsbUBE Uy
u uy 6p3e IpOMEeHJbUBE U PAYYyHAMO HBUXOBE ICY/I0PABHOTEXKHE KOHIIEHTPA-

d
mmje. Hakie, u3 eﬂ =0wm eﬂ = 0 nobuja ce ma je
dr dr

.

99
= 68
ojo1+o0g+1 (68)
Ug = o1u1 =: f(Ul,UQ) (69)

Y3 HaBejeHe mperriocTaBke mosa3Hu cucreM (60)-(63) cBogam ce Ha peyKo-
BaH CHCTEM

% =v — f(o1,092) (70)
% — af(o1,09) — nos (71)
-
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Ananuza cucrema (70)-(71) uma 3a nusb A YyTBPAM TPU KOjO] BPEIHOCTH
napamerpa v (0Baj mapamerap Ojarosapa OP3WHHU JONPEMAaha CyNCTpaTa y
OKpyXKeme hennje) HacTajy TIUKOMUTHYKe ocrpianuje. OUurieHo BaxKu

f(o1,02) < 1. Ako 6u Baxkmiio ia je v > 1 onga 6u u3 (70) caeguio xa je

do ) .
d—l > 0, 1j. pememe 6u 6uno pacryhe. Kako Hac 3anmMajy OCIUIATOPHA
-

periema Heka v y3uMa Bpemnoctd u3 waTepBasa (0,1). ExBmmanbpujym
cucrema (70)-(71) oznaunhemo ca (07, 05) u nobuja ce ja je

. v(l4ay)

o1 = (1—v)oy"’
o5 = pv, (72)
) o
rie je p = p
Jakobujesa marpuna aureapuzanmje cucrema (70)-(71) je
—h —f2
J = , (73)
afi afe—n
e je f1 = ﬁ(a{,az) u fo = ﬁ(a{,az). JImmeapmsoBan cucreMm 3a CH-
Oo 0o
crem (70)-(71) je obnmka
do - -
le—f101—f202 (74)
-
do - -
cTTQ = afio1 + (afs — 1), (75)

rie cy 01 = 01(t) u gy = d2(t) Heno3uare dbyHKIHjE.
Kapakrepucruuna jeqnaunna cucrema (74)-(75) y x0joj je A concrrena
BpenHocT Jakobujese marpure (73) je

N —(afy —n— fi)A+ fin = 0. (76)

Kaxko je nerepmunanTta A maTpure J mosuTueHa, jep je A = nf; > 0, a Tpar
T = afo— f1—n, ciean ga cTaOUITHOCT CUCTEMA 3aBUCH OJT Tpara MaTpure J.
Xomdosa budypkranuja ce ouekyjy 3a 1T = 0, jep je 3a T > 0 ekBuHOpujyM
(07, 0%) Hecrabuuan, a 3a T' < 0 crabunan. Kako je

1—vw

T) = I+y

(ny + (v—"1)y) —n,

rje jey = (pv)?, T(0) = n(y—1) > 0u T(1) = —n < 0 3akspyuyjemMo ja
crcreM MOpa uMaTh bap jenny XordoBy 6udypKaIIOHy TaUKY.

Ha camnu 29 npukasane cy jie Tpajekropuje pjuHaMmuakor cucrema (70)-
(71) u 3a mapamerpe v = 0.0285, a = 1, n = 0.1 u v = 2. Ilpsa kpehe u3
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0.8
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Cuuka 29: Tpajekropuje 3a J1Ba MOYETHA yCIOBA JUHAMAIKOT cucTema, (70)-
(71) u 3a napamerpe v = 0.0285, a =1, n=0.1 u vy =2

rauke (0.3,0.3) u cumpasHO NpUIIa3u 3aTBOPEHOj TPAJEKTOPHUjH U3HYTPA, &
Jpyra nosazu u3 tadke (0.8,0.8) u cOUpatHO NPWJIA3K 3aTBOPEHO] TPAjeK-

TOPU]U CLIOJbA.
Ha caunm 30 mpukasame cy oarosapajyhe KoHnmenTpanuje oy u gy CHCTEMA,

(70)-(71) y saBucuHocTH o1 Bpemena 3a 01(0) = 02(0) = 0.3.

HOHUeHTpaLYM]a
[=]
o

f |I| '
g /llqn \f Illlll IIJ‘ | | ||( I
L;HI”|:| |,|( i t”l*lE c
0.2 |J i I}'I"~,_ L W |,.||I-"' / lr'll-"' / l-'rl-' I
% 200 b w0 = " -
BpaMa

Cauka 30: 'padunu dyaknuja kornenrpanuja o1 = 01(t) u oy = oa(t)
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10 T'eHepucame aKIIMOHOI MOTEHIINjaJia

Y oBoM morviaBspy 6aBuhemo ce MOIEOBAEM MTOHAIIAA, HAIPAIKAJHUX
(ekcrurabmiaux) hesuja.

Kon csake henmje mocToju pasznvka y HACJIEKTPUCAHBY €A PATUIATUX
cTpaHa meHe MeMOpaHe. [ JIaBHE HOCHOIIM HAEJIEKTPHUCAKA, CY JOHH HATPU-
jyMa, kasmmjyma u xjopa. hesnmjcka memOpaHa je cHabjeBEHA CIEIyjaJIHuM
npoTerHUMa (T3B. JOHCKHM IIyMIIaMa) KOjU OJPKaBajy oapeheHy pasiuky
KOHITEHTPAIN]& jOHA W IHUXOBOT HACJEKTPUCAHA HA PASIUINTUM CTPAHAMA
hestmjcke MemOpane (T3B. €JIEKTPOXEMUJCKU IPAJUJEHT). Y CIIOJBAIIEO] Cpe-
JIMHU JOHU HATPU]YMa Cy LUPUCYTHU Y MHOrO BehOj KOHIEHTPAIUjU OJ jOHA
KaJIMjyMa, JOK je y yHyTpallmhocTu hesiuje curyanuja odpayTa. CBaka Ha-
eJIEKTPUCAHA UECTUIA OKO cebe (hopMupa eIeKTPUUIHO MOJhe. EJIeKTpUIHU
MOTEHIIM]aJI TI0JhA Y HEKOj Ta4K¥W OpPOjHO je jejHak MOTEHINjaIHO] eHePruju
0 JeJIMHUIY HACJIEKTPUCAHA Y TO] TAYKH (jeIMHIIA 33 TIOTEHIN]a eJIEKTPH-
9HOT 10Jba 30Be ce BoaT u Baxku 1 V =1 J/C). Kako cy jonun HaesekTpucaHe
YecTHIle, MocToju ojnpehena passuka y eJeKTPUYHOM MOTEHIU]ATy YHYTpa-
NIE W CIOJbAINHE CTPAHE y CTahy MHDOBaMa, KOja m3nocu —70 mV (T3B.
MOTEHUUjaJl MUPOBawa). /IpyruM peduMa MOCTOju MAMKbAK TMO3HTHBHOT
HaeJleKTpucama, yayTap hesuje (cauka 31).

—70 mV

Cnuka 31: Haesekrpucame hesujcke membpane

10.1 HepHcToB 1 MeMOpAHCKHN TMOTEHINJAaJI MUPOBAMKHA

3aMUCIUMO €KCIIEpUMEHT y KoMe je hesuja eleKTpoHeyTpaJiHa ca obe
crpane cBoje memOpane. [IpuTom cy m aHjoHM (HETATHBHO HACJIEKTPHCAHU
jOHHU) ¥ KATjOHU ([IO3UTHBHO HACJEKTPHUCAHU JOHM) Y BehOj KOHICHTpAITHjH
npucyTHu yayrtap hemuje (comka 32a).

hennjcka MeMOpaHa y CBOM CACTaBy UMa, CIICIMjaJIHe IPOTEHHE KOJU Ce
NOHAINA]Y KAO CEJIEKTUBHO MMPONMYCTJbUBU KAHAJIHU (IIPOIYIITAjy CaMO jejHy
BpcTy joHa). Kaja ce oTBope KaTjOHCKHM KAHAJIH, YCJIeJ Pa3JIiKe Y KOHIICH-
TpaIMju BaH U yHyTap hesiuje, 10/1a3u 10 KPeTama CaMo KaTjoHa u3 00JacTu
BHCOKe y 06JIacT HUCKe KOHIeHTparmje (cauka 326).
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Cummka 32: a) Enexrponeyrpamnoct henmje 6) Karjoncka crpyja ycmepena
Ka CIOJBAIILEM TIPOCTOpY henmje

Karjonn 6u mamymrasu hesnujy cse j0 u3jegHayderha HUXOBUX KOHIIEH-
Tparmja ¢ obe crpane MemMOpane, MeyTuM, HAPYIIaBa Ce €JIEKTPOHEYTPAJI-
HOCT 00a MPOCTOPA M CTBApa PA3JIMKA y HACICKTPHUCAIbY BaH U yHyTap hesn-
je. Yciiesi IpUBJIAYHOT JIEjCTBA AHjOHA YHyTap lesdje HAacTaje KaTjOHCKA,
CTPyja y CyIpPOTHOM cMepy, Koja ux spaha y hemujy (ciamka 33).
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npoctop heanje ++ & 4 f

/ ' o
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YHYTPaLW K
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0@ ©
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Cnuka 33: Katjoncka crpyja y oba cmepa

Usjennagemem 6p3una 00€ CTpyje yCIOCTaB/ba CE€ EJEKTPOXEMU]CKHU I'Pa-
JIMJEHT, KOJU HACTAjE YCJIE, PA3IUKE Y HACJTEKTPUCAY (€JIEKTPUIHE TPaIH-
JEHT) ¥ pa3JIMKe y KOHIICHTPAITUjH (XeMUjCKU IPATUJEHT) JOHA Ca PA3TAIUTHX
crpana membpane. EjekTpudyny moTeHImjas KOju HACTAje YCJIed TPepPacIio-
Jiesie KaTjoHa ¢ obe crpane MeMOpaHe (OMHMCaHe y eKCIEPUMEHTY) HA3UBA Ce
Heprcros morenmmjan 3a natu karjon (E ). Pauyna ce mo dhopmynn

mic= 2 (e )

rie je R = 8.315 J/(mol K) ynusepsanua racua koucranra, I’ = 310.15 K,
TeJeCHa TeMieparypa cucapa y KejBuauma, 2 je BajeHIa joHA,
F = 9.648 x 10* C/mol ®apanejea komcranTa, [K].— Konmenrpammja
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kaTjona BaH hesmnje u [KT);— konmenTpamuja katjona yuyrap henmje. Hep-
HOCTOB TIOTEHIMjaJI C€ M3PAUYHABA U 33 AHjOHE HA UCTH HAYWH.

ITpumep 8 Ha 0cHosy paBHOMENCHUL KOHUEHMPAUUE Y MUAUMOAOCBUMA
(mM) jona damuz y mabeau caedu odpehusare Hepremosoz nomenyujana
3G jone HaOMPUFYMA U KAAUJYMG Y CKEACTNHUM MUWUTUMG CUCAPa.

konyenmpayuja (mM )
jou | yumap heauje | san heauje
Na™ 12 145
Kt 155 4

RT
Kaxo je T = 26.7x1073 J/C (nodcemumo ce da npema depunuyuju eaex-

mpuunoe nomenyujasa eascu 1V =11J/C), onda je Hepremos nomenyujan
3a ceaxu jon 3acebHo

26.7 145
26.7 4

Kama 6u membpancku morenrmjas hemuje y mupoBaimy 6mno oapehen camo
JEeIHOM BPCTOM jOHA, Taaa 6u oH 6mo jeamak HepHCTOBOM MOTEHIHjaJIy TOT
jona. Mehyrum, memOpancku morennujanx MupoBama (Vinirovanja) j€ ompe-
ben ca Bume joHa uW padyHa ce Kao MOHIEPHCAHA APUTMETHIKA CPEIHHA,
TJe Cy TeXKWHCKU KOeUIHjeHTH jOH-CemuUIHa MPOIMYyCT/hUBOCT MEMOpPa-
He, O3HAYEHA Ca ¢, & U3PAXKEHA y MUJIACAMEHCHUMA, 10 jJEIHHUITA IIOBPIIAHE
(IPONYCTILUBOCT WJIM MPOBOJYHUBOCT j& OOPHYTO MPONOPIMOHAJIHA OTIIOD-
HOCTH KOJOM C€ IPOBOJHMK OIIMpEe IMPOTOKY HAEJEKTPHCAHMX YECTHIA, Te
je jeJlaH CMMEHC PenuIIpOYHA, BPEIHOCT jejHor oma). Tako ce moreHnujast
MupoBamba MeMopane Viirovanja 0Apehyje mo dpopmymn

Enagne + Exgr + Ecigcn
gNae + 9K + gci

Vmirovanja = (77)
rme cy F; u g; pemom HeprcToB moTenrmjas u MeMOpPaHCKA TTPOIYCT/HUBOCT
3a 1-TH jOH.

10.2 MoaesoBame IOHAIIakha MEMOPAHCKOT TIOTEHIAjaJIa HEPB-
He henuje

Henosu mepere henuje (Heypona) cy Teso HepsHe hennje (coma), KpaTKu
HEDPBHU 3aBpUIENY (JIEHAPUTH) W jEJaH Jyrauak HEPBHU 3aBPIIETAK (AKCOH).
Hepeue henuje cy rpabhene na npenoce uagopmatuje y jegaom cmepy. Cur-
HAJI JIOCIEBA, JI0 TEJa HEPBHE hejiuje NMPEKO JEHJPUTA, & 3aTUM CE JIAJhe
IIPEHOCH JIy2K aKCOHA JI0 JeHapuTa ciejeher HeypoHa.
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Comka 34: Heppua henuja (Heypon)

IIpumep 9 3a odpedufusarve membparcroz nomenyujara nepsue heauje aue-
e Y CIADY MUPOBAG, KOJG CE KOPUCTU Y eKCNEPUMEHMAAHUM UCTILPAIHCU-
saruma (jep je umnozanmmne seaunune), nompebno je snamu Hepremos no-
menyujan (uspasicen y mV ) 3a joHe KaAUJYMG, HAMPUFYMGE U TAOPG KOJU je
pedom B = =75, Eng = 54, Eop = —59, %60 u MEMOPAHCKY NPONYCM.oU-
gocm 3G Hasedene jone Koja je dama caedehium JeIHAKOCTIUMG

9k = 25gNa = 29ci1-

U3z damux jednarocmu caedu da je gx = 25gnq U goi = 12.5gnq- Same-
Hnom y popmyay (77) dobuja ce memOPaHCKY NOMENUUIAL MUPOBATLA, AKCOHA
Auze

54gnq — 75 - 25gNq — 59 - 12.5gnN,

. o V = —66.5 mV.
mirovanja INa + 259Na + 12.5gNa " "

Koz excrimrabumnux henuja, kakse cy vepsue henwnje, y onpehernum cury-
ammjama hemmjcka MmeMOpaHa Memba IIPOMYCT/FUBOCT 33, joHe. Kaja ce orBope
HATPHUJYMCKH KAHAJW, yCJie/ muxoBe Belie KOHIEHTpAIUje CloJba, HACTaje
HATPHJYMCKa, CTPYja yCMepeHa Ka YHYTPAIImBOCTH heHje IMITO JIOBOIH JI0
nopacra membpanckor norexnrujasa. Kajga ce orsope Kajamjymcky KaHasu
HACTaje KaJI1jyMCKa CTPYyja YCMEpPEeHa Ka CIOJbAIlb0o] CpenHu hesuje, jep je
IbUXOBA KOHIIEHTpaluja yHyrap hesuje seha u j1080/1u 110 1312 Mmembpasckor
TTOTEHITH]aAJIa.

IIpumeheno je ma mpu oapehenoj BpeaHoCTH MeMOPAHCKOr IMOTEHITN]AJIa,
(T3B. IpPAroBHM MOTEHUUJAJ) KOju je MaJso Behu y ojHOCY Ha OHAj y MHDO-
Bakby JI0JIA3W JIO OTBapama HATPUJYMCKUX KAHAJA, IITO 33 MOCJEJNIY UMa,
OPACT MOTEHITH]jaJa MeMOpare, IMTo Jajbe JOBOAM JI0 OTBapama jorn sBeher
Opoja HATPUjYMCKHX KaHAJA, IITO JOII BHUINE moBehaBa moTeHIMjaa hesm)-
cke membpane. Jlakme, ycrmocTtaBba ce TO3WTUBHA TIOBPATHA CIIpera u3mehy
moTeHnujaaa MeMOpaHne W Opoja OTBOPEHMX HATPHJYMCKHX KaHaja. AKo je
MeMOPaHCKHU TOTEHIIH]aJI MahX OJ1 IIPAroBHOT, He nmokpehe ce mexanuzam mo-
3UTHBHE TIOBpaTHE ciipere. BaxkHO je HATIOMEHYTH J1a je OBaj MeEXaHM3aM jaKo
6p3 u J10BO/HM J10 OP30T CKOKA BpeHOCTA MEMOPAHCKOT noreHnujassa. Makcu-
MAaJIHa, BPEIHOCT KOJy JOCTHXKE MEMOPAHCKY MOTEHITHJAT je Vg, = 40 mV.
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3a KaHaJIe UHja TPOMYCT/LUBOCT 3aBUCH OJ] BPEIHOCTH MEeMODPAHCKOT MOTEH-
[MjaJia Kaxe ce Jia Cy BOJITAXKHO - 3ABUCHHU.

Kako 6u Mopeanpame TOHANIAHA MEMOPAHCKOr MOTEHIHjaj1a OmiIo Ja-
KIle, HAJIIPe Ce M3IBPIIMH CKAJIUPAHE OPUTHHAJIHUX BPEIHOCTH TOTEHTIIN]AJIA
u nipebe Ha Ge3nuMen3uoHAHE BesuunHe. Tako BpeJHOCTH TOTEHIH)AJIa, MU-
poBama (sz‘mmnja), KOj¥ WHAYe y3WMa HETATUBHY BPEIHOCT, MPUIPYIKYje-
Mo 0, MakcuMaJHOM MOTeHIHjATy (Vie,) TPHAPYKYjeMO 1, a mparoBHOM
norenrujaay 6poj «, 3a koju Baxu 0 < a < 1.

Besa mzmelhy opurunnasime u CKaJupaHe BPEIHOCTH [TOTEHITHjAJIA je JIHHe-
apHa dyHnknuja

V(V)=aV +b,

y K0joj je ca V o3HaveHa CKaJWpaHa BPEMTHOCT, & ca V OpUTMHAJHA BPEJ-
HOCT TIOTEHIMjaJia, TJie cy a u b peasine koucranre. VI3 cucrema JimHeapHUX
jenHaunHA,

V(Vinaz) = 1 = aVipas + b
V(Vmirovanja) =0= anirovanja + b?
onpehyjy ce koebunmjentn a u b

1
a = N
Vm(zm - Vmirovanja
h— _Vmirov(mja

)
Vmax - Vmirovanja

¥ KOHAYHO n00mja (opMysia CKaaupaiba

> 1 Vmirovan ja
V(V)= V- J
Vmaw - Vmirovanja Vmaa} - Vmirovanja
Ha nmame, kopuctuhe ce o3naka V u 3a ckajgupany BPEIHOCT MOTEHITA]AJIA.
[Tokymajmo jga nmpoMeHy moTeHnyjasa herrjcke MeMbpaHe OMAIIEMO jeI-
HOM JDEPEHIINjAJTHOM j€THATUHOM
dVv

i F(V). (78)

Kaksa cBojcrsa Tpeba na nma dynknuja F(V)?

YKOJUKO je MoTeHIrjas MeMOpaHe y TIOCMATPAHOM TPEHYTKY UCIIOJ, TTPATOB-
Hor norennujasa (V(0) < «), oH onaja Ka BPEJHOCTH HMOTEHIMjaia MUPO-
Bama (V — 0 kaga t — 00), a yKOJHUKO je Behu 0] MPArOBHOT TIOTEHIIH]AI,
(V(0) > «) om pacre mo makcumasue Bpeanoctu (V. — 1 kaga t — 00)
(cmka 35).

Ha dasnoj smmauju koja oarosapa mudepennujanno] jeaaaannan (78) crabumi-
HYU €KBUJMOPUjyMH Cy BPEJIHOCTH IOTEHIHUJATA MAPOBAa M MAKCHMAJHOT
noreanujana (pegom 0 m 1) 10K je nparoBHU NOTEHNUjaJ HECTAOUIAH EKBH-
aubpujym («).
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Crmka 35: OuekmBana TpoOMeHa MOTEHITHjasIa MeMOpaHe y OfHOCY Ha TIpa-
TOBHU TIOTEHIIH]aJT

Cunka 36: @asna nmuauja gudepenanmjanne jeqaaqanne (78) ca Tpu eKBuIHU-
Opujyma

Jakite, ako je y MOYeTHOM TPEHYTKY BPEIHOCT MOTEHIMjajaa MeMmbpame u3
uareppaia (0, o) moreHnmja MeMOpaHe ce cMambyje, 0K aKO je W3 HHTepPBa-
aa («, 1) Tokom Bpemena ce nosehasa, mro 3naum ga dyakimja F aHa oBuM
MHTEepBAJIUMa peJioM Tpeba Jia Oyje HeraTwBHA, 3aTUM IIO3UTHBHA, JIOK CYy
joj mygie 0, 1 u a. 3aro je ogropapajyha ¢yskmuja obauka

FV)=V(1-V)(V —-a).

Oynkupmja F (V) onpeljena je HATPUjyMCKOM CTPYjOM Ha PAvyH KOje MO-
TeHIHja]l MeMOpaHe pacTe U ako upehe nmparoBHu TexKUW MAKCHMAJIHOM I10-
TeHIjary, MehyTnM akTuBUpa ce KajaujyMcka cTpyja Koja Bpaha mnoreniy-
jaJT Ha TIOTEHIHjaJl MUpOBama (cauka 37).

¥
TR

Cumka 37: 'padux dynrnuje membpanckor norennmjaia kaga je V(0) > «
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3aro je moTpebHO KopuroBaTu judepeHnujaany jeaHaduny (78) y ckiaary
ca TuM, JIa KaKO MOTeHIHjas MemOpane pacrte, mOKpehe ce MEXaHW3aM KO-
ju ce omupe ToM mopacty (T3B. Giokupajyhu MexaHmzam Koju je oxpehen
KaJmjyMCcKOM cTpyjom). TlopacT moTennmjasa yrude u Ha KAJujyMCKe KaHa-
Jie, jep Cy ¥ OHM BOJITAXKHO 3aBUCHH. 33 PA3JIUKY OJ HATPUJYMCKUX CIIOpHje
pearyjy Ha MpoOMeHY TOTEHITHjaJia, TAKO JIa TEK T0 JIOCTH3akhY MAKCAMAJIHE
BPEJTHOCTH IMOTEHIIMjaIa, OTBApajy ce CBU KaJIMjYMCKHA KaHAJW, HacTaje CHa-
JKHA KaJMjyMCKa CTPyja KOja M3HOCH IIO3UTUBHO HaeJieKTpHucame u3 hesuje
W TaKO JOJA3W JO MaJia MoTeHnyjasa. /lakae MTo je BUITe OTBOPEHWX Ka-
JIUjyMCKHUX KaHAJIA TO CE MOPACT HMOTEHIMjaja MeMOpaHe ycropaBa JIOK HE
KpeHe HarJIo JIa ce CMabyje ycjel OTBapamkha CBUX KaJHjyMCKUX KaHaJta. 1aj
JApacTUYaH OaJ IMOTeHIHjaaa ciaabu 6iaokupajyhu mexanmsam. dpyrum pe-
9rMa KOHTPOJIHA MEXaHW3aM jeé HeraTWBHA MOBPATHA cipera mamely Opoja
OTBOPEHUX KAJIMJyMCKUX KAHAJA U HAIOHA.

Hudepennmjanana jeqnaanaa KOja MOIENAMPa IPOMEHY MEMOPAHCKOT T0-
TEHIIMjaJIa TOKOM BpeMeHa, (KOja MoJpa3yMeBa JIejCTBO U HATPH]YMCKE H Ka-

JIUjyMCKe CTpyje) je
Y pvy —w (79)
dt ’

y K0joj je dymkumjom F' m3paxken yrunaj Harpujymcke crpyje (Ha padyn
KOje pacTe), a MPOMEHJBUBOM W YTHUIA] KAJIUJYMCKe cTpyje (Ha padyH Koje
omaIa) Koja mpejIcTasba cnop 6Jokupajyhu Mexanus3am, KOju ce Onupe mopa-
CTy MeMOPAHCKOT IIOTeHITjaJIa. JaKie, 33 OMHCHBAHEe TPOMEHE TOTEHIIN]AJIa,
Mmembpane HHUje JOBOJbHA jeaHa jemnaunna, Beh cucrem o jBe mudpepeHiim-
jaJstHE jeTHAaYMHE.

Dyukmuja w = w(t) onucyje caary 6mokupajyher mexanusma u cpasmep-
Ha je OpoJy OTBOPEHHX KAaJIMjYMCKHX KaHaJa. Kako ce Mema cHara OJIOKH-
pajyher mexanmsma TokoM Bpemena! Ono mTo yrmde Ha nosehame cHare
6okmpajyher MexaHu3Ma je mopacT IMOTeHIrjaa MeMOpaHe, 10K 300r Hera-
TUBHE TOBPATHE CIIPEre, CMAKEHE CHANE OBOI' MEXAHU3MA, ITPOIOPIIHOHAJIHO
je TPEeHYTHO] CHA3M Ca KOSMUIIN]jeHTOM MTPOMOPIIMOHAIHOCTH Y, Te je v > 0.

Jlakye, npyra jeJHaYNHA CUCTEMA KOJHM €€ MOJIeyje MOHAINIAHkE MeM-
OpaHCcKOr TOTEHIMjajIa HepBHE hesuje je

dw

e V — yw. (80)

10.3 AKNHNOHU MOTEHITHjaJ

[Ipomena MeMOpaHCKOT TOTEHIIM]AJIA KOja, Ce JIeMIaBa KaJa HheroBa, Bpe-
HOCT Tipele TPAroBHY MOTEHIHM)AJT 4 CACTOJH CE€ y HATIIOM MOPACTY, & 3aTHM
HATJIOM IIa/ly W OIIOPABKY JI0 IIOHOBHOT YCIIOCTABJhAHA BPEJIHOCTHU ITOTEHIIN-
jasia MEpOBalba Ha3uBa ce akiuoHm noreHmjana (cauka 38). I'padux aknu-
OHOI' TIOTEHIIMjaJIa, HAKOH cKaJimpatwba Beh je Buben na couru 37.
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V(mi)

MAKCHMATAH
MoTEHIH]AT

GIoKHp ajYHE MEXAHESAM
i 1 38yCTABJbA HATPHIYMCEY CTRYY

broxupajyhiu Mezagusam cnaby 1
JOHCKE IYMIE YCIOCTABILATY
HoTEHUHjaI MHpOEaba

£ (ms)

NparoEHE
ToTERIHjAT
HoTeRD Hjan
MHPOEAEA /ﬁ—

broxapayii MeXaHEIaM MakCH MaTHE
CHAare CMamy|s MoTeHIH{AT MeMEpaHe

Cauka 38: I'pacduk dyHKIHje MEMOPAHCKOT MOTEHIIN]AJIa KOJA OAT0OBAPa aK-
IIUOHOM ITOTEHITHjAJTY

Xoukwun n Xakcom (Hodgkin& Huzley) cy nmornpu y nokyniajy ma obja-
CHe MeXaHu3aM HacTajamha aKIIHOHOT TIOTEeHTHjaaa. PaHUX MMeaeceTux roIuHa,
XX Beka ycueju Ccy ja m3Mepe MeMOPAHCKHU ITOTEHIMjaJl HEYPOHA JIUTHE U
Pa3BHUjy MaTEMATHIKU MOJIES aKIIMOHOT ITOTEHITHjAJIa drje Cy ce IPEeTUKITje
OJJINTHO CJIATAJIE CA E€KCIePUMEHTAJTHUM pe3yiaratumMa. 3a cBoj paa 1963.
rogure nobusn cy Hobesnoy Harpasy 3a duswuosornjy (norsnegaru [6]). V3
eKCIIEPUMEHTA, U paJia XOUKWH U XaKCJIU H3JBajajy TPH IVIaBHA Ipoleca Ko-
ja ce JemiaBajy mMpu TEHEPUCAHY AKITHOHOT TOTEHITH]AJIA:

(1) mopact moTeHIMjaIA yCIe I yIACKa joHa, HATpujyMa y henujy;

(2) moBpaTak MOTEHIMjaIa HA MOTEHIMJAJT Y MUPOBAY M3JIACKOM jOHA, Ka-
Jujyma u3 hemnje;

(3) joHCKe TyMmIIE TIOHOBO YCIOCTABIbAjJY JOHCKH MUCOAJAHC yHYyTAp W BaH
henuje.

C 063upom jia henujcka MeMOpaHa pa3jiBaja JiBe PA3JIMIATO HACIEKTPU-
caHe cpesimHe, XOUKAH U XaKCJH Cy je pa3MaTpaJd Kao eJeKTPHIHH ILJIoYa-
CTH KOHIEH3ATOD KOJU je MapaJiesIHO Be3aH €3 TPOMEH/PUBUM OTIPOHUKOM,
jep je memOpana pa3uauTO TPOMYCT/AUBA 33 pasiauaute joue. Fbuxos momen
CACTOJH Ce O YeTUPH A epeHIjaTHe jeTHATNHE, TOCTa jé KOMILIMKOBAHW]U
01 MOJIENIA, KOjU Ce pasmaTpa y Tekcry koju caeau (Xouku - Xakcam Moies
je meraspHO ommcaH y [1]).

10.4 @unxar- Harymo (®PXH) mozen

Ounxar (FitzHugh) u Harymo (Nagumo) na ocHoBy XoukuH - Xak-
CIIMjeBOT MOJIENIA A3]Y jeTHOCTABHUJU MATEMATHIKY MOJEI. Y IPABO OIACAHE
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nudepennujanue jemnaunne (79) u (80) mpepcrasibajy oBaj MOJAET y3 jOIIT
Heke Bakue npumeate. C 063upom Ja ce y Mojiesty nojassbyjy jemana 6psa (V)
U jeJIHA CTIOpa MPOMEHJBUBA, (W), MAJUM MO3UTUBHUM OpPOjeM € KOju je J0CTa,
Mamu o 1 wctuue ce Ta pasznuka. Jlo mpomene MeMOpaHCKOT TOTEHIINA]AIA
HEYPOHA, JOJIA3H HAKOH eJIeKTPOCTUMYJIAIH]e, A, ce 3aT0 y Mojeay cpelie n
mapamerap lqp, (amamkoBana crpyja). KoHadno Momesn nsriesa oBako

A%
6% :F(V) —w—i—Iapp
(81)
dw
— =V —
dt f)/w’

e je F(V)=V({I1-V)(V —a).

ExcmepumenTu kojuma ce Tectupa @XH mMomen cacroje ce y manaramy
HEYPOHA CTPYjU PA3JAIUTOT WHTEH3UTETA U TPAjama. Y TEKCTY KOju CJean
aymepuuky (momohy M AT L AB mporpaMcKor makeTa) IpUKa3yjy ce pesyJi-
tatu cienehux ekcrepumenara. Heka cy Bpemnoctu mapamerapa € = 0.01,
a=0.1u~vy=0.5.

I_ KpHBa MeMOpaHCKCT MOTEHIHIana |

V ¥ V
el 1 1

0.3
0.8 0.8

0.2
0.6 06
01

0.4 0.4
01 0.2 0.2

02 0 0
= 02 02

04

04 04

05

Cauka 39: Kpuea MeMOpaHCKOTr MOTEHITAjaIa Y 3aBUCHOCTH OJf WHTEH3UTETA,
HAJ[PaXKaja: a) MAJU TPEHYTHU HAJpaXKaj; 6) TPeHYTHU HAJIPAXKa] TAKAB JIa,
je morennmjas Belinm oy MPAroBHOT; B) KOHCTAHTHHU HAJAPaXKa] TAKAB JIa je
norenmnuja sehu on mparosuor (I,,, = 0.2)

(1) Hajupe ce Heypon u3siazke BpJo €J1ab0j KPATKOTPAJHO] CTPYjU U 33
pesyarar ce jgobuja HE3HATHA IPOMEHA MEMOPAHCKOT IOTEHITKjaJa, OP3 01o-
PaBaK W TIOHOBHO JOCTU3AHE HOTeHHHjaJIa. MHUPOBamHA.

Bpennoct napamerpa y mozaeny lq.,, = 0, jep je cTuMynanyja TpeHyTHa,
Te ce 3a moveTHu ycaos ysuma ga je Vo = 0.15 m wg = 0 (comka 39a). Tpwu-
METHMO I3 je BPEIHOCT IIPArOBHOT IOTEHIMjaJIa ,,pebadeHa”’, IMTO 3HAYH
0TBAPajy Ce HATPUjYMCKM KAHAJH, aJW HEMa WX JMOBOJHHO Ja OW [OMLIO JI0
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MMOKpeTama MO3UTUBHE TIOBpaTHE cripere. Kaja je Haapaskaj Mamu OJ1 mpa-
TOBHOT OJIMaX JIOJIA31 JI0 €KCIIOHEHIN]aJTHOT 1A, MOTEHIHjaJIa HA BPEIHOCT
y MUDOBamy, 6€3 MPeTXOIHOT HE3HATHOT PACTA.

(2) MebhyTum, ykosmko je Hajparkaj Takas Ja je TMOTEHIHja MeMOpaHe
JOBOJAHO BehH 01 IparoBHOT, IPOMEHA jé MHOrO U3pasKeHhja - HACTaje ak-
muonn noTennujas. Hacraje marim CKOK MeMOPAHCKOT MOTEHITHjAJIA, &JIH U
Op3u OIOpaBaK U MOHOBHO JOCTH3Ah€ TIOTEHIW)AJIa, MUDOBAKA.

Bpennoct napamerpa y mozeiny lq,, = 0, jep je cTuMmynanmja TpeHyTHA,
Te ce 33 MOYeTHHU ycJaoB y3uma ja je Vo = 0.17 u wy = 0 (cmka 396).

(3) ¥V HOBOM €KCHEPUMEHTY, HEYPOH C€ HE U3JIA2Ke KPATKOTPAjHO] CTPY-
ju Kao 70 caja, Beh KOHCTaHTHO] CTPYju Y Jy2KEeM BPEMEHCKOM HHTEPBAJIY.
AKo je oHA HHCKOT MHTEH3UTETA, 063 JOCTU3aHa TPATra OKUIATHA AKITHOHOT
noTeHImjana, Heypon he ocratu mupan. Mehyrum, maso mosehame nwHTEH3W-
TeTa CTPYyje He JOBOIM JI0 OKUIAIHa CAMO JeIHOT aKIMOHOT TOTEHIN]aa, Beh
MOTEHIH]aJT TTOKA3Yje OCIMIATOPHO TOHAIIAKkE, HEYPOH TEPUOIUTHO OKHJIA,
o jeJaH aKIMOHU NoTeHNFja. HeypoH mocraje nejcmejrep.

Ha caunm 398 npwkazano je OCIMIaTOPHO MOHAINIAHE TOTEHIIV]jaIa He-
yPOHA, IIPU HEPUOJUIHOM OKUJAKY HEPBHUX UMIIYJICA YCJIEJ HEIPEKHTHOT
aIJIIKOBamba CTPYyje, Tj. Kaaa je lqy, = 0,2.

10.5 BekTopcko nosse ®PXH mopena

Kako he usrsnenaru dpaszum noprper mMojiesia, 3aBUCH JIa, JIU Je Ped O CJIy-
Jajy KaJia ce HeypOH M3JIaske TPeHyTHOM HaJpaxkajy Kaja je gy, = 0 nmm ce
HEYPOH W3JIaKe CTPYjU KOHCTAHTHOT WHTEH3UTETA TOKOM JyKEeT BPEMEHCKOT
nepuona, Tj. kaja je Lgp, > 0.

[TocmaTpajmo muaHammaku cucrem (81) mar y caenehoj dopmu

L = fvw)
(82)
dw

e je f(V,w)=FV)—w, F(V) =V -V)(V —«) (rae je I,pp =0) u
g(V,w) =V —quw.
Jenmnaawne Hys1a-u30KIMHA 9Uju cy rpadunym npukazanu Ha couim 40a oape-
byjy ce u3 jemmaunma,

V=0, . f(V,w) =0

w' =0, 1j. g(V,w) = 0.

Tana je V —uyna-uzokiauna kybHa hyHKIHjA

w=V(A-V)(V —a)=FV),
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Ciuka 40: a) Hyma-mzoxsmmae @XH monena (82); 6) Ilomena dassor mpo-
cropa ®XH wmogena (82) na uerupu obiacru

JOK je w—HyJIa-u30KJINHA MOHOTOHO pacTyha suueapna pyHKIHM]a

1
w=—V.

Y
Oznauumo ca W, jiokaaHu MUHUMYM, a ca W* jiokajiHu MakcuMyM (pyHKITje
F'. Tlpecek mysa-u3okamHa je Tauka ekpuubpujyma (V* w*) = (0,0).

3a KBaJIMTATHBHY aHAJIM3Y IIOHAIIAA CHCTEMA MOCEOHO je 3HAavYajHa

V —nyna-uzokiuna. Ao ce pemema jeaaaqaune f(V,w) = 0 rpaxe y obsuky
V = V(w), ouja 3a orpanudeH wHTEpBaJ BpeaHocT 3a w (w € [W,, W*])
moryha cy Tpu perrema

V=V_(w),V=VWwnV=V(w),

3a KOje BaXKu

Vo(w) < Vo(w) < Vi (w).

Bekropcko mosbe V —Hysa-u3o0K/vHE je BEPTUKAJIHO C 003UPOM HA, HB>UXO-
Be koopuuare (V' w') = (0,w'), 70K je BEKTOPCKO MOJbe W—HyJIa-U30KJIUHA,
xopusonTanuo, jep (V' w') = (V',0). Hornenatu cauky 406.

[Tpumernmo ma V —myna-uzokiauna jgenn Has3Hy paBaH Ha J1e0 y Kome V
pacte u Jieo Tae omajga. Kako uznay V —uyna-uzokiaune Baxu w > F(V),
cnemn ga je F(V) —w < 0, mro mvmummmpa ga je V! < 0, To jecr V
ce cmamyje. Kako ucnon V —nyna-uzokimae Baxu w < F(v), caemn ma je
F(v) —w > 0, omrocuo V' > 0, mrro 3naun ma V' pacre y obaactu ucnom
V —Hyna-n3okmHe.

Kako u3naz (J1€B0O) w—Hy/Ia-n30KJINHE BAXKHA W > %V, U3 JIpyTe jeHa-
qune cucrema (81) u V — yw < 0 ciuegm w' < 0, To ject w omama y obJa-
CTV M3HAJ W—HyJa-U30KIMHe. AHAJIOTHO UCIOJ, (JIECHO) w—HY/Ia-U30KJINHE
BpeauocT (hYHKIHje W pacTe.
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Jaxkue, dbazam mpocTop ca V —HyIa-H30KJITHOM U W —HYyJIa-A30KJIHHOM
noJie/beH je Ha 9eTupu obmactu: Tope - mecuo obmact Gi(v' < 0,w’ > 0),
rope - 1eBo obstact Ga(v' < 0,w’ < 0), mone - sego obnact Gg(v' > 0,w' < 0)
u josie - jecuo obaact G4(v' > 0,w’ > 0). Tormemarw cawky 406.

Kako ce y ®XH mogeny jaBba jeqaa cropa (w) u jeaaa 6p3a MIpOMEHIbI-
Ba (V), KBasMTaTMBHA AHAM3A 3ACHUBA CE HA AHAJU3W JIMHAMUYKOT CHUCTE-
Ma Ca CIOpPOM U Op30M NpoMeHnbuBOM. Kako je y mMpeTxXoJHuM IOTIaB/bAMa,
WIyCTPOBAHO KAKO Ce CKAMUPa (Pa3Hm mopTpeT OBAKBUX IWHAMUIKUX CUCTE-
Ma, OBJIe heMO caMO OIHCATH KAaKO Ce MOHAIIA]Y TPAjeKTOpHje THHAMIIKOT
CUCTEMa y CJIy4ajy HABEJCHUX €KCIIEPUMEHATA.

10.6 TpajekTopuje Koje ce jaB/bajy y CJIydajy HABEIEHUX €K-
cmepuMeHaTa

PaszmoTpuMo mpBa JBa JIMCKpPETHA ciiydaja. lIpuMeHOM KpaTkoTpajHe
crpyje cnabe jaumne (HETOBOJHHE 33 OKUIAE AKIMOHOT TIOTEHIH]aja) CH-
creM ce 6p3o Bpaha y paBHOTeXKHO cTamke. Heka je modeTHO cTame cucTeMa,
(Vo,wo) = (0.15,0), Tama oxrosapajyha Tpajekropmja mMa cMep CympoTaH
KpeTamy Ka3aJbKe Ha YaCOBHUKY, Cede Cpeliby IpaHy V —HyJia-u30KJIUHE,
HACTABJbA XOPU3OHTAJHO Tpecenajyhn w—nyna-w3okmmay. Kaga gocme 1o
JieBe rpaHe V —HYyJIa-U30KJIMHE HACTABJbA, JIa je ,,[IPATH’ JI0 €eKBUJIHMODPUjyMa,
(0,0) (csmka 41).

01 ’
w § T W HYAE-MEOKAMHE
0.08 L W - HYA3-U30KAWHE

: !
s \‘\ ;T Tpalexopu]a
0.04 ‘.

0.02

-0.02

-0.04

-0.06 !

008 /

0.1
0.2 015 0.1 -0.056 0 0.06 01 015 ¥V

Cnuxa 41: Tpajekropuja opuruHagHOT JrHAMIIKOT cucTeMa (82) (Iy,, = 0)
koja kpehe u3 tauke (V,w) = (0.15,0) 3a ¢ =0.01,a =0.1uy=0.5

YKOJIMKO Ce HEYPOH M3JI0XKH KPATKOTPAjHOj CTPYjU MAJIO jader MHTEeH3U-
TeTa OJI MPETXOIHOTr, J106Kja ce IOTIIYHO JAPYTra BPCTa TPajeKTopHje, KOja, OJ1-
rosapa akmoHoMm noreanujaty (cauka 42). Tako ox tauxe (Vp, wg) = (0.2,0)
(dbaza 1) TpajekTopmja ce mpyxKa CBe JO Kpajibe JecHe rpane V —Hysia-
usokymue (dasza 2) kaga pacry obe nmpomenbuBe, MHOrO Buine V kao Op-
3a [POMEHJbUBA, y OJHOCY HA 3aHEMAPJHUB MOPACT IpOoMeHsbuBe w. IloTrom
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TpajekTopuja cede V —nyna-u3okiauny (dasza 3) rama V omama, a w pacre
JIO CBOT MaKCHUMyMa, cevue w—Hysna-u3okannaa (dasa 4) n na Makcumymy ce
,OJIpKaBa” JIOK HE JIOCETHE JieBy TpaHy V —HyJa-u30KJIuHE. Y TOCJIEIbO]
dazu (dasu 5) Tpajekropuja ,nparr” V —Hysma-u30KJIUHY 10 PABHOTEKHOT
MOJIOXKAja.

Lid -I_ ‘ —— rl\‘r.."l"u HMAOMAHHS
i |
025+ { ==t ¥ - HYAS-HECHAMHE
1 1
i | — TpajewTopHia
02 ] i
e
-

005

0.5 i] 0.5 V

Cunka 42: Tpajekropuja 3a OpUrMHAJAH IUHAMAYKE cucTeM (82)
(Iapp = 0) koja kpehe u3 Tauke (V,w) = (0.2,0) 3a ¢ = 0.01, = 0.1 u
v=0.5

Ha xpajy pasMoTpuMo cJIydaj Kajja ce HEYPOH y eKCIIEPUMEHTY HU3JIaKe
KOHCTaHTHO] cTpyju oxarosapajyher unrensurera. Ako je Iy, > 0 moua-
37 JI0 TTOMEPAaha, MOJI0XKAja, eKBUJINOPUjyMa, TIITO MOXKE JIOBECTH JI0 TIPOMe-
He merope crabmwinoctu (V* 3aBucu of BpegHOCTH mapameTpa l,p,), Kao
n a0 IpOMEHa y TOHallamhy AWHAMUYIKOr CHUCTEMA. Ka.KO Ce M€ma UHTEH-
3UTET KOHCTAHTHE AILIMKOBAHE CTPYje, TAKO ce V —HyJIa-u30KJIUHA MOMepa,
Jly K w—Hyna-u3okguae. Ako je exkBummOpujym wa Vi(w) rpanum V —nyna-
msoksnre f(V,w) = 0 onzga je crabwramn. 3a oxpebene BpenuocTu Iy, Ipo-
JacKOM Kpo3 ekcrpemue tauke kpuse f(V,w) = 0, ekBuubpujym pocnesa
Ha cpeiby rpany V —nyna-usokiuse (Vo(w)) u mocraje HecTabmiaH.

Y OXH momesny amimkoBaHa CTpyja je mapamerap. 3a oxpelene Bpe-
HOCTH Iqpp Mema ce CTaOMIHOCT eKBIIMOpHjyMa. 3a JBe TaKBe BPEJIHOCTH
HACTAjy KBAJUTATUBHE IIPOMEHE Yy [IOHAIIAbY JMHAMUYKOr cucreMa. Ped je o
Xondoroj budyprammju, ma cy Te BPeIHOCTH AIJIUKOBAHE CTPyje Xordose
6udypKamone TauIke.

Ba nouernu ycsios (V,w) = (0.4,0.53) u ca ammkoBameM CTPyje CTATHOT
unrensutera oy, = 0.5 gobuja ce TpajekTopHja AUHAMUYKOr cucTeMa (81)
npukazana ua caunmu 43. TpajekTopuja ymMecTo na ce BpaTh y PaBHOTEKHU
[IOJI0XKaj oITo npehe Tpacy jeaHor aKIMOHOT HOTEHIIN]aJIa, OHA, HACTABIHA,
HAM3MEHUYIHO 73 Op30 Tpesiasu ca JjieBe Ha AeCHy rpany V —Hysa-n30KInHe
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(daze marsor ckoka u TMajia MEMOPAHCKOT MOTEHIM]ANA) Y3 3HATHO CIIOPHje
Kperame Kaja TmpaThu oBe Tpane. Taja ce BPeaHOCT TpoMeH/buBe w Kpehe
usmely ekcrpemuux W* u W, (seBa u mecHa CTpaHUIA OBOI KPUBOJIMHU]-
ckor mapasesorpama cy ¢ase onopaska, pemakcamumje). JIpyrum peunma,
OKO HeCTAabWIHOT eKBUIHOpHjyMa ce (pOpMUPa CTAOWIAH IPAHUYHE ITUKJI.
OBakBa MOHAINAHA CUCTEMA KAJa Cy HAIIH CKOKOBU BPEJIHOCTU PEIIeHha, CU-
cTeMa, Pa3JIBOjeHN MHOTO CIIOPHjUM IIPOMeHaMa, THX BPETHOCTH HA3UBAjy ce
penakcupajyhe ocruaamnuje.

L
W HYAE-H EOHAMHS

075 1 1
L 1 ¥ - HYAS-MI0KIMHE

i Y ' — rtpajexTopM]a

0.4 0.2 0 02 04 06 03 V

Cnuxa 43: I'panuaan MUK OpUrHHAIHOT AuHAMAIKOr cucTeMa (81) (Lopp =
0.5) kome ce mpubamkasa TpajekTopuja Koja Kpehe 3 tauke (0.4,0.53) 3a
e=001l,a=01m~vy=0.5

Y macrtaBky ciaenu onpehuBame oudypkanmmonnx tadaka. Heka cy Bpes-
HOCTU ocTajux mapamerapa € = 0.01, « = 0.1 u v = 0.5.
Jakobujesa marpuna cucrema (81) y taukm exuimbpujyma (V*, w*) je

. . 100 - (—3V*2 42.2V* —0.1) —100
J(V* w*) = ( ( z 05 ) (83)

Ja 6u ce m3padyHaJ0 3a Koje BPEJHOCTH Hapamerpa I, ce jaBmpa Xom-
dosa budypxkamnuja morpedbuo je JakobujeBa mMaTpuia KOja MM COICTBEHE
BPETHOCTH YHjH je peasnu feo 0, a UMarnHADHU Pa3InduT o7 Hyjae. Apyrum
peamma Tpar Jakobujere marpuie Tpeba ma 3amoBosbu ycsios 1 = 0. Tpar
matpure (83) je T(V*) = 100 - (—=3V*2 + 2.2V* — 0.1) — 0.5. U3 ycioa
T(V*) = 0 nobuja ce KBampaTHa jeJHAYIMHA UUjA Cy PEIICHA PABHOTEXKHE
BPETHOCTH OTEHITHjaJIa

Vi ~ 0.0513185,

Vi ~ 0.682015. (84)
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Kako je eksumubpujym oapehen cienehum cucteMoM jeTHAYNHA

VAL = V*)(V* = 0.1) — w* + Iopp = 0

V* —0.5w* =0, (85)

METOJIOM 3aMeHe IPBY jeITHAUWHY CUCTEMAa CBOJUMO HAa jeTHAUWHY Ca jel-
HOM HEemO3HATOM oy, = V*3 — 1.1V*2 + 2.1V*. Bamenom npomensmsuse V* y
HOCJIE/IHEM 3Pa3y ca PABHOTEXKHHUM TOTeHIjamMa (84) mobujajy ce Bpe-
HOCTH 33 alJINKOBAHY CTPY]y

Iupp1 ~ 0.105007,
Tapp2 ~ 1.23781.

3a obe Bpennoctu (84) JakobujeBa mMarpuna je

0.5 —100
I ( 1 —05 ) (86)
U HEHE COIICTBEHE BPEJIHOCTH Cy A9 & £ 9.98749i.

Ako je Iopp > Igpp1, HOD. 3a Iy, = 0.11 u3 cucrema (85) mobuja ce
—v3 + 1.1v%2 — 2.1v 4+ 0.11 = 0. Peanno perebe KyOHe jeHAYNHE je Vg 1] ~
0.0538242. Ba oy Bpemnoct Tpar Jakobujese marpurne (83) je T =~ 0.47221.
Ba I,y = 1.23 m3 cucrema (85) nobuja ce —v3 + 1.1v2 — 2.1v + 1.23 = 0.
Peamro permneme kyGue jenmnaunse je v1 03 ~ 0.678094. 3a 0By BpeIHOCT Tpar
Jakobujepe marpurie (83) je T~ 0.737255. ¥ oba caydaja cMo nobuim 1a je
Tpar MaTpuIle O3UTUBAH, IIITO 3HAYM Ja je eKBuaubpujym 3a ojrosapajyhy
BPEIHOCT ATUTHKOBAHE CTPYje HECTAOUITAH U JIa CE JaBiba, CTAOMIAH MPAHUIHA
TTAKJT.

Ca mopacToM MHTEH3UTETA CTPYje, JOCTU3ameM pBe budypKaluone Ta-
ure (Iopp = Iopp1), ekBraMOpHjyM moCTaje HeCTabUIIAH U LOjABJbYje Ce CTa-
OmiaH rpaHUYHU IUKJI, JOK Ca J0CTH3ameM jpyre Xomdose budykarmone
tadake (Iypp = lapp2) TPAHUYHH IUKJI HECTAje, & €KBUIMOPHUjyM IOCTaje CTa-
Omtamn.
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11 3akspydak

[nasua wHCIMparmja 3a mucame paga 6uo je wianak o paay Ajana Xo-
gykuHa 1 Erapjy Xakciauja KOju ¢y pa3BWIH IIPBU MOJE O MPEHOCY eJeK-
TPUYIHOT CUTHAJIA AY2K aKCOHA JIUTHE UMIIO3aHTHE BCJINYINHE. I_I)I/IXOB MOJIea
je oBjacHrO HACTAHAK AKIMOHOT IIOTEHIHjaJIa V¥ aKCOHY HEYPOHA JIUTIHE, Me-
DyTum ®BUXOB pajs HE CAMO Ja je UMILIAIUPAO 1aJha UCTPAKUBATHA Y €JIEK-
TpochusnoIoOrju, Beh je yTumao u Ha pas3Boj IpuUMemene MaTeMaTuke, Duir
xar u Harymo cy nokasaJim Kako ce CyIITHHA eKCIMTabuIIHUX [1POoIeca MOXKe
MOJIEJIOBATH U jE€IHOCTABHUJUM MOJIEJIOM HaJT, KOJUM je JIAKIIle CIIPOBECTH Ma-
TEMATUYKY aHAJIU3Y. YCJIeJ| BEJIMKOI MHTEPECOBAaA 33 OBAj jeJHOCTABHUJU
MOJIesI, OUO je MOJACTAKHYT pa3BOj pas3Hux Teopuja u ¢dopMmupambe mocedbme
rpaHe IpUMeEHheHe MATEMATHKE KOja M3yIaBa eKCIUTAOUIHA TKUBA, TPAHA Y
K0jOj Ce KOHCTAHTHO CIIPOBOIHU BEJMKHU OPOj MCTPAKUBAIHA.

Y pajy ce BUIe0 13 OU ce aHAJIM3UPAO OCHUIATOPHU KapakTep GuoJio-
MKUX Iponeca HEeOIIXOHO je KOHCTPpYHCATHU HEJIMHEAPAH JUHAMWUYIKU MOJIEJT
ca mapamerpom. lobpo pazymeBarmbe GHOIOIIKOL TPOIECa OJIAKIIABA, TOCTY-
MaK PeayKOBaha MOJIEJIA, YMjH jé OCHOBHU IWJb W3/IBAjathe TPOMEH/bUBAX U
mapaMeTapa KOju UMajy CYIITHHCKA YTHIR] Ha KAPAKTEPUCUTHIHO IMOHAIIA-
e tporeca. CopoBoju ce HU3 TMOCTYIIAaKa, Kao mTo je u3bop oarosapajyhe
BPEMEHCKe CKaJie, yBoheme 6e3IMMEH3UOHAIHNX BEJIMINHA U CKAJIUPAHE Ka-
KO 61 ce 10610 ONTUMAaJIaH, IITO jJe/IHOCTABHUjA MOJIEJI 33 aHAJIU3Y.

Ha npumepy Xurunc - CeJKOBOT MOJI€J1a TJIMKOJIN3€E JIEMOHCTPUPAHO je
KaKO Ce HABEJIEHUM TOCTYMIUMA JOJA3U J0 MATEMATHIKOT MOJESa KOJU je
oTOIaH 33 anaym3y. Pe3ysnrar Te anaau3e je fga oapehena 6p3wHa gonpema-
Ba CYICTPaTa Yy OKpYyXKemke hesrje MOBJIAYU /13 KOHIEHTPAIHje MPOAYKATa,
IJIUKOJIN3E TIOUUY JIa OCIUITY]Y.

C snpyre crpane, Kako Ou paj cpYaHor MuUiiinha 610 MPaBUJIAH U HEITPEKU-
JIAH, HEOIIXO/IHO jeé KOHCTAHTHO OKHJIAmhe aKIIMOHUX MMOTEHIUjaJia O CTpaHe
CIIEIUjaJIM30BAHIX HEePBHUX henmja (T3B. mejemejkep hemmja) cmernrenux y
3uy nperkomope cpra. Ha npumepy Q@uixar - Harymo mosesa Bujiesio ce
Jia [OJI, JIEJCTBOM CTPYje ofpeheHOI MHTEH3UTETa TOKOM JIy2Ker BPEMEHCKOT
[IEPUO/Ia HEYPOH TOYUWIHE MEPUOAMIHO 14 OKUJIA aKIMOHE HoTeHImjaste. Te
ojpeheHe BpeIHOCTH MHTEH3UTETA CTPYje KOJOM Ce HAAParxKyje eKCIUTaOTHA,
hesinja jecy KpurnuHe BPEJHOCTH [1APAMETPA KaJ1a J0J1a3U JIO KBAJIUTATUBHE
NpOMEHe y MoHaNama cucrema - Xordose 6udypkanmje (crabunanm exsu-
JUOPHUjyM CHCTEMA TOCTaje HecTabWiIaH, a OKO mera ce ,,paha” crabwiaan
IPDAHUYHA [IUKJI).

CurypHo je na jBojuri (pU3UOJIOTA U HUXOBOM JHHAMHUYIKOM CHCTEMY
JYTYjeMO 3aXBAJHOCT 3& eJeKTPHUdUHEe TejcMejkepe u medubpuiaarope Koju
Ccy JaHaC Yy PYTHHCKOj TIPUMEHHW Y MEJMIIMHCKO] CBAKOJHEBHO] IPAaKCH, a
CIAITABAJY XKUBOTE MIJIMOHUMA, Jbyan. OTy/Ia je jacHO KOJIMKO je AParomeHa,
capa/iiba, OMOMETUITUHCKUX HAYKA U MATEMATHKE.
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