
Dvodimenzioni problem
pakovaǌa u skladixta sa
ograniqeǌem giǉotine

Jelena Graovqevi�
Matematiqki fakultet
Univerzitet u Beogradu

Master rad

Beograd, 2021.



Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet, Master rad

Autor: Jelena Graovqevi�

Naslov: Dvodimenzioni problem pakovaǌa
u skladixta sa ograniqeǌem giǉotine

Mentor: prof. dr Aleksandar Savi�
Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu

Qlanovi komisije: prof. dr Zoran Stani�
Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu
doc. dr Zorica Dra�i�
Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu

Datum: 30.9.2021.





Naslov: Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta sa ograniqeǌem giǉotine

Rezime: Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta (eng. Two-dimensional bin
paking problem - 2BPP) je problem pakovaǌa datog skupa malih pravougaonih predme-
ta, koji se nazivaju paketi, u minimalan broj velikih pravougaonih objekata, koji
se nazivaju skladixta, tako da se paketi ne preklapaju i da su im ivice paralelne
ivicama skladixta. Primenu nalazi u raznim oblastima, od industrije do kompju-
terskih sistema i mre�a. Spada u grupu NP texkih problema. Varijanta ovog pro-
blema, gde se paketi dobijaju nizom rezova od ivice do ivice i ne mogu biti roti-
rani, naziva se Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta sa ograniqeǌem giǉo-
tine (eng. Two-Dimensional Bin Packing Problem with Guillotine Restriction) i oznaqava
sa 2BP|O|G. ǋenu pojavu prouzrokovao je tehnoloxki razvoj, jer se u novije vreme
za seqeǌe paketa koriste automatske maxine, ali dovodi do maǌe iskorix�enosti
skladixta. Ograniqeǌe na giǉotinske rezove je naroqito znaqajno u industriji
drveta, stakla i metalurgiji.

Ciǉ ovog rada bi�e predstavǉaǌe dvodimenzionog problema pakovaǌa u skladixta,
matematiqkih formulacija, heuristika i metaheuristika za ǌegovo rexavaǌe, i
gorǌih i doǌih granica. Posebna pa�ǌa �e biti posve�ena varijanti ovog problema
sa giǉotinskim rezovima, uz dodatno ograniqeǌe da se paketi ne mogu rotirati, a
koja se, u skladu sa notacijom koju su dali Lodi, Martello i Vigo, oznaqava sa 2BP|O|G.
Bi�e data klasifikacija negiǉotinabilnih obrazaca, predstavǉeni naqini za ǌi-
hovo otkrivaǌe i uslovi pod kojima oni postaju giǉotinabilni, sa ilustracijom
na primerima. Uz sve to, detaǉno �e biti predstavǉene dve heuristike: algori-
tam parcijalne enumeracije, za rexavaǌe 2BP|O|G problema, i genetski algoritam sa
Crow pretragom, za rexavaǌe 2BP|O|F problema, tj. dvodimenzionog problema pako-
vaǌa u skladixta bez ograniqeǌa giǉotine, zajedno sa objavǉenim eksperimentalnim
rezultatima. Ti rezultati, zajedno sa ilustracijom jednostavnog primera pakovaǌa
pomo�u navedenih heuristika, bi�e iskorix�eni za ǌihovo pore�eǌe i izvo�eǌe
zakǉuqka o pakovaǌu uz ograniqeǌe giǉotine.

K	uqne reqi: dvodimenziono pakovaǌe, giǉotinski rez, heuristike



Sadr�aj

1 Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta 1
1.1 Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Seqeǌe i pakovaǌe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 Problem pakovaǌa pravougaonih paketa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.4 Primene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.5 Matematiqke formulacije problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.5.1 Jednodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta . . . . . . . . . 3
1.5.2 Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta . . . . . . . . . . 4
1.5.3 ILP model za pakovaǌe po nivoima . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.6 Koeficijenti performansi asimptotski i apsolutno najnepovoǉnijeg
sluqaja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.7 Gorǌe granice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.7.1 Pakovaǌe na traci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.7.2 Pakovaǌe u skladixta: dvofazne heuristike . . . . . . . . . . . . 9
1.7.3 Pakovaǌe u skladixta: jednofazne heuristike sa nivoima . . . . 12
1.7.4 Pakovaǌe u skladixta: jednofazne heuristike bez nivoa . . . . . 13
1.7.5 Metaheuristike . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.7.6 Aproksimativni algoritmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.8 Doǌe granice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.9 Egzaktno rexavaǌe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta: 2BP|O|G sluqaj 22
2.1 Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1.1 Ciǉevi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1.2 Definicije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.1.3 Algoritam konveksifikacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.1.4 Algoritam za dobijaǌe separabilnog obrasca . . . . . . . . . . . 27

2.2 Najmaǌi neseparabilan obrazac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.2.1 Redovi i preseci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 Blokiran prsten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3.1 Otkrivaǌe blokiranog prstena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.4 Karakterizacija blokiranog prstena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.4.1 Jednostruko blokiran prsten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.4.2 Vixestruko blokiran prsten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.5 Analiza najnepovoǉnijeg sluqaja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.5.1 1. sluqaj: P je jednostavan blokiran prsten . . . . . . . . . . . . 42
2.5.2 2. sluqaj: P je jednostruko blokiran prsten . . . . . . . . . . . . 43

3 Heuristiqko rexavaǌe dvodimenzionog problema pakovaǌa sa i bez ograniqeǌa
giǉotine 48
3.1 Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.2 Algoritam parcijalne enumeracije za rexavaǌe

2BP|O|G problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2.1 Osnovni heuristiqki algoritam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2.2 Poboǉxani heuristiqki algoritam . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

i



3.2.3 Eksperimentalni rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.3 Genetski algoritam sa Crow pretragom za rexavaǌe 2BP|O|F problema 57

3.3.1 Genetski algoritam sa Crow pretragom . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.3.2 Eksperimentalni rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.4 Pore�eǌe predstavǉenih heuristika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4 Zakǉuqak 64

ii



Glava 1

Dvodimenzioni problem
pakovaǌa u skladixta

1.1 Uvod
Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta (eng. Two-dimensional bin packing pro-

blem - 2BPP) se mo�e predstaviti na slede�i naqin. Dat je skup od n pravougaonih
predmeta i ∈ I = {1, ..., n}, koji se nazivaju paketi, i neograniqen broj identiqnih
pravougaonih objekata, koji se nazivaju skladixta. Svaki paket i ima xirinu wi i
visinu hi, dok skladixta imaju xirinu W i visinu H. Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�e
se pretpostaviti da su svi ulazni podaci celobrojni, i 0 < wi ≤ W i 0 < hi ≤ H za
sve i ∈ I. Problem se sastoji u raspore�ivaǌu svih paketa, tako da oni zauzimaju
minimalan broj skladixta, i da se ne preklapaju. Ovaj problem predstavǉa dvodi-
menzioni nastavak klasiqnog jednodimenzionog problema pakovaǌa u skladixta (eng.
One-dimensional bin packing problem - 1BPP) i jedan je od najvixe izuqavanih problema
u kategoriji pakovaǌa i seqeǌa.

2BPP problem se javǉa u va�nim svakodnevnim primenama kao xto su seqeǌe papira,
stakla, i qelika, ali i kod kompjuterskih sistema i mre�a. U literaturi se mo�e
na�i sa razliqitim uslovima, kao xto su orijentacija, giǉotinski rezovi i sl. U
skladu sa tim javǉaju se razliqite ǌegove varijante.

U odeǉcima 1.3 i 1.4 su opisani problemi pakovaǌa pravougaonih paketa i ǌihove
primene. Matematiqke formulacije pakovaǌa u skladixta date su u odeǉku 1.5. Ko-
eficijenti performansi apsolutno i asimptotski najnepovoǉnijeg sluqaja dati su u
1.6. Gorǌe granice, metaheuristike i algoritmi aproksimacije dati su u odeǉku 1.7.
Doǌe granice i egzaktni algoritmi opisani su u odeǉcima 1.8 i 1.9.

1.2 Seqeǌe i pakovaǌe
Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta pripada grupi problema seqeǌa i

pakovaǌa. Problemi seqeǌa i pakovaǌa obuhvataju smextaǌe datog skupa (malih) pre-
dmeta u jedan ili vixe (velikih) objekata, tako da se ti predmeti ne preklapaju i da se
ostvari maksimum ili minimum date funkcije ciǉa. Ovi problemi su znaqajni u indu-
striji, naroqito kod seqeǌa (papir, drvo, staklo, qelik...) i pakovaǌa (skladixteǌe,
transport...). Razlikuju se po dimenziji (najqex�e se razmatraju jednodimenzioni,
dvodimenzioni i trodimenzioni problemi) i obliku paketa i skladixta (nepravilni
i pravilni). U ovom radu �e biti predstavǉen dvodimenzioni problem pakovaǌa u
skladixta sa paketima pravougaonog (pravilnog) oblika.
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1.3 Problem pakovaǌa pravougaonih paketa
Dat je skup od n pravougaonih paketa i ∈ I = {1, ..., n}, xirine wi i visine hi, i jedan

ili vixe pravougaonih objekata, u koje te pakete treba smestiti. Pakete je potrebno
postaviti ortogonalno, tako da se ne preklapaju i da su im ivice paralelne ivicama
objekta, a da se pri tome ostvari maksimum (minimum) funkcije ciǉa. Funkcija ciǉa
je najqex�e povrxina objekta ili broj upotrebǉenih objekata. Ovaj problem karakte-
rixu dva bitna uslova:

• orijentacija: svaki paket ima orijentaciju koja je fiksirana, tj. nije dozvoǉena
rotacija paketa za 90◦.

• giǉotinski rez: paketi moraju biti dobijeni nizom rezova od ivice do ivice,
paralelnih ivici velikog pravougaonog objekta. Giǉotinski rez je posledica
tehniqkih ograniqeǌa maxina za seqeǌe ili materijala. Primer giǉotinskog i
negiǉotinskog reza dat je na slici 1.1.

Slika 1.1: Primer giǉotinskog i negiǉotinskog reza.

Aktivno se prouqava xest vrsta problema pakovaǌa pravougaonih paketa. Radi
jednostavnosti, pretpostavǉa se da je orijentacija paketa fiksirana i da va�i uslov
giǉotine, ako drugaqije nije naznaqeno.

• Dvodimenzioni problem pakovaǌa na traci (eng. Strip packing problem - 2SPP):
dat je skup od n pravougaonih paketa i ∈ I = {1, ..., n}, xirine wi i visine hi, i
jedan veliki objekat, koji nazivamo traka, fiksirane xirine W i promenǉive
visine H. Ciǉ je da se minimizira visina trake tako da se svi paketi mogu
spakovati na ǌu.

• Problem minimizacije povrxine (eng. Area minimization problem - 2AP): dat
je skup od n pravougaonih paketa i ∈ I = {1, ..., n}, xirine wi i visine hi, i
jedan veliki objekat, gde su i xirina W i visina H promenǉive. Ciǉ je da se
minimizira povrxina WH objekta, tako da se svi paketi mogu spakovati u ǌega.

• Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta (eng. Two-dimensional bin
packing problem - 2BPP): dat je skup od n pravougaonih paketa i ∈ I = {1, ..., n},
xirine wi i visine hi, i neograniqen broj konaqnih identiqnih objekata, koje
nazivamo skladixta, xirine W i visine H. Problem se sastoji u raspore�i-
vaǌu paketa u minimalan broj skladixta. Specijalan sluqaj, gde je wi = W ,
i ∈ I = {1, ..., n}, je jedan od najpoznatijih optimizacionih problema, jednodi-
menzioni problem pakovaǌa u skladixta (eng. One-dimensional bin packing
problem - 1BPP): n paketa, veliqine hi, spakovati u minimalan broj identiqkih
skladixta, kapaciteta H, tako da veliqina paketa u bilo kom skladixtu ne
prelazi kapacitet H. Kako je 1BPP problem poznat kao NP te�ak, isto zakǉuqak
se izvodi i za 2BPP.

• Dvodimenzioni problem ranca (eng. Two-dimensional knapsack problem - 2KP): dat
je skup od n pravougaonih paketa i ∈ I = {1, ..., n}, qija je xirina wi, visina hi, i
dobit pi, i pravougaoni ranac xirine W i visine H. Ciǉ je da se na�e podskup
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I
′ ⊆ I paketa sa maksimalnom ukupnom vrednox�u

∑
i∈I′ pi, tako da svi paketi iz

I
′
mogu biti spakovani u ranac.

• Dvodimenzioni problem smaǌeǌa zaliha (Two-dimensional cutting stock
problem - 2CP): dat je skup od n pravougaonih paketa i ∈ I = {1, ..., n} koji imaju
xirinu wi, visinu hi, i potra�ǌu di, i neograniqen broj konaqnih identiqnih
pravougaonih objekata, koje nazivamo skladixta, koja imaju xirinu W i vi-
sinu H. Problem se sastoji u raspore�ivaǌu paketa u skladixta, tako da broj
skladixta bude minimalan (tj. za svako i, potrebno je spakovati di kopija paketa
i u skladixta).

• Problem utovara paleta (eng. Pallet loading problem - 2PLP): dat je dovoǉno ve-
liki broj paketa identiqne veliqine (w, h), i jedan veliki pravougaoni objekat
veliqine (W,H). Ciǉ je smestiti maksimalan broj paketa u objekat. Pakete je
mogu�e rotirati za 90◦.

Svi problemi, osim 2PLP, su NP texki. Za 2PLP nije poznato da li pripada NP
texkim problemima.

1.4 Primene
Klasiqan problem pakovaǌa u skladixta ima mnoge primene, od industrije (seqeǌe

papira, drveta, kablova...) do kompjuterskih sistema (alokacija memorije) i mre�a
(rutiraǌe paketa u komunikacionim mre�ama) [33]. Javǉa se i kao potproblem u
drugim postavkama. Najva�nija primena je u podexavaǌu proizvodǌe pravougaonih ko-
mada, koje treba ise�i od zaliha sirovog materijala, tako da gubitak bude
minimalan. Ograniqeǌa na ortogonalno pakovaǌe i pakovaǌe sa ograniqenom rotaci-
jom ili qak bez rotacije u ovim postavkama imaju smisla ako se za dobijaǌe paketa ko-
riste fabriqki obrasci i kada je potrebno zadr�ati poravnaǌe. Raspore�ivaǌe neza-
visnih zadataka na grupi procesora, od kojih svaki zahteva odre�eni broj susednih
procesora ili alokaciju memorije tokom odre�enog vremenskog perioda, mo�e biti
modeliran kao problem pakovaǌa trake [46]. U ovoj primeni xirina trake predsta-
vǉa ukupan broj procesora ili dostupne memorije, a visina predstavǉa maksimalno
vreme izvrxeǌa. Daǉa primena se mo�e na�i u VLSI (eng. Very large scale integration)
dizajnu (problem pakovaǌa minimalnog pravougaonika [41]) i problemu postavǉaǌa
oglasa [23], gde je potrebno postaviti sve oglase na minimalan broj strana novina
ili internet stranica.

1.5 Matematiqke formulacije problema

1.5.1 Jednodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta
Garey i Johnson su u [39] 1BPP definisali na slede�i naqin. Neka je dato n paketa

veliqine hi, i ∈ I = {1, ..., n}, i n skladixta, kapaciteta H. Zadatak je spakovati sve
pakete u minimalan broj skladixta, tako da ukupna veliqina ne prelazi kapacitet
skladixta.
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Matematiqka formulacija problema je

(1BPP ) min

n∑
j=1

yj (1.1a)

p. o.
n∑

i=1

hixji ≤ Hyj , j =1, ..., n (1.1b)

n∑
j=1

xji = 1, i =1, ..., n (1.1c)

yj ∈ {0, 1}, j =1, ..., n (1.1d)

xji ∈ {0, 1}, i, j =1, ..., n (1.1e)

gde je

yj =

{
1, ako se koristi skladixte j
0, inaqe,

(1.2)

xji =

{
1, ako se paket i pakuje u skladixte j
0, inaqe.

(1.3)

Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�e se pretpostaviti da su hi i H pozitivni celi brojevi i
da je hi ≤ H, i ∈ I = {1, ..., n}. Ako paket ne zadovoǉava posledǌu pretpostavku, onda je
instanca trivijalno nedopustiva.

1.5.2 Dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta
Prvi pokuxaj modeliraǌa 2BPP problema naqinili su Gilmore i Gomory u [24], kroz

nastavak pristupa 1BPP problemu. Oni su predlo�ili pristup generisaǌa kolona
baziran na enumeraciji svih podskupova paketa (obrazaca) koji mogu biti spakovani u
jedno skladixte. Neka je Aj binarni vektor kolone, koji qini n elemenata
aij (i = 1, ..., n, j = 1, ...,m), qija je vrednost 1, ako i pripada obrascu j, a 0
inaqe. Skup svih dopustivih obrazaca je predstavǉen kao matrica A, sastavǉena
od svih mogu�ih kolona Aj, a odgovaraju�i model je

(2BPP ) min

m∑
j=1

xj (1.4a)

p. o.
m∑
j=1

aijxj ≥ 1, i =1, ..., n (1.4b)

xj ∈ {0, 1}, j =1, ...,m (1.4c)

gde xj uzima vrednost 1 ako obrazac pripada rexeǌu, a 0 inaqe.

Zbog velikog broja kolona koje se mogu pojaviti u A, jedini naqin za
upravǉaǌe modelom da se one dinamiqki formiraju kada je potrebno. Gilmore i Gomory
su u [25] i [26] za rexavaǌe 1BPP problema prikazali pristup dinamiqkog programi-
raǌa za generisaǌe kolona, rexavaǌem, kao podre�enog problema, pridru�enog 0 − 1
problema ranca (vixe o ovom problemu se mo�e na�i u [69]). Za 2BPP problem su
posmatrali texko�e dvodimenzionog pridru�enog problema. Zato su prexli na la-
kxi sluqaj, gde paketi moraju biti spakovani u redove, formiraju�i nivoe (detaǉi
u slede�em odeǉku), za koje je podre�eni problem rexen kroz dvofazni algoritam
dinamiqkog programiraǌa.

Beasley je u [5] razmatrao dvodimenzioni problem seqeǌa, gde je svakom paketu
pridru�ena dobit, sa ciǉem da se u jedno skladixte spakuje podskup paketa sa
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maksimalnom dobiti (dvodimenzioni problem ranca). Dao je ILP formulaciju bazi-
ranu na diskretnoj reprezentaciji geometrijskog prostora i upotrebi koordinata ko-
jima su pridru�eni paketi. Naime,

xipq =

{
1, ako je paket i smexten svojim doǌim levim uglom u taqku (p, q)

0, inaqe
(1.5)

za i = 1, ..., n, p = 1, ...,W−wi i q = 1, ...,H−hi. Sliqan model, u kome su p i q koordinate
obra�ene kroz razliqite promenǉive, predstavili su Hadjiconstantinou i Christofides u
[32]. Oba modela se koriste za obezbe�ivaǌe gorǌe granice putem Lagran�ove re-
laksacije i subgradijentne optimizacije.

Potpuno drugaqiji pristup modeliraǌu predlo�ili su Fekete i Schepers u [19],
karakterizuju�i pakovaǌe skupa paketa u jedno skladixte teorijom grafova. Neka je
Gw = (V,Ew) (Gh = (V,Eh)) intervalni graf sa qvorom vi, koji predstavǉa paket i koji
se pakuje, i granom (vi, vj) izme�u qvorova vi i vj, pri qemu se ta grana formira ako
i samo ako se projekcije paketa i i j na x-osu (y-osu) preklapaju (slika 1.2). U [19] je
dokazano da, ako je pakovaǌe dopustivo, onda

a) za svaki stabilan skup S ⊂ Gw (Gh),
∑

vi∈S wi ≤W (
∑

vi∈S hi ≤ H);

b) Ew ∩ Eh = ∅.

Ova karakterizacija se lako prenosi i na vixe dimenzije.

Slika 1.2: Pristup modeliraǌu koji su predstavili Fekete i Schepers.

1.5.3 ILP model za pakovaǌe po nivoima
ILP modeli imaju polinomijalan broj promenǉivih, a ograniqeǌa za specijalan

sluqaj, gde paketi treba da budu spakovani ,,po nivoima”, predstavili su Lodi, Martelo
i Vigo u [54].

Kao xto se mo�e videti u narednom odeǉku, najve�i broj aproksimacionih algori-
tama za 2BPP i 2SPP problem pakuje pakete u redove, formiraju�i nivoe. Prvi nivo
je dno skladixta, i paketi se na ǌega pakuju svojom osnovom. Slede�i nivo je odre�en
horizontalnom linijom povuqenom na vrhu najvixeg paketa, spakovanog na prethodnom
nivou itd. Paketi ne moraju imati istu visinu. 2BPP problem sa ovakvim naqinom
pakovaǌa se oznaqava sa 2LBPP.
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Bez gubǉeǌa opxtosti, u nastavku su razmatrana samo normalizovana pakovaǌa, tj.
pakovaǌa takva da:

1) na svakom nivou, najvixi paket se nalazi na krajǌoj levoj strani;

2) paketi su nabrojani po nerastu�im visinama hi.

Paket koji se nalazi sa krajǌe leve strane (odnosno nivo na dnu skladixta) ini-
cijalizuje nivo (odnosno skladixte).

2LBPP problem mo�e biti efikasno modeliran pod pretpostavkom da postoji n
potencijalnih nivoa (i-ti nivo je povezan sa i-tim paketom koji ga inicijalizuje),
i n potencijalnih skladixta (k-to skladixte je povezano sa k-tim nivoom koji ga
inicijalizuje). Stoga, sa yi, i ∈ I (qk, k ∈ I) je oznaqena binarna promenǉiva koja
uzima vrednost 1 kada paket i inicijalizuje nivo i (nivo k inicijalizuje skladixte
k), a 0 inaqe. Problem mo�e biti modeliran na slede�i naqin:

2LBPP min

n∑
k=1

qk (1.6a)

p. o.
j−1∑
i=1

xij + yj = 1, j =1, ..., n (1.6b)

n∑
j=i+1

wjxij ≤ (W − wi)yi, i =1, ..., n− 1 (1.6c)

i−1∑
k=1

zki + qi = yi, i =1, ..., n (1.6d)

n∑
i=k+1

hizki ≤ (H − hk)qk, k =1, ..., n− 1 (1.6e)

yi, xij , qk, zki ∈ {0, 1}, ∀ i, j, k (1.6f)

gde xij, i ∈ I \{n} i j > i (odnosno zki, k ∈ I \{n} i i > k) uzima vrednost 1 ako je paket
j spakovan na nivo i (odnosno nivo i smexten u skladixte k), a 0 inaqe. Ograniqeǌa
j > i i i > k proizilaze iz pretpostavki 1) i 2), koje su navedene iznad. Jednaqine 1.6b
i 1.6d name�u, respektivno, da se svaki paket spakuje taqno jednom, i da je svaki nivo
smexten taqno jednom u skladixte. Jednaqine (1.6c) i (1.6e) name�u, respektivno,
ograniqeǌe xirine nivoa i ograniqeǌe visine skladixta.

Eksperimentalni rezultati su pokazali da je prethodno prikazan model priliqno
koristan u praksi. ǋegova direktna upotreba u komercijalnom ILP rexavaqu rela-
tivno brzo daje optimalna rexeǌa na instancama realne veliqine.

1.6 Koeficijenti performansi asimptotski i apso-
lutno najnepovoǉnijeg sluqaja

Zbog texkog nala�eǌa optimalnog rexeǌa problema pakovaǌa, heuristiqki al-
goritmi su od velikog interesa. Osobine algoritma mogu biti merene uqinkom u
najnepovoǉnijem i proseqnom sluqaju, kao xto su uqinili Simchi-Levi, Chen i Bramel
u [64]. Analiza najnepovoǉnijeg sluqaja pokazuje koliko je slab heuristiqki algori-
tam kada daje najgore rexeǌe u pore�eǌu sa najboǉim. Odstupaǌe najgoreg rexeǌa
od optimalnog rexeǌa daje osobine heuristike. Me�utim, heuristika koja daje slabo
rexeǌe u najnepovoǉnijem sluqaju, ne mora da daje slabo rexeǌe u opxtem sluqaju.
Stoga, analiza proseqnog sluqaja predstavǉa alternativnu metodu koja odre�uje oso-
bine heuristiqkih metoda. Na primer, kada je poznata distribucija veliqina paketa,
postoje dva naqina za odre�ivaǌe osobina proseqnog sluqaja. Prvi, analitiqkom
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metodom, koja je qesto vrlo texka, i drugi, empirijskim testovima koji se izvode na
nekoliko instanci i kopija.

Xto se tiqe koeficijenta najnepovoǉnijeg sluqaja, postoje dva tipa. U literaturi
se mo�e na�i nekoliko definicija koeficijenta asimptotski i apsolutno najnepo-
voǉnijeg sluqaja. Oba mere raskorak izme�u vrednosti rexeǌa na�enog algoritmom
i optimuma u najnepovoǉnijem sluqaju.

Formalno govore�i, dati su problem minimizacije P , instanca problema E, algo-
ritam Ã, vrednost rexeǌa dobijenog algoritmom Ã(E) i optimalna vrednost OPT (E).
Koeficijent performansi asimptotski najnepovoǉnijeg sluqaja je najmaǌi pozitivan
broj R∞ takav da za svaku instancu problema va�i:

Ã(E) ≤ R∞ ·OPT (E) +O(1), ∀ E ∈ P. (1.7)

Koeficijent performansi apsolutno najnepovoǉnijeg sluqaja je najmaǌi pozitivan
broj ρ takav da za svaku instancu problema va�i:

Ã(E) ≤ ρ ·OPT (E), ∀ E ∈ P. (1.8)

1.7 Gorǌe granice
Heuristiqki algoritmi za dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta su pode-

ǉeni na online i offline algoritme. U online verziji paketi se sa liste u algori-
tam dodaju jedan po jedan, a slede�i paketi se dodaju qim se ovi paketi neopozivo
smeste. Dakle, algoritam serijski obra�uje ulaz, pri qemu qitav ulaz nije dostu-
pan od poqetka. U offline verziji se pretpostvaǉa da algoritam ima potpuno znaǌe o
celokupnom ulazu.

Najpopularniji online algoritmi su first fit, best fit i next fit, koji su izvedeni od
algoritma za jednodimenzioni sluqaj. Poxto �e biti prezentovane strategije offline
algortitama zasnovane na first fit, best fit i next fit algoritmima, oni ne�e biti
posebno predstavǉani. Detaǉan pregled online algoritama dali su Csirik i Woeginger
u [15].

Najpoznatiji offline heuristiqki algoritmi u literaturi su pohlepnog tipa, i
mogu biti klasifikovani u dve kategorije:

• jednofazni algoritmi, koji direktno pakuju pakete u konaqna skladixta;

• dvofazni algoritmi, koji zapoqiǌu pakovaǌe paketa u jednu traku xirine W i
visine H, a zatim u drugoj fazi koriste rexeǌa trake za pakovaǌe u konaqna
W ×H skladixta.

Pre nego xto budu prikazani jednofazni i dvofazni algoritmi, potrebno je ukratko
predstaviti algoritme za pakovaǌe paketa na traku.

1.7.1 Pakovaǌe na traci
U dvodimenzionom problemu pakovaǌa na traci, potrebno je sve pakete spakovati na

traku minimalne visine. Tri klasiqne metode, zasnovane na nivoima pakovaǌa, izve-
dene su iz dobro poznatih algoritama za jednodimenzioni sluqaj. U svakom sluqaju,
paketi se inicijalno sortiraju po nerastu�im visinama i pakuju u odgovaraja�e ni-
zove.

• Frst-Fit Decreasing Height (FFDH) metoda: traka je podeǉena na nivoe, gde svaki
nivo koristi celu xirinu trake i oslaǌa se na vrh prethodnog nivoa (prvi nivo
se oslaǌa na dno trake). Paketi se u nivoe pakuju linearno, svaki se doǌom
ivicom naslaǌa na dno nivoa. Visina nivoa je visina najvixeg paketa koji on
sadr�i. Paketi se prvo pore�aju nerastu�e po visini, a zatim se postupa na
slede�i naqin: prvi paket se smexta u prvi nivo, tako da bude levo poravnat.
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Posle toga, paketi se dodaju redom, svaki paket se postavǉa ulevo koliko je
mogu�e, u nivo sa najni�im indeksom u kojem za ǌega ima mesta, du� ǌegove doǌe
ivice. Novi nivo se dodaje na iznad teku�eg nivoa, koji se nalazi na vrhu, kada
god paket ne mo�e da stane ni u jedan od postoje�ih nivoa [13].

• Best-Fit Decreasing Height (BFDH) metoda: postupak je sliqan FFDH algoritmu, ali
se me�u svim postoje�im nivoima bira onaj sa najboǉom popuǌenox�u, tj. onaj
gde bi se smextaǌem paketa dobila najmaǌa neiskorix�ena xirina nivoa.

• Next-Fit Decreasing Height (NFDH) metoda: postupak je, tako�e, sliqan kao kod
FFDH algoritma, samo xto se za smextaǌe paketa razmatra samo teku�i nivo.
Ukoliko paket ne mo�e da stane u ǌega, taj nivo se zatvara i otvara se novi,
iznad ǌega, koji postaje teku�i nivo.

Navedene metode se koriste kao prvi korak u dvofaznim algoritmima za
dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta. Prikazane su na slici 1.3.

Slika 1.3: Tri klasiqne metode za pakovaǌe nivoa.

Coffman, Garey, Johnson i Tarjan su u [14] analizirali NFDH i FFDH i odredili
ǌihovo ponaxaǌe u asimptotski najnepovoǉnijem sluqaju. Dokazali su da, ako su
visine normalizovane, tako da je maxi{hi} = 1 onda va�i

FFDH(E) ≤ 17

10
·OPT (E) + 1 (1.9)

i

NFDH(E) ≤ 2 ·OPT (E) + 1. (1.10)

FFDH i NFDH se mogu implementirati tako da zahtevaju O(n log n) vremena,
korix�eǌem odgovaraju�e strukture podataka dobijene iz jednodimenzionog sluqaja
(Johnson [38]).

U nastavku su data kratka objaxǌeǌa dobro poznatih algoritama za pakovaǌe na
traci.

• Split Fit (SF) algoritam [14]: visine i xirine svih paketa su skalirane, tako da
traka ima jediniqnu xirinu. Najve�i ceo broj m je odre�en tako da svi paketi u I
imaju xirinu maǌu ili jednaku 1/m. Lista paketa, L, je podeǉena u dve podliste,
Lwide i Lnarrow, obe ure�ene po nerastu�oj visini, tako da se u Lwide nalaze paketi
qija je xirina ve�a od 1/(m + 1), a u Lnarrow paketi qija je xirina najvixe
1/(m+1). Paketi u listi Lwide se pakuju uz pomo� algoritma FFDH, i svi paketi
postavǉeni na istom nivou se zajedniqki nazivaju blok. Dobijeni blokovi se
zatim preure�uju tako da se blokovi qija je ukupna xirina ve�a od (m+1)/(m+2)
nalaze na dnu pakovaǌa, a zatim slede blokovi qija je ukupna xirina najvixe
(m + 1)/(m + 2). Ovaj proces pomeraǌa blokova formira pravougaonu oblast R
xirine 1/(m + 2). Zatim se pakuju paketi u Lnarrow. I ponovo se za pakovaǌe
koristi algoritam FFDH. Pakovaǌe poqiǌe u oblasti R. Ako neki paket ne
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staje u R, pakovaǌe se nastavǉa iznad Lwide. Dokazano je da va�i SF (E) ≤ (3/2) ·
OPT (E) + 2.

• Reverse-fit (RF) algoritam [63]: normalizuju se xirina trake i xirina paketa,
tako da je traka jediniqne xirine. RF prvo sla�e pakete xirine ve�e od 1/2.
Preostali paketi se sortiraju po nerastu�oj visini i pakuju iznad visine H0,
koju dosti�u paketi sa xirinom ve�om od 1/2. RF zatim ponavǉa slede�i
proces. Paketi se pakuju s leva nadesno sa doǌom stranom du� linije visine
H0, sve dok vixe ne bude prostora. Zatim se pakovaǌe paketa vrxi s desna
nalevo i odozgo na dole (xto se jox zove promena nivoa) sve dok ukupna xirina
ne bude najmaǌe 1/2. Zatim se promeǌen nivo spuxta dole, sve dok jedan od
paketa ne dotakne neki paket ispod. Spuxtaǌe se ponavǉa. Dokazano je da va�i
RF (E) ≤ 2 ·OPT (E);

• Stajnbergov algoritam (eng. Steinberg’s algorithm) [68]: proceǌuje se gorǌa granica
visine H koja je potrebna da se svi ulazni paketi spakuju u pravougaonik xirine
W i visine H. Zatim se definixe sedam procedura sa sedam uslova, tako da
svaka deli problem na dva maǌa i rexava ih rekurzivno. Pokazano je da svaki
dopustiv problem zadovoǉava jedan od sedam uslova. Pokazano je, tako�e, da za
Stajnbergov algoritam va�i: Steinberg′s algorithm(E) ≤ 2 ·OPT (E).

• Sleatorov algoritam (eng. Sleator’s algorithm) [65]: normalizuju se xirina trake
i xirina paketa, tako da je traka jediniqne xirine. Algoritam se sastoji iz
qetiri koraka: (1) svi paketi xirine ve�e od 1/2 se pakuju jedan na drugi na
dnu trake. Pretpostavimo da je visina dobijenog pakovaǌa h0. Sva naredna
pakovaǌa �e se desiti iznad h0. (2) Preostali paketi se ure�uju po nerastu�oj
visini. Nivo od kojeg se paketi pakuju (u redosledu po nerastu�im visinama)
s leva nadesno je du� linije na visini h0. (3) Povlaqi se vertikalna linija
koja deli traku na dva jednaka dela (treba imati na umu da ova linija mo�e
prese�i paket koji je delimiqno smexten na desnu stranu). Izvlaqe se dva hori-
zontalna linijska segmenta, du�ine 1/2, jedan preko leve polovine (naziva se leva
osnovna linija), i jedan preko desne polovine (naziva se desna osnovna linija)
xto je mogu�e ni�e, tako da ne prelaze preko bilo kojeg paketa. (4) Bira se leva
ili desna osnovna linija, u zavisnosti koja je ni�a, i zapoqiǌe se novi nivo
pakovaǌa u odgovaraju�oj polovini, sve dok se ne pojavi slede�i paket koji je
prexirok. Zatim se formira nova osnovna linija, pa ponovo bira ni�a i korak
(4) se ponavǉa dok se ne spakuju svi paketi. Pokazano je da Sleatorov algoritam
ima asimptotsku granicu jednaku 5/2.

• Bottom-Left (BL) algoritam: paketi se sortiraju po nerastu�oj xirini, a teku�i
paket se pakuje na najni�u mogu�u poziciju, tako da bude levo poravnat. Baker,
Coffman i Rivest su u [2] analizirali performanse najnepovoǉnijeg sluqaja BL
algoritma i pokazali slede�e: (1) ako paketi nisu ure�eni, BL mo�e biti proi-
zvoǉno lox; (2) ako su paketi ure�eni po nerastu�im xirinama tada je BL(E) ≤
3 ·OPT (E).

1.7.2 Pakovaǌe u skladixta: dvofazne heuristike
Dvofazni algoritam za konaqan problem pakovaǌa u skladixta, koji se naziva Hy-

brid First Fit (HFF), predstavili su Chung i saradnici u [13]. U prvoj fazi, pakovaǌe
na traci se dobija pomo�u FFDH metode. Oznaqimo sa H1, H2, ... visine nivoa, i neka
va�i H1 ≥ H2 ≥ .... Rexeǌe se zatim dobija heuristiqkim rexavaǌem jednodimenzionog
problema pakovaǌa u skladixte (sa veliqinom paketa Hj i kapacitetom skladixta H)
pomo�u FFD algoritma: inicijalizuje se skladixte 1 da bi se spakovao nivo 1, a za-
tim se, za rastu�e j = 2, 3, ..., teku�i nivo j pakuje u skladixte sa najni�im indeksom,
u koje mo�e da stane, ako ono postoji; ako nijedno skladixte ne mo�e da primi j,
inicijalizuje se novo. Primer je prikazan na slici 1.4. Xtavixe, u istom radu, pod
pretpostavkom da su visine paketa normalizovane, predstavǉen je slede�i rezultat:

HFF (E) ≤ 17

8
OPT (E) + 5. (1.11)
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U najnepovoǉnijem sluqaju je HFF (E) = 91
45 · (OPT (E)− 1). Obe faze mogu biti imple-

mentirane tako da za izvrxeǌe zahtevaju O(n log n) vremena.

(a) HFF: faza 1 (b) HFF: faza 2, skladixte broj 1

(c) HFF: faza 2, skladixte broj 2

Slika 1.4: HFF algoritam.

Berkey i Wang su u [6] predstavili dvofazni algoritam Finite Best-Strip (FBS), koji
predstavǉa varijantu HFF algoritma. Prva faza se izvodi pomo�u BFDH metode. U
drugoj fazi se jednodimenzioni problem pakovaǌa rexava pomo�u Best-Fit Decreasing
algoritma: teku�i nivo se pakuje u skladixte, u kojem je, nakon pakovaǌa nivoa,
neiskorix�eni vertikalni prostor minimalan; ako nijedno skladixte ne mo�e da
primi taj nivo, otvara se novo. Primer je dat na slici 1.5.

Frenk i Galambos su u [22] razmotrali varijantu HFF algoritma gde se u prvoj fazi
primeǌuje NFDH metoda, i jednodimenzioni problem pakovaǌa u skladixte rexava
pomo�u Next-Fit Decreasing algoritma: teku�i nivo se pakuje u u teku�e skladixte, ako
mo�e da stane, ili se otvara novo skladixte. Zbog next-fit strategije, ovaj algo-
ritam je ekvivalentan jednofaznom algoritmu, gde se paket pakuje na teku�i nivo
teku�eg skladixta, ako je mogu�e; inaqe, inicijalizuje se novi nivo u okviru teku�eg
skladixta (ako ima dovoǉno slobodnog vertikalnog prostora), ili u novom skladixtu.
Rezultuju�i algoritam naziva se Hybrid Next-Fit (HNF). Performanse asimptotski
najnepovoǉnijeg sluqaja posmatrane su kao funkcija od maxi{wi} i maxi{hi}. Pretpo-
stavǉaju�i da su xirine i visine normalizovane na 1, najloxije performanse se do-
bijaju za maxi{wi} > 1

2 i maxi{hi} > 1
2 i va�i:

HNF (E) ≤ 3, 382... ·OPT (E) + 9 (1.12)

gde je 3,382... aproksimacija za dobru, ali iracionalnu granicu. Prethodno nave-
dena tri algoritma se mogu implementirati tako da za izvrxeǌe zahtevaju O(n log n)
vremena.

Naredna dva algoritma zahtevaju vixe vremena u najnepovoǉnijem sluqaju, ali su
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(a) FBS: faza 1 (b) FBS: faza 2, skladixte broj 1

(c) FBS: faza 2, skladixte broj 2

Slika 1.5: FBS algoritam.

u praksi veoma brzi i efikasni.

Lodi, Martello i Vigo su u [48] i [53] predstavili Floor-Ceiling (FC) pristup, koji
proxiruje naqin pakovaǌa paketa na nivoe. Horizontalna linija, definisana gorǌom
(odnosno doǌom) ivicom najvixeg paketa spakovanog na nivou, naziva se plafon, eng.
ceiling (odnosno pod, eng. floor) nivoa. Prethodni algoritmi pakuju pakete, s leva
nadesno, sa ǌihovom doǌom ivicom na podu nivoa. FC ih dodatno mo�e pakovati s
desna nalevo, sa gorǌom ivicom na plafonu nivoa. Prvi paket na plafonu mo�e biti
samo onaj koji ne mo�e biti spakovan na podu ispod. Primer ovakvog pakovaǌa je dat
na slici 1.6. U prvoj fazi, teku�i paket se pakuje u skladu sa prioritetima: (1) na
plafon (ako je gorenavedeni uslov ispuǌen), u skladu sa best-fit strategijom; (2) na
pod, u skladu sa best-fit strategijom; (3) na pod novog nivoa. U drugoj fazi, nivoi
su spakovani u konaqna skladixta pomo�u Best-Fit Decreasing algoritma ili pomo�u
egzaktnog algoritma za rexavaǌe jednodimenzionog problema pakovaǌa u skladixta
zaustavǉenog posle unapred zadatog broja iteracija. Implementacija prve faze, data
u [53], zahteva O(n3) vremena za izvrxeǌe, dok kompleksnost druge faze zavisi od
izabranog algoritma.

Slika 1.6: FC algoritam.
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Druga strategija pakovaǌa po nivoima, zasnovana na taqnom rexeǌu indukovanih
potproblema, usvojena je u problemu pakovaǌa ranca (eng. Knapsack Packing - KP),
koji su predstavili Lodi, Martello i Vigo u [48]. Prva faza pakuje jedan po jedan nivo
na slede�i naqin. Prvi (najvixi) nespakovan paket (oznaqen sa i∗) inicijalizuje
nivo koji se zatim dopuǌuje rexavaǌem instance problema pakovaǌa ranca nad svim
neraspore�enim paketima, gde je: (1) kapacitet ranca W −wi∗ ; (2) wi xirina paketa i;
(3) dobit paketa i ǌegova povrxina wihi. Pakovaǌe u konaqna skladixta se vrxi kao i
kod FC algoritma. KP algoritam (kao i FC algoritam iznad) mo�e zahtevati rexavaǌe
NP texkih potproblema, proizvode�i nepolinomijalnu vremensku slo�enost.

1.7.3 Pakovaǌe u skladixta: jednofazne heuristike sa nivoima
Dva jednofazna algoritma predstavili su Berkey i Wang u [6].

Finite Next-Fit (FNF) algoritam direktno pakuje pakete u konaqna skladixta na isti
naqin kao i HNF algoritam, predstavǉen u prethodnom odeǉku, xto se mo�e videti u
[6] i [22]. Primer je dat na slici 1.7.

(a) FNF: skladixte broj 1 (b) FNF: skladixte broj 2

(c) FNF: skladixte broj 3

Slika 1.7: FNF algoritam.

Finite First-Fit (FFF) se koristi umesto FFDH metode. Teku�i paket se pakuje na
nivo sa najni�im indeksom, gde mo�e da stane; ako ne postoji nivo na koji se paket
mo�e spakovati, formira se novi nivo u teku�em skladixtu ili novom skladixtu (ako
u teku�em nema dovoǉno vertikalnog prostora). Primer je dat na slici 1.8.
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(a) FFF: skladixte broj 1 (b) FFF: skladixte broj 2

Slika 1.8: FFF algoritam.

Oba algoritma zahtevaju O(n log n) vremena za izvrxeǌe.

1.7.4 Pakovaǌe u skladixta: jednofazne heuristike bez nivoa
Glavna metoda bez nivoa poznata je kao Bottom-Left (BL) i sastoji se u pakovaǌu

trenutnog paketa na najni�u mogu�u poziciju, tako da on bude levo poravnat.

Berkey i Wang su u [6] predstavili BL pristup za sluqaj konaqnog skladixta.
ǋihov Finite Bottom-Left (FBL) algoritam inicijalno sortira pakete po nerastu�im
xirinama. Teku�i paket se pakuje na najni�u poziciju bilo kojeg inicijalizovanog
skladixta, tako da bude levo poravnat; ako ne postoji skladixte koje mo�e primiti
paket, inicijalizuje se novo. Primer FBL algoritma je dat na slici 1.9.

(a) FBL: skladixte broj 1 (b) FBL: skladixte broj 2

Slika 1.9: FBL algoritam.

Raqunarsku implementaciju BL algoritma prouqavao je Chazelle u [12], koji je dao
metod qije izvo�eǌe zahteva O(n2) vremena. Isti pristup usvojili su Berkey i Wang
u [6].

Berkey i Wang su u [6] predstavili i Next Bottom-left (NBL) algoritam, koji je sliqan
FBL algoritmu, ali generisaǌe novog skladixta znaqi da je sav slobodan prostor u
prethodnim skladixtima zanemaren. Tako je u datom trenutku aktivno samo jedno
skladixte. Primer NBL algoritma dat je na slici 1.10.

Lodi, Martello i Vigo su u [48] predstavili drugaqiji pristup bez nivoa, koji se zove
Alternate Directions (AD) algoritam. On inicijalizuje L skladixta (L je doǌa granica
optimalne vrednosti, o qemu �e biti req u odeǉku 1.8) pakovaǌem podskupa paketa na
ǌihovo dno, u skladu sa best-fit decreasing strategijom (paketi 1, 2, 3, 7 i 9 na slici
1.11, za L = 2). Preostali paketi se u skladixte pakuju jedan po jedan, u trake,
alternativno s leva nadesno i s desna nalevo. Kada paket ni u jednom smeru ne mo�e
biti spakovan u trenutno skladixte, prelazi se na slede�e inicijalizovano ili novo,
prazno skladixte (tre�e skladixte na slici 1.11, u sluqaju razmatraǌa paketa 11).
Slo�enost algoritma je O(n3).
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(a) NBL: skladixte broj 1 (b) NBL: skladixte broj 2

Slika 1.10: NBL algoritam.

Slika 1.11: AD algoritam.

1.7.5 Metaheuristike
Heuristiqki pristup je koristan kod problema koji imaju veliku slo�enost i

za koje metode koje imaju deterministiqki pristup, kao xto je metoda granaǌa i
ograniqavaǌa, ne mogu da na�u rexeǌe u razumnom vremenu. Iako su heuristike brze
u generisaǌu rexeǌa za pakovaǌe, rexeǌe u velikoj meri zavisi od ulaznog niza
paketa.

Metaheuristiqki pristupi se qesto koriste za aproksimaciju rexeǌa texkih pro-
blema kombinatorne optimizacije. Metaheuristike, kao xto su evolutivni algoritmi
(npr. genetski algoritam), algoritam simuliranog kaǉeǌa i tabu search algoritam se,
tako�e, koriste i za rexavaǌe problema pakovaǌa u skladixte.

Pre nego xto predstavimo specifiqne algoritme, u nastavku se ukratko biti pred-
stavǉeni genetski algoritam, algoritam simuliranog kaǉeǌa i tabu search algoritam.

Genetski algoritam (GA)

Prve ideje o genetskim algoritmima izlo�ene su u radu Holland-a, 1975. godine
[36], i javile su se u okviru tzv. teorije adaptivnih sistema, koja prouqava mo-
dele efikasnog adaptivnog ponaxaǌa nekih bioloxkih, specijalno genetskih, sistema.
Ovakvi algoritmi su prvobitno kreirani da simuliraju proces genetske evolucije
jedne populacije jedinki pod dejstvom okru�eǌa i genetskih operatora. U ovom pro-
cesu je svaka jedinka okarakterisana hromozomom koji predstavǉa ǌen genetski kôd.
One jedinke iz populacije koje su u ve�oj meri prilago�ene okru�eǌu, me�usobno
se daǉe reprodukuju (primenom genetskih operatora na ǌihove hromozome) i tako se
stvara nova generacija jedinki, prilago�enija od prethodne. Ovaj proces se ponavǉa,
pri qemu se iz generacije u generaciju proseqna prilago�enost qlanova populacije
pove�ava.

GA formira poqetnu populaciju jedinki. Svaka jedinka predstavǉa mogu�e re-
xeǌe u pretra�ivaqkom prostoru za dati problem (prostoru svih rexeǌa). Najqex�e
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se koristi binarno kodiraǌe, gde se svaki hromozom (kôd), koji karakterixe jedinku
(rexeǌe), sastoji od nula i jedinica. Pogodnost hromozoma svake jedinke populacije
raquna se pomo�u funkcije pogodnosti. Funkcija pogodnosti se definixe za svaki
problem posebno. Sluqajnim delovaǌem genetskih operatora na sluqajno izabrane
jedinke iz teku�e populacije koje imaju ve�u pogodnost, dobija se nova populacija.
Proverava se kriterijum zaustavǉaǌa, i ako je ispuǌen, teku�e rexeǌe se uzima
kao aproksimacija optimalnog rexeǌa. Teku�e rexeǌe se raquna u svakoj iteraciji,
odnosno za sve jedinke iz novoformirane populacije, i predstavǉa vrednost za koju
se ostvaruje minimum ili maksimum funkcije ciǉa datog problema. Kriterijumi zau-
stavǉaǌa GA algoritma mogu biti razliqiti. Osnovna verzija GA algoritma obiqno
staje kada se dosegne unapred zadat, pogodno izabran, broj iteracija.

Genetski operatori koji se koriste u okviru GA algoritma su operatori selekcije,
ukrxtaǌa i mutacije.

• selekcija: biraju se one jedinke iz trenutne populacije koje su prilago�enije
okru�eǌu, tj. qija je vrednost funkcije pogodnosti ve�a, da bi se ǌihovom re-
produkcijom dobile nove jedinke.

• ukrxtaǌe: sluqajno se uzajamno razmeǌuju delovi hromozoma dve jedinke i na taj
naqin dobijaju dve nove jedinke.

• mutacija: meǌa se sadr�aj hromozoma neke jedinke.

Simulirano kaǉeǌe (SK)

SK algoritam, koji je prvo razvio Kirkpatrick u [43], zasnovan je na analogiji izme�u
nala�eǌa najboǉeg rexeǌa problema kombinatorne optimizacije i procesa kaǉeǌa
nekog rastopǉenog materijala do postizaǌa kristalizovanog qvrstog staǌa.

Proces pretrage zapoqiǌe od proizvoǉnog poqetnog rexeǌa i dovoǉno velike
poqetne temperature. Temperatura je pozitivan kontrolni parametar, qije su
vrednosti zadate nizom t1, t2, ... takvim da je t1 ≥ t2 ≥ ... i limn→∞ tn = 0. Ovaj niz
se naziva shema hla�eǌa i on definixe naqin i brzinu smaǌivaǌa temperature tokom
iteracija. Zatim se na sluqajan naqin bira jedno rexeǌe iz okoline teku�eg re-
xeǌa. Ako je to rexeǌe boǉe, onda ono postaje novo teku�e rexeǌe. Ako je novo
rexeǌe loxije od teku�eg, ono ipak mo�e da postane teku�e rexeǌe, ali sa odre�enom
verovatno�om. Loxije rexeǌe se prihvata sa verovatno�om jednakom e−∆C/t, gde je ∆C
razlika izme�u vrednosti funkcije ciǉa u trenutnom rexeǌu i vrednosti funkcije
ciǉa u rexeǌu iz okoline trenutnog rexeǌa, a t trenutna temperatura. Verovatno�a
vremenom opada kako se algoritam izvrxava. Ovakav pristup obezbe�uje izlazak iz
lokalnog optimuma. Pred kraj izvrxavaǌa algoritma verovatno�a prihvataǌa loxi-
jeg rexeǌa je jako mala, jer se smatra da je optimum dostignut ili se nalazi blizu
najboǉeg pose�enog rexeǌa, pa se izbegava pogorxaǌe teku�eg rexeǌa.

Kriterijum zaustavǉaǌa je unapred odre�en. SK se mo�e prekinuti kada tempe-
ratura padne ispod neke minimalne vrednosti, ili kada izvestan broj iteracija pro-
tekne bez znaqajnog smaǌeǌa funkcije ciǉa ili bez prihvataǌa novih taqaka pre-
tra�ivaǌa. Ponekad se unapred zna taqna ili proceǌena minimalna vrednost funkcije
ciǉa, pa se pretra�ivaǌe zaustavǉa kada se ova vrednost dostigne.

Tabu pretraga (TS)

TS pretraga, koju je 1986. predlo�io Glover u [27], a zatim i razradio u [28], [29] i
[30], predstavǉa metaheuristiku zasnovanu na lokalnom pretra�ivaǌu, koja kao svoju
najva�niju komponentu koristi memoriju za pam�eǌe podataka o prethodnim fazama
pretra�ivaǌa, kako bi prevazixla zaglavǉivaǌe u lokalnom optimumu.

Req ,,tabu” oznaqava nexto xto nije druxtveno prihvatǉivo, odnosno nexto xto
je zabraǌeno i donosi rizik. Upravo je to ideja TS pretrage. Rexeǌa oznaqena kao
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,,tabu” se zanemaruju sa ciǉem da se dostigne xto boǉe rexeǌe i iza�e iz lokalnog
optimuma. Glavnu ulogu za dodeǉivaǌe i meǌaǌe tabu statusa ima memorija. Memo-
rija u kojoj se quvaju informacije o zabraǌenim potezima naziva se tabu lista.

Metoda kre�e od jednog rexeǌa, a zatim koristi metodu lokalne pretrage sve dok
ne dostigne lokalni optimum. Kada se dostigne lokalni optimum, rexeǌe koje ga
predstavǉa se pamti u tabu listi i iskǉuquje iz okoline za pretra�ivaǌe u neko-
liko narednih iteracija. Potom se ponovo poqiǌe sa lokalnim pretra�ivaǌem, ali
u tako modifikovanoj okolini. Rexeǌe se vra�a u okolinu nakon isteka ǌegovog tabu
statusa, a neka druga rexeǌa postaju zabraǌena.

Da bi se smaǌila memorija potrebna za smextaǌe rexeǌa u tabu listu qesto se
pamte samo neka ǌegova svojsta, tako da se u tabu listi mogu quvati samo zabraǌeni
potezi, tj. potezi koji dovode do zabraǌenih rexeǌa. Mogu�e je koristiti i neko-
liko tabu lista, pa se u tom sluqaju potez smatra zabraǌenim ako se nalazi u svim
listama, a inaqe je dozvoǉen. U sluqaju da je du�ina tabu liste prevelika, izra�ena
je diverzifikacija pretra�ivaǌa, tj. ,,rasejavaǌa” u nove oblasti. U sluqaju da
je du�ina tabu liste suvixe mala, pove�ava se mogu�nost kru�eǌa u okolini nekog
rexeǌa. Da bi se prevazixli navedeni nedostaci ove metode, mogu�e je uvesti ukidaǌe
tabu statusa nekom potezu. Jedan od najjednostavnijih naqina je korix�eǌe tabu liste
promenǉive du�ine. Drugi, qesto korix�eni pristup je tzv. kriterijum aspiracije,
kojim se ukida tabu status potezu koji vodi u dovoǉno dobru taqku. Metoda tabu pre-
trage mo�e se unaprediti uvo�eǌem kratkoroqne, sredǌoroqne i dugoroqne memorije.
Kratkoroqna memorija se koristi za formiraǌe tabu liste i ima ulogu u spreqavaǌu
kru�eǌa u okolini nekog rexeǌa. Sredǌoroqna memorija obezbe�uje intenzifikaciju,
tj. intenzivno pretra�ivaǌe u nekom regionu, u kome se nalazi trenutno najboǉe
rexeǌe, dok je svrha dugoroqne memorije diverzifikacija, tj. prenoxeǌe pretrage u
delove prostora pretra�ivaǌa koji nisu istra�eni. I u sredǌoroqnoj i u dugoroqnoj
memoriji se pamte svojstva rexeǌa, a zatim se u procesu intenzifikacije biraju
rexeǌa koja imaju zajedniqka svojstva sa trenutno najboǉim rexeǌem, dok se u pro-
cesu diverzifikacije biraju rexeǌa kod kojih su ta svojstva razliqita od trenutno
najboǉeg rexeǌa.

Kriterijum zaustavǉaǌa mo�e da ima razne oblike. Na primer, pretraga se mo�e
zaustaviti ako je broj uzastopnih iteracija, u kojima nije bilo poboǉxaǌa trenutno
najboǉe vrednosti funkcije ciǉa, ve�i od zadate vrednosti. Ako se unapred zna min-
imalna vrednost funkcije ciǉa, tada se staje qim se ova vrednost dostigne (detaǉnije
o ovim algoritmima mo�e se na�i u [16]).

Lodi, Martello i Vigo su u [52], [48] i [53] razvili efikasan TS algoritam za 2BPP
problem i ǌegove varijante, ukǉuquju�i mogu�nost rotacije paketa za 90◦ ili do-
datan uslov da se paketi mogu dobiti iz obrazaca nastalih giǉotinskim rezovima.
Glavna karakteristika ovog TS algoritma je biraǌe sheme pretrage i okoline koji su
nezavisni od problema pakovaǌa koji treba rexiti. Algoritam se praktiqno mo�e
koristiti za bilo koju varijantu 2BPP problema promenom specifiqnog determi-
nistiqkog algoritma koji se koristi za procenu poteza u pretrazi okoline.

U odnosu na dato rexeǌe potezi se modifikuju meǌaǌem pakovaǌa podskupa paketa
S, u pokuxaju da se isprazni specifiqno ciǉno skladixte, koje je izabrano me�u
onima koja imaju malu povrxinu za pakovaǌe i relativno veliki broj paketa koje
treba spakovati. Podskup S je definisan tako da ukǉuquje jedan paket, j, iz ciǉnog
skladixta, i trenutni sadr�aj k drugih skladixta, a novo pakovaǌe se dobija pri-
menom odgovaraju�eg heuristiqkog algoritma nad S. Ako potez pakuje pakete iz S u k
(ili maǌe) skladixta, tj. paket j biva ukloǌen iz ciǉnog skladixta, bira se novi
paket, u skladu sa tim se definixe novi skup S i izvodi se novi potez. Inaqe, S se
meǌa biraǌem drugog skupa od k razliqitih skladixta ili izborom drugog paketa j
iz ciǉnog skladixta.

TS algoritam, koji su predstavili Lodi, Martello i Vigo u [52], [48] i [53], Iori, Martello
i Monaci su u [37] iskombinovali sa genetskim algoritmom i dobili hibridni algori-
tam za rexavaǌe 2SPP problema, koji se lako mo�e prilagoditi drugim problemima
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pakovaǌa u dve ili vixe dimenzija.

Færø, Pisinger i Zachariasen su u [17] dali drugaqiji metaheuristiqki pristup za
2BPP problem. ǋihov algoritam lokalne pretrage poqiǌe od dopustivog rexeǌa i
proizvoǉno uklaǌa neka skladixta, dodeǉuju�i ǌihove pakete drugim skladixtima.
Novo rexeǌe je generalno nedopustivo i dovodi do optimizacionog problema u kojem
je potrebno minimizirati funkciju ciǉa koja meri dva puta preklopǉenu povrxinu.
Pridru�ena okolina se pretra�uje pomeraǌem objekata, dok se ne na�e dopustivo
rexeǌe.

Boschetti i Mingozzi su u [7] i [8] predstavili nove doǌe granice i efikasnu heu-
ristiku za 2BPP koja:

1) dodeǉuje cenu svakom paketu;

2) pakuje pakete po nerastu�im vrednostima odgovaraju�ih cena;

3) a�urira rezultate korix�eǌem specifiqnih kriterijuma;

4) ponavǉa korake 2) i 3) dok ne prona�e optimalno rexeǌe ili ne dostigne maksi-
malan broj iteracija.

Izvrxavaǌe algoritma se ponavǉa za dati skup razliqitih kriterijuma koji su
korix�eni za a�uriraǌe cena paketa.

Soke i Bingul su u [66] predstavili hibridni genetski algoritam i algoritam simuli-
ranog kaǉeǌa za dvodimenzioni negiǉotinski pravougaoni problem pakovaǌa. U ǌi-
hovom radu, GA i SK se koriste odvojeno, kako bi se dobila permutacija za smextaǌe
malih paketa. Poboǉxani BL algoritam se koristi za smextaǌe pravougaonih paketa.
Pristupi rexavaǌu, gde su GA i SK kombinovani sa unapre�enim BL algoritmom, su
poznati kao hibridni GA i hibridni SK.

Dosadaxǌa istra�ivaǌa o problemu pakovaǌa u skladixta su uglavnom fokusi-
rana na minimizaciju nepopuǌenog prostora. Me�utim, u ve�ini problema pako-
vaǌa potrebno je da bude postignuta minimizacija nepopuǌenog prostora i balans
potrebnih skladixta. Liu, Tan, Huang, Goh i Ho [47] su definisali dvodimenzioni pro-
blem pakovaǌa u skladixta sa vixe funkcija ciǉa (eng. multiobjective two-dimensional
bin packing model - MOBPP-2D). Jedna funkcija ciǉa je minimizacija nepopuǌenog
prostora skladixta, a druga balansiraǌe puǌeǌa skladixta.

1.7.6 Aproksimativni algoritmi
Dugo postavǉano pitaǌe o mogu�nosti aproksimacije 2BPP i 2SPP problema je

naxlo odgovor posledǌih godina. Potpunu polinomijalnu aproksimaciju razvili su
Kenyon i Rémila u [42], koja lako daje 2 + ε garanciju za 2BPP problem. Caprara, Lodi i
Monaci su u [10] dali asimptotski potpuno polinomijalnu aproksimacionu shemu (eng.
Asymptotic Fully Polynomial Time Approximation Scheme - AFPTAS) za 2BPP problem sa
restrikcijom na nivoe. Kasnije je Caprara u [9] predstavio algoritam za generalni
2BPP problem sa T∞+ ε garancijom za asimptotski najnepovoǉniji sluqaj, gde je T∞ =
1, 691... dobro poznata garancija za harmonijski 1BPP problem ([45]). Ovaj problem
su daǉe unapredili Bansal, Caprara i Sviridenko [3], koji su predstavili osnovu za
unapre�eǌe prethodnog aproksimativnog algoritma i dobili garanciju asimptotske
aproksimacije proizvoǉno blisku vrednosti 1, 525... za pakovaǌe sa i bez rotacije.
Ovo je trenutno najboǉi asimptotski rezultat. Konaqno, Bansal i Sviridenko su u [4]
pokazali da bez mogu�nosti aproksimacije APTAS ne mo�e postojati za 2BPP problem.

Svi prethodni rezultati se bave mogu�nox�u asimptotske aproksimacije, tj. ko-
eficijent aproksimacije je blizak navedenim vrednostima za instance koje ukǉuquju
veliki broj paketa. O koeficijentu apsolutne aproksimacije mo�e se na�i u radovima
[70], [67] i [35]. Harren i van Stee su u [34] izveli aproksimativni algoritam za 2BPP
sa koeficijentom apsolutne aproksimacije jednakim 2, xto je najboǉe polinomijalno
vreme aproksimacije za ovaj problem.
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1.8 Doǌe granice
Dobre doǌe granice optimalnog rexeǌa su vrlo bitne i za implementaciju

egzaktnih pristupa enumeracije i za empirijsku procenu aproksimacije rexeǌa.
Najjednostavnija granica 2BPP problema je povrxinska granica

L0 =

⌈∑n
i=1 wihi
WH

⌉
koja ima linearnu vremensku slo�enost. Martello i Vigo su [57] odredili apsolutno
najnepovoǉniji sluqaj ponaxaǌa L0:

L0(E) ≥ 1

4
·OPT (E)

gde L0(E) i OPT (E) predstavǉaju vrednost doǌe granice i optimalnu vrednost re-
xeǌa, respektivno, za instancu E datog problema. Granica je dobra, xto se mo�e
videti na slici 1.12. Rezultat va�i qak i ako je dozvoǉena rotacija (za bilo koji
ugao).

Slika 1.12: Najnepovoǉniji sluqaj povrxinske granice.

Boǉa doǌa granica, u nepolinomijalnom vremenu, se mo�e dobiti rexavaǌem jedno-
dimenzionog problema pakovaǌa, gde su veliqine elemenata wihi (i = 1, ..., n), a ka-
pacitet skladixta WH. Caprara i Monaci su u [3] pokazali da optimalno rexeǌe za
takvu 1BPP instancu daje validnu doǌu granicu za 2BPP problem L1, takvu da va�i
L1(E) ≥ 1

3 ·OPT (E).

U mnogim sluqajevima, aproksimacija koju obezbe�uju ove dve granice mo�e biti
slaba ili vreme raqunaǌa mo�e biti veliko za efikasnu upotrebu u okviru efikasnog
algoritma. Boǉe granice predlo�ili su Martello i Vigo u [57]. Za dati ceo broj q,
takav da je 1 ≤ q ≤W/2, definisani su slede�i skupovi:

K1 = {i ∈ I : wi > W − q} (1.13)

K2 = {i ∈ I : W − q ≥ wi > W/2} (1.14)

K3 = {i ∈ I : W/2 ≥ wi ≥ q} (1.15)

Mo�e se primetiti da paketi iz K1 ∪ K2 ne mogu biti spakovani jedan do drugog
u skladixte. Stoga, doǌa granica LW

1 za podinstancu odre�enu paketima iz K1 ∪K2

mo�e biti dobijena korix�eǌem bilo koje doǌe granice za 1BPP instancu definisanu
elementima veliqine hi (i ∈ K1 ∪K2) i kapacitetom skladixta H.

Doǌa granica za celokupnu instancu se sada dobija razmatraǌem paketa iz K3, jer
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se nijedan od ǌih ne mo�e spakovati do paketa iz K1:

LW
2 (q) = LW

1 + max

{
0,

⌈∑
i∈K2∪K3

wihi − (HLW
1 −

∑
i∈K1

hi)W

WH

⌉}
. (1.16)

Simetriqna granica LH
2 (q) se dobija zamenom xirina i visina. Uoqavaǌem da obe

granice va�e za bilo koje q, ukupna doǌa granica je:

L2 = max

(
max

1≤q≤W/2
{LW

2 (q)}, max
1≤q≤H/2

{LH
2 (q)}

)
. (1.17)

U [57] je pokazano da za bilo koju instancu 2BPP problema vrednost dobijena sa grani-
com L2 nije maǌa od one koja je dobijena sa L0, i da je za raqunaǌe L2 potrebno
O(n2) vremena. U istom radu, Martello i Vigo su predstavili i raqunski slo�eniju
granicu, koja u nekim sluqajevima nadmaxuje L2. Za date cele brojeve p i q, takve da
je 1 ≤ p ≤ H/2 i 1 ≤ q ≤W/2, definisani su slede�i skupovi:

I1 = {i ∈ I : wi > W − q ∧ hi > H − p} (1.18)

I2 = {i ∈ I \ I1 : wi > W/2 ∧ hi > H/2} (1.19)

I3 = {i ∈ I : W/2 ≥ wi ≥ q ∧H/2 ≥ hi ≥ p} (1.20)

(videti sliku 1.13). Mo�e se primetiti slede�e: (1) I1 ∪ I2 ne zavisi od p i q; (2)
ne postoje dva paketa iz I1 ∪ I2 koja mogu biti spakovana jedan pored drugog u isto
skladixte; (3) ne postoji paket iz I3 koji staje u isto skladixte koje sadr�i paket iz
I1. Dobra doǌa granica se mo�e dobiti dodavaǌem minimalnog broja skladixta, koja
su potrebna za one pakete iz I3 koji ne mogu biti spakovani u skladixta korix�ena
za pakete iz I2, na broj |I1 ∪ I2|. Takva granica mo�e biti odre�ena razmatraǌem
relaksirane instance gde svaki paket j ∈ I3 ima minimalnu veliqinu, tj. hj = p i
wj = q. Za dato skladixte koje sadr�i paket i, maksimalan broj p× q paketa koji mogu
biti spakovani u to skladixte je (videti sliku 1.14):

m(i, p, q) =

⌊
H

p

⌋⌊
W − wi

q

⌋
+

⌊
W

q

⌋⌊
H − hi
p

⌋
−
⌊
H − hi
p

⌋⌊
W − wi

q

⌋
. (1.21)

Slika 1.13: Paketi u I1, I2 i I3.
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Slika 1.14: Relaksirana instanca sa smaǌenim paketima.

Stoga, za svako p i q dobra doǌa granica je

L3(p, q) = |I1 ∪ I2|+ max

0,

 |I3| −
∑

i∈I2 m(i, p, q)⌊
H
p

⌋ ⌊
W
q

⌋

 (1.22)

tako da je sveukupna granica

L3 = max
1≤q≤W/2,1≤p≤H/2

{L3(p, q)}. (1.23)

Za raqunaǌe doǌe granice L3 je potrebno O(n3) vremena. Nijedna od granica L2 i L3

ne dominira nad drugom.

Navedene granice su poboǉxali Boschetti i Mingozzi u [7] i [8], koji su tako�e
predstavili i neke doǌe granice za 2BPP problem gde je dozvoǉena rotacija paketa
za 90◦.

Fekete i Schepers su u [18] i [20] predstavili opxtu tehniku ograniqavaǌa za pro-
blem pakovaǌa u skladixte i problem pakovaǌa na traci, za jednu i vixe dimenzija,
zasnovanu na dualno dopustivoj funkciji. Funkcija u : [0, 1] → [0, 1] se naziva dualno
dopustivom [56] ako za svaki konaqan skup S nenegativnih realnih brojeva va�i:∑

x∈S
x ≤ 1⇒

∑
x∈S

u(x) ≤ 1. (1.24)

Instanca 1BPP problema se normalizuje stavǉaǌem hi = hi/H, (i = 1, ..., n), a zatim
i H = 1. Za svaku dopustivu funkciju u, svaka doǌa granica za transformisanu
instancu, kod koje su veliqine paketa u(h1), ..., u(hn), je dobra doǌa granica za ori-
ginalnu instancu. U [18] je predstavǉena klasa dualno dopustivih funkcija za 1BPP
problem, dok je u [20] pristup proxiren na pakovaǌe u dve i vixe dimenzija. Za d-
dimnzioni problem pakovaǌa u skladixte, skup od d dopustivih funkcija {u1, ..., ud}
se naziva konzervativna skala. Tako je, za bilo koju konzervativnu skalu C = {u1, u2},
dobra doǌa granica za 2BPP problem

L(C) =

n∑
i=1

u1(wi)u2(hi) (1.25)

gde su wi i hi po pretpostavci normalizovane vrednosti, na naqin koji je prikazan
gore. Za dati skup V konzervativnih skala, dobra doǌa granica je

Lb = max
C∈V

L(C). (1.26)
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Pristup koji su dali Fekete i Schepers daǉe su istra�ivali Caprara i Monaci u [11].
Osnovna ideja je da bilo koji par dualno dopustivih funkcija, sa pridru�enim xiri-
nama i visinama paketa, respektivno, dovodi do dobre doǌe granice za 2BPP
instancu. Problem odre�ivaǌa para dualno dopustivih funkcija koji dovodi do
najboǉe (najvixe) doǌe granice je definisan kao razdvojen bilinearni program. Raqu-
narski eksperimenti u [10] su pokazali da je za najve�i broj instanci u literaturi
dobijena vrednost doǌe granice ekvivalentna onoj koja je dobijena neprekidnom re-
laksacijom formulacije (1.4a)-(1.4c) pokrivaǌa skupa, dok su zahtevana vremena raqu-
naǌa za red veliqine maǌa. Detaǉnije se mo�e na�i u [51].

1.9 Egzaktno rexavaǌe
Martello i Vigo su u [57] za egzaktno rexavaǌe 2BPP problema predstavili algoritam

granaǌa i ograniqavaǌa koji koristi doǌe granice, tako�e razmatrane u istom radu,
a navedene u prethodnom odeǉku.

Martello, Monaci i Vigo su u [58] za egzaktno rexavaǌe 2SPP problema predstavili
algoritam granaǌa i ograniqavaǌa, gde su doǌe granice dobijene kroz relaksaciju
koja svaki wi×hi paket meǌa sa jednodimenzionim paketom jediniqne visine hi i xirine
wi, qime se dobija instanca 1BPP problema.

Fekete, Schepers i van der Veen su u [21] razvili enumerativni pristup ezaktnom re-
xavaǌu problema pakovaǌa skupa paketa u jedno skladixte. Takav pristup je zasnovan
na modelu koji je predstavǉen u [19], a o kojem je bilo reqi u odeǉku 1.5, i koji mo�e
biti korix�en kao alternativni pristup u rexavaǌu 2BPP i 2SPP problema.

U novije vreme Pisinger i Sigurd su u [61] za egzaktno rexavaǌe (1.4a)-(1.4c) imple-
mentirali algoritam granaǌa i cena (eng. branch-and-price).
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Glava 2

Dvodimenzioni problem
pakovaǌa u skladixta:
2BP|O|G sluqaj

2.1 Uvod
U nastavku je predstavǉen problem pakovaǌa skupa dvodimenzionih paketa I u

minimalan broj identiqnih dvodimenzionih skladixta, preuzet iz [55]. Sa wi i hi
su obele�eni xirina i visina svakog paketa, respektivno. Sliqno, sa W i H su
obele�eni xirina i visina svakog skladixta. Bez gubǉeǌa opxtosti, pretpostavl-
jeno je da je W = H = 1. Zahteva se da se spakovani paketi ne preklapaju, da se ne mogu
rotirati i da ǌihove ivice moraju biti paralelne ivicama skladixta. Ova varijanta
problema oznaqava se sa 2BP|O|F. Dodatno, razmatrana je varijanta problema u kojoj
se svaki paket dobija nizom rezova od ivice do ivice, tj. svako skladixte treba da
odgovara giǉotinabilnom obrascu (eng. guillotinable pattern). Ova varijanta problema
oznaqava se sa 2BP|O|G. ǋen razvoj podstaknut je tehnoloxkim ograniqeǌima, jer se u
novije vreme za seqeǌe paketa koriste automatske maxine, ali mo�e dovesti do maǌe
iskorix�enosti skladixta.

2.1.1 Ciǉevi
Ova glava ima tri glavna doprinosa:

P0 Pru�iti (jednostavnu) matematiqku karakterizaciju negiǉotinabilnog obrasca.

Rexeǌe ovog problema je klasifikacija razliqitih obrazaca koji odgovaraju
negiǉotinabilnim rexeǌima, i ǌihovo predstavǉaǌe preko matematiqkog alata.

P1 Za dati negiǉotinabilan obrazac, P , pomo�u kojeg se dati skup paketa pakuje
u jedinistveno skladixte, odrediti minimalnu povrxinu paketa, MA(P ), koju
treba ukloniti kako bi se dobio giǉotinabilan obrazac. Formalno,

MA(P ) = sup min

{∑
i∈S

wihi : P \ S je giǉotinabilan obrazac

}
. (2.1)

P2 Za datu instancu N (tj. za dati skup paketa), neka opt2BP |O|F (N) i opt2BP |O|G(N)
oznaqavaju optimalnu vrednost rexeǌa problema 2BP|O|F i 2BP|O|G, respektivno.
Odrediti vrednost asimptotske cene giǉotinabilnosti definisane kao

PoG = lim
z→∞

sup

{
opt2BP |O|G(N)

opt2BP |O|F (N)
: opt2BP |O|F (N) ≥ z

}
. (2.2)
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U narednom odeǉku su date definicije va�nih pojmova koji �e biti korix�eni u
nastavku. U toku analiziraǌa se razmatra jedno po jedno skladixte. U odeǉku 2.1.3
je predstavǉen algoritam konveksifikacije, za koji se pretpostavǉa da se primeǌuje
na skup paketa spakovanih u trenutnom skladixtu. Nakon ǌegove primene, primeǌuje
se algoritam za dobijaǌe separabilnog obrasca, opisan u odeǉku 2.1.4. Zatim je
opisan najmaǌi neseparabilni obrazac, u odeǉku 2.2, i obrazac pod nazivom blokiran
prsten (eng. Blocked Ring), u odeǉku 2.3. Ovo dovodi do kompletne karakterizacije
negiǉotinabilnih obrazaca, xto je opisano u odeǉku 2.4, i analize problema P1 i P2,
u odeǉku 2.5.

2.1.2 Definicije
Neka P oznaqava skup paketa spakovanih u trenutno skladixte. Zatim, neka su xi

i yi koordinate doǌeg levog ugla u koji se pakuje paket i. Uz zloupotrebu zapisa,
sa P �e biti oznaqen i obrazac pakovaǌa u skladixte. Razmatra se jedno po jedno
skladixte.

Definicija 1 (Giǉotinski rez). Giǉotinski rez za obrazac P je rez od ivice do ivice
koji ne preseca nijedan paket u P .

Giǉotinski rez mo�e biti vertikalan ili horizontalan. Primer je dat na
slici 2.1 (AB linija odre�uje horizontalan rez, a CD linija odre�uje vertikalan
rez). Svaki giǉotinski rez koji se ne poklapa sa ivicama skladixta deli obrazac
na dva dela, tj. na dva podobrasca. U obzir se uzimaju samo pravilni giǉotinski
rezovi, tj. oni giǉotinski rezovi kod kojih oba podobrasca ukǉuquju najmaǌe jedan
paket. Giǉotinski rezovi koji nijedan paket ne odvajaju od ostalih, poput linije AB
na slici 2.1, se zanemaruju.

Slika 2.1: Primer giǉotinskog reza.

Definicija 2 (Separabilan obrazac). Za obrazac P ka�emo da je separabilan ako za
ǌega postoji pravilan giǉotinski rez.

Za obrazac P koji ne sadr�i pravilan giǉotinski rez ka�emo da je neseparabilan.
Neseparabilan obrazac P se naziva minimalnim ako uklaǌaǌe bilo kog paketa u ∈ P
dovodi do separabilnog obrasca.

Definicija 3 (Giǉotinabilan obrazac). Za obrazac P ka�emo da je giǉotinabilan
ako su svi indukovani podobrasci P

′
, gde je |P ′ | ≥ 2, separabilni.
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2.1.3 Algoritam konveksifikacije
Algoritam konveksifikacije sastoji se u slede�em: svakom paketu je dodeǉena ozna-

ka (1. korak), i oni se razmatraju po redosledu po kojem su oznaqeni, pri qemu se
trenutni paket produ�ava horizontalno i vertikalno dok ne dodirne neki drugi paket
(2. korak, slika 2.2). Zatim se spajaju paketi koji se mogu spojiti u ve�i pravougaonik
(4. i 5. korak, slika 2.3). Na kraju se, u 7. koraku, definixu vextaqki paketi za
svaki slobodan prostor u obrascu (slika 2.4).

Algoritam konveksifikacije

1: dodeliti oznaku svakom paketu;
2: produ�iti svaki paket horizontalno i vertikalno sve dok ne dodirne neki drugi paket;

3: repeat
4: spojiti dva predmeta koji se dodiruju vertikalno, imaju istu visinu i postav	eni su

na istoj y-koordinati;
5: spojiti dva predmeta koji se dodiruju horizontalno, imaju istu xirinu i po stav	eni

su na istoj x-koordinati;
6: until dok je spaja�e mogu�e.
7: definisati vextaqke pakete za svaki slobodan prostor u obrascu

Slika 2.2: Algoritam konveksifikacije: 2. korak.

Slika 2.3: Algoritam konveksifikacije: 5. korak.
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Slika 2.4: Algoritam konveksifikacije: 7. korak.

Nakon izvrxeǌa algoritma na datom obrascu P , mo�e se definisati novi obrazac
P , takav da je ukupna povrxina u P jednaka povrxini skladixta. Treba napomenuti
da svakom paketu u ∈ P odgovara neki paket u ∈ P , dok svaki paket u ∈ P mo�e voditi
poreklo od vixe razliqitih paketa iz P .

Naredna teorema govori o tome da algoritam konveksifikacije ne mo�e dati sepa-
rabilan obrazac P , ako P nije separabilan.

Teorema 1. [60] Neka je P neseparabilan obrazac i P obrazac dobijen izvrxavaǌem algo-
ritma konveksifikacije na obrascu P . Tada je P neseparabilan.

Dokaz. Oznaqimo sa (wu, hu) i (xu, yu) dimenzije i koordinate pakovaǌa za svaki paket
u ∈ P , respektivno. Sliqno, neka (wu, hu) i (xu, yu) oznaqavaju dimenzije i koordinate
pakovaǌa za svaki paket u ∈ P .

Posmatrajmo paket u ∈ P i neka je u bilo koji paket iz P od kojeg paket u potiqe.
Kako algoritam konveksifikacije ne mo�e smaǌiti veliqinu paketa, imamo

xu ≤ xu, xu + wu ≤ xu + wu, yu ≤ yu, yu + hu ≤ yu + hu. (2.3)

Pretpostavimo suprotno, da je obrazac P separabilan, tj. da postoje dva paketa u i v
koja mogu biti razdvojena giǉotinskim rezom. Bez gubǉeǌa opxtosti, pretpostavimo
da je taj rez horizontalan, na visini y, i da je paket u spakovan ispod v, tj.

yu + hu ≤ y, i y ≤ yv. (2.4)

Oznaqimo sa u (odnosno v) bilo koji paket u P koji odgovara paketu u (odnosno v). Iz
(2.3) sledi da horizontalni rez y razdvaja u i v u originalnom obrascu P ; me�utim,
kako P nije separabilan, ovaj rez preseca neki drugi paket k, tj. ∃k ∈ I takav da je

yk < y < yk + hk. (2.5)

Oznaqimo sa k paket iz P koji odgovara paketu k iz P . Kombinuju�i (2.3) i (2.5)
imamo

yk < y < yk + hk (2.6)

xto znaqi da horizontalni rez y preseca paket k, xto je u kontradikciji sa
pretpostavkom da je obrazac P separabilan. Dakle, P je neseparabilan. �

Treba napomenuti da se primenom algoritma konveksifikacije na separabilan obrazac
P mo�e dobiti neseparabilan obrazac P . Primer je prikazan na slici 2.5.
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Slika 2.5: Primena algoritma konveksifikacije na separabilan obrazac koja dovodi
do neseparabilnog obrasca.

Napomena 1: Izvrxavaǌe algoritma konveksifikacije na obrascu P ne proizvodi
negiǉotinabilnost ako su redovi obrasca P neseparabilni (videti definiciju 7).

Teorema 2. [60] Neka je P obrazac dobijen algoritmom konveksifikacije. Tada je |P | = 1
ili |P | ≥ 5.

Dokaz. Mo�e se primetiti da algoritam konveksifikacije daje obrazac P koji u pot-
punosti puni skladixte. Jasno je da ako P sadr�i dva paketa, onda �e oni biti
spojeni u jedan paket (4. i 5. korak algoritma). Sliqno, svi obrasci sa tri paketa
iterativnim postupkom mogu biti svedeni na jedan paket. Slike 2.6 i 2.7 pokazuju sve
mogu�e obrasce sa 3 i 4 paketa, respektivno, bez uzimaǌa u obzir mogu�nost rotacije
za 90◦. �

Slika 2.6: Obrasci sa 3 paketa.

Slika 2.7: Obrasci sa 4 paketa.

Posledica 1. Neka je P neseparabilan obrazac koji nastaje kao rezultat primene algo-
ritma konveksifikacije. Tada je |P | ≥ 5.
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2.1.4 Algoritam za dobijaǌe separabilnog obrasca
Algoritam kao ulaz uzima dopustivo rexeǌe za 2BP|O|F i definixe dopustivo

rexeǌe za 2BP|O|G, razmatraju�i jedno po jedno skladixte. Za svaki takav obrazac
skladixta, izvrxava se algoritam konveksifikacije iz odeǉka 2.1.3, qime se proizvodi
novi obrazac, recimo P . Zatim se izvrxava unutraxǌi algoritam pakovaǌa, kako bi
se dobio separabilan obrazac. To je ili originalan obrazac P (u sluqaju da on
sadr�i samo jedan paket ili je separabilan) ili se dobija od P , uklaǌaǌem nekih
paketa, kao xto je opisano u 10. koraku.

Algoritam pakovaǌa (P )

1: if |P | = 1 then
2: return P
3: end if
4: if P je separabilan then
5: definisati dva podobrasca, P1 i P2, korix�e�em odgovaraju�eg gi	otinskog reza;
6: P 1 =Algoritam pakova�a(P1);
7: P 2 =Algoritam pakova�a(P2);
8: return P 1 ∪ P 2

9: else
10: ukloniti neke pakete iz P i definisati separabilni obrazac Q;
11: return Q;
12: end if

Svakako, teorema 1 osigurava da je bilo koji skup paketa Q ⊂ P , koji proizvodi se-
parabilan obrazac Q primenom algoritma konveksifikacije, separabilan.

2.2 Najmaǌi neseparabilan obrazac
U ovom odeǉku prouqavamo strukturu neseparabilnog obrasca minimalne veliqine.

2.2.1 Redovi i preseci
Definicija 4 (Horizontalan red). Horizontalan red je lanac horizontalnih ivica
(razliqitih od ivica skladixta) koji obrazuju paketi pore�ani jedan pored drugog na
istoj visini.

Definicija 5 (Vertikalan red). Vertikalan red je lanac vertikalnih ivica (razliqi-
tih od ivica skladixta) koji obrazuju paketi pore�ani jedan do drugog na istoj xirini.

Definicija 6 (Presek). Presek je taqka koja se dobija od jednog horizontalnog i jednog
vertikalnog reda koji se ukrxtaju.

Definicija 7 (Separabilni redovi). Redovi su separabilni ako postoji rez od ivice do
ivice koji ih razdvaja bez presecaǌa nijednog od ǌih, osim ako ovaj rez nije du� postoje�eg
preseka.

U nastavku je sa x i y oznaqen broj redova i preseka, respektivno; dodatno, sa xh
i xv je oznaqen broj horizontalnih i vertikalnih redova, respektivno (x = xh + xv).

Lema 1. [60] Za svaki obrazac P je y ≤ x2/4.

Dokaz. Svaki presek ukǉuquje jedan horizontalan i jedan vertikalan rez, pa je
y ≤ xvxh. Da bi se dokazala ova tvrdǌa, dovoǉno je uoqiti da se optimalna vre-
dnost slede�eg problema

max {y : y = xvxh; xv + xh = x, xh, xv ≥ 0, celobrojni}

posti�e za xh = xv = x/2 (pod pretpostavkom da je x parno) i ima vrednost y = x2/4. �

Lema 2. [60] Za svaki obrazac P je |P | = (x+ 1) + y.
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(a) neseparabilni redovi (b) neseparabilni redovi

(c) neseparabilni redovi (d) separabilni redovi

(e) separabilni redovi

Slika 2.8: Separabilni i neseparabilni redovi.

Dokaz. Svako pove�aǌe x za jedan, pri qemu se ne pove�ava y, dodaje jedan paket.
Oqigledno, svako pove�aǌe broja redova x mo�e da proizvede k novih preseka i svaki
presek je povezan sa 4 paketa, dva su ve� tu, tre�i je dodat pove�aǌem x ili prethodnim
presekom, i qetvrti je nov paket. �

Neka je obrazac P dobijen kroz algoritam konveksifikacije. Po posledici 1 za
svaki neseparabilan obrazac P mora da va�i |P | ≥ 5. Naredna teorema pokazuje da je
minimalna veliqina neseparabilnog obrasca jednaka 5.

Teorema 3. [60] Neka je P obrazac generisan algoritmom konveksifikacije. Ako je |P | = 5
onda je P neseparabilan.

Dokaz. Iz lema 1 i 2, |P | = 5 proizilazi za x = 3 i y = 1 ili x = 4 i y = 0. Prvi sluqaj
je prikazan na slici 2.9 i odgovara separabilnom obrascu koji se svodi na jedan paket.
Xto se tiqe drugog, mo�emo imati (1) xh = 4 i xv = 0 ili (2) xh = 3 i xv = 1 ili (3)
xh = xv = 2, gde su prva dva sluqaja (prikazana na slici 2.10) separabilni obrasci
koji se svode na jedan paket. Jedini preostao sluqaj je obrazac sa xh = xv = 2 i y = 0
(prikazan na slici 2.11) koji odgovara neseparabilnom obrascu. �
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Slika 2.9: Obrazac sa 5 paketa, x = 3 i y = 1.

Slika 2.10: Obrasci sa 5 paketa: xh = 4, xv = 0 i y = 0; xh = 3, xv = 1 i y = 0.

Slika 2.11: Jednostavan blokirani prsten.

Iz teoreme 3 proizilazi slede�a definicija.

Definicija 8 (Jednostavan blokiran prsten). Neseparabilan obrazac P se naziva jedno-
stavnim blokiranim prstenom ako je |P | = 5 i xh = xv = 2 i y = 0.

Iz prethodne diskusije jasno je da jednostavan blokiran prsten sadr�i 5 paketa,
gde je jedan paket centralno pozicioniran i dodiruje ivice ostalih paketa, ali ne
dodiruje ivice skladixta. Uklaǌaǌe tog paketa ne proizvodi separabilan obrazac,
dok uklaǌaǌe bilo kojeg od preostala qetiri paketa dovodi do separabilnog obrasca.
Dakle, jednostavan blokiran prsten je najjednostavnija struktura koja mo�e dovesti
do neseparabilnosti u datom obrascu P (pod pretpostavkom da je P generisan kor-
ix�eǌem algoritma konveksifikacije). Tako da uklaǌaǌe bilo kojeg paketa iz ove
konfiguracije dovodi ili do istog obrasca (ako je ukloǌen centralni paket i ponovo
primeǌen algoritam konveksifikacije) ili do separabilnog obrasca (u sluqaju da je
ukloǌen jedan od preostala 4 paketa).
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2.3 Blokiran prsten
Definicija 9. Neseparabilan obrazac je blokiran prsten (eng. Blocked Ring - BR) ako

• |P | ≥ 5, i

• postoji kombinacija dva horizontalna i dva vertikalna neseparabilna reda takva
da uklaǌaǌe svih paketa koji nisu izabrani ovim redovima i primena algoritma
konveksifikacije dovodi do jednostavnog blokiranog prstena.

2.3.1 Otkrivaǌe blokiranog prstena
Naivni algoritam za otkrivaǌe da li je obrazac blokiran prsten ili ne je O(n4)

enumeracija svih qetvorki paketa, koja proverava (1) da li oni odre�uju dva ho-
rizontalna i dva vertikalna neseparabilna reda, i (2) uklaǌa sve preostale pakete i
primeǌuje algoritam konveksifikacije koji dovodi do jednostavnog blokiranog prstena.

Efikasniji algoritam za proveru da li je obrazac blokirani prsten, preuzet iz
[55], sastoji se u slede�em: Uz napomenu da je broj kombinacija koje treba proveriti
najvixe (xh!)/[(xh−2)! ·2!] ·(xv!)/[(xv−2)! ·2!], tj. O(n4), razmatra se po jedna kombinacija
neseparabilnih redova xh = xv = 2. Za svaku kombinaciju primeǌuju se slede�i
koraci:

1. Identifikovati pakete obuhva�ene izabranim redovima. Ti paketi su defini-
sani na slede�i naqin. Poqevxi od leve ivice skladixta pomerati se u desno.
Kada se do�e do prvog izabranog vertikalnog reda, biraju se svi pakete smexteni
sa ǌegove leve strane, qija je ivica kompletno definisana tim redom. Ako takvih
paketa ima vixe od jednog, zadr�ava se onaj koji je preseqen produ�etkom jednog
od dva izabrana horizontalna reda. Zatim se pomeraǌe vrxi desno do drugog
vertikalnog reda. Postupak je na isti, samo xto se sada gledaju paketi sa ǌegove
desne strane. Za horizontalne redove primeǌuje se ista procedura, ali u ovom
sluqaju se kre�e sa dna skladixta. Za prvi horizontalan red zadr�ava se jedan
paket ispod ǌega, a za drugi paket iznad ǌega.

2. Ukloniti iz skladixta sve pakete koji nisu obuhva�eni horizontalnim i
vertikalnim redovima.

3. Primeniti algoritam konveksifikacije.

4. Ako je dobijen jednostavan blokiran prsten, polazni obrazac je blokiran prsten.

Koraci za otkrivaǌe blokiranog prstena prikazani su na primerima datim na slikama
2.12-2.20.

(a) Pr. 1: izabrani redovi (b) Pr. 2: izabrani redovi

Slika 2.12: Dva primera na koje primeǌujemo algoritam otkrivaǌa blokiranog
prstena.
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(a) Izabrani vertikalni redovi (b) Zadr�an paket 9

(c) Zadr�an paket 5

Slika 2.13: Korak 1: Paketi obuhva�eni izabranim vertikalnim redovima (pr. 1)

(a) Izabrani vertikalni redovi (b) Zadr�an paket 3

(c) Zadr�an paket 6

Slika 2.14: Korak 1: Paketi obuhva�eni izabranim vertikalnim redovima (pr. 2).
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(a) Izabrani horizontalni redovi (b) Zadr�an paket 8

(c) Zadr�an paket 3

Slika 2.15: Korak 1: Paketi obuhva�eni izabranim horizontalnim redovima (pr. 1)

(a) Izabrani horizontalni redovi (b) Zadr�an paket 4

(c) Zadr�an paket 7

Slika 2.16: Korak 1: Paketi obuhva�eni izabranim horizontalnim redovima (pr. 2).
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(a) (b)

(c)

Slika 2.17: Korak 2: Zadr�ani paketi (pr. 1).

(a) (b)

(c)

Slika 2.18: Korak 2: Zadr�ani paketi (pr. 2).
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(a) (b)

(c)

Slika 2.19: Korak 3: Paketi nakon algoritma konveksifikacije (pr. 1).

(a) (b)

(c)

Slika 2.20: Korak 3: Paketi nakon algoritma konveksifikacije (pr. 2).

Teorema 4. [60] Neseparabilan obrazac P uvek sadr�i blokiran prsten.

Dokaz. Neka je P obrazac dobijen korix�eǌem algoritma konveksifikacije. Jasno je
da ako P sadr�i blokiran prsten, onda je P neseparabilan.

Pretpostavimo suprotno, da je P neseparabilan, ali da ne sadr�i blokiran prsten.
U ovom sluqaju ne postoji nijedna kombinacija neseparabilnih redova xh = xv = 2.

34



Ta kombinacija svakako dovodi do jednostavnog blokiranog prstena, pomo�u koraka
koji otkrivaju blokiran prsten. Sa teoremom 3 je dokazano da kada je x ≤ 4 samo
kombinacija xh = xv = 2 dovodi do neseparabilnog obrasca. Stoga, P je neseparabilan
ako postoji kombinacija neseparabilnih redova S, gde je |S| ≥ 5, koja da ne sadr�i
bilo koji podskup neseparabilnih redova takvih da je xh = xv = 2. U neseparabilnom
obrascu od 4 reda, ako se izvede rez od ivice do ivice na redu koji treba odvojiti,
dolazi do presecaǌa drugog reda. Na slici 2.21 se mo�e videti da se pri odvajaǌu
reda A preseca red B.

(a) Neseparabilni redovi (b) Rez na redu A

Slika 2.21: Rez od ivice do ivice na obrascu neseparabilnih redova.

Stoga, ako treba odvojiti red A, dolazi do presecaǌa reda B, ako treba odvojiti
red B, dolazi do presecaǌa reda C, ako treba odvojiti red C, dolazi do presecaǌa
reda D, i na kraju ako je potrebno odvojiti red D, dolazi do presecaǌa reda A. Takvo
svojstvo se mo�e obele�iti na slede�i naqin:

A→ B → C → D → A (2.7)

Daǉe dva susedna reda imaju suprotnu orijentaciju. Naime, u skladu sa slikom
2.21, A je vertikalan, B je horizontalan, C je vertikalan i D je horizontalan. Vra�a-
ju�i se na obrazac S, gde je |S| ≥ 5 i neseparabilan, dobija se slede�e svojstvo:

A→ B → C → ...→ X − 1→ X → A (2.8)

Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je red A vertikalan red, pa �e red B
biti horizontalan i mo�e se postaviti, bez gubǉeǌa opxtosti iznad ili ispod reda
A, slika 2.22a. Ukoliko je potrebno odvojiti red X, dolazi do presecaǌa reda A, pa
red X, bez gubǉeǌa opxtosti, mo�e biti postaviǉen ili levo ili desno od reda A,
slika 2.22b. Za postavǉaǌe reda C javǉaju se tri mogu�nosti:

• Pozicija 1: na levu stranu od reda B, slika 2.22c. U ovom sluqaju se dobija
podskup od qetiri neseparabilna reda. Ova pozicija je nedopustiva.

• Pozicija 2: na desnu stranu od reda B, slika 2.22d. U ovom sluqaju dolazi do
mimoila�eǌa, jer posledǌi postavǉeni red, ili ǌegovi produ�eci, ne presecaju
nijedan od prethodno postavǉenih redova.

• Pozicija 3: Produ�ava se red B tako da prolazi pored reda X i postavǉa se red
C levo od reda B, slika 2.22e. I u ovom sluqaju dolazi do mimoila�eǌa.
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(a) Redovi A i B (b) Redovi A, B i X

(c) Redovi A, B, C i X (d) Redovi A, B, C i X

(e) Redovi A, B, C i X

Slika 2.22: Kako postaviti red C.

Za postavǉaǌe reda D. Javǉaju se dve poqetne mogu�nosti: slike 2.22d i 2.22e.

Ako je red C postavǉen kao na slici 2.22d, za postavǉaǌe reda D na raspolagaǌu
su tri pozicije.

• Pozicija 1: iznad reda C, slika 2.23a. U ovom sluqaju se dobija podskup od
qetiri neseparabilna reda. Ova pozicija nije dopustiva.

• Pozicija 2: ispod reda C, slika 2.23b. U ovom sluqaju dolazi do mimoila�eǌa,
jer posledǌe postavǉen red, ili ǌegovi produ�eci, ne presecaju nijedan od
prethodno postavǉenih redova.

• Pozicija 3: produ�ava se red C tako da prolazi pored reda A i red D postavǉa
iznad reda C, slika 2.23c. U ovom sluqaju dolazi do mimoila�eǌa, tako�e.

Ako je red C postavǉen kao na slici 2.22e, za postavǉaǌe reda D na raspolagaǌu su
ponovo tri pozicije.

• Pozicija 1: iznad reda C, slika 2.24a. U ovom sluqaju se dobija podskup od
qetiri neseparabilna reda. Ova pozicija je nedopustiva.

• Pozicija 2: ispod reda C, slika 2.24b. U ovom sluqaju dolazi do mimoila�eǌa,
jer posledǌe postavǉen red, ili ǌegovi produ�eci, ne presecaju nijedan od
prethodno postavǉenih redova.
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• Pozicija 3: produ�ava se red C tako da prolazi pored reda A i red D postavǉa
iznad reda C, slika 2.24c. U ovom sluqaju dolazi do mimoila�eǌa, tako�e.

(a) Redovi A, B, C, D, X (b) Redovi A, B, C, D, X

(c) Redovi A, B, C, D, X

Slika 2.23: Kako postaviti red D (1.sluqaj).

(a) Redovi A, B, C, D, X (b) Redovi A, B, C, D, X

(c) Redovi A, B, C, D, X

Slika 2.24: Kako postaviti red D (2.sluqaj).

Mo�e se zakǉuqiti da se svaki paket mo�e postaviti na tri naqina, i oqigledno
pozicije gore, dole, levo i desno se moraju proceǌivati od sluqaja do sluqaja. Obrazac
S je neseparabilan ako va�i svojstvo 2.8. Ovo svojstvo ima svoje kru�eǌe. I zaista,
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kako va�i A → B...X → A, redovi se ne mogu uvek mimoilaziti. To znaqi da ne mogu
koristiti Pozicija 2 ili Pozicija 3 za postavǉaǌe reda X, jer ǌegovi produ�eci
ne�e prese�i red A. Stoga, koristi se Pozicija 1. Me�utim, ovaj izbor dovodi do
neseparabilne kombinacije xh = xv = 2, u suprotnosti sa pretpostavkom. To znaqi da
je nemogu�e imati obrazac S, gde je |S| ≥ 5 i neseparabilan, koji ne sadr�i bilo koji
podskup neseparabilnih redova takvih da je xh = xv = 2. �

2.4 Karakterizacija blokiranog prstena
U ovom odeǉku je data karakterizacija neseparabilnih obrazaca u pogledu redova

i preseka.

2.4.1 Jednostruko blokiran prsten
Definicija 10 (Jednostruko blokiran prsten). Blokiran prsten je jednostruko bloki-
ran prsten ako svi jednostavni blokirani prstenovi, dobijeni pomo�u algoritma za
otkrivaǌe blokiranog prstena, dele bar jedan paket i uklaǌaǌem tog paketa daje se-
parabilan obrazac.

Mo�e se uoqiti da je jednostavan blokiran prsten opisan u odeǉku 2.2 jedno-
struko blokiran prsten. Me�utim familija jednostruko blokiranih prstenova ukǉu-
quje kompleksnije obrasce. Jedan je prikazan na slici 2.25a.

(a) |P | = 7 (b) {(1), (2), (3), (4)}

(c) {(3), (4), (6), (7)} (d) {(2), (3), (4), (6)}

Slika 2.25: Jednostruko blokiran prsten.

Razmatraǌem neseparabilnih redova takvih da je xh = xv = 2 na slici 2.25, mogu se
uoqiti tri mogu�e kombinacije, i na taj naqin tri grupe paketa, koje daju jednostavan
blokiran prsten nakon primene algoritma konveksifikacije.

• {(1), (2), (3), (4)}

• {(3), (4), (6), (7)}

• {(2), (3), (4), (6)}

Jednostavni blokirani prstenovi dele (3) i (4), xto znaqi da se odstraǌivaǌem (3)
i (4) dobija giǉotinabilan obrazac.
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2.4.2 Vixestruko blokiran prsten
Definicija 11 (Vixestruko blokiran prsten). Blokiran prsten koji nije jednostruko
blokiran prsten nazivamo vixestruko blokiran prsten.

Po definiciji za vixestruko blokiran prsten, ne postoji paket koji pripada svim
jednostavnim blokiranim prstenovima dobijen algoritmom za otkrivaǌe blokiranog
prstena.

Vixestruko blokiran prsten mo�e biti:

• ugǌe�den blokiran prsten

• povezan blokiran prsten

• slo�en blokiran prsten. Kombinuje osobine ugǌe�denog i povezanog blokiranog
prstena.

Definicija 12 (Ugǌe�den blokiran prsten). Vixestruko blokiran prsten je
ugǌe�den blokiran prsten ako svi jednostavni blokirani prstenovi, dobijeni algoritmom
za otkrivaǌe blokiranog prstena, ne dele nijedan paket.

(a) |P | = 13 (b) {(9), (10), (11), (12)}

(c) {(5), (6), (7), (8)} (d) {(1), (2), (3), (4)}

Slika 2.26: Ugǌe�den blokiran prsten.

Razmatraǌem neseparabilnih redova takvih da je xh = xv = 2 na slici 2.26, mogu se
uoqiti tri mogu�e kombinacije, i na taj naqin tri grupe paketa, koje daju jednostavan
blokiran prsten nakon primene algoritma konveksifikacije.

• {(9), (10), (11), (12)}

• {(5), (6), (7), (8)}

• {(1), (2), (3), (4)}

Ovi jednostavni blokirani prstenovi ne dele nijedan paket, pa je u pitaǌu ugǌe-
�den blokiran prsten. Da bi se dobio giǉotinabilan obrazac, svi na�eni jednostavni
prstenovi moraju biti giǉotinabilni, pa mora biti ukloǌen po jedan paket iz svakog
od ǌih.
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Definicija 13 (Povezan blokiran prsten). Vixestruko blokiran prsten je povezan
blokiran prsten ako svaki jednostavan blokiran prsten, dobijen algoritmom za otkri-
vaǌe blokiranog prstena, deli bar jedan paket sa drugim jednostavnim blokiranim
prstenom.

(a) |P | = 9 (b) {(3), (5), (8), (9)}

(c) {(3), (6), (8), (9)} (d) {(4), (6), (8), (9)}

(e) {(1), (2), (4), (6)} (f) {(1), (4), (6), (9)}

(g) {(2), (6), (7), (8)}

Slika 2.27: Povezan blokiran prsten.

Razmatraǌem neseparabilnih redova takvih da je xh = xv = 2 na slici 2.27, mo�e
se uoqiti xest mogu�ih kombinacija, i na taj naqin xest grupa paketa, koje daju
jednostavan blokiran prsten nakon primene algoritma konveksifikacije.

• {(3), (5), (8), (9)}
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• {(3), (6), (8), (9)}

• {(4), (6), (8), (9)}

• {(1), (2), (4), (6)}

• {(1), (4), (6), (9)}

• {(2), (6), (7), (8)}

Ne postoji paket koji dele svi jednostavni blokirani prstenovi, ali svaki jedno-
stavan blokiran prsten deli bar jedan paket sa drugim jednostavnim blokiranim
prstenom, pa je u pitaǌu jedan povezan blokiran prsten. Da bi se dobio giǉotinabi-
lan obrazac svi na�eni jednostavni blokirani prstenovi moraju biti giǉotinabilni,
pa, na primer, moraju biti ukloǌeni paketi (4) i (8).

Definicija 14 (Slo�en blokiran prsten). Vixestruko blokiran prsten je slo�en
blokiran prsten ako postoje dva ili vixe jednostavnih blokiranih prstenova, dobijenih
algoritmom za otkrivaǌe blokiranog prstena, gde svaki od ǌih deli bar jedan paket sa
drugim jednostavnim blokiranim prstenom i jedan ili vixe jednostavnih blokiranih
prstenova, dobijenih tako�e algoritmom otkrivaǌa blokiranog prstena, koji ne dele
nijedan paket.

(a) |P | = 11 (b) {(1), (2), (3), (4)}

(c) {(6), (7), (8), (9)} (d) {(7), (8), (9), (10)}

(e) {(8), (9), (10), (11)}

Slika 2.28: Slo�en blokiran prsten.

Slika 2.28 prikazuje slo�en blokiran prsten. Na slici 2.28b je prikazan jednos-
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tavan blokiran prsten koji ne deli nijedan paket sa ostalim, dok su na slikama 2.28c,
2.28d i 2.28e dati jednostavni blokirani prstenovi koji dele pakete. Da bi se do-
bio giǉotinabilan obrazac svi na�eni jednostavni blokirani prstenovi moraju biti
giǉotinabilni, pa na primer moraju biti ukloǌeni paketi (1) i (8).

2.5 Analiza najnepovoǉnijeg sluqaja
U ovom odeǉku su razmatrani problemi P1 i P2, predstavǉeni u odeǉku 2.1, i dati

odgovori za ove probleme u nekim specijalnim sluqajevima. Kako se razmatra jedan
po jedan obrazac, sluqajevi se razlikuju po strukturi trenutnog obrasca. U svim
sluqajevima obrazac P je dobijen izvrxavaǌem algoritma konveksifikacije, koji je
opisan u odeǉku 2.1.3. Dodatno, pretpostavǉa se da je P neseparabilan, ako drugaqije
nije navedeno.

U odeǉku 2.5.1 su problemi P1 i P2 rexavani za najjednostavniji sluqaj u kojem
je P jednostavan blokiran prsten. U odeǉku 2.5.2 je razmatran sluqaj u kojem je P
jednostruko blokiran prsten. Na kraju je rexavaǌe problema P1 i P2, u sluqaju da je
P vixestruko blokiran prsten, ostavǉeno otvoreno.

Xto se tiqe problema P2, razmatra se jedno po jedno skladixte dok se raqunaǌe
doǌe granice PoG-a zasniva na slede�em:

Teorema 5. [60]
PoG ≥ 4/3.

Dokaz. Data je instanca koja se sastoji od

• 2k paketa tipa a : wi = 3/5 i hi = 2/5,

• 2k paketa tipa b : wi = 2/5 i hi = 3/5 i

• k paketa tipa c : wi = hi = 1/5

za neko celobrojno k. Svi paketi treba da budu spakovani u 1×1 skladixta. Optimalna
vrednost rexeǌa 2BP|O|F problema se sastoji od k identiqnih skladixta prikazanih
na slici 2.29.

Slika 2.29: Negiǉotinabilan obrazac.

Lako se vidi da giǉotinabilan obrazac mo�e sadr�ati najvixe dva paketa tipa
a, i jedan paket tipa b (ili obrnuto), i jedan paket tipa c. To znaqi da optimalno
rexeǌe problema 2BP|O|G zahteva 4k skladixta za pakovaǌe 6k paketa tipa a i b, i 3k
paketa tipa c, dok bi optimalno rexeǌe problema 2BP|O|F spakovalo ove pakete u 3k
skladixta. Xto dokazuje teoremu. �

2.5.1 1. sluqaj: P je jednostavan blokiran prsten
U ovom odeǉku je razmatran sluqaj kada je P jednostavan blokiran prsten.
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Teorema 6. [60] Ako je P jednostavan blokiran prsten onda je

MA(P ) = 1/4.

Dokaz. Kako je P jednostavan blokiran prsten, on ima strukturu koja kao xto je
opisano u odeǉku 2.2.1, tj. |P | = 5 i sadr�i centralni paket koji dodiruje sva qetiri
preostala paketa. Oqigledno je da postoji jedan paket me�u prva qetiri, qija je povr-
xina jednaka najvixe 1/4 povrxine skladixta. Odstraǌivaǌe ovog paketa dovodi do
separabilnog obrasca Q. Po teoremi 1 bilo koji skup paketa koji proizvodi Q, u
smislu algoritma konveksifikacije, je separabilan.

Da bi se pokazalo da je rezultat dobar, u [55] je razmotrana instanca u kojoj paketi
1, 2, 3 i 4 imaju istu povrxinu, a paket 5 je proizvoǉno mali. Tada je povrxina
paketa koji treba ukloniti da bi se dobio separabilan obrazac bliska 1/4 povrxine
skladixta. �

Teorema 7. [60] Ako se P sastoji od jednog ili vixe jednostavnih blokiranih prstenova,
tada je

PoG = 4/3.

Dokaz. Iz svake trojke skladixta u rexeǌu, koje dele isti obrazac P , definixu su
qetiri skladixta na slede�i naqin: za i = 1, 2, 3 skladixte i skladixti sve pakete
osim paketa i, a qetvrto skladixte skladixti pakete 1, 2, 3 na iste koordinate kao u
P . Daǉe, koliqnik optimalnog rexeǌa problema 2BP|O|G i datog rexeǌa 2BP|O|F
problema ne mo�e biti ve�i od 4/3. Kombinuju�i ovo sa teoremom 5 dobija se taqna
vrednost PoG = 4/3 u ovom specijalnom sluqaju. �

2.5.2 2. sluqaj: P je jednostruko blokiran prsten
Iz odeǉka 2.4.1 proizilazi da, ako je P jednostavan blokiran prsten, onda postoji

skup qetvorki paketa, Q, koje odgovaraju jenostavnim blokiranim prstenovima, i koje
dele bar jedan paket.

Ovo dovodi do slede�eg rezultata

Teorema 8. [60] Ako je P jednostruko blokiran prsten, onda je

MA(P ) = 1/3.

Dokaz. Neka (wu, hu) i (xu, yu) predstavǉaju dimenzije i koordinate pakovaǌa za svaki
paket u ∈ P . Svakom paketu u dodeǉuje se jedna od boja: �uta, crvena ili plava.
Ove tri boje predstavǉaju podelu paketa u tri podskupa. Ciǉ je pokazati da se
uklaǌaǌem podskupa bilo koje boje dobija separabilan obrazac. Poznato je da postoji
paket i, zajedniqki za sve qetvorke. U specijalnom sluqaju, kada su dva paketa (i, k)
zajedniqka svim qetvorkama, bojeǌe je lako: i je �uto, k je crveno, a svi ostali paketi
su plavi. Kada je taqno jedan paket i zajedniqki svim qetvorkama, prvo bojeǌe, �utom
bojom, je lako, sadr�i samo jedan paket i. Uklaǌaǌem paketa i dobija se separabilan
obrazac. Crveni paketi su ti koji ne dozvoǉavaju da paket i bude odvojen vertikalnim
rezovima. Crvenom bojom se boje paketi preseqeni vertikalnim rezovima x = xi i
x = xi + wi. Obrazac kod kojeg su odstraǌeni samo crveni paketi je separabilan.
Zaista, odstraǌivaǌem crvenih paketa, po definiciji, paket i mo�e biti izrezan
pomo�u dva vertikalna reza. Jednom kada se paket i odstrani, ostatak je oqigledno
separabilan.

Sliqno, plavom bojom se boje paketi preseqeni horizontalnim rezovima y = yi i
y = yi +hi. Obrazac bez plavih paketa je tako�e separabilan. Oqigledno je da postoji
podskup izme�u �utih, crvenih i plavih paketa qija je povrxina najvixe 1/3 povrxine
skladixta. Uklaǌaǌem ovog podskupa dobija se separabilan obrazac Q.
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Da bi se dokazalo da je rezultat dobar, u [55] je razmatrana instanca prikazana
na slici 2.30, koja odgovara obrascu sa 8 paketa. U ovom sluqaju mogu�e je podeliti
pakete u tri podskupa: {2}, {1, 7} i {4, 8} takva da

• svaki podskup paketa je separabilan

• odstraǌivaǌe bilo kojeg podskupa paketa dovodi do separabilnog obrasca.

U najnepovoǉnijem sluqaju, sva tri podskupa imaju istu povrxinu, dok ostali
paketi zauzimaju zanemarǉivu povrxinu. Minimalna povrxina MA je ona koju treba
odstraniti da bi se dobio separabilan obrazac je bliska 1/3. �

Slika 2.30: Najnepovoǉniji sluqaj za problem P1 kada je P jednostruki blokiran
prsten.

Uopxtenije, raqunaǌe MA(P ) za obrazac P se mo�e izvrxiti na slede�i naqin.

Problem odstraǌivaǌa: Za dati skup paketa P i skup od q qetvorki Qj (j = 1, ...q),
odrediti podelu paketa u t podskupova S1, ..., St, takvih da svaki podskup Sk ukǉuquje
(1) barem jedan paket i (2) najvixe tri paketa iz svake qetvorke Qj.

Uslov (1) osigurava da uklaǌaǌe svih paketa iz bilo kojeg podskupa Sk daje giǉoti-
nabilan obrazac, dok uslov (2) osigurava da skup paketa koji su ukloǌeni daje, sam po
sebi, giǉotinabilan obrazac. Korix�eǌem istog rezona kao u dokazu teoreme 6, ako je
na�ena t particija skupa P , odstraǌivaǌe najvixe 1/t povrxine skladixta mo�e dati
separabilan obrazac P , tj. MA(P ) ≤ 1/t. Da bi se minimizirala povrxina koju treba
ukloniti i definisali P , prirodno je maksimizirati broj podskupova particije.

Uz napomenu da je t ≤ |P | i korix�eǌem slede�ih binarnih promenǉivih

yk =

{
1, ako je generisan podskup k
0, inaqe

(k = 1, ..., |P |) (2.9)

xik =

{
1, ako je paket i sadr�an u podskupu k

0, inaqe.
(i ∈ P ; k = 1, ..., |P |) (2.10)
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Mo�e se izvesti slede�i matematiqki model za posmatrani problem.

max t =
∑
k

yk (2.11a)∑
i∈Qj

xik ≥ yk, ∀k, ∀j (2.11b)

∑
i∈Qj

xik ≤ 3yk, ∀k, ∀j (2.11c)

∑
k

xik ≤ 1, ∀i (2.11d)

yk, xik ∈ {0, 1}, ∀i, ∀k (2.11e)

Funkcija ciǉa (2.11a) maksimizuje broj generisanih podskupova. Uslovi (2.11b)-
(2.11c) name�u da svaki izabrani podskup ima najmaǌe jedan, a najvixe tri paketa
iz svake qetvorke. Na kraju, nejednakosti (2.11d) osiguravaju da svaki paket pripada
najvixe jednom podskupu particije, dok uslov (2.11e) name�e da su sve promenǉive
binarne.

Ako se model (2.11a)-(2.11e) primeni na obrazac prikazan na slici 2.30, dobijaju
se tri podskupa: {2}, {1, 8} i {4, 7}. Ovaj model i oni koji �e biti opisani u nastavku
mogu biti primeǌeni i na vixestruki blokiran prsten.

Na sliqan naqin se razmatra problem raqunaǌa vrednosti cene giǉotinabilno-
sti za dati skup paketa P . Ova vrednost se oznaqava sa PoG(P ) i va�i da je PoG =∑

P PoG(P ).

Mo�e se primetiti da svako dopustivo rexeǌe vrednosti t modela (2.11a)-(2.11e)
proizvodi giǉotinabilno rexeǌe za dati skup paketa P . Vrednost ovog rexeǌa
2BP|O|G problema implicitno daje gorǌu granicu za PoG(P ). Zaista, kao i u dokazu
teoreme 7, mo�e se definisati t giǉotinabilnih obrazaca koji pakuju sve pakete spako-
vane u t − 1 skladixta u rexeǌu 2BP|O|F problema: svako skladixte j (j = 1, ..., t)
sadr�i sve pakete iz originalnog obrasca, ali ne i one koji pripadaju j-toj parti-
ciji skupa paketa. Kako optimalna vrednost rexeǌa 2BP|O|G problema ne mo�e biti
loxija od ovog rexeǌa, zakǉuquje se da je PoG(P ) ≤ t

t−1 .

Kako se PoG(P ) tiqe asimptotskog odnosa, mo�e se iskoristiti dostupnost vixe-
strukih kopija paketa. U tom pogledu, mo�e se podeliti sadr�aj t − D skladixta
rexeǌa 2BP|O|F problema u t podskupova paketa, gde svaki od ǌih proizvodi giǉotina-
bilan obrazac. To znaqi da treba uzeti u obzir da se svaki paket mo�e dodati u
najvixe D podskupova, tj. da se mo�e ukloniti iz najvixe D skladixta iz poqetnog
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rexeǌa. Prema tome, model za raqunaǌe PoG(P ) je slede�i

min
t

t−D
(2.12a)

t =
∑
k

yk (2.12b)∑
i∈Qj

xik ≥ yk, ∀k, ∀j (2.12c)

∑
i∈Qj

xik ≤ 3yk, ∀k, ∀j (2.12d)

∑
k

xikyk ≤ D, ∀i (2.12e)

xik ∈ {0, 1}, ∀i, ∀k (2.12f)

yk ≥ 0 celobrojno, ∀k (2.12g)

D ≥ 0 celobrojno (2.12h)

gde promenǉive yk pokazuju koliko se puta je izabran svaki obrazac k, a D je nova
promenǉiva koja pokazuje maksimalan broj kopija svakog paketa koji se koristi, tj.
maksimalan broj kopija svakog paketa koji mo�e da ostane nespakovan. Nova funkcija
ciǉa 2.12a minimizira PoG(P ), koji je dat kao koliqnik izme�u broja izvedenih
giǉotinabilnih obrazaca i broja skladixta koji je razmatran u rexeǌu 2BP|O|F
problema.

Model (2.12a)-(2.12h) je krajǌe nelinearan

• funkcija ciǉa je nelinearna po promenǉivim t i D; i

• uslovi 2.12e ukǉuquju proizvod promenǉivih x i y.

Da bi se ponovo prexlo na linearnu funkciju ciǉa, model se mo�e rexiti nekoliko
puta, za razliqite (i fiksirane) vrednosti D, koji postaje parametar u ovim pode-
xavaǌima. Daǉe, potrebno je minimizirati nerastu�u konveksnu funkciju po t, xto
je ekvivalentno maksimizaciji promenǉive t. Xto se tiqe ostalih nelinearnosti,
direktan naqin za linearizaciju proizvoda koji ukǉuquju binarnu promenǉivu je
uvo�eǌe dodatnih promenǉivih αik koje oznaqavaju broj kopija paketa i koje su stvarno
dodate u podskup k.

Za datu vrednost D model izgleda

max t (2.13a)∑
k

yk = t (2.13b)∑
i∈Qj

xik ≥ yk, ∀k, ∀j (2.13c)

∑
i∈Qj

xik ≤ 3yk, ∀k, ∀j (2.13d)

∑
k

αik ≤ D, ∀i (2.13e)

xik ∈ {0, 1}, ∀i, ∀k (2.13f)

yk ≥ 0 celobrojno, ∀k (2.13g)

αik ≥ yk −M(1− xik), ∀i, ∀k (2.13h)

αik ≥ 0 celobrojno, ∀i, ∀k (2.13i)

gde uslovi (2.13h)-(2.13i) slu�e za povezivaǌe α promenǉivih sa x i y promenǉivim,
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a M je veliki koeficijent.

Potrebno je izraqunati PoG =
∑

P PoG(P ), tj. ciǉ je da se utvrdi vrednost cene
giǉotinabilnosti za najnepovoǉniji sluqaj P . Va�i slede�i rezultat

Teorema 9. [60] Ako se P sastoji od jednog ili vixe jednostruko blokiranih prstenova,
tada je

7

5
≤ PoG ≤ 3

2
.

Dokaz. Xto se tiqe gorǌe granice, treba napomenuti da teorema 8 implicitno daje
rexeǌe za problem (2.12a)-(2.12h) gde je t = 3 i D = 1. To dovodi do rexeǌa 2BP|O|G
problema koje koristi broj skladixta jednak 3/2 broja skladixta dobijenih bilo kojim
rexeǌem 2BP|O|F problema.

Razmotraǌem instance prikazane na slici 2.30, optimalna vrednost rexeǌa modela
(2.12a)-(2.12h) daje t = 7 i D = 2, i predstavǉena je slede�im skupom: {2}, {4, 8} i {1, 7},
{3, 8}, {1, 3, 5} i {4, 7} gde je prvi skup paketa uzet dva puta. Ovo pokazuje da se za dato
rexeǌe od 5 skladixta rexeǌa 2BP|O|F problema mo�e konstruisati rexeǌa sa 7
skladixta 2BP|O|G problema, tj. PoG(P ) ≤ 7

5 xto daje dobru doǌu granicu PoG. �
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Glava 3

Heuristiqko rexavaǌe
dvodimenzionog problema
pakovaǌa sa i bez ograniqeǌa
giǉotine

3.1 Uvod
U dvodimenzionom problemu pakovaǌa u skladixta (2BPP) zahteva se pakovaǌe

datog skupa malih pravougaonih paketa u minimalan broj velikih pravougaonih skla-
dixta. Paketi moraju biti postavǉeni ortogonalno, sa ivicama paralelnim ivicama
skladixta, i bez preklapaǌa. Kako pakovaǌe paketa u skladixta tako�e modeluje
seqeǌe maǌih komada od ve�ih ploqa zaliha, ovaj problem nalazi primenu u seqeǌu
stakla i drveta, utovaru kutija u vozila, skladixteǌu robe, telekomunikaciji i sl.

U zavisnosti od konkretne primene i vrste obrazaca koji se mogu dobiti, do sada
su u literaturi prouqene mnoge varijante 2BPP problema. Relevantan sluqaj nastaje
kada se dozvoli rotiraǌe paketa za 90◦, da bi se postiglo boǉe korix�eǌe prostora
skladixta. Treba imati na umu da rotacija mo�e biti dozvoǉena za podskup paketa,
dok bi je trebalo izbegavati u sluqaju da skladixte ima specifiqne karakteristi-
ke (npr. sadr�i staklene ploqe). Drugi relevantan specijalan sluqaj je izvo�eǌe
k-faznog obrasca, tj. rexeǌa u kojem svaki paket mo�e biti dobijen nizom od (najvi-
xe) k rezova od ivice do ivice, paralelnih ivicama skladixta. Ova vrsta problema,
predstavǉena u [24], koristi se u primenama u kojima se za seqeǌe koriste
automatske maxine, gde pri svakom rezu nastaju neki troxkovi. Mnogi radovi u lit-
eraturi se bave sluqajem kada je k = 2, tj. gde paketi treba da budu upakovani u
nivoe. Modeli celobrojnog linearnog programiraǌa (eng. Integer Linear Programming
- ILP), za pakovaǌe u nivoe sa polinomijalnim brojem promenǉivih i ograniqeǌima,
dati su u [52] i [54], i proxireni su za sluqaj k = 3 u [62]. Problem u kojem nije
nametnuta granica na broj rezova poznat je pod nazivom Dvodimenzioni problem pako-
vaǌa u skladixta sa ograniqeǌem giǉotine. Slika 3.1 pokazuje primer negiǉotinskog
obrasca za dat skup paketa (levo), kao i pakovaǌe istog skupa paketa tako da bude
ispuǌen uslov giǉotine (desno).
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Slika 3.1: Primer negiǉotinabilnog i giǉotinabilnog obrasca

U odeǉcima 3.2 i 3.3 su detaǉno predstavǉene dve heuristike za rexavaǌe dvodi-
menzionog problema pakovaǌa u skladixta. Prva je heuristika bazirana na parci-
jalnoj enumeraciji, koju su u [55] predstavili Lodi, Monaci i Pietrobuoni, i koja koristi
ograniqeǌe giǉotine, a druga genetski algoritam sa Crow pretragom, koju su u [44]
predstavili Laabadi, Naimi, Amri i Achchab, i koja ne koristi ograniqeǌe giǉotine. U
oba sluqaja rotacija paketa nije dozvoǉena. Na kraju je, u odeǉku 3.4, dato ǌihovo
pore�eǌe i izveden zakǉuqak.

3.2 Algoritam parcijalne enumeracije za rexavaǌe
2BP|O|G problema

3.2.1 Osnovni heuristiqki algoritam
Algoritam se zasniva na stablu enumeracije, koje na svakom nivou p definixe

sadr�aj p-tog skladixta u rexeǌu. Heuristiqke je prirode, tako da nisu uzeti u obzir
svi dopustivi naqini pakovaǌa. Qvorovi listovi odgovaraju kompletnim rexeǌima,
u kojima su svi paketi spakovani. Sredixǌi qvorovi imaju brojne qvorove nasledni-
ke, povezane sa razliqitim naqinima pakovaǌa slede�ih skladixta na giǉotinski
naqin. Konkretno, svako skladixte se puni primenom strategije pakovaǌa koja pakuje
jedan po jedan paket u skladu sa datim pravilom izbora i pravilom giǉotinskog deǉe-
ǌa. Pravilo izbora odre�uje slede�i paket koji treba spakovati (i ǌegovu pozi-
ciju u skladixtu), dok se pravilo giǉotinskog deǉeǌa koristi kako bi se obezbedila
giǉotabilnost izvedenog obrasca. Koriste se skup pravila izbora, S, i skup pravila
giǉotinskog deǉeǌa, G, i generixe qvor naslednik za svaki par (s, g), gde je s ∈ S
i g ∈ G. Stablo pretrage se pretra�uje pretragom u dubinu, razmatraǌem qvorova
naslednika po pravilu izbora, a zatim po pravilu giǉotinskog deǉeǌa. Ako se na�e
dopustivo rexeǌe sa vrednox�u (recimo) z, na nivou z − 1 nema generisanih qvorova
naslednika, jer ovi qvorovi ne mogu doprineti poboǉxaǌu rexeǌa.

Pakovaǌe u trenutno skladixte

U nastavku je predstavǉena strategija pakovaǌa koja se koristi na svakom qvoru,
za pakovaǌe u trenutno skladixte. Sa N = {1, ..., n} je oznaqen ukupan broj paketa
koje treba rasporediti, a sa I ⊆ N skup paketa koji nisu raspore�eni u prethodna
skladixta (tj. na prethodnim novima stabla). Na svaki qvor se primeǌuje ustaǉeno
pravilo izbora i ustaǉeno pravilo giǉotinskog deǉeǌa.

Strategija pakovaǌa pakuje jedan po jedan paket u slobodan prostor skladixta, xto
garantuje da �e biti dobijen giǉotinabilan obrazac. Zapravo, pravi se lista F =
{F1, ..., Fm} parova razdvojenih slobodnih pravougaonika gde paketi iz I mogu biti ras-
pore�eni. Na poqetku je F = {F1}, tj. postoji samo jedan pravougaonik koji odgovara
unutraxǌosti skladixta.

U svakoj iteraciji se odre�uje skup P parova (i, Fj) koji asocira na pakovaǌe do-
pustivog paketa i ∈ I u slobodan pravougaonik Fj ∈ F , i za svaki par se raquna re-
zultat ubacivaǌa. Rezultat ubacivaǌa mo�e biti neiskorix�ena povrxina skladixta,
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du�ina kra�e ivice skladixta, preostale nakon smextaǌa paketa, ili du�ina du�e
ivice skladixta, preostale nakon smextaǌa paketa, i zavisi od primeǌenog pravila
izbora. Pravila izbora su predstavǉena u narednom odeǉku.

Neka je izabran par (i∗, Fj∗), koji daje minimum. Doǌi levi ugao paketa i∗ se
postavǉa u doǌi levi ugao pravougaonika Fj∗ , i eliminixe iz I. Izabrani pravo-
ugaonik se zatim eliminixe iz F , i deli pomo�u pravila giǉotinskog deǉeǌa da
bi se eventualno proizvela dva maǌa pravougaonika koja su ubaqena u F . Na kraju se
preispituju slobodni pravougaonici i proverava se da li postoje parovi pravougaonika
koji se mogu spojiti u jedan ve�i. Trenutno skladixte se zatvara ako je I = ∅, ili
F = ∅ ili nema paketa i ∈ I koji mo�e biti ubaqen u bilo koji slobodan pravougaonik
Fj ∈ F .

U nastvaku je dat pseudokod implementacije algoritma, preuzet iz [55], gde se
pretpostavǉa da algoritam na ulazu prima

• skup I neraspore�enih paketa,

• dimenzije W i H skladixta,

• funkciju s(i, Fj) koja vra�a rezultat ubacivaǌa za paket i ∈ I u slobodan pravo-
ugaonik Fj i

• funkciju g(i, Fj) koja vra�a (mogu�e prazan) skup slobodnih pravougaonika dobije-
nih izrezivaǌem paketa i od pravougaonika Fj.

Algoritam giǉotinskog skladixta

1: definisati polazni W ×H pravougaonik F1 na poziciji (0, 0) i skup F = {F1};
2: repeat
3: neka je P skup parova (i, Fj) takvih da i ∈ I mo�e biti ubaqen u pravougaonik Fj ∈ F ;
4: if P 6= ∅ then
5: neka je (i∗, Fj∗) = arg min{s(i, Fj) : (i, Fj) ∈ P};
6: spakovati paket i∗ u pravougaonik Fj∗ i postaviti I := I \ {i∗};
7: postaviti F := F \ {Fj∗} ∪ {g(i∗, Fj∗)};
8: end if
9: until P = 0

Pravilo izbora

Pravila izbora se koriste da se istovremeno izabere slede�i paket koji �e biti
raspore�en i pridru�eni slobodan pravougaonik. Doǌi levi ugao paketa stavǉa u
doǌi levi ugao izabranog pravougaonika. Sva pravila raqunaju rezultat za svaki
par (i, Fj), koji pokazuje ,,kvalitet” pakovaǌa. Kada se uporede rezultati dva para,
maǌi rezultat je boǉi. U sluqaju da kod para, na primer (i, Fj), paket i savrxeno
staje u trenutno slobodni pravougaonik Fj, stavǉa se da je s(i, Fj) = −∞, tj. paket i
se pakuje u pravougaonik Fj bez raqunaǌa ostalih rezultata. Sliqno, s(i, Fj) =∞ ako
paket i ne mo�e da stane u skladixte Fj.

Neka Wj i Hj oznaqavaju xirinu i visinu, respektivno, slobodnog pravougaonika
Fj. Da bismo napravili izbor koristimo slede�a tri pravila.

1. Najboǉa povrxina (eng. Best Area): sBA(i, Fj) = WjHj − wihi

2. Najboǉa kra�a strana (eng. Best Short Side): sBSS(i, Fj) = min(Wj − wi, Hj − hi)

3. Najboǉa du�a strana (eng. Best Long Side): sBLS(i, Fj) = max(Wj − wi, Hj − hi)

Ova pravila minimiziraju neiskorix�enu povrxinu u slobodnom pravougaoniku, du�i-
nu kra�e preostale strane i du�inu du�e preostale strane, respektivno. Sliqna
pravila korix�ena su u [40], zajedno sa pravilima koja maksimiziraju ove brojeve,
kako bi se odredio najboǉi slobodan pravougaonik za smextaǌe datog paketa.
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Pravilo giǉotinskog deǉeǌa

Neka i i Fj oznaqavaju paket i slobodan pravougaonik, respektivno, koje treba odre-
diti korix�eǌem nekog pravila izbora. Algoritam pakuje doǌi levi ugao paketa i
u doǌi levi ugao pravougaonika Fj, qime se stvara slobodan prostor u obliku slova
L. Ovaj slobodan prostor se mo�e podeliti na dva pravougaonika, horizontalnim
ili vertikalnim rezom, kao xto je prikazano na slici 3.2. Paket i je obojen �utom
bojom, rezovi si obojeni plavom, a pravougaonici nastali rezovima, crvenom bojom.
U sluqaju horizontalnog reza, generixu se dva nova pravougaonika: Fa, dimenzija
Wj , Hj − hi, i Fb, dimenzija Wj − wi, hi. Ako je rez vertikalan, kao rezultat nastaju
pravougaonici Fa, dimenzija wi, Hj−hi, i Fb, dimenzija Wj−wi, Hj. U oba sluqaja, ako
je wi = Wj ili hi = Hj, dobija se samo jedan pravougaonik, dok u sluqaju da va�e obe
jednakosti ne nastaje nijedan pravougaonik. Za odre�ivaǌe tipa reza koji �e biti
izveden primeǌen je niz razliqitih strategija, predstavǉenih u [40], i na osnovu
preliminarnih eksperimentalnih testova se doxlo do toga da se u ovom algoritmu,
preuzetom iz [55], koriste slede�e tri strategije:

• Du�i ostatak (eng. Longer Leftover):
rez je horizontalan ako je Wj − wi ≥ Hj − hi, inaqe je vertikalan;

• Kra�i ostatak (eng. Shorter Leftover):
rez je horizontalan ako je Wj − wi < Hj − hi, inaqe je vertikalan;

• Minimalna povrxina (eng. Min Area):
rez je horizontalan ako je hi(Wj − wi) < wi(Hj − hi), inaqe je vertikalan;

Prva dva pravila deǉeǌa odre�uju smer reza po du�oj i kra�oj preostaloj strani,
respektivno, dok je tre�e nameǌeno formiraǌu dva nova slobodna pravougaonika sli-
qnih povrxina.

Slika 3.2: Primer horizontalnog (levo) i vertikalnog (desno) giǉotinskog reza.

3.2.2 Poboǉxani heuristiqki algoritam
Osnovna shema pretrage opisana u odeǉku 3.2.1 dovodi do stabla pretrage sa ve-

likim brojem qvorova, qak i za male instance. Zaista, kombinovaǌem tri pravila
izbora sa tri pravila giǉotinskog deǉeǌa, proizvodi devet potencijalnih razliqi-
tih qvorova naslednika za svaki qvor. Ovo znaqi da je broj qvorova na p-tom nivou
stabla pretrage jednak 9p, i mo�e biti ekstremno veliki, qak i za male vrednosti
p. Zato su u nastavku predstavǉena dva naqina za poboǉxaǌe algoritma, preuzeta
iz [55]. Prvi ima za ciǉ izbegavaǌe vixestrukog generisaǌa qvorova odluke koji
proizvode isti obrazac, dok je drugi heuristiqko orezivaǌe qvorova.
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Odstraǌivaǌe qvorova duplikata

Posmatra se qvor d, na datom nivou p stabla pretrage. Neka su (s1, g1) i (s2, g2) dva
mogu�a qvora naslednika povezana sa razliqitim pravilima izbora s1, s2 ∈ S i/ili
razliqitim pravilima giǉotinskog deǉeǌa g1, g2 ∈ G. Iako su pravila korix�ena u
dva qvora razliqita, strategija pakovaǌa mo�e proizvesti dva (mogu�e razliqita)
obrasca koja pakuju isti podskup paketa. U ovom sluqaju, podstabla koja proizilaze
iz ova dva qvora bi bila potpuno identiqna i ǌihovo pretra�ivaǌe bi bilo gubǉeǌe
vremena.

Da bi se ovo zaobixlo, osnovna shema treba da bude modifikovana da generixe
qvorove naslednike samo za one obrasce koji pakuju razliqite podskupove paketa.
U principu, potrebno je uporediti skup neraspore�enih paketa posle obrade qvora
d, recimo I(d), sa istim skupom nakon obrade svakog qvora na nivou p. Kako ova
provera mo�e zahtevati puno vremena, skup I(d) se upore�uje sa istim skupom dobije-
nim od bratskih qvorova, tj. qvorova na nivou p koji su generisani od istog qvora
korix�eǌem razliqitih pravila izbora i/ili pravila giǉotinskog deǉeǌa.

Heuristiqko orezivaǌe

Druga strategija je heuristiqko orezivaǌe qvorova na osnovu trenutnog deli-
miqnog rexeǌa. Neka su A =

∑
i∈N wihi i z ukupna povrxina paketa i vrednost posto-

je�eg rexeǌa, respektivno, gde je N = {1, ..., n} skup paketa koje treba rasporediti
(inicijalno, z = n). Skup I(d) predstavǉa skup neraspore�enih paketa nakon ispiti-
vaǌa datog qvora d na nivou p.

Raquna se proseqno puǌeǌe svakog skladixta u parcijalnom rexeǌu na trenutnom
qvoru d, koje se oznaqava sa AV G, i ova vrednost se poredi sa merom proseqnog pu-
ǌeǌa svakog skladixta u rexeǌu koje koristi jedno skladixte maǌe od postoje�eg.
Konkretno, ako je uslov

AV G :=
A−

∑
i∈I(d) wihi

pWH
≤ α A

(z − 1)WH
(3.1)

zadovoǉen, trenutni qvor je ve� dosegnut, tj. trenutno rexeǌe ima proseqno puǌeǌe
ve� korix�enih skladixta i ne�e dovesti do poboǉxaǌa postoje�eg rexeǌa. Vredno-
st parametra α iz (3.1) se a�urira tokom izvrxeǌa algoritma: na poqetku se stavǉa
da je α = 0, tj. na poqetku nijedan qvor nije orezan. Nakon xto se istra�e brojni
qvorovi, npr. ǌih N1, bez poboǉxaǌa postoje�eg, pove�ava se parametar α za vrednost
δ, kako bi se zaobixla kompletna enumeracija. Pri rastu parametra α (do 1) mogu�e
je ponavǉaǌe N2 qvorova koji ne dovode do poboǉxaǌa.

52



3.2.3 Eksperimentalni rezultati
Osnovni algoritam opisan u odeǉku, 3.2.1 (u nastavku oznaqen sa BSC) i ǌegova

poboǉxana verzija (ENH) iz odeǉka 3.2.2 kodirani su u programskom jeziku C i te-
stirani na raqunaru sa procesorom Intel Xeon E3-1220V2, qija je brzina 3.10 GHz.
Preliminarni eksperimentalni rezultati sugerisali su postavǉaǌe N1 = 500,
N2 = 500 i δ = 0.1 za algoritam ENH. Za testiraǌe je razmatrano deset klasa instanci
predstavǉenih u [6] i [57] za 2BPP problem. Svaka klasa sadr�i 50 instanci (po 10
instanci za svaku vrednost n ∈ {20, 40, 60, 80, 100}), tako da je razmatrano 500 instanci.
Rezultati su preuzeti iz [55].

Prvih xest klasa koje su predstavili Berkey i Wang u [6] okarakterisane su na
slede�i naqin:

Klasa 1: wi i hi ravnomerno raspore�eni sluqajni brojevi na [1, 10], W = H = 10;

Klasa 2: wi i hi ravnomerno raspore�eni sluqajni brojevi na [1, 10], W = H = 30;

Klasa 3: wi i hi ravnomerno raspore�eni sluqajni brojevi na [1, 35], W = H = 40;

Klasa 4: wi i hi ravnomerno raspore�eni sluqajni brojevi na [1, 35], W = H = 100;

Klasa 5: wi i hi ravnomerno raspore�eni sluqajni brojevi na na [1, 100], W = H = 100;

Klasa 6: wi i hi ravnomerno raspore�eni sluqajni brojevi na na [1, 100], W = H = 300;

Dodatne qetiri klase su predstavili Martello i Vigo u [57], a paketi su klasifikovani
u qetiri tipa:

Tip 1: wi ravnomerno raspore�en sluqajni broj na [ 2
3W,W ], hi ravnomerno raspore�en

sluqajni broj na [1, 1
2H];

Tip 2: wi ravnomerno raspore�en sluqajni broj na [1, 1
2W ], hi ravnomerno raspore�en

sluqajni broj na [ 2
3H,H];

Tip 3: wi ravnomerno raspore�en sluqajni broj na [ 1
2W,W ], hi ravnomerno raspore�en

sluqajni broj na [ 1
2H,H];

Tip 4: wi ravnomerno raspore�en sluqajni broj na [1, 1
2W ], hi ravnomerno raspore�en

sluqajni broj na [1, 1
2H];

Veliqine skladixta za sve klase su W = H = 100, dok za pakete va�i slede�e:

Klasa 7: tip 1 sa verovatno�om 70%, tip 2, 3, 4 svaki sa verovatno�om 10%;

Klasa 8: tip 2 sa verovatno�om 70%, tip 1, 3, 4 svaki sa verovatno�om 10%;

Klasa 9: tip 3 sa verovatno�om 70%, tip 1, 2, 4 svaki sa verovatno�om 10%;

Klasa 10: tip 4 sa verovatno�om 70%, tip 1, 2, 3 svaki sa verovatno�om 10%;

Tabele 3.1 i 3.2 su preuzete iz [55], i pokazuju rezultate eksperimenata za algo-
ritme BSC i ENH, respektivno. Svaki je testiran korix�eǌem razliqitih vremenskih
ograniqeǌa: 60, 600 i 1800 CPU sekundi. Za svako vremensko ograniqeǌe, tabele
izvextavaju o

• sumi najboǉeg rexeǌa na�enih datom heuristikom,

• broju instanci za koje je prona�eno rexeǌe dokazivo optimalno,

• proseqnoj procentualnoj grexci-za svaku instancu procentualna grexka je raqu-
nata kao (UB − LB)/LB, gde je UB vrednost rexeǌa na�enog algoritmom, a LB
oznaqava najpoznatiju vrednost doǌe granice.

Za svaku klasu i vrednost n data je suma najpoznatijih doǌih granica, LB, za
deset instanci 2BP|O|F problema, tj. kada ograniqeǌe giǉotine nije dato 1. Imaju�i
u vidu da je 2BP|O|F relaksacija problema 2BP|O|G, ovaj broj daje granicu optimalne

1Najboǉe doǌe i gorǌe granice za 2BP|O|F problem su uzete iz [59] i dostupne su na sajtu
http://www.or.deis. unibo.it/research pages/ORinstances/ORinstances.htm
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vrednosti rexeǌa. Na kraju, posledǌi red obe tabele daje iste sumirane vrednosti
u odnosu na ceo testirani problem.

Rezultati raqunarskih eksperimenata, preuzeti iz [55], pokazuju da je, qak i sa
najmaǌim vremenskim ograniqeǌem od 60 sekundi, osnovni algoritam u staǌu da na�e
optimalno rexeǌe za 361 od 500 instanci, a proseqna grexka je ispod 3, 6%. Poboǉxa-
ǌa koja se mogu dobiti sa ve�im vremenskim ograniqeǌem su ograniqena, ali regu-
larna: sa 1800 sekundi algoritam xtedi 24 skladixta i dokazuje optimalnost za jox
20 instanci, sa proseqnim raskorakom ispod 3, 4%. Imaju�i u vidu da se dobijena
rexeǌa porede sa doǌim granicama (ili optimalnim vrednostima) za relaksaciju
problema, u kojoj ograniqeǌa giǉotine nisu nametnuta, ovi rezultati pokazuju da je
qak i osnovna verzija algoritma priliqno efikasna. Algoritam dosti�e vremensko
ograniqeǌe od 1800 sekundi u 193 instance; stoga, mogu se oqekivati neki poboǉxani
rezultati u sluqaju da je dozvoǉeno ve�e vremensko ograniqeǌe. U preostalih 307
instanci algoritam je zavrxen kada je ispitao sve konfiguracije koje su (heuristiqki)
generisane; u proseku je za to bilo potrebno 38 sekundi i procena 24 miliona qvorova.

Rezultati su jox boǉi za poboǉxani algoritam koji je u staǌu da optimalno rexi
386 instanci u ograniqeǌu od 60 sekundi, a proseqna grexka u procentima je pri-
bli�no 3, 3%. Mo�e se primetiti da su ovi brojevi neznatno boǉi od rezultata dobi-
jenih osnovnim algoritmom u vremenskom ograniqeǌu od 30 minuta. Stoga, nije iznena-
�uju�e to da se sa du�im vremenskim ograniqeǌima mogu posti�i samo marginalna
poboǉxaǌa nad ovim rexeǌima. Konkretno, pove�aǌe vremenskog ograniqeǌa na 1800
CPU sekundi dovodi do uxtede od 8 skladixta i dodatnih 7 optimalnih rexeǌa.
Ova verzija algoritma je dostigla vremensko ograniqeǌe u 124 sluqaja; za preostale
instance vreme raqunaǌa je sliqno onom u osnovnom algoritmu (31 sekunda), dok je
broj qvorova smaǌen na 16 miliona.

Da bi se ocenio kvalitet dobijenih rezultata, u tabeli 3.3, preuzetoj iz [55], je
data informacija o najboǉim doǌim i gorǌim granicama za 2BP|O|F problem (preuze-
tih iz [59]) i ove vrednosti su upore�ene sa rezultatima iz tabele 3.2 za algoritam
ENH. Na kraju, posledǌe dve kolone pokazuju sliqne informacije za branch-and-price
algoritam za 2BP|O|G problem, predstavǉen u [61]. Me�utim, kako vrednosti gorǌih
granica nisu direktno dostupne u [61], za ovaj algoritam data je suma doǌih granica
koje su raqunate na korenskom qvoru, i broj dokazanih optimalnih rexeǌa2(uzetih iz
tabela 4 i 7 iz [61], respektivno).

Tabela 3.3 pokazuje da je globalan broj skladixta korix�enih za 500 instanci od
strane ENH algoritma za oko 0, 5% ve�i od broja skladixta korix�enih za 2BP|O|F
problem (7281 naspram 7241). Ovo potvr�uje da je kvalitet rexeǌa dobijen predstavǉe-
nim algoritmom uporediv sa najboǉim rexeǌima problema bez ograniqeǌa giǉotine, i
da mora do�i do marginalnog rasta u vrednosti rexeǌa kada je nametnuto ograniqeǌe
giǉotine. Kako su predstavǉeni algoritmi specijalizovani za 2BP|O|G problem,
prime�uje se da, iako su doǌe granice izraqunate u [61] boǉe, broj dokazanih opti-
malnih rexeǌa za algoritam ENH je ve�i nego u [61]. Pore�eǌe dobijenih vrednosti
heuristiqkih rexeǌa sa vrednostima doǌih granica izme�u druge i sedme kolone
dovelo bi do optimalnosti za 21 dodatan sluqaj, tj. za 414 od 500 instanci.

2Broj optimalnih rexeǌa u [61] odnosi se na kompletan branch-and-price algoritam.
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TL=60 TL=600 TL=1800
Klasa n LB UB #opt %gap UB opt %gap UB #opt %gap

20 71 71 10 0.000 71 10 0.000 71 10 0.000
40 134 134 10 0.000 134 10 0.000 134 10 0.000

1 60 197 200 7 0.017 200 7 0.017 200 7 0.017
80 274 275 9 0.004 275 9 0.004 275 9 0.004
100 317 318 9 0.003 317 10 0.000 317 10 0.000
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 19 20 9 0.100 20 9 0.100 20 9 0.100

2 60 25 25 10 0.000 25 10 0.000 25 10 0.000
80 31 32 9 0.033 32 9 0.033 32 9 0.033
100 39 39 10 0.000 39 10 0.000 39 10 0.000
20 51 54 7 0.078 54 7 0.078 54 7 0.078
40 92 96 6 0.058 96 6 0.058 96 6 0.058

3 60 136 141 5 0.038 140 6 0.032 140 6 0.032
80 187 195 2 0.044 194 3 0.039 194 3 0.039
100 221 230 2 0.045 228 4 0.035 228 4 0.035
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 19 19 10 0.000 19 10 0.000 19 10 0.000

4 60 23 25 8 0.100 25 8 0.100 25 8 0.100
80 30 33 7 0.100 33 7 0.100 33 7 0.100
100 37 39 8 0.067 39 8 0.067 39 8 0.067
20 65 66 9 0.020 66 9 0.020 66 9 0.020
40 119 119 10 0.000 119 10 0.000 119 10 0.000

5 60 179 182 7 0.020 182 7 0.020 181 8 0.013
80 241 247 4 0.026 247 4 0.026 247 4 0.026
100 279 288 2 0.035 288 2 0.035 288 2 0.035
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 15 19 6 0.400 19 6 0.400 19 6 0.400

6 60 21 22 9 0.050 22 9 0.050 22 9 0.050
80 30 30 10 0.000 30 10 0.000 30 10 0.000
100 32 35 7 0.100 35 7 0.100 35 7 0.100
20 55 55 10 0.000 55 10 0.000 55 10 0.000
40 109 113 6 0.038 113 6 0.038 113 6 0.038

7 60 156 162 5 0.037 161 5 0.032 159 7 0.019
80 224 235 1 0.051 233 1 0.041 232 2 0.037
100 269 279 1 0.037 277 3 0.030 277 3 0.030
20 58 58 10 0.000 58 10 0.000 58 10 0.000
40 112 114 8 0.017 113 9 0.009 113 9 0.009

8 60 159 163 6 0.025 162 7 0.018 162 7 0.018
80 223 230 3 0.031 228 5 0.022 227 6 0.018
100 274 282 3 0.029 281 3 0.025 280 4 0.022
20 143 143 10 0.000 143 10 0.000 143 10 0.000
40 278 278 10 0.000 278 10 0.000 278 10 0.000

9 60 437 437 10 0.000 437 10 0.000 437 10 0.000
80 577 577 10 0.000 577 10 0.000 577 10 0.000
100 695 695 10 0.000 695 10 0.000 695 10 0.000
20 42 44 8 0,045 44 8 0.045 44 8 0.045
40 74 74 10 0,000 74 10 0.000 74 10 0.000

10 60 98 103 5 0,053 102 6 0.045 102 6 0.045
80 123 130 3 0,056 130 3 0.056 130 3 0.056
100 153 163 0 0,066 162 1 0.059 161 2 0.052

Globalno 7173 7319 361 0.036 7302 374 0.035 7295 381 0.034

Tabela 3.1: Rezultati osnovnog algoritma za 2BPP problem na instancama iz litera-
ture.
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TL=60 TL=600 TL=1800
Klasa n LB UB #opt %gap UB #opt %gap UB #opt %gap

20 71 71 10 0,000 71 10 0,000 71 10 0,000
40 134 134 10 0.000 134 10 0.000 134 10 0.000

1 60 197 200 7 0.017 200 7 0.017 200 7 0.017
80 274 275 9 0.004 275 9 0.004 275 9 0.004
100 317 317 10 0.000 317 10 0.000 317 10 0.000
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 19 20 9 0.100 20 9 0.100 20 9 0.100

2 60 25 25 10 0.000 25 10 0.000 25 10 0.000
80 31 32 9 0.033 32 9 0,033 32 9 0.033
100 39 39 10 0.000 39 10 0.000 39 10 0.000
20 51 54 7 0.078 54 7 0.078 54 7 0.078
40 92 96 6 0.058 96 6 0.058 96 6 0.058

3 60 136 140 6 0.032 140 6 0.032 140 6 0.032
80 187 190 7 0.017 190 7 0.017 190 7 0.017
100 221 226 5 0.024 226 5 0.024 225 6 0.019
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 19 19 10 0.000 19 10 0.000 19 10 0.000

4 60 23 25 8 0.100 25 8 0.100 25 8 0.100
80 30 33 7 0.100 33 7 0.100 33 7 0.100
100 37 39 8 0.067 39 8 0.067 39 8 0.067
20 65 66 9 0.020 66 9 0.020 66 9 0.020
40 119 119 10 0.000 119 10 0.000 119 10 0.000

5 60 179 181 8 0.013 181 8 0.013 181 8 0.013
80 241 247 4 0.026 247 4 0.026 247 4 0.026
100 279 288 2 0.035 288 2 0.035 286 4 0.027
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 15 19 6 0.400 19 6 0.400 19 6 0.400

6 60 21 22 9 0.050 22 9 0.050 22 9 0.050
80 30 30 10 0.000 30 10 0.000 30 10 0.000
100 32 35 7 0.100 35 7 0.100 35 7 0.100
20 55 55 10 0.000 55 10 0.000 55 10 0.000
40 109 113 6 0.038 113 6 0.038 113 6 0.038

7 60 156 159 7 0.019 159 7 0.019 159 7 0.019
80 224 232 2 0.037 232 4 0.037 232 2 0.037
100 269 277 3 0.030 276 2 0.026 275 4 0.022
20 58 58 10 0.000 58 10 0.000 58 10 0.000
40 112 113 9 0.009 113 9 0.009 113 9 0.009

8 60 159 162 7 0.018 162 7 0.018 162 7 0.018
80 223 227 6 0.018 227 6 0.018 226 7 0.014
100 274 281 3 0.025 280 4 0.022 280 4 0.022
20 143 143 10 0.000 143 10 0.000 143 10 0.000
40 278 278 10 0.000 278 10 0.000 278 10 0.000

9 60 437 437 10 0.000 437 10 0.000 437 10 0.000
80 577 577 10 0.000 577 10 0.000 577 10 0.000
100 695 695 10 0.000 695 10 0.000 695 10 0.000
20 42 44 8 0.045 44 8 0.045 44 8 0.045
40 74 74 10 0.000 74 10 0.000 74 10 0.000

10 60 98 102 6 0.045 102 6 0.045 102 6 0.045
80 123 130 3 0.056 130 3 0.056 130 3 0.056
100 153 160 3 0.046 159 4 0.040 159 4 0.040

Globalno 7173 7289 386 0.033 7286 389 0.033 7281 393 0.033

Tabela 3.2: Rezultati poboǉxanog algoritma za 2BPP problem na instancama iz
literature sa N1 = 500, N2 = 500 i δ = 0.1.
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2BP|O|F ENH 2BP|O|G
Klasa LB UB UB #opt %gap LB #opt

1 993 997 997 46 0.004 997 47
2 124 124 126 48 0.027 125 30
3 687 696 705 32 0.041 694 44
4 119 124 126 43 0.053 119 27
5 883 892 899 35 0.017 889 46
6 108 112 116 42 0.110 110 30
7 813 827 834 29 0.023 812 34
8 826 835 839 37 0.013 826 41
9 2130 2130 2130 50 0.000 2130 50
10 490 504 509 31 0.037 491 28

Globalno 7173 7241 7281 393 0.033 7193 377

Tabela 3.3: Pore�eǌe izme�u giǉotinske i negiǉotinske heuristike. Vremensko
ograniqeǌe = 1800 CPU sekundi.

3.3 Genetski algoritam sa Crow pretragom za rexavaǌe
2BP|O|F problema

Genetski algoritam je opisan u odeǉku 1.7.5, pa je u nastavku, pre predstavǉaǌa
genetskog algoritma sa Crow pretragom, ukratko objaxǌen samo algoritam Crow pre-
trage.

Algoritam Crow pretrage

Algoritam Crow pretrage (eng. Crow Search Algorithm), u nastavku CSA, je zasnovan
na ponaxaǌu vrana (eng. crow) prilikom skrivaǌe hrane i ǌenom kasnijem pronala�e-
ǌu. CSA ukǉuquje jato od N vrana. Svaka vrana je kodirana svojom pozicijom (skro-
vixtem) u d−dimenzionom okru�eǌu xi(G) = (x1

i (G), x2
i (G), ..., xdi (G)), gde je i ∈ {1, ..., N},

a G generacijski broj. Svaka pozicija vrane odgovara dopustivom obrascu u prostoru
pretrage. Svaka vrana i ima memorijski prostor mi(G) u generaciji G, gde se quva
podatak o ǌenoj najboǉoj poziciji. Kvalitet pozicije se meri funkcijom pogodnosti,
odnosno funkcijom ciǉa optimizacionog problema. CSA zapoqiǌe sa poqetnom pozi-
cijom vrana i postavǉaǌem memorije na ǌihove poqetne pozicije, a zatim iterativno
a�urira pozicije i memoriju vrana po slede�im formulama:

xi(G) =

{
xi−1(G) + riFL(mj(G− 1)− xi(G− 1)), ako rj ≥ AP
sluqajna pozicija, inaqe

(3.2)

mi(G) =

{
xi(G), ako f(xi(G)) ≥ f(mi(G− 1))

mi(G− 1), inaqe.
(3.3)

Zapravo, u svakoj generaciji, vrana i sluqajno bira vranu j iz jata kako bi je
pratila i ukrala hranu. Ako vrana j zna za nameru vrane i, onda ona zavarava vranu
i kre�u�i se prema sluqajnoj poziciji. Sa FL je oznaqena du�ina leta vrane, sa AP
verovatno�a svesti vrane j o nameri vrane i, sa f(·) funkciju pogodnosti, dok ri i rj
predstavǉaju ravnomerno raspore�ene sluqajne brojeve na intervalu [0, 1]. Algoritam
se zaustavǉa kada se dostigne maksimalan broj generacija. Onda izvlaqi najboǉu
memoriju iz jata kao globalni optimum. Detaǉnije o CSA algoritmu mo�e se na�i u
[1].
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3.3.1 Genetski algoritam sa Crow pretragom
U nastavku je predstavǉen hibridni algoritam za rexavaǌe 2BP|O|F problema,

preuzet iz [44]. Ovaj algoritam kombinuje genetski algoritam, GA, sa CSA algo-
ritmom, i naziva se genetski algoritam sa Crow pretragom (eng. Crow Search-based Ge-
netic Algorithm - CSGA). Motivacija za ǌihovo kombinovaǌe je, prvo, pametno ponaxaǌe
vrana u CSA algoritmu, a zatim i evolucijsko ponaxaǌe jedinke u GA. Osim toga, GA
operatori se mogu lako i direktno primeniti u procesu binarne pretrage. U pore-
�eǌu sa GA, u CSGA svaka jedinka populacije uqestvuje sa sopstvenim informacijama
u operaciji ukrxtaǌa. Dakle, verovatno�a ukrxtaǌa se ne uzima u obzir i algoritmu
nije potrebna strategija zamene za kreiraǌe predstoje�e generacije. U pore�eǌu sa
CSA, u CSGA svaka vrana i bira jednu vranu u jatu koju �e pratiti korix�eǌem
operatora selekcije. Dodatno, operator mutacije se primeǌuje sa verovatno�om mu-
tacije, kako bi se pove�ala raznovrsnost populacije. U nastavku sledi detaǉan opis
CSGA algoritma, preuzet iz [44].

Poqetna populacija

Pozicije vrana u d−dimenzionom okru�eǌu se odre�uju raspore�ivaǌem ili ne-
raspore�ivaǌem datog paketa u dato skladixte. Tako se svaka pozicija razmatra kao
potencijalno rexeǌe problema. Ona se kodira kao n× d matrica, gde je n broj paketa
koje je potrebno spakovati u skladixta, a d broj raspolo�ivih skladixta. Rexeǌe i,
u populaciji koja ima N vrana, se predstavǉa na slede�i naqin:

Xi = (xijk) ∈ {0, 1}n×d; za i ∈ {1, ..., N}. (3.4)

Za sve i, promenǉiva xijk uzima vrednost 1 ako se j−ti paket pakuje u k−to skladixte,
a 0 inaqe. Radi jasno�e, jedan paket se dodeǉuje jednom i samo jednom skladixtu, a
zatim se uklaǌa sa liste paketa. Xtavixe, pakovaǌe mora zadovoǉavati Bottom-Left
strategiju, odnosno svaki paket se pakuje na najni�u poziciju xto je mogu�e vixe levo.

Matrica memorije M i za svaku vranu ima iste dimenzije kao matrica pozicije
Xi. U poqetnoj fazi, koeficijenti matrice pozicije su generisani sluqajno i ona se
poklapa sa matricom memorije, za svaku vranu i.

Procena dopustivosti i kvaliteta rexeǌa

Sa jedne strane, sluqajni proces korix�en u prvoj fazi mo�e generisati nedo-
pustiva rexeǌa. Rexeǌe se smatra nedopustivim ako krxi ograniqeǌe kapaciteta
(videti jednaqinu 3.5) najmaǌe jednog upotrebǉenog skladixta:

Za svako i ∈ {1, ..., N} :

n∑
j=1

wjhjx
i
jk ≤WHyk; ∀k ∈ {1, ..., d} (3.5)

gde je

yk =

{
1 ako se koristi skladixte k,
0 inaqe.

(3.6)

Skladixte k se smatra upotrebǉenim ako je
∑n

j=1 x
i
jk ≥ 1, tj. sadr�i najmaǌe jedan

paket, a neupotrebǉenim ako je
∑n

j=1 x
i
jk = 0.

Operator popravke se upotrebǉava za odstraǌivaǌe paketa iz skladixta u kojima
je prekoraqen kapacitet, i smextaǌe tih paketa u nedovoǉno popuǌena skladixta.

Sa druge strane, za procenu kvaliteta dopustivih rexeǌa koristi se slede�a
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funkciju pogodnosti:

f =
1∑d

k=1 yk
. (3.7)

Xto je maǌe skladixta za pakovaǌe paketa korix�eno, to je ve�a vrednost funkcije
pogodnosti.

A�uriraǌe memorije i pozicije vrana

GA operatori i CSA algoritam se primeǌuju kako bi se a�urirala pozicija vrana.
Od sada pozicije vrana razmatramo kao hromozome. Svaka kolona matrice pozicije
odgovara genu hromozoma, dok je svaki gen kodiran kao binarni vektor od n alela
(razliqitih oblika istog gena). Slika 3.3 prikazuje strukturu hromozoma.

Slika 3.3: Predstavǉaǌe hromozoma sa (n = 5) i (d = 4).

Selekcija. U ovoj fazi svaka vrana i bira vranu j iz populacije, uz pomo� bi-
narnog takmiqeǌa. Binarno takmiqeǌe je zapravo biraǌe dve vrane iz populacije, na
sluqajan naqin, i ǌihovo nadmetaǌe. Pobednik je ona vrana qija je vrednost funkcije
pogodnosti ve�a. Tako vrana i bira pobednika kao metu koju treba pratiti. Na taj
naqin se ǌena pozicija a�urira.

Ukrxtaǌe. Ukrxtaǌe je proces razmene gena izme�u jedinki, kako bi se dobila
nova jedinka. ǋegov ciǉ je xireǌe prostora pretrage rexeǌa. U ovoj fazi se kombi-
nuju CSA pravila sa strategijom ukrxtaǌa, kako bi se a�urirale pozicije, i to na
slede�i naqin. Ako je rj ≥ APj, ukrxta se pozicija vrane i sa pozicijom izabrane vrane
j. Inaqe, pozicija vrane i se ukrxta sa ǌenom memorijom. PMX operator ukrxtaǌa,
koji su predstavili Goldberg i Lingle u [31], se koristi kako bi se rekombinovale dve
pozicije, ili qak pozicija i memorija. Primer na slici 3.4 pokazuje kako se on koristi
u ovom sluqaju. Nasumiqno se bira skladixte od prvog roditeǉa (npr. skladixte
1), i meǌa ǌegov sadr�aj (paket 2 i paket 3) sa potomkom. Ostala skladixta na-
sle�uju sadr�aj od drugog roditeǉa. Duplikati su zameǌeni paketima spakovanim u
skladixte 1 drugog roditeǉa, poxtuju�i isti red. U prikazanom primeru, paketi 2
i 3 su spakovani u skladixta 4 i 2 drugog roditeǉa. Stoga, paket 2 se zameǌuje sa
paketom 4 i paket 3 sa paketom 5. Znak ⊗ oznaqava operator ukrxtaǌa.

Kada se zavrxi proces ukrxtaǌa, proverava se dopustivost pozicija potomaka.
Ako je potrebno, primeǌuje se gorepomenuti operator prepravke, kako bi se vratila
izvodǉivost rexeǌa.
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Slika 3.4: Primer operatora ukrxtaǌa sa (n = 5) i (d = 4).

Mutacija. Operator mutacije se, kao i operator ukrxtaǌa, koristi za xireǌe
prostora pretrage, kako bi se naxla boǉa rexeǌa. Neki generisani potomci mutiraju
korix�eǌem mehanizma podele skladixta, predstavǉenog u [47]. On ukǉuquje biraǌe
jednog skladixta na sluqajan naqin, i podelu ǌegovog sadr�aja u dva skladixta. U
naxem algoritmu, ovaj mehanizam se primeǌuje na slede�i naqin. Prvi deo paketa se
quva u originalnom skladixtu, a drugi se spaja sa sadr�ajem drugog skladixta, koje
mo�e da primi te pakete, a da se ne prekoraqi ǌegov kapacitet. Ako se ti paketi ne
mogu spakovati ni u jedno korix�eno skladixte, otvara se novo.

A�uriraǌe memorije. Nakon mutacije, kvalitet svake potomak pozicije se prove-
rava korix�eǌem funkcije pogodnosti, i poredi sa memorijom svake vrane. Ako je po-
tomak pozicija boǉa od do sada zapam�enog polo�aja, onda se memorija vrane a�urira
sa potomak pozicijom. Inaqe se zadr�ava prethodna memorija.

Konstrukcija CSGA algoritma

Celokupni algoritam se ukratko mo�e opisati na slede�i naqin.

1. Inicijalizovati poqetnu populaciju sa N vrana, i postaviti kontrolne parame-
tre, kao xto je maksimalan generacijski broj, du�ina leta vrane i verovatno�a
ǌihove svesti o nameri druge vrane.

Za svaku vranu i, postaviti M i(G = 1) = Xi(G = 1).

2. Proceniti dopustivost rexeǌa i vratiti dopustivost nedopustivih rexeǌa pomo-
�u operatora popravke. Zatim, izraqunati ǌihovu pogodnost.

3. Za svaku vranu i, primeniti binarno takmiqeǌe kako bi se izabrala vrana j.

4. A�urirati poziciju svake vrane i korix�eǌem slede�ih jednakosti:

Ako je rj ≥ APj , tada je Xi(G+ 1) = Xi(G)⊗Xj(G). (3.8)

Inaqe, Xi(G+ 1) = Xi(G)⊗M i(G). (3.9)

5. Popraviti dopustivost nedopustivih potomak pozicija.

6. Primeniti mutaciju za generisaǌe potomak pozicija sa verovatno�om pm.

7. Izraqunati vrednost funkcije pogodnosti za svaku potomak poziciju i a�urirati
memoriju svake vrane pomo�u jednaqine (3.3).

8. Vratiti se na 3. korak sve dok se ne dostigne maksimalan broj generacija, a zatim
najboǉu prona�enu memoriju proglasiti za optimalno rexeǌe 2BP|O|F problema.
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3.3.2 Eksperimentalni rezultati
CSGA je kodiran u programskom jeziku JAVA na raqunaru sa Intel Core i5 procesorom,

qija je brzina 2.5 GHz, 4.0 GB RAM memorije i 64-bitnim Windows 7 operativnim
sistemom. Testovi su sprovedeni na deset klasa, opisanih u odeǉku 3.2.3, s tim xto
su rezultati prikazani samo za 4 najreprezentativnije, 1, 3, 5. i 9. Kako bi se
videla efikasnost algoritma, upore�en je sa GA algoritmom, jer koriste iste genetske
operatore. Kontrolni parametri su prikazani u tabeli 3.4, preuzetoj iz [44]. To
su: Popsize, koji oznaqava veliqinu populacije; Maxgen, oznaqava maksimalan broj
generacija; BTS − size, oznaqava veliqinu binarnog takmiqeǌa; FL, oznaqava du�inu
leta vrane; AP , oznaqava verovatno�u svesti; pm, verovatno�a mutacije; pc, nivo
pouzdanosti.

Algoritam Vrednost parametra
CSGA Popsize = 100;FL = 2;AP = 0.01; pm = 0.10;Maxgen = 100

GA Popsize = 100;BTS − size = 2; pc = 0.95; pm = 0.01;Maxgen = 100

Tabela 3.4: podexavaǌe parametara

Svi rezultati testiraǌa su proceǌeni nakon 30 pokretaǌa, i zadr�ani su pro-
seqni rezultati. Da bi se procenili rezultati, u smislu pogodnosti, primeǌen je
Wilcoxon test, da bi se utvrdilo da li se vrednosti funkcije pogodnosti CSGA i GA
znaqajno razlikuju ili ne. Nivo pouzdanosti je fiksiran na 0.95, a dobijeni rezultati
p− vrednosti su prikazani u tabeli 3.5, preuzetoj iz [44]. Za testiraǌe je korix�en
SPSS statistics 22. Ako je p− vrednost maǌa od 0.05, odbacuje se nulta hipoteza, koja
pretpostavǉa da nema znaqajne razlike izme�u dva algoritma. U suprotnom prihvata
se alternativna hipoteza, koja pretpostavǉa da postoji znaqajna razlika izme�u ǌih.
Vrednost R− (odnosno R+) u tabeli 3.5 oznaqava sumu rangova odgovaraju�e negativne
(odnosno pozitivne) razlike. Zapravo, suma rangova je apsolutna vrednost ralike
izme�u rezultata dva algoritma. Vrednost s u tabeli 3.5 pokazuje statistiqki re-
zultat pore�eǌa dva para: s = 1 pokazuje da je prvi algoritam znaqajno boǉi od
drugog, dok s = −1 pokazuje da je prvi algoritam znaqajno loxiji od drugog. Obe
vrednosti, -1 i 1, pokazuju znaqajnu razliku. Ukoliko je s = 0, to znaqi da izme�u
algoritama nema znaqajne razlike. Iz tabele 3.5 se mo�e videti da je CSGA boǉi od
GA algoritma.

Tabele 3.6, 3.7 i 3.8, preuzete iz [44], pokazuju empirijske rezultate u pogledu
proseqno korix�enih skladixta, dobijenih nakon 30 pokretaǌa, i proseqnog vremena
izvrxeǌa. Ovi testovi su izvedeni nad klasom 9. Iz ovih tabela se mo�e videti da je
broj korix�enih skladixta od strane CSGA algoritma u svakoj instanci blizak ili
jednak doǌoj granici. Xtavixe, daje boǉe rezultate, za kra�e vreme u odnosu na GA.
Boǉi rezultati su podebǉani. Vreme je izra�eno u sekundama.

Klasa Broj paketa Pore�eni algoritmi R+ R- p− vrednost s
Klasa 1 20 CSGA - GA 55 0 0.005 1

60 CSGA - GA 55 0 0.005 1
100 CSGA - GA 55 0 0.005 1

Klasa 3 20 CSGA - GA 55 0 0.004 1
60 CSGA - GA 55 0 0.005 1
100 CSGA - GA 55 0 0.005 1

Klasa 5 20 CSGA - GA 55 0 0.005 1
60 CSGA - GA 55 0 0.005 1
100 CSGA - GA 55 0 0.005 1

Tabela 3.5: Rezultati Wilcoxon testa proseqne vrednosti funkcije pogodnosti CSGA
naspram GA
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CSGA GA
Test instanca LB Korix�ena CPU Korix�ena CPU

skladixta vreme skladixta vreme
Instanca 1 25 29 0.067 37 2.013
Instanca 2 32 29 0.066 36 1.916
Instanca 3 29 29 1.914 35 1.914
Instanca 4 31 28 0.063 35 2.085
Instanca 5 27 27 0.064 33 1.993
Instanca 6 29 29 0.067 36 2.030
Instanca 7 24 26 0.068 32 1.920
Instanca 8 26 28 0.063 35 2.006
Instanca 9 21 25 0.062 33 1.995
Instanca 10 34 30 0.064 38 2.028

Prosek 27,8 28 0.250 35 1.990

Tabela 3.6: Rezultati primene algoritama CSGA i GA na instance sa 40 paketa

CSGA GA
Test instanca LB Korix�ena CPU Korix�ena CPU

skladixta vreme skladixta vreme
Instanca 1 59 60 0.264 70 7.816
Instanca 2 58 59 0.271 69 7.718
Instanca 3 57 59 0.252 70 8.001
Instanca 4 53 60 0.263 69 7.753
Instanca 5 62 61 0.259 74 7.772
Instanca 6 62 59 0.251 71 7.576
Instanca 7 59 59 0.262 70 7.833
Instanca 8 58 58 0.264 71 7.902
Instanca 9 49 54 0.261 59 40.232
Instanca 10 60 61 0.274 74 7.575

Prosek 57.7 59 0.262 69.7 11.018

Tabela 3.7: Rezultati primene algoritama CSGA i GA na instance sa 80 paketa

CSGA GA
Test instanca LB Korix�ena CPU Korix�ena CPU

skladixta vreme skladixta vreme
Instanca 1 71 75 0.377 87 11.755
Instanca 2 64 69 0.371 86 11.785
Instanca 3 68 61 0.384 82 11.767
Instanca 4 78 76 0.372 92 11.872
Instanca 5 65 73 0.388 84 11.892
Instanca 6 71 74 0.381 78 64.425
Instanca 7 66 69 0.380 87 12.084
Instanca 8 74 73 0.375 90 11.859
Instanca 9 66 66 0.379 85 12.039
Instanca 10 72 75 0.384 84 64.165

Prosek 69.5 71.1 0.379 85.5 22.364

Tabela 3.8: Rezultati primene algoritama CSGA i GA na instance sa 100 paketa
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3.4 Pore�eǌe predstavǉenih heuristika
Obe predstavǉene heuristike testirane su na na deset klasa, navedenih u 3.2.3.

Za algoritam parcijalne enumeracije su prikazani rezultati za svih deset klasa, dok
su za genetski algoritam sa Crow pretragom dati rezultati samo za qetiri klase:
1, 3, 5. i 9. Za razliku od prve heuristike, gde su eksperimenti vrxeni za vre-
menska ograniqeǌa od 60, 600 i 1800 sekundi, kod druge heuristike je prikazano vreme
za koje se dobija optimalno rexeǌe. Uzimaju�i u obzir eksperimente sprovedene na
9. klasi, sa 40, 80 i 100 paketa, i imaju�i u vidu da je proseqno vreme potrebno
za dobijaǌe optimalnih rexeǌa kod algoritma parcijalne enumeracije (za obe va-
rijante algoritma) za najve�i broj instanci 31 sekunda, prvo xto se mo�e zakǉuqiti
jeste da je genetski algoritam sa Crow pretragom br�i, s obzirom na to da je ǌegovo
vreme izvrxeǌa za sve sluqajeve maǌi od 4 sekunde. Sa druge strane, u pogledu broja
korix�enih skladixta, oba algoritma daju rexeǌa bliska poznatim doǌim grani-
cama. Ono xto pravi razliku je korix�eǌe prostora skladixta, xto se mo�e videti
u primeru na slikama 3.5 i 3.6. Data su dva skladixta dimenzija 5×5 i paketi: paket
1 dimenzija 1.5 × 4, paket 2 dimenzija 4.5 × 2.5, paket 3 dimenzija 2 × 1.5, paket 4 di-
menzija 2.5× 3.5 i paket 5 dimenzija 2.5× 0.5. U sluqaju kada je korix�ena heuristika
sa ograniqeǌem giǉotine, neiskorix�ena povrxina skladixta je 9.5, dok je u sluqaju
bez ograniqeǌa giǉotine ta vrednost 6. Dakle, boǉa iskorix�enost prostora se po-
sti�e ukoliko nije nametnuto ograniqeǌe giǉotine.

Slika 3.5: Primena heuristike sa ograniqeǌem giǉotine.

Slika 3.6: Primena heuristike bez ograniqeǌa giǉotine.
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Glava 4

Zakǉuqak

U ovom radu razmatran je dvodimenzioni problem pakovaǌa u skladixta, u ko-
jem paketi ne mogu biti rotirani i gde je nametnuto ograniqeǌe giǉotine. Za ovaj
problem, oznaqen kao 2BP|O|G, je predstavǉen heuristiqki algoritam zasnovan na
parcijalnoj enumeraciji, preuzet iz [54]. Opse�na raqunska analiza na velikom broju
instanci iz literature, preuzeta iz [44], pokazuje da je algoritam u staǌu da rexi
vixe od 78% problema, sa proseqnim raskorakom od 3, 3%. Pored algoritma parcijalne
enumeracije, predstavǉen je i genetski algoritam sa Crow pretragom, preuzet iz [44],
koji je nameǌen rexavaǌu 2BP|O|F problema. Nakon upore�ivaǌa ova dva algoritma,
zakǉuquje se da heuristika bez ograniqeǌa giǉotine efikasnije koristi prostor, pa
budu�a istra�ivaǌa treba da budu usmerena na pronala�eǌe algoritma koji �e brzo
rexavati problem pakovaǌa u skladixta sa ograniqeǌem giǉotine i boǉe koristiti
prostor skladixta.
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