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Hacunoe: IlBomuMen3noHu IpobIeM MaKOBaBkHa Y CKIAAUNITA CA OIPDAHUYEHEM I'MJ/bOTUHE

Pesume: IIBomumensmony npobieMm makoBama y ckiaamumra (esr. Two-dimensional bin
paking problem - 2BPP) je mpoGaem nakoBama HATOT CKyIla MaJUX MPABOYTAOHUX IIPEIME-
Ta, KOjU Ce€ HA3WBAJY NaAKeMu, Y MUHUMAaJIaH OpO] BEIMKUX MPABOYraoHUX objerara, Koju
ce Ha3uBajy ckaaluuwima, TAKO Ia Ce MaKeTU He MpERJIanajy W Ja Cy UM UBUIE MapajieiiHe
uBUIAMA CKJIamumTa. llprMeny HaJsasu y pasHuM 00JACTAMA, OX WUHAYCTPHUj€ OO KOMIIjY-
Tepckux cucrema u Mpexka. Cmanma y rpymy NP temkux mpobiema. Bapwmjanra oBor mpo-
Omema, Tae ce makeTu mobujajy HM30OM pPE30Ba O MBUIE OO UBUIE U HE MOTYy OUTU DPOTHU-
panu, Ha3uBa ce IBOAMMEH3MOHN NPOOIEM MAKOBaWma y CKJIAMUIMITA CA OTPAHUUYCHEM THUJHO-
tune (err. Two-Dimensional Bin Packing Problem with Guillotine Restriction) u o3mauasa
ca 2BP|O|G. Heny mojaBy HpOy3pOKOBAO je TEXHOJOWIKU PA3BOj, jep Ce y HOBUje BpeMe
3a cedeme MMaKeTa KOPUCTE ayTOMATCKE MAIIWHE, aJii JOBOOW [0 MAamke KMCKOPUIINEeHOCTH
craagumra. OrpaHvueme Ha TUJLOTUHCKE PE30BE je HAPOUUTO 3HAUAJHO y WUHIYCTPUjU
OpBETa, CTaKIa U METAJIYPIUjU.

usm oBor pana 6uhe npencrapbame IBOAMMEH3UOHOT IPOGIIEeMa TAKOBAKA Y CKIAIAIITA,
MaTEeMATUYKUX (OpMyJsIanuja, XEeyPUCTUKA M MEeTaXeypPUCTUKA 33 HErOBO pellaBame, U
ropmux u Aomux rpanuna. [locebuna maskma he Obutwm mocBehena BapujanTy oBOr mpobiema
ca TMJLOTUHCKUM PE30BUMA, Y3 MOAATHO OlPaHUYEH.€ Na Ce MaKeTW He MOI'Yy POTUPAaTU, a
KOja ce, y CKIamy ca HotamujoM Kojy cy mamu Lodi, Martello u Vigo, osnauasa ca 2BP|O|G.
Brhe mnara rnacupuranuja HeTrM/LOTMHAOMIHNX oOpa3ama, NPEACTAB/LEHU HAYMHU 33 IHU-
XOBO OTKPUWBAKE W YCJIOBU MO KOjUMa OHU IOCTAjy IMJbOTUHAOWIIHM, Ca WIIYCTDPAIXjOM
Ha mpuMepuMa. &3 CBe TO, AETALHO Ne OuTM MpencTaB/beHe OBE XEeYPUCTUKE: aJropu-
TaM maprujasgHe eHyMmepanuje, 3a pemasame 2BP|O|G npobaema, u reHeTCKM airopuram ca
Crow mperparom, 3a pemasame 2BP|O|F mpoGaema, Tj. ABOAMMEH3MOHOT mpofiema Mako-
Bama y CKJIamumTa 0e3 OorpaHuverha I'M/bOTUHE, 3ajeHO Ca 00jaB/LEHUM €KCIEePUMEHTAJIHUM
pesyararuMma. Tu pesynraTu, 3ajeqHO ca WIYCTPAIMjOM jeTHOCTABHOI IIPUMEpPa IaKOBAHA
nomMoNy HaBemeHMX XEeypUCTWKA, Omhe uMcropumheHu 3a BUXOBO mopebheme um m3Bobheme
3aKJ/byUKa O [IAKOBAaBkY y3 OrpaHUYEH€ IMJ/bOTUHE.

Kapyune pevu: NBOIUMEH3VMOHO NAKOBAH€, TMJLOTUHCKU PE3, XEyPUCTUKE
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I'maBa 1

JIBOo MMMEH3MOHM IPO0JIEM
IMIAKOBaHha y CKJIAIUIIITA

1.1 YBonm

Jeodumensuonu npobaem naxosama y cxacduwma (enr. Two-dimensional bin packing pro-
blem - 2BPP) ce mo:ke npencrasutu Ha cienehu maumn. Jlar je cKym on n IpaBOyTaOHUX
npemvera ¢ € I = {1,...,n}, Koju ce Ha3WBajy naxemu, ¥ HEOTPDAHUUYEH OPOj MACHTUUIHUX
npaBoyraoHux objekara, KOju ce HasuBajy ckaaduwma. CBaKU MAKET i UMa MUPUHY wW; U
BucuHY h;, OOk ckianumra mMajy mupury W u Bucuny H. Be3 rybmema ommrocTy, MOxke
Ce MPEeTIOCTABUTHU Aa Cy CBU yiaas3Hm nonarnu mnenobpojuu, u 0 < w; < W n 0 < h; < H 3a
cee ¢ € I. Ilpobnem ce cacroju y pacuopebmBamy CBUX IakKeTa, TakO & OHU 3ay3UMAajy
MUHUMAJAH OpOj CKIAIUINTA, U Aa ce He mnpekianajy. OBaj mpobGiieM mpencTaBiba JBOIU-
MEH3MOHU HACTABAK KJIACUYHOT j€IHOIUMEH3UOHOr NPOBeMa MaKkoBama y CKIAAIMMTA (EeHT.
One-dimensional bin packing problem - 1BPP) u jeman je ox majBume usydaBanux mpobiema
Yy KaTeropuju MaKOBama U CeYeHha.

2BPP npobiem ce jaB/ba y BAXKHUM CBAKOAHEBHUM IPUMEHAMAa KO MITO CYy ceuehe mannpa,
CTakJa, M YeJUKA, ajd U KOJ KOMIjYTEPCKUX CHUCTEMa W MpeKa. Y JUTEPATYPU CE MOXKE
Haliy ca pa3nIuuuTUM yCJIOBUMA, KaO IITO CYy OPUjeHTalUja, TMIbOTUHCKA PE30BU U CI. Y
CKJIaAy Cca TUM jaBJba]y Ce€ Pa3IUYUTe H-eFOBE BapUjaHTE.

Y omemuuma u Cy ommcaHy IpodJieMy TaKOBalkha MPABOYTAOHUX IAKETA U IUXOBE
nprMeHe. MaremaTuuke GopMyralyje NakoBama Y CKIAIUIITA TATE CY y ONEJLKY . Ko-
epunUjeHTr mepPOPMAaHCHU AICOJIYTHO M ACUMITOTCKA HAajHENOBOJLHUjET Ciydaja NaTh Cy y
1.6l Topme rpanune, MeTaxeypUCTUKE U AJCOPUTMY AIPOKCUMALUje NaTh Cy y oxesnky [L.7]
Jlowme rpaHunie m er3akTHU AJTOPUTMU ONUCAHU Cy Y OIEJbIIMA, u

1.2 Ceueme u makoBame

JlBomuMmeH3moHN NPOGJIeM MAaKOBalma y CKJIAMUINTA IpUIala FPYIU nNpobieMa cederma U
nakoBama. [IpobieMu cedema U IaKOBama 00yXBaTajy CMEMTame ATOT CKyIa (Majux) mpe-
aMeTa y jenaH wiau Bume (BeJukux) o6jerkaTa, TAKo Aa ce TU IPeIMEeTH He IPEKJIANajy U Ia ce
OCTBAPU MAKCUMYyM WM MUHUMYM nare ¢pyHKuuje nnba. OBu mpobieMu Cy 3HAYAJHU Y UHIY-
CTPpUjU, HAPOUMTO KOJ cedera (mammp, APBO, CTAKIO, YEJVK...) U MAaKOBama (CKIAIUIITene,
TPAHCOOPT...). Pa3nukyjy ce mo muMensuju (Hajuemhie ce pasmarpajy jeIHOIMMEH3UOHU,
ABOIVMEH3UOHU U TPOAMMEH3UOHU NPOoGIeMu) U OOJIUKY HMAaKeTa U CKIAAUITA (HEIPABUIHA
¥ OpaBuiIHU). Y OBOM panxy e OUTH OpencTaB/beH NBOAMMEH3UOHU IPOOJIEM HAKOBAMmbA y
CKJIAIUIITA Ca IAKeTUMa IPAaBOYraoHOr (IpaBUIIHOT) OBJIKKA.



1.3 IIpobisem makoBama IIPaBOyTraOHUX ITaKeTa

Ilat je ckyn ox n npaBoyraonux nakera ¢ € I = {1,...,n}, mupune w; u Bucure h;, u jenad
WJIM BUIIE TIPABOYTaoHUX OOjekara, y Koje Te makere Tpeba cmectutu. [lakere je morpebHO
MIOCTABUTU OPTOTOHAJHO, TAKO [ Ce He MpeKJanajy W na Cy UM WBUIE IapaJiesiHe UBUIaMa
o0jeKTa, a ma ce IpU TOME OCTBAPU MaKCUMyM (MUHMMyM) QyHKIUje Iuiba. PyHKIUja Ouiba
je Hajuemrhe moBpmuHa 00jekTa mnm 6poj ymorpebmenux objekara. OBaj mpobiem KapakrTe-
pumry nBa OUTHA yCIOBA:

e OpUjeHTaIUja: CBAKU IIaKeT MMa OPUjEeHTAIN]Y KOja je PuKCHMpaHa, Tj. HUje TO3BOJbEHA
poramuja makera 3a 90°.

® I'MJBOTUHCKU pe3: IaKeTH MOPajy Outn nobujeHr HU30M pe30Ba O WMBUIE IO WBUIE,
nmapaJieJJHUX WBUIUA BEJUKOT MPABOYTAOHOT O0OjekTa. ['MBOTUHCKM pe3 je mocienura
TEeXHUUYKNX OMPaHMYEHa MAIIMHA 33 Ceuerhe uiau Marepujata. lIpuMep ruboTUHCKOr U
HErMJLOTUHCKOT pe3a nar je Ha cuwmw [L.1]
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Cauxra 1.1: [Ipumep rm/bOTUHCKOT ¥ HETMJLOTUHCKOT pe3a.

AkTUBHO ce mpoyuaBa meCT BpcTa ONpobieMa MakoBama MPaBOYraOHUX Makera. Panu
jemHOCTaBHOCTH, IPETIOCTAB/A CE 1A je OPUjeHTanuja NakeTa UKCUPAHA U 3 BAKU YCIOB
TMJbOTUHE, aKO APyradvuje HUje Ha3HAUEHO.

e JIBomuMeH3MOHM TpoGJieM ImakoBama Ha Tpamu (enr. Strip packing problem - 2SPP):
AT je CKyI OX N mpaBoyraoHux makera i € I = {1,...,n}, muprae w; u Bucuge h;, un
jemaH BeJukM OOjekaT, KOju HA3WUBAMO mpaxa, ukcupaHe mwuprHe W m mpomMeHbUBE
ucnae H. Ilum je ma ce MmHMMU3Wpa BUCHHA TPAKE TAKO 04 CE€ CBU MAKETU MOTY
CIIAKOBATU HA Y.

e IIpoGuem MmHMMM3anuje moBpmmHe (eHr. Area minimization problem - 2AP): mat
je crym on n mpasoyraonux makera ¢ € I = {l,..,n}, mupune w; u BucuHe h;, ©
jenaH Benuku oOjekar, rae cy u mmpumHa W m Bucuna H mpomensuBe. um je ma ce
vumHnME3upa noppmuaa W H objexkra, TAKO na ce CBU IMAKeTU MOLY CIAKOBATU V IbEra.

e JIBomuMeH3MOHM HpoOJeM mnakoBama y craamuamra (ear. Two-dimensional bin
packing problem - 2BPP): mat je ckym om n mpasoyraomux marera ¢ € I = {1,...,n},
mMpuHe w; U BucuHe h;, 1 HeorpaHndeH OPOj KOHAYHUX WUIEHTUYHUX objeraTa, Koje
HazuBaMo ckacduwma, mupuae W u Bucune H. IlpoGunem ce cacroju y pacmopebu-

Bamy aKeTa y MUHUMAaJaH Opoj ckaamumra. Crnenujanan ciaydaj, roe je w; = W,
i € I ={1,..,n}, je jeman on HAJIO3HATHUX ONTUMU3ANMOHUX OpoGIeMa, jednodu-
MEHIUONU NPobAeM nakosana Y craaduwma (eHr. One-dimensional bin packing

problem - 1BPP): n makera, Besuuune h;, CIAKOBATU y MUHUMAJAH OPOj WIEHTUUKUAX
CRJIAOUNITA, Kamamurera H, Tako Oa BeJUYMHA MAaKeTa y OWIIO KOM CKJIAIUINTY He
npenasu kananurer H. Kako je 1BPP npob6aem nmosnar kao NP Tekak, ucro 3akmpydak
ce usBomu u 3a 2BPP.

e JIpomumen3suonu npobisem panna (eur. Two-dimensional knapsack problem - 2KP): nar
je ckym ox n mpaBoyraonux makera ¢ € I = {1,...,n}, unja je mwmpuHa w;, BUCHHA h;, 1
nobur p;, u npaBoyraouu panay mmpune W u Bucuse H. Hum je na ce mabe momckyn



’
I' C I makera ca MaKCUMAJHOM YKYITHOM BPeNHOWNY ), P;, TAKO & CBU TMAKETH U3

’
I mory OuTu; CakOBaHU y PaHAI.

e JIBomuMeH3MOHM mpoGiieM cMamema 3ammxa (Two-dimensional cutting stock
problem - 2CP): mat je ckyn ox n mpaBoyraoHux makera i € I = {1,...,n} koju nmajy
UIMPUHY wW;, BUCUHY h;, U mOTpakmy d;, U HEOrPAHWYEH OpPOj KOHAUHUX WACHTUYHUX
npaBoyraoHux objekara, KOje HA3UBAMO Ck.aaduwma, Koja uMmajy mupuny W u Bu-
cuny H. IlpobGisem ce cacroju y pacmopebuBamy makera y CKJIAAAIITA, TAKO T3 OPOj
cryaumTa Oyne MuHNUMaJaH (Tj. 3a CBakKO i, TOTPebHO je cnakoBaTu d; KOIMja IaKeTa
iy CrIamumTa).

e IIpoGisiem yroBapa masera (eur. Pallet loading problem - 2PLP): mat je noBomHO Be-
auku 6poj nakera miaeHTudHe BesuuuHe (w,h), U jedaH BEeJUKU IPABOyraoHu obGjerar
Beauuure (W, H). lum je cmecturn MakcuManaan 6poj nakera y objekar. Ilakere je
moryhe porupatu 3a 90°.

CBu mpobuemu, ocum 2PLP, cy NP rmemku. 3a 2PLP muje mosmaro ma snu mpumama NP
TEMIKUM TPpOBIeMUMA.

1.4 IIpumene

Krnacuuan npobiem nakoBama y CKIAIANITA UMa MHOTE IIPUMEHE, O MHAyCcTpuje (cedeme
namnupa, IpBeTa, KabioBa...) M0 KOMIjyTEePCKUX cucTeMa (aJoKanuja MEeMOpUje) U Mpeska
(pyTupame makera y KOMyHUKAUIMOHMM Mpe:kama) [33]. Jasma ce m kao mormpobiem y
OpyruM mocTtaBkaMa. HajBaskHUja TpUMEHA je y mOAeIaBamhy TPOU3BO A€ TPABOYTaOHUX KO-
Mama, Koje Tpeba wmcehm on 3anumxa CUPOBOr MaTepujaja, TaKo nga rydoutak Oyme
MuarMaJal. OrpaHnyema Ha OPTOTOHAJHO IIAKOBAHKE U MAKOBAKE Ca OIPAHUYEHOM POTAIU-
joMm mau vak Oe3 poralnuje y OBUM IIOCTABKAMA MMAajy CMUCIA aKO Ce 3a no0Oujame ImakeTa Ko-
pucre pabpuuku obpacuu 1 Kana je noTpedbHO 3anp:kaTu nopaBHame. PacmopelhuBame He3a-
BUCHUX 3aJaTaka Ha T'PYNU IpOLecopa, OX KOJUX CBakKM 3axTeBa oapebhenu Gpoj cycemHux
mporecopa WM AJOKANN]y MeMOpHje TOKOM oapebheHOr BpeMeHCKOr mepronma, MO:ke OuTu
MomenaupaH Kao npobieMm makoBama tpake [46]. Y 0BOj mprMeHM muMpHHA TPaKe IPEeNCTa-
BJbA YKyIaH OpOj MpoIecopa WM JOCTYIHE MEMOPUje, a BUCHUHA MPEINCTAB/HA MAKCUMAJHO
Bpeme usBpmema. Jlama npumena ce moskxe Hahwu y VLSI (enr. Very large scale integration)
nu3ajuy (mpobieM makoBama MUHMMAJIHOr npaBoyraonuka [41]) u mpobaemy mocrasmama
orsmaca [23], rme je moTpeGHO WOCTABUTH CBE Orjace HAa MUHUMAJAH OpPOj CTpaHa HOBUHA
WY MHTEPHET CTPAHUIA.

1.5 Maremaruuke ¢opMyJianuje mpodsemMma

1.5.1 JemaomuMeH3MOHM IIPOOJIEM MAKOBAHKA Y CKJIAOUAIITA

Garey u Johnson cy y [39] 1BPP mepunucanu na caenehu maumn. Heka je maro n makera
senuuune h;, i € I = {1,..,n}, u n ckaagumra, ranamurera H. 3anarak je cmakoBaTu CBe
MaKeTe y MUHUMAJIAH OpOj CKJIAMUNITA, TAKO & YKYIHA BEJIUYMHA HE MPEJIA3U KAIAIUTET
CKJIA,IUTITA.



MaremaTuuka ¢popmyianuja npobiema je

(1IBPP)  min Zyj (1.1a)
j=1
II. O. Zhlxﬂ < Hyj, j:].,...,’fL (116)

i=1

> wi=1, i=1,..n (1.1m)
j=1

y; € {0,1}, j=1,..,n (1.1m)
Tji € {071}7 1,7 =1,...,n (1.16)
rae je
1, akKo ce KOPUCTH CKJIAQIUIITE j
Yj = (1.2)
0, wuHaue,
1, ako ce maker ¢ makyje y CKJIaIUIITE j
Tji = (13)

0, wunave.

Bes rybmema ommrrocTtu, MOKe ce IpeTnocTaBuTu na cy h; u H mo3urtuBHU neau 6GpojeBu u
naje hy <H,ielI={l,..,n}. Ako naker He 3aI0BOJbABA IIOCJIEAHY IPETIOCTABKY, OHIA je
WHCTAHIA TPUBUjAJIHO HEIOMYyCTUBA.

1.5.2 JIBommMeH3MOHM HNPOOJIEM IMaKOBaH-a y CKJIAIUAIITA

IIpBu nokymaj Mmomemupama 2BPP npobiema waunanmu cy Gilmore u Gomory y [24], kpo3
vacraBak npuctyna 1BPP mpob6aemy. Onu cy mpeniosKmin OPUCTYI DEHEPUCAHA KOJIOHA
fa3upaH HA €HyMepalWju CBUX MOACKYIOBa makeTa (00pasaya) KOju MOTY OUTHU CIIAKOBAHU Y
jemHO CKJIaOuIITE. Hexa je A; OuHapHM BEKTOD KOJIOHE, KOjA UHHMA N eJeMeHaTa
a;; (¢ = 1,..,n, j = 1,..,m), umja je Bpemmocr 1, akro ¢ mpumazna oGpacmy j, a 0
naade. CKyn cBUX JOIycTUBHUX oOpasala je mpencraB/beH Kao Mmarpuna A, cacraBibeHa
on cBux Moryhmx xonosa A;, a omrosapajyhu mozmen je

(2BPP) min ij (1.4a)
j=1

m. o. Zaijﬂﬁj >1, i=1,...,n (1.46)
j=1

z; € {0,1}, ji=1..m (1.41)

rIe r; y3uMa BPETHOCT 1 ako obpasan mpumaja pememy, a 0 maade.

30or Beamkor Opoja KOJIOHA KOje ce MOry mojaButu y A, jeInHM HAYUH 324
yOpaB/bamke MOJEIOM Ja Ce OHE NUHAMUYKUA GopMupajy kana je morpebuo. Gilmore u Gomory
cy v [25] u [26] 3a pemasame 1BPP npobGieMa npukasagu NpUCTYI AUHAMUYKOT IPOTPaMU-
pama 3a FeHepHUCame KOJOHA, pelmaBameM, Kao nodpelenoz nmpobaema, mpuapyskenor 0 — 1
npobiema panna (Bumme o oBoM mpobiuemy ce moxke mahw y [69]). 3a 2BPP mpobuem cy
MOCMATPAJIM TEMKONEe MBOAMMEH3UOHOT NPUIAPYKEHOr mpobieMa. 3aTO Cy MPENuIX Ha Ja-
KIIU CJy4aj, Thae TMaKeTh Mopajy OWTHU CHakoBaHU y penose, popmupajyhu mmsoe (meramn
y caenehieM onemky), 3a koje je moapebenu mpoGiem pemeH Kpo3 ABOPA3HU AJITOPUTAM
AMHAMUYKOT TPOTpaMUpamAa.

Beasley je y [B] pa3smarpao nBoauMeH3noHM OpobieM cedyema, TAe je CBAKOM IaKeTy
npuapyskeHa mobuT, ca OubeM Oa Ce Yy JeAHO CKRIAIUINTE CHaKyje HOJCKYI MaKeTa ca



MAKCUMAJHOM n00utu (mBomuMmen3uonu npobiem panuna). Hao je ILP ¢opmynamujy Gasu-
paHy Ha OVWCKPETHO] pPenpe3eHTaljy TeOMETPUjCKOr IPOCTOpa U ynoTpedbu KOOpAnHATA KO-
juMa cy mpuapy:keHu naxkeru. Haumwme,

1, akKo je makeT i CMEMITEH CBOJUM NOKUM JIEBUM yTJIOM y Tauky (p,q)

(1.5)

Lipg =
0, wHaue

zai=1,...,n, p=1,. . W—-w,uq=1,..,H—h;. Canuan momesn, y KOMe Cy p U ¢ KOODANHATE
obpabene kpo3 pasnmuunre npoMmensmpuBe, npencrasuan cy Hadjiconstantinou m Christofides y
[32]. O6a momena ce ropucre 3a obe3bebusame ropme rpanmie mytem Jlarpamkose pe-
JaKcaluje n cyobrpaanjeHTHe ONMTUMU3AI]E.

IMoTnyno mpyrayuju OpuUCTyl MoAenupamy npemaokunu cy Fekete m Schepers y [19],
KapakTepusyjynu makoBame CKyIlla IakeTa y jeOHO CKiIaaumre TeopurjoM rpadosa. Heka je
Gy = (V,Ey) (G, = (V, E},)) uarepBaiau rpag ca 4BOPOM v;, KOJU NPEACTABIbA HAKET i KOjU
ce makyje, u rpaHoM (v;,v;) nsmeby uBopoBa v; M v;, IpU YeMy ce Ta IpaHa (GOPMHUPA aKO
¥ CaMo aKo Cce IpojeKmmje nakera i u j Ha z-ocy (y-ocy) npeknamajy (camka[1.2). ¥ [19] je
IOKa3aHO Ja, AKO jeé MAKOBAHE JOMYCTUBO, OHIA

a) 3a cBakm crabunan cryn S C Gy (Gr), D, cswi S W (X
6) Ewn Ep=0.

v €S hl S H)’

OBa kapakTepr3anuja ce JIako NPEHOCH U Ha BUIIE AUMEH3H]E.

Cimka 1.2: [Ipuctyn Momenupamny koju cy npencrasuiau Fekete u Schepers.

1.5.3 ILP momeJs 3a makoBame MO HUBOMMA

ILP momenu wmajy mosmHOMUjasaH OpPOj TIPOMEHJ/LUBUX, & OTPAHUYEH:A 34 CIEIrjaJiaH
cayuyaj, rae maketu Tpeba ma Oymy cmakoBaHu ,,mo HuBomMa' , mpenctasuiu cy Lodi, Martelo
u Vigo y [54].

Kao mro ce mo:ke BumeTw y HapemHoM onesbKy, Hajehim 6poj ampoOKCUMAaIMOHUX AJTrOPU-
tama 3a 2BPP u 2SPP npo6aem nakyje makere y penose, popmupajyhu nueoe. Ilpsu HUBO
je OHO CKIaIWINTAa, U HAKeT! Ce Ha Hera makyjy cBojom ocaoBoM. Cremehu HuBO je ompeben
XOPU30HTAJHOM JIMHWjOM HOBYYEHOM Ha BPXY HAJBUIIEr MAKETA, CIIAKOBAHOL HA IPETXOJHOM
HuBoy utn. Ilakerm He Mopajy umaru ucty Bucury. 2BPP mpobiem ca oBakBUM HaumHOM
nmakoBama ce o3HauaBa ca 2LBPP.



Bes rybmema onmrocTtu, y HACTABKY Cy pPa3MaTpPaHA CaMO HOPMAAUI0B8ANG NAKOBADHA, Tj.
MaKOBalkha TAKBA A

1) Ha cBaKOM HUBOY, HAJBUINU TIAKET CE€ HAJA3U HA KPajH:0j JIEBO] CTPAHU;
2) maketu cy mabpojanu no mepactyhum Bucunama h;.

ITakeT KOju ce Hana3mW ca Kpajlme JeBe cTpaHe (OQHOCHO HUBO HA [HY CKJIAINAIITA) UHU-
yujanuzyje HUBO (OLHOCHO CKJIAIMALITE).

2LBPP npobnem Moke OUTU e(pUKACHO MOIEJUPAH INOJ NPETIOCTABKOM Oa IOCTOJU N
MOTEHIjAJHUX HUBOA (i-TU HUBO je MOBE3aH Ca i-TUM MAKETOM KOJU TI'd WHUIL)AJIU3Yje),
Y 7N TOTEHOUjAJHUX CKiIaumTa (k-TO CKIAAUIITE je IMOBE3AHO ca k-TUM HUBOOM KOJU T'a
vannujanusyje). Crora, ca y;, ¢ € I (qr, k € I) je o3Hauena GuHapHA IPOMEHJHUBA KOja
y3uMa BpemHocT 1 Kaja makeT ¢ MHANUjaJu3yje HUBO i (HUBO k MHUIM]AJIU3yje CKIIAIAIITE
k), a 0 unaue. IIpoGrem mMoske Gutm Momenupan Ha ciexnehu maumm:

2LBPP  min > g (1.6a)
k=1
j—1
m. o. inj +y; =1, ji=1,...n (1.60)
=1
Z W;Tij < (W - wi)yi7 1=1,...n—1 (16]_[)
j=it1
1—1
szi+Qi:yi7 Z.Zl,...,’I’L (16'H)
k=1
> hizki < (H = hi)qr, k=1,..,n—1 (1.6e)
i=k+1
Yis Tijs Qi 2k € {0, 1}, Vi, g,k (1.6)

rae ;5,1 € I\{n} n j > i (ommocuo zy;, k € I\{n} ui > k) y3uma Bpennocr 1 ako je maker
J CmakoBaH Ha HMBO i (OMHOCHO HMBO § cMemTeH y ckiaamumre k), a 0 maave. Orpanudena
j >iwui>k npousunase u3 NpeTHOCTABKU 1) u 2), KOje Cy HABEIEHE U3HAM. JenHadnHe m
u [1.64 namehy, pecnekTuBHO, Ka ce CBAKM HAKeT CIAKYje TAYHO jeJHOM, M A je CBAKMU HUBO
CMeIITeH TAYHO jeJHOM y CKJIAAUNITE. JeTHAUMHE u Hamely, pecnekTuBHO,
OrpaHuyYen€ MUPUHE HUBOA U OFPAHUYEH,€ BUCUHE CKJIAINIITA.

ExcnepuMenTasnm pe3yaTaTu Cy MOKA3aJU N4 je MPETXOMHO MPUKA3AH MOMAEI MPUIUIHO
KopuctaH y mpakcu. Iberosa muperrHa ymorpeba y romeprwmjaianoMm ILP pemaBauy peina-
TUBHO Op30 Haje ONTHUMAJIHA PelleHha HA WMHCTAHIAMa peaJiHe BeJIMUNHE.

1.6 Koedunujentu nepdpopMaHcCu aCUMITOTCKM U AalCo-
JIyTHO HAjHEIIOBOJHHUjEer cijydaja

300r TEmKOr HaJAKEHma ONTHMAJJIHOT pelleikha TpobdjaeMa MaKoBamkma, XEYyPUCTUYKUA AJl-
rOpUTMU Cy OJ BeJukor umHTepeca. (OcobuHe ajropurmMa MOry OUTH MEPEHE YUUHKOM Y
HaJHEIOBOJLHU]EM U MMPOCEYHOM CIIyYajy, kao mro cy yumaumam Simchi-Levi, Chen u Bramel
y [64]. Amanusa HajHemoBOJLHUjEr Ciydaja MOKA3yje KOJMUKO je ciaab XeypUCTUUKA AJIrOPU-
TaM Kajga naje Hajrope pememe y nopebemy ca Hajbomum. Opcryname Hajroper pelremna
OJI ONITMMAJIHOT pellekha naje ocobune xeypuctuke. MebhyrtuMm, xeypucrtuka koja maje ciaabo
peneme y HAJHENIOBOJBHUjEM Caydajy, He MOpa na maje cjaabo pelreme y OIIITeM CIydYajy.
Crora, anagu3a IPOCEYHOr CIydvaja NpeacTaB/ba aJTepPHATUBHY MeTOony koja oxpebyje oco-
Oune xeypuctuuykux Merona. Ha mpumep, Kama je mosmara AUCTPUOyIMja BeIUYNHA TAKETA,
nocroje mBa HaumHa 3a onpebuBame ocobmua mpoceyHor ciaydaja. IIpBu, aHamuTrUrOM



METOIOM, KOja je YeCTO BPJIO TEIKa, U APYTU, EMIUPUjCKUM TECTOBUMA KOjU C€ U3BOJIE HA
HEKOJIMKO WHCTAHIU U KOIUja.

[ITo ce Tnue KoeduIjeHTa HAjHEIOBOJLHUjET CIydaja, IOCTOje ABAa TUIA. Y JIUTEPATYPU
ce Moke Hahlm HEKOJIVKO HePUHUIM]A KOEPUIMjeHTa ACUMITOTCKU U AICOJIYyTHO HAjHEIO-
BossHEjer caydaja. Oba Mepe packopak uzmehy BpenHocTu pemema HabheHOr amropmurMom
U ONTUMYyMa y HAjHENMOBOJbHUjEM CIIyUajy.

Popmaano ropopehnu, matu cy npobiaem munumuzayuje P, uacranna npobaema FE, aaro-
putam A, BpemHOCT pemema TOGUjEHOr alIrOPUTMOM A(E) n ontumaiuna spennoct OPT(E).
Koefuyujenm neppopmarcu acumnmomcky HajHEN0B0bHUJEZ CAYYAIA je HAjMAmN IO3UTUBAH
Opoj R* takaB ma 3a CBaKy MHCTAHIY IpODOIeMa BaKU:

A(E) < R™-OPT(E)+O(1), V E € P. (1.7)

Roeguyujenm nepdopmarncu ancorymno najnenogosrujez cAy4aje je HajMamU IO3UTUBAH
Opoj p TakaB ma 3a CBAKy WHCTAHILY IPOOJIEMa BAKU:

A(E)<p-OPT(E), ¥V E€P. (1.8)

1.7 T'opme rpanuiie

XeypuCTUYKU aArOPUTMU 33 ABOJUMEH3MOHU MPOOJIEM HAKOBAKA Y CRIAIUIITA CY IIOMIe-
mwenu Ha online u of fline amropurMe. Y online Bep3uju MakeTU Ce Ca JUCTE y AJTOPU-
TaM JOJajy jemaH mo jemaH, a ciaenehm makeTm ce MOJajy UMM C€ OBM IAKETU HEOIO3UBO
cmecte. Jlakme, amropuraM cepujcku obpabyje ynas, mpm demy unTaB yia3 HUje JOCTY-
naH onx mouerka. Y of fline Bep3auju ce mpeTHoCTBaJbA A2 AJTOPUTAM UMa IMOTILYHO 3HAIE O
[EJIOKYITHOM yJIa3y.

Hajunonynapuuju online anroputmu cy first fit, best fit u next fit, koju cy usBenenu on
aJropuTMa 3a jenHoauMen3nonu ciaydaj. [lomro he 6butu npesentoBane crpareruje of fline
amroprurama 3acHoBane Ha first fit, best fit u next fit aaropurmuma, onu mehe Ourm
nocebuo npencrasmanu. Jlerasman mpersen online anropurama mnaau cy Csirik 1 Woeginger
y [15].

Hajoosuatuju of fline xeypucTudry ajaropuTMu y JATEPATYPU CY MOXJIEMHOT THUIA, U
MOr'y OUTU KJIaCU(PUKOBAHU y OBE KAaTeropuje:

o jednodasnu aneopummu, KOju MUPEKTHO MAKy]y HaKeTe y KOHAUHA CKJIAAUINTA;

e Jdsofasnu anzopummu, KOJU 3aIOYNBY NAKOBale NakeTa y jenHy Tpaky mwupune W u
Bucuie H, a 3arum y apyroj ¢asm KOpUCTe pellema Tpake 3a MaKOBame y KOHAUHA
W x H ckunamumra.

IIpe mero mro OyIy IpuKa3zaHu jeTHO(A3HU U ABOYA3ZHU AJTOPUTMU, IOTPEOHO je YKPATKO
NPEeACTABATUA AJICOPUTME 33 MAKOBAHKE [TAKETA HA TPAKY.

1.7.1 IlaxkoBame Ha Tpanu

Y OBOMMMEH3MOHOM TIPOOJIEMY TAKOBAMma HA TPAI, MOTPEOHO je CBe maKeTe CIaKOBaTU Ha,
Tpaky MUHUMAaJHe BucrHe. Tpu KiIacudyHe MeTOZle, 3ACHOBaHE Ha HUBOUMA IAKOBama, M3Be-
IeHe cy W3 NOOpO NMO3HATUX aJropuTaMa 3a jeTHOIOVUMEH3WOHU CJIydaj. Y CBaAKOM CIydajy,
maKeT! Ce MHUIM]aJHO COPTHPAajy IO HepacTynuM BUCMHAMa U Hakyjy y oarosapajahe Hu-
30Be.

e Frst-Fit Decreasing Height (FFDH) meroma: Tpaka je moiesbeHa Ha HUBOE, T'Ie CBAKU
HUBO KOPUCTHU L€y IMUPUHY TPaKe U OCIama ce Ha BPX MPETXOMHOT HUBOA (IPBU HUBO
ce ocnama Ha AHO Tpake). llakeTu ce y HUBOE MAKY]y JIUHEAPHO, CBAKU CE IOHOM
UBUIIOM HacCJama Ha MHO HMBOA. BucuHa HUBOA je BUCUHA HAJBUIIEr IAKETA KOjU OH
canpsku. Ilaketu ce mpso mopebajy mepacrtyhe mo BuUCHHU, a 3aTUM C€ MOCTYIA HA
crenehu HAYWH: NPBU IAKET Ce CMEIITa y IPBM HUBO, TAaKO A& Oyae JIEBO NMOPAaBHAT.



ITocne Tora, makeru ce momajy pemoM, CBaKM IAKET Ce IOCTABJbA YJIEBO KOJIUKO je
moryhe, y HUBO ca HAJHIKUM HMHIEKCOM V KOjeM 3a Ihera UMa MeCTa, AYiK EeroBe IOHme
uBurte. HoBu HUBO ce monaje Ha M3HAL TeKyler HMBoOa, KOjU Ce HAJIA3W Ha BPXY, Kala
rOJ MaKeT He MO:Ke na craHe HU y jemad on mocrojehnx musoa [13)].

e Best-Fit Decreasing Height (BFDH) merona: mocrynak je ciuuan FFDH anropurmy, anu
ce meby cBuMm mocrojehum HMBOomMa Owpa oHAj ca HAjOOHLOM MOMYH-EHOWmNY, Tj. OHA]J
rue 6u ce cMemTameM MakeTa Oo0OmiIa HajMama HeMCKopuimineHa MUPUHA HUBOA.

e Next-Fit Decreasing Height (NFDH) meroma: moctymak je, Takobe, canyan Kao KOX
FFDH asropurma, camMo mTO ce 3a CMENITalme MaKeTa pa3MaTpa CaMO TeKyNu HUBO.
YKOMIUKO IakeT He MOKe Na CTaHe y Hera, Taj HMBO Ce 3aTBapa M OTBapa Ce HOBH,
U3HA HEera, KOju mocTaje TeKy Ny HUBO.

HaBenene wmerome ce kopucre Kao HpBU KOPak y ABOMA3HUM AaJIrOPUTMUMA 34
IBOIVMEH3MOHU TPOOJIEeM makKoBama y ckiaamumTa. [Ipukasane cy wa cawunm 1.3

NFDH FFDH BFDH
Cauxra 1.3: Tpu kaacuune MeToze 3a MAKOBAaWE HUBOA.

Coffman, Garey, Johnson n Tarjan cy y [14] amamusupanun NFDH u FFDH u oxpemmnn
BUXOBO MOHAINAKE y ACUMITOTCKM HAjHENOBOJbHUjeM ciayuajy. Jlokazamam cy ma, ako cy
BUCHUHE HOPMAaJM30BaHe, Tako Aa je max;{h;} = 1 omna Basku

FFDH(E) < % .OPT(E) +1 (1.9)

NFDH(E) < 2-OPT(E) + 1. (1.10)

FFDH u NFDH ce mory wmMmmiementuparu Tako na 3axrteBajy O(nlogn) Bpemena,
ropumhemeM oarosapajyhe cTpykType momaraka mHOOUjeHE U3 jeTHOAUMEH3UOHOT CJydaja
(Johnson [38]).

Y HacTaBKy Cy nara KpaTka o0jammema ZoOpPO MO3HATUX aJropuTaMa 3a IaKOBAme Ha
Tpanu.

e Split Fit (SF) amropuram [14]: BuCMHe n mUpHUHE CBUX MAKETa Cy CKAJIUPAHe, TAKO 14
Tpaka uMma jenuuaununy mupury. Hajsehiu nmeo 6poj m je onpeben rako na csu naketu y [
“Majy IMUpUHY Maby uiu jeqaary 1/m. Jlucra nakera, L, je monesmena y ABe MOIJIKCTE,
Luyide  Lypgrrow, 00€ ypebene mo nepactyhoj Bucunu, Tako ma ce v Liige HAJa3€ MaKeTn
unja je mupuaa Beha om 1/(m + 1), a y Lygrrow HDAKETH YKja je MMUPUHA HAjBULIE
1/(m+1). llaketn y muctu Lyi4e ce maryjy y3 nomoh amropurma FFDH, n cBu maketn
IOCTaBJ/LEHU HA WCTOM HUBOY Ce€ 3ajeIHUYKM Ha3uBajy Ousiok. Jlobujenu GJOKOBU ce
3arum npeypebhyjy Tako ma ce GiokoBu ymja je ykynna mupusa sehia ox (m+1)/(m+2)
HaJla3e Ha [OHY [IAKOBakha, a 3aTUM cjede OJIOKOBU uMja je yKyIHA IMUPUHA HAjBUIIE
(m+1)/(m + 2). Osaj npouec nomepama 6I0KOBa (OpMUpa IpaBOyraoHy obmact R
mupune 1/(m + 2). 3atum ce makyjy maketd ¥ Lparrow- VI TIOHOBO ce 3a makoBame
kopuctu amaroputam FFDH. ITakoBame mouume y obaactu R. AKOo Heku maker He



craje y R, makoBame ce HacTaBmba U3HAL Li4.. Jokaszano je ma Bawu SF(E) < (3/2)-
OPT(E) + 2.

e Reverse-fit (RF) amropuram [63]: mHOpMmamusyjy ce mmpuna Tpake ¥ IIUPUHA MAKeTa,
Tako Oa je Tpaka jenuHuude mupude. RF npsBo ciaske makere mupune Behe oxm 1/2.
IIpeocranu makeru ce coprupajy mo HepacTyho] BUCHHU U MakKy]y m3Han Bucune Hy,
KOJy HOCTWKY makeru ca mupusoMm sehom oxm 1/2. RF 3arum momassma ciemehu
nponec. Ilaketu ce makyjy c jeBa HameCHO ca JOHOM CTPAHOM Iy JIVHUjE€ BUCHUHE
Hy, cBe mok Bume He Oyne mMpOCTOpa. 3aTWM Ce HNAKOBAaMe MakKeTa BPIIU C AECHA
HAJIEBO M OMO3r0 Ha foJie (IITO ce joml 30Be MPOMEHa HUBOA) CBE MOK YKYNHA MIUPUHA
He Oygne majmame 1/2. 3aTuMm ce NPOMEHEH HUBO CIYIITa NOJE, CBE HOK jeNaH Of
makeTa He NOTakHe Heku nakeT ucnoz. Choymrame ce moHassma. Jloka3aHO je na Bakwu

RF(E) < 2-OPT(E);

e Crajubepros anropuram (enr. Steinberg’s algorithm) [68]: nponemyje ce ropma rpannna
Bucube H koja je moTrpebHAa na ce CBU yJIa3HU MAKETU CIIAKYjy y MPaBOYTaOHUK IIUPUHE
W u Bucume H. 3atuMm ce mepuHMIIE cemaM IPOUEIAypPa Ca CemaM yCJIOBa, TAKO Ia
cBakKa menu mpoOJieM Ha IBa Mama U pelnaBa X pekyp3uBHO. [lokasaHo je ma cBaku
momycTuB mpobiieM 3aI0BOJbABA jemaH On cemaM yciaoBa. lloka3ano je, Takobe, ma 3a
Crajubepros aaropuram Baxu: Steinberg’s algorithm(E) < 2-OPT(E).

e Crearopos amropuram (enr. Sleator’s algorithm) [65]: mHOopManu3yjy ce mmpuna Tpake
U OMIMpUHA MaKeTa, TAKO A4 je Tpaka jeUHUYHE mupuHe. AJropuram ce CacTOju U3
verupu kopaka: (1) cBu nakeru mwupune Behie o 1/2 ce makyjy jeman Ha Apyru Ha
nay tpake. IlpermocraBumo ma je BucmHa mgobujeHor makoBama hg. CBa Hapenna
nakoBama he ce mecutu usHan hy. (2) IIpeocranu maketu ce ypebyjy mo mepactyho]
Bucunu. HwBo on kojer ce makern makyjy (y pemocienmy mo HepacTyliuMm BucuHAMA)
¢ JeBa HANECHO je My juHuje Ha Bucuau hg. (3) IloBmauwm ce BepTUKANIHA JIUHU)A
KOja Heau Tpaky Ha ABa jenHaka neina (rpeba MMATU HA yMy Aa OBA JMHUAJA MOIKE
npecehun maker koju je JeIUMMUYHO CMEINTEH HA HeCHy cTpany). V3Bmaue ce mBa xopu-
30HTAJIHA JMHUjCKA CETMEHTa, ny:kuHe 1/2, jenan mpeko jese moIoBuHe (HA3UBa Ce JIeBa
OCHOBHA JIMHM]A), U jeJaH NPEKO NecHe NMOJOBrHe (HA3MBA Ce IEeCHA OCHOBHA JIMHU)A)
mro je moryhe Hu:Ke, TAKO ma He mpeJsase Opexo omio kojer makera. (4) Bupa ce nesa
WM OeCHa OCHOBHA JWHWUja, Y 3aBUCHOCTU KOja je HIDKA, W 3aI0YMIE€ Ce HOBU HUBO
MaKoBama y oarosapajyhoj moJOBWHM, CBE OOK Ce He mojaBu cienehu makeT KOju je
Ipemnpok. 3aTuM ce GOpMHUpa HOBA OCHOBHA JIMHUja, A IMOHOBO OMpa HU/KA W KOPAaK
(4) ce monaBba HOK ce He CHakyjy cBu maketu. [lokaszano je ma CreaTropos asropuram
“Ma aACUMIITOTCKY TDAHUILYy jeIHaKy b/2.

e Bottom-Left (BL) asropuraM: makeru ce coprupajy no HepacTyo]j mupunu, a Tekyhn
MaKeT ce MakKyje Ha HajHm:KYy MOTyNy mo3umnujy, Tako ma Oyme jgeBo mopaBHat. Baker,
Coffman u Rivest cy y [2] amamusupanu meppopmance HajHemoBossHMjer ciaydaja BL
asnropur™a n nokasasu cienehe: (1) ako nakeru mucy ypebenn, BL moske 6Gutu npon-
3BOsbHO Jiom; (2) ako cy makeru ypebenn no mepacryhum mupunava tana je BL(E) <
3-OPT(E).

1.7.2 IlaxkoBame y CkJIaIMIITA: ABO(A3HE XE€YPUCTUKE

IlBodaszuy asropuraMm 3a KOHAYAH IPOOJIEM MAKOBAKHA y CKRIANUIITA, KOjU ce HaszuBa Hy-
brid First Fit (HFF), npencrasunu cy Chung n capamanmu y [13]. Y upsoj ¢asu, nakopame
wa Tpamu ce nmobuja momohy FFDH metome. Osmauummo ca Hi, Ho,... BUCUHE HUBOA, U HEKA
Basku Hy > Hy > .... Pememe ce 3aTuM 1o0Mja X€YPUCTUYKUM PEIIABAHEM j€THOANMEH3MOHOT
npobieMa IaKoBamba y CKIANUINTE (Ca BEeIMYNHOM IakeTa H; u kamanureToM ckiaamumra H )
nomohy FFD amropurma: munnujanusyje ce ckiaamumre 1 ma 6u ce cmakoBao HUBO 1, a 3a-
TUM ce, 3a pactyhe j = 2,3, ..., Tekyhu HUBO j maKyje y CKIAIUINTE CA HAJHIHKUM WHIEKCOM,
Y KOje MO)Ke Oa CTaHe, aKO OHO IIOCTOjU; aKO HUjeTHO CKJIAIUIITE HE MOXKE na IMPUMHU j,
nHUNUjaausyje ce HoBo. IIpumep je nmpukaszan Ha caunu [1.4] Irasume, y uctoM pany, HOX
MPETIOCTABKOM Ia Cy BUCHHE IIaKeTa HOPMAJU30BaHEe, IpeAcTaBibeH je cienehin pesymnrar:

HFF(E) < gOPT(E) +5. (1.11)



Y majuenoBosbHUjeM cayuajy je HFF(E) = Z—é -(OPT(E)—1). OGe ¢aze mory 6utu uMie-
MeHTHpaHe TaKo Ja 3a u3Bplueme 3axreBajy O(nlogn) Bpemena.

5
4
T
2
4
g —
1 1
3 3
(a) HFF: ¢aza 1 (6) HFF: ¢aza 2, ckaamumre 6poj 1
5
2
0

(x) HFF: ¢asza 2, ckaazumre 6poj 2

Cuauka 1.4: HFF aaropurawm.

Berkey u Wang cy y [6] npencrasuan nsodasuu anropuram Finite Best-Strip (FBS), koju
npencrasiba Bapujanty HFF amropurma. Ilpsa ¢asza ce nzsomu nomohy BFDH merome. Y
opyroj ¢asu ce jemHomuMmeH3mMOHH npobieM makoBama pemasa nmomohy Best-Fit Decreasing
ajropurMa: TeKyhu HUBO ce TMakKyje y CKIAMIUINTE, V KOjeM je, HAKOH MaKOBama HUBOA,
HEMCKOPUIINEHN BEPTUKAJHM IIPOCTOP MUHMMAJIAH; aKO HUJEAHO CKIAIUINTE HE MOYKE 1A
IpUMU Taj HUBO, OTBapa ce HOoBO. lIpumep je mar ma caunu [1.5]

Frenk u Galambos cy y [22] pasmorpasnu Bapujanry HFF anropurma ruoe ce y upsoj paszu
npumemyje NFDH meronma, u jemmoamMeH3noHM HTpoOJIEeM MaKOBAHa y CKIAIAIITE PEIIaBa
nomohy Next-Fit Decreasing amropurma: Tekyhu HUBO ce makyje v y Tekyhe CKIaauIiTe, ako
MOKE na CTaHe, WJIM Ce OTBapa HOBO ckiaamumre. 306o0r next-fit crpareruje, oBaj amro-
puTaM je eKBHUBAJEHTAH jeNHO(pA3HOM aJITOPUTMY, L€ Ce NaKeT MakKyje Ha TeKyu HUBO
tekyher ckiaanumra, ako je Moryhe; mHave, MHUIM]AIU3Yje C€ HOBU HUBO Y OKBUPY Tekyher
CKyta,MUIITa (AKO UMa HOBOJHHO CJIOOOLHOT BEPTUKAJIHOL IPOCTOPA), UIX Y HOBOM CKJIA,IUIITY.
Pesyaryjyhu aaropuram masusa ce Hybrid Next-Fit (HNF). Ilepdopmance acuMnrorcku
HAJHENMOBOJLHUEr Ciydaja MOCMaTpaHe Cy Kao (GyHKOUja on max;{w;} m max;{h;}. Ipermo-
craBmajyhu na cy mmpuHe M BUCHHE HOPMAJIMW30BaHe Ha 1, Hajmomuje mepdopMance ce J0-
6ujajy 3a max;{w;} > 1 u max;{h;} > % u Bamu:

HNF(E) < 3,382...- OPT(E) + 9 (1.12)

rae je 3,382... ampokcuMmalija 3a HOOpy, aJu mpanuoHagHy rpanuny. lIperxomnHo HaBe-
IeHA TPU aJTOPUTMAa Ce€ MOTY MMINIEMEHTUDATHA TAKO & 3a u3Bpleme 3axteBajy O(nlogn)
BpEMEHA.

Hapemma mBa asropurMma 3axTeBajy BUIIE BPEMEHa y HAJHEMOBOJLHUjEM CIIYUajy, aju CY
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2 6
4
7
2 4
/i |
1
1 .
3 3
(a) FBS: ¢aza 1 (6) FBS: ¢asa 2, cruaagumre 6poj 1
2

(n) FBS: ¢asza 2, cknaaumre 6poj 2

Cuuka 1.5: FBS anropuram.

y mpakcu BeoMa Op3u U e(PUKACHU.

Lodi, Martello u Vigo cy y [48] n [53] npexncrasumu Floor-Ceiling (FC) npucrym, koju
Ipomupyje HAUMH IaKOBama NaKeTa Ha HUBOE. XOPU3OHTAIHA JIWHU]A, Ne(UHICAHA FOPHOM
(OfHOCHO NOEOM) MBHUIIOM HAjBUINEr IAKeTa CIAKOBAHOI HA HUBOY, HA3UBA CE€ NAAMHOH, CHT.
ceiling (omuocuo no0, enr. floor) mmsoa. Ilperxomum anropurMu makyjy IakeTe, C JI€Ba
HaIeCHO, Ca HUXOBOM NOHOM MBHUIOM Ha mony HuBoa. FC mx MOJATHO MOKE MAKOBATU C
IecHa HaJIEBO, ca TOPHOM MBUIOM Ha miadgoHy HuBoa. llpBu maker Ha minadoHy MOke OuTH
caMoO OHAj KOjU He MO)Ke OUTU CIIAKOBAH Ha Momy mcuon. llpumep oBakBOr makoBama je OaT
HA CJIWNU . Y upsoj ¢a3u, rexkyhiu maker ce makyje y ckiaany ca npuopureruma: (1) Ha
maadoH (aKO je TOpeHaBeNeHU YCJOB WCIYH:EH), y Ckiaxy ca best-fit crparerujom; (2) ma
nox, y ckaaxmy ca best-fit crparermjom; (3) Ha mom HOBOr HmMBOA. Y ApPYroj ¢asu, HUBOU
Cy CHAKOBaHM y KOHadHa ckiaamumra momohy Best-Fit Decreasing amropurma mniam momohy
€r3aKTHOT AJTOPUTMa 3a DEIIaBame jeIHOIUMEH3MOHOT NPOo0JieMa MaKOoBama Yy CKIIAIUIITA
3ayCcTaBJ/bEHOT IIOCJIEe YHAIpend 3amaTor Opoja urepanuja. ViMmmnimemeHTanuja npse ¢ase, 1aTa
y [53], saxtesa O(n®) Bpemena 3a W3BpImeme, TOK KOMIUIEKCHOCT APYTe (aze 3aBUCU O
n3abpaHor aJTOPUTMA.

3 | i ~— ceiling

(]

+— floor

Cuauka 1.6: FC amropuram.
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Ilpyra crpareruja makoBama IO HUBOMMA, 3aCHOBAHA HA TAYHOM DPEIIeHhYy WHIYKOBAHUX
norupobisieMa, ycBojeHa je y npobiemy mnakoBama panuma (enr. Knapsack Packing - KP),
koju cy npencrasuiu Lodi, Martello u Vigo y [48]. IIpsa ¢a3sa makyje jeman mo jeman HUBO
Ha cnemehum maumn. Ilpsu (HajBummM) HecmakoBaH HakeT (O3HAUEH ca i) MHULUjaIU3yje
HUBO KOjU C€ 3aTUM JONyHYje pellaBameM WHCTaHIE TpobieMa MakoBama PAHIA HAI CBUM
mepacnopebenum nakeruma, rae je: (1) ranauurer panma W —w;«; (2) w; mupuHa makera i;
(3) mobur nakera i merosa nospumaa w;h;. [lakoBame y KOHAUHA CKIIAIUIITA CE BPIIM KAO U
kon FC anropurma. KP anropuram (kao u FC anropruram n3Ham) MOKe 3aXTEBATHU DEIIaBaH€
NP remkux mormpobiema, npousBogein HEMOJIMHOMU]AJIHY BPEMEHCKY CJIOKEHOCT.

1.7.3 IlaxkoBame y crjamumiTa: jemHoga3He XE€YyPUCTUKE ca HUBOMMA
IlBa jemuo¢asna amropurMa npencrasuiau cy Berkey m Wang y [6].

Finite Next-Fit (FNF) asropuraM OIUpeKTHO makyje ImakeTe y KOHAUHA CKIIAIUIITA Ha UCTU
nauna kao 1 HNF aaropuram, npeacraBmbeH y IpeTXOTHOM ONEJHKY, IMTO CE€ MOKE BUACTHU Y

[6] u [22]. TIpumep je maT ma canmm

(B

(a) FNF: crmamumre Gpoj 1 (6) FNF: cknamumre Gpoj 2

|t

() FNF: cknamummre Gpoj 3

Cuauka 1.7: FNF aaropuram.

Finite First-Fit (FFF) ce ropuctu ymecro FFDH merone. Texyhu nmaker ce makyje Ha
HUBO Ca HAJHWKUM WHIEKCOM, T€ MOKE Ia CTaHe; aKO He IOCTOjU HUBO HA KOJU Ce IaKeT
MOKe CIIaKoBaTH, (OPMUPA C€ HOBM HUBO y TeKyleM CKIAMUNIITY UM HOBOM CKIAAUIITY (KO
y TekyheMm HeMa IOBOJLHO BEPTUKAJHOT MPOCTOPA). IlpuMmep je mat Ha ciaunu .
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(a) FFF: cknagumre Gpoj 1 (6) FFF: cknamumre Gpoj 2

Cuauka 1.8: FFF aaropuram.

O6a asropurma 3axteBajy O(nlogn) Bpemena 3a U3BpIIEHE.

1.7.4 TIlaxkoBame y cCKJIaOuINTa: jeaHO(PA3HE XE€yPUCTUKe 0e3 HUBOA

I'nmaBra merona Ge3 HuBOa mo3Hara je kao Bottom-Left (BL) u cacroju ce y makoBamy
TPEHYTHOT HaKeTa Ha HajHIKY MOryhy mosunujy, Tako ga oH Oyme JeBO MOPABHAT.

Berkey m Wang cy y [6] mpencrasunm BL mpucrtynm 3a ciyuaj KOHAUHOD CKJIAIUIITA.
Huxos Finite Bottom-Left (FBL) aaropuraMm maumujagso coprupa makere mo HepacTyhum
mupuHaMa. Tekyhu makeT ce makyje Ha HAJHIDKY MO3UIMA)]Y OMIIO KOjer WHUIM]aJIU30BAHOT
CKJIAIUNITA, TAKO na Oyne JIeBO MOpaBHAT; aKO HE MOCTOJU CKJIAIUIITE KOje MOYKE MPUMUTH
naker, nHunujanusyje ce Hoso. Ilpuvep FBL asropurma je mar ma canunu [1.9]

i - 3

6

(a) FBL: cknamumre 6poj 1 (6) FBL: ckmamumre 6poj 2

Cuauka 1.9: FBL asropuram.

Pauynapcry nmmementanmjy BL amropurma mpoyuasao je Chazelle y [12], xoju je mao
Meton unje m3Bobeme 3axtesa O(n?) Bpemena. WMctu mpuctyn yesojumu cy Berkey u Wang

y [6].

Berkey u Wang cy y [0] npencrasunu u Next Bottom-left (NBL) anropuram, koju je caiuuan
FBL ansropurMmy, aju reHepucame HOBOT CKJIAAUINTA 3HAYMW 14 je caB CJI0DOIAH TPOCTOp ¥
NPEeTXONHUM CKJIAAANITMA 3aHEMapeH. 1ako je y maToM TPEHYTKY aKTUBHO CaMO jeIqHO
crknaaumTe. [Tpumep NBL anropurma mat je ma cawurmu [1.10}

Lodi, Martello u Vigo cy y [48] npeacraBunn apyraunju npuctyn 6e3 HUBOA, KOJU €€ 30Be
Alternate Directions (AD) amropuram. On ununimjanusyje L cknanumra (L je moma rpanuna
OIITVMAJIHE BPEOHOCTH, O 4eMy e OuTu ped y OmesbKy IaKOBABbEM MOACKYIIA [TAKETa HA
IBUXOBO IHO, V CkIany ca best-fit decreasing crparerujom (makeru 1, 2, 3, 7 u 9 Ha cauuu
7 3a L = 2). Ilpeocrasu makeTu ce y CRIQIUIITE MAKY]y jeJaH MO jemaH, y mpake,
aJTEepPHATUBHO C JIeBA HANECHO W C JeCHA HajJeBO. Kanma makeT HU y jeJHOM CMepPy HE MOKe
OUTU CIAKOBAH Y TPEHYTHO CKJAIUINTE, IPEJIA3u ce Ha ciaenehe MHUIM]AIN30BaAHO WX HOBO,
npasuo ckiaagumre (Tpehe cknamumre Ha Cauny , y caydJajy pasmarpama nakera 11).
Crnomenoct amroputma je O(n?).
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=]

5 ¢

(a) NBL: cknamumre 6poj 1 (6) NBL: crnamumre 6poj 2
Cuuka 1.10: NBL asropuram.
8 10
4
6 5
1 5 12
7 3 9 11

Cimka 1.11: AD aaropuram.

1.7.5 MeTaxeypucTuke

XeypuUCTUUKM TPUCTYI je KOPUCTAH KOI mpobieMa KOju MMAjy BEJUKY CJIIOKEHOCT U
3a KOje MeToJe KOje MMajy AEeTEePMUHUCTUYKU NPUCTYI, Kao IITO je MeTona I'paHama U
orpaHryaBama, He Mory na HaDy pememe y pasymHOM Bpemeny. Mako cy xeypucture Op3e
y TeHepucamy pellekha 3a IaKOBAkhe, PEIIekhe Y BEJIWKO] MEPU 3aBUCKU OJ yJIa3HOr HU3A
makera.

MeraxeypuCTUYKN IPUCTYIN CE UECTO KOPUCTE 3a AIPOKCUMAI]Y PeIlema TEIIKUX IPO-
Omema koMOMHATOPHE onTUMMU3anuje. MeTaxeypucTure, Kao MTO CY €BOJYTUBHU AJTOPUTMU
(HIp. MeHETCKM alropuram), aJIrOpUTaM CUMYJIUPAHOT Kassema u tabu search amropuram ce,
Tarkobhe, KOpUCTe U 3a pelaBame NpobiieMa MaKOBABkA y CKIIAIUIITE.

IIpe Hero mrTo npencraBUMO CrenuUYHE AJITOPUTME, Y HACTABKY CE€ YKPATKO OUTH Ipen-
CTaBJ/bEHU IEHETCKU AJTCOPUTaM, aJrOPUTAM CUMYJIUPAHOr Kajbema u tabu search aaropuram.

T'enerckm amropuram (GA)

IIpBe umeje o reHerckuM ajJropuTMmMa uaiaoxkeHe cy y pany Holland-a, 1975. romume
[36], n jaBume cy ce y OKBUpPY T3B. meopuje adanmuenul cucmema, KOja TPOydaBa MO-
nese epUKACHOD aJalTUBHOT MOHAIIAHA HEKUX OMOJIOMIKMX, CIENNjaJIHO FeHETCKUX, CUCTEMA.
OBakBU aJrOpuUTMU Cy NPBOOWUTHO KPEHMPAHU [a CHUMYJIUPA]y IPOLEC I'eHEeTCKE EBOJIYIUje
jemHe momyJaIUje jeIMHKA MO IejCTBOM OKPY:KEHma WM IeHETCKUX oleparopa. ¥ OBOM IPO-
Lecy je CBaka jenrHKA OKapaKTEPUCAHA XPOMO30MOM KOjU NMPENCTAB/bA HEH I'€HETCKU KOMI.
Ome jemuure w3 momynanuje koje cy y Behoj mepu mpumarobene okpyskemy, mebhycobuo
ce mase penpoaykyjy (IPUMEHOM IeHEeTCKUX OIepaTopa Ha HUXOBE XPOMO30Me) U Tako Ce
CcTBapa HOBa reHepamnuja jeauHku, npuiarobhenuja onx nperxonue. OBaj mpormec ce IOHABIbBA,
npu 4eMy ce W3 TeHepaluje y TeHepalujy MpOoCedHa MPUIaroheHOCT WiIaHOBa IOIYJIAI]e
nosehasa.

GA dopmupa mouerHy mnomysanujy jemuaru. CBaka jeawHEA OpeacTaB/ba Moryhe pe-
meme y IPEeTPakUBAYKOM IPOCTOPY 3a AaTy npobiem (mpocTopy ¢Bux pemema). Hajuemhe
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ce KOpUCTU OGMHAPHO KOOUpame, TIe Ce CBAKU XPOMO30M (KOX), KOJU KApaKTepUIIe jeIUHKY
(pemweme), cacroju ox Hysna u jeavHuna. IlorogHoct XxpoMo3oMa CBake jeIUHKE IOIYJaluje
pauyHa ce nomohy ¢yuknuje moromsoctu. PyHKIUja mOromHOCTU ce Ae(UHUIIE 32 CBAKU
npobisiem mocebno. CiyuajHuM nenoBameM INeHEeTCKUX OIeparopa Ha CIaydajHo u3abpane
jenmake m3 Tekyhe momysanuje kKoje mMajy Behy morommocT, mobuja ce HOBa IOIYJIAIM]A.
[IpoepaBa ce kpuTepujym 3aycTaBjbarha, X aKO je WCIYIEH, TEeKyle pelleme ce y3uMma
Ka0 aIIpOKCUMAIja ONTHUMAJHOT pemema. Tekyhe pememe ce pauyHa y CBakKOj MTePanuju,
OIHOCHO 32 CB€ jeAMHKe U3 HOBO(OPMHUpAaHe IOIyJlaIuje, M IpelcTaB/ba BPETHOCT 3a KOjy
ce oCTBapyje MUHUMYM WIM MaKCUMyM (QYVHKIZje Iniba DaTor npobiema. Kpurepujymm 3ay-
craBmama GA anropurma mory 6utu pasiauuntu. OcHoBHa Bep3uja GA amropurma 0GudHO
craje Kamga ce MOCerHe YHAIpen 3a1aT, IMOroqHO m3abdpaH, Opoj urepamnuja.

lenercku omeparopu koju ce kopucte y okBupy GA anropurma cy omepaTopu cesexuyuje,
YKPUWMAKE U MYMaYUJe.

e cesexyuja: OUpajy ce OHe jeAMHKE M3 TPEHYTHE MOIMyJalrje Koje cy npuiaarobenuje
OKPYsKE’Y, Tj. 4duja je BpeJHOCT ¢yHKIMje nmoronHoctu Belia, na Ou ce HUXOBOM pe-
MPOIYKIjoM moOMIe HOBE jeauHKE.

o yxpwmamwe: CIYUIajHO Ce y3ajaMHO pa3Memy]jy HeJOBU XPOMO30OMA MIBE je IMHKE W Ha Taj
HauuH nobOujajy mBe HOBE jeIqWHKE.

® Mymayuja: MEma ce CaIp:Kaj XpOMO30Ma HEKe jeIVHKE.

Cumysmpano kasseme (SK)

SK anropurawm, koju je npso passuo Kirkpatrick y [43], sacuosan je na anamoruju namelby
HaJIayKeHa HajboJber pemema IpodiaeMa KOMOMHATODHE ONTUMM3AIMje M IPOIEeca KaJbeHma
HEKOT PaCTOIJLEHOT MAaTepUjaJia N0 IMOCTU3aHa KPUCTAJIN30BAHOT UBPCTOT CTAHA.

IIpouec mperpare 3amoumise O TPOM3BOJFHOI IIOUETHOI DENmIEHAa W JOBOJHO BEJIUKE
noyerHe teMneparype. Temmeparypa je HO3WTVMBAH KOHTDOJHU IapaMeTap, dYuje cy
BPEOHOCTU 3a1aTe HU30M li,to,... TAKBUM ma je t1 > to > ... m lim, o t, = 0. OsBaj Hu3
ce Ha3WBa crema raahema v OH neUHUIIE HAUWH 1 OP3UHY CMAaBbUBAaMmba TEMIEPATYPE TOKOM
urepanuja. 3aTUM Ce HA CIAydajaH HAuWMH OMpa jeqHO pememe M3 OKOJMHE Tekyher pe-
mema. AKo je To pememe 6osbe, OHIA OHO IOCTaje HOBO TeKyhe pememe. AKO je HOBO
pememe Jomuje On TeKyner, OHO UIAaK MOKe Ma IOCTaHe TeKkyhe pemreme, aau ca oapehenom
seposarHofiom. Jlomuje pememe ce npuxsara ca BepoBaTHolioM jemaakom e 2C/t rre je AC
paznuka m3Mmelhy BpenHocTum ¢(yHKIUje IMba y TPEHYTHOM peEIlekhy U BPEAHOCTU (yHKIUje
nu/ba y pelemy U3 OKOJIMHE TPEHYTHOT pelena, a t TpeHyTHa TeMueparypa. Beposarnoha
BPEMEHOM OIana Kako ce agropuraMm usBpmasa. OsakaB npuctyn o6e3belyje msnazax u3
sokanHor ontmMyMa. IIpen kpaj m3BpmaBama aaroprurMa BepoBaTHONA NPUXBATAKA JIOIIN-
jer pemema je jako MaJia, jep ce cMarpa Oa je OUTUMYM MNOCTUTHYT UAU Ce HaJa3u Oau3y
Haj6oser mocelieHor pemema, ma ce m3beraBa moropiiame TeKyher pememna.

Kpurepnjym 3aycrasmama je yHanpen oapeben. SK ce Moxke IpeKMHYTH Kaja TeMIIe-
paTypa majaHe UCHOI HeKe MUHUMAJHE BPETHOCTU, WU Kala M3BECTaH OpOj UuTepanuja mpo-
TekHe 0e3 3HAYAJHOT CMamema (YHKIUje Inba Win 0e3 mpUXBaTama HOBUX TAadyaka Ipe-
TpaskuBama. [loHekan ce yHAIIpe 3HA TaUHA UM IPOIEH-eHa MUHIMAJHA BPEIHOCT (YHKIM]je
nuiba, Na ce NPeTPAKMBAIE 3ayCTaB/ba Kala Ce OBA BPENHOCT NOCTUTHE.

Taby nperpara (TS)

TS mperpara, kojy je 1986. npennoxuo Glover y [27], a 3atum u paspamuo y [28], [29] u
[30], npencraBma MeTaxeypUCTUKY 3aCHOBAHY Ha JIOKAJHOM IPETPaKUABABY, KOja KAO CBOJY
HajBa:KHU]y KOMIIOHEHTY KOPUCTU MeMOopujy 3a mamheme momaTaka O IPETXONHUM (a3ama
npeTpaskMBarma, KAaKO OM MPEBA3WUILIa 3arIaB/bUBAKE ¥ JIOKAJIHOM ONTHUMYMY.

g T HavyaBa HEIITO IITO HUje APYIITBEHO NPUXBATJLUB MHOCHO HEINITO INT
Peu ,,Taby” o3mauaBa HemITO o) e €HO a 0, OQHOCHO HEIITO /o)
je 3abpameHO M MOHOCU pU3UK. YmupaBo je To umeja TS mperpare. Pemema o3nadena kao
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,,Taby” ce 3aHeMapyjy ca mMubeM na ce MJOCTUTHE mTO OoJbe pememe u u3abhe u3 JOKAJIHOT
onTuMyMa. ['JaBHY yJaOry 3a OONe/hUBAmE U Memame Tabdy craryca mMa memopwuja. Memo-
puja y K0joj ce uyBajy mHPOpMaIUje O 3a0pameHuM IOTe3MMa Ha3UBa ce Taly JucTa.

Merona kpehie on jemHor pemema, a 3aTUM KOPUCTU METOAY JIOKAJHE IIPETPAre CBe IOK
HEe NOCTUTHE JIOKAJHU ONTUMyM. Kaga ce mOCTUrHE JIOKAJHU ONTHUMYM, DEIlemhe KOoje ra
NpenCcTaB/ba Ce maMTu y Tabdy JNCTY U UCKBYUYje U3 OKOJNMHE 33 NPETPAKUBAIE Y HEKO-
JUKO HapemHUX mrepamnuja. IloToM ce IOHOBO IOUMIHLE Ca JIOKAJHUM IPETPaKUBAEM, aJIU
y Tako MOIU(UKOBAHOj OKOJIVHU. Pememe ce Bpaha y OKOJIMHY HAKOH MCTEKA HHETOBOT TA0y
cTaryca, a HeKa Jpyra pellema IocTajy 3abpameHa.

Ila Ou ce cMmammia MEMOpPHja HOTPEDHA 33 CMEMTAlmE pellermha y Taby JUCTy YecTo ce
maMTe CaMO HEKa HEeroBa CBOjCTa, TAKO & Cce y Tady JUCTU MOrYy UyBaTHU caMO 3abpameHun
moTre3u, Tj. MOTE3W KOju MOBOme 1Mo 3abpameHux pemema. Moryhe je kopuctutu m HEKO-
JUKO Taby JMcTa, Ma ce y TOM Ciydajy IOoTe3 cMarTpa 3a0pameHuM aKO Ce Haja3W Y CBUM
JUCTaMa, a MHaUe je NO3BOJbEeH. Y CIydajy Oa je Ay:KuHa Tady JIUCTe NIIPEeBeJINKa, U3PasKeHa
je muBepsuduKanuja IperpaskuBama, Tj. ,,pacejaBama’ y HOBe obmactu. Y ciaydajy na
je mysxmHA TaOy JaucTe cyBuUIIe MaJja, moBehiaBa ce MOrynNHOCT Kpy:Kema Yy OKOJMHU HEKOT
pemema. Jla 6u ce mpeBa3umIv HABEIEHU HETOCTAIM OBE MeTOne, MOoryhe je yBecTu yruname
Taby cTaTyca HEKOM MOTe3y. JemaH Ol HajjeMHOCTABHUjUX HAUMHA je Kopuinheme Taby aucre
npoMeHsbuBe ny:kuHe. lpyru, dyecTto KOpumheHu NPUCTYI je T3B. KPUMEPUJYM ACNupayuje,
KOjuUM ce yKuma Tady craTyc more3y KOju BOAUW Y HOBOJBHO mobpy Taury. Metona tady mpe-
Tpare MOKe Ce yHaIpeauTu yBohemeM KpATKOPOYHE, CPEAmOPOUHE U AYTOPOUYHE MEMOpPUje.
Kparropouna meMmopuja ce kopuctu 3a GpopMupame Tady JUCTe U UMa YJIOr'Y y CIPEeYaBamY
KpysKema y OKOJMHU HEKOr perrema. Cpenmopouna meMopuja 06e3bebyje narensuduranyjy,
Tj. WHTEH3UBHO IpETPaKMBaIm€ y HEKOM PErvoHy, y KOMe ce Haja3u TPEeHyTHO Hajboine
pememe, OOK je CBpXa AYrOPOYHE MeMOpUje NUBEp3U(UKAIUja, Tj. IPEHOIIEHme Iperpare y
NeJI0BE MPOCTOPa MpeTpaKuBamha KOju HUCY ucTpaskenu. U y cpeamopovHoj u y IyTOPOYHO]
MEMOPUjU Ce IaMTe€ CBOjCTBA peEIlema, a 3aTUM Ce y IPOIEeCy WHTeH3upuranuje Oupajy
penema Koja mMajy 3ajemHnYKa CBOjCTBA Ca TPEHYTHO HAjOOLUM pEImemeM, JAOK Ce Yy MPOo-
necy nuBep3uduranuje d6upajy pelrema KOX KOjUX CY Ta CBOjCTBA PAa3IUYNTa O TPEHYTHO
HajbOJLer pelmena.

Kpurepujym 3aycraBmama Moxke na uma passe obamke. Ha mpumep, mperpara ce mMowxke
3ayCTABUTU aKO je OPOj y3aCTOMHUX UTepalrja, vy KojuMma Huje OmIIo mobo/bIIama TPEeHYTHO
Hajbo/me BpennocTu (yHKUUje nuiba, Behim on 3amaTe BpenHocTu. AKO ce yHAIpeI 3HA MUH-
MMaJIHA BPEeIHOCT (YHKIUje Iuiba, TaLa Ce CTaje UMM Ce OBA BPEIHOCT NOCTUTHE (IeTalbHuje
0 oBuM asjropurmuma Moke ce Hahin y [16]).

Lodi, Martello u Vigo cy y [62], [48] u [53] passunu epuracan TS amropuram 3a 2BPP
npobsieM m Bmeroee BapujaHTe, YKMBYUyjyhm moryhuoct poramuje makera 3a 90° wmum mo-
[aTaH yCJIOB Ja Ce MaKeTW MOry qobuTu m3 obpa3ana HACTAJUX I'M/BOTUHCKUM DPE30BUMA.
I'naBua rapakrepuctuka oBor TS amropurMa je bupame cxeMme mperpare U OKOJIUHE KOjU CY
HE3aBUCHU OJ mpobieMa MakoBama Koju Tpeba pemuTu. AJIropuTam ce MPAKTUYHO MOMKE
KopucTUTH 3a O6uino kojy Bapujanty 2BPP mpobGiema mpoMeHOM cHeNu(UYHOT AeTepPMU-
HUCTUYKOL AJIIOPUTMA KOjU C€ KOPUCTU 3a IPOIEHY MOTe3a y IPeTPa3’ OKOJIUHE.

Y onmHOCY Ha HaTO pememe NOTe3U Ce MOAUPUKY]y MeHameM IaKkOBamkha IOIACKYyIa IaKeTa
S, y mokymajy ma ce WUCHpa3HU CHEIUOUIHO YusHo ckacduwme, Koje je mzabpano mebhy
OHMMa KOja MMajy MaJjy [OBPIIMHY 3a IIAKOBAalme U PEJATHUBHO BeJIUKU OPOj HakeTa Koje
Tpeba cmakoBatu. Ilomckyn S je medpuHmcaH Tako na yKbydyje jeJaH HakeT, j, U3 HUJBLHOT
CRJIAQUIITA, M TPEHYTHU CAAPKAj kK APYrUX CKIAMUINTA, & HOBO IAKOBAWe Cce noduja mpu-
MEHOM oAroBapajyher xeypucTuukor ajropurMa Hazm S. Ako mores makyje makere us S y k
(unm Mame) CKRIAINITA, Tj. MaKeT j OUBa YKIOHEH U3 IUJHHOT CKJIAIUINTA, OUpa Ce HOBU
makKeT, y CKIAQLy ca TUM ce AeuHWIIe HOBU CKyn S W M3BOIM ce HOBU more3. Muaue, S ce
Mema OupameM OpYror CKyna oa k pasiuduTuX CKIAMUAIITA WU U300pPOM APYTror IaKeTa j
Y3 IUIBHOT CKJIAAUIITA.

TS asropuram, koju cy npencrasunu Lodi, Martello u Vigo y [52], [48] u [53], Iori, Martello
n Monaci cy y [37] nuckoMbuHOBAIN Ca TEHETCKUM AJITOPUTMOM U I00OUAN XUOPUIHU aJITrOPU-
TaMm 3a pemasame 2SPP npobiema, Koju ce Jako MOKe TPUIATOAUTU APYTUM TPODIEMUMA
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MaKoBamwa y IBE WJIM BUIIE OUMEH3Uja.

Faerg, Pisinger u Zachariasen cy y [I7] manm mpyraumjm MeTaxeypUCTUUKM MPUCTYI 34
2BPP mpobaem. HouxoB anropuraMm JOKaJHE TpeTpare MOYUIE€ O AOMYyCTUBOT peliema U
MPOM3BOJLHO YKJIAKA HEKA CKIAMUINTA, AOMEbYjyNu BUXOBE NAKeTe APYTUM CKJIIAIUMNITUMA.
Hoso pememe je reHepasiHO HEIOMyCTUBO W AOBOAX O ONTHMMU3AIMOHOD IPObIeMa y KOjeM
je moTpebHO MUHMMM3UpATH (QYHKIN]Y IUJba KOja MEPU IOBa IIyTa MPEKJIONJLEHY IOBPIIMHY.
[Ipunpyskena okoJIWHA ce TpeTpaskyje moMmepameM oOjekara, MOK ce He Habhe MOMyCTUBO
peuene.

Boschetti u Mingozzi cy y [7] u [§] mpexncraBuim HOBe HOHE IpaHUIE U €PUKACHY XE€Y-
puctukry 3a 2BPP koja:

1) momesmyje meHy CBAKOM IAKETY;
ImaKyje ImakeTe IO HepacTyrM BpeIHOCTHMa OAroBapajynux meHa;

)
3) asmypupa pesyarare KopumhiemeM CHeNUGUUHUX KPUTEPU]yMa,;
)

W

HOHABJLA Kopake 2) u 3) mok He npoHahe ONTHMAJHO pelleme Wiy He JOCTUTHE MAKCU-
MaJiaH Opoj ureparmja.

W3BpmaBame aaropurMa ce MOHABMHA 3a MATU CKYM PAa3JIUUYUTUX KPUTEPUjyMa KOjU CYy
KOpPUITNEHN 3a ayKypUPAHE IIEeHA MaKeTa.

Soke u Bingul cy y [66] npeancrasuian Xubpu iy reHETCKA AJITOPUATAM U AJITOPUATAM CUMY JIU-
PAHOT KaJheHha 3a ABOAMMEH3UOHN HETMJbOTWHCKU IPABOYTAOHUW NPOOJIEM MakoBama. Y BHBU-
xoBoM pany, GA u SK ce kopucrte 0aBOjeHO, KAKO Ou ce mobumiia mepMyTaluja 38 CMENITaHe
Mmaaux maketa. [lobosmmanu BL aaropuram ce KOpucTu 3a CMEIMITAKLE TPABOYTAOHUX MAKETA.
[Mpuctynu pemasamy, rae cy GA u SK kxombunosanu ca ynanpebenum BL amropurmom, cy
nosgatu Kao xubpumau GA u xubpunnu SK.

Hocanamma ucTpaskrBama O NpobieMy MaKOBamkma y CRIAIUIITA CY yIVIABHOM (OKYCH-
paHa HAa MUHUMM3AIW]Y HENOMymeHOT mpoctopa. Mebyrum, y Behwmuu npobiema mako-
Bama NOTPEOHO je ma Oyme MOCTUrHYTa MUHUMU3AIM]A HENOIYyHeHOT NPOCTOopa M baJiaHc
norpebuux cknaqumra. Liu, Tan, Huang, Goh u Ho [47] cy me¢punncanmu nBoMMEH3NOHN IIPO-
GieM makoBama y CKIAMMINTA ca Bumie GpyHknuja nusba (enr. multiobjective two-dimensional
bin packing model - MOBPP-2D). Jeanna ¢ymrnuja numma je MUHUMU3ANMja HEIONYHEHOD
NpOCTOPa CKJIAOUNITA, a APyra OajlaHCUpame NyHhemha CKIAANIITA.

1.7.6 AnpokcuMaTUBHU aJICOPUTMU

Hyro mocrasimano nurame o Moryhuoctu anpokcumanuje 2BPP u 2SPP npoGuaema je
HAIIO OArOBOP MOCJIENHUX ToanHa. lloTnyHYy HOJMHOMUjaJHY ampOKCUMAINU]Y PA3BUIUA CY
Kenyon u Rémila y [42], xoja nako naje 2+ ¢ rapannujy 3a 2BPP npo6aem. Caprara, Lodi u
Monaci cy y [10] nanu acUMOTOTCKM MOTIYHO MOJIMHOMUjAJIHY alPOKCUMAIUOHY cxeMmy (eHr.
Asymptotic Fully Polynomial Time Approximation Scheme - AFPTAS) 3a 2BPP npoGiem ca
pectpurijoM Ha HuBoe. Kacuwmje je Caprara y [9] mpencrasmo anropuram 3a reHepaHU
2BPP npobaem ca Ty, + € TapaHnnjoM 3a aCUMITOTCKA HAjHETOBOJLHUJU cay4daj, rae je Too =
1,691... no6po mosmara rapanmuja 3a xapMmouujcku 1BPP mpo6aem ([45]). Osaj mpobiem
cy mamwe ymanpemuau Bansal, Caprara m Sviridenko [3], koju cy npemcraBuiu ocHOBY 3a
yaanpebheme IpeTxXoaHOr alpPOKCUMATUBHOL AJTOPUTMA W JOOUIN rapaHIrjy aCUMITOTCKE
ampoKcuUMaIuje TPOM3BOJBHO ONUCKY BpemHoctu 1,525... 3a makoBame ca u 06e3 porarmuje.
OBO je TpeHYTHO HAjOOBU ACUMITOTCKA pesyarar. Komauno, Bansal u Sviridenko cy y [4]
noka3zanu na 6e3 moryhuoctu anpokcumarje APTAS we moske mocrojatu 3a 2BPP npo6Gaem.

CBu mperxomHU pe3yaraTu ce GaBe MOTYyNHOmMNY ACHUMITOTCKE AIPOKCHMALMje, Tj. KO-
epuUjeHT anpoKcuUMaIje je OaM3aK HABEIEHUM BPENHOCTUMA 33 WHCTAHIE KOje YKIbYUY]y
Besukm O6poj makera. O KoedUIUjeHTY amCOJIyTHE alpOKCUMAaNUje MOke ce Hahu y pagoBuMa
[70], [67] n [35]. Harren u van Stee cy y [34] ussenau anpokcumaTtusan anropuram 3a 2BPP
ca KOe(UIMjeHTOM aIllCOJIyTHE alpPOKCUMAIMje jeIHAKUM 2, IITO je HajOOJbe MOJIMHOMUjAJHO
BpEME AIIPOKCUMAIIjEe 3a OBaj IpobIeM.
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1.8 Jlome rpanure

Iobpe mome rpaHuUile ONTUMAJIHOT peENIEHa Cy BPJIO OWUTHE M 33 KMIIEMEHTAIU]Y
€r3aKTHUX MPUCTYIIa €HyMepaluje W 3a EeMIWPU]CKY IPOIEHY AaNpPOKCUMAIUje pellemha.
HajjennocraBuuja rpanuna 2BPP npobiema je nospwuncka epanuya

7-17 wzhl
o B

KOja MMa JMHeapHy BpeMeHCKy cioskenoct. Martello u Vigo cy [57] ompennnu ancomyTHO
HAjHEMTOBOJLHUJU CJIydaj MOHamama Lg:

Lo(E) > = - OPT(E)

NP

rae Lo(E) u OPT(FE) npencrasibajy BPEIHOCT NOH€ IPDAHUNE U ONTUMAJHY BPEIHOCT pe-
mema, PECIeKTUBHO, 3a WMHCTaHy F maror mpobaema. I['panuna je mobpa, mTo ce MOxke
BUAETU HA CJIUIA m Pesynrar Basku yak M ako je HO3BOJbeHA poranuja (3a 6uiio Koju
yTao).

vl

Cuauka 1.12: HajuenoBossHUju Cilyya] HOBPIIMHCKE I'DAHUILE.

Boma moma rpanuna, y HEMOJIMHOMU]AJIHOM BPEMEHY, CE€ MOKE HOOUTHU pelaBameM jeTHo-
AMMEH3MOHOT mpobiieMa HaKOBama, rie Cy BeauumHe exemenara w;h; (i = 1,..,n), a ka-
nanurer criamumra WH. Caprara u Monaci cy y [3] nokaszanu ma onTuMaIHO pemieme 3a

takBy 1BPP wumcranny maje Bamumny momy rpamumy 3a 2BPP mpobGsem Lq, TakBy ma Basku
Li(E) > % -OPT(E).

Y MHOrMM ciydajeBuMa, alpokcuManuja kojy o6e3bebhyjy oBe nBe rpanuie moske 6utu
ciaba 1 BpeMe padyHama MOKe OUTH BEJINKO 3a ePUKACHY yHOTpPeOy y OKBUDPY €(PUKACHOT
anropur™a. Bosse rpanune npegioxkuiau cy Martello u Vigo y [57]. 3a maru neo 6poj ¢,
rakas na je 1 < ¢ < W/2, nepunucanu cy cremnehu cxymosu:

Ki={iel:w>W-q} (1.13)
ng{iEI:W—q2wi>W/2} (114)
Ky={iel:W/2>w; >q} (1.15)

Mosxe ce mpumermty na maketu m3 K U Ko He MOry OWTu COakOBAaHU jedaH OO APYIOT
y ckramumre. Crora, noma rpammmna L}V 3a mommmcTanmy ompebeny maxermma uz K; U Ko
Moske Outu nobumjena xopumhemeM Ouio koje nome rpanue 3a 1BPP uncranny neprnucany
enemenTuMa Beamuuee h; (i € K7 U K») n kananureroMm ckaaaumra H.

Ioma rpanunna 3a meJOKYIHY MHCTAHIY ce cana mobuja pasmarpameM nakera n3 Ks, jep
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ce HUjemaH O HUX HE MOKE CIAKOBATHU MO makera m3 Ki:

(1.16)

) ihi — (HLY — 5. hi)W
LgV(Q) = L}/V + max {O, ’VZZGKZUKS w IEVHl ZZGKl ) —‘ } .

Cumerpuuna rpanuna L (q) ce mobuja 3amenmom mmpuma m BucwHa. YouaBameMm na oGe
rpaHUIe Bajke 3a OWJIO Koje ¢, YKYIHA TOHma I'PaHUNa je:

Ly = max (| ma (L), | oy (151(0)). (1.17)
Y [57] je mokazano ma 3a 6uno kojy uncranny 2BPP npoGiema BpennocT nobujena ca rpaHu-
noMm Lo HUje mMama onm OHe Koja je mobujena ca Ly, u ma je 3a pauyHame Lo moTpebHO
O(n?) Bpemena. ¥ umctom pamy, Martello n Vigo cy mpencTaBuim U pPadyHCKU CIOKCHU]Y
rpaHuIly, Koja y HEKUM ciydajeBuMa HamMmamyje Lo. 3a mate meisie 6GpojeBe p U ¢, TAKBe Ja
je1<p<H/2ul<q<W/2, nepuaucanu cy cienehu cxymosu:

L={iel:w;>W—qgAh;>H—p} (1.18)
IQZ{ZEI\Ile>W/2/\hZ>H/2} (119)
Ir={iel:W/2>w; >qANH/2>h; > p} (1.20)

(Bumern ciuxy [1.13). Mowe ce npumernrn cnenehe: (1) Iy U I, ne 3aBucu ox p u q; (2)
He mocToje nBa makera u3 I} U I Koja Mory OmTH CHakOBaHA jelaH MOpen APYTOr y KCTO
cramaaumre; (3) HE mOCTOjU makeT u3 I3 KOjU CTaje y MCTO CKIAIUINTE KOje CAIPKA MAKeT U3
I;. IoGpa moma rpaHunna ce Moxke TOOUTU OAaBAHEM MUHUMAJIHOT OpOja CKIAIUINTA, KOja
cy nmorpebHa 3a oHe makeTe u3 I3 KOju He MOI'y OMTH CIAKOBAHU y CKJAIUIITA KOpUIINeEHA
3a makere u3 Iy, Ha 6poj |[; U Iz|. Taksa rpamuna moske 6utu ompebena pasmarpamem
pelakcupaHe WHCTAHIE IJe CBAaKM HakeT j € I3 vMa MUHUMAJHY BEIWYUHY, Tj. h; = p u
w; = ¢. 3a JaTO CKJIaIUIITe KOje CAAPHU HaKeT ¢, MAKCUMaJaH Opoj p X ¢ MaKeTa KOju MOTy
OUTHU CIAKOBAHM y TO CKIAAUIITE je (BUAETU CIUKY :

o= (2] [T 2] 2|

naket us I3 naxkeTv ua I» naketus I

/ / /
H — ;.- /

W

=
b =
—_—
—
+
—
—
=

Cmuxra 1.13: Ilaketu y I, Ir u I3.
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Cauka 1.14: Penakcupana MHCTAHIA Ca CMAHEHUM MAKETUMA.
Crora, 3a cBako p u ¢ noOpa HOma IpaHUIA je

3] = > ier, m(i,p, q)

Ls(p,q) = |11 U Iz| + max ¢ 0, T (1.22)
Hikl
TaKO Ja je CBEeyKyIHa I'DaHUIa
Ly = max {Ls(p, @)} (1.23)

1<q<W/2,1<p<H/2

3a pauymHame mome rpamume Li je morpebmo O(n?) Bpemena. Hujemma ox rpamuma Lo u L
HE NOMUHUDA HAI APYTOM.

Hasenene rpanune cy moGosmmasu Boschetti m Mingozzi y [7] u [8], xoju cy rarobe
IPENCTABUIU U HEeKe nome rpanute 3a 2BPP mpobiem rme je mo3BosbeHa poTanmja makeTa
3a 90°.

Fekete u Schepers cy y [18] n [20] npencrasuam onmTy TEXHWKY OrpaHUYABAA 34 MPO-
OJyieM IaKoOBamka y CKIAIUIITE U IPOOJIEM aKOBamkha HA Tpald, 3a jeIHy U BUIIEe OUMEH3U]a,
3acHOBaHy Ha OJyaano donycmueoj gymryuju. Pysrmuja w : [0,1] — [0,1] ce mHasuBa nyanHO
nomyctuBoM [56] ako 3a cBaKM KOHAUaH CKyl S HEHETaTUBHUX PEAJHUX OPOjeBa BasKMU:

dr<1=) u@) <1 (1.24)

z€eS zeS

Mucranna 1BPP npobrema ce HopManusyje crasmamem h; = h;/H, (i =1,...,n), a 3aTum
u H = 1. 3a cBaky mOnycTuBY (YHKOUjY u, CBaKa OOHWa IPDAHUIA 33 TPAHCOOPMUCAHY
MHCTAHIly, KOX Koje cy Beaumumue maxera u(hy),...,u(h,), je mobpa moma rpaHuma 3a Opu-
runanny uHctanny. Y [I8] je mpemcrasmmena kiaca myasHo mHOIMycTuBUX (yuknuja 3a 1BPP
npoGiem, mok je y [20] mpmeTyn mpommpen Ha TaKOBame€ y ABE W BUIIE TUMEH3mja. 3a d-
MIMH3MOHI TPOGJIEM MAKOBama y CKIAMAINTE, CKYN Of d MOMYyCTUBUX (QYHKOM)A {Ui,...,Uqd}
ce HasmBa KoMzepsamuera ckasa. Tako je, 3a 6uno kojy komzepBaTusHy ckaxy C = {ui,us},
nobpa moma rpanuna 3a 2BPP npoGiem

L(C) =) uy(w;)uz(hi) (1.25)
=1

rae cy w; u h; IO NPETHOCTABIM HOPMAJU30BaHE BPEIHOCTH, HA HAUMH KOJjU j€ IPUKA3AH
rope. 3a gaTu CKym V KOH3epPBATUBHUX CKaJia, HoOpa AOHa IPpAHUIE je

L’ = max L(C). (1.26)
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IMpuctyn xoju cy manu Fekete u Schepers name cy ucrpaskusanu Caprara u Monaci y [11].
OcHoBHa uaeja je na OMIIO KOjU map AYaJHO HOMYCTUBUX (QYHKIUja, CA IPUIAPYKEHUM MIUPU-
HaMa M BHCHMHaMa IIaKeTa, PECIeKTUBHO, OOBOIM OO Mn00Ope nome rpanune 3a 2BPP
uacraHny. Ilpobaem ompebmBama mapa AyaJsHO ONYCTUBUX (YHKIMja KOJjU TOBOAU O
Hajbome (HajBUIe) NOHE TPAHUIE je NepUHUCAH KA0 Pa3ABOjeH OMINHeaApHU IporpaM. Pady-
napcku ekcuepumentu y [10] cy mokazanu na je 3a majsehwu 6poj mHcTanum y naureparypu
nobujeHa BPETHOCT OOH-€ T'PAHUIE €KBUBAJEHTHA OHOj KOja je moOujeHa HEIpEeKUITHOM pe-
JlakcayjoM popmyamnyje — MIOKpUBaWka CKyIla, JOK CYy 3aXT€BaHA BpEMEHa pavy-
Hama 3a pen BennunHe Mama. Jleramuuje ce moxke mahu y [51].

1.9 ErzakTHO pemaBame

Martello u Vigo cy y [67] 3a ersakruo pemasame 2BPP npo6iema npencraBuam aaropuram
rpaama 1 OrPaHNYABAKA KOjU KOPUCTHU MOHEe IpaHuie, Takohe pazMarpaHe y UCTOM PaLy,
a HaBeJleHe y MPETXOIHOM OJIEJbKY.

Martello, Monaci u Vigo cy y [68] 3a erzakrao pemasame 2SPP npoGuema npencrasuiam
aJropuTaM TpaHama W OrpaHUYaBama, IJe Cy IOHe TpaHulle TOOUjeHe KPO3 PeaKCallvjy
KOja cBakKU w; X h; IakeT Mema ca jeIHO IMMEH3UOHNM TTaKeTOM je IUHUYHE BUCUHE h; U MMUPUHE
w;, ynMe ce mobuja wHcTtauna 1BPP mpobaema.

Fekete, Schepers u van der Veen cy y [2I] pa3Bunau emyMepaTuBHUM IPUCTYN €3AKTHOM pe-
maBamy mpobiieMa MakoBama CKyIa HaKeTa y jeqHO CKIaauImTe. TakaB MPUCTYI j€ 3ACHOBAH
Ha MOmery koju je mpencrasimen y [19], a o kKojem je 6uio peunm y omesbRy U KOJU MOKe
Outy KopumlieH Kao ajdTepHATUBHU npuctyn y pemasamny 2BPP u 2SPP mpobaema.

Y mosuje Bpeme Pisinger u Sigurd cy y [61] 3a ersaxtao pemasame (1.4a])-(1.41]) nmme-

MEHTUPAJIA AJrOPUTAM FpaHama u neHa (enr. branch-and-price).
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I'masa 2

JIBOo MMMEH3MOHM IPO0JIEM

IIAKOBAKHA y CKJIAOUIITA:
2BP|0|G ciyuaj

2.1 YBonm

Y HacTaBKy je HpencTaB/beH NpoOJeM MakoBama CKyNa JBOIMMEH3UOHUX makera [ y
MUHUMAJIAH OpPOj MAEHTUYHUX ABOIUMEH3UOHUX CKjiIaaumra, npeyser u3 [55]. Ca w; u h;
cy oDeNesKeHU IMMPUHA U BUCUHA CBAKOT Takera, pecnexkruBHo. Cuwmuno, ca W u H cy
obenekeHN MUPUHA W BUCUHA CBAKOI CKJaIuINTa. be3 rybJbema OMIMTOCTH, IPETIOCTABII-
jewno je ma je W = H = 1. 3axTeBa ce na ce CIaKOBAHU MMAKETHU HE IIPEKJAanajy, 1a ce He MOry
poTUpaTH U Ia BUXOBE UBUIE MOPA]jy OuTu nmapaJjesine uBuiama ckaaqumra. OBa BapujanTa
npobiaema o3naudasa ce ca 2BP|O|F. TomaTHo, pasmarpana je Bapujanta npobieMa y Ko0joj
ce CBaKU makeT AOOUWja HU3OM pPEe30Ba O WBUIE OO UBUIE, Tj. CBAKO CKJaAuUIITE Tpeba ma
oarosapa zumomunabuarom obpacyy (enr. guillotinable pattern). Osa Bapujanta npobiema
osmauasa ce ca 2BP|O|G. Hben pa3Boj mOACTAKHYT j€ TEXHOJOMKAM OIDAHUYERnNMA, jep ce ¥
HOBUje BpeMe 3a CeUeH€ ITaKeTa KOPUCTe ayTOMATCKe MallluHe, ajii MOKE JOBECTHU IO MaH€e
MCKOPUIINIEHOCTU CKJIIAIUINTA.

2.1.1 ITnieBn

OsBa rnaBa mMa TpPU IJIaBHA TONPUHOCA:
Py TIpyskuru (jequocraBHy) MATEMATUYKY KapPAKTEPU3ALU]y HEMMIbOTUHAOUIHOr obpacha.

Pememe oBor mpobiema je kmacudpuranuja paznaumuuTux obpaszana Koju OIroBapajy
HETWJLOTUHAOWIIHUM PEIIenhUMa, U IUXOBO MPEICTABHAE MPEKO MATEMATUYKOT aJIaTa.

P, 3a marm HermmoruHabumnan obpasam, P, momohy Kojer ce maru CKyn IakeTa Makyje
Yy JeOUHUCTBEHO CKJIANWINTE, OAPEIATH MUHUMAJHY noBpmuHy mnakera, MA(P), kojy
Tpeba YRIOHUTU KaKO Ou ce mobmo rumbormHabuiaan obpasar. Popmastno,

MA(P) = sup min Zwihi : P\ S je rumorunabunan obpasar p . (2.1)
i€S

P, 3a nmaty mncrammy N (Tj. 3a matm ckyn makera), Heka optappio|r(IN) u optappjoja(N)
03HAUABA]Y ONTUMAJIHY BpeIHOCT pentera npobiaema 2BP|O|F u 2BP|O|G, pecnekTusHo.
OxpenuTu BPpeMHOCT aCUMOTOTCKE UEHE 2UbOMUNAOUAROCTIY TePUHUCAHE KAO

{Opt23P|0G(N)

PoG = lim sup
optappio|r(N)

Z— 00

s optapplojr (V) Zz}. (2.2)
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Y HapemHOM OeJbKYy Cy OaTe AeUHUIUM]e Ba)KHUX [IOjMOBA KOju he 0wty KopumheHu y
HACTaBKy. Y TOKy aHAJIM3Upama Ce pasMaTrpa jeAHO IO jeQHO Cckiaamumre. Y OxesbKy [2.1.3]
je mpencTaBiLeH alropuTaM KOHBeKCH(UKaIMje, 3a KOjU ce IPEeTIOCTaB/hba fa ce IPUMEnYy]je
Ha CKYI MaKeTa CIAaKOBAHUX y TPEHYyTHOM CKJIAIUMTY. HakoH meroBe MpUMEHe, MPUMehYje
ce amropuram 3a nobujame cemapabunHor obpacua, ommcan y onesky [2.1.4] 3aruu je
onmcaH HajMamby Hecenapabmiau obpasan, y onesmky [2.2] n obpasan nox Ha3uBoM GIOKHpaH
npcren (enr. Blocked Ring), y omemky . OBO moBOIM 1O KOMILJIETHE KapaKTepU3alluje
HErm/bOTUHAOMIHUX 0Opa3ana, IMTo je omucaHo y onesky [2.4], u anamuse npobaema P u P,

y ozenky [2.5]

2.1.2 edpununuje

Heka P o3HauaBa CKyN HakeTa CIaKOBAHUX y TPEHYTHO CKJIAIUINTE. 3aTUM, HEKA CY &;
U Y; KOOPDAWHATE NOHET JIEBOT yIJla Y KOJU Ce IMaKyje MakeT 4. Y3 3JI0ynoTpedy 3amuca,
ca P he 6utru o3Hauen m obpa3sall makoBama y CkjamumTe. Pa3mMaTpa ce jemHo mo jemHo
CKJIAUIITE.

Hepuaunuja 1 (Tmmorunckn pes). luwomuncku pes za obpasay P je pes 00 ueuye 00 usuye
Koju we npeceya Hujedan naxem y P.

l'mmoTuHCKM pe3 MOke OWTM BEPTUKAJAH WAM XOpW3OHTAJAaH. llpumep je mar Ha
cavnu 2.1 (AB muanja onpebyje xopusonranan pe3, a C'D sunuja onpebyje BepTuranan
pe3). CBaku TMJLOTMHCKM DPe3 KOjU Ce He IMOKJAla ca MBUIAMa CKJIANUINTA Ieau obpasan
Ha nOBa meja, Tj. Ha ABa momobpacna. Y o03up ce y3uMajy caMoO NpasuaAry 2UHOMUHCKU
pe3oeu, Tj. OHM T'MJLOTWHCKU PE30BU KOJI KOjux 0ba momobpacua yKbydyjy HajMame jenaH
nakeT. ['MJLOTUHCKU PE30BU KOjU HUjEJaH MaKeT He OABajajy Ol OCTaJUX, MOnyT dunuje AB
Ha ciauiu 2.1], ce 3amemMapyjy.

OF ~p e

Cmuka 2.1: [Ipumep rm/bOTUHCKOD pe3a.

Hepununuja 2 (Cemapabunan obpasan). 3a obpasay P xaxcemo da je cenapabunan axo 3a
BE2A NOCMOJU NPABUNGH 2UbOMUHCKY PE3.

3a obpasan P Koju He caap:Ku MPAaBUJIAH TMJ/BOTUHCKI PE3 KaKeMO Ia je HecemapabuiiaH.
Hecenapabumnan obpa3an P ce HA3UBA MUHUMGAHUM AKO YKJIamame Omio xKor nakera u € P
JOBOOY IO cemapabuiHOT obpacia.

Hepuaunuja 3 (I'mmornaabunan obpasan). 3a obpasay P xamcemo da je zumomunabunrar
ako cy ceu undyrosany nodobpacyu P, 20e je |P'| > 2, cenapabuanu.
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2.1.3 AuJsaropuraM KOHBEKCHU(UKAIUje

AsropuraMm KOHBEKCU(DUKAII]E cacTOju ce y ciaenehem: cBakoM makeTy je JoJeJheHa O3HA-
ka (1. kopak), ¥ OHM Ce pasMaTpajy IO PemoCJeLy IO KOjeM Cy O3HAUeHU, IPU deMy ce
TPEHYTHU NaKeT IPOIYKaBa XOPU3OHTAJIHO U BEPTUKAJIHO NOK HE NOAUPHE HEKU APYTU IMAKET
(2. kopak, cmxma. 3aruM ce cuajajy makeTd KOju Cce MOr'y CIOjuTu y Bem mpaBoyraoHUK
(4. u 5. xopak, ciuka . Ha kpajy ce, y 7. KOpaky, HeQUHUIIY 8eUMAUKY NaKemu 3a
cBaku cioboman mpocTop y obpacuy (cauka .

AsropuraMm KOHBEKCUUKAIMIje

1: JOOeJUTU O3HAKY CBAKOM HAKETY,
2: IIPOAY?KMTHU CBAKH IMAKET XOPU30HTAJHO 1 BEPTUKAJIHO CBE JIOK HE JOAUPHE HEKU JIPYTHU HAKET;

3: repeat

4:  CIIOJUTH JBa IIPEJMeTa KOju Ce JIOJIUPYjy BEPTUKAJIHO, MMajy UCTY BUCUHY U IIOCTABJHEHU CYy
Ha WCTOj Y-KOOPINHATH;

5:  CIOJUTH ABAa IpeaMeTa KOjU ce JOIUPY]Y XOPU3OHTAJHO, IMa]y UCTY IUPUHY U IO CTaB/HEHN
Cy Ha UCTOj T-KOOPAWHATH;

6: until 1ok je cmajame moryhe.

7: neduHECATH 8ewmake TTAKeTe 33 CBAKU CJA000IaH IPOCTOP y oOpaciry

Couka 2.3: AnropuraM KOHBEKCH(UKaNUje: 5. KOPakK.
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Ciuka 2.4: AnropuraMm KOHBEKCH(UKaNuje: 7. KOPakK.

Haxor n3Bpmema anropurMma Ha JatoMm obpaciy P, Moxke ce nepuHHCATH HOBU 0Opa3ar
P, rakap na je ykymHa nospmmHa y P jeiHaka HOBpmMHM CkJIamuamrta. Tpeba HamomenyTn
Ia CBAKOM HakeTy u € P omrosapa Hekm makeT U € P, mok cBaku naketr u € P MOxe BOOUTU
MIOPEKJIO O BUIE PA3INUUTUX ImakeTa mu3 P.

Hapenna Teopema roBopu o ToMe na ajropuraM KOHBEKCU(UKAILMje HE MOKE HATU Cela-
pabunan obpaszan P, ako P uuje cemapabuias.

Teopema 1. [60] Hexa je P wecenapabunan 06pa3gu, u P obpasay 0obujen usspuLa8ameM an20-
pumma Kongekcupurayuje na obpacyy P. Tada je P necenapabunan.

Hoxa3. Ozraunmo ca (Wy, hy) 1 (Ty, Yy) AUMEH3UjE 1 KOODAUHATE MAKOBAKA 338 CBAKMU IAKET
u € P, pecuexrusno. Cuununo, Heka (Wy, hg) u (Tg, Yy) O3HAUABA]Y OUMEH3Uje M KOODIUHATE
[IaKOBama 3& CBAKU IakeT U € P.

I[Tocmarpajmo maker w € P u Hera je u 6miio koju makeT u3 P on Kojer maker U moruye.
Kako anropuram KOHBEKCU(UKAIM]E HE MOKE CMABUTU BEJIUUUHY HAKETa, MMAaMO

Ty < Tu, Ty + Wy < Ty + Wa, Yg < Yus Yu + ha < g + ha. (2.3)

[IpernocraBuMo cynpoTHO, na je obpasan P cemapabuiaH, Tj. Oa MOCTOje OBa MaKeTa U U U
KOja MOTY OMTU pa3aBOjeHa TMILOTUHCKUM pe3oM. bBe3 rybspema ONmITOCTU, MPETIOCTABUMO
Ia je Taj pe3 XOPU30HTAJIaH, HA BUCUHU Y, U I je MaKeT U CIaKOBaH WUCIOX U, Tj.

Yo+ ha <y, ny <7y (2.4)

Osmaunmo ca u (ogHOCHO v) Guio Koju maker y P koju oarosapa makery U (omHocHo U). U3
(2.3]) caemm na xopusonrannu pe3 § paszmsaja u u v y opuruHaaHoMm obpacuy P; mehyrum,
kaxko P Huje cemapabuial, oBaj pe3 Ipecena HeKu Apyru maketT k, Tj. 3k € I rakaB ma je

Yk <Y < Yk + hu. (2.5)
Osmaummo ca k maker m3 P koju omrosapa makery k m3 P. KomGumyjyhnm (2.3) u (2.5)

nmMaMoO

?E<?<yg+hg (2.6)
IITO 3HAYM [a XOPU3OHTAIHM D3 J Ipecela NakeT k, MTO je y KOHTPaIMKNMU Ca

MPEeTIOCTABKOM Ha je obpasarn P cenapabunan. [lakme, P je Hecemapabumias. |

Tpeba mHanoMeHnyTH 1a Ce IPUMEHOM AJTOPUTMA KOHBEKCHU(PUKALje Ha cenapabuian obpas3ar
P moxke mobutwm mecemapabusan obpasam P. [lpumep je mpura3an Ha CauAIU .
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Cimka 2.5: [Ipumena aaropurMa KOHBEKCUPUKAIUje Ha cenapabuian oOpa3sal Koja TOBOIU
o HecemapadbuiaHOr obpacia.

Hanomewna 1: VI3BpmaBame aaropurMa KOHBeKcupuraunumje Ha obpacimy P He mpowsBoan
HErMJbOTUHAOUIHOCT aKo Cy penoBu obpacua P HecenmapaOuiHu (BumeTy neUHULU]Y .

Teopema 2. [60] Hexa je P obpasay, dobujen anrzopummom xonsexcudurayuje. Tada je |P| =1
uau |P| > 5.

ITokas. Moske ce IpUMETUTH Ia ajJropUTaM KOHBeKcubukammje maje obpasan P Koju y moT-
OyHOCTM HyHM CKJIaIumTe. JacHO je ma ako P caipsxm IBa Takera, OHAa he oHM Outn
cnojenn y jeman naker (4. m 5. ropak amroputma). Cnmuno, cBu obpacim ca Tpu makeTa
UTEPATUBHUM IIOCTYIKOM MOTY OUTU CBeAeHM Ha jenan naker. Cinke u IOKa3yjy cBe
Moryhe obpacue ca 3 u 4 nakera, PeCIeKTUBHO, Oe3 y3nMama y 0063up MoryhHOCT poranuje
3a 90°. ]

(3]

Cimka 2.6: OGpaciu ca 3 nakera.

Cauxka 2.7: O6pacuu ca 4 nakera.

Mocnemana 1. Hera je P necenapabunan 06pasay xoju nacmaje Kao pesyamam npumene anzo-
pumma koneexcugurayuje. Tada je |P| > 5.
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2.1.4 AsaropuraMm 3a mobujame cemapadbmMJIHOT oOpacma

Aaropuram kao ynasz ysuma gomyctuso pememe 3a 2BP|O|F u me¢umume nomycruso
pememe 3a 2BP|O|G, pasmarpajyhu jemso mo jemno ckmammmre. 3a cBaku Takas oOpasan
CKJIaIUINTa, M3BPIIABA CE AIrOPUTAM KOHBEKCU(UKanuje u3 oneska [2.1.3] uume ce mpousBoau
HOBU Obpaszam, permMmo P. 3aTuM ce U3BPHIABA YHYTPAIIHY AJIOPUTAM MAKOBAMHA, KAKO OU
ce mobmo cemapabuian obpaszam. To je mim opurmmanan obpaszam P (y caydajy ma o
CANP/KA CaMO jellaH TIakeT WU je cemapabuiaH) miaum ce nobuja on P, yEIamameM HEKUX
nakeTa, Kao mTo je onucaHo y 10. kopaky.

Ausropuram makosama (P)

if [P| =1 then
return P
end if

if P je cemapabuian then
nedwuHHCATH 1Ba momobpacta, P; u Ps, kopumihemem oaroBapajyher ru/bOTUHCKOT pe3a;
P, =Anropuram makopama (P );
Py =Anropuram makoBama(Ps);
return P; U P,
else
YKJIOHNTH HeKe TakeTe u3 P u nedunucarn cemapabuian obpasarn Q;
11:  return @;
12: end if

=
154

CBakako, Teopema BcnrypaBa na je 6uno koju ckyn makera () C P, koju mpousBomu ce-
napabunan obpasar () IPUMEHOM AJrOPUTMa KOHBEKCU(UKALMje, cenapabuiaH.

2.2 Hajumamu HecemapabuJiam oopa3sailg

Y 0BOM OZeJbKy MPOYyUYaBaMO CTPYKTYPY Hecemapabuanor obpaciia MUHUMAJIHE BeJIUYNHE.

2.2.1 PemnmoBu u npecenu

Hepununuja 4 (Xopusonraman pexn). Xopuzowmanan ped je aanay TOPUFOHMAAHUT USUYA
(pasauuumuzr 00 usuya ckaaduwma) Koju obpasyjy naxemu nopehanu jedar noped 0pyzoz Ha
UCMOJ BUCUHY.

JHepunumnuja 5 (Beprurkanaun pen). Bepmukasar ped je aanay, 8epMUKGARUT UBUYA (DAZAUU-
muz 00 usuYua ckaaduuwima) Koju obpasyjy naxemu nopehanu jedar 00 0py2oz MG UCTNOJ WUPUHU.

Hepununuja 6 (Ilpecek). IIpecek je mauxa koja ce dobuja 00 jeOnoz TOPUIOHMAANOZ U jeOHOZ
8EPMUKAANOZ PEOG KOJU CE YKPULMAJY.

Hepunuuja 7 (Cenapabunuau penosu). Pedosu cy cenapadbuanu axo nocmoju pez 00 usuye 0o
usuYe KoJu uxr pasdeaja ez npeceyamna Hujeodroz 00 HUL, 0CUM KO 08aj pes nuje dyxc nocmojehez
npecexa.

Y HacTaBKy je ca T 4 Yy O3HAUeH OPOj pPeIOBa U MPECeKa, PECHEKTUBHO; NOIATHO, Ca Tp
U X, je 0O3HAUEeH OPOj XOPU3OHTAJNHUX U BEPTUKAIHUX PENOBA, PECIEKTUBHO (T = Xjp + Ty ).

Jlema 1. [60] 3a ceaxu obpasay P jey < 2%/4.

Iloka3. CBaku mpecerk yKJbydyje jeldaH XOPU3OHTAJAH U jelaH BEPTUKAJAH pe3, Ia je
y < zpxp. lla Ou ce mokazaJsia OBa TBPAKA, MOBOJFHO je YOUUTHU 1A Ce ONTUMAJHA Bpe-
nHOCT caeneher mpobiema

max {y : Yy = TyTp; Ty + Tp = T, Th, T, > 0, memobpojuu}

TOCTH&E 3a Tj, = T, = /2 (MO MPeTIOCTAaBKOM Ma je T MapHo) U mMa BpemrocT y = 22 /4. [

Jlema 2. [60] 3a cearu obpasay P je |P| = (z +1)+y.
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(a) HecemapabuUIHU PenOBU (6) mecenapabuiHu penoBU

(n) HecenapabuiHu penoBU (m) cemapabuiau penosu

(e) cemapabunnu penosu

Cuuka 2.8: Cenapabuiau u HecenapabUIHU PenOBU.

Ilokas. Csako nosehame z 3a jeman, mpu demy ce He moBehaBa y, JoJaje jenaH HMakeT.
Ouurnenuo, cBako noBehame 6poja penoBa x MOXKe Ia TIpouU3Bene k HOBUX IPECEKa U CBAKU
mpecek je moBe3aH ca 4 makera, nBa cy Beh Ty, rpehu je nonar moBehameM T wim IPETXOTHIM
IPECEeKOM, U YeTBPTHU jeé HOB IaKeT. O

Hera je obpaszan P nobujen kpo3 anropuraMm koHBekcupurammje. [lo mocienunn |I| 3a
cBaku Hecemapabunan obpaszan P mopa ma Basku |P| > 5. Hapenna Tteopema mokasyje ma je
MUHIMAJHA BEJIUYNHA HecemapabuiHOr obpacia jemHara 5.

Teopema 3. [60)] Hexa je P obpasay zenepucan aseopummon koneexcugurayuje. Axo je |P| =5
ornoa je P necenapabunan.

Hoxas. Uz nema[lu2] |[P| =5 npousunasuzaz =3uy=1mwmz=4uy=0. [Ipsu cryuaj
je mpukasan Ha cuaunu [2.9|u oaroeapa cemapabuiaHoM oOpacIy KOju ce CBOIM HA jeIaH IAKET.
IIITo ce tmue mpyror, mokemo nmatu (1) zp, =4 u x, =0 nmm (2) 2, =3 u x, = 1 rim (3)
xp = x, = 2, THe Cy UpBa aBa cayuaja (mpukasana Ha cawmu [2.10|) cemapabuman oGpacun
KOjU ce CBOIE Ha jemaH MaKeT. JeAuHu MpeocTao caydaj je obpasam ca xp =2, =2u y =0
(npuraszan ma caunu [2.11]) koju onrosapa mecenapabuiIHOM 06pACILy. O
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Cuuka 2.9: Obpasan ca 5 nakera, t =3 u y = 1.

Cimaka 2.10: O6pacmu ca 5 nakera: xp, =4, £, =0uy=0; 2, =3, z, =1 uy=0.

[}

Cuauka 2.11: JennocraBan OIOKMpPAHU HPCTEH.

N3 reopeme (3| npousunasu cneneha nepumunnuja.

JHepununmuja 8 (Jennocrasau 61okupan upcren). Hecenapabuaan obpasay P ce naszuea jeono-
cmasruM baoKupanum npcmenom axo je |Pl=5 v axp =z, =2 uy =0.

W3 mperxonHe auckycuje jacHO je ma jeqHOCTaBaH OJOKMPAH TPCTEH CAIP:KUA O MakeTa,
rie je jemaH IaKeT LNEHTPAJHO NO3UIMOHUPAH U JOAWPYje€ MBUIE OCTAJINX IIAKETa, Ay He
IOAUPYj€e MBUIE CKRIAAMAMITA. Y KJIamhame TOI IaKeTa He IPOM3BOIM cemapabumiaH obpasarl,
IOK yKJIamame OMIIO KOjer O mIpeocTaa YeTUPU MaKeTa HOBOIU OO0 cenapabuiaHor obpacma.
Iakie, jemHocTaBan OJIOKMpAH IPCTEH je HAjjeOJHOCTABHUja CTPYKTYPa KOja MOKE TOBECTHU
o HecemapabuiHOCTH Yy naroMm obpaciy P (mox mpermocTaBkoM ma je P remepmcaH KOp-
nmhemeM anropurma KoHBekcuduranuje). Tako ma yraamame OUIIO KOjer makera M3 OBe
KOH(pUrypanuje JOBOAX UM A0 UCTOr obpacua (aKO je YKIOHmEH NEHTPAJHU IMaKeT U IOHOBO
IPUMEHEH adrOPUTAM KOHBEKCU(QUKALUje) Wiau 10 cenapabuanor obpacua (y ciaydajy na je
YKIOHWEH jelaH OX IpeocTasa 4 makera).
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2.3 DbBuokupaH npcTeH

Hepunnuumnuja 9. Hecenapabunaan obpasay je baoxupar npemen (ene. Blocked Ring - BR) axo
o [P|>5,u

® n0CMOju KOMOUKAYUja 084 TOPUSORMAANG U 084 BEPTMUKGANG HECENAPAOUANAG PEdd MAKEq
0a yKAQBA®HE CEUT NAKEMA KOJu HUCY U3AOPAHY 08UM DPEOOBUMAE U NPUMENG AAZOPUMMA
Koneexcufurayuje 00800u 0o je0HOCMa8Ho2 bAOKUPAHOZ NPCMENHT.

2.3.1 OrTkpuBame OJIOKMPAHOT IIPCTEHA

HawBHu ajropuram 3a OTKpUBam-€ ga U je obpaszam Giokupad npered wim e je O(nt)
eHyMepalmuja CBUX UYeTBODKM MakeTa, koja mposepasa (1) ma mm omum oxpebyjy msa xo-
PU30HTAJHA U [Ba BEePTUKAJIHA HecenapaduiHa pena, u (2) ykiama CBe IPEeOoCTase MaKeTe U
IpuMenYyje aJropuraM KOHBEeKCU(PUKalLje KOji TOBOIU IO je IHOCTABHOT OJIOKUPAHOT IPCTEHA.

Eduracauju amropuram 3a mpoBepy na jau je obpasan OJOKMPAHU OPCTEH, NPEy3eT u3
[55], cacToju ce y ciemehem: Y3 mamomeny na je 6poj komGuuanmja koje Tpeba TIPOBEPUTH
majsume (z3!)/[(zn —2)!-2!]- (z,!)/[(z, —2)!-2!], Tj. O(n?), pasmarpa ce o jenna KoMGuHATIA]A
HecemapabuUIHUX penoBa Tp = &, = 2. 3a CBaKy KOMOWHAIM]y TpuMemyjy ce ciaenehu
KOpaIu:

1. Unentndurosaru naxkere obyxsahene m3abpanum pemoBuma. Tu marketw cy meduHm-
canu Ha cienehw Haumn. IloyeBmu on IeBe mMBHIlE CKIAIWINITA IOMEPATH CE€ y TECHO.
Kana ce mobhe mo mpBor nzabpaHor BEpTUKAJIHOT pena, Oupajy ce CBU MaKeTe CMENITEeHNT
ca IeroBe JIeBe CTpaHe, Yrja je MBUIA KOMIIETHO qe(UHUCAHA TUM PEeAOM. AKO TaKBUX
IIaKeTa MMa BUIIE OX jeJHOT, 3ap:KaBa Ce OHAj KOjU je IpecedeH IPOLYKETKOM jeTHOT
on nBa uzabpaHa XOPU3OHTAJIHA pela. 3aTUM Ce IMOMepame BPIIM AEeCHO IO APYror
BepTHUKAJIHOT pena. [locTymak je HA mCTH, CAMO IITO Ce Cana rIefajy HaKeTU Ca HEeroBe
IecHe CTpaHe. 3a XOPU30OHTaJHE PeIoBe IpUMEHYyje Ce UCTa IMPOoIenypa, ajld y OBOM
cayuajy ce kpehe ca mma craamumTa. 3a OPBU XOPU3OHTAJAH Pel 3aAp:KaBa Ce jenaH
MaKeT WUCHOJ Hera, a 3a APYTY MakKeT W3HAH Hera.

2. YKIOHUTM u3 CRJIAIUIITA CBE IakKeTe KOju HUCY oOyxBaheHM XOPU3OHTAJHUM U
BEPTUKAJIHIM DENOBUMA.

3. IlpumennTy anropmraM KOHBEKCU(UKAIM]E.
4. Axko je nobujen jemnoctaBaH GJIOKMpPAH TPCTEH, MOJIA3HU 0Opasall je 6IOKUPAH TPCTEH.

Kopamu 3a oTkpuBame OIOKMPAHOr IPCTEHA MPUKA3AHU CY HA IPUMEPUMA JATUM HA CIUTKAMA

2. 12H2 .20l

8

(a) Ip. 1: u3abpanu penosu (6) IIp. 2: wzabpanu penosu

Comuxra 2.12: Jlpa mpumepa Ha KOje NPUMEHYjEMO AaJrOPUTAM OTKPUBaHKHa OJIOKMPAHOT
mpCTEHA.
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4 4
3 6 3 6
5 5
2 2
: 1 2 1
o 7
3 8
(a) V3abpaHu BEPTUKAIHU DeTOBU (6) 3anpsxkan naker 9
4
3 6
5]
2
2 1
7
8

() 3ampkan naker 5

Cauka 2.13: Kopaxk 1: Ilakeru o6yxsBahenu uzabpanum BepTUKAJIHUM penosuma (mp. 1)

6

(a) VIzabpanu BepTUKAJIHU DEAOBU

(6) Banmpsxkan maker 3

6

(n) 3axmpxkan naker 6

Cuauxka 2.14: Kopaxk 1: ITakeru o0yxsahenu uzabpanum BepTUKAJIHAM penoBuma (mp. 2).
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8

(a) V3abpanu XOPU3OHTAIHU PEITOBU

o

8

(6) 3anpskan nmaker 8

4

o

b3

8

() 3ampkan maker 3

6

(a) VI3abpanu XOPU3OHTAIHU PEITOBU

Cuauxka 2.15: Kopaxk 1: ITakeru o6yxsahenu mzabpanum xopusoHTadHuM penoBuMma (up. 1)

6

(6) Banmpsxan naker 4

e |

6

(n) 3anp:xan naker 7
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Cuauxka 2.16: Kopak 1: ITakeru o6yxsahenu nzabpanum XOpU30HTAJHUM penoBuMa (mp. 2).




4 4
3 6 6
5 5
9 2
9
1
s 11 T
3 8
(a) (6)
7 7
2 6 2 6
1 1
5 5
3 i e — |
4 |
(a) (6)
7
6
3
4

()

Cauxa 2.18: Kopaxk 2: Banp:xanu nakeru (up. 2).
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Cmura 2.19: Kopaxr 3: Ilakern HakoH ajgropurMa KoHBekcudukanuje (op. 1).

-1
=]

6 G

=1

6

Cmuxa 2.20: Kopaxr 3: Ilakerr HakoH asropurMa KOHBeKcuukanuje (op. 2).

Teopema 4. [60] Hecenapabuaan obpasay P ysex cadpxcu baokupar npemen.

IToka3. Heka je P obGpa3sar qobujeH kopumhemeM ajropurMa KOHBekcuduranuje. JacHo je
na ako P canpskm GioKupaH npcTeH, oHma je P HecemapabuiaH.

IIpermocraBuMo cympoTHO, 1a je P mecemapabuian, anu na He caap:ku OJIOKUPAH IPCTEH.
Y oBOM ciay4ajy He MOCTOjU HUjedHA KOMOUWHAINMja HECemapabUIHUX PEIOBa X = X, = 2.
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Ta rkomOuHAIMja CBAKaKO MOBOAU MO j€THOCTABHOI OJOKMPAHOr MPCTEHA, MOMONY KOpaka
Koju oTkpuBajy Osorkupan mpcrer. Ca teopemowm [3| je mokazano ma ranga je x < 4 camo
KoMOUHAIM]a Tp = T, = 2 HOBOIU M0 HecemapabuiHor obpacna. Crora, P je mecenapabuian
aKo MOCTOju KoMOMHanmja Hecemapabumnux penosa S, rze je |S| > 5, Koja ma He canpsn
OuI0 KOju MOMCKYIl HecenapabWIHUX PenoBa TaKBUX 1A je Tp = T, = 2. Y HecemapabuiHoM
obpacuy ox 4 penma, ako ce U3Bele pe3 O UBUIE IO UBUIE HA Peny Koju Tpeba oIBOjuTwH,
noa3yu 0o mpecenama Apyror pena. Ha cammm [2.21] ce Moske BumeTn na ce mpum oxsajamy
pena A mpecena pen B.

c C

(a) Hecenapabunnu penosu (6) Pes ua peny A
Cuuka 2.21: Pe3 on uBune no mBuile Ha o0pacily HecenapabOUIHUX PeroBa.

Crora, ako Tpeba omsBojutu pen A, mosaszu mo npecenama pena B, ako TpeGa onsojutu
pen B, mosmaszu nmo npecenama pena C, ako tpeba onsojuru pen C, moiasm m0 Ipecenama
pena D, u Ha Kpajy ako je morpebuo oxsojutu pen D, nonaszu mo npecenama pena A. Takso
CBOjCTBO ce MO:ke obesesknTu Ha cieneliv Hauun:

A—-B—-C—-D—A (2.7)

Hame mBa cycemmna pema umMajy CympoTHY opujenranujy. Hawmme, y crmamy ca CIUKOM
2.21], A je BepTurasan, B je xopusonrasan, C' je Bepruraigan u D je xopusonTasan. Bpalhia-
jyhu ce ma obpasan S, rue je |S| > 5 u mecenapabunan, nobuja ce caenehe cBojcTBO:

A-B—-(C—-.-X-1-X—>A (2.8)

Be3s rybisema onmTocTr, MOKe Ce MPETIOCTABUTH 1A je pen A Beprurajan pen, na he pen B
OUTU XOPU3OHTAJAH U MOKE Ce MOCTABUTU, 0e3 rybJbema ONMITOCTU M3HA WU UCIOA Peaa
A, ciura [2.22a] Yrosmko je norpe6rO onsojuru pen X, nonasu 1o mpecemama pena A, ma
pen X, Ge3 rybibema ONIITOCTU, MOKE OUTU HOCTABUJ/LEH MJIM JIEBO WM IECHO Oon pena A,
cnuka [2.220, 3a mocraBmame pena C' jaBmajy ce Tpu MoryhHOCTH:

e [lozumnuja 1: ma sneBy crpany on pena B, cauka [2.22m. Y oBoM ciydajy ce moouja
IOCKYI OJ yeTupu Hecenapabuana pena. OBa mo3unuja je HeXOIyCTHUBA.

e Ilosunmja 2: Ha necHy crpady on pena B, cimka 2.224 Y oBoM ciydajy nomasu mo
MUMOWMJIAEKEHa, jep HOCIeIHY TOCTABHCHA Pel, MM HerOBU IPOLYKENN, He Ipecenajy
HUjemaH ol TPeTXOAHO MOCTABJLEHNX PeOBAa.

o Ilozumnuja 3: IIpony:kasa ce pex B Tako ma mposa3u nopen pena X U MOCTaBba Ce pen
C neso oxn pena B, ciauka [2.22¢] U y oBoM ciy4ajy HOTa3su 4O MAMOUIAMKEIHA.
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X

B B
(a) Penosu A u B (6) Penosun A, Bu X
A A

S T X
B - B
C c
(n) Pemosu A, B, Cu X (n) Penosu A, B, C u X

A
X
B

c
(e) Pemosu A, B, C'u X

Cuuka 2.22: Kako nocrasuru pen C.

3a mocraBmame pena D. Jasmajy ce ase nouerne moryhuocrn: ciuke [2.224 u [2:22¢

Axko je pen C mocrasibeH Kao Ha caumu [2.224, 3a mocTaBbame pena D Ha pacnonaramy
Cy TpU HO3UIje.

e [losunuja 1: wmsmanm pema C, caura [2.23al Y oBom cayuajy ce mobuja HOICKYI O1
yeTtupu Hecenapabunaa pena. OBa mosunuja Huje ZOIYyCTUBA.

o [Tosumnuja 2: ucnon pena C, cauka [2.230, Y oBoM cayuajy mOJa3u A0 MUMOUIAKEHA,
jep mocienme TMOCTABJbEH pEN, UIN HErOBU NPOMYKENM, He IIpecenajy HUjedaH O
MIPETXOIHO MOCTABJ/LEHUX PEIOBA.

e Ilosurmja 3: nmpony:kasa ce pen C Tako ma mposasu mopen pena A u pen D moctasmba
nsHan pena C, caura [2.231 Y 0BOM ciyuajy KOIA3U 0O MUMOMJIAKEHA, Takobe.

Axo je pen C mocTaB/bEH Ka0 HA CIIUIN 3a mocTaBbame pena D Ha pacmojaramy Cy
TIIOHOBO TPU MO3UIUjE.

e Ilosummja 1: umsman pema C, ciamka [2.24al Y oBom cayuajy ce mobmuja MOACKYI OX
yerupu Hecenapabuiana pena. OBa mosunuja je HeIOMyCTUBA.

e [Toszunuja 2: ucnon pena C, cauka [2.240, Y oBoM ciayuajy mOJa3U A0 MUMOUIAKEHA,
jep mocyenme TOCTABJbEH pEN, UIN HErOBU NPOMYKENUW, He IIpecenajy HUjedaH O
MPEeTXOMHO MOCTAB/HLEHUX PENOBa.
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e ITosumuja 3: mpoay:kasa ce pen C' Tako ma mpoJsa3u nmopen pena A u pen D mocrasmpa
usHan pena C, cauka [2.24n. Y oBOM ciydajy Hojda3y OO0 MUMOWJIAKEHa, Takobe.

A A
D
X X
B B
D e
c C
(a) Pemosu A, B, C, D, X (6) Penosu A, B, C, D, X
D
A
X
B
(o

(n) Pemnosu A, B, C, D, X

Cumka 2.23: Kako nocrasutu pex D (1.cayuaj).

A 4

D
X X
B B
——D
C C
(a) Pemosu A, B, C, D, X (6) Penosm A, B, C, D, X
D
A
X
B

C
(u) Pemosu A, B, C, D, X

Cumrka 2.24: Kako nocrasutu pen D (2.cayuaj).

Moske ce 3aKbyYUTH Oa Ce CBAKU MAKET MOMKE IOCTABATU HA TPU HAYMWHA, WU OYULJIETHO
MO3UIKje Tope, JoJe, JEeBO U AECHO Ce MOPajy MPOIEHUBATA O CiIydaja no ciaydaja. Obpasar
S je HecemapabuiiaH aKO BasKU CBOjCTBO OBo cBOjcTBO MMa CBOje Kpyskeme. V 3aucra,

37



kako Basku A — B..X — A, penoBu ce He MOTY YyBEK MUMOUWIA3UTU. 10 3HAUM A HE MOTY
ropuctutu llo3unuja 2 wmuu Ilosumnumja 3 3a mocraBmame pena X, jep HEroBu IPOLYKENN
uehe mpecehim penx A. Crora, kopuctu ce Ilosumuja 1. Mebhyrtum, oBaj uzbop moBoau 1o
Hecenapabuiae KoMOuHAIMjE T}, = T, = 2, Y CYIPOTHOCTU Ca IPETHOCTAaBKOM. 10 3HAUYM Ia
je memoryhe umaru obpasan S, rae je |S| > 5 u Hecemapabuinan, KOju He Canp:Ru OUIIO KOjU
MOACKYT HeCcemapaOWIHUX penoBa TAKBUX Ia je Tp = &, = 2. O

2.4 Kapakrepm3amnuja OJIOKMPAHOT IIPCTEHA

Y oBOM OnesBbKY je maTa KapakTepusaluja HecenmapabmiHux oOpasama y Iorjerny penoBa
U Ipecexa.

2.4.1 JemHOCTPYKO OJIOKMpPAH IMPCTEH

Hedpurunuja 10 (JemnocTpyro 6aokupan npcren). Baokupan npcmen je jednocmpyro baoku-
PGH MPCMEN aKO C8U JeOHOCMABHY OAOKUPANY NPCMEN08U, 000ujent NOMONY aA20PUMMG 30
omxpusame 6.A0KUPaAHOZ nMpcmena, deae bap jedaw maxkem u Ykaawabem Moz naxema odaje ce-
napabusar, 06pasay.

Moxke ce youuTu Ia je jeIHOCTaBaH OJOKMPAH IPCTCH ONUCAH Y OICIBKY jemHO-
cTpyko Gsokupan npcred. Mebyrum pamMunuja jetHOCTPYKO OIOKMPAHUX MPCTEHOBA YKIbY-
uyje KOMIUIEKCHUje obpacue. JemaH je mpura3an Ha caunu [2.25a)

7 7
& 6 : 6
= |3 . 11
] wJ
3 3
;l 1
(a) |P| =7 (6) {(1),(2), (3), (4)}
7 7
B 6 2 6
1 [
) el
3 3
1 |

() {(3), (4),(6), (M)} (m) {(2),(3),(4), (6)}

Cuauka 2.25: JemHocTpyko OIOKMpPAH IPCTEH.

PazmaTpamem HecenapabuiIHUX penoBa TAKBUX Aa je Ty = X, = 2 Ha caulu [2.25] Mory ce
younTy Tpu Moryhe komMOnHaIje, 1 Ha Taj HAYWH TPU IPyle IaKkeTa, Koje Jajy jeIHOCTaBaH
OJIOKMpaH IPCTEH HAKOH NIPUMEHEe aJITOPUTMA KOHBEKCU(PUKAIIMI]E.

e {(1),(2),(3),(4)}
e {(3),(4),(6), (1)}
e {(2),(3),(4),(6)}

JennocraBun Giokuparu npcerenosu neie (3) m (4), mTO 3HAYM Ia ce OACTpamuBameM (3)
u (4) nobuja rusborunabuIan obpasam.
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2.4.2 BumecTpyKo OJIOKMpaH IIPCTEH

Hedpurunuja 11 (Bumectpyko Giaokupan npcred). Laokupan npemen Koju nuje jednocmpyro
OA0KUPAH NPCMEN HAZUBAMO BUWECMPYKO DAOKUDAH NPCIEH.

Ilo meduuunUMju 3a BuImeCcTPyKO OJOKMpAH IPCTEH, HE IOCTOjU MaKeT KOjU IPUMNAaLa CBUAM
jemHOCTAaBHUM OJOKMPAHUM IPCTEHOBUMA MOOUjeH AJCOPUTMOM 3a OTKPUBAMmE OJIOKMPAHOT
npcTeHa.

Bumectpyko Giokupan mpcTeH Moke OUTHU:
® YIHEKACH OJIOKMPAH TPCTEH
e 1OBe3aH OJOKMPAH MPCTEH

e ciokKeH OJOKMpaH mpcTeH. KoMmMOuHyje ocobuHe yTribeKIeHOT U MOBE3aHOT OJOKMPAHOT
npCcTeHa.

Hedoununmuja 12 (Yrmewnen Ouokupan upcreH). Buwecmpyko Oaokupan npemen je
yemencoer OA0KUPAH NPCMeEN aKo c8U JeOHOCTABHU OAO0KUPAHY NPCNEH08Y, 00OUJENY AAZOPUMMOM
30 omxpueame baokuparoz npcmena, He deae Hujedar naxem.

2 2
6 6
101_31 713 mE?“ 713
115 9 12 115 9 12
8 8
4 4
(a) [P| =13 (6) {(9). (10), (11), (12)}
2 2
6 6
1n1,§1 7|3 101_3” 713
1|5 |12 1|59 |12
8 8
4 1
(w) {(5). (6), (7). (8)} () {(1), (2), (3), (4)}

Cimka 2.26: YrmexaeH OJIOKHpPAH IPCTEH.

Pasmarpamem HecenapabuiHUX penoBa TaKBUX 14 je Tjp = T, = 2 Ha cawumu [2.26] mory ce
youuTu Tpu MOTyhe KOMOMHAIMjE, ¥ HA Taj HAUYWH TPU IPYyIE MaKeTa, KOje Hajy jeIHOCTABAH
OJIOKpaH IPCTEH HAKOH NPUMEHE aJIlOPUTMA KOHBEKCU(UKAIM]E.

e {(9),(10),(11), (12)}
 {(5):(6),(7),(8)}
e {(1),(2),3),(4)}

OsBu jemaocraBHu OJIOKMpPaHU IPCTEHOBU HE [ejie HUjeNaH IIaKeT, I1a je y NUTAKnY YIEbe-
sk 1eH Omokupan npered. Jla 6u ce mobuo rusboTuHabuiaan obpasaln, cBu HabheHu jeqHOCTABHU
NPCTEHOBU MOPAajy OUTU rM/bOTUHAOUIIHU, Ta MOPa OUTU YKJIOHEH IO jelaH MAKET M3 CBAKOT
OJl BUX.
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Hepunnuja 13 (Ilosesan Giokupan npcred). Buwecmpyko 6aokupan npemen je nogesan
bAOKUPAH MPCMEH AKO C8GKU JeOHOCMABAN OAOKUPAH, npcmen, 000UjeH aA20PUMMOM 34 OMKPU-

same OM0KUPAHOZ Mpcmena, Oeau bap jedaw mnarxem ca OpyeuM JEOHOCTABHUM OAOKUDAHUM
NPCMEROM.

4 4
3 6 3 6
5 5
9 2
9 1 9 )
7 7
8 8
(a) |P| =9 (6) {(3), (5), (8),(9)}
4 4
3 6 3 6
5 5
)
7 7
8 8
() {(3), (6),(8), (9)} (2) {(4),(6),(8),(9)}
4 4
3 6 3 6
5 5
1 7
8 8
(e) {(1),(2), (4), (6)} (¢) {(1),(4),(6),(9)}
4
3 6
5
7
8

Cuuka 2.27: TloBe3an GJIOKMpaH NPCTEH.

Pasmarpamem HecemapabuiHUX penoBa TAKBUX Oa je Tp = T, = 2 Ha cuunu (2.27) Moske
ce yOuuTU IMecT MOTyNhux KOMOWHAIMja, W Ha TAaj] HAUMH IIECT Ipyla MakKeTa, Koje aajy
jemHOCcTaBaH OJIOKMPAH IPCTEH HAKOH IIPUMEHE aJIlOPUTMa KOHBEKCU(UKAIU]E.

e {3):(5),(8),(9)}
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e {

o {

* {(2),(6),(7),(8)}

He mocToju makeT Koju meje CBU jeTHOCTABHU OJIOKUPAHU TPCTEHOBU, aJi CBAKU j€IHO-
craBaH OJIOKMpaH NPCTEH meau Oap jemaH MakeT ca APYTUM jeIHOCTABHUM OJIOKMPAHUM
MPCTEHOM, A je y NUTalky jeIdaH moBe3aHn Ojgokupan npcreH. /la 6u ce mobuo rusmboTUHAOH-

snaH obpa3zar ¢cBu HaheHu jemHocTaBHU OJIOKMpAHM TIPCTEHOBU MOPA]jy OUTU I'MibOTUHAOWIIHA,
a, Ha IpuMep, MOpajy ourtu ykiaomenu nakeru (4) u (8).

(3),(6),(8),(9)
e {(4),(6),(8),(9)}
(1), (2), (4), (6)
(1), (4),(6), (9)

Hepurunuja 14 (Crnoxen Giokupan TpCTeH). Buwecmpyko OA0KUPan Npcmen je caomcen
baoKUPaAH NPCMeN aKo nocmoje 08a UAU UE JeOHOCMABHUT DAOKUPAHUT NPCMEH08a, 000UJeHUT
ANZOPUMMOM 30 OMEPUBAHE OAOKUPAHOZ NPCMeERa, 20e ca8axy 00 BUT deau bap jedan nakem ca
Opyzum JeOHOCMABHUM OAOKUPGHUM NPCMEHOM U JeoaH UAU BUE JeOHOCMABHUL OA0KUDPAHUT
npcmenosa, 000ujenus maxohe aAZOPUMMOM OMKEPUBATA OAOKUPAHOZ NPCMENA, KOjU He Oeae
HUujedar naxem.

11 11
g 7
4 r;; 6 10 il 10
) ]
o . g L1 4
9 9
(a) [Pl =11 (6) {(1),(2),(3),(4)}
11 11
i 7
4 _3 6 10 | r; 6 10
) (2]
N g [1]2
9 9
() {(6),(7),(8),(9)} (m) {(7),(8),(9),(10)}
11
T
NERR S
o)
8 15
9

(e) {(8),(9), (10), (1)}

Cimmka 2.28: Ciosken 6JIOKMPAH MPCTEH.
Cuauxa [2:28] npurasyje cnosxen 6nokupan nperen. Ha counm [2.280] je mpukasan jemnoc-
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TaBaH OJIOKMpAH IPCTEH KOJU He JeNu HUjeJaH IMAKeT Ca OCTAJMM, JOK Cy Ha caukaMma [2.28]
u IATH jeJHOCTABHM OJIOKMpPAHU IIPCTEHOBM KOju nese makere. Jla 6u ce mo-
Ono rmmoruHabuian obpasarn cBu HabheHy jemHocTaBHM OJIOKMpPAHU IPCTEHOBU MODPajy Outum
rM/bOTUHAOUIIHY, [ Ha IpuUMep Mopajy Ourty yrnomenu maketu (1) u (8).

2.5 Amnanmu3a HajHETIOBOJLHUjET CJIyudaja

Y oBom ogmemKy cy pasmarpanu npobiemu Py u Py, mpencraBienn y onesmky [2.1] u natu
OArOoBOpH 3a OBe mpobieMe y HEKUM CIENMjaJIHUM cilIydajeBuMa. Kako ce pa3Marpa jenan
mo jemaH oOpa3zall, CIydajeBU Ce PA3JUKYjy IO CTPYKTYPU TPeHyTHOr obpacma. Y CBUM
ciryuajeBuMma obpasan P je noOujeH m3BpIiaBameM aJrOPUTMa KOHBEKCH(UKAIUje, Koju je
ONMCAH Y ONEJbKY . IlonaTHO, mpernocTaBba ce na je P Hecenapabuian, ako apyraduje
HUje HaBeIEeHO.

Y opmemky cy npobnemu P, m P, pemaBaHU 3a HajjeOHOCTABHUJU CIydaj y KOjeM
je P jemmocrasan Giokupan mpcreH. Y onessky [2.5.2] je pasmarpan ciayuaj y Kojem je P
jemHocTpyko Oaormpan npcred. Ha kpajy je pemasame nmpobaema Py u Py, y cayuajy ma je
P BumecTtpyko GJOKMpaH MPCTEH, OCTAB/HLEHO OTBOPEHO.

IIto ce tuue mpobaema P,, pa3marpa ce jemHo MO jeTHO CRIAIUIITE NOK CE PAYyHAME
nome rpannne PoG-a 3acHuBa Ha ciaenehiem:

Teopema 5. [60)]
PoG > 4/3.

Iloxa3. /lata je mHCTaHIA KOja Ce CACTOjU O
e 2k makera Tuna a:w; = 3/5 u h; = 2/5,
e 2k marera Tuna b:w; =2/5mw h; =3/5u
e [k makera tuna c:w; = h; =1/5

3a HeKo nenobpojuo k. CBu makeru Tpeba ga 6yny cuakoBann y 1x1 cknagumra. OnrtuMmansa
Bpenuoct pememna 2BP|O|F npobaema ce cactoju ox k MACHTUYHUX CKIIAIUIITA OTPUKAZAHIX
Ha caunu [2.29]

b

Cauxra 2.29: Herumorunabumsan obpa3sair.

Jlako ce Bumm ma ruspOTHMHAOMIAH OOpa3all MOXKE CaAP:KATH HAJBUIIE IBA MMAKETA TUIA
a, u jeman naker tuna b (uam oOpHYTO), M jemaH maker Tuma c¢. 1O 3HAYM A ONTUMAJIHO
pememe npobaema 2BP|O|G 3axreBa 4k criaannmra 3a nakoBame 6k makera tuna a u b, u 3k
nakera THUIA ¢, IOK 0u onTmuMaiHo pememe npobiaema 2BP|O|F cmakosano ose makere y 3k
ckaaaummTa. IITto mokasyje Teopemy. (]

2.5.1 1. cayuaj: P je jemaocTaBaH OJIOKMPAaH IIPCTEH

Y oBOM OneJbKy je pasMaTpaH ciaydaj Kana je P jemHocraBaH OJIOKMpPAH IPCTEH.
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Teopema 6. [60] Axo je P jeonocmasan baokupan npemen onda je

MA(P) = 1/4.

Iloka3. Kako je P jemmoctaBan OJOKMpAH IPCTEH, OH MMa CTPYKTYPY KOja Kao MITO je
onucano y onesnky |2.2.1) tj. |P| =5 u caap:ku meHTpaJHU DAKeT KOjU HOAUPYje CBa YeTUPU
npeocraJia nakera. OuurienHo je ma moCToOju jemaH maker Mehy mpBa ueTupu, unja je mOBp-
myHa jenHaka HajBumie 1/4 nospumse ckiaxumra. OcTpamuBame OBOI IaKeTa JOBOAU IO
cenapabunnor obpacna ). Ilo Tteopemu [l| Guno kKoju ckym makera Koju mpousBoaun (), y
CMUCJY aJrOpUTMa KOHBEKCU(UKAIje, je cenapabuias.

Ila 6u ce moka3aso ma je pesyarat xobap, y [65] je pasmorpana uHCTAHIA y KOjO] MAKETH
1, 2, 3 m 4 nMmajy mcTy DOBpIIMHY, a IaKeT D je Mpom3BOBHO Maiau. Tana je moBpmuHA
nakera Koju Tpeba yRIOHWTE na Ou ce nobuo cemapabuian obpasan 6amucka 1/4 nospmune
CKJIQIUINTA. O

Teopema 7. [60] Axo ce P cacmoju 00 jedrnoz uau uwe jeOHoCMashus OA0KUPAHUL NPCMEHO8A,
mada je

PoG =4/3.

Iloka3. V3 cBake TpOjke CKIAININTA y PEHIEHY, Koje meije mctu obpasan P, meduHumy cy
YeTUPU CKJIAAUINTA Ha cjienenm HauwmH: 3a ¢ = 1,2,3 CRIAIWINTE i CKJIAIUNITHA CBE IMaKeTe
OCHM IIAaKeTa ¢, & YeTBPTO CKJIAMUINTE CKIAAUMTHU Hakere 1,23 Ha mCTe KOOpAMHATE KAO Y
P. Ilame, KOIMYHUK ONTHMAJHOr pemema npobrema 2BP|O|G u maror pemema 2BP|O|F
npoGiema He Moske Outu Behum ox 4/3. Kombunyjyhu oBo ca teopemowm 5| mobuja ce tauna
Bpensoct PoG = 4/3 y oBOoM crnenujajgHoM Ciydajy. ]

2.5.2 2. cayuaj: P je jemHOCTPYKO OJIOKMPaH HMPCTEH

U3 ognemka [2.4.1) nponsunasu ma, ako je P jenHocraBal GIOKMpPAH IPCTEH, OHAA MOCTOJU
CKyIl YeTBOPKU IakeTa, (), Koje oarosapajy jeHOCTaBHUM OJIOKMpPAHUM IPCTEHOBUMA, U KOje
nene 6ap jemaH mMakert.

Oso moBomu no cieneher pesynarara

Teopema 8. [60] Axo je P jednocmpyko 6aokupan npemen, onoda je

MA(P) = 1/3.

Hoxa3s. Heka (wy, hy) 1 (24, Yy, ) IPEACTABBA]Y IMMEH3UjE U KOODAWHATE MAKOBAHA 38 CBAKU
maker u € P. CsakoMm makeTy u momesmyje ce jemHa ox 0oja: KyTa, NPBEHA WM ILJIABA.
Ose Tpu 60je mpencraBibajy HmOmedy makera y Tpu noackyna. l[lusmb je morazaru ma ce
VRJambameM MOACKyIa 0uiIo koje 6oje mobuja cemapabunan obpasan. [losmaro je ma mocroju
HaKeT i, 3ajeJHUYKU 3a CBE YeTBODKe. Y CIENUjalHOM Ciayuajy, Kaza cy ABa nakera (i,k)
3ajeTHUYKA CBUM YeTBOPKaMa, DOjeme je Jako: ¢ je JKyTo, k je IIPBEHO, a CBU OCTaJIN MaKeTU
cy mraBu. Kazma je TayHO jemaH makeT ¢ 3ajeIHUYKUA CBUM YETBOPKaMa, IPBO Dojeme, sKyTOM
OojoMm, je mako, Camp:KU CaMO jemaH MaKeT ¢. Y KIamameM MakeTa ¢ nobuja ce cemapaduiaan
obpaszar. llpBeHn makeTu Cy TH KOjU He JO3BOJbABAjy Oa HaKeT ¢ OyIe ONBOjeH BEPTUKAJIHIM
pezoBuma. lIpBeHom Gojom ce Doje makeTW HPECEYEHM BEPTUKAJIHAM PE30BUMA T = T; U
xr = x; + w;. O6pasan Kom Kojer cy OICTPAmEHM CaMO NIPBEHU MAKEeTU je cemapabuiiaH.
3aumcra, OACTPAMLUBAKLEM HPBEHUX MaKeTa, M0 AePUHUNUjU, TAKeT i MO:Ke OWUTU M3pe3aH
nmomohy mBa BepTurajgHa pe3a. JemHOM Kana ce HaKeT ¢ ONCTPAHU, OCTATAK j& OUNUIJIETHO
cemapabuiia.

Cuanuno, mimaBoM 60joM ce 60je MaKeTW MpecedyeHr XOPU3OHTAJHUM PE30BUMA Y = ¥; U
y = y; +h;. Obpasan Ge3 nimaBux makera je takobe cemapabuman. OuurienHo je na mocroju
noAcKyn uaMeby Ky Tux, UPBEHNX 1 IJIaBUX MAKeTa Ynja je NOBpInuHa Hajsume 1/3 nospuune
CRIIaqUIITa. Y KJIamhameM OBOT MOJACKyIa mobuja ce cenapabuian obpasam Q.
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Ila 6u ce mokasano ma je pesynrar mobap, vy [B5] je pasmarpana mHCTaHIA NPUKA3aHA
wa ciaunu 2.30) koja omrorapa obpacuy ca 8 makera. Y oBOM ciay4ajy mMoryhe je momeauTu
nakere y Tpu moxckyna: {2}, {1,7} u {4,8} Taxsa ma

® CBaKM IOJCKYII MAKETa je cemapabuiian
e oJCTpamUBame OMIIO KOjer MOACKYyIa MakeTa JOBOIU IO cemapabuiHor obpacra.

Y HajHEMOBOJHUjEM CIydYajy, CBa TPU MOMACKYIA MMAajy WCTY MTOBPIIUHY, TOK OCTAJU
MaKeTy 3ay3uMajy 3aHeMapJsbuBy moBpimuHy. Mwunumasauna nospmusaa M A je ona xojy Tpeba
oncTpaHUTHU Ha 0u ce mobuo cenapabuian obpasarn je Giucka 1/3. ([l

=1

4

Cuauka 2.30: HajmemoBomuuju cayuaj 3a mpobaem P; kanma je P jemaocTpyku OJOKMpaH
NPCTEH.

Yommrenuje, pauynamwe MA(P) 3a obpasan P ce Mosxke m3BpmnTu Ha cienehn mavus.

IIpob6seM oxcTpammBama: 3a NATU CKyI HakeTa P u ckynm oxn g derBopru () (j = 1,...q),
OJIPEIUTH MOJEINy TakeTa y t moAcKymoBa Si, ..., Sy, TAKBUX Ja CBAKU MOJACKYI Si YKBYyUyje
(1) Gapem jeman maker u (2) HajBUINE TPU IAaKeTa U3 CBaKe YeTBOPKe ();.

Ycaos (1) ocurypasa na ykiIamame CBUX HaKeTa 13 OUIIo Kojer moACKyna Sy faje rmiboTu-
nabunan o6pasal, JOK yciaoB (2) ocurypaBa na CKyl IHAKEeTa KOJU Cy YKIOHEHH Aaje, caM Mo
cebu, rmpoTuHabUNaH o6pasan. Kopumhemewm ucror pesona kao y nokasy reopewme [6] ako je
nabena t napruimja ckyna P, oncrpamuBame HajBuine 1/t IOBpIIMHE CKIIAAUIITA MOYKE HATU
cemapabunam obpasan P, tj. MA(P) < 1/t. Ila 6u ce MUAMMU3UpAaJa TTOBPIINHA KOjy Tpeba
VKJIOHUTH ¥ AeduHUCATE P, IPUPOIHO je MAaKCUMU3UPATH OPOj IOACKYIOBa NIapTUIHje.

Y3 manomeny na je t < |P| u kopumhiemem caenehux GuHapHUX TPOMEHHLUBUX
1, akro je remepucan mOACKyH k

g — (h=1,..|P) (2.9)
0, wuHaue

1, ako je maket i caap:KaH y MOICKYymImy k .
i = ) et ¥ YWE S iep; k=1,..|P)) (2.10)

0, wuHaue.
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Moske ce m3BecTu ciaeneiu MaTeMATUUKU MOIEJ 38 MOCMATPAHU MPOOJIIEM.

maxt = Zyk (2.11a)
k
iEQj
> win < 3y, Vk, Vj (2.11)
1€EQ;
D wp <1, Vi (2.11x)
k
Yk, Lik € {0, 1}, Vi, Vk (2116)

Pyurnuja numa MakCUMU3yje Opoj reHepucaHux MOACKymoBa. Y caoBu (2.116)-
(2.11n)) mamehy na cBaku m3abpaHu MOACKYI MMa HajMame jeNaH, a HAJBUIIE TPU MAKeTa
u3 cBake ueTrBopke. Ha kpajy, HejemHarocTu OCUTYpAaBajy MAa CBAKU MAKET IPUIMAIA
HA]BUIIE jeTHOM MOJCKYINY MNapTUIMje, TOK YCJIOB mamehe ma cy CBe TPOMEHJ/LUBE
Ounapmue.

Ako ce momen (2.11a))-(2.11€) npumenu Ha obpasar npurasan Ha caunu [2.30] mobujajy

ce Tpu nonckyna: {2}, {1,8} u {4,7}. OBaj Momen u onu xoju he OGuTu onmMcanu y HACTABKY
MOTy OGWTH MPUMEHEHN U Ha BUINECTPYKU OJIOKUPAH MPCTEH.

Ha cowuan mauyun ce pa3marpa mpobieM padyHama BPETHOCTHU IeHE T'MJbOTUHAOWIHO-
cty 3a maty ckyn makera P. Oa Bpemmocr ce osnauasa ca PoG(P) u Basku ma je PoG =

> p PoG(P).
Moske ce mpuMeTuTH Oa CBAKO LOIYCTUBO pememe Bpennoctu t mozena ((2.11al)-(2.11€))

NPOU3BOAM TM/HLOTUHAOWIIHO pelleme 3a maTu Ckyn maketa P. Bpemmoct oBor pemema

2BP|O|G mpobieMa mMOaumuTHO faje ropwy rpamuny 3a PoG(P). 3awncra, Kao 1 y I0Ka3y

Teopewme [7], Moxe ce nepunrmcaTH ¢ rUBOTUHAGUIHIX 0Opa3aNa KOju IAKyjy CBe IaKeTe CIaKo-

Bae y ¢t — 1 craamumra y pememny 2BP|O|F mpoGaema: cBako crmamumre j (§j = 1,...,t)

Calp:KU CBe MAKEeTe W3 OPUTMHAJHOI O0pacla, ajlu He W OHE KOjU IPUIANAjy j-TOj MapTU-

ju CKyma nakera. Kako omnrumasnna Bpenuoct pememna 2BP|O|G npobGiema He mMoxke GuTy
t

Jommja OJ OBOT pelema, 3akmbydyje ce aa je PoG(P) < 5.

Kako ce PoG(P) Tuye aCUMOTOTCKOT OIHOCA, MOKE Ce UCKOPUCTUTHU IAOCTYIHOCT BUIIE-
CTPYKUX KOIMja makeTa. Y TOM IOTJENy, MOKe ce HmomenuTu caiapxkaj t — D ckmamumra
pemema 2BP|O|F npobaema y ¢ moacKkynoBa nakeTa, rae CBaKU Ol BbUX NPOU3BOAN MUILOTUHA-
Ouman obpasan. To 3maum ma Tpeba y3eTtwm y 003Up [Oa Ce CBAKU MAKET MOKE MOTATU Y
HajBume D TMOACKYTOBa, Tj. Mda Ce MOJKE YKJIOHUTHU M3 HajBuine [) CKIAAUIITA U3 MOYETHOT
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pemema. [Ipema Tome, Momen 3a pauyname PoG(P) je cnenehn

(2.12a)

t=> u (2.126)

> @ik =gk, Yk, Vi (2.12m)
iGQj
> win < 3y, VE, Vj (2.12x)
1€Q;
> wayr <D, Vi (2.12e)
k
zi € {0,1}, Vi, Vk (2.12¢)
yr > 0 menobpojuo, Vk (2.12r)
D > 0 ueno6pojuo (2.12x)

rme TpOMEHJbUBE ¥, MOKa3yjy KOJMKO ce myTa je m3abpan cBaku obpasam k, a D je mHOBa
MPOMEHBMBA KOja MOKa3yje MakcuMaJiaH OpOj KOmMja CBAKOD MAKeTa KOjU Ce€ KOPUCTHU, Tj.
MakcuMaJiaH 6poj Kommja cBaKOr IakeTa KOju MO:Ke Oa ocraHe HecunaxkoBaH. HoBa ¢yrrnuja
ouba muanmusupa PoG(P), koju je mar kao konmunuk u3Mmeby Gpoja m3sBenmenux
rmLoTUHAOKMIHUX OoOpasama u 6poja CRIAAUINTA KOju je pasMarpad y pememny 2BP|O|F
npobieMa.

Mopgen (2.12a)-(2.12x]) je kpajme HenuHEApaH

e (YHKIMja IIMJba je HeJmHeapHa IO IpoMeHmuBUM t u D; u

® yCJIOBU YKIbYUy]y TPOU3BO IPOMEHLUBUX & U Y.

Ila Ou ce MOHOBO NPEIIO Ha JUHEAPHY (YHKINjy NUJba, MOLEN Ce MOMKE PEIIUTU HEKOJIMKO
myra, 3a pasiuuuure (1 Qurcupasne) BpexHocTu D, Koju mocraje mapamMerap y OBUM IOZe-
maBawmrMa. Jlame, moTpebHO je MUHUMU3MPATU HepacTyly KOHBEKCHY (YHKIU]y NO , MTO
je exBuBaJIeHTHO MakcuMmusanuju npoMmenspuse t. IllTo ce Tuue ocranux HeIWHEAPHOCTH,
IUpEKTaH HAUWH 3a JNHeapu3alujy IPOU3BOMA KOJU YKBYUYjy OMHADHY IPOMEHJLUBY je
yBOoDeme momaTHUX MPOMEHIBUBUX (v, KOj€ 0O3HaYaBajy Opoj KOomuja makeTa ¢ Koje Cy CTBAPHO
nomaTe y TMOACKYT k.

3a marty BpemHoct D Momen u3riena

maxt (2.13a)
> e =t (2.136)
k

> >y, Vh, Vi (2.13m)
i€Q;

> ik < 3yk, Vk, V) (2.13x)
i€qQ;

Y aw <D, Vi (2.13¢)

k

zin € {0,1}, Vi, Vk (2.13¢)
yr > 0 memo6pojuo, Vk (2.13r)
Qi 2 Yk — M(l — Z‘ik), Vi, Vk (2.13)()
;. > 0 menobpojuo, Vi, Vk (2.13m)

rae yeaosu ([2.13x])-(2.13u)) cayske 3a moBe3uBame  IPOMEHJBUBUX Ca T U Y IPOMEHILUBUM,
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a M je Bennkm Koe(UIVjeHT.

ITorpe6uo je uspauynatu PoG = ), PoG(P), tj. mub je oa ce yTBPAM BPEIHOCT IEHE
rMJLOTUHAOUIIHOCTY 3a HAjHENOBOJbHUjU cayua] P. Baxu caemehn pesyarar

Teopema 9. [60] Axo ce P cacmoju 00 jednoz uau suuie je0HOCMPYro bA0KUPAGHUL NPCMEHOEA,
mada je
< PoG <

ol
N o

Ilokas. Illto ce Tuye ropme rpanuie, Tpeba HAIOMEHYTU Oa TeOpeMa [§| UMILIUIUTHO [aje
pememe 3a mpobieM — rae jet =3 u D =1. To noBoan no pemema 2BP|O|G
npobieMa Koje KopucTu 0poj criaaumTa jeanak 3/2 6poja ckiaaaumTa nobujeHux 6uao KojuM
pememeM 2BP|O|F npoGiema.

PasmorpameM nHCTaHIE IpUKa3aHe Ha cauiu [2.30] ONTUMAIHA BPEIHOCT PENIeHha MO LeIa
(2.12a))- (2.12x) najet = 7u D = 2, n npencrasmena je crenehnm crymom: {2}, {4,8} u {1,7},
{3,8}, {1,3,5} u {4,7} rae je upBu cryn makera y3ser asa myrta. OBO HOKa3yje Ia ce 3a NATO
pememe on 5 craamumra pemema 2BP|O|F mpobiema Moske KOHCTpyuCaTu pemema ca 7

7

crnamumra 2BP|O|G mpo6iema, 1j. PoG(P) < ¢ mro maje mo6py momy rpamumy PoG. [
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I'maBa 3

XeypUCTUUKO pelnaBame
IBOOMMEH3MOHOT IIpoodJieMa
IIaKOBamha ca 1 0e3 OorpaHuvYemha
TMJLOTUHE

3.1 YBonm

Y IBOAMMEH3MOHOM HpoGJseMy mnakoBama y ckiaamumra (2BPP) saxteBa ce makoBame
[aTOr CKyNa MaJiiX IPABOYTAOHUX Nakema y MUHUMAJAH OPOj BEJMKAX TPABOYTAOHUX CKAA-
OJuwma. Ilaketu Mopajy OUTU MOCTAB/LEHU OPTOTOHAJIHO, CA UBUIAMA, MAPAJIETHUM UBUIAMA
CRJIaQUIITA, W 0e3 Ipekjamnama. RKako IMakoBarme MakKeTa y CRIAIUINITA Takobhe momeryje
ceueme MamUX KOMana on Belimx miaoua 3agmxa, 0Baj mpoOJIeM HAJAa3UW MPUMEHY Yy CEUemhY
CTakJia U APBETa, YyTOBApY KyTHja y BO3WUJA, CKIAMUNITEHY POOE, TEJIEKOMYHUKAIMJUA U CJI.

Y 3aBUCHOCTHU OJ KOHKpETHE IpUMeHe U BpcTe obpasala KOoju ce MOry AoouTu, Ao cama
Ccy y JuTepaTypu npoydeHe MHore Bapujante 2BPP nmpobnema. PeneBanrtan ciyuaj Hacrtaje
KaJa ce M03BOJU poTupame makera 3a 90°, ma Ou ce mocturiao 60/be Kopumiheme IpocTopa
criaqumTa. 1peba mMaTu Ha yMy Oa POTAIja MOKE OUTU NO3BOJFEHA 33 IOICKYIl MAKETA,
OOk Ou je Tpebaso m3beraBary y Ciaydajy ga CKIAAANITE MMa CHEMU(PUIHE KAPAKTEPUCTU-
Ke (HOp. cazxp:Em crakjieHe miode). JIpyru peseBaHTaH CHenujajaH ciaydaj je m3Bobheme
k-¢pasnor obpacua, Tj. pemema y KOjeM CBAKU IaKeT MO:ke OuTy nobujeH HU30oM on (HajBU-
me) k pe3oBa 01 UBUIE IO UBUIE, MAPAJETHAX uBUNaMa ckiamumTa. OBa BpcTa mpobieMa,
npencraBmena y [24], kopucTtm ce y mIpuMeHaMa y KOjUMa C€ 3a CEYEHE KOPUCTE
ayTOMAaTCKe MallnHe, Ie NPU CBAKOM De3y HACTAjy HEKM TPOMKOBU. MHOru pamoBu y JIUT-
eparypu ce OaBe ciaydajeM kKama je k = 2, Tj. rme maketu Tpeba ma Oyay ymakOBaHU Y
nugoe. Momenu menobpojuor auHeapHOr mporpamupama (enr. Integer Linear Programming
- ILP), 3a makoBame y HMBOE Ca MOJUHOMUjAJHUM OPOjeM IPOMEHLUBUX U OTPAHUYECHUMA,
natu cy y [62] u [54], nu npomwupenu cy 3a cayuaj k = 3 y [62]. IIpoGaem y kojem Huje
HaMETHyTa IpaHuNa Ha OpPOj pe3oBa MO3HAT je MOJ HA3UBOM J/[800UMEHUONY NPOOAEM NAKO-
8ama Y CKAGOUWMA Ca 0zpanuvenem eusomune. Cauka [IOKa3yje IPUMep HErnbOTUHCKOT
obpacma 3a maT CKyn makera (J€BO), KaO W NMAaKOBame WCTOT CKyla IaKeTa TaKo na Oyme
HCIYHEH YCIOB I'MiLOTHUHE (IEeCHO).
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Cuauka 3.1: IlpuMep HErmpOTUHAOUIHOT U T'MIBOTUHAOMIIHOT oOpacua

Y omemummma [3:2] u [3-3] cy meramHO mpencTaBibeHe ABE XEYPUCTHKE 33 PEIIABAHE JBOAU-
MEH3MOHOT MpobJieMa HmakKoBama y Criaaaumra. lIpBa je xeypucrtumra OaszumpaHa Ha TapIu-
jauHoj emyMepanuju, kojy cy y [B5] upencrasuau Lodi, Monaci u Pietrobuoni, u koja kopuctu
OrpaHWvYeHne IM/LOTHUHE, a Apyra reHeTcku aaropuraMm ca Crow mperparow, kojy cy y [44]
npencrasuiu Laabadi, Naimi, Amri u Achchab, u koja He KopucTU Orpanuyeme rubOTUHE. Y
oba ciyuaja poTamuja makera Huje H03BosbeHa. Ha kpajy je, y omemky [3.4] mato muxoso
nopebeme u M3BENEH 3aKIbYUAK.

3.2 Auroputam mnapmnujajiie eHyMepalnuje 3a peniaBame
2BP|0|G mpobiema

3.2.1 OCHOBHU XE€yPUCTUUYKHN AJITOPUTAM

Anropuram ce 3acHuBa Ha cTabily eHyMmepamuje, KOje Ha CBAKOM HUBOY P ne(UHUIIE
caapikaj p-TOr CRIAIUIITA ¥ Pelleny. XeyPUCTUUKE je IPUPOLE, TAaKO Ja HUCY y3eTu y 003up
CBU [IOILyCTWBY HAUWHU NMAKOBama. UBOPOBHU JUCTOBK OArOBapAajy KOMILJIETHUM DeIIeHKMA,
y KOjuMa Cy cBU makeTu cuakoBaHu. Cpemummu YBOPOBU MMajy OPOjHE YBOPOBE HACJIIEIHU-
Ke, [IOBEe3aHEe Ca Pa3iWduTUM HAUYMHUMA [aKOBama cielenux CriaamumrTa Ha TUILOTHUHCKU
HauymH. KOHKPETHO, CBAKO CKRIIAMUINTE Ce IIYHU IPUMEHOM CMpamezuje naxosamns Koja MaKyje
jeImaH IO jemaH makeT y CKIALY Ca OATAM NPABUAOM U3DOPA U NPABUAOM 2UbOMUHCKOZ Dese-
wa. Ilpasmio uszbopa onpebyje cmemehm maker koju Tpeba cmakoBaTé (M HErOBY MO3U-
IUjy v CKIAAUINTY ), TOK C€ MPABUIO TMIHOTUHCKOT IejbeHa KOPUCTU Kako Ou ce 06e3benuia
rmboTabUIHOCT M3BeqeHOT obpacna. Kopucte ce ckyn npasuia u3bopa, S, U CKyI IPaBUIa
TMILOTUHCKOD Iehema, G, W IeHepulle YBOD HACJIETHUK 3a CBaku map (s,g), rme je s € S
u g € G. Crabno mperpare ce Imperpaskyje mperparoMm y nyOuHy, pa3MaTpameM YBOPOBA
HaCJIEenHUKA II0 NpaBuiIy m30opa, a 3aTHM IO NPABUIY IMIBOTUHCKOD Iejbema. Akro ce Habe
JONyCTHUBO pelleme ca BpexHomhy (peruMmo) z, Ha HUBOY z — 1 HeMa I'eHePUCAHUX YBOPOBA
HACJIeTHUKA, jep OBU YBOPOBU HE MOTY JOIPUHETU MOOOJBIIAKY PEIICHA.

IlakoBam.€ y TPEHYTHO CKJIAOUIITE

Y HacCTaBKy je mMpeincTaB/heHa CTPATEruja MaKoBama KOja ce KOPUCTU Ha CBAKOM UBOPY,
3a makoBame y TpenyTHO crmamumre. Ca N = {1,..,n} je o3mauen ykyman 6poj makera
kKoje Tpeba pacmopemutu, a ca I C N ckyn makera KOju HUCY pacmopebeHu y mpeTrxomHa
crmamumTa (Tj. HA TPETXONHMM HOBUMa cTabna). Ha cBaku 4BOp ce mpuMemyje yCTaJLeHO
npaBuUio n300pa U yCTALEHO MPAaBUIO I'MJBLOTUHCKOT NEJHEHA.

Crpareruja nakoBpama MaKyje jeJaH 1Mo jefaH MakeT y cJI000mAaH TPOCTOP CKIAAUIITA, ITO
rapanTyje na he 6wrum mobujeH rumoruHabuiaan obpasam. 3ampaBo, OIpaBuU ce JucTa JF =
{F}, ..., F;} mapoBa pa3asojenux cao60HAX IPABOYTAOHMKA rae makeTu u3 I mory 6utu pac-
nopebenn. Ha nouerky je F = {Fi}, Tj. mocToju caMo jemaH mpaBOyTaOHUK KOJU OArOBapa
VHYTPANIBOCTA CKJIAIAIITA.

Y cBakoj nrepamuju ce ompebyje ckynm P maposa (i, F;) Koju acomupa Ha MaKOBame IO-
mycTuBOr makera ¢ € I y cnoboman mpaBoyraoHuk [} € F, um 3a CBaku map ce padyHa pe-
syamam ybayueamwa. Pesynrar ybanusama MOke OUTU HEMCKOPUIINEeHAa TOBPIINHA CKJIIAJUIITA,
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nyskrHa Kpahe mBuie CriIagumTa, IPEOCTaJie HAKOH CMEINITarmha IaKeTa, WM AY/KUHA TyKe
UBUIE CKJIAAUINITA, IPEOCTAJIE HAKOH CMeITalma MMaKeTa, U 3aBUCU O IPUMEHEHOr IPAaBUIIa
u3zbopa. IIpaBuna uzbopa cy npencraBbeHa y HAPEIHOM OIEJLKY.

Hera je m3abpan map (i, Fj+), koju maje mumumMyM. Jlomu JeBu yrao makera i* ce
IIOCTaBJba y MOBM JEBM yrao NpaBoOyraoHwka Fj-, m emmvummme u3 . M3zabpann mpaso-
YTaOHUK Ce 3aTUM eJVMMUHUIE M3 J, U mear moMONy mpaBumia IM/BOTUHCKOD OEJhEHA Oa
Ou ce eBeHTyaJIHO IPOM3BeJa OBA Mama IPABOYraoHUKA Koja cy ybauena y F. Ha kpajy ce
NPEUCINUTYjy CI0OO0MHY TPABOYTAOHUIM U IIPOBEPABA C€ Ia JIX TOCTOje MapPOBU IPABOYTaOHUKA
KOju ce MOry cmojutu y jeman sehu. TpeHyTHO ckIaaumTe ce 3aTBapa ako je I = (), man
F = () nim mema makera i € [ Koju MOske 6GuTu y6adeH y 6uio Koju CI06OaH TPABOYTAOHUK
Fj e F.

Y HacTBakKy je HAT ICEeymOKOJ WMIUIEMEHTanmje ajropurma, npeyser us [bh], rme ce
MPETHOCTAaBbA A AJTOPUTAM HA YIa3y TPUMA

e cryn I mepacnopebenux nakera,
o mumensuje W u H crknanumra,

e ¢yurmmjy s(i, F;) koja Bpahia pesynarar ybamuBama 3a maker ¢ € [ y ciobogaH IpaBo-
yraouux I} u

o ¢yurmujy ¢(i, Fj) koja Bpaha (Mmoryhie npazan) ckyn ciaoGoHAX IpaBOyraoHUKa NOOHje-
HUX U3Pe3UBalmkeM IaKeTa 4 O] IpaBoyraoHuka [}.

AnropuraM rmJbOTHUHCKOT CKJIAOUAINTA

1. medumncarn nonasuun W x H mpasoyraouuk Fy na nosmimju (0,0) u ckyn F = {F };

2: repeat

3:  meka je P ckyn maposa (i, Fj) takBux 1a ¢ € I mozxke 6utu yOadueH y mpaBoyraoHuk Fj; € F;
4:  if P # () then

5: uexa je (i*, Fj-) = argmin{s(i, F};) : (¢, Fj) € P};

6 CLIAKOBATU IaKer ¢ y npasoyraouuk Fj- u nocrasuru [ := I\ {i*};

7 nocragutn F = F \ {F}-} U{g(:*, F}-)};

8 end if

9: until P =0

IIpaBuso n3dopa

[IpaBuna uzbopa ce kopucre na ce mcroBpemeHo uzabepe cienehu nmaker koju he Outu
pacmnopeben u mpuapy:keHu ciI000maH NPABOYTaOHUK. /[lOBU JI€BU yrao makeTa CTaBiba Y
IOBU JIeBM yrao uszabpaHor mpaBoyraonuka. (CBa mpaBuia padyHajy pe3yJiTaT 3a CBaKU
nap (i, F;), xoju morasyje ,,KBaauTeT” makoBama. Kala ce ymopeme pe3yiTaTn ABa mapa,
MamyU pesyirar je Gou. Y ciIydajy Aa Kol mapa, Ha npumep (i, Fj), makeT { CaBpPIIEHO
craje y TpeHyTHO cao0OIHM IpaBoyraoHuk Fj, craBma ce ma je s(i, F;) = —oo, Tj. maker i
ce makyje y mpaBoyraoHuk F; Ge3 pauynama ocranux pesyinrara. Ciauuno, s(i, F;) = 0o ako
makeT ¢ He MOKe Ja CTaHe y ckjaaumTe [}

Hexka W; nu H; o3mauaBajy MUPUHY ¥ BUCHUHY, PECICKTUBHO, CJIOOOIHOT IPaBOYTAOHUKA
F;. Ila 6ucMo HampasuiIu usbop KopucTuMmo ciaeneha Tpu mpasuia.

1. Haj6oma nospmuHa (enr. Best Area): spa(i, Fj) = W;H; — w;h;
2. Hajoosma xkpaha crpana (eur. Best Short Side): spgg(i, F}) = min(W; — w;, H; — h;)
3. Haj6osma mysa crpana (enr. Best Long Side): sprs(i, F;) = max(W; —w;, H; — h;)

OBa npaBuiia MUHUMU3UPA]y HEUCKOPUIINIEHY MOBPIIUHY Y CJI0DO0IHOM IPABOYTAOHUKY, Iy 7KU-
Hy kpalie mpeocrajie cTpaHe U AYKUHY Iy:Ke MpeocTaJsie crpaHe, pecnektuBHO. Cimuna
npasuia kopumbiena cy y [40], 3ajenno ca mpaBuimMa KoOja MakCUMU3UPajy oBe Opojese,
Kako Ou ce ompenuno Haj60mU Ca000MAH MTPABOYTAOHUK 38 CMEIMITAME AaTOr MAKeTA.
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HpaBnno TMJBOTUHCKOT I€J/bE€HhA

Hexa 7 u F; o3mavaBajy naker u c1o60maH IPaBOYTaOHUK, PECIEKTUBHO, Koje Tpeba oape-
IUTU KOpUIINemeM HEKOr mpaBuia m3bopa. AsropuraM makyje NOBU JEBU yrao IMaKeTa i
y IOWM JIEBU yrao IpaBOyTaoHuKa [, unMme ce cTBapa cio00maH NPOCTOP y OOJIMKY CJIOBa
L. OsBaj crobomaH mpocTOp Ceé MOXKE MOAEIUTA Ha [OBA NPABOYTAOHUKA, XOPU3OHTAJIHUM
WA BEPTUKAJIHMM DE30M, KaO IITO je mpuka3aHo Ha cuauiy [3.2| Ilaker ¢ je obojen xyrom
6ojomMm, pe3oBu cu 00OjeHM IJIABOM, & TPABOYTAOHUIM HACTAJU PE30BUMA, IIPBEHOM OO0OjOM.
Y caydajy XOPM3OHTAJIHOT pe3a, TeHEePUIly ce IBa HOBa IPaBOYTaoHuMKa: Fy, OuMeH3Uja
W;,H; — h;, u Fy, mumensuja W; — w;, h;. Axo je pe3 BepTHKalaH, Ka0 Pe3y/ITAT HACTA]y
npasoyraonumu F,, numensuja w;, H; — h;, n Fy, muvensuja W; —w;, H;. Y oba ciaydaja, ako
je w; = W; mmm h; = H;, nobuja ce caMo jemaH mNpaBOYTAOHUK, HOK y CIydYajy da Bake obe
jemHAKOCTH He HacTaje HUjemaH OpaBOyraoHuWK. 3a oapebuBame tuma pesa koju he Guru
M3BENieH NPUMEHEH je HU3 PasiInduTuxX crparernja, npexncrasimbenux y [40], m mHa ocHOBY
NPEJUMUHADHUX EKCIEePUMEHTAJHUX TECTOBA Ce MOILIO IO TOTa a Ce y OBOM aJITOPUTMY,
npeyserom u3 [55], kopucre caenelie Tpu crpareruje:

e Jlysxm ocrarak (enr. Longer Leftover):
pes je xopusoHTaJaaH ako je W; —w; > H; — h;, uHaUe je BepTUKAJIAH;

e Kpahu ocrarak (eur. Shorter Leftover):
pe3 je xopusoHTaJaH ako je W; —w; < H; — h;, mHade je BepTUKaJIaH;

e Munumanaa nospmwusa (ear. Min Area):
pe3 je xopusonranan ako je h;(W; —w;) < w;(H; — h;), nHade je BepTUKAIaH;

[Ipea mBa mpaBusa nemema onpebyjy cmep pesa mo ay:koj u kpaho] mpeocTaso] CTpaHu,
PECIIEKTUBHO, IOK je Tpehe HaMemeHo popMUpamy ABa HOBa CJIOOOAHA MPABOYTaOHUKA CIIM-
YHUX TMOBPIIUHA.

Hj

Cimxka 3.2: IIprMmep XOPU3OHTAJHOT (J1€BO) U BEPTUKAJHOL (IE€CHO) MMILOTUHCKOT pe3a.

3.2.2 IlobossmaHu X€ypUCTUUYKN AJITOPUTAM

OcHOBHa cxeMma mperpare OIUCAHA Y ONEJbKY noBoau OO crabia mperpare ca Be-
JUKUM OpojeM 4BOPOBa, YaK M 3a MaJjle MHCTAHIE. 3aucTa, KOMOWHOBAH€M TPU MPABUIA
u3bopa ca Tpu MpaBUiIa T'MLOTUHCKOT M€JheHa, MPOU3BOIN ME€BET MOTEHIIN]AJTHUX PA3IUYUL-
TUX YBOPOBA HACJENHUKA 3a cBaku uBop. OBO 3Haum ma je 6GPOj YBOPOBA HA P-TOM HUBOY
crabna mperpare jemHak 9P, um MOke OUTU €KCTPEMHO BEJUKM, YaK U 33 MaJie BPEIHOCTU
p. 3aro cy y HACTABKY NPEACTAB/LEHA ABA HAUMHA 3a MODOOJbIIAKE aJCOPUTMA, Hpey3era
n3 [65]. Tlpeum mma 3a muib m3beraBame BUMECTPYKOT TE€HEPUCAHa YBOPOBA OIUIYKe KOjU
NIpOM3BOJe UCTU OOpa3all, IOK je APYTY XEeyPUCTUUYKO OPE3UBAHE UBOPOBA.
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OnocrpamuBaB€ YBOPOBA IyIIJIMKATA

ITocmaTpa ce uBop d, Ha maToM HUBOY p crabma mperpare. Heka cy (s1,91) u (S2,92) aBa
moryha uBopa HaCHETHUKA TOBE3aHa Ca PA3JUYUTUM NIPABUINMa U300pa Si,Ss € S u/uaum
pPa3IMYUTUM TPABUINMa FMIBOTUHCKOL Nejbema g1,¢g2 € G. Mako cy nmpaBuia kopumhena y
Ba YBOPA DPAa3JMYUTa, CTPATErrja HAKOBama MOMke Ipom3BecTu asa (Morylie pasmuyura)
obpacia kKoja MaKyjy UCTU MOACKYI MakeTa. ¥ OBOM CJIydajy, HOACTabJia KOja MPOU3UIa3e
13 O0Ba ABa yBOpa OM Oumiia MOTMYHO MACHTUYHA U HUXOBO IpeTPaKUBame Ou 6miao rybmeme
BpEMEHA.

Ila 6u ce 0BO 3a00umiIoO, OCHOBHA cxeMa Tpeba na Oyae MOOU(PUKOBAHA [a TI'e€HEPUIIe
YBOpPOBE HACJETHUKE CaMO 3a OHe O0pacie KOju MakKyjy pa3iuduTe IMOACKYIOBe IAaKeTa.
Y npuHumy, moTpeOHO je ymopemuTy CKyn HepacmopebheHmx makera mocie obpazne uBopa
d, pemumo I(d), ca mcTuM CKymoM HAKOH ofpalie CBaKOr 4UBOpa Ha HUBOY p. Kako osa
IpoBepa MOKe 3aXTeBaTH IyHO BpeMeHa, ckyn I(d) ce ymopebyje ca mctum ckynom mobuje-
HUM OX OpaTCKUX YBOPOBA, Tj. YBOPOBA HA HUBOY p KOjU Cy T'€HEPUCAHU OJ KUCTOTI YBODPA
KopumhiemeM pa3sIuuuTux IpaBuia n3dopa 1/uiu OPaBUiIa TMILOTUHCKOD AEJLEhA.

XeypuUCTHUUKO Ope3uBame

Ilpyra cTpaTeruja je XeypUCTUYKO OPE3MBAH€ UBOPOBA HA OCHOBY TPEHYTHOT I€JIU-
muuHOr pemema. Heka cy A=),y wih; n 2z yKynHA NOBPIIMHA MaKeTa U BPEIHOCT MOCTO-
jehier pemema, pecnexrusuo, rae je N = {1,...,n} ckyn makera koje Tpeba pacmopenuTu
(naumujanso, z = n). Cryn I(d) npencrasia ckyn HepacnopeheHux makera HAKOH MCIUTU-
Bama aTOr YBOpa d HA HUBOY P.

Pauyna ce nmpocedsno nymeme CBAKOT CKJIAIUINTA y IaPIUjaJHOM Pemeny Ha TPEHYTHOM
uBopy d, Koje ce o3HauaBa ca AV, u oBa BpeOHOCT Ce MOPEAN Ca MePOM MPOCEYHOT IIy-
Bemha CBAKOI CKIAJUINTA Yy PeIlelnhy KOje KOPUCTHU jeQHO CKJIAIWIITe Mame onx mocrojeher.
Koukperno, ako je ycaos

= Yier(a) Wihi < A

A
AVG = PWH =YL OWH

(3.1)
3a/10BOJbEH, TPEHYTHN YBOD je Bel MOCErHyT, Tj. TPEHYTHO PeIlelme MMa IPOCEUYHO IYIHEHhe
Beh ropumhenux crmagumra u Hehe nosectu mo nobosmama nocrojeher pemema. Bpemno-
CT mapaMeTpa « u3 ce a)Kypupa TOKOM M3BPIIEHa aJTOPUTMA: Ha MOYETKY CE CTaBJba
na je a = 0, Tj. Ha DOYETKy HUjeJaH YBOD HUje ope3an. HakoH mTo ce mcrpaske OpOjHU
4yBOpOBHU, HIP. HBUX N1, 6e3 mobosmmama mocrojeher, moBehasa ce mapamerap « 3a BpEIHOCT
d, Karo Ou ce 3a00umIa KOMIIeTHA eHyMepammja. Ilpu pacty mapamerpa « (mo 1) moryhe
je monaBmame No UBOPOBA KOJjU HE HOBOJAE OO MOOOJbIIAKA.
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3.2.3 ExcmepuMeHTaJHU pe3yJITaTU

OcHoBHU anropuTaM omucan y onesky, [3.2.1] (v macrasky osmauen ca BSC) u merosa
noGommana Bep3uja (ENH) us onemka KOIUpaHu Ccy y mporpamckoMm jesury C um Te-

cTupaHu Ha pauyHapy ca nporecopom Intel Xeon E3-1220V2, umja je 6psuna 3.10 GHz.
[IpenuMrHapHM EKCIEPUMEHTAJHU PE3yiATaTH cyrepucanu cy nocraBmame Ni = 500,
Ny =500 u § = 0.1 3a anropuram ENH. 3a Tectupame je pazmarpaHo mecer Kjiaca MHCTAHIN
npencrasmennx y [6] u [57] 3a 2BPP npo6aem. Csaka rmaca caapsku 50 macranmu (mo 10
MHCTAHIM 3a cBaky Bpeanoct n € {20,40,60,80,100}), Tako ma je pasmarpano 500 nHCTAHIM.
Pesyaratu cy npeyseru u3 [55].

IIpBux mecr kaaca koje cy npexacrasuiau Berkey m Wang y [6] orkapakrepucane cy Ha
cnenehu HAYMH:

Knaca 1: w; u h; paBaOMepHO pacnopebenu cayuajun 6Gpojesu Ha [1,10],
Knaca 2: w; u h; paBHOMepHO pacunopebenu cayuajun 6Gpojesu Ha [1,10],
Kaaca 3: w; u h; paBaomepHO pacnopebenu ciayuajuu Gpojesu na [1,35],
Kaaca 4: w; u h; paBrOMepHO pacnopebenu cayuajun Gpojesu Ha [1,35],
Knaca 5: w; u h; pasaoMepHO pacnopebenu ciayuajum Gpojesu Ha na [1,100], W = H = 100;
Kaaca 6: w; u h; pasaomepno pacnopebenu cayuajuu Gpojesu na ua [1,100], W = H = 300;

Ionarre uyetnpm kiace cy npexncrasuiu Martello m Vigo y [57], a naketn cy knacupuropanm
y 4eTupu THUIA:

Tun 1: w; paBEOMepHO pacunopeben cayuajuu 6poj HA [%W, W], h; paBHOMepHO pacnopeben
cayuajuu 6poj Ha [1, 3 H];

Tun 2: w; paBHOMepHO pacuopeben cayuajuu 6poj Ha [1, %W}, h; paBHOMEDHO pacunopeben
cny4ajau 6poj na [2H, HJ;

Tun 3: w; paBEOMepHO pacnopeben cayuajuu 6poj HA [%W, W1, h; paBaOMepHO pacnopeben
cayuajuu 6poj va [ H, HJ;

Tun 4: w; paBaOMepHO pacuopeben cayuajuu 6poj Ha [1, %W}, h; paBHOMEDPHO pacunopeben
cnydajau 6poj Ha [1, 1 H]J;

Benuuune crnamumra 3a cBe kaace cy W = H = 100, nok 3a makere Baxku cienehe:
Kaaca 7: Tun 1 ca BepoataohoMm 70%, tun 2, 3, 4 cBaku ca BeposaTtHOohom 10%;
Knaaca 8: Tun 2 ca Beposatnohom 70%, tum 1, 3, 4 cBakm ca Bepoarnohom 10%;
Knaca 9: tun 3 ca Beposataohom 70%, tum 1, 2, 4 cBaku ca BepoBarHOhoMm 10%;
Kaaca 10: tun 4 ca seposaraohom 70%, tun 1, 2, 3 cBaku ca sepoBarnohiom 10%;

Tabese u cy upeysere u3 [55], u mokasyjy pesyiarare eKCIepUMEHATa 3a aJro-
purme BSC u ENH, pecnexkrusno. CBaku je TecTupan KOpUIINemeM PAa3InUNTAX BPEMEHCKUAX
orpanndema: 60, 600 u 1800 CPU cekymmu. 3a CBakKO BPEMEHCKO OrpaHuveme, tabeie
M3BENIITABA]y O

e cymu HajOosmer pemema HaheHUX mAaTOM XeypUCTUKOM,
e OpOjy MHCTAHIM 3a KOje je mpoHaheHo pememe MOKA3WBO ONTUMAJIHO,

® IIPOCEYHO] MPOIEHTYAJHOj I'PENIIN-3a CBAKY WHCTAHILY IPOLEHTYAJNHA I'PEIIKA je pady-
nwara kao (UB — LB)/LB, rne je UB Bpemnoct pemena Habenor amropurmom, a LB
0O3HaYaBa HAJIO3HATHU]Y BPEIHOCT IOH-€ T'DAHUIIE.

3a cBaky KJaCy W BPETHOCT T [aTa jeé CyMa HAjmO3HATHjUX OOBUX rpanuna, LB, 3a
necer uncrannu 2BP|O|F opo6uema, Tj. kaza orpannvene rubOTUHE HUjE HATO E| Nmajyhn
y Buny nxa je 2BP|O|F penakcanmja npo6nema 2BP|O|G, oBaj 6poj maje rpanuiy onTuMaiiHe

'Haj6ome mome u ropme rpammme 3a 2BP|O|F mpo6mem cy ysere u3 [59] um moctymme cy Ha cajTy
http://www.or.deis. unibo.it/research_pages/ORinstances/ORinstances.htm
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BpenHOCTH pemema. Ha kpajy, mociaemmu pen obe Ttabese maje mcre CyMUpaHe BPETHOCTU
Yy ONHOCY Ha IEO TECTUPAHU MPOOIEM.

Pesynratu pauyHapCKuX ekclmepuMeHara, mpeysetu u3 [bb|, mokasyjy na je, 4ak u ca
HajMambUM BPEMEHCKUM OTpaHuvemeM ol 60 CeKyHIu, OCHOBHU aJropuTaM y cTamy na Habe
onTuMaaHO pememe 3a 361 ox 500 unrCcTaHIM, a TpoceyHa rpemka je ucnon 3,6%. I[Mobomma-
Ba Koja ce MOry moburm ca BehnM BPEMEHCKMM OrDaHUYEHEM CY OrDAHUYEHA, aJIU PEry-
sapHa: ca 1800 cexkympmu anropuraM mTenu 24 CKIAIUWIMTA U OKa3yje ONTUMAJHOCT 3a jOII
20 MHCTaHIM, ca MPOCEYHUM packopakoMm ucmon 3,4%. Wmajyhu y Buny na ce mobujena
pemema mopese ca OBUM TpaHUNaMa (WU ONTUMAJHUM BPEIHOCTAMA) 38 DPEJIaKCaIujy
npobiieMa, y KOjOj OrpaHuYerha M'MJbOTUHE HUCY HAMETHYTa, OB PE3YJITATHU MOKA3yjy na je
YaK M OCHOBHA BEpP3Uja AJTOPUTMA NPUINYHO ePuKacHa. AJIropuram JOCTUKE BPEMEHCKO
orpaamuewe on 1800 cexkyrmu y 193 mHCTaHIE; cTOra, MOI'y C€ OUYEKMBATU HEKM ITOOOJLITAHU
pe3yaTaru y caydajy ma je mo3BosbeHO Behe BpeMeHCKO orpanmyeme. Y mpeoctanaux 307
MHCTAHIU AJTOPUTAM je 3aBPIIeH Kala je UCIUTA0 CBe KOH(GUrypalmje koje ¢y (XeyprcTuukn)
reHepucaHe; y IPOCEKY je 3a To O0uiao noTpebHo 38 ceKyHAu U IpoleHa 24 MUINOHA YBOPOBA.

Pesyararu cy jomr 60mu 3a mobobIIAHN aJITOPUTAM KOJU je y CTAlmYy Ma ONTUMAJHO PEeln
386 mHCTaHmM y orpanmdeny onx 60 cekyHIU, a IPOCEYHA I'pEImKa y IPOINEHTHMAa je IpU-
oamxkHO 3,3%. Moske ce mpUMeTUTH Oa Cy OBU OpOjeBM HE3HATHO DOJLU OJ Pe3yJsTaTa Io0u-
jEHUX OCHOBHUM AJTOPUTMOM Y BPEMEHCKOM orpanuvewny ox 30 munyra. Crora, Huje u3HEHA-
byjyhe 1o ma ce ca my:KmM BPEMEHCKMM OrpPaHUYEHUMa MOL'Y MOCTHNM caMO MapruUHAJHA
noboJpIIama Hal OBUM pelemuMa. KoHkperHO, moBehame BpemeHcKor orpanndemna Ha 1800
CPU cekynau moBomu m0 ymrene on 8 CKRIAAUIITA U JOJATHUX 7 ONTUMAJJIHUX PeEIlema.
OsBa Bep3uja ajropurMa je HOCTUIJIa BPEMEHCKO OorpaHuueme y 124 ciyuaja; 3a mpeocraJie
MHCTaHIE BPEME PAuyHama je CIAUYHO OHOM y OCHOBHOM aaroputmy (31 cexymma), mOk je
Opoj uBOpoBa cMameH Ha 16 MuamoHa.

Ila 6u ce omeHWO KBaJuUTeT NOOUjeHUX pe3yararta, y Tabeau , upey3seroj u3 [55], je
nmara uHGpopManuja o HajbobUM OBUM U ropmuM rpaxunama 3a 2BP|O|F npobaem (upeyse-
tux u3 [59]) u ose BpemmocTu cy ynopebeme ca pesynraruma u3z tabese 38 AJCOPUTAM
ENH. Ha kpajy, mocienme nBe KOJOHE HMOKa3yjy ciaudHe uHGopMmarmje 3a branch-and-price
asgropuram 3a 2BP|O|G npoGuem, npencrasmen y [61]. MebhyruMm, kako BpegHOCTH TOPHBUX
rpaHuna HACY mupekTHo noctynue y [61], 3a oBaj amropuram marta je cyma NOIMUX IDAHULA
KOje Cy padyHaTe Ha KOPEHCKOM UYBODY, U OPOj MOKA3AHUX ONTUMAJHIX pemerbaﬂ(y%Tnx u3
rabena 4 u 7 u3 [61], pecnexTusHO).

Tabena |3.3| mokasyje ma je rimobasan 6poj crmagumra Kopumhenux 3a 500 uHCTAHINT O1
crpane ENH anropurma 3a oko 0,5% sehin on 6poja crknamumra kopumhenux 3a 2BP|O|F
npobiem (7281 macupam 7241). Oso norepbhyje na je kBaaurer pemena N00UjEH IPEICTABIHE-
HUM aJITOPUTMOM YIOPEIUB ca HajOobUM pelesnumMa npobiaema 6e3 orpaHndesna THbOTUHE, U
na Mopa mohwu 10 MapruHAJIHOT pacTa y BPEAHOCTH PEIleHa Kala je HAMETHYTO OTDAHUYEHEe
rubotuHe. Kako cy mpencrasimeHn anropurmu cnenujanausoBanu 3a 2BP|O|G mpoGiew,
npumehyje ce na, mako cy nome rpanune uspadysare y [61] Gosme, 6poj DOKA3aHUX ONTHU-
MasHUX pemema 3a aaropuraMm ENH je sehin mero y [61]. Iopebemwe mobujenux BpennocTu
XEYPUCTUUKUX DEIlemha Ca BPEIHOCTUMA MNOWUX IpaHuna usMmebhy apyre m cemme KOJOHE
[OBeJIO 01 OO ONTHMAJIHOCTH 3a 21 momaraH ciayuaj, Tj. 3a 414 ox 500 muCcTaHIM.

2Bpoj ontumannnx pemema y [61] ommocu ce ma xommieran branch-and-price asropuran.
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TL=60 TL=600 TL=1800
Knaca | n LB | UB | #opt | %gap | UB | opt | %gap | UB | #opt | %gap
20 71 71 10 0.000 71 10 | 0.000 71 10 0.000
40 134 134 10 0.000 | 134 10 | 0.000 | 134 10 0.000
1 60 197 200 7 0.017 | 200 7 0.017 | 200 7 0.017
80 274 275 9 0.004 | 275 9 0.004 | 275 9 0.004
100 | 317 318 9 0.003 | 317 10 | 0.000 | 317 10 0.000
20 10 10 10 0.000 10 10 | 0.000 10 10 0.000
40 19 20 9 0.100 20 9 0.100 20 9 0.100
2 60 25 25 10 0.000 25 10 | 0.000 25 10 0.000
80 31 32 9 0.033 32 9 0.033 32 9 0.033
100 39 39 10 0.000 39 10 | 0.000 39 10 0.000
20 51 54 7 0.078 54 7 0.078 54 7 0.078
40 92 96 6 0.058 96 6 0.058 96 6 0.058
3 60 136 141 5 0.038 | 140 6 0.032 | 140 6 0.032
80 187 195 2 0.044 | 194 3 0.039 | 194 3 0.039
100 | 221 230 2 0.045 | 228 4 0.035 | 228 4 0.035
20 10 10 10 0.000 10 10 | 0.000 10 10 0.000
40 19 19 10 0.000 19 10 | 0.000 19 10 0.000
4 60 23 25 8 0.100 25 8 0.100 25 8 0.100
80 30 33 7 0.100 33 7 0.100 33 7 0.100
100 37 39 8 0.067 39 8 0.067 39 8 0.067
20 65 66 9 0.020 66 9 0.020 66 9 0.020
40 119 119 10 0.000 | 119 10 | 0.000 | 119 10 0.000
5 60 179 182 7 0.020 | 182 7 0.020 | 181 8 0.013
80 241 247 4 0.026 | 247 4 0.026 | 247 4 0.026
100 | 279 288 2 0.035 | 288 2 0.035 | 288 2 0.035
20 10 10 10 0.000 10 10 | 0.000 10 10 0.000
40 15 19 6 0.400 19 6 0.400 19 6 0.400
6 60 21 22 9 0.050 22 9 0.050 22 9 0.050
80 30 30 10 0.000 30 10 | 0.000 30 10 0.000
100 32 35 7 0.100 35 7 0.100 35 7 0.100
20 55 55 10 0.000 55 10 | 0.000 55 10 0.000
40 109 113 6 0.038 | 113 6 0.038 | 113 6 0.038
7 60 156 162 5 0.037 | 161 5 0.032 | 159 7 0.019
80 224 235 1 0.051 | 233 1 0.041 | 232 2 0.037
100 | 269 279 1 0.037 | 277 3 0.030 | 277 3 0.030
20 58 58 10 0.000 58 10 | 0.000 58 10 0.000
40 112 114 8 0.017 | 113 9 0.009 | 113 9 0.009
8 60 159 163 6 0.025 | 162 7 0.018 | 162 7 0.018
80 223 230 3 0.031 | 228 5 0.022 | 227 6 0.018
100 | 274 282 3 0.029 | 281 3 0.025 | 280 4 0.022
20 143 143 10 0.000 | 143 10 | 0.000 | 143 10 0.000
40 278 278 10 0.000 | 278 10 | 0.000 | 278 10 0.000
9 60 437 437 10 0.000 | 437 10 | 0.000 | 437 10 0.000
80 577 577 10 0.000 | 577 10 | 0.000 | 577 10 0.000
100 | 695 695 10 0.000 | 695 10 | 0.000 | 695 10 0.000
20 42 44 8 0,045 44 8 0.045 44 8 0.045
40 74 74 10 0,000 74 10 | 0.000 74 10 0.000
10 60 98 103 5 0,053 | 102 6 0.045 | 102 6 0.045
80 123 130 3 0,056 | 130 3 0.056 | 130 3 0.056
100 | 153 163 0 0,066 | 162 1 0.059 | 161 2 0.052
I'no6amnmo 7173 | 7319 | 361 | 0.036 | 7302 | 374 | 0.035 | 7295 | 381 | 0.034

Tabesa 3.1: Pesynratu ocHoBHOr anropurma 3a 2BPP npobiem nHa nHCcTaHnaMa n3 asurepa-
TYype.
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TL=60 TL=600 TL=1800
Knaca | n LB | UB | #opt | %gap | UB | #opt | %gap | UB | #opt | Y%gap
20 71 71 10 0,000 71 10 0,000 71 10 0,000
40 134 134 10 0.000 | 134 10 0.000 | 134 10 0.000
1 60 197 200 7 0.017 | 200 7 0.017 | 200 7 0.017
80 274 275 9 0.004 | 275 9 0.004 | 275 9 0.004
100 | 317 317 10 0.000 | 317 10 0.000 | 317 10 0.000
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 19 20 9 0.100 20 9 0.100 20 9 0.100
2 60 25 25 10 0.000 25 10 0.000 25 10 0.000
80 31 32 9 0.033 32 9 0,033 32 9 0.033
100 39 39 10 0.000 39 10 0.000 39 10 0.000
20 51 54 7 0.078 54 7 0.078 54 7 0.078
40 92 96 6 0.058 96 6 0.058 96 6 0.058
3 60 136 140 6 0.032 | 140 6 0.032 | 140 6 0.032
80 187 190 7 0.017 | 190 7 0.017 | 190 7 0.017
100 | 221 226 5 0.024 | 226 5 0.024 | 225 6 0.019
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 19 19 10 0.000 19 10 0.000 19 10 0.000
4 60 23 25 8 0.100 25 8 0.100 25 8 0.100
80 30 33 7 0.100 33 7 0.100 33 7 0.100
100 37 39 8 0.067 39 8 0.067 39 8 0.067
20 65 66 9 0.020 66 9 0.020 66 9 0.020
40 119 119 10 0.000 | 119 10 0.000 | 119 10 0.000
5 60 179 181 8 0.013 | 181 8 0.013 | 181 8 0.013
80 241 247 4 0.026 | 247 4 0.026 | 247 4 0.026
100 | 279 288 2 0.035 | 288 2 0.035 | 286 4 0.027
20 10 10 10 0.000 10 10 0.000 10 10 0.000
40 15 19 6 0.400 19 6 0.400 19 6 0.400
6 60 21 22 9 0.050 22 9 0.050 22 9 0.050
80 30 30 10 0.000 30 10 0.000 30 10 0.000
100 32 35 7 0.100 35 7 0.100 35 7 0.100
20 55 55 10 0.000 55 10 0.000 55 10 0.000
40 109 113 6 0.038 | 113 6 0.038 | 113 6 0.038
7 60 156 159 7 0.019 | 159 7 0.019 | 159 7 0.019
80 224 232 2 0.037 | 232 4 0.037 | 232 2 0.037
100 | 269 277 3 0.030 | 276 2 0.026 | 275 4 0.022
20 58 58 10 0.000 58 10 0.000 58 10 0.000
40 112 113 9 0.009 | 113 9 0.009 | 113 9 0.009
8 60 159 162 7 0.018 | 162 7 0.018 | 162 7 0.018
80 223 227 6 0.018 | 227 6 0.018 | 226 7 0.014
100 | 274 281 3 0.025 | 280 4 0.022 | 280 4 0.022
20 143 143 10 0.000 | 143 10 0.000 | 143 10 0.000
40 278 278 10 0.000 | 278 10 0.000 | 278 10 0.000
9 60 437 437 10 0.000 | 437 10 0.000 | 437 10 0.000
80 577 577 10 0.000 | 577 10 0.000 | 577 10 0.000
100 | 695 695 10 0.000 | 695 10 0.000 | 695 10 0.000
20 42 44 8 0.045 44 8 0.045 44 8 0.045
40 74 74 10 0.000 74 10 0.000 74 10 0.000
10 60 98 102 6 0.045 | 102 6 0.045 | 102 6 0.045
80 123 130 3 0.056 | 130 3 0.056 | 130 3 0.056
100 | 153 160 3 0.046 | 159 4 0.040 | 159 4 0.040
I'no6aamo 7173 | 7289 | 386 | 0.033 | 7286 | 389 | 0.033 | 7281 | 393 | 0.033

Tabema 3.2: Pesynaratu nobossmanor anropurMma 3a 2BPP npobrem ma mucTannmama uns
aureparype ca N1 = 500, Ny =500 u § = 0.1.
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5BP[O[F ENH 3BP[O[G
Knaca LB UB | UB | #opt | %gap | LB | #opt
993 997 997 46 0.004 | 997 47
124 124 126 48 0.027 | 125 30
687 696 705 32 0.041 | 694 44
119 124 126 43 0.053 | 119 27
883 892 899 35 0.017 | 889 46
108 112 116 42 0.110 | 110 30
813 827 834 29 0.023 | 812 34
826 835 839 37 0.013 | 826 41
2130 | 2130 | 2130 50 0.000 | 2130 50
490 504 509 31 0.037 | 491 28
I'nobamuo | 7173 | 7241 | 7281 | 393 | 0.033 | 7193 | 377

5 © 000U W=

Tabena 3.3: Ilopebeme m3ameDhy rubOTHMHCKE W HETMIHOTUHCKE XEYPUCTUKE. BpPEeMEHCKO
orpannuerme = 1800 CPU cekyumu.

3.3 Tenercku amropuraMm ca Crow mperparoM 3a pemaBame
2BP|O|F mpob6iuema

Il'eHeTCKM aJropuTaM je ONUCAH y ONEJLKY Ia je y HACTaBKy, Ipe NpeicTaB/bamha
reserckor ajroputMa ca Crow mperparom, yKpaTko objammeH camo airopuram Crow mpe-
Tpare.

Anropuram Crow mperpare

Ausropuram Crow nperpare (enr. Crow Search Algorithm), y macrasky CSA, je 3acuoBan
Ha IOHAIIAakhY BpaHa (EHI. Crow) IPUIMKOM CKPUBAE XPaHe U HeHOM KaCHUjeM IPOHAJIAKEe-
wy. CSA yriyuyje jaro oq N Bpana. CBaka BpaHa je KOAUPaHA CBOjOM HO3UIMjOM (CKPO-
BumTeM) y d—mumensuonom okpyxemy ;(G) = (z1H(G), 22(G), ..., v4(Q)), toe je i € {1,..., N},
a G remepanujcku 6poj. CBaka mosuija BpaHe OAroBapa MOMYyCTUBOM OOPAacCIy y IIPOCTOPY
nperpare. Csaka Bpana { uMma MeMopujcku npoctop m;(G) y remepamuju G, rue ce dysa
nomaTrak O BeHoj Hajbosp0] mo3unuju. KBanaurer mo3unuje ce Mepu (YHKIMjOM IIOTOITHOCTH,
OMHOCHO (PYHKIMjOM IuUJ/ba onTuMu3anuoHor npobiaema. CSA 3amounme ca TOYETHOM TO3U-
IMjOM BpaHa U MOCTABHAKEM MEMOPUje Ha HUXOBE MOUYETHE MO3UNUjE, & 3aTUM UTEPATUBHO

ajkypupa Ho3unuje M MEMOPUjY BpaHa o ciaegehum dpopmynama:

e i o S

3ampaBo, y CBakKOj IeHepamnuju, BpaHa { CIydajHO Oupa BpaHy j M3 jaTa Kako Ou je
npaTuia M yKpajia XpaHy. AKO BpaHa j 3HA 3a HaMepy BpaHe i, OHIa OHA 3aBapaBa BPAHY
i kpehyhu ce npema cayuajuoj mozunuju. Ca FL je o3nauena nqy:xkmHa Jjieta BpaHe, ca AP
BepoBarHOlla cBecTH BpaHe j 0 Hamepu BpaHe ¢, ca f(-) QYHKIM]y IHOrOAHOCTH, HOK T; ¥ T
npencTaBbajy paBHOMepHO pactnopebene cayuajue 6pojese na unrepsaday [0,1]. Asropuram
ce 3aycraB/ba Kala Ce JOCTUIHE MakcuMmaJsan Opoj reseparmumja. Ompna m3Biaaym HaAjOOLY
MeMopujy 13 jara kao riaobamuau ontumyM. Ileramuuje o CSA amropurmy moxke ce mahu y

.
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3.3.1 T'emercku asropuraMm ca Crow mperparom

Y HacTaBRy je mpencraBibeH xuOpuaHu anropuraMm 3a pemasame 2BP|O|F mpoGaewma,
npeyser u3 [44]. Osaj amropuram roMmGunyje remerckm asropuram, GA, ca CSA amuro-
puTMOM, 1 Ha3uBa ce remercku aaropuram ca Crow mperparom (enr. Crow Search-based Ge-
netic Algorithm - CSGA). Morusanuja 3a BUXOBO KOMOUHOBAWE j€, IPBO, NAMETHO HOHAIIAHE
Bpana y CSA anropurmy, a 3aTuM 1 €BOJIyIUjcKO noHamame jequuke y GA. Ocum tora, GA
omepaTopu Ce MOy JIAaKO M OUPEKTHO IPUMEHUTH y Npolecy OmHapHe mperpare. Y mope-
bemy ca GA, y CSGA cBaka jennHka HOIyJallje YYeCTBYje ca COICTBEHUM WMH(OpMAIjaMa
y omepanuju ykpimrama. llakie, BepoBaTHoha yrpuTama ce He y3uMa y 003Up U aJIrOPUTMY
HUje moTpebHAa cTparTermja 3aMeHe 3a Kpeupame npencrojehe remepamuje. Y mopebemy ca
CSA, y CSGA cBaka Bpana i Oupa jemny Bpany y jaTy Kojy he mparutu kopumhemem
omeparopa ceieknuje. JlomaTrHo, omepaTop MyTaluje ce NpPUMeEHYje ca BepoBaTHONOM My-
Tanuje, kKako O6u ce moBehaJia pa3HOBPCHOCT HOMyJamnuje. Y HACTABKY CIEON JETAJHAH OIUC
CSGA amropurMma, npeyser u3 [44].

IToueTrna momyJiamuja

ITosumnuje Bpana y d—IouMeH3MOHOM OKDPY:KemY ce oapebyjy pacmopebuBameMm uiam He-
pacnopebuBameM maTor makera y narTo ckianumre. Tako ce cBaka MO3UIUja pa3MaTrpa Kao
NOTEHNMjaJHO pelmene mpobiema. OHa ce Koaupa Kao n X d MaTpuna, rae je n 0poj maxeTa
KOje je moTpebHO CIakoBaTH y CKJIAJUINTA, & d OPOj PACHOJIOKUBUX CKIAININTA. Pememne i,
y momyJianuju koja uMma N BpaHa, ce mpencTaBiba Ha ciaenenu HauwmH:

Xt = (x;k) €{0,1}"*% 3aiec{1,..,N}. (3.4)

3a cBe i, TPOMEHJLUBA xék y3uMa BpeIHOCT 1 aKo ce j—Tu makeT HakKyje y k—To CKIaauImTe,
a 0 mmaye. Pamu jacmohe, jemam maker ce momesbyje jeIHOM W CaAMO jeIHOM CKIIATUIITY, a
3aTUM Ce yKJIama ca jgucrte nmakera. lllTaBume, nakoBame Mopa 3amoBosbaBatu Bottom-Left
CTpaTerujy, OMHOCHO CBAKU NMAKeT Ce IaKyje Ha HAjHIKY MO3UIMjy IITO je MOoTryhie BuIIe JIeBO.

Marpumna memopuje M' 3a cBaky BpaHy MMa KUCT€ OVMEH3Wje KAO0 MaTPUIA ITO3UIMje
X'. Y nouerHoj ¢a3u, KoOePUIUjEHTN MATPUIE IO3UNNje Cy T€HEPUCAHU CIYyUYajHO M OHA Ce
TOKJIalla Ca MATPUIIOM MEMOpUje, 3a CBAKy BPaHY 1.

IIpomena DOMyCTUBOCTU M KBAJINTETA PEHICH:A

Ca jemme cTpase, CIydajHU OPOIEC KOPUIINEH y NPBOj (ha3u MOKe NeHEePUCATU HeIO-
mycTuBa pellema. Pememe ce cMarpa HEIONyCTUBUM aKO KPIIM OrPAHUYEHE KAIAIUTETa
(Bumeru jennauuny (3.5) majMame jenHOr ynorpeGJbeHOD CKIAAMAIITA!

3a csako i € {1,...,N}: ijhjx§»k < WHyy; Yk e{l,...,d} (3.5)

Jj=1
rze je
1 ako ce kopuctu criamgumre k,

Yk = (3.6)

0 wuHaue.

Crnanumre k ce cmarpa ynorpebG/beHuM akKo je Z?:1 xék > 1, Tj. cagp:ku HajMame jenaH

maker, a HeynmorpeGmennM ako je i xhy = 0.

Omneparop mompaBke ce ynorpebiaBa 3a OACTPABLUBALE HAKETA U3 CKIAAAIITA Y KOjUMa,
je mpeKopadeH KamalluTeT, U CMEIMTAHE TUX MaKeTa Y HEeJOBOJLHO MOTMYHE€HA CKJIAIUAIITA.

Ca mpyre crpane, 3a TPOLEHY KBAJUTETA MONyCTUBUX peIleikha KOpucTtu ce cieneha
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(OYHKOM]y TOTOXHOCTU:

_ 1
Zk):l yk‘

IIro je mame criamuInTa 3a HAKOBaME MakeTa KopuinheHo, To je Beha BpennocT ¢pyHKIMjE
MIOTOJHOCTH.

f (3.7)

Asxypupame MeMopuje U IMO3UIKje BpaHa

GA oneparopu u CSA anropuram ce IprMenyjy Kako 01 ce aykypupaJia MO3UNKja BpaHa.
On canma mosuiuje BpaHa pasMarTpaMo kKao xpomoszome. CBaka KOJOHA MaTPUIE TO3UNUje
OIroBapa TeHy XpPOMO30Ma, MOK je CBAKU IeH KOAMPAH KA0 OWMHAPHU BEKTOD OO 1 ajeina
(pasnuunrux obauka ucror rena). Crnuka npUuKasyje CTPYKTYPY XPOMO30OMA.

== = B SN
oo O OO
(a= R an B e B = o]
oo R OO

Cmuxka 3.3: Ilpencrasmame xpomozoma ca (n=15) u (d =4).

Cenexmuja. Y oBoj ¢asu cBaka BpaHa ¢ Oupa BpaHy j u3 momynanuje, y3 momoh 0Oum-
HAPHOT TAKMUYEHa. DUHAPHO TAKMUYEHE je 3aIpaBo OWpame IBe BpaHe U3 MOIMyJaluje, Ha
cilyJajaH HAYMH, U BUXOBO HaaMeTame. [lobenHuk je oHa BpaHa 4uja je BpeIHOCT (yHKIUje
noroxaoctu Beha. Tako Bpama ¢ Oupa mobemHMKA Kao MeTy KOjy Tpeba mpartutu. Ha Taj
HA4YMH Ce HeHa IO3UIrja aKypupa.

Yrkpmrame. Yipmrame je mpoiec pasmene rexa usMmeby jenuHrum, Kako 6u ce mobuia
HOBa jenuHka. Hberos num je mwmpeme IpocTopa IpeTpare pemema. Y 0BOj (pa3u ce KoMOu-
uyjy CSA mpaBumiia ca CTpaTerujoM yKpIITama, KaKo OU ce askypupaJdie MO3UIUje, U TO Ha
cinenehu maumn. Axo je r; > AP;, ykpmra ce HO3UIUja BPaHe { ca IO3UIMjoM u3abpaHe BpaHe
j. Vnaue, mosunuja BpaHe i ce yKpurTa ca meHoM MemopujomM. PMX omepartop ykpurrama,
koju cy npencrasunu Goldberg u Lingle y [31], ce kopuctu rako 6u ce pekoMOUHOBaJE HBE
no3uImje, WM 9ak no3unuja u MeMopuja. Ilpumep na camnu [3.4] nokasyje xako ce OH KOpUCTH
y oBoM ciayuajy. HacymMuuno ce Gupa CKiIamuinre o HPBOI POAUTEsHba (HIP. CKIIAIALITE
1), m Mema meros canp:kaj (maker 2 m maker 3) ca moroMroM. Ocrana criuauiTa Ha-
cnebyjy campsxkaj on mpyror pomurespa. IlynankaTu Cy 3aMEmEHU IMAKETUMa CIAKOBAHUM Y
craanumTe 1 Apyror pomuresha, NOmMTyjyhu nctu pen. Y OpUKazaHOM IpUMEPY, HAKETHA 2
u 3 cy cuakoBaHu y ckiamumra 4 u 2 apyror poamtesma. Crora, maker 2 ce 3aMemyje ca
nmakeroM 4 u maker 3 ca makeToM 5. 3HAK ® O3HAUABA OMEPATOP YKPIITAA.

Kana ce 3aBpmm mponec ykpmrama, OPOBEpPABA Ce OOMYCTUBOCT IO3UIMja IOTOMAKA.
Axo je moTpeGHO, IpUMEBYje Ce TOPENOMEHYTH OllepaTop IperpaBke, KAaKO OM ce BpaTuia
U3BOALUBOCT PEIICHA.
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Cmura 3.4: IIpumep oneparopa ykpmrama ca (n=>5) u (d=4).

MyTamuja. Oneparop Mmyranuje ce, Ka0 U ONEpPaTOp YKPIITaWma, KOPUCTU 33 MIUPEHE
nmpocTopa Imperpare, Kako 6u ce Hama Ooma pemema. Heku remeprcanm mOTOMIN MYy TUPA]y
KopumiiemeM MexaHu3Ma HOAeJe CKIAIUITa, npeacrasimeror y [47]. On yrpbydyje 6upame
jemHOT CKJIAMUINTA Ha CIyYajaH HAYUWH, W MONENy HeroBOT camaps;kaja y mOBa CRIagumTa. Y
HAIlleM aJTOPUTMY, OBaj MeXaHMU3aM ce mpuMemnyje Ha ciaenehu waumn. [IpBu meo makera ce
UyBa Y OPUTUHAJHOM CKJIAIUIINTY, a APYTU CE CIaja ca caap:KajeM APYTOr CKIAIUIITA, KOje
MOKE Ia IIPUMU Te MaKeTe, a Na Ce He MPEKOPauu H-eroB KamanuTeT. AKO ce Tu MakeTu He
MOT'Y CIIAKOBATU HU Y jeTHO KOPUIINEHO CKJIAAUIITE, OTBapa Ce HOBO.

Asxypupame meMmopuje. Hakon myramnuje, KBAIuTeT CBaKe MOTOMAK MO3UIKjE CE MPOBe-
paBa ropumhemeM (yHKIMje TOrOAHOCTH, U HOPEIN Ca MEMOPHUjOM CBake BpaHe. Ao je mo-
TOMAaK MO3uUIja 60Jba O A0 cala 3amaMieHor MOJ0Kaja, OHA Ce MEMOPHja BpaHe aiKypupa
ca moToMak mosunujoM. VlHade ce 3amp:kaBa IPETXOMHA MEMOPUja.

Koucrpyrmuja CSGA asropurma

HenoxynHu anropuraM ce yKPaTKO MOKE ONKUCATH Ha cienehu HAUWH.

1. VMaunujanuszoBaTu NOYeTHY HOIyJaanujy ca N BpaHa, M IOCTABUTU KOHTPOJHE Iapame-
Tpe, Kao IITO je MaKCUMAaJaH MeHepanujcku Opoj, My:KUHA JeTa BpaHe W BepoBaTHONA
HBUXOBE CBECTU O HAMEPU ApYyTe BpaHe.

3a cpaky Bpany i, nocrasutu M (G =1) = X/ (G = 1).

2. Ilpomenutu JOTyCTUBOCT PeNIekha U BPATUTHU AOMYCTUBOCT HEJOTMYCTUBUX PEIICHa TOMO-
hy omeparopa mompaBre. 3aTuM, U3PAUYHATU EHUXOBY IOTOITHOCT.

3. 3a cBaky BpaHy %, IPUMEHUTU OMHAPHO TAKMUUEHE KakO Ou ce m3abpasa BpaHa j.

4. AsxypupaTu HmO3UIUjy CBaKe BpaHe i KopuinhemeM ciaenehiux jennakoctu:

Axo je r; > AP;, mama je X'(G+1) = X'(G) ® X’(G). (3.8)

Nnaue, X'(G+1) = X/(G) @ M'(G). (3.9)

5. IlompaBuTy HONYyCTUBOCT HEAONMYCTUBUX IIOTOMAK IIO3ULUjA.
6. IlpumenuTu MyTanujy 3a reHepUCame MOTOMAK IMO3UIUja Ca BEPOBATHONOM Py, .

7. N3pauyHaTy BpeHOCT (pyHKIUje IOTOTHOCTU 38 CBAKY MOTOMAK IO3UIN]y U Ky PUPATH
MeMopujy cBake Bpane nomohy jemuauune (|3.3)).

8. Bparutu; ce Ha 3. KOpak CBe IOK Ce HEe MOCTUTHE MaKCUMAJIaH OpOj reHepamnuja, a 3aTuM
Haj6omy nmponabeny memopujy mporaacuTu 3a onruMmasHo pememe 2BP|O|F npobiema.
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3.3.2 ExcmepuMeHTaJHU pe3yJITaTU

CSGA je xomupan y nporpamMmckoMm je3uky JAVA ma pauynapy ca Intel Core i5 npomnecopom,
uuja je Opsuna 2.5 GHz, 4.0 GB RAM memopuje u 64-6utaum Windows 7 omeparuBHUM
cucremoM. TecTOBU Cy CHpOBeNEHM Ha NeceT Kiaca, ONUCAHUX y OAEJLKY [3.2.9 ¢ TMM mTo
Cy pesyaraTu IpukKa3aHu camo 3a 4 HajpenpesenratuBHuje, 1, 3, 5. m 9. Kako Ou ce
BUeNa epUKACHOCT asaropurMa, ynopeben je ca GA amropurmom, jep KOPUCTE UCTE TEHETCKE
omeparope. KouTposHM mapamerpu Cy mOpurka3anu y tabeiu npeyseroj u3 [44]. To
cy: Popsize, kKoju o3HauyaBa BeauduHy nomyiaunuje; Mazxgen, o3HAUaBa MakCHMaJiaH OpPOj
rereparuja; BTS — size, o3HauaBa BeJMMUMHYy OMHAPHOr TakMmMudewma; F'L, o3HadyaBa Iy:KUHY
meta Bpame; AP, o3mauaBa BepoBaTHONy cBecTu; p,,, BepoBaTHOha MyTanuje; p., HUBO
MOy 31aHOCTHU.

Anropuram Bpennocr mapamerpa
CSGA Popsize = 100; FL = 2; AP = 0.01;pm = 0.10; Maxgen = 100
GA Popsize = 100; BT'S — size = 2;pc = 0.95; pm = 0.01; Mazxzgen = 100

Tabemna 3.4: nonemaBame mapamMeTapa

CBu pesyararu TecTupama Cy OpouemeHu HakoH 30 MOKpeTama, W 3aApKAHUA Cy MPO-
ceunu pesyiararu. Jla Ou ce mpoIEeHWIN PE3yITaATU, Y CMUCIY MOTOTHOCTH, IPUMEHEH je
Wilcoxon Tect, na 6u ce yrBpanio na au ce Bpennoctu ¢yukmumje morogHoctu CSGA n GA
3HAYAJHO pa3nukyjy nnu He. HuBo noy3nanoctu je puxcupasn Ha 0.95, a nobujenu pesyaratu
Pp— BPEOHOCTU Cy NPUKA3aHU y Tabeau , npeyseroj u3 [44]. 3a rectupame je kopumhen
SPSS statistics 22. Axo je p— BpemnocTt mama ox 0.05, oxbamyje ce HyaTa xumoresa, Koja
NPEeTIOCTaBJhA O3 HEMA 3HaYajHe pasinke uaMmely mBa asropurMa. Y CYIPOTHOM IPUXBATA
Cce aJITEpHATUBHA XUIIOTE3a, KOja MPEeTIOCTaBJba Ia IOCTOjU 3HavajHa pa3iuka usMmehy mux.
Bpemsocr R— (omHocuHo R+) y Ta6enM03Haana CyMy paHroBsa oarosapajyhe HeraTuBHe
(0OIHOCHO MO3UTHMBHE) pa3iMKe. 3alpaBo, CyMa PAHrOBA je aIlCOJNyTHa BPEIHOCT DAJIUKE
uzmebhy pesyarara mea asropurma. Bpemsoct s y Tabemnu (3.5 moka3yje CTATUCTUUKA DPe-
syarar mopebema mBa mapa: s = 1 moka3yje ma je MpBU aJropuTaM 3HAUAJHO OOBU O
Apyror, mOok § = —1 morasyje ma je mpBuM aJropuTaM 3HauajHO Jomuju ox apyror. OGe
BpenHocTH, -1 u 1, moKa3zyjy 3HaAUAjHY pa3auky. Y Koaumko je s = 0, To 3Haum na u3ameby
ajJropuramMa HeMma 3HadajHe pasiure. V3 Tabeie ce moxke Bugetu ga je CSGA 6omu on
GA asropurMma.

TaGene [3.6] 3.7 u npeysere u3 [44], mokasyjy eMmupujcke pesynTare y NOTIENLy
MPOCEYHO KOPUIMTNEHUX CKIAAUIITA, NoOujennx HakoH 30 MOKpeTama, M MPOCEYHOT BPEMEHA
usBpmiema. OBU TeCcTOBU Cy u3Benenu Ha kiaacom 9. V3 oBux tabesa ce MOKe BUIETHU 14 je
6poj kopumhienux ckaamumTa on crpade CSGA anropurMa y CBakOj MHCTAHIU OIM3AK WU
jemuak nowoj rpanunu. [lItasume, naje 6ome pesynrare, 3a kpahe Bpeme y omnocy ma GA.
Bomu pesynraru cy nmomebmanu. Bpeme je uzpaskeHo y cekyHmama.

Knaca | Bpoj makera | Ilopebeuu aaropurmu | R+ | R- | p— Bpemnoct | s
Knaca 1 20 CSGA - GA 55 1 0 0.005 1
60 CSGA - GA 55 | 0 0.005 1

100 CSGA - GA 55 1 0 0.005 1

Knaca 3 20 CSGA - GA 55 1 0 0.004 1
60 CSGA - GA 55 | 0 0.005 1

100 CSGA - GA 55 1 0 0.005 1

Knaca 5 20 CSGA - GA 55 1 0 0.005 1
60 CSGA - GA 55 1 0 0.005 1

100 CSGA - GA 55 | 0 0.005 1

TaGesa 3.5: Pesyararu Wilcoxon tecra npoceune Bpemnoctu ¢pyurnuje norogaoctu CSGA
nacapam GA
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CSGA GA
Tecrt uucranna | LB | Kopumhena | CPU | Kopumhena | CPU
CKJIAIUINTA | BpEMe | CKJIAIUIITA | Bpeme
Macranma 1 25 29 0.067 37 2.013
Nucranna 2 32 29 0.066 36 1.916
NMucranna 3 29 29 1.914 35 1.914
Nucranna 4 31 28 0.063 35 2.085
NMucranmna 5 27 27 0.064 33 1.993
Nucranna 6 29 29 0.067 36 2.030
Mucranna 7 24 26 0.068 32 1.920
WNucranna 8 26 28 0.063 35 2.006
Wucranmna 9 21 25 0.062 33 1.995
Nucranmna 10 34 30 0.064 38 2.028
ITpocex 27,8 28 0.250 35 1.990

Tabesia 3.6: Pesynraru npumene anropurama CSGA u GA Ha mHcTanne ca 40 makera

CSGA GA
Tecrt uncranna | LB | Kopumhena | CPU | Kopumhena | CPU
CKJIAIUINTA | BpeMe | CKJIAQIUNITa | Bpeme
Nucranna 1 59 60 0.264 70 7.816
Nucranmna 2 58 59 0.271 69 7.718
Nucranna 3 57 59 0.252 70 8.001
Nucranna 4 53 60 0.263 69 7.753
HNucranna 5 62 61 0.259 74 7.772
Nucranna 6 62 59 0.251 71 7.576
Mucranna 7 59 59 0.262 70 7.833
Nucranmna 8 58 58 0.264 71 7.902
Nucranna 9 49 54 0.261 59 40.232
NMucranmna 10 60 61 0.274 74 7.575
IIpocex 57.7 59 0.262 69.7 11.018

Tabesa 3.7: Pesynraru npumene anroputama CSGA u GA ma uncranne ca 80 makera

CSGA GA

Tect uncranna | LB | Kopumhena | CPU | Kopumhena | CPU
CKJIQIUINTA | BpeMe | CKJIAIUIITa | BpeMe

Wucranma 1 71 75 0.377 87 11.755
Nucranmna 2 64 69 0.371 86 11.785
WMucrannma 3 68 61 0.384 82 11.767
Nucranna 4 78 76 0.372 92 11.872
WMucranna 5 65 73 0.388 84 11.892
Nucranmna 6 71 74 0.381 78 64.425
Wucranna 7 66 69 0.380 87 12.084
Nucranmna 8 74 73 0.375 90 11.859
Nucranna 9 66 66 0.379 85 12.039
Wucranmna 10 72 75 0.384 84 64.165
IIpocex 69.5 71.1 0.379 85.5 22.364

TabGesna 3.8: Pesynararu npumene anropurama CSGA u GA ma uncranne ca 100 nakera
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3.4 Ilopebeme nmpencraB/hbeHUX X€yPHUCTUKA

O6e mpencTaBbeHe XeypPUCTHKE TECTHpaHe Cy Ha Ha JeCeT Kiaca, HaBeleHux y [3.2.9)
3a agropuraM HapiyjaigHe eHyMepanuje Cy IPUKA3aHu Pe3yITaTh 38 CBUX AECeT KIaca, IOK
cy 3a remercku aJsropuraMm ca Crow mperparomM JaTW Pe3yJaTaTh CaMO 3a YEeTUPU KJace:
1, 3, 5. mw 9. 3a pasnuky ol IpBe XEypPUCTUKE, TJ€ CY EKCIEPUMEHTU BPIIEHU 3a Bpe-
MeHcKka orpanmdena on 60, 600 n 1800 cekynamu, koI Ipyre XeyPUCTUKE je€ MPUKA3aHO BpeMe
3a Koje ce mobuja ONTUMAJIHO peleme. ¥ 3umajyhu y 003up eKCIepuMeHTe CIIPOBEICHE Ha
9. wimacwm, ca 40, 80 u 100 marera, u mMmajyhm y Buay Oa je mIPOCEYHO BpeMe IOTPEOHO
3a mobujame ONTHMAJHUX DEMema KOJ AJrOPUTMa MIapuujalHe eHyMmepanuje (3a obe Ba-
pujanTe ansropurma) 3a HajBehwm 6poj mactanmu 31 cekyHIa, IPBO ITO CE& MOKE 3aKJILYUUTH
jecre ma je remerckum asgropuram ca Crow mperparom Op:ku, ¢ 003UPOM HA TO 1a j€ HEroBO
BpEMe M3BPIIEHkHa 3a CBe ciayuajeBe mamu on 4 cekyume. Ca apyre crpase, y morieny 6poja
KOPUNTNEHNX CRIAIUNTA, 00a aJropuTMa najy pemema OJuCKa MO3HATUM OOHUM T'PaHU-
nama. OHO mTO TpaBU pPa3iMKy je KOpUInheme NpoCcTOpa CKIAAUNITA, IITO Ce MOYKe BUIETHU
y IpuMepy Ha ciukama 3.5 u IlaTa cy mBa CKIaDUINTA AUMEH3Uja X D U MAKETU: TAKET
1 mumensuja 1.5 X 4, maker 2 mumensuja 4.5 X 2.5, nmaker 3 mumensuja 2 X 1.5, maketr 4 nu-
men3uja 2.5 X 3.5 u maker 5 gumensuja 2.5 X 0.5. Y ciuyuajy kazma je kopumieHa XeypUCTUKA
ca OrpaHnYeneM I'M/bOTUHE, HEUCKOPUIIleHa HOBPIINHA CKIaumTa je 9.5, nok je y ciaydajy
0Oe3 orpanuvema ru/boTrHE Ta BpenHocT 6. Jlakie, 60/ba MCKOPUIINEHOCT IPOCTOPA Ce IO-
CTIKE YKOJIMKO HUje HAMETHYTO OIDAHUYEHe I'MJLOTUHE.

1. ckiaaumre 2. CKIIATUIITEe

Cuauka 3.5: IlpuMena xeypurcTuke ca OrpaHndemneM IMJbOTHHE.

1 8 :
4
4 |1 )
3 |51
1. cknagumTe 2. cKiIAuIITe
2

Cuauxka 3.6: Ilpumena xeypuctuke 6€3 OrpaHuYena TMHOTUHE.
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I'masa 4

3akspyuak

Y oBoM pany pa3sMarTpaH je NBOIVMMEH3MOHU IPOOJIeM IaKOoBama y CKIAIUINTA, Y KO-
jeM makeTu He MOrY OWUTM DOTUPAHU W TIE€ jé HAMETHYTO OrpAHUYEe I'MJbOTUHE. 3a 0Baj
npo6iem, osnauven kao 2BP|O|G, je mpencraBmeH XeypUCTUYKA AJCOPUTAM 3ACHOBAH HA
napmujainoj emymepanuju, npeyset u3 [54]. Omucesxkna padyHCKa aHAIM3a HA BEJIUKOM ODPOJy
MHCTAHIM U3 JuTepaType, npeysera m3 [44], nokasyje na je amropuraMm y cTamy Ha PeNm
Bume on 78% npobGaema, ca mpocednuM packopaxoM og 3,3%. Ilopen aaropuTMa mapiyjasHe
eHyMepalyje, IpeacTaB/beH je u reHercku aiaropuram ca Crow mperparowm, npeyser u3 [44],
Koju je HamemeHn pemasamny 2BP|O|F npobaema. Hakon ynopebusama oBa mBa anropurma,
3aKjpyUyje Ce na XeypUCTUKA 0e3 OrpaHnYerma I'MJbOTHUHE e(QUKACHUje€ KOPUCTU IPOCTOP, Ia
oynyha ucrpasxkuBama Tpeba ma Oyay ycMepeHa Ha TpoHAJaKEHme ajJropurMa kKoju he 6p3o
pemasaTy NpobJieM MaKOBaWka y CRIAIUIITA Ca OTPAHUYEH,EM I'MJLOTUHE U 00J/be KOPUCTUTHU
NIIPOCTOP CKJIAIUIITA.
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