
Matematiqki fakultet

Master rad

Tverbergova teorema: hijerarhija
ograniqe�a

Autor:

Nikola Sadovek

Mentor:

dr Aleksandar Vuqi�

U Beogradu, 2021. godine



Sadr�aj

1 Uvod 1

2 Osnovni pojmovi i definicije 3

2.1 Apstraktni simplicijalni kompleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 Geometrijski simplicijalni kompleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 Dejstvo grupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 Teoreme Tverbergovog tipa 19

3.1 Radonova teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 Tverbergova teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2.1 Ekvivarijantna topologija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.2.2 Topoloxka Tverbergova teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.3 Varijacije Tverbergove teoreme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.3.1 Problem Bara�i{Larman: obojena verzija Tverbergove teoreme 27

3.3.2 Problem Vre�ica{�iva	evi� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3.3 Teoreme tipa Van Kampen { Flores . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.3.4 Tverberg-taqke sa jednakim baricentriqnim koordinatama . . . 30

3.4 Optimalna obojena verzija Tverbergove teoreme . . . . . . . . . . . . . 31

4 Tverberg plus ograniqe�a 32

4.1 Varijacije Tverbergove teoreme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.1.1 Obojene verzije Tverbergove teoreme . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.1.2 Teoreme tipa Van Kampen { Flores . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.1.3 Tverberg-taqke sa jednakim baricentriqnim koordinatama . . . 37

4.2 Kontraprimer za topoloxku Tverbergovu hipotezu . . . . . . . . . . . . 38

5 Inverzne slike dijagonale 40

5.1 Opis metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5.1.1 Recept za konstrukciju preslikava�a Φ . . . . . . . . . . . . . . 41

5.2 Tverberg neizbe�ni kompleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.3 Obojena verzija preko inverzne slike dijagonale . . . . . . . . . . . . . 46

5.4 Verzija tipa Van Kampen { Flores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6 Zak	uqak i prostor za da	i rad 51

Literatura 52



1 Uvod

Radonova teorema iz 1921. godine [21] tvrdi da je skup od d+2 taqaka u euklidskom

prostoru Rd dimenzije d uvek mogu�e podeliti u dva skupa qiji konveksni omotaqi

imaju neprazan presek. Uopxte�e ove teoreme, danas poznato kao Tverbergova teo-

rema, se pojavilo 45 godina kasnije. U �oj se tvrdi da je skup X od (r− 1)(d+ 1) + 1

taqke u Rd uvek mogu�e podeliti u r disjunktnih podskupova X1, . . . , Xr, takvih da

konveksni omotaqi conv(X1), . . . , conv(Xr) imaju neprazan presek [25].

Bara�i, Xlosman i Siq su postavili hipotezu o uopxte�u Tverbergove teo-

reme, tzv. topoloxka verzija, u kojoj se tvrdi da svako neprekidno preslikava�e

f : ∆(r−1)(d+1) → Rd iz simpleksa dimenzije (r−1)(d+1) u euklidski prostor dimen-

zije d xa	e nekih r taqaka, koje zovemo Tverberg-taqke, sa r disjunktnih strana,

koji qine Tverberg-particiju simpleksa, u istu taqku. Oni su 1976. godine potvr-

dili hipotezu u sluqaju kada je r prost broj [6], a Ozajdin je 1987. dokazao tvr�e�e

kada je r stepen prostog broja [20]. Ovi rezultati su dobijeni korix�e�em metoda

ekvivarijantne topologije. Mnogima je delovalo da taqnost topoloxke verzije Tver-

bergove hipoteze ne zavisi od de	ivosti broja zatra�enih preseka, te da je sluqaj

kada je r stepen prostog broja prvi dokazan samo zato xto je postupak dokaza bio

takav.

U narednim godinama su formulisane razliqite nadograd�e topoloxke verzije

Tverbergove teoreme. Ideja je uvek bila ista: ako �elimo da zak	uqimo neku do-

datnu informaciju o Tverberg-particiji simpleksa, moramo da pove�amo dimenziju

simpleksa. Gor�e ograniqe�e za dimenziju strana Tverberg-particije su dokazali

Van Kampen [26] i Flores [12]. Verzije u kojima se prvo temena simpleksa oboje u

nekoliko boja, a onda tra�i da temena strana koje qine Tverberg-particiju budu

obojena razliqitim bojama su pokrenuli Bara�i i Larman [5] postav	aju�i pro-

blem koji je danas poznat kao Bara�i{Larman hipoteza. Vre�ica i �iva	evi� su

objavili svoje verzije obojenih tvr�e�a ovog tipa [29, 32, 34], a Blagojevi�, Maqke

i Cigler [10] su kasnije dokazali Optimalnu obojenu Tverbergovu teoremu, koja po-

tvr�uje Bara�i{Larman hipotezu u odre�enim sluqajevima.

Dokazi pomenutih nadograd�i topoloxke Tverbergove teoreme su mahom ra�eni

metodama ekvivarijantne algebarske topologije i iz �ih nije bilo lako zak	uqiti

da li su posledice ili pojaqa�a originalne topoloxke verzije. Gromov [15] je u svom

radu dokazao za Van Kampen { Flores teoremu, a Blagojevi�, Frik i Cigler [8] su
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svojom metodom ograniqe�a, koja se zasniva na kombinatornoj redukciji, potvrdili

i za neke obojene verzije, da slede iz topoloxke verzije. Ovi radovi su postavili

pita�e odnosa izme�u teorema Tverbergovog tipa, kao i prostor za razmix	a�e o

tome koje je nove verzije i nadograd�e mogu�e dokazati kombinatornim metodama.

Blagojevi�, Frik i Cigler su 2019. godine [9], pomo�u metoda ograniqe�a, r-

tostrukog Vitnijevog trika Mabijara i Vagnera [18, 19] i rezultata Ozajdina [20],

dokazali da postoje kontraprimeri topoloxke Tverbergove hipoteze kada r nije ste-

pen prostog broja. Skup kontraprimera su prvo proxirili Mabijar i Vagner [19],

a onda i Avakumov, Mabijar, Skopenkov i Vagner [2].

Inspiracija za pisa�e ove teze je da delimiqno predstavi razvoj topoloxke

Tverbergove priqe [11] i uka�e na �enu zanim	ivost. Glavni ci	 je da se predstave

dve metode ograniqe�a, pomo�u kojih se vrxi kombinatorno-geometrijska redukci-

ja nadograd�i Tverbergove teoreme na originalnu verziju, kao i da uspostavi vezu

ime�u nekih, do sada poznatih, nadograd�i.

�eleo bih da se zahvalim svom mentoru, dr Aleksandru Vuqi�u, kao i dr Pavlu

V. M. Blagojevi�u, na predlogu teme i pomo�i pri izradi teze. �ihov entuzijazam

i nesebiqno de	e�e zna�a su mnogo doprineli mojoj zainteresovanosti za diskret-

nu geometriju, topologiju i vezu izme�u ove dve oblasti. Tako�e, �eleo bih da se

zahvalim qlanovima komisije dr Branislavu Prvulovi�u i dr Zoranu Petrovi�u

na korisnim sugestijama i posve�enosti pri qita�u teksta.
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2 Osnovni pojmovi i definicije

Glavni objekat koji �emo izuqavati u tezi je simplicijalni kompleks. Nakon

spomenute korespodencije izme�u geometrijskih i apstraktnih simplicijalnih kom-

pleksa, ne�emo praviti razliku izme�u ova dva pojma. Za vixe deta	a o pojmovima

uvedenim u ovoj glavi videti [17]. Pre toga, navedimo nekoliko notacionih konven-

cija.

Oznake.

• Skup prirodnih brojeva i prirodnih brojeva sa nulom �emo oznaqavati, redom,

sa N i N0.

• Kardinalnost skupa A oznaqava�emo sa |A|, a partitivni skup skupa A sa 2A.

• Skup {1, 2, . . . , n} �emo oznaqavati sa [n], za n ∈ N, dok je [0] := ∅.

• Neka je X ⊆ Rn, n ∈ N0. Sa

conv(X) := {
N∑
i=1

λixi : N ∈ N, 0 ≤ λi ≤ 1,
N∑
i=1

λi = 1, xi ∈ X}

oznaqava�emo konveksni omotaq skupa X.

• Neka je n ∈ N i neka su A1, . . . , An skupovi. Sa

A1 ] · · · ] An :=
(
A1 × {1}

)
t · · · t

(
An × {n}

)
oznaqavamo jedan model disjunktne unije ovih skupova.

• Neka je n ∈ N i n ≥ 2. Simetriqnu grupu permutacija skupa od n elemenata

oznaqava�emo sa Sn, a cikliqnu grupu reda n sa Z/n.

• Za n ∈ N0, sa S
n := {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 : x2

0 + · · ·+x2
n = 1} oznaqavamo n-sferu.

2.1 Apstraktni simplicijalni kompleksi

Definicija 2.1. Apstraktni simplicijalni kompleks je par (V,K), gde je V skup

i K ⊆ 2V skup nekih konaqnih podskupova od V , takav da σ ∈ K i τ ⊆ σ implicira
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τ ∈ K. Elemente skupa K zovemo simpleksi ili strane, elemente skupa V teme-

na. Dimenziju simpleksa σ ∈ K simplicijalnog kompleksa (V,K) definixemo kao

dim(σ) := |σ| − 1, a dimenziju kompleksa dim(V,K) := sup{dim(σ) : σ ∈ K}.

U da	em tekstu �emo qesto apstraktne simplicijalne komplekse nazivati samo

simplicijalnim kompleksima.

Konvencija 2.2. U ovoj tezi �e biti posmatrani isk	uqivo konaqni netrivijalni

simplicijalni kompleksi, tj. oni kod kojih je skup temena V 6= ∅ konaqan { po-

slediqno su broj strana ovog kompleksa i dimenzija konaqni brojevi. Qesto �emo

simplicijalni kompleks (V,K) skra�eno oznaqavati �egovom familijom simpleksa

K, dok �emo skup temena oznaqavati sa V (K).

Primer 2.3. Neka je n ∈ N0. Tada je n-dimenzioni simpleks, ili kra�e n-simpleks,

∆n := ([n+ 1], 2[n+1]) jedan simplicijalni kompleks dimenzije n.

Primer 2.4. Neka je (V,K) simplicijalni kompleks i C ⊆ V . Tada je

(
C,

{
{x} : x ∈ C

}
∪ {∅}

)
jedan simplicijalni kompleks dimenzije nula. Oznaqava�emo ga �egovim skupom

temena C.

Definicija 2.5. Neka su K i L dva simplicijalna kompleksa. Kompleks L zovemo

potkompleks kompleksa K ako va�i L ⊆ K.

Primer 2.6. Neka je n ∈ N0 i K jedan simplicijalni kompleks. Tada je

K≤n := {σ ∈ K : dimσ ≤ n}

jedan potkompleks od K koji zovemo n-skelet kompleksa K.

Definicija 2.7. Neka su K i L dva simplicijalna kompleksa.

4



1. Preslikava�e f : V (K) −→ V (L) se zove simplicijalno ako je f(σ) ∈ L za sve

simplekse σ ∈ K. Simplicijalna preslikava�a oznaqavamo sa f : K −→ L.

2. Simplicijalno preslikava�e f : K −→ L je izomorfizam ako je bijekcija

i ako je �egovo inverzno preslikava�e tako�e simplicijalno. Postoja�e izo-

morfizma izme�u K i L oznaqavamo sa K ∼= L.

Napomena 2.8. Izomorfizam izme�u simplicijalnih kompleksa znaqi da mo�emo

preimenovati temena jednog kompleksa tako da dobijemo drugi. U sluqajevima ka-

da je izomorfizam qisto preimenova�e temena, qesto �emo poistovetiti takva dva

kompleksa. Ipak, na nekim mestima �emo ostaviti znak za izomorfizam, kada to

budemo �eleli da naglasimo.

Navedimo sada nekoliko konstrukcija potrebnih za da	i rad.

Definicija 2.9. Neka je K simplicijalni kompleks. Tada kompleks

K ′ :=
{
{σi}i∈[m] : m ∈ N0, σ1 ( · · · ( σm ∈ K

}
zovemo prva baricentriqna podela kompleksa K. Za n ∈ N i n ≥ 2, n-tu baricen-

triqnu podelu definixemo induktivno K(n) := (K(n−1))′.

Definicija 2.10. Spoj simplicijalnih kompleksa K i L je simplicijalni kom-

pleks K ∗ L, koji kao skup temena ima V (K) ] V (L), a definisan je kao

K ∗ L := {σ ] τ : σ ∈ K, τ ∈ L}.

U definiciji ne zahtevamo da kompleksi K i L budu definisani na me�usobno

disjunktnim skupovima temena (npr. dozvo	eno je da bude L = K), ali to vextaqki

posti�emo time xto name�emo da skup temena spoja bude V (K) ] V (L). Primetimo

da je spoj dva kompleksa tako�e kompleks, tj. definicija je dobra.

Mo�emo primetiti da je konstrucija spoja dva kompleksa asocijativna, u smislu

da je (K ∗L) ∗M ∼= K ∗ (L ∗M)1. Ovo nam omogu�ava da posmatramo n-tostruki spoj

simplicijalnog kompleksa K, za n ∈ N, koji �emo oznaqavati sa K∗n. Ovaj kompleks
kao skup temena ima skup V (K) ] · · · ] V (K) = (V (K)× {1}) t · · · t (V (K)× {n}).

1Asocijativnost je u kontekstu napomene 2.8.
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Primer 2.11. Neka su n,m ∈ N0. Tada je ∆n ∗ ∆m
∼= ∆n+m+1. Na primer, va�i

∆∗n+1
0

∼= ∆n.

Definicija 2.12. Neka je K simplicijalni kompleks i n ∈ N. Simplicijalni
kompleks

K∗n∆ := {σ1 ] · · · ] σn : σi ∈ K, σi ∩ σj = ∅ za i 6= j} ⊆ K∗n

zove se n-tostruki izbrisani spoj kompleksa K.

Stav 2.13. Neka su n,m ∈ N i neka su K1, . . . , Km simplicijalni kompleksi. Tada

va�i

(K1 ∗ · · · ∗Km)∗n∆
∼= (K1)∗n∆ ∗ · · · ∗ (Km)∗n∆ .

Dokaz. Zbog asocijativnosti spoja, dovo	no je pokazati tvr�e�e u sluqaju m = 2.

Tada preslikava�e izme�u temena mo�emo zadati sa

(
(v, i), k

)
7−→

(
(v, k), i

)
, za i ∈ [2], k ∈ [n] i v ∈ V (Ki).

Indukovano simplicijalno preslikava�e

n⊎
k=1

(σ
(1)
k ] σ

(2)
k ) 7−→

( n⊎
k=1

σ
(1)
k

)
]
( n⊎
k=1

σ
(2)
k

)
,

pri qemu su {σ(i)
k }k∈[n] n me�usobno disjunktnih strana kompleksa Ki, predstav	a

bijekciju izme�u strana kompleksa, te je dokaz zavrxen.

2.2 Geometrijski simplicijalni kompleksi

Definicija 2.14. Neka je n ∈ N0. Skup V ⊆ Rn je afino zavisan ako postoji k ∈ N,
taqke v1, . . . , vk ∈ V i realni brojevi λ1, . . . , λk ∈ R takvi da λi nisu svi jednaki 0 i

va�e jednakosti
k∑
i=1

λi = 0 i
k∑
i=1

λivi = 0.

Skup V ⊆ Rn je afino nezavisan ako nije afino zavisan.
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Primetimo da je numeriqki uslov za afinu zavisnost iz prethodne definicije

ekvivalentan tome da su k − 1 vektora v1 − vk, . . . , vk−1 − vk linearno zavisni. (Jed-
noqlan skup je afino nezavisan, te je neophodni uslov za afinu zavisnost k ≥ 2.)

Dakle, afino nezavisni skup V ⊆ Rn ne mo�e imati vixe od n+1 elemanata. Tako�e,

prazan skup je afino nezavisan.

Definicija 2.15. Neka je n ∈ N0. Geometrijski simpleks σ u prostoru Rn je

konveksni omotaq afino nezavisnog skupa V ⊆ Rn. Taqke skupa V se zovu temena

simpleksa σ, konveksni omotaq bilo kog podskupa skupa temena se zove strana sim-

pleksa σ, dok je dimenzija simpleksa σ definisana kao dim(σ) := |V |−1. Baricentar

simpleksa je taqka bar(σ) := 1
|V |
∑

v∈V v ∈ σ.

Primeri 2.16.

1. Prazan simpleks je konveksni omotaq praznog skupa. Dimenzija praznog sim-

pleksa je -1.

2. Neka je n ∈ N0. Standardni n-simpleks je geometrijski simpleks

∆n := conv{e1, e2, . . . , en+1},

gde je {e1, e2, . . . , en+1} standardna baza euklidskog prostora Rn+1. Dimenzija

standardnog n-simpleksa je n.

Slika 1: Simpleksi dimenzije 0, 1, 2 i 3, redom.

Definicija 2.17. Neka je n ∈ N0.

1. Geometrijski simplicijalni kompleks K u euklidskom prostoru Rn je nepra-

zna familija simpleksa u Rn za koju va�e slede�a dva uslova:
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(a) svaka strana simpleksa σ ∈ K tako�e je u K;

(b) za svaka dva simpleksa σ, τ ∈ K va�i da je �ihov presek σ ∩ τ strana

svakog od �ih.

Dimenzija simplicijalnog kompleksa K je dim(K) := max{dimσ : σ ∈ K}.

2. Poliedar, ili geometrijska realizacija, geometrijskog simplicijalnog kom-

pleksa K je ||K|| :=
⋃
σ∈K σ.

3. Skup temena geometrijskog kompleksa K je unija skupa temena svih �egovih

strana i oznaqava se sa V (K).

Slika 2: Dozvo	eno i nedozvo	eno lep	e�e simpleksa.

Prazan simpleks je tzv. trivijalna strana svakog simpleksa. Primetimo da je

dimenzija geometrijskog kompleksa u prostoru Rn najvixe n.

Konvencija 2.18. Kao i u apstraktnom sluqaju, posmatra�emo isk	uqivo konaqne

netrivijalne geometrijske komplekse, taqnije one za koje skup K sadr�i konaqno

mnogo (ali bar jedan) netrivijalnih simpleksa. Kompleks K je konaqan ako i samo

ako ima konaqno mnogo temena.

Primer 2.19. Neka je σ ⊆ Rn jedan geometrijski simpleks. Skup strana simpleksa

σ qini geometrijski simplicijalni kompleks, qiji je poliedar σ. Radi ilustracije,

poka�imo ovo.

Neka je V skup temena simpleksa σ i neka su F,G ⊆ V bilo koja dva podskupa.

�elimo da poka�emo conv(F )∩conv(G) = conv(F∩G). Inkluzija desne strane u levu

je jasna. Neka je x ∈ conv(F ) ∩ conv(G). Tada x mo�emo predstaviti kao konveksnu

kombinaciju temena na dva naqina∑
v∈F

λvv = x =
∑
u∈G

µuu.
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Oduzima�em leve i desne strane dobijamo da va�i∑
v∈F\G

λvv −
∑
u∈G\F

µuu+
∑

w∈F∩G

(λw − µw)w = 0.

Kako su taqke iz V afino nezavisne, sledi da su svi indeksi u prethodnoj jednakosti

jednaki nuli, pa su koeficijenti λv, za v ∈ F \G, i µu, za u ∈ G \ F , jednaki nuli.
Dakle, x je konveksna kombinacija taqaka skupa F ∩G.

Primer 2.20. Neka je K jedan geometrijski simplicijalni kompleks. Tada va�i

da je

K ′ :=
{

conv{bar(σi) : i ∈ [m]} : m ∈ N0, σi ∈ K i σ1 ( · · · ( σm
}

jedan simplicijalni kompleks za koji va�i ||K ′|| = ||K|| i dim(K ′) = dim(K).

Ovo zaista jeste simplicijalni kompleks, jer za lanac strana σ1 ( · · · ( σm su

taqke {bar(σi)}i∈[m] afino nezavisne, a ako je τ1 ( · · · ( τl drugi lanac strana, onda

je

conv{bar(σi)}i∈[m] ∩ conv{bar(τj)}j∈[l] = conv
(
{bar(σi)}i∈[m] ∩ {bar(τj)}j∈[l]

)
∈ K ′.

Tako�e, za σ ∈ K va�i

σ =
⋃
{conv{bar(σi)}i∈[m] : m ∈ N0, σi ∈ K i σ1 ( · · · ( σm ⊆ σ}

pa va�e tvrd�e o jednakosti geometrijskih realizacija i dimenzija.

Definicija 2.21. Neka su K i L dva simplicijalna kompleksa. Za kompleks L

ka�emo da je potkompleks kompleksa K ako va�i L ⊆ K.

Primer 2.22. Neka je K geometrijski kompleks i neka je n ∈ N0. Tada je

K≤n := {σ ∈ K : dimσ ≤ n}

jedan potkompleks kompleksa K, koji se zove n-skelet.
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Definicija 2.23. Neka je σ jedan geometrijski simpleks. Skup

relint(σ) := {x ∈ σ : x =
∑

v∈V (σ)

λvv, λv > 0 za sve v ∈ V (σ)}

zva�emo relativna unutrax�ost simpleksa σ.

Stav 2.24. Za svaki geometrijski simpleks σ va�i

σ =
⊔

τ⊆σ strana

relint(τ).

Dokaz. Skup temena simpleksa je afino nezavisan, te svaka taqka x ∈ σ mo�e na

jedinstven naqin da se predstavi kao konveksna kombinacija temena. Temena sa pozi-

tivnim koeficijentom odre�uju jedinstvenu stranu qijoj relativnoj unutrax�osti

pripada taqka x. Unija je disjunktna zbog pomenute jedinstvenosti.

Posledica 2.25. Neka je K geometrijski simplicijalni kompleks. Tada va�i

||K|| =
⊔
σ∈K

relint(σ).

Definicija 2.26. Neka je K geometrijski simplicijalni kompleks i x ∈ ||K||.
Jedinstvenu stranu σ ∈ K za koju va�i x ∈ relint(σ) oznaqavamo za supp(x) i zovemo

nosaq taqke x.

Neka je x ∈ ||K|| taqka geometrijske realizacije kompleksa K. Tada je supp(x) =

conv(F ), pri qemu je F ⊆ V (K) takav da va�i x =
∑

v∈F λvv, za neke λv ∈ (0, 1] za

koje va�i
∑

v∈F λv = 1.

Definicija 2.27. Neka su K i L dva geometrijska simplicijalna kompleksa.

1. Preslikava�e f : V (K) −→ V (L) takvo da je f(σ) ∈ L, za sve σ ∈ K zovemo

geometrijski simplicijalno preslikava�e. Takva preslikava�a oznaqavamo

sa f : K −→ L. Ako f jox i indukuje bijekciju izme�u skupova strana, onda ga

zovemo izomorfizam.
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2. Neka je f : K −→ L geometrijski simplicijalno preslikava�e. Indukovano

preslikava�e ||f || : ||K|| −→ ||L||, koje xa	e po pravilu∑
v∈V (σ)

λvv 7−→
∑

v∈V (σ)

λvf(v), za σ ∈ K,

zove se afino preslikava�e izme�u kompleksa K i L.

3. Neka je n ∈ N. Preslikava�e f : ||K|| −→ Rn zovemo afino ako za sve σ ∈ K
va�i

f(
∑

v∈V (σ)

λvv) =
∑

v∈V (σ)

λvf(v)

kad god su λv ∈ [0, 1] i
∑

v∈F λv = 1

Prethodna definicija afinog preslikava�a ||f || izme�u dva kompleksa je dobra,
jer je preslikava�e f bilo geometrijski simplicijalno i zato xto svaka taqka iz

||K|| ima jedinstvenu konveksnu realizaciju preko temena.

Geometrijski kompleks −→ apstraktni kompleks: svakom geometrijskom sim-

plicijalnom kompleksuK odgovara apstraktni simplicijalni kompleks (V (K), Ka),

gde je

Ka := {F ⊆ V (K) : conv(F ) ∈ K}.

Ovo dode	iva�e je jedinstveno (do na izomorfizam).

Apstraktni kompleks −→ geometrijski kompleks: svakom apstraktnom sim-

plicijalnom kompleksu K mo�e se pridru�iti geometrijski simplicijalni kom-

pleks. Jedan naqin da se to uradi jeste slede�i. Bez uma�e�a opxtosti, pretposta-

vimo da je V (K) = [n], za n ∈ N. Mo�emo mu pridru�iti geometrijski kompleks

Kg :=
{

conv{ei : i ∈ σ} : σ ∈ K
}
⊆ Rn.

Mo�emo primetiti da su ove dve operacije me�usobno inverzne, do na odgo-

varaju�i izomorfizam. Zbog toga �emo ubudu�e poistovetiti pojam apstraktnog i

geometrijskog simplicijalnog kompleksa, kada god to ne bude dovodilo do zabune.

Na primer, mo�emo govoriti o geometrijskoj realizaciji apstraktnog simplici-

jalnog kompleksa. Ovakav naqin me�usobnog pridru�iva�a opravdava zajedniqku

notaciju za n-simpleks (primer 2.3 i primer 2.16), notaciju za n-skelet (primer 2.6

i primer 2.22) kao i notaciju za baricentriqnu podelu (primer 2.9 i primer 2.20).
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Primetimo da afino preslikava�e izme�u kompleksa odre�uje jedinstveno geome-

trijski simplicijalno preslikava�e, i obrnuto. Zbog toga, nada	e ne�emo praviti

razliku izme�u ove dve vrste preslikava�a.

Topologija kompleksa K je topologija geometrijske realizacije ||K|| nasle�ena
iz euklidskog prostora i ne zavisi od realizacije. Dakle, pored afinih preslika-

va�a, mo�emo govoriti i o neprekidnim preslikava�ima f : K −→ Rd.

Oznake. Strane simplicijalnog kompleksa �emo oznaqavati sa σ ∈ K, a temena sa

v ∈ K, umesto {v} ∈ K. Taqke geometrijske realizacije kompleksa oznaqava�emo

sa x ∈ ||K|| kada budemo �eleli da ih razlikujemo od temena. U sluqaju kada nema

zabune, za taqke realizacije �emo pisati x ∈ σ, za stranu σ ∈ K.

Neka su K,L dva simplicijalna kompleksa. Bez uma�e�a opxtosti, neka va�i

V (K) = [n] i V (L) = [m] \ [n], za neke m,n ∈ N za koje je m > n. Tako�e, mo�emo

pretpostaviti da je V (K ∗ L) = [m] i da je

K ∗ L = {F ⊆ [m] : F ∩ [n] ∈ K i F \ [n] ∈ L}.

Neka je {e1, . . . , em} standardna baza euklidskog prostora Rm. Geometrijske reali-

zacije mo�emo videti kao

||K|| = {conv{ei}i∈σ : σ ∈ K}, ||L|| = {conv{ej}j∈τ : τ ∈ L}

i

||K ∗ L|| ={conv({ei}i∈σ ∪ {ej}j∈τ ) : σ ∈ K, τ ∈ L}

={tx+ (1− t)y : x ∈ ||K||, y ∈ ||L||, t ∈ [0, 1]}.
(1)

Sliqno, ako je u pita�u spoj vixe kompleksa, K1 ∗ · · · ∗Kn, taqke (geometrijske

realizacije tog kompleksa) mo�emo oznaqavati sa x = λ1x1 + · · ·+ λnxn, za xi ∈ Ki,

λi ∈ [0, 1] i
∑n

i=1 λi = 1. Primetimo da ako je λi = 0, onda u zapisu taqke x mo�e

stajati bilo koja taqka xi ∈ Ki.

Lema 2.28. Neka je n ∈ N, neka su Ki simplicijalni kompleksi, za 1 ≤ i ≤ n, i
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neka je x = λ1x1 + · · ·+ λnxn ∈ K1 ∗ · · · ∗Kn. Tada je supp(x) = σ1 ∗ · · · ∗ σn, gde je

σi :=

supp(xi) ∈ Ki, λi 6= 0,

∅, λi = 0.

Dokaz. Taqka xi ∈ ||Ki|| ima konveksnu reprezentaciju preko temena

xi =
∑

v∈V (supp(xi))

µvv, gde su µv > 0.

Tada je

x =
n∑
i=1

∑
v∈V (supp(xi))

λiµvv.

Dakle, teme v ∈ supp(xi) je tako�e teme strane supp(x) ako i samo ako je λi > 0.

Navedimo sada geometrijsku verziju definicije spoja dva prostora, koja daje

mo�da bo	u intuiciju.

Definicija 2.29. Neka su X i Y topoloxki prostori. Prostor X ∗Y := X ×Y ×
[0, 1]/ ∼, gde je ∼ relacija ekvivalencija zadata sa

(x, y, 0) ∼ (x′, y, 0), za x, x′ ∈ X, y′ ∈ Y, i (x, y, 1) ∼ (x, y′, 1), za x ∈ X, y, y′ ∈ Y,

sa topologijom koliqniqkog prostora, zovemo spoj prostora X i Y .

Teorema 2.1. Neka su K,L dva simplicijalna kompleksa. Tada postoji homeomor-

fizam

||K|| ∗ ||L|| ≈ ||K ∗ L||

takav da se za sve σ ∈ K i τ ∈ L on restrikuje na

||σ|| ∗ ||τ || ≈ ||σ ∗ τ ||.

Dokaz. Koristi�emo oznake iz (1). Definiximo preslikava�e

f : ||K|| × ||L|| × [0, 1] −→ ||K ∗ L||

(x, y, t) 7−→ tx+ (1− t)y
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Preslikava�e je dobro definisano zbog (1), neprekidno je i surjektivno. Poxto

je domen kompaktan, a kodomen Hauzdorfov, ono je i zatvoreno. Primetimo da je

f(x, y, t) = f(x′, y′, t′) ekvivalentno sa tim da je ili t = 0 = t′ i y = y′, ili t = 1 = t′

i x = x′ ili 0 < t = t′ < 1, x = x′ i y = y′. Dakle, postoji indukovano neprekidno

preslikava�e

f : ||K|| ∗ ||L|| −→ ||K ∗ L||

koje je bijekcija. Tako�e, f je zatvoreno jer je f zatvoreno, pa je f homeomorfizam.

Deo tvr�e�a teoreme vezan za restrikciju sledi iz konstrukcije preslikava�a f .

Navedimo sada definiciju proizvoda i izbrisanog proizvoda kompleksa. Ona

nam ne�e biti od krucijalne va�nosti, tako da ne�emo ulaziti u deta	e.

Definicija 2.30. Neka je K simplicijalni kompleks.

1. Dvostruki proizvod kompleksa K je skup

K×2 := ||K|| × ||K||.

2. Izbrisani dvostruki proizvod kompleksa K je

K×2
∆ := {(x1, x2) ∈ K×2 : supp(x1) ∩ supp(x2) = ∅}.

Pojmovi upravo definisani su �elijski kompleksi. Za vixe deta	a o �ima, pogle-

dati [17].

2.3 Dejstvo grupe

U ovom poglav	u �emo navesti bitne primere prostora koji dopuxtaju dejstva

grupa. Primere �emo koristiti kroz ostatak teze.

Definicija 2.31. Neka je X topoloxki prostor i G grupa.

1. Levo dejstvo, ili samo dejstvo, grupe G na prostor X je homomorfizam grupa

ϕ : G −→ Homeo(X),
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gde je Homeo(X) grupa homeomorfizama prostora X u odnosu na kompoziciju.

Topoloxki prostor zajedno sa dejstvom grupe G zovemo G-prostor. Umesto

ϕ(g)(x) pisa�emo samo g · x.

2. Neka su X, Y dva G-prostora. Neprekidno preslikava�e f : X −→ Y zovemo

G-ekvivarijantno, ili samo ekvivarijantno, ako va�i f(g · x) = g · f(x) za sve

x ∈ X i g ∈ G. Ekvivarijantna preslikava�a oznaqavamo sa f : X −→G Y .

3. Neka je X jedan G-prostor. Dejstvo je slobodno ako za sve x ∈ X i g ∈ G

jednakost g · x = x implicira da je g = e neutral.

Definicija 2.32. Neka je K simplicijalni kompleks i G grupa.

1. Levo dejstvo, ili samo dejstvo, grupe G na kompleks K je homomorfizam grupa

ϕ : G −→ Iso(K),

gde je Iso(K) grupa izomorfizama kompleksa K u odnosu na kompoziciju. Kom-

pleks zajedno sa dejstvom grupe G zovemo G-kompleks.

2. Neka su K,L dva G-kompleksa. Simplicijalno preslikava�e f : K −→ L

zovemo G-ekvivarijantno, ili samo ekvivarijantno, ako je f(g ·σ) = g · f(σ) za

sve σ ∈ K i g ∈ G. Ekvivarijantna preslikava�a oznaqavamo sa f : K −→G L.

Dejstvo neke grupe na kompleks K je tako�e topoloxko dejstvo, jer Iso(K) ⊆
Homeo(||K||), pri qemu je simplicijalno preslikava�e iz Iso(K) poistove�eno sa

indukovanim afinim preslikava�em iz Homeo(||K||).

Primer 2.33. Neka je d ∈ N i Sd−1 ⊆ Rd sfera. Tada je Sd−1 jedan Z/2-prostor sa

antipodalnim dejstvom ε · x = −x, gde je Z/2 = 〈ε〉. Ovo dejstvo je slobodno.

Primer 2.34. Neka je X topoloxki prostor i r ∈ N. Proizvod Xr je jedan Sr

prostor sa dejstvom

π · (x1, . . . , xr) := (xπ−1(1), . . . , xπ−1(r)), π ∈ Sr, xi ∈ X.
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Drugim reqima, permutacija π dejstvuje na (x1, . . . , xr) tako xto element na i-toj

kordinati premesti na π(i)-tu koordinatu. To znaqi da je na i-tu koordinatu doxao

element sa π−1(i)-te koordinate.

Ovo je zaista jedan homeomorfizam, zato proverimo da se kompozicija sla�e na

odgovaraju�i naqin. Neka su π, σ ∈ Sr i neka je x = (x1, . . . , xr) ∈ Xr. Oznaqimo sa

yi := xπ−1(i), tj. y := π · x. Va�i

σ · (π · x) = σ · y = (yσ−1(i))
r
i=1 = (xπ−1(σ−1(i)))

r
i=1 = (x(σ◦π)−1(i))

r
i=1 = (σ ◦ π) · x,

te ovo zaista jeste levo dejstvo.

Primeri 2.35.

1. Neka je r ∈ N. Tada euklidski prostor Rr dopuxta dejstvo simetriqne grupe

Sr, koje deluje po pravilu

π · (x1, . . . , xr) := (xπ−1(1), . . . , xπ−1(r)), π ∈ Sr, (x1, . . . , xr) ∈ Rr.

Fiksne taqke dejstva qine dijagonalu

D1 := {(x, . . . , x) ∈ Rr : x ∈ R}.

Ovo dejstvo se restrikuje na

Wr := {(x1, . . . , xr) ∈ Rr : x1 + · · ·+ xr = 0} = D⊥1 ,

xto je vektorski potprostor dimenzije r − 1.

2. Za r ∈ N definixemo S(Wr) := {(x1, . . . , xr) ∈ Wr : x2
1 + · · · + x2

r = 1}. Ovo je
primer Sr-dejstva na (r − 2)-sferi, pri qemu je dejstvo nasle�eno od Wr.

3. Neka su r,m ∈ N. Tada euklidski prostor (Rm)⊕r dopuxta dejstvo simetriqne

grupe Sr, koje deluje po pravilu

π · (z1, . . . , zr) := (zπ−1(1), . . . , zπ−1(r)), π ∈ Sr, zi ∈ Rm.

Fiksne taqke dejstva qine dijagonalu

Dm := {(z1, . . . , zr) ∈ (Rm)⊕r : z1 = · · · = zr ∈ Rm}.

Indeks u oznaci dijagonale sugerixe dimenziju r vektora koje permutujemo.
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Primetimo da na skupu (Rr)m tako�e postoji Sr-dejstvo zadato bijekcijom

(Rr)m → (Rm)⊕r, (xi,1, . . . , xi,r)i∈[m] 7→ (x1,j, . . . , xm,j)j∈[r].

U nekim prilikama ne�emo praviti razliku izme�u ova dva euklidska Sr-

prostora (npr. lema 2.37), te �emo dijagonalu Dm ⊆ (Rm)⊕r videti kao potpro-

stor od (Rr)m. Ovo radimo da bismo olakxali zapis.

Primer 2.36.

1. Ako su K i L dva Sr-kompleksa, onda je i K ∗ L jedan Sr-kompleks, pri qemu

je podrazumevano dejstvo koordinatno.

2. Neka je K simplicijalni kompleks i r ∈ N. Tada su K∗r i K∗r∆ primeri Sr-

kompleksa za dejstvom

π · (σ1 ∗ · · · ∗ σr) := σπ−1(1) ∗ · · · ∗ σπ−1(r), π ∈ Sr, σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ K∗r (ili K∗r∆ ).

Ovo dejstvo posmatrano kao topoloxko ima oblik

π · (λ1x1 + · · ·+ λrxr) := λπ−1(1)xπ−1(1) + · · ·+ λπ−1(r)xπ−1(r),

za π ∈ Sr, λ1x1 + · · ·+ λrxr ∈ K∗r (ili K∗r∆ ).

Lema 2.37. Neka je r ≥ 2 prirodan broj, K,L dva simplicijalna Sr-kompleksa i

f : K −→Sr Rr i g : L −→Sr Rr

dva neprekidna ekvivarijatna preslikava�a. Tada za neprekidno preslikava�e

f ∗ g : K ∗ L→Sr (Rr)2, tx+ (1− t)y 7→ (tf(x), (1− t)g(y))

va�i (f ∗ g)−1(D2) = f−1(D1) ∗ g−1(D1), pri qemu je D2 ⊆ (R2)⊕r ∼=Sr (Rr)2.

Dokaz. Preslikava�e f ∗g je dobro definisano, neprekidno i ekvivarijantno. Kako
je tf(x) ∈ D1 ako i samo je t = 0 ili x ∈ f−1(D1), to je

(f ∗ g)−1(D2) = {tx+ (1− t)y : tf(x) ∈ D1, (1− t)g(x) ∈ D1} = f−1(D1) ∗ g−1(D1).
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Navedimo sada bitnu teoremu iz ekvivarijantne topologije, koju ostav	amo

bez dokaza. Ona predstav	a jednu od prvih teorema ekvivarijantne topologije, koja

pokazuje nepostoja�e ekvivarijantnih preslikava�a.

Teorema 2.2 (Borsuk-Ulam, [17]). Neka su Sn i Sm sfere sa slobodnim Z/2-dejstvima.
Tada, neprekidno Z/2-ekvivarijantno preslikava�e

f : Sm −→Z/2 S
n

postoji ako i samo ako je m ≤ n.
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3 Teoreme Tverbergovog tipa

U ovoj glavi, koja je u velikoj meri opisnog karaktera, navex�emo bitna tvr�e�a

vezana za Tverbergovu teoremu, uz kratki istorijski osvrt. Za vixe deta	a, videti

[11, 17, 33].

3.1 Radonova teorema

Radon [21] je 1921. godine dokazao slede�u teoremu, koja je inspirisala 	ude za

da	a uopxte�a, kao xto �emo videti u ostatku ovog teksta.

Teorema 3.1 (Radon). Neka je d ∈ N i X ⊆ Rd skup od (bar) d+ 2 elemenata. Tada

postoje disjunktni podskupovi P,N ⊆ X za koje va�i

conv(P ) ∩ conv(N) 6= ∅.

Dokaz. Neka je X = {x1, . . . , xd+2} ⊆ Rd. Taj skup je afino zavisan, pa postoje

λ1, . . . , λd+2 ∈ R koji nisu svi nula, a za koje va�i

d+2∑
i=1

λixi = 0 i
d+2∑
i=1

λi = 0.

Skupovi P := {xi : λi > 0} i N := {xi : λi < 0} jesu neprazni. Neka je λ :=∑
i:xi∈P λi =

∑
j:xj∈N −λj 6= 0. Tada je

x :=
∑
i:xi∈P

λi
λ
xi =

∑
j:xj∈N

−λj
λ
xj ∈ conv(P ) ∩ conv(N)

tra�ena taqka.

Postoji reformulacija Radonove teoreme preko afinog preslikava�a, koja je

korisna za da	e uopxtava�e teorema Tverbergovog tipa.

Teorema 3.2 (Radon, afina verzija). Neka je d ∈ N i f : ∆d+1 −→ Rd afino

preslikava�e. Tada postoje disjunktne strane σ1 i σ2 simpleksa ∆d+1 ⊆ Rd+2 sa

svojstvom

f(σ1) ∩ f(σ2) 6= ∅.
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Slika 3: Sluqaj d = 2.

Ovakva formulacija otvara prostor za pita�e: Da li teorema va�i ako pret-

postavimo da je f neprekidno preslikava�e? Odgovor su dali Bajmoqi i Bara�i

[3], koriste�i Borsuk-Ulamovu teoremu (teorema 2.2).

Teorema 3.3 (Radon, neprekidna verzija). Neka je d ∈ N i f : ∆d+1 −→ Rd nepre-

kidno preslikava�e. Tada postoje disjunktne strane σ1 i σ2 simpleksa ∆d+1 ⊆ Rd+2

sa svojstvom

f(σ1) ∩ f(σ2) 6= ∅.

Dokaz. Neka je ∆d+1 = conv{e1, . . . , ed+2} ⊆ Rd+2 i neka je X := (∆d+1)×2
∆ sa Z/2-

dejstvom koje permutuje koordinate. Pretpostavimo da tvr�e�e teoreme nije taqno.

Onda postoji neprekidno preslikava�e f : ∆d+1 −→ Rd za koje je f(x1) 6= f(x2) za

sve (x1, x2) ∈ X. Ovo implicira da je

g : X −→Z/2 S
d−1

(x1, x2) 7−→ f(x1)− f(x2)

||f(x1)− f(x2)||

neprekidno ekvivarijantno preslikava�e. Sa druge strane, neka je

h : S(Wd+2) −→Z/2 X

(a1, . . . , ad+2) 7−→ (
∑
i:ai>0

ai
A
ei,
∑
j:aj<0

−aj
A

ej), za A :=
∑
i:ai>0

ai.

Ovo preslikava�e je neprekidno i ekvivarijantno. Kontradikcija sledi iz Borsuk-
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Ulamove teoreme zbog kompozicije

g ◦ h : S(Wd+2) −→Z/2 S
d−1.

Slika 4: Topoloxka verzija Radonove teoreme, sluqaj d = 2.

Slede�e pita�e koje mo�emo da postavimo je: Da li pod odre�enim uslovima

mo�emo znati nexto vezano za dimenzije simpleksa qije se slike pri f seku?

Ispostav	a se da ako smo spremni da dodamo jedno teme na simpleks, pod odre�enim

uslovima mo�emo nexto saznati. Odgovor su naxli Van Kampen [26] i Flores [12].

Teorema 3.4 (Van Kampen { Flores). Neka je d ∈ N paran broj i f : ∆d+2 −→ Rd

neprekidno preslikava�e. Tada postoje disjunktne strane σ1, σ2 ∈ ∆d+2 koje su

dimenzije najvixe d
2
sa svojstvom

f(σ1) ∩ f(σ2) 6= ∅.

Dokaz. Neka je g : ∆d+2 −→ Rd+1 neprekidno preslikava�e zadato preko

g(x) := (f(x), dist(x, (∆d+2)≤d/2), x ∈ ||∆d+2||,

pri qemu je dist funkcija rastoja�a. Primetimo da ako je dist(x, (∆d+2)≤d/2) = 0,

onda va�i supp(x) ∈ (∆d+2)≤d/2.

Primenom topoloxke verzije Radonove teoreme sledi da postoje taqke x1, x2 ∈
||∆d+2|| za koje je supp(x1) ∩ supp(x2) = ∅ i va�i g(x1) = g(x2). Specijalno, va�i

21



f(x1) = f(x2). Poxto su supp(x1) i supp(x2) disjunktne strane kompleksa od d + 3

temena, sledi da bar jedna, recimo supp(x1), ima ne vixe od d
2

+1 od temena, odnosno

pripada potkompleksu (∆d+2)≤d/2. Dakle

0 = dist(x1, (∆d+2)≤d/2) = dist(x2, (∆d+2)≤d/2),

pa i druga strana pripada potkompleksu (∆d+2)≤d/2.

Dokaz ove teoreme je primer metoda ograniqe�a [8], o kojoj �e vixe reqi biti u

glavi 4.

3.2 Tverbergova teorema

Slede�i nivo generalizacije Radonove teoreme je tzv. r-tostruka generaliza-

cija koju je dokazao Tverberg [25] 1966. godine. Hipotezu o r-tostrukom uopxte�u

je postavio Birq [7] 1959. godine, koji je dokazao specijalan sluqaj d = 2. Od 1966.

godine je smix	eno nekoliko dokaza Tverbergove teoreme, ali nam sami dokazi ne�e

biti od krucijalnog znaqaja za da	i rad.

Teorema 3.5 (Tverberg). Neka su d ≥ 1 i r ≥ 2 prirodni brojevi, N := (d+ 1)(r−1)

i neka je f : ∆N −→ Rd afino preslikava�e. Tada postoji r me�usobno disjunktnih

strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅. (2)

Bilo koju kolekciju r me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N za

koje va�i svojstvo (2) zovemo Tverberg-particija, ili Tverberg-r-particija, pre-

slikava�a f , a taqke x1 ∈ σ1, . . . , xr ∈ σr za koje va�i f(x1) = · · · = f(xr) zovemo

Tverberg-taqke.

Primer 3.1. Broj N = N(d, r) u iskazu teoreme je najma�i mogu�, tj. iskaz teoreme

je optimalan. Zaista, neka je ∆N−1 = conv{e1, . . . , eN} ⊆ RN i neka je (u0, u1, . . . , ud) =

(0, e1, . . . , ed) (d + 1)-torka koja qini afino nezavisan skup. Definiximo afino

preslikava�e h : ∆N−1 −→ Rd koje xa	e po pravilu

ei 7−→ ub(i−1)/(r−1)c.
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Pretpostavimo da postoje disjunktne strane {σi}i∈[r] takve da je
⋂
i∈[r] h(σi) 6= ∅.

Kako je h afino, a {ui}i∈[d]0 afino nezavisan skup, to je⋂
i∈[r]

h(σi) = conv
( ⋂
i∈[r]

h
(
V (σi)

))
= conv(∅) = ∅

jer je za svako teme ui simpleksa conv{u0, . . . , ud} kardinalost inverzne slike

|h−1(u0)| = · · · = |h−1(ud)| = r − 1,

a skupovi V (σ1), . . . , V (σr) su disjunktni.

Kao i u sluqaju Radonove teoreme, postav	a se pita�e: da li teorema i da	e

va�i ako se pretpostavi da je f neprekidno, umesto afino, preslikava�e?

Hipoteza 3.2 (Tverbergova hipoteza, topoloxka verzija). Neka su d ≥ 1 i r ≥ 2

prirodni brojevi, N := (d+1)(r−1) i neka je f : ∆N −→ Rd neprekidno preslikava�e.

Tada postoji r me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅. (3)

Sluqaj r = 2 ove hipoteze je topoloxka verzija Radonove teoreme (teorema 3.3),

dok sluqaj d = 1 sledi iz narednog primera.

Primer 3.3 (Tverberg, topoloxka verzija, d = 1). Neka je r ≥ 2 prirodan broj i

neka je f : ∆2r−2 −→ R neprekidno preslikava�e. Tada postoji r me�usobno dis-

junktnih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆2r−2 sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅. (4)

Zaista, neka je ∆2r−2 = conv{e1, . . . , e2r−1}. Postoji permutacija π ∈ S2r−1 za koju

va�i

f(eπ(1)) ≤ · · · ≤ f(eπ(2r−1)).

Tada slede�ih r strana qine Tverbergovu particiju

σ1 := [eπ(1), eπ(2r−1)], σ2 := [eπ(2), eπ(2r−2)], . . . , σr−1 := [eπ(r−1), eπ(r+1)], σr := {eπ(r)}.
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3.2.1 Ekvivarijantna topologija

Za d ≥ 1 i r ≥ 2 neka je N := (d + 1)(r − 1). Da	i pokuxaji dava�a odgovora na

Tverbergovu hipotezu polaze od pretpostavke da postoji neprekidno preslikava�e

f : ∆N −→ Rd takvo da za bilo koji odabir me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr

simpleksa ∆N va�i

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) = ∅. (5)

Pokuxa�emo da pretoqimo ovu osobinu kontraprimera f tako xto �emo da parame-

trizujemo sve r-torke me�usobno disjunktnih strana simpleksa ∆N .

Ovo je primer tzv. ,,konfiguracioni prostor { test preslikava�e"metoda. Za

vixe deta	a, videti [1, 31, 33].

Pretpostavimo da �elimo da reximo problem iz diskretne geometrije, koji

uk	uquje postoja�e odre�enog rasporeda taqaka (ili drugih geometrijskih objekata)

sa nekim svojstvom. �e	enu konfiguraciju nazivamo rexe�em posmatranog proble-

ma. U ci	u dokaziva�a postoja�a rexe�a, pratimo slede�a uputstva.

1. Odaberemo topoloxki prostor X, koji zovemo konfiguracioni prostor, qiji

elementi predstav	aju konkurente za rexe�a problema.

2. Odaberemo test preslikava�e F : X −→ Y , koje zovemo test preslikava�e, u

pa�	ivo odabran prostor Y , koji zovemo test prostor, tako da unutar �ega

postoji potpostor Z ⊆ Y . Pomo�u preslikava�a F bi trebalo da mo�emo da

proverimo da li je element x ∈ X rexe�e: x ∈ X je rexe�e ako i samo ako je

F (x) ∈ Z.

3. Pod pretpostavkom da rexe�e ne postoji, mo�emo restrikovati domen presli-

kava�a F

F : X −→ Y \ Z.

4. Sve prethodne odabire pravimo pod dodatnim uslovom, a to je da svi prosto-

ri X, Y, Y \ Z dopuxtaju dejstvo neke grupe G, a da je preslikava�e F G-

ekvivarijantno.

5. Ci	 je, za konstruisanu ,,konfiguracioni prostor { test preslikava�e"shemu,

dokazati da ekvivarijantno preslikava�e

F : X −→G Y \ Z

ne postoji. Ovo se najqex�e radi metodima ekvivarijantne topologije.
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Pri pokuxaju dava�a nekakvog odgovora na topoloxku Tverbergovu hipotezu,

posmatrajmo problem zadat sa (5). Konfiguracioni prostor koji �emo posmatrati

je

(∆N)∗r∆ = {λ1x1 + · · ·+ λrxr ∈ σ1 ∗ · · · ∗ σr : σi ∈ ∆N , σi ∩ σj = ∅ za i 6= j}.

Ovaj prostor dopuxta dejstvo simetriqne grupe Sr, koja deluje po pravilu

π · (λ1x1 + · · ·+ λrxr) = λπ−1(1)xπ−1(1) + · · ·+ λπ−1(r)xπ−1(r),

za π ∈ Sr, λ1x1 + · · ·+ λrxr ∈ (∆N)∗r∆ .

Definicija 3.4. Neka su d ≥ 1 i r ≥ 2 prirodni brojevi, a f : ∆N −→ Rd

neprekidno preslikava�e. Indukovano preslikava�e

Jf : (∆N)∗r∆ −→ (Rd+1)⊕r, λ1x1 + · · ·+ λrxr 7−→ (λ1, λ1f(x1))⊕ · · · ⊕ (λr, λrf(xr))

zovemo spoj-preslikava�e.

Primetimo da je Jf dobro definisano, jer za λi = 0 slika ne zavisi od odabira

taqke xi. Tako�e je neprekidno, jer je f neprekidno. Na primer, temena kompleksa

(∆N)∗r∆ xa	e po pravilu

0 · v1 + · · ·+ 1 · vi + · · ·+ 0 · vr 7−→ (0, 0)⊕ · · · ⊕ (1, f(vi))⊕ · · · ⊕ (0, 0).

Kodomen (Rd+1)⊕r dopuxta dejstvo grupe Sr

π · (z1, . . . , zr) = (zπ−1(1), . . . , zπ−1(r)).

Ovo je test prostor koji �emo posmatrati. Preslikava�e Jf je Sr-ekvivivarijantno:

λ1x1 + · · ·+ λrxr
⊕r

i=1(λi, λif(xi))

λπ−1(1)xπ−1(1) + · · ·+ λπ−1(r)xπ−1(r)

⊕r
i=1(λπ−1(i), λπ−1(i)f(xπ−1(i)))

Jf

π· π·

Jf

i ono �e nam biti test preslikava�e. Neka je

Dd+1 := {(z1, . . . , zr) ∈ (Rd+1)⊕r : z1 = · · · = zr}
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tzv. tanka dijagonala2. Primetimo:

f je rexe�e problema (5) ako i samo ako im(Jf ) ∩Dd+1 = ∅.

Zaista, ako σ1, . . . , σr qine Tverberg particiju i xi ∈ σi su takve da je f(x1) = · · · =
f(xr), onda je taqka

x :=
1

r
x1 + · · ·+ 1

r
xr ∈ σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ (∆N)∗r∆

takva da je Jf (x) ∈ Dd+1. Obrnuto, ako je

x := λ1x1 + · · ·+ λrxr ∈ σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ (∆N)∗r∆

taqka sa svojstvom da je Jf (x) ∈ Dd+1, onda obavezno va�i λ1 = · · · = λr = 1
r
(te

σi 6= ∅) i σ1, . . . , σr qine Tverberg-particiju.

Dakle, odabrali smo konfiguracioni prostor { test preslikava�e shemu, te

mo�emo zak	uqiti da va�i slede�e.

Tvr�e�e 3.5. Neka su d ≥ 1 i r ≥ 2 prirodni brojevi i N := (d + 1)(r − 1). Ako

postoji kontraprimer za Tverbergovu topoloxku hipotezu, onda postoji ekviva-

rijantno preslikava�e

(∆N)∗r∆ −→Sr (Rd+1)⊕r \Dd+1.

3.2.2 Topoloxka Tverbergova teorema

Bara�i, Xlosman i Siq, su 1981. godine potvrdili taqnost topoloxke verzije

Tverbergove teoreme (hipoteza 3.2) u sluqaju kada je r prost broj [6]. Ozajdin je 1987.

proxirio tvr�e�e na sluqajeve kada je r stepen prostog broja [20].

Teorema 3.6 ([20]). Neka je d ≥ 1 prirodan broj, r stepen prostog broja i N :=

(d+ 1)(r − 1). Tada ne postoji ekvivarijantno preslikava�e

(∆N)∗r∆ −→Sr (Rd+1)⊕r \D.

Ovo za posledicu ima slede�u teoremu.

2Broj d+1 u indeksu oznaqava dimenziju euklidskog prostora kojem vektori z1, . . . , zr pripadaju.
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Teorema 3.7 (Tverberg, topoloxka verzija za r stepen prostog). Neka je d ≥ 1

prirodan broj, r stepen prostog broja, N := (d + 1)(r − 1) i neka je f : ∆N −→ Rd

neprekidno preslikava�e. Tada postoji r me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr

simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅. (6)

Postav	a se pita�e: da li je topoloxka verzija Tverbergove hipoteze taqna

kada r nije stepen prostog broja, ili postoji kontraprimer?

3.3 Varijacije Tverbergove teoreme

U ovom ode	ku �emo predstaviti neke poznate verzije topoloxke Tverbergove

teoreme, kao xto su uopxtena verzija Van Kampen { Flores, obojena verzija Van

kampen - Flores, slaba obojena verzija, verzije Vre�ice i �iva	evi�a tipa A i

tipa B, teoremu o Tverberg taqkama sa jednakim baricentriqnim koordinatama kao

i Bara�i{Larman hipoteza i optimalna obojena verzija Tverbergove teoreme.

3.3.1 Problem Bara�i{Larman: obojena verzija Tverbergove teoreme

Tokom izuqava�a problema o polov	e�u pravih i ravni, Bara�i, Firedi i

Lovas su 1990. godine uoqili potrebu za obojenom verzijom Tverbergove teoreme [4].

Ovo je otvorilo novo poglav	e u pogledu uopxte�a teorema Tverbergovog tipa -

bilo afine ili topoloxke verzije. Nedugo nakon toga, Bara�i i Larman su 1992.

godine formulisali problem obojene verzije Tverbergove teoreme.

Neka su N, l ∈ N. Boje�e skupa temena V (∆N) simpleksa pomo�u l boja je parti-

cija (C1, . . . , Cl) skupa V (∆N). Elemente te particije nazivamo klase boja. Strana σ

simpleksa ∆N je dugina strana ako va�i |σ ∩Ci| ≤ 1, za sve 1 ≤ i ≤ l. Potkompleks

R(C1,...,Cl) := {σ ∈ ∆N : σ je dugina strana} ⊆ ∆N

naziva se dugin potkompleks.

Lema 3.6. Neka su l, N ∈ N i (C1, . . . , Cl) jedno boje�e temena simpleksa ∆N pomo�u
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l boja. Tada va�i

R(C1,...,Cl)
∼= C1 ∗ · · · ∗ Cl.

Dokaz. Izomorfizam se posti�e simplicijalnim preslikava�em koje duginu stra-

nu σ ∈ R(C1,...,Cl) xa	e u (σ ∩ C1) ∗ · · · ∗ (σ ∩ Cl).

Problem 3.7 (Bara�i{Larman, obojena afina verzija). Neka su d ≥ 1 i r ≥ 2

prirodni brojevi. Odrediti najma�i broj n = n(d, r) takav da za svako afino pre-

slikava�e f : ∆n−1 −→ Rd i svako boje�e (C1, . . . , Cd+1) skupa temena V (∆n−1) pomo�u

d+1 boja takvo da svaka klasa boja sadr�i bar r temena, va�i da postoji r me�usobno

disjunktnih duginih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Ono xto se mo�e odmah re�i je da va�i n(d, r) ≥ (d+ 1)r. Bara�i i Larman su

dokazali da va�i n(1, r) = 2r, n(2, r) = 3r, dok je Lovas pokazao n(d, 2) = 2(d + 1).

Sva tri dokaza se nalaze u [4]. Videti [11]. Tako�e, postavili su slede�u hipotezu.

Hipoteza 3.8 (Bara�i{Larman). Neka su r ≥ 2 i d ≥ 1 prirodni brojevi. Tada je

n(d, r) = (d+ 1)r.

Slika 5: Sluqaj r = 4 i d = 2.

3.3.2 Problem Vre�ica{�iva	evi�

Kao odgovor na radove koji su objavili Bara�i i Larman, Vre�ica i�iva	evi�

su predstavili modifikovanu verziju obojenog Tverbergovog problema u svom radu

[34] iz 1992. godine.
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Problem 3.9. Neka su d,N ≥ 1 i r ≥ 2 prirodni brojevi. Odrediti najma�i broj

t = t(d, r) takav da za svako afino (ili neprekidno) preslikava�e f : ∆N −→ Rd

i svako boje�e (C1, . . . , Cd+1) skupa temena V (∆N) pomo�u d + 1 boja takvo da svaka

klasa boja sadr�i bar t temena, va�i da postoji r me�usobno disjunktnih duginih

strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Na jeziku funkcije t(d, r), Bara�i{Larman hipoteza tvrdi da je t(d, r) = r, za

r ≥ 2 i d ≥ 1. Vre�ica i �iva	evi� su dokazali narednu teoremu u sluqaju kada

je r prost broj [34], a �iva	evi� je proxirio na stepene prostih [32].

Teorema 3.8 (�iva	evi�{Vre�ica, obojena verzija, tip A). Neka je d ≥ 1 prirodan

broj i r stepen prostog broja. Tada za svako neprekidno preslikava�e f : ∆ −→ Rd

i svako boje�e (C1, . . . , Cd+1) skupa temena V (∆) pomo�u d + 1 boja takvo da svaka

klasa boja sadr�i bar 2r − 1 temena, va�i da postoji r me�usobno disjunktnih

duginih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆ sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Na jeziku funkcije t(d, r), prethodna teorema tvrdi da je t(d, r) ≤ 2r − 1 kada

je r stepen prostog broja. U radu [29], Vre�ica i �iva	evi� su dokazali slede�e

tvr�e�e.

Teorema 3.9 (�iva	evi�{Vre�ica, obojena verzija, tip B). Neka su d, k ≥ 1, r

stepen prostog broja takvi da va�i kr ≥ (d+1)(r−1)+1. Tada za svako neprekidno

preslikava�e f : ∆ −→ Rd i svako boje�e (C1, . . . , Ck) skupa temena V (∆) pomo�u

k boja takvo da svaka klasa boja sadr�i bar 2r − 1 temena, va�i da postoji r

me�usobno disjunktnih duginih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆ sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

3.3.3 Teoreme tipa Van Kampen { Flores

Naredna varijacija koju spomi�emo je uopxtena verzija Van kampen { Flores

teoreme. Ovu verziju su dokazali Sarkarija [22] za proste brojeve r i Volovikov [28]
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za stepene prostih. U glavi 4 �emo videti da je ovo tvr�e�e posledica topoloxke

verzije Tverbergove teoreme ([8, 15]).

Teorema 3.10 (Uopxtena verzija Van Kampen { Flores). Neka je r stepen prostog

broja, d ≥ 1 i k ≥ d r−1
r
de prirodni brojevi, N := (d+2)(r−1) i neka je f : ∆N −→ Rd

neprekidno preslikava�e. Tada postoji r me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr

unutar k-skeleta (∆N)≤k simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Teorema 3.11 (Van Kampen { Flores: obojena verzija ). Neka je r stepen prostog

broja, d ≥ 1 i k ≥ d r−1
r
de + 1 prirodni brojevi, N := (d + k + 1)(r − 1) i neka je

f : ∆N −→ Rd neprekidno preslikava�e. Tada za svako boje�e temena simpleksa

∆N u k boja, pri qemu je svakom bojom obojeno najvixe 2r − 1 temena, postoji r

me�usobno disjunktnih duginih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

3.3.4 Tverberg-taqke sa jednakim baricentriqnim koordinatama

Posled�a nadograd�a topoloxke verzije Tverbergove teoreme koju navodimo u

ovoj glavi je topoloxka verzija rezultata koji je objavio Soberon [23, 24], koju su

dobili Blagojevi�, Frik i Cigler [8].

Neka su N, l ≥ 1 prirodni brojevi, (C1, . . . , Cl) boje�e temena simpleksa ∆N

pomo�u l boja. Svaka taqka duginog kompleksa x ∈ R(C1,...,Cl) ima jedinstvenu konvek-

snu reprezentaciju x =
∑l

j=1 λx,jvx,j, za vx,j ∈ Cj. Za dve taqke x =
∑l

j=1 λx,jvx,j i

y =
∑l

j=1 λy,jvy,j duginog kompleksa R(C1,...,Cl) ka�emo da imaju jednake baricentriq-

ne koordinate ako va�i λx,j = λy,j, za sve 1 ≤ j ≤ l.

Teorema 3.12. Neka je d ≥ 1 prirodan broj, r stepen prostog broja i N := (rd +

1)(r − 1). Tada za svako neprekidno preslikava�e f : ∆N −→ Rd i svako boje�e skupa

temena pomo�u (r−1)d+1 boja takvo da svaka klasa boja sadr�i r temena, va�i da

postoji r me�usobno disjunktnih duginih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N i taqke

x1 ∈ σ1, . . . , xr ∈ σr sa jednakim baricentriqnim koordinatama sa svojstvom

f(x1) = · · · = f(xr).
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3.4 Optimalna obojena verzija Tverbergove teoreme

Za kraj ove glave, navodimo tvr�e�e koje daje delimiqan odgovor na hipotezu

Bara�i{Larman (hipoteza 3.8). Rezultate iz ovog poglav	a su dokazali Blagojevi�,

Maqke i Cigler [10].

Teorema 3.13 (Tverberg, optimalna obojena verzija). Neka su d,m ≥ 1 prirodni

brojevi, r prost broj, N ≥ (d + 1)(r − 1) i neka je f : ∆N −→ Rd neprekidno pre-

slikava�e. Tada za svako boje�e temena simpleksa ∆N u m boja, pri qemu je svakom

bojom obojeno najvixe r−1 temena, postoji r me�usobno disjunktnih duginih stra-

na σ1, . . . , σr simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Kao posledicu dobijamo potvrdu Bara�i{Larman hipoteze (hipoteza 3.8) pri

pretpostavci da je r + 1 prost broj.

Posledica 3.10 (Bara�i{Larman za proste - 1 ). Neka su r, d ∈ N takvi da je r+1

prost broj. Tada va�i n(d, r) = (d+ 1)r i t(d, r) = r.

Dokaz. Neka je N := (d+1)r, p := r+1 prost broj, f : ∆N−1 −→ Rd neprekidna funk-

cija i (C1, . . . , Cd+1) boje�e temena simpleksa ∆N−1 pomo�u d + 1 boja, pri qemu je

svakom bojom obojeno r temena. Simpleks ∆N−1 mo�emo videti kao stranu simpleksa

∆N . Neka je (C1, . . . , Cd+2) boje�e temena simpleksa ∆N , pri qemu je dodatno teme

obojeno bojom Cd+2 (ostatak boje�a je nasle�en od strane ∆N−1 i va�i |Cd+2| = 1).

Neka je v ∈ V (∆N) \ V (∆N−1) to dodatno teme i neka je y ∈ Rd proizvo	na taqka.

Preslikava�e g : ∆N −→ Rd definisano sa

g(tv + (1− t)x) := ty + (1− t)f(x), za x ∈ ∆N−1 i t ∈ [0, 1]

jeste neprekidno, te mo�emo primeniti teoremu 3.13 jer je N = (d + 1)(p − 1) i

p je prost broj. Dakle, postoji p me�usobno disjunktnih duginih strana σ1, . . . , σp

simpleksa ∆N takvih da je g(σ1)∩· · ·∩g(σp) 6= ∅. Poxto najvixe jedna od �ih sadr�i
teme v, ostalih p− 1 = r strana qine duginu Tverberg-particiju preslikava�a f .
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4 Tverberg plus ograniqe�a

Teoreme iz poglav	a 3.3, a koje su ostav	ene bez dokaza, na prvi pogled delu-

ju kao nadograd�e topoloxke Tverbergove teoreme (teorema 3.7): ako smo spremni

da pove�amo broj temena simpleksa, onda smo u situaciji da saznamo nexto novo

o Tverberg-particiji. Prvobitno, ve�ina �ih je dokazana metodama ekvivarijantne

algebarske topologije. Postav	a se pita�e: da li su one jaqa tvr�e�a od topoloxke

verzije Tverbergove teoreme?

U svom radu [8] koji nosi naziv ove glave, Blagojevi�, Frik i Cigler su razvili

tzv. metod ograniqe�a, pomo�u kojeg je mogu�e sve teoreme iz poglav	a 3.3 o va-

rijacijama Tverbergove teoreme, videti kao geometrijsko-kombinatornu posledicu

topoloxke Tverbergove teoreme, dakle bez korix�e�a topoloxke maxinerije.

Lema 4.1. Neka su d, c ∈ N, r stepen prostog broja, N ≥ Nc := (r − 1)(d + 1 + c)

prirodan broj, a f : ∆N −→ Rd i g : ∆N −→ Rc neprekidna preslikava�a. Tada

postoji r me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N i taqke xi ∈ σi u
�ima za koje va�i

f(x1) = · · · = f(xr) i g(x1) = · · · = g(xr).

Dokaz. Tvr�e�e sledi iz primene topoloxke Tverbergove teoreme (teorema 3.7) na

neprekidno preliskava�e ∆N −→ Rd+c koje xa	e po pravilu x 7→ (f(x), g(x)).

Prirodan broj c iz postavke prethodne teoreme je broj ograniqe�a koje dodajemo.

Zgodno odabrane funkcije ograniqe�a g �e nam omogu�iti da zak	uqimo nadograd�e

Tverbergove teoreme.

Definicija 4.2 (Tverberg-neizbe�ni kompleksi). Neka su r ≥ 2, d ≥ 1 i N ≥ r−1

prirodni brojevi, a f : ∆N −→ Rd neprekidno preslikava�e sa bar jednom Tverberg-

r-particijom. Tada, za potkompleks Σ ⊆ ∆N ka�emo da je Tverberg-neizbe�an ako

je za svaku Tverberg-particiju {σ1, . . . , σr} preslikava�a f bar jedna strana σj sa-

dr�ana u Σ.

Primetimo da ako je N ′ < N i Σ ⊆ ∆N Tverberg-neizbe�an za f : ∆N → Rd,

onda je Σ ∩∆N ′ Tverberg neizbe�an za f |∆N′
: ∆N ′ → Rd, pod uslovom da f |∆N′

ima

Tverberg-particiju.
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Odgovor na pita�e zaxto su nam Tverberg-neizbe�ni kompleksi od interesa

daje slede�e tvr�e�e. Ono pokazuje da postoji Tverberg-particija takva da se sve

strane nalaze unutar unapred odabranih neizbe�nih potkompleksa, pod uslovom da

simpleks ima dovo	no temena.

Teorema 4.1. Neka je r stepen prostog broja, d ≥ 1 i N ≥ Nc := (r − 1)(d +

1 + c) prirodni brojevi, f : ∆N −→ Rd neprekidno preslikava�e i Σ1, . . . ,Σc ⊆
∆N Tverberg-neizbe�ni kompleksi. Tada postoji r me�usobno disjunktnih strana

σ1, . . . , σr simpleksa ∆N , takvih da su sve sadr�ane u Σ1 ∩ · · · ∩ Σc, sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Dokaz. Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je N = Nc, jer u suprotnom

mo�emo da posmatramo stranu dimenzije Nc.

Za 1 ≤ i ≤ c, neka je gj : ∆N → R neprekidno preslikava�e zadato sa3 gj(x) =

dist(x,Σj). Poxto je Σj ⊆ ∆ zatvoren skup, va�i da je gi(x) = 0 ako i samo ako je x ∈
Σj. Neka je g : ∆N → Rc neprekidno preslikava�e zadato sa x 7→ (g1(x), . . . , gc(x)).

U situaciji smo da primenimo lemu 4.1, te zak	uqujemo da postoje taqke x1, . . . , xr

u me�usobno disjunktnim stranama σ1, . . . , σr za koje va�i

f(x1) = · · · = f(xr), g1(x1) = · · · = g1(xr), . . . , gc(x1) = · · · = gc(xr)

Bez uma�e�a opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je xi ∈ relint(σi), za 1 ≤ i ≤ r.

Neka je 1 ≤ j ≤ c. Kako je Σj Tverberg-neizbe�an, to je bar jedna strana σi unutar

Σj, pa va�i gj(xi) = 0. Me�utim, onda je x1, . . . , xr ∈ Σj, ali kako je Σj potkompleks,

to va�i σ1, . . . , σr ∈ Σj.

Napomena 4.3. Prethodna teorema ostaje taqna kad god Tverbergova teorema va�i

za brojeve r i d+ c, pa taj uslov mo�e zameniti uslov da je r stepen prostog broja.

Slede�e opxte tvr�e�e nam daje okvir za primenu prethodne teoreme.

3Pod dist(x,Σ) se misli na rastoja�e taqke x ∈ ∆N od geometrijske realizacije potkompleksa

Σ ⊆ ∆.
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Lema 4.4. Neka su r,N, d ∈ N, s ∈ N0 i S ⊆ V (∆N) takav da je |S| ≤ (s + 1)r − 1

Tada je potkompleks

ΣS,s := {σ ∈ ∆N : |σ ∩ S| ≤ s} ⊆ ∆N

Tverberg-r-neizbe�an za bilo koje neprekidno preslikava�e f : ∆N → Rd koje ima

bar jednu Tverberg-r-particiju.

Dokaz. Neka je σ1, . . . , σr jedna Tverberg-particija za f . Ako nijedna strana σi ne bi

bila sadr�ana u ΣS,s, onda bi va�ilo

(s+ 1)r − 1 ≥ |S| ≥
r∑
i=1

|S ∩ σi| ≥ (s+ 1)r

xto je kontradikcija.

Posledica 4.5 ([8]). Neka su r ≥ 2 i d ≥ 1. Ako topoloxka verzija Tverbergove

hipoteze va�i za brojeve r i d+ 1, onda va�i i za brojeve r i d.

Dokaz. Neka je N := (r − 1)(d + 1) i f : ∆N −→ Rd neprekidno preslikava�e. Ci	

nam je da doka�emo postoja�e Tverbergove-r-particije za f .

Neka je N1 := (r − 1)((d + 1) + 1) = N + r − 1 i g : ∆N1 −→ Rd proizvo	no

neprekidno produ�e�e od f , tj. takvo da va�i g|∆N
= f .

Iz leme 4.4 prime�ene na S := V (∆N1) \V (∆N), s = 0 i preslikava�e g sledi da

je potkompleks

ΣS,0 = {σ ∈ ∆N1 : σ ∩ S = ∅} = ∆N

Tverberg neizbe�an za g. Dakle, iz teoreme 4.1 prime�ene4 na g i potkompleks

∆N ⊆ ∆N1 zak	uqujemo da postoji Tverberg particija σ1, . . . , σr za g za koju va�i

da su sve strane σi sadr�ane u ∆N . Me�utim, te strane qine tra�enu Tverberg-

particiju za f .

Lema 4.6. Neka su d ≥ 1, r ≥ 2 i N ≥ r − 1 prirodni brojevi. Pretpostavimo da

f : ∆N → Rd ima Tverberg-r-particiju. Ako su k, s ∈ N0 takvi da va�i r(k+1)+s >

N + 1 i 0 ≤ s ≤ r, onda je potkompleks (∆N)≤k−1 ∪ (∆N−(r−s))
≤k ⊆ ∆N Tverberg-

neizbe�an za f .

4Videti napomenu 4.3.
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Dokaz. Neka je σ1, . . . , σr Tverberg-particija za f . Ako nijedna on �ih nije unutar

potkompleksa (∆N)≤k−1, onda va�i |V (σi)| ≥ k + 1, za 1 ≤ i ≤ r. Kako su strane σi

disjunktne, to najvixe r−s �ih mo�e imati teme u skupu V (∆N)\V (∆N−(r−s)), xto

znaqi da ostalih bar s strana ima sva temena u skupu V (∆N−(r−s)). Ako nijedna od

�ih nije ni u potkompleksu (∆N−(r−s))
≤k, to znaqi da va�i |V (σi)| ≥ k + 2, za bar s

indeksa 1 ≤ i ≤ r. Kontradikciju dobijamo iz slede�eg:

r(k + 1) + s > N + 1 ≥
r∑
i=1

|V (σi)| ≥ s(k + 2) + (r − s)(k + 1) = r(k + 1) + s.

U narednim poglav	ima nam je ci	 da iskoristimo lemu 4.4 i teoremu 4.1 kako

bismo izveli teoreme iz poglav	a 3.3 kao posledice topoloxke verzije Tverbergove

teoreme.

4.1 Varijacije Tverbergove teoreme

4.1.1 Obojene verzije Tverbergove teoreme

Navedimo najpre tvr�e�e o obojenoj verziji topoloxke Tverbergove teoreme koje

sledi iz metoda ograniqe�a.

Teorema 4.2 (Van Kampen { Flores: obojena verzija ). Neka je r stepen prostog

broja, d ≥ 1 i k ≥ d r−1
r
de + 1 prirodni brojevi, N ≥ Nk := (d + k + 1)(r − 1) i neka

je f : ∆N −→ Rd neprekidno preslikava�e. Tada za svako boje�e temena simpleksa

∆N u k boja, pri qemu je svakom bojom obojeno najvixe 2r − 1 temena, postoji r

me�usobno disjunktnih duginih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Dokaz. Bez uma�e�a opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je N = Nk. Tako�e, pri-

metimo da je numeriqki uslov za broj k neophodan iz uslova boje�a. Naime, kako je

svakom od boja C1, . . . , Ck obojeno najvixe 2r − 1 temena, to va�i

k(2r − 1) ≥ |C1|+ · · ·+ |Ck| = |V (∆N)| = (d+ k + 1)(r − 1) + 1,

xto je ekvivalentno sa k ≥ d r−1
r
de+ 1.
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Za svaku od k boja, neka je Σi := ΣCi,1. Iz leme 4.4 sledi da su kompleksi Σi Tverberg-

neizbe�ni5 za f . Iz teoreme 4.1 sledi da postoji Tverberg-particija σ1, . . . , σr za f ,

sa svojstvom da je σ1, . . . , σr ∈ Σ1 ∩ · · · ∩ Σk = R(C1,...,Ck).

Primetimo da je tip A obojene verzije Tverbergove teoreme Vre�ice i �iva	e-

vi�a (teorema 3.8) sluqaj prethodne teoreme kada je k = d+ 1, dok je tip B (teorema

3.9) sledi ne me�aju�i oznake. Zaista, u oba iskaza teorema Vre�ice i �iva	evi�a

je tvrd�a iskazana za boje�a sa bar 2r − 1 temena, ali se bez uma�e�a opxtosti

mo�e pretpostaviti da svaka boja ima taqno 2r − 1 temena, te mo�emo primeniti

prethodnu teoremu.

4.1.2 Teoreme tipa Van Kampen { Flores

U ovom poglav	u �emo pokazati Uopxtenu verziju Van Kampen { Flores teoreme

(teorema 3.10), kao i jedno pooxtre�e.

Teorema 4.3. Neka je r stepen prostog broja, d ≥ 1 i k ≥ d r−1
r
de prirodni brojevi,

N := (d + 2)(r − 1) i neka je f : ∆N −→ Rd neprekidno preslikava�e. Tada postoji

r me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr unutar k-skeleta (∆N)≤k sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Dokaz. Bez uma�e�a opxtosti, neka je N = (r − 1)(d + 2). Primenimo lemu 4.4 za

S = V (∆N) i s = k+1. Ovo je mogu�e, jer je uslov leme |S| ≤ (s+1)r−1 ekvivalentan

sa numeriqkim uslovom k ≥ d r−1
r
de iz iskaza trenutne teoreme. Dakle,

ΣS,s = {σ ∈ ∆N : |V (σ)| ≤ k + 1} = (∆N)≤k

je Tverberg neizbe�an potkompleks. Primenom teoreme 4.1 (za c = 1) saznajemo da

postoji Tverberg particija σ1, . . . , σr ∈ (∆N)≤k preslikava�a f .

Teorema 4.4 (Uopxtena verzija Van Kampen { Flores, pooxtre�e 1). Neka je r

stepen prostog broja, d ∈ N, k, s ∈ N0, N ≥ (r − 1)(d + 2) prirodan broj i neka

va�i r(k + 1) + s > N + 1 i 0 ≤ s ≤ r. Tada za svako neprekidno preslikava�e

f : ∆N → Rd postoji r me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr unutar k skeleta

(∆N)≤k sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅
5Preslikava�e f dozvo	ava Tverberg-particiju zbog topoloxke Tverbergove teoreme.
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takvih da indeksa i koji zadovo	avaju dim(σi) = k ima najvixe N−(r−s)+1
k+1

.

Dokaz. Potkompleks (∆N)≤k−1 ∪ (∆N−(r−s))
≤k ⊆ ∆N je Tverberg-neizbe�an, po lemi

4.6. Preslikava�e f ima Tverberg-particiju σ1, . . . , σr zbog topoloxke Tverbergove

teoreme, te po teoremi 4.1 (za c = 1) sledi da sve strane σi pripadaju neizbe�nom

potkompleksu. Dakle, svaka od �ih ima dimenziju najvixe k. Me�utim, one koje

imaju dimenziju taqno k imaju k + 1 teme i nalaze se u potkompleksu (∆N−(r−s))
≤k,

koji ima N − (r − s) + 1 temena, te ih ima najvixe (N − (r − s) + 1)/(k + 1).

U sluqaju s = r pooxtrena verzija 1 se svodi na Uopxtenu Van Kampen { Flores.

4.1.3 Tverberg-taqke sa jednakim baricentriqnim koordinatama

U ovom poglav	u �emo dokazati topoloxku verziju teoreme Tverbergovog tipa sa

jednakim baricentriqnim koordinatama (teorema 3.12). Originalnu, afinu, verziju

je dobio Soberon [23, 24]. Pre formulacije, podsetimo se slede�eg.

Neka su N, l ≥ 1 prirodni brojevi i (C1, . . . , Cl) boje�e temena simpleksa ∆N

pomo�u l boja. Svaka taqka duginog kompleksa x ∈ R(C1,...,Cl) ima jedinstvenu konvek-

snu reprezentaciju x =
∑l

j=1 λx,jvx,j, za vx,j ∈ Cj. Za dve taqke x =
∑l

j=1 λx,jvx,j i

y =
∑l

j=1 λy,jvy,j duginog kompleksa R(C1,...,Cl) kazemo da imaju jednake baricentriqne

koordinate ako va�i λx,j = λy,j, za sve 1 ≤ j ≤ l.

Teorema 4.5. Neka je d ≥ 1 prirodan broj, r stepen prostog broja i N := N(r−1)d =

(r−1)((d+1)+(r−1)d). Tada za svako neprekidno preslikava�e f : ∆N −→ Rd i svako

boje�e skupa temena pomo�u (r − 1)d + 1 boja takvo da svaka klasa boja sadr�i r

temena, va�i da postoji r me�usobno disjunktnih duginih strana σ1, . . . , σr sim-

pleksa ∆N i taqke x1 ∈ σ1, . . . , xr ∈ σr sa jednakim baricentriqnim koordinatama

sa svojstvom

f(x1) = · · · = f(xr).

Dokaz. Nazovimo klase boja C0, . . . , C(r−1)d. Neka je V (∆N) = {v0, . . . , vN}. Za svaku
boju Cj, neka je gj : ∆N → R preslikava�e koje xa	e po pravilu

x =
N∑
i=0

λx,ivi 7→
∑
vi∈Cj

λx,i,

gde je x =
∑N

i=0 λx,ivi jedinstvena konveksna reprezentacija taqke x preko temena

simpleksa ∆N . Preslikava�e gj je afino i jednako je jedan na strani conv(Cj) ⊆ ∆N ,

a nula na temenima V (∆N) \ Cj.

37



Neka je g : ∆N → R(r−1)d preslikava�e x 7→ (g1(x), . . . , g(r−1)d(x)). (Dakle, iz-

ostav	amo preslikava�e g0.) Po lemi 4.1, postoje taqke x1, . . . , xr ∈ ∆N , takve da

su strane σi := relint(xi) 3 xi me�usobno disjunktne, i va�i f(x1) = · · · = f(xr) i

gj(x1) = · · · = gj(xr) za sve 1 ≤ j ≤ (r − 1)d. Poxto je g0 + · · · + g(r−1)d = 1, va�i i

g0(x1) = · · · = g0(xr).

Neka je 0 ≤ j ≤ (r − 1)d. Ako za neko i strana σi ima bar jedno teme unutar Cj,

to znaqi da je gj(x1) = · · · = gj(xr) 6= 0, jer su taqke xi u relativnoj unutrax�osti

strane σi. Ovo da	e znaqi da sve strane Tverberg particije imaju bar jedno teme

unutar Cj, ali kako je |Cj| = r, to one imaju taqno jedno teme unutar Cj. Poxto je j

bilo proizvo	no, ovo znaqi da su sve strane Tverbergove particije dugine. Brojevi

gj(xi), za 0 ≤ j ≤ (r − 1)d, su taqno baricentriqne koordinate taqke xi i one su

jednake za sve 1 ≤ i ≤ r jer je gj(x1) = · · · = gj(xr).

4.2 Kontraprimer za topoloxku Tverbergovu hipotezu

U ovom poglav	u �emo dati kratku skicu o tome kako su Blagojevi�, Frik i

Cigler u [9] dobili kontraprimer za topoloxku Tverbergovu hipotezu (hipoteza

3.2).

Teorema 4.6. Neka je r ≥ 6 prirodan broj koji nije stepen prostog broja, a k ≥ 3

prirodan broj. Tada za svaki simplicijalni kompleks K dimenzije najvixe (r− 1)k

postoji neprekidno preslikava�e K → Rrk takvo da za bilo kojih r me�usobno

disjunktnih strana σ1, . . . , σr kompleksa K va�i da je f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) = ∅.

Dokaz se osla�a na dve qi�enice.

1. Postoji Sr-ekvivarijantno preslikava�e K
×r
∆ → S(W⊕rk

r ) kada je r ≥ 6 priro-

dan broj koji nije stepen prostog broja, k ≥ 3 prirodan broj, a simplicijalni

kompleks K dimenzije najvixe (r− 1)k [9]. Dokaz se zasniva na radu Ozajdina

[20].

2. U sluqaju kada su r ≥ 2 i k ≥ 3 prirodni brojevi, a K kompleks dimenzije

(r − 1)k, slede�a dva iskaza su ekvivalentna [18, 19].

(a) Postoji Sr-ekvivarijantno preslikava�e K
×r
∆ → S(W⊕d

r ).

(b) Postoji neprekidno preslikava�e f : K → Rrk takvo da za bilo kojih r

disjunktnih strana σ1, . . . , σr kompleksaK va�i da je f(σ1)∩· · ·∩f(σr) = ∅.
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Kontraprimer za topoloxku Tverbergovu hipotezu sledi iz prethodnog.

Teorema 4.7. Neka je r ≥ 6 prirodan broj koji nije stepen prostog broja, k ≥ 3

prirodan broj i N := (r−1)(rk+2). Tada postoji neprekidno preslikava�e f : ∆N →
Rrk+1 takvo da za bilo kojih r disjunktnih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N va�i

da je f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) = ∅.

Dokaz. Neka je K := (∆N)≤(r−1)k. Teorema 4.6 garantuje postoja�e preslikava�a

g : K → Rrk bez r-tostrukog preklapa�a bilo kojih r disjunktnih strana. Presli-

kava�e g mo�emo proxiriti do neprekidnog preslikava�a h : ∆N → Rrk+1, koje je

definisano na celom simpleksu6.

Pretpostavimo da va�i topoloxka Tverbergova teorema za

f := (h, dist(·, K)) : ∆N → Rrk+1

i r, tj. da postoje Tverberg-taqke x1 ∈ σ1, . . . , xr ∈ σr u relativnoj unutrax�osti

Tverberg-r-particije za f . Tada je

h(x1) = · · · = h(xr) i dist(x1, K) = · · · = dist(xr, K).

Primetimo da Uopxtena verzija Van Kampen { Flores (teorema 3.10) ne va�i za

preslikava�e h, broj r i (r − 1)k-skelet (∆N)≤(r−1)k, pa σ1, . . . , σr /∈ (∆N)≤(r−1)k. Iz

niza nejednakosti

(r − 1)(rk + 2) + 1 = |V (∆N)| ≥
r∑
i=1

|V (σi)| ≥ r((r − 1)k + 2) = (r − 1)(rk + 2) + 2

dobijamo kontradikciju, pa f ne dopuxta Tverberg-r-particiju.

Prisetimo se posledice 4.5, koja tvrdi da ako va�i topoloxka Tverbergova

teorema za r i d+1, onda sigurno va�i i za r i d. Dakle, iz prethodne teoreme sledi

da topoloxka Tverbergova teorema ne va�i kada r ≥ 6 nije stepen prostog broja i

d ≥ 3r + 1. Do�a granica za d, kada r ≥ 6 nije stepen prostog broja, je vremenom

pobo	xana. Mabijar i Vagner [19] su drugaqijim metodama dobili granicu d ≥ 3r,

koju su kasnije Avakumov, Mabijar, Skopenkov i Vagner [2] spustili na d ≥ 2r + 1.

6Poxto je V (K) = V (∆), a domen Rrk konveksan, g mo�emo produ�iti do h konveksnom eksten-

zijom.
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5 Inverzne slike dijagonale

U ovoj glavi �emo prikazati tehniku inverznih slika dijagonale [14], kojom �emo

pokuxati da proxirimo skup teorema koje je mogu�e dobiti metodom ograniqe�a.

5.1 Opis metoda

Podsetimo se ode	ka 3.2.1. Neka su d,N ∈ N, m ∈ N0 i r ≥ 2 prirodan broj. Za

neprekidno preslikava�e f : ∆N −→ Rd, postoji indukovano preslikava�e

Jf : (∆N)∗r∆ −→ (Rd+1)⊕r, λ1x1 + · · ·+ λrxr 7−→ (λ1, λ1f(x1))⊕ · · · ⊕ (λr, λrf(xr))

koje zovemo spoj-preslikava�e. Skup

Dd+1+m = {(v1, . . . , vr) ∈ (Rd+1+m)⊕r : v1 = · · · = vr ∈ Rd+1+m}

je tanka dijagonala. Teorema 3.6 tvrdi da ne postoji Sr-ekvivarijantno preslikava-

�e

(∆N)∗r∆ −→Sr (Rd+1+m)⊕r \Dd+1+m (7)

kad god je N ≥ Nm = (r − 1)(d+ 1 +m) i r stepen prostog broja.

Ideja je slede�a. Pretpostavimo da je Γ ⊆ (∆N)∗r∆ neki invarijantan potkompleks

u odnosu na dejstvo grupe Sr takav da bi qi�enica da za Tverberg particiju va�i

σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ Γ impliciralo neko svojstvo te particije koje �elimo da doka�emo.

(Na primer qi�enicu da su strane σi dugine, ili gor�e ograniqe�e za dim(σi).)

Pretpostavimo da smo uspeli da konstruixemo neprekidno ekvivarijantno presli-

kava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rm)⊕r

takvo da je Φ−1(Dm) = Γ. Kako ne postoji preslikava�e oblika (7), to slika

Jf ⊕ Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rd+1+m)⊕r

ima netrivijalni presek sa tankom dijagonalom Dd+1+m ⊆ (Rd+1+m)⊕r. Dakle, po-

stoji taqka x = λ1x1 + · · · + λrxr ∈ (∆N)∗r∆ za koju va�i (Jf (x),Φ(x)) ∈ Dd+1+m,

odnosno

Jf (x) ∈ Dd+1 i Φ(x) ∈ Dm.
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Dakle, σ1, . . . , σr qine jednu Tverberg particiju za f , gde je σ1 ∗ · · · ∗ σr := supp(x) ∈
(∆N)∗r∆ , i va�i σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ Γ, jer je Γ ⊆ (∆N)∗r∆ potkompleks.

Da	i ci	 nam je da razumemo koji se potkompleksi Γ ⊆ (∆N)∗r∆ mogu dobiti

kao inverzne slike dijagonale, i da li nam to daje zanim	ive varijacije topoloxke

Tverbergove teoreme. Primetimo da metod kao osnovu koristi nepostoja�e presli-

kava�a (7). Sumirajmo metod u slede�em tvr�e�u.

Stav 5.1. Neka je d,m ∈ N, r stepen prostog broja, N ≥ Nm = (r − 1)(d+ 1 +m) i

Γ ⊆ (∆N)∗r∆ potkompleks. Ako postoji ekvivarijantno preslikava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rm)⊕r

takvo da je Φ−1(Dm) = Γ, onda za svako neprekidno preslikava�e f : ∆N → Rd

postoji Tverberg-particija σ1, . . . , σr za f za koju va�i σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ Γ.

5.1.1 Recept za konstrukciju preslikava�a Φ

Ovde navodimo jedan ilustrativni primer konstrukcije. Kao xto �emo videti,

koristi�emo i nexto drugaqije zadate funkcije od (8).

Preslikava�e Φ �emo konstruisati kao afino preslikava�e na prvoj baricen-

triqnoj podeli kompleksa (∆N)∗r∆ u sluqaju m = 1, tj.

Φ :
(
(∆N)∗r∆

)′ −→Sr Rr.

Temena baricentriqne podele (geometrijske realizacije) kompleksa (∆N)∗r∆ su ba-

ricentri strana σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ (∆N)∗r∆ i u bijekciji su sa nepraznim stranama tog

kompleksa. Kako �elimo da Φ bude afino, dovo	no je definisati Φ na temenima

baricentriqne podele na ekvivarijantan naqin. Neka su

V := V
(

(∆N)∗r∆

)
i V ′ := V

((
(∆N)∗r∆

)′)
.

Sa {e1, . . . , er} oznaqavamo standardnu bazu vektorskog prostora Rr. Preslikava�e

Φ �emo zadati na temenima v ∈ V ′ po pravilu7

Φ(v) :=

0, v ∈ Γ,

ei(v), v /∈ Γ,
gde je i : V ′ \ Γ −→Sr [r]. (8)

7Dejstvo grupe Sr na V
′ \ Γ je nasle�eno od (∆N )∗r∆ , dok je dejstvo na [r] zadato sa π · j = π(j).
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Kako je i ekvivarijantna funkcija, to je i Φ|V ′ : V ′ −→ Rr ekvivarijantna.

Zaista, neka je π ∈ Sr, v ∈ V ′. Ako je v ∈ Γ, onda je π · v ∈ Γ, te va�i

v 0

π · v 0.

π·

Φ

π·

Φ

Sa druge strane, ako je v /∈ Γ, onda i π · v /∈ Γ, pa va�i

v ei(v)

π · v ei(π·v) = eπ·i(v).

π·

Φ

π·
Φ

Poxto je Φ afino preslikava�e, sledi da je Sr-ekvivarijantno.

Iz definicije odmah sledi da va�i Γ ⊆ Φ−1(D1), te je ci	 pokazati da je

Φ−1(D1) \ Γ = ∅.
Pretpostavimo da postoji x ∈ Φ−1(D1) \Γ. Kako su strane baricentriqne podele

kompleksa zapravo lanci strana tog kompleksa, neka je supp(x) := {T1, . . . , Tm} ∈(
(∆N)∗r∆

)′
, za m ∈ N, gde su Tj ∈ (∆N)∗r∆ . Neka su tj := bar(Tj) ∈ V ′ baricentri. Tada

je x (strogo) pozitivna konveksna kombinacija x = λ1t1 + · · ·+ λmtm, pa va�i

Φ(x) =
m∑
j=1

λjΦ(tj).

Ako je Φ(x) = 0, to znaqi da t1, . . . , tm ∈ Γ, pa je x ∈ relint(Tm) ⊆ Tm ∈ Γ, xto je

nemogu�e. Dakle Φ(x) ima strogo pozitivne sve koordinate.

Mo�emo pretpostaviti da je m = r i da je Φ({t1, . . . , tr}) = {e1, . . . , er}. Zaista,
kako je Φ(x) na dijagonali sa pozitivnim koordinatama, to va�i da je

{j : Φ(tj) = e1}, . . . , {j : Φ(tj) = er} 6= ∅.

Dakle, postoje tj1 , . . . , tjr ∈ {t1, . . . , tr} takve da je Φ(tj1) = e1, . . . ,Φ(tjr) = er, pa

mo�emo posmatrati taqku y := 1
r
tj1 + · · ·+ 1

r
tjr umesto x. Dakle, va�i

x ∈ relint{T1 ⊆ · · · ⊆ Tr} i Φ({t1, . . . , tr}) = {e1, . . . , er}. (9)

Nax ci	 �e biti da pod pretpostavkom postoja�a x ∈ Φ−1(D1) \Γ izvedemo kontra-

dikciju iz (9), gde je Φ definisano preko (8).
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5.2 Tverberg neizbe�ni kompleksi

U ovom poglav	u �emo pokazati da se za sve neizbe�ne komplekse mo�e primeniti

metod inverzne slike dijagonale.

Lema 5.2. Neka su N, r ∈ N, Σ ⊆ ∆N potkompleks takav da je za bilo kojih r

me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N bar jedna od �ih sadr�ana

u Σ. Tada postoji ekvivarijantno preslikava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr Rr

takvo da va�i Φ−1(D1) = Σ∗r∆ .

Dokaz. Bez uma�e�a opxtosti, neka je V (∆N) = [N+1]. Definixemo Φ na temenima

V ′ baricentriqne podele kompleksa (∆N)∗r∆ . Dovo	no je definisati ekvivarijantno

preslikava�e i : V ′ \ Σ∗r∆ −→ [r] (videti (8)). Neka je t ∈ V ′ \ Σ∗r∆ baricentar strane

σ1 ∗ · · · ∗σr ∈ (∆N)∗r∆ . Kako taqka t nije u Σ∗r∆ , to bar jedna strana σj nije u Σ. Dakle,

skup ⋃{
V (σj) : σj /∈ Σ, 1 ≤ j ≤ r

}
⊆ [N + 1]

je neprazan. Definiximo i(t) ∈ [r] kao onaj (jedinstveni) indeks za koji je mini-

malni element gore pomenutog skupa va�i

min
(⋃{

V (σj) : σj /∈ Σ, 1 ≤ j ≤ r
})
∈ σi(t).

Proverimo da je i ekvivarijantno preslikava�e. Ako to va�i, onda �e i Φ biti

ekvivarijantno. Neka je π ∈ Sr. Tada je π · t baricentar strane σπ−1(1) ∗ · · · ∗ σπ−1(r).

Kako je skup po kom se uzima minimum, tj. skup temena strana koje ne pripadaju

potkompleksu Σ, isti za strane σ1 ∗ · · · ∗ σr i σπ−1(1) ∗ · · · ∗ σπ−1(r), to je i minimum

isti. Ako je u spoju σ1 ∗ · · · ∗ σr taj minimum pripadao strani na poziciji i(t), onda

�e u spoju σπ−1(1) ∗ · · · ∗ σπ−1(r) on pripadati strani na poziciji π(i(t)), tj va�i

i(π · t) = π · i(t). Dakle, i je ekvivarijantno.
Oslonimo se na prikazani metod u ode	ku 5.1.1. Kako va�i Σ∗r∆ ⊆ Φ−1(D1),

pretpostavimo da postoji x ∈ Φ−1(D1) \ Σ∗r∆ i potra�imo kontradikciju iz (9), tj.

iz

x ∈ relint{T1 ⊆ · · · ⊆ Tr} i Φ({t1, . . . , tr}) = {e1, . . . , er},

gde su Tj = σj,1 ∗ · · · ∗ σj,r ∈ (∆N)∗r∆ i tj su baricentri od Tj. Iz definicije pre-

slikava�a Φ sledi da za svaku od strana Tj va�i da je σj,i(tj) /∈ Σ, i pri tom
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je {i(t1), . . . , i(tr)} = [r]. Me�utim, strana Tr sadr�i sve ostale, pa je σj,i(tj) ⊆
σr,i(tj) /∈ Σ. Ovo znaqi da nijedna od disjunktnih strana iz skupa {σr,i(t1), . . . , σr,i(tr)} =

{σr,1, . . . , σr,r} ne pripada potkompleksu Σ, xto je kontradikcija sa zadatim uslovom

na Σ.

Na jeziku neizbe�nih kompleksa, uslov na Σ iz iskaza leme je Tverberg-neizbe�nost

u odnosu na konstantno (pa i bilo koje koje dopuxta Tverberg-particiju) preslika-

va�e. Ovakve komplekse mo�emo zvati i samo Tverberg-neizbe�ni.

Lema 5.3. Neka su N, r, c ∈ N, Σ1, . . . ,Σc ⊆ ∆N Tverberg-neizbe�ni potkompleksi

i Σ := Σ1 ∩ · · · ∩ Σc. Tada postoji ekvivarijantno preslikava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rc)r

takvo da va�i Φ−1(Dc) = Σ∗r∆ .

Dokaz. Za 1 ≤ i ≤ c, neka su Φi : (∆N)∗r∆ → Rr ekvivarijantna preslikava�a iz leme

5.2 za koje va�i Φ−1
i (D1) = (Σi)

∗r
∆ . Tada za preslikava�e

Φ := Φ1 ⊕ · · · ⊕ Φc : (∆N)∗r∆ →Sr (Rr)c ∼=Sr (Rc)r

va�i

Φ−1(Dc) =
c⋂
i=1

Φ−1
i (D1) =

c⋂
i=1

(Σi)
∗r
∆ = Σ∗r∆ .

Teorema 5.1. Neka je r stepen prostog broja, d, c ∈ N i N ≥ Nt := (r− 1)(d+ 1 + c)

prirodan broj. Pretpostavimo da je f : ∆N −→ Rd neprekidno preslikava�e i da

su Σ1, ..,Σc ∈ ∆N Tverberg-neizbe�ni potkompleksi za konstantno preslikava�e.

Tada postoji r me�usobno disjunktnih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N , takvih da

su sve sadr�ane u Σ1 ∩ · · · ∩ Σc, sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Dokaz. Iz leme 5.3 sledi da postoji preslikava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rc)r
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sa svojstvom Φ−1(Dc) = (Σ1 ∩ · · · ∩ Σc)
∗r
∆ . Primenom stava 2.13 dobijamo �e	eno

tvr�e�e.

Primetimo da je ova teorema blago uopxte�e teoreme 4.1, te metodom inverzne

slike dijagonale mo�emo dobiti obojenu verziju Van Kampen { Flores teoreme (te-

orema 4.2), iz koje slede tip A i tip B obojene verzije Vre�ice i �iva	evi�a,

pooxtrenu Uopxtenu verziju 1 Van Kampen { Flores (teorema 4.4). Dokaz verzije

o jednakim baricentriqnim koordinatama (teorema 3.12) je jako sliqan dokazu koji

smo prikazali u ode	ku 4.1.3, te �emo ovde navesti samo skicu.

Teorema 5.2. Neka je d ≥ 1 prirodan broj, r stepen prostog broja i N := (rd +

1)(r − 1). Tada za svako neprekidno preslikava�e f : ∆N −→ Rd i svako boje�e skupa

temena pomo�u (r−1)d+1 boja takvo da svaka klasa boja sadr�i r temena, va�i da

postoji r me�usobno disjunktnih duginih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N i taqke

x1 ∈ σ1, . . . , xr ∈ σr sa jednakim baricentriqnim koordinatama sa svojstvom

f(x1) = · · · = f(xr).

Dokaz. Neka je l := (r − 1)d + 1 broj boja, koje oznaqavamo sa (C1, . . . , Cl). Neka je

skup temena simepleksa oznaqen sa V (∆N) = {v0, . . . , vN}. Svaka taqka x ∈ ∆N se

jedinstveno predstav	a kao konveksna kombinacija x =
∑N

i=0 µx,ivi. Prisetimo se

spoj-preslikava�a izvedenog iz f :

Jf : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rd+1)⊕r,
r∑
i=1

λixi 7−→
(
λi, λif(xi)

)r
i=1
.

Neka je ekvivarijantno preslikava�e Ψ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rl−1)r = (R(r−1)d)r zadato

sa

λ1x1 + · · ·+ λrxr 7−→
( ∑
j:vj∈C1

µxi,j, . . . ,
∑

j:vj∈Cl−1

µxi,j

)r
i=1
.

Sada je Jf ⊕ Ψ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rd+1+(l−1))⊕r ekvivarijantno preslikava�e koje, zbog

teoreme 3.6, poga�a dijagonalu. Neka je x =
∑r

i=1
1
r
xi ∈ (∆N)∗r∆ takva da je Jf (x) ∈

Dd+1 i Ψ(x) ∈ Dl−1, i neka je σ1 ∗ · · · ∗ σr := relint(x) ∈ (∆N)∗r∆ . Sada zak	uqujemo da

su σ1, . . . , σr dugine strane, a taqke x1, . . . , xr imaju iste baricentriqne koordinate

na isti naqin kao u dokazu teoreme 4.5.
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5.3 Obojena verzija preko inverzne slike dijagonale

Ovde predstav	amo tvr�e�e (teorema 5.3) koje malo uopxte�e Obojene verzije

Van Kampen { Flores (teorema 4.2). Iako dokaz mo�e da se izvede iz metode ogra-

niqe�a (glava 4), odnosno mogu�e ga je dobiti metodama iz [8], navodimo ga ovde

jer mo�e da predstav	a motivaciju za da	a uopxte�a. Formuliximo prvo slede�u

lemu.

Lema 5.4. Neka su l ∈ N, r ≥ 2 i N ≤ l(2d r
l
e − 1)− 1 prirodni brojevi, (C1, . . . , Cl)

boje�e temena simpleksa ∆N takvo da za svaku boju va�i |Ci| ≤ 2d r
l
e − 1. Tada

postoji neprekidno preslikava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr Rr

za koje va�i Φ−1(D1) = (R(C1,...,Cl))
∗r
∆ .

Dokaz. Prema lemi 5.2, dovo	no je pokazati da je R(C1,...,Cl) Tverberg-neizbe�an.

Neka su zato σ1, . . . , σr ∈ ∆N me�usobno disjunktne.

Ako pretpostavimo da nijedna od �ih nije u R(C1,...,Cl), to znaqi da postoji funk-

cija b : [r] → [l] takva da je za svako j ∈ [r] ispu�eno |σj ∩ Cb(j)| ≥ 2. Kako je

r =
∑l

i=1 |b−1(i)|, to po Dirihleovom principu bar jedan od skupova b−1(i) ima kar-

dinalnost ne ma�u od dr/le. Oznaqimo odgovaraju�i element sa i ∈ [l]. Za �ega va�i

da je |σj ∩ Ci| ≥ 2 za bar dr/le indeksa j ∈ [r], a kako su strane σj disjunktne,

nejednakosti

2
⌈r
l

⌉
− 1 ≥ |Ci| ≥ 2

⌈r
l

⌉
daju kontradikciju.

Posledica 5.5. Neka su l, k ∈ N, c := lk, N ≤ c(2
⌈
r
l

⌉
− 1) − 1 prirodan broj,

(C1, . . . , Cc) boje�e temena simpleksa ∆N u c boja, takvo da je svakom bojom obojeno

najvixe 2d r
l
e − 1 temena. Tada postoji neprekidno preslikava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rk)r

za koje va�i Φ−1(Dk) = (R(C1,...,Cc))
∗r
∆ .

Dokaz. Boje (C1, . . . , Cc) mo�emo podeliti u k blokova od po l boja: za 1 ≤ b ≤ k

neka je b-ti blok indeksiran sa (C(b−1)l+1, . . . , C(b−1)l+l) i neka je Vb := C(b−1)l+1 ∪
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· · ·∪C(b−1)l+l odovaraju�i skup temena. Zloupotrebimo notaciju i oznaqimo sa ∆|Vb|−1

stranu simpleksa ∆N sa temenima Vb. Ta strana ima boje�e (C(b−1)l+1, . . . , C(b−1)l+l).

Prema lemi 5.4, za svako 1 ≤ b ≤ k postoji ekvivarijantno preslikava�e

Φb : (∆|Vb|−1)∗r∆ −→Sr Rr

za koje je Φ−1
b (D1) = R(C(b−1)l+1,...,C(b−1)l+l). Kako je

(∆|V1|−1)∗r∆ ∗ · · · ∗ (∆|Vk|−1)∗r∆
∼=Sr (∆|V1|−1 ∗ · · · ∗∆|Vk|−1)∗r∆

∼=Sr (∆N)∗r∆ ,

to preslikava�e Φ : (∆N)∗r∆ −→ (Rk)⊕r definixemo kao ekvivarijantnu kompoziciju

(∆N)∗r∆ (∆|V1|−1)∗r∆ ∗ · · · ∗ (∆|Vk|−1)∗r∆ (Rr)m (Rm)r.
∼= Φ1∗···∗Φk ∼=

Kako va�i

(R(C1,...,Cl))
∗r
∆ ∗ · · · ∗ (R(C(k−1)l+1,...,C(k−1)l+l))

∗r
∆
∼=Sr (R(C1,...,Cl) ∗ · · · ∗R(C(k−1)l+1,...,C(k−1)l+l))

∗r
∆

∼=Sr (R(C1,...,C(k−1)l+l))
∗r
∆ ,

to se Φ−1(Dk) = Φ−1
1 (D1) ∗ · · · ∗Φ−1

k (D1) mo�e poistovetiti sa (R(C1,...,C(k−1)l+l))
∗r
∆ .

Sada navodimo tvr�e�e obojenog tipa koje sadr�i Obojenu verziju Van Kampen

{ Flores.

Teorema 5.3. Neka su l, k,N ∈ N i c := lk takvi da va�i

c
(

2
⌈r
l

⌉
− 1
)
− 1 ≥ N ≥ (r − 1)(d+ 1 + k).

Tada za svaku neprekidnu funkciju f : ∆N → Rd i svako boje�e (C1, . . . , Cc) temena

simpleksa ∆N pomo�u c boja, pri qemu je svakom bojom obojeno najvixe 2d r
l
e − 1

temena, postoji r me�usobno disjunktnih gudinih strana σ1, . . . , σr simpleksa ∆N

sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Dokaz. Primenom leme 5.5 dobijamo da postoji preslikava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr (Rk)r

za koje va�i Φ−1(Dk) = (R(C1,...,Cc))
∗r
∆ . Tvr�e�e teoreme sledi primenom stava 5.1.
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U sluqaju l = 1 dobijamo Obojenu Van Kampen { Flores teoremu (teorema 4.2).

5.4 Verzija tipa Van Kampen { Flores

Ovde �emo izvesti dokaz hipoteze 1 u [8] preko metoda inverzne slike dijagonale.

Navedimo prvo lemu o inverznoj slici. Predstav	amo dokaz nexto drugaqiji od onog

iz [14].

Lema 5.6. Neka su r ≥ 2, 0 ≤ s < r, N ≤ r(k+ 1) + s− 2 prirodni brojevi sa nulom,

i neka je

Σ := {σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ (∆≤kN )∗r∆ : σi ∈ ∆≤k−1
N za bar r − s indeksa i ∈ [r]}

jedan potkompleks od (∆N)∗r∆ . Tada postoji neprekidno preslikava�e

Φ : (∆N)∗r∆ −→Sr Rr

za koje va�i Φ−1(D1) = Σ.

Dokaz. Kao xto je predstav	eno ranije, i ovde �emo preslikava�e Φ definisati

na temenima baricentriqne podele
(
(∆N)∗r∆

)′
, ali malo drugaqije (8). Bez uma�e�a

opxtosti, pretpostavimo da je V (∆N) = [N + 1]. Neka je t baricentar jedne strane

T := σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ (∆N)∗r∆ i definiximo skupove

I(t) := {i ∈ [r] : |σi| ≤ k}, J(t) := {j ∈ [r] : |σj| = k + 1}.

Tada va�i I(t) ∪ J(t) 6= ∅. U suprotnom bi svaka od strana |σi| imala bar k + 2

temena, pa bi ceo simpleks imao bar (k + 2)r > r(k + 1) + s− 2 ≥ N + 1 temena, xto

je kontradikcija.

Primetimo da za stranu T va�i da je T ∈ Σ ako i samo ako je I(t) ∪ J(t) = [r] i

J(t) ≤ s.

Definiximo

Φ(t) :=


0, t ∈ Σ,∑

i∈I(t) ei, I(t) 6= ∅,

ej, I(t) = ∅,
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gde je u posled�em sluqaju j ∈ J(t) jedinstveno za koje va�i

min
(⋃
{V (σl) : l ∈ J(t)}

)
∈ σj.

Kao i u dokazu leme 5.2, ovo je jedno ekvivarijantno preslikava�e i va�i Σ ⊆
Φ−1(D1). Pretpostavimo da postoji x ∈ Φ−1(D1) \ Σ.

Oznaqimo sa

{T1 ⊆ · · · ⊆ Tm} := supp(x) ∈ ((∆N)∗r∆ )′,

a sa tl baricentre strana Tl = σl,1∗· · ·∗σl,r ∈ (∆N)∗r∆ . Taqka x ima pozitivnu konveksnu

reprezentaciju x = λ1t1 + · · ·+ λmtm i va�i

Φ(x) = λ1Φ(t1) + · · ·+ λmΦ(tm).

Kako x nije u Σ, to sigurno ni Tm nije, pa Φ(x) 6= 0. Taqnije, Φ(x) ima sve pozitivne

koordinate.

Bez uma�e�a opxtosti, mo�emo pretpostaviti da nijedna od taqaka t1, . . . , tm

nije u Σ, jer bismo u suprotnom posmatrali taqku

y :=
∑
tl /∈Σ

λl
λ
tl, za λ :=

∑
tl /∈Σ

λl 6= 0.

Za taqku t1 va�i I(t1)∪J(t1) = [r], jer bi u suprotnom postojao indeks i ∈ [r] za koji

bi va�ilo |σ1,i| ≥ k + 2. Me�utim, onda bi za sve 1 ≤ j ≤ m va�ilo |σj,i| ≥ k + 2,

pa bi i-ta koordinata taqke Φ(x) bila nula, xto je kontradikcija. Zbog opisane

karakterizacije pripada�e potkompleksu Σ prime�ene na taqku t1 zak	uqujemo da

je |J(t)| ≥ s+ 1.

Primetimo da va�i

I(t1) ⊃ · · · ⊃ I(tm).

Ako bi skup I(tm) bio neprazan, onda bi Φ(t1), . . . ,Φ(tm) ∈ span{ei : i ∈ I(t1)}. Kako
t1 /∈ Σ, to I(t1) 6= [r], pa kontradikcija sledi iz

Φ(x) ∈ span{ei : i ∈ I(t1)} ∩D1 = {0}.

Neka je p ∈ [m] najma�i indeks za koji je I(tp) = ∅. Kako je Φ(t1), . . . ,Φ(tp−1) ∈
span{ei : i ∈ I(t1)}, to skup {Φ(tp), . . . ,Φ(tm)} mora da sadr�i sve ostale bazne

vektore, koji su indeksirani skupom [r] \ I(t1) = J(t1). Dakle, sigurno va�i

m− p+ 1 ≥ |J(t1)| ≥ s+ 1.
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Kako je I(tp) = ∅, to za stranu Tp va�i |σp,1|, . . . , |σp,r| ≥ k + 1. Svaka od nared-

nih strana Tp+1, . . . , Tm ima bar jedno teme vixe u odnosu na prethodnu, tako da za

posled�u stranu Tm va�i

|V (∆N)| ≥
∑
i∈[r]

|σm,r| ≥ (m− p+ 1) +
∑
i∈[r]

|σp,r| ≥ (s+ 1) + (k + 1)r ≥ N + 2,

xto je kontradikcija.

U radu [16], u kom je naredna teorema dokazana drugaqijim metodama, Joji�,

Vre�ica i �iva	evi� nazivaju Tverberg-particije iz naredne teoreme balansira-

nim Tverberg particijama. Dokaz koji predstav	amo je iz [14].

Teorema 5.4 (Uopxtena verzija Van Kampen { Flores, pooxtre�e 2, ). Neka su r

stepen prostog broja, N, k, d ∈ N i s ∈ Z takvi da va�i

r(k + 1) + s− 2 ≥ N ≥ (r − 1)(d+ 2) i 0 ≤ s < r.

Tada za svako neprekidno preslikava�e f : ∆N −→ Rd postoji r me�usobno dis-

junktnih strana σ1, . . . , σr unutar k-skeleta (∆N)≤k sa svojstvom

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅

takvih da je bar �ih r − s unutar (k − 1)-skeleta (∆N)≤k−1.

Dokaz. Prema lemi 5.6 postoji preslikava�e Φ : (∆N)∗r∆ →Sr Rr za koje je

Φ−1(D1) = Σ = {σ1 ∗ · · · ∗ σr ∈ (∆≤kN )∗r∆ : σi ∈ ∆≤k−1
N za bar r − s indeksa i ∈ [r]}.

Tvr�e�e teoreme sledi iz stava 5.1.

Primetimo da ova teorema u sebi sadr�i teoremu 4.4.

50



6 Zak	uqak i prostor za da	i rad

U ovoj tezi smo izlo�ili metod ograniqe�a (glava 4) i metod inverznih slika

(glava 5) koji su poslu�ili kao naqini da se dobiju verzije topoloxke Tverbergo-

ve teoreme iz �e same. Na ilustrativnoj shemi je prikazana poslediqnost izme�u

pomenutih varijanti.

topol. Tverberg

Uop. Van Kampen { Flores, p.2 Teorema 5.3 Jednake baric. koord.

Uop. Van Kampen { Flores, p.1 Obojena Van Kampen { Flores Jednake baric. koord.

Vre�ica{�iva	evi�, tip B

Uopxt. Van Kampen { Flores Vre�ica{�iva	evi�, tip A

Tvr�e�e u prvom redu je topoloxka Tverbergova teorema. U drugom redu se na-

laze tvr�e�a koja je mogu�e dobiti metodom inverznih slika, dok se u tre�em redu

nalaze tvr�e�a su dobijena metodom ograniqe�a u [8].

Prostor za da	i rad, i za potencijalno nove verzije Tverbergove teoreme, jeste

da bi se modifikacijom ovih metoda shema mogla dopuniti tako xto bi se nove

nadograd�e Tverbergove teoreme stavile izme�u prvog i drugog reda, ukoliko su

pojaqa�a trenutnih, ili u qetvrtu kolonu, ako su tvr�e�a novog tipa.
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[17] J. Matoušek, Using the Borsuk–Ulam Theorem. Lectures on Topological Methods

in Combinatorics and Geometry, Universitext, Springer-Verlag, Heidelberg, 2003,

second corrected printing 2008.

[18] I. Mabillard, U. Wagner, Eliminating Tverberg points, I. An analogue of the Whitney

trick, Proc. 30th Annual Symp. Comput. Geom. (SoCG), Kyoto, June 2014, ACM,

2014, pp. 171–180.

[19] I. Mabillard, U. Wagner, Eliminating higher-multiplicity intersections, I. A Whitney

trick for Tverberg-type problems, Preprint, 46 pages, arXiv:1508.02349, August 2015.
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[32] R. T. Živaljević, User’s Guide to Equivariant Methods in Combinatorics II, Publi-
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