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1

Glava 1

Uvod

1.1 Kratka istorija

Kao direktna posledica xiroke primene i znaqaja raqunarske topo-

logije jav	a se nova homoloxka teorija - perzistentna homologija. Ona se

kao zvaniqna oblast prvi put pojavila nedavno. Mo�emo re�i da je u od-

nosu na razvoj topologije kroz istoriju, kao i matematike generalno, ova

oblast veoma mlada, ali brzo se razvija.

Osnivaqi koncepta perzistentne homologije pojav	ivali su se postepe-

no tokom bliske proxlosti, a u posled�ih nekoliko godina ova oblast

do�iv	ava veliku ekspanziju. Patricio Frosini1 je 1990. godine uveo

funkciju koja je ekvivalentna 0-toj perzistentnoj homologiji. Skoro de-

ceniju kasnije, Vanesa Robins2 prouqavala je slike homoloxkih homomor-

fizama izazvanih inkluzijom. Konaqno, ubrzo nakon toga, Herbert Edels-

bruner3 uvodi potpun koncept perzistentne homologije zajedno sa algo-

ritmom i �egovu vizualizaciju - perzistentni dijagram. Gunar Karlson4

je preformulisao poqetnu definiciju i dao ekvivalentnu metodu vizua-

lizacije pod nazivom perzistentni bar-kodovi. U algebarskoj topologiji

perzistentna homologija nastala je radom Sergeja Baranikova5 na Mor-

seovoj teoriji. Jox jedna osoba, iako ne iz danax�e generacije nauqnika

koji se bave perzistentnom homologijom, ipak zaslu�uje pomen u ovom ra-

du. To je Leopold Vietoris6 koji je prvi definisao pojam Vietoris-Rips

kompleksa (naziva se i samo Vietoris kompleks ili samo Rips kompleks)

1Patrizio Frosini - italijanski matematiqar
2Vanessa Robins - australijska matematiqarka
3Herbert Edelsbrunner - austrijski matematiqar
4Gunnar Carlsson - ameriqki matematiqar
5Serguei Barannikov - ruski matematiqar
6Leopold Vietoris - nemaqki matematiqar
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qak davne 1927.godine. On se jox tada bavio konstrukcijom prostora vis-

hih dimenzija induktivno iz prostora ni�ih dimenzija. Tek 2010.godine,

Afra Zomorodijan7 nastav	a da se bavi tom idejom i predla�e optimalne

algoritme konstrukcije.

1.2 Uvod u topoloxku analizu podataka

Va�na karakteristika savremene nauke i maxinskog uqe�a je da se

podaci razliqitih vrsta prikup	aju i dostupni su u abnormalnim ko-

liqinama. To je delom zbog novih eksperimentalnih metoda, a delom zbog

pove�a�a dostupnosti raqunarske tehnologije sa visokim performansama.

Tako�e je jasno da se priroda podataka do kojih dolazimo znatno razlikuje.

Na primer, sada je qesto sluqaj da dobijamo podatke u obliku vrlo dugih

vektora, gde se sve koordinate, osim nekoliko, ispostav	aju irelevantnim

za pita�a koja nas zanimaju, a ne moramo nu�no znati koje su to koordi-

nate one nama zanim	ive. Va�na qi�enica je i da su podaci qesto vrlo

visokih dimenzija, xto ozbi	no ograniqava naxu sposobnost da ih vizu-

alizujemo. Dobijeni podaci, tako�e, imaju mnogo vixe xuma nego ranije

i sadr�e vixe nedostaju�ih podataka. Naxa sposobnost da analiziramo

ove podatke, kako u pogledu koliqine, tako i u pogledu prirode podataka,

oqigledno ne ide u korak sa podacima koje dobijamo.

U ovom radu �emo razmotriti kako se geometrija i topologija mogu prime-

niti da bi se dali korisni doprinosi analizi razliqitih vrsta podataka.

Geometrija i topologija su vrlo prirodni alati za primenu u analizi, jer

geometriju koristimo kao granu matematike koja se zasniva na rastoja-

�ima izme�u taqaka u podacima, a topologiju koristimo kao granu mate-

matike koja se zasniva na obliku tih podataka. Matematiqka oblast koja

je razvijena za inkorporira�e geometrijskih i topoloxkih tehnika bavi

se oblacima taqaka (eng. point clouds), tj. konaqnim skupovima taqaka na

kojima je definisana odre�ena metrika. Tada se oblaci taqaka smatraju

konaqnim uzorcima taqaka uzorkovanih iz geometrijskog objekta, ponekad

sa dodatim xumom.

Spomenimo sada najva�nija svojstva, kao i probleme, sa kojima se su-

sre�emo prilikom primene geometrijskih metoda tokom analize podataka:

• Potrebne su kvalitativne informacije: Jedan va�an ci	 analize po-

dataka je omogu�iti korisniku da stekne zna�e o podacima, odnosno

7Afra Zomorodian - ameriqki matematiqar



Glava 1. Uvod 3

da razume kako su oni u suxtini organizovani. Na primer, ako radi-

mo klasifikaciju, pre svega je bitno upoznati se sa kvalitativnim

osobinama klasa i �ihovim me�usobnim odnosima, a potom kada je to

utvr�eno razviti kvantitativne metode za �ihovo razlikova�e.

• Metrika nije uvek teorijski opravdana: U fizici, prouqavani fe-

nomeni su qesto podr�ani preciznim teorijama koje taqno govore

koju metriku treba koristiti. U drugim problemima, kao na primer

bioloxkim, to nije veoma jasno objax�eno. Pojmovi razda	ine kon-

struixu se qesto pomo�u nekih intuitivnih mera sliqnosti, ali jox

uvek nije jasno koliki znaqaj treba pridati stvarnim uda	enostima.

• Koordinate nisu prirodne: Iako qesto primamo podatke u obliku

vektora realnih brojeva, izbor koordinatnog sistema nekada nije

prikladan podacima. Stoga, neprikladan izbor koordinata znaqajno

mo�e uticati na pogrexnu interpretaciju zak	uqaka. Jedan primer

je RGB (eng. Red, Green, Blue) model boja kod koga se kombinacijom

crvene, zelene i plave boje dobijaju sve ostale. Te tri osnovne boje

su predstav	ene sa 256 nivoa na skali od 0 do 255 gde svaki nivo

predstav	a jaqinu (osvet	enost) te boje. Vidimo da u ovom sluqaju

nema smisla koristiti euklidski prostor i metriku jer nam ne daje

smislen ose�aj za rastoja�e taqaka tj. boja.

• Sa�etak je vredniji od izbora pojedinaqnih parametara: Da�emo pri-

mer zaxto je, generalno, mnogo produktivnije da se razviju tehnike

kojima se ponaxa�e u podacima pod promenom odre�enih parameta-

ra mo�e efikasno reprezentovati na celom domenu. Jedan od metoda

klasterova�a je takozvani algoritam sa jednostrukim poveziva�em

[1] (eng. single linkage clustering) , aglomerativna tehnika tokom koje

se klasteri spajaju po principu minimalne uda	enosti �ihovih naj-

bli�ih qlanova. U tom sluqaju je mnogo informativnije, od samog

izbora parametra, napraviti ceo dendrogram koji da	e analizira

spaja�e klastera pod svim mogu�im vrednostima uda	enosti klaste-

ra.

U ovom radu bavi�emo se metodama koje prouqavaju gore spomenuta svoj-

stva i probleme. Glavna ideja jeste da se koriste metode inspirisane topo-

logijom. Za svaku od gor�ih taqaka opisujemo zaxto su topoloxke metode

pravo rexe�e:
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• Topologija je upravo ona grana matematike koja se bavi kvalitativ-

nim geometrijskim informacijama, a jedna od �enih va�nijih po-

doblasti je algebarska topologija koja povezuje algebarske struktu-

re sa topoloxkim prostorima. To uk	uquje prouqava�e povezanih

komponenti prostora, ali i uopxteno prouqava�e povezanosti celog

prostora u razliqitim dimenzijama. Stoga prirodno sledi �ena upo-

treba u prouqava�u kvalitativnih osobina podataka.

• Topologija prouqava geometrijska svojstva na naqin koji je mnogo

ma�e oset	iv na izbor metrike od direktnih geometrijskih metoda.

U stvari, topologija zanemaruje kvantitativne vrednosti funkcija

razda	ine i zame�uje ih pojmom blizine. Ova neoset	ivost na metri-

ku korisna je u situacijama kada imamo samo grubu, skoro intuitivnu,

predstavu rastoja�a.

• Topologija, zapravo, i prouqava samo svojstva geometrijskih objekata

koja ne zavise od izabranih koordinata, ve� od suxtinski svojstava

objekata.

• Osnovna ideja analize celih domena parametara jeste komparacija

geometrijskih objekata konstruisanih pomo�u razliqitih vrednosti

parametara iz domena. Posmatrajmo to kao skalu parametara na ko-

joj prouqavamo odnose izme�u parametarskih objekata dobijenih iz

podataka. Ti odnosi uk	uquju neprekidna preslikava�a izme�u raz-

liqitih geometrijskih objekata i tako dolazimo do pojma funkcio-

nalnosti, tj. ideje da se invarijantnost quva ne samo u posmatranim

objektima ve� i preslikava�ima izme�u tih objekata. Funkcional-

nost je u algebarskoj topologiji va�na jer omogu�ava uqe�e global-

nih svojstava iz informacija na lokalnom nivou, a ta osobina je

jedna od zanim	ivijih u primenama matematike. Xtavixe, poznato

je da se ve�ina informacija o topoloxkim prostorima mo�e dobiti

aproksimacijom na lokalnom nivou. Jedna od �ih je i simplicijska

aproksimacija prostora pomo�u diskretnih skupova, o qemu �e biti

reqi u da	em radu.

Posled�a taqka je od velikog znaqaja i funkcionalnost treba da igra

va�nu ulogu u prouqava�u oblaka taqaka. Tako�e, ona je bitna jer omo-

gu�ava da uvedemo pojam perzistencije koji �e se ispostaviti kao kruci-

jalan u primenama topoloxkih metoda. Postoji mnoxtvo primena i ilu-

stracija opisanih svojstava. Mi �emo se u ovom radu posvetiti jednoj od

tih primena, a to je klasterova�e.
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1.3 Doprinos rada

U ovom radu �emo se baviti ToMATo (Topological Mode Analysis Tool)
algoritmom klasterova�a koji se prvi put pojav	uje u radu [2]. Radi�emo

na podacima uzorkovanim iz nepoznate funkcije gustine. Algoritam kom-

binuje dve faze: tra�e�e moda (eng. mode-seeking) i spaja�e (eng. merg-
ing) klastera. Pre svega, posmatramo odre�enu funkciju gustine podataka
tj. �enu ocenu. Detekcija moda posmatrane funkcije se vrxi standard-

nom xemom uspona zasnovanoj na grafu (graph-based hill-climbing scheme)
[5]. Novost ovog pristupa le�i u upotrebi topoloxke perzistencije za

odre�iva�e znaqajnosti moda i konstrukciju �ihove hijerarhije, kao i

spaja�e klastera u drugoj fazi na osnovu tih informacija. Tako�e, al-

goritam pru�a dodatne vizualizacije rezultata. Jedna od najpoznatih je

perzistentni dijagram koji oslikava znaqajnost moda odre�ene funkcije

gustine. U praksi, ove povratne informacije omogu�avaju da odaberemo

relevantne vrednosti parametara na osnovu kojih �e, pod blagim uslovi-

ma uzorkova�a, algoritam dati taqan broj klastera. Koriste�i prednosti

nedavnog napretka u topoloxkoj teoriji perzistencije, mo�emo dati teo-

rijske garancije da su broj klastera, ali i pozicije �ihovih centroida,

usko vezani sa taqkama globalnih ekstrema stvarne funkcije gustine. Ove

garancije va�e u raznim kontekstima, xtavixe, za svaki oblak taqaka na

nekoj nepoznatoj Rimanovoj mnogostrukosti.

Teorijske garancije pod takvim opxtim uslovima, koriste�i samo jedno-

stavne alate poput grafa suseda, imamo zahva	uju�i nedavnim rezultatima

o stabilnosti perzistentnih dijagrama [6]. Prethodni rezultati stabilno-

sti [7] zahtevali su upotrebu deo po deo linearnih aproksimacija funkci-

ja gustine. Konstrukcija takvih aproksimacija postaje veoma neoptimalna

kada dimenzionalnost podataka raste. To je i razlog zaxto homoloxka per-

zistencija nikada ranije nije naxla veliku primenu u analizi podataka,

osim u nekim jednostavnim sluqajevima ni�ih dimenzija.

Algoritmu su dovo	ne qak i samo grube ocene gustine i poznava�e

(pribli�nog) me�usobnog rastoja�a taqaka u oblaku. Stoga sledi jedno ve-

oma va�no svojstvo, a to je primen	ivost algoritma u bilo kom metriqkom

prostoru. Iako veliqina ulazne matrice rastoja�a mo�e biti kvadratna

u odnosu na broj taqaka podataka, i pored toga, �egova slo�enost ostaje

prihvat	iva. Optimalnom implementacijom algoritam koristi samo li-

nearnu koliqinu memorije.
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Ci	 ovog rada je da upozna qitaoca sa topoloxkom analizom podataka

na teorijskom, ali i praktiqnom nivou. Pre primene i implementacije

klasterova�a bi�e data matematiqka podloga za sve xto se prime�uje, ali

pre svega ideja i motivacija za samu primenu perzistentne homologije u

novom algoritmu, kao i generalno u ostalim metodama maxinskog uqe�a.

Akcenat rada je vixe na intuitivnosti primene topologije, koja je svakako

matematiqki opravdana.

Kratak pregled sadr�aja:

• Glava 1: U ovoj glavi smo se upoznajemo sa topoloxkom analizom po-

dataka generalno, ali i sa sadr�inom i ci	em ovog rada; motivisani

qitalac mo�e krenuti sa da	im upoznava�em.

• Glava 2: Na samom poqetku da	eg upoznava�a qekaju nas osnove homo-

loxke teorije jer su neophodne kao teme	 ovog rada. Upozna�emo se

sa pojmovima kao xto su simplicijalni kompleksi, Betijevi broje-

vi8 i homoloxke grupe da bismo mogli uvesti pojam perzistencije u

slede�oj glavi.

• Glava 3: Ova glava, iako se direktno nastav	a na prethodnu, je iz-

dvojena zbog svoje va�nosti. U �oj definixemo i objax�avamo kru-

cijalnu metodu - perzistentnu homologiju. Tako�e upozna�emo se sa

dva naqina vizualizacije perzistencije kao xto su, ve� spomenuti,

perzistentni dijagrami, ali i perzistentni bar-kodovi.

• Glava 4: U ovoj glavi dajemo ideju i motivaciju za primenu perzi-

stentne homologije u klasterova�u; upore�ujemo taj pristup sa nekim

ve� dobro poznatim metodama klasterova�a i izdvajamo �egove pred-

nosti. Iako je ToMATo algoritam za klasterova�e glavna zvezda ovog

rada, pokuxa�emo qitaocu malo vixe da pribli�imo generalnu ide-

ju i zato �emo se upoznati sa jox jednim alatom topoloxke analize

podataka, a to je Mapper algoritam [8].

• Glava 5: Sada ve� imamo dovo	no zna�a da pro�emo kroz sve korake

ToMATo klasterova�a. Objasni�emo deta	no osnovne dve faze al-

goritma, tra�e�e moda i spaja�e klastera, �ihovu implementaci-

ju i kompleksnost izvrxava�a. Tako�e, u ovom delu rada dajemo i

teorijske garancije algoritma zajedno sa neophodnom matematiqkom

teorijom koja ih potkrep	uje.

8Enrico Betti Glaoui - italijanski matematiqar



Glava 1. Uvod 7

• Glava 6: Posled�a glava je posve�ena primeni ideja i rezultata iz

prethodnih glava. ToMATo algoritam prime�ujemo na razne skupove

podataka u raznim dimenzijama: sintetiqi skupovi taqaka u dve i

tri dimenzije, segmentacija slika u razliqitim prostorima, kao i

segmentacija realnog skupa taqaka generisanog iz video zapisa pro-

storije.
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Glava 2

Osnove homoloxke teorije

Homologija je, uopxteno reqeno, naqin poveziva�a niza algebarskih

objekata sa drugim matematiqkim objektima kao xto su topoloxki prosto-

ri. Homoloxke grupe su prvobitno definisane u algebarskoj topologiji.

Motivacija za prouqava�e homoloxkih grupa, koje definixemo u ovoj gla-

vi, jeste zapa�a�e da se dva oblika mogu razlikovati posmatra�em rupa

na tim objektima. U matematici, razliqite teorije homologije se bave ak-

siomat skim prouqava�em intuitivne geometrijske ideje homologije rupa

na topoloxkim prostorima. Mi �emo se baviti simplicijalnom teorijom

homologije.

2.1 Simplicijalni kompleksi

Poqnimo prvo sa definisa�em osnovnih struktura koje koristimo i

na kojima se cela teorija zasniva.

2.1.1 Geometrijski simplicijalni kompleksi

Definicija 2.1.1. Neka je S = {v0, ..., vk} skup afino nezavisnih

taqaka u Rn. Najma�i konveksni skup koji sadr�i te taqke naziva se k-

simpleks. Taqke skupa S su temena simpleksa.

Ako je σ k-simpleks iz prethodne definicije, tada svaki podskup T ⊂
S tako�e definixe jedan simpleks τ koji nazivamo strana simpleksa σ,

oznaka τ ≺ σ. Simpleks σ obele�avamo i pomo�u �egovih temena kao σ =

{v0, ..., vk}. Sledi da je tada bilo koji podniz niza temena {v0, ..., vk} strana
simpleksa σ. Ukoliko je strana simpleksa razliqita od praznog skupa i

celog simpleksa, ona se naziva i pravom stranom tog simpleksa.
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Slika 2.1: Tetraedar kao 3-simples i sve �egove strane

Dakle simpleks je jedan veoma veliki kombinatorni objekat, ali s dru-

ge strane, zbog �ihove uniformnosti i jednostavnosti u strukturi, pred-

stav	aju idealnu reprezentaciju za primenu u raqunarstvu.

Definicija 2.1.2. Geometrijski simplicijani kompleks K u Rn je

konaqna familija simpleksa takva da:

• ako je σ simpleks iz K, tada je svaka strana simpleksa tako�e iz K

• ako su σ1 i σ2 simpleksi iz K, tada je i σ1 ∩ σ2 tako�e iz K.

Pod dimenzijom simplicijalnog kompleksa K podrazumevamo dimenzi-

ju �egovog maksimalnog simpleksa, tj. dimK = max{σ|σ ∈ K}.

U praksi, da bi izuqavali topoloxki prostor, poqi�emo sa �egovom

trijangulacijom.

Definicija 2.1.3. Triangulacija topoloxkog prostoraX je par (K,φ),

gde je K simplicijalni kompleks, a φ : K → X homeomorfizam.

Slika 2.2: Triangularizacija sfere (v. [10])

2.1.2 Apstraktni simplicijalni kompleksi

U ci	u dobija�a kombinatorne definicije objekta apstrahujemo sim-

plicijalni kompleks.
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Definicija 2.2.1. Nepraznu familiju skupova K sa kolekcijom ne-

praznih podskupova S nazivamo apstraktni simplicijalni kompleks (u

da	em tekstu samo simplicijalni kompleks) ako:

1. {v} ∈ S, za sve v ∈ K

2. Ako σ ∈ S i τ ⊆ σ onda τ ∈ K

Analogno, elemente simplicijalnog kompleksa K nazivamo simpleksi-

ma, a elemente skupa S temenima. k-simpleks je simplicijalni kompleks

koji ima ima k + 1 temena. Simplicijalni kompleksi se mogu razlo�iti

na simplekse odre�enih ma�ih dimenzija. Presek, ako postoji, svih vixe-

dimenzionih simpleksa mora biti simpleks neke ma�e dimezije.

Svaki geometrijski simplicijalni kompleks mo�e se apstrahovati.

Ukoliko je K geometrijski simplicijalni kompleks i V skup �egovih te-

mena, a Σ familija skupova temena svih simpleksa iz S tada je (V,Σ)

apstraktni simplicijalni kompleks koji odgovara kompleksu K.

2.2 Ciklovi i granice

Abelova grupa Cp pridru�ena simplicijalnom kompleksu K sastoji se

od svih kombinacija p-simpleksa u K. Ako uzmemo da su koeficijenti iz

Z2 (pre svega zbog jednostavnosti i simetrije), onda se svaki element iz

grupe Cp mo�e napisati u obliku:∑
j σj, za σj ∈ K.

Definicija 2.2.1. Za dati simplicijalni kompleks K, homomorfi-

zam p-granice ϑp je funkcija koja svakom p-simpleksu σ = {v0, ..., vp} ∈ K
dode	uje �egovu granicu:

ϑpσ =
∑

i{v0, ..., v̂i, ..., vp},

gde v̂i oznaqava da skup temena ne sadr�i teme vi.

Funkcija ϑp : Cp → Cp−1 je zapravo homomorfizam izme�u gore defi-

nisanih grupa. Slede�om teoremom dokazujemo da granice nemaju granice.
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Teorema 2.2.1. ϑp−1 ◦ ϑp = 0.

Dokaz:

ϑp−1 ◦ ϑp([v0, ..., vp]) =

ϑp−1(
∑
i

(−1)i[v0, ..., v̂i, ..., vp] =∑
j<i

(−1)i(−1)j[v0, ..., v̂j, ..., v̂i, ..., vp]+∑
i<j

(−1)i(−1)j−1[v0, ..., v̂i, ..., v̂j, ..., vp] =

0 ?

To vodi lanqastom kompleksu:

ϑn+1−−−→ Cn
ϑn−→ Cn−1

ϑn−1−−−→ ...
ϑ2−→ C1

ϑ1−→ C0
ϑ0−→ 0

Definicija 2.2.2. Element grupe Cp zovemo p-lanac.

Element grupe Cp (p-lanac) koji se homeomorfizmom ϑp slika u 0 zovemo

p-cikl.

Sliku homeomorfizma ϑp+1 zovemo p-granica.

Dakle:

• Grupa ciklova je data sa: Zp = Kerϑp

• Grupa granica je data sa: Bp = Imϑp+1

Tako�e, iz gore pomenutog svojsva ϑp−1 ◦ ϑp = 0 sledi relacija:

Bp ⊂ Zp ⊂ Cp

tj. svaka granica je cikl.

2.3 Homoloxke grupe

Kako je Bp podgrupa Abelove grupe Zp onda je ona i normalna podgrupa

od Zp pa mo�emo definisati �ene klase ekvivalencije kao koliqniqku

grupu koju nazivamo p-ta homoloxka grupa. Naravno, p-ta homoloxka grupa

predstav	a ponaxa�e objekta u dimenziji p.

Definicija 2.3.1. p-ta homoloxka grupa lanqastog kompleksa (Cp, ϑp)

je:

Hp := Zp/Bp,
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gde je Zp = Kerϑp i Bp = Imϑp+1.

S obzirom na to da su grupe Cp konaqno generisane Abelove grupe,

to su i Zp i Bp, pa samim tim i �ihova koliqniqka grupa Hp. Jedan on

najpoznatijih rezultata algebre [11] nam ka�e:

Teorema 2.3.1. Svaka konaqno generisana Abelova grupa izomorfna

je grupi oblika:

Zp1 ⊗ ...Zpn ⊗ Z⊗ ...Z,

gde su pi prosti brojevi ili stepeni prostih brojeva, a Zp odgovaraju�e
cikliqne grupe.

2.4 Betijevi brojevi

U algebarskoj topologiji, Betijevi brojevi se koriste za razlikova�e

topoloxkih prostora na osnovu povezanosti n-dimenzionalnih simplici-

jalnih kompleksa. Konaqno, mo�emo uvesti pojam Betijevih brojeva kao

rangove prethodno definisanih homoloxkih grupa.

Definicija 2.4. p-ti Betijev broj je rang p-te homoloxke grupe:

βp = r(Hp)

Na primer, ako je Hn = Zk × Z2 onda je βn = k jer torzione (konaq-

ne) podgrupe ne utiqu na vrednost Betijevog broja. Kao xto mo�emo prvo

primetiti svi Betijevi brojevi su konaqni, xtavixe posle neke dimenzije

svi su jednaki nula.

Primer 2.1. Neka je simplicijalni kompleks K dat sa:

K = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}}.

Mo�emo ga zamisliti kao prazan trougao. Da bismo izraqunali β0 treba

nam 0-ta homoloxka grupa H0 := Z0/B0, odnosno treba da prona�emo qemu

su izomorfne grupe 0-granica i 0-ciklova. Iz definicije tih grupa sledi:

Z0 = Kerϑ0 = span({a}, {b}, {c}),
jer se svaki od navedenih simpleksa slika u 0, zato je Z0 = (Z/2Z)3

B0 = Imϑ1 = span({a}+ {b}, {b}+ {c}, {a}+ {c}),
ali kako su samo 2 linearno nezavisna elementa onda va�i B0 = (Z/2Z)2.

Konaqno,

H0 := Z0/B0 = (Z/2Z)3/(Z/2Z)2 = Z/2Z i β0 = r(H0) = 1. ∇
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Primer 2.2. Iste vrednosti Betijevih brojeva ima i slede�i, malo

komplikovaniji, primer sa slike 2.3 koji ima jedan popu�en trougao tj.

sadr�i simpleks {A,B,C}: ∇

A

C

B

D

C

B

Slika 2.3: Simplicijalni kompleks za koga va�i β0 = 1,
β1 = 1 i β2 = 0

2.4.1 Geometrijska intuicija

n-ti Betijev broj zapravo predstav	a broj n-dimenzionalnih rupa ako

rupu posmatramo kao cikl koji nije granica u nekoj ve�oj dimenziji. To

jednostavno objax�ava definiciju homoloxke grupe i particije na klase

ekvivalencije jer brojimo samo topoloxki neekvivalentne rupe.

Dajemo intuitivnu definiciju za prvih nekoliko Betijevih brojeva

simplicijalnog kompleksa:

• Betijev broj β0 jednak je broju povezanih komponenti

• Betijev broj β1 jednak je broju jednodimenzionalnih, odnosno cikliq-

nih rupa

• Betijev broj β2 jednak je broju unutrax�osti (eng.void)

Tako smo, intuitivno, mogli za prethodna dva primera 2.1. i 2.2. videti

da je β0 = 1 jer K ima samo jednu povezanu komponentu (odnosno sve je po-

vezano). Sliqno, bez raquna�a, sledi i β1 = 1 jer imamo jedan cikl (ivice

trougla) i β2 = 0 jer nemamo unutrax�ost. Isto tako intuitivno razliku-

jemo sferu i kocku (β0 = 1, β1 = 0, β2 = 1) od torusa (β0 = 1, β1 = 2, β2 = 1).

Simplicijalna homologija zavisi samo od simplicijalnog kompleksa na

kom se posmatra i kao rezultat toga mo�emo razlikovati povrxi. Najve�a

prednost homologije je što je sve izraqun	ivo i raqunarski primen	ivo.
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Druga, intuitivna, interpretacija Betijevih brojeva jeste maksimalan

broj seqe�a povrxi tako da ostane povezana tj. n-ti Betijev broj predsta-

v	a maksimalan broj n-ciklova po kojim mo�emo se�i povrx tako da je ne

podelimo.

Primer 2.3. Uzmimo torus kao primer:

Videli smo da za torus va�i β0 = 1, β1 = 2, β2 = 1. Posmatrajmo sada

slede�u sliku 2.4 (v. [12]) i objasnimo vrednost prvog Betijevog broja.

Slika 2.4: Torus i tri homoloxki neekvivalentna cikla

Ciklovi a, b i c se ne mogu neprekidno deformisati jedan u drugi xto

znaqi da nisu topoloxki ekvivalentni. Me�utim cikl c se mo�e nepre-

kidno transformisati (skupiti) u taqku xto ga qini ekvivalentnim nuli,

dok se ciklovi a i b ne mogu neprekidno transformisati u taqku (naravno,

bez deformacije torusa).

Generalno, seqe�e povrxi po ciklu koji je ekvivalentan nuli deli tu po-

vrx na dva ili vixe delova. Zato zak	uqujemo da je β1 = 2 jer mo�emo

na dva razliqita naqina se�i torus po 1-ciklovima a i b (zamislimo te

ciklove kao meridijane i paralele) tako da on ostane povezan. ∇

Slika 2.5: Qetiri naqina lep	e�a kvadrata da bi se dobi-
le qetiri razliqite zatvorene povrxi; lepe se pojedinaqne
strelice zajedno i duple strelice zajedno u naznaqenim sme-

rovima

Jox jedan naqin na koji to mo�emo razumeti jeste kao kada bi kvadratu

lepili naspramne stranice, prvo jedan pa drugi par, dobili bismo torus.
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Ili pak obrnuto, kada bismo sekli torus po ciklovima a i b sa slike 2.4

dobili bismo kvadrat (taqnije pravougaonik) kome bi naspramne stranice

predstav	ale neekvivalentne ciklove. Ilustracija ovog objax�e�a data

je na slici 2.5 (v. [13]) za sferu, torus, Klajnovu bocu i projektivnu ravan.

Na �oj su predstav	ena qetiri naqina lep	e�a kvadrata da bi se dobile

qetiri razliqite zatvorene povrxi. Lepe se pojedinaqne strelice zajedno

i duple strelice zajedno u naznaqenim smerovima. Na taj naqin mo�emo da

zak	uqimo broj seqe�a (ili obrnuto lep	e�a) stranica, odnosno β1 broj

posmatrane figure. Treba imati u vidu da je ovakvo intuitivno zak	uqi-

va�e ograniqeno na qoveku zamisliv prostor i da je ovde dato isk	uqivo

zbog lakxeg razumeva�a pre�ax�e teorije.
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Glava 3

Perzistentna homologija

3.1 Osnovni pojmovi

Perzistentna homologija je metoda za izraqunava�e topoloxkih ka-

rakteristika prostora pri razliqitim prostornim skalama. Raquna�em

homoloxkih grupa za svaki kompleks na skali mo�e se pratiti kada neka

homoloxka klasa nastaje, a kada nestaje. Otpornije klase otkrivaju se po-

mo�u skala xirokog opsega i smatra se da �e one predstav	ati suxtinske

karakteristike osnovnog prostora. Da bi se odredila homologija prostora,

isti prvo mora biti predstav	en kao simplicijalni kompleks. Preslika-

va�e definisano na osnovnom prostoru odgovara filtraciji simplici-

jalnog kompleksa. Sada �emo ove pojmove matematiqki formalizovati.

Definicija 3.1.1. Filtracija simplicijalnog kompleksa K je niz

kompleksa Ki, takav da:

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kn = K

Proizvo	na filtracija kompleksa K definixe parcijalno ure�e�e na

skupu simpleksa koji qine K. Za nas su od interesa samo one filtracije

koje vode do totalnog ure�e�a jer nam je neophodna hijerarhija kompleksa.

Jedna od prednosti ovakvog naqina predstav	a�a simplicijalnog kom-

pleksa je xto �e nam to omogu�iti da pratimo me�a�a topoloxkih inva-

rijanti u skladu sa evolucijom kompleksa. Tako�e �emo imati uvid u to

kada se odre�ena homoloxka klasa pojav	uje, koliko traje i kada nestaje,

a to je i osnovna ideja perzistentne homologije.

Primer 3.1. Na slede�oj slici 3.1 mo�emo videti evoluciju filtra-

cije 3-simpleksa od praznog skupa pa sve do celog tetraedra. U svakom
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koraku dodato je jedno novo teme ili nova strana i to je na slici obe-

le�eno tamno plavom bojom. ∇

Slika 3.1: Filtracija tetraedra

3.2 Perzistentne homoloxke grupe

Posmtaramo simplicijalni kompleks K dimenzije k sa definisanom

filtracijom kao u prethodnom poglav	u. Me�u kompleksimaKi = {σ1, ..., σn}
postoji inkluzija pa mo�emo definisati preslikava�e:

∅ = K0
i0−→ K1

i1−→ ...
in−1−−→ Kn = K.

Svakom od kompleksa Ki dode	ujemo lanqasti kompleks C
Ki
∗ , a preslikava-

�a ij linearno produ�imo na Abelove grupe lanqastog kompleksa (v. Glavu

2).

Na slede�em dijagramu prikazana je konstrukcije te strukture, gde hori-

zontalne strelice predstav	aju graniqne homomorfizme me�u grupama u

CKi
∗ , a vertikalne produ�e�e inkluzije me�u odgovaraju�im kompleksima

filtracije:
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↓ ... ↓
CKi
k

ϑ−→ ...
ϑ−→ CKi

0
ϑ−→ 0

↓ ... ↓
C
K(i+1)

k

ϑ−→ ...
ϑ−→ C

K(i+1)

0
ϑ−→ 0

↓ ... ↓
. .

. .

. .

↓ ... ↓
CKn
k

ϑ−→ ...
ϑ−→ CKn

0
ϑ−→ 0

Za svako 0 ≤ i ≤ k inkluzija i : Ki−1 → Ki indukuje inkluziju na lanqa-

stim kompleksima i∗ : C
K(i−1)
∗ → CKi

∗ . I dodatno va�i:

i(Z
K(i−1)
p ) ⊂ i(ZKi

p )

i(B
K(i−1)
p ) ⊂ i(BKi

p )

Teorema 3.2.1. Preslikava�e f i−1
p : H

K(i−1)
p → HKi

p indukovano inkluzi-

jom i∗ je dobro definisano i homomorfizam je.

Za proizvo	nu klasu [σ] ∈ HK(i−1)
p va�i:

f i−1
p ([σ]) =

[σ], ako je [σ] granica nekog lanca u CKi
p+1

0, inaqe

Na ovaj naqin mo�emo brojati pojav	iva�e i eventualno nestaja�e no-

vih ciklova, odnosno rupa, (deta	nije u Glavi 2 u poglav	u 2.4.1,) kroz

filtraciju u svim dimenzijama. Da bismo, konaqno, uveli pojam perzi-

stentnih homoloxkih grupa definiximo jox preslikava�e:

f i,jp : HKi
p → H

Kj
p ,

kao kompoziciju indukovanih inkluzija f j−1
p ◦ ... ◦ f ip.

Definicija 3.2.1. Za svako 0 ≤ i ≤ k, p-perzistentna homoloxka

grupa je:

H i,j
p = Imf i,jp = Zi

p/(B
j
p ∩ Zi

p),
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gde su Zi
p i B

i
p grupe, respektivno, ciklova i granica u kompleksuKi. Grupe

H i,j
p su konaqno generisane Abelove grupe. Sada mo�emo i ovde, na potpuno

analogan naqin, kao u singularnoj homologiji da definixemo Betijeve

brojeve.

3.2.1 Perzistentni Betijevi brojevi

Definicija 3.2.1.1. p-perzistentni Betijev broj kompleksa K sa

filtracijom ∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kn = K je:

βi,jp = r(H i,j
p )

Dakle, βi,jp je broj nezavisnih homoloxkih klasa u H i,j
p . Intuitivnije, te

klase mo�emo posmatrati kao homoloxke klase koje su opstale bar do kom-

pleksa Kj, a u filtraciji su se pojavile u kompleksu Ki ili pre. Drugim

reqima, perzistentni Betijev broj βi,jp broji klase sa �ivotnim vekom bar

j − i, kao razlikom umira�a i ra�a�a u odgovaraju�im simplicijalnim

kompleksima u filtraciji. Odnosno, znaju�i vrednosti perzistentnih Be-

tijevih brojeva znamo i �ivotne vekove homoloxkih klasa.

3.3 Vizualizacija perzistencije

Tipovi skupova podataka koji se mogu prouqavati pomo�u perzistent-

ne homologije uk	uquju digitalne slike, nivo skupove realnih funkcija,

mre�e itd.. Kao xto smo spomenuli u uvodu ovog rada, konaqni metriqki

prostori se u literaturi topoloxke analize podataka nazivaju i obla-

cima taqaka. Sa topoloxkog stanovixta, konaqni metriqki prostori ne

sadr�e nikakve zanim	ive informacije. Stoga se oblak taqaka posmatra

na razliqitim skalama, a zatim se analizira dobijena evolucija oblika.

Topoloxke invarijante nam daju kvalitativne karakteristike kojima smo

se bavili u ovoj i prethodnoj glavi. U ovom poglav	u govorimo o naqinima

vizualizacije tih karakteristika na razliqitim skalama da bi se dobio

�e	eni sa�etak strukture.

3.3.1 Vietoris-Rips kompleks

Pre nego xto uvedemo pojmove perzistentnih bar-kodova i dijagrama

da�emo jedan veoma intuitivan primer konstruisa�a filtracije da bismo

imali osnovu za da	i rad.

Kao ilustraciju uzmimo skup taqaka u R2 koji prikazujemo na slici 3.2.
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Neka je ε parametar uda	enosti, nenegativni realni broj. Za razliqite

vrednosti ε konstruixemo prostor S sastav	en od temena, ivica, trouglo-

va i vixedimenzionalnih politopa prema slede�em pravilu: Za svaka dva

temena konstruixemo ivicu ako i samo ako euklidska uda	enost izme�u

�ih nije ve�a od ε; konstruixemo trougao ako i samo ako su sve �egove

ivice ve� u S; itd. za vixe dimenzije, analogno. Primetimo, tada za ε′ ≤ ε

va�i Sε′ ⊆ Sε. Ovo je gruba konstrukcija filtracije Vietoris{Rips kom-

pleksa. Sada �emo dati i �egovu formalnu definiciju:

Definicija 3.3.1. Za nenegativni realni broj ε, Vietoris{Rips kom-

pleks u prostoru S sa matrikom d je:

V Rε(S) = {σ ⊆ S|d(x, y) ≤ 2ε , za svako x, y ∈ S}

Slika 3.2: Vietoris-Rips kompleks

Treba spomenuti jox neke poznate konstrukcije kompleksa, kao xto su

Qehov kompleks1, Delone kompleks2 i alfa kompleks, ali u ovom radu se

ne�emo baviti svima �ima pojedinaqno (vixe o ovim strukturama se mo�e

prona�i u literaturi [14, 15]).

3.3.2 Perzistentni bar-kodovi

Zahva	uju�i topoloxkim alatima, mo�emo izraqunati karakteristike

prostora kao xto su broj i �ivotni vek homoloxkih klasa (komponenata,

ciklova itd.). To mo�emo vizualizovati pomo�u konaqne kolekcije poluo-

tvorenih intervala poznate kao bar-kod.

Da�emo i formalno tumaqe�e bar-kodova pomo�u perzistentne homoloxke

teorije. Ka�emo da je σ ∈ Hp(Ki) ro�eno u Hp(Ki) ako ne pripada slici

f i−1,i
p (tj. f i−1,i

p (σ) = 0). Ka�emo da σ ∈ Hp(Ki) umire u Hp(Kj) ako je j > i

1Eduard Čech - qexki matematiqar
2Boris Nikolaevich Delaunay - ruski matematiqar
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najma�i indeks za koji je f i,jp (σ) = 0. Tada je �ivotni vek od klase σ pred-

stav	en poluotvorenim intervalom [i, j). Ako je f i,jp (σ) 6= 0 za sve j takve

da je i < j ≤ k, gde je k dimenzija posmatranog objekta, ka�emo da je σ

beskonaqno perzistentna, a �en �ivotni vek predstav	en je intervalom

[i,∞).

Grubo reqeno, leva kraj�a taqka intervala predstav	a ro�e�e klase,

a desna kraj�a taqka predstav	a smrt iste klase. Dakle, du�i interva-

li bar-koda predstav	aju du�e �ivotne vekove. Beskonaqno perzistentne

klase predstav	amo beskonaqnim poluintervalima koje skaliramo na pogo-

dan naqin zarad vizualizacije. Na to ukazujemo stav	a�em vrha strelice

na desnu kraj�u taqku intervala. Suprotno tome, mogu se pojaviti veoma

kratki intervali (znaqajno kra�i od drugih) i takve klase mo�emo po-

smatrati kao xum u naxim podacima. Me�utim, tu moramo biti oprezni

kako odre�ujemo tu minimalnu granicu znaqajnosti �ivotnog veka. Ona se

uglavnom odre�uje empirijski u zavisnosti od sluqaja upotrebe. U nared-

nim glavama �emo videti kako nam ta granica zapravo odre�uje taqan broj

klastera u ToMATo algoritmu klasterova�a.

Kao poqetni primer pogledajmo slede�u sliku 3.3. To je bar-kod koji

odgovara filtraciji sa slike 3.2. Homoloxke klase se me�aju sa promenom

parametra rastoja�a ε u Vietoris-Rips kompleksu. Na x osi je vrednost

parametra ε, a na y osi je vrednost β1 broja jer posmatramo �ivotni vek

cikliqne rupe tj. jednodimenzionalne homoloxke klase. Primetimo da se

jedna rupa pojav	uje za vrednost ε = 0.2 i nestaje kada se potpuno popu-

ni �ena unutrax�ost na vrednosti parametra ε = 1. Zato je β1 = 1 na

intervalu (0.2, 1), a nula inaqe.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

1

ε

β1

Slika 3.3: Perzistentni bar-kod za dimenziju 1 odgovara-
ju�ih Vietoris-Rips kompleksa sa slike 3.2

Jedan od najkreativnijih delova upotrebe perzistentne homologije je

statistiqka interpretacija rezultata. Sa statistiqke taqke gledixta, ne-

poznata je veliqina koju proce�ujemo, stoga su potrebne metode za kvan-

titativnu procenu kvaliteta bar-kodova. Postoje prepreka u tome xto se
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topoloxke invarijante, do nedavno, nisu ni susrele sa statistiqkim me-

rama, ocenama i testovima. Prostoru bar-kodova nedostaju geometrijska

svojstva koja bi olakxala definisa�e osnovnih pojmova kao xto su sred-

�a vrednost, medijana itd. Ta prepreka je svakako i motivacija za trenut-

na istra�iva�a koja su usmerena na prouqava�e metoda koje taj prostor

mapiraju u prostore koji imaju bo	e prilago�ena geometrijska svojstva

statistiqkim alatima.

Dakle, potreban je naqin za ocenu statistiqke znaqajnosti dobijenih re-

zultata i upore�iva�e dva razliqita izlaza, kao i naqin za izraqunava�e

odgovaraju�ih statistiqkih sa�etaka (eng. summary statistics) . Neki od

glavnih pristupa problemu statistiqke analize bar-kodova su:

• U prvom pristupu se koriste sluqajni simplicijalni kompleksi koji

inkorporiraju naxe pretpostavke o podacima. Oni se u ovom sluqaju

posmatraju kao nul-modeli (eng. null model) za upore�iva�e sa stvar-
nim podacima.

• U drugom pristupu se prouqavaju svojstva metriqkog prostora qije

su taqke perzistentni dijagrami koji odgovaraju posmatranim bar-

kodovima.

• U tre�em pristupu se prouqavaju osobine pojedinaqnih perzistent-

nih dijagrama.

Sada je pravi trenutak da formalno uvedemo pojam perzistentnih dija-

grama.

3.3.3 Perzistentni dijagrami

Perzistentni dijagram je prezentacija konaqnog broja taqaka (x, y) ∈
R̄2 koje se mogu ponav	ati, odnosno biti multiplicirane, zajedno sa di-

jagonalom ∆ = {(x, y) ∈ R2|x = y}. Za svaku taqku dijagrama vrednost na

x- osi je trenutak ra�a�a u odgovaraju�oj filtraciji koja se posmatra, a

vrednost na y-osi trenutak umira�a. Sledi da je �ivotni vek svake taqke

srazmeran �enom rastoja�u od dijagonale. Xto je taqka uda	enija od dija-

gonale to je perzistentnija pa na taj naqin mo�emo razdvajati suxtinski

bitne osobine od xuma u podacima. Tako�e, i beskonaqno perzistentne taq-

ke obele�avamo na y osi iznad svih ostalih konaqnih vrednosti. Vidimo

da nam ovakva vizualizacija daje iste informacije kao i bar-kod.

Formalno, perzistentni dijagrami vizualizuju informacije dobijene

iz svih perzistentnih homoloxkih grupa. Pre svega, pomo�u perzistentnih
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Betijevih brojeva definixemo µi,jp kao broj p-dimenzionalnih homoloxkih

klasa koje su se rodile u kompleksu Ki, a umrle u kompleksu Kj u filtra-

ciji:

µi,jp = (µi,j−1
p − µi,jp )− (µi−1,j−1

p − µi−1,j
p ),

za svako 0 ≤ i < j ≤ k. To je zapravo razlika klasa ro�enih pre Ki+1, a

umrle su u Kj i klasa ro�enih pre Ki, a umrle su u Kj.

Definicija 3.3.3.1. Unija taqaka (i, j) multipliciranih µi,jp puta

i svih taqaka dijagonale naziva se k-ti perzistentni dijagram, u oznaci

DpK.

Sledi primer u kojem dajemo vizualizaciju gore uvedenih pojmova:

Primer 3.2. Posmatrajmo konaqnu filtraciju simplicijalnog kompleksa

na slici 3.4 i �enu evoluciju u koracima, koji odgovaraju svakom komplek-

su u filtraciji, na slici 3.5. Intuitivno, na levom dijagramu u svakom

koraku zapisujemo i brojimo povezane komponente, a na desnom rupe. For-

malno, koristimo informacije koje nam daju vektorski prostori Hp(Ki)

zajedno sa preslikava�ima f i,jp izme�u �ih. Te informacije mo�emo vizua-

lizovati crta�em dijagrama na slede�i naqin: u i-tom koraku filtracije,

crtamo onoliko taqaka kolika je dimenzija vektorskog prostora Hp(Ki)

tako da to bude predstav	eno na y-osi. Zatim povezujemo taqke tako xto

crtamo interval izme�u �ih ako se homoloxka klasa iz i-tog koraka fil-

tracije nalazi u perzistentnoj homoloxkoj grupi H i,i+1
p . Ako se ne nalazi,

odnosno nije se odr�ala do (i + 1)-og koraka, onda crtamo otvoren inter-

val. Levo je predstav	ena dimenzija 0 sa brojem temena jednakim H0(Ki) i

desno dimenzija 1 sa H1(Ki) temena za svako 1 ≤ i ≤ 4.

Nakon ovoga lako dolazimo do perzistentnog bar-koda na slici 3.6 i

�emu odgovaraju�eg perzistentnog dijagrama na slici 3.7. Beskonacno per-

zistentne klase su u bar-kodovima oznaqene strelicama na desnoj strani, a

u dijagramu su oznaqene praznim krugom. Tako�e, veliqina taqaka direkt-

no je proporcionalna broju klasa koje oni predstav	aju.

Naravno, ovako konstruisani perzistentni dijagrami ne sadr�e taqke

ispod dijagonale zbog totalnog ure�e�a filtracije pa uvek va�i x ≤
y. Postoji i obrnuti poredak koji dobijamo preusmerava�em filtracije.

Izbor poretka je isk	uqivo formalnost i ne utiqe na validnost teorije.

Mi �emo u da	em radu koristiti taj obrnuti poredak, a motivacija za to

�e biti uskoro data u Glavi 4. ∇
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Slika 3.4: Filtracija datog simplicijalog kompleksa

1 2 3 4

1

2

3

4

5

[d] [d] [d] [d]

[a] + [b]

[c] [c] [c] [c]

[f ] + [c]

[e] + [c]

i

H0(Ki)

1 2 3 4

1

2

3

4

5

[ab+ bc+ ac]

[bc+ cf + bf ]

[bc+ cf + bf ]
[ac+ ce+ ea]

i

H1(Ki)

Slika 3.5: Evolucija filtracije u koracima

Vidimo da ipak postoje odre�ene prednosti u tumaqe�u i upotrebi per-

zistentnih dijagrama. Rekli smo da se u drugom pristupu posmatra odgova-

raju�e definisan prostor dijagrama perzistencije, definixe se metrika,

prouqavaju se geometrijska svojstva ovog prostora i vrxe se standardne

statistiqke analize. Odnosno, po�e	no je imati mogu�nost upore�iva�a

dijagrama perzistencije prouqava�em bijekcija izme�u �ihovih elemena-

ta. Zato dijagrami moraju biti iste kardinalnosti, a to lako rexavamo

dodava�em taqaka na dijagonali. Jedan naqin komparacije je uvo�ene Ha-

usdorfove metrike3 [16] ili bottleneck rastoja�a na tom prostoru.

3Felix Hausdorff - nemaqki matematiqar
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1 2 3 4
i

1 2 3 4
i

Slika 3.6: Perzistentni bar-kodovi za dimenziju 0 (levo)
i dimenziju 1 (desno)
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Slika 3.7: Perzistentni dijagrami za dimenziju 0 (levo)
i dimenziju 1 (desno)

Definicija 3.3.3.2. Neka su X i Y dva perzistentna dijagrama. Ha-

usdorfovo rastoja�e i bottleneck rastoja�e su, redom, dati sa:

dH(X, Y ) = max{supxinfy||x− y||∞, supyinfx||y − x||∞},
dB(X, Y ) = infγsupx||x− γ(x)||∞,

za x ∈ X i y ∈ Y i sve bijekcije γ : X → Y .

Definicija 3.3.3.2. Prostor X triangularizabilan prostor ako po-

stoji �emu homeomorfan simplicijalni kompleks.

Definicija 3.3.3.3. Nivo skupovi (eng. level sets) funkcije f : X → R ,
su skupovi oblika f−1((−∞, α]) ili f−1([α,+∞)), gde je nivo α neki realni

broj.
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To nam da	e daje teoreme o stabilnosti perzistentnih dijagrama pod

malim perturbacijama taqaka podataka xto je fundamentalan rezultat za

primenu perzistentne homologije. Teoremu o stabilnosti [6] navodimo bez

dokaza.

Teorema 3.3.3.1. Neka je X triangularizabilan prostor i neka su

f, g : X → R neprekidne funkcije qiji nivo skupovi generixu konaq-

no dimenzionalne homoloxke grupe i postoji konaqno mnogo homoloxkih

kritiqnih vrednosti. Tada va�i:

dB(D(f)−D(g)) ≤ ||f − g||∞.

Postoji jox pristupa problemu statistiqke analize, ali svi su jox

uvek u fazi razvija�a i puno je mogu�nosti za nove ideje. Neki od �ih

se zasnivaju na preslikava�u prostora perzistentnih dijagrama u poznate

prostore, npr.Banahov. To su perzistentni pejza�i (eng. landscapes) [17],
Betijeve krive, perzistentne slike i kernelizacija. Iako nam nisu od pre-

sudne va�nosti za nastavak ovog rada, ovde ih navodimo kao pogodne za

manipulaciju statistiqkim alatima, kao i mnogim metodama maxinskog

uqe�a.
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Glava 4

Perzistencija i klasterova�e

4.1 Ideja i motivacija

Veoma je texko dati preciznu uopxtenu definiciju samog klastera,

a topologija nam mo�e i tu pomo�i. Neformalno, klasterova�e se odnosi

na proces podele skupa podataka na vixe delova, odnosno klastera, koji

se prepoznat	ivo razlikuju jedni od drugih. U kontekstu konaqnih me-

triqkih prostora, to otprilike znaqi da su taqke u klasterima bli�e

jedna drugoj nego xto su taqke u razliqitim klasterima. Klasterova�e

mo�emo smatrati statistiqkim pandanom geometrijske konstrukcije pove-

zanih komponenti prostora, xto je osnova algebarske topologije. Postoji

mnogo algoritama koji grade klastere na osnovu metriqkih informacija,

kao xto su k-sredina, spektralno klasterova�e itd. Iako je klasterova�e,

oqigledno, veoma va�an deo analize podataka, naqini na koji se formu-

lixe i prime�uje prepuni su vixeznaqnosti. Uglavnom su potexko�e sa

kojima se suoqavamo izbor razliqitih parametara i pragova, kao i nedo-

statak robusnosti.

Nenadgledano uqe�e (eng. unsupervised learning) je va�an i koristan

alat za tumaqe�e podataka u raznim oblastima primene. Iako je prirodno

grupisa�e qoveku u velikom broju sluqajeva oqigledno, problem klastero-

va�a nema jedinstveno rexe�e. Ipak, �egova va�nost kao alata za analizu

podataka, porasla je zbog pove�ane dostupnosti visokodimenzionalnih sku-

pova podataka jer je direktna interpretacija takvih podataka texka, ako

ne i nemogu�a.

Uobiqajeno je da se skup podataka sastoji od uzoraka izvuqenih iz ne-

ke nepoznate funkcije gustine f i da je kraj�i ci	 analize razumeva�e

strukture te gustine. S obzirom da funkcija gustine obiqno nije poznata,
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mora se oceniti iz dostupnih uzoraka. Metode klastova�a se stoga osla-

�aju na ocene gustine, koje se svrstavaju u dve osnovne kategorije: parame-

tarske ocene, koje uzimaju parametarsku familiju funkcija kao model za

gustinu; neparametarske ocene, koje se izvode na osnovu lokalnog ponaxa-

�a funkcije gustine. Metode zasnovane na parametarskim ocenama koriste

zna�e o gustini da bi postigle bo	e rezultate, dok su neparametarske me-

tode opxtije jer nisu vezane za neki odre�eni model gustine.

Klasteri uzoraka koji dolaze iz funkcije gustine f se mogu identifiko-

vati uz pomo� moda funkcije f . Intuitivno, klaster je skup svih taqaka

koje se ulivaju u isti lokalni maksimum du� toka definisanog vektorskim

po	em gradijenta f . Jox jedan naqin na koji mo�emo posmatrati klaste-

re jeste kao basene atrakcije atraktora koji odgovaraju modama funkcije

gustine. Sledi i formalna definicija:

Definicija 4.1.1. Atraktor je sta�e (skup) u koji dinamiqki sistem

(ili �egov podskup) evoluira nakon dovo	no vremena. Basen atrakcije Bp

nekog atraktora p je skup taqaka koji �e evoluirati u �ega samog.

Ovaj pojam klastera nije nov. Ve� je predlo�en u algoritmu gradi-

jentnog uspona (eng. graph-based gradient ascent algorithm) [5] i koristi se

u brojnim algoritmima za detekciju moda, uk	uquju�i Mean-Shift [18] i
�egove naslednike. Uobiqajeni problem sa kojim se suoqavaju ove metode

je da su gradijent i taqke ekstrema funkcije gustine f veliqine koje su

jako nestabilne pod, qak i proizvo	no malim, perturbacijama f . Budu�i

da nam je f qesto nepoznato, zavisimo od ocene gustine f , qiji se atrakto-

ri retko poklapaju sa onima stvarne gustine. Pogledajmo sliku 4.1 (v. [2])

za ilustraciju problema. U nekim metodama da bi se izbegao ovaj problem

radi se tzv. zagla�iva�e ocene gustine (eng. smoothing) , xto dovodi do

slede�eg problema aprokcimacije, a to je koliko je zagla�iva�a potrebno.

Definicija 4.1.2. Nadnivo skupovi (eng. superlevel sets) funkcije f :

X → R , su skupovi oblika f−1([α,+∞)), gde je nivo α neki realni broj.

Oznaqavamo ih sa Fα.

Umesto da direktno prouqava gradijent funkcije f , topoloxka perzi-

stencija prouqava razvoj topologije nadnivo skupova od f :

Definicija 4.1.3.Filtracija generisana nadnivo skupovima Fα funk-

cije f : X → R je niz kompleksa uX dobijenih pomo�u Fα, gde se parametar

α kre�e od +∞ do −∞.
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Slika 4.1: Na levoj strani prikazana je funkcija gusti-
ne sa dve ekstremne vrednosti i podela na dva �ena basena
atrakcije, a na desnoj odgovaraju�e vrednosti za linearnu

interpolaciju funkcije gustine.

Dakle imamo definisano totalno ure�e�e na X.

U kontekstu klasterova�a, nas uglavnom zanima perzistentna homologi-

ja nadnivo skupova, tj. da li su i kako povezani nadnivo skupovi. To je

zapravo poseban sluqaj 0-dimenzionalne teorije perzistencije gde kao ho-

moloxke klase posmatramo povezane komponente prostora. Slika 4.2 (v.

[2]) prikazuje povezane komponente tri nadnivo skupa. Svaka komponenta

se pojav	uje kada se dostigne lokalni maksimum posmatrane funkcije.

Xtavixe, perzistencija name�e strogu hijerarhiju komponentama: ka-

da se dve od �ih pove�u jedna sa drugom na nekom nadnivo skupu od f , za

komponentu generisanu ni�im vrhom ka�e se da je spojena u onu generi-

sanu vixim vrhom. Tada se svakoj komponenti C mo�e dodeliti �ivotni

vek. Ako posmatramo kao taqku p u ravni: apcisa p je vreme u kojem se

komponenta C pojav	uje u porodici nadnivo skupova od f ; ordinata od p je

vreme u kome se C spaja u drugu komponentu generisanu nekim vixim vrhom

funkcije f . Razlika px − py je mera znaqajnosti komponente C (u da	em

tekstu samo znaqajnost), ili ekvivalentno, va�nosti �oj odgovaraju�e mo-

de. Kolekcija takvih taqaka naziva se 0-ti (nulti) perzistentni dijagram

funkcije f . Obratimo pa��u na to da je u ovom sluqaju vrednost perzi-

stentnosti komponente jednaka razlici trenutka ro�e�a i trenutka smrti.

To je zbog opadaju�e skale parametra α pomo�u koje konstruixemo filtra-

ciju u tom poretku. Naravno, sve karakteristike ostaju na snazi jer imamo

samo simetriju u odnosu na dijagonalu perzistentnog dijagrama. Pogledaj-

mo sliku 4.3 za ilustraciju uporednih dijagrama. Uopxte�e perzistentnih

dijagrama za proizvo	no dimenzionalnu teoriju perzistentnosti se nala-

zi u Glavi 3 ovog rada gde je deta	no objax�ena �ihova konstrukcija.
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Slika 4.2: Evolucija nadnivo skupova funkcije gustine i
�ene ocene

ro�e�e

smrt

Slika 4.3: Uporedni perzistenti dijagrami za funkciju
gustine (crvene taqke) i za �enu ocenu (plave taqke)

U primeru sa slike 4.3, upore�uju�i perzistentne dijagrame gustine

f i ocene od f , mo�e se videti da su taqke uda	ene od dijagonale, koje

odgovaraju veoma istaknutim ekstremima f , dobro oquvane pod perturba-

cijom, za razliku od taqaka blizu dijagonale, koje odgovaraju neznaqajnim

ekstremima i zbog toga se mogu smatrati xumom. Ovo svojstvo stabilnosti

je osnovni rezultat teorije homoloxke perzistencije. Ono opravdava gore

objax�enu upotrebu perzistencije u kontekstu analize podataka: kada nam

prava gustina f : X→ R nije data, i da	e je mogu�e dobro aproksimirati

ponaxa�e znaqajnih ekstrema funkcije f pomo�u dijagrama perzistencije

�ene ocene.
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4.2 Komparacija sa poznatim metodama kla-

sterova�a

Ovde navodimo nekoliko standardnih metoda klasterova�a i predno-

sti ToMATo algoritma u odnosu na �ih:

• K-sredina [19] je jedna od metoda koja se najuqestalije koristi. U

skladu sa unapred zadatim fiksnim brojem klastera, pokuxava da

postavi centre klastera i da odredi pripadnost odgovaraju�im kla-

sterima tako xto minimizuje sumu kvadratnih rastoja�a do centra

unutar svakog klastera. Poznato je da je ovaj problem minimizacije

NP-te�ak problem u raqunarskoj kompleksnosti, pa se neretko pribe-

gava iterativnom EM (eng. Expectation-Maximization) algoritmu koji
je optimalniji. Za �ega je zagarantovano da �e konvergirati barem

nekom lokalnom minimumu, me�utim ovaj minimum ne mora biti glo-

balni i u zavisnosti od toga se mogu dobiti skroz drugaqiji rezul-

tati na istim podacima. Jox jedan problem algoritma k-sredina je

da loxe radi na izrazito nekonveksnim klasterima.

• Spektralno klasterova�e [20] posebno je prilago�eno za rad na nekon-

veksnim podacima. Ova metoda koristi spektar (sopstvene vrednosti)

i matricu sliqnosti podataka da bi se redukovala dimenzionalnost

pre samog klasterova�a. Matrica sliqnosti je data kao ulaz koji se

sastoji od vrednosti mere sliqnosti svakog para taqaka u skupu poda-

taka. Mera sliqnosti je funkcija sa realnim vrednostima koja kvan-

tifikuje koliko su neka dva objekta me�usobno sliqna. Izraqunava

se Laplasijan i �egovi sopstveni vektori, a potom se prime�uje ne-

ka od osnovnih metoda (npr. k-sredina). Dekompozicija Laplasijana

mo�e praviti veliki problem sa porastom broja podataka. Spektar

Laplasijana mo�e biti pokazate	 taqnog broja klastera, me�utim

ovaj pristup je veoma oset	iv na velika odstupa�a i prisustvo xu-

ma u podacima i u tim sluqajevima se broj klastera ne mo�e jasno

odrediti.

• Tehnike klasterova�a zasnovane na gustini pretpostav	aju da su po-

daci uzorkovani iz neke nepoznate funkcije gustine f . Grupisa�e

tada postaje problem aproksimacije funkcije f . Popularni pristup

je posmatra�e funkcije gustine na nekom fiksnom nivou i potom se

povezane komponente nadnivo skupa uzimaju kao klasteri, a ostatak
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podataka kao xum. Na�alost, zbog upotrebe fiksnog praga vredno-

sti gustine, ove tehnike ne reaguju dobro na hijerarhijske skupove

podataka u kojima imamo razliqite nivoe grupisa�a.

Dakle, mane gore spomenutih metoda su uglavnom neprilago�enost ne-

konveksnim podacima, oset	ivost na velika odstupa�a, kompleksnost itd.

ToMATo algoritam je u prednosti xto se svih tih nedostataka tiqe, a ovu

tvrd�u �emo opravdati i matematiqki, kao i kroz primere u posled�e dve

glave ovog rada.

Ve� smo spomenuli u uvodu da metoda ToMATo kombinuje dve faze:

tra�e�e moda i spaja�e klastera. Zato �emo u naredna dva potpoglav	a

posebno izdvojiti doprinos perzistencije tehnikama poput tra�e�a moda

i hijerarhijskog klasterova�a.

4.2.1 Tra�e�e moda

Tra�e�e moda je jox jedan popularan pristup koji se sastoji u otkriva-

�u lokalnih moda funkcije koju posmatramo. Da	e se te mode koriste kao

centri klastera, a podaci se dele u skladu sa �ihovim basenima atrakcije

koje smo ve� definisali. Precizan pojam basena atrakcije Bp atraktora p

varira od sluqaja upotrebe, ali uvek va�i da Bp odgovara podskupu taqaka

koje u nekom trenutku dosti�u p nekom grubom xemom gradijentnog uspona.

To ilustrujemo na slede�oj slici 4.4:

Slika 4.4: Jedan korak u algoritmu detekcije moda funk-
cije gustine, pomo�u xeme gradijentnog uspona, na podacima
predstav	enim grafom suseda - pomera�e posmatrane taqke
(oznaka x) ka centru mase svih posmatranih suseda u krugu

Kao xto smo ve� naglasili, uobiqajen problem sa kojim se suoqavaju

ove tehnike je da su gradijent i ekstremne taqke funkcije gustine veo-

ma nestabilne, pa �ihova aproksimacija dobijena pomo�u ocene gustine
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mo�e dovesti do nepouzdanih rezultata. Perzistencija nam poma�e tako

xto detektuje nestabilne klastere nakon �ihove podele. Spaja�em takvih

klastera dobijamo na stabilnosti rezultata. Detekciju nestabilnih kla-

stera vrximo posmatra�em perzistentnog dijagrama filtracije nadnivo

skupova koji nam daje znaqajnost svake mode funkcije kao perzistenciju

0-dimenzionalne homoloxke klase. Pored toga, imamo i hijerarhiju moda

koja nam ka�e koje komponente su povezane, i u kom koraku filtracije nad-

nivo skupova. Ove dve informacije koje dobijamo iz teorije perzistencije,

znaqajnost i hijerarhiju moda, koristimo za unapre�e�e tehnike tra�e�a

moda funkcije gustine.

4.2.2 Hijerarhijsko klasterova�e

Kako nam sam naziv ka�e, hijerarhijsko klasterova�e daje hijerarhiju

ug�e�denih klastera. To je grupa metoda prilago�enih za klasterova�e

podataka sa vixestrukim nivoima. Struktura takvih podataka je, tako�e,

hijerarhijska. Zapravo svaki klaster se mo�e individualno da	e deli-

ti na ma�e klastere koji poseduju zajedniqke osobine nivoa rodite	skog

klastera, ali se razlikuju po nekom novom nivou osobina. Najpoznatija je

aglomerativna tehnika hijerarhijskog klasterova�a koja kre�e od toga da

je svaka taqka podataka zaseban klaster i u svakom koraku spaja dva kla-

stera koja su najsliqnija pod nekim uslovom. Kvalitet rezultata najvixe

zavisi od definisa�a mere sliqnosti izme�u klastera. Najve�a mana je

xto se grexke (uglavnom zbog uticaja veoma dalekih taqaka podataka na

mere rastoja�a) naprav	ene u ranim koracima, texko ili nikako, ne mogu

ispraviti u da	oj hijerarhiji. Hijerarhiju reprezentujemo kao stablo koje

nazivamo dendrogram.

Jedna od metoda aglomerativnog pristupa je jednostruko poveziva�e [1]

Slika 4.5: Dendrogram aglomerativnog klasterova�a nad
uzorkom veliqine 15
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(eng. single-linkage) . Ona u svakom koraku spaja dva klastera koji sadr�e

najbli�i par taqaka. Treba napomenuti da se perzistencija ve� impli-

citno koristi u ovim metodama. Grafovi nastali iz algoritma jednostru-

kog poveiva�a su isto xto i simplicijalni kompleksi dimenzije jedan u

Vietoris-Rips filtraciji. Tako�e, dendrogrami nisu nixta drugo do al-

ternativni prikazi perzistentnih dijagrama. Tada razmatrana funkcija

nije gustina ve� uda	enost taqaka. Hijerarhija klastera indukovana na

ovaj naqin daje sumarnu analizu podataka iz koje se mogu zak	uqiti naj-

bo	i pragovi za da	e klasterova�e.

Dendrogrami, kao i perzistentni dijagrami, su stabilni pod perturbaci-

jama podataka. Dokaz za tu tvrd�u se mo�e prona�i u literaturi [21].

Na�alost, teorijske garancije za broj klastera i stabilnost, dokazane su

samo u sluqaju ograniqenog Hausdorf modela xuma [22]. Ovaj model je veo-

ma restriktivan jer ograniqava pojavu, gore pomenutog, problema lanqanog

efekta tj. uticaj velikih odstupa�a u podacima (eng. outliers), a tome su
podaci veoma podlo�ni u praksi. Tu nam opet poma�e teorija perzisten-

cije koja garantuje stabilnost perzistentnih dijagrama i pod slabijim

uslovima.

4.3 Mapper algoritam

Iako akcenat ovog rada nije na Mapper algoritmu, uvodimo ga kao do-
datnu zanim	ivu ideju i jox jedan naqin primene topoloxke analize po-

dataka. Algoritam je prvi put objav	en u slede�oj literaturi [8]. Ve� je

dostigao uspexnu primenu u finansijama, detekciji prevara, a posebno

biologiji i medicini [23].

Mapper je kombinacija redukcije dimenzije, klasterova�a i grafova. Uglav-
nom se koristi za:

• vizualizaciju oblika podataka

• detekciju klastera i zanim	ivih topoloxkih struktura u podacima

• selekciju karakteristika (atributa) koje najbo	e opisuju podatke i

pove�avaju interpretabilnost modela

Definicija 4.3.1. Otvoreni pokrivaq topoloxkog prostora X je ko-

lekcija U = (Uα)α∈A otvorenih skupova Uα ⊆ X, α ∈ A gde je A skup takav

da va�i
⋃
α∈A

Uα = X.

Opiximo sada svaki korak algoritma:
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1. Definixemo filter funkciju (eng. lens) na prostoru podataka koje
posmatramo f : X → Z koja preslikava podatke u ma�u dimenziju

2. Konstruixemo pokrivaq (Uα)α∈A skupa Z tj. va�i
⋃
α∈A

Uα = Z

3. Odredimo Xα = f−1(Uα) i na svaki od �ih posebno primenimo kla-

sterova�e

4. Konstruiximo graf kome su qvorovi dobijeni klasteri, a grane pra-

vimo izme�u klastera koji imaju zajedniqke taqke

Ilustraciju ovih koraka dajemo na slici 4.6 (v. [24]).

Slika 4.6: Mapper algoritam prime�en na dvodimenzio-
nalne podatke (taqke skroz levo); filter funkcija je pro-
jekcija na y osu i pokrivaq se sastoji od 5 intervala; skroz

desno je dobijeni graf kao rezultat algoritma

Definicija 4.3.2. Za dati pokrivaq U topoloxkog prostora X, U =

(Uα)α∈A, �egov nerv definixemo kao apstraktni simplicijalni kompleks

N(U) kome je skup temena U i za koga va�i:

σ = [Ui0 , ..., Uik ] ∈ N(U) akko
k⋂
j=0

Uik 6= ∅.

Primetimo da qvorove dobijenog grafa mo�emo posmatrati kao 0-dimenzionalne

simplekse, a grane kao 1-dimenzionalne simplekse. Neka je f ?(U) pokri-

vaq od Xα. Tada je rezultat Mapper algoritma nerv tog pokrivaqa tj.

M(U, f) = N(f ?(U)). I to je naxa veza Mapper metode i homoloxke te-

orije.

Izbor filter funkcije je oqigledno veoma bitan. Ako �elimo jedno-

dimenzionalni sluqaj, obiqno se uzima neka projekcija (kao na slici 4.6),

ekscentricitet ili rastoja�e od neke konkretne taqke ili fiksnog broja

taqaka. Za vixedimenzionalne sluqajeve tipiqan izbor su metode reduk-

cije dimenzije (npr. PCA, t-SNE). Suptilniji rezultati mogu se posti�i
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projektova�em na neki latentni prostor dobijen pomo�u autoenkodera. Sve

u svemu, izbor filtera se vrxi u zavisnosti od tipa podataka koje anali-

ziramo. Na primer, na slede�oj slici 4.7 (v. [25]) filter je rastoja�e od

taqke skroz levo na krugu, odnosno najtamnije plave taqke sa slike. Na taj

naqin nam rezultuju�i graf otkriva oblik skupa podataka.

Slika 4.7: Mapper algoritam prime�en na krug, a filter
funkcija je rastoja�e od najtamnije plave taqke, skroz levo

na krugu

Xto se tiqe pokrivaqa, standardni izbor je kolekcija d-dimenzionalnih

intervala iste du�ine koji se me�usobno preklapaju sa zadatim procentom

preklapa�a.

Metodu klasterova�a opet biramo sami u zavisnosti od sluqaja upotrebe.

Va�no je da se ne moramo usko ograniqavati na jednu metodu ili na iste

parametre za svaki interval u pokrivaqu.

Zak	uqujemo da je velika prednostMapper algoritma u proizvo	nosti
izbora metode klasterova�a, izbora filter funkcije i pokrivaqa. Tako�e,

graf koji dobijamo nam otkriva topoloxku strukturu podataka koju mnogo

lakxe interpretiramo na taj naqin. Glavna prednost Mapper algoritma je
u tome xto se, nakon izbora filter funkcije, pokrivaq vra�a inverznom

funkcijom u prvobitni prostor visoke dimenzije i klasterova�e se tu

dexava. Tako ne dolazi do gubitka informacija kao kod klasiqnih metoda

redukcije dimenzije.

Dobijeni graf nam omogu�ava da vidimo zaxto su neke grupe me�usobno

povezane. Tako mo�emo da vidimo koje karakteristike podataka su znac-

hajne i izvrximo selekciju atributa. Boje�em grafa vrednox�u atributa

mo�emo videti koje vrednosti odre�enih atributa prave grupe u podaci-

ma ili se pak izdvajaju. Konaqno, vizualizacija grafom nam poma�e i u

interpretaciji modela tako xto vidimo na kojim mestima model najvixe

grexi ili najbo	e predvi�a podatke.
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Primer 4.1. Ovim primerom ilustrujemo na koji naqin uz pomo�Map-
per algoritma vrximo selekciju atributa. Posmatramo skup koji se kori-
sti za predvi�a�e bolesti srca kod pacijenata na osnovu atributa kao xto

su starost, holesterol, krvni pritisak itd. Na slici 4.8 (v. [23]) Mapper
graf, kome su qvorovi obojeni stepenom srqane bolesti, je razdvojio raz-

liqite grupe u podacima. Tako mo�emo obojiti graf i vrednostima bilo

kog atributa i videti koji to atributi korelixu sa ci	nom promen	ivom,

koje vrednosti im se izdvajaju u posebne grupe i kako objax�avaju podatke.

Upotreb	ena filter funkcija je dvodimenzionalna UMAP projekcija [26],

pokrivaq ima 10 dvodimenzionalnih intervala sa 20 procenata preklapa-

�a i DBSCAN [27] je algoritam klasterova�a. ∇

Vidimo da rezultuju�i graf nudi fleksibilnost u analizi podata-

ka. Me�utim, imamo samo prikaz koji je rezultat fiksnog konstruisanog

pokrivaqa. Ve� smo rekli da je veza Mapper algoritma i homoloxke teori-
je u tome xto rezultat algoritma mo�emo posmatrati kao simplicijalni

kompleks. To je i bila inspiracija za Multiscale mapper algoritam. U tom

algoritmu ug�e�deni niz pokrivaqa indukuje filtraciju simplicijal-

nih kompleksa. Da	e se dobijena struktura prouqava pomo�u perzistentne

homologije i �enih metoda vizualizacije poput perzistentnog dijagrama.

Slika 4.8: Mapper graf kome su qvorovi obojeni stepenom
srqane bolesti
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Glava 5

ToMATo algoritam

5.1 O algoritmu

U tre�oj glavi ovog rada smo naveli fundamentalnu teoremu o sta-

bilnosti perzistentnih dijagrama (Teorema 3.3.3.1.). �en dokaz se mo�e

prona�i u nedavnom radu [6] koji nam govori vixe o tome. Nama je dovo	an

�en slede�i specijalan sluqaj:

Neka je f nepoznata realna funkcija definisana nad nepoznatim prosto-

rom X i dat je oblak taqaka L iz prostora X zajedno sa aproksimacijom f̃

od f nad taqkama od L. Rezultat teoreme omogu�ava verodostojnu aproksi-

maciju perzistentnog dijagrama pomo�u konstrukcije grafa suseda nad L

i ocene gustine f̃ . Sledi:

dB(D(f)−D(f̃)) ≤ ||f − f̃ ||∞,

gde je dB oznaka za bottleneck rastoja�e (v. definiciju 3.3.3.2.).
U prethodnom rezultatu [28], ovo svojstvo aproksimacije va�i ako se u

prostoru X postigne neka minimalna gustina uzorkova�a, xto nije pogod-

no u kontekstu klasterova�a, gde je oblak taqaka L uzorkovan u skladu

sa funkcijom gustine f . Prvi ci	 jeste da poka�emo da ova stabilnost

ostaje na snazi i pod slabijom verzijom aproksimacije. Ti slabiji uslovi

su pogodni za klasterova�e jer je pod tim uslovima uzorkova�e direktno

proporcionalno regionima funkcije gustine.

Zahva	uju�i, gorepomenutom, novom rezultatu o stabilnosti, predlo�ena

je nova metoda klasterova�a koja kombinuje tra�e�e moda (eng. mode-
seeking) zasnovano na grafu, pomo�u standardne xeme uspona (eng. graph-
based hill-climbing scheme), i spaja�e (eng. merging) klastera zasnovano

na teoriji perzistentnosti. U fazi detekcije moda: za zadati parametar

σ ≥ 0, konstruixemo graf suseda G, poveziva�em svakog para taqaka pod
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nekim uslovom (npr. me�usobno rastoja�e najvixe σ ili k najbli�ih suse-

da); zatim, za ocenu funkcije gustine f , konstruixemo razapi�u�u xumu

grafa G poveziva�em svakog qvora v sa svojim susedom u G kome je vred-

nost ocene f̃ najve�a; ako svi susedi od qvora v imaju ma�e vrednosti f̃

od �ega, tada je v proglaxavamo modom od f̃ i ono postaje koren nekog sta-

bla u xumi. Kao xto je pomenuto u Glavi 4 i ilustrovano na slici 4.2,

ovaj algoritam je veoma oset	iv i na male perturbacije, a to ne �elimo u

praksi zbog aproksimacije funkcije gustine.

Novost pristupa je u naqinu spaja�a klastera u drugoj fazi algoritma gde

koristimo perzistentnu homologiju i na taj naqin pove�avamo stabilnost

rezultata. Ve� smo spomenuli da znaqajnost klastera, odnosno povezane

komponente, odre�ujemo kao rastoja�e od dijagonale taqke na perzistent-

nom dijagramu koja predstav	a tu komponentu. Za parametar τ , spajamo

svaki klaster znaqajnosti ma�e od τ sa �egovim rodite	em u hijerarhiji

klastera definisanoj pomo�u perzistencije. Perzistencija i hijerarhija

se mogu izraqunati u hodu tokom prve faze, pod uslovom da su qvorovi

sortirani po opadaju�oj vrednosti f̃ . Zapravo, vide�emo da prva i druga

faza mogu biti izvrxene simultano.

Izlaz algoritma su klasteri znaqajnosti bar τ . Dodatno, kao vizueliza-

ciju imamo i perzistentni dijagram D0f̃ kada je parametar τ jednak +∞
(to jest, kada je svaki klaster spojen sa svojim rodite	em u hijerarhiji)

jer tako dobijamo informacije o celoj hijerarhiji.

Parametri σ, odnosno k, i τ su vrlo razliqite prirode. Parametrom σ za-

dajemo skalu na kojoj �e podaci biti posmatrani u zavisnosti od toga kakvu

strukturu u �ima tra�imo. U praksi nije lako to odrediti bez prethodnog

zna�a o podacima, ali tada se mo�emo osloniti na informacije koje nam

daju dendrogrami. Relevantne vrednosti za parametar τ qitamo sa perzi-

stentnog dijagrama D0f̃ koji nam vizuelno izdvaja znaqajne komponente i

tako dobijamo minimalnu vrednost znaqajnosti τ koju da	e koristimo u

spaja�u klastera.

Validnost ovog algoritma je teorijski zagarantovana. Pod uslovom da

imamo dovo	no veliki oblak taqaka i uz odgovaraju�i izbor parametra

σ garantujemo da je dobijeni perzistentni dijagram ocene gustine blizu

perzistentnom dijagramu stvarne gustine u �ihovom prostoru. Pod pret-

postavkom da postoji jasan jaz izme�u znaqajnih i neznaqajnih klasa u D0f ,

mo�emo dokazati da se taj jaz uoqava i na perzistentnom dijagramu koji

dobijamo iz prve faze algoritma. Na taj naqin biramo vrednost parame-

tra τ tako da u drugoj fazi algoritma dobijemo znaqajne klastere. To daje
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teorijski smisao pojmu taqnog broja klastera. Pored ove garancije o broju

klastera, pokaza�emo i korelaciju prostorne lokacije klastera sa base-

nima atrakcije lokalnih maksimuma funkcije gustine f . Ovi rezultati

su deta	no opisani u narednim poglav	ima ovog rada (Teorema 5.4.1. i

Teorema 5.4.2.).

Primer 5.1.

Slika 5.1: ToMATo algoritam prime�en na sintetiqki
dvodimenzionalni oblak taqaka sa dodatnim xumom

Posmatrajmo dvodimezionalni sintetiqki konstruisan skup podataka

u obliku dve uqex	ane spirale sa dodatnim xumom. Oblak se sastoji od 10

hi	ada taqaka od qega 5% dodatnog xuma. Na slici 5.1 ilustrujemo korake

pripreme podataka i primene ToMATo algoritma na te podatke:

• u prvom redu imamo inicijalne podatke, podatke obojene vrednostima

ocene funkcije gustine, kao i ocenu funkciju gustine predstav	enu

na z-osi

• u drugom redu se nalaze perzistentni bar-kod i dijagram - prvo pri-

metimo dve izdvojene taqke koje su rano ro�ene u filtraciji i koje
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su znaqajno uda	ene od dijagonale; vidimo da imamo dosta taqaka ve-

oma bliskih dijagonali koje proglaxavamo neznaqajnim i spajamo ih

naknadno, ali imamo, tako�e, dosta beskonaqno perzistentnih taqa-

ka koje su ro�ene kasnije, xto nam govori da su to taqke sa malim

vrednostima ocene gustine, ali su veoma uda	e�e u naxim podacima

pa su zbog toga kao izdvojene opstale u filtraciji; koristili smo

Ripsov graf sa parametrom σ = 1 (v. definiciju 5.2.2.4.)

• konaqno, u tre�em redu dobijamo rezultat nakon primene samo stan-

dardne xeme uspona zasnovane na grafu (levo) i rezultat nakon spa-

ja�a klastera pomo�u perzistencije (desno) gde smo za vrednost pa-

rametra spaja�a uzeli τ = 0.0012 (v. Glavu 6 za postupak izbora)

i na taj naqin izdvojili dva znaqajno perzistentna klastera ro�e-

na ranije i uda	ene beskonaqno perzistentne taqke ro�ene kasnije u

filtraciji

5.2 Teorijske osnove

U ovom poglav	u se upoznajemo sa pojmovima neophodnim za prolazak

kroz sve korake algoritma u narednom poglav	u. Da�emo matematiqke de-

finicije i objax�e�a pojmova redom kojim ih kasnije koristimo.

5.2.1 Rimanova mnogostrukost

Definicija 5.2.1.1. Neka je TpX tangentni prostor glatke (dife-

rencijabilne) mnogostrukosti X u taqki p ∈ X. Rimanova metrika svakoj
taqki p ∈ X dode	uje skalarni proizvod gp : TpX × TpX → R. Glatka
mnogostrukost X na kojoj je definisana ova metrika g naziva se Rimanova

mnogostrukost i obele�avamo je sa (X, g).

Definicija 5.2.1.2. Geodezijska uda	enost dve taqke na mnogostruko-

sti je du�ina lokalno najkra�e puta�e na toj mnogostrukosti koja povezuje

te dve taqke.

Za x ∈ X i realni radijus r ≥ 0, geodezijska lopta je podskup BX(x, r) od

X za koji va�i BX(x, r) = {y ∈ X|dX(x, y) ≤ r}.

Nada	e u radu, ako nije drugaqije naznaqeno, X oznaqava Rimanovu

mnogostrukost, a dX oznaqava geodezijsku uda	enost na �oj. Za sve dovo	-

no male vrednosti r ≥ 0, poznato je da je lopta BX(x, r) jako konveksna,
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odnosno va�i: za svaki par taqaka y, y′ u BX(x, r) postoji jedinstvena naj-

kra�a puta�a u X izme�u �ih koja pripada BX(x, r). Svojstvo da za svaku

taqku na X postoji pozitivan radijus za koji je lopta jako konveksna, va�i

na primer kada je X kompaktan ili kada je X = Rm.

Za m-dimenzionalnu Rimanovu mnogostrukost, sa Hm obele�avamo m-

dimenzionalnu Hausdorfovu meru indukovanu Rimanovom metrikom ([16]).

Definicija 5.2.1.3. Pod funkcijom gustine verovatno�e nad X za-

jedno sa Hm podrazumevamo nenegativnu funkciju f : X → R koja je inte-

grabilna u odnosu na meru Hm i va�i
∫
X
f dHm = 1.

U ostatku rada smatramo da su sve funkcije gustine verovatno�e ovako

definisane na X.

5.2.2 Nadnivo filtracija

Do sada su nam ve� poznati pojmovi filtracije i perzistentne homo-

logije koji su precizno uvedeni u Glavi 3 ovog rada. Sada �emo pokriti i

specijalan sluqaj filtracije koji koristimo u implementaciji ToMATo

algoritma.

Posmatramo nadnivo skupove Fα funkcije gustine f : X → R kao zatvo-

rene podskupove od X. Primetimo da ovde imamo neprekidno indeksira�e

skupova u R. I pored toga, u ve� pomenutom radu o stabilnosti perzi-

stentnih dijagrama [6], postoji tvr�e�e koje nam govori da se skup svih

perzistentnih homoloxkih grupa generisanih nadnivo skupovima funk-

cije pod blagim uslovima (konaqno dimenzionalne homoloxke grupe i ko-

naqan broj homoloxkih kritiqnih vrednosti funkcije) mo�e predstaviti

perzistentnim dijagramom, kao xto to radimo i u diskretnom sluqaju.

Mi se u algoritmu prvenstveno bavimo 0-dimenzionalnom perzistentnom

homologijom, koja predstav	a povezanost prostora. U tom sluqaju se onda

uslovi gor�eg tvr�e�a svode na pretpostavku da f ima samo konaqan broj

lokalnih maksimuma.

Da bismo implementirali algoritam, moramo konstruisati diskretne struk-

ture na podacima. Kako se bavimo 0-dimenzionalnom perzistentnom homo-

logijom, konstruixemo jednostavne neorijentisane grafove koji su zapravo

specijalni sluqajevi apstraktnih simplicijalnih kompleksa. Sada defi-

nixemo graf koji �emo koristiti je Ripsov graf (Elijahu Rips1), poznat

i kao σ-graf suseda:

1Eliyahu Rips - izraelski matematiqar
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Definicija 5.2.2.4. Neka je dat konaqan oblak taqaka L, metriqki

prostor (X, dX) i realni parametar σ > 0. Tada je Ripsov graf Rσ(L, dX)

graf sa skupom qvorova L, a ivice odgovaraju parovima taqaka x, y ∈ L

koje zadovo	avaju uslov dX(x, y) ≤ σ.

Ubudu�e mo�emo izostav	ati dX jer znamo sa kojom metrikom radimo

pa pixemo samo Rσ(L). Za funkciju f : X → R i nivo α ∈ R sa Lα

oznaqavamo nadnivo skup Fα funkcije f nad oblakom taqaka L tj. Lα =

L ∩ Fα.

Definicija 5.2.2.5. Ripsova nadnivo filtracija funkcije f , za

fiksirano σ, u oznaci Rf
σ(L), je ug�e�deni niz podskupova od Rσ(L):

Rf
σ(L) = {Rσ(Lα)}α∈R,

gde se parametar α kre�e od +∞ do −∞.

Tako�e, ubudu�e mo�emo izostav	ati da se radi o Ripsovoj nadnivo

filtraciji jer se to podrazumeva, ako ne naglasimo drugaqije.

Primetimo da iako α prolazi kroz ceo skup R do promene u Rσ(Lα) dolazi

samo ako imamo novi qvor v za koji va�i f(v) = α. Dakle, filtracija

Rf
σ(L) sadr�i konaqan broj razliqitih grafova.

5.2.3 Morseova teorija

U matematici, posebno u diferencijalnoj topologiji, Morseova (Mar-

ston Morze2) teorija omogu�ava analizira�e mnogostrukosti posmatra�em

diferencibilnih funkcija na �oj. Morseova teorija se bavi dekompozici-

jama na mnogostrukostima i dobija�em informacija o �ihovoj homologiji.

Mi �emo se u narednom poglav	u, u neprekidnoj postavci algoritma, upo-

znati sa jednim takvim particionisa�em.

Definicija 5.2.3.1. Kritiqna taqka realne funkcije f : X → R je

taqka domena X u kojoj funkcija nije diferencijabilna ili joj je izvod

jednak nula u toj taqki.

Vrednost funkcije u kritiqnoj taqki naziva se kritiqna vrednost.

Definicija 5.2.3.2. Ako je funkcija f : X → R bar C2 glatka onda je

izvod funkcije jednak nula u kritiqnim taqkama. Ako je u kritiqnoj taqki

m, matrica parcijalnih drugih izvoda (Hesijan) nesinularna onda je m

nedegenerisana kritiqna taqka, a u suprotnom je degenerisana kritiqna

taqka.

2Marston Morse - ameriqki matematiqar
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Definicija 5.2.3.2. Bar C2 glatka funkcija f : X → R na mno-

gostrukosti X je Morseova funkcija ako nema degenerisanih kritiqnih

taqaka.

Osnovni rezultat Morseove teorije nam ka�e da su skoro sve funkcije

Morseove funkcije. Kako nas zanima topologija nadnivo skupova Fα, sada

�emo bez dokaza dati dve va�ne teoreme. One govore o tome da se topologija

nadnivo skupova me�a samo nakon prolaska α kroz kritiqnu vrednost i

kolika je promena nakon prolaska.

Teorema 5.2.3.1. Neka je data glatka funkcija f : X → R na mno-

gostrukosti X, neka je za svaki zatvoreni interval [a, b] ⊂ R inverzna

slika f−1([a, b]) kompaktan podskup od X i neka nema kritiqnih taqaka u

intervalu [a, b] ⊂ R. Tada je F a difeomorfno F b, odnosno to je topoloxko

uvlaqe�e F b u potprostor F a.

Teorema 5.2.3.2. Neka je data glatka funkcija f : X → R na n-

dimenzionalnoj mnogostrukosti X i neka je m �ena nedegenerisana kri-

tiqna taqka i f(p) = q. Ako postoji ε tako da je inverzna slika f−1[q−ε, q+ε]
kompaktna i ne sadr�i druge kritiqne taqke osim p, onda va�i da je F q+ε

homotopski ekvivalentno sa F q−ε i dodatim Dekartovim proizvodom n za-

tvorenih intervala.

5.3 Algoritam

Algoritam mo�emo posmatrati u neprekidnoj postavci, odnosno kada

kao ulaz imamo neprekidne vrednosti parametara, ili u diskretnoj po-

stavci, kada ulazni parametri mogu imati konaqno mnogo vrednosti. Prvo

dajemo intuitivnu ideju algoritma u neprekidnoj postavci. Zatim, u sle-

de�em delu dajemo deta	e algoritma u diskretnoj postavci, kao i pseudo-

kod, koji se koriste u praksi.

5.3.1 Neprekidna postavka

Definicija 5.3.1.1. Uzlazna regija kritiqne taqke m, oznaka A(m),

je podskup taqaka odX koje nakon dovo	no vremena dosti�u taqku p kre�u�i

se u pravcu indukovanom po	em vektora gradijenta od f .

Posmatrajmo n-dimenzionalnu Rimanovu mnogostrukost X i na �oj defi-

nisanu Morseovu funkciju f : X → R. Pretpostavimo da f ima konaqan
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broj kritiqnih taqaka.

Za sve taqke k ∈ A(m) ka�emo da je m �ihov koren.

Dodatno, pod pretpostavkom da X nema granicu i da je funkcija f

odozgo ograniqena i da je za sve a < b, f−1([a, b]) kompaktan podskup od X,

onda uzlazne regije lokalnih ekstremnih vrednosti funkcije f pokrivaju

X do na podskup Hausdorfove mere nula. Zato je prirodno koristiti te

regije za particionisa�e mnogostrukosti X.

Neka je za dato x ∈ X i α ∈ R, C(X,α) komponentna nadnivoa Fα koja

sadr�i x. Morseova teorija nam govori da kada se lokalni maksimum mp

od f pojavi u filtraciji nadnivo skupova u trenutku α = f(mp), nova

povezana komponenta C(mp, α) se pojavi u nadnivo skupu Fα. U terminima

homologije, mp se naziva generator komponente ro�ene u trenutku f(mp).

Time smo opisali ra�a�e komponente, odnosno �oj odgovoaraju�e mode.

Ilustrujmo sada trenutke ra�a�a i smrti jedne komponente na slici 5.2.

Povezana komponenta C(mp, α) prestaje da bude nezavisna komponenta od

Fα u trenutku kada se pove�e sa drugom komponentom generisanom nekim

vixim lokalnim maksimumom mq. U teoriji perzistencije ka�emo da se

komponenta C(mp, α) spojila sa komponentom C(mq, α) u trenutku α. Tada

mp prestaje da bude generator, dok mq ostaje generator i po analogiji

postaje koren novog stabla, oznaka mq = r(mp).

f(mp)

f(mq)

α

C(mq, α) C(mp, α)
x

y

Slika 5.2: Hijerarhija moda funkcije gustine odre�ena
perzistencijom
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Dakle, ako u ovom sluqaju posmatramo 0-ti perzistentni dijagram D0f ,

ro�e�e generatora mp odre�eno je apcisom taqke p na dijagramu sa px =

f(mp), a smrt �enom ordinatom py = α ≤ px. Razlika px−py izme�u vremena
ro�e�a i smrti zovemo znaqajnost lokalnog maksimuma mp.

Za dati prag τ ≥ 0, posmatramo samo lokalne maksimume kojima je zna-

qajnost bar τ . Intuitivno, taqke na X koje se nalaze u basenu atrakcije

Bmp su one taqke koje pripadaju uzlaznim regijama od mp koje se eventu-

alno spoje pomo�u teorije perzistencije sa generatorom mp, pre nego xto

se u nekom trenutku ατ (mp) spoje u komponentu bilo kog drugog generatora

znaqajnosti bar τ .

Formalno, za svaki lokalni maksimum mq od f , proizvo	ne znaqajnosti,

iterativno pro�imo kroz �ihove korene r(mq) sve dok ne stignemo do nekog

znaqajnosti bar τ . Oznaqimo dobijeno mapira�e sa r∗τ . Tada basen atrak-

cije od mp mo�emo definisati kao uniju uzlaznih regija svih lokalnih

maksimuma mapiranih u mp sa r
∗
τ :

∀mp px − py ≥ τ, Bτ (mp) =
⋃

r∗τ (mq)=mp

A(mq).

Primetimo da Bτ (mp) sadr�i A(mp) jer je mp fiksna taqka mapira�a.

5.3.2 Pseudokod

Pre svih koraka algoritma klasterova�a neophodno je da ocenimo funk-

ciju gustine pomo�u posmatranih podataka. Kada imamo tu ocenu, algori-

tam uzima kao ulaz n-dimenzionalni vektor vrednosti f̃ sa realnim koor-

dinatama, n×n simetriqnu matricu D sa nenegativnim realnim koefici-

jentima i dva realna parametra σ, τ ≥ 0. Dimenzija n predstav	a n taqaka

u oblaku L; vektor predstav	a funkciju f̃ : L → R, a po	e Di,j = Dj,i

matrice D daje rastoja�e izme�u i-te i j-te taqke oblaka L. Kako je izbor

koordinata proizvo	an, algoritam se mo�e primeniti u bilo kom metriq-

kom prostoru. Na samom poqetku, algoritam izraqunava Ripsov graf Rσ(L)

iz ulaza D i σ. Zatim slede dve glavne faze algoritma u kojima postupamo

na slede�i naqin:

1. Prvo, sortiramo taqke oblaka L po opadaju�im vrednostima funk-

cije f̃ : za svaki qvor i aproksimiramo gradijent funkcije gustine

poveziva�em i sa susedom na grafu Rσ(L) kome je najve�a vrednost

funkcije f̃ . Ako takav sused ne postoji tj. svi susedi imaju ni�e

vrednosti, tada i proglaxavamo modom funkcije f̃ . Nakon prolaska
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kroz sve taqke dobijamo razapi�u�u xumu grafa Rσ(L): svako dr-

vo u ovoj xumi se mo�e posmarati kao analogon basena atrakcije u

neprekidnoj postavci algoritma.

2. Drugo, koristimo disjunktni-set (eng. union-find) strukturu [30] za

spaja�e stabala u xumi. Jedan podskup e takve strukture predsta-

v	a uniju odgovaraju�ih stabala u xumi. Koren podskupa e, oznaka

r(e), je �egov element koji ima najve�u vrednost funkcije f̃ . Po kon-

strukciji, r(e) mora biti koren jednog od stabala sadr�anih u e, pa

prema tome i moda funkcije f̃ u grafu Rσ(L). Spaja�e dva podskupa

disjunktni-set strukture u diskretnoj postavci analogno je spaja�u

dva basena atrakcije u neprekidnoj postavci algoritma. Podskupove

spajamo u skladu sa hijerarhijom odre�enom perzistencijom. Preci-

znije, jox jednom prolazimo kroz taqke grafa Rσ(L) sortirane po

opadaju�im vrednostima funkcije f̃ . Za svaki qvor i posmatramo taq-

ke nadnivoa od i u Rσ(L). Neka je ei podskup strukture koji sadr�i

i. Ako bilo koja taqka nadnivoa povezuje ei sa nekim drugim podsku-

pom ej, qiji koren r(ej) ima ma�u vrednost funkcije f̃ od korena

r(ei), tada nam hijerarhija odre�ena perzistencijom govori da spoji-

mo podskupove ei i ej. Me�utim, ovde uvodimo modifikaciju pomo�u

parametra τ i vrximo spaja�e samo ako je perzistencija korena r(ei)

ma�a od zadatog praga τ . Ovaj uslov se svodi na proveru da li je

f̃r(ej) − fi < τ . Kada spojimo sve neznaqajne susedne podskupove sa ei,

onda proveravamo da li treba i sam ei spojiti sa susednim podskupom

ē koji ima najve�u vrednost korena, naravno ako takav sused postoji

i razliqit je od ei. Dakle, imamo jox jedan uslov koji se svodi na

proveru da li je f̃r(ei) − fi < τ .

Ispod su dati deta	ni pseudokovi za opisane korake algoritma. Kao x-

to mo�emo primetiti, koraci se mogu implementirati simultano, sa samo

jednim prolaskom kroz taqke na grafu Rσ(L). Vidimo i da graf Rσ(L) ne

mora biti prethodno izraqunat ve� u svakoj iteraciji raqunamo nadnivo

filtraciju qvora i.

Na finalnom izlazu, algoritam nam daje kolekciju podskupova

disjunktni-set strukture U , koja particionixe oblak taqaka L u klaste-

re. Zapravo, on daje samo one podskupove e strukture U qiji koren r(e)

zadovo	ava f̃r(e) ≥ τ . Ovaj uslov motivisan je sluqajevima kada neke taq-

ke koje veoma odstupaju od ostatka podataka formiraju nezavisne povezane

komponente koje se ne mogu spojiti. Takve povezane komponente imaju vrlo
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Algoritam 1 Klasterova�e

Ulaz: n-dimenzionalni vektor vrednosti f̃ , n×n simetriqna matrica D,
realni parametri σ, τ ≥ 0.

1: Sortiraj indekse od L tako da f̃1 ≤ f̃2 ≤ ...f̃n;
2: Inicijalizuj disjunktni-set strukturu U ;
3: for i = n to 1 do
4: Izraqunaj nadnivo skup Si = {(i, j1), ..., (i, jk)} od i u Rσ(L);
5: if Si = ∅ then . qvor i je lokalni maksimum od f̃ nad Rσ(L)
6: g(i)← null; . g dode	uje ocenu gradijenta u svakoj taqki
7: Kreiraj novi podskup u strukturi U koji sadr�i stablo {i};
8: else . qvor i je lokalni maksimum od f̃ nad Rσ(L)
9: g(i)← argmaxj∈{j1,...,jk}f(j);
10: Dodaj qvor i stablu koje sadr�i g(i);
11: U ← Spaja�e(f̃ , U, i, Si, τ);

Izlaz: Kolekcija podskupova e od U koji zadovo	avaju f̃r(e) ≥ τ .

Algoritam 2 Spaja�e

Ulaz: n-dimenzionalni vektor vrednosti f̃ , struktura U , i, S = {j1, ..., jk},
τ ≥ 0.

1: ei podskup u U koji sadr�i i;
2: . prona�i podskupove u U koji imaju neprazan presek sa S i qiji koreni
su ma�e od τ znaqajni i spoji ih sa ei

3: for j ∈ {j1, ..., jk} do
4: ej podskup u U koji sadr�i j;
5: if ej 6= ei i f̃r(ej) − fi < τ then
6: Izbaci ej iz U i spoji ga sa ei;

7: . prona�i podskup ē u U koji ima neprazan presek sa ei i qiji koren
ima najve�u vrednost

8: ē← null
9: for j ∈ {j1, ..., jk} do

10: ej podskup u U koji sadr�i j;
11: if ē = null ili f̃r(ej) > f̃r(ē) then
12: ē← ej;

13: . spoji ei sa ē ako je i znaqajnost od ei ma�a od τ
14: if ej 6= ē i f̃r(ei) − fi < τ then
15: Izbaci ei iz U i spoji ga sa ē;

Izlaz: A�urirana struktura U .
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niske vrednosti funkcije gustine pa ih pronalazimo gor�im uslovom.

Tak�e, algoritam nam daje dodatne povratne informacije o �ivotnom veku

komponenata u strukturi U u obliku kolekcije intervala, kao i hijerar-

hiju tih komponenata. Kada je parametar τ jednak +∞, izlazna kolekcija

intervala nije nixta drugo do 0-ti perzistentni dijagram filtracije

Rf̃
σ(L).

5.3.3 Izbor parametara

ToMATo algoritam na samom poqetku zahteva tri ulaza: ocenu gustine

f̃ , graf suseda i parametar spaja�a klastera τ . Iako proizvo	nost koja

je ostav	ena korisniku u izboru ovih ulaza daje algoritmu veliku flek-

sibilnost, ipak ne smemo dozvoliti da znaqajno utiqe na cenu i vreme

izvrxava�a algoritma. Zato u ovom ode	ku dajemo neke smernice za izbor

parametara.

• Ocena gustine: ToMATo algoritam u potpunosti daje slobodu izbora

oce�ivaqa funkcije gustine. I pored toga, qesto se koriste metode

ocene gustine zasnovane na kernelima.

f̃(x) = 1
nh

∑n
i=1K(x−xi

h
) = 1

n

∑n
i=1Kh(x− xi)

Intuitivno, kernel (kao funkcija jezgra) predstav	a funkciju sliq-

nosti. Xto je vrednost kernela za neke dve taqke podataka ve�a, to

se one mogu smatrati sliqnijim. U razliqitim konteksitma, prave se

vrlo razliqite pretpostavke vezane za kernele, pa se i sami koncep-

ti koji se pod tim izrazom podrazumevaju vrlo razlikuju. Kerneli

uglavnom imaju odre�ene parametre, kojima se finije podexava �i-

hovo ponaxa�e. Jedan od najpoznatijih kernela, koji smo koristili

i u primerima u ovom radu, jeste Gausov kernel:

Kh(x) = 1
(
√

2πh)n
exp(− |x|

2

2h2
)

Parametar h je parametar razmere (odnosno xirina kernela, eng.

bandwidth). Generalno, mala vrednost parametra h vodi preprilago-
dava�u, dok velika vodi gubitku informacija u podacima. Xirina

kernela nezavisna je od taqke x pa se zato mora voditi raquna o �enoj

optimalnoj vrednosti za sve oblasti razliqite gustine u podacima.

To se vidi i na slici 5.3.
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Slika 5.3: Ocena gustine Gausovim kernelom sa razliqi-
tim vrednostima parametra razmere

• Graf suseda: ToMATo algoritam se u velikoj meri osla�a na infor-

macije dobijene od suseda odre�enih grafom. Odabir relevantnog gra-

fa i metrike je problem sa kojim se suoqavaju i mnoge druge tehnike

klasterova�a. U ovom radu smo prvenstveno koristili Ripsov graf

suseda Rσ(L) koji zavisi samo od parametra σ i rastoja�a izme�u

taqaka podataka. �egova qisto metriqka definicija omogu�ava upo-

trebu u proizvo	nim metriqkim prostorima i interpretaciju dobi-

jenih perzistentnih dijagrama zahva	uju�i teorijskim garancijama

dobijenih za Ripsov graf. Vrednost parametra σ direktno je propor-

cionalna skali na kojoj �emo posmatrati podatke. Naravno, u zavi-

snosti i od posmatranih podataka, razliqiti izbori σ mogu otkriti

i razliqite strukture. Zbog toga preporuqujemo pokreta�e ToMATo

algoritma na nekoliko skala. Zahva	uju�i efikasnosti algoritma

to ne�e biti problem qak ni za velike skupove podataka. Za preve-

like vrednosti parametra σ ne�emo uhvatiti stvarnu strukturu, dok

�e premale vrednosti dati mnogo beskonaqno perzistentnih klastera

zbog nedovo	no povezanih komponenata. Posmatraju�i vixe skala,

kompromis tra�imo izme�u tih vrednosti. Postoje jox neki popu-

larni izbori grafova suseda kao xto su k-najbli�ih suseda (eng.

k-NN). �egova glavna prednost je xto ostaje prore�en bez obzira na

rastoja�e izme�u taqaka podataka. U posled�oj glavi pokaza�emo i

primenu algoritma sa ovim grafom i dobijene rezultate. U praksi

je najve�i izazov prona�i optimalan izbor k suseda. Me�utim, ovi
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empirijski rezultati nisu teorijski potkrep	eni. Tako�e, u nekim

radovima, upotreb	en je i Delone graf [14, 15] kome je glavna pred-

nost jer ne zavisi od parametra, ali to donosi i odre�ene probleme

qije rexava�e otvara vrata za nove ideje algoritma.

• Parametar spaja�a: Tokom faze spaja�a klastera, ToMATo na kraju

spaja sve klastere znaqajnosti ma�e od praga τ . Dakle, izbor para-

metra τ odre�uje koji lokalni maksimumi od f̃ se smatraju bitnim,

a koji se tretiraju kao xum. Da bismo izabrali relevantnu vred-

nost za parametar τ , prolazimo kroz ToMATo algoritam dva puta. U

prvom prolasku τ uzima vrednost +∞, xto kao rezultat daje stan-

dardni 0-ti perzistentni dijagram skalarnog po	a f̃ nad grafom

suseda. Na taj naqin dobijamo vrednost i znaqajnost svake mode oce-

ne funkcije gustine f̃ , kao i �ihovu hijerarhiju. Stoga taj rezultat

koristimo za izbor parametra τ koji koristimo u drugom prolasku

kroz algoritam da bismo dobili finalno klasterova�e. U sluqaje-

vima kada na perzistentnom dijagramu imamo veliki jaz koji odvaja

mali skup od m veoma znaqajnih moda od ostatka strukture, zak	uc-

hujemo da je taqan broj klastera verovatno m, pa τ postav	amo na

bilo koju vrednost znaqajnosti koja se nalazi u tom jazu. Tada fi-

nalno klasterova�e sadr�i taqno m klastera. Veliki jaz mo�emo

jednostavno heuristiqki otkriti. U posled�oj glavi ovog rada �emo

ilustrovati ovo zak	uqiva�e pomo�u histograma znaqajnosti. Qak

i u sluqajevima kada ne postoji jasno uoq	iv jaz na perzistentnom

dijagramu, on i da	e pru�a istu vezu izme�u izbora parametra τ i

finalnog broja klastera. Izbor odre�ene vrednosti nekada se dodat-

no mo�e utvrditi i u zavisnosti od specifiqnog sluqaja upotrebe

podataka koje posmatramo.

U praksi se mo�e javiti problem da nam nisu poznata geodezijska ra-

stoja�a taqaka. Zato je neophodno aproksimirati rastoja�a. Na primer,

kada su taqke podataka u euklidskom prostoru Rm sa poznatim koordina-

tama, a X je nepoznata podmnogostrukost, geodezijska rastoja�a u X mo-

gu se aproksimirati pomo�u uda	enosti taqaka grafa na nekom pogodno

izabranom grafu suseda. Vixe o izboru grafa suseda za aproksimaciju

geodezijskog rastoja�a se mo�e prona�i u literaturi [28].
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5.3.4 Kompleksnost

Kao xto smo ve� rekli, graf suseda Rσ(L) ne moramo unapred izraqu-

nati, jer samo raqunamo nadnivo filtraciju qvora i u svakoj iteraciji. To

znaqi da je osnovna upotreba memorije O(n), gde je n broj taqaka u oblaku L.

Svaki qvor u Rσ(L) predstav	a novi unos u strukturi U , dok svaka ivica

u Rσ(L) zahteva dva tra�e�a podskupova u U i potencijalno jedno spaja�e

u algoritmu. Kako imamo n temena i m = O(n2) ivica, ne mo�e biti vixe

od n − 1 spaja�a i 2m tra�e�a, pa sledi da je ukupno vreme izvrxava�a

algoritma O(n+mα(n)), gde je α inverzna Akermanova (Vilhelm Fridrih

Akerman3) funkcija. U praksi, parametar σ se bira dovo	no mali tako

da je m = O(n). Tada vreme izvrxava�a algoritma postaje skoro linearno

zavisno veliqini oblaka taqaka xto je razumno optimalno.

5.4 Teorijske garancije

U ovom poglav	u navodimo dve glavne teoreme koje nam daju teorijske

garancije o broju klastera i �ihovoj prostornoj lokaciji, kao i skice do-

kaza tih teorema. Zbog obima matematiqke teorije koja potkrep	uje ove

teoreme, smatra�emo da je qitalac ve� upoznat sa tom teorijom. Deta	na

uvodna teorija i dokazi se mogu prona�i u slede�oj literaturi [2]. Mi �emo

pre navo�e�a teorema, radi lakxeg razumeva�a bez neophodnog qita�a do-

datne literature, definisati samo krucijalne pojmove koje koristimo.

Podrazumevamo da je X m-dimenzionalna Rimanova mnogostrukost, a f :

X → R Lipxic neprekidna funkcija gustine verovatno�e u odnosu na

m-dimenzionalnu Hausdorfovu meru. Podrazumevamo i da su taqke oblaka

L uzorkovane iz X kao nezavisne i jednako raspode	ene sluqajne veliqine

(eng. i.i.d.) sa funkcijom gustine f . Nada	e �emo smatrati da ve� imamo

uzorkovan oblak taqaka, kao i �ihova geodezijska rastoja�a. Uvodimo sada

nove krucijalne pojmove:

Definicija 5.4.1. Neka je Y ⊆ X i neka je realan parametar ε > 0.

Tada ka�emo da je L geodezijski ε-uzorak od Y ako je svaka taqka na Y

najvixe na rastoja�u ε od L, odnosno: ∀y ∈ Y,minx∈Ld(x, y) ≤ ε.

Definicija 5.4.2. Za d1, d2 ≥ 0, ka�emo da je perzistentni dijagram

D0f (d1, d2)-razdvojen ako svaka taqka le�i u oblasti D1 iznad prave y =

x−d1 ili u oblasti D2 ispod prave y = x−d2 i desno od vertikale x = d2.

3Wilhelm Friedrich Ackermann - nemaqki matematiqar
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Intuitivno, to shvatamo kao razdvojenost znaqajnih klastera D2 i to-

poloxkog xuma D1. Uslov za taqke desno od vertikale bi�e objax�en kroz

primere u posled�oj glavi. Slede�a slika 5.4 (v. [2]) perzistentnog dija-

grama to ilustruje:

Slika 5.4: Podela perzistentnog dijagrama na oblasti
znaqajnih klastera D2 i xuma D1

Prvi glavni rezultat nam daje korelaciju izme�u broja klastera dobi-

jenih ToMATo algoritmom i broja znaqajnih moda funkcije f . Koriste�i

stabilnost perzistentnih dijagrama mo�emo dokazati da oblasti D1 i D2

ostaju razdvojene qak i pod pertubacijama uzrokovanim aproksimacijom

funkcije gustine f . Dakle, mogu se odvojiti pomo�u nekog praga τ . Ako

je D0f dobro razdvojen i broj taqaka u oblaku L je dovo	no veliki, tada

postoje vrednosti za Ripsov parametar σ i parametar τ tako da je broj

klastera dobijenih ToMATo algoritmom, sa velikom verovatno�om, jednak

broju moda funkcije gustine f znaqajnosti barem τ .

Drugi glavni rezultat nam daje korelaciju izme�u klastera dobijenih

ToMATo algoritmom i basena atrakcije znaqajnih moda funkcije gusti-

ne f . Me�utim, to mo�emo garantovati samo u sluqaju stabilnih delova

basena atrakcije jer baseni atakcije, generalno, nisu stabilni qak ni u

glatkom sluqaju. Isto, ako je D0f dobro razdvojen i broj taqaka u oblaku

L je dovo	no veliki, tada postoje vrednosti za Ripsov parametar σ i pa-

rametar τ tako da za svaku barem τ znaqajnu modu p funkcije gustine f , sa

velikom verovatno�om, algoritam daje klaster koji se poklapa sa basenom

atrakcije Bp(τ) sve do trenutka α kada se Bp(τ) spoji sa nekim drugim

znaqajnim klasterom. Primetimo da za baskonaqno perzistentne klastere

imamo potpuno poklapa�e.
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Primetimo da su glavni rezultati probabilistiqki. To je zbog toga

xto zahtevamo da ulazni oblak taqaka L mora da bude geodezijski ε-uzorak

nekog nadnivo skupa od f da bi algoritam imao xansu da taqno aproksi-

mira D0f , xto se dexava sa velikom verovatno�om jer L uzorkujemo nasu-

miqno kao i.i.d. sluqajne veliqine.

Definicija 5.4.3. Neka je ρ(x) supremum radijusa r za koje je geo-

dezijska lopta BX(x, r) jako konveksna. Infimum vrednosti ρ(x) za svaku

taqku x ∈ X zovemo radijusom jake konveksnosti, u oznaci ρ(X).

Definicija 5.4.4. Nr(A) ∈ N∪{+∞} je minimalni broj geodezijskih
lopti BX(x, r) radijusa r neophodan da se pokrije ceo skup A.

Vr(A) je infimum Hausdorfove mere na svim geodezijskim loptama radi-

jusa r u A tj. Vr(A) = infx∈AH
m(BX(x, r)).

Teorema 5.4.1. (Taqan broj klastera) Neka je X Rimanova mnogostru-

kost sa pozitivnim radijusom jake konveksnosti i neka je f : X → R Lips-

hic neprekidna, sa konstantom c, funkcija gustine verovatno�e sa konaqa-

nim brojem lokalnih maksimuma. Ako je D0f (d1, d2)-razdvojen, d2 > d1 ≥ 0,

tada za svaki pozitivni parametar σ < min{ρ(X), d2−d1
5c
} i svaki prag

τ ∈ {d1 + 2cσ, d2 − 3cσ} i svaki n-dimenzionalni skup taqaka uzorkovan

u skladu sa gustinom, tada je broj klastera dobijenih algoritmom jednak

broju lokalnih maksimuma funkcije f znaqajnosti bar d2, sa verovatno�om

ve�om od 1− Nσ/8(F cσ)e−n
3
4
cσVσ/8(F cσ).

Teorema 5.4.2. (Klasteri kao baseni atrakcije) Neka je X Rima-

nova mnogostrukost sa pozitivnim radijusom jake konveksnosti i neka

je f : X → R Lipxic neprekidna, sa konstantom c, funkcija gusti-

ne verovatno�e sa konaqanim brojem lokalnih maksimuma. Ako je D0f

(d1, d2)-razdvojen, d2 > d1 ≥ 0, tada za svaki pozitivni parametar

σ < min{ρ(X), d2−d1
5c
} i svaki prag τ ∈ {d1 + 2cσ, d2 − 3cσ} i svaki n-

dimenzionalni skup taqaka uzorkovan u skladu sa gustinom, tada sa ve-

rovatno�om ve�om od 1 − Nσ/8(F cσ)e−n
3
4
cσVσ/8(F cσ) tvrdimo: za svaku taq-

ku p ∈ D2 i �en klaster BR
τ (p) dobijen algoritmom, va�i BR

τ (p) ∩ Fα =

Bτ (p) ∩ L ∩ Fα za sve α ∈ (ατ (p) + d1 + 5
2
cσ, px].
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Glava 6

Primena ToMATo algoritma

Sada �emo dati eksperimentalnu primenu ideja i rezultata iz pret-

hodnih glava. ToMATo algoritam prime�ujemo na razne skupove podataka

u raznim dimenzijama. To su slede�e tri grupe skupova podataka:

1. Sintetiqki skup generisan u dve (poglav	e 6.1.1) i tri (poglav	e

6.1.2) dimenzije

2. Komponente boje slika u raqunaru (poglav	e 6.2.1) i dodatne pro-

storne informacije na slikama (poglav	e 6.2.2)

3. Devetodimenzionalni skup taqaka generisan iz video zapisa prosto-

rije

Ocena gustine u svim eksperimentima jeste ocena pomo�u Gausovog ker-

nela. Parametar razmere izabran je, naravno nezavisno za svaki uzorak,

metodom k-slojne unakrsne validacije.

Kao xto smo ve� rekli u Glavi 5, parametri σ i τ su veoma razliqite

prirode i zato ih biramo razliqitim metodama u eksperimentima. Prvo,

da bismo izabrali parametar σ konstruixemo dendrogram (v. sliku 4.5

i objax�e�e). On nam pru�a relevantnu skalu za posmatra�e rastoja�a

taqaka podataka i �ihovo grupisa�e. Izbor σ da	e potvr�ujemo pravilom

lakta (eng. elbow method) sa grafika zavisnosti proseqnog broja suseda od
izbora parametra σ u Ripsovom grafu suseda Rσ. Na taj naqin dobijamo

konkretnu vrednost ili su�en skup vrednosti parametra σ za koje prove-

ramo dobijene rezultate. Ilustraciju ovog odre�iva�a �emo izostaviti.

Zatim pokre�emo algoritam klasterova�a sa izabranim parametrom σ i
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sa τ = +∞. Na osnovu izlaza algoritma konstruixemo perzistentni di-

jagram funkcije gustine iz kojeg odre�ujemo �ivotne vekove klastera. Na-

pomenimo da su beskonaqno perzistentni klasteri na dijagramu, zbog sra-

zmernog prikaza, ilustrovani kao klasteri koji su posled�i umrli u tre-

nutku 0. Potom tra�imo vrednost parametra τ tako xto sortiramo taqke

sa perzistentnog dijagrama po znaqajnosti opadaju�e, a zatim tra�imo

najve�i jaz u tom nizu znaqajnosti. Tako�e, jaz mo�emo tra�iti pomo�u

histograma znaqajnosti. Sa �ega qitamo broj klastera odre�ene konaqne

znaqajnosti. Perzistentne dijagrame i �ihovo tumaqe�e ilustrova�emo

kroz primere. Konaqno, pokre�emo algoritam za oba izabrana parametra i

dobijamo finalni izlaz.

Dajemo implementaciju pseudokoda iz poglav	a 5.3.2 u Python program-

skom jeziku. Svi potrebni kodovi mogu se prona�i na slede�em Github re-

pozitorijumu [31].

1 def define_clusters(vec_sorted , radius , tau):
2 unf = UnionFind ()
3 n=len(vec_sorted)
4 births , deaths = {}, {}
5 for i in reversed(range(n)):
6 idx = index_sorted[i]
7 nei = kdt.query_radius ([x[idx]], radius , return_distance=

False)[0]
8 S = [elem for elem in nei if elem in index_sorted [(i+1) :]]
9 if not S:

10 unf.insert_objects ([idx])
11 births[idx] = -vec_sorted[idx]
12 else:
13 parent = S[np.asarray ([ vec_sorted[j] for j in S]).

argmax ()]
14 unf.union(parent , idx)
15 roots = [unf.find(ele) for ele in S]
16 highest = roots[np.asarray ([ vec_sorted[elem] for elem in

roots]).argmax ()]
17 for root in roots:
18 if (root != parent) & (vec_sorted[root] - vec_sorted

[idx] < tau):
19 unf.union(parent , root)
20 deaths[root] = -vec_sorted[idx]
21 if (highest != parent) & (vec_sorted[parent] -

vec_sorted[idx] < tau):
22 unf.union(highest , parent)
23 deaths[parent] = -vec_sorted[idx]
24 return unf , births , deaths
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6.1 Sintetiqki skup podataka

6.1.1 Dvodimenzionalni sluqaj

Ve� smo ilustrovali na slici 5.1 primenu ToMATo algoritma na dvo-

dimenzionalni sintetiqki skup podataka. Tu smo videli razliku u re-

zultatu algoritma i rezultatu tra�e�a moda xemom uspona. Sada �emo

na istom skupu podataka prikazati kako izbor parametra σ me�a final-

ni rezultat ToMATo algoritma. Tako�e, ilustrova�emo simultano i izbor

parametra τ .

Slika 6.1: Uticaj parametra σ na ToMATo algoritam:
Dati su histogram znaqajnosti, perzistentni dijagram i fi-
nalni rezultat za vrednosti σ = 0.5 i σ = 1, tim redom

Prokomentariximo prvo izbor parametra τ na gor�oj slici. Primeti-

mo da se na oba histograma znaqajnosti vidi jasan jaz izme�u znaqajnosti

dva izdvojena klastera i ostalih. Dakle, za drugu iteraciju kroz algori-

tam biramo prag znaqajnosti kao bilo koju vrednost u tom jazu. Konkretno,

u oba sluqaja, uzeta je vrednost τ = 0.0012. Izdvojenost ta dva klastera

prime�ujemo i na perzistentnim dijagramima gde mo�emo videti da su oni

ro�eni prvi u filtraciji za razliku od beskonaqno perzistentnih klaste-

ra koji su ro�eni znatno kasnije. To nam govori da su to taqke sa velikim

odstupa�ima u naxim podacima. Tako�e, oba klastera su veoma znaqajna

za razliku od klastera blizu dijagonale koji su kratkog �ivotnog veka

pa �ih proglaxavamo neznaqajnim i spajamo u drugoj fazi algoritma. Za

ma�u vrednost parametra σ imamo vixe neznaqajnih i vixe malih besko-

naqno perzistentih klastera jer podatke posmatramo na ma�oj skali pa
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nemamo dovo	no povezanih komponenata. Zato u finalnom rezultatu u pr-

vom sluqaju uoqavamo neke sitne nepravilnosti u klasterova�u. Sve to

nam sugerixe da podatke treba da posmatramo na ve�oj skali da bismo do-

bili precizan finalni rezultat, kao xto smo i uradili u drugom sluqaju.

Napomenimo da su svi klasteri veliqine ma�e od neke vrednosti (u ovom

primeru 50) obojeni crnom bojom na finalnom izlazu zbog preglednosti

rezultata.

Posmatrajmo sada drugi sintetiqki skup podataka koji �emo koristiti

za pore�e�e ToMATo algoritma sa standardnim tehnikama klasterova�a.

Skup podataka sastoji se od 3000 taqaka vextaqki grupisanih u tri grupe

nepravilnog oblika. Prvo na slici 6.2 dajemo rezultat ToMATo algoritma

zajedno sa perzistentnim dijagramom i bar-kodom.

Slika 6.2: Primena ToMATo algoritma na dvodimenzio-
nalni sintetiqki skup podataka; na slici su dati inicijal-
ni podaci i finalni rezultat algoritma nakon druge faze,
u prvom redu, i histogram znaqajnosti, perzistentni dija-
gram i bar-kod nakon prve faze algoritma, u drugom redu

Za ovaj skup podataka koristili smo vrednost parametra σ = 0.2. Vred-

nost praga τ = 0.2 qitamo sa histograma znaqajnosti sa slike 6.2 na kom

se vidi jaz koji odvaja tri najznaqajnija klastera. Konaqno, nakon druge

faze dobijamo finalni rezultat. Primetimo kako je ToMATo algoritam,

za zadate vrednosti ulaznih parametara, posebno izdvojio izolovane taqke

(na slici obojene crno). To je �egova va�na prednost u odnosu na ostale

tehnike klasterova�a i to ilustrujemo na slede�oj slici 6.3. Poredimo
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ToMATo algoritam sa, redom: Mean-Shift algoritmom [18], algoritmom k-

sredina [19], aglomerativnim klasterova�em sa jednostrukim poveziva�em

[1] i spektralnim klasterova�em [20] prime�enim na isti skup podataka.

Slika 6.3: Rezultati klasterova�a dobijeni, redom, Mean-
Shift algoritmom, algoritmom k-sredina, aglomerativnim
klasterova�em sa jednostrukim poveziva�em i spektralnim

klasterova�em

6.1.2 Trodimenzionalni sluqaj

Posmatrajmo sintetiqki generisan skup podataka u tri dimenzije.

Skup se sastoji od ukupno 5000 taqaka koje su grupisane u dve koncentriqne

sfere. Taqke na obe sfere su uzorkovane tako da je funkcija gustine ista.

Poenta ovakvog vextaqkog skupa podataka je primena ToMATo algoritma

na podatke sa odre�enom hijerarhijom i detekcija vixestrukih nivoa u

tim podacima. Na slici 6.4 ilustrujemo dobijene rezultate:

Slika 6.4: Primena ToMATo algoritma na trodimenzio-
nalni sintetiqki skup podataka; na slici su dati inicijal-
ni podaci i finalni rezultat algoritma nakon druge faze,
u prvom redu, i histogram znaqajnosti, perzistentni dija-
gram i bar-kod nakon prve faze algoritma, u drugom redu

Za ovaj skup podataka koristili smo vrednost parametra σ = 3. Vred-

nost praga τ = 3.5× 10−5 qitamo sa histograma znaqajnosti sa slike 6.4
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na kom se vidi jaz nakon dva izdvojena znaqajna klastera. Konaqno, nakon

druge faze dobijamo finalni rezultat.

6.2 Segmentacija slika

6.2.1 Komponente boje

U ovom sluqaju posmatramo datu sliku i svaki �en piksel mapiramo u

taqku u trodimenzionalnom prostoru boja Luv [32] (eng. CIELUV). Razlog
zaxto koristimo Luv komponente umesto, standardnog izbora, RGB modela

boja, je xto je euklidska uda	enost u Luv prostoru prirodna metrika. Ve�

smo spomi�ali u uvodu rada u Glavi 1 da nema smisla koristiti euklidski

prostor jer nam ne daje smislen ose�aj za rastoja�e taqaka tj. boja.

U ovom delu eksperimenata posmatramo samo prostor boja i zanemaru-

jemo prostorne informacije na slici. Problem sa kojim se suoqavamo u

implementaciji algoritma, kod nekih slika, je veliki broj ivica u Ripso-

vom grafu kod slika na kojima postoji veliki broj taqaka koje se nalaze u

neposrednoj blizini u Luv prostoru. Da bismo ubrzali izvrxava�e, sma-

�ujemo broj taqaka u uzorku koji ulazi u ToMATo algoritam na slede�i

naqin: Poqnimo od toga da su sve taqke neobele�ene. Za svaku taqku p koja

nije obele�ena uzimamo taqke na uda	enosti σ od �e, kao i do sada, ali

me�u �ima ukla�amo taqke na rastoja�u σ
m
i tako dobijamo ulazni skup

taqaka. Uklo�ene taqke obele�avamo da bismo ih na kraju pripisali kla-

steru taqke p. Obiqno koristimo vrednost m ∈ {10, 20} u zavisnosti od

skale podataka.

U praksi, te�imo tome da uzimamo ma�e okoline da bismo videli celu

strukturu i bo	e prepoznali male nezavisne delove slika. Crnom bojom

su obojeni klasteri kardinalnosti ma�e od zadatog praga (uglavnom 100

taqaka).

Sada dajemo primere segmentacije slika:

Prvo posmatramo sliku majmuna dimenzija 512× 512 na slici 6.5. Po-

mo�u dendrograma i pravila lakta odre�ujemo skalu na kojoj posmatramo

podatke. Poredimo rezultate za vrednosti σ = 2 i σ = 1 redom. U oba

sluqaja, nakon prve faze, odre�ujemo τ = 1× 10−5. Primetimo kako u fi-

nalnim rezultatima, u zavisnosti od parametra σ, imamo kompromis iz-

me�u jasnije strukture podataka i ve�eg broja beskonaqno perzistentnih
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Slika 6.5: Inicijalni podaci i rezultati primene
ToMATo algoritma na komponente boje date slike

za vrednosti σ = 2 i σ = 1 redom

klastera koji su veoma kasno ro�eni i kardinalnost im je ispod zadatog

praga.

Drugi primer je slika raznobojnih olovaka, veliqine 341×512. Izabra-

li smo vrednost parametra σ = 1.5, a potom vrednost praga τ = 1× 10−5.

Ovde smo koristili vrednost m = 20, dok je u prvom primeru bila m = 10.

To biramo eksperimentalno na osnovu skale rastoja�a taqaka na slici i

veliqine uzorka koji, posle tog ukla�a�a, ulazi u algoritam. Rezultat

ToMATo algoritma je dat na slici 6.6 i primetimo kako su crnom bojom

obojene ivice olovaka, qak i senke na �ihovim konturama.

Slika 6.6: Inicijalni podaci i rezultat primene ToMATo
algoritma na komponente boje date slike

Tre�i primer, dat na slici 6.7, je 480 × 480 slika raznobojnih xaka

koje se preklapaju. Koristili smo vrednost parametra σ = 3 i kao xto
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vidimo sa histograma znaqajnosti smisleno je uzeti prag τ = 0.002. Ovaj

primer ima za ci	 da poka�e segmentaciju vixestrukog preklapa�a neza-

visnih delova na slici. Jox va�nije, ovu sliku koristimo i kao primer

primene grafa k-najbli�ih suseda (eng. k-NN). �egovu glavnu prednost

(v. poglav	e 5.3.3 Izbor parametara u Glavi 5), xto ne divergira bez obzi-

ra na rastoja�e izme�u taqaka, u ovom sluqaju koristimo zbog dominantne

bele pozadine i veoma ograniqenog spektra boja na slici. Iz tog razloga,

Ripsov graf je u ovom primeru ma�e optimalan za izraqunava�e. Na sli-

ci 6.8 dajemo finalne izlaze ToMATo algoritma za broj suseda k = 200 i

k = 400, tim redom, kao i histogram znaqajnosti i perzistentni dijagram

u sluqaju k = 200. Zbog zanemar	ive razlike u istim, izostav	amo ih za

sluqaj k = 400. Mo�emo primetiti da je rezultat na desnoj strani samo

bo	e zagla�en od rezultata na levoj, xto je i oqekivano ponaxa�e. Dru-

gaqiji rezultat bismo oqekivali za mnogo ve�e k, ali tada se gubi glavna

ideja o optimizaciji. Tako�e, primetimo da i na ovaj naqin prepoznaje-

mo delove koji se preklapaju. Me�utim, najve�a mana je upravo konstantan

broj suseda za svaku taqku bez obzira na �ene atribute, pa nam taqnost

finalnog izlaza varira za razliqite grupe piksela na slici.

Slika 6.7: Inicijalni podaci i rezultat primene ToMATo
algoritma na komponente boje date slike

6.2.2 Komponente boje i prostorne informacije

Kao xto smo videli u prethodnom poglav	u, klasterova�em u Luv pro-

storu uda	eni pikseli na slici mogu da zavrxe u istom klasteru. Zato u
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Slika 6.8: Inicijalni podaci i rezultat primene ToMATo
algoritma na komponente boje date slike upotrebom grafa

k-najbli�ih suseda za k = 200 i k = 400 redom

ovom delu eksperimenata koristimo i dodatnu prostornu informaciju, u

smislu blizine piksela. Ovu dodatnu informaciju koristimo u zavisno-

sti od konteksta i �e	enog rezultata.

Problem sa kojim se ovde suoqavamo je izraqunava�e uda	enosti u novom

petodimenzionalnom prostoru koji se sastoji od dve koordinatte piksela

i tri komponente boje. Zato postupamo na slede�i naqin: Jox uvek posma-

tramo taqke u trodimenzionalnom Luv prostoru i oce�ujemo gustinu kao u

prethodnom poglav	u. Me�utim, da bi dve taqke bile povezane u Ripsovom

grafu, sada zahtevamo da budu blizu i prostorno. Radimo obrnutim redo-

sledom, odnosno prvo povezujemo susedne piksele, a zatim brixemo (eng.

pruning) ivice koje su uda	ene u Luv prosoru. Razlog za to je konstantan
broj susednih piksela pa algoritam radi br�e jer ima ma�e brisa�a ivi-

ca. U eksperimentima koristimo 5 × 5 susedne okoline piksela. I ovde

su, tako�e, crnom bojom obojeni klasteri kardinalnosti ma�e od zadatog

praga.

Na slede�im slikama 6.9 i 6.10 dajemo rezultate primene ToMATo al-

goritma na slike iz prvog i tre�eg primera u prethodnom poglav	u. Za obe

slike imamo dva rezultata u zavisnosti od vrednosti parametra σ kojim

zadajemo koliku okolinu boje �elimo da posmatramo. Na levoj strani je

dat rezultat za ma�u vrednost σ, a na desnoj za ve�u, pa se jasno vide i

razlike u finalnim izlazima algoritma.
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Slika 6.9: Rezultat primene ToMATo algoritma na kompo-
nente boje i prostorne informacije slike 6.5 za razliqite

vrednosti parametara

Slika 6.10: Rezultat primene ToMATo algoritma na kom-
ponente boje i prostorne informacije slike 6.7 za razliqite

vrednosti parametara

6.3 Segmentacija prostorije

Posled�a primena ToMATo algoritma u ovom radu odnosi se na kla-

sterova�e skupa od 300 hi	ada taqaka, u 9 dimenzija, generisanog iz vi-

deo zapisa prostorije. Dimenzije predstav	aju tri komponente boje, tri

koordinate polo�aja taqke u prostoru i tri koordinate pravca vektora

normale na tu taqku. Inicijalni podaci su dati na slici 6.11.

I za segmentaciju prostorija koristimo istu ideju konstrukcije Ri-

psovog grafa kao za segmentaciju slika u poglav	u 6.2.2. Rezultat seg-

mentacije prostorije dobijen tako xto zahtevamo da su dve taqke blizu u

Ripsovom grafu ako su blizu u vektorskom prostoru normala, a zatim i u

Luv prostoru boje, prikazujemo na slici 6.12. Dakle, u ovom primeru smo

koristili xest dimenzija skupa podataka.
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Slika 6.11: Oblak taqaka obima 300 hi	ada generisan iz
video zapisa prostorije

Slika 6.12: Rezultat segmentacije prostorije primenom
ToMATo algoritma na komponente boje i pravce normale u

generisanom oblaku taqaka
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Novi rezultat na slici 6.13 je dobijen tako xto, dodatno, koristimo i

polo�aje taqaka u prostoru i zahtevamo blizinu u Ripsovom grafu i po

tom atributu. Dakle, u ovom primeru smo koristili svih devet dimenzija

skupa podataka.

Slika 6.13: Rezultat segmentacije prostorije primenom
ToMATo algoritma na komponente boje, pravce normale i

polo�aje u generisanom oblaku taqaka
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Glava 7

Zak	uqak

U ovom radu predstav	ena je metoda klasterova�a, pod nazivom To-

MATo (od Topological Mode Analysis Tool) . Algoritam kombinuje fazu de-

tekcije moda sa fazom spaja�a klastera. Najva�niji doprinos je upotreba

topoloxke perzistencije u drugoj fazi algoritma. Dodatno, na izlazu al-

goritma dobijamo i dodatne vizuelizacije rezultata, poput perzistentnog

bar-koda i dijagrama. Tako�e, dali smo i teorijske garancije o broju kla-

stera i �ihovoj prostornoj lokaciji. Na samom poqetku rada, upoznali smo

se sa pojmovima homologije i Betijevih brojeva, a zatim i perzistentne

homologije. Pored teorijskih okvira algoritma, dali smo i intuitivni

pristup i motivaciju upotrebe perzistencije u klasterova�u. Na kraju,

sve smo potkrepili eksperimentalnim primerima - sintetiqkim i real-

nim skupovima razliqitih dimenzija i oblasti primene. Kako nam sam

ToMATo algoritam pru�a veliku slobodu izbora, ovaj rad je otvorio mno-

ga pita�a za budu�e istra�iva�e. Pre svega, ne moramo se ograniqiti na

jedan metod ocene gustine i trebalo bi videti kako neke druge ocene utiqu

na rezultat algoritma. Zanim	ivo je razmix	ati, xta bi bilo kada se ne

bismo ograniqili na 0-dimenzionalnu homologiju? Svakako bismo otkrili

i neke suptilnije strukture, ali bi kompleksnost algoritma porasla sa

dimenzijom koju posmatramo. U tom sluqaju ostaje otvoreno pita�e opti-

mizacije ili mo�da nekog drugog pristupa. Jox jedno zanim	ivo pita�e

je automatizova�e izbora grafa suseda i �egovih parametara na ulazu u

algoritam. Heuristiqki naqin izbora upotreb	en u ovom radu bi trebalo

teorijski opravdati.
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