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I'maBa 1

YBOI

1.1 Kparka ucropmja

Kao jpupexTna mocjeauna MUpoKe NPUMeHe W 3HAYaja padyHapCKe TOIO-
JIOI'Hje jaBJ/ba C€ HOBA XOMOJIOIIKA T€OPHja - MeP3UCTeHTHA XoMoJorHja. OHa ce
Kao 3BaHUYHA 00JIaCT IMPBU MYT IojaBuiaa HejaaBuo. Moxkemo pehm 1a je y oj-
HOCY Ha pa3B0j TOTOJOTH]e KPO3 UCTOPH]Y, Ka0 W MaTeMaTHhKe TeHePaJIHo, OBa
obJlacT BeoMa MJiaJia, aJju Op30 ce pa3Buja.

OcHuBaYM KOHIENTa MEP3UCTEHTHE XOMOJIOTHje TMOJaB/BUBAJNN CY Ce MOCTele-
HO TOKOM OJIMCKE MPOIIJIOCTH, a y TOCJEeIIHbUX HEKOJUKO TOIUHA OBa 00JIaCT
JNOKUB/baBa BeIUKY excmansujy. [larpummo ®pocmum! je 1990. rommme yBeo
dyuknujy Koja je ekpuBasenTHa 0-Toj mep3ucTeHTHO] XoMoJsoruju. CKopo Je-
nennjy Kacamje, Baneca Pobunc? mpoydasasa je clmKe XOMOJOITKAX XOMOMOP-
dunzama n3a3zBaHnx WHKJIy3HjoM. Konadno, yop3o Hakon tora, Xepoeprt Eiesc-
OpyHep® YBOAM MOTIYH KOHIIENT IIeP3UCTeHTHE XOMOJOTHje 3ajefHO ca AaJro-
PUTMOM T F>eTOBY BU3YAJU3AIlNjy - Mep3UCTeHTHH nujarpaM. l'ymap Kapacon®
je mpedopmynucao moyeTHy JeUHUIN]Y U a0 €KBUBAJECHTHY METOJly BU3ya-
JIU3aInuje 10JI Ha3UBOM HEP3UCTEHTHH Oap-KOJA0BU. Y ajaredbapckoj TOLOJIOIUjU
Iep3UCTeHTHa XOMoJornja HacTajda je pajoMm Cepreja Bapanukosa® na Mop-
ceoBoj Teopuju. Jorn jeana ocoba, nako He W3 JaHAIIe TeHepallije HayYHUKa,
KOju ce DaBe IMep3uCTEHTHOM XOMOJIOTHjOM, MIAK 3aCJYyZKyje MOMEH Y OBOM pa-
ny. To je Jleononn Bueropuc® koju je npsu gedunucao nojam Buetopuc-Pumnc

KOMILJIeKCa (HA3UBa ce U caMo BHeTopuc KOMILIEKC Hiiu caMo Pumc KoMIuiekc)

IPatrizio Frosini - nrammjanckun MaremMaTmaap
2Vanessa Robins - aycrpasujcka maremMarzaapka
3Herbert Edelsbrunner - aycTpujckn martemaTnaap
4Gunnar Carlsson - aMepH9KHE MaTeMaTIIap
5Serguei Barannikov - pycku MatemaTmaap
6Leopold Vietoris - meMadxkn Maremaradap



I'mapa 1. YBoxm 2

qak gapHe 1927.rogmue. OH ce jour Taga 6aBHO KOHCTPYKIHjOM MPOCTOPA BUC-
XX IAMEH3Wja WHAYKTUBHO W3 MPOCTOpa HMKNX auMensuja. Tex 2010.romumne,
Adpa Bomopoamjan’ HacTaB/ba J1a ce 6aBU TOM HejOM U IMpesiazke ONTHMAJIHE

aJATOPUTME KOHCTPYKITH]E.

1.2 YBoA y TOIOJIOHUIKY aHAJMW3y HoJaTaka

Bakna KapakTepHCTHKa caBpeMeHe HayKe W MaIllHHCKOT VUema je Ja ce
MOJIAIU PA3JIUIUTUX BPCTA NPUKYILBAJY U JIOCTYIHH CYy Yy aOHOPMAJHUM KO-
JudnHama. 10 je jieJjloM 300r HOBUX €KCIHEePUMEHTAJHUX METO/a, a JeJI0M 3001
noBehama JOCTYMHOCTH pavdyHaAPCKe TEXHOJIOTHje ca BUCOKUM IMepdopMaHcaMa.
Taxobe je jacHo 7@ ce NpUPOIA MOJATAKA JIO KOJUX JT0JIa3UMO 3HATHO Pa3JIUKY]e.
Ha npumep, caga je gecro ciydaj jaa gobujamo mogarke y obJUKY BPJIO JAYTHUX
BEKTOPA, TJIe ce CBe KOOPJMHATE, OCUM HEKOJUKO, HCIIOCTAB/bHA]Yy UPEJTeBAHTHIM
3a MATama Koja HAaC 3aHUMAjy, a He MOpPaMO HYKHO 3HATH KOje Cy TO KOOPJIHU-
HaTe OHe HaMa 3aHMMJbMBE. BarkHa YHIHEHUIIA je W Jia CYy HOJAI 9eCTO BPJIO
BUCOKHUX JIUMEH3Hja, IITO 030M/bHO OIpaHMYaBa HAILy CIIOCOOHOCT Jla UX BU3Y-
amsyjemo. lobujenu mopaiu, Takohe, ©Majy MHOI'O BHINE IIIyMa HEro paHuje
U caJiprKe BUIe HejpocTajyhmx mojaraka. Harra crocobHocT j1la aHaan3upamo
OBe TOJIATKe, KAKO y TOIJIE/ly KOJUYMHE, TAKO U y HOLJIE/ly IPUPOJIE IMOJATAKA,
OYHIVIETHO He HJe Y KOPaK ca MoJaIluMa Koje JTOOH]jaMo.

Y oBoM paty heMo pa3sMOTpUTH KAaKO Ce reOMeTpHja | TOIOJIOTH]a MOTY IIPHMe-
HHUTH Ja 6I/I ce JaJIn KOPHUCHHU JOIIPUHOCH aHAJU3U PA3JINIHNTUX BPCTa II0AaTaKa.
l'eomeTpuja m TOMOMOTHja Cy BPJIO MPUPOTHA AJTaTU 38 TPUMEHY V aHAJIU3H, jep
reoMeTpujy KOPUCTUMO Kao I'paHy MaTeMaTHKe KOja ce 3aCHHBa Ha pacToja-
BUMa n3Mehy Tadaka y mojanuMa, a TOMOJIOIH]Y KOPHCTHMO Kao IDaHy Mare-
MaTHKe KOja ce 3aCHUBa Ha OOJUKY THUX HojaTaka. Maremarwmdka 00JacT Koja
je pa3BHjeHa 3a UHKOPIOPHPAIbe T€OMETPUJCKHX M TOIOJIONMIKAX TeXHHKA OABH
ce obianmma Tadaka (er. point clouds), Tj. KOHAYHUM CKyMOBHMAa Tadaka Ha
kojuma je jedunucana ojapehena merpuka. Taja ce obsanu tayaka cMmarpajy
KOHAYHUM Y30PIHMa TadaKa Y30PKOBAHWX U3 T€OMETPUjCKOT 00jeKTa, MOHEeKaT

Ca JOJATUM IITYMOM.

CroMmeHnMO cazia HajBaykHHja CBOJCTBA, Kao U IIpodJIeMe, ¢a KOjuMa ce Cy-

cpeheMo MPUINKOM NMpUMeHe TeOMETPUjCKUX MeTOa TOKOM aHAIN3€e IMOJATAKA:

e [lorpebue cy kBasmmTaTuBHe nHpopMaluje: Jegan BazkKaH U/b aHAJIUA3E T10-

JlaTaka je oMOryNUTH KOPUCHHKY Jla CTEKHE 3HAE O MOJAliMa, OJIHOCHO

7 Afra Zomorodian - aMepruKE MaTeMaTHIAP
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Jla pa3yMe Kako Cy OHU y CYNITHHHN OpraHn30Banu. Ha mpumep, ako pajim-
MO KJacupUKAIUjy, Tpe cBera je OUTHO YIO3HATH Ce €A KBAJTUTATHBHUM
ocobMHAMa KJaca U IUXOBUM MehyCOOHMM OJTHOCHMA, a IOTOM KaJIa je TO

yTBphHEHO Pa3sBUTH KBAHTUTATUBHE METO/IE 38 FbUXOBO PAa3INKOBAIHE.

e Merpuka HHje YBEK TEOPHjCKHU olpajana: ¥y Gusuiu, npoydaBanu ¢e-
HOMEHH Cy 4YecTO MOJAPXKAHW MPEeNUu3HUM TeophjaMa KOje TadHO TOBODe
KOjy MeTpuKy Tpeba KOPHCTUTHU. Y APYTUM HpoOIeMuMa, Kao Ha MpHUMep
Ouo/I0IIKUM, TO HHje BeoMa jacHo objamrmeno. [lojmoBu pasga/pbuHe KOH-
CTPYHUIILY ce 9ecTo MoMohy HeKUX WHTYUTHBHUX MePa CAUIHOCTH, AU JOIII

YBEK HHje jaCHO KOJIMKH 3Ha4aj Tpeba MPUJIATH CTBAPHUM Y/IaJbeHOCTHMA.

e Koopanuare mucy npupomgne: ako wecto nmpumamo ImojaTKe y OOJHKY
BEKTOpa peajHux OpojeBa, m300p KOOPJAMHATHOI CHUCTEMA HEKaJa HUje
HpUKJIaIaH nojamuma. Crora, HEIPUKJIAIaH B300p KOOPAUHATA 3HATAJHO
MOYKe YTHIATH Ha TOTPENTHY WHTEePIIPEeTAINjy 3aK/byYaKa. JeJaH mpuMep
je PI'B (enr. Red, Green, Blue) momen 6oja Kojx Kora ce KOMOHHAIHjOM
IpBeHe, 3ejieHe U I1aBe Ooje mobujajy cBe octase. Te Tpu ocHoBHe 60je
cy IpejicTaB/beHe ca 256 HuBOa Ha ckaju oi 0 jo 255 rie cBakd HUBO
npencTaBba jadnny (ocBer/beHocT) Te Goje. Buamvo ga y oBoM ciydajy
HEMa CMHUCIA KOPUCTUTHU eYKIUICKH ITPOCTOP U METPUKY jep HAaM He Jaje

cMmucien ocehaj 3a pacrojame Tagaka Tj. 60ja.

e Cakerak je Bpenuuju 011 n360pa mojequaaTHX napamerapa: Jlahemo mpu-
Mep 3aIllTo je, TeHepaJIHO, MHOTO MPOJAYKTUBHHUjE Jla Cce Pa3BH]y TEXHUKE
KOjUMa ce MOHAIakhe y MOJAIMa 0, MPOMEHOM OJpeheHnuxX mapaMera-
pa Mo¥Ke e(pUKACHO PeNpe3eHTOBATH Ha IIeJOM JIOMEeHY. JeJTaH oJ] MeToIa
KJIaCTePOBarba je TAKO3BaHM aJrOPHTAM Ca JeTHOCTPYKHM IOBE3WBAHEM
[1] (emr. single linkage clustering) , arjoMepaTuBHA TEXHHKA TOKOM KOje
ce KJIaCTEPH CIajajy 1Mo MPUHIUIY MIUHUMAJHE VIa/heHOCTH HBhUXOBAX Haj-
OJIMKUX YJIaHOBA. Y TOM CJIydajy je MHOro MH(POPMATUBHHUjE, OJI CAMOT
n300pa napamMerpa, HAIIPABUTH IO JIEHIPOTPAM KOJU JaJbe aHAJIM3UPaA

Cnaja}be KJIacTepa 110/ CBHM MOFth/IM BpeaAHOCTHMa. YAA/bEHOCTH KJlaCTe-

pa.

Y oowm pajy baBrhemo ce MeToaMa Koje IIpoydaBajy rope ClloMeHyTa CBOj-
cTBa u mpobeMe. [1aBHa neja jecTe ma ce KOPUCTE METOIE HHCIIHPHUCAHE TOTIO-
JIOTHjOM. 3a CBaKy OJ] FOPIbUX TadaKa OIMHUCYjEMO 3aIITO CY TOHOJIONIIKE METOIE

MPaBO pellerme:
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e Tomosioruja je ynmpaBo OHa rpaHa MaTeMaTHKe Koja ce 6aBH KBaJUTATHB-
HUM TeOMEeTPHUjCKUM HHMOpMaInjaMa, a jeIHa O eHUX BaKHHjUX II0-
J001acTy je ajrebapcKa TOIOJIOIH]a Koja moBe3yje ajarebapcke CTPYKTY-
pe ca TOMOJONIKUM MPOCTOpUMa. 10 YKJ/by4yje IMpOoydaBarbe MOBE3aHUX
KOMIIOHEHTHU IIPOCTOPA, aJId U YOIIIITEHO HPOYYaBathe 10BE3aHOCTH 11eJI0T
IPOCTOPA y PA3IUIUTHM AuMer3ujama. CTora MpUpoIHO CIen HheHa YIIo-

Tpeba y npoyvaBamy KBAJHUTATUBHUX OCOOMHA ITOATaKA.

e Tomojiorwja mpoydaBa reoMeTpPHjCcKa CBOJCTBA Ha HAYUH KOjU je MHOIO
Marbe OCeT/bUB Ha M300D METPUKE O NUPEKTHUX NeOMEeTPHUjCKUX METOJIA.
Y cTBapm, TOMOJIOTHja 3aHeMapyje KBAaHTUTATUBHE BPeTHOCTH (hyHKIH]ja
pa3aaspbiHe U 3aMemyje uX mojMom Otn3mHe. OBa HEOCET/BUBOCT HA METPH-
Ky KOPUCHA je Y CHTyaljaMa Kaia IMaMo camMmo Ipy0y, CKOPO MHTYUTUBHY,

MpeJICTaBy PacTOjamba.

e Tormosioruja, 3anpaBo, u Npoy4yaBa caMO CBOjCTBa T€OMETPUjCKUX O0jeKaTa,
KOja He 3aBHCe O] n3a0paHux KOOPJAMHATA, Beh OJI CYINITHHCKU CBOjCTaBa

o0jexara.

e OcHOBHA Hjieja aHAJIM3e IEJTUX JOMEHa IapaMeTapa jecTe KOMIapaluja
reOMeTPUjCKUX 0bjeKkaTa KOHCTPYUCAHUX TMOMONY pasjImIuTHX BPEIHOCTH
napamMerapa u3 jioMena. [locmarpajMo To Kao ckajy napaMerapa Ha KO-
jOoj mpoydaBamo omHOce m3Mehy mapameTapckKux objekaTa JI00MjeHHUX U3
nojiaTaka. 1w OHOCH YKJBYUyjy HENMPEKUIHA MpecInKaBarma n3Mehy pas-
JIMYUTHX FeOMETPUJCKUX OOjeKkara W TaKO J0JIa3uMO JI0 IojMa (hDyHKITHO-
HaJHOCTH, Tj. HJeje /Ia ce MHBAPUjaHTHOCT YyBa He caMO Y IMOCMaTpaHUM
o0jekTuMa Beh u npecymkaBamuMma usdMehy tux objekara. OyHKIUHOHAJ-
HOCT je y aJjirebapckoj TOIOJIONHjU BaykKHA jep omoryhasa yueme robaJ-
HUX CBOjcTaBa u3 WHMOpMaIUja Ha JOKAJTHOM HHBOY, & Ta OCOOMHA je
jeTHA O 3aHMMJBPUBHUjHX y IIpuMeHaMa MaTemaTnke. IlITaBuire, mo3sHaTo
je na ce ehunra mHMOpPMAIEja O TOMOJONIKAM MTPOCTOPUMA MOYKe JTIO0UTH
AITPOKCUMAIIMJOM HA JIOKAJHOM HUBOY. Je/lHa OJ] 1bUX je U CUMILIUINA)CKA,
AIIPOKCUMAIIHja POCTOPa MOMONY JUCKPETHUX CKYIIOBa, O 4yemy he 6uTu

peun y jajbeM pay.

[Tocneama Tauka je 01 BeJIMKOT 3HaYaja U (hyHKIIMOHAJTHOCT Tpeba Jia urpa
BakKHy VJIOTY Y IpoydaBaimby oOjaka Tadaka. Takohe, oHa je OUTHA jep OMO-
ryhaBa mga yBejeMoO II0jaM HEp3UCTEHIUje KOju he ce UCIOCTAaBUTH Kao KpPYIlH-
jajan y mpuMeHaMma TOMOJIONIKUX MeToja. [[ocToju MHOITBO NpUMeHa W WIy-
crpalja onncanux cpojcraBa. Mu hemo ce y oBoM pajiy HOCBETHTH j€/IHO] O/

TUX TIPUMeHa, a TO je KJacTepOBamhe.
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1.3 /lompuHoc paga

Y oBoum pajy hemo ce 6asutu ToMATo (Topological Mode Analysis Tool)
AJTOPUTMOM KJIACTEPOBaha KOjU ¢e MPBU MyT mojaBbyje v pady [2]. Pagutiemo
HA TOANMMa Y30PKOBAHUM M3 Herno3Hare (PyHKIHje rycTuHe. AjropuraM KOM-
ounyje nse dase: Tpaxkeme mMoia (enr. mode-seeking) u cmajame (eHr. merg-
ing) knacrepa. IIpe cBera, nocmMarpamo ojnpelieHy (byHKIUjy TYCTHHE MOJaTAKA
Tj. HeHy oneny. /lereknumja Moja mocmarpaHe (OYHKIHje ce BPIIU CTaHIap/I-
HOM IIIEMOM yCIOHA 3acHOBaHOj Ha rpady (graph-based hill-climbing scheme)
[5]. Homocr oBor mpucryna Jie:ku y yooTpeGH TOHOJIONIKE MeP3UCTEHITje 32
oapehuBame 3HaYajHOCTH MOJA W KOHCTPYKIMjYy FHUXOBE XHUjepapxuje, Kao H
crajame Kjacrepa y Jpyroj dasum Ha ocHoBy TuX mHdopmaluja. Taxohe, aJji-
ropuTaM IpyzKa JI0/aTHe BU3YyaJIu3allfje pe3yaTaTa. JejHa oJ HajIO3HATUX je
MepP3UCTEHTHH JIjarpaM KOju OCJIWKaBa 3HaYajHOCT Moja oapehene dyHKIIMje
rycTuHe. Y mpakcu, oBe nopparTHe mHoOpMaIuje omoryhasajy ja ojgabepemo
peJleBaHTHe BPEIHOCTHU MapaMeTapa Ha OCHOBY Kojux he, moj 6JaruM ycJaoBHU-
Ma Y30pPKOBama, aJITOPUTaM JaTH TadyaH Opoj KiracTepa. Kopucrehn mpemnocTn
HEJABHOT HAINPETKa Y TOMOJIONTKO] TeOPHjU MEepP3UCTEHIIN]je, MOKEMO JaTH Teo-
pHjCKe TapaHI#je 1a cy Opoj KjacTepa, ald U MO3UIUje IbHXOBUX IIEHTPOUIA,
YCKO Be3aHW ca TadkKaMa TVIODATHUX eKcTpeMa cTBapHe (byHKIHUje rycTuHe. OBe
rapaHIije Bazke y pa3HUM KOHTEKCTHMaA, IMITABUIIE, 382 CBAKU 00JIaAK Tavyaka Ha
HEKO] Helo3HaToj PUMaHOBOj MHOIOCTPYKOCTH.

Teopujcke rapannuje moja TaKBEM ONIITHM YCJIOBHMa, Kopuctehu camo jeHo-
cTaBHe aJjiaTe NoyT rpada cyceia, UMaMo 3aXBa/byjyhn HeJaBHUM Pe3yITaTHMa
0 cTabuIIHOCTH TIep3ucTenTHEX aujarpama [6]. IIperxonmu pesysararu crabuIHoO-
cru [7] 3axTeBasu cy ynorpedy Jieo mo Jeo JUHeapHUX AlpOKCHMAIuja dyHKIH-
ja ryctuHe. KoHCTpYKIHja TAaKBUX allpOKCHUMAIIN]ja OCTaje BeoMa HEONMTHMAJTHA,
KaJla JUMEH3MOHAJTHOCT TIoJIaTaKa pacre. 10 je u paz3/ior 3a1rro XOMOJIONIKa nep-
3WCTEHINja HUKaJa paHuje HUje HalllIa BeJUKY TIPUMEHY Vv aHaJIu3d MoJaTaKa,

OCUM y HEKHM jeTHOCTaBHUM CJIy4ajeBUMa HUKUX TUMEH3U]a.

Anroputmy cy A0BO/bHE YaK W caMmo rpybe OIeHe TYCTHHE W TO3HABAMHE
(npubsmzkaor) Meljycobuor pactojara Tadaka y obsaky. Crora ciean jeHo Be-
OMa BayKHO CBOJCTBO, & TO je IPUMEH/BUBOCT AJITOPUTMA Y OUI0 KOM METPUIKOM
npocropy. Mako BeqndnHa ya3He MaTPUIlE PACTOjarba MOXKe ONTH KBaJIPaTHA
y OfHOCY Ha OpOj Tavaka Mmojaraka, W MOPe TOra, HEeroBa CJA0XKEHOCT OCTaje
npuxBaT/buBa. OUTHMATHOM UMILIEMEHTAIIN]jOM AJITOPUTAM KOPUCTH CaMO JIH-

HeapHY KOJIMYUHY MeMOpHje.
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[Tuss oBor pajia je Ja yno3Ha YMTA0Na Ca TOMOJJIOIIKOM aHAJJIM30M M0/IaTaKa,
Ha TEOPHWJCKOM, aJu W MPaKTUIHOM HHUBOY. [Ipe mpuMeHe m mMILIeMeHTAIINje
KJIacTepoBama dbuhe gaTa MaTeMaTUUIKa IOJJIOTA 3a CBE IITO ce PUMeIbyje, ajlu
npe cBera ujeja W MOTWBAIMja 3a CaMy MPUMEHY Mep3UCTEeHTHE XOMOJOTHje y
HOBOM QJI'OPUTMY, KA0 U I'€HEPAJIHO y OCTAJUM METOJaMa MAIIUHCKOI Y4Yerba.
AKneHaT paja je BUIE HA HHTYUTUBHOCTH IIPUMEHE TOIIOJIOTH]je, KOja jeé CBAKAKO

MaTEMAaTUYIKHN OIIpaBJdaHa.
Kparak mperses cajap:xaja:

e [yraBa 1: Y 0BOj 1j1aBU CMO €€ yIIO3HAJEMO Ca TOILOJIOIIKOM aHAJIU30M I10-
JIaTaka TeHepaJIHO, aJId U ca CAJIPXKIHOM H IIH/bEM OBOT' pa/jiad; MOTUBHCAHU

YUuTaJiall MOXKe€ KPEHYTH Ca Ja/bUM YIIO3HaBabEM.

e [sraBa 2: Ha camoMm mouerky jia/bel ylo3HaBambha 4eKajy HaC OCHOBE XOMO-
JIOTIIKE Teopuje jep cy HeOomXoJHe Kao TeMesb OBOT paja. YmnosHahemo ce
ca MOjJMOBHMAa Kao INTO CY CUMILIHIUMjaJIHA KOMILTIeKcH, betujeBu Opoje-
BII® 1 XOMOJIOIITKE I'PYTIe J1a OMCMO MOTJIH YBECTH MOjaM MepP3UCTEHIje y

caeaehoj riaBu.

e [uraBa 3: OBa r7aBa, WAaKo ce JUPEKTHO HACTAB/ba HA MPETXOIHY, je W3-
JIBOjeHa 300r CBOje BayKHOCTU. ¥ 10j JepUHUTIEMO U 00jalmbaBaMo Kpy-
UjaJIHy METOIY - nep3ucreHTHy xomoJjorujy. Takohe ynosmahemo ce ca
JIBa HAYMHA BU3YyAJM3AIMje MEeP3UCTEHINje KAo IITO Cy, Beli ClIoMeHyTH,

HEP3UCTEHTHH JIjarpaMi, ajid U IIeP3UCTeHTHH 6ap-KOI0BH.

e [naBa 4: YV 0BOj I/1aBU jJajeMo UJie]y U MOTHBAIU]Y 38 TPUMEHY IE€p3HU-
CTEHTHE XOMOJIOTHje Y KJacTepoBaiby; yluopelyjemo raj npucTyI ca HeKum
Beh 100pO MO3HATHM MeToIaMa KJIacTepOBakha U U3/IBajaMO HeroBe mpej-
Hoctu. Mako je TOMATo anropuram 3a KIacTepoBambe TJIaBHA 3Be3/1a OBOT
paJja, nmokynahemMo 4uTaoIy MaJjio BHIIE Ja TPUOJINKUMO IeHEePAIHY UJie-
jy u 3aTo heMo ce ymo3HaTH ca jOII jeIHMM aJIaTOM TOIOJIOIIKE aHAIN3e

nojgaraka, a o je Mapper asropuram [8].

e [napa 5: Cana Beh mmamo mOBO/BHO 3Hama a MPOhHeMO KPO3 CBe KOPake
ToMATo knacreposama. O6jacauhemo jera/bHO ocHOBHE jiBe (ase aJ-
rOPUTMa, TPaXKeIhe MOJA U Cllajarbe KJIAacTepa, HUXOBY HMILIEMEHTAIH-
jy ¥ KOMILJIEKCHOCT M3BpIaBama. lakohe, y oBOM ey paja JajeMo u
TEOPUjCKe TapaHIdje aJToOPUTMa 3aje/IHO Ca HEOIXOJHOM MaTeMaTHuIKOM

TEOPHUJOM KOja WX TMOTKpeTbyje.

8Enrico Betti Glaoui - nTanmmjanckn MaTeMaTHIap
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e [nara 6: Ilocnenma riraBa je mocsehena npumeHu ujeja U pesyarara u3
nperxoguux riasa. ToMATo anropuraM IpuUMeIbyjeMo Ha pa3He CKYIOBe
o/IaTaKa y Pa3sHUM JUMEH3HMjaMa: CHHTEeTHYH CKYIOBH TadakKa y JIBe U
TPU AWMeEH3Hje, CerMeHTallfja CANKA Y Pa3JInIuTUM IPOCTOPUMA, Ka0 U
cerMeHTaluja peajiHor CKyla Tavdaka MeHEePUCAHOI U3 BUJIEO 3alUca IPO-

cTopHje.



I''taBa 2

OcHoBe XOMOJIOIIIKE Teopuje

XOMOJIOTHja je, VOIIIITEeHO pevYeHO, HAYUuH MOBe3UBalba HU3A aaredapcKux
objekaTa ca JpyruM MaTeMaTUYKUM 00jeKTUMa KAO0 IITO Cy TOMOJIONIKH MPOCTO-
pu. XOoMOJIOIIKe I'pylie Cy HPBOOUTHO jiepuHucaHe y ajaredapckoj TOIMOJIOIU)H.
MotuBanuja 3a mpoydaBarmbe XOMOJIOIKKUX I'PpyIia, Koje J1eduHUAIIeMO Yy OBOj IJia-
BH, jecTe 3amazkare Jia ce JBa 00JIMKa MOTY Pa3/JIMKOBATH TOCMATPAbEM pyma
HA TUM O0jekTuMa. Y MaTeMaTHUIU, Pa3/IMYuTe TeOpuje XoMojoruje ce DaBe ak-
CHUOMAT CKUM TTPOyYaBakbeM WHTYUTHUBHE MeOMeTPHjCKe Hjeje XOMOJIOTHje pyIa
Ha TOIIOJIOIIKUM IpocTopumMa. Mu hemo ce 6aBUTH CHUMILIUIU]ATHOM TEOPHjOM

XOMOJIOTH] €.

2.1 CuMinImjaJHI KOMILJIEKCH

[Tounumo npBo ca JedHUHHCAILEM OCHOBHHUX CTPYKTYPa KOjeé KOPHCTHMO H

Ha KOjHMa, ce TeJia TeOpHja 3aCHUBA.

2.1.1 TeomeTpujcKM CUMILIAINjAJTHU KOMILJIEKCHU

Hedbunnnuja 2.1.1. Heka je S = {vp,...,v;} ckyn aduno He3aBucHUX
tagaka y R"”. Hajvamu KOHBEKCHU CKYN KOjU CAJIpXKKM Te TayKe Ha3uBa ce k-

cumiiekc. Tauke ckyna S Cy TeMeHa CHUMILIEKCA.

Axko je o k-cumiuiekc u3 nperxoane nedHHUITje, Taaa CBaKU MoacKym 1 C
S Takobhe meduHHIIE jedaH CHMILIEKC 7 KOJU HA3WBAMO CTpPaHA CHMILIEKCA O,
o3Haka T < 0. CuMIiekc o obeserkaBaMoO U MOMONY FherOBHX TeMeHa Kao 0 =
{vo, ..., v }. Corenm ma je Taga 6GUI0 KOjU MOIHU3 HU3A TeMeHa {vg, ..., Vg } CTpaHa
CHMILTEKCa . YKOJHKO je CTpaHa CHMILIEKCA Pa3/JddnTa O IMPA3HOI CKyIa H

IeJior CUMILJIEKCa, OHa Ce Ha3uBa W IIPpaBOM CTPpaHOM TOTI' CUMILJIEKCA.
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3-CcUMNAeKC

®
6 1-cHMnAeKca P
° \
*~——e L o ]

4 0-cumnnekca 4 2-cuMnnekca -

CnukA 2.1: Terpaemap Kao 3-CHMILIEC U CBE HETOBE CTPAHE

Jlakjie CUMILJIEKC je jelaH BeOMa BeJUKU KOMOMHATOPHU O0jEeKaT, aJiu C JApy-
re cTpame, 300T HUXOBE YHUMDOPMHOCTH U jeTHOCTABHOCTH Y CTPYKTYPH, TIPE/I-

CTaBJ/ba]y UJI€ATHY Pellpe3eHTallnjy 3a IPUMeHY Yy PadyHapCTBY.

Hedbunumuja 2.1.2. leomerpujcku cummuiujanu xkomiieke K y R” je

KOHaYHa (haMmInja CUMILIEKCA TaKBa Jia:
® aKo je o cuMILIekc u3 K, Tajaa je cBaka cTpaHa cUMILIeKca Takohe u3 K
® AKO Cy 01 U 09 CUMILIeKCH u3 K, Taja je u oy N o9 Takohe uz K.

ITox quMeH3MjoM CUMILINIM]ATHOT KOMILIeKca K moapasyMeBaMo TUMeH3H-

jy meroBor MakcuMaaHOr cuMmIiiekca, 1j. dimK = maz{olo € K}.

Y mpaxkcu, Aa OM M3yJaBaJM TOIOJOIIKHA ITPOCTOP, TOYHIHEMO Ca HHerOBOM

TPHjaHTYIaIAJOM.

Hedunuaunuja 2.1.3. Tpuanryaammja Tonoaomkor mpocropa X je map (K, ¢),

rje je K cuMimnujajing KOMILIeKe, a ¢ @ K — X xomeoMopduszam.

N %
A

CnukA 2.2: Tpuanrynapusanuja cdepe (B. [10])

2.1.2 AncTpakTHU CUMILIAINjAJTHA KOMILJIEKCH

Y nmumy nobujama kombunaropue JepuHUIKAje 00jeKTa alcTpaxyjeMo CuM-

HJII/HH/Ij aJIHU KOMIIJIEKC.
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Hedbunumnuja 2.2.1. Henpazuy damvunujy ckynoa K ca KOJIEKIHjoM He-
NpPa3HUX TOJACKYMOBa S HA3WBAMO ANCTPAKTHU CHMILUTHIMjAJHH KOMILTEKC (Y

JIaJbeM TEKCTY CaMO CHMILTUIUjATHI KOMILIEKC) aKo:
1. {v} €S,3acBeveK
2. AkooceSuTtCoonnate K

AHaJIOrHO, €/IeMeHTe CUMILIHIM]AJTHOTI KOMILIEKCa K HA3MBaMO CUMILIEKCH-
Ma, a eJIeMeHTe CKyma S TeMeHUMa. k-CHMILIEKC je CUMILTUINjATHH KOMILIEKC
koju mma uMma k + 1 temena. CUMILIUINjaTHE KOMILJIEKCH C€ MOTY Pa3JI0OKUTH
Ha cuMILiekce ojipehennx mamux jaumensuja. [Ipecek, ako nmocroju, cBUX Buile-

JAUMEH3MOHUX CUMILJIEKCa MOpa OUTH CHUMILIEKC HEKe MaIbe ,ILI/IMGSI/Ije.

CBaku reOMeTPHUjCKH CUMILTUIU]AJTHA KOMILJIEKC MOXKe Ce allCTPaXOBaTH.
Vkosmko je K reoMerpujckn CUMILIATIjAJIHI KOMILIEKC 1 V' CKYIl HeroBUX Te-
MeHa, a Y dbaMmInja CKymoBa TeMeHa cBuX cuminiekca u3 S tama je (V) X)

aIICTPAaKTHU CUMILTUIIHAjATHA KOMILIEKC KOJH OJroBapa KOMILIeKcy /.

2.2 1IuKJjiOBU U T'paHUIlE

AbejioBa rpyna C), npupysKeHa CUMILUIAIA]aJIHOM KOMILIeKcy K cacroju ce
ol ¢cBUX KoMOHHamnmja p-cuminiekca y K. AKo y3MmeMmo Ja cy KoeduInjeHTd u3
Zs (npe cBera 3000 jeJIHOCTABHOCTH U CHMeTDH]e), OHJIA Ce CBAKU €JIEMEHT W3

rpyne C, MOKe HAIUCATH Y OOJIHKY:
205,38 0; € K.

Hedunanmnuja 2.2.1. 3a 1aTu CUMILTAIUjaJIHE KOMILIEKC K, XoMoMopdu-
3aM p-rpannuie U, je GyHKIMja KOja CBAKOM D-CHMILIEKCY 0 = {vg, ..., v} € K

M0JieJbyje HeroBy TDAHUILY:
Upo = {00, ..o, Ui, oy Up ),
r7ie U; O3HAYaBa JIa CKYI TeMeHa He CaJpyKu TeMe v;.

®yugmuja v, : C, = C,_1 je 3anpaBo xoMoMopdusam u3Mehy rope gedu-

aucanux rpymna. CirenehoM TeopeMoM goKa3yjeMo ja TpaHHIle HEMajy TPAHUIIE.
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Teopema 2.2.1. ¥, 109, =0.

Hoxasz:

To BOAM JIaHYaCTOM KOMILJIEKCY:

ﬁn 1971 1971,7 19 19 ’19
e, O, = L BSOS 00

Hedbunnunuja 2.2.2. Enement rpyne C), 30BeMO p-TaHAIL.
Enement rpyne C, (p-ranan) koju ce xomeomopdusmom v, cimka y 0 30BeMo
P-IHKJL.

Cmuky xomeomopdusma 9,11 30BeMO p-TDaHHUIA.
Jakue:
e ['pyna nukiosa je nara ca: Z, = Kerv,
e ['pyna rpanuna je gata ca: B, = Imvy;,
Taxobe, u3 rope nomenyTor csojcsa v, o ¥, = 0 ciegu pesanuja:
B,cZz,cC,

Tj. CBaKa T'PAHUIIA je THKJ.

2.3 XOMOJIOIIIKE rpyiie

Kako je B, nonrpyna A6esose rpyne Z, onjia je OHa I HOPMaJIHa NOATPYIa
of, Z, ma MOKeMO IedUHHCATH heHe KJace eKBHBAJCHINje Ka0 KOJMIHUYKY
I'pyIly KOjy Ha3MBaMO p-Ta XOMOJIONIKa rpyna. HapaBHo, p-ta XOMOJIOINIKa I'PyHa

HpeJICTaB/ba MOHAIIAILE 00jeKTa Y ITUMEH3UJH P.

Hednuumuja 2.3.1. p-ta XoMoI0mIKa rpyna Jandactor komimtekca (Cp, U,)

jer

H, = Z,/B,,
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rae je Z, = Kerd, u B, = Imv,4,.

C ob3upom na 1O sna cy rpyue C, KoHadyHo renepucane AbGesose rpyie,
TO Cy U Zp U B, Ta caMUM TUM U IbUXOBa KOJIMYHHYKa rpyna H,. Jenan on

HajIo3HaTHjuX pe3yarara ajarebpe [11] mam kaxe:

Teopema 2.3.1. Caka koHauHO TeHepucana AbenoBa rpymna n3omopdHa

je rpynu oOJIuKa:
Ly @ ..y, QLR ... 7,

rje ¢y p; IpocTH OpPOjeBH WM CTeIleHH NpoCTuX Opojesa, a Z, oAarosapajyhe

NUKJIAYHE TPyIe.

2.4 BerujeBu 6pojeBu

Y anrebapckoj TomoJioruju, Berujesu 6pojeBu ce KOPUCTE 3a Pa3/INnKOBAIHE
TOMOJIONIKUX MPOCTOPA HA OCHOBY MOBE3AHOCTH N-TUMEH3UOHAJHUX CUMILTUIU-
jaanux komiiekca. Konauno, MoxkeMo yBectu 1ojam berujeBux OpojeBa Kao

PAHTOBE MPETXOIHO Te(PUHUCAHUX XOMOJIOIKAX TPYIA.
Hedunrumnuja 2.4. p-tu Berujes 6poj je paHr p-re XOMOJIOIIKE I'pylie:
By = r(H,)

Ha upumep, ako je H, = Z* x Z? ouna je B, = k jep Top3uone (koxau-

)
He) MOJArPYyIe He YTUIy Ha BpeaHocT BerujeBor 6poja. Kao mro MoxkeMo mpBo
NpUMETUTH ¢BU BeTnjeBu OpojeBr cy KOHAYHY, TIITABUIIE MTOCJIE HEKE TUMEH3U]je

CBU CYy jeTHAKW HYJAa.

IIpumep 2.1. Heka je cuMmiunujaTnn KOMILIEKC K mgaT ca:

K = {{a}, {0}, {c}, {a,b},{b, c},{a, c}}.

MozkeMmo ra 3aMHUCJUTH Kao Ipa3aH Tpoyrao. Jla Gucmo uzpadynaau [y Tpeda
Ham 0-ta xomoutomka rpyna Hy := Zy/ By, ogrocao Tpeba na mporahemo demy
cy m3oMopdue rpyne O-rpanuna u O-nukrosa. 13 gedunummje Tux rpymna ciem:
Zy = Kerdg = span({a}, {b},{c}),

jep ce caku oj] HaBeJeHUX cumILiexkca ciauka y 0, 3ato je Zy = (Z/27)3

By = Imv, = span({a} + {b}, {b} + {c}, {a} + {c}),

AJIM KAKO Cy caMo 2 JIMHeapHO He3aBUCHA eJeMeHTa OHJa Baxku By = (Z/27)%.

Kownauno,

Hy = Zo/By = (Z/22)3)(2)22)? = Z/2Z w By = r(Hy) = 1. V
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IIpumep 2.2. lcre Bpeanoctu berujeBux 6GpojeBa uma u ciaenehu, majio
KOMILJTUKOBAHUjU, IPUMeD ca CJuKe 2.3 KOJU UMa jeJlaH MONYHeH TPOyrao Tj.

cagpzxu cumiuieke {A, B,C}: V

B

C

CHUKA 2.3: CuMmunujaaHu KOMIUIEKC 33 Kora Baxu [y = 1,

fr=1mupP2=0

2.4.1 T'eomerpujcka MHTYUIHja

n-tu Berujes 6poj 3ampaBo npejcrapiba Opoj N-IUMEH3UOHAIHAX PYIa aKO
pymny mocMaTpaMo Kao IUKJ KOju Huje Tpanulia y Hekoj sehoj aumensuju. To
jesiHOCTAaBHO OOjalmbaBa JIe(PUHUIKM]Y XOMOJIOIIKE TPyIle U HapTHIje Ha KJiace

eKBHBaJICHIHje jep OPOJUMO caMO TOIOJIOINIKN HeeKBUBAJIEHTHE PYIIE.

Jlajemo MHTYUTUBHY JIe(DUHUIA]Y 3a NPBUX HEKOJHKO DerujeBux GpojeBa

CUMILTATINjaTHOT KOMILIEKCa!
e Berujes 6poj [y jennak je 6pojy moBe3aHUX KOMIIOHEHTH

e Betnjen 0poj [ jennak je 6pojy jeTHOIUMEH3UOHATHUX, OJTHOCHO ITUKIAY-

HHUX pyla
e Berujer 6poj P2 jeanak je 6pojy yuyTpamnmsoctu (eHr.void)

Taxo cMO, MHTYUTHBHO, MOTJIN 33 IPETX0/Ha /ABa npuMmepa 2.1. u 2.2. Buaeru
na je By =1 jep K mMa caMo jeJiHY MOBe3aHy KOMIIOHEHTY (OJHOCHO CBe je IMo-
Be3ano). Cinuno, 6e3 padyHama, caeau u [ = 1 jep nMaMo jelaH MUK (HBHUIIE
Tpoyraa) u P = 0 jep HEMaMO yHYTPANIHOcT. VeTo TAKO HHTYUTHBHO PA3IHKY-
jemo ccepy mxonky (8o = 1, 81 = 0, B2 = 1) omTopyca (Bp = 1, 1 = 2, B2 = 1).
CuMnumyjasHa XOMOJOTH]a 3aBUCH CaMO O CUMILIHIH]AJTHOT KOMILTEKCa Ha
KOM ce TTOCMaTpa W Kao Pe3yJaTaT Tora MoxKeMo pa3jankoBaru nospimm. Hajseha

HPETHOCT XOMOJIOTHjE je CTO je CBe M3PAYyH/bUBO U PAYYHAPCKH MTPUMEHJBUBO.
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Jlpyra, MHTYUTUBHA, MHTEpIIpeTalnja berujeBux 6GpojeBa jecte MakCcUMaJIaH
Opoj ceverba MOBPIIU TAKO J1a OCTaHe HoBe3aHa Tj. n-Tu bernjes 6poj npeacra-
BJ/ba MaKCHMaJIaH OpOj N-IUKJIOBA 110 KOJUM MOzKeMO celH HOBPII TaKo Ja je He

MOJIEJTNMO.

IIpumep 2.3. ¥Y3Mumo TOpyC Kao npumep:
Bunenun cmo ma 3a topyc Baxku Sy = 1, 81 = 2, B = 1. Ilocmarpajmo cama

caenehy cauxy 2.4 (B. [12]) u o6jacaumo BpemHocT npsor Berujesor 6poja.

CaukA 2.4: Topyc u Tpu XOMOJIOIIKY HEEKBUBAJEHTHA, IITKJIA

Huknosu a,b u ¢ ce He MOTY HEPEKUTHO TeOPMUCATH jeJlaH Y APYTH IITO
3Ha4YU Ada HUCY TOIIOJIOINKH €KBHUBAJICHTHMH. MebyTI/IM IMUKJI C Ce MOZKe Hellpe-
KUTHO TPaHCHOPMUCATH (CKYIUTH) Y TAYKY IIITO Ta YNHUA €KBUBAJEHTHUM HYJIH,
JIOK Ce TIUKJIOBU a U b He MOTY HEeMPeKUTHO TPAaHCHOPMUCATH ¥ TAUKY (HAPABHO,
6e3 pedopmanuje Topyca).
lenepasino, ceyeme HOBpIIN 10 HUKJ/Y KOJU j€ €KBUBAJIEHTAH HYJIH JIEJIH Ty I10-
BPIIl HA JIBa WJIU BUIIIE JIeJ0Ba. 3aTO 3aKJ/bydyjeMo ja je 1 = 2 jep MOXKeMo
Ha JBa pasjmunTa HadwmHa cehu Topyc mo l-nmkaoBuma a u b (3aMuCaIHMO Te

IMKJIOBE KA0 MepH/UjaHe U HapaJese) TaKo J1a OH OCTaHe MoBe3aH. V

Y
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CJIMKA 2.5: Yerupu HaumHa, JeIJbemha KBaapaTa, jia 6u ce 1obu-

Jle 9eTHPH PA3JINIATe 33TBOPEHE TOBPIIH; JITe Ce M0jeTMHATHE

CTPeJIUIIe 3aje/IHO U JIYILIe CTPEJIUTIE 33j€/THO Y HA3HATEHUM CMe-
poBUMA,

JOIIT jelal HAUMH Ha KOJU TO MOYKEMO Pa3yMeTH jecTe Kao Kajia Ou KBaJIpaTy

JIENUJIN HacIpaMHe CTPAHHIE, IPBO jeJaH 1a APYTH Hap, J00UIN OMCMO TOPYC.
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WNan mak obpHyTO, Kajga 6UcMO CeKJIu TOPYC MO NMUKJI0BUMA a u b ca cianke 2.4
J06uIn GUCMO KBaJpaT (TadHuje IMPABOYTAOHUK) KOMe OU HACIIDAMHE CTPAHUIIE
npeJicTaB/bajie HeeKBUBAJICHTHE NMUKJIOBe. MrycTpanuja oBor o0jalimemha 1aTa
je ma commum 2.5 (B. [13]) 3a cdepy, Topyc, KiajHoBy 601ty 1 IpOjeKTHBHY paBaH.
Ha m0j cy upeacraB/pbeHa 4eTupu HAUMHA JIEI/beha KBaApara j1a O0u ce jpo0umie
YeTUPH pa3IuIUTe 3aTBOPEHE MOBPIIN. Jleme ce MojeuHaYHE CTpeUIle 3ajeTHO
U JIyILIE CTPEJIUIE 3ajeHO V Ha3HAUYeHNM cMepoBHMa. Ha Taj HaumH MOKeMO J1a
3aKJ/bydnMO OpOj cederba (Mau 0OPHYTO JIEIJbeEha) CTPAHUIA, OJHOCHO [3; OpOj
nocmarpane ¢purype. Tpeda umaTn y BUIY 12 je OBAKBO HHTYUTUBHO 3aKJbY UH-
Balbe OTPAHUYEHO HA YOBEKY 3aMUCJUB IPOCTOP U Ja je OBJIe JATO MCKJ/bYIUBO

300r JIaKIer padyMeBatba npebhalime Teopuje.
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I'imaBa 3

Ilep3ucTrenTHa XxO0MoOJIOTHja

3.1 OcHOBHU OjMOBU

[Tep3ucrenTHa XOMOJIOTHja je MeTO[a 3a M3padyHaBare TOIMOJIONIKAX Ka-
PaKTEPUCTUKA [POCTOPA IIPU PA3JIMIUTUM IIPOCTOPHUM CKaJiaMa. PadyHamem
XOMOJIOITKUX T'PYTa 33 CBAKM KOMILIEKC Ha CKAJW MOXKe ce MPATUTH KaJla HeKa
XOMOJIOITKA, KJIaca HacTaje, a Kaaa Hecraje. OTHOpHUje Kace OTKPUBAjy Ce T0-
MOhy cKaJjia MIMPOKOr OIicera 1 cMarpa ce jia he oHe MnpejcTaB/baT CYIITUHCKE
KapaKTepUCTUKe OCHOBHOT MpocTopa. la 6u ce ofpeauia XOMOJIOTHja TPOCTOPA,
UCTH TIPBO MOpPa OUTH MIPEICTaB/beH Kao CUMILTUIUjaIHn KoMILiekc. [Ipeciika-
Bame JIe(pUHUCAHO HAa OCHOBHOM IMPOCTOPY OJroBapa (bUITPAIMju CUMILIUIU-

jasraor Kommtekca. Casa hemo oBe mojMoBe MaTeMaTHYKN (POPMATH3OBATH.

Hedbunanmnuja 3.1.1. Puirrpanuja cUMILIAIEjaIHOT KoMmIiekca K je nus

KOMILIeKca K;, TakaB ja:
og=KyCcK,C..CK,=K

[IponsBosbHa huaTparuja KoMiLiekca K nedpunnmnre mapuujatHo ypeheme Ha
CKyIy cuMILiekca Koju ymHe K. 3a Hac cy om mHTepeca caMo oHe (PUITpaIdje

KOje BOJIE /IO TOTAJHOT ypeherma jep HaM je HeOlXO/Ha XUjepapXuja KOMILIEKCA.

JeJjiHa oJ1 IpeITHOCTH OBAKBOI' HAYNHA ITPEJCTAB/batba CUMILIHIIN]ATHOT KOM-
nJeKca je mrto he HaM TO OMOTYRUTH Ja TPATUMO MeHara TOMOJIONTKIX WHBA-
PUJAHTH Y CKJAJy ca eBOJYIHjoM KoMmiLiekca. Takohe hemo mmaru yBum y TO
Kaja ce ojpehena xomoustonika KJaca mojapibyje, KOJUKO Tpaje W Kajia HecTaje,

a TO je W OCHOBHA Weja Mep3UCTEHTHE XOMOJIOTH]e.

ITpumep 3.1. Ha cnenehoj commm 3.1 Mo¥KeMO BUIETH €BOTYIHjY DUATPA-

1nje 3-CUMILIeKCa O] ITPA3HOr CKyla Ma CBe J0 IeJIor TeTpaeapa. y CBaKOM
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KOpaKy J10/IaTO je jeJTHO HOBO TeMe WM HOBa CTpaHa W TO je Ha caumnum obe-

JIeZKeHO TaMHO IL1aBoM 6ojom. V

CaukA 3.1: Quirrpanuja TeTpaeapa

3.2 Ilep3ucTeHTHE XOMOJIOIIKE I'PYyII€e

[TocmTapamo cummnujainu Komiyieke K jgumensuje k ca jpedpuHucanom
dbuarpanujom kao y uperxojgnom norstassby. Mehy komminekenma K; = {0y, ..., 0, }
NOCTOjH WHKJIY3Hja Ta MOYKeMO Jie(bUHUCATH MPECTUKABAIHE:

(2

=Ky % K% "LYEK =K.

CpakoM ox KomILiekca K; nofesmyjemo nandactn xkomtere CXi| a mpecinkapa-
1ha 1, JINHEAPHO IPOLYKIMO Ha AGeoBe IpyIe JaHIacTor KoMiiekca (B. [asy
2).

Ha cnenehem nujarpamy npukazana je KOHCTPYKIHje T€ CTPYKTYpe, I'/le XOpH-
30HTAJIHE CTPEJIHIE MPE/ICTaB/bajy rpaHndne xomomopdusme mehy rpynama y
CKi  a pepruxamme npomayzxKeme unKIysuje Mely oarosapajyhum KoMILIeKcuMa,

duarpanuje:
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3a crako 0 < ¢ < k wnkaysuja ¢ : K; | — K; uaaykyje wHKIy3ujy Ha JaHdIa-
. Ki—1 ,
CTUM KOMILTIEKCHMA iy : O ¢ ) — CKi, NI noparno Baxku:

iz, ci(z)

p

i(By ") ci(BIY)

P
i—1 Ki-1) K,
Teopema 3.2.1. llpecinkasame f,~ : Hp — HJ'" MHIyKOBaHO MHKJIY3H-

joM 1, je mobpo meduHHCAHO U XOMOMOpdHU3aM je.

Ki-1
3a mpousBosbHy Kiaacy o] € Hy ¢ ) pazu:

. (0], axo je [o] rpanuna nexor sanna y Ch5)
£ H(lol) = !

0, WHAYE

Ha oBaj naunn mozkeMo OpojaTy MojaB/bUBAHLE U eBEHTYAJIHO HECTajarhe HO-
BUX IMKJIOBA, OJHOCHO pyua, (nerapuuje y [iasu 2 y nortasmwy 2.4.1)) Kpo3
duaTpanujy y cBuM jauMensujaMma. /la OmcMo, KOHAYHO, YBEJIH HOjaM Iep3u-

CTEHTHUX XOMOJIOTIKHUX T'PYTIa, JTe(DPUHUTITIMO jOTIT MPECTHKABATHE:
7 . K J
Jl Yyt — Hy?
Ka0 KOMIIO3UIU]Y UHJLYKOBAaHUX MHKJIy3HU]a, fgfl o..of,.

Hedunanmuja 3.2.1. 3a cBako 0 < ¢ < k, p-Nep3UCTEHTHA XOMOJIOIIKA
rpyrma je:

HiI = Imfid = 71 /(BN Z0),
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rjie ¢y Z, u B rpyne, pecnekTMBHO, MUKJIOBA U rpaHuna y Komiuekcy K. I'pyne
H;’j cy KoHa4dHO reHepucane Abemose rpyme. Cara MOKeMO U OBJe, Ha MOTIYHO
aHaJIOTaH HAYMH, KaO y CHHIYJIAPHO] XOMOJOTHjU ja jecdunuiremo Berujese

opojene.

3.2.1 Ilep3ucrentau BerujeBu O6pojeBu

Hedunanmuja 3.2.1.1. p-nepsucrentnun berujeB 6poj kKomiuiekca K ca

dunrpannjom & = Ky C K; C ... C K,, = K je:
59 = ()

Haxne, 357 je Gpoj He3aBHCHEX XOMOJOIKHX Kiaca y H)J. Unrynrusnuje, Te
KJIace MOYKeMO ITOCMATPaTH Kao XOMOJIONIKe KJlace Koje cy OmcTaJte 6ap /10 KOM-
mwiekca K, a y dpunarpauuju cy ce nojasusie y xomimjaekcy K; uau npe. Ipyrum
peunma, nepsucrentnu berujes 6poj /B;’j Opoju KJlace ca KUBOTHUM BEKOM Oap
J — i, Ka0 Pa3IuKOM yMuUpama W pahama y oarosapajyhuM CUMILIAINN]aTHAM
koMIiekcuma y punrpanuju. O1HOCHO, 3HAjyhu BpEeIHOCTH TEP3UCTEeHTHUX Be-

TUjeBUX OpojeBa 3HAMO U KUBOTHE BEKOBE XOMOJIOIIKHUX KJIACA.

3.3 Bwmusyasmzaruja mep3ucTeHInje

TunoBu cKymoBa mojaTaka KOju ce MOTY IPOYYaBaTH MOMONY mep3ucTeHT-
HE XOMOJIOTHje YKJ/bY4Yyjy JAUTHTAJHE CJAUKE, HUBO CKYIIOBE PeaJTHUX (DYyHKIH]ja,
MpexKe uTHA.. Kao mTo cMo croMeHyIH Y YBOZY OBOT Pajia, KOHAYHU MEeTPUYKH
OPOCTOPHU Ce Y JINTEPATYPH TOIMOJOIIKe aHaJIW3e MoJaTakKa Ha3WBajy M o0Ja-
nuMa Ttadaka. Ca TOMOJOIIKOT CTAHOBHINTA, KOHAYHU METPUYKHU MPOCTOPH HE
caJIprKe HUKaKBe 3aHUMJbUBe HH(MopMaImje. Crora ce ob0JaK Tadaka MOCMATPA
HAa Pa3IMYUTUM CKaJaMa, a 3aTUM Ce aHAJIU3Upa JOOWjeHa eBOIYyIHja ODJIUKA.
Tomo,io1Ke MHBapUjaHTe HAM /3]y KBaJUTATUBHE KapaAKTEPUCTUKE KOjUMa CMO
ce GaBMJIM y OBOj M PETXO/IHO] TJIABU. Y OBOM IIOIJIaBJ/by I'OBOPUMO O HAUYMHUMA,
BHU3yaJu3allje TUX KapaKTepPUCTUKa Ha Pa3INIUTHM CKaJgaMa jaa o ce 10010

KeJbeHU CayKeTaK CTPYKTYpe.

3.3.1 Bueropuc-Punc KoMmmJjekc

[Ipe Hero mro yBeaeMO IOjMOBE MEP3UCTEHTHUX Oap-KOJIOBa U JIMjarpamMa
nahemo jesan BeomMa MHTYUTHUBAH MPUMeP KOHCTPYHUcama Gpuarpaiumje 1a oucmo
UMaJIl OCHOBY 3a JIa/bl PaJl.

Kao miycTpanujy y3MuMo cKyn Tadaka y R? Koju Ipukasyjemo Ha caund 3.2.
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Heka je € mapamerap yma/beHOCTH, HEHETATHBHU DeajHU Opoj. 3a pasjindure
BPEHOCTH € KOHCTPYHUIITEMO TTPOCTOD S CACTaB/BEH O] TeMeHA, UBUIA, TPOYTJIO-
Ba W BUIIEIMMEH3HOHAJHUX HOJUTOINA mpema ciejeheM npasuay: 3a cBaka /Ba
TeMeHa KOHCTPYHIIEMO WBHUILY aKO W CaMO aKO eyKJIUICKA yAa/heHocT m3mely
wuxX HUje Beha 011 €; KOHCTPYUIIEMO TPOYTra0 akO M CaMO aKO Cy CBE IheroBe
usuie Beh y S; ur. 3a Buie guMensuje, anagorto. [Ipumerumo, Taga 3a € < e
Baxknu So C S.. OBo je rpyba xoucrpyknuja ¢punrpanuje Bueropuc-Purnc kom-

mwiekca. Caga hemo garu u meroBy opMasiny JeduHUINA]Y:

Hedunrunmnuja 3.3.1. 3a HeHeraTuBHU peaanu 6poj €, Bueropuc—Purmc xkom-

nJeKC y mpocTopy S ca MaTpukoMm d je:

VR.(S) ={o C S|d(z,y) < 2¢, 3a cBako x,y € S}

e =00 € =01 €e=0.2 €e=05 e=1.0

CaukA 3.2: Bueropuc-Purc komrexc

Tpeba criomeryTH jOrT HEKE MO3HATE KOHCTPYKIKje KOMILIEKCA, Kao TITO Cy
Yexos kommrekc!, Jlemone koMiaeke? u anda KOMIIEKC, ajll Y OBOM PaJy ce
HelieMo GaBUTH CBUMA HUMA TIOjeJIUHAYHO (BUIIIE O OBUM CTPYKTYPaMa C& MOKe

nponalin y sureparypu [14, 15]).

3.3.2 Ilep3ucrenTHu 0ap-KOI0BU

BaxBasbyjyliil TOMOIOIIKHM aJaTHMAa, MOXKEMO H3PAadyHATH KAPAKTEPUCTHKE
IPOCTOPA KAO IITO €y OPOj U KUBOTHU BEK XOMOJIONIKAX KJaca (KOMIIOHEHATA,
uKI0Ba U, ). To MOXKeMO BU3yaan30BaTh MOMONY KOHAYHE KOJIEKITH]e TOIyo-
TBOPEHHUX MHTEPBaJa MO3HATE KAo 6ap-KOJI.

Jahemo u dpopmasino TyMmadere 6ap-KogaoBa MOMONY Mep3UCTEHTHE XOMOJIOIIKE
teopuje. Kaxkemo na je o € Hy(K;) poheno y H,(K;) ako e mpumajga Cammm

b (ng. fi (o) = 0). Kazemo na o € Hy(K;) ymupe y Hy(K;) axo je j > i

'Eduard Cech - uemku maremarayap
2Boris Nikolaevich Delaunay - pyckn MaTemaTmdap
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HajMamu HHAEKC 3a Koji je fi7(0) = 0. Taga je KHBOTHI BeK O K/IACe 0 TPE/i-
. . . i,' .
CTaB/bEH TOTYOTBOPEHUM HHTepBaoM [i,j). Ako je f,7(0) # 0 3a ce j Takse
na je 1 < j < k, e je K AUMeH3Wja MOCMATPAHOr 0DjeKTa, KaykeMo Ja je o
OECKOHAYHO TEP3UCTEHTHA, & HeH KUBOTHU BEK IPEJICTAB/LEH je WHTEPBAJIOM

[i, 00).

['pybo peueno, JeBa Kpajiba Tauka WHTEpPBaJa MpeJcTaB/ba poherme Kiace,
a JlecHa Kpajiba TadvKa IpeJicTaB/ha CMPT UCTe Kjace. /lakie, jqyKu HHTEpBa-
Jin Dap-KoJia IPeJICTaB/bajy JIyzKe *KUBOTHE BEKOBE. BeCKOHAYHO Iep3UCTEeHTHE
KJIace IPeICTaB/haMO OECKOHAYHIM TOJIYUHTEPBAJINMA KOje CKAJTHPaMo Ha IMOTo-
JIaH Ha4YMH 3apa/ji Bu3yaau3anuje. Ha To ykaszyjeMo cTaB/hameM BpXa CTPeIulle
HA JIECHY Kpajiby TaukKy uHTepBasia. CynmpoTHO TOMe, MOTY Ce MOjaBUTH BEOMa
KpaTku uHTepBa/in (3Ha4ajHo Kpallu 0J APYruX) M TAKBe KJAace MOKEMO 110-
cMaTpaTH Kao IIyM y HamuM nojainuMma. MehyTum, Ty MopaMo OUTH OIIpe3HH
Kako ofipehyjeMo Ty MUHUMAJIHY TPAHUILY 3HAYAJHOCTH KUBOTHOT Beka. OHa ce
yIJ1aBHOM ojipehyje eMiupujcku y 3aBUCHOCTH O] CJydaja ynorpebde. Y Hape/i-
HUM IJIaBaMa ieMo BHAETH KaKO HAM Ta I'PaHHIIA 3anupaBo ojapehyje Tagan 6poj

knacrepa y TOMATo anropurmy KiaacrepoBamba.

Kao nouernu npumep nornenajvo ciaegehy ciauky 3.3. To je 6ap-kom koju
oJrosapa bUITPANHjU ca caIuKe 3.2. XOMOJIOIIKE KJIace Ce MeIbajy ¢a IIPOMEHOM
nmapamMeTrpa pactojama € y Bueropue-Punc kommiaexkcy. Ha x ocu je BpeanocT
napamMeTpa €, a Ha Y OCH je BPeJHOCT [J; Opoja jep mocMarTpaMo KUBOTHU BeK
HUKJIMYHE PYIie Tj. je/IHOJMMeH31oHa He XoMoJIomke Kiaace. [Ipumerumo ja ce
jellHa pyTlia mojaBsbyje 3a BpenHocT € = (.2 U HecTaje Kaja ce MOTIYHO TIOMY-
HU THheHa YHYTPAIIOCT Ha BpeaHoCcTH mapamerpa € = 1. 3aro je f; = 1 Ha

unreppaiy (0.2,1), a Hys1a nnadge.

0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

CnukA 3.3: Ilepsucrentnu 6ap-Kom 3a guMen3ujy 1 oarosapa-
jyhux Bueropuc-Puric komiuiekca ca cauke 3.2

JelaH ol HajKpeaTUBHUJUX JesI0Ba ynoTpebe Mep3UCTEHTHE XOMOJIOTHjE je
CTATUCTUYIKA WHTepnperanuja pesyarara. Ca cTaTUCTHIKe TaYKe TJICIUIITA, He-
103HATA je BeJMYUHA KOjy IMPOIEHyjeMo, cTora cy noTpebHe MeToje 3a KBaH-

TUTATUBHY TPOIEHY KBaJuTeTa Oap-Kojosa. llocToje mpernpeka y Tome mTO ce
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TOTIOJIONITKE WHBAPHUjaHTe, /10 HEJABHO, HUCY HU CyCcpese ca CTATHCTUYKUM Me-
pama, omeHama u TecroBuMa. [IpocTopy Gap-KomoBa HeIOCTa]y Te€OMETPHjCKA
CBOjCTBa Koja Ou osakmaJia JeduHUCAIHe OCHOBHUX MOJMOBA Kao IIITO CY CPeJI-
ba BPEJHOCT, MeJiujana uT/l. Ta mpernpeka je cBakakKo U MOTHBAIUja 38 TPEHYT-
Ha UCTpayKMBakbha KOja Cy yCMepeHa, Ha IIPoydaBambe MeToja KOje Taj IMPOCTOp
Malupajy y IpocTope Koju uMajy 0o/be HpuaroheHa reoMeTpHjcKa CBOjCTBA
CTAaTUCTUYKUM aJlaTHUMa.

Jlaxkse, norpebaH je HAYMH 3a OIEHY CTATUCTUYKE 3HAYAJHOCTU JIOOMjEHUX pe-
3yaTaTta u ynopehuBame /iBa pasindnTa U371a3a, KA0 U HAYUH 32 H3PATYHABATHE
ofroBapajylinx craTucTuuKuxX cazkeraka (eHr. summary statistics) . Heku on

[JIABHUX IIPUCTYIIA IPOOJIEMYy CTATHCTHYKE aHajm3e 0Dap-KoI0Ba Cy:

e NV IIPBOM LIPUCTYIY C€ KOPUCTE CJYUAJHU CUMILIMIIU]AJTHU KOMILJIEKCH KOJU
HHKOPIIOPHUPA]jy HAallle IPeTIocTaBKe o mojamuMa. OHU ce Y OBOM CJIVYajy
nocmaTpajy kao nysa-mozenn (enr. null model) 3a ymopehuate ca crBap-

HUM I1OJaIAMa.

e NV JIPYTOM TIPUCTYIY Ce MTPOYyYaBajy CBOJCTBA METPUIKOT MPOCTOPa UMje
Cy TadKe IEepP3UCTEHTHU JHjarpaMy KOjU OJroBapajy IocMaTpaHuM Oap-

KO/OBUMaA.

e V rpehem npucryiy ce npoydanajy OCOOMHE IOjeJIMHAYHUX [EeP3UCTEHT-

HUX JIFjarpama.

Cazna je mpaBu TpeHyTaK jaa (OPMAJHO YBeAEeMO IMOjaM MepP3UCTeHTHUX Thja-

rpama.

3.3.3 Ilep3ucreHTHHU AUjarpamu

[lep3ucTeHTHU AMjarpaM je mpe3eHTalija KOHAYHOT Opoja Ttavaka (r,y) €
R? koje ce MOy HMOHABJ/LATHU, OJHOCHO OUTH MYJITHILIMIIDAHE, 33jeHO Ca H-
jaromanom A = {(z,y) € R?|r = y}. 3a cBaky Tauky JamjarpaMa BPEJHOCT HA
x- ocu je TpenyTak paharma y ojgrosapajyhoj ¢dpuarpainuju Koja ce mocMarpa, a
BPE/IHOCT HA Y-OCH TpeHyTaK ymupama. CJie/in /1a je JKUBOTHU BEK CBAKE TAUKe
cpa3MepaH HbeHOM pacrojarby o aujaronadie. IIITo je rauka ypa/beHuja o1 jguja-
roHaJIe TO je Mep3UCTeHTHHja Ta Ha Taj HAYUH MOYKEMO pa3/BajaTu CYITHHCKU
ouTHe ocobOMHE o1 TyMa, y nojanumMa. Takohe, n 66CKOHAYHO TIEP3UCTEHTHE Ta4-
ke obejiezkaBaMO Ha ) OCH M3HA/[ CBUX OCTAJUX KOHAYHUX BpeJHOCTH. Buammo

JIa HaM OBaKBa BH3yaJIM3alldja Jaje ucTe uHdopMalnje Kao u 6ap-Koi,.

PopmaJIHO, IEP3UCTEHTHH JIUjarpaMyu BU3yaJIn3y]y uHpopMalmje 1odujene

U3 CBUX MEP3UCTEHTHUX XOMOJIOMKUX rpyta. [Ipe cBera, momohy mep3ucreHTHIX
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BerujeBux 6pojea jedurUIIIEMO u;;j Kao OpOj p-TMMEeH3MOHAJTHUX XOMOJIONTKUX
KJj1aca Koje cy ce poamie y KoMIaekcy K, a ympie y KoMmiiekcy K; y duiarpa-
MHju:
b — (b1 o 6d) — (gLl i1
:u’p - (:u’p /Lp ) (lup :up )7

3a cBako 0 < 1 < j < k. To je 3ampaBo paszjimka KJjaca pobhenux mpe K;.q, a

ymMmpJae cy y K; u k1aca pohenux npe K;, a ympie ¢y y K;.

Hedbunnnmja 3.3.3.1. Yuuja tagaka (i,j) MyJTHILIATHPATIX u;’j nyTa
U CBUX Tavyaka JujaroHajie Ha3uBa ce k-TW MEep3UCTEHTHH Jujarpam, y O3HAIH
D,K.

Crienu mpuMep y KojeM J1ajeMO BU3YaJIU3AIN]y Tope YBeJIeHUX MOjMOBa:
IIpumep 3.2. IlocmaTpajMo KoHATHY DUATPANK]Y CUMILIAIN]AJTHOT KOMILIEKCA
Ha CJAUTH 3.4 1 HeHY €BOJIYIN]Y ¥ KOpaIuMa, KOji OJIroBapajy CBaKOM KOMILIEK-
cy v duwarpanuju, Ha caunu 3.5. HTynTHBHO, HA JE€BOM JAujarpaMy y CBAKOM
KOpaKy 3allicyjeMo u 6pOojuMoO MoBe3aHe KOMIIOHEHTe, a Ha JgecHoM pyie. Dop-
MaJIHO, KOPHCTHMO HHdOpMAaNTje Koje HaM aajy BeKTopcku mpocropu H,(K;)
3ajesno ca npeciukapambuma fi7 usmehy mwux. Te undopmarnuje MozxKemo Busya-
JIN30BATH IPTabeM JijarpamMa Ha cjegehn Ha9WH: y -TOM KOpaky dbuiaTparnyje,
IPTAMO OHOJIMKO TadakKa KOJIMKA je JUMeH3Hja BeKTOopckor mpocropa H,(K;)
TAKO Ja TO Oyj/ie MPeJICTaB/hbeHO HA Y-OCH. 3aTUM TOBE3YjeMO TAUKe TaKO IITO
IIPTaMO WHTePBaJ n3Mehy BUX aKO ce XOMOJOIIKA KJIaca U3 i-TOT Kopaka (bui-
Tpaluje HATA3M y MeP3UCTeHTHOj XOMOIOMKO]j rpymu H) . Axo ce ne nanasm,
OIHOCHO HHje ce oxpzkana 10 (i + 1)-or Kopaka, OHAA IPTAMO OTBOPEH HHTEp-
Bas. JleBo je mpencrasmpena qumensuja 0 ca 6pojem Temena jeqnakum Hy(K;) n

necHo aumensuja 1 ca Hy(K;) temena 3a cBako 1 < i < 4.

Hakon oBora jako D0ga3WMO /10 TMEP3UCTEHTHOT Gap-Koja Ha caumu 3.6 n
IeMy ojiroBapajyher nep3ucreHTHOr AujarpamMa Ha cjaunm 3.7. BecKoHaHo nep-
3UCTEHTHE KJiace ¢y y 0ap-KoJ0BIMa O3HaUeHe CTPeIUIaMa Ha JIeCHOj CTPaHHU, a
y JnjarpaMy cy o3HadeHe MpasHuM KpyroMm. Takobhe, BermunHa Tadaka JUPEKT-

HO je TPOIOpPIHMOHAJIHA OPOjy KJaca Koje OHU HPEeJICTaB/hajy.

HapaBno, 0BakO KOHCTPYUCAHU HEP3UCTEHTHU JMjarDAMU HE CAJIPrKe TadKe
UCIOJ Jujaronasie 360r torajanor ypehema dbuiarpanmje ma yBeK BaxKu T <
y. [locToju 1 oOpHyTH TIOpEIAK KOjU JTOOMjaMO mpeycMepaBambeM (uaTpaluje.
N360p noperka je uCK/by4unBO (DOPMAJIHOCT U HE yTHYE Ha BAJUIHOCT TEOPHje.
Mu hiemo y ma/pem pajiy KOPHCTUTH Taj OOPHYTH IIOpEIaK, & MOTHBAIU]a 34 TO

he outu yckopo mara y I'masu 4. V
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CaukA 3.4: Quirpanuja JaTOr CUMIUIAIU]AJIOT KOMILIEKCA

Hy(K;) H,(K;)
S ’
4 — 4
N+e
Y E WM ke,
Snhan 2 [be + cf + bf]
g lebrborad
1 2 3 4 1 2 3 4

CaukAa 3.5: Eronynumja dpunrpanmje y Kopammuma,

Bujiumo jia nitak nocroje ojpehene npejHOCTH Y TyMadeby U yioTpeou nep-
3UCTEHTHHUX JujarpamMa. Pekim cMo j1a ce y ApyTroM IPUCTYILY MTOCMATPa OJroBa-
pajyhe jpedunncan npocTop AujarpaMa mnep3ucreniuje, 1epuHUIIe ce MeTPUKa,
MpoyvaBajy Cce I'eOMeTPHjCKa CBOjCTBa OBOTI' IIPOCTOPA W BPINE Ce CTaHAapIHe
cTaTucTu4ke aHagnse. OTHOCHO, MOYXKeJHHO je mMaTH MOryhHOoCT ynopehuBama
JiFjarpaMa Iep3ucTeHIlyje IpoydaBabeM Oujekiuja n3Mely mbUXOBUX eJieMeHa-
Ta. 3aT0 AMjarpaMu MOpajy OUTH HCTe KapAMHAJIHOCTH, & TO JIAKO PEraBaMo
JoJaBameM Tadaka Ha JujaroHajn. JegaH HauMH KOMIapalyje je yBohere Xa-

venopdose merpuke® [16] min bottleneck pacrojama Ha TOM IIPOCTOPY.

3Felix Hausdorff - Hemauku MaremaTmaap
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1 2 3 4 1 2 3 4

CiukA 3.6: IlepsucrenTnn 6ap-koa0Bu 3a aumensujy 0 (1eBo)
u jumensujy 1 (mecuo)

CMPT CMPT
O O
4 41 °
3 o 3 ®
2 ° 2
1 1
: : : : poheme : : : : poheme
1 2 3 4 1 2 3

CimkA 3.7: Tlepsucrentau aujarpamu 3a gumensujy 0 (1eso)
u qumensujy 1 (mecHo)

Hedbunaumnuja 3.3.3.2. Heka cy X u Y aBa mep3ucreHTHa Aujarpama. Xa-

ycaopdoBo pactojamke u bottleneck pacrojame cy, peaom, gartu ca:

dy(X,Y) = maz{supyinfy|lx = ylloo, supyinfelly — xll},
dp(X,Y) = infysupy|[r —7(z)[|o0,

3ar € X uy€Y ucsebujexnuje v: X — Y.

Hedbunumuja 3.3.3.2. IIpocrop X rtpuanrynapuzabuian mpocTop aKo mo-

CTOjU HeMy XOMeOMOpdaH CUMILIUIU]ATHA KOMILIEKC.

Hedunnunuja 3.3.3.3. Huso ckynosu (enr. level sets) funkcije f : X — R |
cy ckynosu obuka f 1 ((—oo, a]) mmu f~1([a, +00)), rae je HUBO o HEKH peasiHu

opoj.
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To mam jaspe j1aje TeopeMe O CTAOMJIHOCTH TMEP3UCTEHTHUX JTjarpamMa mojl
MaJINM IepTypodalmjaMa Tadaka mogaTaka ITo je pyHIaMeHTAJIaH pe3yaITaT 3a
NpUMEHY [ep3ucTeHTHe XoMosoruje. Teopemy o crabuaroctu [6] HaBomumo Ge3

IO0Ka3a.

Teopema 3.3.3.1. Heka je X rtpuanrysapuzabujian npocTop W HEKa Cy
f,9 : X — R nenpekumne dbyHKIHUje YHjH HUBO CKYHNOBHU T'€HEPHIINY KOHAY-
HO UMeH3WOHAJHE XOMOJIONIKe IPyIe W IMOCTOju KOHAYHO MHOT'O XOMOJIOITKIX

KPUTUYHUX BPEJTHOCTH. Tajia BazKu:

dg(D(f) = D(9)) < [If = 9ll-

[locToju jom mpucTyna mpod/eMy CTATUCTHYKE aHAJM3e, ajJd CBH CY jOII
yBeK y (a3u pazBujama u IyHO je Moryhnoctu 3a HoBe uieje. Hexku of mux
ce 3aCHUBAjy Ha IPeC/IMKaBarby POCTOPA MEP3UCTEHTHUX JhjarpaMa y [o3HaTe
npocrope, Hiap.Banaxos. To cy mepsucrenTHu nej3axku (enr. landscapes) [17],
beTtujeBe kpuBe, mep3uCTEHTHE CJAWKe U KepHeau3anuja. lako HaMm HUCY o1 pe-
Cy/lHe BayKHOCTH 33 HACTaBaK OBOT pajia, OBJE MX HABOJAUMO KaoO IOrOJIHE 33
MaHUMYIANNA]Y CTATUCTUYKHM aJaTHMa, Ka0 U MHOHM MeToJaMa MAaIIHnHCKOT

yUema.
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I''taBa 4

Ilep3ucreniuja u KjaactepoBaibe

4.1 Wneja m moTuUBaNmja

Beoma je Temko natum mpenusHy yomiTeHy JeWHUIIA]Y CAMOT KjacTepa,
a Tonojioruja HaMm Moxke u Ty nomohu. Hedpopmasino, kiacrepoBame ce 0jHOCH
Ha TPOIIeC TMojiesie CKyIa MojaTaka Ha BUIIE JeJI0Ba, OJHOCHO KJIacTepa, KOju
ce MPeno3HAT/bUBO PA3INKYjy jeJHU O APYrux. ¥ KOHTEKCTY KOHAYHHUX Me-
TPUIKHUX MIPOCTOPA, TO OTHPUIUKE 3HAYH Ja Cy Tadke y KJjacTrepuma Ojimke
jeTHa JIPYTOoj HEro ITO Cy TadKe Y pasjuInTUM KiaacTepuMma. KiacrepoBame
MOKEMO CMATPATH CTATUCTUIKUM TTAaHTAHOM TeOMeTPHjCKe KOHCTPYKITHje TToBe-
3aHUX KOMIIOHEHTH IIPOCTOpA, IITO je oCHOBa aJirebapcke ToroJgoruje. [locroju
MHOTO aJTOpUTaMa KOjH rpaje KJacTepe Ha OCHOBY MeTPUYKHX WHMOpPMAIHja,
Kao IITO Cy K-CPeJINHA, CIIeKTPATHO KJIacTepoBame UT/. Mako je K1acTepoBame,
OYMIJIETHO, BEOMA BayKaH Jie0 aHaJ u3e Mojaraka, HAYMHU Ha KOju ce (popmy-
JIMITE U TMpUMembyje MPenyHu ¢y BHUIIe3HAYHOCTH. YTJIABHOM Cy moTelnkohe ca
KOjHMa ce cyo4aBaMoO M300p pa3IMdYUTHX MapaMeTapa W Mparoba, Kao M HeIo-

cTaTak pobyCHOCTH.

Henaparmenano yueme (enr. unsupervised learning) je Baxkas u KopucraH
aJIaT 3a TyMadelbe IMOoJaTaKa y pasHuM obyacTuMa mpuMene. lako je npupoaHo
IPYIHUCAe YOBEKY Y BEJIMKOM OpOjy cjydajeBa OYUIJIEHO, MPohaeM KJIacTepo-
Barba HEMa jeJIMHCTBEHO periere. Mnak, ieroBa Ba;KHOCT Kao aaaTa 3a aHAJIU3Y
mo/laTaka, mopacJsa je 300r nopehane TOCTYITHOCTH BUCOKOIMMEH3NOHATHUX CKY-
MOBa MOJATaKa jep je JupeKTHa WHTepHpeTalnja TAKBUX IOJaTaKa Tellka, aKo

He n Hemoryha.

Yobuuajeno je ja ce CKyI Iojaraka CacTOju OJI y30pakKa M3BYYEHUX U3 He-
Ke Hemo3Hare (pYHKIHje I'YCTHHE f U Ja je Kpajibu IH/b aHAJIH3e PA3yMEBAhe

cTpyKType Te rycture. C 063upoM Ja HyHKIMja TyCTHHe OOUYHO HUje MO3HATA,
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MOpa Ce OIEeHNUTH U3 JAOCTYIHHX y3o0paka. MeToje KjJacToBama ce cTora ocja-
Hajy Ha OolleHe I'YCTHHe, KOje ce CBPCTaBajy y /IBe OCHOBHE KaTeropuje: mapame-
Tapcke oleHe, Koje y3uMajy mnapamerapcky damuinjy pyHKIHja Kao MOJIeNT 33
I'YCTHHY; HemapaMeTapcKe OTleHe, KOje ce N3BOJe Ha OCHOBY JIOKAJHOT ITOHAIIA-
wa pyskiyje rycrune. Merojie 3acHoBane Ha llapaMeTapCKUM OlleHaMa, KOPUCTE
3Hame O TYCTUHU Ja Ou mocTurie 60be pe3yaraTe, 0K Cy HeapaMeTapcKe Me-
TOJIe ONINITH]je jep HUCY Be3aHe 3a HeKn ojapeheHn MOIe1 TyCTHHE.

Kiacrepu y3opaka koju josa3e u3 pynknuje ryctunae f ce Mory maeHTH(OUKO-
BaTH y3 nmoMoh Moma ¢dpyukiuje f. UHTYUTUBHO, KJIacTep je CKYII CBUX TadaKa
KOje ce YJIUBajy y UCTHU JIOKAJTHU MAKCUMYM Iy 2K TOKa JTe(UHICAHOT BEKTOPCKAM
no/beM rpagujenta f. JoOIn jeqan HaAYWMH HA KOJH MOZKEMO MOCMATPATH KJIaCTe-
pe jecte Kao OaceHe aTpakiiFje aTpakTopa KOju OJAroBapajy Mojama (pyHKIIHje

rycrune. Caeau u popmasna jepuHUNN]A:

Hedunuaunuja 4.1.1. Arpakrop je crame (CKyT) y KOjU IHHAMAYKH CHCTEM
(M1u BeroB HOJCKYII) €BOJIynPa HAKOH JOBOJBHO BpeMeHa. Bacen arpakmuje B,

HEKOT' aTPAaKTOpa p je CKyHl Tavaka Koju he eBOJIyHpaTH y Eera caMmor.

OBaj mojam kjacTepa HUje HOB. Beh je mpemioykeH y aJropuTMy Trpajiu-
jentHor ycnona (enr. graph-based gradient ascent algorithm) [5] u kopucru ce
y GpojHUM aJropuTMHMAa 3a JETeKNnujy momaa, ykbyayjyhu Mean-Shift [18] u
EeroBe HacJe/IHAKe. YoOudajeHu MpobJieM ca KOjUM ce CyodaBajy OBe MeToJe
je ma cy rpaJmjeHT W Tadke eKcrpema (PyHKIHMje rycruHe [ BequvnHe KOje Cy
jako mecrabuiiHe 1MOJI, YaK W MPOM3BO/HHO MasuM, neprypbarujama f. Byxyhu
Jla HaM je [ 9ecTo Hemo3HATO, 3aBHCHMO O] OllCHe I'YCTHHE f, YUjU Ce aTPAKTO-
pH PEeTKO TMOKJIAMajy ca oHMMa cTBapHe rycture. [loremxajmo cauky 4.1 (B. [2])
3a waycTpanmjy npobsema. ¥ HEKuM Merojama ja ou ce n3berao oBaj mpobJem
pajau ce T3B. 3armahuBame oneHe rycrue (enr. smoothing) | mro mosoau a0

caeseher mpobsemMa arpoKnuMalije, a To je KOJIUKO je 3araahuBama noTpebHo.

Hedbunrunuja 4.1.2. Hagauso ckynosu (enr. superlevel sets) funkcije f :
X — R, cy ckynosu obuka f~([a, +00)), 1jie je HuBO o HeKu peasinu Gpoj.

OznauasaMo ux ca F'.

YMecTo j1la IUPEKTHO IpoydaBa rpajujenT pyHkIiuje f, TOMOOIMKA Tep3u-

CTEHIIHja MPOoyYaBa Pa3BOj TOMOJIOTHje HAIHUBO CKYIIOBa O f:

Hedbunumuja 4.1.3. Quirpaiuja renepucana H3JIHUBO CKynoBuma, F'* GyHk-
nuje f : X — R je au3 koMmiutekca y X gobujenux nomohy F'@, rie ce mapamerap

a kpehe o1 400 10 —00.
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AT,

CaukA 4.1: Ha siepoj crpanu npukazana je OYHKIUja rycTU-

HE Ca JIBE eKCTPEMHE BPEIHOCTH W TOIENa Ha JBa MHeHa 0aceHa

aTpakn@je, a Ha JECHO] oaroBapajyhe BpemaHOCTH 33 JUHEAPHY
uHTepuoJanujy gpyHkuuje rycruHe.

Jaxje umamo JedpuHUCAHO TOTAIHO ypeheme Ha X.
Y KOHTEKCTY KJAaCTepOBarba, HAC YIVIABHOM 3aHUMa MEP3UCTEHTHA, XOMOJIOTHU-
ja HaJIHMBO CKYIIOBa, Tj. JIa JIX Cy M KAKO MOBE3aHM HAJHUBO CKYHOBH. 10 je
3anpaso mocebaH ciaydaj 0-IUMeH3nOHATHEe TeOpHje MeP3UCTEHIHje T/ie Kao XO-
MOJIOIIKe KJIAce MOCMaTpaMo MmoBe3aHe KoMmionente mpocropa. Cimka 4.2 (B.
[2]) mpukasyje moBe3aHe KOMIOHEHTe TPH HAJHUBO CKyna. CBaka KOMIOHEHTA

ce TojaB/byje Kaja ce JTOCTHTHE JIOKAJIHE MAKCUMYM ITocMaTpaHe (pyHKIIHje.

[[IraBuire, nep3ucTennmja HaMmehe cTpory xujepapxujy KOMIIOHeHTaMa: Ka-
Jla ce JiBe O] WX TOBEXKY jeJHA Ca JPYrOM HAa HEKOM HAJIHUBO CKymy of f, 3a
KOMIIOHEHTY TeHepHUCaHy HUXKHM BPXOM KazkKe ce /a je CIOjeHa Yy OHY TeHepu-
cany BumuM BpxoM. Taja ce cBakoj kKoMmoHeHTH C' MOXKe JTOJeTUTH KUBOTHH
BeK. AKO mocmarpamMo Kao TadKy p y PaBHHU: AIIUCa P je BpeMe y KOojeM ce
koMroHeHTa C' ojaBsbyje y MOPOIUIN HAJHUBO CKYTIOBa O f; OpJmHATA O P je
BpeMe y Kome ce C' craja y Apyry KOMIOHEHTY MeHepPUCaHy HEKUM BUIITIM BPXOM
dbynkmuje f. Pasnuka p, — p, je Mepa 3nauajuocTu kommonente C (y mabem
TEKCTY CaMO 3HAYajHOCT), WJIH eKBHBAJIEHTHO, BAKHOCTH 0] oxrosapajyhie Mo-
ge. Koseknpja rakBux Tadaka nasusa ce 0-tu (HyJITH) NEp3UCTEHTHH Jujarpam
dyuknuje f. ObpaTuMo NaKmkby Ha TO JIa je ¥ OBOM CJIy4Yajy BPeJTHOCT ITep3u-
CTEHTHOCTU KOMIIOHEHTE je/IHAKa Pa3JIMIN TPEHYTKa poherha U TPeHYyTKA CMPTH.
To je 360r onajajyhe ckaje mapamerpa o moMohy Koje KoHCTpywuiiemo puarpa-
nujy y Tom nopetrky. HapaBHoO, cBe KapaKTepUCTHKe OCTajy Ha CHA3W jep mMaMO
caMO CUMETPH]Y Y OJIHOCY Ha JUjaroHaJy Mep3ucTeHTHOr aujarpaMa. llormemnaj-
MO CJAUKY 4.3 3a WIyCTpaInjy yIOpeIHUX AujarpaMa. YOIIITehe TeP3UCTeHTHUX
JIHjarpaMa 3a NPOM3BOJHHO JUMEH3NOHAIHY T€OPHU]y MEeP3UCTEHTHOCTU Ce HATa-

3u y ['maBu 3 oBoT paja rje je feTa/bHO 00jallllbeHa HBUX0BAa KOHCTPYKIIT)ja.
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CaukA 4.2: Epostyniuja HAJIHUBO CKyNOBa (DYHKIMje I'yCTUHE U
IbEHE OlleHe

CMPT

pobemne

CaukA 4.3: YuopesiHu nep3ucTeHTH jujarpamu 33 yHKIH)Y
rycrure (IPBEHE TAYKE) U 33 HbeHy OLEeHY (IIaBe TadKe)

Y npumepy ca cauke 4.3, ynopehyjyhu mep3ucTeHTHe amjarpave TyCTHHE
f um omene ox f, MOXkKe ce BUJETH Jia Cy TadKe yIa/beHe O/ JHjaroHase, Koje
OJIrOBapajy BeOMa MCTAKHYTHM eKcTpeMuMma f, 100po odyBaHe 1oj meprypoda-
IIAjOM, 3 PA3JHUKY O] Tadyaka OJIM3Y AUjaroHaJse, Koje OAroBapajy He3HaYajHUM
eKcTpeMuMa 1 300T Tora ce MOTr'y cMaTpaT mryMoM. OBO CBOjCTBO CTAOMITHOCTH
jeé OCHOBHH Pe3yJITaT TeopHje XOMOJIOINKe mep3ucreniuje. OHO ompaBaaBa rope
o0jalimbeny ynorpedy 1ep3ucTeHiije y KOHTEKCTY aHaIu3e 1ojlaraka: Ka/la HaM
npasa ryctuna f : X — R nuje mara, u gasbe je Moryhe j106po anpoKCHMHUPATH
MOHATIAke 3HAYAJHUX eKcTpeMa (byHkIiuje f momohy aujarpamMa mep3uCTeHIimje

IbeHE OIlCHE.
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4.2 Komnapamnuja ca mo3HaTuM MeTojaMa KJia-

CTepOoBamba

OBe HABOAMMO HEKOJMKO CTAHIAPIHUX METOJA KJIACTEePOBarha M IPEIHO-

ctu ToMATo aiaropur™a y ogHOCY Ha HBUX:

e K-cpemuna [19] je jemna on Merofa Koja ce HajydecTaauje KOPUCTH. Y
CKJay ca yHampes 3agaruM (ukcHuM OpojeM KjacTepa, MOKYyIaBa 1a
HOCTABU MEHTPE KJIACTEPA U Jia OJPeJid HPUIAIHOCT oroBapajyhum kira-
CTepHMa TaKO ITO MUHUMHU3Yje CyMy KBaJpaTHHX pacTojamba J0 IIEeHTpa
yHyTap cBakor Kjacrepa. [[o3HaTo je j1a je oaj mpobaeM MUHUMU3AIIN]Ee
HIT-rexxak mpobsem y pauyyHapCcKOj KOMILIEKCHOCTH, 113 Cé HEPETKO Ipube-
raBa ureparusaoM EM (enr. Expectation-Maximization) aaropurmy koju
je onTUMaIHWju. 3a Ihera je 3arapaHToOBaHO jaa he KoHBeprupaTtn Gapem
HEKOM JIOKAJITHOM MUHHMYMY, MehyTuM OBaj MUHUMYM HE MOpa OUTH IJ10-
OaJIHA ¥ Y 3aBHCHOCTH OJ TOTA €€ MOTY JOOUTHU CKPO3 JAPYTadHuju pe3y.i-
TaTH Ha UCTHM IOJAlUMa. JOII jeJaH MpodJieM aJropuTMa K-CpeJuHa je

Aa JIoHIe paJi Ha U3Pa3uTO HEKOHBEKCHUM KJlaCTepUuMa.

e Cuekrpasino KiacrepoBambe [20] mocebno je npuiaroheHo 3a paji Ha HEKOH-
BeKCHUM mojanuma. OBa METOa KOPUCTH CIeKTap (COMCTBEHe BPETHOCTH )
U MATPHUILY CJAUYHOCTH MOJaTaKa Jia Ou ce pejiyKoBaJja JUMEH3MOHATHOCT
1pe caMor KJjacrepoBarbha. MarTpuna CJAUYHOCTH je JlaTa Kao yJja3 KOoju ce
CaCTOj! OJ BPETHOCTU MepPe CIUMIHOCTH CBAKOT Mapa Tavaka y CKYyIy MoIa-
Taka. Mepa cimdanocTu je (pyHKIHEja ca peaJHUM BpeTHOCTUMA KOja KBaH-
TUPUKYje KOJIUKO Cy HeKa jBa o0jexTa mehycobno ciamuna. M3pauyynasa
ce Jlamnacujan 1 HEroBu COTICTBEHN BEKTOPH, a TIOTOM Ce MpUMembyje He-
Ka OJl OCHOBHHX MeTojia (Hmp. K-cpeauna). Jlekomnosunuja Jlamnacujana
MOYKe MPaBUTH BEJIUKH IIPOOJIEM ca mopacToMm Opoja momartaka. Croexkrap
Jlamstacujana Moxke OuUTH IOKa3aTe/b TA4HOI Opoja KJacrepa, Mehyrum
OBaj MPHUCTYII je BeOMa OCeT/bUB Ha BeJIUKa OJICTYIAaa W MPUCYCTBO IITY-
Ma y MojaluMa Wy THM CJIydajeBuMa ce Opoj KJacTepa He MOXKe jacHO

OJIpeAUTH.

e Texnuke KIacTepOBarha 3aCHOBAHE HA TYCTHHE TPETIOCTAB/BAJY /1A Cy TO-
JIall y30PKOBaHU U3 Heke HenosHare dbyuknuje rycrune f. I'pynucame
Tajga mocraje npobaem anpokcumarmje pyukiuje f. [omynapun mpuctyn
je nocmarparme QyHKIMje 'yCTUHE Ha HEKOM (DUKCHOM HUBOY U IIOTOM CE

oBe3aHe KOMIIOHEHTe HaITHUBO CKYyIa Y3WMajy Kao KJIAacTepH, a OCTaTak
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nojaTaka kao 1rym. Haxkasiocr, 36or ynorpebe dbukcHOr mnpara BpeIHO-
CTH TYCTHHE, OBe TeXHHMKe He pearyjy Jo0po Ha XHjepapXujcKe CKYIOBe

IogaTaKa y KOjI/IMa HMaMO pa3JIH9UTe HUBOE I'DYIIHCAIba.

JlakJte, MaHe rope CIOMEHYTUX MeTO/Ia CYy yYIJIABHOM HeMpPHUJIaroheHocT He-
KOHBEKCHUM IIOAallMMa, OCET/bUBOCT Ha BEJIMKa OACTYllaiba, KOMIIJIECKCHOCT HUT/.
ToMATo anropuram je y IpeIHOCTH IITO Ce CBUX TUX HEJOCTATAKA THYE, & OBY
TBPAY heMo onpaBJaTu U MaTeMaTHIKU, KA0 U KPO3 IIPUMepe V MOCJIe/The TBe

rJlaBe OBOI' pa/a.

Beh c¢mo crnomenysu y yBoay ma meroga ToMATo kombunyje ase dase:
TpaxkKeme MOJIa M Cllajalbe KJacTepa. 3aTo heMo y HapeaHa JBa IOTIOINIAB/ba,
noceOHO M3/IBOJUTH JOIMPUHOC NEP3UCTEHIINje TeXHUKaMa TMOIYT TPazKemha MO/

U XUjepapXmjCcKoT KJIaCTEPOBAbhA.

4.2.1 Tpaxkeme Moaa

Tpazkeme Mo/1a je joIrr jean momyaapaH MPUCTy KOju Ce CACTOjH Y OTKPHBa-
by JIOKaJIHUX MOJia DyHKIMje Kojy nocmarpamo. /lajbe ce Te Moje Kopucre Kao
HEHTPH KJacTepa, a IMOJAIM ce JieJe Y CKIaIy ca IbUXOBUM DaceHnMa aTpaKInje
koje cMo Beh medunncann. Ilpenmsan mojam Gacena arpakmnuje B, arpaxTopa p
Bapupa oJ ciaydaja ynorpebe, anm yBeK BaxKkn Ja [, ogrosapa IojicKyiy Tadaka
KOje Y HEKOM TPEHYTKY JOCTHZKY P HEKOM I'pyOOM IIIeMOM T'PAIRjeHTHOT YCIIOHA.

To unycrpyjemo na ciejehoj caumnm 4.4:

CHUKA 4.4: Jeman KOpak y aJaropuTmy jeTekinje mMoja GbyHK-
Iuje TycTuHe, moMohy I1meMe TpajfjeHTHOT YCIOHA, HA IMOIAIIMA,
HIpeICTaB/beHUM IpadOoM Cycena - MOMeparme IOCMATPaHEe TAUKe
(03HAKA X) Ka IEHTPY Mace CBUX MOCMATPAHUX Cycela y KPYry

Kao mro cmo Beh marmacmin, yobudajeH mpobseM ca KOjJUM ce CyodaBajy
OBe TEXHHKE je Ja Cy I'PaJUjeHT U eKCTpeMHe Tadyke (PyHKIHje I'yCTUHE Beo-

Ma HecTaOW/IHe, T1a HUXOBA AITPOKCHMAaIMja J1obujeHa 1moMohy OreHe T'yCTHHe
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MOYKe JIOBECTH JI0 HEMOY3/JIaHuX pesyarara. llep3ucrennuja HaM noMazke Tako
IITO JeTeKTYje HecTabWIHe KJIacTepe HAKOH HmuxoBe mojene. CrajameM TaKBUX
KJacTepa J00ujaMo Ha cTaOUJIHOCTH pesy/arara. /leTekiujy HecTaOUIHUX KJia-
cTepa BPIIUMO IMOCMaTpameM MEeP3UCTeHTHOT JiujarpaMa (puaTpaluje HaJHIBO
CKYIIOBa KOjU HaM Jlaje 3HA4YajHOCT CBaKe Mo/ (PYHKIMje KAO MeP3UCTEHIIN]Y
0-muMeH3MOHAHE XOMOJIOMKe Kaace. llopes Tora, mmMamMo u Xujepapxujy Moja
KOja HaM KaKe KOje KOMIIOHEHTE Cy MOBe3aHe, U Y KOM KOopaky (uarparnuje Ha/i-
HUBO cKymoBa. OBe aBe nHpoOpMaIEje Koje 7001ujaMo U3 TeOpuje MeP3uCTEHII]e,
3HAYAJHOCT U XHjePapPXHjy MOJa, KOPHUCTUMO 3a yHaIpeheme TeXHUKe TPazKerba,

MOJIa (PYHKIIHje TYCTHHE.

4.2.2 XujepapXmjcKo KJacTepOBame

Kako HaM cam Ha3uB KazKe, XHjepapXnujcKo KJIacTepoBambe Jlaje XujepapxXujy
VIrIbezKIeHnX KJacrepa. 1o je rpyma meroja npuiaroheHux 3a KJIaCTEPOBAIHE
0/IaTaKa Ca BUMIECTPYKUM HUBOMMA. CTPYKTypa TaKBUX IOJATaKa je, Takohe,
XHjepapxujcka. 3aIpaBo CBaKH KJIacTep ce MOyKe UHINBUIYAJIHO JIaJbe IeIHu-
TH Ha Maibe KJIacTepe KOjU IOCceyjy 3ajeIHnIKe 0coOMHEe HUBOA POIUTE/HCKOT
KJIacTepa, ajlu ce pa3/JHuKyjy 10 HEKOM HOBOM HUBOY ocobuna. Hajnoszuaruja je
arJIoMepaTUBHA TeXHHKA XHjepapXmjcKor KIacTepoBaiba Koja Kpehe ox Tora aa
je cBaka Tadka IojaTaka 3acebaH KjacTep Uy CBAKOM KOPakKy cCliaja JBa KJia-
cTepa Koja Cy HajCJAWYHU]ja 0/ HEKUM YCJIOBOM. KBajauTeT pesysrara HajBUIe
3aBucu o1 jiecbunucama mepe ciaumdnoctu usMmehy ksracrepa. Hajseha mana je
mTo ce rpemke (yrIaBHoM 3600 yTHIAja BeoMa JaJeKUX Tadaka MOJATAKA HA
Mepe pacTojara) HalpaB/beHe Y PAHUM KOpAI[MMa, TEeNTKO HJIN HHKAKO, He MOTY
UCIPABUTH y /1a/b0j XUjepapXujH. XUjepapxujy pernpe3eHTyjeMo Kao ctablio Koje
Ha3UBaMO JIEHIPOTPAM.

JelHA 071 METO/Ia arIOMEPATUBHOT MPUCTYIA je jeTHOCTPYKO IMOBe3uBabe |l]

hint

CnukA 4.5: JlengporpaM arjioMepPaTHBHOT KJIACTEPOBAA HAJT
Y30pPKOM BeJuumHe 15
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(enr. single-linkage) . Ona y cBakoM Kopaky craja /Ba KJacrepa KOju cajapike
HAjOMMKU map Tadaka. [peba HAOMEHYTH Ja ce Iep3ucTeHiuja Beh uminiun-
IUTHO KOPUCTH y OBUM MeTojiama. ['pacdoBu HacCTAIU U3 aJIrOPUTMA jeTHOCTPY-
KOT' TTOBEMBarba Cy MCTO TITO W CUMILIMIIAJAJTHU KOMIIJIEKCH JINMeH3Huje jeJlaH y
Bueropuc-Puiic puarpanuju. Takobe, jenporpaMmu HUCYy HUIITA JPYroO JI0 aJl-
TepHATUBHU IPUKA3H MEP3UCTEHTHUX Jujarpama. Taxa pasmarpana dbyHKIHUjA
HHje TYCTHHa Beh yjJa/heHOCT Tadaka. XHjepapxuja KJacTepa WHIYKOBaHA Ha
OBa] HaYWH Jiaje cCyMapHy aHaJM3y TojJaTaka W3 Koje ce MOr'y 3aKJ/byduTH Haj-
00JbH IIPAroBU 34 Ja/be KJIACTEPOBAHE.

JlenaporpaMu, Kao U HEP3UCTEHTHU JUjarpaMu, Cy CTaOUJIHE IO IepTypoalu-
jama momaraka. J/Tokas 3a Ty TBpAmY ce Moze npoHahwm y aureparypu [21].
Hazxanoct, Teopujcke rapaHmuje 3a 0poj KjaacTepa U cTaOMIHOCT, JOKa3aHe CY
caMo y cay4ajy orpanumdenor Xaycaopd mogena myma [22]. OBaj Momen je Beo-
Ma PECTPUKTHUBAH jep OTPaHMYaBa M0jaBy, TOPe MOMEHYTOT, ITPodIeMa JaHIaHOT
edexTa Tj. YTUIA] BEIUKUX OJCTYIama y mojamuMa (eHr. outliers), a Tome cy
HOJIAIM BeoMa IOJJIOXKHHU y Ipakcu. Ty HaM oner ImoMazke TeopHja IIep3uCcTeH-
1Mje Koja rapaHTyje CTaOMJITHOCT MEpP3WCTEeHTHHUX ujarpamMa W ToJ CJIadujuM

YCJOBHMA.

4.3 Mapper aaropuram

WNako akmenat oBOr pajia HUje HA Mapper ajJropuTMy, YBOIUMO ra Kao J0-
MATHY 3aHUMJBbUBY H/JIe]y W JOII je/laH HAUWH TMPUMEHe TOTOJIONKE aHaJIn3€e T0-
jgaraka. AsropuraM je npeu myT objaBiben y ciaenehoj sureparypu [8]. Beh je
JIOCTUTAO0 YCIeNTHy HpuMeHY Yy (bUHAHCHjaMa, JeTeKIHju IpeBapa, a moceOHO
Guosoruju u MeauIuHE [23].

Mapper je KomOUHAIT]jA pEAYKIITje TUMeH31]e, KIacTepoBama i rpacdoBa. YTIas-

HOM C€ KOPHCTH 3a:
e BU3yaJIM3aIujy OOJHWKA MoIaTaKa
® JeTeKINjy KJIAacTepa U 3aHUM/bUBUX TOMOJIONTKAX CTPYKTYpa ¥ MOTAIIMa,

e CesleKIUjy Kapakrepucruka (arpubyTa) Koje Hajbosbe OIHUCY]y MOJaTKe

nosehaBajy MHTEPIPETAOUIHOCT MOJIEIIA,

Hedunrumnuja 4.3.1. OTBopenn MOKpuBad TOMOJIOMKOT IpocTopa X je Ko-
nekiuja U = (Uy)aea orBOpennx ckynosa U, C X, a € A rue je A ckyn takas
na saxku |J U, = X.

aEA

Onumrumo CaJa CBaKM KOpaK aJropuTMa.
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1. Jedbunumemo dunrep dynknujy (enr. lens) va npocropy momaraka Koje

nocmatpamo f : X — Z Koja mpecauKaBa MOJaTKe Y Marby JTUMEH3U]Y

2. Koucrpywurmemo mokpusad (Uy)aca cKyna Z tj. Baxn |J U, = Z
acA

3. Oppeaumo X, = f~Y(U,) u Ha cBaKM OJ THUX TOCEOHO MPUMEHUMO KJIa-

CTEepOBaIbe

4. Koucrpyumunmo rpad KoMme cy 9BOpoBH J00MjeHN KIacTepH, a IpaHe mpa-

BUMO u3Mehy KJtacTepa Koju mMajy 3ajelHuYKe Tauke

Unycrpanujy oBux Kopaka gajemo Ha caunu 4.6 (B. [24]).
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CaukA 4.6: Mapper amroputaM TPUMEHEH HA IBOJIUMEH3WO-

HAJTHE TIOJIATKE (Tavke CKPO3 JeBo); dburrep dbyHKIHUja je mpo-

jeKImja Ha Yy OCY W MOKPUBAY Ce CACTOJU OJT b MHTEePBaJa; CKpPO3
JecHo je mobujenu rpad Kao pe3ysTaT aJropuTMa

Hedunanmnuja 4.3.2. 3a garu nokpuad U Tonosomkor npocropa X, U =
(Us)aca, BroB HEPB JedUHAIIEMO KA0 ACTPAKTHI CUMILIHIUjATHI KOMILIEKC
N(U) kome je ckyn remena U u 3a KOra BazKu:
k
o= [Ui,...,Us ] € N(U) axko [ U;, # 0.
j=0
[Ipumerumo j1a uBopoBe jobujeror rpada MoKeMo nocMarparu Kao 0- uMeH3u0oHaIHe
CUMILTEKCe, a Tpane Kao l-aumensuonanne cuminiekce. Heka je f*(U) moxpu-
Bau on X,. Tama je pesyarar Mapper ajaropurva HepB TOI MOKpUBada Tj.
MU, f) = N(f*(U)). I To je mama Be3a Mapper merofe u XOMOJOIIKe Te-

opuje.

N360p dunrep pyHKIHje je OUUIVIETHO BeoMa OUTaH. AKO KEJIUMO jeTHO-
JMMEH3HOHATHI CJIydaj, OOMYHO ce y3uMa Heka Tpojekiuja (Kao Ha caurm 4.6),
eKCIEHTPUIUTET UJIM PACTOjalbe O/ HeKe KOHKpeTHe Tadke miu (pukcHor Opoja
Tavaka. 3a BHIIEIMMEH3UOHAJIHE CAyYajeBe THIUYAH H300p €Yy MeTode pPeayK-

muje qumvensuje (Hop. PCA, t-SNE). Cynrunnuju pesyararu mory ce moctuhu
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POjeKTOBAEM HA HEKHU JIATEHTHHU MPOCTOP nobujen momohy ayroenkogepa. Cne
y cBeMy, m300p bmaTepa ce BPIIN Y 3aBUCHOCTHU OJT TUIA MOJATaKa KOje aHaIu-
supamo. Ha mpumep, Ha caenehioj comrum 4.7 (B. [25]) dunrep je pacrojame o
TavKe CKPO3 JIEBO HA KPYTY, OJHOCHO HajTaMHUje TIaBe Tadke ca cauke. Ha Taj

HA4YMH HaMm pe3yiaryjyhu rpad orkpuBa 0OJIMK CKYyla 110JaTaKa.

o~

CnuKA 4.7: Mapper ajropuraM TpUMeEmEH Ha KPYyT, a (uirep
$YHKIIM]A je pacTojame o HajTaMHHUje IJIaBe TAUKe, CKPO3 JIEBO

Ha KPYTy

ITITo ce Twye nokpuBada, crangapAau n360p je KoJIeKIja d-TMMEeH3UOHATHUX
UHTEPBAJIA UCTe IyKUHE KOju ce Mel)ycobno mpekJianajy ca 3aJ1aTuM MPOIEHTOM
IpeKJIanama.

Meroay kJacTepoBama oreT OUpaMo CaMHu Y 3aBUCHOCTH O] CJIydaja yrnorpeoe.
Baxkuo je jia ce He MOpaMO YCKO OI'DAHMYaBaTU Ha jeJHY METOJy WJIM HA UCTE

napaMeTpe 3a CBAKW UHTePBaJI Y MMOKPUBAYY.

3akspydyjeMo fa je BesquKa mpeanocT Mapper aaropurma y npou3BOJbHOCTH
n3bopa MeTo/Ie KJaacTepoBama, n3bopa duirrep dyHKIMje n mokpuBada. Takohe,
rpad Koju g1001jaMo HAM OTKPUBA TOTMOJIOINIKY CTPYKTYPY MOJATaKa KOjy MHOTO
JIaKIIle THTepIpeTupaMo Ha Taj HavuH. [1aBHA ipeHOCT Mapper ajroputMa je
y TOMeE TITO ce, HaKoH u30bopa ¢puarep dyHKIHUje, MOKpuBad Bpaha nusep3nom
byHKIMjOM y HPBOOUTHU HPOCTOD BUCOKE JIMMEH3HUje M KJACTEPOBAE C€ TY
nemasa. Tako He fo0J1a3u 10 ryouTKa mHpoOpMaInnja Kao Ko KJIaCHIHAX MeTO/Ia

peayKIuje TUMEH3H]e.

Jlobujenu rpad mam omoryhasa jia BUIuMO 3aI1TO Cy HeKe rpyme Mehycobuo
noBe3ane. Tako MOXKeMO Jla BHJIMMO KOjeé KapaKTepPUCTHUKE MOJATaKa Cy 3HAll-
XajHe W U3BPIIIMO CeJIeKIu]y arpudyta. Bojemem rpada spegnon hy arpudyra
MOYKEMO BHJIETH KOje BpeaHocTu ojipehenux arpubyra npase rpyie y 1oJiaru-
Ma uju ce mak m3asajajy. Konadno, Buzyasusanuja rpadpoM Ham HOMAaXKe u y
HHTEePIIPETAIN)u MoJiesIa TaKO IITO BHANMO HA KOJEM MeCTHMa MOJIe]T HajBHUIIe

rpen win Hajoo e npeasuha moiaTkKe.
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ITpumep 4.1. OBumM npuMepoM WIYCTPYjeMO Ha KOju HAaUnH y3 momoh Map-
per aJaropuTMa BPIIUMO ceJIeKIujy arpudyTa. [TocmaTpamMo ckym Koju ce KOpH-
CTH 3a IpeJBuhame 060JeCTU cplia KoJ HallijeHaTa Ha OCHOBY aTpubOyTa Kao IITO
Cy CTapocT, X0JecTepos, KpBHU nputucak nta. Ha canmm 4.8 (B. [23]) Mapper
rpad, KoMe €y YBOPOBH 0DOjeHH CTEIEeHOM cpuaHe 00JIeCTH, je Pa3/IBOjUO pa3-
JIMYUTE Tpyle y nojanuMa. Tako MoxkeMo 000juTH rpad u BpeIHOCTHMA OUJIO
KOT aTpudyTa U BUIAETH KOJU TO aTPUOYTH KOPEJIUIITY Ca IU/HbHOM MTPOMEH/HUBOM,
KOje BPEJIHOCTH MM Ce U3/[Bajajy y rnocebne rpyie u Kako 0bjalmbaBajy mogarke.
Yuorpebsberna dbuarep dynkuuja je qpogumensunonanna UMAP npojekiuja [26],
nokpupad uMma 10 j1BoJMMeH3UOHATHIX UHTepBaJia ca 20 IpoleHaTa npeKala-

a 1 DBSCAN [27] je anropuram knacreposama. V

Bugumo ma pesyaryjyhu rpad wyau duiekcubuinocr y aHajm3u mojara-
kKa. MehyTuMm, umMaMo camMo IIpUKa3 KOju je pe3yaraT (GUKCHOT KOHCTPYHCAHOT
nokpusaua. Beh cmo pekin ja je Beza Mapper aqropurma u XOMOJIOITKE TEOPH-
je y TomMe mITO pe3y/Irar aJropurMa MOYKeMO IIOCMaTpaTH Kao CUMILIUIINAjaJIHHI
koMmiIriekc. To je m 6mita mHcnupanuja 3a Multiscale mapper aiaropuram. Y Tom
AJITOPUTMY YTHHEXKJICHN HU3 MOKPUBadYa WHIAYKYje (puaTpaIujy cuMILIUInjaI-
HUX KOoMILIekca. Jlasme ce jobujena cTpykrypa mnpoydasa nomohy mep3ucrentHe

XOMOJIOTHj€e U TheHUX MeTO/1a BH3YyaJn3allje MOMyT Mep3uCTeHTHOT Jrjarpama.

. ]
-
.."'.- |

a®
0

CaukA 4.8: Mapper rpad koMme ¢y IBOPOBU 000j€HU CTETIEHOM
cpuame 60ecTH
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I'itaBa 5

ToMATo aaropuram

5.1 O aaropurmy

Y Tpehoj rnmaBu oBor paja cMo HaBesu (PYHIAMEHTAJIHY TEOpeMy O CTa-
OusnocT nep3ucrentaux gujarpama (Teopema 3.3.3.1.). Fben jokas ce moxe
nponalin y HegasHOM pajy [6] kKoju HaM roBopu Buiie o Tome. Hama je 10oBo/baH
el ciaenehn crenujastan caydaj:

Heka je f menmosnara peasina pyHKiuja gedpuHrCaAHA HAJL HEIO3HATAM HPOCTO-
pom X u mar je obsak Tadaka L u3 npocropa X 3ajeJlHO ca allPOKCHMAIIH]OM f
on f wax taukama oj L. Pesysrar Teopeme omoryhasa BepoI0CTOjHY alpOKCH-
Malujy Mep3uCTEeHTHOr Jujarpama nomohy koHcTpyknuje rpada cycemga naj L

u ouere rycrume f. Coemnu:

dg(D(f) — D(f)) < [If = flloos

rie je dp o3Haka 3a bottleneck pacrojame (B. meduunimjy 3.3.3.2.).

Y mperxofgHoM pesyatary [28], 0BO CBOjCTBO ampoKCHMAIje BaKu ako ce y
npoctopy X TOCTHTHe HeKa MUHUMAJIHA TYCTHHA Y30PKOBaa, IITO HUje TIOTO/I-
HO y KOHTEKCTY KJIacTepoBama, Ije je o0JaK Tavdaka L y30pKOBAH y CKJIAJIY
ca dyakmujom rycrure f. IlpBu musb jecTe aa MOKazxKeMO [a OBa CTaOMIHOCT
oCTaje Ha CHA3HW U O] CJabUjoM Bep3ujoMm ampokcumanuje. Tu crabuju ycJIoBu
Cy TIOTOJTHM 3a KJIACTEPOBAaH€e jep je MOJ THM YCJIOBUMA Y30PKOBAaMe TUPEKTHO

HPOTIOPITMOHAHO PErHOHUMa (PYHKIIHje TYCTHHE.

Saxsasbyjyhiu, ropernoMeHyToM, HOBOM Pe3yJITaTy O CTaOMIHOCTH, IIPE/IJI0KEHA,
je HOBa MeTO/a KJIACTEPOBama KOoja KOMOWHYje Tpaxkeme Mofa (eHr. mode-
seeking) sacnoBaHo Ha rpady, nomohy crangap/ e meme ycnona (enr. graph-
based hill-climbing scheme), u cnajame (eHr. merging) Kaacrepa 3aCHOBAHO
HA TEOPHUjH HEP3UCTEHTHOCTH. Y da3u JAeTeKnHje MoAa: 3a 3aJaTU IapamMeTap

o > 0, koHcTpyumemo rpad cycena (G, MOBE3UBAIEM CBAKOI ITapa Tadaka IO,
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HeKUM ycaoBoM (HIp. MeljycobHo pacrojambe HajBuine o win k HajOJUKIX Cyce-
JIa); 3aTHM, 3a OlleHy (bYHKIHje IycTuHe [, KOHCTPYHUIeMo pasanuibyhy mmymy
rpada (G TOBe3WBameM CBAKOT' YBOpa v €a CBOjHM cycenoM y (G KoMme je Bpe/l-
HOCT OTleHe f' Hajseha; ako ¢BU cycequ oj 4BOpa v MMajy Marbe BPEIHOCTH f
OJL Iera, Taua je U IPOIVIAIIABAMO MOAOM Of f I OHO HOCTAje KOPEH HEKOI CTa-
osta y mymu. Kao mro je momenyro v [1aBu 4 u miycTpoBaHo Ha cjuiu 4.2,
OBaj aJrOpUTaM je BeOMa OCET/bUB U Ha MaJie neprypbaruje, a TO He XKeJTUMO y
npakcu 300r anpokcumManuje GyHKIuje I'yCTUHE.

HoBoct npucryna je y HaUuHYy cliajamba KaacTepa v Apyroj a3 aaropuTMa rie
KOPUCTHUMO TEeP3UCTEHTHY XOMOJIOTHjY U Ha Taj HAUWH moBehaBaMO CcTaOMITHOCT
pesyiarara. Beh cMo crnomenyin Jjia 3Ha4ajHOCT KJjacTepa, OJHOCHO IMOBE3aHEe
KOMIIOHEeHTe, ojpehyjeMo Kao pacrojame oj JujaroHale Tauke Ha HEeP3UCTEHT-
HOM JIFjarpamy Koja IpeJicTaB/ba Ty KOMIOHEHTY. 3a IapameTrap T, CIajaMo
CBAaKMU KJIACTEP 3HAYAJHOCTH Marbe OJ1 T Ca HHEIOBUM POJIUTE/HEM Y XUjePaAPXUjH
KaacTepa aedunucanoj momohy mepsucrennuje. Ilep3ucrennuja u xujepapxuja
ce MOTY W3padyHATH y XOMYy TOKOM IpBe aze, MOJ YCIOBOM Jia CY IBOPOBH
copTHpaHu 1o oraajyhoj BpeaHocTn f . ampaBo, BuaeheMo 1a mpBa u Apyra
daza Mory OuTH U3BpIIEHE CUMYJITAHO.

Wzna3z anropurMa cy KjaacTepu 3Hadajooctu 6ap 7. lomaTHo, Kao BU3yeH3a-
IUjy UMaMO ¥ TEeP3UCTEHTHU jgujarpam [y f KaJa je mapaMeTap T jelHaK —+00
(To jecr, Kaja je cBaKM KJIACTED CIIOJ€H Ca CBOJUM DOJUTEIHEM y XHjepapXuju)
jep Tako mobumjamMo mHMOpMAIUje O MeJI0j XujepapXuju.

[Tapamerpu o, oTHOCHO k, 1 T cy BpJio pazjndnute npupoje. [lapamerpom o 3a-
JlajeMo CKaJly Ha K0joj he mojanu OuTu mocMaTpaHu y 3aBUCHOCTH O/ TOI'a KAKBY
CTPYKTYDPY V IbUMa TPAXKUMO. Y TPAKCHU HHje JAKO TO OJPEIUTH Oe3 MPEeTXOIHOT
3HaWka 0 MOJAINMA, Al TaJa ce MOXKeMO OCJOHUTH Ha WHGOpMalnje Koje HaM
J1ajy Jienjporpamu. PejieBanTHe BpeIHOCTH 3a mMapamMerap 7 YUTaMO Ca [ep3u-
creHTHOr Jujarpama Dy f KOjU HAM BU3YEJIHO U3J/IBaja 3Ha4YajHEe KOMIIOHEHTE U
TaKo J00MjaMO MUHHUMAJIHY BPEJIHOCT 3HAYAJHOCTH T KOJY Jabe KOPUCTHMO Yy

criajarmy KJacTepa.

Banuaroct oBor aiaropurma je Teopujcku 3arapanroana. [lox yciaoBom ja
HMaMO JOBOJHAHO BEeJIHKH OOJIaK Tadaka M y3 oJAroBapajyhm m360p mapamerpa
0 rapaHTyjeMo Jia je J00UjeHH NEepP3UCTEHTHH JHjarpaM OIleHe I'YCTHHE OJIU3Y
HNEP3UCTEHTHOM JIMjarpaMy CTBapHe I'yCTUHE Yy IBUXOBOM mpoctopy. [loa mpet-
HOCTABKOM J1a TIOCTOjU jacaH ja3 u3mely 3Hauajuux u neznadajuux Kiaacay Dy f,
MOXKEeMO JI0OKa3aTH JIa ce Taj ja3 yodaBa W Ha MeP3UCTEHTHOM JHjarpamMy Koju
jgobujamo u3 npee ¢aze ajaropurMa. Ha Taj Hauyun Oupamo BpPEJIHOCT HapamMe-

Tpa T Tako Jia y JApyroj ¢daszu ajaropurMa jpodujeMmo 3uadajue kiacrepe. To jaje
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TEOPUJCKU CMHUCAO MOjMY TadHOr Opoja Kjaactepa. [lope/ ose rapaniuje o 6pojy
KJacTepa, mokazaheMo W KopeJalujy IpOoCTOpHe JOKallidje KJacTepa ca Oace-
HUMa aTpakiyje JIOKATHUX MakcuMyMa byHKImje rycrune f. OBH pe3yaTaru
cy JeTa’bHO ONMCAHM y HapeJAHuM mnoriaBbuma oBor paaa (Teopema 5.4.1. u
Teopema 5.4.2.).

IIpumep 5.1.
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CnaukA 5.1: ToMATo ajaropmraM TpUMeHmEH HA CUHTETHIKH
JIBOJAMEH3MOHATHA OGJIAK TAYAKa Ca JOJATHUM ITYMOM

HOCManajMO ABOAMME3NOHAJIHN CUHTECTUYKKU KOHCTPpYUCAaH CKYII 1IOJaTaKa
y OOJIUKY [IBe yUelll/baHe ciupaJsie ca JoJaTHuM nrymoM. Obsax ce cactoju o 10
XWbaJla Tavaka of gera 5% nomarnor myma. Ha camnm 5.1 mirycrpyjeMo Kopake

npunpeme nogaraka u npumene ToMATo ajropurma Ha Te momaTke:

e y IIPBOM peJly UMaMO HHHUIHjaJHEe MoJaTKe, ToJaTKe 000jeHe BPeIHOCTUMA,
otieHe (DYHKIMje T'YyCTUHE, KAO U OlleHy (DYHKIIW]Y I'YCTUHE MpeCTAB/HEHY

Ha Z-0CH

® y JIPYIOM Dejly ce Hajla3e IMep3UCTeHTHH 0ap-KOJ U JinjarpaM - IPBO IIPH-

METHMO JIBe M3JBOjeHe Tauke Koje cy paHo polene y GuITpanmju u Koje
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Cy 3HAYAJHO yIAa/beHe OJ1 JUjaroHaJsie; BUAUMO Jia UMaMO JIOCTA Ta4aKa Be-
oMa OJIMCKHUX JAUjaroHa/d Koje IporaaliaBaMo He3HAUAJHUM U CIIajaMo UX
HAKHAJHO, aJld UMaMo, Takohe, JocTa OECKOHAYHO MeP3WCTeHTHUX Tada-
Ka Koje cy poheHe KacHuje, IITO HAM TOBOPH Jla Cy TO TadKe Ca MaJUM
BPEJIHOCTUMA OIlEHE I'yCTUHE, A/l CYy BEOMa Y/IA/behe y HAIIUM 110/IaluMa,
na cy 300r Tora Kao W3JBOjeHe omcTaJe Y (PUITpaluju; KOPUCTHIA CMO

Purcos rpad ca napamerpom o = 1 (B. medununujy 5.2.2.4.)

e KOHAYHO, y TpeheM pejy j100HjaMO pe3y/aTar HAKOH MpUMeHe CaMO CTaH-
JAp/IHe IeMe YCIOHA 3acHoBaHe Ha Tpady (J1eB0) U pe3y/ITar HAKOH CIia-
jama Kiaacrepa nomohy mepsucrennuje (JeCHO) rje CMO 3a BPEJIHOCT Ma-
pamerpa crnajama yzean 7 = 0.0012 (B. TtaBy 6 3a moctynak msbopa)
U Ha Taj HAYMH M3/BOJUJIA JIBA 3HAYAJHO MEP3UCTEHTHA KJacTepa pohe-
Ha paHuje u yaa/beHe GeCKOHATHO IMep3UCTeHTHe TadKe poheHe KacHHUje y

dpuarpanuju

5.2 Teopujcke ocHOBe

Y 0OBOM TOTJIaBJBY Ce YVIIO3HAjeMO Ca TOJMOBHUMa HEOMXOJTHUM 3a MPOoJIa3ak
KPO3 CBe KOpaKe aJropuTMa y HapeTHOM HoriaaBipy. /lahemo maTemaTrudke je-

dpunuiumje u objanrmema I0jMOBa PEJIOM KOJUM UX KACHUJe KOPUCTHMO.

5.2.1 PumaHoBa MHOTOCTPYKOCT

Hedunnnuja 5.2.1.1. Heka je T, X tamrentan mpoctop riatke (aude-
pernujabunne) muorocrpykoctu X y taukn p € X. PumanoBa MeTpruka cBakoj
Tauku p € X Jojesbyje cKaJdapHH npousson g, @ 1,X x T,X — R. I'matka
MHOrocTpykocT X Ha K0joj je jedunucana oBa MeTpuKa g Ha3uBa ce PuMmanosa

MHOPOCTPYKOCT 1 obesiezkaBamo je ca (X, g).

Hedbunrumnuja 5.2.1.2. l'eone3njcka yaa/peHOCT 1B TAUKe HA MHOTOCTPYKO-
CTH je JIY2KHHA JIOKAJHO HajKkpalhe myTame Ha TOj MHOIOCTPYKOCTH KOja IIOBe3yje
Te JIBe TaJKe.

Ba x € X u peaynnu pagujyc r > 0, reogesujcka jonra je noackyun By (x,r) ox
X 3a koju Baxku Bx(z,7) ={y € X|dx(z,y) <r}.

Hamame y paay, ako HHje jJpyradmje Ha3HadeHO, X O3HadYaBa PumaHOBY
MHOT'OCTPYKOCT, & dx O3HAYaBa I'e0/Ie3UjCKY VIa/beHOCT HA IH0j. 3a CBE JIOBOJb-

HO MaJjie Bpegnoctu 7 > 0, no3Haro je jga je jonra Bx(z,T) jako KOHBEKCHA,



Imasa 5. ToMATo aaropuram 42

OJIHOCHO BazKH: 3a CBakW nap tadaka v,y y Bx(x,r) nocroju jeamHcTBeHA HAj-
kpaha myTtama y X m3mely mux koja npunana By (z,r). CBojcTBO ma 3a cBaKy
TadKy Ha X TOCTOjW MO3UTHUBAH PAIUjYC 3a KOJH je JIONTa JaKO KOHBEKCHA, BaKu

Ha npuMep Kaja je X KoMnakTan wan kaja je X = R™.

3a m-auMeH3noHaIHy PUMaHOBY MHOIOCTPYKOCT, ca H™ obesexkaBamMo m-

JIMMEeH3HOHATHY XaycaopdoBy Mepy nHIyKoBaHy PumanoBom metpukoM ([16]).

Hedbunanmnuja 5.2.1.3. llox ¢yukmmjom rycrune Beposarnohe nag X 3a-
jemno ca H™ moapasymeBamo HeHeratuBHy (yHKIuHjy f : X — R koja je maTe-

rpabuina y onnocy na mepy H™ u saxu [, fdH™ = 1.

Y ocTaTKy paja cMaTpamo Ja ¢y cBe (DYHKIHje TYCTHHE BepoBaTHONE OBAKO

nedunucane Ha X.

5.2.2 HanmgauBo duarpanmja

o caga cy HaMm Beh mo3HATH MOjMOBH (bHUJITpaIUje H IMEP3UCTEHTHE XOMO-
JIOTHje Koju ¢y mpernu3Ho yBeaenn y [nmasu 3 oBor pajga. Caga hemo mokputu u
cuernujajgan ciaydaj puarpamnmje koju kopuctumo y umMiiementanuju ToMATo
AJITOPUTMA.

[TocmaTpamo HagnuBO cKymose F'“ ¢dyuknuje rycrune f : X — R kao 3aTBoO-
pene nojackynose o X . [Ipumernmo a oB/ie *MaMO HENPEKHTHO WHIEKCHPATHE
ckynmoBa y R. U mopen Tora, y Beh moMeHyTOM paay O CTaOMIHOCTH TEP3H-
cTeHTHUX aujarpama [6], moctoju TBpheme Koje HaM TOBODH Ja e CKYN CBHX
HNEP3UCTEHTHUX XOMOJIONIKUX TPYIa TeHEePUCAHUX HAJHUBO CKYNOBHMA (DyHK-
nEje noj 6JaruM yeJaoBruMa (KOHAYHO JUMEH3HOHATHE XOMOJIOIIKE IPyIe i KO-
HauaH OPOj XOMOJIONIKAX KPUTHYHUX BPEJTHOCTH (DYHKIHje) MOZKe TPEICTABUTH
HNEP3UCTEHTHUM JIMjarpPaMoM, Kao IITO TO PaJUMO U Y JUCKPETHOM CJIY4ajy.
Mu ce y ajiropurmy nppeHcTBeHo 6aBuMO 0-MMEH3MOHAJTHOM E€P3UCTEHTHOM
XOMOJIOTHJOM, KOja Mpe/ICTaB/ba MOBE3aHOCT MPOCTOPA. ¥y TOM CJIy4ajy ce OHJIa
YCJIOBH TOpH-eI' TBpherba CBoJie Ha IPEeTIOCTaBKYy Ja f uMa caMO KoHadaH Opoj
JIOKAJIHUX MaKCUMyMa.

Jla 6ucMo UMILTIeMEeHTHPAJIH aJITOPUTAM, MOPAMO KOHCTPYHUCATH IUCKPETHE CTPYK-
Type Ha nojanuma. Kako ce 6aBuMo 0-TUMEH3HOHATHOM IIEP3UCTEHTHOM XOMO-
JIOTHjOM, KOHCTPYUIIIEMO jeTHOCTaBHE HeOPHUjeHTHCcaHe rpadoBe Koju cy 3amnpaBo
CIEIMjaJIHN CJIy4YajeBU AlCTPAKTHUX CUMILIMIMja Hux Komiiekca. Cana aedu-
numemo rpad koju fiemo kopucrutr je Puncos rpad (Ennjaxy Punc!), nosmar

n Kao o-rpad cycema:

!Eliyahu Rips - n3paencku MaTteMaTmdap
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Hedbunumnuja 5.2.2.4. Heka je mat konadgan o061ax Tadaka L, METPHIKH
npoctop (X, dy) u peannn napamerap o > 0. Taga je Puncos rpad R, (L, dx)
rpacd ca cKymom 4UBopoBa L, a MBHUIE OJroBapajy HnapoBUMa Tadaka x,y € L

Koje 3a/10BosbaBajy ycios dx(z,y) < o.

Yoyayhe Moxkemo u30cTaB/batu dx jep 3HAMO €a KOJOM METPHKOM PauMO
na numemo camo R,(L). 3a dyuxmujy f : X — R u muBo o € R ca L®

O03HaYaBaMO HAHHBO cKyn F'¢ ¢ymkmnuje f mHam obsakom Tadaka L 1j. LY =
LN Fe.

Hedbunumuja 5.2.2.5. Puncosa naguuso dbuarpanuja dpyuxknuje f, 3a

dbukcnpano o, y ozuanu RI(L), je yrieskaenn Hu3 nojickynosa o R, (L):
R:];(L) = {RO(L(X>}04€]R7
rie ce nmapamerap « Kpehe o +0o0 10 —00.

Taxobhe, yOyayhe moxkemo uzocraB/baT jia ce paju 0 PuncoBoj HaJHUBO
duaTpanuju jep ce To MoJApa3yMeBa, aKo He HAIJIACUMO Jpyraduje.
[Tpumernmo 1a nako o mpoJia3u Kpo3 1eo ckyn R g0 mpomene y R, (L*) monasm
caMO aKo MMaMoO HOBH 4BOD v 3a Koju Baxku f(v) = «. Hakie, duarpanuja

RI(L) campzu Konadan 6poj paszmuuuTux rpacdosa.

5.2.3 MopceoBa Teopuja

Y maremarunu, noce6Ho y mudepennujaanoj ronoaoruju, Mopceosa (Map-
crorn Mop3e?) Teopuja oMoryhapa anaIn3upame MHOTOCTPYKOCTH TTOCMATPATHEM
judepennubmiauxX QyHKIHUja HA 10j. MopceoBa Teopuja ce OaBu JEKOMIIO3UIIH-
jamMa Ha MHOT'OCTPYKOCTUMA U J00ujameM uH(pOopMaIija 0 lbHX0OBOj XOMOJIOTHjH.
Mu hemo ce y HapeIHOM TOLJIAB/BY, V HEIPEKUIHO] MOCTABIN aJTOPUTMA, VIIO-

3HaTH Ca je,ZLHI/IM TaKBHUM IIapTHIHOHUCAIHEM.

Hedbunumnuja 5.2.3.1. Kpurnuna tauka peanne ¢pyanuje f : X — R je
Tadka jjomeHa X y kKo0joj pyHkimja Huje audepeHinjabuiHa Wik joj je U3BO/I
jeTHaK HyJda Y TOj TAUKH.

Bpenmoct ¢gpyHknuje y KpUTHYHO] TAYKHA HA3WBA C€ KPUTUYIHA BPETHOCT.

Hedununuja 5.2.3.2. Axo je bynkunja f : X — R 6ap C? rmatka onga je
u3B0/ PYHKIU]E je/IHAK HYJIa Y KPUTUIHUM Ta9KaMa. AKO je y KDUTHIHO] TAYKH
m, MaTPUIA MApIUjATHAX Apyrux u3Boga (XecujaH) HeCHMHYJIapHA OHJIA je m
HeJIeTeHePUCaHa KPUTHYIHA TavKa, & y CYNPOTHOM je JereHepucaHa KPUTUIHA

Ta4dKa.

2Marston Morse - aMepHIKN MATEMATHIAD
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Hedunumuja 5.2.3.2. Bap C? rmarka dyuxmmja f : X — R #a mmo-
rocrpykoctn X je MopceoBa (byHKIHja aKo HeMa JereHepUCAHUX KPUTHIHIX

Ta4daKa.

OcuoBrE pesyarar MopceoBe Teopuje HaM Kayke /1 Cy CKOPO ¢Be (DYyHKIIHje
Mopceose dyunknuje. Kako nac 3anuma TonoJioruja HaJJHUBO CKyloBa F'*, caja
hemo 6e3 mokaza jgarTu jaBe BaxkHe TeopeMe. OHe TOBOpe 0 TOME JIa ¢e TOIOJIOTH]a,
Ha/IHUBO CKYIIOBA M€Iba CaMO HAKOH IPOJIACKa (v KPO3 KPUTUYHY BPEJTHOCT H

KOJINKa je ITPOMeHa HAKOH MPOJacKa.

Teopema 5.2.3.1. Heka je para mrarka ¢dyuknuja f @ X — R wa mmuo-
roctpykoctu X, HEKa je 3a CBaKW 3aTBOpeHH WHTepBat [a,b] C R uHBep3HA
cauka f~1([a, b]) kommakran noackyn o X u HeKa HeMa KPUTHYHUX Tadaka y
untepsaiy [a,b] C R. Taga je F* audeomopdno F°, 0aHOCHO TO je TOMOIONIKO

yBaaderse [ y mormpoctop FO.

Teopema 5.2.3.2. Heka je gmara riarka ¢dymkmnmja f : X — R nHa n-
JIMMEH3UOHAJIHO] MHOTOCTPYKOCTH X W HEKa je M IbeHa HejereHepucaHa Kpu-
TruHa Tadka 1 f(p) = ¢. AKO OCTOjH € TaKo Ja je HHBep3Ha cIuka [~ [q—¢, g+
KOMIIAKTHA U He CAJP:KH JIPYre KpUTHUHE TauKe OCUM P, OHJA BaxKu 1a je F1te
XOMOTOIICKW €KBUBaJEHTHO ca F'97¢ u nomarum /lekapToBUM NIPOU3BOJIOM 1 3a-

TBOPEHNX MHTEPBAJIA.

5.3 Asaropuram

AnropuraM MOYKeMO MOCMATPATH Y HEMPEKUIHOj MOCTABIN, OJHOCHO Kaa
Kao yJja3 MMaMO HelmpeKHnJHe BPEIHOCTH MapaMeTapa, WAl Yy AUCKPETHO] IO-
CTaBIIN, KaJla YIA3HN MapaMeTpd MOTY UMATH KOHAYHO MHOTO BpeiHOCTH. LIpBO
J1ajeMO WHTYUTHUBHY HJejy aJirOpuTMa Y HENPEKUJTHO] MOCTABIH. 3aTHM, Y CJe-
naehem neny jajemMo Jierasbe ajaropuTMa y JIMCKPETHOj MOCTABIU, KAaO U TCEYI0-

KOJI, KOJH ce KOPUCTE Yy MPaKCH.

5.3.1 HenpekunagHa mocraBka

Hedunnunuja 5.3.1.1. VY3snasHa peruja KpuTudae Tadke m, o3Haka A(m),
je mojckyn Tavaka o7 X Koje HaKOH JOBOJ/AHO BpeMeHa JOCTU:KY TauKy p Kpehyhu
ce y TIPaBILy WHIAYKOBAHOM T0OJbEM BEKTOpa IpajidjeHTa of f.

ITocmarpajmo n-pumen3uonainy PumanosBy muoroctpykoct X u Ha 0] jedu-

nucany MopceoBy dyuknujy f : X — R. IlpermocraBumo na f mma konadan
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Opoj KPUTUYHUX TAYAKA.

3a cBe Tauke k € A(m) KaxkeMo Ja je m IHUXOB KOPEH.

JopaTHo, 1moj HIpeTnocTaBKoM ja X HeMma IpaHuly #u jga je ¢ynmnuja f
0/103r0 orpanuyena u ja je 3a cee a < b, f~*([a, b]) xommakran noxckyn ox X,
OHJIa y3Ja3He peruje JIOKAJIHUX eKCTPEeMHUX BPeIHOCTH DYHKIHje [ MOKPUBAjy
X 50 #a nojackyn XaycaopdoBe Mepe HyJsa. 3aTO je HPUPOIHO KOPUCTHUTH Te

peruje 3a MapTHIMOHUCAIbE MHOIOCTPYKOCTH X .

Heka je 3a nato x € X n o € R, C(X, o) kKomnonenTHa HaganBoa F'* Koja
caapxxu x. Mopceosa Teopuja HaM roBopH g KaJja Ce JIOKAJIHU MaKCUMYM 1M,
on [ mojaBu y UATpAIMjU HAJHUBO CKYIIOBa Yy TpeHYTKYy o = f(m,), HOBa
nosesana kommouenta C'(my, a) ce mojasu y HaHuBO cKymy F'“. Y repmunnMa
XOMOJIOTHje, M, Ce Ha3UBa FeHepaTop KoMmmoHente pohene y Tpenyrky f(m,).
Tume cMo onucasan paharme KOMIIOHEHTe, OJHOCHO 0] ojAroBoapajyhe moje.
Nnycrpyjmo cajia TpenyTke pahama U CMPTH jejiHe KOMIIOHEHTE Ha CJUIH H.2.
ITosesana xkommonenta C(m,, o) mpecraje ga Oyge HE3aBHCHA KOMIOHEHTA OJ
F* y TpeHyTKY KaJia ce MOBe¥XKe ca JIPYroM KOMIOHEHTOM IeHepUCAHOM HEeKUM
BUIIAM JIOKAJHIM MAKCAMYMOM M. Y TEOPHJH IeP3HCTEHIHje KaykKeMo Ja ce
kommonenta C(m,,, ) cnojwra ca xommonentoMm C(mg, ) y TpenyTky «. Taxa
m, OpecTaje na OyIe TeHepaTop, JOK M, OCTaje IeHepaTop M IO AHAJIOTHjH

II0CTaje KOPEH HOBOI ¢TabJa, O3HAKa m, = 7(my,).

CaukA 5.2: Xwujepapxuja mMoga (dyHKHmje rycture onpehena
MMeP3UCTEHITH]OM
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Jlaxse, ako y 0BOM CJaydajy mocMmarpamo 0-Tu mep3ucrenTHE gujarpam Dy f,
poheme reneparopa m, ofpeheHO je ammmcOM TadKe p HA AUjArPaMy Ca P, =
f(m,), a cMpT BeHOM OpaEHATOM P, = (v < p,. Pasnuxa p, —p, usmeljy Bpemena

pobema m cMpPTH 30BEeMO 3HAYAjHOCT JIOKAJTHOT MAKCHMYMa 171,

Ba garu npar 7 > 0, mocMaTpaMo caMo JIOKAJHEe MAKCHMyMe KOjuMa je 3Ha-
yajuoct 6ap 7. UnryurnBHO, Tauke Ha X Koje ce Hajlaze y OaceHy aTpakIiuje
B, cy ome Tauke Koje IPHUIaJajy y3Ja3sHEM peTHjaMa OJ 1, KOje Ce eBeHTY-
aJHo croje nomMohy Teopuje Nep3HuCTeHINje Ca FeHePATOPOM 1My,, IPe HeTo IITO
ce y HEKOM TPEHYTKY &, (m,,) cloje y KOMIOHEHTY OIJIO KOT JIPyror reHepaTopa
3HavajHocTu H6ap 7.
dopmaHo, 38 CBAKH JOKAJIHH MAKCHMYM 1M, Of f, IPOM3BO/bHE 3HAYAJHOCTH,
UTEPATUBHO IPOYHMO KPO3 IbHXOBE KOpeHe 7'(1m,) CBe 0K He CTUIHEMO [0 HEKOD
3Ha4ajHOCTH Oap 7. O3Ha4YMMO J00HMjeHo Manupame ca rr. Tama Oacen aTpak-
yje o1 m, MOKeMO Je(@UHUCATH Ka0 YHUjY Y3Ia3HUX Dermja CBUX JIOKAJIHIX
MaKCUMyMa MallupaHuX y M, ca 7

Vmy, pe — py = T, Br(my,) = U Almg).
ri(mg)=mp

Ipumernmo ga B, (m,) canpxu A(m,) jep je m, puKCHA Tadka Manupama.

5.3.2 Ilceynokon

[Tpe cBux KOpaka aJITOPUTMa KJIACTEPOBAHA HEOTIXO/THO j€ JIa OIeHUMO (pyHK-
nujy rycrune momohy mocmarpanux nojaraka. Kamga mmaMo Ty OneHy, ajaropu-
TaM y3HMa Kao yJIa3 N-IIMEH3HOHAIHN BEKTOP BPEIHOCTH f Ca PEATHHM KOOp-
JMHUHATAMa, N X N CAMeTPUIHY MAaTpuily [ ca HeHeraTUBHUM PeaJTHUM KoeuIim-
jeHTHMAa U JiBa peasHa napamerpa o, 7 > (0. JlumeHnsuja n upejcraB/ba N TadaKa,
y obnaky L: BekTop mupencrasba yukmmjy f : L — R, a nosme D;; = Dj;
Matpuiie D jaje pactojambe usMely i-te u j-te Tauke objaaka L. Kako je m360p
KOOD/IMHATA MPOU3BO/bAH, AJITOPUTAM Ce MOYKe TPUMEHUTH Y OWI0 KOM MeTpPUt-
KoM 1ipocropy. Ha camom noverky, ajropuram uzpadynasa Puiicos rpad Ry (L)
u3 ynasa D u 0. 3atuM ciesie aBe TyiaBHe da3e aIropuTMa y KOjuMa MOCTYIIaMo

Ha cjaegehu maduo:

1. IlpBo, coprupamo Tauke objnaka L mo onajgajyhum Bpemuoctuma (pyHK-
nuje f : 32 CBAKH YBOP ¢ AIPOKCHMHUPAMO T'pajujeHT (YHKIHje T'YCTUHE
noBe3uBameM i ca cycegoM Ha rpady R,(L) xome je najsehia Bpemnoct
dyuximje f Ako TakaB cycen He TIOCTOjU Tj. CBH CyCeIW WUMAjy HUKe

BPEIHOCTH, TaJa ¢ HporaamaBaMo MoaoMm dyuakiuje f. Hakon mposacka
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Kpo3 cBe Tauke Jobujamo pasamumbyhy mymy rpada R,(L): cBako ap-
BO Yy 0OBOj IIYMHU C€ MOYKe IIOCMapaTH Kao aHAJIOrOH OaceHa aTpakiuje y

HEeMPeKNTHO] TTOCTABIIA aJTOPUTMA.

2. Jlpyro, kopuctumo aucjyHKTHH-ceT (enr. union-find) crpykrypy [30] 3a
cnajame cradbajia y HmyMu. JeJaH IMOJCKYI € TaKBe CTPYKTYpe IpejcTa-
BJ/ba YVHHU]Y ojarobapajyhmx cradasa y mymu. Kopen mojckymna e, o3HaKa
r(e), je meros ejeMeHT Koju uMa Hajsehy BpegnocT dDyHKITH]E f ITo xon-
crpykimju, r(e) Mopa 6uTH KOpeH jegHOr of crabasia CajpKaHuX y e, Ha
npeMa ToMe 1 Mona dbyuxiuje f y rpady R,(L). Cuajame aBa moackymna
JIUCJYHKTHU-CET CTPYKTYpe yV JIUCKPETHO] MOCTABIM aHAJIOTHO je CIIajamby
JaBa GaceHa arpakiiije y HeIpPeKnHOj mocTapiy ajroputMa. [logckymnose
CHajaMo y CKJajdy ca xujepapxujom oxapehenom nepsucrenuujom. Ilpenn-
3HHje, jOI jeTHOM TIpoJa3suMo Kpo3 Tadke rpada R, (L) coprupane mo
onajajyhum BpegnocTuMa GpyHKIHAje f 3a c¢BakM YBOP I MOCMATPAMO Tad-
ke HagHusoa oi 1y R,(L). Heka je e; nojckyn crpykrype Koju cajipku
i. Ako OMI0 KOja TauKa HAIHUBOA TTOBE3Yje €; Ca HEKUM JIPYTUM MOJCKY-
OM €;, 9Uju KOpeH r(e;) mMa Mamy BPeIHOCT QyHKIHje f o kopena
r(e;), Taga HAM XHjepapxuja oapeheHa Mep3uCTEHIIjOM TOBODH JIa CIOjH-
MO IOJICKYTIOBe ¢; U €j. MehyTum, oie yponumo MoguduKanujy momohy
nmapaMerpa T M BPIIUMO CIIajarhe caMo aKo je Mep3uCTeHInja Kopena r(e;)
Mama o1 3ajaror mpara 7. OBaj ycJOB ce CBOAM Ha MPOBEPY Ha JH je
fr(ej) — fi < 7. Kazga cmojuMo cBe He3HaUajHEe CycelHe MOIACKYIOBE Ca €;,
OHJTa TTPOBEPABAMO JIa JIU Tpeba U caM e; CIIOJUTH Ca CYCETHUM MOICKYTIOM
€ Koju nMa HajBehy BpeaHOCT KOpeHa, HapaBHO aKO TaKaB CyCeJ MOCTOjH
u pas3jau4uuT je oj e;. Jlakje, uMamMo joln jejlaH ycJOB KOjU Ce CBOJU Ha

MpOBePY 14 JIA je f;(ei) —fi<T.

Vcmon cy 1aTy AeTa/bHHA ICEYI0KOBH 3a OUCAHe KOpaKe ajropurma. Kao m-
TO MOYKEMO TPUMETHUTH, KOPAIH Ce MOTY UMILIEMEHTHPATH CUMYJATAHO, Ca CAMO
jemHuM TpoJiackoM Kpo3 Tauke Ha rpady R, (L). Bumumo n na rpad R, (L) ne
MOpa OUTH IPETXOAHO m3padyHaT Bell y CBAKO] UTepaluju padyHaMO HaIHUBO

dpuaTpanujy 4uBopa .

Ha dwunamnom wnsnazy, aaropuraM HaM Jaje KOJEKIWjy MOJCKYHOBA
JIUC]VHKTHHU-ceT cTPpyKType U, Koja mapTunuonmine o0JaK Tadaka L y KaacTe-
pe. 3ampaBo, OH Jlaje caMo OHe TOJCKyIOBe e crpykrype U uumju KopeH r(e)
33710BO/baBa ﬁ.(e) > 7. OBaj ycI0B MOTHBHUCAH j€ CAyYajeBUMa KaJja HEKe Tad-
Ke Koje BeoMa OJICTYIAjy OJI OCTaTKa MnojaTraka (popMHpajy He3aBUCHE MOBE3aHe

KOMITIOHEHTE KOje ce He MOTY CIOjuTH. TakBe MmoBe3aHe KOMIIOHEHTe UMajy BPJIO
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Agropuram 1 Kiacreposame

Vias: n-JuMeH3HOHAIHH BEKTOD BPEIHOCTH [, N X 7 CHMeTPHYHA MATpuua D,
peasiHu nmapamerpu o, 7 > 0.
1: Coptupaj unaekce on L Tako ja fl < f~2 < fn,
2: Vlaunujaamsyj AucjyHKTHU-ceT cTpYKTYpy U;
3: fori=ntoldo
4: Wspauynaj nagauso ckyn S; = {(i, 1), ..., (4,71)} on iy Ro(L);
if S; = @ then > 9BOp i je JokagaHu MakcuMyM o f Haa Ry (L)
g(1) < nyan; > ¢ J0Jesbyje OLEeHy TPaInjenTa y CBAKOj TaYKN
Kpeupaj HoBu nogackyn y crpykrypu U koju caapzxu crabiao {i};
else > 9BOp i je JOKaTHH MakcuMyM of f najx R, (L)
9(i)  argmaz;cg,.. s S G)
10: Honaj uBop i crabiy Koje caapxu g(i);
11: U + Cuajame(f,U,i,S;,7);

WN3zna3: Komneknuja mojackymnosa e o7 U Koju 3a10BO/baBajy fr(e) > T.

Anropuram 2 Cnajame

Vias: n-IuMeH3HOHAJIHH BEKTOP BPEIHOCTH [, cTpykTypa U, i, S = {j1, s I}
T > 0.
1: e; noackyn y U Koju caipxku i;

> nporahu nmogckynose y U Koju nMajy HermpasaH mpecek ca S 1 9uju KOPeHH
Cy Mame O/ T 3HAYajHU U CIOjU UX Ca €;
for j € {j1,...,Jx} do

e; nogckyn 'y U xoju caapxku j;

if ¢; # ;1 fo(e,) — f; < T then

Nsbanu e; uz U u cnoju ra ca e;;

N

> nponalu nojckyn € y U Koju uma HempasaH MPecek ca e; U Yhju KOpeH
uMa HajBehy BpeHOCT

8: € < null

9: for j € {jr1,...,jr} do

10: e; nogckyn y U koju cagpxkn j;

11: if € = null ili f,-(ej) > f,.(g) then

12: € < €y;

13: > CIIOjU €; ca € aKO je W 3HAYAJHOCT OJ] €; Mama O T

14: if ej # €1 fre) — fi < 7 then

15: N3zbanu e; uz U u croju ra ca €;

WN3na3: Axkypupana crpykrypa U.
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HUCKE BPeIHOCTH (DYHKIUje TYCTUHE T4 UX TPOHAJA3UMO T'OPILUM YCJIOBOM.

Taxbe, anropuram HaM jJaje ToJAaTHE TOBpaTHE NHMOPMAIIHje O JKHBOTHOM BEKY
KOMITIOHeHaTa y cTpyKTypu U y o0IuKy KOJeKIije WHTepBaia, Kao U Xujepap-
xujy Tux Kommnonenara. Kaja je mapamerap 7 jeJHak 00, u3Jjia3Ha KOJEKIUja

UHTEpBaJ/ja Huje Humra JApyro o 0-tu nepsucreHTHU jaujarpam uirpaluje

RI(L).

5.3.3 MWN360p mapamerapa

ToMATo anropuram Ha caMOM MTOYETKY 3aXTEBa TPHU yJjia3a: OIEHY I'YCTUHE
f , Tpad cycela u mapaMerap cliajama Kjaacrtepa 7. Mako Npou3BO/bHOCT KOja
je ocTaB/beHa KOPUCHHUKY Y M300pYy OBHX yja3a jaje ajJropuTMmy BeIuKy (hJiek-
CcUOMJTHOCT, MIIAK HE CMEMO JIO3BOJIUTH Jla 3HAYAJHO yTHYe Ha IeHY U BpeMe
U3BpIIaBaba aJIrOPUTMA. 3aTO Y OBOM OJEJbKY JajeMO HeKe CMepHHUIlE 33 n300p

napamMeTapa.

e Onena rycrure: ToOMATo anropuram y moTmyHOCTH Jaje c10b0mxy n3bopa
onemuBavda gpyukmuje ryctune. U mopes Tora, 1ecTo ce KOPUCTE METOJE

OlleHe I'yCTHUHE 3aCHOBaH€ Ha KepHEJIUMa.

f(x) = n_lh E?:l K(%) = %Z?:l Ky(z — )

UuryurusHo, KepHes (kao DyHKIHja je3rpa) mpeacTaBba QYHKIH]Y CIn4-
Hoctu. IllTo je BpemHocT KepHena 3a HeKe JIBe Tadke mojgaTaka Beha, To
ce OHe MOTY CMATPATH CAHUIHUJUM. ¥ PAa3JIHIATAM KOHTEKCUTMA, [IpaBe ce
BPJIO PA3/IMYUTE MPETIOCTABKE Be3aHe 3a KepHeJse, I1a Ce U CAMU KOHIIeI-
TH KOjU C€ 10J TUM U3Pa30M HoJpa3yMeBajy BpJo pasiukyjy. Kepueju
yIJIaBHOM HUMajy ojapeheHe mapamerpe, KojuMa ce (pHHHje MOJelIaBa hH-
XOBO TMOHAINAMe. JeJan oJI HAjIIO3HATUjUX KepHesa, KOju CMO KOPHCTU/IN
U y IpuMepuMa y OBOM pajy, jecte l'aycoB kepHes:
Ky(z) = —=—eap(—2
h(x) - (mh)rLexp( 2h2)
[Tapamerap h je mapamerap pasmepe (OJHOCHO IIUPHHA KEPHENA, eHT.
bandwidth). Tenepasno, masa BpegHOCT MapaMerpa h BOIH TIPENpHIaro-
JlaBaIby, J0K BeJUKa BOMM 1yonTKy uHpopMmaruja y noganuma. [Hlupuna
KepHeJIa He3aBUCHA je Ol TAUKe T a ce 3aTO MOPa BOJUTH PATYHA O FHEHO]
ONITUMAJIHO] BPETHOCTHU 3a CBe O0JACTH PA3IUIUTe I'YCTUHE Y MOMAIIMA.

To ce Buam u ma caunu 5.3.
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CnukA 5.3: Ouena rycrune ['aycoBUM KEpHEJIOM €4 Pa3IHUU-
TUM BPEHOCTUMA TIAPAMETPa pa3dMepe

e I'pad cycena: ToMATo aixropuram ce y BeJMKO] MEPH OCJIama Ha HHMOP-
Marje qobujere o cycena oapehenux rpadom. Ogabup peaeBaHTHOT I'Pa-
da 1 MeTpuKe je mpobaeM ca KOJUM ce CyoUuaBajy U MHOTE JIPyre TeXHUKe
KJIACTEpOBamba. ¥ OBOM PaJIy CMO IPBEHCTBEHO KOopuCTUH Pumcos rpad
cycena R, (L) Koju 3aBECH camo Of mapaMeTrpa ¢ W pacTojamba mu3mehy
Tadaka nojaraka. Fberosa ducro merpudka jepununuja omoryhasa yio-
Tpeby y HPOU3BOLHUM METPHUYKHUM IIPOCTOPUMA U HHTEPIIPETAIH]Y JT00H-
JeHUX TEeP3UCTEHTHUX JujarpaMa 3axBaJbyjyhu TEOPUjCKUM TapaHIujaMa,
jgobujenux 3a Puncos rpad. Bpeanoct napamerpa o JIMPeKTHO je IPOIOP-
IUOHAJIHA CKaJIU Ha Kojoj hemo mocmarparu nogarke. Hapasno, y 3aBu-
CHOCTH M O]l IIOCMATPAHUX II0JaTaKa, pa3IudIuTd U300pH 0 MOTI'Y OTKPUTHU
U pazandanTe CTpykType. 360r Tora mpenopydyjemo nokperame ToMATo
AJTOPUTMAa HA HEKOJIUKO CKajda. 3axBasbyjyhm epUKACHOCTH aJropuTMa
To Hehe OuTH NMpobJeM Yak HU 3a BeJUKE CKYIOBe IIoJaTakKa. 3a IHpeBe-
JINKE BPEJIHOCTH MapamMerpa ¢ Hehemo yxBaTuTu cTBapHy CTPYKTYpPY, JIOK
he mpemaJie BpeJHOCTH AaTH MHOTO OECKOHAYHO TEP3UCTEHTHUX KJIACTEPa
300r' HEJOBOJHHO IOBe3aHMX KoMmiloHeHaTa. Ilocmarpajyhu Buie ckaa,
KoMIIpoMuc Tpaxkumo uzmehy tux Bpemnoctu. Ilocroje jorn Heku morry-
naapuu u3bopu rpadoBa cycega Kao mTo cy k-Hajbuuikux cycega (eHr.
k-NN). Hberosa rmasua npeanoct je mro octaje mpopeljen 6e3 o63upa na
pacTojame m3Mely Tadaka mojaTtaka. Y TOCJIedrh0j TJIaBu ToKazaheMo u
HpUMEHY aJITOpUTMa Ca OBUM rpadoM u jgodujene pesyarare. Y Mpakcu

je majsehm m3azoB mponahm onTumasian uzdop k cycema. Mehyrtum, oBu
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eMIIUPUJCKU PEe3YATaTH HUCY TEOPUjCKH NMOTKpersbenu. Takobe, y HeKuMm
pajosuma, ynorpedben je u lenone rpad [14, 15] kome je riaasHa mpej-
HOCT jep He 3aBUCH OJ HapaMeTpa, ajdd TO JOHOCH U oapehene mpobieme

Ynje pernaBame 0TBapa BpaTa 3a HOBe HJieje aJTOPUTMA.

e Ilapamerap cnajama: Tokom daze cnajama kiaacrepa, ToOMATo na kpajy
cIaja cBe KJacTepe 3HAYAJHOCTH Mambe of npara 7. [lakie, m36op mapa-
MeTpa 7 ojapehyje Koju JIOKAJTHH MAaKCUMYMHU O] f ce cMaTpajy OuTHUM,
a Koju ce Tperupajy kao mrym. Jla Omcmo m3abpajiu pesieBaHTHY BpeJl-
HOCT 3a Hapamerap 7, npoaa3umMo kpo3 ToMATo aaropuram aBa myra. Y
IIPBOM IIPOJIACKY T Y3MMa BPeJHOCT 400, IITO Kao pe3y/ITaT Jiaje CTaH-
mapaaEu 0-TH Tep3uCTEeHTHU AujarpaM CKaJapHOT TOJha f HaJ rpadom
cycema. Ha Taj Hauun 100MjaMo BPEAHOCT M 3HAYAJHOCT CBAKe MOJE OIle-
He DYHKIWje TyCTHHe f , Kao 1 BUXOBY Xujepapxujy. Ctora Taj pe3yarat
KOPHCTUMO 3a n300p mapaMerpa 7 KOju KOPUCTUMO Y JIPYTOM TPOJACKy
KpOo3 aJjiroputam jia 6ucmo j100min puHAIHO KjaacTepoBame. Y ciydaje-
BUMa KaJla Ha Mep3UCTEeHTHOM JHjarpaMy UMaMO BEJIUKH ja3 KOju O/IBaja
MaJIi CKYT O] M BeoMa 3HAYajHUX MOJIa O] OCTATKA CTPYKTYpe, 3aK/bYII-
XyjeMo Jia je TadaH Opoj KJjacTepa BEpOBATHO M, Ta T MOCTAB/baMO Ha
OMI0 KOjy BPEJIHOCT 3HAYAJHOCTH KOja ce HaJazu y ToM jasy. Tama dwu-
HAJIHO KJIACTEePOBaMe CAJPXKU TAaYHO M KJacTepa. Beqmku ja3 mMoxkeMo
jeJTHOCTABHO XeYPUCTHIKH OTKPUTH. Y IOCJEIIb0j IJIaBu OBOI paja hemo
UIYCTPOBATH OBO 3aKJbyUUBaFhe MOMONY XHCTOrpamMa 3HAYajHOCTH. Hax
Uy cJIydajeBUMa Kajla He MOCTOJU jaCHO YOUJ/bWB ja3 Ha Mep3UCTEHTHOM
JujarpamMy, OH U Jla/be TIPYy»Ka UCTy Be3y m3Mmely m3bopa napamerpa 7 u
dunasnor 6poja Kaacrepa. 1360p ojpehene BpejnocTu Hekaia ce Jlo1aT-
HO MOXKe YTBDJUTH W y 3aBUCHOCTH O] CeNuMUIHOT cJIydaja YIoTpede

nojlaTaka Koje TToCMaTpaMo.

Y npakcu ce MOZKe jaBUTH MPOOJEM Jla HaM HECY MTO3HATA I'e€0/Ie3UjCKa pPa-
CTOjarba TavakKa. 3aTo je HEeONXOIHO alpOKCHUMHUPATH pacTojama. Ha mpumep,
KaJla Cy TadKe MoJaTaka y eyKIUJICKOM Ipoctopy R™ ca mo3HaTuM KOOpIMHA-
Tama, a X je Helmo3HaTa MOJIMHOTOCTPYKOCT, reoje3ujcKa pacrojama y X MO-
Iy ce allpPOKCUMHUPATH IIOMONY yJIa/beHOCTH Tadaka rpada Ha HEKOM HOI'0JHO
uzabpanom rpady cycema. Buiie o m3bopy rpada cycerga 3a ampoKCHUMAIN]Y

reoJIe3NjCKOT pacTojama ce Moke mpoHalin y aureparypu [28].
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5.3.4 KomMmniekcHocCT

Kao mro cmo Beh pekiu, rpad cycena R, (L) He MopamMo yHalpe u3pady-
HATH, jep caMO padyHaMO HAJTHUBO (GHATPAIU]y YBOPa ¢ ¥ CBaKoj urepanuju. To
3HAYM J1a je ocHOBHA yrorpeba Memopuje O(n), rie je n 6poj Tavaka y obaaky L.
Ceaku uBop y R, (L) npencrabiba HOBH yHOC y ¢cTpyKTYpH U, TOK CBaka MBHUIA
y R, (L) 3axTeBa qBa Tparkerma MOACKYTOBa ¥ U 1 MOTEHIH]ATHO jeTHO CIIajarhe
y anaropurmy. Kako umamo n remena u m = O(n?) uBuua, He MoxKe OUTH BHIIE
omn n — 1 cmajama u 2m Tpaxkema, Ia CJIeIN Ja je YKYITHO BpeMe M3BPIIaBama
airopurMa O(n+ma(n)), rue je a naBepsna Akepmanosa (Buixeam @puapux
Akepman®) dbynknuja. Y mpakcm, mapaMerap o ce 6Hpa JOBO/BHO MAJd TaKoO
aa je m = O(n). Taga BpeMe n3BpIIaBama aJropuTMa MocTaje CKOpo JNHEAPHO

3aBUCHO BEJMYUHU 0OJIAKA TA4aKa IITO je Pa3yMHO ONTHMAJIHO.

5.4 'Teopujcke rapaHiuje

Y 0BOM IIOIVIaBJ/BY HABOJIMMO JIBe TJIaBHE TeopeMe KOje HaM [1ajy TeOpHjCKe
rapaHIje o Opojy KJjacTepa W BUXOBO] IPOCTOPHO] JIOKAINjH, KA0 U CKHIIE JI0-
Ka3a TUX TeopeMa. 300T obMMa MaTeMaTU4dKe TeopHuje Koja MOTKpelsbyje OBe
TeopeMe, cMaTpahemo ma je ymrasal Beh ymosHar ca ToMm TeopujoM. lerasbHa
YBOJIHA TeopHja u JoKa3u ce Mory npouahu y ciaenehoj nureparypu [2]. Mu hemo
npe HaBohema Teopema, paJiy JakKiier pazyMeBama 0e3 HEeOIXO[HOI YUTAba JI0-
JIATHE JIMTepaType, JepHHUCATH CAMO KPYIHjaaHe IM0jMOBe KOje KOPHUCTUMO.
IMoapazymenramo ma je X m-anMen3uoHa Ha PuManHOBa MHOTOCTPYKOCT, a f :
X — R Jlunmurn wenpekuna (pyHKIMja I'YCTHHE BepoBaTHOhE y OJHOCY HA
m-auMen3nonanny Xaycaopdoy mepy. [lonpasymeBaMo n ma cy Tauke obaaka
L y3opkoBane n3 X Kao He3aBHUCHE W jeJHAKO PAcIojie/beHe CaydajHe BeTudnHe
(enr. i.i.d.) ca dyuxmujom rycrune f. Hamame hemo cmarparn ma Beh mmamo
Y30PKOBaH 00JIaK TadaKa, Kao U IbUXOBA T'e0/Ie3MjCKa PACTOjamba. Y BOIUMO CaJIa

HOBe KpYIHjaJTHE TT0JMOBE:

Hedbunumuja 5.4.1. Heka je Y C X u meka je peanan napamerap € > (.
Taga kaxkemo ja je L reoje3mjcku e-y3opak oj Y ako je cBaka Tadka Ha Y

HAjBHUINE Ha pacTojamby € ox L, ogaocuo: Yy € Y, mingcpd(z,y) < e.

Hedunanmnuja 5.4.2. 3a di,dy; > 0, KaxkeMo J1a je Mep3UCTeHTHH JIHjarpaM
Dqof (di,ds)-pasasojen ako cBaka Tadka Jexku y obsactu Di u3HaI npase y =

x —dy wam y obstactu Dg ucnoj upase y = x — dy M J€CHO OJ1 BepTHKaJIe T = ds.

3Wilhelm Friedrich Ackermann - HeMauKkn MaTeMaTHIap
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NurynTtuBHO, TO CXBaTaMO Ka0 Pa3/BOjeHOCT 3HAYajHUX KjaacTtepa Dy u To-
MOJIOTIIKOT TiryMa, Dy. YeJI0B 3a TadyKe JEeCHO OJ1 BepTukaJe Ouhe o0janmen Kpo3
npuMepe y nocaenrsoj raasu. Caeneha cauka 5.4 (B. [2]) mepsucrentnor nnja-

rpaMa TO WIyCTpYyje:

Cnuka 5.4: Tlogena mepsucTeHTHOr amjarpama Ha O0JIACTH
3HaYAjHUX KjaacTepa Do m myma Dj

[IpBu riraBHE pe3yaTaT HaM Jaje Kopeaanujy usMmehy 6poja kiaacrepa a00u-
jeaux ToMATo anropurmom u O6poja 3Havajuux moaa dpyaknuje f. Kopucrehn
CTaOMIHOCT MEP3UCTEHTHUX JIHjarpaMa MOKeMo jloKa3aTn jga obaactu Dy u Do
0CTajy pa3JBojeHe YaK M IOJ HmepTydamumjaMa y3POKOBAHHM AIPOKCHMAIIIjOM
dyuknuje rycrune f. Jlakie, mory ce oaBojuTu momoly Hekor mpara 7. AKo
je Dof mobpo pazasojer u 6poj Tadaka y obaaky L je JOBOJPHO BEJIMKH, Ta1a
nocroje BpeanocTu 3a PuiicoB mapamerap ¢ m mapamerap T Tako Ja je Opoj
kaacrepa gpobujennx ToMATo ajiropurMoM, ca BeJIHKOM BepOBATHONOM, jeTHAK

opojy Mozma dyHuKIuje rycture f 3HAaUajHOCTH Dapem 7.

Jlpyru riaBHE pe3y/Tar HaM Jiaje Kopesarujy uamehy Kjaacrepa g00ujeHnx
ToMATo aaropurmoMm u OaceHa aTpakipje 3HAYAJHHX MOIA (DYHKIHje T'yCTH-
e f. MehyTum, TO MOXKeMO rapaHTOBATH CaMO y CJIY4Yajy CTAOWIHHX JEI0BA
DaceHa arTpakimje jep DaceHW aTakildje, reHepaJJHO, HUCY CTAOMJIHU YaK HU y
tarkoM ciaydajy. Mcro, ako je Dof 100po pasaBojeH u 6poj Tadaka y 00JIaKy
L je 1OBOJbHO BeJIMKH, Ta/la MOCTOje BpeTHOCTH 3a Puiicos mapamerap ¢ u ma-
pameTap T TakoO Jia 3a CBaky Oapem T 3HaYajHy MOy p PYHKIHje rycTure f, ca
BEJIMKOM BepoBaTHOhOM, ajiropuraM Jiaje Kjaacrep KOju ce mnokJjana ca baceHom
arpakuuje B,(T) cBe 10 TpeHyTKa (v Kaja ce B,(T) cuoju ca HEKUM JpyruM
3HavajHuM KJacTtepoM. [IpumMerumo ja 3a OacKOHAYHO IMEP3UCTEHTHE KJIacTepe

HUMaMO IOTIIYHO ITOKJIAIIaHbe.
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[Ipumerumo ga cy riaBuu pesyararu npobabumuctuaku. To je 300r Tora
IIITO 3aXTeBaMO 2 yIa3Hu 00JIaK Tadaka L Mopa ja Oyze reole3njcKu e-y30paK
HEKOI' HaIHUBO CKyIa o1 f Jda OM aJropuTaM HMAao IMAHCY [a TAYHO AlpPOKCH-
mupa Dy f, TIITO ce JermaBa ca BeJIUKOM BepoBaTHOhOM jep L y30pKyjeMo Hacy-

MUYHO Kao i.i.d. ciaydajue Besimdune.

Hedbununmja 5.4.3. Heka je p(x) cympemym pajamjyca r 3a Koje je reo-
nesmnjcka jgonta By (x,r) jako kouBekcHa. Mudumym Bpensoctn p(z) 3a cBaky

Tadyky © € X 30BeMO PaJanjycoM jake KOHBeKCHOCTH, y o3HaIm p(X).

Hedununuja 5.4.4. N, (A) € NU{+o00} je munumasnu 6poj reoes3njekux
aontu By (x,r) pagujyca r HEONXOJaH Jla ce MOKPHje 1Meo CKym A.
V.(A) je madumym XaycaopdoBe Mepe HA CBUM I'e0/e3UjCKUM JIOITaMa PaJin-
jycary Axj. V.(A) =infreaH™(Bx(z,7)).

Teopema 5.4.1. (Tauan 6poj kiacrepa) Heka je X PumanoBa MHOrOCTDY-
KOCT Ca MO3UTUBHUM PaJINjyCcOM jaKe KOHBEKCHOCTH U Heka je f : X — R Jlumc-
XUIL HEIIPEKUHA, Ca KOHCTAHTOM ¢, (DYHKIja I'yCTHHE BepoBaTHOhE ca KoHada-
HUM Gpojem JokaTHnX MakcumyMa. Ako je Do f (dy, ds)-pasasojen, dy > di > 0,
Taja 3a CBaKM NO3MTHBHE mapamerap o < min{p(X), =%} u cBaku upar
7 € {dy + 2co,dy — 3co} W cBaKM N-TUMEH3MOHATHU CKYI Tadaka y30PKOBaH
y CKJaJIy ca I'yCTUHOM, Taja je Opoj KJacrepa JOOMjeHrX aJropuTMOM je/HaK
OPOjy JIOKAJIHKX MaKcuMyMa pyHKImje f 3HadajHocT 6ap ds, ca BepoBaTHONOM

Beliom o1 1 — NU/8<FCO')677L%CJVU/S(FCU).

Teopema 5.4.2. (Knacrepn kao 6Gacenm arpaximje) Heka je X Puwva-
HOBAa MHOTOCTPYKOCT €& MO3UTUBHHUM pAJINjYCOM jaKe KOHBEKCHOCTH W HEKa
je f X — R Jlunmun HempekwgHA, ca KOHCTAHTOM C, (DYHKIHja T'yCTH-
He BepoBarTHOhe ca KOHaYaHWM OpojeM JIOKATHUX Makcumyma. Axo je Dgf
dy, ds)-pasasojen, do > d; > 0, Taza 3a CBaKM IIO3UTUBHU LiapaMera

Y ? )

: da—d
o < min{p(X), %"} n cakn mpar 7 € {d| + 2co,dy — 3co} u cBakm n-
JIMMEH3UOHATHU CKYTl Tav9aka Y30DKOBAaH y CKJIAIy €A I'YCTHHOM, TaJa Ca Be-

_ ; co
nico Vg g(Fe7) TBPJUMO: 3a CBaKy Ta4d-

posarnohom Behom ox 1 — N, /5(F)e
Ky p € Dy u wen knacrep Bf(p) nobujen amropurmom, saxku BE(p) N F* =

B.(p) N LN F*3acse a € (ar(p) + di + 3co, py).
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I'staBa 6

IIpumena ToMATo aaropurma

Cajsta hemo naTu eKclepuMeHTAIHy IPUMEHY HJeja W pe3yJiTaTa U3 IpeT-
xoauux riaa. ToMATo anropuram npuMermyjeMo Ha pa3He CKYIMOBe MOJaTaKa,

y paszuum jumensujama. 1o cy ciegehe tpu rpyie ckynosa 1mojaraka:

1. CunreTHYKHN CKyl TreHepucan y ase (moriasmbe 6.1.1) u Tpu (moriabibe

6.1.2) mumensuje

2. Kowmmnonente 6oje cinka y padyHapy (morinasmbe 6.2.1) u jgomarHe 1po-

cropue nudopmalmje Ha caukama (noriaassbe 6.2.2)

3. eBeTOAMMEH3MOHAIHE CKYII TAYaKa TeHEePUCAH M3 BHIEO 3AINCA ITPOCTO-
puje
Onena rycTuHe y CBEM €KCIIEPHMEHTHMA, jecTe oleHa nmoMmohy [aycoBor kep-

Hemna. [Tapamerap pa3smepe m3abpaH je, HApaBHO HE3ABUCHO 33 CBaKHU y30DPaK,

MEeTOJIOM k-CJIOjHE YHAKPCHE BaJIUIAIH]e.

Kao mro cmo Beh pexsm y T'taBu 5, mapamerpun ¢ u T Cy BeOMa, Pa3IUIUTE
HPUPOJE U 3aTO UX OMPAMO Pa3/JIUYUTUM METOjaMa y ekcrepuMentuma. [IpBo,
Ja 6ucMO m3abpasu mapaMerap o KOHCTPYHIIeMO JeHiporpaM (B. cuky 4.5
u objamrmberbe). OH HAM MPY2Ka PeJeBaHTHY CKaJIy 3a [MOCMATPambe PacTOjarba
Tavaka mojaraka n pUXOBO Ipymnucame. M360p o gasbe moTBphyjeMo npaBuaiom
naxra (enr. elbow method) ca rpaduka 3aBucnocTu npocedHor 6poja cyceaa o1
u3bopa mapamerpa o y PuncosoMm rpady cycema R,. Ha taj maunn mobujamo
KOHKDETHY BPEIHOCT WJIU CYyKeH CKYI BDPEIHOCTH MapaMeTrpa ¢ 3a Koje mpoBe-
pamo jobujene pesysarare. Miycrpanujy oBor ojapehusama hemo nzocraBuru.

Barum nokpehemo ajropuraM KjacTepoBarmba ca H3adOpaHUM ITapaMeTpoM O U
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ca T = +00. Ha ocHOBY u3ja3a ajiropuTMa KOHCTPYHUIIEMO MEP3UCTEHTHH JU-
jarpam byHKIHje TYCTHHE U3 Kojer oapelyjeMo KUBOTHe BeKoBe KjacTepa. Ha-
NOMEHHMO J1a ¢y OeCKOHAYHO MMEeP3UCTEHTHU KJACTEPH Ha JIHjarpamy, 300T cpa-
3MEpPHOI' MPUKAa3a, WIYCTPOBAHU KA0 KJIACTEPU KOjU CY TOCJE/IHH YMPJHU Y Tpe-
HyTKy 0. [Torom Tpazkumo BpejHOCT HapaMerpa T Tako HITO COPTUPAMO TadyKe
ca MEepP3UCTEHTHOI JujarpamMa o 3HAYAJHOCTH olajajyhe, a 3aTUM TParxKHMO
Hajsehu ja3z y Tom Hmu3y 3nHadajuoctu. Takobhe, ja3 MOXKEMO TPaxKUTH MOMOhY
xucrorpama 3uadajuocru. Ca mwera autaMo 0poj kjaacrepa oapehene konadne
snavajuoctu. llep3ucrenThe amjarpaMe u ILUXOBO TyMademe HJIycTpoBaheMo
Kpo3 mpumMepe. Konauno, nokpehiemo ajaropuram 3a oba n3adpaHa mapamerpa u

jobujamo buHAJIHE U371a3.

Jlajemo uMILIEMEeHTALM]Y IICEYA0KO1a 13 moria/ba 5.3.2 'y Python uporpam-
cKoM je3uky. CBu moTpeOHU KomoBu MOTY ce nporahu Ha cienehem Github pe-
nozuropujymy [31].

def define_clusters(vec_sorted, radius, tau):

unf = UnionFind ()

; n=len(vec_sorted)

24

births, deaths = {}, {}

for i in reversed(range(mn)):

idx = index_sorted[i]

nei = kdt.query_radius ([x[idx]], radius, return_distance=
False) [0]

S = [elem for elem in nei if elem in index_sorted[(i+1) :]1]
if not S:

unf.insert_objects ([idx])
births [idx] = -vec_sorted[idx]
IS
parent = S[np.asarray([vec_sorted[j] for j in S]).
argmax ()]
unf .union (parent, idx)
roots = [unf.find(ele) for ele in S]
highest = roots[np.asarray([vec_sorted[elem] for elem in
roots]) .argmax ()]
for root in roots:
if (root != parent) & (vec_sorted[root] - vec_sorted
[idx] < tau):
unf .union (parent, root)
deaths [root] = -vec_sorted[idx]
if (highest != parent) & (vec_sorted[parent] -
vec_sorted[idx] < tau):
unf .union (highest, parent)
deaths [parent] = -vec_sorted[idx]

return unf, births, deaths
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6.1 CuHTEeTHYKHN CKYII IIoJaTaka

6.1.1 JIBoauMeH3MOHAJIHU CJIy4aj

Beh cmo nnycrposasu va ciaunm 5.1 npumeny ToMATo anropurma Ha 180-
JUMEH3UOHAJHE CUHTETUYKH CKYII mojartaka. Ty cMo BHIE/H PA3JIHUKY Y pe-
3yJATATy AJTOPUTMA W PE3YATATy Tpaykema Moja memoMm ycmona. Cama hemo
Ha, UCTOM CKYIIY I0/laTaka MpUKa3aTh Kako U300p napamerpa o Mema (hpuHalj-
au pesyaratr ToMATo aaropurma. Takohe, miycrposahemo cumynrano u u3dop

napaMerpa 7.
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CnukA 6.1: ¥Yrumaj napamerpa o Ha ToMATo anropuram:
Hartu cy xucTorpam 3HAYAJHOCTH, IEP3UCTEHTHH JUjarpaM u (pu-
HaJIHU pPe3yaTar 3a BpemuocT 0 = 0.5 m 0 = 1, TuM pesiom

[TpoxomenTapunmmMo npBo n3d0p nmapamMeTpa 7 Ha ropmoj caunu. [[pumern-
MO Ja ce Ha oba XHCTOorpaMa 3HAYajHOCTH BUIN jacaH ja3 u3aMely 3HaUajHOCTH
JIBa W3JIBOjeHa KJacTepa W ocTaaux. /lakie, 3a Apyry uTepannjy Kpo3 aJropH-
TaM OMpaMo mpar 3Ha4ajHOCTH Kao OUJIO KOJy BPEIHOCT y TOM jasy. Konkperno,
y oba ciy4aja, ysera je spejanoct 7 = (0.0012. M3aBojenocT Ta JjiBa Kjacrepa
npuMehyjeMo U Ha IIep3UCTeHTHUM JIHjarpaMHUMa Ie MOKEMO BUIETH Ja Cy OHH
pohenu npBu y puaTpanmjn 3a pa3anky o 0eCKOHAYHO TEP3UCTEHTHUX KJIacTe-
pa Koju cy pohenu 3nHarHO KacHuje. To HAM roBOpHU Jia CY TO TAYKe Ca BEJUKAM
OJICTYIAIbUMa y HAIIUM nomanuMa. Takohe, oba KjacTepa cy BeoMa 3Ha4ajHA
3a pa3JIMKy OJ KJacTepa OJIM3Y JHjaroHaje KOju Cy KPaTKOr KUBOTHOI BEKa
na BUX MPOrIAllaBaMO HE3HAUAjHUM U CIIajaMo y ApYyroj ¢ras3u aJropurma. 3a
Malby BPeIHOCT TapaMeTpa ¢ UMaMO BHUIIE HE3HAYAJHUX W BHUIINE MAJIHX OECKO-

HAYHO MEP3UCTEHTHX KJacTepa jep TMojaTKe MOcMaTpaMO Ha MamOj CKaJad Ia



I'masa 6. Ilpumena ToMATo anropurma 58

HEMAaMO JIOBOJbHO MOBE3aHNX KOMIIOHEHATA. 3aT0 Vv (DHHATHOM Pe3yaraTry y Ip-
BOM CJIY4Yajy youaBaMO HeKe CHTHE HeNpPaBHIHOCTH Y KJacTepoBamy. CBe TO
HaM cyrepuile ja mojaTkKe Tpeba Ja mocMaTpamMo Ha Behioj ckaiu jia 6ucMo Jio-
Oun npernu3aH (UHAJIHU PE3YJATaT, Kao MITO CMO M YPAJIUINA Y APYIOM CJIydajy.
Hanomenumo Jia ¢y ¢BU KJIaCcTepU BeJIMYHHE Marbe 0Jf HeKe BpeHOCTH (y 0BOM
npumepy 50) obojeru nproM GojoM Ha (GUHATHOM H3Ja3y 360T MpereIHoCTH

pesyJrara.

[TocmaTpajmo cajia Ipyru CHHTETHYKH CKYT 0/IaTaKa KOju heMO KOpUCTUTH
3a nopeheme ToMATo aaropurMa ca cTaHIApIHUM TeXHHKAMAa KJIACTEPOBAIbA.
Cxkyn nogaraka cactoju ce o 3000 Tauaka BeIITAYKHA I'PYIUCAHUX Y TPHU IPYIIe
HernpaBmTHOT o0stuKa. [1pBo Ha canmnu 6.2 majemo pesysrar ToMATo asropurma

3ajeJ[HO Ca MeP3UCTEHTHUM JIjarpamMoM u 6ap-KOJIOM.
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CnukA 6.2: Ilpumena ToMATo anropurma Ha JBOJIHMEH3HO-
HaJIHU CUHTETUYKHU CKYII IOJaTaKa; HA CJIUIHA CYy JaTH I/IHI/IHI/IJ aJI-
HU HOJANy U (PUHAJIHE PE3YJITAT AJTOPUTMA HAKOH Jipyre (ase,
y TPBOM PEy, U XHCTOrPAM 3HAYAJHOCTH, NEP3UCTCHTHU JIWja-
rpaM u 6ap-KOJ, HAKOH IpBe (aze ajaropurMa, y JIpyroM peiy

3a oBaj CKYII IMoJaTaKa KOPUCTHIN CMO BpeaHocT napamerpa o = 0.2. Bpen-
HOCT mpara 7 = (.2 ¥uTaMo ca XHCTOTpamMa 3HA4YajHOCTHU ca CJuKe 6.2 Ha KOM
ce BUJIM ja3 KOjU OjiBaja TPHU Haj3Ha4YajHUja Kjacrepa. KoHa4YHO, HAKOH Jpyre
dasze mobujamo unasam pesyarar. [Ipmmernmo kako je ToMATo anropuram,
3a 3a/1aTe BPEIHOCTHU YJIa3HUX IMapamMeTapa, moceOHO U3/IBOjUO U30JI0BaHE TaAYKe
(Ha caunu obojene npuo). To je meroba BazkHA IPEJHOCT Yy OMHOCY HA OCTAJE

TeXHUKe KJIACTePOBama W TO miaycTpyjemo Ha ciaenehoj caumu 6.3. Ilopeanmo
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ToMATo anropuram ca, pegom: Mean-Shift anropurmonm [18], anropurvom k-
cpeauna [19], artoMepaTHBHAM KJIACTEPOBAHEM €A JeTHOCTPYKUM MOBE3UBAHEM

[1] 1 cekTpamanM KaactepoBambeM [20] MPUMEEHIM Ha HCTH CKYII MOJATAKA.

CauKA 6.3: Pesynraru kiacrepoBama jiobujeru, pejaom, Mean-

Shift anaropurmom, ajropurmom k-cpeauHa, arJOMEpPaTHBHUM

KJIACTEPOBAIEM €4 JeTHOCTPYKHAM MOBE3UBAHEM U CIEKTPAJIHAM
KJIACTEPOBAEM

6.1.2 TpoamMeH3MOHATHU CJIYyYa]

[TocmaTpajMO CUHTETHUYKH TeHEepHCaH CKYII THojJaTaka y TPHU JUMeEH3H]e.
Cxkym ce cacroju o yKynao H000 Tavaka Koje cy TpylnucaHe y JiBe KOHIIEHTPUIHE
cdepe. Tauke Ha 00e cdhepe cy y30pKoBaHe TaKO Ja je PYHKIHja I'YCTHHE UCTA.
[ToenTa OBaKBOI BEIITAYKOI CKyIla HojaTaka je nmpumena ToMATo anropurma
Ha TOJaTKe ca ojpeheHOM XHjepapxXujoM M JIeTeKIHja BHIIECTPYKUX HUBOA Y

TuM noganuva. Ha caunnm 6.4 miaycrpyjemo gobujeHe pesyJirare:
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CnukA 6.4: Ilpumena ToMATo anropurMa Ha TpPOJIAMEH3HO-
HaJIHU CUHTETUYKU CKYII IOJaTaKa; HA CJIUIHA CYy JaTU I/IHI/IH‘I/IJ aJI-
HU HOJANY U (PUHAJIHE PE3YJITAT AJTOPUTMA HAKOH Jipyre ¢ase,
y IPBOM PEJy, U XHCTOrPAM 3HAYAJHOCTH, NEP3UCTCHTHU JIHja-
rpaMm u 6ap-KOJ, HAKOH IpBe (aze ajiropurMa, y JIpyroM peiy

8a oBaj CKyIl mojaraka KOPUCTHJIA CMO BPEIHOCT mapamerpa o = 3. Bpen-

HocT mpara 7 = 3.5 X 107° umramMo ca XucTorpama 3HAYajHOCTH ca Canuke 6.4
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HA KOM Ce BUJIM ja3 HAaKOH JIBa M3/(BOjeHa 3HaYajHa KjaacTepa. Konauno, HaKOH

apyre daze godujamo pUHATHE Pe3yaTaT.

6.2 CermeHrarmja cjankKa

6.2.1 KomnoneHTe 00oje

Y 0BOM cJIydajy mHOCMATpPaMo JATy CJAUKY U CBAKHU HeH MUKCEeJ MallnpaMo y
TAYKy y TPOAMMeH3HOHaTHOM mpoctopy 6oja JIys [32] (enr. CIELUV). Paznor
3aIITO KOPUCTUMO JIyB KOMIIOHEHTe yMecTo, cTanaapaHor usbopa, PI'b monena
60ja, je MITO je eyKIUJCKA yaa/beHOCT Vv JIyB mpocTopy mpupoHa MeTpuka. Beh
CMO CIIOMUIHaJIN ¥ yBOAY paja y [asu 1 na Hema cMuc/ia KOPUCTUTH €Y KT JICKH

HPOCTOP jep HAM He Jiaje cMuceH ocehaj 3a pacrojame Tadaka Tj. 60ja.

Y 0BOM JIeJTy eKCliepHMeHaTa TMOCMATPaMoO CaMo HpocTop 00ja U 3aHeMapy-
jeMo mpoctopue mHpopManuje Ha caui. [Ipodbsem ca Kojum ce cyodaBaMo y
MMILTIEMEHTAIAj! aJrOPpUTMa, KOJ HEKUX CJIHKA, je BeJuKu Opoj upnia y Purco-
BOM T'pady KO CJIUKa Ha KOjEMa MOCTOjU BEIUKN OpPOj Tavaka Koje ce Hajaase y
HernocpeHoj 6ausuau v JIys npoctopy. Ha 6ucmo ybp3a/u u3BpilaBambe, cMa-
myjeMo 0poj Tavaka y y30pKy koju yiaszm y ToMATo aaropuram na ciaemehu
naunn: [Tourmmo oy Tora ja cy cBe Tadke HeobesexkeHe. 3a CBAKy Ta4Ky P KOja
HHuje oOesieKeHa Y3UMaMO Tadke Ha YIAbeHOCTH O OJ1 e, Kao M J0 Ccajla, aJu
Mehy muMa yKaamaMo Tadke Ha pacTojamby - W Tako J00HMjaMO yJa3HH CKyII
Tadaka. YKJI0meHe Tauke obesekaBaMo Jia OMCMO UX Ha KPajy MPUITHCAJTIN KJla-
crepy tauke p. O6uuno Kopuctumo Bpeguoct m € {10,20} y 3aBucHOCTH 01
cKaJie IojlaTaKa.

Y npakcu, TE€KHMO TOME J[a Y3UMaMO Marbe OKOJWHE J1a OMCMO BUIEIU eIy
CTPYKTYPY M 00J/be HMperno3HaJ u Majie He3aBHCHe naesioBe ciauka. LIpHom 6ojom
cy 00OjeHr KJIACTEePH KAPJAMHAJHOCTH Makbe of 3aaaror mpara (yriaBaom 100

TadaKa).
Caza JajeMo mpumMepe cerMeHTalyje CInKa:

[IpBo mocMaTpaMo caUKY MajMyHa guMensnja 512 X 512 na caunm 6.5. [lo-
MONy JeHaporpaMa M IpaBuja JaKTa ojapehyjeMo cKaay Ha KOjoj OCMATpamo
noynatke. [lopegumo pesyarare 3a Bpeanoctun 0 = 2 u 0 = 1 pegom. Y oba
caydaja, HaKoH mpse ¢ase, oapehyjemo 7 = 1 x 1075, Ilpumerumo Kako y ¢pu-
HAJHUM Pe3yJATAaTHMa, Yy 3aBUCHOCTH O] TapaMeTpa o, IMaMO KOMIIPOMUC W3-

Mehy jacHmje cTpykType mogaraka u Beher 6poja OGECKOHAYHO MEeP3UCTEHTHUX
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CauKA 6.5: NHuIuja s moganyd u pe3ysaTaT MpuMeHe
ToMATo anropurMa Ha KOMIOHEHTe 0oje aTe CJIMKE
3a BpeaHOCTH 0 = 2 1 0 = 1 pejom

KJIaCcTepa KOJjUu Cy BeoMa KacHO poleHM M KapAMHAJJHOCT UM je MCIOJ 3aaTOT

npara.

Jlpyru mpuMep je cauka pa3sHobOjHUX oi0BaKa, Bennaune 341 x 512, zabpa-
JIM CMO BPETHOCT mapaMerpa o = 1.5, a HOTOM BpemHOCT mpara 7 = 1 X 1075,
OBae cMo kopuctuan Bpegnoct m = 20, 10K je y npBoMm npumMepy omia m = 10.
To GupaMo eKCIepuMEeHTATHO Ha OCHOBY CKaJie PacTojaiba TadyaKa Ha CJAUIH U
BEJIMYUHE Yy30pKa KOjU, MOCJe TOT YKJalbalba, yJaa3u y aaropuram. Pezyarar
ToMATo asropurma je gar Ha cjuiy 6.6 ¥ IPUMETHMO KAKO Cy HPHOM 00joM

060jeHe HBHUIIE OJIOBaKa, YaK WM CEHKE Ha IbUXOBUM KOHTYpaMa.
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CHUKA 6.6: Maunujaaau nogary u pesysarar npumere ToMATo
AJITOPUTMA, Ha, KOMIIOHEHTe Ooje JiaTe CIIUKe

Tpehu mpumep, gat na caunu 6.7, je 480 X 480 cauka pa3HOOOJHUX ITAKA,

Koje ce mpekJamajy. Kopuetuim cMo BpeTHOCT mapamMeTrpa ¢ = 3 W Kao IIITO
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BHIUMO Ca XHCTOrpaMa 3HaYajHOCTH cMmucaeHo je y3eru npar 7 = 0.002. OBaj

npuMep UMa 3a IHI/b Ja MOKayKe CeTMEeHTAIN]y BUITeCTPYKOT MPeKJIanambha He3a-

BHUCHUX JIeJI0Ba Ha CJUNH. JOIT BayKHUje, OBY CJUKY KOPHCTHMO U Kao IMPUMEP

npumene rpada k-najoamxux cycena (enr. k-NN). Hberosy ruaBHy mpegHOCT
(B. morrassbe 5.3.3 V360p napamerapa y LuiaBu 5), mro He juseprupa 6e3 o63u-
pa Ha pacTojame m3Mehy Tadaka, y OBOM CIy4ajy KOPUCTUMO 300T TOMUHAHTHE
OeJie TO3aIMHE W BEOMa OTpaHMYEHOr crieKTpa 6oja Ha caunu. V3 Tor passora,
Puricos rpad je y oBom nmpumepy mame OnTHMaJaH 3a u3dpadyHasame. Ha cin-
mu 6.8 majemo dunanne usnaze ToMATo arropurma 3a 6poj cycena k = 200 u
k = 400, TuM pejioM, Ka0 U XUCTOIpAM 3HAYAJHOCTH U MEP3UCTEHTHH JIMjarpaM
y caydajy k = 200. 36or 3aHeMap/buBe Pa3auKe Yy HCTHM, H30CTAB/HAMO HX 33,
cayaaj k = 400. MoxkeMo NpUMeTUTH 712 je Pe3yJITaT Ha JECHO] CTPAHU CaMo
bosbe 3ariaben oy pesysTara Ha JIeBOj, IITO je W OYEeKUBAHO HoHamame. py-
radmju pesyarar OUCMO OYeKHBaJIM 3a MHOTO Behe k, ajnm Taja ce ryOou ryaBHA
uaeja o ontuMm3anuju. Taxkohe, mpuMeTuMo 1a W Ha 0Baj HAUMH MPeEIo3Haje-
MO JIeJIOBe KOju ce mpekjarnajy. Mehyrum, najseha mana je ynmpaBo KOHCTaHTaH
Opoj cycesa 3a cBaky Tadky 0e3 o03uMpa Ha meHe aTpudyTe, ITa HAM TAYHOCT

duBHaTHOr 31432 Bapupa 3a pa3jnduTe I'Pyle HUKCeJa Ha CJAUIN.
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CHuKA 6.7: Ununujaamau nogarmy u pesyarar npumerne ToMATo
ajropuTMa Ha KOMIoHente 6oje nare cauke

6.2.2 KommnoHneHTe 60je 1 mpocToOpHe mHMOopMalje

Kao mTo cMo Buien y peTX0oHOM TOTJIaBJby, KJacTepoBameM v JIyB mpo-

CTOPY YJIA/heHU MTHUKCEeJTH Ha CJUIN MOTY Ja 3aBPIe Y HCTOM KJIACTEPY. 3aTO Y
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CaukA 6.8: Ununujaamau nogarmy u pesyarar npumere ToMATo
aJropuTMa HA KOMIIOHEHTE Doje jare cimke ymorpebom rpada
k-uajbauxux cycena 3a k = 200 u k = 400 pesom

OBOM JIe/Ty eKCIIEPUMEHATa KOPUCTUMO U JOJATHY IIPOCTOPHY uHMOPMAIH]Y, ¥
cmucyy Onmsune nukcesna. OBy jgogarny waHMOpPMANUjy KOPUCTHMO Y 3aBUCHO-
CTH OJI KOHTEKCTA M YKEJHEHOI' Pe3yJITaTa.

[Tpobiem ca kojuMm ce OBJie CyOoYaBaMoO je M3PAdyHABAE yIa/bEHOCTH Y HOBOM
HeTO[MNMEH3MOHATHOM TPOCTOPY KOJU Ce CACTOJH OJT JiBe KOOPIMHATTE TMUKCE/Ia
U TPU KOMIOHEHTe Doje. 3aTO MOCTYIMaMo Ha ciaefehw HaYwH: JoI yBeK mocMa-
TpaMo Tavke y TPOIUMEH3UOHAJTHOM JIyB IPOCTOPY | OLEIbYjeMO I'yCTUHY Kao y
npeTxXoaHoM noriasby. Mehyrum, na 6u aBe Tauke 6uie nmosezane y Puncosom
rpady, caga 3axTeBaMo Ja Oyay 0mu3y U mpocTopHo. PaguMo oOpHYTHM peio-
CJIEJTOM, OJIHOCHO MPBO MOBE3YjeMO CyCeJHe MUKCese, a 3aTUM OpUIeMo (eHr.
pruning) uBure Koje cy yaamene y Jlys mpocopy. Passor 3a 10 je KoHCTaHTaH
Opoj cycesHUX IMUKCEIA A aJropuTaM paju Opzke jep uMma Mambe Opucarmba UBuU-
na. Y ekclepuMeHTHMa KOPUCTHMO 5 X b cycejHe OKoJiMHe IHKcena. M opie
cy, Takohe, 1ipHOoM 0O0joM 000jeHN KJacTepH KapUHAJIHOCTH Maie O 3a1aTor

npara.

Ha ciaenehum ciukava 6.9 u 6.10 gajemo pesynrate npumene ToMATo an-
rOpUTMa Ha CJIMKE U3 IPBOI U Tpeher mpuMepa y IpeTXoIHOM IIOIJIaB/by. 3a 00e
CJMKE MMaMO JIBA Pe3y/Tara y 3aBUCHOCTU OJ BPEIHOCTHU MMapaMerpa o KOjuM
3a74ajeMO KOJHUKY OKOJIUHY Ooje »Keaumo Ja mocMmaTrpamo. Ha JeBoj cTpanu je
JIaT pe3yJITaT 3a MAaWky BPEIHOCT O, a Ha JeCHOj 3a Bely, ma ce jacHO BUJE U

pasjiike y (puHATHUM H3/Ia3UMa AJITOPUTMA.
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CnuKA 6.9: Pesysirar npumerne ToMATo asropurMa, Ha KOMIIO-
mente 060je m mpocropue wHdopmanuje canke 6.5 3a pazmuauTe
BPEIHOCTH IMapaMeTapa

CHauKA 6.10: Pesynarar npumerne ToMATo amropurva Ha KOM-
moreHTe 60je v mpocTopHe HHpopMaImje canke 6.7 3a pa3IuInTe
BPEIHOCTH MAapaMeTapa

6.3 CermeHTarja mpocTopuje

[Tocnenma npumena ToMATo anrropurva y oBoM pajy OIHOCH Ce Ha KJa-
crepoBame ckyna o 300 xubama Tavaka, y 9 aIuMeH3muja, TeHEPUCAHOT U3 BU-
Jieo 3amnuca npocropuje. JluMensuje npejcraBbajy Tpu KOMIoHeHnTe 0oje, Tpu
KOOD/IMHATE TIOJI0XKaja TadKe Y TPOCTOPY W TPU KOOPIUHATE MpaBIla BEKTOpA

HOpMaJie Ha Ty TadKy. VHuUIUjaHE nomanu cy jgatu Ha coauruy 6.11.

N 3a cermenrtanujy mpocropuja KOPUCTUMO UCTY Hejy KOHCTpyKiuje Pu-
HcoBOI' Irpacda Kao 3a cerMeHTalnujy cjuka y norjiasby 6.2.2. Pesyarar cer-
MEeHTAlldje ITPOCTOpHje J0OUjeH TAaKO IITO 3aXTeBaMoO JIa €y JBe Tadke O0JIu3y y
PunicoBom rpady ako cy 6jm3y y BEKTOPCKOM MPOCTOPY HOpMAaJia, a 3aTuM U y
JIys npocropy 0oje, npukasyjemo Ha cuauiy 6.12. /lakse, y oBoM npumMepy c¢MO

KOpPpUCTHUJIN HIECT ,ILI/IMGHSI/Ija CKYIla IIoJaTaKa.
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CJimkA 6.11: Obsak Ttagaka obuma 300 Xmibajia reHEPUCAH W3
BHUJIEO 3AIUCA, IIPOCTOPH]E

CauKA 6.12: Pesynrar cerMeHTalyje IpOCTOpHje ITPUMEHOM
ToMATo agropurMma Ha KOMIOHEHTe DOje W TpaBIle HOpMAJe y
reHEepHCAHOM 00JIaKy TAaIaKa
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HoBu pesysnrar wa caumnu 6.13 je 1obujen Tako mTo, J0AaTHO, KOPUCTUMO H
M0JI0XKaje Tavaka y IPOCTOpPY H 3axTeBamo Oqu3uHy y Puncosom rpady u mo
ToM aTpubyTy. lakje, y oBOM IpuMepy CMO KOPHCTUJIU CBHUX JEBET JTUMEH3HU]ja,

CKYyIla IIogaTaKa.

CnukKA 6.13: Pegynrar cermeHTamyje IpoCTOpUje IIPUMEHOM
ToMATo anropurMma Ha KOMIOHeHTEe 0Oje, MpaBIEe HOpMAJeE U
TIOJIOXKAje y TEHEPHUCAHOM 00JIaKy Tadaka,
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3akJpy4dak

Y oBOM pajly mpejcTaB/beHA je MeTo/Ia KJIacTepoBamba, 10/ HA3HBOM 10-
MATo (ox Topological Mode Analysis Tool) . Anropuram kombunyje dasy e-
Teknuje Mojia ca aszom clajara Kjaacrepa. HajBaxkuuju jouputoc je yrnorpeda
TOIOJIONIKE TIep3uCcTeHnnje y apyroj (pasu aaropurMma. JlomarHo, Ha u31a3y aJ-
ropuTMa, JO0OMjaMoO U JI0/IaTHE BU3YeIu3aluje pe3y/araTa, MomyT Nep3ucTeHTHOT
bap-koja u jujarpamMa. Takobe, jajiu cMO U TeOpUjCKe rapaHiije o Opojy KJia-
cTepa W IUXOBOj MPOCTOPHO] JoKamuju. Ha camom movueTky paja, YIO3HAJIN CMO
ce ca IOjMOBHMa XOMOJIOTHje U bermjeBux OpojeBa, a 3aTUM M II€P3UCTEHTHE
xomojioruje. Ilopes TeopujcKuxX OKBHpa AJTOPUTMA, JIAJH CMO U WHTYUTHBHH
HPUCTYII ¥ MOTHUBAIU]y yIOTpebe Mep3ucTeHnnje y KJacTepoBamy. Ha xpajy,
CB€ CMO MOTKPENUJH eKCIIePUMEHTATHIM IIPUMePHMa - CHHTeTHIKUM U PeaJl-
HUM CKYIIOBUMa PAa3JIMYUTHX JAUMeEH3uja u obJjiactu mpuMene. Kako mam cam
ToMATo asiropuram npyzka BeJIUKy CJI0004y u300pa, 0Baj paj je OTBOPUO MHO-
ra muTama 3a Oyayhe ncrpaxkuBame. [Ipe cBera, He MoOpaMo ce OTPAaHUYIUTH HA
je/laH MeTo/I OIleHe I'yCTUHE H TpebaJio OM BHIETH KaKO HEKe JIPyre OleHe yTHIY
HA Pe3yJITAT aJrOPUTMA. SAHUM/BUBO je PA3MUIL/bATH, II1Ta, 01 OMJI0 Kajia ce He
orcMo orpaHrumIn Ha 0-TUMeH3UOHAJTHY XOMOJIOTHjY ! CBaKako OMCMO OTKPHJIH
U HeKe CYyNTHJIHUje CTPYKType, aau OM KOMILJIEKCHOCT aJrOpUTMa MOopac/a ca
JUMEH3UJOM KOjy MOCMATpamMo. ¥ TOM CJIy4Yajy OCTaje OTBOPEHO MUTAHE OITH-
MU3aIje WiIin MOZKIa HeKOT JIPYTOT TPUCTYIAa. JOI je/IHO 3aHUMI/BUBO TTHTAHHE
je ayromaTu3oBame n3dopa rpada cycela W HeroBUX IMapaMeTapa Ha yiaazy y
aJaropuTaM. XeypUCTHIKH HAUUH n3bopa ynorpebsreH y 0BOM pajy ou Tpebasio

TEOPUJCKU OIPaBIATH.
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