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I. Odsjecak.

Pojam derivacije (diferencijalnog kvocijenta.)

§ 1. a) O toku linearne funkeije. Lincarna funkcija
y — axz + b predoena je pravcem. Koeficijentom @ odreden
je smjer pravea. Ako je a pozitivno, pravac se uspinje nad os X,
kad ga promatramo s lijeva na desno. Zato se koeficijent smjera
a zove i uspon pravca. Kad je a negativno, uspon je pravca ne-
gativan, t. j. ordinate bivaju manje, kad pravcem prolazimo tako,
da apscise njegovih tofaka rastu.

Linearna funkcija y = axz -+ b naraste vazda za isti iznos
Ay, kad varijabla z poraste za Az. Dademo li varijabli « pri-
rast Az, funkcija y naraste za Ay. Kako dakle vrijednosti vari-
jable # 4+ Az odgovara vrijednost y - Ay linearne funkcije,

bit ée
y + Ay = a(x + Az) + b.
Oduzmemo li od toga y = az | b,

preostane Ay —a - Ax,
Podijelivsi sa Az dobijemo odatle
Ay '
gx = da. 4

Omjer prirasta ﬁzgkcije i varijable_kod linearne je funkcije
stalna velicina. '
~Oznacimo li na praveu ma gdje dvije totke M i M,, pa
pustimo 1i prvu tocku da pri- y
jede u drugu, njezina apscisa
x poraste za Az, a ordinata y

$ Loy bt i
za Ay. Omjer EostaJelstl,
pa ma gdje na praveu uzeli te
dvije totke. To svojstvo pri-

pada samo pravcu.

Zatvora li pravac s pozi- X
tivnom stranom osi X kut a,
razbiramo iz slike, da je Slika 1.
Hodevar-Varicak, Aritmetika za V1I. @ VIIL razred. 1



Ay
Az

Koeficijent smjera ili uspon pravea jednak je tangensu kuta,
Sto ga pravac zatvara s pozitivnom stranom apscisne 0si.

Kad se snima karta koga kraja ili crta plan polja, tad se
svaka tocka prikazuje svojom projekcijom na horizontalnu ravninu.
Kadsto se kraj te projekcije pripise visina totke nad horizon-
talnom ravninom. Uspon je pravea tad jednak kvocijentu dife-
rencije visina dviju to¢aka pravea i razmaka njihovih projekcija.

— tgo il @ = tRal

Recimo da smo na karti za neku cestu nasli, da je duga
3km, da joj pocetak lezi 250m, a svrsetak 310m iznad nivoa
mora. Uspon te ceste dan je kvocijentom

0250 260,y el
3000 3000  50°

50 130, dakle 29,.

Kod drzavnih cesta dopusten je uspon od 2:5%,, u brdo-
vitu kraju do 4°/;, u gorama 5%, a samo izuzetno i na krace
razmake 6 procenata horizontalne projekcije ceste.

Uz Zzeljeznitke pruge naznafeno je na tablicama, koliki je
uspon pruge i dokle taj uspon ostaje isti. Veé je vrlo velik uspon,
ako iznosi 25°,,. Toliko iznosi uspon pruge od Rijeke do Lica,
dok od Komorskih Moravica do Susice iznosi 16,

Uspon iznosi E ili

Primjer. 1. Jednadzba je pravea y = %x + 3. a) Koliku

ordinatu imadu tocke, kojima je apscisa z = 0, 1, 2, 3, 4?
b) Ako je Az = 01, 001, 0:001 ..., koliko je Ay? ¢) Koji kut
zatvora laj pravac s osju X? d) Nacrtaj taj pravac.

2. Ista pitanja za pravac y = a.

3. Izra¢unaj, pod kojim se kutom smiju uzdizati drzavne
ceste?

4. Pod kojim se kutom dize Zeljeznicka pruga od Rijeke
do Li¢a? Pod kojim pak od Komorskih Moravica do Susice ? :

Dodatak. Jednadzbom y = ¢ predo¢en je pravac paralelan
s apscisnom osi i od nje udaljen za ¢. Istaknemo li jednu tocku
(%, ¢) toga pravca, pa dademo li varijabli # prirast Az, y se ne
¢e promijeniti, jer sve totke toga pravea imadu istu ordinatu.



Zato je Ay = Ac = 0, stoga je uspon tog pravea 2%:0, pa

je tako i tga = 0, dakle o = 0.

(b)*) Diskusija jednadZbe a z + b = 0. Ako je a razlicito
od nule, linearna funkcija y = a @ -+ b ponistava se samo za
jednu jedinu vrijednost varijable; t. j. ima samo jedna vrijednost

varijable z, uz koju je y = 0. Ta je vrijednost varijable ko-
rijen jednadzbe a z + b = 0, naime z = — %. Podjedno je

 to apscisa totke, u kojoj pravac y = az -1 b presijeca os X.

Pravac taj prolazi totkom (0, b) na ordinatnoj osi, i s osju
X zatvara kut, komu je tangens jednak a. Pustimo 1i uspon
pravca t. j. koeficijent a da bude sve manji i manji, presjek
onog pravea s apcisnom Osju sve se vise udaljuje od ishodista.
Uzmimo na pr.:

1 I 1
.bzl,azl,g,-_g—,q,.,.m...,
0ndajex=——1,—2,——3_,——4,...—1000,....

Postane li @ vrlo maleno, # je po apsolutnoj vrijednosti
vrlo veliko. Kad napokon bude a jednako nuli, # postane bes-
konacno veliko.

Ako dakle u jednadzbi @ # 4 b =10 pustimo da postane
a — 0, jednadzba ima rjeSenje & = oo. Pri tom valja dobro
drzati na umu, da je koeficijent a promjenljiv opéi broj, koji
dobiva sve manju i manju vrijednost, te da mi svraéamo narocitu
paznju na to, sta ce biti s rjesenjem z kad a mijenjajuéi se
postane jednak nuli. /

Kad bi se uzelo, da je a stalan broj, koji ima samo jednu
vrtjednost, naime nulu, onda u onoj jednadzbi ne bi z ni do-
lazilo, pa se prema tome ne bi z iz nje ni moglo odrediti.

(c) 0 tokn kvadratne funkeije. 1z Aritmetike za VI. raz-
red neka se ponovi odsjecak o kvadratnoj funkeiji naroéito
§-21.122. a) — d).

(d) Diskusija jednadZbe az® + 2 bx + ¢ = 0. Podije-
livéi s a dobijemo jednadzbu:

xQ—l—%;x—}—%:O, (1)

*) Zagradeni paragrafi neka se uzmu samo u realnim gimnazijama.
#
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kojoj su korijeni:

T =

—b:i:l/b2~ac. )
a

Da razaberemo, sto biva s tim korijenima, kad a stane
teziti k nuli, uzet éemo najprije da je a vrlo malen broj. Ogledat.
¢emo na pr. jednadzbu: :

1

"2 D o P
1000 % +2z—3=0.

Prema prethodnoj formuli (2), njeni su korijeni:
— 1+ ) 1F0003

Pz 98 0001 j
A kako je |/ 1003 = 100149 . . . , korijeni su
=k A 1001408
T 0-001 =149 ...,
— 1 — 100149 o
= 0001 == — 200188 . .

Prvi korijen malo se razlikuju od %, t. j. od rjesenja line-
arne jednadzbe 2 # — 3 = 0, koja se dobije, kad se u danoj
jednadzbi uzme koeficijent od #* da je nula. Drugi pak korijen
po svojoj apsolutnoj vrijednosti vrlo je velik.

Uzmemo li pak jednadzbu:

1

oo < RS — 8 =

tad je
2y =8 1499 ne ot
z, = — 200000149 . . .

Sto manji biva a, to vise se korijen z, priblizava vrije-

dnosti —g—, dok apsolutna vrijednost drugog korijena biva sve veta

i veéa. I sad slutimo, da ée uz lim a = 0, korijen 2, biti jednak
rjesenju linearne jednadzbe:
202 4+ ¢ = 0,
dok ¢e drugi korijen z, postati beskonaéno velik. Tu slutnju mo-
zemo lako i potvrditi.
Po onom, sto se uéilo u VI. razredu, znademo, da je zbroj
korijena uredene kvadratne jednadzbe Jednak koeficijentu drugoga
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¢lana s protivnim predznakom, a produkt korijena jednak je
treéem ¢lanu.

Dakle je za jednadzbu (1)

; 2b 5
R T My T i Rana e, 3)
Kad a tezi k nuli, zbroj korijena t. j. razlomak — —sz

poslaje neizmjerno velik. Stoga barem jedan od onih korijena

‘mora biti neizmjerno velik. Recimo, da je to z,. Da odredimo

x;, razdijelit ¢emo jednadzbe (3) jednu s drugom, pa ée izaéi
2, + % 2b

x . ¢

Skratimo li s «, brojnik i nazivnik desne strane dobit éemo

5
Ly "k 1__ 2b
N ¢
Kako je #, = o<, razlomak je —a;—;‘— — 0, pa tako ostane
%)
Yl AN
il - ;
: ¢
Ty == W‘

§ 2. Derivacija kvadratne funkeije. @) Uzmimo najprije
kvadratnu funkciju y = «?. Dademo li varijabli # prirast Az
porast ée funkcija za Ay, pa je tako

y—{—Ay:(w—}—Ax)2=@2+2ar.Aw—{—(Ax)2

Odbivsi od toga y = 2° dobijemo

Ay = 2 z. Az + (A ag?,
Ay = (2 » + Az). Az (1)
2

Tim je izrazom dan prirast kvadratne funkcije y = &7,
kad varijabla x poraste za Az. Sto je manji prirast APt
sto se Az manje razlikuje od nule, to manje se 2z + Az
razlikuje od 2 z, pa tako se i A y to manje razlikuje od 2z. Ax.
No kako se produkt 2z. Az od nule to manje razlikuje, sto je
manji faktor Az, vidimo da ¢e i prirast funkcije Ay biti to
manji, sto je manji prirast varijable Az. Uzimajuéi Az dosta

ili
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maleno, mozemo uéiniti, da se prirast A y od nule razlikuje za
manje od ma kako malene dane veli¢ine.

Postavimo na pr. =5 pa potrazimo koliko mora biti A z
da se Ay od nule razlikuje za manje od 0:01.

Po formuli Ay = 2 2. Az  (Ax)?
imamo Ay = 10 Az + (Az)2

Uzmu li se za Az vrijednosti 01, 0:01, 0:001, 0:0001". . . "
dobit éemo za Ay redom

1-01, 0-1001, 0-010001, 0:00100001, . . . .

Prve tri vrijednosti vecée su, nego sto ih dopustamo za A y,
dok je cetvrta manja. Po tom razbiramo, da ¢ée Ay bit manje
od 001, ¢im A z uzmemo manje od 0:0001. Podjedno razbiramo
da Ay doista biva to manje, sto manje uzmemo Az. Zajedno
$ prirastom varijable opada i privast funkcije prema nuli.

b) Podijelimo li jednadzbu (1) sa Az izade

AA—z — 22 4 A @

Kod linearne funkeije vidjeli smo, da je taj kvocijent kon-
stantan. Kod kvadratne zavisi on o varijabli # i njenom prirastu
Az. No sto manji uzmemo prirast Az, tim ée se manje razli-
kovati taj kvocijent od 2. Hoéemo li, da se taj kvocijent od
2 z bude razlikovao za manje od jedne stotisuéine ili jedne mili-
juntine i t. d., treba samo uzeti, da je Az jednak jednoj sto-
tisuéini, jednoj milijuntinii t. d. Postaje li prirast A z sve manji
"1 manji, kvocijent —ﬁ—z priblizava se sve vise i vise vrijednosti
2 z, jer onaj drugi sumand na desnoj strani izraza (2) postaje
sve manji. Na taj na¢in mozemo reéi, da ée kod prelaza na

granicu kvocijent %% postati jednak 2 z. Formulom se to na-
znacuje ovako:
Ay L
lim = =22 za lim Az = 0.
Az
Granica kvocijenta ﬁ—z za lim Az =0 zove se derivacija
funkeije i biljezi se s y'. Prema tome je
o WA
g, o S Yy zalim Az = 0.

Ax



Ako je fumkcija y = x?% njezina je derivacija y' = 2 x.

Napomena. U prethodnom smo paragrafu za linearnu funk-

ciju ¥y = a « 4 b bili nasli, da je

B30 = @, t. j. stalna velicina.

Ax

Tu ée stalnu vrijednost zadrzati taj kvocijent i ako se pusti da
A z biva sve manje i manje. Na taj je nacin

lim A_y

Az

= g, Za hm Niz—10,

iyt — a,. i to je derivacija linearne funkcije.y — a x — b.

Ay

Uz y = z bilo bi Ay

Za y = ¢ bili smo nasli gy

Az

Ay

=1, pa je stoga ¥’ = 1.

= 0. Stoga ée biti i

lim =¥ — 0 ili y=0.

Azx

Derivacija konstante jednaka je nuli.

Ay

¢) Kvocijentom ——= kako je dan formulom (2) odreden

Az
je uspon pravea, koji spaja to¢ku
M (z,y) s totkom M, (z + A =,
¥+ Ay). A kako te totke leze
na paraboli y = 2% mozemo
reéi, da je tim kvocijentom pre-
doten uspon sekante M M; te
parabole. Ostavimo 1li tocku M
na svom mjestu, pa pustimo li
da se M, ostajuéi na paraboli
sve vise priblizava tocki 2, pri-
blizavat ¢e se sekanta M M
odredenom grani¢nom poloZaju
M T. Taj grani¢ni polozaj zo-
vemo tangentom parabole u tocki

M.
Grani¢nom vrijednosti kvo-

cijenta t. j. derivacijom ¥’

Ay
Az’

¥

1

b

MAx
AN x

M,

Ay

Y
o]

0

/1

Slika 2.

odreden je uspon tangente u tocki (z, y) one parabole. Uspon
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pravea jednak je trigonometrijskoj tangenti kuta, sto ga taj pravac
zatvora s pozitivnom stranom osi apscisa. Zatvara li tangenta
s osju X kud o, tad je
| tgo =y’
B3, ' lg a=2q (3)
S pomoéu tog izraza mozemo lako konstruirati tangentu
u svakoj toc¢ki parabole y = 2% U tocki (0, 0) t. j. u ishodistu
koordinata uspon je tangente jednak nuli. U ishodistu je apscisna
os tangenta parabole.
Uzmimo onda tocku M (1, 1).
Y U toj je tocki prema formuli (3)
1 uspon tangente, t. j. tga = 2.
Kako se konstruira kut, kad je
zadan njegov tangens, fo zna-
demoiz Trigonometrije. Nanesemo
li od totke M (sl. 3a) na desno,
u horizontalnom smjeru ma ka-
kvua duzinu, recimo 1'5c¢m, pa
u njenoj krajnjoj tocki wuzdi-
gnemo duzinu dva puta toliku,
x  dok ne dodemo do totke T';
spojnica 7'M trazena je tan-
genta. Doista je 7'M pravac, koji
prolazi tockom M i osju X za-
tvora kut o, kojega je tangens je-
dnak 2. Na taj naéin vidimo da mozemo u pojedinim totkama
parabole y — 22 konstruirati tangentu, a da same parabole i
ne nacrtamo.

Tangente parabole y = 2? (sl. 3b) u tockama
(— 39 (— 24 (—1,1),(00, (1), 24 G 9
imadu uspon

.Slika 3a.

— 6, — 4, — 2,0, 2 4, 6.
Da potegnemo tangentu u totki (— 2, 4), nacrtat éemo
pravaé, komu je uspon —il Iz tocke (— 2, 4) odmjerit éemo u

horizontalnom smjeru na lijevo duzinu 1, pa u njenoj krajnjoj
toéki uzdi¢i duzinu 4 puta toliku. Spojnica tako dobivene tocke
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s tockom (— 2, 4) trazena ‘e tangenta. Nacrtamo li na taj nac¢in
tangente u onih Sest tocaka, vidjet éemo, da je tim tangentama
jasno odreden oblik one parabole.

d) Sad éemo odrediti
derivaciju funkcije

Y =

Dademo li varijabli x
prirast A z, funkecija ée ¥
porasti za Ay, pa ¢e biti
y+Ay=a(z+A2)°=
a[22-+22z Az (A 2)?].

Odbijemo li od toga \ /
danu funkciju y = a 22,
ostane \ : //
Ay=2az. Az +a (Ax)> .

Otud izlazi ;
Ay

.A_=‘2ax—|—a'Ax- \\\ 2 4/
% Pustimo li da Az bude \ Y p /

sve manje i manje, \ , / - X

lim Az =20
dobit (Z':Zm];n l/ \ \\/ /
lim ﬂ —

Ax
ili y = 2ax. Slika 3b.

Konstantni faktor, funkcije wlazi kao faktor i w derivaciju.

Na pr. =9, ¢ =6z

Pokazi, da istu derivaciju ima i funkcija y = 3 2* 4 10.
Aditivna konstanta funkcije ne prelazi w derivaciju.

e) Uzmlmo sad kvadratnu funkciju

y=52>+2z+4 7.

Poraste li z za A, porast ¢ée y za Ay. Medu z -+ Az i
Y+ A Yy postojat ée ista relacija, koja po prethoanJ jednadzbi
postoji medu x i y. Stoga je

y+Ay=5@+A2°+4+2 (x+Ax)+ 7.
=52"4+102-Az+5 A2 +22+2 - A2+ 17,
Odbije li se od toga zadana jednadzba ostane

Ay=10z-Az+2-Az+ 5 (A o)
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a otud izlazi B
H=10x+9+o-Ax.

Sto se Az manje razlikuje od nule, to se vise prethodni
izraz na desnoj strani priblizava vrijednosti 10 z 4 2, pa je stoga.
lim %% =102 + 2 za lim Az=0,

s y =10z + 3. (5)

Zadana funkcija sastoji se od tri ¢lana. Prvi je 52% Po
tocki d) njegova je derivacija 10 z. Drugi je ¢lan 2 z, a treéi je
konstanta 7. Po napomeni u tocki &) njihove su derivacije 2 i 0.
Po formuli (5) razbira se, da je derivacija funkcije (4) jednaka
sumi derivacija njenih sastojina. A dade se pokazati, da opéeno
postoji poucak:

Derivacija sume jednaka je sumi derivacija pojedinih sumanda.

J) Uzmimo sad opéenu kvadratnu funkeiju

y=az>+bzx-+ec (6)
Radeéi kao i dosad, dobit éemo po redu
y+Ay=a@+Az)24+b@+Ax) +e¢
Ay=2az-Azx+b-Az—+ a(Ax)?

i—i’:an + b=ta- Az
Prelazom na granicu izlazi otud
¥y =2ax -+ b (7)
y Jednadzbom
r (6) predocena je

jedna parabola.
Uocimo tu para-
bolu i istaknimo
na njoj dvije

tocke M (z,y) i
M, & + Ag,

y -+ Ay). Koefi-
it cijent smjera se-
0 > "X kante MM, dan

je izrazom Ay
Slika 4. : J Az’
Pustimo li, da A «# biva sve manje i manje, priblizavat ée se

tocka M, tocki M i na granici ée sekanta prijeéi u tangentu.
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Poradi toga je koeficijent smjera za tangentu parabole (6) u
tocki M (z, y) dan formulom (7).

Primjer. 1. Razmatranjem poput onoga u a) i b) pokazi,
da je derivacija funkcije y = ® dana izrazom yh==3a°.

2. Uvjeri se, da je derivacija funkcije y = az®+ba+cxt+d
jednaka y' = 3 az® 4 2bx + c.

§ 3. Derivacija razlomka. Idemo sad da odredimo koefi-
cijent smjera za tangentu istostrane hiperbole

1t

¥ g ()
Prijedemo li od totke (z, y) te hiperbole na njezinu susjednu
tocku (# + Az, y + Ay), bit ce
y+Ay= m,

pa je stoga, kad odbijemo (1)
1 | Az
t+ Az z x>t Az
te Ay i 1
Az~ ~ z@FAv)
Bude li Az sve manje i manje, zagradeni faktor u na-
zivniku desne strane ima z za granicu, pa je tako

Ay =

yl e p— —5e (j_l) .
Uzmimo za jedinicu

duzine 1cm. Tocke (%, 2), )

1, 1), @, %) leze na \ ]
onoj grani hiperbole (1), S
koja je u prvom kva-
drantu. Koeficijent smje- \
ra tangenata u tim to-
tkama redom je je-

,
dnak — 4, — 1, —% H\
e -

Nanesemo li u prvoj tocki ~ o R
horizontalnou pozitivnom \ \
smjeru duzinu 1, a onda Slika b.

vertikalno u negativhom
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smjeru duzinu 4, pa spojimo dobivenu toéku s tockom (;—, 2),

dobit éemo tangentu u toj to¢ki. Konstruiraju li se tako tangente
i u drugim dvjema tockama, vidjet éemo, da veé i te tri tangente
priblizno odreduju oblik krivulje.

Primjeri. 1. Udopuni tu konstrukeiju tangenata u simetri¢no

o M LR 1
polozenim to¢kama (— v e 2), (— ‘1, —1), (—2, — 5).
2. Odredi derivaciju funkcije y — %2—
. ; 1
2. i ——
: Tako isto za funkciju y o
. i e = 1 g
4. Nacrtaj krivalje predocene funkcijama y = P i

1
Y =% (Zakon gravitacije!).

Pokazi da su koordinatne osi asimptote za krivulju gravi-
tacije. Zasto je os Y njezina os simetrije? Zasto lezi krivulja
samo u 1. i 2. kvadrantu?

Dodatak. Primjeri za reciproénu proporcionalnost :

1. Snosaj medu tlakom p i volumenom » plina dan je u

izvgesnim granicama Mariotteovim zakonom pv = ¢
2. Potencijal totke u elektritnom polju, koja ima udaljenost
r od Cestice s nabojem e, dan je izrazom V — »%.

3. Struji li tekuéina kroz cijev, koja nije posvuda jednako
Siroka, produkt brzine » tekuéine i piereza cijevi ¢ konstantna
je veli¢ina.

§ 4. Derivacija drugoga korijenal a) Jednadzbom y*> — «
predoena je parabola, kojoj je vrh u ishodistu, a os joj pada u
os X. Hoéemo li u toeki (z, y) te parabole da odredimo koefi-
cijent smjera tangente, napisat éemo jednadzbu u obliku

Yi— l/xv ' (1)
pa ¢emo ponoviti postupak, kojim smo u prethodnim primjerima
odredivali derivaciju. Imat éemo najprije

y+ Ay = Va2 + Ag
Ay = Va4 Az — Va,

dakle
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ili uc¢inivsi brojnik da je racionalan
Ax
Auyit— —,
Ve+Az + V=
Ay 1

Az~ VzF Az 4+ Ve
Za lim Az = O prijede to u

a otuda

1
Y = 2 Vz )

Primjer 1. Odredi koeficijent smjera za tangentu parabole
yi—= 2px;

b) U Analitickoj geometriji uci se, da je elipsa, kojoj je
srediste u ishodistu, a osi joj padaju u smjer koordinatnih osi,
predocena jednadzbom

b2 4 a%* = a??. (3)
@ 1 b znace polovicu velike i male osi. Napisemo li tu jednadzbu.
u obliku ‘

U T
y=— Vi@ —a? %)

moéi éemo na posve isti nacin kao i kod parabole odrediti koe-
ficijent smjera za tangentu. Poraste li # za Az, porast ¢e y"za
Ay, pa je tako

v+ by =2 Ve — @+ Aoy,

dakle -
Ay = %[l/a;2 — 3 An: — Ve —a,

ili

Ay__i- — 2z - Az — (Az)?
d Y e AP L Ve
a otuda
Xy - b 2z + Az
SR e e O Ve

Uz lim Az = 0 prijede to na granici u

s RN A
y—_z.l/a2_x2' (5)
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S obzirom na jednadzbu elipse (4) mozemo to napisati i u
obliku 2
_ s "
y=—a2. ©)

Bude li @ = b = », prijede elipsa u krug s polumjerom r,
a prethodni izraz prijede u

A
e y' (7)

Primjeri. 1. Odredi izraz (7) direktno iz jednadzbe kruga
22 4 y* =2 Sto znati taj izraz geometrijski? 35

9. Pokazi, da je kod hiperbole b?2? — a®y® = a?* koefi-
cijent smjera tangente u tocki (z, y) dan izrazom
hig
@y

Dodatak. Granicu kvocijenta %

y =

; u kom drzimo da je Az

promljenljiva veli¢ina, koja biva sve manja i manja, nazvali smo
derivacijom funkeije y i biljezili smo je s y. No ta se granica
obidava zvati jos i diferencijalnim kvocijentom, pa se tad biljezi

simbolom %‘ tako da je

d
Ry .. Y ; P
hmA_x = Eza lim Az = 0.

Da se sprijateljimo i s tom oznakom, ispisat ¢emo sad
.funkecije, kojima smo dosad odredili derivacije, pa uz njih sta-
viti njihove diferencijalne kvocijente.

e 2 L .
y—xv d.’l'—gx,
= ax + b d—y——a-
£ Erde - oy ~
g ay
i R L e
i ar’y, o ax;
y — aa® + bz 1+ ¢ dyzﬁax—{—b,
1 dy 1
Y ?i '(r,c N o Fv
dy 1
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§ 5. Brzina to¢ke. Kad je dana jednadzba krivulje, moze
se s pomoéu derivacije odrediti koeficijent smjera tangente u
odredenoj tocki krivulje, a tim i sama tangenta. Posavsi od tog
geometrijskog problema tangente dosao je njemacki filozof i mate-
matik G. Leibniz (1646.—1715.) do diferencijalnoga racuna. Velikog
engleskog prirodnjaka i matematika I. Newtona (1643.—1727.)
dovela su pak mehanicka pitanja, narocito odredivanje brzine na
diferencijalni racun. '

a) Neka je ¢ vrijeme, a s put, sto ga je za to vrijeme pre-
valila to¢ka, koja se giba po ma kakvom zakonu. Put s funkcija
je vremena ¢. Poraste li vrijeme za A¢, prevalit ée tocka jos
As
At
Kad je gibanje jednoliko, ne zavisi taj kvocijent o porastu vre-
mena A¢. No kad je gibanje nejednoliko, tad ¢emo za svako

put As. Kvocijent zove se brzina tocke u tom vremenu A ¢.

%, i tu éemo zvati
srednjom brzinom u intervalu vremena od ¢ do ¢ |~ At To je
naime brzina onog jednolikog gibanja, kod koga bi tocka put
As prevalila u vremenu A¢. Taj éemo pojam srednje brzine
objasniti ovim primjerom o gibanju brzog vlaka iz Rijeke u Zagreb.
Iz voznog reda na toj pruzi ispisat ¢emo ove podatke:

At dobiti drugu vrijednost kvocijenta

Udaljenost n km Voznja u Dolazéxk Odlazak
sihatin minutama

e e ey R

Rijeka . . . s — - — — 8 ‘ 00
Baker c .o are | me i e 8 | 29| 8 =
Meja . 5 -k TiQ 197 19 8 48 8 50
| Plase.. .. T4 271 19 9 | 08 9 | 14
| Fuzine . ., 7] 168 134 33 9 | 4111 9| 88
K. Moravice 465 89-9 4 11 02 1 | 08
‘ Ogulin . . . 29-6 1195 40 11 48 111 § “ 49
Karlovac. . 564 1759 69 12 58 12 ; 59
Zagreb. . . 526 228'5 58 1 57 2 4 18
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Rijeka -je od Zagreba 2285 km — 228.500 m daleko, i tu
udaljenost prijede brzi voz za 341 minutu, giba se dakle srednjom
brzinom od 67009 # po minuti. No kako ta pruga ide gorovitim
krajem, ne giba se voz istom brzinom na pojedinim odsjeccima
pruge. Zato éemo dobiti toéniji pregled o gibanju voza, ako po-
trazimo, kojom se brzinom on giba od jedne stanice do druge.
Dijeleé¢i put izrazen u metrima s vremenom danim u minutama
na¢i éemo da od Rijeke do Bakra, gdje je As— 11800m i
A¢ = 29 minuta, ide voz brzinom od 4069 m po minuti. Od Bakra
do Meje brzina je 415°8 m u minuti, od Meje do Plasa 389-4m.
Od Plasa dalje brzina postepeno raste, tako da od Karlovea do
Zagreba voz prevaljuje u minuti 906-9 me.

Primjeri. 1. Odredi srednju brzinu voza izmedu stanica
Plase—Fuzine, Fuzine—K. Moravice, K. Moravice—Ogulin,
Ogulin—Karlovac. .

2. Predocite graficki gibanje onog voza na pruzi Rijeka—
Zagreb.

b) Srednja brzina, koju u prethodnom 1. primjeru nademo
na odsjecku Fuzine—K. Moravice nije niposto prava brzina voza
na tom odsjecku. Voz se uopée i ne giba jednoliko, veé mu se
brzina mijenja. Na tom odsjecku pruge istakli smo Fuzine i K.
Moravice, jer se na drugim stanicama brzi voz ne zaustavlja.
Da saznamo nesto yise o brzini voza na tom odsjecku, ispisat
¢emo stanice kraj kojih voz samo projuri, a ispod njih éemo
istaknuti medusobnu udaljenost stanica i vrijeme za koje voz
dode od jedne stanice do druge.

Fuzine —Lokve—Delnice — Sugica— Skrad— Brod Moravice—K. Moravice.
88km 85 59 69 92 72
18 min. 12 8 11 15 10
Odredimo li sad brzinu voza izmedu tih stanica, saznat
¢emo ve¢ nesto tocnije, kako se voz giba na tom odsjecku pruge.
Nije li nam to jos dosta, moramo uzimati sve manje i manje
razmake i dijeliti ih s pripadnim vremenima. Tim éemo se na-
¢inom sve vise priblizavati brzini, kojom se voz u stanovito vri-
jeme giba.
Opéeno mozemo reé¢i: Ako u kvocijentu —2—':, kojim smo de-

finirali srednju brzinu totke, pustimo da A¢ bude sve manje i
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manje, taj se kvocijent sve vise priblizava odredenoj vrijednosti,
koju zovemo brzinom tocke w vrijeme t. Oznatimo li tu momen-
tanu breinu sa v, tad je

B .
v = lim T zalim A¢ = 0,

ili
, 38
dat’
t. j. brzina je jednaka derivaciji puta po vremenu.

Prijelaz od srednje '
brzine na momentanu iz-
veo je Newton. Deriva-
cije biljezio je on s totkom
povrh znaka funkeije,
koja se derivuje. Pret-
hodnu je formulu on
pisao v = kL

Primjer 1. Pustimo
li neko tijelo prosto da
pada, tad ¢e ono za vri-
jeme ¢ prevaliti put

s = 4:905 ¢2.

Put s dan je u me-
trima, a vrijeme .t u se-
kundama. Poraste li ¢ za
At¢, pa oznatimo li sa

s -+ As onaj put, sto ga -
tijelo padajuéi prosto pre- > M
vali za vrijeme ¢ |+ Af,

tad je Slika 6.

s+ As = 4905 (¢ + AY)*= 4905 [24 2t - At 4 (A9)*].
Odbivsi prethodnu jednadzbu, dobijemo
As — 4905 [2¢ - At + (A?)?].
S pomocu tog izraza moZze se odrediti, koliki je put As
prevalilo ono tijelo za vrijeme Af.
U tom intervalu vremena srednja je brzina
%; = 9-81¢ + 4905 - At.
Hodevar-Varicak, Aritmetika za VIL i VIIL razred. 2
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Biva li A¢ sve manje i manje, kvocijent A—': sve se vise pri-

blizava vrijednosti 9:81¢, jer onaj drugi sumand 4:905 . A¢ biva
sve manji i manji. Kod prijelaza na granicu uz A¢ = 0 imamo
__ds
Y= —229:81.7
Kako znademo, faktor 9-81 akceleracija je teze i hiljezi se
slovom g.
Primjer 2. U prethodnom izrazu za srednju brzinu uzmi

t = 2 sek. i At = 01 sek. 0:01, 0:001," .. pa odredi pripadne
vrijednosti kvocijenta %i
Primjer 3. Baci 1li se tijelo u vis s pocetnom brzinom e,
tad se ono glba po zakonu
g=rct — I g

=

Da odredimo brzinu tog tijela u izvjesnom momentu ¢, iz-
ratunat éemo poznatim nacinom derivaciju od s po ¢.

Imat éemo
g

" — I
Si=ct 2c‘,,

s.—l— As =c(t + AY) — g—(t_}_At)z

As:c-At——g—[Qt At + (A9,

é-‘?:c—l(ﬂt—l—At)zc—gt——jAt

At 2 2
ds
: N ok
§ 6. Akeeleracija. U prethodnim primjerima nasli smo, da
je brzina o funkcija vremena ¢. Jednom je bilo » = 9:81¢ a

drugi put v = ¢ — gt.

Prirast brzine u jedinici vremena zove se akeeleracija mate-
rijalne tocke, koja se giba. U ona ‘oba slutaja akceleracija je
g = 981. _

Kadgod je brzina linearna funkeija vremena, kao u ta dva
slucaja, prirast brzine proporcionalan je s prirastom vremena, a

kvocuent A?; stalna je velitina. No kad brzina » nije linearna,

‘
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ve¢ ma kakva funkcija vremena ¢, a totka se giba u praveu,
Av
A——t’
lazom na granicu dobijemo momentanu akceleraciju

tad éemo srednju akceleraciju definirati izrazom iz koga prije-

A :
a = lim A Nim At —10;

ili
. io
at’
Akceleracija jednaka je derivaciji brzine po vremenu.
No kako je brzina odredena kao derivacija puta po vre-
menu, razbiramo, da se akceleracija dobije derivujué¢ put dva :
puta po vremenu. Simboli¢ki oznacuje se to ovako:
Hanhe
i 2
Alkceleracija jednaka je drugoj derivaciji puta po vremenu.
Dodatak. 1. Dosad smo svaki put iznova izvodili cio proces
derivovanja funkcije, koja je bila zadana. Odsad to ne ¢éemo vise
raditi, ve¢ éemo se posluzit izvedenim formulama za derivacije
ili diferencijalne kvocijente. Onim Cestim ponavljanjem zacijelo
smo ih i zapamtili. =
9. Ako je y ma kakva fancija od z, biljezi se to znakom

y = f@).
Kako je ovdje
Ay _ fle+ Ad) — f@)
Az Az ’

nalazimo da je derivacija u ovom opéenom slucaju
-~ . f(z + Az) — f(2)
o
AR o Az
Tom je derivacijom odreden tangens kuta, §to ga tangenta krive
linije predotene jednadzbom

y = f(@)

zalim Az = 0.

zatvara s osju X.

§ 7. Kriterij za rastenje i padanje funkeije. Pogledamo
li sliku 3b, na kojoj je odredeno nekoliko tangenata parabole
y = «? vidimo da tangente u totkama na desno od ordinatne
osi zatvoraju siljate kutove s osju X. Tangensi tih kutova po-

zitivni su. Dakle je i derivacija funkeije y = 22 u tim tockama
*
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pozitivna. Poraste li apscisa totke na tangenti, porast ée i njena -
ordinata. Isto ée tako porasti ordinata totke na paraboli u bli-
zini diralista, U tockama pak, koje su na lijevo od ordinatne osi,
zatvoraju tangente tupe kutove s osju X. Tangensi tih kutova
negativni su, pa je i derivacija one funkcije na tim mjestima
negativna. Poraste li apscisa tocke na takvoj jednoj tangenti,
ordinata ée se totke umanjiti, a to isto vrijedi i za tocke na

paraboli u blizini diralista. :
Otud zaklju¢ujemo, da

bismo obrnuto po predznaku
derivacije za izvjesnu vrijednost
varijable mogli zakljuéiti, da
li funkeija u okolini tog mjesta
zajedno s varijablom raste ili

opada.
I doista mozemo po sli-

kama 7.1 8. razabrati, da po-
stoji ovaj poucak:

Ako je derivacija funkcije

za nekw vrijednost varijable po-

Slika 7. gitivna, raste funkcija w okolini

te vrijednosti zajedno s varija-

blom. Ako je derivacija negativna, funkeija opada, kad varijabla raste.

‘

g

Slika 8.
Obrnuto mozemo reéi:
Mijenja Ui se funkcija na nekom mjestu w istom smislu kao
i varijabla, derivacija je funkecije na tom mjestu pozitivna. Deriva-
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cija je negativna, ako se funkcija mijenja u protivnom smislu nego
li varijabla. 1

§ 8. Ekstremne vri- y
jednosti funkeija. a) T

" Uotimo sada funkeiju,
koja neka je graficki pre-
docena krivuljom na slici ¥
9. Zamislimo li u poje-

dinim totkama te krivulje
povucene tangente, onda J%o y'>0
éemo po tome, da li tan-
genta s osju X zatvora Yj=0
siljat ili tupi kut, lako
razabrati, da li je deri- 0 B - X,
vacija »’ na odredenom :
mjestu pozitivna ili ne- Slika 9.

gativna.

Osobitu paznju iziskuju ona mjesta, u kojima je tangenta
paralelna s osju X. Kako je kut 2, Sto ga tangenta zatvora s osju
X, na takva mjestu jednak nuli, pa dakle i tga = 0, bit ¢ée na
tom mjestu i derivacija y* = 0.

Po slici razbiramo, da na tim mjestima funkecija dobiva
svoju mnajveéu ili najmanju vrijednost. Inale se to kaze, da
funkecija na takom mjestu poprima svoju ekstremnu vrijednost,
koja moze biti maksimum ili minimum.

Kad je funkeija graficki prikazana, ocito je, da maksimumu
odgovara ordinata, koja je veéa od susjednih ordinata s obje
strane.

Taka je na pr. na slici 9. ordinata, koja pripada apscisi z,.

Y-0

S

=
~
Q

Minimumu pak odgovara ordinata, koja je manja od susjednih
ordinata, kao to je na pr. ordinata, koja pripada apscisi z,.
b) Zadatak. Neka se odrede ekstremne vrijednosti dane funkcije.

Rjesenje. Zamislimo, da je ta funkeija grafi¢ki prikazana.
Ima li koja ordinata njezinih tocaka ekstremnu vrijednost, kao
sto su na gornjoj slici ordinate, koje odgovaraju apscisama 2z,
i z,, tangenta je u krajnjoj tocki takve ordinate paralelna s osju
X, No kako je kut priklona te tangente prema osi X jednak
nuli, to je tga = 0, dakle i ' = 0.
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Vrijednosti wvarijable x, za koje funkecija y moie poprimite
ekstremme vrijednosti, naéi éemo tako, da derivaciju te funkcije po-

stavimo jednakw nuli, pa jednadzbu y' = 0 ragrijesimo po x. .
Sad valja jos ispitati, da li svakom korijenu jednadzbe
y* = 0 uopce i pripada ekstremna vrijednost funkcije, pa ako °

pripada, da li je to maksimum ili minimum.

To se moze raspoznati po tome, kako se derivacija y' vlada
na mjestima, koja odgovaraju korijenima jednadzbe y’ = 0.
Pustimo 1i varijablu # da raste, funkcija ée u okolini maksi-
muma najprije rasti, a onda opadati. (Gledaj mjesto z; na sl. 9.)

Kod maksimuma derivacija prelazi od pozitivnih vrijednosti
kroz nulu na negativne vrijednosti.

Tako se isto s pomoéu posljednjeg poucka u § 7. uvje-
ravamo da:

Kod minimuma derivacija od mnegativnih vrijednosti prelazi
na pozitivne. - ‘

Uvjeri se o tome gledajuéi tangente krivulje u okolini
ekstremnih vrijednosti.

Primjer 1. yse="x% yi— 22.

Derivacija je jednaka nuli za # =— 0. Uz negativne vrije-
dnosti od z, t. j. takve da je x < 0, derivacija je negativna,
a za pozitivne, t. j. za # > 0, pozitivna je. Derivacija prelazi od
negativnih vrijednosti kroz nulu na pozitivne. Imamo dakle mi-
nimum.

Objasni to 1 ertnjom.

Primjer 2. y = 2> + 42+ 3, ¢y =2+ 4 =2 -} 2).

Jednadzba ¥’ = 2(z + 2) =0 ima korijen x = — 2. Za
x < — 2, derivacija je negativna, dok je uz -z > — 2 pozitivna.
Na mjestu # = — 2 ima funkcija najmanju vrijednost y = — 1.
Crtez!

Primjer 3. Broj 12 rastavi u takva dva sumanda, da njihov
produkt bude maksimum.

Ako je x prvi sumand, drugi je 12 — z. Njihov je produkt

g =212 — 2) = — 24 122, ;
a njegova derivacija
y = — 22 -} 12

Derivacija se ponistava za 2 = 6. Pokazi, da doista po-

stoji maksimum.
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Primjer 4. Kad je suma broja i njegove reciprocne vrije-
- dnosti najmanja ?
~ Oznacimo " li broj sa z, tad se ima odrediti minimum
funkeije
1
y =z -+ P
Njena je derivacija
y = % ’515_7
a ta je jednaka nuli za x = 1.
Uvjeri se i crtnjom, da je najmanja vrijednost one fun-
kcije y = 2. '
Nacrtaj pripadnu krivalju zbrajajuéi ordinate pravea y = x

i hiperbole y = ; :

Primjer 5. Iz pravokutna
komada kartona, koji je 8 em dug, 3
a 5 sirok, ima se naciniti otvo- L3
rena kutija, sa Sto veéim obuj- |
mom. R | (g-2x) *

Kutiju éemo naciniti tako,
da na uglovima odrezemo jednake
kvadrate sa stranicom #, pa onda Slika 10.
rubove previnemo. Baza je ku-
tije pravokutnik sa stranicama 8 — 2z, i 5 — 2z, visina joj je
z, pa je stoga obujam

y= 8 — 2x) (b — 2a)x,

(5-2x)

L
~—

ili
y = 4a® — 262% + 40z.
Derivacija je
: y' = 122* — 52z + 40.
Imamo najprije razrijesiti jednadzbu
122 — 522 + 40 = 0.

Korijeni su #; =1, z,= 3 %, stoga'mOZemo pisati

y=12@@ — 1) (x — 3-;).

Za vrijednosti # < 1 derivacija.je y' pozitivna, jer su ne-
gativna oba ona linearna faktora, u koje smo je rastavili. Za
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x > 1 derivacija je negativna, i to sve dok ne bude z > -3% Za

2, = 1 imamo dakle maksimum. Na uglovima kartona treba
odrezati kvadrate sa stranicom od 1 em. Dobivena je kutija
6 cm duga, 3 siroka i 1 visoka, a obujam joj je 18cm?®.

Druga vrijednost z, = 3% ne odgovara zadatku, jer z i

ne moze biti veéi od 2-3)— em, kad je karton Sirok 5cm.

Primjer 6. Zatvorena cilindri¢cna posuda treba da ima za-
dani volumen. Kako se moraju odrediti dimenzije posude, da
njena povrSina bude sto manja ?

Neka je « radijus baze, a v visina valjka. Obujam je zadan,
dakle =z% = ¢. Oznacimo li oplogje s y, tad je y = 2ma® - 2maw.
Uzmemo li » iz prvog izraza, pa uvrstimo u drugi, izade

2
y = 2mx? + ;c’
a otud je

2¢ 2n 2%
= Iy — — = dnx —
Y 5 7

- Stavi li se to jednako nuli, dobije se 2z = v.
Uz zadani volum cilin-
S dri¢ne posude ispane povrsina
najmanja, ako se visina uzme
jednaka dijametru baze. (Li-
mene posude za konzerve!)

Primjer 7. Uspravnom
F K kruznom stoscu neka se upise
valjak najveéeg volumena.
Presijecemo li stozac po
osi, dobijemo sliku 11. Vi-

o
: sina je stosecu v = C8S, a ra-
dijus baze » = AC. Visina
X b Ty s =9 i
i > = B valjka neka je CE =y, a ra

dijus baze CD = z. Najprije
Slika 11. ¢emo y izraziti s pomoéu z.
: 1z proporcije
20 US.—"AD : DF

ili riv =@ —-a)y
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izlazi
- _o(r — 2)
P TR
Stoga je volumen valjka
E iy s D R S L
V = ma?y — =z = bt (rz x8).

Kako su =, v i » konstantne velicine, poprimit ée ¥ maksi-
malnu vrijednost, kad funkcija 722 — 23 bude maksimum.

Derivacija je te funkcije 27z — 322, 1z jednadzbe 2z — 322 =

2 S
izlazi 2 =0 i 2 = ERE Samo se ova druga vrijednost moze
ovdje upotrijebiti. Uvrstimo li Je u nadeni izraz za y, izade

it
y—3'

D e ———



II. Odsjecak.

" Redovi ili progresije.

§ 9. Okjasnjenja. Niz brojeva, koji postaju po odredenome
nekom zakonu, zove se red ili progresija. Pojedini brojevi toga
niza zovu se clanovi reda.

Ako je svaki potonji ¢lan veéi od prethodnoga, kaze se, da
red raste, a u protivnom sluéaju, da pada. Red se zove konacan,
ako ima odredenu, ogranidenu mnozinu ¢lanova, a beskonacan,
kad ih ima neograni¢eno mnogo.

Kod opéenih se istrazivanja naznacéuju ¢lanovi reda jednim
istim slovom, kojemu se samo dometnu znamenke 1, 2, 3,. . -
One naznacuju, koje mjesto zauzimaju ti ¢lanovi u redu; zato
se i zovu mjesne kazaljke. Na pr. @y, G, gy - « + @ns + + Prvi
¢lan (a,) zove se i pocetni dlan, a n-ti ¢lan (@.), gdje n nazna-
¢uje kojigod prirodni broj, zove se i posljednji clan.

A. Aritmeti¢ki redovi.

§ 10. Objasnjenja. Red, u kojemu je razlika dvaju clanova,
koji dolaze jedan za drugim, stalan broj, zove se aritmeticki red.
Ona se razlika zove razlika aritmetickoga. reda i svagda se izra-
sunava tako, da se kojigod ¢lan odbije od ¢lana, koji za njim
dolazi.

Aritmeticki red raste ili opada, prema tomu, da li je raz-
lika pozitivna ili negativna. Na pr. 1,2, 3 ...110, 8, b Lo

§ 11. Formula za opéi élan. AKO SU @y, gy Ggy - -« Cn 5 + -
¢lanovi aritmetickoga reda s razlikom d, onda je

a, = a, + d, a,—a, +d=a +2d....,
dakle opceno
a4 = a, + (n— 1) d.
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U aritmetickom je redu »-ti ¢lan jednak sumi prvoga ¢lana
i razlike pomnozene s n — 1. Na pr.
1,88, . .coi==4 i _2, Op=14+2(n—1)=2n —1.
n-ti lihi broj prema tomu jest 2n — 1.
Dodatak. Ako su 4, B, C. D, E . . . tocke na praveu, kojih
apscise imadu vrijednosti @, a +d, a +2d, a -34d, . .., pa
prema tome ¢ine jedan aritmeti¢ki red (sl. 12.), onda i ordinate

¥

Slika 12.

¢ine aritmeticki red b, b4 3, b+ 23,54+ 33, ... Ako je na
pr. y=2xz -3 jednadzba pravca, pa se u nju stavi x2=4,5,6, 7..
onda se za y dobiju vrijednost 11, 13, 15, 17 . .

Obrnuto: Kad apscise i ordinate totaka ¢ine aritmeticke
redove, totke leze na praveu.

§ 12. Formula za sumu. a) Clanovi prirodnoga niza bro-
Jeva sacinjavaju aritmeticki red. Hoéemo li na pr. da zbrojimo
prvih deset brojeva toga niza, oznacit éemo tu sumu sa S10s PA
¢emo je napisati jednom u prirodnom redu, a drugi put obrnuto,
i zbrojiti:

sl°=1+2—§—3—}—4—{—5—|—6+7+8 + 9+ 10

4——10+9—}—8—|—7+6—}—'+4—|—3 + 2 —|— l
28, = 11+11+11+11—|—11+11—|—11—{—11 —{— 11—}—11
2 5,9 = 10. 11, 5,, =55 -

Ovdje vidimo, da stoje jedan pod drugim oni Elanovi, koji

su od krajeva jednako udaljeni, i da je njihova suma vazda 11. -
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To éemo noéenje primijeniti na to, da se odredi suma od »
prirodnih brojeva. Imat éemo:

G =1+2+43+4 ...+ @+ @—1)+n
SIS R ¢

95, — (- )+ 0+ D) (14 1)+ - (1) + O D+ (1)
2.8 = uin - 1), gﬂ=ﬁ(_”o)i__1).

b) Da odredimo sumu aritmetickoga reda, uzet ¢emo na
um, da svaka aritmeti¢ka progresija ima svojstvo, koje smo za-
pazili kod prirodnoga niza brojeva, da je suma clanova, koji su
od krajeva jednako udaljeni, stalna velicina. Neka je a, a,, ay, . . . . ax
aritmetitki red, koji se sastoji od % ¢lanova i u kojega je raz-
lika d; s, neka je zbroj svih ¢lanova. Suma prvog i posljednjeg
¢lana jest @, + @, Kako je drugi ¢lan a, + d, a pretposljednji
se moze pisati u obliku @, — d, vidimo, da je i njihova suma
a, |+ @n it Lde

Stoga éemo s, moéi pisati u obliku

S =0 + (@ + d) + (& + 2d) F . . .
i 1o+ 0 — 2a] &[4 + @ —1)d]
i ujedno o _ 4 4 (@ — d) + (@ — 2d) +. ..
L[ — (0 — 2 d] 4 [ — (0 — 1)d].
Kad se zbroje te dvije jednadzbe, dobije se
an = b (al + a’”)s
dakle i 8 = 20 + 1+ ad) ;

6—§— +Qn-—n(n—}—1)
5+ ...+ 20 — 1) = 2%,
d—|—5~9 14+3+56+T7=16itd.
Kako se to moze rijecima kazati?
Objasnite to i geometrijski slazuéi | - 3
jednaka kvadrata u kvadrat s dvostrukom
stranicom i t. d. (SI. 13.) Tim su naci-
nom s pomoéu gnomona veé Pitagorejci
izvodili kvadratne brojeve. Gnomon zvali
su lik, sto ostane od kvadrata, kad se u
- jednom uglu odreze manji kvadrat.
Slika 13. Dodatak. Ako je aritmeticki red od-
reden pocetnim ¢lanom @, diferencijom d i brojem ¢lanova #,

Primjeri. 2 + 4 4
1 + 3+
specijalno 14+ 3 =4, 1+
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onda se posljednji ¢lan @, i suma s, mogu izracunati s pomocu

formula
b= b= 1yd, e 2 )
S pomoéu tih formula mogu se i u svakom drugom sluéaju
od brojeva a,, a,, d, n, s, odrediti dva, kad su druga tri zadana.
Primjer. Koliko se ¢lanova aritmetitkoga reda 3, 7, 11 .
ima zbrojiti, da se za sumu dobije 210.
Rjesenje. :
01— Sy g5 Se s = Jo()]
a, =3 + (v — 1)4 = an — 1,

910 — %(am + 9) = %2 | m.
Iz jednadzbe n* | —Z—: 105 dobije se » = 10. Drugi se

korijen ne moze upotrijebiti. Ima se dakle zbrojiti 10 ¢lanova ;
posljednji je ¢lan a;, = 39.

§ 13. Interpolacija. Medu dva ¢lana a i b interpolirati
aritmeticki red od » ¢lanova, reéi ée odrediti » brojeva, koji za-
jedno s brojevima a i b &ine aritmeticki red, u kojemu je a
prvi, a b posljednji ¢lan. Neka je d, trazena diferencija reda,
koji treba interpolirati. Ako se a uzme za prvi ¢lan, onda je b
chlan (r 4 2)-gi, i tako je

b — a
b =a + (r + 1)d,, dakle d, = S iy
Stoga red glasi
20 — a) r(b — a)
a’a+z—|—1’a+r—}—*1’ a+Tab~

Napr.a =15 b =142 r=38; d = 27:9 = 3,

Dobije se dakle red 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42.

Dodaci. 1. S obzirom na dodatak u § 11. moze se inter-
polacija aritmetickoga reda geometrijskim putem ovako izvesti.
U pravokutnom koordinatnom sustavu istaknimo na osi X dvije
tocke 4, i B,, kojih se razmak moze uzeti po volji, te u njima
uzdignimo ordinate 4,4 — a i B,B = b. Razdijelimo li razmak
A,B; u r 4 1 jednakih dijelova, pa konstruiramo li u djelistima
ordmate pravea AB, mjerni bI‘OJeVl tih ordinata traZeni su éla-
novi interpoliranoga reda.

2. Interpolacija logaritama, kako je objasnjena u § 6. Ari-
tmetike za VI. razred, moZe se svesti na interpolaciju aritme-
tickoga reda. Uzmimo na pr.
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log 5020 = 0-70070
log 5021 = 0°70079
log 5022 =,0:70088

Ograni¢imo li se samo na 5 decimala, mozemo uzeti, da
ti logaritmi ¢ine aritmeticki red s diferencijom d = 0:00009.
Ako se izmedu dva uzastopna ¢lana interpolira 9 drugih, tad je
r =9, ad, = 000009:10 = 0000009. Prema tome je na pr.

log 50207 = 070070 + 7 - 0:000009 = 0-700764.

B. Geometrijski redovi.

§ 14. Objasnjenja. Red, u kojem je kvocijent dvaju bro-
jeva, sto jedan za drugim dolaze, stalan broj, zove se geometrijski
red. Stalni taj kvocijent zove se kvocijent geometrijskoga reda i
svagda se izratunava tako, da se kojigod clan podijeli pret-

-hodnim ¢lanom.
Geometrijski red sa samim pozitivnim ¢lanovima raste ili

opada, prema tomu, da li je kvocijent veéi ili’ manji od 1.

1 1 1
Nap1.1,2,4‘,8,....11,§, T 85
§ 15. Formula za opéi ¢élan. Ake su ay, @y, ay, . . . @s, . . .
¢lanoyi geometrijskoga reda s kvocijentom ¢, onda je

A= O ¢, A= @, 9 == a]q21 a, — az3q = aqqsv oy e
dakle opéeno
b == 080
Napr. 1,2 4,8,..., =1, g =2, ag= 2""1,
specijalno a;, = 211 = (2%)%. 22 = 512 - 4 = 2048.

Y # Dodatak. Ako se u jednadzbi
y = 2¢ (slika 14.) postavi redom
z= 0,1, 2, 3 ...za pripadne vri-

jednosti ordinata dobije se
y=1,24, 8... Tatke, kojima su to
koordinate, leze na specijalnoj ekspo-
__*_4/]/ nencijalnoj krivulji, kojoj je jednadzba
X5 249 0 t.¢ ~ y = 2= Podemo li pak od opéenije
Slika 14 jednadzbe y = a, ¢, koja takoder pri-
kazuje jednu eksponencijalnu kuvul;u,

onda éemo kao ordinate, koje pripadaju apscxsama z=0,1,2,3.

moéi graficki odrediti brojeve a,, a, ¢, a, ¢% @ q°
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§ 16. Formula za sumu. Ako je @, pocetni ¢lan, a ¢ kvo-
cijent geometrijskoga reda s n c¢lanova, suma s, predocena je

izrazom
Ss=a +a g+ ... +a ¢ 24a ¢ L
Da dobijemo jednostavniji izraz, pomnozit éemo s, sa g,
pa od dobivenoga izraza odbiti prethodnu jednadzbu. Imamo
dakle ovakav postupak:
gsn=0q+a ¢*+...4+a ¢ '+aq
b=ty g sl e R e

qs,,——s,,_—_al aq* — Qy,

i (g —1)=uga (" — 1),
a odatle
dalpar B
8i=a, g
Na pr. o ,
1—{—%—}-4—}—...—1—29:“2:1 = 1023.
1 ()
1 ! 9
1—{"‘2“'{— I—‘— ...+?:‘ﬁ—_—
5 —

bll,
—2(1— 210)— 2 — 29 = 1@'

Kako bi se mogao taj ra¢un skratiti s pomoéu rezultata
u prethodnom primjeru?

Dodatak. Ako je geometrijski red odreden pocetnim ¢lanom
a,, kvocijentom ¢ i brojem ¢lanova n, onda. se posljednji ¢lan
a, i suma s, svih » ¢lanova mogu izracunati s pomoéu formula
g =1
q — e
S pomocu tih tormula mogu se i u svakom drugom slucaju
od brojeva a;, a,, g, n, s, odrediti dva, kad su druga tri zadana.
Primijetit nam je, da se pri tom u nekim slucajevima mora
rjesavati ili algebarska jednadzba, kojoj je stepen visi od 2, ili
pak transcendentna jednadzba.

Primjer. Poznat je pocetni ¢lan a,, posljednji ¢lan a, i kvo-
cijent ¢ geometrijskoga reda. Kolik je broj ¢lanova i kolika je
suma reda?

=0, " 1is,=a,-
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Rjesenje. U jednadzbi a, =@, ¢" ' nepoznat je samo n.
Logaritmiraju¢i dobije se
__log a, — log 4
. s g i
Nadena vrijednost mora biti pozitivan cio broj. Zasto?
Dalje se nade

" —1 aq—06 _ 6q— 0
— 1

s'll = al- = —
q

g—=4 g 1
§ 17. Beskonaéni geometrijski redovi. a) Prije svega
éemo na specijalnom geometrijskom redu od n ¢lanova

1 1 1 1
B8 LT g W

ispitati, kako se mijenja njegova suma s, kad » neprestano raste.
Kako je

vidimo, da suma s, raste podjedno s %, no da vazda ostaje
manja od 1. Diferencija

1 — s = o
moze se uciniti malena, kako se hoce, treba samo n uzeti dosta
veliko. Hoéemo li na pr. da ta diferencija bude manja od jedne
tisuénine, treba uzeti n = 10; za n = 20 ona je manja od jedne
milijuntine. Poradi toga je
lm s, = 1, za,n = o©

t. j. za n = oo suma s, ima granicu 1.

Jasno se to razbira i s pomoéu slike, na kojoj su ¢lanovi
prethodnoga niza zorno predoceni. Na odresku pravca 4 B, koji

)

A 3

PSS
-l
S|
&3

Slika 15.

ima duzinu 1, nanijet ¢emo od lijevoga kraja 4 najprije duzinu
%, onda L, zatim %i t. d. Svaki put nanesemo polovicu
prethodne duzine. Krajnja tocka duzine, sto smo je posljednju
nanijeli, ima od kraja B udaljenost jednaku upravo toj posljednjoj
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duzini. Sto vise ponavljamo taj postupak, to sve bliie dolazimo
tocki B, koje prekoraciti ne mozemo.

b) Objagnjenje. Kad se pusti da u kom redu bl‘OJ ¢lanova
‘neograniceno poraste, beskonaé¢ni red, koji tako nastaje, zove se
konvergentan, ako suma reda ima odredenu konatnu granicu. U
protivnom slu¢aju kaze se da je red divergentan. Prema lezultatu
izvedenom u tocki a) konverqentan je red

a broj 1. komu se suma s, neograni¢eno priblizava, kad broj

¢lanova neprestano raste, zove se suma beskonacnoga reda. To
pisemo ovako

§ —I— + 8 _T— R 1.
Simbolom - , koji dolazi iza pochedmega napisanoga

¢lana, naznaceno je, da se red prema svom zakonu tvorenja ima
zamisljati beskona¢no produzen. °*

Red 1 +2-+4+84...
.divergentan je, a granica je sume = oo. Divergentan je i red

1 —141—1 4.

jer mu se suma s,, kad » beskona&no poraste, ne priblizava ni-
kakvoj odredenoj granici.

¢) Poucak. Beskonacni je geometrijski red lLonvergentan, ako
je apsolutna vrijednost kvocijenta manja od 1.

Dokaz. Svedemo li izraz s, za sumu geometrijskoga reda '
na oblik ,
L b R a;,
BE’ l =g 2 T —\g

1 ;
o ostaje ne-

s“ — al . oS qll

pa pustimo li » neprestano da raste, minuend

promijenjen. Suptrahend priblizava se granici 0, jer je u njem
prvi faktor konstantan, dok drugi faktor t.j. ¢" beskrajno opada
prema nuli. U nauku o potencijama pokazano je naime, da
eksponencijalna funkecija, u kojoj je baza manja od 1, ima za
granicu nulu, kad eksponent besklaJno poraste. Ako se granica
od s, oznadi sa s, onda je

a'l
1—q :
Hocecar=Varicak, Aritmetika ea VIIL @ VIIL. razred. ‘ 3

i i



Stoga je uz receni uvjet beskonacni geometrijski red

a + 4 q + a9 + a,¢® 4.
konvergentan, i nJegOVa ie sum'1 dana onim izrazom za s.
1 |

b

-—J— -_— =
Na pr. 1+ 3 9—{—0)/—|— ., 7
3 .
1 .l 1 l 2
SEip DRa pEhEL. i
95 ¢ 3
P L+,

Dodatak. Ako je apsolutna vrijednest kvocijenta veca od I,
red je divergentan. Tad naime i apsolutna vrijednost opcega
¢lana s, = @, ¢" — ! naraste preko svake granice, kad n bes-
krajno poraste.

(d) Suma padajuéeg
i geometrijskog redamo-

G ze se lako i graficki pre-
£ " dociti. Nacrtajmo. du-

F zinu AB .= a,, pa to-
tkom A4 povucimo

¢ zraku A4S, koja s AB
/ D zatvora takav kut a,
da je tga = ¢g. Uzdi-
¥ gnimo onda u B oko-
) : ‘ micu, koja AS zgada
o4 , uC. Totkom B povu-
4 B £ 5 imo maku BS, koja
Slika 16. s okomicom B C za-
) tvora kut =«. Izmedn
te dvije zrake potegnimo pohgonalnu linijju ABCDEF . . ., kod
koje svake dvije susjedne stranice stoje jedna na drugoj okomito
Pojedine stranice te slomljene crte predocuju ¢lanove nageg geo-
metrijskog reda. I doista je
BC = AB tga = ayg,
g .— B tgg = ajg’
DE =GR T a1q3,

Zbroj prvihp Llanova tocra 1eda dan je zbrojem duzina
AF, 4 F\F. Duzina pak cijele one slomljene linije pledmuje
sumu beskonaénog reda. Zbroj s beskonaénog padajuceg geome-
trijskog reda predocen je duzinom A4S’ -+ S‘S.



Po slici razbiramo.. da je

A8 = AScosa, S§'S = ASsina,
pa je stoga

A8 + S8 = A8 (sina 4+ cosa).
Iz trokuta pak ABS izlazi

A8 : AB = sin(90° + a) : sin (90" — 24) = cosa : cos 24,

: @, coso.

stog 48 = -
g2 cos 22’ .

dakle
AS L g5 % cosa (sina 4 cosa) _ % cosa (sina + cos a) ]

' cos 20, cos®z — sin?o

alk a, cCosa o a4y o %
cos o — sina 1 — tga I — ¢

Dodatak. Da je 2 > 45°% t. j. ¢ = tga >> 1, zrake bi
AS i BS divergirale i pojedine stranice one slomljene linije bi-
vale bi sve veée. Izvedi crtez za taj slucaj, a i kad je a =459

§ 18. Primjena na periodske decimalne razlomke.
@) Svaki periodski decimalni razlomak predocuje jedan beskonaécni
geometrijski red, koji je konvergentan, jer je njegov kvocijent
manji od 1. Sumiranjem toga reda pretvara se periodski deci-

malni razlomak u obitan razlomak. Na pr.
2 L

O M Tt 1 873

15 T i __]— _— —_— = " ==

WB=wmtieT et 10'(l - 10) BT

e TS R g S 1

Whntmte T s ntpi(t- 1
e 9

T AN 95

b) Opéeno mogu se ti raéuni ovako izvesti. Ako se u disto
periodskom decimalnom razlomkw s p oznaci period, u kom ima

n znamenaka, onda je ; i 5
L S ARy I RS
10" 102 0 0B TR FO= e 10* 108" =

t. j. cisto periodski decimalni razlomak pretvori se u obitan
razlomak tako, da se za brojnik uzme period, a za nazivnik cio
broj napisan s toliko devetica, koliko znamenaka ima u periodu.

*
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¢) Ako ispred n-znamenkastoga perioda dolazi m deci-
mala, pa ako se sa v oznaci broj nac¢injen iz tih decimala, koje
se ne povraéaju, onda je ;

O e e P R e PUE
o iomr 10m+‘-’"+ s i T fonre (1 10n)
__”__l____P___(v-lo"—*-p)_@;

= lOm 10m (107. v 1) T 10m (10,; B 1)

Da se mjesovito periodski decimalni razlomal pretvori u obic¢an
razlomak, znamenkama ispred prvoga perioda pripisu se zna-
menke perioda i od tako dobivena cijelog broja odbiju se zna-
menke ispred prvog perioda. Ta je diferencija brojnik. Nazivnik
se sastoji iz toliko devetica, koliko znamenaka ima u periodu, i
onda toliko nula, koliko znamenaka ima ispred prvog perioda.

; 79 — 95 7
Na pr: 0472 — %ﬂ = % v %é.

§ 19. Interpolacija. Medu dva broja i b interpolirati geo-
metrijski red od » ¢lanova, re¢i ée odrediti » brojeva, koji za-
jedno s brojevima a i b tine geometrijski red, u kojem je «
prvi, a b posljednji ¢lan. Ako je dakle g, trazeni koli¢nik reda,

koji se ima interpolirati, onda je
r 4+ 1

1/
b=aq "t & = l/t;

Red glasi dakle
r+ 1 e

Tl i :
a, a ‘//I,'s a ‘/(b)2 1@ ‘/(0): b.
a a a .
Primjer. lzmedu brojeva n i 27 neka se interpolira geo-
metrijski red od 11 ¢lanova. ‘
Rjesenje. Tu je r = 11, dakle ¢; = ]12/9 Interpolirani je
red prema tome

12 12 12 12
n, n)/e, nl/22, nl/2,. .. n /24, 2n.
Tim je rijesena zadaca iz teorije muzike, da se interval od
-jedne oktave uvrstavanjem od 11 tonova rastavi na 12 jednakih
intervala. (Jednoli¢na temperatura.)



C. Druge vrste redova.

§ 20. Zbroj kvadrati prirodnih brojeva. Ako se u je-
dnadzbu
(a—,—1)3=a"—}-3a-—f—3a+1
stavi po redu a = 1,2, . . . », onda izade
95— 18 L 3, 12+3 R
33 =2343.92213 .24 1,

(n + 1)3_—_123 + 3n2+4 3n 4 1.

Ako se zbroji ovih n jednadzbi i ako se odmah izostave
elanovi 2% 3% .. . #% koji dolaze s obje strane znaka jedna-
kosti, dobije se
m+1)P=1431*+2°+...+n) L 3(1 L2+ veotn)+n

dakle
124224 ... 4 9= ; [(n+ 1) —1 — 3. "(")’_1)_ n]

=1z§'+22+ Z i n(n l_)i%i—})

10 1452,
3 ==13851

- Na pr. 1249224 ... +102 =

(§ 21.) Zbroj kuba prirednih brojeva. Ako se u jednadzbu
@a+1)=(@*+2a+41)>=0a* +40a®+ 644 4a |1
stavi po redu @ =1,2, . . . n, pa se tako dobivene jednadzbe
zbroje, doéi ¢e se s pomoéu formule izvedene u § 20. do ovoga

izraza:

15—;—:23—{—...—}—123:[71("_'—1) =(1-+243+...4n)
Na pr.
ALt Vi g s e, MM
1~f~>3T33+...T103=( : ):a.)-=3025.




III. Odsjecak.

Racéun sloZenih kamata i racun renti.

¢ 22. Formula za sloZene kamate. Kaze se da je glavnica
ulozena na sloene kamate, ako se kamate krajem svake godine
{ili uopée svaki put, kad plode odredeno vrijeme) kapitaliziraju,
t. j. priklapaju glavnici, tako da i one nose kamate:

Primjer. Glavnica od 2000 K ulozena je 4 godine uz 4%/
na slozene kamate. Na koji iznos ona tim naraste, ako se kamate
kapitaliziraju krajem svake godine. .

Rjesenje. Direktnim ra¢unom nade se kao vrijednost glav-
nice na kraju .

1.'g0dine 2000 + 9—010((')0—4 = 2080 K,
9. ., . 2080 + &fgoi — 21632 K,
8, 91632 Q—mf’(')%;{ — 9219T3 K.
Lo, emers 20T % _gssoe K

Trazena je konaéna vrijednost dakle 2339-72 K, dok bi se
wz jednostavne kamate dobilo 2000 A — 4.80 K — 2320 K.

Takvi se racuni mogu znatno prikratiti, ako se isti zadatak
113eé1 u opéim brojevima, -pa se u rezultat opéenoga racuna
uvrste posebne vrijednosti. U zamrsenim sluéajevima moze se
jedino na taj naéin i raditi. Opéeni zadatak glasi ovako: :

Glavnica ¢ ulozena je m godina uz pY/, na slozene kamate,
tako, da se kamate krajem svake godine kapitaliziraju. Na koji
iznos narast ée glavnica do kraja n-te godine?
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" Rjesenje. Za godinu dana naraste glavnica na iznos

czﬂ_k( L)_‘
A BT Bt S LA T e

gdje je zarad kratkoée postavljeno 1 —I—%O = ¢.. Taj se broj

zove kamatni faktor, te naznatuje vrijednost; na koju jedinica
glavnice naraste uslijed jednogodisnjih kamata. Suma glavnice i
jednogodisnjih kamata dobije se tako, da se glavnica pomnozi
kamatnim faktorom. '

Druge godine ulozena je na slozene kamate glavnica ¢ g,
koja do konca druge godine naraste na cq-gq = cq®

Tre¢ée godine ulozena je glavnica ¢g¢® koja do kraja te
godine postigne vrijednost ¢¢% ¢ = ¢q® i t. d. ‘

Oznaci li se sa ¢, konacna vrijednost glavnice iza n godina,
onda je '

== (D

Konacna vrijednost glavnice ulozene » godina na slozene
kamate uz godisnje kapitaliziranje, jednaka je produktu pocetne
vrijednosti glavnice s m-tom potencijom kamatnoga faktora.

Pocetna vrijednost glavnice i njezine konacne vrijednosti
iza 1, 2, 3, . . . n godina, t j. vrijednosti <

oA gl ogh s eyt
¢ine geometiijski red s pocetnim ¢tlanom ¢ i kvocijentom g¢.
Konacna vrijednost iza n-te godine (n 4+ 1)-vi je ¢lan toga reda.

l. Primjer. ¢ = 2000, p = 4, n = 4. (Vidi primjer u po-
¢etku ovoga paragrafa.) '
4
100

log ¢, = log 2000 4 4 log 104
= 330103 -+ 4.001703 = 3:36915 -
¢, = 2339°63.

Buduéi da se kod takvih racuna- logaritam kamatnoga
faktora mnozi s eksponentom, mnozi se i pogrjeska, koja potjece
otuda, &to je logaritam nepotpun broj, pa. je stoga rezultat pri-
litcno netocan. Da se postigne veéa tocnost upotrebljava se ta-
blica, u kojoj su logaritmi kamatnih faktora dani sa vise od 5

Kako je ¢ = 1 | = 104, to je ¢, = 2000 - 1-04*.
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decimala. Za vrijedrfost,i od p, koje se najcesée upotrebljavaju
evo ovdje takve@tablice na 7 decimala:

l P q log ¢
i 2 1-02 0.0086002 :
.25 1:025 00107239
3 gl o 2 103 | 00128372
‘ 4 104 | 00170333
It . 1:05 00211893
j 6 106 0-0253059

|
| |

2, Primjer. Na koju svotu naraste 360 K uz 5°, za 12
godina r*)

Rjesenje. , _- 360, p — W n = 12. =
X ¢s = 360 - 1:05'2 | = 64550 K.

§ 23. Dalji zadaci o raéunu sloZenih kamata. «) Iz je-
dnadzbe ¢, = ¢ ¢" moZe se osim ¢, izradunati i svaka druga od

tri veli¢ine ¢, g (pa stoga i p, jer je ¢ = 1 - ig(i) kol R0

ostale zadane. Veli¢ina ¢ zove se sadasnja vrijednost glavnice ¢,
To je dakle iznos, koji uloZzen n» godina na slozene kamate,
postigne iznos ¢, Vidimo da je ‘
Cu_
2 qn

Sadasnja vrijednost glavnice, koja dospijeva iza »# godina
nade se, ako se glavnica razdijeli n-tom potencijom kamatnoga

faktora. ‘ ‘
1. Primjer. Koju sadasnju’ vrijednost ima glavnica od 1000 K,

koja dospijeva iza 10 godina, ako se ra¢una 4°/, slozenih kamata.

o~

Rjesenje.
1000
T 1.04‘10 {
loge = 3 — 10 - 0017033 — 2:82967
' ¢ = 67557 K.

*) Ako se izrijekom inace ne odredi, nzimat éemo vazda godignje ka-
pitaliziranje kamata.
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2. Primjer. Uz koliko postotaka hilo je. 468 K ulozeno 7

godina na slozene kamate, ako su one postigle konatnu vri--
jednost 5953 K ?

Rjesenje. :
: loge, = loge |+ nlogg
g et log e, ;— log ¢
T 2-77483 :7:72'67025 By (2(7)558 001494
Liros. g i B

9

b) Kod izvodenja jednadzbe (I) uzimalo se n kao cio broj.
No ako je n = m -+ a, gdje m znali cio broj, a 2 pravi raz-
lomak, onda se u praksi za m godina obié¢no raunaju sloZene-
kamate, a za vrijeme o jednostavne kamate. Tako je

ap
o= o+ Gt —er (L + ). O

Kad bi se i u ovom slucaju primijenila jednadzba (I), ili
kad bi se upotrijebio — kako kazn — konformni kamatnjak, imali
hismo

Cn = Cqm + o — cqm L qg_ — cqm (1 + J.g())(/’

(b mJesto faktora 1 | 1 dogao bi faktor (1 —+ 100)a koji

se od onoga uopce samo malo razlikuje. Tako na pr. imamo.
Ay I

oy, ‘ 1 | 1 3 ‘
adip P 2 - 4 |
\
) 4 ) 09 03
e 101 | 102 103" |
¥ p \¢ o s :
(‘1 3 100) | 1:0099 1:0198 1:0298
i » |

Kad se izratunava p ili », valja upotrijebiti konformni ka-
matnjak, da racunanje bude “jednostavnije. Da to¢nost bude veéa,
moze se u posljednjem sluaju cio broj m raéunati po formuli
(), a razlomak =« po formuli (I).
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Primjer. -Za koliko ée se vremena podvostruciti ‘glavnica
ulozena uz 5° na sloZene kamate?
¢, =2¢ 2 = ¢ - 105", 105" = 2,
log 2 0:30103 L
= — = === £ 'Q() &y
log 105 00211s9 — |»206 godina
Da se dobije toc¢niji rezultat, moze se u tom slucaju
primijeniti formula (I). Iz prethodnoga ractuna izade najprije
m = l4. Zato je '
. N o h
9 — 1705 (1 + 55)
40 y
8 T — DR —— 0'293,
n = 14203 godina.
Prema tome se ova dva rezultata razlikuju vrlo neznatno.
¢) Ako se kamate priklapaju glavnici svakoga m-tog dijela
godine, onda je kona¢na vrijednost glavnice iza prve m-tine

cp . ) P
¢+ 16om = ¢ +A100m) bk

iza druge m-tine cq,? a iza n-te je ¢, = cg,". Sloga se formula
(I) moze primijeniti i u tom slucaju, samo treba pod » razumi-
jevati broj kamatnih rokova, a pod p kamate, sto ih od je-
dnoga kamatnog roka do drugog donese 100 jedinica glavnjce.
, U stedionicama, u bankama i t. d. kapitaliziraju se kamate

danas redovno svake po godine.
Primjer. Na koju ée svotu narasti 480 K uz 4%, za 12 go-
dina @) uz godisnje, ) uz polugodisnje kapitaliziranje kamata?

n

Rjesenje.
a) ¢, = 480 . 1-041 . b ¢, = 480 . 1-022
log 1:04 | 00170333 log 1:02 | 0-0086002
log 480 | 2:68124 log 480 | 268124
121log 1-04 | 0-20440 24log 102 | 0-20640
log ¢, | 2:88564 log ¢y, | 2:83764
"¢ = T68:50.K. ol T2 04K,

Dodatak. Formula (I) moze se primijeniti i na prirast sta-
novnika kojega veéeg grada ili koje Zemlje, na prirast drva u sumi
it. d, ako se samo s pravom smije uzimati, da je godisnji
prirast gotovo razmjeran s mnozinom, koju svaki put ve¢ imamo.
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~

DakaRo za rezultat se takvoga proracunavanja moze uzeti da
samo priblizno vrijedi.

(§ 24.) Neprekidno ukamacivanje. Konacna vrijednost
glavnice ulozene na slozene kamate zavisi o tom, u kojim se

razmacima kamate pribijaju glavnici. Tako na pr. jedinica gla-
vnice ulozena uz 4%/, naraste za godinu dana uz kapitaliziranje

a) godisnje .na 1+ T 1-04,

b) polugodisnje na {1 i 4.0 O 1-:0404,
DL 00

! 4
¢) cetvrtgodisnje na (1 -+ hhac ) = 10406,

4100
. 10 4 1B
@) mjesetno na (1 4 4 1—06) — 1-0407.

To nas vodi na pitanje, kako raste konac¢na vrijednost gla-
vnice, kad broj rokova, u kojima se kamate pribijaju glavnici,
neograni¢ceno poraste, dok sve drugo ostane isto. U tom slucaju
govori se o neprekidnom whkamacivanju. Da taj problem rijesimo,
radit ¢emo ovako:

Formula

”":C(1+m157n)

daje konacnu vrijednost glavnice ¢ iza n godina, kad se kamate

glavnici pribijaju svakog m-tog dijela godlne U tu éemo formulu
staviti

100m S L o
R 2, dakle m = 100 A tad je

i .

Ch=— C - I:( ]m (1

| sad valja odrediti granicu izraza ( ) , ako « zaje-

dno s m neograniceno poraste.

‘ ; s ;
Po samom se zadatku razbira, da taj izraz to vise raste.
gto .« biva vece, a razbira se to i direktnim izratunavanjem.
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Postavi li se na pr.

o — 1. tadg je (

I

19
)
ot

ph—0 cai ) +
a—'0 .,”(—{—

~ &€
Sto veée uzmemo z, to je veéi,izraz (1 -+ %) . No da taj

)
P (-3
)~

: 64 e

ol — 1\9\-—- —_—

izraz ne raste beskrajno, kad x biva sve veée i vece, nego da se
priblizava odredenoj granici uvjerit éemo se evo ovako:

Izrazi (1 - ; )£ i (1 — 1)— " teze istoj granici kad z

s . . .
neograni¢eno poraste. [ doista je

e EEE SREEE 1)‘“= | LAEEC
il ey ARE e

+
Poraste li # neogranic¢eno, faktor (l - *——) ima 1 za

granicu i tako vidimo da je

/ e &=
lim (1 — i) —_—lim(1+»[l1) za @ = ~.

Kako pak z — 1 raste neograni¢eno zajedno s x, svejedno
je. da li na desnoj strani prethodne jednadzbe pisemo x ili » —1,
pa je tako '

lim (1 - 1_ )— " — lim (l - f—)b za = co. (2)

Izraz (1 - L)_ i opada, kad » raste. Stavimo na pr.

J

© =2, tad je (1 — %)— _2=_ (%)v 2: 92 — 4,

b

— 3, tad je (1 — %) gor (?)_ T (%)3: %8?_ — 3375,
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Desni pak izraz u formuli (2), t. J. (1 o5 —i—)wvidjeli smo da
raste zajedno sa x. Kako pak oni imadu istu grani‘:u, priblizava
v . 2 ¥ . N # - . .
joj se izraz (1 - i) rastuéi, a (1 - %) opadajuéi. Zaje-

dnicka njihova granica lezi izmedu 2 i 4. Prava joj je vrijednost
9:71828 . . . Tako smo nasli relaciju

lim (1 + 1-) — 271898 . ..za z=occ. (3)
¢ <

Dobiveni broj od velike je vaznosti u visoj matematici, i
uzima se za bazu prirodn® logaritama. Zarad kratkoce biljezi
se taj broj slovom e, pa je tako

lim (1 — })t = ¢, Za X = 0 )

Formula (1) prijede tako u formulu
100
Cale—n0Ie i, B))

(§ 25.) Prirodna eksponencijalna funkeija. Kako svaka
jedinica glavnice nosi kamate, razbiramo, da ¢e glavnica tim vise
kamata donijeti, 8to je veéa. Tako je isto i prirast stanovnistva
neke zemlje tim veéi, to je hroj stanovnika veéi.

U dobro gojenoj Sumi prirast drvne mase proporcionalan
je s mnozinom drva u Sumi.

Organsko biée, koje se sastoji iz pojedinih stanica raste
tako. da svaka stanica sudjeluje kod stvaranja novih stanica.
Stoga je brzina, kojom organizam raste proporcionalna s veli-
¢inom, koju je organizam veé postigao. ,

Ugrije li se tijelo do razlicitih temperatura, mnozina topline,
koju ono isijeva na okolinu, bit ce to veéa, Sto je veéa njegova
temperatura.

U svim tim primjerima imamo posla s velicinom y, koja je
takva funkcija od #, da je brzina, kojom velicina y raste uz ra-
stuée z, svagda proporcionalna s vrijednosti, koju je funkcija y
ve¢ postigla. A kako je konacna vrijednost glavnice uz nepre-
kidno ukamacivanje odredena jednom eksponencijalnom fun-
keijom, zakljutujemo, da ¢ée i u onim ostalim slu¢ajevima zakon
pojava bit dan u obliku eksponencijalne funkeije s bazom e, na prs

Yy = cer?.
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Najjednostavniji je slucaj, kad je @ = 1, ¢ — 1 . ik
- Y = o
Ta se funkcija zove prirodna eksponencijalna funkcija. Gra-

ficki je predocena na slici 17. Eksponencijalna funkeija y — e—=
predoc¢ena je takoder na toj slici.

.0

Slika 17.

U prirodi ima dosta pojava, kojima je tok odreden ekspo-
nencijalnim zakenom. Tako na pr.:
I. Apsorpeija svjetlosti u homogenom sredstvu.
2. Opadanje atmosferskog tlaka s visinom.
3. Ohladivanje ugrijanog tijela.
4. Raspadanje radioaktivnih tvari.
U udzbeniku fizike potrazi te zakone!

§ 26. Formula za rentu. Godiinje ulaze se » K na slozene
kamate uz p%,, tako da od jedne uplate do druge vazda prode
godina dana. Iznos s,, na koji narastu svi ti obroci do vremena
posljednje isplate, dobije se, ako se zbroje konacne vrijednosti
iy Tey - « . ry svih obroka.

Kdko od prve uplate do n-te protece n — 1 godina, ko-
nacna je vrijednost prvog obroka
; o —ngt s,

Konaé¢na vrijednost drugog obroka jest

,‘2 == an - 2
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i t, d. Kona¢na vrijednost n-tog obroka sam je taj obrok, dakle je
Fot —1.
Otud izlazi
Su et e Mt A S et Py

25 )'(q"_l—%— q"ﬁ:_*_ qu,—if,_{_ A + 1),
pa je tako

-

o Al o e :
a,,-—r-q__l—. (1)

Ta se formula zove formula za rentu.

1. Primjer. Netko ulaze 16 godina na pocetku svake godine-
537 K uz 4°/, na slozene kamate. Koju vrijednost postignu ti
iznosi u vrijeme posljednje uplate ?

Rjesenje. Ovdje je »r = b37K, p = 4, n = 16.

«()4.16
$,, = 537 . %——1 = 13425 (1-041° — 1),
16 log 104 = 16 - 000170333 = 027253 = log 1'87296,
86 = 13425 - 0-87296 = 117195 K.

9. Primjer. Koji se iznos mora 10 godina na pocetku svake
godine ulagati na slozene kamate nuz 3-5%/,, da se na kraju 10-te
godine dobije 2000 K ?

Rjesenje. Ako se 10 godina ulaze iznos r na slozene ka-
mate uz kamatnjak ¢, vrijednost je tih iznosa u vrijeme posljednje
uplate (prema formuli II)

i {3 g
R e
g — 1
3 Taj se iznos jos ukamacuje tijekom 10-g‘0dine i tim naraste
L b
na r - omgr g = 2000.

Otud izlazi
e 2000 - 0035
(10351 — 1) 14035’
10log 1:035 = 10 - (00014940 = 0°14940 = log 1-4106,

oL 70
04106 . 10357
Rac¢unajuéi s logaritmima dobije se r = 16472 K.

3. Primjer. Koliko se puta mora 210 K na pocetku svake-
godine uloziti uz 4°/, na slozene kamate, ako se u vrijeme po--
sljednje uplate hoc¢e da postigne 4000 K2

@
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Rjesenje. U ovom se slucaju formula (II) ima razrijesiti
po n. Kdko je r = 210, s, == 4000, ¢ = 104, to je-

gt Bl o g 000Dy 7619,
_ log 17619 024574
M TTo@i0L . 0003 &

Buduéi da » ovdje znati mnozinu, pa prema tome mora
biti pozitivan cio broj, vidimo da se zadatak, kako je postavljen,

ne da rijesiti. Uzme 1li se » = 14, dobije se premalo, ako se
pak uzme n» = 15, onda se dobije previse. I doista je
1044 — 1 5 .
314 = 21(’ - W — 5640.9 L,
2 . 10415 — 1 e
: SIJ :- 910 . W‘ == 42()9'0 .K.

Petnaesti obrok morao bi se sniziti na 210 K — 205 K =5 K,
pa bi se onda u vrijeme uplate tog obroka, t j. na pocetku
petnaeste godine, dobilo to¢no 4000 K.

N 27. Slozeni zadaci. a) Koju sadasnju wvrijednost ima
renta, koja poclevsi odsada kroz n godina dospijeva na klaJu
svake godine u iznosu od » novéanih jedinica?

Rjesenje. Konaéna vrijednost svih renta n vrijeme zadnje
isplate, t. j. na kraju n-te godine jednaka je

-8
r- 7

Po formuli (I) dobit ée se sadasnja vrijednost & te svote,
ako se nadena konacna vrijednost podijeli s ¢"- Po tome je. dakle
ragel)

" @—1

Dodatak. Taj se izraz direkino dobije, ako se izracuna
sadasnja vrijednost svake isplate, pa se sve dobivene sadasnje
vrijednosti zbroje.

=Bt Wt o (g )
| A ol

(g w1

b=




49

Primjer. Neka se odredi sadasnja vrijednost rente od
godignjih 3000 K, koja kroz 20 godina dospijeva na kraju svake

godine. p = 4Y%,.
Rjesenje.
3000 (104 — 1) - 7500011911, _
b T 1-0420 % 004 S 1'0420 ety . ey 4‘0770 K.

20 log 104 = 20.00170334 = 034067 = log 2:1911,.

b) Netko ulozi glavnicu ¢ uz p°, na slozene kamate i
pocinjuéi godinu dana kasnije dodaje n godina svake godine
svotu ». Neka se izracuna konacéna vrijednost svih tih uplata u
vrijeme posljednje uplate.

Rjesenje. Na kraju n-te godine, jest ¢ ¢" konagna vrijednost

zll __—T konac¢na je vrijednost ostalih uplata.

Prema tomu je konatna vrijednost svega, sto je uplaceno

Wiy s
Sa=s Blgi—=n e e

glavnice ¢, a r-

¢) Netko ulozi glavnicu ¢ uz p/, na slozene kamate i po-
¢inju¢i godinu dana kasnije izvadi svake godine svotu ». Koliko
¢e ostati na kraju n-te godine?

Rjesenje. Analogno kao u prethodnom zadatku dobije se

T e i o
5 cq r gt
Diskusija. Ako se posljednja jednadzba svede na oblik
r r
e (c”q—_1)+q’,:‘1’
razabrat ¢e se, da s, ne ovisi o », t.j. da je konstantno, ako je
: = e i R d
c#q_ilhr—c‘(q 1) 100 "

Glavnica se ¢ dakle ne mijenja, ako se svake godine izvade
godisnje kamate glavnice c. Prema tomu, da li je » manje ili

veée od t. j. od godisnjih kamata glavnice ¢, rast ée gla-

cP
ma
vnica ili ¢ée se umanjivati. U prvom se naime slutaju vadi samo
jedan dio godisnjih kamata, a u drugom se slucaju uz kamate
vadi vazda i jedan dio glavnice. U ovom posljednjem sluaju
mora dakle naposljetku postati
8n =20 il 8 L 1y
Hocecar-Varicak, Aritmetika za VII. ¢ VIIIL razred. - 4
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jer kad n bez prestanka raste, moze g¢» prennsltl svaku kakogod

veliku vrijednost.
Ako se na pr. dug ¢ ima otplatiti ili amor tzzuaz‘z s n go-

disnjih obroénih otplata (anuiteta), koje se pocinju godinu dana

. kasnije, onda mora biti
q-n - 1

g —1
a odatle se moze izracunati ¢, » ili n.

Do istoga se rezultata dode, ako se uzme na um, da 41)103 -
sadasnjih vrijednosti svih obro¢nih otplata mora biti jednak gla-

vniei e.
Primjer. Neka opéina uzme zajam od 250.000 K. pa ga

hoée da otplati u 15 godina jednakim obrocima, koji dospijevaju
na kraju svake godine. Ixohk je anuitet? p = 49/

Gl — =0,

RJesenJe
¢q (g — 1) 250000 - {-0415. 004

gt AT S
15 log 1'04 = 025550 = log 1-:30096.
10000 1-0415 & o0
0-80096 g :
U otplatnoj osnovi naznaceno je za prve éetiri godine, koliko
“od anuiteta ide na kamate, a koliko na otplatu glavnice. U po-
sljednjem stupcu unesen je ostatak duga na kraju svake crodme.

‘Otplatna osnova.

- = 22484'7 ‘ >
: g ostatak duga

Iza » godina |
==

: Emate l otplata glavnice \

| 100000 K | 124847 K | 9375153 K
| 93006 , | 129841 , | 224531-2 , |
| 89812 , . ] 135035 , | 2110277 , |
} 8441-1 -, ) 140436 , | 1969841 , |

= W =

Pogrjeska, sto nastane poradi netotnosti posljednjih zname-
naka u tim brojevima, moze se izravnati tako, da se posljednji
anuitet izmijeni kako treba. :

d) Kolik bi iznos « morao tkogod kroz m godina ulagati na
kraju svake godine na slozene kamate uz 1%, da time osigura
sebi rentu 7, koja bi pocela teéi £ godina iza posljednje uplate,
a trajala bhi » godina?
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Rjesenje. Konaina vrijednost svih uplata u vrijeme po-
sljednje uplate t. j. na kraju m-te godine iznosi.

gl b 1
e 4q —,
a ta kroz k slijede¢ih godina naraste na iznos
b b, RSy
T P i q-.

U isto vrijeme stane te¢i renta. Njezina je sadasnja vri-
jednost izracunata za to vrijeme
) _’-1" — 1
g o e .
{ L) g
Zato mora biti
.qm__l‘k_" qn_l
S W e PR o
a odatle se dobije
» (qn Bl oY 1)

G/ At
Dodaci. 1. Kadsto je dobro, da se kod takvih zadaca ro-
kovi dospjetka predoce na brojnoj erti.
Po slici 18 razbiramo: ako 7 obroka dospije u razmacima
od jedne godine, onda je od prvog dospjetka do posljednjeg

o=

—-‘-'!

r r r i r r
! 'l 1 R 1 ]
1) ' 1 v T L

t 2 %3 ] 5 6

Slika 18. i 19.

. proteklo 6 godina. Uopée ako u razmacima od jedne godine do-

spije n obroka, onda od prvog dospjetka do posljednjeg pro-
tece » — 1 godina. Slika 19 odgovara pretpostavkama zadatka d).

2. U takvim se slucajevima smije ono, sto se dalo i sto se
primilo, izjednacivati samo onda, ako se oboje izracuna: za isti
rok. Kod toga je svejedno, koji se rok uzme, jer ako su neke
vrijednosti u kojegod doba jednake, bit ¢e one jednake i u svako
drugo doba. Izuzetak nastaje samo tada, kad se uplate ukama-

¢uju uz druge postotke negoli isplate.
£



IV. Odsjecalk.

Pojam odredenog integrals.

§ 45. PovrSina pravokutnog trokuta. «) Da objasnimo
metodu, kojom se uopée mogu odredivati povrsine omedene
krivim linijama, uzet éemo najprije zadatak, kod koga rezultat
veé unaprijed znamo :

Nek se odredi povrSina pravokutnoga trokuta s katetama
2= 04 iy = AB.

Duzinu OA, koju smo uzeli da pada u apscisnu os, razdi-
jelit éemo na n jednakih dijelova

OA; = A, = A Ay —. ... = “:T
: - Djelistima povuéi éemo-

Y paralele s AB, dok ne presi-
B jeku hipotenuzu OB. Zatim
¢emo naciniti pravokutnike,
od kojih prvi jednim svojim
uglom izlaze malko izvan
trokuta OAB, dok drugi
ostaju sasvim u trokutu.
Prvih pravokutnika, za koje

PaREENnel o G X 6emo reéi da su opisani-

A A AAAA pravolutnici, ima n na broju,
dok wupisanih ima n — 1.
Slika 20. Na slici je prvih 6, a dru-

gih 5.,

Suma povrsina upisanih pravokutnika ocito je manja od
povrsine trokuta, a suma opisanih veéa je. Diferencija tih suma
jednaka je sumi onih » malenih pravokutnika, koji su nanizani
po dijagonali OB. Kad bismo svaki taj maleni pravokutnik po-
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maknuli paralelno s -osju X, dok™me dode do stranice 4B, svi
bi oni zajedno upravo ispunili posljednji opisani pravokutnik.

Diferencija sume opisanih i sume upisanih pravokutnika
jednaka je posljednjem opisanom pravokutniku. Ta se diferencija
moze uc¢initi malena kako hoéemo, ako se samo n uzme dosta
veliko. Sto je veée m, to su manje baze onih pravokutnika, pa
dakle i baza posljednjeg opisanog pravokutnika. Ma koliko bilo
‘n, povrsina trokuta lezi vazda izmedu sume opisanih i sume
upisanih pravokutnika. Jedna i druga suma odreduju priblizno
povrsinu trokuta, i to tim tocnije, sto je veée n. Te sume imadu
povréinu trokuta za granicu.

Sve to zakljucili smo gledajuéi sliku 20, a sad éemo to sve
formulama preciznije izraziti.

R e e
b) Baza svakoga pravokutnika ima duzinu 2 Visine su pak

njihove
Y T L % ny i
gy te | Fow ;J Ys = 7;/, e Yn =;J=y- Zasto?

Prema tome je suma povrsina upisanih pravokutnika

_ay  2ay 48 S.U (n — 1)y
= T T, Flere n? J
dok je suma opisanih .
S AL Qxy Say L onzy 4
Sn = -3 g —{—nz Ly

Te se sume dadu pisati i ovako:

s,;:ﬂ_,(1+2+3+...+n—1),
S, = )(1 3+ ...+ n).

U okruglim zagxadama imamo prirodne brojeve, koji ¢ine
aritmeticku progresiju, pa ih mozemo lako zbrojiti. Tako na-
lazimo da je

o4 n(n — l)Jy g nn -+ 1)y
0 2 n? gl 2n? ! 8
ili

A n— 1Yoy xj_ei( i i)

2n 2 n

_ 4+ Yy oy 1)
By _T(l+~n’

|

2n



54 y ; : %
ﬁzme li se n vrlo veliko, 1 — % il -+ 711— “vrlo se malo
raz]ikuj;l od 1. U tom se slucaju s, 1 S, vrlo malo razlikuju od
%. Poradi toga je
) lim: s, = lim _S,, = any, zZa n — oo,

a to je, kako veé¢ znamo, povrsina pravokutnog trokuta OAB.
Lako se vidi, da je diferencija onih suma

: z
‘Sn TSR ’J .
n
Ta se diferencija moze uciniti po volji malena; treba samo

n-uzeti dosta veliko. A to nam kaze, da je
lim (S, — s.) = 0, za n = oo,

Kako je dakle svejedno, da li /podemo od s, ili S,., jer na
granici dobijemo istu vrijednost, bit ée dosta da se odredi samo
jedna od tih suma, na pr. S,. Za nju éemo dati jos jedan
drugi oblik.

¢) Oznacimo li n-ti dio od OA4 t. j. ";7 sa Az, bazaje‘sva-
kog onog pravokutnika Az, a visine su im ordinate, koje pripa-
daju pojedinim djelistima. Povrsina je ma kog opisanog pravo-

kutnika jednaka produktu pripadne ordinate y i baze Ao 73
sumu svih tih pravokutnika dobijemo izraz

N

koji mozemo kraée pisati ovako

Metodu, koju smo ovdje objasnili, primijenit éemo sad na
ajedan slucaj, gdje nam rezultat jos nije poznat.

§ 46. Povrsina parabole. a) Uzmimo sad parabolu, kojoj
je jednadzba
AL A
pa pokusajmo odrediti povrsinu, koja je omedena osju X, lukom
parabole OB i ordinatom AB.
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Duzinu OA = « razdijelit cemo opet u n jednakih dijelova.
LLuku parabole OB opisat éemo i upisati pravokutnike, kao i
prije. Sumu povrsina opi- 5 4
sanih pravokutnika ozna-
¢it éemo sa S,, a upisa-
nih sa s,. Razlika je tih : ¢ B
suma jednaka sumi onih '
pravokutnika, kojima kroz
dva suprotna vrha pro-
lazi luk parabole. Poma- i
knemo li te pravokutnike :
paralelno s osju X do |
ordinate AB, ispunit ée
oni onaj posljednji naj-
veci opisani pravokutnik.
Otud razbiramo, da je di-
ferencija onih dviju suma
jednaka povrSini poslje-
dnjega opisanog pravo-

1

kutnika. Na slici je uzeto 7 5y U | L
7 — D, no ako uzrnemo 0 AAAAA e
7 dosta veliko, mozemo Wi sl

udiniti, da taj posljednji Slika 21.

opisani pravokutnik bude
po volji malen. Kad n raste. priblizavaju se sume S, i s, povr-
3ini, koju trazimo. :

b) Apscise totaka 4,, 4, 4;, ... 4, = A jesu
& A 3w ne
e e e T B
n n n
Prema jednadzbi parabole, bit ¢e ordinate totaka B, B,,... B
22 dz? Gz? n?x? .
!/Izn—za .l/:::;zf_)vy:}:nz""y": n2=x‘

Te ordinate visine su onih pravokutnika, koji svi imadu
bazu Ax o Na slici su upisana 4 pravokutnika, a opisanih
je 5. U opéenom slutaju kad je » ma kolik, ima n — 1 uplsan ,
i » opisanih pravokutnika. Razlika medu sumom opisanih i upi- V

~ sanih pravokutnika jednaka je povrini posljednjega opisanog
pravokutnika.



Kako je njegova baza % a visina «? vidimo da je
S — 8 = i
: n
Kad se uzme n dosta veliko, moze se ta diferencija uciniti
po volji malena, pa stoga vidimo, da je trazena povrsina doista
zajedni¢ka granica onih dviju suma. Stoga ée biti’ dosta, da
razmotrimo samo jednu od njih, recimo S,

Liako razbiramo, da je

3 3 Qg 43 2 36
: 3 4 x 9 & 02 %
_ ey ahigle - —
‘S" nd + ' n3 + n;} + RS 0 | 73 1y
.L'3

= S0 +4+9+...+ 0=
=, L+ 2243+ ...+ n)

U §<u 20. izvedena je formula za zbroj kvadrata prirodnih
brojeva. Tamo je odreden izraz

2 22 S il X4 e
l—}—?-{—d—l—...—{—n_g 1—2 6
Poradi toga moze se pisati

&3 (nd n n
5, % (§ Tog T E’)’

n 3

w

ili
B il 28

S TR T

Sto je veéi m, to su manje vrijednosti drugoga i treéega

razlomka, koji ima » u nazivniku. Po tom se vidi, da je
3
lim Su == \L3’ Za n — oo,

a kako je prema jednadzbi parabole #> = y, moze se to jos
pisati '

HmuS, — 1_31 Za n = co.
Povrsina OAB jednaka je treéini pravokutnika OAB(. Kako
je povrsina toga pravokutnika = z y, izlazi da je povrsina P,
omedena  ordinatnom osi, lukom parabole i paralelom BC prema
apseisnoj osi jednaka '

itz 8,

@ re
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¢) Sumu opisanih pravokutnika mozemo predoéiti i 1 ovomny
obliku : ]

n
S, =y :Ax+ ¥y Az + .. - Yn TN 3 YN W)
i A |
jer svi clanovi te sume imadu oblik y - Ax, a to se s obzirom
na jednadzbu parabole moze pisati

n
S = B a2 - A
AR

/g —m §

§ 47. Odredeni integl"ul._ Pustimo li u prethodnoj sumi
da n bude sve vecée i veée, tako da A w biva sve manje i manje,
granica, kojoj se S. sve vige priblizava, biljezi se simbolicki:
snakom odredenoga integrala

. pdr i |a*do
‘l’) ‘0 ;
Taj integral odreduje povrdinu omédenu lukom parabole,
osju X i ordinatom y, koja pripada apscisi . Prema rezultatu,
sto smo ga za tu povrsinu prije nasli, mozemo pisati

<L
»

. &
2adr =75

(H

W e

.O
Znak integralaJ za lim S; uveo je Leibniz godine 1675.

Taj je znak rastegnuto slovo S. Naziv ,Integral“ uveo je Jakov
Bernoulli god. 1690. Brojevi 0 i r, sto su pripisani uz donji i
gornji kraj toga znaka zovu se gramice integrala. Napose se kaze, -
da je O domja gramicu, a x gornja.

Ogledajmo sada povrsinu sadrzanu medu lukom parabole

y = «% osju X i ordinatama AC i BD, koje pripadaju apsci-
sama a i b. Kako je (Vidi sliku na str. 58.)

Il' bs ' u.. as

OBD = | 22da = 37 0AC =J 2 dy = 3

.
0 £ 0







V. Odsjecak..

Nauk o kombinacijama. Binomni poucak.

§ 28. Objasnjenja. Kombinirati (u Sirem znatenju) reéi ce
gadane stvari ili znakove redati po nekom pravilu jedne uz druge
ili ih spajati u grupe. koje imaju odreden sastav. Stvari ili znael,
koji se kombiniraju, zovu se elementi; jedni se od drugih razli-
kuju samo mjestom, Sto ga zauzimaju u poc¢etnom rasporedu.
Elementi se oznatuju ili slovima u azbuénom redu, ili jednim
istim slovom, kojemu se dadu razlicite mjesne kazaljke, ili pak
samim nijesnim kazaljkama, t. j. brojevima prirodnoga niza bro-

jeva. Na pr. a, b, ¢, . . .5 @y, Gy gy - - 3 1A kL Atk
Od dva elementa onaj se zove visi (miZi), koji u pocetnom
rasporedu dolazi kasnije (ranije). Ako je na pr. a bie. =L po-

cetni raspored, onda je element b visi od a, a nizi od ¢. Ako
se naprotiv dva elementa ne trebaju ni¢im razlikovati, onda su
oni jednaki, pa se naznatuju istim slovom ili istom kazaljkom.
Svaka se grupa elemenata zove kompleksija, a u specijalnim
slucajevima permutacija, kombinacija (0 uzem znacenju) ili vari-
jacija. Od dvije kompleksije ona se zove visa, koja na prvom
mjestu ima visi element, ili ako su'u obje kompleksije na prvih
/: mjesta elementi jednako poredani, onda je ona visa, kcja na
(k - 1)-vom mjestu ima visi element. Tako je na pr. bac
vise od abe, abdc vise od abed it d. Elementi u poc¢etnom
rasporedu ¢ine najnizu kompleksiju, u protivnom pak rasporedu
najvisu. Zato je abed majniza, a de b a najviga kompleksija
elemenata a. b, ¢, d. :

A. Permutacije.

§ 29, Objasnjenja. Permutirati dva elementa ili njih vise
reéi ée zadane elemente u svakom rasporedu spajati u komple-
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ksije tako, da svaka kompleksija sadrzava sve zadane elemente.
Pojedine kompleksije sviju elemenata zovu se permutacije, jer se
one iz kojegod kompleksije elemenata, na pr. iz najnize, mogu
izvesti uzastopnim premjestanjem elemenata. Po svezi, u kojoj
dolazi, moze se vazda razabrati, da li se pad izrazom - »permu-
tacija“ ima razumijevati simo premjestanje ili rezultat toga pre-
mjestanja.

Broj svih permutacija od = razli¢itih elemenata oznacuje
se s P (n). Ako izmedu n elemenata imade r medu sobom
jednakih, dok su svi ostali razliciti, onda se s P, (»n) oznacuje
taj broj. P, , (n) neka znaci, da se izmedu »n elemenata nalaze
dvije grupe od » i od s jednakih elemenata, dok su ostali ele-
menti razli¢iti. 1 t. d.

S 30. Permutacije nejednakih elemenata.

a) Jedan jedini element ne &ini kompleksije, dakle ni per-
mutacije. No da se rasiri podruZje, u kojem imadu vrijediti for-
mule, sto éemo ih poslije izvesti, govori se o permutaciji i kod

Jednoga elementa, pa se uzima, da je P (1) = 1.
b) Dva elementa a i b daju dvije permutacije, naime ab i b a.
Dakle je PN = 2% 1 12

¢) Permutacije triju elemenata nadu se tako, da se elementu
a pripoje permutacije elemenata b i ¢, elementu b permutacije
od @ i ¢ i naposljetku elementu ¢ permutacije od a i b.
abe acb; bace, bea; cab, ¢b a.
Dakle je P8) = 3.- P (8) = 1 - 258
d) Uopce je
P@=1-2-3....n=nl
ako se umnozak 1. 2.3... n oznaci sn! (Gitaj: n faktorijela).
Ako ta jednadzba postoji za kojugod vrijednost od », mora ona
postojati i za vrijednost, koja je za 1 veéa. Ako se naime permu-
tacije od » + 1 elemenata tako razdijele u » - 1 grupu, da
u istu grupu dodu permutacije s istim elementom na prvom
mjestu, onda ée u svaku grupu doéi toliko permutacija, koliko
permutacija daje preostalih » elemenata.
Odatle izlazi
Pn+ 1) =(mn-+1). P®)
=1.8.8...00+ 1)=Ht1)!
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Vidjeli smo, da taj zakon wrijedi za » — 4, dakle ée vri-
jediti i za » = 5 i t. d.

Broj permutaciji od n nejednakih elemenata jednak je wmnosku
prirodnil brojeva od 1 do. n.

Na pr. S istih pet znamenaka 1, 2, 3, 4, 5 moze se napi-
sati 120 razli¢itih peteroznamenkastih dekadskih brojeva, jer je
Sl i R L)

Zadatak. Od elemenata a, b, ¢, d, e nek se nacine sve
permutacije i to u leksikografskom®) poretku, t. j. tako da iza
svake permutacije dodu same vise permutacije.

Rjesenje. Najprije dodu permutacije s elementom @ na
prvom mjestu; zatim permutacije, koje imaju & na prvom mjestu
i t. d. Svaki od tih pet razdjela sadrzava 4! permutacija; toliko
je naime permutacija, koje se mogu naciniti iz ona 4 elementa,
sto dolaze iza prvoga. U prvom razdjelu dodu najprije permu-
tacije, koje imadu b na. drugom mjestu, onda ¢ i t. d. Svaki od
tih podrazdjela sadrzava 3! permutacija, jer iza prva dva ele-
menta, moraju preostala tri doéi u svim moguéim permutacijama
1ot

Na taj se nacin dobiju slijedeée permutacije, od kojih éemo
samo neke ovdje ispisati, jer ih ima previse.

T e o T OF e Yl -ie
asabs=0l5es g bEgviciend
bdisc e b Givdsgase
b i elie bia -dcoe: ¢
b.ne et b. aeclid
b6 e d ¢ bigelsd e
a b

Ako se elementi oznace mjesnim kazaljkama 1, 2, 3, ..
pa ako se permutacije shvate kao dekadski brojevi, leksikografski
je poredak postignut onda, kad su br0]e\71 poredani po velicini.

#) Taj naziv potjeée otuda, 3to se takav pore:iak primjenjuje u rje-
¢nicima.
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Primjer. Za 4 elementa 1, 2, 3, 4 dobijemo ove permu-
tacue

1234 241 3 4. 312 4 4123
12 4.3 2143 3142 4.1 3 2
1324 2314 3214 4213
1342 2341 32141 42 31
1423 984 1,3 3412 4312
143 2 2431 3421 4321,

Primjer. U leksikografskom se poretku imade odrediti 54.
permutacija elemenata a, 0, ¢, d, e. S a se pocinju 4! = 24
permutacije, a isto toliko s . Trazena permutacija ide daklen -
onu grupu, koja ima ¢ na prvom mjestu i u kojoj je cabde
prva permutacija. Prema tomu treba jos odrediti 6. permutaciju
elemenata a, b, d, e. Kako se 3! = 6 ovih permutacija pocinje
s a i kako je a ¢ d b posljednja od njih, to je ca e d b trazena
permutacija.

B. Kombinacije.

§ 31. Objasnjenja. Kad se grade permutacije od »n eleme-
nata mora se vazda svih n elemenata skupiti u kompleksiju;
" pojedine permutacije razlikuju se izmedu sebe samo poretkom
elemenata. Sad éemo uzeti, da se izmedu »n elemenata izluci njih
manje, recimo », pa da se skupe u kompleksiju. Taj se postupak
zove kombiniranje, a dobiveni spojevi zovu se kombinacije r-toga
razreda od n elemenata. U kombinacijama ne gleda se na poredak
elemenata, pa se stoga elementi obiéno napisu u priradnom
poretku.

Kombinacije 1., 2., 3., 4. i 5 razreda zovu se takoder uni-
one, ambe, terne, kvaterne i kvinterne.

§ 32. Kombinacije nejednakih elemenata. «) Kombinaci-
. jama prvoga razreda ili unionama imamo drzati same elemente.
Oznac¢imo li broj kombinacija »-toga razxeda od » elemenata sa
K, (n), onda je .
e
< b) Kombinacije drugoga razreda ili ambe dobiju se tako,
da se svaki elemgnt spoji sa svakim elementom, koji je od
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‘ njega visi,. Na pr. Iz elemenata a, b, ¢, d, e dobije se ovih
10 amba: '
ab. ac, ad, ae,
be, bd, be,
cd, ¢g,
de.

Da se odredi K, (n) t. j. broj amba od % elemenata, spojit
éemo svaki element sa svakim ,drug'm, pa c¢emo time dobiti
n(e — 1) ambu. No pri tom se svaka amba dobije dva put;
amba bd na pr. dobije se, ako se spoji bsad i dsab. Trazeni
je broj dakle polovina produkta n(n — 1), t. j.

K, (n) = nm —1)

1.2
* O ispravnosti tog zaklju¢ka uvjeri se na ambama iz eleme-.-
nata a, b, ¢, d, e.

¢) Sve kombinacije trecega razreda ili terne dobiju se tako,
da se najprije nacine sve ambe, pa se onda svakoj ambi pripoji
svaki element, koji je visi od onih, $to se U njoj nalaze. Iz ele-
menata «, b, ¢, d, ¢ dobije se prema tome ovih 10 terna:

abe, abd, abe; acd, ace; ade;
bed, Abce; bde;
L ede.

Da izratunamo K, (1) postupat éemo nesto drukéije.*Spojit
éemo naime svaku ambu sa svakim elementom, koji u ambi ne
dolazi, pa tim dobijemo K, (n) - (n — 2) terne. No kod tog izade
svaka terna po tri-puta - bde na pr. dobije se spojivsi bd sa e,
be sa d i de sa b. Stoga je _

K,(n)-(n — 2) nn — 1) (n — 2)

Mo ) = 3 i AP

d) Kombinacije r-toga razreda dobiju se tako; da se svakoj
kombinaciji (r — 1)-voga razreda pripoji svaki element, koji je
visi od onih, to-se nalaze u kombinaeiji.

Da se izraéuna K,(n) izirijenit éemo to pravilo tako, da se
svaka kombinacija (r — 1)-voga razreda ima spojiti sa svakim ele-
mentom, koji u njoj ne dolazi. Tako se dobije K, _; (n)- (n —» + 1)
kombinacija, i.to svaka od njih » puta. Stoga je
K,_1(m-m—r4 1)

T

K, (n) =




A

Za r = 4, 5, . . . dobije se otud '
Ry A o % e
x5, (s T ) i" 3) _ nn 11) '(1; ' 3_? in 3)
K;(n) = el .5(’2— LIt
o nnun—1) (n—2) (o —3) (» — 4)
: o TR T R L ~
i uopce - .
K () — n(n 1) (n ) (n r + 1)‘

r!

Primjeri. -Od 5 elemenata dobije se

K, {B) = ,?F_g*; = 10 terna,
.39
K, (5) = ?——3) : 3 '4 — b kvaterna,
5 9
K, (6) = ?%,3;;; = 1 kvinterna.

A vise kombinacije ne mogu se graditi od 5 elemenata.

§ 33. Svojstva binomnih koeficijenata. @) lzrazi sto smo
ih nasli za K, (n), K, (), K, (n) . .. zovu se binomni koefi-
cijentis jer dolaze kao koeficijenti, kad se razvija m-ta potencija
koga binoma (kao &to éemo vidjeti n § 34). Redovno se ti izrazi

/

oznacuju s (71‘), (Z_)l), (g) . . . (citaj: » nad .1, » nad 2, » nad
3. . ..). Opéeno se K, (n) oznacuje s (:L) Prema tome je
(n) on el = ) (e 1))
Bfee =t 1 D e A

Taj je izraz samo prividno razlomak, jer on naznacuje
mnozinu, (naime broj kombinacija r-toga razreda od = ele-
menata), pa zato mora biti jednak nekome cijelom broju. Brojnik
i nazivnik su umnogei od » faktora, koji se u brojniku pocinju
s n i postupno bivaju za 1 manji; u nazivniku pak pocinju se
s 1 i postupno za 1 rastu. Odatle izlazi, da je zbroj prvih fa-
ktora u brojniku i nazivniku isto tolik, kolik i zbroj drugih,
treéih 1 t. d.



b) Lako se nade da je

b) = 5= () = 5
(sh=lfie =
Opéeno: (f) — (niv)

n) n(n~1)...'(n——1-+1).

Dokaz: Znamo, da je (7. — .

dakle je

Pomnozi li se brojnik i nazivnik tog razlomka s (n — 7)!, pa
skrati li se onda s r!, dobije se :

(n)_ n! _n(n—i)...(r—]—l)_(n

v} rtm—rn)! (» — n)! s "—V)'

To nam kazuje, da se od n elemenata moze nadiniti isto
toliko kombinacija prvog razreda, koliko i kombinacija (n — 1)-vog
razreda, pa onda kombinacija drugog razreda koliko i (n — 2)-goga
E i -

O ispravnosti tog stavka mozemo se uvjeriti i ovim raz-
matranjem: Nacinimo na pr. od elemenata a, b, ¢, d, e, f, sve
kvaterne i pored svake kvaterne napisimo ona dva elementa,
sto u njoj ne dalaze. Na desnoj strani crte, koja g

dijeli ambe od kvaterna, imat éemo tad sve P
; abecer d f
ambe elemenata a, b, ¢, d, ¢, f. Tako ¢ée na pr.
e abef| de
amba ad do¢i uz kvaternu becef, amba be uz 15 0 s
kvaternu a ¢ df i t. d. Ima dakle isto toliko it
S 2 E G abdf| c-e
amba, koliko i kvaterna. Opéeno moze se redi, abef a
da od n elemenata ima toliko isto kombinacija g
r-toga, kao i (» — r)-toga razreda.
Primjer.

(2) mozemo najlakse ovako odrediti :

8 8 8.7
(6) fes (9) IEH DY e i

¢) Lako se razbira, da je

9 9 9.8.7 9.
(3) e (4) =5 1-2.3 it 123
9 s BT 6 10,9 :8 <7 10
= 1-2-3(1+T) e o S B e (4)'

Holevar-Varicak, Aritmetika za VII. i VIIL. razred. 5

S]]
w| 3
g e}
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2 + ) =

nw—1)...08—1r+ 2 .[H_n—r%—l]:

e TR iy — 1) r
_n(n—l)...(n—r+2)-(n+l)

T : RS o, e
_(n+1)n(n—1)...(n—r+9)
TRID P IR | TRA i

(£ + Gy C1 8

Do te formule mozemo doéiiovim razmatranjem, kod koga
éemo za osnov uzeti specijalni slucaj, sto je ¢as prije bio ras-
pravljen: Od elemenata 1, 9,3, ...9 10 moZe se naciniti

(140) kvaterna. Medu njima ih je (2), koje u sebi ne saerav.aju
“element 10. Kvaterna pak s elementom 10 ima toliko, koliko se

od elemenata 1, 2, 3, ... 9 moZe naciniti terna, t. j. (g)

() = @) + G)

C. Binomni poutak za cijele pozitivne eksponente.

Stoga je

§ 34. Objasnjenje i dokaz. Pod binommim se pouckom ra-
zumijeva jednadzba, kojom se n-ta potencija binoma izrazuje
potencijama obaju ¢lanova. Time su dakle posveopéeni specijalni
slucajevi:

(a+b)2=a2+2ab+b2,
(@ + b)® = a® 4 3a®b + 3ab® 4 b

Da izvedemo trazenu jednadzbu, izvest ¢emo najprije produkt

@+B)@+b)@+b)...@a+0) (P
pa u rezultatu postaviti b, = by=,..=ba=0. Po pravilu
o mnoZenju dvaju polinoma izlazi, da se produkt od z polinoma
moze dobiti tako, da se jedan d&lan prvoga faktora u svim mo-
guéim spojevima pomnozi s jednim ¢lanom drugoga, trecega, ...
n-toga faktora, a dobiveni produkti zbroje.
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Ako se u svakom faktoru produkta (P) uzme najprije prvi
¢lan, dobije se a*. Kako tu ne dolazi b, razbiramo, da ée g* biti
¢lan i u razvidbi izraza (@ - b)~.

Pomnozi li se onda u svim moguéim spojevima drugi ¢lan
jednoga faktora s prvim ¢lanom ostalih faktora, za sumu ¢e se
dobiti

a1 (b + b+ ...+ ba);
ako su pak svi b izmedu sebe jednaki, izade
i Sl (712) a® =t

Pomnoze li se zatim u svim moguéim spojevima drugi ¢la-
novi dvaju faktora s prvim ¢lanovima preostalih, za sumu ¢e
se dobiti

'a"“2(b,b2—i—b1b3+...—l—b,,_lb,,). :

U zagradi stoje ovdje sve ambe brojeva b, by, . . . b,.

Stoga ée ta suma, ako se uzme da su svi b jednaki, prije¢i u

ar—2. (g) L (g ar—2 b2,

Produzujuéi tako dobit ée se napokon

@+ o =a+ (]) e-10 4 (3) 2024 ... o,
Ta se formula zove binomni poucak za pozitivne, cijele ekspo-
nente. Glasoviti matematik i prirodoslovac Isak Newton pokazao
Je, da ta formula vrijedi i za razlomljene eksponente.
Primjeri.
1+ 2)5=1 4+ (5) AL (5)x2+ (5)x8+ (5) 2t 4 o —
i 2 3 4
=1 + 52 4 102® 4 102% | 5z¢ -+ 28
(6 — b)* = at — (%) a’®h + (;) a*b? — (g) ab® 4 bt =
= a* — 4a% 4 6a%® — dab® | B,

: sl 6\
Peti ¢lan u razvidbi (§ — 2) izgleda ovako:

(9).(1)5.(2)4_9-8-7-6 @ b Tehp
4 3 Al Bn8 4 88 BT e
§ 35. Diskusija. Kad se n-ta potencija binoma a + b

razvije po binomnom poucku, dobije se n - 1 ¢lan. Ti se &la-
*
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novi dadu poredati padajuéi po potenéijama od a i ujedno ra-
stu¢i po potencijama od b. Zbroj eksponenata od a i b usvakom
je ¢lanu = n. Koeficijenti ¢lanova zovu se kako smo veé spo-

menuli u § 33.a) binomni koeficijenti; oni su oblika (':f), t. j. svi
imaju za gornju kazaljku =, a za donju eksponent od b. To vri-
jedi i za prvi ¢lan, ako se samo odredi, da (3) ima znadtiti je-

dinicu. Opéi je dakle oblik svih ¢lanova

() s

n-toj potenciji pripadaju binomni koeficijenti

) () € Gt (20 )

Dva binomna koeficijenta, koji su od krajeva toga reda
jednako daleko, medu sobom su jednaki, jer je

(0) - (20) 6

Na to treba paziti kod izratunavanja binomnih koeficijenata.

Dva binomna koeficijenta n-te potencije, koji dolaze jedan
za drugim, daju za zbroj jedan binomni koeficijent (n | 1)-ve
potencije (§ 33, ¢). Na tome se osniva izracunavanje binomnih
koeficijenata u , Pascalovu Trokutu®.

Buduéi da je (@ +b)°=1i(a+b)'=a -+ b, to nultoj
i prvoj potenciji pripadaju koeficijenti 1, pa 11i 1. Onda dolaze
binomni koeficijenti 2., 3., 4., 5., . . . potencije. Izastavivsi prvi
i posljednji koeficijent, koji su jednaki 1, mogu se ti koeficijent;
izracunati zbrajajuéi dva najbliza koeficijenta, koji stoje povrh
njih. (Pascal, 1623.—1662.).

To odredivanje binomnih koeficijenata nadeno je u ostalom
i u jednom kineskom spisu iz godine 1303.

Cim se razlikuje razvidba izraza (a —+ b)" od (@ —b"?



V1. Odsjecak.

Racun vjerojatnosti.

A. Osnovni pojmovi raduna vjerojatnosti.

§ 36. Matemati¢ka vjerojatnost dogadaja. U rasunu vjero-
jatnosti radi se o slucajnim dogadajima, t. j. o takvima, kojima
su uzroci nepoznatl ili pak tako zanfrseni, da se unaprijed ne da
nista reéi. Neka se na pr. u Zari nalazi vise kuglica, koje su raz-
litito bojadisane, ali inace sasvim jednake. Ako ne gledamo u
zaru, pa hoéemo izvuéi kuglicu izvjesne boje, recimo bijelu, po
obitcnom migljenju uspjeh stoji do slu¢aja. A uza zadani broj
kuglica to je vjerojatniji, §to vise ima bijelih kuglica, uza zadan
pak broj bijelih kuglica uspjeh je to vjerojatniji, sto je manji broj
svih kuglicas S time se podudara evo ova definicija, koja je temelJ
racunu vjerojatnosti.

Ako ima m slucajeva, u kojima se neki dogadaj moze zbiti
1 medu njima p slu¢ajeva, Sto su dogadaju povoljni, onda je
matematicka vjerojatnost v, da ¢e se taj dogadaj zbiti, jednaka
broju slu¢ajeva povoljnih, razdijeljenom s- bIOJem svih moguéih
slucajeva, t. j. »

v = L
m

Kod toga se uzima, da su svi slucajevi, sto mogu nastupiti,
podjednako moguéi. Znacenje te pretpostavke razabrat éemo iz
ovih primjera. : '

1. Primjer. Kolika je vjerojatnost, da ée se jednom kockom
baciti broj 6°? ,

Moguéih sluéajeva ima Sest, a postavljenom zahtjevu odgo-

vara samo 1 slu¢aj. Stoga je traZena vjerojatnost v — % To
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se ne ima tako shvatiti, kao da u Sest hitaca mora jedamput
pasti broj 6. No iskustvo pokazuje, da u vrlo velikom broju hi-
taca, na Sest njih dolazi jedan s-brojem 6. (Vidi dalje u 4. do-
datku.)

Moguéi su sluéajevi tu podjednako moguéi, ako je kocka
pravilna oblika i ako joj je teziste u sredini. Da je to tako,
uzimat ¢éemo kod svakog zadatka o kockama. Nijesu li te pret-
postavke ispunjene, onda se o prethodnom zadatku ne moze
dati racun. '

2. Primjer. Ako su u zari 3 bijele, 9 crvenih i 12 crnih
kuglica, onda je vjerojatnost, da ée se izvuéi bijela kuglica,
= :qu e , vjerojatnost, da ée se izvuéi crvena kuglica,
9
24
s

3. Primjer. Kolika je vjerojatnost, da ¢ée se s dvije kocke
baciti svota 6°? ‘

Svaki broj jedne kocke moze pasti zajedno sa svakim brojem
druge. Po tome je m = 62= 36 t. j. s dvije kocke moze se
baciti 36 razlicitih hitaca. Povoljni su pak slugajevi: 1, 5; 2, 4;

, a vjerojatnost, da ée se izvuéi crna kuglica,

ro| = oo wo 00|~

3, 3; 4, 2; 5, 1. Prema tomu je p—51iv = g%.

4. Primjer. Kolika je vjerojatnost, da se izmedu 5 izvugenih
brojeva male lutrije, koja se sastoji od 90 brojeva, nalazi neka
izvjesna terna?

Moguéi slucajevi sve su kvinterne od 90 elemenata.

Po tome je m = (950 ) Povoljﬁi su slu¢ajevi one kvinterne,
koje sadrzavaju onu izvjesnu ternu, Buduéi da uza tu ternu moze

do¢i svaka amba preostalih 87 brojeva, to je p = (827), dakle
__(87)_(90)__87.86 1.2.38%. 8 1

e 5 1 .92 '90.89.88.87.86  11748°

Dodaci. 1. Ako je p = 0, onda je i ¥ = 0. Vjerojatnost
nemogudega dogadaja jednaka je 0.

2. Ako je p = m, onda je v = 1. Ako je dakle dogadaj
siguran, njegova je vjerojatnost jednaka 1.
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3. U svim ostalim slu¢ajevima vjerojatnost je neki pravi
razlomak. Kaze se, da je dogadaj nevjerojatan, dvojben ili vjero-
gl 1.

Jatan, kako je veé v < %, s g ii »> i

4. Po definiciji, sto smo je gore dali, moze se vjerojatnost
kojega dogadaja izratunati samo onda, kad je poznat broj po-
~ v6ljnih kao i broj svih moguéih slucajeva, ili kad se bar moze
odrediti omjer tih dvaju brojeva. Takva se vjerojatnost zove
vjerojatnost a priori. Ako se nasuprot nadine mnogi pokusi, koji
mogu dovesti do nekoga dogadaja, pa se broj slu¢ajeva, u ko-
jima je taj dogadaj nastao, podijeli brojem svih pokusa, onda
se taj koli¢nik zove wjerojatnost a posteriori. Kad se. za koji do-
gadaj mogu odrediti obje te vrste vjerojatnosti, orda se razlika
medu njima moze naéiniti po volji malena, ako se samo broj
pokusa uzme dosta velik. Taj stavak, koji je dokazao Jakow
Bernoulli (1654.—1705.) i koji je potvrden mnogim iskustvom,
zove se zakon velikih brojeva. Ako se pravilno izradena kocka
baci vrlo mnogo puta, pa ako se broj sluéajeva, u kojima je
bacen 1, podijeli brojem svih hitacda, onda je granica toga ko-

licnika %, kad broj pokusi neprestano raste.

§ 37. Protivna vjerojatnost. Vjerojatnost, da se neki do-
gadaj ne ¢ée dogoditi, zove se takoder protivna vjerojatnost toga
dogadaja.

Zbroj wjerojatnosti i protivne vjerojatnosti istoga dogadaja
Jednak je 1.

Dokaz. Ako nekome dogadaju pripada m moguéih i p po-
voljnih slutajeva, onda ima m — p slucajeva, koji su povoljni
tomu, da se dogadaj ne ée zbiti. Prema tomu Jje protivna vjero-
jatnost

o _p — _ £ - —_— ; ‘ =
ey = 1 v, dakle v 4+ v 1.

1. Primjer. Oklade se dva igraca. 4 dobija ako s jednom
kockom baci broj 6, ako pak ne baci, onda dobija B. Vjero-
jatnost da ée dobiti 4 jest %, a % da ¢e dobiti B. Stoga i
njihovi ulosci treba jedan prema drugom da stoje kao 1 : 5,
ako se hoée, da nijednom ne bude krivo. Kad bi se naime ta

v’:
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oklada mnogo puta (recimo 10.000 ‘puta) ponovila, po ,zakonu
velikih brojeva* smije se opravdano uzimati, da ¢ée B gotovo
pet puta cesée dobijati, negoli 4.

9. Primjer. Izratunaj vjerojatnost da ée se dvjema ko-
ckama baciti svota veéa od 3.

Tu ée bit dobro, da se najprije izratuna protivna vjero-
jatnost. Buduéi samo tri hica (1, 13 1, 2; 2, 1) ne daju svotu
veéu od 3, a svih moguéih slucajeva ima 36, ta je
e el CREREY. LU
T 12k 12 i1

§ 38. Totalna vjprojatnost. Uzmimo ovaj zadatak: U zari
nalazi se 5 bijelih, 3 frvene, 4 plave i 8 zelenih kuglica. Kolika
je vjerojatmost, da ce fe iz Zare izvuéi jedna bojadisana kuglica?

Rjesenje. U svemfima 20 kuglica ; od tih je 37-|— 44+ 8=15

bojadisano. Stoga je ®aZena vjerojatnost v = 58 Oznaéi li se

UI

s v, vy vy Vjerojatnoft, da ée se izvuéi ervena, bijela ili zelena
kuglica, tad je
3 1% - 8

30 %2 = 90’ " dakle je v = v; + v, + 5

Vo= 3=é—0—’

Prema tome je vjerojatnost, da ce se izvuéi bojadisana
kuglica, jednaka sumi vjerojatnosti da ¢ée biti izvucena crvena,
plava ili zelena kuglica.

Posveopéujuéi taj rezultat, re¢i ¢emo ovako: Moze li do-

‘gadaj D nastupiti samo tako, da se zbude koji od dogadaja D

D,, . . . D, koji iskljucuju jedan drugoga, i kojima pripadaju
vjerojatnosti vy, vy, . « . ¥r tad je vjerojatnost » dogadaja D dana

formulom e
V=10 + v+ ...+ U
Oznati li se naime s p;, Py - - - Pr Droj slu¢ajeva, §to su
povoljni dogadaju D, Dy, . . . D, a s m broj svih moguéih

sluéajeva, tad je p; 4 py + - - - -+ pr broj slucajeva, koji su
povoljni tome da se zbude uopée ma koji od dogadaja D,
D,, . .. D, Stoga je vjerojatnost dogadaja D dana izrazom

potpt. .t :
v:1+ = Bir = v, + o4+ v

v se zove totalna vjerojatnost dogadaja D. Ona je jednaka
sumi par¢ijalnih vjerojatnosti v, vy, . . . ¥r dogadaja Dy, D, ... Dy,
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pretpostavivsi samo, da ti dogadaji iskljuéuju jedan drugi i da
oni obuhvaéaju sve slucajeve, u kojima D nastupiti moze. Taj
¢emo uvjet objasniti ovim primjerom:

[zmedu brojeva 1, 2, . . . 90 izvace se u lutriji jedan. Nek
se odredi vjerojatnost, da izvuceni broj ne ée biti djeljiv ni s 2
ni s 3. . ;

Od brojeva 1 do 90 ima ih 45, koji su djeljivi's 2, i 45,
koji nijesu djeljivi s 2. Dakle je v, = i;—; = % Medu istim
brojevima ima ih 30, koji su djeljivi s 3, a 60 koji nijesu. Da

2
izvuceni broj nije djeljiv s 3 vjerojatnost je-», — 90 — 3
Kad bi se vjerojatnost da izvuceni broj ne ée biti djeljiv ni s 2
ni s 3, isla racunati iz jednadzbe v = v, + w,, izaslo biv > 1,
sto je otito nemoguce. To potjece otuda, sto dogodaji D, i D,
(nedjeljivost s 2 i s 3) ne iskljutuju jedan drugi. Broj 5 na
pr. nije djeljiv ni s 2, a ni s-3.

Ispravan postupak bio bi ovakav: Izmedu brojeva 1 do 90
ima ih 45, koji su djeljivi s 2, i 30, koji su djeljivi s 3. U sumi
45 + 30 dvostruko su racunati oni brojevi, koji su djeljivi i
s 2is 3t J, koji sudjeljivi sa 6. Tih bréjeva ima 15. Pa stoga
je 45 + 30 — 15 = 60 brojeva, koji su djeljivi ili s 2.ili s 3, ili
pak i s 2 i s 3. Preostane dakle 90 — 60 = 30 brojeva, koji

i : 30 1
& 59 A s 3 Zite RRe L
nijesu djeljivi ni s 2 ni s 3. Zato je v 90 3

§ 39. SloZena vjerojatnost. Iz igre karata s 32 karte i iz
druge s 52 karte izvute se po jedna karta. I\Ohka je vjero-
jatnost, da ¢ée to biti dva kralja?

Jednako moguéih sluajeva ima 32. a2,,3e1 se svaka karta
iz prve igre moZze sastati sa svakom kartom iz druge. Na isti se
nac¢in moze obrazloziti, da povoljnih slucajeva ima 4.4. Dakle je

Likbe 00
e a8 T B8 T e
ako je s v, i s v, oznadena vjerojatnost, da ée iz prve, doti¢no
iz druge igre bit izvucen jedan kralj.
. Opéeno: Uzmimo dva dogadaja D,, i D,, koji ne zavise
jedan o drugome i kojima pripadaju vjerojatnosti
P . %, 0o

Wy i== 1 Uy — :
m, : my
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Da ée se ta dva dogadaja zajedno ili pak jedan za drugim
dogoditi, za to ima m, m, moguéih i p, p, povoljnih slucajeva.
Svaki moguéi slutaj jednoga dogadaja, moze se naime sastati sa
svakim moguéim sluéajem drugoga dogadaja, a tako isto svaki
povoljni slucaj jednoga sa svakim povoljnim slu¢ajem drugoga.
Po tome je slozena vjerojatnost, da ée se zajedno ili jedan za
drugim zbiti oba ta dogadaja

D Po.
1):]———1]221)

Vy.
1 =2
ny my

Analogno se nade vjerojatnost

g = ot

da ée se zajedno ili jedan za drugim dogoditi dogadaji D,,
D,, . . . D,, koji ne zavise jedni o drugima i kojima pripadaju
vjerojatnosti v, v,, . . | U

Takva vjerojatnost zove se sloena vjerojatnost.
Na pr. Vjerojatnost, da ¢e se jednom kockom baciti broj

1 jednaka je —(1)— Stoga je vjerojatnost, da ¢ée se jednom kockom

LA LY B
baciti broj 1, dva puta za redom = PR 317'; Isto je tolika
vjerojatnost, da ¢ée se dvjema kockama baciti 1, 1.

Dodaci. 1. Vjerojatnost, da ¢e se dogadaj, kojemu je vjero-

jatnost », ponoviti 7-puta, jednaka je v". Dakle je vjerojatnost da ée
i 1a°
se jednim noveem 5 puta za redom baciti L glavad =— (—2—) = 316

9. Formula v = v, vy . . . v, vrijedi i onda, kad se imaju
ili zajedno dogoditi ili jedan za diugim do¢i dogadaji, koji jedan
o drugom zavise, samo treba vjerojatnost drugoga i svakoga
slijedeéeg dogadaja uzeti onako, kakva je, kad su se veé zbili
prethodni dogadaji.

Na pr. Kolika je vjerojatnost, da ée se iz zare, u kojoj su
3 bijele i 7 drukéije bojadisanih kuglica, tri puta redom izvuéi
bijela kuglica, ako se izvucene kuglice ne bacaju natrag u zaru?

Vjerojatnost, da ée se prvi put izvuéi bijela kuglica, jest
=— 1% Ako se uzme, da je prvi pokusaj uspio, onda ée u zari
biti jos 9 kuglica, i medu njima dvije bijele. Vjerojatnost,-da ¢e
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9
se drugi put izvuéi bijela kuglica, jest dakle — —-. Analogno ¢e

&
kod treega pokusaja biti vjerojatnost — % Odgovor dakle glasi

Kt AR
1027908 120°

§ 40. Matemati¢ka nada. Pod matematickom nadom dobitka
razumijeva se umnozak ocekivana dobitka i vjerojatnosti, da ée
nam taj dobitak zapasti. Analogno se pod matematickim strahom
od gubitka razumijeva umnozak gubitka, kojega se bojimo, i
vjerojatnosti, da ¢e nas on zadesiti Te nam definicije ¢ine
mogucim, da neke stavke raduna vjerojatnosti svedemo na je

dnostavan oblik, kako se razbira iz slijedeéih primjera.

1. Primjer. A4 proda n sreéaka, od kojih samo jedna
dobija. Ako je dobitak — %, a cijena sreéke — z, kad proda

sve srecke ne ée A niti Sta dobiti ni izgubiti, ako je 2 =

Sk

Da ée dobiti tko kupi jednu sreéku, za to je vjerojatnost v = —,

pa se stoga moze pisati x = k v.

Uz uéinjene pretpostavke mora cgena srecke biti jednaka
matematickoj nadi dobitka.

2. Primjer. A se kladi s B-om, da ¢e nastupiti neki do-
gadaj, a B protivno tvrdi. U kojem odnosaju moraju biti ulogci
2y 1 2, tih dvaju igracéa?

Kako smo veé prije rekli (§37.), pravedno je, da ulosci budu
proporcionalni s vjerojatnosti dobitka. Imadu li 4 i B vjero-
jatnosti v, i v, da ée dobiti, tad mora biti

@y By ==, s

A otud izlazi
: Ty = TV,
Budu¢i da 4 ima vjerojatnost v,, da ée dobiti B-ov ulozak

Zy, 1 buduéi da B ima vjerojatnost v,, da ée dobiti 4-ov ulozak

z;, posljednja se jednadzba moZe i ovako rije¢ima kazati: Uloske

treba tako odmjeriti, da matematicke nade obojice igrata budu

jednake.
Okladi li se na pr. 4ds B- -om, da ée on dvjema kockama

baciti dva jednaka broja, tad je v, = %, U — % Iznosi 1i ulo-
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7ak A-ov 12 K, ulozak B-ov treba da je 60 K, jer onda mate-
maticka nada svakog igraca iznosi 10 K.

3. Primjer. Da ¢e dobiti svotu ¢, imadu osobe L I ks
... A, redom vjerojatnosti v, v, . . . v, Kako se ima taj do-
bitak razdijeliti medu njih, ako se ne ée da teka, kako ¢e od-
luciti Zdrijeb ili kako ¢ée se svrsiti igra?

Pravedno je da dijelovi z,, #, . . . %, budu proporcionalni
s vjerojatnostima v, v, . . . v Tad je

"L_l—_i?_— _ﬂ_£1+$2+...+x,

0 v, vV, 0 V... U

A kako mozemo uzeti, da je suma brojeva povoljnih slu-
tajeva jednaka broju svih moguéih sluéajeva, mora biti

Z4 @+ ..+ T=c
vt =1

Stoga je
7, Zy oy
—_ = = =, . .= — e
Ul vV, V
ili
X = €V, Xy= CUy + . . Xy = CVn

t. j. dio svake osobe mora biti jednak njezinoj matematickoj

nadi. .
Napomena. U prethodnim smo zadacima po osjecaju prave-

dnosti uzimali, da dijelovi li ulosei moraju biti razmjerni s bro-
jevima povoljnih slucajeva. Ta pretpostavka vodi u nekim eks-
tremnim slucajevima do rezultatd, koji se ne mogu upotrijebiti,
jer vrijednost, 8to je za kojega Covjeka ima izgled za kakvim
dobitkom, stoji i-do imovine, koju on veé¢ posjeduje.

B
B. Primjene na osiguravanje zivota.

- (§ 41.) Tablice o pomoru. Svi zadaci o osiguravanju zivota
i o dozivotnim rentama osnivaju se na tablicama o pomoru, koje
kazuju, koliko od 1000 ili 10000 . . . . . osoba, to su isto doba
rodene, ima jos na zivotu iza 1, 2, 3, . . . godina. Ako se broj
onih, §to su jos iza » godina ostali na Zzivotu, oznati s [,, onda
prvi stupac tablicd o pomoru sadrzava vrijednosti » = 0, 1, 2,...»
drugi pak vrijednosti Z,, 4, &, . . . , koje im odgovaraju.
Vjerojatnost, &to je ima m-godisnja osoba, da ¢ée dozivjeti
svrsetak slijedece godine, zove.se wjerojatnost Zivota za tu osobu,
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pa je = Z"ZH. Od I, osoba, kojima je sada » godina, [, 4 do-

7ivi naime (n -+ 1)-vu godinu, te tako na I, moguéih slucajeva
ima ih 7, ., povoljnih. Protivna vjerojatnost, t. j. da n-godisnja .
osoba ne ée vise dozivjeti (n + 1)-vu godinu, zove se vjeroja-

: : b
inost smrti, pa je = 1 — l+ =
Ako se za sto veéi broj osoba od godine do godine izratuna
ln +1

vrijednost kvocijenta , onda iskustvo pokazuje, da je taj

ln
kvocijent funkeija od ». To znati, da svakoj izvjesnoj dobi pri-
pada izvjesna vjerojatnost Zivota, koja se iz mnogobrbjnih opa-
zanja moze odrediti znatnom to¢nosti. Kad su poznate vrijednosti

S
kohémkal 3 l 5 —l: :

~ obitnom Obllkll ako se najprije postavi na pr. [, = 1000, pa
se onda vrijednosti I, L, l;, . . . izratunaju iz jednadzbi

l I l
llzf—'loa l2=—ll—-ll,l3= lz ST

., onda ée se tablice o pomoru dobiti u

Zato se i moze obrnuto, kako smo gore kazali, iz vrijednosti
boy By by oo , koje su dane u tablici o pomoru, izratunati
vjerojatnost Zlvota za 1., 2., 3., . . . godinu, i ako su one vri-
jednosti od 7, prilicno malene, naroéito onda, kad je » nesto vece.

Ako se na pr. iz IL. tablice o pomoru (na strani 79) izvade
podaci I, = 559 i [;, =539, onda nam ti brojevi kazaju, da u onoj
velikoj mnozini osoba, kojih je trajanje Zzivota upotrijebljeno kod
izratunavanja tablice o pomoru, od svakih 559 sezdesetogodisnjih
osoba osjekom umre 20 prije navrsene 61. godine zivota. I sada
se ti brojevi primjenjuju na sve osobe, koje su u slicnima prili-
kama Zivota, t. j. otekuje se, da ée od svakih 559 osoba, ko-
jima je 60 godina, osjekom umrijeti 20 prije navrsene 61. godine
zivota. No ako su zivotne prilike bitno razlicite, onda se mijenja ,
i vjerojatnost zivota, pa stoga se mijenja i odgovarajuca tablica

0 pomoru. i
Ovdje su u skraéenom obliku priopéene dvije tablice o

pomoru iz godine 1883., kako su sastavljene prema iskustvu od
. 23 njemacka zavoda za osiguravanje Zivota.

U L tablici i to u stupcu s natpisom » naznacene su godine
ivota od 0 do 20, a'onda jo za svaku 5. godinu. U druga dva
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stupca zabiljezeno je, koliko je od 1000 osoba, §to su zajedno
rodene, ostalo na Zzivotu muskih, (& za M), a koliko Zzenskih
(. za W). Zarad boljeg pregleda podaci te tablice graficki su
_ predoceni na slici 23. Potpuno izvuéena krivulja odgovara vrije-
dnostima 1, procrtkana pak vrijednostima ¥,. Na toj se krivulji
jasno oécituje veliki pomor u djetinjstvu, a razbira se i razlika u
pomoru muskih i zenskih.

I. Tablica o pomoru.

n |LzaM(VphzaW| % |l.za M|V, zaW| % |1, za M|lI';,zaW
0 1000 1000 12 615 646 40 488 516
il 47 83 13 613 644 45 453 485
2 699 33 14 611 641 50 412 452
3 676 709 15 609 639 55 365 418
4 660 693 16 607 636 60 811 363
5 649 681 il 604 633 65 248 297
6 640 672 18 601 630 70 178 219
7 634 666 19 597 627 (i} 107 137
8 628 660 20 593 623 80 50 66
9 624 656 25 569 602 86 16 22
10 621 652 | 30 545 576 | 90 3 5
1| e 649 | g5 | 518 547 | 95 0 1
1000 2
it ] j II. Tablica sadrzava
I E za oba spola poprjecne vri-
b4 jednosti brojeva l,, pocevsi
700 1 od 20. godine zivota. Zato
o g .
600 L= je i uzeto l,, = 1000. Sto
500 NS - znati treéi stupac, koji ima
400 \l}“ - natpis S,, to ¢e se kaane
500 N rastumaditi. Takve se t ta-
200 ke 38 | Dblice primijenjuju_kod ra-
i N ¢una® o osiguravanju § zi-
‘ % vota.
0 10 20 30 W 0 6 7 % 90 w00 . |Statisticki atlas Hr-

Slika 23.

zan pomor od godine 1901. do 1910.

et

vatske 1% Slavonije donosi
na [tabli§19.fgraficki prika-
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II. Tablica o pomoru.

n /i Sn ; n th S n la Sa

| \ \ J I l
20 | 1000 10311 | 44 788 2663 | 68 385 285
21 991 9809 | 45 T | 2489 | 69 361 248
22 982 9328 | 46 766 2324 | 70 331 214
23 973 8867 | 47 55 2167 | 71 312 184
24 964 8426 | 48 43 | 2017 | 72 283 157
25 956 8004 | 49 81 1875 | 78 264 133
2% 948 w599 | 50 718 1739 | 74 240 111
27 940 212 | 51 06 | 1611 | 75 216 93
28 932 6841 | 52 692 1489 | 76 193 (3
29 924 6485 | 53 677 1878 | 77 1 | 62
30 | 916 6144 | 54 663 1268 | 78 150 50
31 908 5818 | 55 647 1160 | 79 180 40
32 900 5506 | 56 631 1063 | 80 112 31
*33 891 5201 | 57 614 911 | 81 94 24
34 883 4920 | 58 596 884 | ge 8 18
35 874 4646 | 59 518 808 | 83 64 14
36 |. 866 4384 | 60 559 20 | s b1 10
81 857 4183 | 61 539 656 | 85 40 7
38 848 3893 | 62 519 590 | gg 31 )
39 838 3664 | 63 498 529 | a7 24 3
40 829 3447 | 64 477 42 | 88 19 2
41 819 3235 | 6 454 419 | g9 14 1
42 809 3035 | 66 432 8711 | g0 11 —
43 799 9845 | 67 409 326 ‘

1. Primjer. Koliku vjerojatnost ima osoba od 20 godina,
da ¢ée jos 40 godina zivjeti?
Rjesenje. S pomoéu IL tablice nade se
oo B9 e
Togr 4000
S pomocu pak I. tablice nade se prema tome radi li se
o muskom ili zenskom celjadetu

L)

311
= s == —9
v 593 0-524,
ili

Y2 = Fa3
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9. Primjer. Kolika je vjerojatnost, da ée 40-godisnji covjek
i njegova 30-godi§nja zena zivjeti jos 20 godina?

Rjesenje. S pomocu I. tablice naéi ¢emo
Iy 311 e 452

Yo T 188l T 7, T
pa je tako
311 . 452 2
V=’Ul Uy =@——.“m = 0300 . ..

3. Primjer. Uz pretpostavke prethodnoga primjera nek se
odredi vjerojatnost, da iza 20 godina @) muz bude jo¥ na Zi-
votu, a zena ne, b) zena bude na Zivotu, a muz ne, ¢) vise ne
7ivi ni muz ni Zena.

Rjesenje. :

a) Vi=v, (1 —uv,)=1v — v v, =0637 — 0500 = 0:137.
b) Vy = (1 — ) v, = v, — v v, = 0-785 — 0-500 = 0-285.
) V=1 —uv) (I —v,) =0363 X 0215 = 0078,

Pokus. Treba daje V 4 ¥V, + V, + V, = 1. Zasto to?

(§ 42.) Srednje trajanje Zivota. Ako se zbroje godine, sto
ih neka velika mnozina n-godisnjih osoba imade jo3 prozivjeti,
pa ako se taj zbroj podijeli brojem osoba, onda se dobije sre-
dnje trajanje Zivota jedne m-godisnje osobe.

Zadatak. S pomoéu tablice o pomoru neka se izratuna
srednje trajanje Zivota osobe, kojoj je sada m godina.

Rjesenje. Neka je I, broj osoba, koje imadu = godina i
na koje se ratun odnosi. Sve te osobe zajedno prozivjet ¢e u
(n +-1)-voj godini manje od I godina, jer ih na koncu te go-
dine ima na zivotu samo jos l,41. Te ¢ée pak u (n 4 2)-goj
godini prozZivjeti zajedno manje od I, godina i t. d. Ako je
dakle M, srednje trajanje Zivota n-godisnje osobe, onda je

: ln la ls
P ant . e R L

gdje je I posljednja od nule razlicita vrijednost brojeva ln.

S druge je strane broj godini, sto se prozive u (n - 1)-voj
godini, veéi od I, 41, u (v -+ 2)-goj veéi od l, > i t. d. Prema
tomu je

.Mn> ln+l+l;..+i.
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Ako se dakle postavi

St oG g
M1= 62' + g 1l” L

. / : e 3 1 ‘
onda granica pogrjeske iznosi manje od 9 godine,

Dodatak. Vrijednost M, zavisi o vrijednostima kvocijenata
R S “ ;
blici o pomoru, vrijedit ée rezultat ne samo za [, nego, kao
sto 1 mora biti, za mnogo vise n-godisnjih osoba.

. Ako te kvocijente izracunamo s pomoéu ta-

Primjer. Neka se odredi srednje "trajanje zivota @) novo-
rodenceta, b) desetgodisnje, ¢) dvadesetgodisnje osobe muskog
spola.

Rjesenje. S pomocu I. tablice izratunaju se najprije sume

RS e R IR B ST

1

by + g 4. ... + b = 6068.
Da se zbrajanje velicina ! uzmogne produziti, i ako tablica ne
sadrzava svih vrijednosti njihovih, pretpostavlja se, da pet ve-
licina I, koje dolaze jedna za drugom, ¢ine aritmeticki red. To
znaci, da na pripadnoj krivulji (sl. 23) uzimamo, da je luk, éije
krajnje tocke imadu apseise 20 i 25, ili 25 i 30 i t. d., pravocrtan.
S pomoéu formule za sumu aritmetickog reda nade se tad

o +ly + - .. + by = 3l + bs)s
stoga je & + &y + + by = 20, £ 3,
ko {80 Tl Ky L e e B A
I tako je :
by +los + oot lg=2b +5(hy +lo+... + lyo) = 22501.

Od vrijednosti, kakva se nalazi u potpunim tablicama, raz-
likuje se taj broj samo za nekoliko jedinica. Poradi toga je
1 36147
/ _ 0 s iz ANES A 3463
A — © 1600 361621

2

1 28569 o
ﬂ[10=§ + W:4()O....

1

9

29501
Y993

Hocevar-Varidak, Avitmetika za VII i@ VIII, razred. 6

M

20

= 88 3
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(§ 43.) Vjerojatno trajanje Zivota. Od 1000 osoba dvadeset-
godisnjih prema II. tablici dozivi 62. godinu osjekom 519 osoba,
dok ih 498 dozivi 63. godinu. Iz toga se moze odrediti interpo-
laclfom, da ée od onih 1000 osoba osjekom 500 dozivjeti dobu
od 629 godina. Za 20-godisnju osobu ista je vjerojatnost, da ce
ona jo pozivjeti 429 godina, ili da ne ée. Za svaki je taj do-
gadaj vjerojatnost = 1) Zato se 42'9 godina zove vjerojatnim
trajanjem Zzivota 20-godisnje osobe.

Opéeno se pod vjerojatnim trajanjem zivota n-godignje osobe
zove ono vrijeme x, za Koje postoji relacija

1 A g% [
lu—f»,c = ’gl,n lll ln - ?.

Razmak vremena, u kom vjerojatnost zivota neke osobe
1 A s
padne na -, zove se vjerojatno trafanje Zivota te osobe.

Zadatak. S pomoéu tablice o pomoru neka se izratuna
vjerojatno trajanje zivota n-godisnje osobe. )
Rjesenje. Iz tablice o pomoru odredi se broj I, i onda onaj

broj I, + z, koji je = —g l.. Tada je l—‘lif - - -51)—, pa je zato «

vjerojatno trajanje zivota izrazeno u godinama.
Primjer. Po [ tablici moze 'se vjerojatno trajanje zivota
16-godisnjega djecaka odrediti ovako. Najprije imamo
1
@l

n = 16, I, = 607, — 30335. «

16
i 1 Yo ;
Vidimo, da 1, lezi izmedu I, = 311 i les = 248. Po-
stavi li se # = 44 - q, interpolacijom ce se dobiti
6:5 —17%5:63 a=— 06 z =446 godina.
Dodatak. S pomoéu slike 23. moze se taj zadatak i graficki
rijesiti. Raspolovi se ordinata [,, koja pripada apscisi n, pa se
polovistem potegne paralela s apscisnom osi, dok ne presijece

krivulju pomora. Razlika medu apscisom tog presjeka i apsci-
som n daje trazeno vjerojatno trajanje zivota.

~(§ 44) Zadaci o osiguravanju zivota. Da se tablice o po-
moru uzmognu primijeniti u zadacima o osiguravanju glavnica
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ili renta, uzima se, da je vrlo velik broj osoba, koje su u istoj
dobi, s osiguravajuéim zavodom sklopio jednake ugovore. Onda
se pode od nacela, da sadasnja vrijednost svega, sto osigurane
osobe uplate, mora biti jednaka sadasnjoj vrijednosti svega
onoga, sto osiguravajuéi zavod isplati. Iz toga se onda moze iz-
racunati, koliko dolazi na pojedinca da pridonese. On to moze
u¢initi ili plativsi jednom za svagda neki iznos, mizu, ili pak
placajuéi periodski neke iznose, tako zvane premije. Nasuprot se
osiguravajuéi zavod obvezuje, da ée isplatiti ili izvjesnu glavnicu
ili rentu. Ako ta renta prestaje sa smrén osigurane osobe, onda
se kaze, da je to-doZivotna renta.

@) Osiguravanje glavnice za sluéaj  dozivljenja uplatom mize.
Kolik iznos » ima n-godisnja osoba platiti osiguravaju¢emu za-
vodu, da iza m godina, ako toliko Jo§ pozivi, dobije glavnicu ¢
a ako ranije umre, uplaéena svota pripada zavodu ?

Rjesenje. Ako /, osoba, kojima je #i-godina, sklope sa za-
vodom isti ugovor, uplatit ée one u svemu . l,.  Nasuprol ée
iza m godina onima, §to ostanu u zivotu, a tih Je st ma broju,
zavod isplatiti iznos ¢ I, +n Sadadnja je vrijednost toga iznosa
¢ biyu g™ Dakle je .

c ln+-m l,,+,,, c

,[‘ln': ———ﬁu— 3 & = . —

g2 b g
Na pr. n = 30, m = 30, ¢ — 10000 K p =4
- S pomocu IL tablice, koju é¢emo primjenjivati i u drugim
slucajevima, dobije se '
_ 539 10000
916 T 1:04%

U istinu ée zavod traziti za 15%, do 20°, veéi iznos, da
pokrije troskove uprave i da zajaméi sebi neki dobitak. Ova na-
pomena vrijedi i u svim ostalim slu¢ajevima.

b) Osiguravanje glavnice za slucaj smyrti uplatom mize. Kolik
iznos » ima m-godiénja osoba platiti osiguravajuéemu zavodu, da
po svojoj smrti (na kraju godine, u kojoj umre) nasljednicima
osigura glavnicu ¢?

Rjesenje. Ako 7, osoba, kojima je n godina, sklope sa za-
vodom isti ugovor, uplatit ée one u svemu l,. Nasuprot ée na
kraju prve godine nasljednicima onih 1, — l. + 1 osoba, koje su
umrle u toj godini, zavod isplatiti ¢ @, = L +1); na kraju druge
godine nasljednicima onih bag1 — liyos osoba, sto su umrle

*

= [8142 K.
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s tijekom druge godine, bit ¢e ispladen iznos ¢ (b1 — li+2)
i t. d. Sadagnja vrijednost svih tih isplata ima se izjednadtiti
s xzl,, pa se tako dobije

< ln—ln+l ln+1_ln+2 lz

o c( p -4 P '+-~-+?_—n.ﬁ)=
= l,. l"'_'tl lz ln+1 ) ik lz
—o (o +24 4ot ) — (4. o =)

Ako se zarad kratkoée postavi
ln ln +1 Z.
-~ 0 =2 ==BS,,
qn + q'n-f-l + _'- qz
onda je #l,=cq" ="' Su —cgq" Sut1 =cqg" 1 (S — ¢ Sis1)
(4 q”—l (Sn = q Sn-{-l)

dakle == ] =

Vrijednosti svota S, S, S; ... dane su za p = 35%,
u treéem stupcu prethodne tablice o pomoru. Trajalo bi odvise
dugo, kad bi se svaki put te svote isle direktno racunati.

Na pr. n = 40, ¢ = 5000 K, p = 3'5%,
5 . 39 = . = (0 3
5000 . 1:035 (3484279 1:035 . 3235) 9970 K.

ln . . - . asd o .
Dodatak. Izraz 3 zove se ,diskontirani broj Zivik*, jer

xr =

ima isti oblik kao i izraz, kojim se izratunava sadadnja vrije-
dnost glavnice 7,, koja dospijeva iza n godina. A stoga se S,
zove ,suma diskontiranih brojeva Zivih¢. Kod takvih su ratuna
najobi¢nije kamate p = 35%,, pa stoga cemo ih primjenjivati
u svim zadacima o osiguravanju Zzivota.
¢) Osiguravanje glavnice za slucaj smrti placanjem premijd.
Koliku godisnju premiju z mora n-godisnja. osoba placati dokle
7ivi, da po njezinoj smrti (na kraju godine, u kojoj umre) na-
sljednicima zapane glavnica ¢?
Rjesenje. Ako [, osoba, kojima je % godina, sklope sa za-
- vodom isti ugovor, zavod ¢ée odmah dobiti iznos [y, iza jedne
godine dobit ée « 1,41, iza druge £l 4o it d. Dakle je sa-
dasnja vrijednost svih uplaéenih premija
&1, = ok 1 ar ——a‘l";g * g L
q q q
Za ono, sto zavod ima isplatiti, dobije se jednako kao u b)
cq"=1 (Sa — g5 41).

f —_—
ol e L0 dobh
A q Su

=¥ Q" Sn.



Na pr. n = 30, ¢ = 10.000 K, p = 3:5%,.
10000 (6144 — 1-035.3818) _ .4,
L ~ 1035 . 6144 e
d) Sadasnja vrijednost doZivotne rente. Kolika je sadasnja
vrijednost dozivotne rente od godisnjih r K, koja se osobi od »
godina do smrti isplaéuje na kraju svake godine?

Rjesenje. Po zadatku a) sadasnja je vrijednost prve ren-

tovne isplate l";” . —;—, a sadasnja vrijednost druge l"l'” . qu,_
i t. d. Prema tomu je sadasnja vrijednost cijele rente
ln+1 r ln+‘) r [ r
A POl N W o e S 42 St Tl R et
< l“ q ln q2 + 3t l" qz-— n
Tq" 5 S,‘+_1

l"
Na pr. n = 30, r = 1000 K, p = 3-5%,
1000 . 1-035% . 5818

it — 17827
2 916 17827 K,

Dodatak. Analogno se nade sadasnja vrijednost temporarne
dozivotne rente. t. j. takve, koja traje samo % godina ili pak do
smrti osigurane osobe, ako ona ranije umre.

,__Zn+1 ¥ ln+2 r | Zu+k 7
& —‘ = lnf’ \ 7 —'— '*lT' 'y ‘q‘g + O el R l;— 4 ?
& ii rq" (Sn = | l—— n+ k T_1)

Na pr. n = 80, r =500K, k= 20, p = 3%,

500 . 1:035% (1611 — 184)
718 20

Dodatak. Osiguravajuée drustvo Croatia u Zagrebu, ute-
meljeno godine 1884. za osiguravanje od steta, bavi se osigura-
vanjem zivota od godine 1905. Kod izratunavanja premija kod
jednostavnih, kao i kod kombinovanih osiguravanja za sluéaj
smrti, uzimaju e za osnov tablice od njematka 23 drustva.
Osiguravanja na dozivljaj, kao i osiguravanja renta odreduju se

xX ==

5550 K.

po tablicama 17 engleskih drustava. Kamate se racunaju uz 3 %"/0.



VIL Odsjesak.

Derivacije trigonometrijskih funkeija.

e . o . sin & . 38 g
(§ 45.) Graniéna vrijednost izraza Za  jedinicu,

kojom se u elementarnoj matematici i u njenim prakti¢nim pri-
mjenama mjere kutovi, uzima se kut od jednog stupnja. To je
obiéno devedeseti dio pravoga kuta. Rekoh obi¢no, jer se na-
rotito u Francuskoj kod geodetskih operacija upotrebljava i cente-
zimalna razdioba. Pravi kut dijeli se na 100 centezimalnih stu-
pnjeva, 1 stupanj na 100 minuta, a 1 minuta na 100 sekunda.
Ta je razdioba u skladu s nasim dekadskim brojnim sustavom
i ima mnogo prednosti. Kako se samo pomicanjem decimalne
totke lako pretvaraju stupnjevi u minute .i sekunde i obrnuto!
A i trigonometrijski rauni izvode se lakse.

U visoj matematici mjere se kutovi luénom mjerom. Opise

li se oko vrha kuta krug, duzina luka, sto ga kut zahvaéa svojim

kracima, proporcionalna je s radijusom. Stoga se kut moze iz-

raziti omjerom duzine tog luka, prema duzini radijusa. Kako je

periferija kruga dana izrazom 2 =, razbiramo, da luéna mjera

punoga kuta iznosi 2 =, jer je to omjer periferije prema radijusu.
T :

Luéna je mjera pravoga kuta Ex

Koji kut ima luénu mjeru 1 mozemo lako izracunati. Cen-
tricnom kutu od = stupnjeva pripada luk :

j_rEa
180
Taj ¢ée luk biti jednak radijusu, ako je
T o ’ 180°
W == 1, T J. o= P
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# Kako je = = 314 ..., nalazimo da jedinich kuta u
luénoj mjeri iznosi 57° 17/ 45%.

U logaritamskim tablicama nalazi se oblén01 tabela, u
kojoj je za pojedine centri¢ne kutove dana duzina pripadnoga
luka uz » = 1. Iz te éemo tabéle ovdje ispisati nekoliko poda-
taka i kraj njih pripisati sinuse onih kutova.

Kut Luk  Sinus

o 0-08727 003716
40 0-06981 0:06976
30 0:05236 0:05234
90 003491 - 0:03490
1 0:01745 0-01745

Ako se kutovi izraze luénom mjerom, tad se maleni kutovi
gotovo podudaraju sa svojim sinusom. Za kut od 1° podudaraju
se i pete decimale, a kod manjih kutova ide to jos dalje. Otud

i fat k sin # ;
vidimo, da ée se kvocuent ———J— to vise priblizavati jedinici, sto
&

je z mame To éemo razabrati i ovim laznlqtlanjenl
‘Na krugu sa sredistem u O

istaknimo luk AM. Uzmemo li ra-

dijus za jedinicu duzine, lu¢na mjera

2 kuta AOD jednaka je luku AD.

Dalje se vidi, da je

MP = sink OFP= cosw, : (/'
AT = ‘tgm. ;
ol g
Prema tomu je 0 o~ '
ASOPM — %— cos2 sinz, Slika 24.
sektor AOM — —;—— TS OAT — ~617 tga
A kako je
o OAT > sekt. AOM > . OPM,
izlazi :
% gz > % e % cos # sin x

ili
Slﬂ ¢
x cos ¥ sin &
(20:1 > >
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i konaé¢no

5 SR

: > cosua.
cos z sin x

Uzmemo li reciproéne vrijednosti pojedinih ¢lanova, moramo
obrnuti i znakove nejednakosti, pa je tako

i 1
sin o

z cos

cos <

Ta relacija vrijedi opéeno, pa ma koliko bilo #. Nas ovdje
zanima, Sta ée biti s tom relacijom, kad » uzmemo sve manje
i manje.

Kad koja velicina biva sve manja i manja, kazemo, da ona
tezi prema nuli. Tezi li varijabla # prema nuli, tezi cos z prema

cos 0, t. j. prema 1. To isto vrijedi i za &)isz’ Poradi toga i

srednji ¢lan prethodne nejednadzbe tezi prema jedinici. For-
mulom se to pise
sin @

lim == 78 o0

Teéi Ui varijabla x prema nuli, tezi prema nuli i njen sinus,

o sinz -
no kvocijent —— tezi lod toga prema 1.
L

(§ 46.) Derivacija sinusa. Ako je y = sinz, tad je

Yy + Ay = sin(@ + Az),
dakle
Az

Ay = sin(x + Ax) — sinz = 2 cos(a; 43 %)-‘sinfv,

pa je stoga

J AE

Ay | Aa_)sm:q—

3=+ )5
2

Ogledat ¢emo sad granicu svakog faktora za se.

Tezi li Az prema nuli, tezi premé nuli i %; pa je stoga

: A
lim cos (.4, -+ TI) =—lcos x, za. A — 0.
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Prema rezultatu razmatranja u prethodnom paragrafu tezi
u isto doba onaj drugi faktor k 1. I tako mozemo pisati, da je

d g J dsin z
— eusiws: 1 = COsa
d z dx

Derivacija sinusa je kosinus.

Primjer. 1. Ako je y = sin 2, pokazi da je % —=2con 2%

2. Pod kojim kutom presijeca sinusoida os X?

(§ 47.) Derivacija kosinusa. Na isti na¢in mozemo izvesti
derivaciju kosinusa. Ako je y = cosz, pa varijabli z dademo
prirast Az, porast ée funkeija za A y, te ée biti
¥+ Ay = cos (z + Aua).

Dakle je i
Ay = cos(z + Ax) — cosz = — 2sin (:, L ) sin TJJ,
: sn Ao
Ay ey Ax Y
=L PO A ar ) | T
A z == Z sin (\.L 1 2 ) A,,l <

9
Tezi li Az k nuli, drugi faktor tezi k 1, a prvi prema
— sinz, pa je stoga _
dy . d cos e
e R el
Derivacija kosinusa negativan je sinus.
Primjer. 1. Ako je y = ¢

dy @ sina
_— == — S Xy
dx

2. Predoc¢i graficki funkciju y = cosz i pokazi, sto znaci
negativni predznak derivacije ? :

3. Odredi derivaciju funkcije y = sinz + cos z.

(3 48.) Derivacija tangensa. Ako je y — tgz, tad je
y+ Ay =tg (» 4 A)

dakle A
T ] S o - gin e o A@) sinz
=R lnbads B = cos (¢ +- Ax) ~ cosp
sin (x 4+ Ax) cosz — cos (z + Aa) sinz
cos (z + Az) cos &
e sin [(® -+ A.z:)—.x] sin Az

cos (z + Az) cos «  cos (r - Az) cosa’
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da stoga mozemo pisati

Ay 1 sin Az
Ax = cos (z + Az) cosz Ax
Pusti i se Az, da tezi k nuli, drugi faktor tezi k 1, a
prvi se neograniceno priblizava vrijednosti ——_L’, i tako je
COS &+ COST
dy- & 1 digz. - 1
dz B eosz’ -dw -7 0gEEA
Primjer. Predoci graficki funkciju y = tgx i objasni, sto

znaéi da derivacija ne moze biti negativna za nijednu vrijednost
- varijable? Pod kojim kutem sijece ta linija os X7

(§ 49.) Harmonicko gibanje. Totka A neka se jednoliko
giba po periferiji kruga, komu je radijus OP = S. Projicirajmo
" totku 4 na dijametar PQ, pa potrazimo, po kom se zakonu giba
projekcija M po P@, dok tocka A jednoliko obilazi po krugu.

f i Gibanje te totke M bit ée nam
’\ posve poznato, ako u svakom éasu ¢
. i mozemo kazati, gdje se ona nalazi.

Udaljenost tocke M od sredista O

0 ' R zove se elongacija; biljezit ¢emo je sas.
0 Po slici vidimo, da je
OM == OA sing ili s= 8 sinz.
U éasu ¢ = 0 neka se tocka 4
a ; nalazi u R, a u ¢asu ¢ neka stigne u 4.
Slika 25. Vrijeme potrebno, da tocka A obade

cijelu periferiju, a njena projekcija M
da dvaput prijede preko dijametra P@, zove se vrijeme titraja
i biljezi se slovom 7. Lako razbiramo da postoji proporcija

‘ ¢ :%v =T
Odredimo li odatle ¢, mozemo pisati

= S sin 2= %

Ovo je izraz za put, sto ga je totka M posavsi iz O pre-
valila u vrijeme ¢. Vidimo, da je put dan po zakonu sinusa kao
funkeija vremena f.
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Da nademo brzinu tocke M, derivovat éemo put s po vre-
menu ¢. Poraste li ¢ za A, porast ée s za A's, pa je tako

g A 1 A9

it‘akoje 4
Sl:em"—: (¢ + A¢) — sin QTﬁt:’z
t

2

= 2Scos - ) -2z A

7 gt

Podijelivéi sa A¢ dobijemo

As s At
i L (“F 5 e AP

Sl L L o B ;
Upotrijebimo li supstituciju R drugi faktor na

desnoj strani ove jedunadzbe prijede u S]—l;f Tezi li A¢ prema

sin 2z

nuli, tezit ée k nuli i 2, a — k 1,.pa tako razbiramo. da éemo
na granici dobiti
ds “)7: t
e Scos 2= 7

- Kod harmonickoga gibanja brzma nije stalna. veé se mijenja
s vremenom t po zakonu kosinusa.

Akceleraciju éemo naéi derivujuéi brzinu po vremenu. Lako
razbiramo, da ée zbog prirasta vremena A¢ brzina porasti za

Q“S[ (t—}—At)—co:Q"t]__
2% ( At R N
———Z—ITSsmTt—}—Q) smT-T,
tako da mozemo pisati
o 2% At
Av A% SO At v I
-7A—t=—7Ssm—(t—§— 9) ik

1
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ili ‘
.2z At

b s M).s_m__T,i.
A’t—*(T) e RN 2n At
] 7 2

Tezi li A¢ prema nuli, drugi faktor na desnoj strani pri-
blizava se sve vise jedinici, pa stoga za lim Af{ = O dobijemo

za akeeleraciju .

dv (?Z B ¢
a.—— — — (=3 Ssin 97—
dt i T
S obzirom na izraz za put s mozemo to predo¢iti u obliku
AL (Q 7:)3 .
— : T S.

Akceleracija ima negativan predznak; gibanje je dakle ns-
poreno. Dok 4 iz R dode u P, brzina totke M od njene najvece

vrijednosti (u to¢ki O) opane do nule (u tocki P).



VIIL. Odsjesak.

Primjene odredenog integrala.

(§ 50.) Izraéunavanje odredenog integrala. «) Kako smo
~radili odredujué¢i povrdinu parabole y = #?, tako bismo isto mogli
odrediti povrsinu omedenu lukom ma kakve krivulje y = (%),
osju X i dvjema ordinatama, koje su pridruzene apscisama a i b.
Duzinu AB razdijelili bismo na » dijelova i luku CD te krivulje
opisali bismo i upisali-pravokutnike. Trazena povrsina P lezi
izmedu sume upisanih i '
sume opisanih pravokut-

nika. Zajednicka granica tih &

suma upravo je ona povr- . s X D
gina P. No izracunavanje te 70/7—_
granice moze se provesti /C/.Z—ER ‘
zgodno samo u nekim jedno- ' ‘
stavnijim slutajevima. Zato #1]
moramo udariti drugim pu- J |
tem. . l . f

Povrsinu smo odredili e ) 5 g
kao zajednitku granicusume ¢ j A Pa B

1

opisanih i sume upisanih

pravokutnika, kad broj dije- Slika 26.

lova n pustimo da biva sve

veéi i veéi. Tu éemo granicu, kao i prije kod parabole, ozna-
¢iti odredenim integralom .

b $ b

’yd.r ili [f(.:.‘)(lﬂ'.

a a
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3
Za povrginu parabole nasli smo, da je ';L Derivacija je
te fankcije 2%, a to je bas funkecija, koja dolazi pod znakom
integrala

&€

J A d:

0
kojim smo predo¢ili povrsinu parabole. Kako je jednadzba te
i8
parabole y = 4° razbiramo, da je derivacija funkcije IT, kojom
Je izrazena povrsina, jednaka ordinati, koja tu povrsinu zatvera
s desne strane. ¢

Vidjet éemo odmah da ta relacija medu povr§inom 1 ordi-

natom postoji za svaku krivu liniju \
- ¥ = f(2)

Po slici razbiramo. da je svaki elemenat trazene povrsine,
kao sto je na pr. PQNM, veéi od upisanog, a manji od opi-
sanog pravokutnika:

PQRM < PQNM < P¢NS. vion ()

Za c¢lanove tih nejednadzbi potrazit éemo sada zgodne
matemalicke izraze. : »

Rekli smo, da je jednadzba krivulje CD

Yy = f@).

Dalje je
04 =a OB =10 OP=u PQ = Az, 00— »-- Ay,
pa je zato :

PYRM = PM - PQ = f(x) - Ax,
POYNS = QN . PQ = fle + Ax) - A

Povrgina APMC mijenja se, kad se pomakne ordinata PM,
koja tu povrsinu zdesna zatvora. Svakom polozaju ordinate PM
odgovara posve odredena vrijednost povrgine. A kako polozaj
ordinate zavisi o apscisi «, kojoj ta ordinata pripada, jasno je,
da i povrsina APMC zavisi o apscisi. Moze se dakle uzeti, da je

APMC = F (x),
gdje je F'(«) neka jos nepoznata funkcija od .. Prema tome je
AQNC = F(x + Au),

PQNM — F(x + As) — F(a).

pa je stoga



Wejednadzbe (1) mogu se sad pisati ovako:
f(x) -'A.l‘ < Fe 4+ Ar) — Fe) < flx + Az) - Az,
Uz pozitivno A izlazi otud

e Pt A Feb gy ke @

Te nejednadzbe postoje za svako Az Pustimo li Azr]da
bude sve manje i manje, funkcija f(r + Ar) sve se vise pri-
blizava -vrijednosti f(r) kao svojoj granici. Stoga i onaj srednji
¢lan, koji vazda lezi izmedu f(x) i’f(x -~ Az), mora imati f(x)
za granicv. No kad A bude sve manje i manje, onaj srednji
¢lan prijede u derivaciju od F (r), pa tako dobijemo, da je

26 _ fo). 3)

Derivacija funkeije F(r), kojom se izrazuje povrsina kao
funkeija apscise one ordinate, koja povrsinu zdesna zatvora, jednaka
Je toj ordinati.

b) Funkeija I' (), kojoj je derivacija [ (x), zove se primi-
tivna funkeija funkeije f (). e :

Za povréinu parabole nasli smo, da je %, a derivacija je
te funkcije 2 Zato velimo, da je '5 primitivna funkeija od 2%

3
Kako"pak funkeija % -+ C, gdje je C- ma kakya konstanta, ima

.3

i 3
. “ EConige . & L 3 L s .
istu derivaciju kao i 5 mozemo opéeno reéi, da je

xZ

gt

primitivna funkeija od 2
2 2
Kako je « derivacija od fc',- -+ C, stoga je g—- -+ C pri-
mitivna funkcija funkeije y = .
~ Uopée: Ako je F'(x) jedna primitivna funkeija od y = (@),
tad je i F (2) + C -primitivna funkeija od f(x), pa ma "kakva
bila vrijednost konstante C. _
Povréinu APMC (sl. 26.) omedenu krivuljom y = fi(z), pa
ordinatama, koje pripadaju apscisama « iz, te osju X, pre-
docujemo integralom

£

flr)da.

(1]
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Taj je integral primitivha funkeija od ¥ = f(z). Ako je
F(x) 4 C primitivna funkeija od fl), tad je '

Jf(.r) dv = F(2) + C. 4
Za x = a taj je integral jednak nuli, jer se tad povriina
APME stegne na ordinatu AC. Za 2 — a jmamo dakle
0=Fa) + Ctj C=— ¥ (a).
Tako smo odredili konstantu C, pa stoga prethodna for-
mula (4) prijede u

¥

Jf(l) dr = F(z) — F (a).

a
Zamijenimo li sad promjenljivu gornju granicu z stalnom

vrijednosti b, dobijemo formulu
b

Jf(.‘r) dr = I'() — F (a). (5)
Tako je nadena vrijednost odredenog integrala, koji pre-
docuje povrsinu ABDC.
Po formuli (5) vidimo, da se wrijednost integrala
b

Jf(./) du.

.
a

koji predotuje povrsinu omedenn osju X, lukom krivulje y = f(x)
i dvjema ordinatama, koje pripadaju apscisama a i b izra¢unava
ovako:

Odredi se primitivna funkcija F (z) funkeije f(z), pa se u
wu worsti najprije » — b, a onda » — a, i druga sc vrijednost
oduzme od prve. :

¢) Za izracunavanje odredenih integrala treba znati primi-
tivnu funkeiju one funkcije, koja dolazi pod znakom integrala.
Primitivna funkcija od 7 (2) oznacuje se neodredenim integralom

Jf(.r) do.

Odredivanje primitivne funkeije od £ (r) zove se integriranje
funkcije f(z). Integriranje obrnuta je operacija od derivovanja.
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. Stoga nam svaka formula, sto je znamo iz raduna derivacija,
daje jedan neodredeni integral. Tako nalazimo, da je

Jadu‘ =auxv + C,

[Q zdxr = x* + C,

; 1
7 x

sinzdr = — cosz + C,
cosxdasr = sinz + C,
) LS
d
A Y

L2 Be 0
an+ 1

mody = ——— C.
n+-1 '

U ovim formulama svaki put je derivacija desne strane
iednaka funkeiji ispod znaka integrala.

Primjer. Odredi vrijednosti integrala

2 4 3 8

J.l'd.l‘, J.L‘gd.r, ,.:'361.:‘. J(Ql L 1) dx,

0 2 ¥ 1

sinz d;:.', j sinzd x, J(;_ 22k Ql:')dm.
0 %0 g

=1

Hodevar-Varicak, Aritmetika za V1I. i VIIIL. razred.
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Dodatak. Metodom, sto smo je sad objasnili, odredivanje
povrsine svodi se na trazenje primitivne funkeije. Odredivanje
pak tangente svodi se na izratunavanje derivacije. Racunski
uzeto ta su dva problema reciprotna jedan prema drugome.
Bio je to odlutan napredak u razvoju matematike, kad se ra-
zabrala tijesna 3veza, koja postoji medu ta dva problema. Veé
su Grei umjeli odredivati tangente i povrsine; umjeli su dakle,
pravo uzevsi, odredivati derivacije i primitivne funkcije. No
sveza medu tim problemima ostala je nepoznata sve do iznasa-
Sca diférencijalnog i integralnog racuna.

Arhimed je odredio povrsinu segmenta parabole i povrsinu
kruga. Za krug je pokazao, da mu je povrgina Jednaka povrsini
pravokutnog trokuta, komu je jedna kateta jednaka polumjern,
a druga opsegu kruga.

(3 51.) Povrsina krivulje y — ll~ Naertavsi tu  krivuljn

v 2
razabrat éemo, da lezi simetritno prema osi Y, i da su joj ko-
ordinatne osi asimptote. (Isporedi § 3., zadatak 4.)
7 Ako su i, aps-
} cise tocaka 4 i B, povr-
sina. MNBA predocena
Jje integralom
dx
AL
Kako je derivacija
o
funkecije oy jednaka

I e :
— vidimo da je

_ I
: % — - primitivna fun-
o) u W . .
keija funkeije -5, pa je
s il
Slika 27,
stoga
z :
B coni @
L I

Lo
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Ostane li- x, stalno, dok x; biva sve vece, ta se diferencija
sve vige priblizava vrijednosti -—. Povrsina MNBA ne raste ne-
.I‘O

ograni¢eno, ve¢ se priblizava posve odredenoj granici . Zato
> .
0

mozemo reéi, da je — mjerni broj povrsine omedene lukom
.,I'o
krivulje, ordinatom AM i osju X,
Ako pak ., ostane stalno, a .z, neprestano opada prema

nuli, reciproéna njegova vrijednost — raste neograniceno. Povr-
4
0

sina MNBA raste tim vise, 3to se vise ordinata AM priblizava
ordinatnoj osi. Mjerni broj te povrsine premasi dakle svaki, ma
kako veliki broj, ako se samo AM dosta priblizi osi Y.

Kao &to krivulja ne lezi jednako prema obim asimptotama,
tako se asimptote i s obzirom na povrsinu razlicite vladaju.

(¢ 52.) Dijagram radnje. Nanesemo li puteve s kao aps-
cise, a p t. j. komponente sile. koje padaju u smjer gibanja kao
ordinate, tad dobijemo tako zvani dijagram raduje. Povréina tog
dijagrama odredena je integralom

»

des

Ako se uzie, da se P
sila na putu As nije
promijenila, tad je pro-

dukt p. As radnja iz- / '
vréena na tom putu. i
Na cijelom putu od /

s, do s izvrsena je

radnja jednaka sumi P,,!

elemenata p. A s. Pus-
timo li As da biva

sve manje i manje, 0 2 5 b — &
L Y o s

prijede ta suma u inte- i

gral, pa je tako radnja Slika 28

na tom putu, naime
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&

R :Ip ds.
predocena povriinom dijagrama radnje'

Kod elastickih je sila p = Cs, gdje je C faktor propor-
cionalnosti. Ta jednadzba predocuje pravae, koji prolazi isho-
distem, pa je stoga dijagram radnje trokut. Ako je sy =:0,

radnja izvrsena na putu s dana je izrazom

{s?
9]

R=[Csds=

Do tog izraza mocrh smo i ovako doc¢i: Ovdje je radnja
jednaka povrsini trokuta, komu je baza s, a visina p. Dakle je
Vi == 1)7, a kako je p = Cs, dobivamo odmah prethodni izraz.

Zadatak. Odredi radnju izvrsenu kod harmonickog gibanja.

(§ 53.) Potencijal. U ishodistu koordinata nek se nalazi

elektricni naboj — e, a na osi apscisa u udaljenosti » naboj
+ 1. Naboj —+ e prema Coulombovu zakonu d_]e]uJe na naboj
—+ 1 silom
e
P

Ta se dva naboja medu sobom odbijaju. Zelimo li naboj
-+ 1 primaknuti naboju -~ e, moramo svladati odbojnu silu -
nyho\u t. j. moramo izvrgiti neku radnju. Da naboj -+ 1 po-
maknemo za — A prema naboju - e, moramo izvrsiti radnju
e. Az

3
7

Radnja izvrsena kod prenosenja naboja - 1 iz udaljenosti
7, u udaljenost » bit ¢e jednaka sumi takvih elementarnih radnja,
Stoga je ona dana integralom 4

Primitivna je funkcija ovdje — ba je tako radnja
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e e
R=— — —.
- { ¥y
Uzme li se r, = ~o, drugi ¢lan iscezne, pa preostane
i :
R = —.
r
Tim je izrazom predocena radnja, koju smo izvrsili pre-
noseé¢i nahoj - 1 iz neizmjernosti do udaljenosti » od naboja

e 4 Xt ) A ¥
—+ e. lzraz ¥ obitno se biljezi slovom V i zove se potencijal

elektricnoga naboja -+ ¢ na naboj -+ 1, koji se nalazi u uda-
ljenosti ». Formula
Rl R G
R
kazuje nam, da je radnja izvrsena kod prenosenja elektricnog
naboja + 1 s jedne totke elektricnog polja u drugu, jednaka
diferenciji potencijala u tim tockama. Ta radnja ne zavisi o

putu, kojim se kod toga islo.

(§ 54.) Pojarh diferencijala. Sa A oznacujemo prirast
nezavisne varijable. Ako pak hocéemo naznaciti, da taj prirast
ima biti sve manji i manji, t. j. da tezi k nuli, onda éemo ga
biljeziti sa d . i zvati ga diferencijalom od x. :

Diferencijal funkcije y = F' (x), koji biljezimo sa dy ili
d F (x), naznacuje produkt derivacije te funkcije s diferencijalom
varijable. Ako je derivacija funkcije ¥y = F (z) jednaka f(2),
t. j. ako postoje jednadzbe

dy _ &F(@) _ .
i Pl Al

tad je diferencijal te funkeije
ady =" z)d e iliTd Fi(x) = f (z)yd z.

Na pr. Derivacija funkcije y = 2? dana je izrazom
dy ==V
dux :
pa je zato po definiciji diferengijal te funkcije
A —=vdr’ — Zard z ;
Funkcija y = sin., ima derivaciju
(} y == COS x,

dz
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pa je stoga njezin diferencijal
@y — "d sin 23— cos o 08 »

Kad se uvede pojam diferencijala moze se s diferencijalnim

kvocijentom d

Diferencijalni kvocijent definirali smo kao granicu kvoci-
jenta diferencija Ay i Az, a sad ga mozemo drzati i kvocijen-
tom diferencijala dy i d .

dZ postupati kao s razlomkom.

Integral ‘ 22 dx znademo da ima vrijednost 22 no kako
je 2zdx jedflako diferencijalu od #% t. j. d 2%, mozemo taj in-
tegral pisati ovako ‘ dt—cr

Tako ‘je isto

'coswd;r — ‘dsin;r — sin'a

Znak diferenciranja d i znak integriranja ‘ ukidaju se
medu sobom. :
Ako je dF(x) = f(x)dx, tad je nopée

F(z) = Jf(x) dz + C.

(§ 55.) Ubrzano gibanje. Tocka se giba stalnom akcelera-
cijom ¢ i u vrijeme £ = 0 ima brzinu ¢. Kolika je njezina br-
zina v u vrijeme ¢ i koliki je put ona dotle prevalila?

Odgovor na to pitanje dobit éemo s pomoéu poznatih for-

mula
dv ds

Rl W
Iz prve izlazi dv = g¢df, pa je stoga
O 'gdt':gt—|—0.
Konstantu integracije C odredit éemo iz uvjeta, da je v = ¢,
kad je { = 0. Prethodna formula daje na ¢ = C i stoga je.
v = ¢ + gt i :

v.

Dalje je
C(Zi; =c + gt, ds = (¢c + gt)dt,
pa je tako :
s= [l + g0t = et + -‘{; ® o



103

Za t — O ima biti s = 0, zato je konstanta integracije
C, =.0. Prevaljeni je put i
s=ct —+ y(;-‘

(§ 56.) Povrsina kruga. a) Hoéemo li povrsinu kruga da
izrazimo integralom, mozemo ovako postupati. Maleni sektor
< centrienim kutom ‘Az mozemo drzati trokutom, komu je povrsina

rAe - r
AP = ——6—— i

Ta ¢e jednadzba postojati
tim tocnije, sto je manje A,
Pustimo li Az da bude sve
manje i manje, kvocijent di-

g Y

2

ferencija
Ap pt xR
Ay T 9@
prije¢i ¢e u diferencijalni kvo-
* cijent
dp '._‘
B B Slika 29.
Ako diferencijal povrsine
dp 5 g dy
integriramo u granicama % — 0 i ¢ = 2=, dobit éemo za po-
vriinu kruoga
2r

g
2
p= Tz [dg& = T

0
b) Prema opéenom postupku za odredivanje povrsina krivih
linija, kako je objaénjen u § 50., mozemo povrsinu kruga i
drukeije odrediti. Cetvrti dio kruga
a® 4+ y? = r?
sto lezi u prvom kvadrantu, dan je formulom

¥

2 de (1)
Y “0
u koju bi prema jednadzbi kruga trebalo postaviti y = =2~
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i Da taj integral lakse odredimo, izrazit éemo x i y polar-
nim koordinatama » i .

lz slike razbiramo, da je

. & =rcos¢, y = rsing.
A kako je
dr = — rsingdy, ‘
prijeéi ée préthodni integral u
0
}4)‘ = — | r?sin%pdeyp. (2)
T

U integralu (1) bile su granice 0 i ». Prvu vrijednost po-

i : 4 . -
prima « za © = ;-, a drugu za » — 0. Stoga su u integralu
(2) uzete granice ovako, kako je naznaceno.

Po poznatoj _]e formuh
1 — cos2¢

sin? E) Y

’G

pa stog se integral (2) cijepa u dva integrala:

0 A n i 0 0
p- 2 ' 2 rt [
4 = — g (I —eos2¢)dy =— Glde + 5|cos2¢dy.
T ’ : T 'R )
Vrijednost je prvog integrala — %, dok je drugi integral

jednak nuli. Tako dobijemo poznati rezultat
R

Da je drugi integral jednak nuli, uvjeravamo se ovako:

cos°7'pd'7

[«

(=}

w
.]4‘\

jer je d29 = 2dg. Primitivna je funkcnja ovdje sin 2¢, a ta

je jednaka nuli i za ¢ = 0, kao i za © — g
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* (§ 57.) Povrsina elipse. Sjetit éemo se konstrukcije elipse
s pomoéu dva koncentricna kruga, opisana oko ishodista koor-
dinata s polovinom male i s polovinom velike osi kao polu-
mjerima. Ishodistem povuce se zraka, koja s osju X zatvora
kut 7. Toc¢kom 4, u kojoj ta zraka zgada nutarnji krug, potegne
se paralela s osju X, a totkom B, u kojoj ta zraka zgada vanj-
ski krug, potegne se paralela prema Y. Te se dvije paralele si-
jeku u tocki M, koja je tocka elipse. Iz slike, koju je prema
tom naputku lako nacrtati, vidi se, da su koordinate tocke M

Y= a1 COR, -1\ == ub: sin @,
%4 .

Cetvrti dio povrsine elipse, koji lezi u prvom kvadrantu,
dan je izrazom
] ydx

‘0

Kad upotrijebimo prethodne i®raze za i y, dobit ¢éemo
0

b e
4 = — | absing dy
"-T
E
0 0 )
1——cos*’w ab
J dy = — gt dgs— cos 2 ¢ dy.
T T T
» 2

Drugi je integral jednak nuli, kako smo \'1dJelx u pretho-
dnom paragrafu, dok je vrijednost prvoga — j, pa je tako cijela

povrsina elipse
pl=iabz

Elementarno odreduje se povrsina elipse ovako. Elipsa je
ortogonalna projekcija kruga. Povrsina elipse jednaka je povr-
sini kruga pomnozenoj s kosinusom kuta v, sto ga ravnina kruga

zatvora s ravninom projekcije. Kako je cosp = vt povrsina

kruga a®=, dobijemo odmah prethodni izraz
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/

(§ 58.) Volumen tijela rotacije. Rotira li povrsina ABDC
oko osi X, izvede se ti-
B 5 jelo rotacije. Razmak AB
& D razdijelit éemo u n je-
dnakih dijelova Az. Or-
dinatu AC oznacit éemo
= Yo a slijedeée sy, y,,
C i .+ +Yn_1 Tim ordina-
E tama razdijeljena je po-
gl ¥ N | I J f vriina ABD(C' na uske
B

X_ pbruge. Svaka pruga opise
jedan sloj tijela rotacije.
Upisani pak pravokutnik

Slika 30. izvede rotacijom valjak
: upisan tom elementar-
nom sloju. Suma obujmova tih valjaka dana je izrazom

0 A Ax

. n—1

G i : Sy
oAz +wmy - A+ ...+ mhio s Az = .\_ﬁry_; - Az.

z=10

Ta ¢ée suma tim tocnije predocivati volumen tijela rotacije,
sto je veée m. Kad n beskonacéno poraste, prijede ta suma u
odredeni integral ;
b o152
Vi = \myide = T | y-das

« a

U tom integralu treba y zamijeniti onom funkcijom od z,
koja izlazi iz jednadzbe izvodne krivulje. .

Primjer 1. Pravac y = %l prolazi ishodistem koordi-

nata i totkom (v, r). Rotacijom oko osi x izvede taj pravac stozac.
Za volumen tog uspravnog kruznog stosca imamo izraz

» »
2202 25 £
- 2 Tre 3
7=t [ s s [
v- v
tt) 0
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.3
Primitivna je funkcija tu -

; kad u nju uvrstimo gornju

w

! 5 v3 ¢ St ! ;
granicu, dobijemo -, dok je rezultat supstitucije donje granice

1]

jednak nuli. I tako izade

. wre: ol ©riy
V = -y : — = a
v° 3 3 ¥

Primjer 2. Ima se odrediti volumen kugle” Krug opisan
oko ishodista s polumjerom » ima jednadzbu 22 - 42 = 2
2

dakle je y*= r? — % Uzmemo li jo§ granice a = 0, b = r,
dobit éemo volumen polovice kugle. Stoga je volumen cijele kugle

;
V =9 | (r— 2?)d.

! 0
No sad je _

) b . 23

' (r* — a¥)dzx = ‘ ridz — ' zide = rip — 5
Ll ; ' ¢ : ¥ Dn®
Uvrstimo li ovamo za z gornju granicu r, dobijemo 5 i

rezultat supstitucije donje granice je nula. I tako je

. %5 damr?
I S Qﬁ o = S
Dl )

Primjer 3. Nek se odredi volumen tijela, koje nastane ro-
2 ¢
tacijom elipse -':;,_, - ZA” = 1 oko osi X.

o a

- i 2a2b [
V=2 - Jg/"dw: s ’ (@* — 2?)dx
0 “0
Lako se vidi, da je
g ' - a
| (@ — 2?) do = ‘a"'dw — ‘u"d;:; —at— & _ 24
0 0 b0 3 57
pa je stoga
27b® 2a® 4 mab?®

==

a® 3
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Primjer 4. Parabola y? = 2px rotira oko osi X. Ima se

y izraéunati volumen tijela,
: sto ga opiSse segment
7 OPM, ako je dano

$ i 8P — .

o3
V =r|yde =
‘0

0 Y

XLy ¥
%X, . x ' Wrdr = wmpa,’.
0

To je tijelo rotacije
jednako polovini opisa-
nog valjka. Valjak naime

i ima volumen
Slika 81. V== - PM:- OP =

x - 9, - %, = Zmpa,®.

Zadatak 1. Polazeéi od izraza za elemepat volumena
dV — zydz i od vrsne jednadzbe kruga «* 4 y® = 2ru neka
se odredi volumen a) kugle, b) kuglina odreska, ¢) kuglina sloja.

Naputak. U prvom slu¢aju integrira se od # = 0 do o <L
u drugom od # =0 do x = v, a u treéem od z =, do & = 7,.

Zadatak 2. Grana krivulje y = %, koja lezi u prvom kva-
drantu rotira oko osi X. Kolik je volumen tijela rotacije medu

a) ¥, =1, 2, = 23 b) ,=1, 2, = o0} ¢) #, = 001, x, =13
d) 2y =0, g, = 1

Zadatak 3. Krivulja y? = «® rotira oko osi X. Kolik je
volumen tijela rotacije u granicama 0 i «?

Zadatak 4. Sinusoida y — sin « rotira oko ogi X. Kolik je
volumen tijela rotacije u granicama x, = 0, «, = =
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Aritmeti¢ki redovi.

1. Dokazi formule za a, i s, zakljutujuéi od » na » - 1.§§10.

Izracunaj a, i s, za ove aritmeticke redove (2 do 4): dol1?.

PG Ll N 3. — 10, — 7, — 4, . . .

4o 100,194,588 55

5. Koji je ¢lan u aritmetickom redu 1,4, 7, ... jednak 2987

: @ Koliko se ¢lanova aritmetickoga reda 3, 2 ; 1_3,...

mora zbrojiti, da se za zbroj dobije 02"

7. Zbroji sve godine od Hristova rodenja.

8¢ Cetvrti ¢lan aritmetickoga reda jest 7, a dvanaesti 3.
Izracunaj deveti ¢lan i zbroj prvih 100 ¢lanova.

9. Zadano je «, (0), d (5), » (21). _ Izratunaj @, i su.
10.% . a, (4), a. (31), d (1'3). b 7 sy
11. - a, (1), an (— 17), = (10). ” it S
12. : a, (1), aa (3), s» (12). ; (i e
i ) 1 d (12), » (8), s. (1136). - q's O
14. o a, (15), s (— 103),d (—2). , (P,
15.% - a, (10), s, (104:5), d (0'3). G g M
>x8xy a, (0), » (16), s, (144)." AN A
| PG a, (18), n (16), s, (14%). sl e

}6/. Izmedu O i 1 interpoliraj aritmeticki red s 19 ¢lanova. §13.
19. Koliko ima brojeva djeljivih s 11, koji su manji od 1000?

 Rezultati: 6. 10 ¢lanova. 8. a,= 85, d=—05 it d.
10. »n = 19. 13. ¢, = 100. 15. », = 19, n, = 22. 16, d = 1"2.
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20.* Izmedu @ i b interpoliraj aritmeti¢ki red s » c¢lanova,

pa izratunaj zbroj interpoliranih brojeva.

[zracunaj a, i d, kad je zadano (21 do 26):

2k.: 4, '+ age= 46, 4, ¢ ag— 23 T,

22.% ay 1 a 8= 18, a®, = 121.

28.%5 sy = 76, S5 (a; + a; + a3) = 660.
M. a, + ap = 28, a; . a5 = 232.
26" @ 0, 5= 276, a; .. ay = 1326.

26. 1 a; @, a; ap— 860, a5 = a; — 9.

Naputak. Izrazi a,, a;, a, s a, i d, pa eliminiraj a,. Cetiri
rjesenja.

27. Kakav se red dobije, kad se u aritmetickom redu
obrne poredak ¢lanova?

28. Dokazi da je svaki ¢lan «, aritmetickoga reda aritme-
ticka sredina od @, — » I @, ,!

29, Aritmeticka sredina od ma koliko uzastopnih c¢lanova
aritmetickoga reda jednaka je aritmetickoj sredini prvoga i poslje-
dnjega od tih ¢lanova. Dokaz!

30. Tijelo padajuéi slobodno prevali u prvoj sekundi 9 in,
a u svakoj potonjoj sekundi 9'8m vise negoli u prethodnoj. Izra-
cunaj put prevaljen u ¢ sekunda.

31.* Sluga dobije prve godine, kad se najmio 360 K, a
svake slijede¢e godine 24 K vise negoli u prethodnoj godini.
Za koliko ée on godina ustedjeti 2376 K, ako svake godine zastedi
309/, svoje place?

32.* Netko stavi u lutriju 1 K i izgubi, drugi put stavi 2 X
pa opet izgubi, treéi put 3 K i t. d. Kad je naposljetku jednom

Reeultati: 20, Suma =212 ., 2.0 =1, ¢ = 2;

> 19
o, =89, d= —20. 23.a4,= — 8, d=25>; a,=18 li”
d=—2 % 25. Cetiri rjesenja. Za a, dobiju se vrijednosti

1, — 4, 69, — 69, a za d vrijednosti 5, — 5, — 5, 5. 31. Za
15 godina. 32. » = 27.



111

dobio i ulozak mu 14-struko povraéen, bilo mu je vraéenmo sve,
sto je dotad izguhio. Koliko je puta igrao?

33. Ako brojevi

| BTN L i ¢ine aritmeticki
red, onda to vrijedi i za brojeve a? 5% ¢ Dokaz!

34.% Zbroj od cetiri broja, koji ¢ine aritmeticki red, iznosi
a (30), a zbroj njihovih recipro¢nih vrijednosti iznosi b (;6) Koji

su to bhrojevi?

35.% Tri broja ¢ine aritmeticki red s diferencijom d; zbroj
njihovih recipro¢nih vrijednosti = 0. Koji su to brojevi?

36. Opazanjem je nadeno, da je temperatura zemlje u
dubljini ed 25 m jednaka srednjoj godisnjoj temperaturi mjesta
u kom se opaza, na pr. 3° C. Kad idemo dublje, onda za svaka
32m poraste temperatura za 1° €. Ako bi taj zakon i dalje po-
stojao, u kojoj bi se dubljini namjerili na temperaturu, kod koje
se tali @) zlato (1054° C), b) platina (1775° C)?

Geometrijski redovi.

1. Dokazi formule za a, i s, zakljucujuéi od » na n + 1.
Izradunaj ag i sy za ove geometrijske redove (2 do 4):  8§14.

S e e T A LT S do16.
4. — 10, 5, — 25, . .. .
Izracunaj @, i s, za ove geometrijske redove (o do 6):
4 b? : Z
0 il b s L 6. r,-i, !_f,...
a \ ¢ ¢

ey . = 1

7.* Koliko se ¢lanova geometrijskoga reda 2, — 1, .

mora zbrojiti, da se za zbroj dobije ;—4

S Ceetvrti ¢lan geometrijskoga reda je 54, a sestije 486.
ILraéunaJ prvi élan i koliénik. :

9

Rezultati: 34. Cetiri rjesenja. Specijalnim vrijednostima
d

odgovaraju diferencije 3, — 3, ]/143, — V135, 385. T —d,
T}‘l_:a' ];Za -+ d. Kvadratni konjen moze se uzeti pozitivan lll.A

negativan. 7. n = 8.
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0.* Zadano je a, (%), q (— %), n (5). Izraéunaj a, is,.

o o G- O Be o (5 5l

RS BRE 7 (f) a, (%) n (4).

5 4 S

DR sa, (1), (1:99375),2 ¢ (L:6) 2 Moy S
= , 1R

P i 210 (8), @, (I)' Sn (lo I) R e

14« ., ' e (1), ¢ (—8), s. (4921)s S Lt

o (2 -

15. | s (97), g \5) s (10& -8 W

Izracunaj zbroj bgskonaénih geometrijskih redova (16 do 20);

()

-l(i.1-{——3—-%'73‘7...17.1—%»-{-—%—...

18: okl Bt | i o,

19. 1 —o+ 22— ... (2 < 1). i

pov Tt e = Lo B -] LU

0. 7 B pE e (> L

Pretvori ove periodske decimalne razlomke u obicne:

21, Q7. 22, 1-43. 23. 0195. 24, 0138
25. Izmedu 1 i 2 interpoliraj geometrijski red od 2 ¢lana.
26, Izmedu 1i 16 intel‘poiir'aj geometrijski red od 7 ¢lanova.

27. Tako isto izmedu a” i b® interpoliraj geometrijski red
od 4 c¢lana.

28.*% Izracunaj sumu geometrijskoga reda od 9 c¢lanova,
koji ‘su interpolirani izmedu a i b.

Rezultati: 9. a, = 9. 10.-ay'= 8. 11: g = -4' 120 =56

10 10

14. n = 9. 15. n=06. 20.s=1. 928, S_b]a——al/b.

10

l,b—l/aA
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{
\ 29x Izracunaj zbroj beskonacnoga geometrijskoga reda, koji
na&tane iz beskona¢noga reda a + ag 4+ ag®> + . . . (g < 1),
kad‘ se izmedu svaka 2 ¢lana interpolira jedan broj.
| 30. Dokazi, da logaritmi ¢lanova geometrijskoga reda cine
aritmeticki red? Kako glasi obrat? _
.3l. Kakav se red dobije, -kad se u geometrijskom redu

obrne poredak ¢lanova?

32. Dokazi, da je svaki ¢lan a, geometrijskoga reda srednja
geometrijska proporcionala medu @, , i @p4,

33. Ako se u geometrijskom redu zbroji po » ¢lanova,
koji dolaze jedan za drugim, dobije se opet geometrijski red.
Dokaz!” - ]
: 34.% Dokazi identitet: :

42424 ..+ 2™ ): 1l+2zt+22F.. ;a1 =
=+ a: (1 + ).

35,* Dokazi identitet: y
1 @ &%z z2%) (I — =z 22— ... a2 =
. SRR g e i

367 Tri broja, koja Cine geometrijski red, imaju sumu 63.
Prvi je broj za 45 manji od treéega. Koji su to brojevi?
/4‘ Tri broja, koja ¢ine geometrijski red, imaju sumu 26,

a suma je njihovih kvadrata 364. Koji su to brojevi?

Naputak. Uzmi u obzir, da je 1 4 ¢* 4+ ¢* djeljivo
s1 + ¢+ g% . :

35. U geometrijskom redu od 6 ¢lanova suma je od prva
3 ¢lana = 3, dok je suma od posljednja 3 ¢lana’ = — 24.
Kako glasi taj red? .

39.) Tri broja tine geometrijski red. Ako se srednjemu
pribroji 8, onda red prijede u aritmeticki, a ako se na to tre-
¢em broju pribroji 64, postane opet geometrijski. Koji su to
brojevi? ;
40. Netko ustedi 1. sijecnja 1f, 1. veljace 3f i tako sva-
koga slijedecega mjeseca triput vise negoli u predasnjem mjesecu.
Koliko ¢ée zastedjeti u godini dana? ;

41.* Onaj, sto je iznasao igru sah, traZio je za nagradu
toliko pseni¢nih zrna, koliko ih treba, da na prvo polje saha

e T 08
. 1 - Vo
81. 87. 9,6, 18; 18,6,2. 39, 4, 12, 36

12-:298 . . . bilijuna hektolitara.
Hocevar-Varicak, Aritmetika za VII. i VIII. razred. 8

Rezultati: 29. § = 36. 3, 12, 48; 36, — 54,

420 100

9 9° 9 41.
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dode 1 zrno, na drugo 2 zrna i tako na svako slijedeée polje
dvaput toliko zrna, kao na predagnje. Koliko bi I psenice morao
on dobiti, ako u 1%l ima prosjekom 1,500.000 pseniénih zrna?
42. Metalno zrcalo apsorbira kod svake refleksije 10/,
svjetlosti, koja na nj padne. Kolik je intenzitet jedne zrake svje-
tlosti, koja se Sest puta reflektirala, ako je njezin intenzitet bio
u pocetku = J? ]
' 43.% Iz bureta, u kom je 401 ¢istog alkohola, jzvadi se 51
i nalije toliko vode. Od te smjese izvadi se opet 51 i opet se
bure napuni vodom, i t. d. Koliko se puta mora to ponoviti,

ako naposljetku ima u buretu da ostane «) 1017, b) 11 alkohola?
% ukupne teku-
“éine, dakle i % alkohola, 8to ga ima u buretu, tako da od njeg

Naputak. Svaki.put se izvadi iz bureta

preostane jos %
44*, Recipijent uzdusne sisaljke ima volumen R = 3dm?,
a njena sara volumen S = 1'2dm® a) Na koliko se razrijedi

uzduh, ako se ¢ep potegne 20 puta? b) Koliko se puta mora cep
potegnuti, da se napetost uzduha b, = 730 mm snizi na napetost

b, = 4mm?
45. Ahil hoée da uhvati kornjacu iduéi 12 put brze od nje.

U pocetku nalazi se Ahil u 4, a kornjaca u K; udaljenost 4K
iznosi jedan stadij (stara gréka mjera). Dok Ahil dospije u tocku K,
kornjaca se odmakla za duzinu KK,. Kad Ahil dode u K,, kor-
njaca se odmakla za duzinu K, K, i t. d. Moze li se otud zaklju-
¢iti, da Ahil kornjace ne ée nikad stié¢i? (Sofizam Zenonov).
46.* S tocke A, koja je na jednom kraku kuta a (60°) spusti
se normala na drugi krak; s podnozista B te normale spusti se
normala BC na prvi krak i t. d. Kolik je zbroj svih tih besko-

na¢no mnogih normala, ako je zadano AB = a.
47.% Medu kracima siljatoga kuta « nalazi se beskonacno

mnogo krugova s polumjerima r, r,, 7y, 73 . . ., koji sve jedan
drugoga izvana dodiruju, i koji krakove kuta imadu za zajednicke
tangente. Kod toga je r > », > r, > ry . . . Neka se izracuna
suma povrsina tih krugova, ako je poznat »ia. Na pr. a = 60°.

Rezultati: 43. b) n = 27'6. Sto znati, da je taj broj raz-

Pa Gl ()

g (el
— COoSa 4 sinoi

a

lomak? 44, b) n = 15:47. 46.



C. Druge vrste redova.

1. Dokazi formulu za sumu kvadrata brojeva 1, 2, 3 . . . § 20.
n zakljuéujuéi od » na n + 1. i2L .

2. Tako isto formulu za sumu kuba istih brojeva.

Odredi sumu ovih redova (3 do 6):

3. 22 L4262+ ...+ (M2 -

4512 ;- 32 45624+ ... 4 (20 — 1)%

Naputak. Suma se ta dobije s pomoéu prethodne.

B 98 4 48 B8 e (Bn)P

6. 18 |- 33 4- 5% 4 ... 4 (@n — 1)%

Rad¢un slozenih kamata.*) X
1. Na koji ¢e iznos narasti 2500 K uz 4%, za 25 godina? § 22,
l"l’ Netko ulozi 2135 K uz 3%, na slozene kamate. Koliko j 23,

dobije hakon 18 godina?
3.* Pred 20 godina uloZeno je 973 dinara uz 4'/,%, na slo-
zene kamate. Kolika je sadasnja vrijednost te glavnice?

4.*% Netko je pred 12 i, godina ulozio 5600 franaka uz

4 —;—0/0. Koju svotu moze on sada traziti?

5. Cijeni se, da u sumi ima 16.000m® drva i da godisnji
~ prirast iznosi 1 —2‘—"/0. Koliko ¢e drva biti u toj sumi iza 12 go-
dina ? i :
6. U nekoj zemlji, koja ima 12,462.000 stanovnika, raste
stanovnistvo godisnje za 0-75°/,. Koliko ée ga biti za 20 godina ?

7.* Da je u vrijeme Hristova rodenja 1/ ulozen @) uz 1°/,
b) uz 4%, koliko bi se danas moglo traziti ?

Resultati: 4. s, = % (dn2 — 1). 6. s = n* (22— 1).

3. 234659 D. 4. 97105 Fr. (a po konformnom kamatnjaku
9708:25 Fr.) 7. Krajem 1912. bilo bi @) 1,830.000 K, b) 36961
kvintilijuna K.

#) U svim potonjim zadacima iz ratuna o slozenim kamatama i o ren-
tama uzimat ée se, ako se izrijekom drukéije ne odredi, da su glavnice ulo-
zene uz 4Y/, na slozene kamate i da se kamate pribijaju glavnici, kad prode

odina dana.
g a .
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8.*% Uzmimo, da se za svotu, koja je dobivena u preda-
snjem zadatku, kupi cista zlata od specifitne tezine 1925, a uz
cijenu od 3280 K po kilogramu i da se od toga zlata nacini
kugla. Koliko bi puta premjer zemljin, koji iznosi 12756 km, bio
sadrzan u premjeru te kugle ? _

Naputak. ‘Izra¢unaj logaritam mnozine zlata odredene u
dm? i logaritam volumena zemlje u dm? pa iz logaritma omjera
tih volumena odredi omjer premjera.

Otac ulozi za svoga sina na dan njegova rodenja
- 1000 K uz 4%,. Koliko ¢e sin dobiti kad navrsi 24. godinu zivota,
ako se kamate svake pd godine pribijaju glavnici?

10.* Izratunaj razliku iznosa, na.koje ¢ée narasti 1300 K uz

4 io/0 za 14 godina, ako se kamate jedamput prlklap%]u

2
glavnici svake godine, a drugi put svake po godine.

ﬂ Koja se svota mora uloZiti uz 4%/, da se iza 20 go-
dina dobije 5000 franaka? - :

12. Koja glavnica uz 3'6°, za 18 godina naraste na
1500 K ?

13.* Koliko se mora uloziti uz 4 i % ako se iza 11 go-
dina hoée da dobue 2823-76 Fr?

14.* Koja glavnica za 4 godine i 3 mjeseca uz 49, i cetvrt-

godignje kapitaliziranje naraste na’ 1776-44 maraka.

15.* Netko ima iza 3 % godine beskamatno platiti 2350 K,

(t. j. bez kamata za to vrijeme). Kojom bi svotom mogao odmah
izmiriti svoj dug, ako se uzme, da se kamate svake po godine
glavnici pribijaju?

16. Neka je glavnica bila 4 godine ulozena uz 3%, onda
12 % godine uz 4°,, pa je narasla na 9100 K. Kolika je bila

ta glavnica? 4
Naputak: Postavi se ¢. 1-03% 1-042

Rezultati: 8. 3-4463 puta. 10. 24616 K i 24785 K.
13. 1740 Fr. 14. 1500 M. 15. 20458 K.
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17* Koja glavnica naraste uz 4°/, za 12 godina na istu vri-

jednbgijkao 1000 K uz 4 »01)— s gl g godina?

18. Izracunaj uz 3 % 0/, diskont od 3400 K, koje bes-

kamatno dospijevaju iza 7 godina, ako se ima odmah sad platiti?

19* Za koje wueme naraste glavnlca od 2000 K uz 5 - 1 /

na 6000 K ?

&0+ Tako isto 1600 K uz 41,%, na 248475 K?

21. Koliko je vremena 100 K bllo ulozeno uz 3%, ako je
naraslo na 19161 K?

22.% Koliko vremena treba da 2400 dinara uz 3 %0/0 na-

rastu na 423439 dinara ?

23.* Za koliko je godlna 5000 dinara uz 4%/, i polugo-
disnje kdpltallz_lran.]e,kamfxta naraslo na 668931 dinara?

2 Za Koje se vrijeme podvostru¢i glavnica uz a) 3%,
b) 4%, c) 5%,°?

5.* A ulozi 1200 K uz 5%, B pak 4 godine kasnije ulozi
1800-33 K uz 49, Za koje ¢e vrijeme te glavnice narasti na
jednake svote?

26.* Engleska je godme 1760. imala 6.479.730 stanqQvnika,
godine 1800. pak 9,187.176, a 1830. godine 13.840.751. Koliki je
bio postotak prirasta u to vrijeme?

?‘{. Uz koliko se postotaka podvostruci glavnica za 12
godira ? ;
lci'@;Uz koliko postotaka naraste 465 K za 15 godina na
83743 K?

Rezultati: 17. 104404 K. 19. Za 20513 godine (po kon-
formnom kamatnjaku dobije se 20:519 godina.) 20. Za 10 go-
dina. 22, 16 ‘;— godina. 23. Za 7-35 godina. (Konformni ka-

matnjak.) 25. Prva glavnica za 26 godma 26. Od godine 1760.
do 1800. iznosio je prirast 0-88°/,, od godine 1800.—1830 pak
1:87%,. 28, Uz 4%,
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29. Tako isto 1426 Fr. za 11 godina na 243893 Fr?

t}@ Uz koliko su postotaka bile 2000 K ulozene na slo-
zene kamate, ako su one za 16 godina narasle na 346797 K?

@,Uz koliko se postotaka potrostru¢i glavnica za 30
godihd, ako se kamate priklapaju glavnici tre¢inom godine?

32. Za zajam od 1000 K dade lihvar sebi ispostaviti mje-
nicu na 1464 K, koja dospijeva iza 4 crodme Koliko je posto- -
taka raéunao?

33.* Ako se kamate pribijaju glavnici svake godine, uz
koliko ée postotaka glavnica u godini dana porasti toliko, ko-
liko poraste uz 49, kad se kamate kapitaliziraju svake éetvrt
godine 2 .

Za 5 godina narasla je glavnica na 74024 K, a za 12
godina narasla je na 10415'9 K. Kolika je bila glavnica i uz ko-
liko je postotaka bila ulozena?

35. Broj stanovnika Engleske bio je u godini 1891. 27,483.490,
a u godini 1901. 30,805.466. a) Za koliko je postotaka porastao
onaj broj svake godine? b) Koliki bi morao biti u godini 1919.,
ako postotak prirasta ostaje isti? é

Racun renta.

36.% Ako se 16 godina na pocetku svake godine ulaze 300 &

40/0 koliko se dobije na koncu 16. godine?
ﬂ?/ *l Netko ulaze 20 godina na pocetku svake godine 420 K
3'6%,. Koliko ée dobili na kraju 20. godlne, ako se kamate

\ kapitaliziraju polugodisnje ?

‘\/,’, \ Naputak. Na kraju 20. godine pojedini obroci imadu vri-
% jednost 7%, 7¢%, . . . rg% gdje je ¢ = 1°018. Jos treba uzeti

lgg 1'018 = 0-0077478¢

+ 38.* Svaki put, kad minu dvije godine, ulozi 4 1200 K uz
*5%/,. Koju ée on svotu dobiti dvije godine iza desete uplate?
.. 39.% A4 ulaze 30 godina na pocetku svake godine n K,
B pak ulaze za to vrijeme na pocetku svake druge godine 2n K.

Tko ée na kraju 30. godine dobiti vise i za koliko?
Rezultati: 30. 331; % 31. 3:69°%,. 33. Uz 100 (1-01*—1)%/,."
34. 5800 K uz 5%, 36. 6309-09 K. 37. 12478 K. 38. 20102 K.

fiaivite B MU 2
.39. B dobije vise za RE N\ s 1-04. $ L{‘}_

e S 2 g = 1
99¥0% > J 'Of 527’9
]
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1] GXE N ulaze 30 godina svake godine r K. Iza 10. uloéka"/—"
iznoki njegovo potrazivanje 144073 K, a iza 30. uloska 6730-17 K.

Kolik je bio r i uz koliko se postotaka ukamaéiyalo ?

41.* Koju svotu treba 24 godine na pocetku svake godine
ulagati a) uz 4%, b) uz 5%, da se na koncu 24. godine dobije ;
10.000 K ? : : &

) " 42, Isti zadatak, ako se uplaéuje na kraju godine?
3 8.* Otac je za svoga sina od njegova rodenja uplaéivao
svake po godine istu svotu u stedionicu, kod koje se kamate uz
49/, kapitaliziraju polugodisnje. Iza 31. uplate umre otac, i otad
se ulozena svota poveéava samo kamatama i kamatama od ka-
mata. Kolika je bila polugodisnja uplata, ako je sin s navrsenom
94. godinom dobio 363172 K?

y N A ulozi svake godine 160 K uz 5%, pa bi rado zato,f——
dobiti 2100 K. Koliko puta mora ulagati?//

< Netko ulozi 1950 Fr. uz 45%, i na koncu svake slije-
dece godin€ dodaje jos 250 Fr. Koliko je njegovo potrazivanje
iza 12. obroc¢ne uplate?
46.* Isti zadatak, ako se kamate kapitaliziraju polugodisnje.
M/* Za koji se iznos mora glavnica od ‘3600 K povecati
svaki put, kad produ dvije godine, da iza 5. obro¢ne uplate po-
trazivanje bude iznosilo 10.000 K?

- 48.% A ima 84.000 K, ulozene uz 4°/,. @) Koju svotu.ne '
smiju njegovi godisnji izdaci premasiti, ako hoce, da mu se imu-
tak ne smanji? Koliko ée on imati iza 20 godina, ako je u to
vrijeme svake godine trosio &) 3000 K, ¢) 4000 K? (Neka se
tako racuna, kao da se izdaci ¢ine vazda na kraju godine).

. 49.# Kolika je glavnica bila ulozena uz 5 ;— % ako se 15

godina, na koncu svake godine, od nje uzimalo 250 K i ako je -
na kraju 15. godine jos preteklo 1300 K.

Rezultati: 40. r — 120 K, p = 4°,. 41. a) 246:03 K.
43. »r — 60 K. 44. Uplatiti ima 10 puta i na to jos 10 mje-
seci jednostavnog ukamacivanja. 46. 72037 Fr. 41.Za 79368 K.
48. b) 94720 K, c¢) 64942 K. 49. 30916 K.
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3 ﬁo,) U sumi ima 135.000 m® drva, a godisnji prirast iznosi

1‘8"70./ Koliko bismo drva smjeli svake godine izvesti, da iza 20

godina jos ostane 100.000 m3

b Lﬂ5l., Netko ulozi IQOOU dinara uz 3-5%, i podize od toga
12

ma, na koncu svake godine, 1000 dinara. Koliko mu jos

. ostane kad podigne zadnji obrok ?

Y 2.% Za koliko se godina otplati dug od 10000 funti ster-
hnga ebroc¢nim ofplatama od 237393 funti stellmga, koji se pla-
¢aju na kraju svake godine, ako se racuna 6%,°

i * Za koliko ée se godina amortizirati zajam od 11 mili-
Jjuna °K} sklopljen uz 5%,, ako se na koncu svake godine otpla-
éUJe (anuitet) 715.566 K?

B4.* Zajam od 2 milijuna kruna, sklopljen uz 49/,, ima se
amortizirati sa 40 anuiteta, koji dospijevaju na konecu svake go-
dine. @) Kolik je anuitet? b) Za prvih 5 godina izracunaj koliko
se placalo za kamate, a koliko se davalo na otplatu glavnice.

%.* Dug od 6400 K ima se otplatiti s 12 obroka, koji do-
spijevaju iza 2, 4, 6, . . . 24 godine. Kolik je jedan obrok?

* Dug od 10.000 K ima sé otplatiti s 10 jednakih obroka,
koji dospijevaju na koncu svake godine. Prvih 5 godina ukama-
¢uje se s 5%, a onda sa 4%, Kolik je jedan obrok?

Naputak. Postavi se '

' 5 5]

kq° ek Z——_—% — k19 k[flld_ ” gql] £7 11 :O.

57. Koju sadasnju vrijednost ima renta od loOOK koja
kroz 20 godina do:pueva na koncu svake godine.

58.% Kroz 30 godina, racunajuéi odsad, ima N na _kraju
svake godine da dobije rentu od 2000 K. Ako bi se njegove
trazbine imale podmiriti time, da mu-=se jednom za sv agda isplati
60.000 K, kad bi se to imalo uéiniti?

59.* Netko ima za 10 godina beskamatno dobiti 12.000 K ;
mjesto toga rado bi on primati rentu, koja bi tekla 15 godina i

Rezultati: 52. Za 5 godina. 53. Za 30 godina. 54. a) 101047 K.
b) Prvih pet godina 'iglo je na otplatu glavnice 21.047 K, 21889 K,
22.765 K, 23.675 K, 24.622 K. 55. r — 856'3 K. 56. r — 12799 K.
58. Po konformnom kamatnjaku dobije se n = 14046 godina.
89. r = 729'13 K.
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koja bi prvi put imala dospjeti za godinu dana. Koliko mora
renta iznositi? :
60 * Renta od » kruna dospijeva kroz 25 godina na koncu
svake godine. Kad ima ona vrijednost 25 i ?
61.* Netko ulozi sad i iza 3 godina 4000 K, da sebi osi-
gura renfu, koja bi trajala 20 godina i godignje iznosila 763-23 K.
Kad je moze poceti uzivati? ; v
62.* Netko ima iza 6 godina beskamatno da dobije 15.000 K;
on bi to 1adije zamijenio za rentu, koja bi dospijevala 10 puta
i to na koncu svake treée godine. Kolika je ta renta?
63.% Za 18.746'5 K kupi A rentu, koja godinu dana iza
toga prvi put dospijeva i traje 25 godina. Kolika e renta?
 Koliku bi svotu morao netko uloziti, da osigura sebi
rentu od 1200 K, koja se pocinje 5 godina kasnije i tece 30 go-
dina ? '
Naputak. Do posljednjeg obroka rente proteku 34 godine.
65.* Renta od 1250 Fr., koja je proracunata na 20 godina,
ima se odgoditi 5 godina (t. j. ima poceti 5 godina kasnije
negoli je s pocetka bilo odredeno) i onda isto tako teéi 20 go-
dina. Koliko iznosi odgodena renta ? :
J /" Netko ée za 10 godina poceti uzivati rentu od 1600 K,
pYoracunatu na 16 godina, no rado bi je zamijeniti drugom, koja
e odmah pocinje, a tede tako isto 16 godina. Kolika je ta renta?
67.* Otac ulozi za svoga sina najprije na njegov rodendan,
pa onda iza 4, 8, 12, 16 i 20 godina svaki put po 800 K. Ko-
liku godisnju rentu moze zato sin uzivati kroz 6 godina iza na-
vrene 24. godine?
: 68.* Mjesto da se tijekom 30 godina na potetku svake go-
dine prima 1000 K, radije bi se Sest puta i to na pocetku sva-
koga kvinkveniia primila svota, koja odgovara. Kolika je ta svota?
X 69.* 4 je 15 godina ulagao godisnje po 250 K. Koliko go-
#dina moze on za to dobivati rentu od 400 K, koja prvi put
dospijeva godinu dana iza posljednje uplate, ako se racuna 59/, ?
Rezultati - 60. lza 13011 godina. 61. Za 10 godina.
62. » — 214007 K. 63. r — 1200 K. 65. Opceno je = rg’.
67. r — 15799 K. 68. 4630°09 K. 69. 23 godine. (Tocniji
racun daje 22:995 godina.) '
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< Renta od 1500 K, koja 20 godina dospijeva na po-
tetku svake godine, ima se pretvoriti u drugu, koja se pocinje

odina kasnije i tece samo 10 godina.

* Netko ima pravo na godisnju rentu ‘od 2400 K, koja

traje 18 godina, no prvih 5 godind on ne podigne rente, veé
ugovori sa bankom da mu zato povisi preostale obroke. Koliki
su novi ghroci? '
' ”_‘\Renta od 1235 K, koja dospijeva na pocetku svake
godine, ima se pretvoriti u drugu, koja ima teéi isto toliko go-
dina, ali dospijeva svake po godine. U oba slu¢aja pretpostavlja
se polugodisnje kapitaliziranje kamata.

73.* Renta tece 10 godina i u prvoj godini iznosi 500 i
u drugoj godini 5%, manje, u treéoj godini 5%, manje negoli u
drugoj i t. d. Koju vrijednost ima renta godinu dana prije pr-
voga dospijetka? p = 49/,.

74. Renta tece n godina i u pojedinim godinama iznosi
po redu 7, re, re?, . . . re"— 1. Koju vrijednost ima renta o onom
roku, kad prvi put dospijeva? ;

75, Isti zadatak, ako je koli¢nik e = kamatnom faktoru q.

X76.* 4 ulaze 12 godina, na pocetku svake godine, izvjesnu
svotu i to prve godine 200 K, druge godine za 5%, vise, treée
godine za 5%, vise negoli u .drugoj godini i t. d. Koju vrijednost
imaju ove uplate na kraju 12. godine? p — 45/,

Permutacije.
£ 30. Koliko se permutacija dobije iz ovih elemenata (I do 3), i
koje su to: ;

;b e L. R e
3. @M, 0,7 ;

Rezultati: 70, z = »(¢" 4 1). 71. Isporedivanjem ko-

18 L
nacnih vrijednos_ti dobije se R = 24—0401?_ 1—1— 2
‘j o 1 je: o —-——-rq = g
72. Opéeno rjesenje: « vy q 1 4 900"
| LS e [()
38, 5 — S 0 g = 095, ¢, = 104

& —9) :

@2 — g1
6. S=rq - =—7F1_ ¢ — 103, g = 1"04
Uraiith :
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VAL K/‘-‘céf 0Qf JGE (’(‘u* 2l ﬁ/VpCoL(,,(cag.{’/; M\C
Nacini 10 slijedeéih visih pelmntacua od (4 do 6): ) m(,{/@ \_
/U . e s &: 17951 36, AL : :
B g d bcee

7. Koje permutacije elemenata a, b, ¢, d, e imaju ¢ na
prvom i a na drugom mjestu?

8. Koje permutacije elemenata Y 4, 5, 6 imaju 2
na prvom, 5 na treéem i 4 na posljednjem mjestu?

9. Od elemenata 1, 2, 3, 4, 5, koja je po redu permu-
tacija'@) 31425, 0 452137

10. Od elemenata a, e, m, n, s, koja je po redu permu-
tacija @) amens, b) manes, ¢) mensa, d) samen?

11. Kako glasi 40. permutacija elemenata 1, A S P T

Kombinacije.
1. Koliko se kombinacija bez ponavljanja dobije od ele- § 31.
menata a, b, ¢, d i koje su to? do33.
9. Tako isto od elemenata 1, 2, 3, 4, 5°?

3. Nacini sve terne bez ponavljanja od elemenata a, b,
‘(I) a'i p’ .{

4. Koliko ima kombinacija r-toga razreda od r eleme-
nata? Koliko (r - 1)-voga razreda?

5.% Iz elemenata 1, 2, 3, . . . natini sve kombinacije kod
kojih je zbroj elemenata = 10.

Odredi ove binomne koeficijente: ,
g0 e Al S\ et
v (4)’ = (9)’ o (n)'

Rezultati: 5. 19, 28, 37, 46; 127 i t. d- U svem 10
kombinacija.
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Binomni poudak.

§34. Razvij ove potencije (1 do 16):
i 35. 1. (a + b~ 2. (@ — bt
S i\% .
3. (x 43 ?) . N YRR
5. (Tz.— 3y)5 - 6. (Qa — 3%)
Y% (5a 4= 28) 8.. (6% <MD"
9. (Ba — 1) 10. 4 ¢ 4+ (z — y)6

. @+ 9°— @ — y)°

R2x @2+ V9 — @2 — Vo

B. V3 + 12+ (V3 — e

14, (1 + 5 15.% (1 — i)e.

e e <A TED

17. Kako izgleda 5. tlan, kad se razvij (9“2 b3\,
. Kako izgleda 5. ¢lan, kad se razvije v Id)
3 —
18. Kad se razvije (J/z* + V/%)*, koji ¢lan ima oblik az®?
' 9 20— 1(¢—1

Naputak. »-ti je ¢lan (r e l) z? g’ - 2 Kolikp
mora dakle biti »? :

19. Kad se razvije (l/oc7 ]/97)", onda 7. ¢lan ima oblik
az'l. Kolik je p?

20. 1-02¢ izracunaj s pomoéu binomnog poucka na 6 de-

cimala.
21.* Tako isto 0975 na 5 decimala.

Dokazi jednadzbe (22 i 23)

me (5) () + (3 4ot () -
B R RN 1 R A

24. Ako je y = 2%, pokazi da je derivacija y' = 4 a3,
2. Ako je y = a7, derivacija je Yy =g

Rezultati: 12, 44576]/2. 15. 8 i. 21. 0:97°= (1 — 0:03)>=. ..
Dobije se 0:85873. 22. 2" = (14 1)» —... 28,0 = (1 — 1)~ ...



Radéun vjerbjatnosti.

1.* Kolika je vjerojatnost, da éemo bacajuéi dva novea § 36.
a) na oba dobiti ,krunu®, ) krunu® i ,pismo* ?

9, Izracunaj vjerojatnost, da ée se jednom kockom ba-
citi @) tak broj, b) vise od 4! -

3.* Kolika je vjerojatnost, da ée se dvjema kockama ba-
citi @) dva jednaka broja, &) 1 i 2. ¢) svota 8, d) vise od 10?

4. Kolika je vjerojatnost, da éemo bacajuéi tri novea
dobiti @) na sva tri ,krunu¥, b) barem na dva ,krunu®?

5. Kolika je vjerojatnost, da ¢e se trima kockama baciti
a) sami jednaki brojevi, b) svota 10, ¢) manje od 10?

Naputak. Broj je povoljnih slucajeva u ) 27, a u ¢) 81.

6. Kod izigrivanja jedne slike izdato je 160 sreéaka, od
kojin jedna dobija. Kolika je vjerojatnost, da ¢emo dobiti, ako
imamo 10 sreéaka?

7.% U zari su 3 crvene kuglice i 5 bijelih. Kolika je vje-
rojatnost, da ée se, ne gledajuéi u Zzaru, izvuéi @) dvije crvene,
b) dvije bijele, ¢) dvije kuglice razlicite boje?

8. U zari su 3 crvene kuglice, 4 bijele i 5 zelenih. Ko-
lika je vjerojatnost, da cemo, vadeéi tri kuglice, izvuéi a) tri
crvene, b) tri bijele, ¢) tri zelene, d) dvije crvene i jednu zelenu,
e) tri kuglice razlicite boje?

9. Kolika je vjerojatnost, da éemo na obiénoj lutriji, iz-
medu 5 brojeva, sto se vuku, pogoditi izviesnu neku a) ambu
b) kvaternu, ¢) kvinternu?

Naputak za a). Broj kvinterna, koje sadrzavaju izvjesnu
ambu, jednak je broju svih terna od 88 elemenata.

19‘.* Na obi¢nu lutriju stavi netko a) dva broja, b) tri
broja. Kolika je vjerojatnost, da ée izmedu 5 brojeva, sto se
vuku, pogoditi barem jedan?

Rezultati: 1. b) i) 3. a) % d) Ima 3 povoljna slugaja.

3 10 1871

7. a) 3’ b) a5 ¢) izlazi iz @) i b). 10. b): 11748



§ 38.

§ 39.
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Naputak. Kao moguéi slu¢ajevi imaju se uzeti sve kvinterne
brojeva 1 do 90, dok je broj nepovoljnih slu¢ajeva jednak broju
kvinterna od 88 ili 87 elemenata. . )

11.* Prema dogovoru dobiva 4, ako iz igre od 32 karte
izvuce keca, a gubi, ako izvuce figuru. Nista se pak ne ratuna,
ako izvuce koju drugu kartu. Kolika je vjerojatnost da ée 4 dobiti?

-

12. U posudi se nalaze 3 bijele, 5 zutih, 8 zelenih i jos
nekolike kuglice druge boje. Dogovoreno je pak, da se dobiva
ako se izvuku dvije bijele ili dvije zute kuglice, a da se gubi,
ako se izvuku dvije zelene. Nijedan drugi slu¢aj ne racuna
nista. Kolika je vjerojatnost, da ée se kod vucenja dobiti?

Naputak. Broj svih moguéih slucajeva, kq]l se moraju u
obzir uzeti iznosi

(g) +(2) + (5) od njin su( ) + ( ) povoliai.

13.* Kolika je vjerojatnost, da ¢e se dvjema kockama ba-
citi svota a) 11, 8) 12, ¢) 11 ili 12°?

14. v, je vjerojatnost, da ée netko na svoju srecku dobiti
glavni zgoditak, a v, je vjerojatnost, da ée dobiti kojigod od pet
sporednih zgoditaka. Kolika je vjerojatnost, da ¢ée uopée dobiti?

15.*% Kolika je vjerojatnost, da ée se jednom kockom ba-
citi @) najprije 1, a onda 2, b) dva puta po redu 6, ¢) dva puta
po redu isti broj?

16. Kolika je vjerojatnost, da éemo dvjema kockama tri
puta po redu baciti po dva jednaka broja?

17.* Kolika je vjerojatnost, da ée se iz igre od 32 karte
dva puta po redu izvuéi kec, @) ako se izvucena karta vraéa u
igru, b) ako se ne vraéa?

18.* N baca dvije kocke dotle, dok ne baci dva jednaka
broja. Kolika je vjerojatnost, da ¢e mu to za rukom poéi @)
s drugim hicem, b) s treéim, ¢) s n-tim?

Naputak za ¢). Nepovoljnima imamo drzati one slucajeve,
u kojima se u » hitaca ne bace dva jednaka broja. Stoga je

-

Rezultati: “11. v = % 13. @) v = %, ¢) v = 1_1§
15E) 0 % 7. 0) o, b m 8.9 V= 1—(1—op
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trazena vjerojatnost protivna 0n0J, da se sa n hitaca ne ée ba-
citi dva jednaka broja.

19. 1z igre od 32 karte izvute A jednu kartu-i vrati je
opet u igru. To ponavlja dotle, dok se ne izvute jedan kec. Ko-
lika je vjerojatnost, da ée mu to za rukom poéi a) u drugom,
b) u treéem, ¢) u n-tom vucenju?

Vidi naputak za prethodni zadatak.

20.* Posuda je razdijeljena u dva odjela; u prvom je od-
jelu 10 kuglica, od kojih je jedna bijela, u drugom je 8 kuglica
i od tih je bijelih 5. Kolika je vjerojatnost, da éemo iz posude
izvuéi jednu bijelu kuglicu? Kolika bi pak bila, da posuda nije
razdijeljena.

Naputak. Vjerojatnost, da éemo u prvome odjelu zahvatiti
jednu bijelu kuglicu, slozena je iz ove dvije vjerojatnosti a) da
éemo pogoditi prvi odjel, b) da éemo u njem zahvatiti jednu
bijelu kuglicu.

21. VJEIOJatDOStl, da ¢e se zbiti dva dogadaja, koji su medu
sobom nezavisni, iznose v;, odnosno v,. Kolika je vjerojatnost,
a) da ¢e se zbiti oba dogadaja, 6) da se ne ée zbiti nijedan od
ta dva dogadaja, ¢) da ée se zbiti D;, a D, ne, d) da ¢e se zbiti
D,, a D, ne, ¢) da ée se zbiti barem jedan od tih dogadaja,
f) da se barem jedan od njih ne ée zbiti?

Naputak za e) i f). Ove su vjerojatnosti protlvne od onih,
sto odgovaraju slucajevima ) 1 a).

22. Ako A s dvije kocke baci dva jednaka bl‘O_]a onda on § 40.
od B-a dobije 1 K. A koliko mora on uloziti ?

23.* Ako se u obiénoj brojnoj lutriji izvuku tri stavljena
broja, onda se za izvjesni neki ulozak dobije 480 K ; ako se pak
izvuku samo dva od njih, dobije se 8 K. Kolika je u ovom slu-
¢aju matematicka nada dobitka ?

Naputak. Kod izracunavanja vjerojatnosti, da ée od tri
stavljena broja dva biti izvugena, treba paziti na to, da su od

tri broja moguée tri ambe, od kojih svaka moze dolaziti u (837)

5

Rezultati: 20. v, = % (1% + ‘S_) g :

e A TR N e
n=l5rg = 3 B 98 fiire
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kvinterna. One kvinterne, d kojima dolazi i tre¢i broj, nemaju se
u ovome sluc¢aju racunati.

24. Neka lutrija sadrzava N sreéaka, izmedu kojih se iz-
vuce n, zgoditaka po a; K, n, zgoditaka po a, K, . . . n, zgo-
ditaka po -, K. Koju matematicku nadu dobitka ima posjednik
jedne srecke?

Primjene na osiguravanje zivota.

1. Kolika je vjerojatnost, da ¢e b5O-godisnja osoba po-§41
zivjeti jo§ 20 godina? (II. tablica.) do4

2. Kolika je vjerojatnost, da ée novorodeni djecak do-
zivieti a) petu, b) dvadesetu, c¢) sezdesetu godinu zivota ? (L
rtablica.) <

3.% Vjerojatnost da ¢e novorodeni djecak dozivjeti sedmu
godinu, koliko je veéa ili manja od vjerojatnosti da ée novo-
rodena curica dozivjeti sedamnaestu godinu? (I. tablica.)

4. Kako se iz toka ,krivulje zivih“ na sl. 23. moze raza-
brati, kad vjerojatnost smrti opada ili raste, kad je najveéa, a
kad najmanja?

5. S pomoéu L. tablice o pomoru izraéunaj interpolacijom
vrijednosti od /, i ¥, za » = 21, 22, 23, 24.

6. Isti zadatak za » = 51, 52, 53, H4.

7.* Kod izracunavanja tablice o pomoru najprije se mnogo-
brojnim opazanjima i racunom izravnavanja odrede vjerojatnosti
smrti ¢y, ¢;, ¢, , - . Kako se onda izracunavaju brojevi 4, 1, 1,,

. ako se I, uzme po volji, recimo = 1000? .

Naputak. Za sve vrijednosti od » postoji medu i, i ¢, relacija
ln -1
7
8. S pomocu IL tablice izracunaj vjerojatnost, da 35-go-
disnja osoba ne ée dozivjeti Sezdesetu godinu.

Q71:1'_'

9.% Kolika je vjerojatnost, da ée dvije 20-godisnje osobe
iza 20 godina biti jo§ na zivotu? (II. tablica.)
Rezultati : 3. Vijerojatnosti, koje se isporeduju jesu

0634 i 0633, dakle su gotovo jednake. 7.1, = I, (1 — g,),
=11 —q)(l —¢g)itd 9.7V = 07182
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10.* Covjeku su 32 godine, a njegovoj zeni 23. Kolika je
‘vjerojatnost, da ée iza 24 godine @) ohoje jos Zivjeti, b) oboje
biti ve¢ pokojni, ¢) Eovjek zenu prezivjeti, d) zena Covjeka pre-
zivjeti ? :

11.* U razredu ima 20 esnaestgodisnjih ucenika, 14 sedam-
naestgodisnjih i 2 osamnaestgodisnja. Kolika je vjerojatnost, da
tijekom godine dana nijedan od tih ucenika ne c¢e umrijeti? (L.
tablica).

12.% Uz pretpostavke prethodnoga zadatka kolika je vjero-
jatnost, da ée iza 10 godina svih 36 ucenika biti jos na zivotu?

Naputak. Iz L. tablice izratunaj najprije interpolacijom vri-
jednosti Iy, l; i lLs. Kod izratunavanja zadrzi jos i prvo deci-
malno mjesto.

13.* S pomoéu prve tablice izratunaj srednje trajanje zivota
a) novorodene curice, b) desetgodisnje djevojcice, ¢) dvadeset-
godisnje djevojke.

14. S pomoéu L tablice izracunaj za svaku godinu od
prve do dvadesete vjerojatno trajanje zivota muskarca, i tok
tih vrijednosti predoéi krivuljom.

15. Isti zadatak za zensko lice.

16. S pomoéu IL tablice rijesi taj zadatak za osobe, ko-
jima je vise od 20 godina. ; ‘

17.* Koju svotu mora 40-godisnja osoba N platiti osigu-
ravajuéem zavodu, hoteéi zato iza 20 godina da dobije 6000 K'?
Uplaéena svota pripane zavodu, ako N umre prije navrsene 60.
godine. (p = 49%,.) .

- Naputak. U ovom i u slijede¢em zadatku o osiguravanju
zivola valja upotrijebiti II. tablicu, ako se L tablica izrijekom ne
spomene. :

18.* Za 5-godisnjeg djecaka ulozi se 800 K u osiguravajuci
zavod. Koju svotu dobije on za to, kad navrsi 24. gbdinu zivota ?
Umre li ranije, taj iznos pripane zavodu. (L. tablica, p = 4%,.)

Z56 lﬂ'

Rezultati: 10. v, = Wl Desdl 0 a) v, v, b) 1 — o, it.d.
32 23

11. Racunajuéi s pomoéu logaritama nade se V = 0-833.
12. V = 0067. 13. M', = 383, M',= 482, M,y = 412
godina. 17, 1846:46 K. 18. ¢ = 2400 K.

Hocevar-Varicak, Aritmetika ca VII. @ VIIL. razred. 9
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Naputak. Iz L tablice nade se interpolacijom I,, = 573-8.

19.* Koju svotu mora ¢ovjek od 45 godina platiti osi-
guravajuéem zavodu, da nasljednici po njegovoj smrti dobiju
10.000 K ?

Naputak. Kadgod se iz II. tablice upotrijebi stupac s nat-
pisom S, valja uzeti p = 3:5%.

20. Otac obitelji, komu je 36 godina, hoée svojim na-
sljednicima jednokratnom uplatom da osigura 6500 K, koji bi
iznos dospio po njegovoj smrti. Koliko ima on da plati?

21.* Koju ée glavnicu dobiti nasljednici iza smrti covjeka,
koji je u svojoj 32. godini u osiguravajuéi zavod ulozio 4500 K?

22.% Koliku godidnju premiju ima pocevsi od svoje 24. go-
dine plaéati covjek, da po svojoj smrti nasljednicima osigura
15.000 K? ’

23.* Koliku svotu dobiju nasljednici po smrti ¢ovjeka, koji
Je pocevsi od svoje 40. godine u osiguravajuéi zavod plaéao
godisnje 1200 K ?

24.* Koliku godisnju premiju # ima kroz m-godina ili pak
do svoje smrti — ako ranije umre — plaéati n-godisnji ¢ovjek,
da iza m godina osigura sebi, ili ako ranije umre, da po svojoj
smrii nasljednicima osigura glavnicu ¢? Na pr. n = 42, m — 20,
¢ = 15.000:K.., _

Naputak. Ako se isporedi ono, sto uplati 7, osoba, koje
se osiguraju uz iste pogodbe, s onim, sto osiguravajuéi zavod
isplati, onda se dobije: '
2g" (Sw— Sntm) =" =1 (S — St m) — €@" (Sut1— Sugms)

25.* Koju sadasnju vrijednost ima renta od 1820 K, sto je
40-godisnji covjek do svoje smrti dize na kraju svake godine ?

26.* Za 16.000 K kupi sebi 48-godisnja osoba dozivotnu
rentu, koja u jednakim iznosima ima dospijevati na kraju svake
slijedeée godine. Kolik je taj iznos?

27.% Koju wrijednost ima dozivotna renta od godisnjih
3900 K za covjeka od 36 godina, ako je on ima dizati kroz 30
godina, ili pak do smrti, ako ranije umre?

Rezultati: 19. 4894-2 K. 21. 11936 K. 22, z — 24424 K.
23. 43375 K. 24, 68522 K. 25. 28119 K. 26. 1216-14 K.
2%. 45502 K.
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28.* Koju svotu z mora platiti 2-godisnja osoba, da iza
m godina, ako to dozivi, stane uzivati dozivotnu rentu od » K?
Na pr. n = 24, m = 36, r — 2500 K.

29.* Od svoje uz 4%, uloZene glavnice povlaci 50-godisnji
¢ovjek na,godinu 3600 K kamata. Za koliko se povisi njegov
godisnji dohodak, ako on tu glavnicu upotrijebi na to, da sebi
kupi dozivotnu rentu, koju bi poceo odmah uzivati, i ako se kod
odredivanja rente uzme p = 35%,?

. n
Rezultati : 28. Opéeno se nade z — 74" Bitn 29, Za

L
3582 K.




nt

Zadaci iz razlicitih podruua mdtematlke q
njenih primjena.

. (Ponavljanja i nadopunjivanja )

L %% V.L-+-') - I/J—.% == VaJ,-f-fL

2. Glavnica od 1000 K ulozena je uz p°, na slozene ka-
mate i za n godina postigne konac¢nu vrijednost od 2400 K. Na
koliko ée to narasti iza daljih » godina?

3. Dane su jednadzbe triju pravaca:

y =1 & 450, y=m &+ by y=m x| U,

) Kojim uvjetima moraju zadovoljavati konstante m i b,
ako sva tri pravea imadu 4éi istom tockom? 0) Koje su koor-
dinate te tocke?

4.* S kojom se pocetnom brzinom mora baciti tijelo ver-
tikalno gore, ako ono ima 1 Zm da se uspne? Otpor uzduha ne

uzima se u racun. g = 9'Sm.
ES ST
. v =5 4 bx—f—a_G)_S
T ar + b

6.* Kolika je diferencija aritmetitkoga reda, u kom po-
tetni ¢lan a, pa treéi ¢lan i deseti ¢ine geometrijski red ?.

7% U krug s polumjerom » upisan je istostrani trokut i
pravilni sedmerokut. a) Za koliko se razlikuje polovica stranice
trokuta od stranice sedmerokuta? ) Kako se moze to primijeniti
za pribliznu konstrukeiju pravilnog sedmerokuta ?

Rezultati: 1. z ="T. 3. a)m, (b, — b;) -+ my(b, —b) -

mg (b, — b)) = 0. 4. ¢ = 140m. 5. z, = Qa—)lg’ Ty == —.—.
—3 o
6. d= "4“ 7. a) s, = 08678 r, = s, = 0:8660 r-.

l&] —_
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S8.* Svakog dana o podne polazi parobrod iz Havrea u
New-York, a u isto doba ‘iz New-Yorka u Havre. Prevoz traje
7 dana. Koliko ée drugih sresti na putu parobrod, koji danas o
podne ostavi Havre?

Naputak. Puteve tih parobroda predoé¢i graficki.
2 .L—{—J—a,l —}—%z%
10. U kvadrat, komu je stranica «, ima se upisati kvadrat
. &a stranicom b. Algebarska analiza! Medu kojim granicama mora
lezati b.

11.* Pravokutan kvadmt s katetama @ i b rotira oko hi-
potenuze. Izracunaj oplosje i volumen rotacionog tijela.

12.* U ravnini djeluju tri sile P;, P,, P, na jednu tocku i
drze se u ravrotezju. Ako je P, =6 kg, P, =8 kg i<z P, P,=060°,
nek se izratuna P, i <¢ P, P,.

13.* sin (x 4 15% 4 sin (zx — 15°) = 0-6607.

14. Opseg je pravokutnika = o, a povrdina je = p. Na-
pisi kvadratnu jednadzbu, kojoj su korijeni baza i visina prave-
kutnika, pa izratunaj oba korijena.

15.* Rotacioni stozac s otvorom 2 o, ima se dvjema para-
lelnim ravninama presjeéi tako, da uspravni prikraéeni stozac, sto
je omeden s te dvije ravnine, bude imao visinu v i plast P.
Neka se izratunaju udaljenosti z i % onih dviju ravnina od vrha
stosca. Na pr. a = 45% v = 1ldm, P = 8dm®

16. Izratunaj $to kraéim putem
@ 429 = (1 + 2P A1 — 22

Rezultati: 8. 1 u luci pri polasku, 1 u luci pri dolasku i
; s mab(a+0) wa2b?
13 na otvorenom moru. = l/ ~ gl 3——]/(72-1——122'

12. P, = /148 kg, X J.D2 P, = 1549 49/ 53“. 13, 2 =20"it. d.
15, = 0ddm, y = 1'4 dm.
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b 17.* Ima neizmjerno mnogo aritmeti¢kih redova, u kojima
kao clanovi dolaze brojevi 3, 15 i 35. Neka se odrede diferen-
cije nekih od tih redova. :

Naputak, Zadatak vodi n4 neodredenu jednadzbu, u kojoj su
nepoznanice mjesne kazaljke ¢lanova 15 i 35.

18.* Oko pravokutnika s bazom « i s visinom b opisan je
krug. Neka se izraduna segment, Sto ga omeduju baza i krug.

Na pr. a = i8om, b — 6 op. '

19. Stozac, koji ima visinu », prerezima paralelnim s bazom
razdijeljen je u tri jednaka dijela. Neka se izradunaju visine tih
triju tijela.

20.* Pod kutom « = 30° izbacena je kugla pocetnom br-
zinom ¢ = 520m. a) U kojoj ¢e se daljini ona vratiti u hori-
zontalnu ravninu? &) Koju ¢ée najveéu visinu posti¢i? ¢) Gdje
se ona nalazi iza 10 sekunda? g = 9'8m.

21.% 2log (# + 1) — log(2z — 1) = 1.

22. Ako se u januaru zastedi neka svota, a svakog slije-
deéeg mjeseca dvaput toliko, koliko u prethodnom mjesecu, na
kraju godine imat ée se zastedenih 409-50 K. Koliko je ustedeno
u januaru ? ;

23.* @) Od kruznih sektora, koji imadu isti opseg O, koji
ima najveéu povrsinu? &) Koliki je centri¢ni kut toga sektora?

Naputak. Oznaci li se polumjer s r, luk je = 0 — 2r, a
povrsina je p :_i—)r (0 — 2n).

24.* Neka se izratuna povrsina, Sto je zatvoraju parabola
y* = 2px i pravac y = ma.

26.% xy — 2 = 10,- xy — y = 12.

26.* U sumi ima drva 41000m? a godisnji je prirast 1-6°/,.
Koliko se drva moze svake godine izvaditi, ako Suma za 15 go-
dina ima biti sasvim isjecena?

Rezultati: 17. Diferencija moze biti svaki od brojeva 4, 2,

;,, {... 18, P—11-18om%. 20. ¢) »— 4303 m, y — 2110m.
Wr=9 4+ V70 B.0)a=2360":7 2 P= L o5

-

2 =058 y=38; 3=—2 Y= —4 26, r = 3097m
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27.* Neka se izracuna volumen kosoga stosca, ako su dane
najkraéa i najduza stranica (s i S) i L s 8 = a.

Naipr.” s — dem, 'S =" 5em, a = 600.

28.* Kolik je prikloni kut kosine prema horizontalnoj ravnini,
ako bi tijelo stavljeno na tu kosu ravninu, pod samim uplivom
teze, u 1 sekundi prevalilo put od 1m?

: ar + b Jax — b

o9, l/aa;—b‘+9 aa:-{—b_b'

30.* Povrsina trokuta iznosi 12m? a njegove se stranice
a, b, ¢ odnose kao 6 : 9 : 10. Neka se izratunaju stranice i
kutevi.

31. Ako su vrsi cetverokuta totke (2, ¥,), (£ ¥s)s (% %),
(4, Y,), njegova je povrsina P dana formulom

2P = (z, — a3) (% — ¥) — (&, — ) (1, — ¥s)-
Dokaz!

32.% Uzmu li se asimptote za koordinatne osi, istostrana
; ; ; ¢ o
hiperbola ima jednadzbu y = = Neka se konstruiraju tan-

gente u tockama, koje imadu apscise 2, = ¢ i z, = 2c.

33. Ako kubna jednadiba z*® 4 az® + bz + ¢ = 0 ima
korijen z =m, dokazi da je cijela funkecija z* + az®> -+ bz + ¢
djeljiva korijerim faktorom z — m.

Naputal. Po pretpostavei je m? -~ am?® - bm + ¢ = 0,

dakle je f(x) = 2® 4 az* + bx + ¢ — (m® + am® + bm -+ ¢) =
(@ — m?) + a(@®— m?®) + bz — m), it. d.

Rezultati: 27, U specijalnom slucaju dobije se bez logari-

tama ¥V = 25z |/Tem®. 28. a =.11° 46'. 29, z = Z—Z. 30.
145

180°

B 0 b O e 10D x;}“ﬁ , cos & —
V/15%
55 dy ¢ Y

= :2. —_ = —— = — = ¢ i
Cos Bi— 32, tga e = stoga je «

120° P
suplementan s kutom, sto ga radij vektor zatvora s osju X.
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34. Uvjeri se da jednadzba z* — 4x* - 22 + 4 = 0 ima
korijen z = 2. S pomoé¢u prethodnoga stavka izratunaj druga
dva korijena jednadzbe i ucini pokus.

35.% Ako se plast uspravnoga stosca razastre u ravninu,
dobije se kruzni sektor s centricnim kutem a i s polumjerom s.

Neka se izratuna oplogje i volumen stosca 2 = 80% s=9cm.
36.* U kojoj tocki i pod kojim kutem sijeku se linije
da? — 3y2=36i 2 — 3y = 12°?
3%7. Mogu li zajedno postOJatl Jednadzbe
6z + Ty = 79,
3z — 2y = 1,

122 + 5y = 957
Neka se rezultat geometrijski objasni.
38.* Kroz n godina ulaze neko krajem prvoga polugodista
r K, a krajem drugoga s K na slozene kamate uz p°/,. Koju ko-
naénu vrijednost imadu sve te uplate na kraju n-te godine, ako
je ukamacivanje polugodisnje?
39.* Kolika je povrsina kruznog segmenta, ako je polum;er
kruga 5em, a pripadni centriéni kut 112°,
40.* Za kuglasti balon od 12m promjera neka se izratuna
uzgon u uzduhu od 15°C i 730mm tlaka.
Naputak: Formula za tezinu izvjesne mnozine uzduha glasi:
N apv
1= 70 (1 + ap)
Tu je ¢ tezina u gramima, ¢ = 0:001293¢, p je tlak (napetost)

&l :
u mm, v volumen u em?, o = 5730 & t temperatura u Celsi-
1 B p :

1o

jevini stupnjevima.

Rezultati: 36, O = 22 mem? ¥V = [}F V7 emd. 8.

15
4’ yl

9 : ,
=X tga.=1——1-. 38. S=(rq + 9) T
gdje je g = 1 L 21(;0. 39. P — 11974 cm> 40. Uzgon iz-

nosi 1065 kg.

1‘1=
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41. Dokazi ovaj stavak: Ako su u algebarskoj jednadzbi,
na pr. u jednadzbi az® + ba? + ex -+ d == 0, Kkoeficijenti
{a, b, ¢, d) cijeli brojevi, onda je svaki cjelobrojni korijen jednadzbe
djelilac poznatoga ¢lana; a u ovom specijalnom slu¢aju djelilac
cd d. :

Naputak. Oznaci li se korijen s m, tad je

(am? -+ bm + m = — d.

42.% Za jednadzbe

DS INE ly NeP oot

b) 23+ 4a* + x — 1 =0,

¢) #t 4+ Wb — 2+ 22 — 3 =0
izracunaj s pomoéu prethodnoga stavka najprije one korijene,
koji su cijeli brojevi, a onda ostale. ‘

Naputak. Djelioce poznatoga tlana valja uzeti s pozitivnim
i s negativnim znakom, pa istraziti, da li oni jednadzbu zado-
voljavaju. Kad je naden jedan Kkorijen, ‘treba jednadzbeni poli-
nom podijeliti pripadnim korijenim faktorom i-t..d.

43.% Kvadrat sa stranicom @ = 4 cm haza je celverostrane
piramide. Jo§ su poznata tri pobocna brida s, = 6 em, s, = 5
em i s, = 4 em. Neka se konstrukcijom i racunom odredi vi-
sina piramide.

Naputak: Ako je A4S = s, BS = sy CS = s,, trokut
ABS treba oko AB, a BCS oko BC preloziti .u ravninu baze.
Visine tih trokuta spustene na AB i BC valja produZziti, dok se
ne presijeku u tocki P. Ta je tocka projekcija-vrha piramide u
ravninu baze. Zasto? :

44, U elipsu s poluosima a i b nek se upise pravokutnik,
komu je povrsina maksimum.

Naputak. Stranice pravokutnika imaju biti paralelne = osi-
ma. Ako su 2 i y koordinate vrha, koji lezi u prvom kvadrantu,
povrsina je pravokutnika

4 Y 1) ey R0 SRk
—day = —z Vel — 2> = — Va2ar—at.
a a
P ima maksimum za isto « kao i radikand a2 22— z%. Treba

dakle odrediti maksimum izraza u = asr2—xt.

e > 9 4 1, 2
Resultati: 42. 2, = 2, = — 1,-2, = 2. 4. h= 5 1/ 950.
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45.% Nek se razrijese jednadzbe
4y — L x — 6y = 19
z—29y+9 =0.
Racun nek se objasni geometrijski i predo?i crtezom.
46.* Nek se odrede ekstremne vrijednosti funkeije
Yy=22"+43 22— 12z 1 6.

47. U trokutu ABC nek se odredi tocka M iz koje se
svaka stranica trokuta vidi pod kutom od 120°,

Naputak: Nad svakom stranicom nacrta se istostrani tro-
kut. Krugovi opisani oko tih trokuta sijeku se u tocki M. Za-
datak je mogué samo onda, kad je svaki kut trokuta manji od
1200,

48. Neka se pokaze da su tangente, koje se iz ma koje
tocke direktrise mogu povuéi na parabolu, medu sobom nor-
malne.

49.* Izracunaj = i y iz jednadzbi
sin 4 sin y = q,
cos & - cos y = b.
Na pr. @ = 11498, b — 1'6321.
20.* Povrsina kruzmog vijenca iznosi 100 em?, a Sirina 4 em.
Kolik je promjer vanjskog kruga?
51.* Suplja kugla od zeljeza vaze 14144 kg, a promjer je
vanjske kugle 26 em. Kolik je promjer nutarnje kugle? Za spe-
cifitcnu tezinu Zzeljeza neka se uzme 7 2 9.

92.% U presjecima pravea y = x %iparabole =18z
poloze se tangente na parabolu. Neka se izracuna povrsina tro-
kuta, sto ga zatvoraju tangente i tetiva, sto spaja diralista.

93. Od glavnice ¢, koja je ulozena uz p°/, na slozene ka-
mate, vadi se kroz vise godina, krajem svake godine, iznos r.
Promjenu imovine predoci graficki.

Rezultati:  45. = =3 % =3; @=25, g =T
46. Minimum za z = 1, maksimum za 2 — — 2. 49. Uz one
specijalne vrijednosti dobije se 2z — 40°, y — 309,

=
5. 2R =4 4 51.2r— 2% om 52 P — o
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54, U ma kakvom cetverokutu ABCD povuci dijagonale
i spoji raspolovista suprotnih strana jedno s drugim, a tako isto
i raspolovista dijagonala. Dokazi analititki, da sve tri spojnice
prolaze istom totkom S, te da se u njoj raspolovljuju. Sto u
mehanici znaé¢i tocka S.

55. Iz tocke O izlaze duzine 04 i OB. Spusti li se iz 4
normala AB’ na OB, a iz B normala BA4‘ na OA, pravokutnik
nacinjen iz 04 i 04’ jednak je pravokutniku iz OB i OB’. Dokaz!

56.% a(yzs — 20 — xy) = 2yz

bex — xy — y2) = xY2,
c(xy —yes — 2x) = ZY=2

57.* Dug od 12.000 K ima se platiti u dva jednaka obroka,
od kojih prvi dospijeva iza 10 godina, a drugi 5 godina kasnije.
Koliki je jedan obrok, ako se 5%/,-ne kamate na kraju ‘godine
pribijaju glavnici.

58.% U trokut sbazom a = 10 em ivisinom v = 3 ¢m ima
se upisati pravokutnik, kojega povriina iznosi 48 em?. Uzima se
da su kutovi uz bazu siljati i da jedna strana pravokutnika pada
u bazu trokuta.

59.% U trokut s bazom a i s visinom v ima se upisati
pravokutnik, kojega je povrsina maksimum. Pretpostavke su iste
kao u prethodnom zadatku.

60. Neko ima ¢etiri razlicita odijela, koja se sastoje iz
kaputa, prsluka i hlaca. Na koliko se razli¢itih natina moze on
obuéi?

61.* Jednadzbe 2? (a2 — €3) + y* a* = a® (a> — €%,

B — ) — et =a (¢ — )
] Jebiio I5ca 2ab

2] D A e e e _ — = — —
tezultati: 56. © = b Y c—|—a’z AT

57. r — 10960 K. 58. Baza pravokutnika iznosi 8 em ili 2 cm.

2 Sl e G v .
59. Trazeni pravokutnik ima bazu -1 visinu —-. 61. Ako se po-

e : el ; : ; aa
stavi a2 — 2 = b i ¢ — a2= b% ondajer= £ —,

e,
b b

(4

y= + —2L. Celiri rjesenja.
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neka se razrijese po x i y. Kakvo se geometrijsko znacenje
moze dati tome zadatku?

62.* U pravilnu cetverostranu piramidu s osnovnim bridom
@ = 10em i poboénim bridom s = 13 e¢m upisana je jedna
kucrla, a druga je oko nje opisana. Neka se izratunaju polu-
mjeri » i &1 tih kugala.

63.* Staklenu plocu debelu 3 mm zgada zraka svjetlosti pod
kutem o = 50° Ako je n = 16 indeks loma za staklo, nek se
izratuna paralelni pomak 3 te zrake, kad prode kroz staklo.

64.% Istostrani trokut ima vrhove A (4a —3a). B (— Ada,
3 ) i U (x, y). lzratunaj = i y.

65.* U aritmetickom redu s potetnim ¢lanom «a prvi, ce-
tvrti i dvadeset i peti ¢lan ¢ine geometrijski red. Kolika je di-
ferencija onog aritmetickoga reda?

66.* Pravilni deveterokut ima stranicu a. Kollke su mu di-
jagonale?

67.* Unutragnji dio posude ima oblik prikraéenog stosca
s visinom H = 16 em. Donja baza ima polumjer » = 5 em, a
gornja B = 9 em. Posuda je do visine 2 == 7 em napunjena
vodom. Kad se u nju metne nekakvo tijelo nepravilna oblika,
naraste voda do visine A = 11 em i sasvim pokrije to tijelo.
Kolik je volumen tijela?

68.* Jednadzba krivulje glasi

"Wy =z 4Nz

a) Neka se konstruira nekoliko totaka te krivulje zbrajajuéi

ili odbijajuci ordinate linija y, = = i y, — £ |/ 2pz, koje pri-

AT 5 159 il 5
Rezultati : 62. r = 5 V119, R = 338 1/119. 63.5 =125
19a

mm (skraceno). 64. Dva rjesenja. 65, d = 2 q 1li d = — <
66. A, A; =27 sin 140°% A, A, =2r sin 120° 4, 4, = 2 sin 100°,
= 2r'sin 20°% i t. d. 67. V = 66167 em3. 68. b) Apscisi

e — % pripadaju ordinate y, = 3—211 iy be=r— %, i tan-

gentey:?:z-—}—%i y = —

ro|

L)
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padaju istoj apscisi (na pr. « = 0, 1;, p2p, 3p, . . ), ionda

priblizno odredi tok te krivulje (parabola).
b) Kako glase jednadzbe tangenata, kojima diralista imadu

P
apscise z; = -

69.* Glavnica od lOOOK ulozena je 5 godina na slozene
kamate uz 4%,. Izracunaj konaZnu vrijednost, ako se kamate
pribijaju glavnici @) godiZnje, b) polugodignje, ¢} tetvrtgodisnje,
d) mjesecno.

i 2, = 2p? Tangente neka se konstruiraju.

70.* Neka se Odledl konaéna vrijednost glavnice u zadatku
69. uzimajuéi neprekidno ukamacivanje.

71.% Oko kruga s polumjerom » = 5 cm opisan je istokra-

¢an irapez, komu je jedna baza a = 12 cm. Nek se izraguna
- opseg i povrsina trapeza.

72.% Oko kugle s polumjerom r = 5 cm opisana je pra-

vilna Cetverostrana prikra¢ena piramida, kod koje stranica Jedne

baze iznosi @ =— 12 em. Nek se izratuna oplosje i volumen pri-

kracéene piramide.

>~

3. P T
m:+n_/+pz=q

Nek se izracuna z, y i 2.

Naputak: Postavi se # = A a, y = » b it d

74.< U gramofonsku je plo¢u utisnuta neka pjesma na spi-
rali sa 230 jednako razmaknutih zavoja. Kolika je duzina spi-
rale, ako je dijametar najsirega zavoja 240 ‘mm, a najuzega
121 mm?

Naputak: Kod ratunanja neka se spirala zamijeni s 230
koncentricnih krugova.

75.% Kup pijeska ima za bazu pravokutnik 4 m dug, a 15
m sirok; uzduzne pobocke istokracni su trapezi, kojima je kraca

Temdlati: 69. @) 12167 K, 1) 12190 K, ¢) 12202 K, @)
1990-6 K. 70. 12214 K. 7l. 0 — 2 a -+ 8—;— p=25 2.0
bl g e

1-19 m?®.

=0, ?. 4. x-=— 130 m. 5.V —
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paralelna stranica duga 3 m, a svaki krak 1 m. Druge dvije po-
bocke istokrani su trokuti. Nek se naerta tloert i nacrt toga
kupa i odredi njegov volumen. 3

76. 1z formule za vrijeme njihaja matematickog njihala i
iz formule

g = 978103 (1 4 00051178 sin?g),
kojom je akceleracija teze u nivou mora izrazena kao funkeija
geografske Sirine v, neka se izracuna duzina sekundnog njihala
za Zagreb (p = 45° 48' 45").

77.% Medu brojeve % i8 % neka se interpolira aritmeticki

red, u kom kao ¢lan dolazi braj 4 Z ;

8% Neko hoce da izmjeri visinu valjkastog tornja mjereci
kutove iz totke A4, koja s podnozjem tornja lezi u istoj hori-
zontalnoj -ravnini. Udaljenost te tocke od tornja nije poznata.
S jednog prozora tornja spusti se mjerac¢a vrpea duga 4 m, pa
se iz totke 4 izmjeri kut elevacije donjeg i gornjeg kraja vrpce
(@ = 18°% B = 26° 30/), kao i kut elevacije najvise tocke na
tornju (y = 37° 30¢), koja se s onom vrpcom nalazi u istoj verti- -
kali. Kolika je visina tornja uzeta po toj vertikali ¢

©9. Izvedi analititkom geometrijom da se tri visine svakog
trokuta sijeku u jednoj tocki.

80.% 1 kg olova ugrijana na 100° €' uroni se u 5 kg vode,
kojoj je temperatura 15". Koju ¢e temperaturn poprimiti konaéno
oba tijela, ako se na okolinu ne izgubi nista topline. Specifi¢na
toplina olova = 0:0314 kalorija.

81.* Zajam od 250.000 K ima se za 30 godina otplatiti
obro¢nim otplatama, koje dospijevaju na kraju svake godine i
od godine u godinu rastu za 2°,. Kolik je prvi, a kolik je pos-
ljednji obrok? p = 49,.

Rezultati: 77, Diferencija interpoliranoga reda moze biti

koji od brojeva %, %, % . 78. v = 1767 m. 80.- 15:53° C.
8. r, = 11325 K, »,, — 20111 K.
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82.% Neka se razrijesi deltoid, ako je dana jedna stranica
i kutovi, koji leze na simetrali. Na pr. a = 25 em, § = 89° 29/ 28,
Gh—" 1290516 L1 24,

Naputak: Izracunaj najprije druga dva kuta.

" 83,* Zadan je radijus kugle . Neka se izracuna visina ku-
glinog segmenta, ¢ija se povrsina (uracunavsi i osnovni krug)
prema povrdini cijele kugle odnosi kao m : n.

84.* Pod kojim se kutem elevacije o mora iz tocke A iz-
baciti projektil s pocetnom brzinom ¢, ako ima zgoditi tocku
B, koja od 4 u horizontalnom smjeru ima udaljenost z;, i za ¥,

kmyx,. =5 km, ¥, =}L km,

vise lezi od 4. Na pr. ¢ = ci)
g = 00098 km.

Naputak. Izvedi jednadzbu trajektorije u zgodno odabranom
koordinatnom sustavu, supstituiraj koordinate totke B (zasto?)
i razrijesi na to kvadratnu jednadzbu s obzirom na nepoznani-
cu tg o. 3 ,

85.% Trapez sa stranicama a, 0, ¢, d, od kojih je a| ¢,
ima se paralelom prema a rastaviti u dva trapeza, koji imadu
a) isti opseg, b) istu povrsinu. U oba slutaja nek se izvede kon-
strukeija. _

86. Oko kugle opisan je upravan prikracen stozac. Dokazi
da je njegov volumen. jednak njegovoj povrdini pomnozenoj s tre-
¢inom polumjera kugle.

87. Nek se odredi geometrijsko mjesto svih tocaka MM, za
koje je omjer udaljenosti od dvije ¢vrste tocke 4 i B konstantan.

Naputak: Cvrste totke neka su 4 (a, 0), B (—a. 0), a
omjer AM : BM = k.

"~ 88.* Jednadzba krivulje glasi-y = 4 2® — a? — 4 2 + 1.
Nek se odrede a) presjeci s osima, b) ekstremne vrijednosti or-
dinate.

 Reultati: 8% b=a, ¢ =d = 2009 em. 83. v —
(1 A l/1 —%) 2 7. 8t g — 84019 114, q, = 8§ 32
30“. 85. a) Ako se dio stranice b, koji lezi uz a oznati s z,

o bt edd—a)d e i
onda je z = 20 d) . 88, ‘b) Maksimum kod

Z.=—-— 2 minimum kod z =:

ws|te
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Naputak za a): Jednadzba se moZe svesti na oblik
y = (2*— 1) @ 2 —1). .

89. Koliko se vode od 90° C' mora pomijesati sa 160 litara
vode od 15° C, i 4% litre vode od 40° C, ako smyjesa treba da
dobije temperaturu od 30° C?

90.* U pravokutnom koordinatnom sustavu ima cetverokut
vthove 4 (— 1, 2), B (2, — 1), C (5, 3), D (1, 6). Neka se
odrede koordinate tezista toga cetverokuta.

Naputak: Najprije se moraju odrediti koordinate tezista S,
i S, trokutova ABC i ACD, koji imadu povrsine P, i P,. Duzina
S, S, razdijeli se na to'u omjeru P, : P,; djeliste je trazeno
teziste.

91.* Valjkasti trupaec od 48 em promjera, kad se po duZini
polozi u vodu od 4° €/, potone 29 ¢m duboko. Kolika je speci-
ficna tezina drveta?

92:% Pod kOJlm kutom upada o mora zraka svjetlosti pri-
jeci iz zraka u staklo, @) ako kut upada ima biti dvaput tolik
kao kut loma, &) ako uklon zrake uslijed loma ima iznositi
% = 10°? Indeks loma n neka je = 16.

93. Jednadzba :

2t 23+ a2+ 1 =0
nek se razrijesi, i to @) kao reciproéna jednadzba, &) rastavlja-
njem jednadzbenog polinoma u faktore.

94.% Olovna kocka pretali se u oblik kugle. Kolik je pro-
mjer kugle, ako je kocka imala brid od 12 em, a kod taljenja se
izgubilo 1-2 %/, olova?

95.% Sila od 12 kg nek se rastavi na dvije jednake kom-
ponente ¢, kojih smjerovi zatvoraju kut 2 = 136°. Kolik je ¢?

96.* Tangenta parabole 4> = 2 p z ima jednadzbu
2z — 3y + 6=0. Kolik je p i koliko je diraliste udaljeno od
fokusa parabole.

-97.% Koji brojevi imadu aritmeticku sredinu « i geometrj-
sku sredinu b? Na pr. a = 13, b = 12.

236 326

aullati: 90, & = o0,y — — 063. 92. 1
Rezultati : 90, 2 1“79’3/ 199 91. s 0:63. 9 h)

a=25%45 44*. 94. d = 148 mm. 95. ¢ = 16:017 kg. 96.

p_—,,FM_%s 97. 18 i 8.
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98.* Komad od 20 K sastoji se iz slitine zlata sa bakrom.
Cistina mu je 09, a tezina 6:775 g. a) Kolika je specificna te-
zina slitine? b) Koliko taj novac izgubi na tezini u Cistoj vodi
od 4% C'? Specifitna je tezina zlata 193 g, a bakra 7'8 g.

99.* a) Kod austrijske puske od god. 1895. projektil vaze
158 ¢, a brzina kod izlaza iz cijevi iznosi 620 m. Kolika je ziva
sila projektila u tom casu?

b) Isti zadatak za njemacku pusku od god. 1898., kod koje
projektil vaze 10 g, a brzina kod izlaza iz cijevi iznosi 900 m.

100.* U kojim totkama i pod kojim kutovima sijeku se
linije :

: g =gt iy == 3 g2

101. Neodredena jednadzba prvoga stepena ima rjesenja

2 =2y =3iz, =4y =1
a) Koja jos druga rjeSenja u pozitivnim cijelim brojevima ima
ta jednadzba? b) Kako se taj zadatak moze geometrijski inter-
pretirati ?

102.* Kugla polumjera » pliva na ¢istoj vodi, koja ima tem-
peraturu 4° C. Specificnu tezinu s kugle predoti kao funkciju
dubljine &, do koje kugla roni u vodu i unesi u tablieu vrijed-
nosti od s, koje pripadaju vrijednostima & = 01 », 0- 2 r, ...
1'9 r. Kako se moze ta tablica primijeniti, da se priblizno od-
redi », kad je s dano numericki.

103.* Trokut sa stranicama a, b, ¢ pretvori se u istokraan
trokut sa stranicama a, x, x. Odredi 2 konstrukcijom i ratunom.
Napr.a=7cem b=9 cm ¢c =4 cm.

104.* U horizontalnoj ravnini povucen je pravokutan koor-
dinatni sustav, a u tockama (0, 0) i (¢, 0) postavljeni su verti-
kalni stupovi od visine @ i b. Neka se odredi geometrijsko mjesto
tocaka u ravnini, iz kojih se vrdci tih stupova vide pod istim

Rezultati: 98, a) 1682 g, b) 04403 g. 99. a) 310 mkg,
b) 413 mkg. 100. tga, = %, tga, = — Tlg 102. Vrijedno-
stima h =017, h =02r...h = 19 r odgovaraju vri-
jednosti s = 0007, 0028, ... 0993. 103. » = 519 em. 104.
To je geometrijsko mjesto krug. Zarad kratkoée postavi
a—h=ua, b—h=2b.
Hocevar-Varicak, Aritmetika za VII. i VIILrazred. 10
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kulovima, ako se oko motrioca nalazi u visini % iznad ravnine.
Napr.c = 20m, a = 135m, b = 95m, h = 1:5m.
105. Razrijesi ove jednadzbe:
¥yt = 1674, 2y = 17
106.* Oko kugle s polumjerom r ima se opisati upravan sto-

zac, koga je volumen jednak trostrukom volumenu kugle. Neka
se izratuna radijus » baze toga stosca i njegova visina y.

107.* Poznata je pocetna brzina projektila i najveéa visina
I nad horizontalnom ravninom, do koje projektil dopre. Neka
se izratuna daljina w hica, ako se otpor uzduha ne uzme u obzir.
Napr.h=175mia) c = 620m (austrijska puska), b) ¢ = 900 m
{njemacka puska). :
108. Potrazi geometrijsko mjesto tocaka, za koje je produkt
udaljenosti od pravaca
Yy=mriy—=— muz
konstantan, na pr. = a>
109.* Neka se konstante a, b, ¢, d odrede tako da krivulja
y=ax® 4+ ba* 4 cax + d
prode totkama (— 2, 0), (0, 1), (2, — 1), (3, 5).
110.* Poznate su paralelne stranice trapeza @ — 6, ¢ — 4
i visina & = 3. Paralelom prema bazi ima se taj trapez raz-
dijeliti u dva trapeza iste povrsine. Kolike su visine tih trapeza?
Naputak. Oznace li se s # i y visine dobivenih trapeza, a
duzina one paralele s m, tad je
(@—m): (m —c) = 2z:y,
(@t maz = (m+ oy
i otud treba najprije odrediti m. ks
111. Cilindriena posuda, koja je gore otvorena, treba da
ima zadani volumen. Kako se mora odrediti radijus baze i visina,
da povrsina posude bude $to manja?

Rezultati: 106. Dva rjesenja. @, = » |/ 3+ V/3, y;,, =
2r 3 F V/3). 107. w = Ql/?(c?—egh).
13 3

109. y — ﬂxi”—gﬁ—%x 4 1. 110 @ = 1353, y — 1°647.
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112. Iz uspravnog stoSca s visinom » i s polumjerom baze
r, neka se izreze valjak sa sto veéim obujmom.

Naputak. Obujam valjka izrazi kao funkciju polumjera =
njegove baze. Izade z = %‘ ,

113.’ 2?2 + y* = 25,

24+t — Ty =0.
Iz tih jednadzbi odredi «# i y, pa odredi geometrijsko znacenje’
toga rjesenja. Nek se izvede i crtez.

114. Nek se dokaze stavak: Povrsine dvaju poligona opi-
sanih oko istog kruga, odnose se kao njihovi opsezi. Kako glasi
analogni poucak u stereometriji ?

115.*% Mjehur iz sapunice napunjen vodikom ima oblik kugle,
te slobodno lebdi u uzduhu. Polumjer vanjske povrsine neka je
r. Ima se izracunati debljina 2 tog mjehura, ako je dano Sy Sl
s t.j. specifiéna tezina sapunice, uzduha i vodika. Na pr. » = 6 cm,
Sae— 119, 8 — 0:001293 g, o .— 0:0000896 .

Naputak. Kako je z vanredno malen, da bude jednostavnije,
mogu se vise potencije od x zanemariti s obzirom na prvu, a
x samo moze se zanemariti prema jedinici. Tako se moze uzeti,
da sapunica zauzima prostor = 4 = »?> x, dok je volumen vo-
JES 4 73
dika = 3 »

116.* Cetverokut ima vrhove 4 (2,,4;) B (% %), C (25 ¥5)»
D (z,,y,). Povacimo OM | AC i uéinimo podjedno OM = AC,"
a zatim ON | BD i podjedno ON = BD. a) Neka se izracu-
naju koordinate totaka M i N. b) Zasto je trokut OMN jednak
cetverokutu ABCD? ¢) Kako glasi formula za povrsinu trokuta
OMN, dakle i cetverokuta ABCD?

117-* Izracunaj z i y iz jednadzbi
T M OBy L
-a.—*_b_Q"v'y_c'
Rezultati: 115, z — 0024 mm. 116. a) M (z; — x,
ac A
Yo—Y) N(xy — 25, y,—9y). 17 2 = A (1 -+ i V3)

be i -
h=70—il3)iz =y 2=y
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118.* Nacrtaj krug s polumjerom od 4em i razdijeli ga
s pomoc¢u transporteura u 6 sektora, kojih se povrsine odnose
kao povrsine pet dijelova svijeta, oceanskih otoka i polarnih
krajeva. Izraze li se povrsine u milijunima kvadratnih kilometara,
onda ima Europa povrsinu 9'73, Azija 44-14, Afrika 2921, Ame-
rika 3833, Australija 7:70, a oceanski otoci i polarni krajevi 6:38.

a) Koliki su pripadni centriéni kutovi izrazeni u stupnje=

vima i u desetinama stupnjeva? b) Cemu sluzi takva slika?

119.* Pravilnom oktaedru upisana je kocka tako, da su nje-
ni uglovi sredista oktaedrovih pobocaka. Kako se odnose volu-
meni tih dvaju tijela?

120.* Upravan stozac odreden je visinom » i stranicom s.
Neka se odredi parametar one parabole, u kojoj stozac presijeca
ona ravnina, koja je paralelna s jednom stranicom sto3ca, a nje- -
govu visinu zgada u udaljenosti d od vrha.

121.* Da se odredi pocetna brzina taneta, upotrebljava se
balisticko njihalo. To je kakva teska masa (na pr. sanduk na-
punjen pijeskom), koja je objeSena poput njihala. Zarad odre-
divanja brzine izmjeri se kut, za koji se njihalo ukloni iz polozaja
ravnotezja, kad se u nj zabu8i tane opaljeno iz neposredne
blizine. Oznatimo li- s m; masu taneta, s v, njegovu pocetnu
brzinu, s m, masu balistickog njihala, s », njegovu pocetnu brzi-
nu prouzro¢enu hicem, a s o uklon njihala, onda se ima izra-
¢unati v,, ako je poznato m;, m, i a.

122.* Povrsina je pravilnoga H4-kuta = 78:363 em”. Kolik
je polumjer opisanog kruga?

123.* Zadane su totke 4 (2, 1), B (3, 4). Koje koordinate

Rezultati: 118, «) Centriéni su kutovi po redu: 25-99, 117-3°

KW 90w DR gis (& — v%). 121, Po

zakonu o uzdrzavanju gibanja lezista dobije se v, = w%,
1

a po principu o uzdrzavanju radnje izlazi v, = 2 ]/El sin i,

gdje I znaci reduciranu duzinu njihala. 122. » = 5 em. 123,
Dva rjesenja. Jedno je O, (0, 5), D, (— 1, 2).
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imadu tocke C i D, ako je ABCD kvadrat? Zarad kontrole iz-
vedi crtez na milimetarskom papiru.

124.* Pod kojim kutom prema horizontalnoj ravnini ima se
ispaliti granata s potetnom brzinom ¢ = 500 m, ako ona ima
da udari u mjesto, koje lezi nize za 46 m, a u horizontalnom je
praven udaljeno 6:5 km? Otpor uzduha ne uzima se u racun.

125.* Nek se u metarkilogramima odredi ziva sila reperku-
sije puske, ako je dana tezina puske p,, tezina taneta p, i nje-
gova pocetna brzina ¢,. Na pr. p, = 449 kg, p, = 158 gy,
¢, = 620 m.

Naputak: Najprije se izracuna brzina ¢, sto je puska do-e
bije uslijed reperkusije, i to po principu o uzdrzavanju gibanja
tezista.

126.* Trokut sa.stranicom a = 5 em i prileglim kutovima

B = 70° iy = 49° ima se pretvoriti u istokracan trokut s ba-
zom a. . '

Kolik je krak? Za kontrolu rezultata neka se izvede tocan
crtez.

127.% Dva jednaka kruga s polumjerom » posta\e se jedan
na druvl tako, da srediste jednoga pane na periferiju drugoga.
a) Pod kojim kutovima sijeku se oni? b) Kolika je povrsina sto
je oba kruga prekrivaju?

128.% Koliko bi vremena morala biti ulozena 1 K uz 5'/,%,
i uz polugodisnje kapitaliziranje, da naraste na 13-2 milijarda
K? (To je ukupni iznos od 3 austr o-ugarska ratna zajma u go-
dinama 1914 i 1915.)

129.% gl — 5.
130 Kruzni segment odreden je pripadnom tetivom s = 8 em
i strjelicom h = 2em (. j. razmakom sredine luka od tetive).

Neka se izratuna povriina kruznog segmenta.
131.% Zbirna le¢a ima daljinu fokusa f. U kojoj udaljenosti
Rezultati: 124, o, = 6° 36/, a, = 82" 38%. 125. 1:09 mkg.
126. 476 em. 127. b) »? ('—“ - ]/% ) 128. 429 % godina.

129. a; = 6:856, z, = 0:146. 130. P.— 11°183 .am*.
s =2
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x od optitkog sredista lece ima se postaviti predmet, ako uda-
ljenost slike od predmeta ima biti sto manja ?

132.% U totki O kose ravnine ispali se tane s pocetnom
brzinom ¢ pod kutem « prema horizontalnoj ravnini. Ako prerez
vertikalne ravnine, u kojoj se giba tane i one kose ravnine, zat-
vora kut § s horizontalnom ravninom, onda @) za tocku 4, u
kojoj tane zgada kosu ravninu, ima se izradunati udaljenost od
0, b) ima se odrediti ona vrijednost od =«, uz koju je OA mak-
simam.-Neka se uzme § > 0.

133. Iz jednadzbi
EHy=u 224+ =09 23+ y=w
imaju se “eliminirati z i y.

-

134.* Segment kugle ima istu ukupnu povrsinu kao i naj-
vec¢i krug pripadne kugle. Volumen kuglinog segmenta neka se
odredi kao funkeija polumjera kugle 4,

135.% Dvije elektricne svjetiljke udaljene su jedna od druge
40 m, a njihove jakosti odnose se kao 1 : 2. a) U kojoj tocki
spojnice obiju lampa (koje zamisljamo kao tocke), osvjetljuju te
dvije lampe neko tijelo podjednako? #) Na kom je-mjestu zbroj
jakosti svjetlosti tih dviju lampa minimum ?

136. Dokazi stavak: Trokut omeden asimptotama i ma
kojom tangentom hiperbole ima stalnu poyrsinu.

’

187, [zratunaj 2 iz jednadzbe
Vie =9 — Vo —1 = Vz L e,
pa utini pokus.

902 of = g
Reaultati: 132, a) 04 — 2¢ Sin(2—p) cos 2

/] cos (3
li se 2 sin (x—B) cos a na oblik sin (2 o — B) — sin g, tad se
bez daljeg racuna razhira, da sin (2 2 —p£) mora bit sto vedi,
dakle = 1. 134. V = = (1/3‘— 2) r3. 135. Broje li se uda-

3

b) Svede

lienosti od slabije lampe i uzme li se smjer prema jacoj lampi
kao pozitivan, onda je a) z, = 1657 m, xy = — 9657 m; b)
Tn ="17"70 m,
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138. Dva kruga s polumjerima R i » doti¢u se izvana.
Izratunaj povrsinu omedenu tim krugovima i jednom njihovom
zajednickom vanjskom tangentom. Na pr. R = 12¢m, r = 4 cim.

- 139", Suplja kugla iz bakra vaze na zraku 4:661 kg, a pod
vodom 4189 %g. -Neka se izratuna vanjski polumjer i debljina
stijena suplje kugle. Specifitna tezina bakra 7-8 g.

140.* Aeroplan A leti brzinom ¢ u visini % iznad horizon-
talne ravnine. U casu kad se on nalazi vertikalno ‘iznad tocke B
te ravnine, pusti se iz njega bomba prosto da pada, i ona zgodi
ravninu u tocki €. a) Kolik je BC? b) Koji je smjer pravca
BC? ¢) Kolik je kut BAC? (Ra¢uni neka se izvedu bez obzira .
na otpor uzduha). <

Na pr. b = 1000m, ¢) = 16 m (u sekundi).

141. Troznamenkast broj ima sumu znamenaka 14 i na-
raste za 171 kad se znamenka jedinica stavi pred druge dvije.
Koji je to broj ? .

142.* Kosa ravnina duzine I ima se tako namjestiti, da se
kugla %oju s gornjeg kraja pustimo da se kotrlja, sto vecom br-
zinom u horizontalnoj ravnini dalje giba. Koji se prikloni kut
mora dati kosini? Otpori proti gibanju ne trebaju se uzeti u
racun.

143.% Neka se odredi a) konstrukeijom, ) ratunom polozaj
totke, kojoj se udaljenosti od stranica danoga trokuta odnose
kao u : v : w. U ovom drugom slucaju neka se radi s pomoéu
analiticke geometrije, pa neka se kod toga uzme, da su jednadzbe
pravaca, na kojima leze stranice trokuta, dane u normalnom
obliku.

Rezultati: 138, P = (64 V3 — Szﬂ) em*. 139,
c )2

2R = 20cm, d=5mm. 140. a) BC = ¢ l/ 1}, crigo =

~ Var

1
142, sin o = V—?’ 143. %) Ako se jednadzbe triju pravaca

oznace zarad kratkoée sa p;, = 0, p, = 0, p, = 0, onda se

2 1 y imadu izracunati iz jednadzbi % — % == 1:—[3







