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Predgovor

Magistarski rad je iz oblasti teorije modela sa primenama na algebarska
polja. Posebno se razmatraju algebarski zatvorena, formalno realna i realno
zatvorena polja. Takodje se izuc¢ava status osnovnih teorema analize (Rolova,
Langrazova, Fermaova) u teoriji formalno realnih polja.

U prvom poglavlju daju se osnove teorije algebarskih polja kao §to su po-
jam algebarskog rasirenja, separabilnosti, osobine algebarski zatvorenih polja i
transcedentnih rasirenja.

U drugom poglavlju izlazu se osnovni pojmovi i metode teorije modela i
to relevantnih za izucavanje algebarskih polja. Definisu se relacija zadovoljenja,
teorije prvog reda i osnovne konstrukcije kao §to su dijagrami modela i modelska
potpunost. Ove metode se ilustruju na primeru algebarski zatvorenih polja.
Izlaze se dokaz za modelsku potpunost algebarski zatvorenih polja. Takodje
se izlaze pojam eliminacije kvantora i sa tim u vezi podmodelska potpunost i
dokazuje se da teorija algebarski zatvorenih polja dopusta eliminaciju kvantora.

Trecée poglavlje odnosi se na pojam definabilnosti. Odgovarajuée konstruk-
cije uradjene su za algebarski zatvorena polja, opisani su Zariski zatvoreni i
konstruktibilni skupovi. Dokazano je da su kod algebarski zatvorenih polja
konstruktibilini skupovi tacno definabilni skupovi i da su oni odrzivi pri poli-
nomijalnim preslikavanjima. Takodje su opisane definabilne relacije ekvivalen-
cije. Iste konstrukcije i pojmovi razmatraju se i u teoriji formalno realnih i
realno zatvorenih polja. Na primer, dokazano je da teorija realno zatvorenih
polja dopusta eliminaciju kvantora kao ida su semialgebarski skupovi zatvoreni
za projekcije (Tarski - Zajdenberg). Takodje je prikazan dokaz o-minimalnosti
teorije realno zatvorenih polja.

Poslednja, cetvrta glava, odnosi se na zasi¢ene modele i tipove. Opisana
su zasifena algebarski zatvorena i zasi¢ena realna polja (Erdesova teorema).
Tlustrovana je primena Blumovog kriterijuma na dokaz modelske potpunosti i
podmodelske potpunosti realno zatvorenih polja.

Originalni rezultati nalaze se na kraju tre¢e glave i odnose se na status
osnovnih teorema analize u teoriji formalno realnih polja. Sa obzirom da teorija
realno zatvorenih polja dopusta eliminaciju kvantora, to jest, podmodelski je
potpuna, osnovne teoreme analize, uz izabrano uredjenje, vaze za sve definabilne
funkcije u svim realno zatvorenim poljima. Sa druge strane razmatran je obrnut
problem, da li uslov da u formalno realnom polju vazi neka osnovna teorema
analize, povladi da je formalno realno polje u stvari realno zatvoreno. Ispostavilo
se da je taj problem daleko tezi i da moze imati viSe formulacija. Ako se to
pogleda na primeru Rolove teoreme, uslov da vazi Rolova teorema moze se
formulisati za:

1. Polinome
2. Racionalne funkcije

U slucaju 1 dokazano je da postoji /r, zar € Q, n < 6. Takodje je dokazano
da takvo polje sadrzi kompletno kvadrati¢no polje (nad pozitivnim racionalnom



brojevima). Resive su pojedine instance kubne jednacine nad Q.

U slucaju 2, ukoliko se pretpostavi da vazi Rolova teorema za funkeije f(z) =
% if(z) = Z—lz, dokazano je da postoji /7 zan = 3.2, n =5-2% gde k € N
i r je proizvoljan, (pozitivan), element datog polja. Takodje je resiva kubna
jednacina nad datim poljem.

Zelela bih ovom prilikom da se naroéito zahvalim svom mentoru, dr. Zarku
Mijajlovi¢u, koji me ju uveo u oblast teorije modela i njenih primena a posebno
u problem statusa osnovnih teorema analize u formalno realnim poljima i dao
doprinos pri njegovom resavanju.

Takodje, zahvalila bih se ¢lanovima komisije, dr. Predragu Tanovié¢u i dr.
Aleksandru Jovanovi¢u na pazlivom ¢itanju teksta teze i korisnim sugestijama
koje su mi pomogle da uobli¢im zavrsni tekst i ispravim uocene nedostatke.
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1 Algebarska teorija polja

1.1 Teorija polja

Definicija 1 Algebarsko polje je svaka struktura tipa F = (F,+,-,0,1) gde je
(F,+,0) Abelova grupa, (F\ {0},-,1) je takodje abelova grupa, F zadovoljava
distributivni zakon i 0 # 1.

Dakle, polje F zadovoljava sledeée aksiome:

1. (z+y)+z=z+(y+2)
. rty=y+uox
. r+0=2x

2
3
4. Va3y(z +y =0)
5. (x-y)z=a-(y-2)
6
7

8 Va(r #0= Jy(z-y=1))
9. z-(y+z2)=xz-y+ax-z
10. 0#£1

Primer 1

1. Q=(Q,+,-,0,1) - polje racionalnih brojeva.

2. R=(R,+,-,0,1) - polje realnih brojeva.

3. C=(C,+,-,0,1) - polje kompleksnih brojeva brojeva.

4. Ly = (Zp,+p,p,0,1) - polje ostataka po modulu prostog broja p.

Polje F je beskonacne karakteristike akko za sven € Nt isve xz € F\{0} vazi
n-x#0,gdejen-x=x+x...+ 2z ( nsabiraka). U mesto pojma beskonacéne
—_———

karakteristike koristi se i pojam karakteristike nula. Polje F je konacne karak-
teristike ako nije beskonacne karakteristike. Ako je polje F kona¢ne karakter-
istike onda neprazan skup S = {n € N |postoji z € F'\ {0},n -z = 0} ima
najmanji element ng. Moze se pokazati da je ng prost broj i da za sve x € F'
vazi ng - x = 0. Ovaj broj ny nazivamo karakteristikom polja F i obelezavamo
sa char(F). S obzirom da je charF prost broj u tom slucaju kazemo da je polje
F proste karakteristike.

Primer 2 Polja Q, R i C su polja beskonacne karakteristike, dok je polje Zy
karakteristike p



Teorema 1

(a) Polje F je beskonacne karakteristike akko sadrzi izomorfnu kopiju poja
raciomalnih brojeva.

(b)Polje F je konacne karakteristike akko sadrzi izomorfnu kopiju polja Zy.

Neka su F i E polja. Preslikavanje h : FF — E je homomorfizam polja F u
polje E, u oznaci h : F — E, ako je h(z +ry) =z +r vy, h(z ry) = = & Y,
h(0g) = Og, h(1lg) = 1g. Homomorfizam koji je ”1-1”7 zovemo monomorfizam
ili utapange.

Lema 1 Neka je h : F — E homomorfizam polja. Tada je h monomorfizam.

Neka su F i E polja. F je podpolje polja E, u oznaci F C E ako vazi:
FCEzxz4+rpy=ax+gy,xry=2-gY, Op =0g, lr = 1g. Ako je F podpolje
ili rasirenje polja E onda kazemo da je E ekstenzija polja F. Primetimo da
vazi: ako je F C E onda polja F i E imaju istu karakteristiku.

Svako podpolje polja kompleksnih brojeva nazivamo brojevno polje.

Kazemo da je polje F prosto ako je F = Q ili F = Z,,, za neki prost broj p.

Primer 3
1. QCRCC.
2. Q C Q(V?2) gde je Q(V2) = {a+bv2|a,b € Q}

Svako polje E je vektorski prostor nad bilo kojim svojim podpoljem F. Adi-
tivna grupa tog prostora je upravo aditivna grupa polja E, dok je njegovo
mnozenje skalarima iz F indukovano mnozenjem u samom polju E. Ako je
F C E odgovarajuci vektorski prostor obelezavamo sa Eg. U tom slucaju di-
menziju tog prostora oznacavamo sa Er = [E : F| i nazivamo stepen rasirenja
polja E nad F. Ako je [E: F] < oo kazemo da je E konacno rasirenje polja E .

Primer 4 [C:R] =2, [R: Q] = 0,

Teorema 2 Neka su F, E, K polja takva da je F CE C K. Tada je [K : F| =
[K:E]-[E:F]

Dokaz: Ako je (a;|¢ € I) baza prostora Eg i (b;|j € J) baza prostora Kg onda
je (a;b;li € I,j € J) baza prostora Kg. ¢

Prethodna teorema vazi u opstem slucaju, naime akoje E; CE, C ... CE,
lanac polja onda, je [En : El] = [En : En—l] . [En—l : En_gt R [EQ : El]

Teorema 3
(a) Ako je polje E beskonacne karakteristike, tada je E vektorski prostor nad

Q.
(b) Ako je polje E konacne karakteristike p, tada je E vektorski prostor nad
Zg,.



1.2 Prsteni i ideali
Definicija 2 Struktura P = (P, +,-,0) je prsten ukoliko vaZi:
1. (P,+,0) je Abelova grupa
2. (x-y)z=x-(y-2)
3 x-(y+z2)=z-y+uz-z
Prsten P je komutativan ukoliko vazi -y =y -z. P = (P,+,-,0,1)
je prsten sa jedinicom ako vazi x-1=1-2 = =z.
Primer 5
1. (Z,+,-,0,1) je komutativan prsten sa jedinicom.
2. Svako polje je prsten
3. (2Z,+,-,0) je komutativan prsten bez jedinice.

4. Skup M, (F) kvadratnih matrica reda n nad poljem F je nekomutativan
prsten sa jedinicom.

Neka su P i L prsteni i h: P — L homomorfizan . Tada je Imh= {h(a)|a € P}
podprsten od L. Drugim re¢ima, klasa prstena zatvorena je za homomorfne
slike.

Prsten P je bez delitelja nule ako za sve z,y € P vazi: Ako je -y = 0 onda
jex=0ili y =0. Ideal prstena P je svaki I C P koji ima sledece osobine:

1.0el
2. (I,+,0) je grupa.
3. zasvet € [,x € Pvazi: 1-x € 1.

Nula ideal je trivijalan ideal svakog prstena a ideal I je pravi ideal prstena P
ako je I # P. Pravi ideal I prstena P je maksimalan ako za svaki ideal J
prstena P vazi: ako je I & J onda je J = P. Neka je P komutativan prsten i
x € P. Tada {pz|p € P} nazivamo glavni ideal i oznacavamo sa (x). Primetimo
da je P = (1). Ideal I u prstenu P je prost ako je I # (1) i pri tom vazi: ako
xy € I onda x € I ili y € I. Skup svih prostih ideala prstena P obelezavamo sa
Spec(P).

Primer 6
1. nZ = {nz|x € Z} su ideali prstena Z, i to su jedini ideali prstena Z.
2. Ako je p prost broj onda je pZ maksimalan ideal prstena Z.

Neka je I ideal prstena P. Definisimo relaciju ~ na sledeéi nacin: = ~ y
akko z —y € I. Jednostavno se moze pokazati da je ~ kongruencija, to jest,
da je relacija ekvivalencije i da je saglasna sa operacijama + i -. Odgovarajudéi
koli¢nicki prsten P/ ~= (P/ ~,+,-,0,1) obelezavac¢emo sa P/I.



Teorema 4 Neka je I maksimalan ideal prstena P. Tada je P /I polje.
Posledica 1 Ako je p prost broj onda je Z,, polje.
Navedimo neka osnovna tvrdjenja za ideale prstena:

Teorema 5 Neka je P = (P, +,-) prsten i neka su I,J C P ideali prstena P.
Tada sledeci skupovi predstaviljaju ideale u prstenu P:

1.I+J=A{rlr=ac+y,zecl,yecJ}

2. 1-J=A{r|BneN)r=>" zyjz; €I,y €J}
3. INnJ={rlrelireld}

4.1 J={r|(Vye)r yy-rel}

Neka je I ideal prstena P. Tada skup r(I) = {x € P|z™ € I za neko n > 0}
zovemo korenski ideal ideala I.

Lema 2 Neka su I i J ideali. Tada vazi:

1. ICr

I-J)y=r(INnJ)=r{I)nr(J)

r(
r(
r(I) = (1) akko I = (1)
r(

I+J)=r{)+r()))

.0397‘.“?0®

Ako je I prost ideal, onda je r(I"™) = I za svako n >0

Teorema 6 Neka je P = (P,+,0) prsten. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:
1. Svaki ideal I prstena P je konacno generisan.
2. Svaki strogo rastuci lanac ideala I1 G Is & ... prstena P je stacionaran.

3. Svaki neprazan skup ideala u P ima maksimalan element.

Prsten P = (P, +, 0) koji ispunjava bilo koji uslov prethodne teoreme naziva
se Neterin prsten.



1.3 Polinomi

Neka je F prsten. Skup svih polinoma promenljive x sa koeficijentima iz F
obelezavamo sa F[z]. Dakle, Flz| = {ap + a1z + ... + apz™|a; € F}. Nula
polinom, polinom ¢iji su svi koeficijenti jednaki nulu, obelezavamo sa 0, dok sa 1
obelezavamo polinom kod koga je a; = 1, a ostali koefocijenti su nula. Stuktura
F[z] = (F[z],+,-,0,1) gde su + i - uobi¢ajene operacija sabiranja i mnozenja
polinoma je komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nule. Skup polinoma
vise promenljivih definiSe se induktivno. Ako su x1, xs, ..., x, promenljive onda
je Flz1,2a,...,xp] = (Flz1, 2o, ..., Tp_1])[xn].

Lema 3 Neka je polje F podpolje polja K i I C Flxy,...,x,] prost ideal. Tada
postoji prost ideal J C K[xq,...,2,] takav da je JN Flay,...,x,] = 1.

Dokaz: Ako je Klz1,...,x,]] ideal u K[x1,...,x,| generisan sa I pokazademo
daje K[x1,...,zp]I N F[z1,...,2,] = I. Neka je B baza za K posmatrano kao
F vektorski prostor i 1 € B. Ako f € K[x1,...,2,], ondaje f =3, 5 fpb gde
svaki f, € F[z1,...,zy,]1svisem kona¢no mnogo fp-ova su jednaki nuli. Ako f €
Klxy,...,2,]I, onda svaki fp pripada I. Ako f € K[z1,...,z,JINF[xq,...,z,],
onda je f = f1 € I. Neka je S multiplikativno zatvoren skup Flx1,...,x,] \ I.
Neka je J & K|z1,...,2,] maksimalan medju idealima koji sadrze I i ne seku
se sa S. Tada je J prost ideal i JN Flxy,...,2,] =1. ¢

Teorema 7 (Hilbertova teorema) Ako je K polje onda je prsten Klxy,...,xp]
Neterin.

Racionalni izrazi promenljive x nad poljem F su izrazi oblika f(x)/g(z),
gde je g # 0. Skup svih racionalnih izraza obelezavamo sa F(x). Operacije
mnozZenja i sabiranja u F(z) uvodimo na uobi¢ajeni nacin:

fla+ 119 = (fg + f'9)gg’s (fl9)-(f')g") = (ff)/(99"), 9.9' # O
Teorema 8
1. F(z) = (F(z),+,-,0/1,1/1) je polje
2. Flz] se utapa u F(x), utapanje je i : f — f/1.

Polinom f € Flz], deg(f) > 1 je rastavljiv nad poljem F ako postoje
g,h € F[z] takvi da je f = g- h i deg(g), deg(h) <deg(f). Polinom f € Flx],
deg(f) > 1 je mnerastavljiv nad poljem F ako nije rastavljiv nad F.

Primer 7
1. Polinom x% — 2 je nerastavljiv nad Q.
2. Polinom z* + 1 je rastavljiv nad Zy jer je x° +1 = (v +1)? u Zo.

Teorema 9 Neka je f € F[z], deg(f) > 1. Tada postoje nerastavljivi polinomi
91,92, -, gk takvi da je f = g1 -¢g2- ... gx. Ovo razlaganje je jedinstveno do
na redosled faktora i umnozZak konstantama iz F ¢lanova razlaganja.



Lema 4 (Gaus)
Neka je f € Z[z]. Tada, | je nerastavljiv nad Q akko je nerastavljiv nad Z.

Na osnovu prethodnog izlaganja o idealima mozemo zakljuciti sledeée: Ako
je f € Flz] onda je (f) = {f - glg € F[z]} ideal prstena F[x]. Takodje, ako je f
nerastavljiv nad F onda je (f) maksimalan ideal pa je F[z]/(f) polje.

U jednom od prethonih primera videli smo da polinom z? — 2 nema koren u
polju Q. U polju Q(v/2), ovaj polinom ima koren jer je 22 —2 = (z—+/2)(z+v/2)
u Q(v/2). Sledeéa teorema pokazuje da za bilo koji polinom f € F[x], deg(f) > 1
gde je F proizvoljno polje, postoji polje u kome f ima koren.

Teorema 10 (Kroneker) Neka je F polje i f € F[z], deg(f) > 1. Tada postoji
ekstenzija E O F takva da f ima koren u E.

Dokaz: Neka je g nerastavljiv faktor od f. (ukoliko je f nerastavljiv onda
g = f). Neka je k : F[z] — F[z]/(g) kanonski homomorfizam. Preslikavanje
k |r je utapanje pa bez gubljenja opstosti mozemo smatrati da je F podpolje
polja F[z]/(g). Jednostavno se proverava da je k(g(z)) = 0 pa je k(x) koren
polinoma g(z) u polju F[z]/(g). ©

Teorema 11 Neka je f € Flz] nerastavljiv polinom i deg(f) = n. Tada je
[Flz]/(f) : F]=n

Dokaz: Neka je I = (f). Moze se pokazati da je ag = I + 1,a1 I+

L,
Z,...,an—1 = I +x" ! baza vektorskog prostora ((F[z]/(f),+,0),F,-
b ) g p b) b ) b

ol

1.4 Algebarska rasSirenja

Neka su F i K poljai F C K. Element a € K je algebarski element nad F ako
postoji p € F[z] tako da je p(a) = 0. U suprotnom, element a € K naziva se
transcedentni element nad poljem F. Rasirenje K je algebarsko rasirenje polja
F ako je svaki a € K algebarski nad F, u suprotnom, rasirenje K se naziva
transcedentno rasirenje polja F.

Primer 8

1. Neka je z = a + bi proizvoljan kompleksan broj. Uocimo polinom p(x) =
2% — 2ax + a® + b*. Tada je p(z) =0 i p € R[z]. Prema tome, polje C je
algebarsko rasirenje polja realnih brojeva R.

2. Polje R je transcedentno rasirenje polja Q jer broj m nije koren nijednog
polinoma sa racionalnim koeficijentima.

Teorema 12 Ako je K konacno rasirenje polja F, onda je K algebarsko rasirenje
polja F'.

10



Neka je F C K i neka je a € K algebarski element nad poljem F. Tada
postoji polinom p € F[z], tako da je p(a) = 0. Prema principu najmanjeg
elementa, postoji polinom m € F[z] najmanjeg stepena takav da je m(a) =
0. Mozemo pretpostaviti da je m moni¢an. Tako odredjen polinom nazivamo
minimalan polinom za o i obelezavamo sa m,, ili samo m ako je jasno iz konteksta
o kom elementu se radi. Ako o € F onda je my =z — a; ako a € K \ F onda
je deg(mg,) > 2.

Teorema 13 Neka je F C K, a € K algebarski nad F © m minimalan polinom
za . Tada vazi:

1. m je nerastavijiv nad F.
2. Ako p € Flz] i p(a) = 0 onda m(x)|p(x).

3. Fla] = {ao +a1a+ ...+ an_1a" Yag,a1,...,an_1 € F},n = deg(m), je
polje (podpolje polja K).

4. [Flo] : F] = deg(m).

Neka je K rasirenje polja F , a € K i F(a) = {%mq € Flz],q(a) # 0}.
Tada je F(«) najmanje podpolje polja K koje sadrzi skup F U {a}. Neka je
F[a] kao u prethodnoj teoremi. Tada vazi:

Teorema 14 Neka je F podpolje polja K i a € K algebarski nad F. Tada je
Fla] = F(a).

Sada ¢emo navesti skicu izvornog Kronekerovog dokaza teoreme 10 koji se
bazira na konkretnoj konstrukciji trazenog rasirenja.

Dokaz: Neka je p € F[z] nerastavljiv polinom. Treba konstruisati rasirenje
K polja F u kome p ima koren. Pretpostavimo da je p monican polinom. Ako
je deg(p) = 1, onda je p(r) = v — a za neki « € F pa je K = F. Neka je
n = deg(p) > 2 i neka je £ novi simbol konstante. Formirajmo skup K =
{ag +ar1é+ ...+ an_16" Y ag,a1,...,a,_1 € F} formalnih polinoma nad ¢&. U
skupu K [{] uvedimo operacije +, i -, (sabiranje i mnozenje po modulu polinoma
p), na sledeéi naéin: f+,g = f+g (deg(f+g) < deg(p), pa je f + g ostatak pri
deljenju sa p); f -, g = rest(f(x)g(x),p(x))(§). Neka je K = (K, +p,,0,1).
Moze se pokazati da je ovako definisana struktura K polje i da je p(§) = 0 u K.

Ovako konsrtuisano polje K obelezavac¢emo sa F[¢].

Teorema 15 Neka je F polje, p € F[z]| nerastavijiv i deg(p) = n. Dalje, neka
suK iK' rasirenja polja F i neka sua € K i€ K takvi da je K = F(a),

K' = F(8), pla) = 0 u K ip(B) =0 u K'. Tada postoji izomorfizam
o: K — K takav da je o |p=1ip .

Dokaz: Neka je K = F[¢] Kronekerovo polje za polinom p i neka je o : K — K
preslikavanje definisano sa o(f(a)) = f(€) za f € F[z]. Moze se pokazati da je
o izomorfizam. Prema tome, vazice K 2 K ~ K”. o
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1.5 Korensko polje polinoma

Definicija 3 Neka se F C E polja i neka f € Flz|, deg(f) > 1. E je korensko
polje polinoma f akko

1. Polinom f ima faktorizaciju na linearne faktore, tj. za neke ai,aso, ..., a, €
E ineko ce€ F vazi: f(x)=clz—ar1)(z—az)...(x —ap).

2. Niu jednom medjupolju L (F ¢ L & E), f se ne moZe rastaviti na linearne
faktore.

Teorema 16 Neka je F polje i f € Flz], deg(f) > 1. Tada f ima korenskoo
polje.

Ako je E korensko polje polinoma p(z) nad poljem F i p(z) = ¢(x — a1)(x —

az) ... (x—ay,) faktorizacija polinoma p u polju E, tada je E = F(a1, ag,...,a,)
i svaki a;41 je algebarski nad poljem F(ai,as,...,a;) za 0 < i < n. Prema
tome, iz

[E: F] =[F(a1,az,...,a,) : F(ay,a9,...,an_1)]...[F(a1) : F]

i teoreme 12 sledi:

Teorema 17 Ako je E korensko polje polinoma p(z) nad poljem F, tada je E
algebarsko rasirenje polja F.

Teorema 18 (O jedinstvenosti korenskog polja) Neka su E;K D F korenska
polja polinoma f € Fx]. Tada postoji 0 : E 2 K tako da je 0|p = ip.

1.6 Polje algebarskih brojeva

Element a € C je algebarski broj ako je a koren nekog polinoma f € Qlz],
f # 0. Skup A = {a € C| a je algebarski broj } nazivamo skup algebarskih
brojeva. Dokazacemo da je A = (A, +,-,0,1) polje, podpolje polja C kao i da
svaki polinom f € A[z] ima koren u A.

Lema 5 Neka su F C E C K polja. Ako je E algebarsko rasirenje polja F i K
algebarsko rasirenje polja E, onda je K algebarsko rasirenje polja F'.

Dokaz: Neka je § € K. Kako je K algebarsko rasirenje polja E, 3 je koren

nekog polinoma ag + ayx + ... + a,z™ u K |, ag,aq,...,a, € E. Dakle, § je
algebarski element nad F(ag, a1, ..., a,), pa prema teoremi 13
[Flag, a1,y ..., an, B) : Flag, a1, ..., an, )] =

[F(ag, a1, ..., a,)(8) : Flag, a1, ...,a,)] < 00

Kako su ag, aq, . . . , v, algebarski nad F, «; je algebarski nad F (g, a1, .. ., aj—1)

za 1 <i<npaje

[Fag,a,....ap) : F] =

[Flag,a1,...,an) : Flag,a1,...,an_1)] ... [Flag) : F] < o0

Dakle, kako je [F(ag, a1, ..., a,)] konaéno rasirenje polja F, na osnovu teo-
reme 12, F(ap, a1, ..., ay) je algebarsko rasirenje polja F. Dalje,
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[Flag,a1,...,an,0) : F] =

[Flag, a1,y ..., an, B) : Flag, a1, ..., a,)] - [Flag,a1,...,a,) : F] < 00
pa je F(ag, a1, ..., an, 3) algebarsko rasirenje polja F. S obzirom da
B € Flag,an,...,an, ), B je algebarski nad F. o

Na osnovu dokaza prethodne teoreme, vidimo da vazi:

Lema 6 Neka je F C E i neka su ag,aq,...,q, algebarski nad F. Tada je
F(ao,aa,...,ay) algebarsko rasirenje polja F.

Teorema 19 A = (A, +,-,0,1) je podpolje polja C.

Dokaz: Neka su o, 8 € A. Tada a+ B,a-f € Q(a,3) i o™t € Q(a, 8) akko
a # 0. Elementi «, 8 su algebarski nad Q pa je na osnovu prethodne leme
Q(a, 3) algebarsko rasirenje polja Q. Dakle, a + B,a- i a™! (za a # 0) su
algebarski nad Q, prema tome o+ f,a-3€ Aia"' € Aakoa #0. ¢

1.7 Separabilnost

Polinom f € F[x] je separabilan ako su svi njegovi koreni u odgovarajuéem
korenskom polju E medjusobno razliciti.

Teorema 20 Neka je f € Flz|. Tada je f separabilan akko je (f, ') =1, gde
je [’ izvod polinoma f.

Primetimo da u poljima proste karakteristike postoje polinomi f takvi da je
deg(f) > 11 f' = 0. Na primer, ako je p prost broj i f(z) = 2P + 2P onda
je f' = 0 u svakom polju karakteristike p. Ako je F polje karakteristike 0 i
f € Fz], deg(f) > 0 tada je f’ # 0.

Lema 7 Neka je f € Flx], deg(f) > 1 nerastavljiv. Tada je f separabilan akko
je ' #0.

Posledica 2 Neka je F polje karakteristike 0 i neka je f € Flx] nerastavljiv
nad F. Tada je f separabilan. Posebno, ako je f nerastavljiv nad brojevnim
poljem onda je f separabilan.

Neka su F i E poljai F C E. Element o € E je separabilan nad F ako je
« koren nekog separabilnog polinoma f € Fz].

E je separabino rasirenje polja F ako je svaki a € E separabilan nad F.

Primetimo da je separabilno rasirenje polja F algebarsko ragirenje polja F'.
Neka je F polje karakteristike nula, E algebarsko rasirenje polja F i a € F
proizvoljan element. Kako je o algebarski nad F postoji minimalan polinom m,,
za « nad F. S obzirom da je m, nerastavljiv, « je separabilan nad F. Prema
tome, svako algebarsko rasirenje polja F karakteristike nula je i separabilno.

Neka su F i E poljai F C E. Ako postoji a € E tako da je E = F(a),
tada kazemo da je E prosto rasirenje polja F. U tom slucaju kazemo da je «
primitivan element polja E.
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Primer 9 Polje Q(v/2) je prosto algebarsko rasirenje polja Q dok je Q(m)
prosto transcedentno rasirenje polja Q.

Teorema 21 (O primitivnom elementu) Neka je E konacno separabino rairenje
polja ¥'. Tada je E prosto rasirenje polja F.

Posledica 3 Neka je F brojevno polje i E = F(ay, ..., ay) algebaarsko rasirenje
polja F. Kako je u tom slucaju E separabilno rasirenje polja ¥, onda postoji

a € C takvo da je E =F(aq,...,an) = F(a).

Primer 10 Q(v/2,v3) = Q(v2 + V/3). Dakle, Q(\/2,\/3) je prosto rasirenje
polja Q i /2 + /3 je primitivan element polja Q(v/2,/3).

1.8 Algebarsko zatvorenje polja

Polje E je algebarski zatvoreno ako svaki polinom f € E[z], deg(f) > 1 ima
koren u E.

Ako je E algebarski zatvoreno polje i f € E[z], onda f ima linearnu faktor-
izaciju u E pa E sadrzi korensko polje polinoma f.

Primer 11

1. Polje Q nije algebarski zatvoreno jer npr. polinom x> — 3 nema koren u

Q
2. Polje R nije algebarski zatvoreno (polinom x* + 1 nema korem u R).
Sledece tvrdjenje nazivamo Osnovna teorema algebre
Teorema 22 Polje kompleksnih brojeva je algebarski zatvoreno polje.
Kao sto je napomenuto u prethodnom poglavlju vazi sledeé¢a teorema:
Teorema 23 Polje algebarskih brojeva A je algebarski zatvoreno.

Dokaz: Neka f € Alz], deg(f) > 1 i neka je @ € C koren polinoma f u polju
kompleksnih brojeva C. Za neke ag,as,...,a, € A, f(z) = ap+ a1z + ...+

anx™ pa kako su ag, ai,. .., a, algebarski nad Q, Q(ag, a1, ...,a,) je algebarsko
radirenje polja Q. « je algebarski nad Q(ao, a1, .. .,a,) paje Qag, ay, ..., an,, @)
algebarsko rasirenje polja Q(ag, a1, . .., ay,). Naosnovu leme 5, Q(ag, a1, ..., ay)

je algebarsko rasirenje polja Q, pa kako o € Q(ag, ay,...,a,), to je a algebarski
nad Q, to jest « € A. ©

Neka je Fg C Fy C ... C F,, prebrojiv niz polja i neka je £ = J,, F;,. Tada
se nad domenom E moze definisati struktura polja tako da je za svako n € N,
F,CE.

Neka su o, € E. Tada za neke m,n € N, a« € F,, i § € F,. Neka je
m > n. Sa obzirom da je tada F,, C F',,, operacije +g i -g definiSemo na sledeéi
na¢in: a+gf:=a-+r, fia-gf :=a-p, B. Neposredno se proverava da
je E = (FE,+g, 5,0,1) polje. Ovo polje nazivamo unijom polja F; i pisemo
E=J,F;
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Teorema 24 Svako polje F' sadrzano je u nekom algebarski zatvorenom polju.

Dokaz: Neka je k = max (R, |F|) (za beskona¢no polje uzimamo k = |F| a za
kona¢no k = Rg). Tada sve polinome iz F[z] stepena > 1 mozemo poredjati u
niz:

for fiyeoos faseya<k

Tada se konstruise niz polja F = Fg C F; C ... C F,,... @ < k na slededi
nacin:

Ako je a ordinal sledbenik, tj a = 4+ 1, tada odredjujemo F, kao korensko
polje polinoma pg nad Fg.

Ako je « granicni ordinal , neka je K = Uﬁ<a Fs. Tada je F,, korensko polje
polinoma f, nad K.

Neka je sada E; = (J,., Fo. Dokazimo da svaki polinom f € F[z] ima
koren u E;. Zaista, f = f; sa nekim indeksom 7 u ordinalnom nizu. Prema
nacinu definisanja polinom f; ima koren u F;; a samim tim i u E;.

Formirajmo sada lanac polja F = Eqg C E; C E; C ... na sledéi nacin: Polje
E- je konstruisano nad poljem E; na isti nacin na koji je polje E; konstruisano
nad poljem Eg, i na isti na¢in se konstruise polje E,;; nad poljem E,,.

Neka je sada E = |J,, En. Dokazujemo da je E trazeno raSirenje polja F.
Posmatrajmo polinom p € E[z] stepena n = deg(p) > 1. Tada je p(z) =
Do +p1x + ...+ pp2™ za neke elemente p; € Ey, 0 < 7 < n. Uzimajuéi m =
max{ko, k1,...,k,} dobijamo da p € FE,,[z]. Po prethodnoj konstrukciji poli-
nom p ima koren u polji E,,+; paiu polju E. ¢

Polje E je algebarsko zatvorenje polja F ako je

1. FCE

2. E je algebarsko rasirenje polja F

3. E je algebarski zatvoreno

Algebarsko zatvotenje polja E obelezavaéemo sa E.

Primer 12 Polje kompleksnih brojeva C je algebarsko zatvorenje polja realnih
realnih brojeva R, dok je polje algebarskih brojeva A algebarsko zatvorenje polja
ractonalnih brojeva Q.

Teorema 25 Svako polje ima algebarsko zatvorenje.

Dokaz: Neka je F proizvoljno polje. Na osnovu teoreme 19 postoji algebarski
zatvoreno polje K O F. Neka je E = {a € K|aje algebarski nad F}. Primetimo
da je F C E i da je E algebarsko rasirenje polja. Moze se dokazati da je polje E
algebarski zatvoreno na slican nac¢in kao §to je pokazano da je polje algebarskih
brojeva algebarski zatvoreno. ¢

Algebarsko zatvorenje polja je jedinstveno do na izomorfizam, taénije vazi
sledece tvrdjenje:

Teorema 26 Neka su F i F' polja, o : F = F i neka su K i K algebarska
zatvorenja polja F i F redom. Tada postoji 6 : K ~ K tako da je 0|p = 0.
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1.9 Transcedentna rasirenja polja

Teorema 27 Neka je polje K rasirenje polja F i neka je element b € K tran-
scedentan nad poljem F. Tada vazi:

1. Prsten F[b] je izomorfan prstenu polinoma F|x]
2. Polje F(b) je najmangje podpolje polja K, koje sadrzi F' U {b}

Razmotrimo slozena rasirenja polja. Neka je polje K rasirenje polja F. El-

ementi ay,...,a, € K su algebarski zavisni elementi nad poljem F ako je
p(ai,...,a,) = 0 za neki nenula polinom p € Flzi,...,x,]. U suprotnom,
ele- menti ay,...,a, € K nazivaju se algebarski nezavisni elementi nad poljem

F. Za neprazan podskup S C K smatramo da je algebarski nezavisan skup ako
je takav svaki konac¢an podskup skupa S. U suprotnom, S je algebarski zavisan
skup. Smatramo da je prazan skup algebarski nezavisan.

Primer 13 Posmatrajmo polje realnih brojeva R kao rasirenje polja racioninih
brojeva Q. Tada su elementi a1 = \/2 i as = \/5 algebarski zavisni nad Q jer je
a% + a% — 5. Sa druge strane, elementi a1 = 1 i as = 7 su algebarski nezavisni
nad Q, jer je w transcedentan.

Teorema 28 Neka je polje K rasirenje polja F i neka su elementi aq, ..., an,
K algebarski nezavisni elementi nad poljem F. Tada vaZi F(xq,...,2,)
F(ay,...,apn).

M

Dokaz: Funkcija f definisana sa f(p(z1,...,2,)) = p(ai,...,a,) predstavlja
homomorfizam iz Flzy,...,2,] u Flai,...,a,]. Po definiciji, funkcija f je
surjektivna. Na osnovu algebarske nezavisnosti elemenata aq,...,a, sledi da
je f injektivna. Funkcija definisana sa fi(Ebestol) = Elilestnl zp g g ¢
Flzy,...,z,) gdeje q(ay, ..., a,) # 0 predstavlja homomorfizam iz F(x1, ..., x,)
u F(aq,...,a,)koji je rasirenje homomorfizma f. Tako odredjen homomorfizam
f1 je takodje bijektivan pa je izomorfizam. ¢

Lema 8 Neka je polje K rasirenje polja F i neka je S & K algebarski nezavisan
skup nad F. Za element ¢ € K\ F(S), skup SU{c} je algebarski nezavisan nad
F akko je ¢ transcedentalan element nad F(S).

Dokaz: Neka je skup S U {c} algebarski nezavisan nad F i pretpostavimo da je
c algebarski element nad F(S). Tada vazi:

(), ol

qn(s) n(0)
za neko s = (s1,...,8m) € S (pi,qi € F[S] 1 q(s) # 0zai = 0,...,n).
Prethodna jednakost je u kontradikciji sa algebarskom nezavisnoséu skupa S U

{c}.
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Obrnuto, neka je element ¢ transcedentan nad poljem F(S) i pretpostavimo
da je skup S U {c} algebarski zavisan nad F. Tada vazi:

rn(s)c” + ...+ ro(s) =0

za neko s = (81,...,8m) € S (r; € F[S] zai=0,...,). Prethodna jednakost je
u kontradikciji sa transcedentalnoséu elementa ¢ nad poljem F(S). o

Neka je polje K rasirenje polja F. Podskup B C K nazivamo transcedentna
baza rasirenja K nad F ako je B maksimalan algebarski nezavisan skup nad F.
Tada, za svako ¢ € K \ B skup B U {c} je algebarski zavisan skup.

Teorema 29 Neka je polje K rasirenje polja F i neka je B C K algebarski neza-
visan skup. Skup B je transcedentna baza rasirenja K O F akko je rasierenje
K D F(B) algebarsko.

Dokaz: Neka je B transcedentna baza rasirenja K O F. Posmatrajmo proizvoljni
element ¢ € K \ F(B). Tada ¢ € K \ B. Odatle, prema definiciji trance-
dentne baze, sledi da je BU{c} algebarski zavisan skup. Koristeéi kontrapoziciju
prethodne leme, dobijamo da je element ¢ algebarski nad F(B).

Obrnuto, neka je rasirenje K D F(B) algebarsko, za neki algebarski neza-
visan skup B C K. Svaki element ¢ € K je algebarski nad F(B). Specijalno,
svaki ¢ € K \ B je algebarski nad F(B). Tada vazi:

=0

w®¢ T T

za neko b = (by,...,bn) € B (pi,qi € F[B] i ¢qi(b) # 0zai = 0,...,n).
Prethodna jednakost pokazuje da je B U {c} algebarski zavisan skup. Odatle
sledi da je B transcedentna baza rasirenja K D F.

Teorema 30 Neka je polje K rasirenje polja ¥ i neka je S C K takav da
je rasirenje K D F(S) algebarsko. Tada skup S sadrZi transcedentnu bazu B
rasirenja K D F.

Dokaz: Za S C K posmatramo skup 7 svih algebarski nezvisnih skupova 7' C S
nad poljem F. Tada je 7 neprazan jer () € 7. Prema Zornovoj lemi postoji, u
odnosu na inkuziju, maksimalan algebarski nezavisan skup B C S. Dokazujemo
da je F(S) algebarsko rasirenje od F(B). Pretpostavimo suprotno, da postoji
element ¢ € (K \ F(B)) N F(S) koji je transcedentan nad F(B). Tada, prema
prethodnoj lemi, skup S. = BU{c} je algebarski nezavisan skup nad F. Samim
tim, skup S, je maksimalniji algebarski nezavisan skup od B, §to je nemoguce.
Kona¢no, po pretpostavci, K je algebarsko rasirenje od F(S) i prethodno je
dokazano da je F(S) algebarsko rasirenje od F(B). Odatle sledi da je K alge-
barsko radirenje od F(B). Prema prethodnoj teoremi skup B je transcedentna
baza rasirenja K nad F. ¢

Posledica 4 Neka je polje K rasirenje polja ¥. Tada postoji transcedentna baza
B rasirenja K nad F.
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Ako je B transcedentna baza rasirenja K nad F onda rasirenje F(B) nazivamo
cisto transcedentno rasirenje.

Primer 14 Za bilo koje polje K, polje racionalnih funkcija K(xy,...,2z,) je
disto transcedentno rasirenje nad K (gde su x1,...,x, medjusobno nezavisne
promengljive). Za polje realnih brojeva R, rasirenje R(x,sinx, e*) je isto tran-
scedentno rasirenje nad R.

Ako je B transcedentna baza raSirenja K nad F onda kardinalni broj |B]|
oznacavamo sa deg(K/F) i nazivamo stepenom transcedentnosti rasirenja K nad
F. Korektnost ove definicije sledi na osnovu naredna dva tvrdjenja.

Teorema 31 Neka je polje K rasirenje polja ¥. Neka su B i C konacne tran-
scedentne baze rasirenja K nad F. Tada je |B| = |C|.

Teorema 32 Neka je polje K rasirenje polja F i neka su B i C transcedentne

baze rasirenja K nad F. Ako je B beskonacna transcedentna baza, tada je i C
beskonacna transcedentna baza i vazi |B| = |C].
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2 Teorija modela

2.1 Jezik prvog reda

Jezik prvog reda, u oznaci L je skup simbola. Ovi simboli podeljeni su u tri
grupe, relacijski simboli, funkcijski simboli i simboli konstanti koje ¢emo redom
oznacavati sa Rely, Funy, i Consty,.

Funkcija ar: L — N svakom simbolu s € L pridruzuje njegovu arnost. Za
s € Consty, ar(s) = 0 dok je za s € Rel,UFuny, ar(s) > 1.

Primer 15 Jezik teorije polja je struktura L = (+,-,0,1)

Ako su L i I/ jezici prvog reda i L C L', tada L' nazivamo ekpanzija jezika L,
dok L zovemo redukcija jezika L’. Ako se skup L\ L’ sastoji samo od simbola
konstanti onda kazemo da je jezik L’ prosta ekspanzija jezika L.

Logicke simbole jezika prvog reda ¢ine :

—_

. logi¢ki veznici: A,V,=, <, —

2. znak jednakosti =

3. kvantori: 31V

4. beskonacan skup promenljivih: Var= {z1,xs,...}.

5. skup pomocénih simbola: () , (otvorena i zatvorena zagrada i zarez).
Terme (izraze) jezika L rekurzivno definiSemo na sledeéi naéin:

1. Promenljive i konstante su termi.

2. Ako je F €Fung, ar(F) = n i t1,...,t, su termi jezika L, onda je i
F(t1,...,t,) term jezika L.

3. Svaki term jezika L moze se dobiti isklju¢ivo kona¢nom primenom pravila
1i2.

Konstantan term je term koji ne sadrzi nijednu promenljivu.

SloZenost terma je broj (ra¢unajudéi i viSestrukost) funkeijskih simbola koji
se javljaju u njemu.

Formule jezika prvog reda definiSu se na slican nac¢in. Prvo definisemo
atomicne formule:

1. Ako su t; i to termi onda je t; = to atomic¢na formula.

2. Ako je R € Relg, ar(R) = n i ty,...,t, termi onda je R(t1,...,t,)
atomicna formula.

Skup svih atomi¢nih formula jezika L oznatavamo sa Aty,.
Formule jezika L uvodimo rekurzivno na sledeéi nacin:

1. Atomicne formule su formule L
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2. Ako su ¢ i 9 formule jezika L i & promenljiva onda su (¢ A ¥), (¢ V),
(p = ¥),(¢ < v¥), Yrp 1 Jzp takodje formule jezika L

3. Svaka formula jezika L moze se dobiti isklju¢ivo kona¢nom primenom prav-
ilali2.

Skup svih formula jezika L oznatavaémo sa Fory. Funkcija co:For;, — N svakoj
formuli pridruzuje slozenost na sledeéi nacin:

1. Ako je ¢ atomicna formula onda je co(ep) = 0.
2. co(~p) = 1+co(y).

3. co(p Ap) =co(ip V ¥p) =co(p = ) =co(p < ¢) = 14co(p)+co(y).
4. co(Vap) = co (zp) = 1+ colyp).

Promenljive formule ¢ koje nisu u dosegu kvantora nazivamo slobodne promenljive.
Skup slobodnih promenljih formule ¢, u oznaci Fr(¢) mozemo precizno definisati
na sledeéi nacin:

1. Ako je ¢ atomi¢na formula onda je Fr(yp) skup svih promenljivih koje se
pojavljuju u formuli .

2. Fr(—¢) =Fr(¢).
3. Fr(p Ap) =Fr(p Vv 9) =Fr(p = ¢) = Fr(p & ) =Fr(p)UFr(4).
4. Fr(3zp) =Fr(Vze) =Fr(p) \ {z}

Promenljive koje nisu slobodne nazivamo vezane. Ako je ¢ formula jezika
L cije se slobodne promenljive nalaze medju promenljivama x1,...,x, onda
¢emo pisati p(z1,...,2,). Umesto ¢(z1,...,z,) koristié¢emo jos i oznaku (7).
Formule koje ne sadrze slobodne promenljive nazivamo recenice. Skup svih
reCenica jezika L oznacavademo sa Senty,.

Kardinalnost jezika skupa Forj oznacavamo sa ||L||. Primetimo da vazi
[|L|| = maz(Ro, |L|), gde je |L| = maz(|Rel|, |Fung|, |Consty|).

2.2 Modeli, relacija zadovoljenja

Neka je A neprazan skup. Preslikavanje Z sa domenom L je interpretacija jezika
L u skup A ako vazi:

1. Za svaki simbol konstante ¢ imamo da Z(c) € A.
2. Za svaki relacijski simbol R duzine n, Z(R) je podskup skupa A™.

3. Za svaki funkcijski simbol F' duzine n, Z(F') je funkcija sa domenom A™ i
kodomenom A.
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Model jezika L je par A = (A,Z), pri ¢emu je A neprazan skup a Z je inter-
pretacija jezika L u skup A. Umesto oznake A = (A,7) moZemo koristiti i
A = (A,5%)4¢r, gde je za s € L, s® = I(s). Ako je jezik L konacan, onda
eksplicitno navodimo interpretacije svih simbola.

Pod kardinalnoséu modela A = (A,Z) podrazumevamo kardinalnost nje-
govog univerzuma A.

Neka su L I L’ jezici prvog reda takvi da je L C L’ i neka je A model jezika
L'. Ako za svako s € L' \ L, iz modela A izbacimo s* dobijamo novi model B
sa domenom B = A. U tom sluc¢aju, kazemo da je A ekspanzija modela B i da
je B redukcija modela A.

Definicija 4 Neka su A i B modeli jezika L. KaZemo da je B podmodel modela
A ako je BC A i:

1. Za R €Rely, ar(R) = k, RB = RA N B*.
2. Za F €Fung, ar(F) =k, FB = FA| 5.
3. Za ¢ €Consty, B = A,
Primer 16 (N,+,-,<,0,1) je podmodel modela (R, +,-,<,0,1).

Definicija 5 Neka su A i B modeli jezika L i f : A — B. Preslikavanje f je
homomorfizam iz A u B, u oznaci f : A — B ako je ispunjeno:

1. Za R €Rely, ar(R) = k i za sve ay,...,ar € A, R*(ay,...,ax) povlaci

RB(f(a1),..., flax)).
2. F €Funy, ar(F) =k i za sve ay,...,a; € A,
FA(ay,...,a;) = FB(f(a1),...,(ax))
3. Za c €Consty, f(c?) = cB.
Homomorfizme ¢emo klasifikovati na sledeé¢i nacin:
1. f je utapanje ako je 1 — 1.
2. f je epimorfizam ako je na

3. fje jaki homomorfizam ako za R € Rely, ar(R) = kizasveay,...,a; € A
RA(ay,...,a;) akko RB(f(ay),..., f(ax)).

4. f je monomorfizam ako je 1 — 1 i jaki homomorfizam.
5. f je izomorfizam ako je 1 — 1 i jaki epimorfizam.

Neka je A = (A, s%),er proizvoljan model jezika L. Svako preslikavanje
i1 Var — A zovemo wvaluacija. Vrednost terma t jezika L pri valuaciji g, u
oznaci t4 [ definisemo na sledeéi nacin:

1. Ako je t simbol konstante c onda je t*[u] = cA.
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2. Ako je t promenljiva z onda je t*[u] = u(z).
3. Akojet = F(ty,...,t,) onda je t*[u] = FA(t1[u], ..., talu])-

U vezi sa prethodnim, ako su z1, ..., z, promenljive koje se javljaju u termu ¢ i
ako je p valuacija takva da je u(z;) = a;, i € N onda éemo umesto +*[u] pisati
tAlay, ..., an).

Teorema 33 Neka su A i B modeli jezika L i h : A — B homomorfizam.
Tada za svaki term t(xq,...,zy,) i sve ay,...,a, € A vasi:
h(tAaq, ..., an))v = tBh(ay),. .., hia,)].

Dokaz se izvodi indukcijom po slozenosti terma.

Posledica 5 Neka su A i B modeli jezika L, pri cemu je B homomorfna slika
od A. Tada, svaki identitet koji vazi u A takodje vazi i u B.

Definicija 6 (Relacija zadovoljenja) Neka je A model jezika L, ¢ proizvoljna
formula jezika L |, aq,...,a, € A i p valuacija takva da je p(x;) = a;, i € N.
Predikat

7 U modelu A vazi formula ¢ pri valuaciji p” u oznaci

A |= oyl
definiSemo rekurzivno po sloZenosti na sledec¢i nacin:
1. Ako je ¢ = (t; = ta), t1,ta €Termy, tada A |= [u] akko ti[u] = t5[u].

2. Ako je ¢ = R(t1,...,tn), R €Rely, t1,...,t, €Termy, onda A = ¢[y]
akko vazi RA (M), . .. t2[u]).

Ako je o = —tp onda A = @[] akko nije A = [u].

Ako je ¢ = (1 N0) onda A |= plu] akko A |=1[u] i A f=0[u].

Ako je o = (¥ V 0) onda A = @[] akko A = y[u] ili A = 0]y

Ako je o = (1) = 0) onda A = o[u] akko nije A = [y ili A = 0[u).

Ako je ¢ = b < 0 onda A = olu] akko A = Ylu] i A = Ou] ili
A= ()] i A (=0)[u].

8. Ako je p = Jx;(xy ... xy), i < n, onda A |E plu] akko postoji a € A tako
da A EvYlar,...,ai—1,0,ai41,-..,0a].

9. Ako je o =Vripp(x1...20), i <n, onda A = plu] akko za svako a € A
A ):’l/)[ala"'7ai717avai+1a"'7an}

X S & W

Iz prethodne definicije vidimo da istinitosna vrednost formule ¢ u modelu A pri
nekoj valuaciji zavisi samo od slobodnih promenljivih formule ¢. Kako reéenice
nemaju slobodne promenljive njihova vrednost ne zavisi od izbora valuacije t;j.
ako ¢ €Sentr, i A | ¢[u], za neku valuaciju u, onda A = ¢[o] za svaku valuaciju
o. Otuda, za ¢ €Senty, pisemo A = ¢ umesto A = ¢[u].
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Definicija 7 Neka su A i B modeli jezika L. KaZemo da su A i B elementarno
ekvivalentni, u oznaci A = B ako za svaku recenicu ¢ jezika L vazi:

A = ¢ akko B = .

Primer 17 Polje racionalnih brojeva Q = (Q, +,-,0,1) nije elementarno ekvi-
valentno polju realnih brojeva R = (R, +,-,0,1) jer je recenica Jx(z -z =1+1)
taéna u modelu R ali ne i u modelu Q.

Indukcijom po slozenost formula, moze se pokazati:

Teorema 34 Neka su A i B modeli jezika L i f : A — B izomorfizam. Tada,
za svaku formulu p(xy,...,x,) jezika L i svaku valuaciju p(x;) = a;, i € N
vazi: A E play,...,a,) akko B = ¢[f(a1),..., f(an)]

Posledica 6 Ako su A i B izomorfni modeli jezika L onda je A = B.

Definicija 8 Neka su A i B modeli istog jezika L.

1. Elementarno utapanje modela A v model B je preslikavanje f : A — B
takvo da za svaku formulu ¢ jezika L i svaku valuaciju p(x;) = a; domena
A vazi:
Ak glar,...,an) akko B E g[f(ar)...., flan)):

2. Model A je elementarni podmodel modela B, u oznaci A < B, ukoliko
je A podmodel modela B i inkluzija i : A — B je elementarno utapanje.
Ako je A elementarni podmodel modela B, recicemo da je B elementarna
ekstenzija modela A.

Primetimo da je elementarno utapanje modela A u model B isto §to i izomor-
fizam modela A na elementarni podmodel modela B. Takodje, iz definicije ele-
mentarnog podmodela, prelazeéi na recenice, vidimo da iz A < B sledi A = B.

Lema 9 Neka su A, B i C modeli istog jezika L i neka f : A —- B, g: B — C
utapanja .

1. Ako su f i g elementarna utapanja, onda je i gf elementarno utapanje.
2. Ako su utapanja g i gf elementarna onda je i f elementarno.

Dokazimo svojstvo 2:

Pretpostavimo da vazi: A = ¢[ai,...,a,] za neku formulu ¢ jezika L i
a,...,a, € A. Kako je gf elementarno vazi¢e C = ¢[gf(a1),...,qf(ay)]. Sa
obzirom da je i g elementarno bice B | ¢[f(a1),..., f(an)].¢

Neka je A model jezika L. Jezik L mozemo prosiriti do jezika

La=LU{csla € A}

dodajuéi novi simbol konstante ¢, za svaki element a € A. Model A mozemo

prosiriti do modela
As= (A a)aca
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jezika L 4, interpretirajuéi svaki simbol konstante ¢, elementom a. Ukoliko je
X C A sa Lx obelezavacemo jezik L U {c,|a € X}. Odgovarajuéi model jezika
LX je AJ; = (A,a)an.

Teorema 35 Neka je A model jezika L i o(21,...,x,) € Fory. Tada, za sve
ai,...,an € A vazi: A = play,...,a,] akko (A, ay,...,a,) E p(al,...,a,).

Primetimo da je ¢(aq,...,a,) reéenica jezika LU {cq4,,...,Cq, }-

Posledica 7 Neka su A i B modeli jezika L . Utapajne f : A — B je elemen-
tarno utapanje akko (A, a)aca = (B, f(a))aca-

2.3 Teorije prvog reda

Neka je L jezik prvog reda. T je teorija jezika L ako je T CSenty. Elemente
teorije T' nazivamo aksiome teorije T.
Aksiome i pravila izvodjenja za jezik prvog reda delimo u nekoliko grupa

1. Iskazne aksiome

Ove aksiome dobijene su iz tautologija zamenom iskaznih slova formulama
jezika L.

Ako je ¢ €Fory, t €Termy, x €Var, onda p(t/x) ili samo(p(t)) oznacava
formulu dobijenu iz ¢ zamenom svakog slobodnog pojavljivanja promenljive
x termom ¢t.

2. Aksiome jednakosti
Va(x = x)

Vay .. Ve, Vyr .. Vyn (21 = yiA.  AZy = yp = (E(@1, - 20) = Y1, -+, Un))),
n € N, t €Termyp,.

Vay .. Ve, Yy .. Vyn (@1 = 1A Az = yn = (p(z1, .. 20) < ©(Y1, -y Yn)))s
(pEAtL.

3. Aksiome kvantora
Vap(x) = ¢(t), ¢ €Fory, t €Termy, © €Var.
p(t) = Jzp().

Pravila izvodjenja:
Neka su ¢ i ¢ formule jezika L

1. Modus ponens
o =1
(4

2. Pravila generalizacije
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(a) p= 14

p = Vi

pod uslovom da x nema slobodna pojavljivanja u formuli .
(b) v=0

Jxp(z) = ¢

pod uslovom da x nema slobodna pojavljivanja u formuli .

Neka je T teorija prvog reda jezika L i ¢ €Sentr. Dokaz za ¢ u teoriji T je
svaki konacan niz 1,1, ..., 1, formula jezika L takav da je ¢ = 1, i svaka od
formula 1); je logicka aksioma, ili aksioma teorije 7" ili je dobijena od prethodnih
¢lanova niza koriste¢i neke od pravila izvodjenja.

Ako postoji dokaz za ¢ u teoriji T onda je ¢ teorema teorije T, ili logicka
posledica teorije T, u oznaci: T + ¢. Ako je T = (), onda piSemo F i kazemo
da je ¢ teorema predikatskog ra¢una prvog reda. Kako je dokaz za formulu ¢
u teoriji 7' konacan niz formula 1,1, ..., koje ispunjavaju gore navedena
svojstva, onda iz T F ¢ sledi da postoji konac¢an podskup S od T tako da S F ¢.
Kazemo da - ima konacan katakter.

Neka su T3 i T dve teorije istog jezika L. T} C T5 znaci da je svaka teorema
teorije T7 takodje i teorema teorije T5. T7 = T akko T3 C T5 1 T5 C Th.

Formule oblika ¢ A = nazivamo kontradikcije. Teorija T je konzistentna ako
ne postoji kontradikcija v tako da T 1.

Teorija T jezika L je kompletna ako za svaku ¢ € Senty ili T F @ ili T F —p.

Teorema 36 (Teorema dedukcije)
Neka je T teorija jezika L, ¢ € Forp + T F ¢. Tada postoje recenice
01,...,0, €T tako dat (01 N...NOy) = o.

Lema 10 Neka je T teorija jezika L i ¢ simbol konstante koji ne pripada jeziku
L. Tada za svaku formulu ¢ jezika L vazi: ako T+ ¢(c) onda T+ Vxp(x).

Definicija 9 Formula ¢ jezika prvog reda L je u preneks normalnoj formi, ako

je @ oblika Q1y1Q2Yys . . . Qunynt), gde je formula v bez kvantora, a Q1,...,Qn
su neki od kvantora V,3.

Teorema 37 Za svaku formulu ¢ jezika prvog reda L postoji formula ¢ jezika
L koja je u preneks normalnoj formi, tako da vazi: - o < .

Definicija 10 Neka je L jezik prvog reda. Tada:
1. ¥ = 10§ = {¢ €Fory|p ne sadri kvanotre}
2. %0y ={3x1.. . Jzpplk e N,p €TI0}

3. M0 ={Vay.. Varplk e N,p e 20}

%9 formule zovemo jos i egzistencujalne formule.
Sada ¢emo navesti nekoliko primera teorija prvog reda:
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. Teorija linearnih uredjenja, u oznaci LO. Jezik ove teorije je Lro = {<},
gde je < binarni relacijski simbol. Aksiome ove teorije su:

Va(x = x)
VaVyVz(z <yAy < z=x < 2)
VaVy(x <yAy <z =z =1y)
VaVy(z <y Vy < x)

. Teorija gustih uredjenja bez krajnjih tacaka , u oznaci DLO.

Jezik ove teorije je isti kao i jezik LO, i aksiome su aksiome LO plus sledece
reCenice:

Vedy(r < y)

Vedy(y < x)
VaVydz(z <y=z < zAz<y)
FrIy-(z = y)

(x <y je oznaka za x < y A =(x = vy)).
. Teorija Abelovih grupa, u oznaci Ab

Jezik ove teorije je Lap = (+,—,0), gde je + binarni funkcijski simbol, —
unarni funkcijski simbol a 0 simbol konstante. Aksiome ove teorije su:

VaVyVz((x +y) +z =2+ (y + 2)
VaVy(z +y =y + )

Ve(r+0 =)

Ve(r + (—z) = 0))

. Teorija polja, u oznaci F.

Jezik ove teorije je Lp = Lap U {-,1}, gde je - binarni funkecijski simbol a
1 je simbol konstante. Aksiome teorije polja su aksiome teorije Abelovih
grupa plus sledece recenice:

VaVyVz((z-y) -z = - (y - 2))
VaVy(z -y =y - x)

Va(z-1=1x)

Ve(—(z=0)= Jy(z-y=1))
VaVyVz(z - (y+2) =z -y+x-2)
-(0=1)

. Teorija uredjenih polja, u oznaci FO.

Jezik ove teorije je Lro = Lo U Lp, a aksiome su aksiome teorije polja,
aksiome teorije linearnih uredjenja plus sledece racenice:

VaVyVz(z <y = (z+ 2 < y+ 2))
VaVyVz(x <yA0<z=z-2<y-2)
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6. Teorija Bulovih algebri, u oznaci BA.

Jezik ove teorije je Lpa = {+,-,,<,0,1}, gde su + i - binarni funkeijski
simboli, ’ je unarni funkcijski simbol, < je binarni relacijski simbol a 01 1
su simboli konstanti. Aksiome teorije BA su:

VaVyVz((x +y) +z =2+ (y + 2)
VaVyVz((z-y) -z =2 (y- 2))
VaVy(z +y =y + )

VaVy(z -y =y - x)

Va(z+0 = x)
Va(z-1=1x)
Ve(x +2' =1)
Va(z - a' =0)
=(0=1)

VaVy(z <y s x=x-y)

Neka je A model jezika L. Teorija modela A, u oznaci Th(A), je skup svih
reGenica jezika L koje su ta¢ne u modelu A,tj. Th(A) = {¢ €Sent.|A E ¢}.
Za svaku @ €Fory, i svaku valuaciju p ispunjeno je ili A | ¢[u] ili A = (—¢)[p].
Prema tome, teorija ThA je kompletna.

Neka je T teorija jezika L. Model A jezika L je model teorije T', u oznaci
A =T ako za svaku aksiomu ¢ teorije T' vazi A |= ¢, to jest ako je T CThA.

2.4 Potpunost

Svaki model A jezika L zadovoljava sve aksiome predikatskog rac¢una prvog reda.
Takodje, ako je p bilo koja valuacija domena A1 A = o1y, ..., A E onlul], gde
©1,--.,pn €Fory i ako je ¢ formula dobijena iz ¢1,...,, primenom pravila
izvodjenja, onda A = ¢[u]. Otuda, vazi sledeéa teorema ¢iji precizan dokaz
mozemo izvesti indukcijom po duzini dokaza u T'.

Teorema 38 Neka je A model jezika L i T teorija jezika L. Ako A = T i
T+ ¢ onda A = .

Posledica 8 Neka je T teorija jezika L i A model teorije T. Tada je T konzi-
stentna teorija.

Teorema 39 (Gdédel-Henkin) Neka je T konzistantna teorija. Tada T ima
model kardinalnosti < max(Ro, |T).

Dokaz: Neka k = mazx(Ro,|T|) i C = {cs|d < k} skup konstanti koji se ne
pojavljuju u teoriji 7. Neka je L jezik koji se sastoji od funkcijskih simbola,
relacijskih simbola, simbola konstanti koji se pojavljuju u teoriji T i skupa
C. Pretpostavimo da je {¢s]|0 < k} skup svih formula jezika L ¢ija je jedina
slobodna promenljiva, promenljiva x. Izaberimo funkciju h : kK — k tako da:
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1. Ako je v < ¢ onda je h(y) < h(d).
2. Ako je v < 6 onda se cj5) ne pojavljuje u ¢ ().

Neka je S5 = S U {3z, (z) = ¢, (chy)ly < 6}

Primetimo da se cj5) ne pojavljuje u Ss. Indukcijom mozemo pokazati da
je Ss konzistantan skup recenica za svako & < k:

e Sy je konzistentan jer je So = T.

e Ako je A grani¢ni ordinal i S5 je konzistentan za svako § < A onda je
Sy = U{Ss5|0 < A} konzistentan zahvaljujuéi kona¢nom karakteru relacije -

e Fiksirajmo d i dokazimo kontrapozicijom da iz Ss je konzistentan sledi
Ssy1 je konzistentan. Dakle, pretpostavimo da Ss11 nije konzistantan. Tada za
neku formulu v vazi:

Se41E PN

Ss = (Frps(x) = ps(ens))) = (Y A ). tj.

Ss b (Jzps(z) A =ps(enes)) V (¥ A=)

Ako S5 F (¥ A =) onda je Ss nekonzistentan, inace

Ss = Faps(x) A —ps(ens)))-

Kako se ¢j(5) ne pojavljuje u Ss onda cj(5) moze biti zamenjen bilo kojom
promenljivom y koja se ne pojavljuje u ¢s. Dakle

Ss b (Jzps(z) A —ps(y))-

Kako je Ss skup recenica, univerzalno zatvorenje bilo koje logicke posledice
od S5 je takodje logicka posledica od S5. Dakle,

Ss FVy(Bxws(z) A —es(y))

Ss F (Bxps(x) AVy—ps(y)) odnosno

Ss F (Brps () A =(Fyes(v)))

Prema tome, S5 je nekonzistentan.

Neka je S = |J{Ss]0 < k}. Kako je svaki Ss konzistentan i Sy, je konzisten-
tan. Neka je T maksimalan konzistentan skup recenica koji sadrzi S;. Egzis-
tencija skupa T sledi na osnovu Zornove leme i kona¢nog karaktera relacije .
Neka je ¢ proizvoljna recenica jezika L. Kako je T konzistentan ili je T U ¢
konzistentan ili je T U —¢ konzistentan. Kako je T maksimalan ili ¢ € T ili
-peT.

Model A teorije T konstruisemo direktno iz T. Za svaku konstantu c jezika
L neka je [c] = {d|c = d € T}. Univerzum modela A je A = {[c]|c €Constr}.
Relacije, funkcije i konstante definiSemo na slede¢i nacin:

1. R2([e1], .- -, [en]) akko R(cy,...,cn) €T
2. FA(le1, ..., [en]) =[] akko F(c1,...,cn) =c€T
3. A=

Da bismo pokazali da je A model za T indukcijom po slozenosti formule ¢
dokazaéemo A = ¢ akko ¢ € T za ¢ €Senty.

Neka je t konstantan term jezika L. Za neko 6 < k, Fs(x) je t = x pa
t=cps) € T. Otuda, za svaki konstantan term t; jezika L postoji konstanta c;
tako da je [t;] = [ci].

Otuda,

28



1. Ako su t; i to konstantni termi jezika L onda
A ): (tl = tg) akko (tl = tQ) € T

2. Ako je R(ty,...,t,) atomi¢na formula bez promenljivih onda
A = R(ty,...,t,) akko R*([c1], ..., [cn]) akko R(ty,...,t,) € T.

3. A —pakko p ¢ T akko ~p € T.
4. AE oA akko (AE @i AREy)akko peTieT akko p A eT.

5. Pretpostavimo da A |= Jrps(z). Tada A | ¢s(c), [ € A. Otuda
ws(c) € T pa Jzps(z) € T.

Pretpostavimo da Jzps(x) € T. Tada @s(che)) € T pa A = ps(cnes)) i
otuda A = Jzps(x).

Neka je T teorija jezika L i ¢ €Senty. Ako je ¢ taéna u svim modelima
teorije T' onda kazemo da je ¢ semanticka posledica teorije T i pisemo T |= .

Teorema 40 Neka je T teorija jezika L i ¢ €Senty,. Tada T+ ¢ akko T = .

Lema 11 Teorija T je kompletna akko su svi njeni modeli elementarno ekviva-
lentni

Dokaz: Neka je T' C Senty, kompletna teorija, ¢ € Senty, proizvoljna reéenica i
A model teorije T. Pretpostavimo da vazi: A = ¢. Tada mora vaziti i T F ¢
jer biiz T+ —¢p sledilo T | —p i otuda A | —¢. Dakle, T - o pa T | .
Otuda, ako je B bilo model teorije T bi¢e B |= ¢.

Pretpostavimo da su svi modeli teorije T elementarno ekvivalentni. Neka
je ¢ € Senty, proizvoljna. Ako je A bilo koji model teorije T' onda A [ ¢ ili
A | —p. Pretpostavimo da A = . Tada je ¢ ta¢na u svakom modelu teorije
T,tj. T = piotuda T F ¢.

Primer 18 Neka je ¢ recenica na jeziku polja. Pretpostavimo da je ¢ tacéna
u svakom polju karakteristike nula. Tada postoji m € N takvo da je ¢ tacna u
svakom polju karakteristike veée od m.

Neka je ¢, recenica : =(1 + ...+ 1 = 0) (n sabiraka) i neka je T' =
TU{pn|n € N} Tada T' - ¢, pa postoji konacan deo od T' koji dokazuje ¢, tj.
postoji m € N tako da T U {pn|n < m} F ¢. Svako polje F karakteristike vele
od m je model teorije T U {pp|n < m} pa F E ¢.

Teorema 41 (Teorema kompaktnosti) Neka je T teorija jezika L. Ako svaki
konacan podskup od T ima model, onda T ima model.

Dokaz: Prepostavimo da T nema model. Tada je na osnovu teoreme potpunosti
T nekonzistentna teorija. Neka je g, ..., ¢, dokaz za kontradikciju u 7" i neka
jeS=TnNyg,...,on. S je konatan nekonzistentan podskup od 7" pa S nema
model, kontradikcija.

29



Posledica 9 Neka je T teorija jezika L. Ako svaki konacan podskup od T ima
beskonacan model, onda T ima model kardinalnosti k za svako k > max(No, |T).

Dokaz: Neka je {cs5|0 < k} skup konstanti koje se ne pojavljuju u T i neka je
W =TU{es <c,y|d <v<k}. Akoje V & W konacan, tada je V konzistentan
jer V.N'T ima beskonac¢an model. Tada W ima model A kardinalnosti < k. Sa
obzirom da interpretacije simbola ¢s moraju biti razli¢iti elementi u A, A mora
imati kardinalnost najmanje k. ¢

Posledica 10 Ako teorija T ima proizvoljno velike konacéne modele, onda T
ima beskonacan model.

Dokaz: Neka je S = TU{Vz...V2,Iy(y # zo,...,y # Tn)|n € N}. Na osnovu
pretpostavke, svaki konacan Sy C S ima model A. A je konac¢an model teorije
T,1|A| je veéa od bilo kog prirodnog broja n koji se pojavljuje u Sy. Otuda, S
ima model B, i B je beskonacan. ¢

Teorema 42 Neka je A beskonacan model jezika L. Tada A ima pravu ele-
mentarnu ekstenziju kardinalnosti k za svako k > max(|Al, ||L||).

Dokaz: Neka je T =Th(A,a)sca. Modeli teorije T se poklapaju sa elemen-
tarnim ekstenzijama od A. Pretpostavimo da je b simbol konstante koji se ne
pojavljuje u T'. Neka je S = TU{b # ala € A}. Ako je Sy & S konacan, onda A
moze biti model za Sy tako §to ée b biti interpretiran nekim elementom iz A koji
se ne pojavljuje u Sy. Na osnovu posledice 9, S ima model B kardinalnosti k.
Neka je m : A — B preslikavanje definisano sa m(a) = a®. Tada je m : A — B
elementarno i bB € B\ m[A].o

2.5 Dijagrami modela

Definicija 11 Neka je A model jezika L i La = LU {cq|a € A}.

Dijagram modela A je teorija A jezika La Cije su aksiome atomicéne recenice
i negacije atomicnih recenica jezika La koje su tacne u (A, a)qca-

Elementarni dijagram modela A je teorija Th(A,a)aca-

Teorema 43 Neka su A i B modeli jezika L. Tada:

1. Model A moze biti utopljen u B akko postoji ekspanzija (B,b,)ac 4 modela
B koja je model za A .

2. Model A je elementarno utopljen u model B akko postoji ekspanzija (B, by)aca
koja je model elementarnog dijagrama Th(A, a)eca-

Dokaz: Dokazimo svojstvo 1.

Neka je f : A — B utapanje. Tada je (B, f(a))sca model teorije Aa.
Neka je R(as,...,an) € Aa. Tada (A,ay,...,an) = R(a1,...,a,) pa otuda
(B, f(a1),..., f(an)) E R(a1,...,a,). Analogno se pokazuju i ostali slucajevi.

Neka je (B,ba)aca | Aa. Tada je preslikavanje f : a +— b, utapanje
modela A u model B. Primera radi, pretpostavimo da je a; # as, a1,as € A,
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tada (a1 = az) € Aa, pa (B,ba)aca F ~(a1 = a2), tj ba, # ba, P2 je
f(a1) # f(az). Na slican nacin se pokazuje da preslikavaje f ispunjava ostale
osobine utapanja.

Teorema 44 Neka su A i B modeli jezika L i A = B. Tada postoji model C
u koji se A i B elementarno utapaju.

Dokaz: Neka je T =Th(A, a)acAUTh(B, b)pecp. Dokazimo da je T konzistentna
teorija. Pretpostavimo suprotno, postoji konacan A C T koji nema model.
Neka su cq,,...,Ca,,,Cbys- -, Cpb, simboli konstanti koji odgovaraju elementima
iz’ AU B koji se pojavljuju u A. Prepostaviéemo da je {c,|la € A} N {cp|b €
B} = 0. Kako je A nekonzistentan onda A + Vx(z # z). Postoje reCenice
O(Cayy---sCa,,) € Sentr,, Y(cpy,...,cp,) € Sentry, 6 € Senty, koje su konjuk-
cije nekih recenica iz A, tako da vazi:

0,0(Cayy--sCan ) W(chy,- .- e, ) FVr(x # x).

Na osnovu teoreme dedukcije imamo:

OF —p(cayy-sCa,,)V0U(Chyy..nyCh,)

Na osnovu leme 7 i ¢injenice da se cq, i ¢y, ne pojavljuju u ¢ sledi:

OV, .. Ve,Yy .. . Vy(mo(z1, ..o 2n) VU (Y1, - Yn))

Kako je {z1,...,2m} N {y1,...,yn} = 0 imamo

OF =(Fz1 ... 2me(x1, oy Zm))V 2 (By1 -+ - Yn® (Y1, - -, Yn))

Sa obzirom da je A =6 i B |= 6 imamo

AE-Gzr...xme(@1, . 2m))V 2 (Fyr - (Y1, - - - s Yn))

Kako A = ¢lay,...,an) onda A = =(3y1 ... yn¥(y1,-..,Yn)), pa ako isko-
ristimo ¢injenicu da je A = B dobijamo B = —(Jy1 ... yn¥(y1,-.-,Yn)), Sto je
u kontradikeiji sa B = ¢[by,. .., by,].

Dakle T je konzistentna teorija, pa postoji model C teorije T. Na osnovu
prethodne teoreme modeli A i B se elementarno utapaju u model C. ¢

Lema 12 Neka je ¢(x1,...,x,) egzistencijalna formula jezika L, A i B mod-
eli jezika L i f : A — B homomorfizam. Ako A [ ¢lai,...,an) za neke
a1, an € A'onda B [f(ar), .., f(an)].

Dokaz: Neka je o(z1,...,2,) formula Jy; ... Iy (z1, ..., Tn, Y1, -+, Ym), gde
¥ nema kvantora. Tada A = ¢[ay,...,an,b1,...,by] za neke by, ..., b, € A.
Kako je ¥ bez kvantora, biée B = ¢[f(a1),..., f(an), f(b1),..., f(bm)] i otuda
B ): @[f(al)’ . 7f<a’ﬂ)] ©

Teorema 45 Neka je T teorija prvog reda jezika L i A i B modeli teorije T.
Tada A i B mogu biti utopljeni u neki model C teorije T akko za sve 3y recenice
p 1Y jezika L takve da A = ¢ i B |= 9, postoji model C teorije T takav da

ClEpAy.

Dokaz:

<: Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi teoreme. Neka je S = TUAA UAR.
Na sli¢can nacin kao i u prethodnoj teoremi moze se pokazati da je S kozistentan.
Na osnovu dela 1 teoreme 43 zaklju¢ujemo da se A i B mogu utopiti u model
teorije T'.
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=: Neka su ¢ it XY recenicei A |= ¢ iB |= 9. Tada na osnovu pretpostavke
postoji model C teorije T, tako da se A i B utapaju u C, pa na osnovu leme
12CEeAY. ©

2.6 Modelska kompletnost

Teorija T je modelski kompletna ako je svaki monomorfizam izmedju modela
teorije T elementaran.

Teorema 46 Neka je T teorija jezika L. Sledeci uslovi su ekvivalentni
1. T je modelski kompletna
2. TUAA je kompletna teorija za svaki model A teorije T

8. Za svaku formulu ¢ jezika L, postoji egzistencijalna formula ¢ jezika L
tako da T F p < .

Dokaz: (1= 2):

Pretpostavimo da je T modelski kompletna i A = T'. Neka su By i By modeli
teorije T U Aa. Kako je B; (i = 1,2) model teorije Aa, postoji monomorfizam
fi + A — B,;. Kako je po pretpostavci T' modelski kompletna f; je elementaran
i otuda za ¢ €Forp i ay,...,a, € A vazi:

B E ¢lfi(a),. .., fi(an)] akko A |= ¢lay, ..., an]

akko Ba = ¢[f2(a1),. .., fo(an)].
Dakle, B; i By su elementarno ekvivalentni pa je T'U A a kompletna.

B3=1):
Neka je f : A — B monomorfizam modela teorije T i ¢(z1,...,z,) €Fory.
Na osnovu pretpostavke postoji egzistencijalna formula ¢¥(x1,...,x,) jezika L

tako da: T F (21, ..., 2n) & (21, .., 20).

Pretpostavimo da A | ¢las,...,a,] za neke ay,...,a, € A. Tada A E
Ylay,...,a,] pa na osnovu leme 12, B | 9[f(a1),..., f(a,)] 1 otuda B |
e[f(a1),..., f(ay,)]. Dakle, T je modelski kompletna.

(2=3):

Neka je S skup recenica koji sarzi teoriju T i sledeci skup recenica:

1. ¢(c), gde je ¢ simbol kontante koji se ne pojavljuje u T.

2. —)(c), gde je 9 bilo koja egzistencijalna formula za koju vazi: T F ¢(x) =
o(x).
Pretpostavimo da je S konzistanatan . Tada S ima model A i
(A, a)aca | ¢(c), gde ¢ € A. Kako je po pretpostavei T'U A a modelski
kompletna, biée T'U Aa + ¢(c). Sa obzirom na konacan karakter relacije
F vazice T + x(c,a1,...,am) = ¢(c), gde je x(c,a1,...,a,) konjukcija
kona¢no mnogo recenica iz Aa. Kako su ¢, aq,...,a, kontante koje se ne
pojvljuju u T mozemo ih zameniti promenljivama, tj.

TFx(z,x1,...,2m) = @(x), gde je x formula bez kvantora.
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Otuda T F ¥(z) = ¢(x), i A = ¥[cA], gde je ¢ egzistencijlna formula
g .. e (T, 21, ).

Medjutim, na osnovu definicije skupa S A = —)[c?], kontradikcija.
Dakle, skup S je nekonzistentan, tj S+ Va—(z = z). Tada

0, =1 () A... App(c),o(c) FVe—(z = x), pri éemu T F ¢;(z) = o(x) i 6
je konjukcija kona¢no mnogo recenica iz T'.

Nakon primene teoreme o Dedukciji, koriste¢e Cinjenicu da se ¢ ne po-
javljuje u teoriji T', dobijamo

TE ()= 1Y1(x) V...V, (2).

Neka je ¢ formula ¢1(x) V...V i, (z). Tada T F ¢(x) & ¢(x) 1 ¢(x) je
logicki ekvivalentna egzistencijalnoj formuli. ¢.

Lema 13 Neka je T modelski kompletna teorija. Pretpostavimo da T ima model
koji se moze utopiti u svaki model teorije T. Tada je T kompletna teorija.

Dokaz: Neka je A =T i neka se A moze utopiti u svaki model teorije T'. Ako
je B proizvoljan model za T, onda na osnovu Teoreme 43, postoji ekspanzija
(B, by)aca modela B koja je model za TUAA. Kako je (A, a)qca model teorije
T U Aa, na osnovu prethodne teoreme sledi (A, a)qea = (B, bg)aca. Preslika-
vanje a — b, je utapanje modela A u model B a na osnovu Posledice 7 f je
elementarno. Dakle, A je elementarni podmodel modela B i otuda A = B. ¢

2.7 Modelska kompletnost algebarski zatvorenih polja

Aksiome teorije algebarski zatvorenih polja (ACF) su aksiome teorije polja plus
sledece aksiome:
Vyi .. VypJz(z™ + 2™t 4 o+ ypo17 + yn = 0) za svako n > 0

Teorema 47 Teorija algebarski zatvorenih polja je modelski kompletna.

Dokaz:

Neka je f : A — B monomorfizam algebarski zatvorenih polja. Na osnovu
Teoreme 42, postoje elementarni monomorfizmi g : A — A;ih: B — B;
tako da je |A1| = |B1| > |B|. Ako postoji izomorfizam k : A; — B; takav da
vazi: kg = hf : A — B onda je na osnovu Leme 9, f elementaran. Mozemo
pretpostaviti da su f, g i h inkluzije. Neka su U i V redom transcedentne baze
radirenja A; i By nad A. B je beskonacan, pa je By neprebrojiv i |[U| = |V].
Nekaje k: U — V »1—1" i»na . Progirimo k do k1 : A(U) — A(V) tako da
je k identiteta na A. k; moze biti prosireno do izomorfizma ko : A; — By jer
su Ay, i By redom algebarska zatvorenja od A(U) i A(V). ¢

Posledica 11 Neka je S konacan skup polinomijalnih jednakosti i nejednakosti
koje sadrze vise promenljivih, sa koeficijentima u polju A.. Ako S ima reSenje u
nekoj ektenziji polja A, onda S ima redenje u algebarskom zatvorenju A polja
A.
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Dokaz:

Neka je ¢ recenica na jeziku polja takva da za svako rasirenje B polja A
vazi: S ima resenje u B akko B = ¢. Neka S ima reSenje u B, tada S ima
teSenje i u algebarskom zatvorenju B polja B, tj. B = ¢. Na osnovu prethodne
teoreme, svaka algebarski zatvorena ekstenzija od A je elementarna ekstenzija
od A, prema tome A = ¢. ¢

Neka je za svako n € N, ¢,, formula:

Ve(r+ x4+ ...+x =0) (n sabiraka)

Za prost broj p Teorija algebarski zatvorenih polja karakteristike p (ACF,),
je teorija ¢ije su aksiome: Aksiome teorije ACF U{y,}

Aksiome teorije Teorije algebarski zatvorenih polja karakteristike 0 (ACFy),
su: Aksiome teorije ACF U{—yp,|n € N}

Lema 14 Teorija ACF,, gde je p prost broj i Teorija ACFy su kompletne
teorije.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 47 teorija ACFy je modelski kompletna. Q je model
teorije AC'Fy koji se utapa u svaki model te teorije. Na osnovu Leme 13, ACF
je kompletna teorija.

(Z, je model teorije ACF), koji se utapa u svaki model te teorije).o

Za formulu ¢ kazemo da je univerzalna ako ¢ € IIY, tj. ako je oblika
V... Ve, gde je ¥ formula bez kvantora. Za formulu ¢ kazemo da je uni-
verzalno egzistencijalna ako ¢ € I19, tj. ako je oblika Vo ...Vx,3y; ... 3yn1,
gde je ¢ formula bez kvantora i m,n > 0.

Teorija T je univerzalna ako postoji teorija S takva da je T' = S i svi elementi
teorije S su univerzalne recenice.

Teorija T je univerzalno egzistencijalna ako postoji teorija S takva da je
T = S isvi elementi teorije S su univerzalno egzistencijalne recenice.

Formula je u preneks normalnoj formi ako je oblika Q121 ... Qnanp, gde je @
formula bez kvantora, n > 0, i za svako 1 < i < n, Q; oznacava neki od kvantora
31ili V. Pod rangom formule koja je u preneks normalnoj formi podrazumevamo
broj alternacija kvantora. Ilistrujmo uvedeni pojam jednim primerom. Neka je
Vr1VrodrsIrsVes3Ixep formula u preneks normalnoj formi. Rang formule je 3.

Lema 15 Ako je T modelski kompletna, onda je T univerzalno egzistencijalna.

Dokaz: Neka je S skup svih univerzalno egzistencijalnih recenica ¢ takvih da
T + . Kako je svaka formula logicki ekvivalentna formuli koja je u preneks
normalnoj formi dovoljno je da dokazemo sledece: ako je ¢ u preneks normalnoj
formi i T+ ¢, onda S F ¢. Dokaz izvodimo indukcijom po rangu formule ¢.
Pretpostavimo 7' .

1. Neka je ¢ formula Vz; ...Vx,1, gde je rang formule i) manji od ranga
formule . Tada T F % pa po indukcijskoj pretpostavci S F 1 i otuda
SF .

34



2. Neka je ¢ formula dx; ... 3z,1), gde 1 ima manji rang od ¢. Na osnovu
Teoreme 46, T F ¢ < ¢ za neku egzistencijalnu formulu ¢. Formula
1 < ¢ je logicki ekvivalentana konjukciji dve formule koje su u preneks
normalnoj formi i svaka od njih ima isti rang kao i ¥, pa S + ¢ < ¢.
Takodje, T F 3xy ... Iz, pa S+ Jzy ... Jx,0 1 otuda S+ .

3. Ako ¢ ima rang nula, onda je ¢ univerzalna ili egzistencijalna formula, pa
je logicka posledica neke univerzalno egzistencijalne formule iz S. ¢

Lema 16 Neka je T teorija jezika L. T je univerzalna teorija akko svaki pod-
model svakog modela teorije T je takodje model teorije T

2.8 Usmereni sistemi modela

Usmeren skup,(D, <) sastoji se iz skupa D sa parcijalnim uredjenjem < tako da
zasvei,j € D, postoji k € D takodajei < kij < k. Usmeren sistem {A;,m;;}
modela i monomorfizama sastoji se od usmerenog skupa (D, <), familije modela
{A,|i € D}, i familije monomorfizama {m;; : A; — A,|i < j € D} tako da

1. my 0 A; — A, je identiteta
2. my, = mjpmi;, kad god je i < j < k.

Neka je A = |J{A; x {i}|i € D}. Za (a,i),(b,j) € A definisimo relaciju ~
na slededi nacin: (a,1) ~ (b,7) akko m,;(a) = m;r(b) za neko k € D. Relacija
~ je relacija ekvivalencije. Dokazimo, na primer, da je ~ tranzitivna. Neka
je (a,i) ~ (b,7) i (b,§) ~ (c,1). Tada za neke k i k vazi: mx(a) = m;x(b)
i mz(b) = myz(c). Otuda, mg(a) = myzmir(a) = myzm;r(b) = mz(b) =
myz(c). Neka je [a, ] klasa ekvivalencije para (a,i) i Ao = {[a,1]|(a,i) € A}.

Direktan limes sistema {A;, m;;}, u oznaci lim A; ili A, je struktura ¢iji je
univerzum A.o.

Relacija RA([a1,i1],. .., [an,in]) vazi akko RA*(my k(a1),...,mi, k(an))
vazi za neko k takvo da je 1y < k kad je 1 < ¢t < n. Funkcije i konstante iz
A definisemo na slican nac¢in. Monomorfizam m; : A; — A, je definisan
sa Miso(a) = [a,4]. Primetimo da vazi m,;eom;;j = Mo kad god je i < j.

Teorema 48 Ako je {A;, m;;} usmeren sistem struktura i elementarnih monomo-
rfizama, tada je m;s 1 Aj — Ao elementarno za sve i.

Dokaz: Idukcijom po slozenost formule, moze se pokazati da za svako i vazi:

A Eplay,. .., a,] akko A | @[Mmiso(a1), ..., Miso(an)]-

Izveséemo najbitniji korak u dokazu:

Pretpostavimo da Ao = 329(z, Cim, . (,,)- Tada As = ¥[mjoc (), Mico(a)]
za neko j € D, b € A;. Izaberimo k € D tako da je i < k, j < k. Tada
A E Y[mroomji(b), Mrsomir(a)).

Na osnovu indukcijske hipoteze Ay = ¥[m;i(b), mk(a)], pa otuda

Ay = 32Y(2, ¢myy,, )- Kako je myy elementarno, bice A; = Jaih(w, cq). ©
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Lema 17 Neka je {A;,m;;} usmeren sistem modela i monomorfizama. Pret-
postavimo da je B model i {f; : A; — B|i € D} familija monomorfizama takvih
da je fimi; = fi kad god je i < j. Tada postoji jedinstven monomorfizam
f:Asx — B takav da je fmisc = f; za svako i € D.

Dokaz: Definisimo preslikavanje f na sledeéi nacin f([a,i]) = fi(a). Pret-
postavimo da je g : Ay, — B takvo da je gm;o = f; za sve i € D. Tada
je g([a,i]) = g(miso) = fi(a). ©

Neka je v ordinal i {A,|a < 7} familija modela takvih da je A, C Ag kad
god je a < 8 < 7. Kazemo da je {A,|a < v} lanac duzine .

{Aq]a < v} moze biti konstuisan kao usmeren sistem {A,, 43}, u oznaci
A, gde je Ap = U{Anla < 7} i RA~ = [J{R%|a < 7}. Ovako definisanu
strukturu A, nazivamo unija lanca {A,|a < v}, uoznaci Ao = J{Au|a < v}
Lanac {Ay|a < v} je elementaran ako je i45 elementarno kad god je oo < .

Na osnovu Teoreme 48 zakljucujemo da vazi:

Lema 18 Unija elementarnog lanca je elementarna ekstenzija svakog ¢lana tog
lanca.

Teorema 49 Teorija T je modelski kompletna akko za svaka dva modela A i
B teorije T i svaki monomorfizam f: A — B postoji model C i monomorfizmi
g:A—Cih:B— C, pri cemu je g elementaran i g = hf.

Drugim rec¢ima T je modelski kompletna akko sledeci dijagram moZe biti
kompletiran.
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pri cemu je A=T i BET ig elementarno.

Dokaz: Ako je T modelski kompletna, onda je f elementaran i mozemo staviti
g=h=1f.

Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi teoreme. Neka je fy : Ag — By
monomorfizam izmedju modela teorije T. Na osnovu pretpostavke, postoji
struktura A;, elementaran monomorfizam gg; : Ag — A; i monomorfizam
ho : Bp — A;. Ponavljajuéi ovaj postupak dobijamo sledeé¢i beskonacan dija-
gram:
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By ko1 B k12 By ka2
fo ho bjt ha P

go1 gi2 gs32
Ao = Ay = Ao =

Neka je A, =lim A; i B, = lim B;. Na osnovu Teoreme 48 monomorfizmi
Gico : Ay — A 1 ki : B; — By su elementarni. Konstruisimo izomorfizam
foo : A — By takav da je foogoso = kosofo- Tada, ¢emo imati, na osnovu
leme 9 da je fy elementarno.

Pretpostavimo da a € A.. Izaberimo i tako da je g;0(a;) = a za neko
a; € A;. Neka je foo(a) = kicofi(a;). Pokazimo da je fo, dobro definisano.
Pretpostavimo da je gico@i = gjoca; = a it < j. Tada je g;5(a;) = a; i

kioo filai) = kjockijfi(ai) = kjoo fi9i5(ai) = kjoo fi(a;)

Na osnovu definicije, vidimo da je fo, monomorfizam. Da bismo pokazali
da je foo na, fiksirajmo b € B.,. Izaberimo i tako da je ki (b;) = b, za neko
b; = B;. Neka je a = g;11.00h:(b;). Tada

foo(a) = ki+1,oofi+1hi(bi) = ki+1,ooki,i+l(bi) =bo

2.9 Skolemove funkcije i neraspoznatljive

Neka je L jezik prvog reda. Prosirimo L dodajuéi novi n-arni funkcijski simbol
Fy za svaku formulu ¢ = Jzp, gde ¢ ima n slobodnih promenljivih. Jezik
L* = LU{Fylv = Jzp} nazivamo Skolemova ekspanzija jezika L Skolemova
teorija jezika L, u oznaci Sy, sastoji se od sledeéih recenica jezika L*:

Yy VY (VY1 yn) = e(Fy(yi - Yn)yi - Yn))
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Neka je A model jezika L. Ekspanzija A* modela A do jezika L* je Skole-
mova ekspanzija modela A akko A* |= Sy, Neka je T teorija jezika L. Skolemova
ekspanzija teorije T, u oznaci T, ¢iji je skup aksioma T'U Sp.

Neka A* Skolemova ekspanzija modela A ineka je X C A. Skolemov omotaé
skupa X u modelu A*, u oznaci H(X), je najmanji skup Y takav da je X C
Y C A, Y sadrzi sve konstante iz A i zatvoren je za funkcije iz A*. Sa A(H (X))

ozna¢avamo podmodel modela A ¢&iji je univerzum H(X).
Lema 19
1. Svaki model A jezika L ima Skolemovu ekspanziju A*.

2. Ako je T konzistentna teorija jezika L, onda je njena Skolemova ekspanzija
T* konzistentna teorija jezika L*.

3. Neka su A i B modeli jezika L, B* Skolemova ekspanzija modela B i A*
Skolemova ekspanzija modela A. Ako je A* C B* onda je A < B.

Dokaz:

1. Neka je A model jezika L i neka je ¢ = Jxp formula sa tac¢no n slobodnih
promenljivih x1...x,. Ff definiSemo na sledeé¢i nacin. Prvo dobro uredimo
skup A. Za proizvoljne aq,...,a, € A:

Ako A E la;...ay), neka je F;ﬁ(al ...ap) prvi element skupa A za koji
vazi A | glaay .. . apy).

Ako nije A = ¢a; ... a,], neka je F(as ... a,) proizvoljan element skupa
A.

Tada je A* = {A, {F{l’} : 1 = Jzp}} Skolemova ekspanzija modela A.

Lema 20 Neka je A* Skolemova ekspanzija modela A i X C A. Tada je
A(H(X)) elementarni podmodel modela A

Dokaz: Neka je A*(H (X)) odgovarajuéi model generisan sa H(X) u modelu A*.
Tada je A*(H(X)) C A*. Kako je A*(H(X)) ekspanzija modela A(H (X)) do
jezika L*, tvrdjenje sledi na osnovu prethodne leme.

Kazemo da teorija T jezika L ima ugradjene Skolemove funkcije akko za
svaku formulu v = Jzy ¢ije su slobodne promenljive 1, ..., x,, postoji n-arni
term ty jezika L tako da vazi:

TEYy .. Yy (W1 yn) = (W1 - Yn)Y1 - - Yn))

Teorija T jezika L dopusta eliminaciju kvantora ako za svaku formulu ¢
jezika L postoji formula ¢ bez kvantora tako da T F ¢ < 1.

Lema 21 Neka je T teorija jezika L. Tada postoji ekspanzija L jezika L i
ekspanzija T teorije T' na jeziku L takva da T ima ugradjene Skolemove funkcije.
Takodje, svaki model teorije T ima ekspanziju koja je model teorije T

Dokaz: Definisimo rastuéi niz jezika L, na sledeé¢i na¢in: Lo = L i Ly =
(L,)*. Neka je L =, L i neka je T U|J, Sr, skup aksioma teorije 7. Kako
svaka formula jezika L ima konaéno mnogo simbola, T ima ugradjene Skolemove
funkcije. ¢
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Posledica 12 Neka je T teorija definisana v dokazu prethodne leme. Tada T
dopusta eliminaciju kvantora.

Dokaz: ( Indukcijom po slozenosti formule)

Prepostavimo da je ¢(z1,...,,) formula 3z, 19(z1, ..., 2n, Tny1). Tada

TF3zp1¥(x1, ... o, Tng1) S Y(Fp(X1, ..., Z0), &1, ..., Tp)

Na osnovu indukcijske hipoteze, postoji formula bez kvantora ¢(x1, ..., x,)
tako da

TEYFy(z1,...,20),T1,5. .., Tpn) € O(T1,...,2n)

Tada

TFop(xy,...,20) < o(1,...,7,). ©

Teorema 50 (Donja Skolem-Léwenheim)

Neka su A i B modeli jezika L. Za svaki monomorfizam [ : A — B postoji
model C jezika L, |C| < max(||L||,|A]) ¢ monomorfizmig: A — C, h: C — B,
pri cemu je h elementaran i f = hg.

Dokaz: Neka je B* Skolemova ekspanzija modela B i C redukcija modela
B*(f[A]) do jezika L. Kako je B*(f[A]) C B*, na osnovu leme 19 C < B.
o

Neka je A model jezika L, X C A i < linearno uredjenje na X. Kazemo
da je X skup neraspoznatvljivih u A, (u odnosu na realciju <) akko za svako
n € N i sve konac¢ne nizove 1 < ... < zp, Y1 < ... < Yy, elemenata iz X vazi:
A,z < ...<xp) = (A1 < ... < Yn).

Drugim re¢ima, nizove z1 < ... <z, iy < ... <y, ne mozemo razlikovati
formulom prvog reda.

Lema 22 Neka je A model jezika L i (X, <) linearno uredjen podskup od A.
Pretpostavimo da za svaka dva rastuca niza x1 < ... < Tp 1Y < ... < Yn
elemenata iz X, postoji automorfizam f modela A takav da je f(z1) = v,
.. f(xn) = yn. Tada je X skup neraspoznatljivih u A.

Dokaz: Kako je f automorfizam modela A vazi:
f(Ayzq,. o zn) 2 (A y1,. .., Yn) 1 otuda
f : (A7.’171,. ..,Z‘n) = (A7y17-~'7yn) <

Posledica 13 Ako je F algebarski zatvoreno polje karakteristike nula, X skup
algebarski nezavisnih elemenata, onda je za svako linearno uredjenje < na X,
X skup neraspoznatljivih.

Teorema 51 Neka je X skup neraspoznatljivih u modelu A teorije T koja ima
ugradjene Skolemove funkcije. Tada:

1. Ako je Y C X, onda je Y skup neraspoznatljivih u A(H(Y)) u odnosu na
uredjenje nasledjeno iz X, i A(H(Y)) < A(H(X))
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2. (Stretching) Neka su X 1Y beskonacni linearno uredjeni skupovi. Tada
postoji model B u kome je Y skup meraspoznatljivih i skupovi formula
jezika L zadovoljenih u A rastucim nizovima elemenata iz X i onih koji
su zadovoljeni u B rastucim nizovima elemenata iz Y su isti.

3. (Teorema o automorfizmu) Neka je f bilo koji automorfizam iz X u X.
Tada f moZe biti na jedinstven nacin prosiren do automorfizma iz A(H (X))
v A(H(X)).

4. (Teorema o elementarnom utapanju) Neka je Y skup neraspoznatljivih u
modelu B takav da su skupovi formula jezika L zadovoljenih rastuéim ni-
zovima elemenata iz X 1Y isti. Neka je f utapanje iz X vwY . Tada f moze

biti na jedinstven naci produZeno do elementarnog utapanja iz A(H(X))
uA(H(Y)) ¢

2.10 Modelska kompletiranja

Definicija 12 Neka su T i Ty teorije istog jezika L. Ty je modelsko kompleti-
range teorije T, ako vazi:

1. Ako AET), onda AET

2. Ako A =T, onda postoji B D A tako da je B =T

3. AkoAl=T,ACB,ACC,BET, iCETi, onda
(B,a)aca = (C,a)qea-

Primetimo da vazi: ako teorija 77 modelsko komletiranje teorije T' onda je T}
modelski kompletna.

Teorema 52 Ako su teorije Ty i Ty modelska kompletiranja teorije T onda je
T =Ts.

Dokaz: Neka je A priozvoljan model teorije 77. Dokazimo da je A model teorije
T5. Definisimo lanac modela, {A,|n < w}, na sledeéi nacin:

1. Ag = A.

2. Pretpostavimo da A, = T1. Tada Asg, E T pa postoji Agni1 D Az,
tako da je Agpt1 E To.

3. Pretpostavimo da Ag,4+1 | To. Tada Ag,41 E T pa postoji Ag,ie D
Ajpq1 tako daje Agyyo T4

Neka je Ao = U{A2nn < w} = U{A2n+1|n < w}. Kako je T7 modelski
kompletna, {As,|n < w} je elementaran lanac, pa na osnovu Leme 18 Ay <
A . Naisti na¢in A; < A, pa na osnovu Leme 9, Ay < A;.

Dakle, svaki model teorije 77 je model teorije 15 i na osnovu simetrije svaki
model teorije Ty je model teorije T7. Otuda, na osnovu Teoreme 39, Ty = T5. ©
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Teorema 53 Teorija algebarski zatvorenih polja je modelsko kompletiranje teorije
polja.

Dokaz: Uslovi 1 i 2 iz Definicije 12 su o¢igledno zadovoljeni. Dokazimo da je
ispunjen i uslov 3. Prepostavimo da je A polje i B, C algebarski zatvorene
ekstenzije od A, i pokazimo da je (B,a)qca = (C,a)qca-

Neka su By i C; redom algebarski zatvorene elementarne ekstenzije od B i
C, takve da je |B1| = |Cy| > |A|. Egzistencija modela B i C; sledi na osnovu
Teoreme 42. Neka su U i V redom transcedentne baze za B1 i C; nad A. Tada
je [U| = |V| = |By]. Nekaje f : U — V, »1 —1"i»na’. Progirimo f do
preslikavanja f1 : A(U) — A(V), tako da je fi|a identiteta. Tada f; moze
biti prosiren do izomorfizma f; : By — Cyq, jer su By i C; redom algebarska
zatvorenja od A(U) i A(V).

Tada je, na osnovu Leme 9, (B,a)qsca = (C,a)aca. ©

Teorema 54 Teorija DLO je modelsko kompletirenje teorije LO.

Dokaz: Uslov 1 iz Definicije 12 je oc¢igledno ispunjen. Svako linearno uredjenje
A moze se prosititi do gustog linearnog uredjenja bez krajnjih tacaka dodajuéi
elemente u A dok god sve "rupe” ne budu popunjene. Prema tome, vazi i
svojstvo 2. Dokazimo da je isunjen i uslov 3. Pretpostavimo da je A | LO,
ACB ACC,BEDLOiCE DLO ali (B,a)sca # (C,a)aca. Neka je
¢ formula i ag,...,a, € A takvi da B = ¢[ag,...,a,] 1 C E —¢las, ..., a,].
Neka je Ay konacan podmoel od A &iji je univerzum {as,...,a,}. Na osnovu
Teoreme 50 postoje prebrojive srtukture By i C; takve da je Ag C By < B i
Ay C C; < C. Tada ocigledno (By,a1,...,a,) Z (C1,a1,...,a,). Medjutim,
poslednje je nemoguce jer postoji izomorfiam f : B; — C; takav da je f(a;) =
a;. Izomorfizam f mozemo konstruisati na sledec¢i nacn:

Neka je By = {b;|i <w} i C1 = {¢;]i < w}, pri ¢emu je a; = b; = ¢;, i < n.

f konsrtuisemo indukcijom po i:

1. Ako jei <nondaje f(b;) =¢;

2. Neka je i > n, i je paran broj. f je ve¢ definisano na nekom kona¢nom
podskupu By od B;. Neka je b € By \ By element sa najmanjim indeksom.
Tada postoje by, bxtr1 € By takvi da je by, < b < br11. Kako je f[Bg] veé
definisano postoji ¢ € C; takav da je f(bx) < ¢ < f(bks+1). Neka je
f(b) =c.

3. Ako je i > n, i neparan broj uradi¢emo isto §to i u 2 s'tim da By i C}
zamene mesta.

Napomenimo da vazi uopstenje dokaza prethodne teoreme. Preciznije, vazi:

Teorema 55 Svaka dva prebrojiva gusta linearna uredjenja bez krajngjih tacaka
su izomorfna.
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2.11 Podmodelska kompletnost

Teorija T je podmodelski kompletna ako je TUA A kompletna za svaki podmodel
A nekog modela teorije T

Teorema 56 Neka je T teorija jezika L. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
1. T je podmodelski kompletna.
2. T dopusta eliminaciju kvantora.

3. Za svaka dva modela B i C teorije T naredni dijagram moZe biti komple-
tiran .

/17

priéemuje BET iCET

Dokaz:

(1 = 2): Dokaz ovog smera moze se izvesti na sliCan nacin kao u teoremi
46, (deo (2 = 3)).

(2 = 3): Neka je S = Th(B,b)sep UAc U{f(a) = g(a)la € A}. Pre-
tpostavimo da je S nekonzistentna teorija. Tada postoje formule p(x1,x2),
Y(x1,xe) jezika L, zatim a € A, b € B\ f[A] id € C\ g[4] tako da:

L. B |= ¢[b, f(a)]
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2. Y(x1,x2) je formula bez kvantora i C = ¢¥[d, g(a)]

3. {plep, cp)¥(Ca, Cg(a)) » C(a) = Cg(a)} j€ nekonzistentan skup.

Na osnovu pretpostavke, postoji formula bez kvantora ¢(z2) tako da
T & 3z19 (21, 72) & H(22)
Otuda, C = ¢(cg(a)), A | ¢(ca) i B | ¢(cf(q)). Tada Ce vaziti i

B |= o(co, cp(a)) A Fzrp(z1, cp(a))
Sto je, sa obzirom na 3 nemoguce.
(3 = 1): Sli¢no kao i dokaz Teoreme 40. ©

Teorema 57 Ako je T univerzalna teorija i Ty modelsko kompletiranje teorije
T, onda teorija Ty dopusta eliminaciju kvantora.

Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme, dovoljno je pokazati da je T} podmodelski
kompletna. Neka je B = T7 i A podmodel modela B. Tada je B = T, pa na
osnovu leme 16, A = T. Neka su B; i By modeli teorije 77 U Aa. Tada, na
osnovu teoreme 43, A C B; i A C By pa je By = By. Dakle, 77 U Aa je
kompletna teorija.

Posledica 14 Teorija algebarki zatvorenih polja dopusta eliminaciju kvantora.

Dokaz: Sledi direktno na osnovu Teoreme 52 i prehodne teoreme. ¢

Posledica 15 Teorija gustih uredjenja bez krajnjih tacaka dopusta eliminaciju
kvantora.

Dokaz: Sledi na osnovu teoreme 53 i teoreme 56.¢
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3 Definabilnost

Definicija 13 Neka je A model jezika L. X C A" je definabilan akko postoji
formula (1, .., Tn,Y1,- - Ym) jezika L i (by,...,by) € A™ tako da je X =
{(a1,...,an) € A"|A E @lat,...,an,b1,...,bn]}. U tom slucaju kaZemo da
O(T1y ey Ty Cyy - -5 Cp,, ) definise X.

X je B-definabilan ili definabilan nad B ako postoji formula

@(‘le-wwnuylw”?yl) i(blu"'7bl) € Bl tako da Q0($1,...7.’17n,Cb17...,Cbl)
definise X .

Primer 19 Neka je R = (R,+,—,-,0,1) prsten ¢ p(x) € R[z]. Tada je skup
X = {x € R|p(z) = 0} definabilan: Pretpostavimo da je

p(x) = amx™ + am_12™ 4+ ..+ ap

Neka je p(z,yo,- -, Yn) formula ypx-...-z+...+y12+y0 =0

Tada ¢(x,ag,...,a,) definiSe X. Primetimo da je X A-definabilan za svaki
AD{ag,...,an}.

Lema 23 Neka je A model jezika L. Neka je za svako n > 1 D, kolekcija
podskupova skupa A™ i D = {Dy|n > 1} najmanja kolekcija takva da vaZi:

1. A e D,

2. Za svaki n—arni funkcijski simbol F jezika L, graf funkcije F pripada
skupu D,

Za svaki n—arni relacijaski simbol R jezika L, R® € D,
Za sve i, j <n {(z1,...,z,) € A"z, =2;} € D,
Ako X € D, onda A x X € Dpiq

Svaki D,, je zatvoren za komplemente, unije i preseke.

XS v

Ako X € D41 i preslikavanje m : A1 — A" je projekcija, onda w(X) €
D,

8. Ako X € Dpyy, ibe A™, onda {a € A"|(a,b) € X} € D,
Tada vazi: X C A™ je definabilan akko X € D,

Dokaz:
~=:

1. A™ je definabilan sa x =«
2. Graf funkcije F# je definabilan sa F(z1,...,2,) =y
3. Relacija R® definisana je sa R

4. Skup {(aq,...,an) € A%a; = a;} definisan je sa x; = z;
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5. Ako je X C A" definisan sa @(x1,...,&n,Cays---,Ca,,) tada je A x X
definisan sa (22, ..., Tnt1,Cays- -+ Cayy)

6. Ako je X C A™ definisan sa ¢(x1,...,Zn,Cayy---,Ca,,) 1Y C A™ definisan

sa (X1, ..., TnyChyy-- -, Ch,) tada vazi:
A\ X je definisan sa —~@(z1,...,Zn,Cayy-- - Ca,, )s
XNY jedefinisan sa o(Z1, ..., Tn,Cays -y Cany ) AY(T1, oy Ty Coyy e v o5 Chy)
XUY je definisan sa (21, ..., Tn, Cays -+ Caypy ) VO(T1, -0 s Ty Coyy e v -5 Cy)-
7. Ako je X C A" definisan sa ©(Z1, ..., Znt1,Cays- -+ Ca,, ) onda je m(X)
definisan sa 32, 110(21, ..., Tnt1,Cayy- -5 Cay,)
8. Akoje X C A™T™ definisan sa ©(T1, - -, Tntm, Cdys---5Cdy) i (015 bm) €
A™ onda je skup {(a1,...,an) € A"|(a1,...,an,b1,...,bm) € X} defin-
isan sa Q(T1, ...y Ty, Chyy-vsChys Cdyy- - -5 Cdy )-

Dakle, ako X € D,, onda je X definabilan.

= Pokazimo da iz X C A" je definabilan, sledi X € D,,. Indukcijom po
slozenosti pokazademo da ako je t(x1,...,z,) term onda

{(a1,...,an,b) € A" L|tA(ay,...,a,) =b} € Dpyy.

Neka je t konstantar term c. Pokaza¢emo da tada

{(ay,...,an,c™ay,...,an € A"} € Dyyq.

Na osnovu uslova (4), {(a1,a2) € A%|ay = as} € Dy. Nekaje X = {(aj,az) €
A%|a; = az} i c® € A. Tada ée na osnovu uslova (8) vaziti: {a € A|(a,c?) €
X} € Dy. tj {a € Ala = ¢A} € Dy, odnosno {c*} € D;. Otuda, primenom
pravila (5), n, puta dobijamo

{(ay,...,an,c™|(ay,...,a,) € A"} € Dpyy.

Ako je t = z; onda na osnovu (1) i (4) dobijamo

{(a1,...,an,a;)l(a1,...,a,) € A"} € Dp1.

Pretpostavimo da je t = f(t1,...,t,). Neka je G; graf preslikavanja t2 :
A™ — A. Na osnovu indukcijske hipoteze G; € D, 1. Neka je G graf funkcije
fA. Tada je graf preslikavanja tA:

{(al, vy Qp, a)|E|b1 C an(/\:il(al, e, Qpy, bl) € G; N ((bl, ey bm,a) € G)}

Na osnovu svojstava (6) i (7) prethodni skup pripada skupu D, 41.

Sada ostaje da pokazemo, indukcijom po slozenosti formula da svaki defin-
abilan X C A" pripada skupu D,,.

Neka je ¢ formula t; = t5. Tada

{((a1,...,a, € AM)|t2((a1,...,an) = th((ar,...,an)} =

{((al, Lo, Qp € A”)Ebﬁlbg(t{*(al, ey an) =b A tQA(al, Ce 7an) =byAby =
bg)} e D,

Neka je ¢ = R(t1,...,ty). Tada

{(a1,...,an) € A" A E glay,...,an]} =

{(a1,...yan)|3b1 ... Fom (AL, t2 (a1, ... an) = bi A (br,...,by) € RA)} €
D,,.
Dakle, svi skupovi definisani pomoc¢u atomiénih formula pripadaju D. Kako
je D zatvoren za bulovske kombinacije i projekcije, svi definabilni skupovi su u
D.
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Lema 24 Neka je A model jezika L i X C A™, B-definabilan. Tada za svaki
automorfizam o modela A takav da je o(b) =b za svako b € B vazi o(X) = X.

Dokaz: Neka je ¢(x1,...,Zn,Cb,,...,Cp,) formula koja definise skup X, o au-
tomorfizam modela A takav da je o(b) = b za svako b € Bi (ay,...,a,) € A™.
Kako je o automorfizam, na osnovu teoreme 34

A ylal,...,an,b1,...,b,] akko
A Eplo(ar),...,o(an),o(by),...,o(b,)] akko
A E=plo(ar),...,o(an),b1,...,by].
Dakle (ay,...,a,) € X akko (o(a1),...,0(a,)) € X. ©

Posledica 16 Skup realnih brojeva nije definabilan u skupu kompleksnih bro-
jeva.

Dokaz: Pretpostavimo da je R definabilan. Tada postoji konacan A & C takav
da je R, A definabilan. Neka su r,s € C algebarski nezavisni nad A pri ¢emu
r € Ris ¢ R. Tada postoji automorfizam o polja C takav da je o] identiteta
io(r)=s. Otuda, c(R) #R. ¢

3.1 Algebarski zatvorena polja

Lema 25 Neka je ¢ formula na jeziku teorije polja. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentnai:

1. CE=yp

2. ACFy E ¢

3. ACF, |= ¢ za dovoljno veliko p.
4. ACF, |= ¢ za proizvoljno veliko p

Dokaz:  (2) = (1) je ocigledno dok (1) = (2) sledi na osnovu kompletnosti
teorije AC'Fy. Pretpostavima da ACFy = . Tada postoji n € N takvo da
ACFU{=y1,...,7¢n} = ¢. Otuda, ako je p prost brojip > n, onda ACF, = ¢
pa (2) = (3). Ocigledno (3) = (4). Pretpostavimo da ne vazi ACFy = ¢. Kako
je ova teorija kompletna, imamo ACFy = —¢ pa na osnovu dela (2) = (3) sledi
da za dovoljno veliko p AC'F), |= —¢. Prema tome, ne postoje proizvoljno veliki
prosti brojevi p za koje ACFy = . Otuda, (4) = (2).

Teorema 58 Neka je f : C* — C™ polinomijalno preslikavanje. Ako je f
injekcija onda je i surjekcija.

Dokaz:

Mozemo jednostavno napisati re¢enicu @4 na jeziku polja tako da za svako
polje F vazi: F |= &, akko je za svako polinomijalno preslikavanje f : F* — F»
gde je svaka koordinantna funkcija stepena najvise d, ispunjeno: ako je f injek-
cija onda je f i surjekcija. Na osnovu prethodne leme dovoljno je da pokazemo
da za dovoljno velike proste brojeve p, ACF), = ®,4 za sve d € N. Kako je ACF),

47



kompletna teorija dovoljno je pokazati da ako je K algebarsko zatvorenje polja
od p elemenata, onda je svako »1—1" polinomojalno preslikavanja f : K® — K?
»na . Neka je f : K® — K® polinomijalno preslikavnje koje je »1 — 17. Tada
postoji kona¢no podpolje Kq polja K takvo da su svi koeficijenti od f u Kj.
Neka 7 € K". Tada postoji konacan K; C K takav da je Ko C K; i 7 € K7
Kako je f : K§ — K® »1—1" i K; konacno, onda je flko sna . Otuda,
T = f(y) za neko § € K" pa je f surjekcija. ©

Zariski zatvoreni i konstruktibilni skupovi

Neka je K polje. Za S C Klz1,...,z,] neka je V(S) = {@a € K"|p(a) =0
zasve p € S}. ZaY C K™ neka je I(Y) = {f € K[x1,...,2,]|f(@) = 0 za
sve @ € Y}. Primetimo da je I(Y) ideal prstena K[z]. Kazemo da je X C K™
Zariski zatvoren ako je X = V(S) za neko S C K{z1,...,z,]. Podsetimo se da
za dati ideal I prstena P skup r(I) = {z € P|z™ € I za neko n > 0} nazivamo
korenski ideal ideala I.

Naveséemo neke osnovne osobine Zariski zatvorenih skupova.

Lema 26 Neka je K polje.
1. Ako je X C K" tada je r(I(X)) = I(X)

2. Ako je X Zariski zatvoren, onda je X = V(I(X))

3. Ako su X i Y Zariski zatvoreni i X CY C K™, onda je I(Y) C I(X).

4. Ako su XY C K™ Zariski zatvoreni, tada je X UY = V(I(X)NI(Y)) i
XNY=V{I(X)+I(Y)).

Dokaz:

(a) Pretpostavimo da p,q € I(X) i f € K[x1,...,2,]. Ako @ € X, onda je
p(@) + g(a) = f(a)p(a) = 0. Otuda p+ ¢, fp € I(X) pa je I(X) ideal. Ako
frel(X)iae X, ondaje f"(@) =0 paje f(@) = 0. Dakle, r(I(X)) C I(X).
Kako obrnuta inkluzija vazi u opstem slucaju biée r(I(X)) = I(X).

(b) Akoa € X ip € I(X), onda je p(a) = 0. Otuda X C V(I(X)). Ako
a e V(I(X))\ X tada postoji p € I(X) takav da je p(a) # 0, kontradikcija.

(¢c) Akope I(Y)iae€ X ondaje p(@) =0jerac Y. Otuda I(Y) C I(X).
Na osnovu dela (b) ako je I(X) =I(Y) onda je X =Y.

(d) Akop e I(X)NI(Y)ondajep(@) =0zaa e X kaoizaa €Y. Otuda
XUY CV(I(X)NI(Y)). Sadruge strane, ako a ¢ XUY, onda postoje p € I(X)
iqge I(Y) takvi da je p(@) # 01 g(a) # 0. Tada je p(a) - ¢(@) # 0, pa kako
peeI(X)NIY)toa ¢ V(I(X)NI(Y)). Akoae XUY,pelI(X)iqe I(Y),
tada je p(@) +¢(@) = 0, paje XUY C V(I(X)+ I(Y)). Ako a ¢ X, onda
postoji p € I(X) C I(X) + I(Y) takav da je p(a) # 0 paa ¢ V(I(X)+ I(Y)).
Analogno, akoa ¢ Y ondaa ¢ V(I(X) + I(Y)).

Lema 27
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1. Ne postoji beskonacan opadajuci niz Zariski zatvorenih skupova.

2. Ako je X; Zariski zatvoren za i € I, tada postoji konacan Iy C I takav da
je Nier Xi = Mier, Xi

Dokaz:

1. Ako je Xg D X1 D ... opadajuéu Zariski zatvorenih skupova, onda je
I(Xo) & I(Xy) & ... rastudi niz prostih ideala, $to je u kontradikeiji sa
Hilbertvom teoremom.

2. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje Zariski zatvoreni skupovi X1, Xs ...
tako da je ﬂ?ill X; & N, Xi, §to je u kontradikeiji sa 1.

Naredna lema daje geometrijski opis definabilnih skupova.

Lema 28 Neka je K polje. Podskupovi od K™ definisani atomic¢nim formulama
su tacno skupovi oblika V (p) za nekip € Klxy,...,x,]. Podskup od K™ je defin-
isan formulom bez kvantora akko je Bulovska kombinacija Zariski zatvorenih
skupova.

Dokaz: Ako je ¢(T,y) atomi¢na formula na jeziku polja, onda postoji ¢(Z,7) €
Z|z,7| takav da je o(T,7y) ekvivalenta sa ¢(Z,7) = 0. Ako je X = {Z|p(Z,a)},
tada je X = V(¢(z,a)) i ¢(Z,a) € K[z]. Sa druge strane, ako p € K[z], onda
postoji ¢ € Z[Z,y] i @ € K™ tako da je p(T) = q(T,a). Tada je V(p) definisano
formulom bez kvantora ¢(z,a) = 0.

Ako je X Zariski zatvoren, na osnovu teoreme 7, postoje p1, ..., p, takvi da
je X =V(p1,....,on)=V)N...0V(py).

Kako su skupovi definisani formulama bez kvantora tacno kona¢na Bulovske
kombinacije skupova definisanih atomi¢nim formulama, skup definisan formu-
lom bez kvantora je Bulovska kombinacija Zariski zatvorenih skupova. ¢

Definicija 14 X C K" je konstruktibilan skup ako je konacéna Bulovska kom-
binacija Zariski zatvorenih skupova.

Lema 29 Neka je K algebarski zatvoreno polje. Tada:
1. X C K™ je konstruktibilan akko je definabilan.

2. Slika konstruktibilnog skupa pri polinomijalnom preslikavanju je konstruk-
tibilan skup.

Dokaz:

1. Na osnovu prethodne leme konstruktibilni skupovi su taé¢no skupovi defin-
isani formulom bez kvantora. Kako teorija algebarski zatvorenih polja
dopusta eliminaciju kvantora, svaki definabilan skup je definabilan formu-
lom bez kvantora.
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2. Neka je X € K" konstruktibilan skup i p : K™ — K™ polinomijalno
preslikavanje. Tada je p[X] = {y € K™|(3T € K")p(Z) = y}. Ovaj skup
je definabilan i otuda konstruktiblan. ¢

Definicija 15 KazZemo da je teorija T jako minimalna ako za svaki model M
teorije T wvazi: svaki definabilan X C M je konacan ili kokonacan.

Lema 30 Neka je K algebarski zatvoreno polje 1 X C K. Tada je ili X konacan
ili K\ X konacan. Otuda, teorija ACF je jako minimalna.

Dokaz: Na osnovu eliminacije kvantora, svaki X C K je Bulovska kombinacija
skupova oblika V(p), gde p € Klz]. V(p) je ili konacan ili je ceo K(u slucaju
dajep=0). ¢

Definicija 16 Neka je K polje i1 X C K™. Kazemo da je funkcija f: X — K
kvazi racionalna ako je ispunjen jedan od sledeca dva uslova:

1. K je karakteristike nula i za neku racionalnu funkciju ¢(T) € K(x1,...,op)
f(@) = q(T) na X.
2. K je karakteristike p > 0 i za neku racionalnu funkciju ¢(T) € K(z1,...,2n)

- 1
f@) =q@)?.
Racionalne funkcije su ocigledno definabilne. U algebarski zatvorenom polju
1
karakteristike p, formula x = yP definise funkciju © — x7 (s obzirom da jednacina

2P = a ima jedinstveno resenje). Otuda je svaka kvazi-racionalna funkcija de-
finabilna.

Lema 31 Neka je X C K™ konstruktibilan i f : X — K definabilna. Tada pos-
toje konstruktibilni skupovi Xq,..., X @ kvazi- racionalne funkcije p1,..., pm
tako da je X = U X; i flx, = pi

X,

3.2 Definabilne relacije ekvivalencije u algebarski zatvorenim
poljima

Neka je K algebarski zatvoreno polje i E definabilna relacija ekvivalencije na
K™. Pokaza¢emo da tada postoji definabilna funkcija f : K™ — K™, za neko m,
takva da TEg akko f(Z) = f(7). U tom slucaju koli¢nicki skup K™/E mozemo
identifikovati sa slikom preslikavanja f.

Posmatrajmo prvo specijalan slucaj: Neka je K proizvoljno polje. Element
T € K™ mozemo posmatrati kao niz (Z1,...,T,,) gde T; € K". Neka je E
relacija definisana sa: TEy akko je (T1,...,Tm,) permutacija od (U1,...,Tm).
Relacija E je oc¢igledno definabilna i pri tom vazi:

Lema 32 Postoji definabilna funkcija f: K™ — K' za neko | € N, takva da
¢Ed akko f(cT) = f(d).
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Dokaz: Neka je ¢ = (¢1,...,6m) gdeje G = (Ciny .- 1 Cin) 145 € K[z1, ..., 20, Y]
polinom y — Z?Zl ¢ijx;. Neka je p° =[] ¢f i f(¢) niz koeficijenata polinoma p°.
Kako je K[r1,...,7,,y] domen sa jednoznacnom faktorizacijom pe = pE akko
je (¢f,...,q5,) permutacija od (¢f,...,q%). Otuda ¢Ed akko je f(¢) = f(d). o

Definicija 17 Neka je M model jezika L i E definabilna relacija ekvivalencije
na M"™. Zaa € M"™ neka a/E oznacava E klasu ekvivalencije elementa @. Za
bi,...,b;m € M, d € M, kaZemo da je d algebarski nad a/E, by,..., b, akko
postoji formula o(T,Y1, ..., Yns 21, - -, 2m) tako da:

1. M = ¢ld,a, b

2. Ako aFEay tada M |= ¢(z, ca, ¢;) © o(x, car, ¢5)

gde je cg = (Cays- -+ Ca, ), 0dnosno c; = (Cp,,...,Cp,,)

3. {m € MM = ¢[m,a,b]} je konacan.

Kazemo da je d = (dy,...,d;) algebarski nad @/E, by, ..., by, akko je svaki
d; algebarski nad a/E, by, ..., by,.

Lema 33 Pretpostavimo da je ¢ algebarski nad a/E,d,b i b je algebarski nad
a/E,d, onda je ¢ algebarski nad G/ F,d.

Lema 34 Pretpostavimo da je XK algebarski zatvoreno polje i E definabilna
relacija ekvivalencije na K". Neka formula ¢(Z,7,d) definise E. Akoa € K"
onda postoji b € K™ algebarski nad a/E,d takav da bEG.

Dokaz: Neka je 0 < m < n maksimalan broj takav da postoje by, ..., b,, alge-
barski nad a/F, d za koje K = Jvp,y1 ... Ju,1h(cg, U, cq, ¢g). Pretpostavimo da
jem < n. Neka je L ={l € K|K |= 3wy, 42 ... Jw,¥(c3, ¢, W, cg, ¢}

Ako je L konacan onda mozemo izabrati b, 11 € L koji je algebarski nad
a/E, dby,...,by,. Na osnovu prethodne leme b, je algebarski nad @/FE,
d, §to je u kontradikciji sa maksimalnoséu m. Ako je L beskonacan onda je
K/L konatan i mozemo izabrati b,,11 € L koji je algebarski nad (), sto je u
kontradikciji sa maksimalnogéu m. Prema tome, m = n i b = (by,...,b,) je
trazeni element. ¢

Teorema 59 Pretpostavimo da je K algebarski zatvoreno polje i E definabilna
relacija ekvivalencije na K". Tada za neko | postoji definabilna funkcija f :
K" — K! tako da TE7 akko f(T) = f(7).

Dokaz: Radi jednostvanosti pretpostavicemo da je E definabilan nad (. Za
svaku formulu ¢(Z,7) i k > 0, neka 6, 5 (7) bude konjukcija:

1. VZ(o(z,y) = TEY)
2. VaVZ(JEZ = (p(T,7) & ¢(T,7)))
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3. {T:o@ )} =k
Na osnovu prethodne leme, za sve @ € K™, postoje ¢ i k tako da 0, x(ca)-
Na osnovu 2, ako vazi 0, x(cg) i bEG, onda vazi i 6, (c;).

Neka je X = {alf,x(cz)}. Ako @ € X, neka je Yz = {blp(cz,ca)}. Za
a,b € X vazi: akb akko je Yy = Y7, Otuda, na osnovu leme 29 postoji
() definabilna funkcija f : X — K' za neko I, takva da Yy = Y5 akko
f(@) = f(b).

Na osnovu kompaktnosti, postoje @1, ..., @m 1 k1, ...,k tako da za neko
iy O, k() vazi za svaki element iz K™. Neka je X; = {m|0,, r, (cm)}-
Tada postoji f; : X; — K' takva da aEb akko f;(@a) = f;(b), za sve
@,b € X;. Prosirimo fdo K™ stavljajuéi f;(Z) = 0 za T ¢ X;. Defini§imo
funkciju f : K™ — K b sa f(Z) = (f1(%),..., fm(T))). Tada aEb akko
f(@) = f(b). o

3.3 Realno zatvorena polja

Za razliku od algebarski zatvorenih polja, teorija realnih brojeva ne dopusta
eliminaciju kvantora na jeziku {4, —,,0,1}. U dokazu leme 30 videli smo da je
svako polje sa eliminacijom kvantora jako minimalno, dok u R formula 3z(2% =
x) definiSe beskona¢an skup ¢iji je komplement takodje beskonacan.

Uredjenje na R mozemo definisati sa z < y & Jz(z2 +2 = y A (2 =
0)). Kako prethodna formula nije ekvivalentna formuli bez kvantora, vidimo
da je uredjene ~obstrukcija = eliminacije kvantora. Na osnovu ove formule,
takodje, mozemo uociti da je svaki podskup skupa R"™ koji je definabilan na
jeziku uredjenih polja, {4+, —,-, 0,1, <}, takodje definabilan i na jeziku polja.

Definicija 18 KazZemo da je polje F uredivo ako postoji linearno uredjenje <
na F tako da je (F,+,—,-,0,1, <) uredjeno polje.

Definicija 19 Polje F je formalno realno ako u njemu —1 nije suma kvadrata.

U svakom uredjenom polju svi kvadrati su nenegativni. Otuda je svako
uredivo polje formalno realno. Sledeéi rezultat pokazuje da vazi i obrnuto.

Teorema 60 Ako je polje F formalno realno onda je i uredivo. Posebno, ako
a € F 1 —a nije suma kvadrata, onda postoji uredjenje na R u kome je a
pozitivno.

Definicija 20 Polje F je realno zatvoreno ako je formalno realno i nema pravu
formalno realnu algebarsku ekstenziju.

Primer 20 Kako je polje kompleksnih brojeva jedina prava algebarska ekstenz-
1ja polja realnih brojeva, polje R je realno zatvoreno.

Teorema 61 Neka je F formalno realno polje. Tada su sledeéi uslovi ekviva-
lentni.
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1. F je realno zatvoreno.
2. F(i) je algebarski zatvoreno.

3. Za svako a € F ili je a kvadrat, ili je —a kvadrat © svaki polinom neparnog
stepena ima koren u F

Realno zatvorena polja mozemo aksiomatizivati na sledeéi nacin:
1. Aksiome polja.

2. Za svako n > 1 aksioma Vay...Vz, (23 + ...+ 22 + 1 #0)

3. Vody(y? =xVvVy? +2=0)

4. Za svako n > 0 aksioma Vg .. . Ve, y(y®" T + 327 iyt = 0)

Realno zatvorena polja posmatra¢emo na jeziku uredjenih polja Lpo =
{+,—,-,0,1,<}. Ako je F realno zatvoreno polje i a # 0, a € F, onda je
tacno jedan od brojeva a i —a kvadrat. To nam omogucéava da uredimo F' na
slede¢i nacin:

x < y akko y — x je nenula kvadrat.

Definicija 21 Teorija realno zatvorenih polja, u oznaci RCF, je teorija na
jeziku Lpo ¢ije su aksiome gore mavedene aksiome realno zatvoremih polja i
aksiome uredjenih polja.

Sa obzirom da uredjenje mozemo definisati pomocu formule na jeziku Lp:
J2(2 # 0 Az + 22 = ), imamo slededi rezultat:

Lema 35 Ako je F realno zatvoreno polje i X C F™ definabilan pomocéu Lpo
formule, onda je definabilan i pomocéu Lp formule.

Dokaz: Zamenimo sva pojavljivanja t; < to sa 3z(z # 0 Az? +t; = t;), gde su
t; it; termi koji se pojavljuju u definiciji X. ¢
Sledeéi rezultat daje drugu mogucu aksiomatizaciju za RCF.

Teorema 62 Uredjeno polje F je realno zatvoreno akko za svaki polinom p(x) €
F[z], i elemente a,b € F, takve da je a < b i p(a)-p(b) < 0, postoji ¢ € F takvo
da je a < c<bip(c)=0.

Definicija 22 Ako je F formalno realno polje, realno zatvorenje polja F je re-
alno zatvorena algebarska ekstenzija od F'.

Na osnovu Zornove leme svako formalno realno polje ima maksimalnu for-
malno realnu algebarsku ekstenziju. Pomenuta maksimalna ekstenzija je realno
zatvorenje polja F.

Lema 36 Ako je (F, <) uredjeno polje, 0 < x,x € F i x nije kvadrat u F, onda
uredjenje na F moZemo produZiti do uredjenja na F(\/T)
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Dokaz: Uredjenje mozemo produziti na sledeéi nacin: 0 < a + by/z akko je
ispunjen jedan od sledeéih uslova:

L.b=0ia>0

2.6>0i(a>0iliz> %)
. 2

3.b<0ia<0iz<iz. o

Posledica 17 Ako je (F, <) uredjeno polje, tada postoji realno zatvorenje Ry
polja ¥ tako da uredjenje na Ry produzuje uredjenje na F.

Dokaz: Uzastopnim primenama prethodne leme, mozemo naéi uredjeno polje
(L, <) koje prosiruje (F, <), tako da svaki pozitivan element iz F' ima kvadratni
koren u L. Primenom Zornove leme mozemo nac¢i maksimalnu formalno realnu
algebarsku ekstenziju R polja L. Kako svaki pozitivan element iz F' ima koren
u Rp, uredjenje na Ry produzuje uredjenje na F. ¢

Teorema 63 Ako je (F, <) uredjeno polje i Ri,Ra realna zatvorenja polja F
¢ija uredjenja produzuju uredjenje na F, onda postoji jedinstveni izomorfizam
¢ : R1 — Ro koji je identiteta na F. ©

Teorema 64 Teorija RCF dopusta eliminaciju kvantora na jeziku Lrpo.

Dokaz: Primenjujemo teoremu 56. Neka su F; i Fy modeli teorije RCF i
(R, <) njihova zajednicka podstruktura. Tada je (R, <) uredjen domen. Neka
je L realno zatvorenje polja razlomaka od R. Na osnovu jedinstvenosti re-
alnog zatvorenja, mozemo pretpostaviti da je (L, <) podmodel od F; i Fs.
Pretpostavimo da je (v, w) formula bez kvantora, @ € R, b € F; i F; |
@lb,al. Treba da pokazemo da Fo = Jup(v,cz). Dovoljno je pokazati da
L | Jvp(v, cg). Formulu ¢ mozemo napisati u disjunktivnoj normalnoj formi,
tj. postoje polinomi f; ;, g;; € R[X] takvi da je ¢(v, cz) ekvivalentna sa

Vict (A2 fig (@) = 0 A NJ—y gi3(v) > 0)

Kako Fi = ¢[b,a], Fi = (AL, fij(0) = 0A ANj_; 9i5(b) > 0) za neko i.
Otuda, mozemo pretpostaviti da je ¢ ekvivalentna konjukciji atomi¢nih formula
i negacija atomic¢nih formula,tj. ¢(v,cg) je evivalentna sa

(Nizy filv) =0A AL, gi(v) > 0).

Ako je bilo koji od polinoma f; razli¢it od nula polinoma onda je b algebarski
nad R pa otuda b € L. Otuda, mozemo pretpostaviti da je ¢(v, cg) ekvivalentna
sa A\~ gi(v) > 0. Kako je L realno zatvoreno polje, na osnovu teoreme 60 ,
svaki g; moZe se napisati kao proizvod faktora oblika (z —c) i 2% + bx + ¢ gde je
b2 —4c < 0. Linearni faktori menjaju znak u ¢, dok kvadratni faktori ne menjaju
znak. Otuda, postoje ai,...,qq, B1,...,0 tako da je ¢(v,cz) ekvivalentno
sa \/i:1 Ca; < v < cg,. Kako F1 | ¢[b,a], za neko i, a; < b < ;. Tada
L = o[2$5 g

Posledica 18 Teorija RCF je kompletna i modelski kompletna.
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Dokaz: Modelska kompletnost sledi iz eliminacije kvantora. Svako realno zatvoreno
polje je karakteristike nula i otuda sadrzi polje (Q, <). Otuda je realno zatvorenje
polja (Q, <), elementarni podmodel svakog realno zatvorenog polja.

Definicija 23 Uredjena struktura (M, <,...)je o-minimalna ako za svaki de-
finabilan X C M postoji konaéno mnnogo intervala I+, ...,1I,, sa krajevima u
M U {+£o0} i konacan skup Xy tako da je X = XoUILL U... UL,

Teorija T je o-minimalna ako je svaki njen model o- minimalna struktura.

Definicija 24 Neka je F uredjeno polje. KazZemo da je X C F™ semialge-
barski ako je X konacna Bulovska kombinacija skupova oblika {Z|p(T) > 0} ili
{Z|p(z) = 0}, gde p(T) € Flay,...,T,].

Ako je F realno zatvoreno polje, onda, sa obzirom na eliminaciju kvantora
semialgebarski skupovi su ta¢no definabilni skupovi. Eliminacija kvantora ima
slede¢u algebarsko-geometrijsku interpretaciju.

Lema 37 Semialgebarski skupovi su zatvoreni za projekcije.

Dokaz: Neka je X semialgebarski. Tada je, sa obzirom na eliminaciju kvantora
X definabilan pa je na osnovu leme 20, 7(X) definabilan i otuda semialgebarski.

Lema 38 Ncka je F = RCF i A C F™ semialgebarski, onda je zatvorenje
skupa A semialgebarski skup.

Dokaz: Neka je d sledeé¢a definabilna funkcija

d(@1,. . Tny Y1,y yn) = 2 akko 2 > 0A 22 =30 (7 — y3)*.

Zatvorenje skupa A je {Z|(Ve > 0)(g € A)(d(T,7) < €)}.

Ovaj skup je definabilan pa otuda i semialgebarski. ¢

Kazemo da je funkcija semialgebarska ako je njen graf semialgebarski skup.
Slededi rezultat pokazuje kako modelska kompletnost teorije RCF moze posluziti
da se odredjeni rezultati koji vaze u polju R prenesu i na druga realno zatvorena
polja.

Lema 39 Neka je F realno zatvoreno polje. Ako je X C F™ zatvoren i ogranicen
i f neprekidna semialgebarska funkcija, tada je f(X) zatvoren i ogranicen.

Dokaz: Ako je F = R, onda je X zatvoren i ogranicen akko je kompaktan.
Kako je neprekidna slika kompaktnog skupa kompaktan skup, neprekidna slika
zatvorenog i ogranicanog skupa je zatvoren i ogranicen skup.

U opstem slucaju, postoje @,b € F™ i formule ¢ i ¥ tako da ¢(Z, cg) definise
X i9(T,y, c;) definiSe f(Z) = y. Tada postoji recenica ® koja tvrdi: Vavw| ako
(T, y,w) definise nepekidnu funkciju sa domenom (T, cz) 1 ¢(T, ) je zatvoren
i ogranicen skup, tada je slika te funkcije zatvoren i ogranicen skup |.

Kako je R = @ i teorija RC'F model kompletna, vazi¢e F = ®. ¢

Modelska kompletnost teorije RC' F moze se primeniti i na reSavanje sedamnaestog
Hilbertovog problema.

Definicija 25 Neka je F realno zatvoreno polje i f(T) € F(x1,...,xy) racionalna
funkcija. KaZemo da je pozitvino semi-definitna ako je f(a) > 0 za sve a € F™.
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Teorema 65 (17. Hilbertov problem) Ako je f pozitivno semi-definitna racionalna
funkcija nad realno zatvorenim poljem F, tada je f suma kvadrata racionalnih
Sfunkcija.

Dokaz: Pretpostavimo da je f(x1,...,x,) pozitivna semi-definitna racionalna
funkcija nad F koja nije suma kvadrata. Tada, na osnovu teoreme 60, postoji
uredjenje na F'(zq,...,z,) takvo da je f negativna. Neka je R realno zatvorenje
od F(x1,...,x,) ¢ije uredjenje produzuje uredjenje na F(x1,...,z,). Tada R =
Jo(f(v) < 0). Otuda, na osnovu modelske kompletnosti, sledi R = Jo(f(7) <
0), sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je f pozitivno semi-definitna. ¢

Posledica 19 RCF je o-minimalna teorija.

Dokaz: Neka je R = RCF. Dokazimo da je svaki definabilan podskup od R
konaé¢na uniija tacaka i intervala sa krajnjim tackama u RU {t+oo}. Na osnovu
eliminacije kvantora, svaki definabilan podskup od R je kona¢na Bulovska kom-
binacija skupova oblika {z € R|p(z) = 0} i {x € R|q(z) > 0}. Za dati polinom
p skup {z € R|p(xz) = 0} sastoji se od kona¢no mnogo tacaka dok su skupovi
oblika {z € R|g(z) > 0} konaca unija intervala. ¢

Pokazacemo da su definabilne funkcije jedne promenljive deo po deo neprekidne.

Lema 40 Neka je f: R — R semialgebarska funkcija. Tada, za svaki otvoren
interval U C R postoji tacka x € U takva da je f neprekidna u x.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji otvoren V' C U tako da je slika funkcije f|v
konac¢na. Neka je b element slike od f takav da je {x € V|f(z) = b} beskonacan.
Na osnovu o-minimalnosti, postoji otvoren Vy C V takav da je fly, = b.

Pretpostavimo sada da ne postoji skup V sa takvom osobinom. Konstruisimo
lanac U = Vi D Vi ... otvorenih podskupova skupa U takav da je zatvorenje
Vit1 skupa V41 sadrzano u V,. Za dato V,, neka je X slika skupa V,, pri
funkciji f. Kako je X beskonacan, na osnovu o-minimalnosti, X sadrzi interval
(a,b) duzine najvise L. Skup Y = {z € V,,|f(x) € (a,b)} sadrzi otvoren inerval
Vyt1. Kako je R lokalno kompaktan, (o, V; = o, Vi # 0. Ako z € N, Vi,
onda je f neprekidna u x ©.

Na osnovu kompletnosti RCF prethodni rezultat vazi za bilo koje realno
zatvoreno polje.

Posledica 20 Neka je F realno zatvoreno polje i f : F — F semialgebarska
funkcija. Tada F' moZemo izdeliti na Iy U ... I, UX, gde je X konacan i I;
su medjusobno disjunktni otvoreni intervali sa krajnjim tackama u F U {00},
tako da je f neprekidna na svakom I;.

Dokaz: Neka je D = {z|F |= Je > 0V6 > 03y[|z—y| < OA|f(z)—f(y)| > €]} skup
tacaka prekida funkcije f. Kako je D definabilan, na osnovu o-minimalnosti, D
je ili konacan ili ima nepraznu unutrasnjost,tj. postoji neki otvoren inerval I;
u D, odakle bi na osnovu prethodne leme sledilo da postoji € I; u kojoj je f
neprekidna, $to je u kontradikciji sa definicijom skupa D. Dakle, D mora biti
konacan. Otuda, F' je unija kona¢no mnogo intervala na kojima je f neprekidna.
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Lema 41 Neka je F realno zatvoreno polje i X C F™"™™ semialgebarski skup.
Tada postoji semialgebarska funkcija f : F™ — F™ takva da za sve T € F™ vazi:
ako postoji y € F™ takvo da (Z,y) € X, onda (T, f(T)) € X.

Preciznije, f moZemo izabrati tako da ako je

[y € F"l(@,5) € X} = {g ¢ F"|(5,7) € X}

onda je f(a) = f(b).

Ovakvu funkciju f zovemo Invarijantna Skolemova funkcija.

Dokaz: Dokaz izvodimo indukcijom po m. Preciznije, dokaza¢emo za za svako
m tvrdjenje vaZi za sve n i sve definabilne X C Fn+m™,

Neka je m = 1. Za a € F™, neka je Xz = {y|(a,y) € X}. Na osnovu
o-minimalnosti, X je kona¢na unija tacaka i intervala. Ako je Xz = 0 neka je
f(@) = 0. Ako je skup Xz neprazan, defini¢cimo f(a) po sluc¢ajevima:

1. Ako je Xz = F, neka je f(@) =0
2. Ako Xz = {b}, neka je f(a) ="b

3. Ako je Xz = (¢,d), neka je f(a) = d;C

4. Ako je Xz = (—00,c), neka je f(a) =c—1
5. Ako je Xz = (¢,00), neka je f(a) =c+1

Funkcija f je ocigledno definabilna i ako je Xz # 0, onda je (g, f(a)) € X.

Pretpostavimo sada da tvrdjenje vazi za m i da je X C F**™*! Na osnovu
indukcijske hipoteze, postoji f : F*"*1 — F™ takva da ako a1,...,a,,0 € F
i 3z € F™ takvo da (a,b,z) € X, tada (a,b, f(a,b)) € X. Takodje, postoji
funkcija g : F™ — F takva da ako Jy3z(7,y,%z) € X tada J2(7, ¢(7,%z) € X).
Defini§imo funkciju h : F* — F™H sa h(Z) = (9(7), f(Z,9(T))). Akoa € F™i
Jy3z(a,y,z) € X onda (a,h(a)) € X. ¢

Posledica 21 Neka je F realno zatvoreno polje. Neka je X C F™ semialge-
barski skup i @ tacka u zatvorenju skupa X. Tada postoji v > 0 i neprekidna
semialgebarska funkcija f : (0,7) — F™, takva da za sve € € (0,r) f(e) € X i
lim._¢ f(€) = @.

Dokaz: Neka je D = {(e,y)[y € X i >, (yi — a;)* < €}. Za svako € > 0
postoji 7 € F™ takvo da (¢,7) € D. Otuda, na osnovu prethodne leme, postoji
definabilna funkcija f : (0,00) — F" takva da (¢, f(€)) € D za svako € > 0. Na
osnovu posledice 18, postoji r > 0 tako da je f neprekidna na (0, 7). Ocigledno,
lim. o f(e) =a ¢

Posledica 22 Neka je F realno zatvoreno polje i E C F™ x F™ definabilna
relacija ekvivalencije. Tada postoji definabilan X C F™ takav da za sve a € F™
postogi jedinstveno b € X takvo da aEb. Skup X zovemo definabilna transverzala
relacije E.
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Dokaz: Neka je f : F™ — F™ definabilna invarijantna Skolemova funkcija. Tada
aEf(a) za svako a € F™ i ako aEb onda je f(a) = f(b). Neka je X slika funkcije
f-o

Ako je F realno zatvoreno polje, onda o-minimalnost daje opis definabilnih
podskupova od F.

Definicija 26 Kolekciju celija induktivno definisemo na sledeéi nacin:
1. X C F™ je 0-C¢elija ako se sastoji od jedne tacke.

2. X CF je 1-Celija ako je X = (a,b) gde a € FU{—o0}, b€ FU{+o00} i
a <b.

3. Ako je X C F™ je n-Celija i f : X — F neprekidna definabilna funkcija
onda je Y = {(Z, f(T))|T € X} takodje n- Celija.

4. Neka je X C F™ n- éelija. Pretpostavimo da je f ili neprekidna definabilna
funkcija iz X u F ili identicki jednaka —oo i g ili neprekidna definabilna
funkcija iz X u F takva da je f(T) < g(T) za sve T € X ili je identicki
jednaka +oo. Tada je Y = {(T,y)[T € X i f(T) <y < g(T)} n+1- éelija.

U realno zatvorenom polju svaki neprazan definabilan skup je kona¢na disjunk-
tna unija ¢elija. Dokaz ove ¢injenice zasniva se na sledecoj lemi:

Lema 42 Neka je X C F™t! semialgebarski skup. Tada postoji prirodan broj
N takav da ako @ € F™ i Xz = {y|(a,y) € X} je konacan, onda je | Xz| < N.

Dokaz: Primetimo da je Xz konacan akko ne postoji interval (¢, d) takav da je
(¢,d) C Xz. Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da je za sveko @ € F™,
Xz konacan. Preciznije, pretpostavljamo da za svako @ € F™

F EVaVeVd-[c < dAVy(c <y <d =y € Xg)]

Posmatrajmo sledeéi skup re¢enica na jeziku polja prosirenom imenima za
svaki element iz F' i novim simbolima cy,...,c,. Dakle, neka je

['= RCF + Ar + {3y1 - Fym[Nic; i # s ANZ1 Y € Xe] € w}

Pretpostavimo da je I' zadovoljiv. Tada postoji realno zatvoreno polje K O
F i element ¢ € K™ tako da je Xz beskonac¢an. Na osnovu model kompletnosti
RCF, F < K pa otuda

K = VzVcVd-[c < dAVy(c <y <d =y € Xg)].

Poslednji zakljucak je u kontradikciji sa o-minimalnoséu K pa zakljucujemo
da je I" nezadovoljiv. Otuda, postoji N tako da

I'= RCF + Ap =V Fyr - 3yn(Aic; i 7 5 ANy v € X))

Prema tome, za svako @ € F™, | Xg| < N. ¢

Teorema 66 (Dekompozicija na éelije) Neka je X C F™ semialgebarski. Tada
postoji konacno mnogo medjusobno disjunkinih celija Cy,...,C,, tako da je
X=CiuU...uC,

Dokaz: (za m = 2)
Za svako a € F neka je
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Cop ={z|Ve > 03y,z € (x — e,z + €)[(a,y) € X A (a,2) ¢ X]|}

Na osnovu o-minimalnosti, svaki C, je konacan, pa na osnovu prethodne
leme postoji N € N takav da je za svako a € F, |C,| < N. Izdelimo F na
Ag, A,..., Ay gde je A, = {a]|Cy| = n}.

Za svako n < N neka je f, : A1 U...U A, — F funkcija definisana sa
fn(a) =" n —ti element u C!/. Funkcija f, je definabilna.

Neka je X, = {y|(a,y) € X}. Za svakon < N ia € A, definisemo P, €
227+1 na sledeéi naéin:

Ako je n =0 onda je P,(0) =1 akko je X, = F.

Pretpostavimo da je n > 0. Tada:

P,(0) =1 akko =z € X, za sve z < f1(a).

P,(2i —1) =1 akko fi(a) € X,

Zai <n, P,(2i) =1 akko x € X, za sve = € (fi(a), fix1(a)).

P(2n) = 1 akko za svako = > f,(a), x € X,

Za svako o € 2*"T! neka je A, , = {a € A,|P, = o}. Svaki A4, , je semi-
algebarski. Za svako A, , napravic¢emo dekompoziciju skupa {(x,y) € X|z €
A, -} na disjunktne éelije. Sa obzirom da A, , €ine jednu particiju od F, na
ovaj nacin dobi¢emo zeljenu dekompoziciju skupa X.

Fiksirajmo jedan A,, . Na osnovu posledice 18, postoji particija A, , = C1U
..Uy, gde je svaki Cj ili interval ili singlton i f; je neprekidna na svakom Cj,
za i <n, j <l. Sada mozemo napraviti dekompoziciju skupa {(z,y)|z € An -}
na disjunktne Celije, takve da je svaka Celija ili sadrzana u X ili disjunktna sa
X:

Za j <lnekaje Djo={(z,y)lxr € Cjiy < fi(x)}

Zaj <li1<i<nneka je Dj72i_1 = {(CC,fz(Jf))L’E € OJ}

Zaj<1il<i<nnckaje Djs = {(,y)iv € Cj, fila) <y < fisrim}

Za j <lnekaje Djon ={(z,y)lz € C;iy > fulz)}.

Svaki Dj; je ¢elija, |J D, = {(x,y)|x € An o} isvaki D;; je ili sadrzan u X
ili disjunktan sa X. Uzimajuéi one D;; koji su sadrzani u X dobijamo particiju
skupa {(z,y) € X|z € A, »} na disjunktne éelije. ©

3.4 Formalno realna polja i osnovne teoreme analize

Dokazatemo da naredne, osnovne teoreme analize, uz izabrano uredjenje, vaze
za sve definabilne funkcije u svim realno zatvorenim poljima.

Teorema 67 (Ferma) Neka je funkcija f neprekidna na [a,b], diferencijabilna
na (a,b) i neka u tacki ¢ € (a,b) f ima ekstremum (minimum ili maksimum).
Tada je f'(c) = 0.

Teorema 68 (Rol) Neka je funkcija f neprekidna na [a,b], diferencijabilna na
(a,b) i neka je f(a) = f(b). Tada postoji ¢ € (a,b) takvo da je f'(c) = 0.

Teorema 69 (Langranz) Neka je funkcija f neprekidna na [a,b] i diferencija-
bilna na (a,b). Tada postoji ¢ € (a,b) takvo da je w = f'(c).
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Teorema 70 (Kosi) Neka su funkcije f i g neprekidne na [a, b], diferencijabilne

: I - o FO)=f(a) _ f'(c)
i neka je g’'(x) # 0 na (a,b). Tada postoji c € (a,b) takvo da je OETORRICE

Teorema 71 (Darbu) Neka je funkcija f diferencujabilna na na [a,b] i neka je
f(a) <z < f'(b). Tada postoji c € (a,b) tako da je z = f'(c).

Teorema 72 (Bolcano - Kosi) Neka je funkcija f neprekidna na [a,b] i neka
je min{f(a), f(b)} < z < max{f(a), f(b)}. Tada postoji c € (a,b) takvo da je
z = f(c).

Teorema 73 Svaki neprazan, definabilan, odozgo ogranicen podskup skupa re-
alnih brojeva ima supremum.

Iskaz svake od navedenih teorema moze biti predstavljen formulom prvog
reda. Tlustrujmo ovo na primeru Rolove teoreme: Kako je f definabilna funkcija,
postoji formula ¢(z,y,b) koja definise ” f(x) = y”. Takodje, sa obzirom da je
|z| < a akko —a <z < a , ”|f(z) — f(s)| < €” moze biti definisano nekom for-
mulom (z, s,¢,¢). Prema tome, sledece rec¢enice mogu biti zapisane formulom
prvog reda:

Neka N(f,s) znaci ” f je neprekidna u tacki s 7. Tada N(f,s) mozZe biti
zapisan u vidu formule:

VeddVr (e >0= (0 >0A(Jlz—s| <d=|f(z)— f(s)] <e))).

Neka N(f,a,b) znaci:” f je neprekidna na inervalu [a,b]” Tada N(f,a,b)
moze biti zapisan u vidu formule: Vs(a < s < b= N(f,s)).

Neka L(f,z,d) oznacava: limhﬂow =d . L(f,z,d) moze biti
zapisan u vidu formule:

VedoVh (e > 0= (3> 0N (0 < h < § = |LEHZI@ g < o)),

Neka D(f,a,b) znaci:” f je diferencijabilna na inervalu (a, b)”. Tada D(f,a,b)
moze biti zapisan u vidu formule: Vz(a < x < b = 3dL(f, x,d)).

Sada iskaz Rolove teoreme moze biti zapisan u obliku:

(N(f,a,b) A D(f, a,b) A f(a) = £(b)) = 3e(a < ¢ < b A L(f,c,0))

Imajuéi u vidu modelsku kompletnost teorije RCF mozemo zakljuciti da
navedene teoreme vaze u svakom realno zatvorenom polju.

Razmotrimo sada obrnut problem, da li uslov da u formalno realnom polju
vazi neka osnovna teorema analize, povlac¢i da je formalno realno polje u stvari
realno zatvoreno. Ovaj problem moze imati vise formulacija. Ako se to pogleda
na primeru Rolove teoreme, uslov da vazi Rolova teorema moze se formulisati
za:

1. Polinome
2. Racionalne funkcije

3. Definabilne finkcije
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3.4.1 Rolova teorema za polinome

Pretpostavimo nadalje da je F formalno realno polje u kome vazi Rolova teorema
za polinome.

Lema 43 Za svakon € N, {/n+1€F.

Dokaz: Poznato je da iz Rolove teoreme elementarnosledi Langrazova teoremay(
Posmatrajuéi polinom ¢(x) = p(x) — %(m —a)).
Neka je o € F bilo koji pozitivan broj. Posmatrajmo polinom p(z) = z" 1.
Tada za neko ¢ € (0, @):
Q"0 (4 1)en
a™ = (n+1)e"
() =n+1

Dakle, 2 = {/n+1. ¢
Lema 44 Za sven,k € N, I/nk+1€F.

Dokaz: Na osnovu prethodne leme, za sve n € N postoji v/n + 1. Otuda, za n i
k prirodne, postoji "/nk + 1. Neka je ¢ reenje jednacine z™* = nk+1. Tada je
(cF)™ = nk + 1, pa je c* resenje jednacine 2™ = nk + 1, odnosno c¥ = {/nk + 1

Lema 45 Neka je n € N proizvoljan. Ako ¥Y/m € F za svaki prirodan broj m
onda {/r € F za svaki racionalan broj r.

Dokaz: Nekajer € Q,r > 0. Tadajer = L{;,p,q € N. Otuda, ¢/r = » % =
Neka je 7 < 0 i n neparan. Tada je /r = —{/—r. ¢

g

Lema 46 Neka su a,n € N proizvoljni. Da bi jednacina ™ = « imala resenje
dovoljno je da postoje a i b takvi da vazi:
a” +a" b+ a2 4 .+ a2+ ab” b = a

Dokaz: Posmatrajmo polinom p(z) = 2"™! — (n + 1)axz. Na osnovu Rolove
teoreme, ako postoje a i b takvi da je p(a) = p(b) onda postoji ¢ € (a,b) takvo
da je p’(¢) = 0, odnosno (n + 1)(¢" — «) = 0.

p(a) = p(b) akko

a™t — (n+ 1)aa = b"* — (n + 1)ab akko

a™t — vt = (n + 1)a(a — b) akko

(a—b)(a"+a" tb+a" 22+ ... +a?b" 2 +ab" +b" — (n+1)a) = 0 akko

a+a" b+ a2+ a2 a0 — (n+1)a =0

Uvodjenjem smena: a; = ﬁ, by = ,,\L/%ﬁ poslednja jednacina se svodi

na af +al by +al i 4+ adb T b a0 =ao
Lema 47 (\/n) Za svako o € N, \/a € F.

Dokaz: Neka je a proizvoljan prirodan broj. Na osnovu prethodne leme dovoljno
je naéi a i b tako da vazi a® + ab + b> = o. Uvodjenjem odgovarajué¢ih smena
dobijamo slededi niz ekvivalentnih jednakosti:
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2+ab+b2—a

a’?(1+ —)—a
az(tz—i—t—l—l)—a gdeJet— 2
((t+3)0°+3) =a

(alt + D) + @ —a

Uvodjenjem smena z; = a(t + %) =b+ 3, 20 = a@ zakljucujemo da je

dovoljno da jednacina z? + 23 = o ima reSenje.
Neka je a = 2. Tada su z; = 1, 29 = —1 refenja jednacine 27 + 235 = 2.
Dakle, v/2 postoji. Dokazimo indukcijom ostatak tvrdjenja. Pretpostavimo
da postoji v/n. Kako je n+1 = (y/n)? + 12, na osnovu prethodnog razmatranja

postoji vn+ 1. ©
Lema 48 (¥/n) Za svako a € N, J/a € F.

Dokaz: Koristec¢i lemu 45 reSsavamo jednacinu:
a3 + a?b + ab® + b® = a odnosno
(a+b)(a® +b*) = a.
Trazi¢emo reSenja sistema:
a+b=1
a’ +b? = a.
Ovaj sistem se svodi na resavanje kvadratne jednacine a? + (1 — a)? = a,

odnosno 2a? — 2a +1 = a. ReSenja ove jednaéine su a = 1iv2o‘_1. Kako

1+\/2a

je a prirodan broj v/2a — 1 postoji. Birajuc¢i resenje a = L dobijamo

b= 1=VEET

Lema 49 (¥/n) Za svako a € N, {a € F.

Neka je n paran broj. Tada je za neke k,l € N, n = 2k(2l + 1). Otuda, ukoliko
V2 € F dovoljno je naéi /n gde je n neparan.

Neka je n neparan. Tada je n = 4k+1 ili 4k+3. Ako je oblika 4k+1 onda na
osnovu leme 43, /n € F. Ako je n = 4k+3 onda je 3n = 12k+9 = 4(3k+2) +1.
Dakle, V/3n € F.

Prema tome, dovoljno je naéi V21 V3.

Koristeéi lemu 45 resavamo jednaéinu: a* + a®b + a?b? + ab® + b* = a.

Algebarskim transormacijama i uvodjenjem odgovarajuéih smena dodijamo:

a*+adb+ a2 +abP + bt =a

(a® +b% + %)% — (%\/5)2 =«

(u? — 113_7\/5)(13 - vg%‘/g) = q, gde je u=a + b, v = ab.
Resavanjem sistema

u=a+b

v=ab

dobijamo kvadratnu jednac¢inu a? —ua +v = 0 ¢ija je diskriminanta u? — 4v.
Otuda dobijamo uslov da za neko ¢ mora vaziti: u? — 4v = 2.

Resavanjem se dobija sledece:
v = 3_2\/5(u2 — )
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U2 _ 37\/5((34’\/5)1 _ g)

To2vE N 3—5 z v

2 _ 1+V5(a _ (3+Vvi)z 8z
R = SR

Stavljajuéi z = 3 — /5 dobijaju se sledeéi rezultati:

UQ:%pajeu:fiW;;/%. Sa obzirom da v/5 € F i YA72 ¢ F.

V25
u? —4v = w. Razlikujemo dva slucaja:
1. Zaa=3
— 14—5
u? —4v = 5
Sada je treba da v/14 — V5 € F. Medjutim, 14— V5 = [Pl a14+V/5 =

\/142 + (v/5)2. Otuda, na osnovu dokaza leme 47, \/14 ++/5 € F pa i

V14 —+5€F

2. a=2u?—4v="6—+/5.
Analogno kao i u slu¢aju dobijamo da v/6 — /5 € F. o

Lema 50 ({/n) Za svako o € N, ¢/a € F.

Dokaz: Razlikujemo sledece slucajeve:
1. a =5k + 1. Tada na osnovu leme 44 postoji &/a

2. a =5k + 2. Tada je 3 = 15k + 6 = 5(3k + 1) + 1. Prema tome, postoji
V/3a. Dakle, ukoliko postoji v/3 onda postoji ¥/5k + 2 za svako k.

3. a =5k + 3. Tada je 2 = 10k + 6 = 5(2k + 1) + 1. Prema tome, postoji
V/2a. Dakle, ukoliko postoji v/2 onda postoji v/5k + 3 za svako k.

4. o =5k + 4. Tada je 4o = 20k 4 16 = 5(4k + 3) + 1. Prema tome, postoji
V/4a. Dakle, ukoliko postoji ¥4 onda postoji v/5k + 4 za svako k. Kako
je V4 = (¥/2)? ovaj slucaj se svodi na postojanje /2.

5. o = 5k. Neka je k = 5™ky, gde k; nije deljivo sa 5. Tada je o = o™k,
pa je {/a = (v/5)™ k1. Kako se postojanje ¥/k; svodi na jedan od gore
navedenih slu¢ajeva, dovoljno je naéi /5.

Sa obzirom da /6 postoji, sumirajuéi gorenavedene slucajeve dovoljno je
naéi v/5 i (\5/5 ili \“’/3) U tom cilju resavamo slede¢u jednacinu:

a® + a*b + a®b? + a?b® + ab* + b° = a.

Algebarskim trnsormacijama i uvodjenjem odgovaraju¢ih smena dobijamo
sledeéi niz ekvivalentnih jednakosti:

a® +a*b+aPh? + a2 +ab* +0° =«

a*(a+0b) +b*(a+b) +a*b*(a+b) =«

(a+b)(a* + a?b® + b*) = «

Neka je a +b =z, a* + a?b? + b* = <

Tada imamo:
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at+ad*(z—a)?+ (z—a)t = o
a* + a*(2? — 2ax + a®) + &' — dax® + 6a*2* — 4o’z + o' = &
a* + a?z? — 2z + a* + 2t — dax® + 6a%2? — 4aPx + 0t = o
3a* — 6a’z + Ta?z? — dax® + 2t =

4

a*(3a® — 6ax + T2 — % +5)=

a2

812

” 8|2

o
T

a® t2—L4—4x2—2x\/§t+7m2):%,gdejet:\/ga+2i;

N
S N R I e T T I
~
[\
|
DN
8
@
py
+
w
8
(V]
I
w
@‘H
¥
~
|
81

Neka je a(t — zv/3) = /2 + 2
a(\/§a+%—x 3) = /242
\/§a2—a\/§$+%: %4_%4
V3a? — a\/3x + % =,/ 3t

Mnozeéi obe strane jednakosti sa v/3 dobijamo:

3a® — 3az + 222 = ?’O‘Izd
~ . . [ 5
Otuda, regavanjem kvadrane jednacgine 3a? — 3ax + 222 — \/3(1% = 0 do-
| g
B 3wk 12 3ed=?_qpg2
bijamo: a;/, = G (%)

1. Neka je z = 1, a = 5. Zamenjujuéi ove vrednosti u jednakost (*) dobijamo
= %. Neka je a = :HT@. Tada je b = ?’*T‘/ﬁ. Dakle, v/5 € F.

2. Neka je x = 2, @ = 22. Zamenjujuéi ove vrednosti u jednakost () do-
bijamo a = %. Neka je a = %. Tada je b = %\/g. Dakle,
V/22 € F. Takodje /11 € Fjer 11=5-2+1paiv2€ F. ¢

Lema 51 (¢/n)
Za svako o € N, Ya € F.

Dovoljno je dokazati tvrdjenje za proste brojeve. Neka je p proizviljan prost
broj. Tada razlukujemo sledece slucajeve:

1. Zaneko ke N, k> 1p=6k+ 1.

Tada tvrdjenje sledi na osnovu leme 44.
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2. Zaneko k € NJk > 1 p=6k+5.
Tada je (6! — 1)(6k + 5) = 6(6kl + 5] — k — 1) 4+ 1. Dakle dovoljno je naéi
6l — 1 za bilo koje [ > 1. Utom cilju, koristeéi lemu 46, resavamo sledeéu
jednacinu:
ab 4 a®b + a*b? + a®b3 4+ a®b* + ab® + 18 =p
Algebarskim trnsformacijama i uvodjenjem odgovaraju¢ih smena dobi-
jamo slede¢i niz ekvivalentnih jednakosti:
a® + a®b + a*b? + a®b® + a?b* + ab® + b5 =p
BV (% + G 1+ b=y
a’b’(t? +t2+t+1+;+p+p)=p, gde jet = ¢
AP+ F++F+t+1+1) =
PPy =3y +y* —2+y+1)=pglejey=t+;=¢+°
by +y? —2y—1)=p (%)
Neka je y = 3. Tada poslednja jednakost postaje: a3b®-29 = 29. Ako
postoji reSenje sistema ab = 1, %Jr% = 3 onda postoji v/29,5to je dovoljno
sa obzirom da je 29 =6-5— 1.
Resavanjem ovog sistema dobijamo:

_ 1 .2 _ 3+V5
b= =, a° =52,

Neka je a® = 3+T\/5 Koristedi sledeée poznato tvrdjenje:

Akoje A% > B, A, B > 0 onda je v/A+ VB = | AZED 4| [A-VFT

45
2 1+v5°

dobijamo: a =

3. p=2.

Vratimo se na jednacinu (#*). Neka je y = 3. Tada poslednja jednakost

postaje: a3b® - 29 = 2. Ako postoji resenje sistema ab = \3;\/2%, 7+ g =3
onda postoji ¥/2. Dakle,

_ 2
b= a /29
3 3
\%/gia ag\[\a/229 3.

Mnozeéi poslednju jednakost sa a?+/2{/29 dobijamo kvadratnu jednaéinu
{392(a)? — 30> 92920 + V3 = 0
2 Y2(3+V5) . Neka je a2 = V2(3+V5)  Tada:

Cija su resenja: aj o = >3 > I
2 _ ﬁ ] A1 4 s . .. _ 1+\/*
a® =% oo Koriste¢i tvrdjenje kao u lemi 51 dobijamo a = f\f\ﬁ

Neka je a = \/51\%‘/{;5 Tada je b = \7{/\/2;9
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4. p=3.

- . - . ~ . 3 . . .
Nalazenje /3 mozemo svesti na nalazenje \/ V3. Koristimo se rezultatima
iz leme 48. Problem se svodi na resavanje sistema:

a+b=2x, a’+b>= ? Neka je x = @ Tada sistem postaje:
a+b:§,a2—|—b2:2. Dakle,

a+b=§

a2—|—(§—a)2:2

2a27a\/§f%:0

Resenja poslednje kvadratne jednacine su a; /o = V3413

4

B

Neka je a = M. Tada je b%.

5. p=25 Kakoje35 =6-54+5i7 =6 141 postoji v/35 1 v/7 pa je

6

Sada ¢emo pokazati da polje F sadrzi kompletno kvadrati¢no polje nad poz-
itivnim racionalnim brojevima.
Neka je S = {x € F| zaneko a € F, x = a?}.

Lema 52 Skup S ima sledeée osobine:
1. Akox,y€ S ondax+yeS.
2. Ako xq,...,xzp, € Sondaxi+...+x, €S
3. QtScCS

Dokaz:

1. Neka z,y € S. Tada, za neke a,b, z = a2, y = b. Otuda z +y = a® + b2,

pa na osnovu dokaza leme 47 sledi: za neko ¢, 4+ y = c.

2. Indukcijom po n koristedi 1.

3. Neka z € QtS. Tada je x = ¢s, ¢ € QF, s € S. Na osnovu leme 47,
postoji /¢, pa kako je s = a® za neko a, x = (\/ﬁa)2. o

Lema 53 Neka su x1,22,9 > 0. Tada vaZi:

(a) Ako je x1+x2 > g onda postoje ¢1 > 0 i g > 0 takvi da je ¢ = q1+4qo,
T1>q1 1 T2 > QG2

(b) Ako je x1+x2 < g onda postoje g1 > 0 i go > 0 takvi da je ¢ = q1+qo,
1 < q1 1 T2 <.
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Dokaz:
(a) Razlikujemo sledece slucajeve:

1. 1 = xo.

Tada je 2z1 > ¢, odnosno 1,22 > 2 pa mozemo uzeti ¢ = ¢ = 4

2.1 £ o, 1 < qlilxe <q.
Pretpostavimo da je z; > xo. Tada, zaneko r > 0, 1 = zo+r. Dakle,vaze

sledece nejednakosti:

q—r
2

x1:x2+r>—qgr+r:qy

2x9 + r > q odnosno x5 > i

- . _q+r _qg—r
pa mozemo uzetl g1 = “5- 1¢2 = 5

3. 21 £ To, 1 >qilx2>q.

Tada je 1 > %, xo > 4 pa mozemo uzeti ¢; = ¢2 = %.

4. 21 > q > x2.

Tada je vazi: 1 > ¢ > q¢— % i w2 > % pa mozemo uzeti ¢1 = ¢ — %,
Q@ =%

(b) Razlikujemo sledeée slucajeve:

1. z; = x».

Tada, kao u (a) mozemo uzeti q; = go = 2

2. 11 # x3.

Prepostavimo da je 1 < z5.Tada, za neko xo > r > 0, 1 = x5 —r. Dakle,
vaze sledec¢e nejednakosti:

q > 2x9 — r odnosno % > a9 i

x1:x2—7°<—q;rr—r:q;r

gt—r —_ gtr
qug— 2.<>

pa mozemo uzeti q; =
Prethodna lema se moze uop§titi:

Lema 54

1. Ako je x1 + o + ... + x, > g onda postoje q1,q2,--.,q, > 0 takvi da je
=@ +g+...+g 21> q, T2> G2, - Tn > Gn-

2. Ako je x1 + x2 + ... + x, < g onda postoje q1,qz2, .- .,qn, > 0 takvi da je
g=q+g+...+g tx1 <q1, T2 <Gz, - Tn < gn.

Dokaz se izvodi jednostavno, indukcijom po n koriste¢i prethodnu lemu.¢

Neka je Q2 = Q[v2,V3..].
Lema 55 Q; C S
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Dokaz: Neka x € Qq. Tada je x = Y a;v/b;, i, b; € Q. Razdvajajuéi pozitivan
i negativan deo dobijamo = = Y s;v/b; — > t;\/c;, gde je s;,t; > 0. Neka je
s = Y 8Vbi, t = > ti\/c, Kako je s;v/b; = (\/EQ/EF, sivb; € S, pa na
osnovu leme 52, s € S. Analogno, t € S. Pokazimo da s —t € S. U tom cilju,
napisimo s it u obliku s = > s;v/b; = > \/s7b; = > /B, odnosno t = Y- \/7;.
Neka je s—t = (s—q)+(qg—1t), gdeje s > qg>tinekajes= /B +...+PBn-
Tada, na osnovu leme 54 — 1, postoje q1,...,q, takvidajeq=q1 + ...+ ¢qn i
\/ﬁT> qla"'7\/ﬁ7n> dn- Tadaje f_q: (\/E_ql)++(\/ﬁ7_qn) Daljea

VB~ 4= VB - Vi = i

Bi — q? € Q paje B; — ¢? = a® za neko a.

VB € S1igq; €8 pana osnovu leme 52, \/B; +¢; € S, odnosno /5; +¢; = b?
za neko b. Dakle,v/3; — q1 = ’;—2 = (%) € S. Otuda, na osnovu leme 52,
s—qes.

Analogno, koriste¢i lemu 54 — 2, moze se pokazati da g—t € S, pa na osnovu
zatvorenosti skupa S za sabiranje s —t € S. ¢

Lema 56 Neka je f = 23 + fox? + fix + fo € Q[z]. Tada postoji a € F takvo
da je f(a) =0 kad god je ispungjen bilo koji od sledeéih uslova:

1. fo-f2<0
2. f1<0

Dokaz: Posmatrajmo polinom ¢(z) = %4 + fQTﬁ + flTIQ + fox. Primenujemo
Langrazovu teoremu na ovaj polinom, to jest, za svako a € F postoji —a < e < a

takvo da je W = ¢'(g). Kako je ¢’ = f, ratunajuéi levu stranu dobijamo:
fZT“Q + fo = €%+ foe? + fie + fo odnosno
63+f262—|—f1€—f2Ta2=0
Dakle, stavljajuéi a® =
22 + fox? + fiz + fo = 0. Sa obzirom da fo, fo € Q, ovakvo a postoji kao god

je fo- f2 <0.
Stavljajuéi u jednacini 2% + fox? + fiz + fo = 0 smenu x = f% dobijamo

- % dobijamo da je ¢ reSenje pocetne kubne jednagine

kubnu jedna¢inu foy® — f1y? + foy — 1 = 0. Neka je sada
4 3 2
q(y) = fOTy — flTy + szy —y. Analogno kao malopre imamo:

W = foe? — f1e? + foe — 1 odnosno

B 1 = foed — fre® + foe — 1
.2
foe® — fie? + fae + L= =0

Otuda, za a? = —%, € je resenje. Ovakvo a postoji za f1 < 0. ¢

3.4.2 Rolova teorema za racionalne funkcije

Pretpostavimo nadalje da je F formalno realno polje u kome vazi Rolova teorema
za funkije f(z) = % i f(z) = ;12

Lema 57 Neka je a € F, a > 0 proizvoljan element. Tada v/a € F.
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Dokaz: Posmatrajmo funkciju f(z) = % Tada, na osnovu Langrazove teoreme,
postoji 1 < ¢ < a, ako je 1 < a, odnosno a < ¢ < 1, ako je a < 1 tako da vazi:

it S|

a—1 — 2
l—a _ _ 1

a(a—1) = ¢
1_ 1

a2
Odakle dobijamo ¢? = a, odnosno ¢ = \/a. ©

Posledica 23 U polju F mozZe se na jedinstven nacin definisati uredjenje sa:
x <y akko postoji z tako da je y = x + 2.

Dokaz: Neka je x < y iy < z. Tada, za neke t1, to y = x +t2 i z = y + 3.
Otudaz=x+t3 +t3 =2 +1% o

Lema 58 Necka je a € F, proizvoljan element. Tada, </a € F.

Dokaz: Neka je b € F proizvoljan element. Posmatrajmo funkciju f(z) = 2.

Tada, na osnovu Langrazove teoreme, postoji 1 < ¢ < b, ako je 1 < b, odnosno
b < c< 1, ako je b <1 tako da vazi:
1

-l _ 2
b—1 — 3
1-b2 2
Ro-1) &3
A=b)(1+b) _ _ 2
Eb-1) 8
14 2
b2 T 3
[
2 T b1
3 _ 2v°
b1
Dakle, ukoliko j k = 22 onda postoji ¢
akle, ukoliko je za neko z, a = 275 on a postoji /a.
2
a = 22 akko

x+1
a(z +1) — 222 = 0 akko
222 —axr —a =0
Resenja poslednje kvadratne jednacine su /9 =
D =a?+8a, a’>+8a>0akkoa>0ilia< —8.
Ovim je pokazano da za svako a > 0 postoji /a. ¢

at+va?+8a
—

Lema 59 Necka je o € F, proizvoljan element. Tada, /o € F.

Dokaz:

Koristedi lemu 46 treba resiti jednacinu a® + a*b+ a3b? +a?b3 4+ ab* +b° = a.

Kao u lemi 50 to se svodi na regavanje sistema: a + b = x, a* 4+ a?b® + b* = <

za pogodno izabrano x. Ovaj sistem svodi se na resavanje kvadratne jednacine:

3a? — 3ax + 222 — 1/730“;15 =0
r

3o+ 12 Satr?_ g5y
6

Sa obzirom na lemu 56 dovoljno je izabrati z tako da je 124/ # —1522 > 0.

. . _ 1
Neka je, na primer, z = 5.

Cija su reSenja ay o =
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Tada jo 12/352 — 1502 = 4, /1205 _ 3.

[12a+ _ 5 _ 103
4 5 7 = 0 akko a > —5525.

Odavde sledei da za svako « > 0 postoji /a. Otuda, iz /—a = — ¥/« sledi
tvrdjenje. ¢

Posledica 24 Neka je a € F, a > 0 proizvoljan element. Tada za sve n = 3-2F
in=5-2% {/a€F.

Lema 60 Neka je f € Fx], degf = 3. Tada postoji ¢ € F tako da je f(c) = 0.

Dokaz:

Neka je 22 + fox? + fix + fo proizvoljan polinom treéeg stepena sa koeficijen-
tima iz polja F. Stavljajuéi smenu & = y+«, jednaéina x> + fox? + frz+ fo =0
postaje ekvivalentna sa 3% + py + ¢ = 0, gde je p = 3a% + 2foa + f1, ¢ =
ad + f20? + fra+ fo.

Zbog toga éemo posmatrati polinome oblika f(y) = y° + py + q. Poznate su
Kardanove formule za reSavanje kubne jednacine ovog oblika: y = u + v gde je

— 2_a @ 2 _ 3 _a_ [ P
w= stV Tt v= 2 Tt 97

Razmotrimo sledeca dva slucaja:

2 3
q » . . .. -
1. & 4+ 5= > 0. Tada, sa obzirom na ekzistenciju v/a i §/a za svako a € F
reSenje pronalazimo koriste¢i Kardanove formule.

2 3 - 2
q D - 3/q
2. 4+ 5 <0, odnosno p < =34/ 4.

Posmatrajmo polinom F(z) = % + % + qy. Kao i u lemi 46, koristeci
Rolovu teoremu dovoljno je nadi a,b € F takve da je F'(a) = F'(b). Dakle,
imamo sledeéi niz jednakosti:

4 2 4 2
4P fga="Y +2 b

2 2

(aer)(Z +b) + p(a2+b) +q=0
(a+b)(a® +b*) + 2p(a +b) = —4q
(a+b)(a® +b* + 2p) = —4q
Neka je a+b=x, a®? +b> +2p = -2

x

Resavanje ovog sistema svodi se na reSavanje kvadratne jednacine

20 — 2ax + 2%+ 2p + % = 0 cija su resenja a2 = H—W
Kako je D = —z? —4p— 81—‘1 dovoljno je izabrati x za koje je 2% +4p+ % <0
(imajudi u vidu da je p < —Sﬁ < 0).

Neka je z = —2{/g. Tada je 22 +4p+ 24 =4p < 0. o
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4 Zasi¢eni modeli

4.1 Tipovi, realizacija, zasi¢eni, homogeni i univerzalni
modeli

Neka je T' kompletna teorija jezika L. Za svakon € N, sa F},T oznacavamo skup
svih formula jezika L ¢ije se slobodne promenljive nalaze medju promenljivama
Z1,...,Ty. Na skupu F,,T definiSemo relaciju ~ na sledeé¢i nacin:
pr~yYakko T H &
Jednostavno se proverava da je ~ relacija ekvivalencije kao i da vazi:

1. Ako je ¢ ~ 1 onda je = ~ =)
2. Ako je p1 ~ 11, p2 ~ 12 onda je

(a) @1 Apa ~ 1y Nipo
(b) @1V 2 ~ 1 Vb
(c) 1= 2~ = Yo

Neka je [p] klasa ekvivalencije formule ¢ i B, T = {[¢]|¢ € F,T}. Sa obzirom
da vai,e svojstva 11 2, na skupu B,, T mozemo definisati sledeé¢e operacije:

o] =[~¢l, [¢] - [W] = [ AY], [0] + [¥] = [ V3.

Ako je pri tom 0 = [p A =¢], 1 = [p V —¢] i [p] < [¢] akko [p = o] =1,
onda je B,T = (B, T,+,-,,<,0,1) Bulova algebra.

Primetimo da u opstem slucaju vazi: Ako je S konzistentna teorija jezika
L takva da je W C S, onda je skup Fs = {[¢]|S F ¢} filter u B,W. S je
maksimalna konzistentna teorija akko je Fg ultrafilter.

Formula ¢(z1,...,z,) je konzistentna sa teorijom T ako

Tt 3zy ... dzpe(xr, ... x,).

Skup S C F,T je konzistentan sa teorijom T ako je konjukcija konaé¢no
mnogo bilo kojih ¢lanova iz S konzistentna sa T'; n-tip p je maksimalan konzis-
tentan podskup od F,,T. Ako se svaka forula ¢ iz p zameni sa [¢], rezultujuéi
podskup od B, T je, kao §to je napomenuto, ultrafilter. Primetimo da svaki
konzistentan podskup od F,,T moze biti prosiren do n tipa.

Sa S, T oznacavamo skup svih n tipova teorije T. Pretpostavimo da A T
iay,...,a, € A. Kazemo da n -torka (ai,...,a,) realizuje p € S, T u A ako

A = play,...,a,] za sve ¢ € p.

Primer 21
Neka je B=T iby,...,b, € B. Tada je {o(x1,...,2,)|B E ¢[b1,...,bn]}
jedan n- tip realizovan sa (by,...,b,) u B.

Lema 61 Neka je A model jezika L. Tada je |S,Th(A,a)aca| < 21AIIEIw

Dokaz: Neka je @ = |A| - ||L]| - w. Imamo najvise o formula sa parametrima
iz A. Prema tome ima najviSe 2% podskupova skupa svih takvih formula, pa
samim tim ima najvise 2% odgovarajucih tipova. ¢

Od sada pa nadalje predopstavi¢cemo da je L prebrojiv jezik.
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Lema 62 Neka je A beskonacna struktura, 1Y C A.

1. Ako p € S, Th(A,y)yecy, onda postoji B = A takav da je p realizovan u
(B, y)yey 1 [B] =|A|.

2. Postoji B > A tako da je svaki p € S,Th(A,y)yey realizovan u B i
|B| < |A‘ % 2maz(w,|Y\)'

Dokaz:

(1) Neka su c¢g,,...,cq, simboli konstanti koji se ne pojavljuju u teoriji
Th(A,y)yey ineka je

S =Th(A,a)eeca U{p(cay,---,ca,)|p(x1,...,2n) € D}

Skup S je konzistentan, pa ima model B takav da je | B| = |A| i p je realizovan
u B. Kako je B=Th(A,a)eca, B - A.

(2) Neka je k = |S,, Th(A,y)yey|. Naosnovu prethodne leme, k < 2mex(@:Y]),
Neka je S, Th(A,y)yey = {ps|d < k}. Definid§imo elementaran lanac {As]d <
k} na sledeéi nacin:

1. Ag = A.

2. Pretpostavimo da je As definisan tako da je Ay < As. Tadaje (Ao, y)yey =
(As,Y)yey. Otuda, za p € S,Th(A,y)yecy, mozemo smatrati da p €
SpTh(As,y)yey. Na osnovu dela (1), postoji Asi1 > Aj tako da je ps
realizovan u Asy; 1 |Aspi| = |As)-

3. Pretpostavimo da je A definisano za sve § manje od nekog grani¢nog
ordinala A ida je {As]|d < A} elementaran lanac. Neka je Ay = [J{A;]d <
A}. Tada je Ay = As zasve § < A

Neka je B = Aj. Tada je p realizovan u B jer je B > Asy1 a ps je realizovan u
A5+1.
Kako je za svako 6 < k, |As| < |A| x |8], vazide |B| < |A| x 2maz(@.Y]D)
Neka je A beskonacan model i Y C A. A je zasicen nad Y ako je svaki
p € S1Th(A,a)aca realizovan u (A, a)qsca. A je zasiden ako je zasiden nad
svakim Y C A takvim da je |Y| < |A|. Neka je k beskonacan kardinal. A je k
zasicen ako je A zasi¢en nad svakim Y takvim da je |Y| < |k|.

Lema 63 Ako je A konacan model onda je A k- zasiéen za svaki kardinal k.

Dokaz: Neka je A = {a1,...,an}, X C A, |X| < k, p € S1Th(4,a)eex-
Pretpostavimo da p nije realizovan u (A, a).cx. Tada, za svako k < n postoji
vr € p tako da (A,a)eex E —wrlar]. Medjutim, postoji konacan {pilk <
n} C p koji nije realizovan u (A, a).ex pa p nije konzistentan sa Th(A,a)qca.
Kontradikcija. ¢

Lema 64 Ako je A k- zasicen model onda je A konacan ili je kardinalnosti
> k.

Dokaz: Pretpostavimo da je A model kardinalnosti 3, gde je Xg < [ < k.
Neka je X C A, |X| < . Tada je p = {~(z = ¢,)|y < B} konzistentan sa
Th(A, a)ecx ali nije zadovoljen u (A, a).ex pa A nije k zasicen. ¢
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Teorema 74 Ako su A i B zasiéene strukture iste kardinalnosti i A = B, onda
je A =2 B.

Dokaz: Neka je k = |A|. Neka je A = {as|0 < k} i B = {bs|0 < k}. Definidimo
skup {(cy,dy)|0 < k} transfinitnom indukcijom. Fiksirajmo 6 < k i pret-
postavimo da je skup {(cy,dy)|y < ¢} definisan tako da vazi: (A, cy)y<s =
(B7 d’Y)’y<6-

1. Neka je § paran i c¢5 element skupa A\ {cy|y < ¢} sa najmanjim indeksom.
Neka je p = {¢(z)|(A, ¢y)y<s = @les]}. Tada p € SiTh(A, cy)y<s. Neka
je g rezultat zamene svakog pojavljivanja simbola c., u p sa cq, za sve
v < 0. Tada q € S1Th(B,dy)y<s. Kako je B zasiten, ¢ je realizovan u B
sa nekim b € B. Neka je ds = b. Tada je (A, ¢y, ¢s5)y<s = (B, dy, ds)y<s-

2. Ako je 4 neparan konstrukcija kao u (a), s’tim sto A i B zamene mesta.
Neka je h(cs) = ds za sve § < k. Jednostavno se proverava da je h izomorfizam.

Teorema 75 Naka je A beskonacan model. Tada, za svaki beskonacan kardinal
k postoji kT - zasiden B = A takav da je |B| < |A|*.

Dokaz: KonstuisSimo prvo elementarnu ekstenziju A* modela A koja realizuje
svaki p € S1Th(A,y)yey za svaki Y C A kardinalnosti najvise k. Neka su
{Y5]6 < |A|*} svi podkupovi skupa A kardinalnosti najvise k. Definigimo ele-
mentarni lanac {As|§ < |A|¥} na sledeéi nacin:

1. A=A
2. Ay =UJ{45|0 < A} ako je A graniéni ordinal.

3. A5 = Aj, Asyq realizuje svaki p € S1Th(As, y)yevs 1

|Asi1] < |As] - 2%, Egzistencija modela A sledi na osnovu Leme 41.

Neka je A* = [J{As]0 < |A|¥}. Moze se pokazati indukcijom da je |As| <
|A|F za sve § < |Al¥, paje |A*] < |A[F.
Neka je B = [J{Bs|d < kT}, gde je

1. By=A
2. By = J{Bs|d < A}
3. Bsyy =B i|B < AR,

Zasi¢enost modela B sledi na osnovu regularnostii kardinala k*: Za proizvol-
jan Y C B, |Y] < k imamo da je Y C Bs za neki § < kT pa je svaki
p € S1Th(B,y)yecy realizovan u Bs;q i otudaiu B > Bsyg ¢

Teorema 76 Neka je k neprebrojiv kardinal i ||L|| < k. Model A jezika L
je k -zasiéen akko naredni dijagram moZe biti kompletiran, tj. ako vazi: za sva
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elementarna utapanja g : B — A, f : B — C, gde su B i C modeli jezika L kar-
dinalnosti najvise k, postoji elementarno utapanje h : A — C tako da je g = hf.

Dokaz: Pretpostavimo da A ispunjava uslove teoreme. Neka je Y C A kardi-
nalnosti manje od k. Tada na osnovu teoreme 50 postoji B < A takav da je
Y CBi|B|<k.

Neka p € SiTh(A,y)yey =p € S1Th(B,y)ycy. Na osnovu leme 41 postoji
C > B takav da je |C| < k za neko ¢ € C p je realizovan u C. Tada h(c)
realizuje p u A.

Pretpostavimo sada da je A k—zasi¢en. Mozemo pretpostaviti da su fig
inkluzije. Neka je C'\ B = {c¢5|6 < k}. Restrikcija preslikavanja h na mod-
elu B je g, dok h(cs) definisemo indukcijom na sledeéi nac¢in: Fiksirajmo 6 i
pretpostavimo da je (C,b, ¢y)veB,y<s = (A, b, h(cy))beB,y<s-

Neka je p = {¢(2)|(C,b, ¢y )beB,y<s F @(ces)} 1 g dobijen iz p zamenom c.,
sa h(cy) za svako v < 6. Kako je A k— zasicen, ¢ je realizovan u A sa nekim a.
Neka je h(cs) = a. ©

Model B je konacno generisan ako postoji Y C B, |Y| < ¥y takav da je B
najmanja podstruktura od B koja sadrzi Y. Tada, za w zasi¢ene modele vazi:

Teorema 77 Model A je w— zasiéen akko naredni dijagram moZe biti komple-
tiran. ©
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pri ¢emu su f, g i h elementarna utapanja, B konac¢no generisan i |C| < w.

Neka je A beskonacan model jezika L, XY C Ai f : X — Y bijek-
cija. f je elementaran parcijalan automorfizam modela A ako je (A, x)zex =
(A, f(z))zex. Kardinalnost preslikavanja f je kardinalnost skupa X. f je di-
rektno prodiriv ako za svako a € A postoji b € B tako da je (A,z,a)ex =
(A7 f(x)a b)IGX

Kazemo da je model A homogen ako je svaki elementaran parcijalan auto-
morfizam modela A, kardinalnosti manje od |A|, direktno prosiriv.

Lema 65 Model A je homogen akko se svaki elementaran parcijalan automor-

fizam modela A kardinalnosti manje od |A| moZe produZiti do automorfizma
modela A.

Dokaz:

=: Neka je f : X — Y parcijalan automorfizam modela A kardinalnosti
manje od |[A|. Neka je A\ X = {z5/0 < [A|} 1 A\Y = {ys|0 < |A[}. Skup
{(cs,ds)|0 < |A|} definisemo indukcijom na sledeéi naé¢in: Fiksirajmo § i pret-
postavimo da je {(cy,dy)|y < d} definisano tako da je (A, z,cy)zex <5 =
(A7 f(x), dv)zeX,w<6-
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1. Neka je 6 paran i ¢5; element skupa (A \ X) \ {cy|y < 0} sa najmanjim
indeksom. Kako je A homogen, postoji y € (A\Y)\ {d,|y < 6} tako da
je (A7 x, C’yv 65)I€X,’Y<5 = (Aa f(.]?), d’y7 y)JJEX,’Y<5'

Neka je ds = y.
2. Ako je 0 neparan, uradi¢emo isto $toiu (a) s’tim da X i Y zamene mesta.

Prosirimo preslikavanje f : X — Y stavljajuéi f(cs) = ds, za svako § < |A].
Jednostavno se proverava da je f izomorfizam.

«<: Neka je f : X — Y parcijalan automorfizam modela A kardinalnosti
manje od |A| i neka a € A. Dokazademo da postoji b € A takav da je fU(a,b) :
X U{a} — YU{b} parcijalni automorfizam. Na osnovu pretpostavke, f se moze
produziti do automorfizma ¢ modela A. Tada ¢|xyu(a} : X U{a} — Y U{d(a)}
pa b = ¢(a) zadovoljava trazeni uslov. ¢

Neka je A beskonacan model jezika L. A je univerzalan ako za svaki B = A,
|IB| < |A| postoji elementarno utapanje f: B — A.

Teorema 78 Neka je A beskonacan model. A je zasicen akko je A homogen i
univerzalan.

Dokaz: Pretpostavimo da je A zasi¢en. Neka je f : X — Y takvo da
je (A,z)zex = (A, f(2))zex 1 |X| < |A|. Pretpostavimo da a € Aip €
S1Th(A, x)zex tip realizovan sa a u (A, X)zex. Tadap € S1Th(A, f(z))zecx pa
je prealizovan (A, f(z)),ex sanekim b. Tada vazi: (A, z,a)zex = (A, f(2),b)zex.
Dakle, A je homogen. Dokazimo da je A univerzalan. Neka je B = A i
B = {b,]yv < |A|}. Indukcijom, kao u teoremi 67 mozemo konstruisati niz
{ay|y < |A|} tako da je za svako § < |A|, (A,a1,...,a5) = (B,b1,...,bs).
Tada je f : B — A definisano sa f(by) = a, elementarno utapanje modela B u
model A.

Prepostavimo sada da je A univerzalan i homogen. Neka p € S1Th(A,y)yey
za neki Y C A takav da je |Y| < |A|. Na osnovu leme 41, postoji C = A takav
da je |C| = |A] i p je realizovan u (C,y)yc4 sa nekim c. Kako je A univerzalan,
postoji elementarno utapanje f : C — A pa je (A, f(y))yey = (A, Y)yey i
f(c) realizuje p u (A, f(y))yey. Kako je A homogen, postoji b € A tako da je
(Av f(y)a f(c))yEY = (A7y7 b)er pa b realizuje pu (Aa y)er- ¢

Lema 66 Neka je A = B, |A| < |B| i B je homogen. Pretpostavimo da za
svako n i svako p € S,ThA vazi: ako je p realizovan u A onda je p realizovan
u B. Tada postoji elementarno utapanje f : A — B.

Dokaz:

Neka je X C A. Indukcijom po |X| dokaza¢emo da za neko f : X — B
vazi (A, z)zex = (B, f(2))zex. Neka je X konacan, X = {a1,...,a,} ip =
{o(x1,...,2,)|A E @la1,...,a,]}. Tada je p tip teorije ThA realizovan sa
ai,...,a,. Tada, je na osnovu pretpostavke p realizovan u B za neke bq,...,b,
paje (A, ay,...,a,) = (B,by,...,b,). Pretpostavimo sada da je X beskonacan.
Neka je X = {x5|0 < |X|}. Preslikavanje f : X — B definiSemo indukcijom
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po d. Fiksirajmo 0 < |X| i prepostavimo da je f : {z,|y < §} — B definisano
tako da vazi (A,z,)y<s = (B, f(z4))y<s. Kako je [{z ]y < §}| < |X][, na
osnovu pretpostavke, postoji g tako da je (A, z,)y<s = (B, g(x,)),<s. Kako je
B homogen, postoji b € B tako da je (B, g(z+),9(zs))v<s = (B, f(z+),b)y<s.
Neka je f(zs5) =0. ©

Neka je A = B. Kazemo da A i B realizuju iste n— tipove ako za sve
p € S,ThA vazi: p je realizovan u A akko je p realizovan u B.

Teorema 79 Ako su A i B homogeni elementarno ekvivalentni modeli iste kar-
dinalnosti i realizuju iste n— tipove, onda je A = B.

Dokaz: Neka je A = {as|0 < k} i B = {bs|0 < k}. Skup {cs,ds|0 < k}
definiemo indukcijom. Fiksirajmo ¢ i pretpostavimo da je (A, c¢,) = (B, d,).

1. Neka je § paran i ¢s element skupa A\ {¢,|]v < ¢} sa najmanjim indek-
som. Na osnovu predthodne teoreme postoji f tako da je (A, c¢y)y<s =
(B, f(cy))y<s. Kako je B homogen, postojid € B tako da je (B,dy,d)y<s =
(B, f(cy), f(¢cs5))y<s- Neka je ds = d.

2. Ako je ¢ neparan uradié¢emo isto §to i u delu (a), s’tim da A i B zamene
mesta. ©

Teorema 80 Neka je A prebrojiv model. Tada postoji prebrojiv, homogen B >
A.

Dokaz: Neka je C beskonac¢an model, i f : X — Y konacCan, elementaran
parcijalan automorfizam modela C. Pretpostavimo da je C < D. Kazemo
da je f direktno prosiriv u D ako za svako ¢ € C, postoji d € D tako da je
(C,z,¢)ex = (D, f(x),d)zex. Malom modifikacijom dokaza leme 18 moze se
pokazati da vazi: Ako je C prebrojiv model, onda postoji prebrojiv D = C tako
da je svaki konacan, elementaran parcijalan automorfizam modela C direktno
prosiriv u D. Definidimo elementaran lanac {A,|n < w} tako da vazi:

1. AO :A,

2. A, 41 je prebrojiv i svaki konacan, elementaran automorfizam modela A
je direktno prosiriv u A, 41.

Tada je B = [J{A,|n < w} prebrojiva homogena elementarna ekstenzija
modela A. ¢

Kazemo da struktura A ispusta n—tip p ako ne postoji element iz A™
koji realizuje p u A. Neka je T" kompletna teorija i p € S,T. p je glavni
tip ako postoji ¢(z1,...,z,) € p tako da za svako ¥(x1,...,x,) € p vazi
T b V.. Ve (p(z1,. ..y 2n) = Y(x1,...,2,)). U tom slucaju kazemo da
p(z1,...,zy,) generise p. Kazemo da je tip p neglavni ako nije glavni. Primetimo
da svaki model kompletne teorije T realizuje svaki glavni tip p € S,,T.

Teorema 81 Ako je T prebrojiva teorija i p € S, T neglavni tip. Tada postoji
model teorije T koji ispusta tip p. ©
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Neka je A model jezika Lia = (ay,...,an) € A". Uvedimo slede¢u oznaku:
t;(&) ={p(z1,...,2)|A E ola1,...,a,]}

Definicija 27 Model A teorije T je atomican ako je tﬁ‘ (@) glavni tip za svako
aec A",

Lema 67 Neka je A prebrojiv atomic¢an model. Tada je A homogen.

Dokaz: Neka je f : @ + b elementaran parcijalan automorfizam modela A i
neka ¢ € A. Pretpostavimo da formula ¢(x1,...,x,,y) generise tip t;ﬁ\(a, c).
Kako je f elementarno i A |= Jyp(ca,y), A = Jyp(cs,y). Pretpostavimo da
A = Jyplb, d]. Kako formula ¢(x1,...,T,,y) generise tip t;} (@, ¢), imamo da je
tﬁ‘ (@,c) = t;} (b,d) pa je f:@,c+ b,d elementarno. ¢

Definicija 28 Neka je A = T. KaZemo da je A prost model teorije T ako se
A moze elementarno utopiti u svaki model teorije T .

Primer 22 Neka je F = ACFy. Tada se F moZe utopiti u @.l(ako je teorija
ACFy modelski kompletna ovo utapanje je elementarno. Otuda, Q je prost model
teorije ACFy.

Lema 68 Svaki prost model je atomican.

Dokaz: Neka je M prost model teorije T. Pretpostavimo da je j : M — N
elementarno utapanje. Ako @ € M™ realizuje p € S, T tada i j(a) realizuje isti
taj tip. Neka je p € S,T neglavni tip. Tada, na osnovu teoreme 74 postoji
model N teorije T koji ispusta tip p. Otuda i M ispusta tip p jer u suprotnom
M ne bi mogao biti utopljen u N. Prema tome, za svako a € M™ tg/l (@) mora
biti glavni. ¢

Posledica 25 Q je homogen model teorije ACEy.

Teorija T je k- kategoricna ako su svi modeli teorije T kardinalnosti k
izomorfni.

Lema 69 Neka je T prebrojiva kompletna teorija koja nema konacéne modele.
Tada su sledeéi uslovi ekvavalentni:

1. T je w- kategiriéna.
2. S,T je konacan za svako n.

8. Svaki prebrojiv model teorije T je zasicen.

Dokaz:

(a) = (b) : Pretpostavimo da je S, beskonacan. Tada je B, T beskonaca
Bulova algebra. Kako svaka beskonacna Bulova algebra ima neglavni ultrafilter,
ST ima neglavni tip p. Na osnovu prethodne teoreme postoji prebrojiv model
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teorije T koji ispusta p. Na osnovu leme 41 postoji prebrojiv model teorije T
koji realizuje p. Otuda, T nije w- kategori¢na.

(¢) = (a) : Ako je svako prebrojiv model teorije T zasi¢en, onda, sa obzirom
da je T kompletna, na osnovu teoreme 67 sledi da je T w kategori¢na.

(b) = (c) : Pretpostavimo da je S, konacan za svako n. Kako je u kona¢noj
Bulovoj algebri svaki filter glavni, svaki p € S,,T je glavni tip za svako n. Neka
je A prebrojiv model teorije T. Fiksirajmo p € S1Th(A,a;)1<i<n 1 dokazimo
da je p realizovan u A. Neka je p* = {p(z1,...,2n,2)|¢(Cays- -+, Ca,,T) € D}
Tada p* € S,+17T, pa je glavni. Neka ¢ (z1,...,2,,2) € p* generiSe p*. Tada
W(Cayy---Ca,, ) € pgenerise p. Dakle, p je glavni tip pa je realizovan u svakom
modelu teorije Th(A, a;)1<i<n.

Lema 70 Neka je A zasicen model, Y C A, [Y| < |A| i p € S, Th(A,y)yey-
Tada je p realizovan u A.

Dokaz: Indukcijom po n. Pretpostavimo da je n > 11 p, € S,Th(A,y)yey-
Neka je pr—1 = {Frp(x1, ..., z0)|@(T1,...,20) € pn}. Tadap,—1 € Sp1Th(A,Y)yey,

pa je na osnovu indukceijske hipoteze p,,—1 realizovan u A sa nekim (a1, ..., a,).
Neka jepr = {90(6111 yooe »Can—17x)|§0($1a sy Tp—1, xn) € pn}'

Tada p1 € S1Th(A,y,a1,...,0n-1)yey, D2 je p; realizovan u A sa nekim
an. Otuda (ay,...,a,) realizuje p,. ©

Lema 71 Neka je T prebrojiva kompletna teorija koja nema konacéne modele.
Tada T ima prebrojiv zasicen model akko je S, T prebrojiv za svako n.

Dokaz: Pretpostavimo da T ima prebrojiv zasi¢en model A. Tada je, na osnovu
prethodne leme, svaki p € S,,T realizovan u A. Kako je A" prebrojiv i S,T je
prebrojiv.

Pretpostavimo da je S,T" prebrojiv za svako n. Tada je i S, Th(B,y)yey
prebrojiv za svako n, svaki model B i svaki konacan Y C B. Neka je B pre-
brojiv model teorije T i {Y;|i < w} skup svih konaénih podskupova skupa B.
Definigimo elementaran lanac {B;|i < w} na sledeéi naéin:

1. By=B
2. B;;1 > By, Bi41 je prebrojiv model koji realizuje svakip € S1Th(B, y)yev, -

Neka je C = [J{B;|i < w}. Tada je C > B, svaki p € SiTh(B,y)yey je
realizovan u C za svaki kona¢an Y C B. C je oc¢igledno prebrojiv. Trazeni
zasi¢en model je limes elementarnog lanca {A;|i < w} konstruisanog sa:

1. Ag je prebrojiv model teorije T

2. Ajyr >~ Ay Svaki p € S1Th(A,y)yey je realizovan u A;yq za svaki
konacan Y C A;. A;y1 je prebrojiv.c

Neka je T prebrojiva teorija koja nema koja nema konaéne modele. T je k-
stabilna ako je |S1Th(A, a)eca| = k za svaki model A teorije T kardinalnosti k.

Lema 72 Ako je T w- stabilna onda je T k- stabilna za svako k > w.
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Teorema 82 Pretpostavimo da je A beskonacan model i teorija ThA w sta-
bilna. Ako je p < |A] regularan kardinal tada postoji p- zasicen B = A iste
kardinalnosti kao i A.

Dokaz: Definisimo elementaran lanac Bs|d < p na sledeéi nacin:
1. Bop=A
2. Bs41 realizuje svaki p € ThB;
3. By = U{Bs|d < A} ako je X graniéni ordinal.

Neka je B = B,. Na osnovu leme 41 i prethodne leme sledi da Bs;1 moze biti
izabran tako da je |Bsi1| = |Bs|. Otuada je |B| = |A|. Kako je p regularan B
je p- zasi¢en. ©

Posledica 26 Ako je T w -stabilna teorija i k regularan kardinal, onda T
zasicen model kardinalnosti k. ©

Teorema 83 Neka je C zasiéen model kardinalnosti k, gde je k regularan kar-
dinal i |Lc| < k. Tada za svaku konzistentnu teoriju T, takvu da je Th(C) C T,
[|ILr|| <k, postoji ekspanzija C* od C do jezika Lt koja je model teorije T.

Dokaz: Pretpostavimo da je k regularan kardinal i A kT —zasié¢en model teorije
T i B redukcija modela A na jezik Lc. Tada je i B kT- zasiéen jer je restrikcija
kt-zasi¢enog modela. Konstuisaéemo nizove modela:

Ag <A1 <...A;,<... <A

By<B;<..B;<...<B

takve da je By redukcija modela A na jezik Lc, |As| = |Bs| = &, Bs C
A1 izasvako s < k By je zasi¢en model.

Model Ay biramo tako da vazi: Ag < A i |Ag] = k. Ako je a grani¢ni
ordinal, stavicemo A, = ., As 1 Ba = U ., Bs-

Pretpostavimo da je model A, konstuisan. Tada je redukcija Ds; = Ag|pc
model teorije Th(C) i otuda, sa obzirom da je C univerzalan, Ag|r. mozemo
elementarno utopiti u C. Tada, na osnovu teoreme 67, naredni dijagram moze
biti kompletiran.

80



Ds C

Neka je B; = f(C). Tada je Bs & C, pa je By zasi¢en model.

Pretpostavimo sada da je Bg konstruisan. Neka je A, takav da je A, <
A1, Bsi1 € Asiq, 1 |Asi1] = k. Ovakav model A, postoji na osnovu
teoreme 50. Tada je Asi1|ne < B paje By < Agiq|re tj- Bs < Agy1. Neka
je D=, ., As. Tada vazi:

1. D| zasi¢en model teorije Th(C),(jer je k regularan) pa je D|., = C.

2. D je model teorije T'. ¢

4.2 Zasicena polja bez uredjenja

Neka je K = ACF i F podpolje polja K. Pokaza¢emo da su n- tipovi nad sa
paramertima iz F' odredjeni prostim idealima u Fxy, ..., 2,]. Zap € S, Th(K, k)rer
neka je I, = {f(Z) € F[X1,...,X,]|f([@) =0 € p}. o

Ako f,g € I, onda f + g € I,. Takodje, za f € I,, h € F[X], fg € I,.

Otuda, I, je ideal. Ako f,g € F[X], onda
K =vo(f(v)g(v) =0= (f(v) =0V g(v) =0))
Otuda, ako fg € I, onda f € I, ili g € I, pa je I, prost ideal.

Pretpostavimo sada da je J C F[X] prost ideal . Tada na osnovu leme 3

postoji prost ideal R C K[X] takav da je RN F[X] = J. Neka je L algebarsko

zatvorenje polja K[X]/R. Na osnovu modelske kompletnosti L je elementarna
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ekstenzija polja K. Neka je x; = X;/R,zai=1,...,n. Za f € K[X], f(T) =0
akko f € R. Otuda, ako je p = {p(v1,...,v,) € Forp.|L = ¢[z1,..., 2]},
onda je I, = J. Dakle, p — I, je surjektivno preslikavanje iz S, Th(K, k)rer u
Spec(F[X]). Dokazimo da je ovo preslikavanje i injektivno. Pretpostavimo da
D,q € Sp,Th(K,k)rer 1 p # q. Tada postoji formula ¢ € p takva da —¢ € q. Na
osnovu eliminacije kvantora mozemo pretpostaviti da je ¢ sledeéa formula

V?;l[/\?:1 fij () =0A /\15:1 9i1(0) # 0]
gde fij,gi1 € F[X]. Ako je I, = I, onda
f@j(@) =0€p akko f@j(@) =0€qi
9.1(T) =0€p akko ¢;;(7) =0€gq
Dakle, ¢ € p akko ¢ € q.

Lema 73 Neka je K = ACF i F podpolje polja K. Tada je |S,Th(K,k)ker| =
|F'| + No.

Dokaz: Na osnovu prethodnog |S, Th(K, k)rer| = |Spec(F)[X]|. Kako F polje,
prsten F[X] je Neterin pa je svaki ideal konaéno generisan. Otuda, postoji
|F'| + R prostih ideala. ¢

Posledica 27 Neka je p prost broj ili nula. Tada je |S,(ACF,)| = Ro, pa na
osnovu leme 48 postoji prebrojiv zasicen model teorije ACF,. ©

Posledica 28 Na osnovu prethodne leme sledi da je teorija ACF, gde je p
prost broj ili nula, w-stabilna, pa prema posledici 21 sledi da teorija ACF, ima
k-zasicen model za svaki reqularan kardinal k.

Teorema 84 Neka je A algebarski zatvoreno polje. A je zasicen model akko
ima beskonacan stepen transcedentnosti nad svojim osnovnim poljem.

Dokaz: Neka je A algebarski zatvoreno polje beskona¢nog stepena transce-
dentnosti, i neka je p € SiTh(A,y)yecy, gde je |Y| < |A|. Na osnovu leme 41, p
je realizovan elementom b u modelu B, gde je B = A. Ako je b algebarski nad Y
onda b € A. Pretpostavimo da je b transcedentan nad Y. Neka je C najmanje
podpolje polja A koje sadrzi Y. Izaberimo element a € A koji je transcedentan
nad Y. Takav element postoji jer je |Y| < |A] i |A| je jednaka stepenu tran-
scedentnosti polja A. Neka je C(a) algebarsko zatvorenje polja C(a). Neka je
h : C(a) — B monomorfizam takav da je h identiteta na C i h(a) = b. Kako
je teorija ACF modelski kompletna, h je elementaran pa a realizuje p u C(a).
Kako je C(a) < A, a realizuje p u A.

Posledica 29 Svako neprebrojivo, algebarski zatvoreno polje je zasiceno.
Primer 23 Polje kompleksnih brojeva, C je zasiceno, dok polje Q nije zasiceno.

Primer 24 Neka je k neprebrojiv kardinal. Tada je na osnovu posledice 24
svako algebarski zatvoreno polje kardinalnosi k zasiceno. Ako je p prost broj
ili nula onda je teorija AC'F, kompletna pa su svaka dva modela teorije ACF,
elemenratrno ekvivalentna. Otuda na osnovu teoreme 67 imamo da je teorija
ACPF, k- kategoricna.
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Lema 74 Neka su A i B dva polja iste karakteristike. Tada postoji polje C
tako da se A i B mogu utopiti u C.

Dokaz: Neka su A; i By algebarska zatvorenja polja A i B redom. Kako je
teorija ACF kompletna A; = B;. Na osnovu teoreme 44 postoji model polje
C tako da se A; i By elementarno utapaju u C.

A1 Bl

Lema 75 (Amalgamacija polja) Neka su A, B, C polja iste karakteristike takva
da se postoje utapanja f : A — B ig: A — C. Tada postoji polje D i utapanja
fi:B—=Dig;:C— D tako da naredni dijagram komutira.
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fi g1

Dokaz: Neka su B i C algebarska zatvorenja polja Bi C. Tadasuigof: A — B
iicog: A — C utapanja polja A u B i C redom. Na osnovu teoreme 43
postoje ekspanzije By = (B, by)aca i C1 = (C, ¢4)aea modela B i C takve da je
B; = Aa i C; E Aa. Kako je teorija algebarski zatvorenih polja podmodelski
kompletna a pri tom vazi By = ACFUAA i C; E ACF U A imamo da je
B; = C;. Otuda, na osnovu teoreme 44 sledi pa postoji model D i utapanja
fllBlﬁDigliclﬂD
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fi g1

B Ch

o
Ql

iB iC

Primer 25 Koristeci teoremu 51 moZemo pokazati da je broj automorfizama iz
C u C jednak 2°.

Dokaz: Neka je X transcedentna baza u C. Na osnovu leme 20, C(H(X)) < C
pa je C(H(X)) algebarski zatvoreno polje. Kako je |C(H(X))| = ¢ na os-
novu polsledice 25, sledi da je polje |C(H(X))| zasi¢eno. Dakle, C(H (X))
i C su elementarno ekvivalentne, zasi¢ene strukture iste kardinalnosti, pa na
osnovu teoreme 67, C(H (X)) = C. Neka je f : X — X proizvoljan automor-
fizam. Na osnovu teoreme 51, f se moze produziti do nekog automorfizma iz
C(H(X)) u C(H(X)). Sa obzirom da je broj automorfizama iz X u X jednak
2¢, |C(H(X))CHEX))| = 2¢ tj. |CC| =2°. o

4.3 Zasic¢ena polja sa uredjenjem

Neka je (A, <) gusto uredjene bez krajnjih tacaka. Ako su X,Y podskupovi
skupa A kazemo da je X < Y akko jex < yzasvez € X, y € Y. Neka
je « ordinal. Kazemo da je (A, <) n, skup akko je (A, <) gusto uredjenje bez
krajnjih tacaka i za sve X <Y C A moéi manje od w, vazi: Ako je X <Y
onda postoji z € A takvo da je X < z <Y, pri ¢cemu z < X znadi {z} < X.

Lema 76 Necka je (A, <) gusto uredjenje bez krajnjih tacaka i o ordinal. Tada
je struktura (A, <) wa- zasic¢ena akko je nq- skup.
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Dokaz: Pretpostavimo da je A = (4, <) w, zasiéen i da su X,Y podskupovi
od A kardinalnosti manje od w,. Neka je A’ = (A, z,¥)zexyey 1 ¢z 1 ¢y
odgovarajuéi simboli konstanti. Tada p = {c; < vlzr € X}U{v<¢lye Y} €
S1ThA’ i kako je | X| < wa 1 Y| < wa, p je zadovoljen u A'nekim elementom
z€ A Tadaje X <z<Y

Pretpostavimo da je A 7, skup i Ag podskup od A kardinalnosti manje od
wo. Neka p € S1Th(A,a)qes,- Ako formula ¢, = v pripada tipu p onda a
zadovoljava p u (A, a)qc4,- Pretpostavimo da za sve a € Ag, ¢, # v pripada p.
Tada postoje skupovi X i Y takvi da je X UY = Ay i sa obzirom na eliminaciju
kvantora teorije DLO p je ekvivalentan sa {c,, < v|a; € X}U{v < ¢q4,la2 € Y}.
Kako je A 1, skup, postoji a* € A tako da je X < a* < Y. Tada a* realizuje p.

Primer 26 (Q, <) je zasiden model teorije DLO.

Lema 77 Nekaje A = (A, <) zasi¢en model teorije gustih uredjenja bez krajnjih
tacaka regularne kardinalnosti. Tada postoji zasicen model A* teorije RC'F
takav da je A* ekspanzija modela A.

Dokaz: Na osnovu teoreme 70 postoji ekspanzija A* od A koja je model teorije
RCF. Treba jos pokazati da je A* zasi¢en model. Neka je YA proizvoljan
skup i p € Th(A*,y)yey. Tada, sa obzirom na eliminaciju kvantora u RCF
razlikujemo sledece slucajeve:

1. Pretpostavimo da p sadrzi formulu f(z) = 0. Tada, kako je A* realno
zatvoreno polje, f se moze predtaviti kao proizvod linearnih faktora (x —
¢q;) 1 kvadratnih faktora ¢ija je diskriminanta manja od nule. Tada je p
realizovan sa nekim a;.

2. Pretpostavimo da p ne sadrzi formule oblika f(x) = 0. Tada mozemo
pretpostaviti da je svako formula iz p konjukcija atomoénih formula oblika
g(z) > 0. Medjutim, polinom g mozemo rastviti kao u 1, pa je g(x) > 0
ekvivalentno sa \/Z’;l Ca; < x < cp;, za neke a;,b; € Y. Kako je po
pretpostavei A = (A, <) zasifena stuktura, svaki tip sa formulama na
jeziku teorije gustih uredjenja sa parametrima iz Y je realizovan u A pa
sasmim tim i u Ax.

Primer 27 Polje realinih brojeva nije zasiceno.
Dokaz: Neka je X = {ijn € w}ip ={v < ijn € w}U{v > 0}. Tada

p € S1Th(R, x).cx ali p nije realizovan u R jer bi svaka njegova realizacija bila
infinitezimala.

4.4 Neke primene zasic¢enosti

Lema 78 Neka je M zasi¢en model jezika L, A C M i |A] < |M|. Pret-
postavimo da je X C M™ definabilan sa parametrima iz M. Tada je X defin-
abilan sa parametrima iz A akko svaki automorfizam modela M koji fiksira A
tacka po tacka fiksira skup X.
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Dokaz: (=) Neka je@ € A, X = {b € M"M k ¢[b,a]} i o automorfizam
modela M. Tada je

o(X) = {c € MM = ¢lo~(2),al}

={ce M™"M = ¢[c,o(a)]} jer je o automorfizam
— {ce M"[M k= pe.al} jer je o(a) = a
=X

(<)

Neka formula (v, m) definise X, gde m € M*. Neka je

I(@w,w) = {¢(©,m), YW, m)} U{p(®) < o(@)|p je formula na jeziku La }.
Pretpostavimo da je ' U {p € Forp|M |= ¢} konzistentan. Kako je Th(M) C
{p € Forp,[M k= ¢}, T je tip teorije Th(M pa kako je M zasiéen, postoje postoji
par (@, b) koji realizuje I' u M. Neka je f preslikavanje takvo da je f(@) = b i
fla = id. Tada je f, sa obzirom na izbor T elementarno. Kako je M zasi¢en
model, M je i homogen pa se f moze produziti do automorfizma ¢ modela M.
Medjutim, M = ¢(cg, m) A= (c;,m), paa € X i o(a) = b ¢ X. Kontradikcija.
Otuda, T'U{p € Fory|M [ ¢} je nekonzistentan, pa postoje formule @1, ... @,
na jeziku L, takve da

M = VVIT(AL (¢:(0) © ¢i(@) = (0(0,7) < v(@m) (%)

ZaT1:{1,...,n} — 2, neka je 0.(7) sledeca formula

N+ iy=1 2i(0) AN\ iy=o ~i (D).

Ako vazi 0, (cz) i 0,(c;), onda na osnovu (*), @ € X akko b € X. Neka je
S={r:{l,...,m} = 2]M E 0,(cg) za neko @ € M"}. Tada, @ € X akko
ME\V, cq0-[al

Otuda, X je definabilan sa parametrima iz A. ¢

Kazemo da je b € M definabilan iz A ako je skup {b} A-definabilan.

Posledica 30 Neka je M zasiden model i A C M takav da je |A| < |M|. Tada
je b definabilan iz A akko za sve automorfizme f modela M takve da je f[A] = A
vazi f(b) =b.

Kazemo da je b algebarski nad A ako postoji konacan A- definabilan skup X
takav da b € X.

Ako je M model jezika L, b € M i A C M neka je tpM(b/A) = {p(x) €
Forp, M = ¢[b]}.

Lema 79 Neka je M zasiéen model, A C M takav da je |A| < |[M| ibe M.
Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

1. b je algebarski nad A.

2. b ima konacno mnogo slika pri automorfizmima modela M koji fiksiraju
A tacka po tacka.

3. tpM(b/A) ima konaéno mnogo realizacija.

Dokaz: 1 = 2 : Neka je X konacan A— definabilan skup takav da b € X. Na
osnovu prethodne leme svaki automorfizam modela M koji fiksira A tacka po
tacka, permutuje elemente kona¢nog skupa X.
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2 = 3 : Ako c realizuje tpM(b/A), tada, kako je M homogen, postoji auto-
morfizam f modela M koji fiksira A tacka po tacka takav da je f(b) = ¢. Otuda,
ako b ima konaéno slika pri automorfizmima koji fiksiraju A4, onda tpM(b/A) ima
kona¢no mnogo realizacija.

3 = 1: Pretpostavimo da p = tpM(b/A) ima ta¢no n realizacija. Neka je

['=Th(M,a)aca U{p(vi)lp €p,i=1...n} U{Agcicj<, vi # vj}

Kako p ima n realizacija i M je zasi¢en model, I' nije zadovoljiv. Otuda
postoje ¢1,...,©m € p tako da

M |= (Arer Nico k(i) = Vg vi = v;.

Skup Y = {c€ MM = AL, ¢;(c)} je A~ definabilan kardinalnosti n i pri
tom b € Y. Otuda, je b algebarski nad A. ¢

Pretpostavimo, do kraja da teorija 7' nema kona¢ne modele.

Teorema 85 Teorija T je modelski kompletna akko naredni dijagram moZze biti
kompletiran.

pricemu BET, Bx =T, C =T i B* je |CT|— zasiden.

Dokaz: Pretpostavimo da je T model kompletna. Tada su f i g elementarna
utapanja pa tvrdjenje sledi na osnovu Teoreme 69.
Pretpostavimo da dati dijagram mozemo kompletirati. Tada i dijagram
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/119 h

moze biti kompletiran, jer na osnovu teoreme 68 postoji |C|* zasi¢ena elemen-
tarna ektenzija modela B.
Otuda na osnovu teoreme 49 sledi da je T" model kompletna. ¢

Teorema 86 Neka su T i T* teorije istog jezika takve da je T C T*, T je
univerzalna i svaki model teorije T moZe biti prosiren do modela T*. Tada je
T* model kompletiranje teorije T akko sledeci dijagram moZe biti kompletiran.
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pri cemu je B(c) prosta ekspanzija od B, tj najmanja struktura ¢iji domen
sadrzi BU{c}, BET Bx |=Tx i B* je |B|" zasiéen.

Dokaz: Pretpostavimo da je T* modelsko kompletiranje od T'. Neka je D model
teorije T* koji prosiruje B(c) ip = {¢(z)|(D,b)ses = ¢(c)}. Na osnovu teorema
55 1 56, teorija T* U Ag je kompletna i p € S1(T* U Ag). Kako je B* |B|*-
zasiéen, p je realizovan u B* sa nekim b*. Neka je g(c) = b*.

Pretpostavimo sada da dijagram mozemo kompletirati na pokazan nacin.
Pokazacemo da tada mozemo kompletirati i slede¢i dijagram:
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gde je: B,C =T, B* = T* i B* je |C|T— zasi¢en.

Neka je C'\ f[B] = {cs|0 < k}. Definigimo lanac {Cs|é < k} na sledeéi
naéin: Cy = f[B], Cs+ = Cs(cs) 1 Cy = |J{Cs|d < A} kada je A graniéni
ordinal. Tada i : C — B definiSemo primenjujuéi k£ puta svojstvo kompletiranja
dijagrama.

Pokazimo sada da je T* modelsko kompletiranje teorije T. Neka je B model
zaT, C D BiD D B modeli za T*. Tada, na osnovu teoreme 68 postoji
|C|*-zasi¢en C* = C. Ako naredni dijagram (3) moze biti kompletitan tada je
na osnovu teoreme 55, T* U Ag kompletna teorija, pa je (C,b)pes = (D, b)pes,
odnosno T* je model kompletiranje od T'.
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gde je h elementarno

Pokazimo da mozemo kompletirati dijagram (3). Kako je T' C T*, D je
model teorije T. Primenjujuéi kompletiranje dijagrama 2 na B, D, C* dobijamo
h:D— C*.
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Na osnovu prethodne teoreme i dijagrama 2 sledi da je T* model kompletna,
pa je h elementarno. ¢

Teorema 87 Teorija realno zatvorenih polja je modelsko kompletiranje teorije
uredjenth polja.

Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme, dovoljno je pokazati da naredni dijagram
moze biti kompletiran, pri ¢emu je B uredjeno polje, B(c) je prosta ekspanzija
poja B i B* |B|T-zasi¢ena , realno zatvorena ekspanzija od B.
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Treba pronadi element b* € B* tako da je B(b*) izomorfno sa B(c) nad B.
Ako je c algebarski nad B, onda postoji takvo b* jer je svaka uredjena algebarska
ekstenzija sadrzana u svakoj realno zatvorenoj ekstenziji od B.

Pretpostavimo da je ¢ transcedentan nad B. Neka su B; i By skupovi takvi
daje B=B1UByib <c<byzasveb € B;iby € Bs. Neka se S sastoji iz
sledec¢a dva skupa formula:

1. e, <x < cp, zasve by € By 1by € By

2. f(z) # 0 za svaki polinom f(z) sa koeficijentima iz B razli¢it od nula
polinoma.

S je konzistentan sa teorijom Th(B*,b)pep, jer svaki konacan podskup od
S moze biti zadovoljen u svakoj realno zatvorenoj ekstenziji od B. ProSirimo
S do tipa p € S1Th(B*,b)pcp. Kako je B* |B|T- zasicen, p je realizovan u B*.
Svaka realizacija tipa p moze posluziti kao b*. ¢

Posledica 31 Teorija realno zatvorenih polja dopusta eliminaciju kvantora.

Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme i teoreme 56. ¢
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