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osnovni kurs. Istorijske napomene, tako dragocene za upotpunjavanje nastave -

— sasvim su izostale. Odeljak o beskrajnim redovima je izostao, pa se moralo
pribegavati tome da se uz same pojedine Slucajeve daju odgovarajuéa najnuznija
objasnjena. Ovo je svakako nedostatak — ali trebalo je dati $to pre osnovni
kurs, i sve $to nije narocito neophodno moralo je izostati.

U pogledu literature koristio sam kratki kurs vise matematike S. P. Vino-
gradova, zatim Bermanta (I tom) i najzad Baule-a (I'sv.) u prevodu M. Kiseljaka
(»Matematika prirodoslovacu i inZinjera“) kao i Ebner — Roth (., Technische
Mathematik*). U svakome od ovih udzbenika, a najvise u udzbeniku S. P. Vi-
nogradova, mogao se nadi izvestan broj kracih i jasnih dokaza. Prilican broj
2adataka koriscen je iz zbirke zadataka Kuzmin — Gintera. Inace cela kompo-
zicija morala je biti saobrazena napred navedenimn ciljevima — i kao $to je
re¢eno, u tom pravcu moraju se izvesti dopune koje ce tek tada pokazati
primenu matematike u svetlosti ove struke.

Osoblje preduzeca ,,Slobodan Jovic* I1, koje je Stampalo ovaj udZbenik,
nastojalo je vrlo predano da udzbenik bude §to brizljivije i $to pre otStampan pri
Cemu su se naroéito zalagali drugovi slaga¢i DuSan Jankovic i Mileta D. Kom--
pali¢ koji su nosili glavni deo posla — pu stoga i osoblju preduzeéa , Slobodan
Jovic I i pomenutim drugovima izrazavam svoju zahvalnost

24 januara 1949
Beograd

Dorde ‘Karapanazi¢

i |

|

uvopb

Pojam | funkcije. — Ako jednoj promenljivoj odgovara jedna ili vise
vrednosti dfuge promenljive koliine onda je ova druga koli¢ina funkcija
prve. Zavisnost medu koli¢inama se izrazava znacima racunskih radnji, a
svaka od kaqli¢ina obeleZena je opstim brojem — slovom (koje je za svaku
koli¢inu razli¢ito). Pored promenjivih keli¢ina ima’i nepromenljivih koje se
zovu konstafite. Svi zakoni fizike i drugih prirodnih nauka, koje se sluze
matematikony, pretstavljaju u stvari funkcije — razli¢ite zavisnosti medu pro-
menljivim kali¢inama (i konstantama). Na pr.

(s put, a ubfzanje, t vreme), izrazava vezu izmedu promenljivih t i s i kon-
stante a, i pretstavlja zakon jednakog ubrzanog kretanja. Ovaj zakon mo-
gao je biti napisan i ovako

s-—-laF:O.
2

U prvom slycaju, kad je jedna veliina (s) izrazena drugim (t) veza je
eksplicitna, a|u drugom sluéaju kad nije ni jedna od veli¢ina izrazena dru-
gima, veza je implicitna. Ima funkciia koje se jedino mogu izraziti impli-
citno Na pr.
y:— x>+ sin xy = 0;

ima ih koje $e mogu izraziti i na jedan i na drugi nacin — kao $to je na-
pred navedeni primer. Prosto reeno: ako je moguce resiti jednaéinu po
onoj promenljivoj po kojoj se Zeli, onda je moguce izraziti je eksplicitno.
NajCeSce su u upotrebi funkcije kod kojih je jedna promenljiva izrazena
drugom; eksplicitno izrazena, promenljiva na jednoj strani (ili izraz na dru-
goj) zove se funkcija. Na pr.
- ax? -
y =sin x; =T; y==ax? itd.

Po natinu postanka funkcije su empiriske ili matematicke. Empiriske funkcije
se dobijaju iz posmatranja podataka dobijenih merenjem — pri ¢emu se Zeli
da se medu veli¢inama ustanovi matematicki najpribliznija funkcionalna veza
Takve su funkcije u- stvari najveci broj fizi€kih zakona i mnogi zakoni

Visa matematika |
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. se tek izulavati,

PREDGOVOR

Ovaj udzbenik namenjen je studentima Sumarstva pa su i njegov obim kao
i obrada saobraZeni tome cilju.

Sto se tice obima on nije proizisao iz neke proizvoljno odredene materije
vec iz konsultovanja sa svima nastavnicima predmeta ove struke u kojima se
koristi matematika. Pri svem tom izvesne korekture u tom pravcu bice izvedene
kad se pojave svi udZbenici ovih predmeta — Sto Ce biti svakako jos fokom
ove godine.

Obrada ovako odabrane materije morala je da zadovolji dva zahteva:
prvo, da materija bude $to sistematicnije izloZena — sa direktnim povezivanjem
odeljoka, a drugo, da izlaganja ne budu preopsirna. Zbog ovog drugog zahteva
prilikom izlaganja najvaZnije dopune izloZene su u vidu napomena i primedaba.
Ovaj naéin je podesan zbog toga Sto skrece paznju Eitaocu na vaZnost dopune,
$fo bi mu svakoko manje palo u oéi da je sveu jedinstvenom tekstu. Sem ovog
svakako je manji zamor prilikom ¢itanja. Inale, obradena je paznja da se kod
veibanja dosledno provlale tri vazne krive a to su parabola, Neil-ova parabola
i lanéanica.

Ipak, za sad je morao izostati izvestan broj primera iz raznih predmeta
struke ¢ime bi se izloZena materija jo§ bolje predstavila u svetlosti struke.
Ovo je moralo biti stoga $to neki udzbenici jo§ nisu izisli a neki su izisli posle
zavretka ovog udZbenika, pa je tako nemoguce uzeli one najkarakteristiénije
primere koji, s jedne strane ne zahtevaju dublje poznavanje materije koja ée
a s druge pokazuju bas direktno kori$éenje matematike u
struci. Koliki je znalnaj ove poslednje Cinjenice nije potrebno dokazivati. Sa
druge strane nesto je ipak u¢injeno i u tom pravcu: na kraju izloZenog mate-
rijala date su najvaZnije primene u mehanici 1 dendrometriji kao i jo$ neki pri-
meri iz struke. Radi eventualnog daljeg usavr$avanja na kraju udZbenika stavljen
je dodatak sa dopunama iz sistematike integrala izracunavanja povrina, krivo-
linijskih integrala i nojvaZnijih obi¢nih diferencijalnih jednatina. Naravno da je
i u ovom slufaju vodeno raéuna o tome da izlaganje bude najneposrednije i
da celina ne premada izvesnu meru po obimu — §to bi je ucinilo nepristupacnom.

Ovu materiju trebalo je dopuniti izlaganjem o primeni diferencijalnog
ratuna na funkcije bar sa dve promenljive kao i odeljkom o dvostrukim inte-
gralima — ali za sad je i to moralo biti odloZeno jer je ipak najvazniji bio
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osnovni kurs. Istorijske napomene, tako dragocene za upotpunjavanje nastave
— sasvim su izostale. Odeljak o beskrajnim redovima je izostao, pa se moralo
pribegavati tome da se uz same pojedine slucajeve daju odgovarajuca najnuznija
objasnjena. Ovo je svakako nedostatak — ali trebalo je dati $to pre osnovni
kurs, i sve S$to nije naroéito neophodno moralo je izostati.

U pogledu literature koristio sam kratki kurs vise matematike S. P. Vino-
gradova, zatim Bermanta (I tom) i najzad Baule-a (1 sv.) u prevodu M. Kiseljaka
(,Matematika prirodoslovacu i inZinjera*) kao i Ebner — Roth (,, Technische
Mathematik*). U svakome od ovih udZbenika, a najvise u udzbeniku S. P. Vi-
nogradova, mogao se naci izvestan broj kracdih i jasnih dokaza. Prilican broj
zadataka koriséen je iz zbirke zadataka Kuzmin — Gintera. Inace cela kompo-
zicija morala je biti saobrazena napred navedenin ciljevima — i kao §to je
receno, u tom pravcu moraju se izvesti dopune koje ce tek tadu pokazati
primenu matematike u svetlosti ove struke.

Osoblje preduzeca ,,Slobodan Jovic* 11, koje je Stampalo ovaj udzbenik,
nastojalo je vrlo preduno da udzbenik bude $to briZljivije i $to pre otstampan pri
Cemu su se naroito zalagali drugovi slagaci DuSan Jankovié i Mileta D. Kom-
palic koji su nosili glavni dev posla — pu stoga i osoblju preduzeéa ,,Slobodan
Jovic“ 11'i pomenutim drugovima izrazavam svoju zahvalnost
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Pojam funkcije. — Ako jednoj promenljivoj odgovara jedna ili vise
vrednosti druge promenljive koli¢ine onda je ova druga koli¢ina funkcija

prve. Zavisnos
svaka od kolig
koli¢inu razli¢
zovu Kkonstante
matematikom,
menljivim koli

(s put, a ubrz
stante a, i pre

t medu koli¢inama se izraZava znacima raCunskih radnji, a
ina obeleZena je opstim brojem — slovom (koje je za svaku
to). Pored promenjivih keli¢ina ima i nepromenljivih koje se
. Svi zakoni fizike i drugih prirodnih nauka, koje se sluze
pretstavljaju u stvari funkcije — razli¢ite zavisnosti medu pro-
finama (i konstantama). Na pr.

anje, t vreme), izrazava vezu izmedu promenljivih t i s i kon-
tstavlja zakon jednakog ubrzanog kretanja. Ovaj zakon mo-

gao je biti napisan i ovako

U prvom slug

s—latfzo.
2

aju, kad je jedna veli€ina (s) izraZena drugim (t) veza je

eksplicitna, a ul drugom slucaju kad nije ni jedna od veli¢ina izrazena dru-

gima, veza je
citho Na pr.

ima ih koje se
pred navedeni

implicitna. Ima funkciia koje se jedino mogu izraziti impli-
y®—x*+4sin xy =0;

mogu izraziti i na jedan i na drugi naéin — kao $to je na-
primer. Prosto refeno: ako je moguce rediti jednaéinu po

onoj promenljivoj po kojoj se Zeli, onda je moguce izraziti je eksplicitno.

Najéesce su u

upotrebi tunkcije kod kojih je jedna promenljiva izrazena

drugom; eksplititno izrazena, promenljiva na jednoj strani (ili izraz na dru-
goj) zove se fupkcija. Na pr.

Po naéinu post
se dobijaju iz p
da se medu vel
Takve su funkd

Visa matem

= ax® 3
y =sinx; y=T; y==ax® itd.
anka funkcije su empiriske ili matematicke. Empiriske funkcije
osmatranja podataka dobijenih merenjem — pri Gemu se Zeli
iCinama ustanovi matematicki najpribliznija funkcionalna veza
ije u stvari najve¢i broj fizickih zakona i mnogi zakoni
atika L
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ostalih prirodnin nauka. Matematicke itunkcije su one do kojih dolazinwo
primenom matematickih rasudivanja — bez koriscenja pu(laml\a iz merena.
Sve geometriske feorene koje se izraZavaju algebarski toga su pmckla.
U prirodnim naukama najCeSce je kombinovan i jedan i drugi nain fo)mi-
ranja funkcija: koriste se i eksperimentalni podaci 1 matematicke funkcije
koje w stvart izraZavaji matemaliCke — najesle ceometriske teorenme. )

Po vrsti racunskih operacija koje se pojavijuji u njima, tunkcije mogu
biti: algebarske 1 iranscendentne.

Algebarske funkeije su one kod Koiih st prosienliive vezane znacima
al(rebarskm operacija t izvesnom ogramcenom broju i to znacima: sabir ania.

O(]uZlﬂ](xInU mnozenja, delema, stepenovania celim 1 razlomijenim izloZio-
cima (koreni). Algebarske funkcije mogu hitv racicnaine (polinomi it cele
funkcije i njihovi kolicnict -— racionalna razlomljena {unkeiia) i iracicneluae

(koreui). Nivedimo neke primerve algebarskili tunkeija.

y=4x"+3x>--5x— 1| (racionatna cela funkeija)
x> —1 . : X .
Y= (racionalna raztemliena funkeija)
X3 x4 1

(racionalna cela, jer ¢e po izvidenju siepeno-

— (2 e 3 - S .
y=@x h vanja biti polimon)

y=1| 3% — 1
i (iracionalne algebarske funkcije)
_1/x+ 1 B
=) BN EICE S T e S
) - V}(i-—l—ﬂi ! J a—X |

Najprostija, ali za tehniku znafajoa funkcija je
y = cx" (c=:lkonstanta, n konstanta).

Transcendentne funkcije su one koje se izraZavaju trigonomelriiskim
(sin x; tgx itd) logaritamskim (logx) funkcijama, eksponencijalnim (a¥, e) i
ciklometriskim funkcijama (arcsinx, arccosx itd.)

Na pr. y==sin¥X, y=x (sinx 4 cosx)
_ log x . ax ex
y=logx, y=—°- y=a, y=-- y=-— .
X X ex 1

y=arc sinx, y=arc COSX, y= arc tgx.

Prve dve funkcije su transcendentne trigonometriske, druge dve su transcen-
dentne logaritanmske i pretposlednie tri franscendentne v/wponum;a/nc ok
su poslednje tri ciklometrijske funkcije.

Primedba. Ciklometrijske funkcije u stvari znale luk za koji imamo
odgovarajucu trigonometrisku funkciju: y == arc sinx, znaci .y je luk &iji jc
sin Jednak x* — pa moZemo i pisati x ==siny. Tako isto i v:==arc cosx
znali x=cos y i isto moZemo pisali i ostale ciklomeiriske [wkcije.

Tnmomemﬁke funkcije su periodicne tj posle izvesne promene neza-
visio promer ljive dOblVale ranije vrednosti; za trigonometriske funkcije pe-
rnoda je 2x (za sinX i cosX) i = (Za toX | ¢otz2X)

Baviceno se najviSe funkcijama jedne promeniive jer one imaju naj-
vedh praldicni interes.

Napomena o inverznim funkcijoma. Ako u jeduo] tunkeiji y==1 (x)
promenimo inesta x i y onda se dubljuu wukclja x=1 (y) zove inverzna.
Na pr. lunkcija y = x? ima kao inverznu tunkciju == y7
Da vidimo kako ce graficki izgledati ova promena
koordmata za jednu racku. Da su koordinate
taCke M jednake, promenom mesta koordinatama
ne biscizazvala nikakva promena: bito bi mesto
y==X isto x==y i sve bito vazilo i za oustale
tacke pa Dbi se tacke nalazile na prvoj y = x koja
prolazi kroz pocetak. Medutim, ako se koordinate
razlikuju za a vidimo iz slike da tacke M i M
stoje simetriCno prema pravo] y==x. Sto vaii za
ove dve taCke vazice i za koordinate svih ostalih
taaka inverznih krivih — dakle: facke dveju in- A
verznift krivilv simetriéno su rasporedene prenia St
pravoj y=x. Ovo je od znacaja za konstrukeiju
krivili, jer Cesto krive koje se tesko konstruiSu mogu se na osnovu ovoga
konstruisati kao simetricne krive svojim inverznim krivim,

Y N p
\ ‘.. >
T g
0 e X B
SI. 2. S3.
Na pr. kriva y=arc sinx ili x=siny

ima inverzou funkciju y =sinx koju relativno lako crtamo, a cnda x =siny
crta¢emo kao simetriénu prema pravoj



Isto tako
y=log @ x

napisacemo x=a* zato ¢emo nacrtati prvo
y=a*(za x=o0 je y=1)
pa onda kao njoj simetriénu

= log (a) X.

OSNOVI INFINITEZIMALNOG RACUNA

I Diferencijalni radun

- Pojam granice — beskrajno male koli¢ine

. Racun limes-a

. Priradtaj — koliénik prirastaja — izvod

. Izvodi osnovnih funkcija

. Izvod slozene funkcije

. Izvod funkcija y =Inx, y = arc sin X, y =arcsinz, y = xn
. Izvodi zbira, proizvoda, koli¢nika

. Tablica izoda — zadaci

. Parcijalni izvodi i totalni diferencijal

10. Langrage-ova teorema o konaénom prirastaju

11. L’ Hospital-ovo pravilo

12. Maximum i minimum funkcija s jednom promenljivom
13. Maclaurin-ova formula za polinom-binomni obrazac

XN s W —

14. Mzclaurin-ova i Taylor-ova formula za funkcije jedne promenljive

15. Maclaurin-ova formula za osnovne funkcije ax, sinx, cos x.
16. Euler-ova i Moivre-ova formula.

2 ; - i x2— a2
1. Pojam granice. Posmatracemo vrednost funkcije y== - za

X—a

x=a. Ako se stavi x=a u izraz kojim je data funkcija y dobice se y=

X2— 32
= o Medutim iz algebre znamo da je
X—a °

X*—a® (x4 a)-(x—a) =
X—8. X—a o

y=s +a

pa e traZena vrednost y za x =a biti

=xt+a=a+ta=2a.

Odavde vidimo da malopredasnji izraz 5 Ima sasvim odredenu

vrednost.

S Sl Sy 0 . :
Vratimo se na|malopredasnji koli¢nik. Izraz I nema nikakvog smisla, ako

s s a
nula oznacava |odsustvo koli¢ine. lzraz

2_ 52

ima smisla — on ima vred-
a—a

nost 2a, znali|da se mora pretpostaviti da i u imenitelju i brojitelju postoje
nekakve — makar i vrlo male koli¢ine. Postojanje takvih koli¢ina moguce

je ako je x vrlp

Sto znaci da je

blizu a — ali ipak nije jednako a tj. da je
x=a-}3 x=a—3

x ili vece od a ili manje od njega za jednu malu, koliko

god bilo malu koli¢inu §: glavno je da ta mala koli¢ina 3 postoji. lzracu-
najmo sad vrednost ovog koli¢nika kad uzmemo da je x=a- 3 bice

_(a+9*—a® a’f2ad45—ar 22543 _2a ,

; +—=2a-}3.

: at+Jd—a 3 3 3 >

Vidimo da se| sad nije pojavio koli¢nik 5 nego da postoji koli¢nik

s 2

138ﬂ= 2al+ 3 Sto daje, kad je 8 vrlo malo, ranije nadenu vrednost 2a.
3

Isto tako dobice

_(@a—y9)

mo ako za x uzmemo vrednost x—a —§

—a? _a2—2a8+82——~a2_—2a8+62__2as

y=

Sto opet, za vrl

Iz ovog se prim
(y) za izvesnu

kao i koji nen
0

Ti izrazi s

a—38—a — 38 —3 T =3

+

82

-—~23-—8
+ 3

» malo 8, daje poznati rezultat 2 a.

era vidi: da ima sluajeva kad se trazi vrednost funkcije
odredenu vrednost promenljive (x), da se dobijaju izrazi

naju smisla — ako se pretpostavi apsolutan indentitet x sa a.

amo tada imaju smisla ako se pretpostavi da se promenljiva

razlikuje za izvesnu makar i vrlo malu koli¢inu od odredene vrednosti (a).
Ta odredena vrednost (a) zove se granica i izmedu nje i stvarne vrednosti
promenljive (x) postoji uvek razlika — dakle

|x—a|<e

gde je e (,epsilon“) neka vrlo mala kolitina (pozitivna).

Napisano j
like x—a (Cita
od a ili a vece

e |x—a|<e i znati da uzimamo apsolutnu vrednost raz-
se ,,moduo x —a“); ovo uzimamo zato $to x moZe biti vece
od X — u prvom slu¢aju je razlika pozitivna a u drugom




|
|
i
|

negativna. Znak razlike nije vazan — vazuo
uzimamo apsolutnu  vrednost
koli¢inu,

Dakie za jednu promenl
postopi moduo razlike.

[x—a]<e

¥ e i = 4 { 3 -

vde e = L-nhko god se hoce mala kolicina.

} Uranicom jedne funkcije v naziva

kad promenijiva tezi svojoj granici.
BeleZenje se vrdi ovako:

. L X*e—pat

lim y = lim i =2a

X—a

K== X—=a
Iznadi: granica (limes latinski | cranicar
! gran ( s latinski | oranica) y kad x tezi a jeste granica
12¢aza - ——-- a (o je 2a.

X—a '

Navesce fivaina primera grani ji
>Cemo trivaina pi 1]n_1cra granica koji pretstavijaju temelje vie analize
i 1 } ol ; )

-) x\cka_Je na trigonometriskom krugu dat Juk
sinus koji odgovar i njem: ,
sious koji odg ‘dla tom_luku kao i njemu odgo-
v L\C{)uu t,wmgen:s; sa slike se vidi da povré?ne
/ OBD,OCR stoje u ovoni odnosuy

X

SN X - cos X I x 1.
oo < t

2 2 -

i mnoZedi nejednacing sa 2 imamo
SINX-cos x <X <t x

odakle

Je deleci sa sinx (vodeci racuna da je tox = siﬂx>
K s A==
cos X

a.) cosx < X :
SN Cosx

Al 3. ]
kada x tezi nuli imamo

lim cosx < lim * < lim
x>0 sin x COS X
X0 X—=0
sto daje (cos 0= 1)
. X
I <lim-——
sin x

X -0

zan ' je da razlika postoji — j zat
razlike koja pretstavlja u stvari kjvanfitetza-E

fivil x granica je ¢ ici
Vi X granica je ona kolidina ¢ zz koju uvek

a se ona koli¢ina koju dabija tunkcija

Poslo je nemoguce da jedan izraz bude i manji i veci od jedinice za

isto x — to moze biti jedino.

. b
lim— =1
Sii1 X

X =0

pa se onda i reciprecna vrednost moze dobili iz a)

Napomena. Ovakve beskonalno male koli¢ine (koli¢ine koje teZze nuli
iti imaju za granicu 0) kad daju kolicnik gija je granicna vrednost 1 (kao

.. osinX : < . . .
Sto je lim ——== ==1) zovu se ekvivalentne. Bele7i se Cesto sinx==x kao §to

x =0
se beleze i priblizno jednake velifine. Sem ovog treba napomenuti da na pr.

1 oo
3 K 1
lix11—4—c£—=—1 =0, lim Yo g =0,
o 4 «?
o0 o -—+0

pa je tek

Dakle ima beskrajno malih veliéina koje moramo stepenovati nekim celim
izloziocem da bi u kolicniku s nekom drugom beskrajno malom koli¢inom
dale koliénik razh¢it od nule. 1zloZilac Kojim se stepenuje 1zvesna koli¢ina je

red beskrajno male kolicine: u gornjem primeru je @ je treceg reda u odnosu

na 13, Medutim 1 +43a® prema 4—2« je prvog reda jer je odmah
4




kad se primeni za sluaj x= L daje
n
18 B 1 !
+—=) =14+— — 4 —  nn—1).—
( n) 1 n + )2 ( D n2+

+

1 1 1\"
e n(n—l)(n_z)ﬁ..._’_(?)

Sto je drugacije napisano

O e I

)

Rif- - 1422 n n
,. kad n tezi beskrajnosti onda izrazi L, g, i teze nuli pa dobijemo
il non n ’
i :

: i 1\® 1 [

| hm(l—}—-—) s e 1

i + 1+ R LT -

i n l~2+1.243+1.2.3.4

! : n—co

Red na desnoj strani poslednje funkcije je konvergentan!) jer su mu

ii"; graet;%\g (pocevsi od Eetvrtog) manji od ¢&lanova beskrajne geometriske pro-

1 1 1
4+ ——
Fot ko

koja je konvergentna i Ciji je zbir

odmah se vidi da je
n
: lim(a+i)<1+s'
_ n
n-—oo

gde je S’ zbir‘ ¢lanova pocevsi od drugog a kako je S' <'S onda je

. 1 (8

lim (1-L —) >142.

Fo)>1+

n-> co

') Konvergentan red pretstavlja beskrajni zbir koji ima konaénu i odredenu vrednost.

Clanovi ovog zbira redaju se po izvesnom utvrde j iji pri

! I nom zakonu. Najprostiji primer -
gentnoga reda pretstavija beskrajna geometriska progresija (za ]qu< l).J hlr)terval I‘:o]r(!:)r'e:c
J¢ za sve vrednosti od x red konvergentan zove se razmak konvergencije, Za beskrainu
geometrisku progresiju razmak konvergencije je ' ]

—

= k= q<<i;

S ————

R

Prva dva ¢lana reda pokazuju' da je

Sto pokazuje d
radunanjem iz

: B
lim |+—> >2
n
n > o

a se ova grani¢na vrednost nalazi izmedu 2 i 3. Detaljnim

reda 1) moguée je utvrditi prvih jedanaest decimala

lim (14 %): 2, 718281828459 ...

n-— oo

Ova se granidna yrednost oznaCava sa e i pretstavlja transcendentan broj tj.
broj koji niti se moZe pretstaviti kolinikom celih brojeva niti korenima iz
njih. Ovaj braj e igra znaCajnu ulogu u matematici i prirodnim naukama.
To je jedan od najznacajnijih limesa, dakle pamtimo

I lim (]+ %)n:e

n-— oo

3) Najzad poslednji od ova tri limes-a izvodi se iz prethodnog. Ake

o 2 1 AT :
izvr§imo smenu — =8 poslednji limes postaje:

pri ¢emu vidin

iz poslednjeg

ili ako izvrSim
ia*—1=0 g

ili dalje

n
1
lim (1 493) 5 =e
>0 .
10 da 8=i tezi nuli kad n » oo

n

obrasca logaritmovanjem za osnovu m dobijamo

lim . logn (14 38)=logne
50

o smenu | 4-3=a* (odavde je §=a*—1 pa je za 3=0.
dakle je x=0) imamo

logn a*

lim S =logme

x—>0

lim X _ logme
a*—1 logpa

x—0




1)

ouakle se dobija recipro®na vrednost

Loooar—1| Jogy, a
m S 96md

X logm e
X =0

")\"(.) je vrlo vazna grani¢na vrednost koju demo, kao i dve ranmje navedene
L:ux"lstm ltonasim rasmatranjima. Kad se uzme mesto m osnova e koja se
se iskljucivo i upotrebljava u visoj analizi onda se cobija '

art Cemut oznaka lu (. logaritmus naturalis®) pretstavija Iogar'ifam za osnovu e
(prirodni fogaritam),

U svim ovim primerima videli smo da ukoliko su manje koli¢ine koje
postoje kao razlika izmedu promenljive i granice utoliko je to za racun
podesiije, Najpodesnije je kad te male koli¢ine imaju za granicu nulu. Pro
menljive koligine koje imaju za granicu nulu zovu se beskrajno male kolidine.

Prin_wdba. Granica, kako promenijive tako i funkcije, moie biti svaka
vrednost izmedu 4 oo § — oo Na pr.

. 1
lim — =20

X

X —>~ o

rer je | prema oo vrlo maleno. Sli¢no se rasuduje i kod

. !
lim — =
X

x =0

ler je 1 prema x (koje je beskrajno malo) vrlo veliko pa je koli¢nik takode
beskrajan.

Funkcije koje imaju za odredeno x granicu oo kaZe se da imaju
‘ Lo . .. |-
diskontinuifelo (prekida). Prethodna funkcija y==-—— ima tacku diskontinu-
X

iteta za x=20.

.. X , . . L .

Funkcija y:-———-——‘—- ima tacku diskontinuiteta x=1; isto tako funkcija
N —

x2

—-—-1ima dve tacke diskontinuiteta x==1 i x,=-—1, a njena grani¢na

vrednost bice za x, =1+4¢ i x=1—¢

s e
.

bl
. (e 126 fg T
lim y =lim —(—jf%)-—zllm —'—-»--E:}?—_ =1lim +
(I )21 42 42— e
c =0 =0 s> 0
) . 1 —z¥ . 1 —2¢ ——¢? S 1—2: 1
lim vy =lim —( C—=1lun & - = lim = lim 5 ==} o<,
. (1 —e}é—1 | — 2 — g2 — 2 Ve
-»ku ) >0

Odavde vidimo da ima funkcija kod kojih kad.se priblizavamo sa pozitivne
strane dobijamo jednu vrednost lunkcije, a sa negativne strane — drugu
vrednost funkcije. U gornjem primeru slicno bi debili i za x,=-— 1 Racio-
nalne algebaiske fuekcije imaju taCaka.diskontuinitetal) i vidi se da se one
dobijaju kao koreni polinoma u imenitelju (ovo vazi ako su ti koreni realni).

Napomena. Granidna vrednost onih racionainih funkcija kod kojih
promenljiva tezi beskrajnosti — dobija se deobom brojitelja i imenitelja naj-

vedim stepenom pa se oanda pusti da promenljiva teZi beskrajnosti. Na pr.
4“i~_L ‘
' . 4X2-—3x —1 X a® 4
lim }':2’7” 5 2: P 5 :?:2
LBy

, 34 24 2=

N = e X Xg
X —>» X

o .3 I 5 .
jor izrazi -—, — itd. za x » oo teie nuli
X X

Vezibanja. Naci grani¢ne vrednosti ovit funkcija

1) (skratiti razlomak)
2)
<1 — 1 I primena algebarskog indentiteta
3) y=-——— za x—1 i n ceo broj X" e—m == (x— 1) (x"—!4-xn—2
X—1
Lo
-
. AT
IxTApxiA-2 o ] X X
4) y= '---q—.—i-_—] Za X > 0 } napisati  ————-—-
XZ e X - . | 1
l X x?
«/,’Z—l—- X ) N
5) PRE8X s e
oo
6) y= ],/ XX za X > O
x4
1) U ostale sluCajeve diskontinuiteta kao i v pravu definiciju pojma — necemo se

upuitati. U intervalu u kome tunkcija nema diskontinuiteta ona je neprekidna (kontinuirana).



napisati 12=22 £ AR n? u
) ylih243 4 n2 pis g

— 24 1,5-.00 n®, n®
n® obliku—4- g
3+2+6

2. Racun limesa. Ispitacemo sad kako se dobija limes zbira, proizvoda
i koli¢nika dveju funkcija, Ciji su nam limes-i poznati. Zakljugci tog ispiti-
vanja ¢ine osnovu rafuna limes-a koji je posluzio kao temelj diferencijalnog
raluna.

Neka imamo dve funkcije y, i y, koje za istu vrednost promenljive x
(kad ova tezi svojoj granici a) teze svaka svojoj granici o. i B.

Pre potetka izlaganja — skrenimo Painju na dva skoro ogigledna
stava — koja mi necemo dokazivati:

1°. konadan zbir beskrajno malih koliGina i sam je beskrajno mala
koli¢ina — dakle

&+ te 46, =8

pri Zemu e, &, g ¢, oznacavaju te beskrajno male kolicine.

2°. beskrajno mala koliGina ¢ kad se mnozi kona¢nom koli¢inom daje
beskrajno malu’ koli¢inu — dakle N.g—) — pri ¢emu je N konaéna ko-
li¢ina a A nova beskrajno mala koligina.

Sad se vratimo na nase dokaze. Ako jea granicazay, i B za v, (kad
X > a) onda izmedu « i Y, mora pvstojati beskrajno mala razlika p- kao i

izmedu B i y, 3to ¢ée biti beskrajno mala razlika v — dakle
1) { it L
y—p=Y
odakle dobijamo
2) { .YI 5= (1+ P
Yo=PB+v

iz odnos koji ¢ine sistem 2) lako se dobija (sabiranjem, mnoZenjem, de-
lienem)

) 3) Yx+Y2:u+[3+}1+v
4y, Ya—ap+Bptav

L_etp Ve pb—va :
20 Bty v B BE+v)
Ako se primene stavovi 19) i 2°) za odnose 3) 4) i 5) onda se vidi
da je ¢
6) lim(y, +y)=a+pB=limy, +limy,

7) limy, - y,=a-B=Ilimy, - limy,

kit

Y2

8) lim ¥t =

o limy,
B ~ lim Y2

odnose 6) 7) i 8) ¢itamo

I. limes zbifa jedqak je

zbiru limes-a na pr.

; : x|
“my1m:<snnx+a"—l>=]imsmx+“m - =1+ Ina.
X X X
x—>0 x>0 x—>0
Il. limes proizvoda jednak je proizvodu limes-a na pr.
L sin x s =2 o SHX -
limy|= lim[(l +x)x =L ]=hm(l -+ x)x l|m—x—=e‘l =e.
X
x—>0 x>0 x—=>0 x—0
III. limes kqli¢nika jednak je koli¢niku limes-a
af =11 . ar—1
i lim 22— ! = lim —= —hm = =ln—a=lna.
ol ot S sinx sinx . sinx
: lim
x—>0 K, X
x—>0

Sto se ti¢e limes-a -razl

ike on je obuhvacen limes-om zbira.

Zbanj i i im slu¢ajevima
Vezbanja. Naci grani¢nu vrednost u ovim slu¢aj

. sinmx —

1. lim ——— napisati
sin|nx

xX—=>0

COos X
X2

2 sy

x—=>0
3. limx cotg x
x—=>0

. texi—sinx
4, lim =

x—=>0

sin mx sin mx sin mx -
mx n o mx m mx

sin nx m sin mx n sinnx
mx nx nx

e
(tranformacija 1 — cos x =2 sin? =+ !)

COsSX
(cotgx: - !)
Sin X

sinx tgx—sinx sinx—sinxcosx
tgx = : = : =
( cosx’ x8 x3 cos x

sin x 1—cosx>
X x2cosx
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5 ngmx—-—cos_n_x X u-tv —V
~——xz <cosu—cosv ==~ 25in —+~ sin Ubr_\\)
x>0 == 11X v=f1x o
A, i G112 X) — sin (a = x) i i u—v /
| - ksm U—Sinv=>2cos — Sit lj—_}—\)
X = H=a4 x v::aix o

o e .

S Pnras‘taj. Prirastajem se naziva razlika izmecu dve ma koje vre
(»IU?(IVIJI’OI]'IEI"H]IYG (bilo nezavisno promentjive bilo l:lll]l(Cij;:‘j Iiiad projc HCLI._
I)n/‘;'ﬁjclr\ll\éd l")):ilrr;'s'btt";]'] S‘l.l)mkcuevy 'a X%T Xy 0znaCava privaétaj nezavisn{f pr(il
el l:'I"" a :_|. se ()zx}.zfcgvcy gﬂl.{xm slovom ,,defta” A a pored njeva se
fa kolicina Cijr se priraStaj hoce da oznaci: na pr. Ay znadi prira%?a‘ ¥
tako ce biti ‘ o

vl
P .
/‘w,{/’ Yo=Yy, == Ay
Py e r
! ///?u‘ X, — X, == Ax
i
// | — 1
———L ——5———— Ako se posmatra ledna kriva y = (x) onda se
. vidi da koli¢nik priradtaja ﬂ pret:;tavlja koefi-

o ) cijent prav Sic i .
mz};kg k(_)urdmata Pl'efslavljgll pr}irath? seCice koja prolazi kroz tadke ¢ija
koli¢nik tih prirag .

Ako su ti prirastaji i

P i A rastafi mali onda se
' taja sve vise Dblizi koeficijentu pravca tangente. 7
Granitna vrednost koli¢n :

a ika prirastaj e i prirastai i
promenljive oznatava se prirastaja funkcije j prirastaja nezavisno

lim 2Y Yy
Ax  dx
Ax—>Q

dy
~= zove se izvod i prets ja koeficij
I od i pretstavija koeficijent pravca tangente.

X

- Sa promenom tacke na krivoj menja 4
se 1 pravac tangent i i i njer v -
angente a samim tim i njen
! n
koeticijent pravca — izvod dy 2
dx | } ’
! |

g e dy .
Znaci, izvod d_) menja svoju vrednost
« )

kako se menjaju koordinate x j Sto j [
¢ aju iy, a poSto j&¢ y=1i(x i
nja x. lzvod je funkcija od x. g ! Yy ) znach kako se me-

4. lzvodi osnovnih funkcija: Izlozeni zakljucak da je dy funkcija od x
dx

potvrdice i dalje izlaganje i dace nam oblik izraza tih funkcija.

o

G

R

«) Eksponencifalna funkcija y ==a*. Promenu na funkcijpi

i nezavisno

promenljivoj oznacavaéemo prirastajem pa ce biti

y=a*
yHAy=ar T
Ay=a" HAX_ X
Ay=a® ad s g¥

Ay =a* (a*¥—1)

zaista izvod pretstavija funkciju x.

- . A« ‘
Kad je osnova a=-e onda izvod E—:ak lna prelazi u —{——:e* i€
X dx

funkcija
svaka od promenljivil dobija privastaj

Prebacili smo y na drugu stranu i
kako je y==aX izrazili y sa a*

a):-i—i\ —_—— &A N

lzvukli smo zajednicki mnozitel ax,

Ay i(a_bx—_’z Podelili smo i Jeva i desnu stranu sa
Ax . AX Ax da bi doblli koli¢nik privastaja.
o AY e abx_y
im Ax =a®hm < Pustili smo da Ax teZi nuli. .
"Ax -0 Ax—>0 ’
. . d
Na levoj strani dobili smo c—y, a ha
dx
-d adX—1
Y —axina desnoj ‘kako je lim ————=1Ina
dx Ax
Ax—=>0
dobili smo izraz a¥ Ina.
] s . .. . . d ! .
iz ovoga smo uvideli da funkeija y = a* ima izvod —lFa* Ina i da
) dx

’

dy.

je Ine=1, pri Cemu i sama funkcija y=a* prelazi u y=e*

3) Funkcija y==sinx. Postupi¢emo kao i u prethodnom primeru, pro-
menljive ¢e dobiti priraitaje a odatle uz algebarske operacije 1 prelaskom

na granice dobicemo izvod.
y==sin X
y-+y=sin(x-+-Ax)

y=sin (x4 A x)—sinx

Funkcija
Svaka od promenljivik dobija priraStaj

Prebacili smo y na desau stranu i za-
menili ga funkcijom sin x.
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LY : Podelili smo obe strane sa Ax da bj
ABY _ gin x X AX)—sinx Podelili smo i levu i desnu stranu sa el el dobili koli¢nik prirastaja (iz koga ¢emo
Ax Ax Ax da bi dobili koliénik priradtaja. Ax ' dobiti izvod).
Izraz sin (x4 Ax)—sin x razvili smo . Izraz cos (x 4 A x) —cos X razvili smo
2 cos 2X T Ax i Ax po obraszu ) S 2x4Ax o Ax po obrascu +.ﬂ 18
= e 2, wi G
ﬂ: 2 sin o — sin f=2cos ——— +B '*13 :\. : msu—cosﬁ——-—2sm 2 Tl I
X Ax 2’ ‘ ’ gde je a=x+Ax a P=x.
gde je a=(x+Ax) a {3=x.
; Podelili smo i brojitelj i imenitelj sa
A Podelili smo i brojitelj i imenitelj sa 2 1 2x+Ax . Ax 2 da bi dobili izraz
cos (x4 2X sinﬂ : sy ' 2x4Ax . Ax
| Ax A)’ 2 S' R Pyainieft
= S e eSO By 7 "
AX Ax da bi dobili . E — A
o Ax z ax
2 o 2
2 : .
g Izdvojili smo izraz ; Ax . %
g e sin 5 s Ay — —sih (x+ —A—)-() 1 Izdvojili smo izraz 2
it G e ey Ax M Ax 2/ Ax Ax
- Ax cos(x+ *) od izraza ——— ‘ 2 2
2 i oy
2 a odavde dobijamo
) Pustil o
A ustili smo da Ax tezi in 2
Ay A sin =X Ay lim —A—y—hm [— sm(x-}— )] lim .
limA—zlim cos(x-g-_x_) lim *2 sin —— AXAx—>0 2 Ax_’OA_x_
[ EE ) 2 Ax nuli pa izraz ———— tezi 1| i -
AX=>0 AX—>0 . Ax=>0 9 Ax
i) s
A Pustili smo da Ax teZi nuli a izraz o < tezi jedinici, dok —
acos (x—l— —) tezi cos x zato —_
dy 2 2
@k d
dobijamo Y- — cos x sin (x-l—ﬁ-) tezi — sin x.
dx 2
v) Funkcija y'=cos x. Postupak je isti kao i u predasnjem sluéaju Zato dobijamo
y==cos x Funkcija. %= —sinx
Y+ Ay=cos (x4 Ax) Svaka promenljiva dobija prirastaj.
Pomo¢u priradtaja tj. koli¢nika prirastaja dobili smo izvode tri osnovne
Ay =cos (x 4+ Ax)— cos x Prebacili smo y na drugu stranu i za- funkcije ax,|sinx i cosx.
menili ga funkcijom cos x. |
Visa matematika 2
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. Na ovaj naCin moguce je dobiti izvode svih ostalih funkcija — ali mi
cemo i¢i drugim putem koriste¢i ove izvedene rezultate.

1. Napomena. Ako je y =c, gde je c konstanta, onda posto konstanta
e moze imati priraStaja imamo

Ay=c—c, AX:O
Ax

. A
lim -AAz:O Dakle izvod konstante je nula

Ax=>0

. 2. Napomena. Lako je izvesti izvcd proste funkcije y-—=x koji ¢e nam
biti potreban u daljem izlaganju

lim &Y g XHAX—x_ o Ax
X Ax Ax
AXx—>0 Ax—>0 Ax >0

dakle izvod od y=x je y’ = 1.

] b_tl?’rimedba. Ako je nekakva funcija f(x) pomnozena konstantom c, onda
ce DIt »

y=ci(x)
y+Ay=ci(x+4Ax)
Ay=ci(x -—}—A.x)—cf(x)

7ﬂ:c f(x+ Ax)—ci(x)

Ax Ax

lim A-y =clim &i_éf)_':f_(x)
Ax Ax

Ax—0 x =0

d s ) .
a—)}—:———cf (x) Oznaka {'(x) znai izvod funkcije f(x).

_ Izvod funkcije pomnoZene konstantom dobija se kad se izvod same
funkcije pomnoZi tom konstantom. Na pr. izvod funkcije

19
.. dy . . dy .
v==ma* bi¢e —=ma* Ina; izvod od y=a cosx bite == —asinx; me--
dx dx
dy . . . o
sto — mozemo, kratkoce radi, staviti y'.
dx
5.) lzvod sloZene funkcije
Ako je data neka fuokcija koja zavisi od argumenta — tj. od neke
funkcije od x — onda se uvek ova sloZena funkcija moZe svesti na prostu
zamenom sloZenog argumenta novom promenljivom u.
Tako za sludaj y == sin a* ima¢emo u=a* i bice
y=sinu u==ax
. .. L . oo dy _,.
Sad imamo prostu funkciju y = sinu i moZamo lako nadi izvod Tu ali
u
. dy . . X Lo . -
kako nam treba izvod T izvedimo ovo rasudivanje. Posmatrajmo koli¢nik
- dx

prirastaja funkcije i nezavisno promenljive iz koga kad Ax - O dobijamo
izvod. Taj koli¢nik

Ay
Ax
mozemo napisati i ovako
Ay Ay Au
Ax Au Ax

pri Cemu je u raCunanje uvedena i funkcija u. Kad Ax - 0 imacemo (po
teoremi o graniénoj vrednosti proizvoda)

Iim _A_y =limAX-lim -A-L!
Ax Au . Ax
Ax-»0 Au—->0 Ax—~>0

a odavde je ocigledno (jer svi limes-i prelaze 'u izvode)
dy__dy du
dx du dx

Iz desne strane posleduje formule vidimo nacin za nalaZenje izvoda
slozene funkcije od x preko funkcije u: treba naci izvod funkcije y po u i
njega pomnoziti izvodom funkcije u po x. Drugim relima izvod slozene
tunkcije nekog argumenta od x nalazi se kao da je funkcija prosta — samo
se mnozi izvodom argumenta

Za y=sina* imacemo

dy_ cos ax-(a¥) = cos*-aXIna
dx
. B . dy sin x . ,
Sli¢no je sa funkcijom y=asin*, Dobijamo kao izvod l—=a Ina(sin x)' =
dx

asi"x]na cos X,



6. Izvod funkcije y = lux, y = arc cos X5y =X

Koriste¢i izvod slozene funkcije moZemo lako dobiti izvode ovih funkcija

1) ye=inx y=arcsinx Yy = arc cos Xx.
NapiSimo ove funkcije ovako 0
2) x=¢ey X==siny X==Cosy
Diferencirajmo leve i desne strane ovih funkcija — vode¢i racuna da

je y sloZena funkcija od x pa ce biti (imamo na umu da je (x)' =1)

3) li==e¥ gy Il =cosy- ap 1=—sinyﬂ
dx dx

Kod prve funkcije imamo da je e¥=x (iz formula 2.) a kod druge i
trece primenom obrasca sin*y 4-cos’y=1 i uz koriscenje odgovarajucih

Na ovaj nac¢in smo dobili izvode jos tri funkcije. Kao izvod slozene
funkcije moZemo dobiti i izvod vazne funkcije y = xn.

Napiimo x=e'™ pa imamo y=X"=(e !"x)n — g nlnx,
. Sad imamo kao izvod slozene funkcije

y' — (X")/ = (nnlnx )' —=e nlnx(nlnx)' = x".n _l,= nxx—t
X

. . 1 : 3 :
pri ovome (ninx)' =n(Inx)' =n-— po napomeni o funkciji mnozenoj kon-
b4 '
stantom.

Primetimo da transformacija e” '"x vazi za sve vrednosti n — cele,
razlomljenje, pozitivne i negativne.

Tako kad trazimo na pr. izvode funkcija

y=xt* y=— y=[x y=

odnosa iz formula 2.) — dobijamo 4
siny=|}"1—x° kao i cosy =—|T—x2 pa zato *
% : dy 2 :
reSavanjem po s dobijemo iz formula 3.)
X
ay 1 Ay 1 L
Todx «x dx J1—xt dx - f1—x*

dobicemo po |gornjoj primedbi

Y =(xf =4x+—1 =4xS
3
'=(l)l=(x_3)'= 3‘(—-3—1____3)(__4:_____4
X X
] Ay 1 l_l et 1 1
'= =(X2)=—x72 P R e
y_(l\)__(x_) 2\ 5 5T
: 2/ = ok g VT
y’= .—1:)'=<x—?>=—ix"?1:__.x 3:—_—____.{_5_
Ve 3 3 37 x

Izvodi sli¢nih

funkcija u Cestoj su primeni i treba ih dobro nauditi.

Vezbanja. Naéi izvode ovih funkcija

y = 2 sil

a, y=>5a* y=na%, y=x% y=4x3

y=4cosx, y=msinx, y=4e¥, y=x3 y=>5x¢

: 1
y:l(napisati y=x"1 ovde je n=—1); y=-
X X
- 2 . 2 21 4
y= Vx4 (napisati y=x73 ovde je n=_3_); =7;§; y=7x2
y=——-—§——, y:%]ﬁ:, y=¢e*, y=—el¥, y=—gcosx
1y

y=edcpinx y=axt, y—logcosx, y=arcsinlogx, y==logx®.

a) Neka
y=u-v
y+Ay=u
Ay=u+Au

ﬂ_’Au

Aix E—'_

7. lzvodi zbira, proizvoda i koli¢nika

je data tunkcija y=u v, gde su u i v funkcije x

Funk(;ija
~Au+4v+4Av Svaka funkcija dobija prirastaj
FvFAV—u—y Prebacili smo y na desnu stranu i za-

menili ga sa u—4v

Av Podelili smo i levu i desnu stranu sa
Ax Ax da bi dobili koli€nik prirastaja.
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Ay A , .
lim ,A_-,:hm +1im Av Pustili smo da prirastaji teZe nuli pa

X Ax Ax imamo
Ax->0 Ax=>0 Ax=>0

1

dy  du dv .
e I il

= [ )
dx dx  dx Y=y

. Dlob.uena lormula pokazuje: da se izvod funkcije koja je pretstavijena
ao zbir Funlccqa',‘dob;_{’a kad se nadu izvodi funkeija koje su sabirci pa se
ti izvodi saberu ili krace redeno: [:vod zbira jednak je zbiru izvoda. Na pr.

izvod funkcije

y=logx--x bie dalje y' = (log x)' + (x) = RS 4+ 1
X

Ovo vazi za oduzimanie (podto je ebarsk i i i
sabiram Sa{ i za o '1a }\é (posto je u algcbalsl\o_m smx_sl_u oduzimanje
iranj cgativnim: znakom). Sem ovoga, pravilo vazi i za veéi broj
sabiraka: na pr. funkcija -

= v e w et 1 iz
y=u4vfw--t4z imaizvod y =u v 4w Rtz

Veibanja. Nadi izved funkcija

7 — 3 RN ) PESL aX 7 -
y=x*+loux, y=x ahtx,y=a¥—sin logx, y:fx—Zx—}—i-
X
Formime el Tt . : . .
. 13.) b}_mxmo sad funkciju y=uvgde su uiv funkcije od x. Dajudi
ovim tunkcijama privadtaje dobijamo: ) )

y=u-v Funkcija.

YAy =(u--Au) (v Av) il\./i::lishjfnnkcija dobila je svoj
i ol

Ay = u vF AUV - 1 AubAu Av—u v Prebacimo y na drugu stranu i
zameninio sa uv.

Ay Au , Av Au Av Podelili smo levu i desiu stranu

i A -+ i u+ < zfajgx te dobili koli¢nik prira-
Ay . Au A Au A
i Y Au . Av . u Av
im s lim o v+ lim X —‘—l!m—; .
AXSOG Ax=0 AN AX=0

Pustimo da prirastaji teze nuli i dobijamo
A .
lzraz L Av postaje beskrajno mali
dy  du v dv Ax
dy dx dx

-u

. Au . . .
jako —— mora imati konacnu
Ax

vrednost.

Izvod prve funkcije pomnoZen
drugom, vi§e prva nepromenjena
— pomnoZena izvodom druge.

} y =08 v4uv

Primer: Nac¢i izvod funkcije y =X sin x.

Po obrascu y'=u'-v -4+ u-v' dobicemo
y' = (%) sin X 4 X (sin x)’ = sin X +4- x-cos X.

Vezbanja: NaZi izvod funkcija:

S F a—
y=xlogx; y=x"logx; y=1xlogx;, y=xe¥

y == X" e¥; y=er;; y = xa¥; y = x sin log x
y=(a+10 (b+x);  y=0x+1) logx.
¢.) Na slitgan nacin izvescemo izvod funkcije y =—. Pomocu prirastaja
v

izrazicemo promena na funkcijama y, u, v (koje su funkcije x)

u "
y=— Funkcija.
v
u-Au ) - - o
y+Aay= uou Svaka funkcija dobija prirastaj.
v + Av
! Prebacili smo y na drugu stranu
u+Au u u
y= Sy i zamenili ga sa—-
v4-Av v g v
VoudAuv—uv—u-Av . T
Ay= + Doveli smo na zajednicki imenitelj.
y I
(v4-Av)v
Au Av A
A T A Podelili smo obe strane sa Ax
Ly =2x = da bi dobili kolignik priraitaja

Ax (v-L Av)v




. Au Av
lim —v — lim—
Ax "

lim 8 _Ax X Pustimo da Ax, tezi nuli i dobili
Ax (v Av)v S
Ax—=0
dy _w-wv—u-v o ,_uv—u-v'
tx ve e T v2
Primer: Nadi izvod funkcije _v=—x2—; imamo:
x*—1
ins () 2—1)—x2(x>—1) _ 2x(x2—1)—x%.2x
(x* — 12 (e —1y o
=2x(x'2———|—><“—’)_ % i
(x2—1)* (x2—1)2
Vezbanja: Naci izvode funkcija:
X X (x
Y= Y= s By == X ; )=l_og_x;
e x—1 Vx 1 X
__sinx Vx. ex
=T YRS Femcsy ye=igx, ye=cigx

.

Napomena: Znajuéi izvod koli¢nika, moguce je izvesti izvod funkcije

y=tgx i y=cotgx, jer su one u stvari y=s'—nx, i y=2X Znajuéi iz-
) B cosx sinx -
vode ovih fun.lgcua, moguce je izvesti i izvode ciklometrijskih — njima in-
verznih funkcija y == arctgx i y = arccotg x.
Lako dobijemo za: y=tgx, y' = i y=ctgx, y'=— :
cos? x g sin? x

Za funkciju y = arc tgx imamo najpre x=tg

levu i desnu stranu (kao u odeljku 6) imamo i ogavde S

e Ll OF
cos?y dx
N s % :
‘ :.M(‘o napisemo ccs;‘y=sm :0—:2305 L& tg?y 4+ | =x2+41 onda imamo
trazeni izvod
diy s
dx 1 -+ x?

o
ot

= arcctg x dobili bismo: y'=— :

Za funkciju y '
: I+ x?

Tablica izvoda -

Najpre §mo izveli pomo¢u rafuna limes-a izvode triju funkcija: ekspo-
nencijalne, siqus funk. i cosinus funkcije. Na osnovu izvoda sloZene funk-
cije, izveli smo izvod logaritamske funkcije i funkcija arc sin x i arc cos x.
Zatim smo ng osnovu izvoda sloZenih funkcija izveli izvod vaZne funkcije
y=x". Najzad na osnovu pravila o koli¢niku izveli smo izvode tgx i ctgx,
a zatim, funkgije arc tg x i arcctg x. Sada éemo napisati pregledno sve ove
funkcije i njiHove izvode. Ova tablica je za prakti¢nu upotrebu od bitnog
znaCaja i treba je nauditi napamet,

y=a* y' =a*lna
y=ex Y =g

1
y=Inx. y=—

. X
y=x" y' =naxst
y=sinx y'=cosx
y =108 X y'———SinX
y=1gx —

cos?x
y == cotg x y'=—~f]2—
sin? x
) 1
y = arc sin x e
y l.’l__xz
1
y = arc cos x '=—
¥ J1—=x2
1
y=arctgx =
g y l+x2
= arcctgx = l S
1+ x2

_ lzvodi qvih ovih funkcija lako se pamte tokom samog izvodenja, a lako
ih je zapamtiti jer ima mnogo sli¢nih ili onih koji se razlikuju samo po
znaku kao $tp su ciklometrijske funkcije za arcsinx i arccosx i za arctgx
1 arcctg x.
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Slicno je nedto i kod trigometrijskih funkcija: izvod od sin x je cosx, a proiziazi da je
od cosx je — sinx. Kod tgx i cotg x treba sé setiti da sin x——to-x j Losx
. . . i cosx sin x By _y () +e@ ili Ay=1x)Ax4e(x)Ax
==cotgx pa u izvodu je o i i x {kod izvoda koli¢nika mora doci
nnemlelj_ kaq kvadrat). pri emu smo sa e (x) oznadili razliku izmedu =Y i (x) a sem toga kad
Primetimo da su narogito od vaznosti potencije tipa 1 A Ax . . .
g Ax— O onda mora biti i lim e(x)=0. lzraz {'(x)Ax naziva se diferenci-
e e y=(ax" _+_ b)m E .‘_\X—>0 B .
Cijtje izvod: jalom funkcije pri Cemu je Ax konstantna veliCina dok ceo izraz kad Ax-0
, ; ima oblik
Y'=m (ax" —}—b)"‘*l- (axx + b)’ —=m (le" —f—)"‘f anx—! dy:_“’f' (X)vAX

sli¢ne su i n~tencij . N
prieicue na pr. i vidi se da se dy menja sa {(x). Kad Ax->0 upotrebicemo oznaku dx

< pe 1 ier / uy=2x je dy=Ax pa moZemo napisati
y= X+ 1\s, /x+l X s : jer se vidi da za funkciju y i p p
- X — 1 ! ]/ Y= <_ ) itd K ¥
Xt X dy=1{(x) dx /
-1
] — . . - . . !
== —; V= L =oE—=T1y¢ i : Poslednja jednadina pokazuje da je o /}{
<3X + 5)3’ J X +—1- Y= (X I) itd. ; l\ v /de:
al =1 (x) — dakle izvod je koli¢nik v 7
Napomena. Z i ] dx e
Lopste s a. a izvode funk .ije }\()Je u eksponentu sadric promenljivu ili ' diferencijala funkcije i diferencijala ar- A {
me VQJ nkcu gumenat kao na pr. y -= Y =Xy = (1 X)X primeni- ; cumenata (plomeni]xve) Ovo tumadenje —="——= =
¢ Korisceni natin pisanja x = e'"x i T x==cl"+x pa jnramo da se izvod moZe smatrati kao koli¢nik S 7
! prirastaja — iako beskrajno malih — S
Y ==X == (el = exlnx  kako funkcije tako i nezavisno pro-

menljive je od velike vaznosti za raznc pnmene
y = XSinx — (einx)sinx == e Sinx - Inx

== (1 -F )2 == e (1 +9] 2 — ex2in(t 4 %) } Zadaci za vezbanje
f:gkgvsiél;.aém dobili smo sloZene cksponencijalne funkdije Cije izvode nije ' Naci izvode funkcije:
\ Oy 5 X2 T X — =6x*—1ox+7
yr:((nll:(ex lnx)! = BXI""(Xln;\')'::XX (II\X-l—l) ; 1) y_gxx 5 X +’ )\‘ 12 +
i o . v \ L1 2 y2 f=4x3—0x
yr:X5||1x:(Csnnxlnx )I: Csinxlm; (Sir‘xII]X)':XM"‘(CUSX]HX-{_ Slﬂ,\’) ] 2) y—-A -— I X *i—‘() y
X :
> P 4 1 1 ] E ! 2 3
=1 X fex? o (i 4 2] — ax2l 2 3 A g2 LNz 3 :1——X+X X
y ( + ) [L ]—C" n(l+x)[x |”(1+X)}': E o) y=x 2X _|_3\ 2 y
=+ x)* [In (1 4 x)° X.J_,] ; , ]
T 1+ x x ﬁ 4) y=x3(>—1) y' =7x% —lox* —3x
Primedba. iz samog napisanog limes a ] = x—1 ! —_—2——-
. 5 y= V=
X4 1 (x+1
. Ay
him =% = {'¢;
AX \) . X N 1 —|—X"
| Av =0 g)) v — y =

1—x° (1 — x)?
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7) y:éx—

xa

8) y— X2 x4 1
X2—x+41

9 y=VxVxlx

10) y=er(x>—2x+4 2)
11) y=x2sin x4 2x Cos X — 2sin x

12) y=xInx—x
g s
13) y=ilnx-lx3
3 9

14) y=}X4+Inx —_L

Vx
15 |
4 y=sinx

16) y:——l-—

COsXx

-

17) y= y

In x

ex— |

18) y= e

19) Y == e¥(sin x — cosx)
20) y=(ax+b)y

21) y=sin®x

22) y=(x*—)

23) y=-cosSx

y' :5—12x

xé

2(1 —x?)
(e —x 41y

i/

vy =

y:
8._
8Vx

y =2x%ex
’— x8
y'=x3cosx

y'=Inx

Yy =x2Inx

(__ Sinx

xIn*x

) 2ex

=

(e 412
y'=2ex sinx
y'=na(ax - by
y'=35in?‘x cosx
y=Inx(x>— 1!

y’=5cos‘xsinx‘

\

y=sinjx
y=yaz__x2
ya=grs
y=
| 1+ x*
y=Insipx
2

ToHmrnre

y=Intglx
y=x|"X|2+|
y=='g—3
1
y= 'X-l—] X
y=In(x{+ x?
y=1"x+1)

y= In (X + I/;2+——82)

=cosaxsinbx

I —x

14-x

y'=ln]

29
3
I——’=—_
y 2)/3x—5
Y =5ic05:5%x
y.=__x_
Jaz—x2
yv=___e—x
et P
Y (1—x) )1 —x*
y' =ctgx
- 3x
e T
(14 x9)2
L2
Y = Gin2x
y':—z.x—_z__-}i
EEa

y=—2xe—x
b _2VxFT
4Vx’+x]f§
r_3x42
x* 4 x

b= gk
3V2x+1

y

¥y

f__ x+Ixtal
T xR adtar

' =b cosax cosbx —asinax sinbx
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10)

11)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

y=-e?cosbx

T—sinx
y==In ] —

I +sinx
oX —e~X
y=—
ex 4-e~x
X n
y'=latg <—+ ~->
2 4
— arcsin =X
y 14 x2
y == arc sin 2
14 x2
Y———!—arc{o- '3
Vs Z4x
i —
= __arct0'< Etcx .
y Vab s ]/a S )
y=¢

y=(a+ bx 4 cx¥"

X X
ymaler 4e72)
y=lInsinx-- % cos? x
y=]"2ax

i
y = arctg—
X

y=(a*—x%y

y'=rc®(acosbx —sinbx)
|
i
y =
COS X
)l':»-« -4

(eX - ex)2

y _ —
cos X
2
)' =0 e e
1-}-x2
2
y'=
142
y = 1+ x2
2 b x2 4 x#
, m
y =———F——— M = Consi
acos?x - bsin2x
y'=weax+§p

3 =1 (a-bx—+c?) "t (b - 2 cx}

X X
y=—e¢o—e z
, cos’x
y =

sin x

Il'l
=
.

1-4-x2
y'=—8x(a?—x??

3t

er _ e—Zx
56) y=2x- y = (e* + e—)?
2
1 x8 CoS X i

537) y==—lIntg -~ — ———— f e e

)y 2 ) 2sin?x sind® x
58) y=arcctg L
Y= ®Jaz—x y [ a? —x2

- x34+3x2+6x-46 x3

R y=—2

Napomena. lzvodi viSeg reda su izvodi koji se dobijaju uzastopnim
diferenciranjem izvoda jedne funkcije. Na pr. neka je funkcija y=4 x3 -+
4-2x241; izvod prvog reda je y'=12x*-4-4x njegovim diferenciranjem
dobijamo drugi izvod iste funkcije

y''=24x-44, a diferenciranjem ovoga dobijemo
y'"'=24 tre¢i izvod, i najzad
y'"'=0 Cetvrti izvod.

Kod polinoma n — tog stepena uvek je (n 1) izvod ravan nuli, kod
ostalih funkcija to nije slufaj. Na pr. funkcija

y'= log(x4-1)
ima izvod y' = L
x+1
"___ ! . e __ 2 . ”"——__i__..‘.
y (x4 12 7 x=1 (x + 1)

Jedina funkcija koja ima sve izvode jednake, to je funkcija

y=e*

9. Parcijalni izvodi i totalni diferenaijal

Do sad smo uvek uzimali u rasmatranje funkcije sa jednom nepoznatom
y =f(x). Medutim od interesa je koristiti rezultate razmatranja funkcija sa
dve promenljive — Sto ¢e odmah Dbiti pokazano. Neka je data funkcija z od
dve promenljive x i y pa ¢emo oznaditi

1. ZZF(X,)’)
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-
Kao i u slu¢aju jedne promenljive — posmatracemo promene na funk-

ciji kad obe nezavisno promenljive dobijaju prirastaj Neka je z=0, tada funkcija u formuli 1) postaje

5 24 Az=F(x4A x5+ Ay) 1) F(x,y)=0
a njoj odgovarajuci totalni diferencijal
ili zbog jednacine 1. imacemo dalje
6.) —gF lx—f——gF dy=0.

3. AT — g — s X y \

o Fx+A xy+Ay) —Fxy) Ova formula daje
u jednacini 3. moguce je izvrSiti ovakvu transformaciju — dodavanjem i =
oduzimanjem F(x-A x,y) ) dy Ll ox

dx oF
4. z=F(x+Axy+ Ay) —F(x 4+ Ax,y) + F (x4 Ax, y) —F(x.y) oy

Sem ovog napisacemo gornje izraze jo3 i ovako §to znaCi da sp izvod funkcije F date odnosnom 1) (a takve su sve impli-

citne funkcije!) moze dobiti pomocu parcijalnih izvoda.
5 AZ=F(x—{-Ax,y—]—AAy)—F(x—}—Ax,y)A
¥

Primer. Naci izvod funkcije

y+
2 2
F(x+A F XTJ”%—]:O'
L FOaHAxy—F(y)

Ax Prema odnosu|7.) bice
’ 2%

Izraz u brojitelju prvog raziomka pretstavlja izvod po y kad Ay-0 9F _ ,|x oF _, ¥ At @, - B
jer x4 Ax u obe funkcije F ostaje bez promene); isto tako izraz u broji- dx  lad dy b dx y  aly
telju drugog razlomka pretstavlja, kad Ax - 0, izvod po x (jer je y u obe i
funkcije F bez promene), dakle kad Az » 0, Ax >0, Ay - 0 imacemo iz b?

odnosa (5). ili ako hocemq da izrazimo sve pomoc¢u x iz gornje jednaéine imamo

Y= 3]/az—x2
a

dz=F'y dy+4F'x dx
ili

6. dz=F'yx dx+F'y dy
pa je zato
gde F'x i F'y oznatuju izvode funkcije F po x i po y. r(_ b X
Posto funkcija F zavisi od dve promenljive to se ovi izvodi odnose T a Jfaz—x2

samo na po' jednu promenljivu dok se druga smatra kao konstanta. Ovi iz- . . X : ; : o
vodi se zovu parcijalni (delimi¢ni). Oni se beleze Na ovaj se natin mogu naci izvodi mnogih algebarskih funkcija impli-
citnog oblika il tako se na pr. funkcije y2>=2px, y?>=ax® mogu napisati u
OF e JOF implicitnom obliku:

y=—

Flym o
0X 0Xx

y?—2px=01iy?—ax}*=0
pa se na njih moZe primeniti gornji postupak.

sam izraz na desnoj strani jednacine (6) Primedba, Parcijalni izvod i totalni diterencijal za tri i vise promenljivih

nalaze se na isti nadin kao i za dve promenljeve. Na pr. u=(x+y) - z

oF 0F
6 I == — —_— .
® , e Jax gk oy s (E=z ﬂ=z a—u=x+y pa ce totalni diferencijal biti
Jox dy 0z
zove se totalni diferencijal. Njegov je znadaj u matematici uopste vrlo ve- ou d du | bud
liki — ali mi cemo se ograniCiti na jednu primenu u jednom specijalnom = f@xsfe=ady o =iz,
slu¢aju. 0 x dy 0z

du=z.dx4zdy+4 (x4 y)dz

i, Visa matenjatika 3
74 .
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Zadaci za veibanje

Nadi parcijalne izvode i totalni diferencijal ovih funkcija

2 2
(P=5 =5

p=3x>—33y, q=3y*—3x

2) z=x' p=yx'—!. q=x'Inx
4) y=arctg > dg == YAx —xdy
y X2 4y

s T Zdz

) u=yRFyPF du g XX A ydy £242

VxE+yi4-22

5) z=sin(x24 y? dz =2 cos (x2 4+ y?)(xdx 4 ydy}

3 5
:)"‘*‘"2, q=X—-—
X y?

5

6) Z=Xy—£+
X oy

10. Lagrange-ova teorema

Teorema o kona&nom priradtaju sastoji se u ovome: za svaku nepre-
kidnu funkcijul) y = F (x) u jednom odredenom intervalu moguce je uvek naci
naci selici paralelnu tangentu. Obe
prave imaju iste ugaone koeficijente
pa ce biti

. 1

gde leva strana pretstavija koeficijenat
seCice a desna koeficijenat dirke gde
je € apcisa za tacku dodira a ta je vred-
nost izmedu a i a-+h. Vidimo da je
E=a-+6h gde je 0< o<1, dakle o h
pretstavlja deo od h, onda teorema za
kona¢ni prirastaj ima oblik

Fat0—F@ _p oy
h

1) Ovo vaii za sve neprekidne funkcije koje ili stalno rastu (,monotono rastuce”)
ili stalno opadaju (,monotono opadajuce"); tome.treba dodati i da funkcije treba da imaju

, . S 1
izvod. Ima neprekidnih funcija koje nemaju izvoda u pojedinim tackama na pr. y = x-sin—
X

za x =0 ili vopéte ga nemaju kao na pr. y = x|+ |x—1]|—]x—2] 4 |y —4{

G - i v

\35

Primena ove teoreme je u matematici mnogostruka i u narednom odeljku
vide¢emo njenu primenu u reSavanju jednog vaznog zadatka viSe analize.

Napomena. Ako se Lagrange-ova teorema pimeni na dve funkcije f(x)
i g(x) onda se dobija uopStena Lagrange-ova teorema koja se zove i Cau-
chy-eva. Naravno da su f(x) i g(x) obe kontinuirane u intervalu a, a4 h.
Za funkciju [(x) u intervalu(a, a4 h) imacemo Lagrange-ovu teorcmu

fla+ hy-—f(a)

h

1) ' (a4, h)

a za lfunkciju g(x) u istom intervalu bice

2) w — g' (a4 e, h)
1t

Iz formula t.) i 2.) dobijamo deobom

3) fath) —f@) _(atoh
glat+hy—g() g'(ato,h)

Ako se se obrazuje jedna funkcija v (x) takva da je (1) v (x) = mf (x) + pg (x) +1

*uz uslove

5) v(a4+-hy=mi(a+h)+

Tpgatmn41=0
pri ¢emu su m i p koeficienfi (kounstante) — onda poSto je funkcija v (X)
za dve vrednosti x,=a x,==a - h postala nulal) mora se naci bar jedna
vrednost x,=a-} 6 h za koju je v'(x) =0 dakle (prema I).

6)v@toh=mi(a+h)+pglat+oh=0

4) v@)=mf(@)+pga)+ 1 =0

Oduzimanjem jednacine 4.) od 5.) i jednaenjem po koliCniku — L
. m
dobijamo
7) fa4h)—1f(@) i'(a49h)

glatn—g@ g(atoh)
S$to izrazava Cauchy-cvu teoremu.

11. L’ Hospital-ovo pravilo

Videli smo na samom pocetku na$ih izlaganja (pre rafuna limes-a(
da je bilo potrebno izraCunati vrednost pojedinih izraza koji su se javljali

. .0 . .
w prividno neodredenom obliku re Ratunali smo vrednost tih izraza na

1) Za svaku neprekidnu tunkciju (koja ima izvod) vaZi stav da se izmedu njene dve
nule nalazi bar jedna nula izvodne [unkcije (Rolle-ova teorema). Teorema je geometrijski
ofevidna.

3*

Yok

L

o

TS ENE
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; LT K x*—a? . .
razne nacine za svaki sludaj: na pr. izraz kad x - a izracunavali smo
X—a
primenjujuéi precutno stav o granici: izmedu a i x postoji koliko god hocemo
sin x

mala razlika 9, dakle x =a - §; zatim za kad x-0 izraunali smo uz
» 2

o |

: s . : . a
pomoc geometriskih rasmatranja; graniénu vrednost izraza za x>0

*
izratunali smo pomoc¢u grani€ne vrednosti za broj e.

Svi su ovi natini za svaki sludal — manje ili viSe razli¢iti. Medutim
diferencijalni racun daje sasvim prost nain da se svi ti slu¢ajevi reSavaju
na jedan naéin. .

Neka je data funkcija F(x) u obliku koli¢nika.

' f(x)
1) Pixye 22
‘ ? (X)

pri ¢emu funkcije f(x) i ¢ (x) za vrednost x=a postaju nula. Dakle za x=a
formula 1.) daje ®

. f(a) 0O
2) Fla)=—=_".
; - p@ 0
Mesto da trazimo koliénik L) moZemo koristiti Ha -t jer je
: ?(a) ¢(a+h)
3) lim 1@ _ @

p(at+h)  ¢(a)
h—0

Kako su funkcije t(x) i ¢ (x) neprekidne u blizini x—a (u stvari kad x- a)
to se na njih obe moZe primeniti Lagrange-ova teorema o kona&nom pri-
raStaju

4) '*f(a"'h)—f(i):f'(a-keh)

h 0<o<|
5.) MZ?'(3+5h)

h 0<s<l

pa iz formula 4.) i 5.) dobijamo

6) f(a4-h)=1f(@)4hf'(a+ 6h) 7.)¢'(a+ h)=g(a) -+ he' (a + 8h) i

granica koli¢nika f(a+§) postaje znajuci da je f(a)=0 i ¢(a)=0.
¢(a-+h)

* Deoba nulom je besmislena — jer nula pretstavlja osustvo kvantiteta — kolicine,

ali se Y upotrebljava samo kao oznaka.
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8, lim fl(a+ h) — lim f(a) + hf' (a 4 6h) lim (a4 6h) _ '(a)

pfa+h) ¢ (a) +- he' (a + 5h) ¢'(a46h)  ¢'(a)
h—0 h—-0 - ! h—0

Znati da se formula 3.) moze napisati zbog formute (8).

g teTH £

9) :
p(a+h) o'(a)
h—-0

moZemo postupno ovako pisati (koriste¢i formulu 1) i dalje)
fl
() _ i f2+h)_ f)

P(x) e(a+h) ¢'(a)
h—0

X-—>a X—>a

10) lim F (x) =lim

dakle najzad

NG

Formula 11) kazuje L’ Hospital-ovo (1696) pravilo:

vrednost koli¢nika f(—;)) kod x - a i f(a)=0 kao ¢(a)=0 dobiva se kad se
Q(x .
nadu posebno |izvodi tih funkcija i u njih se zameni vrednost x = a.

Tako ¢emo primera radi izradunati izraze koji su nam ve¢ poznati.

sin X

a) y= kod x>0 postaje y = %

limy=limw=lim[—sm x]:“m[cosx]= 1
b

X X
x—=+0 x->0 x—>0 x>0
: o ! 0
b) y=-2—kod x>0 postaje Y=
*—1 a*Ina
limy = lim2—— =l|m[ ]=lna
L X
x>0 x—-0 x =0
x% — a? : 0
=-———kod x-»a postaje y=—
B d X—a 0
:—a’ . 2%
limy=lim-§—a=l|m[_]=ga
X—a 1
X—>a Xi=:a X—>a
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Kao sto se vidi u sva tri slu¢aja dobili smo na isti nacin one iste
rezultate koji su nam ve¢ poznati. Istina je da je diferencijalni racun zasno-
van na vec¢ poznatim grani¢nim vrednostima

sin gx—1

lim

X
x' lim(l +—]->, lim
X

x—>0 X = o0 x =0

X

ali nam on daje prostu i jednoobraznu metodu, sistematsku proceduru koju

nam nije dao racun sa grani¢nim vrednostima. Za slu¢aj da se koliénik

f(x). . . . : oo e L8

( )]aw u obliku —= moze se primeniti isti metod jer je
o0

g(x

i |
lim ) =nm&=“m[g(ﬁ‘)]=“m[ P?(x) g'(X)]
g (x) el eI g2(x) f(x)
f(x) [f(x)]
X—=>a X—>a X—>a X—>a

'
dakle (ako postoji limm i lim g_(x_)
g(x) " (x)

X—>a X—>a

dobijamo

iR - g [m _ H'(X)] |
g (x) g2(x) F(x)

X—>a X—>a

a odavde je

lim 1) _ i £
g(x) g'(x)

X—>a X —=a

dakle ostaje isto pravilo kao i za slucaj %

Jo§ se mogu javiti oblici oo — oo, 0-00, 000, 0°, 0*

, 1%, Sto se tice oblika
20 — o0 — ako su u pitanju

razlomci — treba ih dovesti na isti imenitelj

1 | oo
— na pr. (—___)=_
x=>0\SIn x X [e0]

’ 1 —si — sin x)' -
l|m<.—~——l>=lim <x ‘sm x)=“m[(x sin x) J:lim( 1 —cosx >= _Q
sinx x X sin x (x sin x)' sinx -+ cos x
0

x=2>0 x=>0 x> %510

T ——

T

o ke

~ Lo s S .
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treba jo§ jednom primenits L’ Hospital-ovo pravilo i to se u opSte uvek Cini
dokle god se neodredenost ne izgubi.

. (e8]
Za slucaj 0 oo treba ovaj oblik svesti na ;; na pr.

Xk

. /lnx . afnaly x|

lim (x In x)=||m<—)=nm(—|—,=hm T =
x2

I —_—
x 20 x>0 x x=2>0\x/ x>0

Oblici 0° 0, o 1o svi se svode na ek

5
>

lim (x¥) = lim [(e '™)*] =lim [ex'™*] =lim | e _1; — | (0%
x*0 x>0 x: %0 x>0
Inx
“lim K%)x] = lim [(e_ '"x>'] =lim [e— m] :En; e _"] =e'=1 (0%
X =0 x>0 x +0 x

lim [(l +%)x] = lim [[el““ +‘i‘)]x} = lim [em “+i’)] C= - P,

Xi =*iQ) x=*>0 x >0

Kao §to se vidi, funkcija k(x) dobija za x - a jedan od ve¢ poznatih
oblika 0 co u poslednjim primerima. ‘

Zadaci sa veZbanje

Nacéi vrednost prividno neodredenih izraza:

i : X n
1. lim xcotgx 1 & fina —x)tgn— n
x >0 2 2

x = 1
21 1 —cosx 1 : ]
' . tgx —-sinx

= 2 §. ljmEE T8 —

x> 0 x3 2

cosmx—conx  n%—m? sinx 3 1
3. lim 6. lim .
b - % 1 — 2 cosx V3

X =P

s 2 L i gl et

S U o

SSORET STV

ot o s Tk,
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8 o
A P e T L 4
1 —tg2x 4 (I—cos x)?
Sl Ea x>0
4
: 14. lim (arc sin x) '&x |
8. lim SinX ?(cosx 2 e its
X —sin x
x>0 : x3
15, lim— . 0
x ex
9. nm("—*’_') e? i
X
10. limtg x'82x e~2 16, T T-EOS 8% a
n In cos bx 2
x> 4 x>0
L/ XE—1\*4 x—e—x "
. tim (5 ) 0 17, NS 2k |
X X — sin x
x>0
12, lim l_n_x_ n>0 0 2
N 18, limxx L
X > oo . x>0
12. Maximum i minimum
I
v,

. '

2

|
|
|
|
|
1

|
|
|
|
I |
P Z 9Xph

Neka je data funkcija y=1f(x). Na krivoj (sl: 9) koja pretstavlia
fur}kcijq tatka M ima najvecu ordinatu (u inter\jla(lu a,) b) {101? tacka I:IE: 31‘::
najmanju ordinatu (u intervalu c, d). Vidi se da je u ovim tatkama tangenta
p:iralelna X — osi (sa x — osom zaklapa ugao 0) pa je u ovim tackama
(y'=tga)

y =0

Ali se sa

i da tacke P,

11
slike vidi da tacka M i m nisu jedine tak&e u kojima je
y =0
i P, imaju istu osobinu — pa je y"=0 no zapaza se da

tatke P, i P,|imaju ordinate koje nisu ni najmanje ni najvece u njima od-

govarajuéim i
Tacke

tervalima.
(Maximum) i m (minimum) zovu se ekstremne vrednosti

funkcije (u intervalu a d) a tatke P, i P; zovu se prevojne taCke (tactke
infleksije). Posmatrajmo najpre prvi izvod funkcije u intervalu a, d. Sa slike

se vidi da ka

kriva raste da su uglovi tangente oStri (za sve vrednosti u

intervalu) a njihovi tangensi pozitivni pa znaci da je

y'>0
Kad kriva opada — uglovi su tupi — pa su njihovi tangensi negativni
dakle

y'<o

Znajuéi ovo, hwvidamo lako da kod tatke Maximum-a kriva raste pa opada
— dokle za vrednost (a) manje od xy imamo

a za vrednost

y'>0
(b) vece od xy bice

y'<o

Znali: kod tatke Maximum-a za vrednost X manje od xy imamo najpre
pozitivau vrednost y' a za vrednosti ve¢e od xy dobijamo nagativnu vredrost
y' (naravno ovo vazi u tom odredenom intervalu).

 Kod tacke minimum-a za vrednost x manje od Xg bice y” negativan a za

vrednost vece

od xn izvod y' bice pozitivan.

U sludaju prevojnih tadaka P, i P, kriva ili stalno raste (kao u sluéaju
tatke P,) ili stalno opada (kao u sluCaju tatke P,).

Dakle, ¢
od xp,

staje stalno — za vrednost x manje od xp, kao i za vece

y>0

ili za vrednosti manje ili vece od xp,

y'<o0

Odavde yidimo, da za vrednost x-a u blizini apscise prevojne tacke —
izvod y' ostaje ili stalno pozitivan ili stalno negativan.

Ovim sn
ekstremuma i
ovim i drugu.

o pokazali kako se mogu pomocu prvog izvoda naci i tacke
prevojne tatke. Ovo je jedna metoda a pokazac¢emo odmah za
Najpre pokazimo izvedenu metodu na primerima.
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y=3x2—6x-41

y'=6x—6
6x—6=0
Xx=1
i 0< 1 <2

Vy=6-0—6=—6

Yo=62—6=-46

e

Primer. Ispitajmo da li kriva y=3x3-—6x—|—1 ima ekstremuma.

Funkcija.
Nasli smo izvod

Za tatke ekstremuma mora y’ biti ra-
van nuli

Resili smo jednalinu po x i tatka sa
apscisom x = I moze biti ili ekstremum
ili prevojna tacka. '

Za tatku sa apscisom x = ! manja
apscisa je 0 a veda 2

posto je prvi izvod za vrednost x =0
negativan

a za vrednost x=2 pozitivan, to u
talki x =1 funkcija ima minimum.

Ordinatu tatke ekstremuma izralunacemo iz same funkcije

o | Yoin=312—6-14+1=4—6=2

Primer. Ispitati da li kriva y =4 x?® ima ekstremuma

y=4x?
y'=12x2

12xt=0

x=0

— 1 <0< 1

Yoy = 12(— 1y =+ 12

y'(+1)= 12-12=+12

Funkcija.

- Prvi izvod funkcije

Za tatke ekstremuma ili prevojnu tacku
prvi izvod y’ mora biti ravan nuli

TaCka sa apscisom x =0 pretstavlja
tacku ekstremuma ili prevojnu tachu

apscisa manja od nule je —1 a veca
+ 1 za koje treba nastaviti ispitivanje,

Za ove apscise izvod y’ jé pozitivan pa
je taCka sa apscisom x=:0 prevojna
tacka.

Primer. Ispitati da li kriva y = x*--x? ima ekstremuma.

’ y =x* — x?

y'=4x3—2x

\

Funkcija

[zvod tunkcije.
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1 Nasli smo tri taCke u kojima
2 mogu’ biti ekstremumi ili

Xg=— "5~ prevojne tacke

Y g = P —2 (=)= —
Rt

L
¥ (_3—4‘2

Y2
y' (”24313‘—2'1:2

nosti apscisa koje jo§ treba ispitati.

i
— =t
=1
i P
N DULEN JULE S
y<+1> 8 2 2
2
fe Y2 1
—lsTmreTy

2
1\? Vb
r= G

v vz
-2 2
[ | | : ]
] t
RN
E 2
! Odredili smol) apscise —
— 5 <0< manju i vecu za tacku x=0.

Kako kriva prvo raste(y'>0)
pa opada (y'<<0)to je u tatki
sa apscisom x=0 Maximum.

Nastavljamo ispitivanje za
2
tacku sa apscisom X = 4—‘?

Kako kriva prvo opada (y'>0) pa ra-
ste (y'>0) to je u tacki sa apcisom

2 ..
X == — = minimum

<1 apscisa B sé naiazi izmedu apscisa 1 il
EE) P 2 2

l ’,
Kako kriva prvo opada (y’ <0)
pa raste (y ‘< 0) to je u ovoj tacki
minimum.

2

1. Napomena. Mesto apscisa koje su vece ili manje od apscise jz:iak;(i
koju ispitujemo da li je ekstremum ili prevojna tacka —'mOZtkml(')ko ol o
vetu apscisu x;=a-¢ a kao manju X,=3a—¢ gde je € koliko g

1) Vrednosti u &ji se interval zatvara ispitivana vrednost ne smeju prelaziti vre




’:l

;
|
-*L
E

3. Napomena.

Yy

A

ho¢e mala koli¢ina. Ovaj naéin ima prednosti nad do sad pokazanim sto
nema mnogo numeri¢kog ra¢unanja i §to se sve potencije €% £3...... itd.
mogu zanemarivati ako se javljaju kao sabirci.

2. Napomena. U odeljku I pokazana metoda za ispitivanje ekstremuma
i prevojnih taGaka s narocitim uspehom se
barskih) s viSestrukim nulama kao na pr.

primenjuje kod funkcija (alge-

y=(x— 4 (x4 3y°

Slika 10 pokazuje da kad kriva
raste ka tacki Maximuma da je
prvi izvod y' pozitivan ali sve
manji po apsolutnoj vrednosti (jer
Se njegov tengens smanjuje sve
viSe: svaka tangenta ima para-
lelnu koja prolazi kroz tacku Ma-
ximum-a a njihovi tangensi si

SI. 10.

e
0 RN i

tga =" top— IM iy i vidi

P1 P

se da su sve manji jer Ym se deli

Sa sve vecim p,, p,, p, itd.). Isto tako slika [ pokazuje, da kad kriva raste

od tatke minimuma da je izvod
Y pozitivan ali sve pe¢; PO apso-
lutnoj vrednosti. Slicno se izvodi
kad_kriva opada. :

-~

II.

Videli smo da je prva me-
toda za ispitivanje ekstremuma j
prevojne tatke zasnovana na
prostoj &injenici rascenja i opa-
danja funkcije (kominuirane) $to
'se vidi iz prvog izvoda. Sad
cemo izvesti drugu metodu.

Ako posmatramo i originalnu funkciju y
kao dve funkcije sa istim apscisima a raznim
ordinatama — koristeéi napomenu 3. iz c-
deljka I — lako uvidamo:

u slutaju Maximum-a kad kriva y raste
kriva y* je pozitivna ali sve manjih or-
dinata dok u tagki sa apscisom xy ordinata

Y

—

\

=1f(x) i izvodnu Yi=H@)

je y'=0; od take sa apscisom xy kriva
Y opada — kriva y’ negativna i sve vecih
ordinata (po apsolutnoj. vrednosti); dakle u
intervalu (a, b) kriva y* stalno opada to znaci

N njen izvod mora biti

yll <O

"

Y

krive

minimum).
Znaci clz?
trebno je da je

\ .
Sli¢no razlagarnje upotrebicemo i za slu¢aja
minimum-a i utvrdicemo da je za sve tacke

pa i zaonu salapscisom xn (koja pretstvlja 0
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za sve vrednosti u intervalu (a, b). To znaci da ¢e i za vrednost xy (koja
nas naroCito interesuje) biti isto

y” <0,

Dakle da|bi u tacki sa apscisom xy bio Maximum treba da je

e
=0 i )'”<0

yﬂ>0

kriva y ima minimum po-
y=0iday”">0.

y
. y
)
- :
: |
1 *
Y‘//n \\
/ \
SI. 14. {. !
Imajuéi u vidu prethodna izlaganja lako SI.15.

uvidamo da ce
krive y —u ist
y’ jednak nuli

iz svega ovog i

kod prevojne tatke originalne ) ) L
oj apgcisi ]lcrive V' biti ta¢ka ekstremuma pa je onda izvod krive

dakle

zlazi da: kad je y'=0 (za vrednost x=a koja ponistava y')

bez dokaza. Ako - ) I
metuda pomoc¢u y| reSava i ovakve sluCajeve bez teSkoce.

ako je y’ <0 postoji Maximum
T y'>0 . minimum
e y’=0 " prevojna tatka (tacka funkcije).
*) Ovo ¢e biti onda ako je za vrednost x =a, y" =0 ali treba y” { 0 Ovo dajemo

je i y"" =0 onda postoji metoda koju ovde necemo izlagati. Medutim
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llustracije radi pokazacemo ovu metodu na jednom primeru vec¢ ranije
izradenom.

Primer. Ispitati ekstremume funkcife y = x* — x2

y=xt—x? Funkcije

y=4x3—2x prvi izvod funkcije
X(4x2—2)=0 Za tacke ekstremuma i prevojnu tacku prvi izvod
mora biti ravan nuli
y'=12x—2 Nalazimo drugi izvod funkcije
12.0—2=—2 ¥y 0 <0 stavili smo u drugi iz-
V3 vod redom . vrednosti
127-—2=6|2—2=2'(3)2—1 "z >0 2
- | G| PR g n=tE
= i 0o 2
L/Q [ ) ” ll 2
12 -—2=—2@3)2+41) V' /g <0 g =_ "2
2 () b 2
; 2,
i dobili smo za
X, =0 Maximum
2 .
Xy = =~ minimum
2
(2
Xg = — —— Maximum
2
Kao Sto se vidi — brze smo dosli do rezultata i koristili smo samo
vrednost x koje su u pitanju — ne traze¢i nikakve druge vrednosti, manje

ili vece, od one vrednosti za koju vrimo ispitivanje. Ova metoda pomocu
drugog izvoda je viSe uobitajena, ali ima teSkoca kod funkcija koje imaju
visestruke nule (na pr. y=(x—4)* (x+3) i dr.) ili uopste kod onih €iji su
izvodi komplikovani. Za ove slucajeve podesnija je’ prva metoda.

Napomena. Ako je kriva otvorena na dole (sl 16) onda je kriva prema
X — osi konkavna (izdubena) a ako je kriva otvorena na gore onda je ona
prema x — osi konveksna (ispupena). Na sl. 18 se vidi da kriva moze da
menja konkavnost. Prvi slucaj konkavne krive imamo u intervalu gde je
Maximum (kriva ispod tangente) drugi sluaj u intervalu gde je minimum
(kriva iznad tangente) a tre¢i slu¢aj menjaja konkavnosti imamo kod pre-
vojnih tataka (s jedne strane ispod a s druge strane iznad tangente). Ovo

se sve dobija — ispitivanjem pomocu prvih izvoda — kod trazenja ekstre-
muma i prevojnih tataka.
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" R P | J favoda — opet Uz
Ali je moguce izvrsiti ispitivanje i pomocu drugog izvo " 8
ispitivanjzi ekstremuma i prevojnih tataka. Kako je za Maximum y“ < 0—a
|
Yy Y
| p ;
| \ ! | iy
l | ‘ L x ' \P
| | l ! W
| | _‘L 1 ! 1 i 1 ‘L
0 lll b X 0 ¢ dx 0 e f 9
Sl. 16. SL.17. Sl 18.

u intervalu gde je Maximum kriva je konkavna (prema x — osi) to je uslov

za konkavnost
y* <0

a iz istog razloga (iz minimuma funkcije) uslov za konveksnost je
yI/ > 0

i a. U nasim dosadasnjim primerima bilo je uvek-reci o prevoj-
noj ta‘z:;‘im::bkoju je tangenta paralelna x — osi. Lako se uvida da ima
prevojnih tacaka u kojima tangenta
nije paralelna x — osi; za te tacke
nije y!=20 ali je uvek y '=0. To se ¥
lako moze uvideti ako se ima na umu P
da u prevojnoj tacki kriva menja }(on—
kavnost. Za vrednosti x nesto manje q(!
apscise prevojne tatke imamo y“ < 0 (!h
y”>0) a za vrednosti x-a qe_stg’veca
od ove apscise je opet y”>0 (ili y <0). . 2 _
Ako je funkcija y* neprekidna — ona -
ne moze preci iz Obl?'sh'hpozt;(til:g;:\i . 19.

i vinih vr . .
\a”ign%sehpl:)s?:rl\is;?ig:aO‘. Zato u prevojnoj tatki mora biti uvek y“=0.

Zadaci za vezbanje

Naci ekstremume funkcijal)

1) y=x*—9x2415x—3 M (x=1)
2) y=a+t+(x—0b) M (x =Db)

1) Oznake M i m znale maximum (M) i minimum (m).



3) y=x'—8x*422x2—24x42
4) y=x>—5x445x%—1

5) y=Kx—4)*(x+}3)®

B P
¥ 14 x2
1
¥
2
8) y=_§_+ b?
X a—Xx
g‘) Y=x2_7x+6

x— 10

4
10.) y="T'£"

1) yam—®
x4
12.) y=y|nx
13.) y=x2Inx
S 14) y—xx

15.) y=xIn2x

sinx

16. —
by 1 — a2cos2x

a2 <1
17.) y=xve—x"
|8) y=x2e_x2

]g-) y’:ex+e—x

20.) y=—e—*x—g2

M(x=2),m, (x=1)m,(x =23)
M(xx=1) m(x=3)

M(X=0) m(x=4)

MExx=1) m(x=1)

Mx=1) m@Ex=—1)

a? : 2
M(xza—b)m(’(:aib)
M (x=4) m(x = 16)

m(x=1)

Mx=]2)

M(X=e—§) m(x=1)

(rasmotriti dva slu¢aju)

2a’>1, 2a2 < 1
M@x=n) mEx=0)
Mx=1) mx=0)
m (x =0)
M(x=1In2)

21.) Jednati
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: e X x° x* :
na elasticne linije je y=c(5—37+2 —II) gde su ¢ i | po-

konstante; odrediti za koje vrednosti x kriva ima ekstremuma.

zitivne
s 2 3
22.) lsto za |elasti¢nu liniju y=% f[(—’;—) ——;—(i:)] gde su fil pozitivne
konstante.
23.) Naci kolike treba da budu dimenzije pravougaonika najvece povrsine

upisandg u krugu polupreénika r.

7
24.) lsto z] ravnokraki trapez.

25.) Isto za pravougaonik upisan u polukrugu.
. 13.| Maclaurin-ova formula za polinom-binomni obrazac
Posmatrajmg polinom
1.) fx):ao—}-alx.-l_azxZ-*_asxa ............ -+ a, x®
gfle su ag. ag------- a, koeficijenti polinoma.

Uzastopni izvodi ovog polinoma su

Ako se u funkciju f(x) i sve njene izvode ' (x), f'(x)......

flx)=1-a,+2a,x+3a;x>+ 4a,x* -+ -4 na,x"~*
frx)=1-22,4+2-323x+3 - 4a,x2 -4 -n(n—1)a,x"" 2
f7'(x)=1-2-33,+2-3-43,x..... n(n—1)(n—2)a,x" % ......

M (m) e 1288 . annns (hn—2)(n—1)n.

fr (x) stavi x =0

dobija se (Elanovi sa x postaju nula):

odakle je

)

f0)=2, FO=12, (“@0)=12a ©0=123a
fl (0) fll (0) flll (0)

a,=1f(0 a,=—" Ay =——— Bgi=

o 0) 1 1 2 1.2 3 1.2.3

pa ¢e polingm (1) imati oblik

2)

. i ’ __l_ . 1 7 3
i) =10+ FOx+ O ¥ —— 1" (O)x S

1

+l-2-3...n

) (o) x".

Visa matematika
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i

For_mula (2) pokazuje da se koeficienti svakog polinoma mogu izrazité
pomocu izvoda tog polimona (u kojima se smenjuje x=20) i prirodnog niza
brg]eva Formula (2) zove se Maclaurin-ova formula za polinom. Ovu formulu
primeni¢emo na jedan vaZan primer.

'Ne;ka je polinom f(x)=(1--x)* gde je n ceo broj. Ako bi se izvrdilo
mnozZenje
4+x)d+x)....... = (14 x)"

svakako bi se dobio polinom
(4+x)=a,+a,x+a,x* ............ -+ apx"

Koeficiente a,, a,, 8 ......45 dobili bismo mnoZenjem koje bi bilo dug i
zametan posao. Me(?‘juttl)m prema predadnjoj primedbi moZemo koeficiente a,.
A, Agy el a obiti traZeéi izvode funkcije (1 4 x)* Sto j jed-
i o je (1 +x)" Sto je mnogo jed

Dakle posto je prema formuli (I)

1
1-2-3

- 1
ag == f (0) d, == T f (0) ay, == —1-—'2—‘ e (U) dg = £ (O) .......

treba naci najpre izvode funkcije f(x) = (I+4x)" pa u njih staviti x= 0. Imacenio
fx)=(1 +x)"

f'(x)y=n (1 4 x)—!
f7(x)=nn—1)(1 4 x)r2

" (®)=nn—1n—2)1+x""°
V{x)=n{n—1)(n—2)(n—3)1 - x*
.f" (x)==n (n—1) (n—2) (n—3) (n—4) (1 4-x)"
ako stavimo x==0 u prethodne formule dobijamo

£(0) = 1 7 (0)=n(n— 1) (n—2)

f7(0) =n VO)=nnh—1)(n—2)(n—3)

7 (0)=n(n—1) VO)y=nn—1)mn—=2)(n—3)(n- 4)

Zato ce koeficienti polinoma (1 4 x)" ==1(x) biti oblika

(I a;=1; a,=—n;

| 33=—%n(ll—]);

a@,:—l—izl—':;—n(n—l)(n——Z)

- n(n—Hn—2....3-2-1 —
1.23....(n—2) (n—Nn
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i najzad ¢e sam polinom imati oblik

1 1

nn—I1) x*+4 ————n —1)n—2)....Fx"
1.2 1-2-3
Qvaj sluaj odr.divanja koeficienata jednog polinoma kojt je dat u obliku
stepena linearnog binoma 14X, pokazuje nam kako cemo moci da odre-
dimo njegove koeficiente pomocu potencija x i prirodnog niza brojeva.

iy (l+x)“:l—{——1—n x-+

Na pr. za (1 4 x)* bice prema formuli (1) (ovde je n=4)

1
432 — 432 X
1.2.3

o n A
(W 4-x)t=1-+41 lx—|—44 23,4

1-2

(L x)p=1-4+dx+46x244x 4 xh

Formula (1) je u stvari Maciaurin-ova formula za polinom primenjena
na nerazvijeni polinom (1 +x)". Formula (I1fy pretstavlja vazan binomni obra-
zac Newton-a.

1.) Napomena. Formula (lll) obicno se pise

(=1 4 S MO ey RO RO e Tt

Ali mi piSemo na gore pokazani nadin prvo zato $to se tako vidi da su
n, n(n—1), n(on—1H(n—2) izvodi od (14 x) za x==0 pa je binomni
obrazac samo Maclaurin-ova formula u stvari; drugo zato $to se vidi uloga
prirodnog niza brojeva
J—, ——l— ——]—, AAAAAAAA i trece $to ¢cemo to i dalje koristiti u na-
1 1.2 1.2-3
rednom poglavlju pa je dobro odmah usvojiti takav nacin pisanja.

2.) Napomena. U praksi je obicno potrebno da se nade (a-bj" ali kako

b b1 b A"
j - = 1 -—~)toj da (a b"=[ i -—].—_a“ 14+ —-
je (a-Fb) a(—l—a>01eona(—}—) a<+a) <+a>
‘ "
Sto zna&i da treba najpre naci <1+l—)> {j. (14 x)" gde cemo X zameniti
. a

sa—b—, pa pomnoZiti sa a" sve to. To ¢e se videti iz primera (a-+Db)°
a

6 6-5 6-5-4
6 2 D9 ey 2 T x3 -
(M 4x) l+1x+l‘2\+1.2.3x-}

6.5-4-3 . 6:5:4:3:2:1 o
— —_— X X
1234 T3 -

(l—{—x)G:l—{—6x+15x2+20x3+15x4+6x5+x5



w
no

(43 te i+ m (Y s (2 o ) 42
as (l o —:—)G= (a+b)® = a4 6a° b 1524 b2 4 202° b* - 1522 b +-6a bs +- be.

3.) Napomena. Ako je dato (1 —x)" onda ¢e koeficienti uz neparne
izlozice biti negativni (jer je (—x)*=—x3!) itd. Sem toga (I —X)® je u
stvari [1 4 (—x)]" pa se moZe i to koristiti: mesto x u formuli (Ill)  staviti
— x. Sliéno tome (1 + x2)", (I —x3)", (1 4 x3)" itd. razvice se po formuli (Itl)
samo mesto x stavicemo x2, x3 itd.

12.) Taylor-ova formula za polinom

Videli smo da za polinom f(x) vazi Maclaurin-ova formula

1) f(X)=f(0)+%f'(0)x—|—]—]§f"(0)x3—|—%f”'(O)x---~+12;

) (0)x
P ;|

lako je izvesti da za f(x+ a), gde je konstanta a, da ce biti za x = 0 funk-
cija i njeni izvodi

f(x+a)==f(a), F(x+a)=f(a), "(x4a)=1"(a)...
pa ce, prema tome Maclaurin-ova formula za polinom f (x4 a) biti. oblika
1 1 1
1) f(x4a)=1f(a —f'(a) x —f 24 — $....
+2) (@) —Fia +12 (a)x+123 (a)x +
P e X8

Ako se stavi X+ a=u odnosno x=u—a dobijamo

2) H(u)=1f(a)+ % (a) (u—a) 4 % (a) (u—a)? +

fIII ) 3
123 .(a)(u a)d.
1
T Y peep— — a)n
WR AT hihs

Kako uopste funkcija ne zavisi od slova veé¢ od nadina na koji su vezana
slova — to mesto u moZemo staviti x pa ¢emo dobiti

3.) f(x)=f(a)—|—lif’ (a) (x—a\—{—l]—zf"(a) (x—a)*............ +

-+ . A W (a) (x —a)"
n

oy

Ova for
se ona za X
urin-ova forn
nomni obraz:
nerazvijen p
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mula (3) pretstavlja Taylor-ovu formulu za polinom. Vidi se da
= 0 svodi na Maclaurin-ovu formulu. Videli smo da se Macla-
ula upotrebljava za izvodenje binomnog obrasca: upravo bi-
ic nije niSta drugo nego Maclaurin-ova formula primenjena na
plinom (1 4-x)";, Taylor-ova formula ima svoje mnogostruke

teorijske i prakti¢ne primene od kojih ¢emo sad jednu navesti.

Primer.
ente polinom
najpre

f(x)=x* 44
1" (x) =3 x2 |
i (x) = 6 x H
£ (x) =6

Sada formula
f(x+5)=23

Kad imamo
u polinomu
=(x+ 5 H
mnogo dnie
(x+5)*=4(

vanja i reduk

Iz preth
polinom. Me
izvesnim usla
data funkcija
da predstavin

1.) f(x)=1(

Naravno da

prekidna u i
ciju M(x). L
i funkciju f (X

2) F(x) =10

Dat je polinom f(x)=x3-4x2+2x—1; izraCunati koefici-
a f(x4-a) kad je a=>5. Koristicemo formulu 1.) a izra¢unajmo

X24-2x—1 L f(5)=5'+4.5242.5—1=224
L8x 4 2 (5)=3-52+8-542=117
8 {#(5)=6-5- 8 =38

1.) ima oblik

4+¥x—|— 1382 X2 Xt = 2344 117 x 4 19 x2 4 x°
unkciju f(x) pa je dato da se izratuna f(x + a) znaci mesto x

x3 - 4x>+42x—1 treba da bude (x-5) dakle f(x-+5)=
4 (x4 4?24 2(x+45) — 1. Medutim, ovo bi raunanje bilo
nego Sto smo racunali pomoc¢u Taylar-ove formule. Rafunanje
X4 5)%+2 (x4 5)— 1 dalo bi nam isti rezultat posle stepeno-
cije.

14.) Maclaurin-ova formula za makakvu funkciju

odnih izlaganja videli smo da Maclaurin-ova formula vazi za
dutim primina ove formule moguca je i za ostale funkcije pod
vima. Da je to zaista moguce pokazace ovo izlaganje. Neka je
f(x) koja je neprekidna u intervalu —a < x < a. Pokusajmo
no ovu funkciju za sad ovako

1 1 1
+ —f + —1(0) X2+ —M (x)-x®
I 0y x 15 (0) x . (x)-x

ovo pretpostavlja da su bar prva dva izvoda f/(x) i f”(x) nc-
tom intervalu kao i sama funkcija. Ostaje da odredimo funk-
Da bi ovo izveli posmatrajmo jednu drugu funkciju koja sadrzi
) u sebi a ¢Ciji je oblik

T QT ;
)—10) — —F Ox—-—1"(©) M (x) X

1-2.3
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gde je M (x,) vrednost funkcije M(x) za x=x, a samo x, je vrednost iz-
medu 0 i . Odmah se vidi da funkcxja F(x) ima dve vrednosti za koje
postaje jednaka nuli — a to su x=01 x=x, Za x=0 odmah se to vidi
iz oblika funkcije F(x) (kad se stavi x=0 ona se poni§tava); za x =X,
isto dobijamo kad f(x) zamenimo odgovaraju¢im izrazom na desnoj strani

formule 1.) — u funkciju F(x) i u ovoj smenimo x sa X,.
Ako se funkcija F(x) diferencira onda F’(x) — poSto pretstavlja iz-
vodnu tunkciju od F(x) — ima bar jedno x=:x, (izmedu x=0 i x=xy)

za koje je F’(x) =0 (Rolle-ova teorema).
Sama funkcija F’(x) ima oblik

3) Fr(x) =1 (x) — I (0) — % £ (0) X — 1—'5 M (x,) x*

Vidi se opet da vrednost x==0 ponidtava funkciju F’(x) (to se vidi kad se
u formulu 3.) stavi x=0) a sad smo videli da je x=x, druga vrednost
koja je takode poniStava.

Ve¢ kod funkcije F'(x) uvidamo da je prilikom diferenciranja isCezlo
f{0) — tako <e prilikom drugog diferenciranja iz¢eznuti {°(0) a prilikom
treceg f(0) — da najzad ostane

4) For (x) = £ (x) — M (x,)

Kako je F’(x) imalo dve vrednosti od x za koje se ponistavalo — tako
¢e imati F”(x) opet dve (§to nije teSko utvrditi) i tako redom.

Jedna od ovilh vrednosli koja poniStava redom funkcije F(x), F’(x),
F7(x) je uvek x==0.

Tako ¢e za F'”(x) biti svakako (pored x=0) jo$ ]edno Xy =8 x4
{zde je 0 <8 < 1) za koje je

FIII(5X0)=O
i onda prema formuli 4.) imamo
3) (8 x0) = M(x,)
Kako se moze formirati bezbroj funkecija F(x) u kojima ce se menjati
samo za razne x; vrednost M(x;), to se onda moZe napisati uopSte za sve
vrednosti x u intervalu 0 < x < x,

G.) (6 x) = M (x)

Zato ¢e formula 1.) moc¢i da se napiSe definitivno

7) f(x) =1(0) -I- *f (O)x + ——1(0) x* + '“12”3 £ (5 x) x3

Razume se da bi se ovo moglo na isti nacin izvesti ako bi hteli vise &la-
niva formule — na pr. za n ¢lanova bice

3) 1(x)=10)+ —f’(o)x+———’r (O)Xz—i— 573 F7(0)x%... +l—21ﬁf<“’(6x)x-
‘4. N

Formula 8.) pretstavlja Maclaurin-ovu formulu za makakvu funkciju j
vaZi za svaku funkciju za koju — niti sama funkcija niti koji od njemh
izvoda — ne postaju beskrajni niti stalno neodredeni zax =0.

o] - 5 .
Zato na pr. na funkcije = Inx, /x ne moze da se primeni Maclau-
X

rin-ova formula.
Primedba. Primetimo da ako funkcija ima neograniCen broj izvoda i
ako poslednji ¢lan formule

1
= S x)xn
[.2...n (0%)

tezi nuli pri n > oo onda imamo beskrajni red

f(x) = f(O)—}——f’(O)x—}— f” ©0) x>+ ];—sf""(o, X3P

lzraz obeleZen sa R naziva se ostatak i koristi se za mnoga prakticna i teo-
rijska rasmatranja. Ovaj oblik ostatka zove se Lagrange-ov i najCeSce je u
upotrebi. Medutim u praksi se najCesce koriste prva trl ¢lana reda odnosno
formule. Na taj nrin. sve se funkcue priblizno izraZav.ju (aproksimiraju)
parabolama (iji se koeflcuentl men]a]u od funkcije do funkcije. Za najveéi
broj tehaickih potreba u racunima imamo dakle priblizno

£(x) =~1(0) —}-—:—f’ (0)x+1_13f“(0)x2

Napomena. Ako se formula 8.) primeni na funkciju f(a--h) gde je a
konstanta i h promenljiva onda imamo najpre

S+ m@f )y =F @t

df df’
P o h hY = {“ h
S tvatnathy=ra+n

....................................

prema formuli 8.) treba staviti h==0 pa onda formula 8.) postaje
{
9) f(a-}—h)=f(a)—|—-%f’(a)h—|—1—2~f”(a)h2 -------- +R,

gde je R, ostatak.

0
¥
o
o
i

e
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Ako se izvrS$i smena a-+h=u odnosno h=u—a onda formula 9.}
postaje

um=uw+{wmﬂw—m+75$%mw—nz ------ +R(u)

Kako se funkcija f mozZe izraziti slovom x — posto funkcija ne zavisi od
slova — to ¢emo pisati

10) 100 =1(@)+—F @) (x—a) " @x—a R

Formula 10.) zove se Taylor-ova i razlikuje se od Maclaurin-ove po.
tome $to se u funkciju i njene izvode mesto x =0 stavlja x=a. Jasno je
da je Maclaurin-ova formula specijalan sluc¢aj Taylor-ove ali je ipak daleko
vise u upotrebi Maclaurin-ova. Obe formule igraju znatnu ulogu i u teorijskim
izvodenjima i u prakti¢nim izraCunavanjima. Mi ¢emo upotrebljavati isklju¢ivo

e | =
Maclauren-ovu formulu. Primetimo da funkcije —, Inx, |/x koje se ne mogu
] P

razviti u Maclaurin-ov red — da se mogu razviti u Taylor-ov.

Primedba. Vazno je primetiti da se Maclaurin-ovi redovi mogu sabi-
rati, oduzimati kao i mnoziti i deliti potencijama od x. Isto tako dva reda
se mogu mnoziti. Treba napomenuti da se mora voditi raéuna o intervalu kon-
vergencije oba reda Sto povlati ograniCenja za red koji se dobija mnoZenjem
oba reda. Sem ovog se redovi mogu diferencirati Tako — kako je cos x ==
= (sinx)' — dobijamo red za cosx diferenciranjem reda za sinx. To se
moZze proveriti u narednom odeljku. U dokaz svega ovog — vrlo korisnog
za praktitan rad — ne¢emo se upustati ali treba da dobro uo¢imo ovu
primedbu.

15. Maclaurin-ove formule za osnovne funkcije
ax, sinx, cosx

Prvo ¢emo razviti osnovne funkcije ax,
formuli.

formulu

) sinx, cos x, po Maclaurin-ovoj
Mesto a* razvicemo najpre f(x)=e*. Napidimo Maclaurin-ovi.

1
1.2.3

X2 4 1 (0)

1) f(x)=f,(0)+f'(0)+x+f~(0) 1?2 o s

1
———x" 7 (3x
r T 1-2...n @x)
0<8<1
i onda imamo

)=,
f(0)=e*=1,

f'(x)=e*, "(x)=ex, §“(x)=c¢x

FO)=e =1, {"(0)=e°=1, f“(0)=e°=1

ot

-

o T T B L
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pa zato dobijamo za e* Maclaurin-ovu formulu

2) ex=1+

! X3veoowen Lxﬂ
1-2-3

1 s o
FRRALE & Rl 1-2-.2....n

Ovo je Maclaurin-ova formula za funkciju ex.
X

Ako se fraii da se razvije e—*, ea, ex", e®* mozemo postupiti kao i
kod razvijena| ex — ali nije potrebno, treba samo u formuli za e* mesto X
staviti —x, —(—, -—-i, x" (n ceo broj) mx. Na ovaj natin jednu dobijenu

a

formulu mozemo visestruko da iskristimo. Funkciju a* moZemo opet pomocu

formule 2.) da
mesto x stavi

razvijemo jer je a=e'" pa je ax=e*"? i onda u 2. treba
i xIna.

Sad ¢emo razviti sin x; po obrascu 1.) iimamo
f(x) = LI L P L. 7 ). ——1——x" fn (8x)
1) =H0) 4T (O)X—I-T.?f 0)x*+ W 0)x*.... + 551
i za nas slucgj je
f(x)=sinx, {/(0)=cosx, I (x)=—sinx, {”(x)=—cosx, fV(x)=sinx
f0)=0, #@©0=1, f§0)=0 {"0)=—1, {(0)=0
pa ¢e biti (vidi se pravilnost: neparni izvodi samo postoje!)
; LI LI - X 4Ra.
@ sinx=a— ¥t 123 1-2.3-4.5.67
Lako se| uvida da ¢e za cosx biti
: 1 L, 1 "
e 2 x4 — x8... +R
W) cosx=l— Xt 234" 123456 ’
: . X .
Pomoc¢u| formula (3) i (4) moZemo razviti i sin mx, sm;, sin  x",
COS mX, COS x_, cos x" samo ¢emo mesto x staviti odgov'arajuéi argumenat.
m
Primedba. Na ovaj posredan nacin ne mogu se u Maclaurin-ovu for-

mulu razviti
esinx —1

ovo je zaista

imati cele stef
da se razviju
(2) ostaje sa
sinx i cosx.

unkcije ¢iji argument nije Ax® (n ceo broj). Na pr. funkcija
_ ' (sinx)"f® B sinx)
1-2...n

jedna formula — ali nije Maclaurin-ova jer da bi to bilo mora
X X

sene x. Medutim funkcije e—*, e2, e 2, ex’, e™" mogu

pomoc¢u formule (2) zato Sto su njihovi argumenti isto Ax® pa

celim stepenima. Ovo vaZi i za sve ostale funkcije pa i za

emn’




Dakle od osnovnaih funkcija razvili smo a¥, sin x, cosx; moguce je raz-
viti sve ostale funkcije (izuzev Inx jer za x-0 imamo Inx-o0) po for-
muli (1), ali mi trazimo $to jednostavnije nacine pa ¢emo ostale funkcije
ostaviti za docnije kad ¢emo pokazati vrlo jednostavne naline kuji nam
usteduju dug rad. Sad ¢emo samo ukazati na to da se funkcije tipa

1 s —_ L 1
(1+x)s“(‘+"’ , o Vidx=(+xz, Tits

mogu razviti u Maclaurin-ovu formulu koriste¢i binomnu formulu

—(407F

(1 —{—x)“:l—}—%nx—i—l%n(n—- Nx2+ l—.;-?n n—1) (n—2)x*......

jer smo kazali da je binomni obrazac — Maclaurin-ova formula pa prema
tome se bez izakve ograde primenjuje na pomenute funkcije. U gornjim
primerima je

nz-—3’ 0=, n=~——-l—-
2 3
m—_—
Isto se tako moZe razviti u beskrajne redove J/(1 4 x")° gde su m, n, p, celi

P
brojevi jer je (14 x")™ samo mesto x stavimo x". Tako dobiveni redovi zovu
se binomni redovi. '

Zadaci za veZbanje

Razviti u Maclarin-ov red ove funkcije

ex—1 1 —— 3 _
, , Vidx, eX, e7%, i(—"'e—‘>
X (1 +x)® a a’ 2 a a
—_— . X sinx cosx—1
edx e—x2 I - x2 , sin—, sinx , ———————,
’ V ’ (1 —x)? a bq x?

16. Euler-ova i Moivre-ova formula

Ako se u redu za e* (ovde je ba§ podesno uzeti beskrajni red!)

1
1

1
1-2.3

e"=l+ X—!*%Xz—{— X3,

mesto x stavil) x=i i vodi ratuna o tome da je
i=mi 2=—1 ¥=—i i*=1 i*=i

i) MozZe se dokazati konvergencija reda za ex i za sluaj kompleksne promenljive
— no u to se necemo upustati i koristicemo ovaj red bez ovug dokaza.
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dobijamo izdvajajuci clanove sa i i bez njega

1 i

1 6
2 Xt X .. .. +
T2 +1 233 1.2.3.4.5-6

eXi=1-—

1 1 R
i(x—-———x} 4 ————X )
+1(x 1-2.3 +l-2‘3-4-5
¢lanovi bez i pretstavijaju u stvari red za cosx a on sa i red za sinx pa
je zato .
(1) exi=cosx-isinx

ova se formula zove Euler-ova formula i pokazuje jedan zanimljiv odnqs
koji je proizadao iz logickih konzekvenci kad se uvede konvencija .l/— 1=i.
Ako se . formuli (1.) stepenuje i feva i desna strana sa n imamo

(2.) e i = (cos x 4 isinx)"
ali e™ po formuli (1) moie da bude — mesto x stavljajuci nx
(32 e "% = cosnx -+ i sin nx

lzjednacujuci desne strane formula (2.) i (3.) dobijamo
(4.) (cosx 4-isinx)" = cos nx -1 sin nx
Formula k(4.) jo§ zanimljivija nego Euler-ova, zove se Mgi\_rre-ova._ Iz nje se
za n (razni celi brojevi) dobijaju izdvajajudi Clanove sa i1 bez njega cos i
sin n-to strukog ugla. To je najbrzi nacin! ‘ .
Primer. Pomocu Moivre-ove formule izvesti obrasce za sin2x i cos2x.
Po formuli Moivre-a imamo

cost+isin2x=(cosx—|—isinx)’

pa ¢e biti _
cost—|—isin2x=coszx+2isinxcosx—a—sinzx

cos2 x +}isin 2 x = cos?x —sin?x 412 sinxcos X
lzdvajajuci sa leve i desne strane realni deo (bez i) i imanigarni (sa i) imamo
cos 2 x = cos?x —sin%x; sin2x=2 sin x COSX

i obe dobivene formule odgovaraju poznatim trigonometriskim obrascima.
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Zadatak. Pomoc¢u Moivre-ove formule izvesti obrasce za sin 3 x, sin4 x,
sin 5:x, €08 3'x, cos4x, oS X.

i Il. INTEGRALNI RACUN

1.) Integral kao primitivna funkcija — osobine neodredenog integrala. 2) Tablica
integrala. 3.) Integracija jednog tipa neodredenih integrala. 4.) Parcijalna integracija.
5) Integracija smenom — nekoji integrali. 6.) Integracija najprostijih racionalnih funkcija.
7.) Integracija razvijanjem u red. 8) Razvijanje u red pomocu integracije. 9.) Odredeni
tegral — izraunavanje poviSine. 10.) Odredeni integral kao granica. 11.) Primeri upo-
trebe odredenog integrala: duzina Juka, povriina i zapremina obrtnih tela. 12.) Priblizna
numericka integracija; metoda trapeza i Simpsonova metoda

1.) Integral kao primitivna funkcija

Poznavanije tablice izvoda omoguéava nam ne samo da nademo izvode
osnovnih funkcija nego i da nademo prvobitne funkcije kad su nam poznati
izvodi njihovi. Prvobitna funkcija zove se neodredeni ‘integral ili primitivna
funkcija. Dakle sama operacija integraljenja, po ovome, je samo vracanje na
prvobitnu funkciju kad znamo izvod. U ovoj ¢injenici je osnova integraljenja.

] 1 . 2 o .
Na pr. ako je y'=—, po tablici izvoda. znamo da je y=1Inx.
X

. 1 . X :
Znamo da je &Y _ . Mozemo izdvojiti promenljive (Iy=iclx i sad
X X

dx

: 2 g :s : o 2 . P 1
mesto izvoda imao diferencijal dy ali u sustini vodimo ratuna o izrazu --—

X
y———f—l—dx
X

nam kazuje samo da znamo izvod — (napisan je diferencijal funkcije k2 dx)
X -X

Sto je izvod od Inx.

Oznaka

i da se vraéamo na primitivnu funkciju.

Tako na pr. y'=a~Ina ako ho¢emo da vratimo na prvobitnu funkciju
pisacemo 2 =a*Ina
dx
ili
dy=a*lnadx
$to je po tablici izvoda

yzfa*lna dx=a*4C.

Dodali smo ovu konstantu C zato §to ona pri diferenciranju uvek i$Cezne
(pa ju je primitivna funkcija imala). Ova konstanta se zove integraciona kon-
stanta a ceo izraz na desnoj strani pod znakom integrala neodredeni integral.
Funkcija pod znakom integrala zove se integrand.

61

Sad ¢emq videti neke osobine neodredenog integrala, koje proizilaze iz
tog Sto je integracija shvacena kao obrnuta radnja diferenciranju.

19, Znak

diferenciranja d i znak integralenja [ primenjeni na jednu

istu funkciju jedan za drugim (kojim bilo redom) ostavljaju je nepromenjenu;

na pr.

2°. Konst
rala na pr.

[
=}

3°. Integt

naro¢ito u nas

df—l—dx:fd(%):—:(—.

anta (koja mnozi integrand) moze se napisati pred znak inte-

fﬂ—dx=mfidx=m logx + C.
X X

al zbira jednak je zbiru integrala na pr.

’(e’;—l-i+Cosx>ch:fe"dx—i—jidx-{—fcosxdx=e"+logx+sinx+C
. X X

m daljim izlaganjima, koristicemo navedene osobine 2° i 3°

Napomene. 1.) Ako je izvod y’=x? zna€i da je funkcija x® (posto se

pri diferencirai

ju oduzelo 1 y eksponentu) ali znamo da bi tada izvod bio

3x? posto ovag 3 u izvodu nema — znali da je ono skraceno a to moze

3 5
biti ako je funlkcijax?—i—c. Isto tako za y’=x* bice .y=15—+C i uopste

! : X0+t
ako je y'=x"|onda je y= + C.
n—-+1
Ako.je dat izvod y’=ax" (a=const.) onda je;l—y=ax" ili dy=
¢
=ax"dx pa piSemo: ‘
xn+1
* y= ax"dx:a[x“dx:a +C.
' ) < n-4-1

1 1
Sli¢no ovome je fe“”‘ dx=f£e'“*dx=—fmem*dx=—e'“+ .
m m m

.

2.) Ako je izvod y'=sinx onda ce bitig—y—z sinx, dy =sinx dx pa
y X
je onda
y=fsinxdx=(—l) - (—l)fsinxdx:—f—sinx dx= —cosx+ C.
Bio nam| je potreban znak ,—¢ jer znamo da je — sin x izvod od
sin x, ali mi smo dobili to ,—* na taj nacin Sto smo 1 (koje se uvek moze

napisati pred znak integrala) pretstavili kao (—1)-(—1) pa smo (—1) stavili

pod znak integ

rala a drugo (—1) ostavili ispred znaka [. Ovo ¢emo uvek
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initi kad nam je potreban znak ,—*, $to je u stvari (—1), a i druge kon-
stante. Na pr.

+cC.

1
d"dx-—l—m— axdx=—— [ a¥*lna dx=
Ina Ina

Sad ¢emo neodredeni integral pretstaviti u jednoj formi koju cemo
docnije koristiti. Neka je

1) y = ‘f(x)dx

jedna funkcija pretstavljena integralom. Ta funkcija zavisi od x i neka je
y = F (x); funkcija prcrstavl(ena integralom neka je, posle integracije
9 (x)+C, zato formula 1.) postaje

2) F(=g()+C

Kako x uzima razne vrednosti, bice i takvih za koje je F (x)=0; za
tu vrednost x=a, F(x) postaje nula i imamo

2') 0=¢@ +C
a odavde

pa formulu 2.) moZemo napisati

4. F) =9 (x)—9(a)

Formula 4.) pokazuje: da je traZena funkcija F(x) pretstavljena kao
razlika dveju funkcija istog oblika. pri ¢emu u jednoj figuriSe x a u drugol
ona vrednost x=—=a koja ponistava samu funkciju F (x).

Formulu 4)) moZemo krace napisati ovako

X

5.) Fx)={e X

a

Ovo je vrlo vaZan nain pretstavlijanja integracione konstante i neo-
dredenog integrala.

2.) Tablica integrala

U pocetku naSeg izlaganja o integralu napomenuli smo da je osnova
operacije integraljenja poznavanje tablice izvoda. U prvom primeru jo$ nismo
pisali nikakav znak — ve¢ smo prosto naglasili samo da se vracamo na
prvobitnu funkciju. Ali kako smo uveli znak integrala zgodno je napisati
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sve te integrale sa znacima da bi se navikli na upotrebu tog znaka. Krat-
koce radi izostavicemo pisanje konstante

y=fa"dx y ! ax
Ina

y:J/e*dx y==e*

I

1
y= | —dx =lnx
X
y=fx"clx y.—:xH_1
n-1
y.—_—fcosxdx y==sinx
:fsinxdx y = -—CO0sX
| .
y= COSZXdx y=tgx
y= /smZ y=—colgx
y= /i 2,dx y =arcsinx
—X
y=— —l—ﬁdx y;arccosx
]-'1_——~x2
1
y = 1+x2dx y=arctgx
1
y——f— -dx y == arccotg x
14 x2

3. Integracija jednog tipa neodredenih integrala

Nekad je mogude ¢Citave izraze pod znakom integrala smatrati kao
izvode proizvoda, koli¢nika ili neke sloZene funkcije. Na pr. za integral

f(x%osx—}—szinx)dx

izraz u zagradi smatracemo kao izvod od xZsinx — dakle kao izvod pro-
izvoda i zato ce biti

f(x’cosx + 2xsinx)dx=x%sinx+4-C
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sli€no ¢e biti i sa integralom

J’l—lnxdx
XZ

Inx . o
X smatrati kao izvod od —— i onda je integral
x2 X

f_l—lnxdx= In x P
X X

pri ¢emu ¢emo izraz

X

Ali makoliko da je ovo korisno, nije tako lako raspoznati ove sluca-
j've — ma da treba uvek pokuSati prvo ovaj elementaran naCin. ~Medut||11
medu izvodima sloZenih funkcija ima ih koji zasluZzuju posebnu paznju. Na-
ves¢emo jedan od njih

Znamo da je, kad je y=Inf(x)

X
l.) . ——?(x—)
i odavde $,—=&2 ili d =i’(x)dx odakle je
dx f(x) X)
2% y=f@dx=lnf(x)+C.
f(x)

Iz formule 2.) vidi se da je brojitelj integranda izvod imenitelja: ako taj
uslov zadovoljava neki integrand onda je jasno da se integral moZe napi-

sati kao In f(x)+ C.
2x—3 dx
x2—3x+41

Na pr. integral
ba$ pretstavlja ovaj sluZaj jer je funkcija u brojitelju izvod funkcije u imeni-
2lju pa ¢e bili

2x—3
——— —dx=In(x*—3x+1)4C.
fx2—3x-{—l ¢ T

i 1 P X dx : x dx=
imamo == —
Isto tako za integra fx“—l n B g e
1

:;lf L dx=—;— n@E—1)4C=In (*— )"+ C=In JF—=i4C.

3 ) x3—1

Jo$: ¢emo navesti ove primere

f!gxdx:fsmx dx=f(—‘l) =han dx:—f_smxdx=-lncosx+c

Cos X COsS X COs X
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f cos .
’cotgx dx= [ 22X gx=1n sinx4C.
o sin x
Vezbanja. Naci funkcije koje su pretstavljene ovim integralima.
f
2 gz, 2y
x*+a a®4- x2
! 1
X I = 1 COS X, cOsAX
———— dx Qnapisati — = — =
J SiN X COS X Sin X cos X sin x tg x
cosx
1 i
o o] X
dx | napisati —— = -
Xxnyg - xIn x In x
e
. | . 2 cosz X
c¥ 1 e B Bl 1 2
(lx,/ - dx, § napisati—— —= =
eX4-1 J |sinx sinx DS cos = tg-x-
2 2 2

' eax _ p—ax
———dx.
‘/ eﬂN + e—ax
4. Parcijalna integracija

Znamo da kad se diferencira jedan proizvod da ce biti, prema pravilu
za diferenciranje proizvoda
1.) duv)=u'vdx+4uv’dx

Medutim |ako se leva i desna strana ovog identiteta integrale dobijemo

2.) fd(uv):fu’vdx—|—juv'dx

Kako se gna da znak diferenciranja i zrak' integraljenja uzastopno pri-
menjeni na jednu funkciju — daju samu nepromenjenu funkciju — to ce
biti na levoj strani samo u v dakle

3.) uv:fu’vdx—[—fuv'dx

Iz odnosg (3.) moguce je jedan od integrala izraziti drugim i funkcijom
uv tako da ce|biti

4.) fu’vdx:u-v—fuv’dx

Visa matematika 5
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Odnos (4.) kazuje da je moguce jedan integral naci ako mozemo da
pretstavimo njegovu podintegralnu funkciju kao proizvod (u'v) izvesne funk-
cije (v) i izvoda druge funkcije (u'), a pri ¢emu nam je moguce da izralu-
namo drugi integral u kome Dbi u integrandu navedene funkcije izmenile
uloge (u-v').

Ovaj nacin integralenja zove se parcijalna integracija; navedenu metodu
pokazacemo na integralima.

Treba izraunati {xsinxdx

fx sinx dx=-—x cosx— | —cosx (x) dx
I—H—1 | | | | 1 —I

’

’

u v i \% v u

= xcosx—{—fcosxdx-—_——xcosx—{—sin x+C

uzimamo da je v==x jer je posle v'==1 pa se drugi integral uproScava.
Kod integrala gde ima x" tako treba raditi jer se u drugom integralu stepen

snizava; kad je u pitanju Inx njega treba uzimati kao v jer je posle v’-—_—;

§to moZe u velikom broju slu¢ajeva koristiti. Na pr.

[ln xdx:/lnx-de:xlnX—— fx~—1—dx:xl|1x~—j dx=xInx—x-+C
X

o

Mi ¢emo koristiti metodu parcijalne integracije u izvesnoj meri — samo
nekoliko vazaijih tipova integrala Ciji su integradni

X".sin x X" COS X, X" ex, x"[nx arc sin x arctgx,
) ) ’ h f=1

Kratko redeno uputstvo za parcijalnu integraciju (vidi se iz 4!) glasi: jedna
funkcija (od dveju iz integranda) se integrali zatim u narednom integralu
ostaje integraljena funkcija nepromenjena a druga se diferencira.

Napomena. Kod integracije §{x*sinx dx nece biti moguce odjednom do-
biti primitivnu funkciju veé ¢emo dobiti integral tipa fxcosxdx pa tek posle
integracije ovog cobi¢emo definitivno primitivnu funkciju, Sli¢no vazi i za
integral

fx"sinxdx i Jx“cosxdx.

Zadaci za veZbanje

3.) /x%osx dx
/

1) jxe"dx
4.) fxlrlxdx

2.) /xcosx dx

5.) [xze*dk 6.) jx]trlmﬂiE dx
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9) f arc sin x dx

12.) farc cotgx dx

7) fxe“’f dx

10.) farc tex dx

8) fxz YV i—x2dx

11) jarccosxdx
13.) fx“lnxdx

lntegrali[arc sinx dx ifarc cosx dx tako se integrale; v =arcsin u’' =1

X

= dx smatra kao

(isto za arccosx) pri emu se integrand integrala fT, -
Vo1 —x®
izvod sloZene potencije jer je (— | 1 — x%)’ :17%3 sli¢no se postupa i
/1 —x

kod farctgx sX, farccotgx dx pri Cemu je v=arctgx i u'=1 a integral

X . . . . . "
f1+ 2dx je prouCen y u odeljku 3. 10. U navedenim sjuCajevima uzima
X
se uvek za u ona funkcija koja se lak3e integrali osim u 6. i 8 zad.
Primedba. Od znatnog broja integrala koji se mogu integraliti parci-
jalnom integracijom — dva integrala zasluzuju posebnu paznju jer se Cesto

javljaju u izracunavanjima — to su | sin®x dx. | cos?x dx. Primenimo parci-
jalnu integraciju na fcos“xdx: jcosxcosxdx pa imamo

fcos xcos x dx =sin xcos x 4+ [ sin%x dx
dakle
1.) fcoszxdx— [sin‘3xdx=sinxcosx

Medutim iz trigonometrijske formule
cos?x + sin?x =1
mnoZenjem sa dx i integraljenjem dobijamo

2.) fcosz x dx-- fsin2 xdx =x

U stvari imamo sistem jednacina

fcoszx dx — fsinﬂxdx:sinx-cosx

fcoszx dx 4 fsinz xdx =x

Iz gornjeg sistema prvo sabiranjem a onda oduzimanjem dobijamo oba integrala.
fcos2 xdx = L2 (x 4 sinx cos x)
fs,inz xdx = —i—(x — 5in X COS X)

3*
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5. Integracija najprostijih racionalnih funkcija

Sad ¢emo izloZiti jo§ jednu metodu koju ¢emo prikazati na dva psnovna
slutaja.

dobija se ovako

+1
)dx:fidx—f .
1 X x41

4 e

Integral ¢iji je integrand

w [

+C:In

dx =Inx—In (x4-1)

e

X
x4 1
1 1 1
Kao §to se vidi iskoristili smo algebarski identitet ———=——
. x(x+1) x x+41

Sli¢no ¢e biti i

1 : 1
Ako je integrand koristimo ————— =
. ‘ ° x&—l) x(x—1)

x—1 X
! ax
x2—1

_f(x+l)(x—l) __fx—l x—l x=_fx—ldx_

| [dx= L) — i e+ C = S c—1) —

sa integralom

Fe?

x+1
In(x+1)]+C I l =In : +C
2 x4l 1 )
Veliki broj racionalnih funkcija moZe se ovakvim i slitnim nainima
integraliti — ali ima u tome raznih ograni¢enja pa smo se zadrZali samo

na ova dva slucaja.

6. Integracija smenom.

U parcijalnoj integraciji upotrebljavamo znanje osnovnih integrala iz
tablice integrala — to je naj¢eSce. Medutim, ako nije moguce uopSte upo-
trebiti znanje osnovnih integrala i dosada$njih metoda mogu se Citavi izrazi
smatrati kao promenljiva i njen diferencijal. Na pr.

fo cos (x241)dx=  zadati integral

fcos u-du=

*) Prilikom dn‘erenmrama najzgodnije je pustupati ovako: nalaziti izvod svake pro-
menljive i mnoZiti je njenim dlferenu;alom Na pr. u2x 4+ x=x2 + 1 bice 2uxdu+ u*dx +
4+ dx=2xdx pri ¢emu treba jo$ iz polazne smene izraunati x.

izvrsili smo smenu x>+ 1= u odatle* 2x dx = du

sin u4-C=
Fh+cC

sin (x2

na pr. integ

: d X
x2—25

Isto tako za|i
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dobili smo integral

vratili smo se na staru promenljivu.

al sa integrandom treba napisati

x2—25

; . X
dx i sad izvrSiti smenu — = u.

s

il E dx= ———]—(Ix:_- —_—
6x+9—97 (x—3)*—16 _ x—3>2_1

4

dx pa treba izvrsiti smenu "4;3= u. Sliéne €e biti i kod

1
e SESTRRL AL | S . MR IS
jx2+4x+4—4+l3 [ x+204+9

dx pa onda izvrsiti smenu

[
%

TR

© |+

i

o

. Dakle u oba poslednja slu¢aja dopunjavali smo prva dva ¢lana

do potpunog kvadrata.

Veliki
Cajenija met
lako se ne

broj primera moguce je reSiti na ovaj natin i ovo je najuobi-
bda reSavanja komplikovanijih integrala i zovu se metoda smere.
mogu dati sigurna uputstva kad treba koju smenu upotrebiti —

ipak se moZe smenjivati uvek najkomplikovaniji izraz (ili onaj koji najvise

pada u oci)|novom promenljivom!
Vezbanja.
4—x—+—5dx (smena 2x-+4 1 =u)
2x + 1
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I3x—2 2 1
f?x'ﬂ x ji—ﬁ%{r_‘dx (smena x4 1 =u, x=u—1)
(x4 1) [ (2x—1)? In x
——dX, - dX, =
f ©x—3p J (4x_3) d f " (smena In x=u)

" 3
j——-———(m X) dx, f—l dx,
X ex—1

f3x—2 dxj’ x — 1 dx[ x—1 1 2x—2
C—9x—T ) x3x41 Ikt 3x+1 2 xF3x41
_t2x+3--3-2 1 2x+3 5 1
2 x243x+1 2 x24-3x41 2x2+3x+1]

(smena 3 x—2)

f(4x -+ 5)edx—2dx
fl"rli}—_m_f( dx (smena ! 4+ mx =u)

X,

U 1 |
f__z—dxy "““_‘_——_’dx ———-——————d
X2 —2 x2— 10x 424 xXP42x42

fﬁi?dx (1 —x? = u).

Primedba. Navedimo nekoliko integrala koji se dosta &esto srecu

Integrali
T !
x24-1 dx, e
Jrevies [pm

U —e—t

2

mogu se lako integraliti smenom x =

Takode druga dva, njima srodna integrala

oY L
f]/x 1dx, fv)_(.z__jdx

e’ 4-e—v

slicnom smenom x=— privode se integraciji.
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Najzad §to se tife dva integrala iz ove grupe

]/Al—;—xﬁ dx, ———-_1 dx
J1—x2

odmah u poslednjem upoznajemo tablilni integral a predposlednji se lako
integrali smenom x=sinu (ili x=cos u) — naravno da ova smena vaZi
za X< 1 jer je sin u<C1! a to i jeste od interesa posto za x> 1 obe funk-
cije pod znakom integrala u realnoj oblasti ne postoje.

Napomenimo da se u konagnoj formi ne mogu dati integrali onih funk-
cija koje pod kvadratnim korenom sadrZe polinom stepena viseg od drugog.

_— i
Na pr. T x*dx, -z ——dX,
p fb + fvl,_4x5

ne mogu se integraliti u konacnoj formi.

7.) Integracija razvijanjem u red

Ima integrala koji se vrlo teSko integrale pokazanim metodama, a ima
&ak i takvih z. koje se zna da se ne mogu uopSte integraliti u konacnoj
formi (tj. da se pronade primitivna funkcija). Takvi su na primer integrali

sin X cosX —xz ex
dx, dx, [3 dx, — dx.
X X X

Qve integrele dobi-amo razvijaju¢i (u red Maclaurin-a) nijihov integrand i
zatim integrisuéi desnu stranu, Clan po ¢lan, dobijamo integral u obliku

Maclausin-ovog reda

nXx

. . ¢ (si
Uzmimo na primer j dx
X
sinx—x—-—)f XX razvijamo funkciju sinx u Ma-
- Stlsr 71 claurin-ov red
sinx _ | xz xt x5
X 3t 51 7!

: fSi" Xdx=c-}—fdx—— f—‘-xzdx-}— Podelili smo i levu i desnu stranu
X 3! sa dx i integraliti. lzvrsili smo

integraciju (C integraciona kon-

1 1
+ j x* dx __7_; fxs dx - eceee-on stanta).

sin x 1 x8
— dx=c+tX———
[ X + 3!3+
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Poslednja formula pokazuje da je integral na levoj strani pretstavijen
beskrajnim redom na desnoj i mesto Integrala moZemo koristiti ovaj red.
Naravno, uvek je bolje ako moZe da se pronade integra! u konaénoj formi.
— Ali, ako to nije moguce moramo pribeéi i ovome nacinu.

Vezbanja. Integraliti razvijanjem u red

—x2

COsX s . ; (35
dx (razviti prvo cosx u red Maclaurin-a) | — dx, e dx.
X X

8. Razvijanje funkcija u Maclaurin-ov red integracijom

Iz prethodnog odeljka videli smo da se mozZe integraliti pomocu raz-
vijanja u red; sad ¢emo to primeniti na funkcije Ciji se integral moze dobiti
u kona¢noj formi: s leve strane dobijamo funkciju, a s desne strane red —
u koji je ta funkcija razvijena. Pokazacemo nekoliko primera osnovnih funk-
cija. Poznat nam je obrazac za zbir geometrijske progresije kad je |q] <!,
to je ’

1
Uk S e T

ili kad je q-negativno
1

14+q
Ako mesto q stavimo x imamo /
1) ;=l+x2+x’+x4 .....
I—=x
S 1
2) =1—x—+x2—x¥4 x*
filins = >

i naravno zadrzavamo ogranienje da je |x] <1 koje smo imali za q. .
Sad integralimo levu i desnu stranu oba ova reda
r

fl_]_xdx=cl+fd>;+fxdx+j‘x2dx+ xdx - - -

fr_;_—xdx=c2+fdx+fxdx—fx3dx—f;<‘dx-'--

. 1 — 1
Kako jef dx=—f dx=—In(l —x) i isto tako.
l—x l—x

\

e |
dx=1In (I i
j il /( -+ x) onda dobijemo

~ to ¢&inili na u

— In (1

In (1
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2 3 4 5
Fx=c b xt b T

x2  x¥ x¥ = xb
-|—x)__c2+x——?+? 4+5

ili kad prvi red pomno%imo sa (— 1)

3) In
4) In
Za x=

l—x)=_—c‘__x_-2—__3_._z___g. .....
I O T /

140)=—atr—>+—+

obe formu 3.) i 4.) daju ¢;=01i c,=0

Dakle,. dobili smo funkciju In(1 4x) i In(1 —x) razvijene u Maclu-

urin-ov red p

Redove
In(1 —x) ili 1

Iz redov

i |x|<1 jer pod tim uslovom vaZe polazni obrasci 1.) i 2).
3) i 4.) dobili smo lak3e nego da smo traZili izvode funkcija

n(l 4 x).

a 3) i 4.) moguée je dobiti jo§ jednu novu funkciju razvijenu

u red. Oduzmimo sad red 3.) od 4.) i dobi¢emo (¢, ¢y =¢)

In(14x)—In(l —x)=c+2x+2%’+2§----

i kako razlikg logaritma funkcija zna&i logaritam koli¢nika to imamo

5)

Sto se ti¢e ka
Dobijeni

—1i+41jer
ima smisla (]

posmatramo i

metrijske pro

+x3+x1“....

LT L XX,
5 A |—x_c+x+3+5+

In /l——‘_l(=c+x+£+£ .....
L==x% 3 5

nstante ¢ —za x=20 formula 5.) daje c=0

red 5) je mnogo lak3e naéi na pokazani natin nego kad bi
pbi¢ajeni nafin. Red 5.) vazi za —1<x<1 dakle za x izmedu

oy, I—X . . A . 14-x

kollénlkl— za sve te vrednosti ostaje pozitivan pa izraz o
—X _—

er koren kvadratni ima realnu vrednost). Sli¢no ovome, ako

koji moze biti shvacen kao zbirni obrazac gec-
1
14-x2

zraz
1 4 x32

=1 —x24x*+

rresije kad je koli¢nik —x*, imamo
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sto daje dalje

a,=1 a = 2
! T 3125
i zato je red oblika
2 . 24 2417
tg x=2x — T x8 = x5 S
8 T 1-2-3 + 1-2-3-4.5 + 1.2-3-4.5.6-7 *

Sto idemo dalje racunanje je, iako elementarno sve zametnije. ali ipak smo

dobili bar prva tri ¢lana. Na ovaj se nafin moZe dobiti i red za x cotgx
oblika

x cofgx=1—n—— — —ro .

Napomena. U predjaSnjem primeru za tgx na levoj strani imamo ne-
p :rie potencije izioZilaca 1, 3, 5, 7. - - na desnoj sfrani treba tra-
Z:ti najpre odgovaraiucu potenciju u redu a4 a\ X + a,x* 4 a; x* - .
i dodati sa odzovaraju¢im znakom i sve one kombinacije parnih potencija
koje sabiranjemizloZilaca potencija iz reda a,-}a, x + a, x>+ a, x3 - :
daju odgovarajucu. Na pr. ako trazimo za x® na levoj strani imacemo na

. . 1 ]
desnoj (za 5) 2+ 3, 441 dakle koje je a;--a — -3y
i ( ) 2+ + je | +a, 2.3 e 3

. 1 o
za X" bice (25, 443, 6 -1 a;, —a; —— -} a5 - ——— —

2+ + ) 7 1.2+ * T332
1 L .. .
-—a, -————— §to treba da je jednako koeficijentu uz x” na levoj
1-:2:3:4:5:6

strani dakle — —l—
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9.) Integral kao povriina — odredeni integral -

Posmatrajmo povrdinu F is-

pod®) krive y = f(x) ograni¢enu

Ay X —osom i dvema ordinatima y i

’ y-+Ay; ta povrSina AF nalazi se

izmedu povrSina pravougaonika

y - Ax i povrine pravougaonika
(y +Ay)Ax, dakle imamo

1) y. Ax<{AF<(y+Ay)ax

v | AF YAAY

Ako podelimo i levu i desnu stra-
nu sa Ax dobijamo

( Ax x AF
Sl. 20. Y<K;(\Y+Ay

*) Qvaj izraz ,ispod krive" nije podesan — jer povrSina moze biti ,iznad krive
(u polju negativnih ordinata); povrSina je uvek _izmedu krive, — x ose i dveju- ordinata;
pomenuti izraz zadrzavame, kratkoce radi, za najceSce upotrebljene primere.

77

i ako pustimo da Ax, Ay i AF teZe nuli dobijamo

y < lim AF < lim(y -+ Ay)
Ax—0 AX Ax—0,

$to onda dovodi do
dF
y<—<y,
dx
a to znati da je jedino moguce

AF_

3)
dx

iz jednadine 3.) integracijom dobijamo onda

4) k F_—:fydx—*—C:q;(x)—}—C‘
ili dalje prema onome §to znamo o integracionoj koustanti

5) F=¢Xx)—¢()
ili odavde kracim beleZenjem

Y

6.) F= lfp (x)

X
a

) . . . . @
Kako x mozZe imati razne vradnosti to ce %
za x =D biti

1) F=¢((b)—e¢(a)

[ b

it

a to znali: povr§ina ispod krive y ==1{(x) izmedu

ordinata Cije su apscise a 1 b. JednaCina 4.) nam SL 21,

kazuje da se povrsina F ispod krive y=f(x) dobija _ o

kad se integrali funkcija koja prefstavija krivu. Jednatina 7.) kazuje da seta

povriina nalazi izmedu ordinata apscisa «a i b. Mesto oznake u jednacini 5.)
mozemo pisati |

o) F:"bydx

a

QOvako oznadeni integral u formuli 8.) zove se odredeni integral.'Vrednos.h
o i b zovu se granice infegrala pri cemu je b gornja granica, do'lg je a dunja
granica. No iz svega ovoga se vidi da je prvo _potrebno nacx.qeodre({em
integral pa u funkciju koja pretstavlja neodredeni integral smeniti granice.
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Sad cemo videti neke osobine odredenog integrala koje proizilaze i njegove
definicije 4

=9 (b)— () to je

b b
a.) kako je fy dx = I @ (x)

b

_fvy dx:—-[q)-(a)—q)(b) ]:cp(b)—cp(a): [y dx.
b

a
a b
dakle - —fy dx = fy dx $to znali: izmena mesta granica povlaci znak
b a

minus pred integralom.
b.) neka je ¢ jedan broj u intervalu (a, b) — napisimo sad ovako

b

[rac=om—¢@=20)+o0—0o@—p©=o0)—pw0+

b ‘c
+<P(C)—<P(a)=j)'dx+fydx

c

Dakle odredeni integral u granicama od a do b moZe da se rastavi
na zbir dva integrala, od a do c i od ¢ do b gde je ¢ vrednost u intervalu
od a do b.

. 1. Napomena. Granice moraju biti samo one vrednosti koje ne Cine
integrand beskrajnim ili neodredenim. Na pr. za

jlnxdx imamo to kod j]nxdx ~

v

3
!

jer vrednost x=0 ¢&ini integrand beskrajnim. Isto tako fxlz dx poka-

1

zuje sli¢an slutaj jer x=1 @ini funkciju beskrajnom. Isto tako granice ne
smeju obuhvatiti vrednost x koja ¢ini podintegralnu funkciju beskrajnom

3
na pr. fldx
x2
2

U onim slucajevima kao prva dva treba mesto granica a i b stavljati
a+3 (ili b4-3) i ispitivati vrednosti izraza, dobivenih integracijom a ako
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je diskontinuitet obuhvacen ¢ranicama ondra treba integral uzeti od jedne
granice do diskontinuiteta (i na preda$nji nacin ispitati) pa zatim od diskon-
tinuiteta do drhige granice

1

1
flnxdx=jlnxdx=

0 8

i
xlnx—x =| l.lnl——lI—

8]"8—8|:—1

.

1

jer 81In 3 kad 3> 0 po L’ Hospital-ovom pravilu teZi 0. Dakle integralflnxclx

ima smisla jer
ispod x — ose,

3 5 3 -3
jidx= idx-{—fldx:I-—ll—}-
X2 X3 > X
-9 + 38 —2

—2

Odavde se vidi
krajnost.

Napomeni
¢ajno!) ako bi

0

teZi granici —1, a znak — pokazuje samo da je povrSina
Za drugi primer imacemo

3
1 1

8, =2
30

| 1
R e o
3+8 :

1
X
+38
da ovaj integral nema smisla jer ova povrsina raste u bes-

mo da ima primera u kojima se moZe dobiti isti rezultat (slu-
radili i bez ovih limes-a, ali to su pojedini slu¢ajevi pa zato

treba uvek raditi za ovakve sluCajeve: kako je:pokazano.
Napomena. Za krive koje su simetri¢ne prema x—osi (na pr. y>=2px)

ralunom ce s€
jer je tako po

od 0 do b k

dobiti povrSina iznad x — ose

naSem izvodenju i sam odre- ’;
deni integral definisan: povrsina ispod krive
ogranifena X - o0som. — Prema tome povrsina
oju ograni¢ava parabola biée m ; <
jednaka dvostiukoj povrsini koju raunom do-
bijamo. — Pokazacemo to odmah na primeru

za parabolu y
pa ¢emo imati

=2px ili y=})2px=)2p-Jx

SI. 22.
b b b1 _l__'_1 b
P= [V V% ax=V7p [{xx=y2p [Fax—y2p| -
i g ; !

=

3
2.3 2 TR e
2p-—b J2p-=.0==VY2p byb =b-VZpb=-"b.y,.
psi’p3 3VpV3Vp by

Izraz —i— by, pokazuje da je povrSina ogranifena lukom parabole i

x — osom jednaka %povr’ﬁne onog pravougaonika 3to ga obrazuju apscisa
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i njnj odgovaraju¢a ordinata neke tacke na paraboli. — PovrSina celog pa-
raboli¢nog otseCka bice

2p=2~—§-byb=%b2yb=%b~t gde t pretstavlja tetivu.

Vezbanja. 1.) Naéi povrsinu ispod Neil ove parabole y>=—=ax? u gra-
nicama od 0 do b — Isto za krivu xy=1, u granicama od | do b —

2.) Isto za krivu y™ =ax® u granicama od 0 do b
o

3.) Isto za Krivu y=Inx u granicama od | do b

x-+2

Xx—1

4.) Isto za krivu y= u granicama od a do d i izraziti pomocu

koordinata ya, yo.
Primedba. Sem ukazanih sluCajeva u vezi sa granicama mora se obra-

titi paznja jo§ i na to da granice ne obuhvataju presek krive koja pretstavlja
podintegralnu funkciju. Na pr. traZi se povrSina izmedu luka krive .

y.:ln X—1i x —ose u intervalu x=1 do x=e2.
X
P .. Inx—1
lzraCunajmo neodredeni integral | ———dx (smena Inx—I==u)
X

pa ce biti fmdx=—;—(lnx—l)9+c
X

Ako racunamo

e2

dnx—t 1
X 2

1

¢
(Inx—1)* I ==
1

=%[(ln e2—1y¥—(ln1—1?|=0

Sl 23. .. . . Inx—1 .
greS§imo — jer kriva y= ———— ima pre-
X
selk lix—1=0 tj. x==¢, pa smo na ovaj nacin sabrali i negativnu (ispod

x — ose) i pozitivhu (iznad x — ose) povrSinu Sto je u ovom sluCaju dove-
lo do 0; trebalo je ratunati

Inx—1 dx | + Inx—1 dx = 1 —{—L=I
X X 2 2
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Na ovaj sluCaj treba obratiti paZnju!

4 3
Primer: izraCunati f(x2 —8x 4 15) dx, f(xz — I x)dx
2 0

10. Odredeni integral kao zbir

U predhodnom odeljku posmatrali smo jednu povrSinu pravougaonika
ispod krive y=1{(x), to je bila povrsina AF i videli smo najzad da je mo-
guce dobiti jedan funkcionalan odnos

u diferencijalnom obliku odakle smo
integracijom dobili funkciju — povr-
§inu. — Medutim, oriblizno povrSinu y=e
F, ispod krive y =1{(x) moZemo dobiti
Kao zbir izvesnog broja pravougaonika v
sa stranama od y, do y.—, i ta povr- '
dina ¢e biti manja od prave povrSine
F; uzimajuéi ,spoljne® pravougaonike
Cije strane pocinju od y, pa se zavr- Yy Yn
Savaju do y,, dobicemo povrSinu F,
dakle sa slike se vidi: —

i=n—1 i=n x

F,=2y;Ax i F,=ZyAx Sl 24.
i=1 i=2
j=n—1 i=n

Ey,AX<F i 2y,AX>F
i=1 i=2
Ali ako se broj n uvecava beskrajno i Ax - 0 onda ce.povrina sa ,spolj-
nim* prevougaonicima da se sve viSe bliZi pravoj povrdini F. —
Dakle napisacemo: 1

n—

limF,=lim Xy;Ax=F
i=2
Ax—+0

n—> oo

n
limF2=1im2y|Ax=F
i=1

i=
Ax—+>0

n-— oo
ZadrZimo samo
n
1.) " limXyiAx=F
<
le—»O
n-»oco
Ali u prethodnom odeljku imali.smo da je:
b
2) F:fydx
a

Visa matematika 6
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pa je zato
n o
3.) lim Zyukx:j y dx
=32 2
Ax—>0
n-—»= oo

Formula 3.) kazuje da je granica beskrajnog zbira (n - oo) beskrajno malik
koli¢ina (y dx) u stvari odredeni infegral. : -y
Na pr. posmatrajmo beskrajno mali iseCak
na krugu — njegova povrSina je:

dp=£'2—dE a kako je ds=rda onda je

"’b(
dp= r~ds=r-r‘(la=r"da "
2 2 2

Zato je cela povrSina kruga zbir svih beskrajno
malih povrsina pri ¢emu c¢e ugao o poceti od

Sl. 26. 0 a dosti¢i 2 pa ¢e biti
2n 2n 2x
1 18 1 L | loa o
P=|—ndo=—r®|da=—p|a|=—1r*21——r20=r2n
2 2 2 2 2
0 0

Jo§ drugacije moZemo shvatiti povrSinu kruga
kao beskrajan zbir beskrajno mnogo beskrajno
uskih prstenova. PovrSina jednog takvog prstena
¢e biti

a to je povrSina kruga.

dp=2pndp

jer smo povrSinu ovog prstena shvatili kao
pravougaonik ¢ija je jedna strana obim kruga
2pn a druga strana dp.

Integracija (za celu povrSinu kruga!) treba
da se vrsi od O do r pa ce biti

I r r
p?
P= |2padp=2n|pdp=2x]|—] =
Sl. 27. f P P fp P 2
0 0 0
r2
=2x—=r1r?n
2
Kao 3to $to se vidi iz ovog slu¢aja povrSine kruga — u mogucénosti smo

nekad da na viSe raznih nafina protumacimo jednu grani¢nu vrednost.

11. Primeri upotrebe odredenog integrala.

Ve¢ kod naSeg rasmatranja o povrSini ispod krive moze se uoiti
jedna Cinjenica: dobili smo

1)

iz Cega dobijan

2.)

Dakle odn
funkcionalnosti.
matematiku dob
integracijom do
infinitezimalne
odeljku nam je
stvari sabiranje
navesti tri prim
diferencijalnog
nalnosti.

1°. Ako s
diferencijale d 3
teoremi
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aF
dx

o integracijom da je samo povrSina

L
F=fydx
a

osom 1.) pretstavljen je diferencijalni oblik jedne matematicke
Vrlo Cesto i u matematici i u drugim naukama koje koriste
ijacemo zakone izraZene u diferencijalnom obliku iz kojih
bijamo prave funkcije. — U ovoj €injenici je osnova primene
matematike u prirodnim naukama. — lzlaganje u proSlom
pokazalo kakva je priroda integralenja: integralenje je u
beskrajno mnogo beskrajno {malih koli¢ina. — Sad cemo
era iz same matematike u kojima c¢e se videti kako se od
oblika zavisnosti ‘prelazi integracijom na prave funkcio-

e posmatra elemenat luka (beskrajno mali luk) u odnosu na
¢ i dy uvida se da postoji prost odnos po Pitagorinoj

ds?=dx%+4 dy?

ovo stoga Sto smo uzeli mesto beskrajno malog luka (sl. 7) beskrajno mali

deo prave — ta

a iz ove posled

ngente.!) Iz ovog prostog odnosa se dobija dalje

ds=)dx*+ dy?

2
ds:del—}—(g—y
X

ds=dx )T+ y”? dx

nje jednacine integracijom se dobija

s=fVl-|—y'2dx

Razumljivg je da posto se duzina luka trazi od izvesne tatke M na

krivoj do tacke

P da ce se onda voditi rauna o vrednostima x koje odgo-

varaju tim tackama — dakle bice

1) Postoje i
menili raCunanjem

b
= [1TF77 4

drugi stroZiji naCini izvodenja, ali mi smo raéunanje s priradtajima za-
s diferencijalima $to ¢emo i u dalja dva primera uginiti.

6*
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Primer. Na¢i duZinu luka Neil-ove parabole y*=—ax?® od 0 do b.
3

Kako je y=Ja-x* to je

1
y'=%l/a-x? pa je y'z_—.%a X a odavde

b b '
T e [ a0 taxe B (N Lo
S=fl/(l+zaxdx—f(l+:ax) 2 dx = 27&(]/(1—{— 2 ab) >

9 1
pri ¢emu smo integral f(l +—4— ax )Z dx rafunali smenom 1|+ % ax=u.

Integrali za izratunavanje luka Cesto su vrlo komplikovani i neki od njih
(na pr. izratunavanje luka elipse — elipti¢ni integral) ne mogu se izraCunati
u konalnoj formi.

X —_ X
Vezbanje. Izracunati duZinu luka lan&anice y = —%—(e]—i—e :) od

x=0 do x==1,

ye 100 20. Uotimo sad elemenat povrSine
obrtnog tela koje postaje kad se kriva
y=1(x) obrée oko x—ose. Ta ele-
mentarna povriina kad se razvije pret-
stavlja u stvari omotac zarubljene kupe

dpz‘hryJrZ;r(y-l—dy),ds

Sl 28. dp=2nryds (jer ds-dy - 0)

Povr§ina omotata elementarne zarubljene
ds, 1wy ds  kupe bice dakle u diferencijalnom obliku.

+d¥)

Sl. 29. ili kako je:

dp=2ny-ds
ds==)14y" dx

imamo dalje .
dP=2ny T+ y® dx

a odavde integracijom
b

P=2n fy- YTy dx

a

Ova formula pokazuje nalin izralunavanja povrSine — pri Cemu y iy’ treba
izraziti u funkciji x.
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Veibanje. lzraCunati povrSinu obrtnog tela koje gradi lancanica
X - X
y=—g~<e?+e '5) u granicama x, =0, x,=1.
Neka je data zapremina tela koje
opisuje krivu y=1{(x) kad se obrce
oko x—ose. Elementarna zapremina
pretstavija zarubljenu kupu visine dx

koja bi mogla biti smatrana kao za-
premina zarubljene kupe 0

av =X a [y + VG F F —+

+ (y + dy)? ] Kako u zbiru i dy?dx

i dy dx teZe nuli imamo

dv==my?.dx

Sto pretstavija funkcionalnu vezu u diferencijainom obliku i odatle se inte-
gracijom dobija
b

v=nfy2dx

Ovaj obrazac pokazuje da ce zapremina obrtnog tela biti data kao
odredeni integral pri ¢emu ¢e y biti smenjeno funkcijom f(x).

Ova vrsta integrala moze da se izracuna u mnogo vecem broju nego
oba prethodna i vd posebnog znafaja je za praksu Sumarskih inZenjera.

Primer. IzraCunati zapreminu obrtnog paraboloida koji opisuje para-
bola y2=2px obréuéi se oko x-ose a u granicama od 0 do b.

Prema izvedenoj formuli bice '

b b b
2 2
v=nfyzax=rtf2px-dx=2pnfxdx:2pn X =2pn;
0 0 0
Dobijeni rezultat prema jednalini
parabole y2==2px (pa onda y?,=2pb)
YR protumacicemo ovako
I\ g nf 2 2
! \3 2pnb:  2pn-b_ wy%b
iy . 2 2 2
Al 2 .
0 Y 5 Znadi izraz -ybz—ﬂb tumacimo kao po-
lovinu zapremine valjka Cija je visina
b, a polupre¢nik osnove y. Drugacije

refeno: zapremina obrtnog paroboloida
je polovina zapremine valjka iste osno-
Sl 31. vice i visine.
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Primer. lzradunati zapreminu obrtnog najloida koji opisuje Neil-ova pa-
rabola y2= ax® obréuci se oko x-ose u granicama od 0 do b. — Kao i u
prethodnom primeru imamo.

b b
v=rrfy’dx=zrfax3=na
0 0

1 ovaj dobijeni rezultat protumacicemo pomocu formule y?*=ax® zna-
juéi da je y?,=abd.

b
x4

=ma —.
4

Zato ¢e biti:
wabd’b__ mwy%b
4 4
Dakle
e yzb b
4
znat¢i da je zapremina obrtnog najloida cetvr-

tina zapremine valjka visine b i polupre¢nika
osnove y koje odgovara apscisi b.

Ova dva primera i poredenje zapremine sa zapreminom valjka igraju
izvesnu ulogu u dendrometriji.

Zadaci. 1.) Nac¢i zapreminu obrtnog tela koje gradi lancanica
a x i
= — ea e a
o kg
obrcu¢i se oko x-ose u granicama od 0 do b.

y=ax+4Db; y=ax*4+bx+c.

] Napomena. Ako se obrtno telo dobija obrtanjem krive oko y-ose onda
je poluprecnik kruga x pa ¢e elementarna zapremina, visine dy biti dv=x2rdy

i onda je
v=nfx2dy.

Na pr. za parabolu x2=2py bice:
b

2) Isto za y = mx;

b b

2
V=Kf2py dy=ﬂ-2pfydy=ﬂply3|
a a

a

12. Priblizna numerika integracija.

Videli smo u viSe mahova da izratunavanje neodredenih integrala za-
daje znatne teSkoce a u viSe slu¢ajeva je bilo naglaseno da je integracija u
kona¢nom obliku i nemoguéa — ve¢ se pribegava razvijanju u redove. —
Za praktitne potrebe Cesto nije potrebna ona taCnost koju bi nam dalo
striktno izrafunavanje u konagnoj formi niti koriSéenje nekog reda, ve¢ se
moZemo zadovoljiti rezultatima, u vecoj ili manjoj meri, pribliznim.

—r—

SR DIE o e

> o

1°. Znamo
povrSina ispod

1%)

Medutim pribliz
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da svaki odredeni integral uopSte moze biti shvacen kao
krive (koju pretstavlja integrandova formula) data obrascem

b
- P=jydx

no ¢e ta povrSina modi biti izraCunata na taj na¢in Sto cemo

integral (a, b) podeliti na izvestan broj jednakih podelaka i dobicemo niz

trapeza sa visinom

, a paralelnim stra-

/
g g\ﬁ
nama y,; y¥,..!{.., pa tako izraCunata po- 4
vrina P, bice
Il n—a 2
Pi=— [0ty + 0+ y) + 02+
2 n ¥y 1 [Yn
)| e )] d L §
b—a
2) Py= = [Y0+ZY1+2)’2+2)'3 ----- +2yn—1+yn]
Lako je uyideti da ce taCnost tim veca biti Sto je vece n — $to je

vecéi broj podela
vrsini ispod kri
Prema odr

Formula 3.) pok
integral.
Ova metod
snovana je na ft
lovima prave.

Primedba.
kad stavimo x,=

1.) Primer
4

fxz dx uzimaju
0
Imacemo posle i

p—1.b—a

¢<a zbir povrSina trapeza se sve viSe pribliZava pravoj po-
e

losu 1.) i 2.) dobija se:
P=P, ili

1b—a . .

s [Yo + 2y, 42y, +2y5. . . . 2ya—, +yn]

a

ix ~

cazuje kako je moguée priblizno izraunati jedan odredeni

a za pribliZno izraunavanje zove se mefoda irapeza i za-
ome 3to se luk krive zamenjuje izlomljenom linijom — de-

Vrednosti yg, ¥y oc--. Ya dobijamo iz jednacine krive y =1 (x)
b—a’ x2=a+2(b_a) 3(b—a)
n

) Xg—at 2,
n
Izralunati pomocu metoda trapeza vrednost

=a, X,—a -

integrala

¢idaje n=10 (b=4, a=0).

zratunavanje ordinata yo, ¥y, Yo .- .Ya

T [Yo+2y1+2yz....+yn]=
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-;—-o, 4[0+0, 3241, 2342, 685, 124811, 52+ 15, 68 } 20,
48125, 92 432 =21, 44.

.
.4

2.) Primer. Izralunati istom metodom vrednost integrala fsinxdx za

o
n==~6. Po istom obrascu dobijamo

=—-—(sm0—]—25m——‘—2sm—+25n—-+25m-—+2sm?6“—|-

+sinn)=-15—g—(1+V3—+2+Vﬂ 1) =1, 9541

Medutim ako se izrauna integral fsinxdx pomoc¢u integralnog racuna
0 .

imamo vrednost 2 — dakle greSka u izrafunavanju metodom trapeza je
0,0449 za wvvaj sluiaj.

20, Simpsonova metoda je druga od najfeSce upotrebljenih metoda za
izraCunavanje odredenih integrala.

Ta metoda se sastoji u ovome: Kakva komplikovana kriva y=—1(x)
moZe se pretstaviti Maclaurin-ovim redom

f(x)=a-bx fcx*+

pa mesto integrala f(x)dx .uzimamo:
Xy

X,
ff(x)dxz ja—{—bx—i—cxz)
X4 2

tj. krivu zamenjujemo parabolom. — Kod Simpson-ove metode zadovoljamo
se parabolom — inafe u principu moguce je uzeti koliko god se hocde ¢la-
nova pomenutog Maclaurin-ovog reda. Parabola je izabranana zbog osobine
koju ¢emo sad pokazati.

Lako se uvida da kroz tri makoje tatke
u ravini moZe da se povuce parabolal)
v oblika y=ax*-}bx+ c. Neka su date
tri tatke u ravni kroz koje prolazi j ome-
nuta parabola; veli¢ine apscia neka se
razlikuju za h. PovrSina ograniCena y, i
y. i Xx-osom nece se promeniti ako se
uzme novi sistem &ija ¢e se ordinatna
osa poklopiti sa y,: ordinate parabole
ostaju iste kao i povriina samo se menja
veliCina apscisa. Izraunajmo ovu povr-
Sinu. Jednacina parabole u novom sistemu
SI. 34. neka je y=At?4-Bt-}C.

1) Ako tri tatke M(x,y,), N(x,y,), P(x,y,) prolaze kroz takvu parabolu — njihove koordi-
nate zadovoljavaju jednainu y = ax*+4bx-c¢ pa se dobija sistem jednaéina za odredbu a,b,c.

8%

PovrSina ¢e biti
2h

2h 2h
3 2
P=fydt=f(At2+Bt+C)dt= A%—i—B—tZ—-{—Ct
0 [}

@

8A2—3+28h2+2Ch—-——l—2~(8Ah2+GBh+6C).

Medutim ako se izradunaju ordinate y,, yi, y» za apscise t=0, t==h,
t=2h imamo -
Yo=C, y,=Ah*4+Bh4C

y,—4Ah*4-2Bh4-C.

Zato ¢e izraz P biti oblika

P=—2‘(Y0+4YJ+)’2)- ‘ 0

St. 35.

Dakle povrsina ispod parabole moZe se izraziti pomocu dve krajnje
ordinate intervala i Cetvorostruke srednje. Ovo vazi ma gde parabola u
koordinatnom sistemu bila samo ako je

oblika

", y=ax?}bx-}c.

Ako je dat niz tataka neke funkcije

H, ¢iji oblik ne znamo — ali znamo veli¢inu

v, ¥% xl Y % ordinata, onda je moguce na osnovu

. ovoga odrediti priblizno povrSinu ispod

1 krive Cije su nam ordinate samo po-

Sl. 36. znate. Za slucaj prikazan na slici
(tatke M,, M,... M;) imacemo

p; je povrSina izraZena prvim trima
ordinatama.

b—a,
ptz_—ﬁn [Yo+4y;+¥e]

b—a ‘
P = [Yz+4)s + ¥4l P, je povrdina za tri naredne ordinate.

b . .
Ps = +4y;+ ¥l ps je povriina preostalog dela.

—a 3
iy [yotyst+4(itystys)+2(y2+y)] - celokupna povrsina.

Razume se da c¢e i za makoliki broj tacka biti analogno

sz_rla[YO+Yn+4(Y1+Ys+ ..... Yoo ) F2 a4 ye - on Vo2l
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Primer. lzraCunati povrSinu poprefnog preseka korita jedne reke kad
Je na svaka 2 m $irine merena dubina 1,2, 2,5, 3, 3,75, 4, 3, 2, 0,75.

u 18 %

S1. 37.

Primenom Simpson-ovog
9 pravila imamo

(

b—a
n

=2r)'o=yn=0>

P~2[4(142,44-3,75434
+0,75) -2 (24 3+4+2)] =

== {08 m2.

Primedba. Ne samo §to je korisno upotrebiti Simson-ovo pravilo kad

samu funkciju ne znamo — ne
izraCunavanje integrala teSko ili nemo

go i onda kad nam je ona poznata pa je
guce a moZemo se zadovoljiti izvesnom

pribliznos¢u. PoSto funkciju poznajemo ordinate ili moZemo s crtea meriti

ili izrafunavati.

(u ravni)

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA

!. Tangente krivih. 2. Normale krivih. 3. lzraunavanje dodirnih koli¢ina. 4. Duzina
luka krivih. 5. Polupreénik krivine. 6. Singularne tacke. 7. Konstrukcija krivih.

1.) Tangente krivih
U osnovima diferencijalnog ra¢una napomenuto je da izvod pretstavlja

koeficijenat pravca tangente i da se za razne vrednosti x mora menjati i
vrednost izvoda. Izvod je dakle funkcija apscise tacaka krive linije. Na osnovu
izvoda moguce je za svako x odrediti koeficijenat pravca tangente.

Primer. Neka

tangente u tacki x = 2.

Treba naci prvi izvod — moZemo to uginiti koriste¢i totalni diferencizl.

Napisacemo y2 —4x =10 pa imamo:

odavde je

i kako je

imamo dalje

za x=1z dobijamo

Tangenta je grani¢ni
su obe beskrajno blizu.

2y-dy—4dx=0

dy__ 2
dx_y
y=V4x=2Jx
dy_ 1
dx x

_ 1 _Vz
y—VE 2

je data parabola y?=4x; odrediti

koeficijenat pravca

poloZaj setice koja prolazi kroz dve talke, kada
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Jednacida prave koja prolazi kroz dve taCke je

gde suyix

AY
Yy—Yo=—"(XxX—X
¢ AX( 0)

tekuce koordinate a y, x, koordinate jedne od tafaka. U gra-

ni¢nom poloZpju koli¢nik postaje izvod a koordinate talaka su u stvari za

obe tacke x,,

Yo Pa imamo za jednacinu tangente

d
y—yo=£<x—xo>

. d .
pri Cemu Xx,, y, oznafavaju sad koordinate tatke dodira, a<Y oznadava iz-

vod funkcije
Primer.
Tacka d

krive y2==x j

Jednacin

Za na$

ili

dx
koja pretstavlja krivu); vrednost izvoda treba izraCunati za x,.

Napisati jednacinu tangente parabole y*=x u tatki M (1, y).

odira M ima koordinate x, =1 y0=]/70:ﬁ=+ 1. Izvod
ey = L. Vl_- Koeficijenat pravca tangente u tacki M (1, 1) bice
2 X
11
Vi 2
a tangente
Y— Yo=Y (x—X,)
slucaj postaje

1
—l=—(x—1
y 2( )

1 1
= —X —_
y 2 +2

Drugu tangentu za tatku M'(i, 1) lako je na isti nadin napisati.
Iz ovih primera se vidi da nam izvodi mogu dati odmah lak nagin za
odredivanje tangenata $to bi inafe po metodama analititke geometrije bilo

vrlo tegobno
Zadaci.

3 nekada i nemogude.
Napisati jednacine tangenata

krive u tatkama ™
2 2
e M. y). M(1, y)
9 3
=Inx M, y)

T 3n
= 8 -— M -,
y==sinx M(4, y) <4 y)

X2 4 y2—xy=3 M, y)
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2. Normale Kkrivih.
Normala je upravna na tangentu u talki dodira. To znadi da je njen

koeficijent pravca — ?(]er je koeficijenat pravca tangente y') pa kako nor-

mala prolazi kroz tacku dodira &ije su ko-

¥ ordinate x, i y,, onda ¢e jednafina normale
biti
1
Y—Yo=—~(X—X)
y
Primer. Napisati jednalinu normale
parabole y*=4x u tatki x,=2 u prvom
kvadrantu.
0 3 Znati da ¢e tatka dodira biti sa apsci-
som x,=2. Odgovarajuce y, bite dato
Sl. 38. Yo'=4:2 ili yp=+2)/2 ili za prvi kvadrat
Yo==2}/2. Treba naci jos y'. 3
< a2 - 2 1 y?
U proslom odeljku je bilo y'=-=i onda je y'j—= —— = — =
y 22 )2 2

pa je jednafina normale

y—2V5=——V‘§—<x—2)
y—2]/5=—gx+lf§

y=—\)2x+3)2 "

Zadaci. Naé¢i normale krivih.

X

I. y:—Z—(eaﬁ—e a> u tatku x=—a 4.y=sinxzax=~g—

2, y*=ax? u tacki x==1 5 y=¢€* za x=1

3oy=7 u tacki x=a 6. y=ar za x=0.

Napomena. Treba pomocu izvoda naci koeficijente pravca tangenata u
opsStem obliku za parabolu y?=2p x. Neil-ovu parabolu y2==ax3?, kubnu
parabolu y=ax? krivu y*=ax? krug x*-y?=r2, elipsu, hiperbolu

2 2 .
i_L:l, x.y=C, y:ﬂﬂ
a’? b2 cx-}d
zadatke.

, jer je ovo od koristi za mnoge
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3. Izra¢unavanje dodirnih kolifina.

Dodirnim koli¢inama nazivaju se: duZina tangente (t) od tatke do-
dira do preseka sa x-osom; duZina normale (n) od tadke dodira do preseka
sa x-osom; subtangenta (Sy) je pro-

jekcija tangente; subnormala (S,) je
projekcija normale.
¥
Sa slike se vidi da je:
1
y—":cosa y—“———sina,
n t
I e Sn
b = y’ —s—'l: y'
St Yo SI. 39.

Iz oviih je odnosa lako izraunati jednu od veliﬂfina pomocu ordinate
Yo i trigonometriskih funkcija sina, cosa. Treba imati na umu proste trigo-
nometriske odnose sin?a - cos?a=1 i odavde je

1 - tga
COS 0 = ——————— kao i sina=

Vittea Vittg?a

Znajuéi da je tga=y’ mozemo izralunati svaku od dodirnih veli¢ina
na osnovu sistema (1) znajuéi koordinate tatke M (xg, Yo)-

Zadaci.

1.) Izradunati dodirne koli¢ine kod parabole y*=2x u talki x=1.
. x3

2.) Isto za krivu y=
) Y=%R

(gde su a, 1, konstante). Za x=1 (izra-

Zunavanje subtangenata ima primemenu kod Zeljeznice).

4. Izracunavanje duZine luka krivih

Za izratunavanje duZine luka ranije smo izveli obrazac
b
= J’V’l + y'2dx
a

Ukazali smo na teSkoce oko izratunavanja ovog integrala, i videli neke pri-
mere gde je moguce izratunavanje na najprostiji nalin.
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5. Polupreénik krivine — krug krivine
Krivininom neke krive naziva se gra-
¥ H b ni¢na vrednost koli¢nika
J (3] lim—i—u=K gde je a ugao, a
s
» Aa—0
¥ As—>0
s luk. Gornji koli¢nik moZemo ovako pisati
/ I
2) K=%=ﬂg E-: d_x Znamo da
. = ds dxds ds .
SI. 40. dx
je tga=y' i a=arctgy' to je
3) d_a= 1 yu
dx 14y
Isto tako nam je poznato ds= |/14y2 dx pa je
ds T
4 —=f1+y"
: dx

Na osnovu formula 3.) i 4.) obrazac 2.) postaje
yH
1 2 "n
5) JERL . AR S
U o o DI R )

Obrazac 5.) nam daje krivinu izraZenu prvim i drugim izvodom. Ve¢ iz
obrasca 2.) za krug izlazi, znaju¢i da je ds=pda

6.) Ke—=—— —

dakle — krivina je za krug recipro¢na vrednost polupre¢nika krivine. Kako
se moZe pretpostaviti da za svaki beskrajno mali elemenat luka krive po-
stoji krug koji ¢e se svojim beskrajno malim lukom poklopiti sa lukom krive
to ¢emo pisati obrazac 5.)

’n

y

) : K= e ——
(l +_Y,2)‘2‘

L&
p

gde je p promenljivi polupreénik koji se menja od tatke do tatke kao $to
¢e se menjati i krugovi koji imaju elemenat luka zajedniCki sa elementom
luka krive. Ovi krugovi se zovu krugovi krivine a p je njihov polupre¢nik
koji je funkcija od x.

b

Cupe s L

T
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Iz formule 7.) videli smo da je krivina recipro¢na vrednost od p koje je
dato formulom.

3
X
8) _(04y)>:

Sa slike iz tacke 5. se vidi da je srediSte kruga krivine data formulama

X=x—psina

i Y =y -+ pcosu

pa kako znamo da se sina i cosa mogu izraziti pomoéu tga=y' to imamo
| : y’
cosa = —, sin o=

Ty iy
9.) dobijamo

— pa zamenjujuci vrednost p iz formule 8.) u
2

1+y"

"

(+yy
yH

10) | X=x— Y=Y

Primer.| Nac¢i polupreénik krivine u tacki x==2 parabole y?=2x i
odrediti srediSte kruga krivine.

Imamo pbrazac za polupreénik krivine
L
‘ (I 2\2
e +{)
y
treba naci y’|i y” iz funkcije y2=2x a to je

1 1

1 g

T Y T e
] 1 5 1 o
za X=2 imamo y’'—— y''=-——pa ce biti
2 8
3 -
G =
4 125 3 =
== =—8|/—=—8.—.|/5=—3J5
e 4 =f V5
8

Za koordinate| srediSta kruga krivine imamo iz 10.)
= 1

Centar Kruga se nalazi u tacki (5, — 4).
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- Zadaci. Naéi polupre€nik kruga krivine i centar kruga krivine za pa-
ax+b
cx-4d '

rabolu y2=2px, za krive y?2=ax3, y¥’=ax? xy=C, y=

a X X
= -—( € a e a
y=p (et
izraZavajuci sve u funkciji x i stalnih koeficijenata.

Napomena. 1) Kada je y' vrlo malo (za vrlo male uglove) onda obra-
zac za p dobija ovaj prost oblik p:—ljfkoji je koriScen u tehnici (mome-
y .

nat savijanja).
2) u prevojnim tatkama je p=oo jer je y”=0.

Primedba. Iz formula 9.) uvida se da sa promenom polupre¢nika kri-

vine p da se menjaju koordinate srediSta kruga krivine. To se jo§ bolje"

uvida iz formula 10.) koje izraZavaju koordinate srediSta kao funkcije x, y,
‘, ¥ — dakle u krajnjoj liniji kao funkcije od x jer je i y=1{(x), y’=1(x),
y'"'=1{"(x) na kraju sve zavisno od x. Geometrijsko mesto centara krugova
krivine je jedna kriva: jednaCine 10) su parametarskel) jednaline te krive
a sama jednacina krive dobiva se eliminacijom x iz obe jednacine. Ova kriva
se zove evoluta, dok se kriva y=1{(x) zove evolventa.

Iz formula 9.) lako se izralunava dy i dx odakle se dobiva odnos

4y dy i
dX dx

iz Cega se zakljuCuje da su normale krive y=f(x) tangente njene evolute.

Formule 9.) daju takode za duZinu luka evolute?) | =+ p; ako za dve
tacke imamo I,=p, i l,=p, onda I, —1,=p, —p, znali razlika duZina
lukova je jednaka razlici polupregnika krivine.

6. Singularne tacke.
Singularnim tatkama nazivaju se tatke neke krive F (xy)=0 za koje

su oba parcijalna izvoda oF i oF za iste vrednosti x i y jednaka nuli tj. ako

ox dy
sistem jednadina
].) a——F—-—-O —a—F‘:O
X dy
daje za x i y odredene vrednosti pri Eemu pak y' postaje
JF
ox 0
2. = =—
) y aF 0
oy

1) Parametarskim jednadinama krive u ravni naziva se skup od dve jednaline u ko-
jima je i y i x izraZeno nekom novom promenljivom (parametrom) i tek njenom elimina-
cijom iz obe jednadine y—=y(t) i x=x(t) dobija se y="f(x). U slu¢aju evolute ulogu
parametra ima samo x.

b ovo se dobija iz (2= (42V' 1 (SYpr cem se aoniia (L)' (42’
) Ovo se dobija iz (dx)_<dx)+<dx> pri Cemu i} ax) = \Gx

odakle imamo | = p.
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Ako za neku tacku na krivoj F(xy)=0 uivrdimo da zadovoljava
uslov 1.) ili 2.) onda je tatka takva — singularna.

Posto je pojam singularnosti vezan za istrazivanje vrednosti prvog iz-
voda — to znali da u singularnim tatkama nastupaju neki posebni odnosi
tangente prema krivoj. Diferencirajmo dva put funkciju F (xy)=0 pa ¢emo imati

*F 0?F d0*F  0*F ,, , oF
R ) oy e 2 yr2 LT gt
ax2+ ox oy y+6y2+6y2y +8yy
ili kako je .
9F o
oy
dobijamo
02F 2*F JaF ,
3) —+2 Y4+ y*=0

0 x* ox dy oy?

Vidimo da ce jednalina 3.) dati dva korena za y' pa prema tome imamo
i razli¢ite singularne taCke: dvostruka, povratna.!) Necemo se upuStati u de-
taljnu analizu jednacine 3.). Zadovoljicemo se time 3to ako utvrdimo da je

oF oF

T —o0 =

ox oy

onda imamo singularne tacke.2) Prikazademo na slici razne vrste tataka:

dvojna ta¢ka sa dodirom

dvojna tacka sa dodirom
dvojna tacka prve vrste druge vrste

‘ povratna taéka prve vrste povratna tacka druge vrste
1.) Napomena. Ako se po crtezu neke krive moZe sqmnja}i da je tu singu-
Jarna tacka: povratna, dvostruka i dr. odmah videti dali za tu ta¢ku nije

a—F::O aF—-———O; ako je to, onda je sigurno da je to singularna tacka.
0x

1y Dvostruka (dvojna) tacka ‘je ona tatka kroz koju prolaze dve grane krive a po-
vratna tatka pretstavija tatku iz koje polaze dve grane krive.
F F .
2y ReSenja koja dobijamo iz sistemag;=0 g_y =0 mora da zadovolii i samu
funkeiju F(x,y)=0.

Visa matematika
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. 02F o*'F e
2.) Napomena. Ako i drugi izvodi isCeznu — = =0 =
) Nap . dx:  0xdy doy?

onda imamo viSestruku talku: kroz jednu tafku prolaze viSe grana krive.

3.) Napomena. Prevojna ta¢ka za koju je y'"=0 ne spada u singu-
larne talke po ovoj klasifikaciji kako smo ovde izloZili.

7. Konstrukcija krivih

Da bi se prilikom konstrukcija krivih linija imao jedan pregledan po-
stupak potrebno je vrSiti ispitivanja po izvesnom redu. Mi ¢emo podrobnije
izloZiti taj red.

10, Najpre dolazi u obzir definisanost krive: pod definisano$¢u krive
razume se za koje vrednosti nezavisno promenljiva postoji kriva a za koje
ne. Na pr. kriva y=Inx ne postoji za x << 0 jer kvadratni koren iz nega-
tivnog broja u realnoj oblasti ne postoji. Isto tako kriva y= | 1—x® ne
postoji za x2 <1 jer kvadratni koren iz negativnog broja u realnoj oblasti

ne postoji. Naprotiv kriva y = 2x " definisana je u celoj ravni tj. postoji
x —_—

za sve vrednosti x pozitivne i negativne. Iz ovih primera se vidi da za

krive koje se izraZavaju pomocu logaritama i parnih korenova da za njih

postoje ogranitenja koja proizilaze iz izraza pod znakom korena ili logaritma.

Vrednosti koje ¢ine nulom izraze pod tim znacima pretstavljaju ograniCenja.

2°. Pored ovog dolaze u obzir op$ti podaci o krivoj: simetri¢nost (isto

y za +x i —x) nule funkcije, karakteristicne vrednosti, opste primedbe.
Karakteristina vrednost bi bila za krivu y=—e* vrednost x=0 i onda
y=e’=1; isto tako za y =Inx bilo bi za x=1, y=0. Opste primedbe

bi se odnosile na neku specifi¢nu osobinu koja odmah pada u o¢i. Na pr.
2

za krivu y= ] odmah se vidi da se ona nalazi iznad x — ose jer je
b

y uvek pozitivno za makakvo x. Sem toga njene ordinate nikad nece preci
vrednost 1 jer je brojitelj uvek manji od imenitelja.
30. Tatke u kojima za odredeno x funkcija y dobija vrednost co zovu
2

se talke diskontinuiteta. U malopredasnjem primeru y = : tacke dis-

kontinuiteta su x, = 1x,=—1; ove vrednosti istina prestavljaju asimptote
ali su one i tacke diskontinuiteta. To ¢e se uvek desiti kod racionalnih funk-
cija: koreni imenitelja daju i tacke diskontinuiteta i asimptote paralelne y — osi.
U tatkama diskontinuiteta kriva dobija za y vrlo velike vrednosti i mozZe
imati dve grane.

Najprostiii primer za to je funkcija y=l; ona ima tac¢ku diskonti-
X

nuiteta x=0; Medutim ako stavimo x=— ¢ gde je & vrlo malo imamo

y=- oo; a ako stavimo x=—¢ dobijamo y=—oo; dakle u tatki x=0
2

kriva ima dve grane. Isto tako ve¢ pominjana funkcija y = lza x=1
\

e

T
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-ima tacku diskontinuiteta: ispitajmo da li ima dve grane; stavicemo x =14«

najpre a potom x=1—¢
2 2
S L S b TR )
(1 4-ey—1 14 2e4e2—1 2¢
e—>0 € fO e—>0
—g)2 _ 2
yesshien [ R 2 1—2e+¢ —lim o
1—ep2—I 1—2e4¢2—1 — 2
e—=>0 e—=>0 e—>0
vidi se da i ova kriva u tacki diskontinuiteta x =1
ima dve grane, Sli¢no bi se dobilo i za drugu v
tatku diskontipuiteta x=—1.
Primedba. Mesto ovog ispitivanja pomocu €
moguce je videti kakve ¢e ordinate biti za vrednost
1L . 3 = C R N
x> 1 ili x<|l; na pr. za x=2 imamo yzz 0 =
a‘zax —_—.% dobijamo y = ——;. Posto smo do-
bili za x =2 |pozitivnu ordinatu onda je za x>2
grana krive u pozitivnom polju y — ose, dok je St 48

za x==i u
2

tivanja treba

ve¢ upoznali

negativnom polju y — ose. Ova ispi-

primeniti kod taaka diskontinuiteta, preseka i dr.

od hiporbole u analitickoj geometriji. Mi ¢emo se ovde upo-

49, jeda} vazan pojam je — pojam, asimptota; s tim pojmom smo se

znati samo s
Za X - .00 treb
obrnuto: za y

1

kriva y=—]

jednom vrstom asimptota*): asimptote paralelne x ili y — osi.
a da y » a (const) to je asimptota paralelna x—osi; ako je
-+ ocoda x > b onda je to asimptota paralelna yosi. Na pr.

£ 72 x- o0 ima y=11i to je jedna asimptota paral.-lna

x2:—1

x—oéi; ista
pretstavljaju d
Sve ove
vanje krivih.
1°. Defin
logaritma).
20, Opsti
medbe: ogran
3% Tack
4% Asim
Ovo ispi
krivih koje do

*) Kod asi
lazi do njih — n)

kriva za X, =1 X,=—1 ima y=o0 dakle x=1 i x=—1
ve asimptote paralelne y — osi.
napomene mogle bi se sistematisati u ovu tablicu za ispiti-

isanost krivih (prema lzrazima pod znakom parnog korena i

podaci: simetrija, preseci, karakteri¢ti¢ne vrednosti, opste pri-
Cenje vrednosti i dr,

e diskontinuiteta — ispitivanje broja grana krive.
ptote paralelne koordinatnim osama.

ivanje krivih je bez diferencijalnog raduna i za vrlo veliki broj
aze u praksu ono je dovoljno.

ptota koje nisu paralelne osama postoji poseban postupak kako se do-
za naSe ciljeve to ne dolazi u obzir.
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Naravno, da imamo krivih kod kojih otpadaju Giiavi stupnjevi ovih

2

ispitivanja. Tako na pr. za krivu y == zx l otpadaju ispitivanja grana krive
X
jer su tacke diskontinuiteta imaginarne.

Na primeru ¢éemo pokazati sistemutski rad po izloZenoj tablici.
2

Primer. Konstruisati kriva y =— n
x —
1. Definisanost Kriva je definisana u celoj ravni
(nema parnih korena ni logaritama).

2. Opsti podaci: simetrija, Kriva je simetri¢na prema y jer se
preseci, karakteristitne vrednosti, ista vrednost y dobija za x i—x; za
ograni¢enja za vrednosti y x=0 imamo y=0 pa je to presek.

. - taje beskrajno za x—1==0; tacke
3. Takke diskontinuiteta (D) y postale o s
ispitivanje grana krive (:;sl;ofltulteta su D, sa x-_+l iD,

Sad ispitajmo grane krive u tatkama diskontinuiteta za x=1-}-& imamo

2 2
y—tim &, IH2ede —im A28 im L = o
(14+¢e)2—1 14-2 e-}-e2—1 2e 2e
e—>0 e—+0 e—~+0 e—>0
za X=1—¢
—g)? — 2 —
y=1i (1—¢) —lim 1—2e+4¢ =lim1 2 _ oo 1 = 400
(1—¢g)2—I 1—2 e-}-e2—1 —2e —2¢
c—>0 e—>0 e—>0 e—+»0
dakle u tatki x=1 ima kriva dve grane y==--o0 i y==— oo isto bi do-
bili i za tatku x=— 1.

4. Asimptote (A) Dve asimptote su ve¢ dobijene to
su x=1 x=-—1 protumacene kao
prave paralelne y-osi.

Tre¢u dobijamo dele¢i i brojitelj i
imenitelj najve¢im stepenom Xx pri
Cemu X - oo, dakle

=1

limy = lim
X - ™ 1.___l__

X > oo X2

Sad mozemo konstruisati krivu: na crteZu se najpre obeleZe asimptote i tacke
diskontuiteta kao i karakteristitne vrednosti, pa se prema njima ucrtava kriva.

moc¢u diferencijalnog
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Tako ¢emo za nasu krivu dobiti sl.-47: \

" Napomenuli smo
da je za prili€an broj -
krivih ovo ispitivanje A
dovoljno — ali ima kri-
vih koje zahtevaju po-
drobnija ispitivanja po-

ratuna. Taj drugi deo
ispitivanja sastoji se iz
ovih stupnjeva.
19 [spitivanje toka B
funkcije pomocéu iz- s-gl-tue o seliee
voda. Sa slike (sl. 48) i U x
se vidi da kad kriva
raste uglovi su oStri,
tangensi su pozitivni tj. N
izvod je pozitivan za :
te vrednosti x-a. Obr-
nuto, ako je izvod ne-
gativan, kriva opada.
Na primer kriva
y = ex stalno raste jer St 47.
je y=¢* uvek pozi-
tivno za makakvo x. Isto tako kriva y==Inx koja postoji samo za x>0,
stalno raste jer je .

4

y=—

X

uvek pozitivan za sve pozitivne x-ove.

20 Konkavnost i konveknost
ispituje se pomocu drugog iz-
v voda a prema primedbi ucinje-
. noj kod Maximum-a i mini-

mum-a; za y”=0 imamo pre-

vojne talke (kad je y'"'=0).

3% Trazenje ekstremnih

vrednosti funkcije zahteva da

\ _ - se povede raluna o onome $to

/ \ je ve¢ napomenuto kod Maxi-
o x mum-a i minimum-a.

' . Ima krivih koje nemaju

Si. 48. ekstremuma. Napr. krivay’=e*

&iji je izvod y'=—=e* nema ekstre-

mumae jer eX ne-moZe biti nula ni za koje konacne vrednosti x-a; isto tako

’ quns

1
kriva y=Inx ¢iji je izvod y’=——nema ekstremuma.
: X

Imajuéi celu sistematiku ispitivanja bez diterencijalnog racuna i ‘sa

diferencijalnim radunom, moguce je sastaviti ovaj pregled stupnjeva ispitivanja
i prikupljanja podataka za konstrukciju.
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< 1
I. Definisanost. (da li se kriva proslire u celoj ravni — da li nema

znaka In ¥ parnih korena).

2. Opsti podaci: Simetrija, nule, karakteristine vrednosti, ogranifenja
vrednosti y.

3. Tacke diskontinuiteta i ispitivanja grana krivih u blizini tacaka dis-
kontinuiteta.

4. Asimptote paralelne x-osi (X-oo) i paralelne y-osi (y- oo).

II

1. Maximum i minimum (uz to tok krive pomocu y’).
2. Prevojne tacke (uz to konkavnost).
3. Singularne tacke.

Ova tablica trebala bi za narotCito komplikovane sluCajeve da se do-
puni jo§ detaljnijim uputstvima ali je za mnoge krive ovo ve¢ dovoljno —
pa &ak i sam prvi deo izloZen pod I.

Napominjemo da smo ovo izveli za krive Déscartes-ovog sistema i da
bi trebalo &initi izvesne izmene za polarni sistem — no kako je onaj prvi
u Ce3coj upotrebi ogranilili smo se samo na to. Sem toga ovo se odnosi
‘u glavnom na krive u eksplicitnom obliku a za krive u implicitnom obliku
treba uciniti izvesne dopune. ;

Zadaci za vezbanje:
1° Konstruisati krive y=ex (eksponencijalna kriva)

y=Inx (logaritamska kriva)

y= _‘;‘_ (e'+ e-%) (lananica)

20 Isto za krive y= I (serpentin Newton-a),
14 x2
X 3—x 2x? I
L o gy i Y=’ Priet

’

POZNATIJE I VAZNIJE KRIVE

y| P waivis H
N
0* .L‘\
A *
x X
PARABOLA
y PARABOLA
> @
3 4'\‘1.9‘
40
x x
. KUBNA
NBIL-OVA .
PARABULA Y. PARABOLA
2
"4‘ z
4 4‘@
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Diferencijalne jednacine

1) Pojam diferencijaine jednacine. 2.) Neke osnovne jednaiine prvog reda: a) jed-
naéine koje razdvajaju promenljive, b) homogene jednacine. 3.) Najprostiji tipovi jednacina
drugog reda.

“

1.) Pojam diferencijalne jednacine

v vise mahova smo naglasili da se moZe u diferencijalnoj formi do-
biti izvesna funkcionainost. To je bio sluaj sa nekim prostim matematickim
zavisnostima kao $to su povrsina ispod krive, povrSina obrtnog tela, zapre-
mina obrtnog tela i dr.

' Ovo nije moguée samo u sluaju matematickih funkcionalnosti nego u
slutaju svih onih zavisnosti iz raznih prirodnih nauka i tehnike koje koriste
matematiku.

Te zavisnosti, obi&no, izraZavaju se nezavisno promenljivom funkcijom
i izvodom (ili izvodima) i Gine diferencijalnu jednacinu. Dakle diferencijalna
jednatina je zavisnost izmedu promenljive, funkcije i njenih izvoda, i izrazava
u primenjenim naukama neki prirodni zakon. )
Primeri diferencijalnih jednalina su:

y+xy=0; y'=y; yy'=x; yy'+y=0

Ako diferencijalna _jednaina sadrZi i izvode viseg reda onda je po
jizvodu najviSeg reda i sama jednalina toga reda. Na pr.

y"+y'x=0 (drugog reda) ‘
y24yx+x =0 (drugog reda i drugog stepena)
¥y +y'x=0 (treceg reda)

Naravno mi smo se ogranigili na diferencijalne jednaCine sa jednom
funkcijom i jednom nezavisno promenljivom, jer su u praksi ove najceSce i
imaju neposrednu primenu. ’

Diferencijalne jednaine mogu se dobiti iz funkcija kad se iz same
funkcije i njenih izvoda eliminiSu konstante. Na pr. neka je data funkcija

1) x4+ Cyx—1=0
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Ako nademo prvi izvod ove funkcije dobijanﬁo

of
2) dy__dx_  2x4Cy
: dx df Cx
oy

Kad izratunamo C iz same funkcije dobijamo

| — x2

3) C=
yx

i zamenimo u desnu stranu jednagine 2.) dobijamo

1—x2
d_y_ = —2x
dx 1 —x2
y

odakle dobijamo mnoZe¢i brojitelj i imenitelj sa Xy.

4) : dy _ y(1—=3x%)
dx  x(1—x?)

Dakle eliminacijom konstante C iz funkcije 1.) i njene izvodne jednacine
2.) dobili smo diferencijalnu jednacinu 4.).

Koliko proizvoljnih konstanta sadrzi funkcija tog ¢e reda biti jednacina,
jer je potrebno za ove konstantne da bi se eliminisale tri jednacine: sama
funkcija, prvi izvod funkcije, drugi izvod funkcije. Ako funkcija sadrzi C,
C,:--.C, konstanata trebace pored same funkcije jos n jednadina (koje ¢emo

- dobiti diferenciraju¢i n puta funkciju) da bi izbacili te konstante. Funkcija

od koje je postala diferencijalna jednatina zove se njen integral: za dife-
fencijalnu jednacinu 4.) njen integral je 1.). U praksi je najéesée da imamo
diferencijalnu jednadinu pa trazimo njen integrall). Postupak kojim traZimo
reSenje (integral) diferencijalne jednadine zove se integracija; mi ¢emo po-
kazati dva prosta slutaja integracije diferencijalne jednacine prvog reda.
Zadatak: 1.) Napisati diferencijalnu jednatinu kad je njen integral y2=Cxi

2.) isto za y=C,; x2 4 C, xy
2.) Neke osnovne jednacine prvog reda
a) Jednacine koje razdvajaju promenljive — to su jednacine oblika
_P®x

Q)

") Partikularni integral neke diferencijalne jednacine to je onaj integral-u kome
integraciona konstanta ima posebne vrednosti. Na pr. neka je opsti integral y =ax + ¢
onda je y =ax -+ 1 partikularni integral. 1

1.) y’

7

ili
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QW)

=2 Y

dakle na levoj strani je izvod a na desnoj koliénik dveju funkcija od kojih
svaka zavisi ili|samo od x ili samo od y.

Ove jednaCine reSavaju se prebacivanjem funkcija uz odgovarajuci

diferencijal (otuda (,,razdvajanje promenljivih*) pa ¢e biti za 1.)

dy P
dy Q)

Q(y)dy=P(x)dx

ili integraciom Jeve i desne strane

TI [emdy= [Pwaxi-c
sli¢no ¢ée biti i za drugi slucaj
dy _ [dx .
v, QW ./[P(X) -

(Napominjemo da diferencijal ostaje uvek u brojitelju!)

Primer. Resiti jednacinu

oo ERE
dx y?

Prebacivanjem istoimenih promenljivih uz odgovarajuéi diferencijal dobijamo

y2dy=x2dx

a odavde integraleci levu i desnu stranu

pa dobijamo

ay gy
l-)ctdx By,

Zadaci. Infegraliti ove diferencialne jednagine

dy —_— dy O B TR
) 2L = 1—x, 3) —= xl/1+x,
2) dx yV x ) dx ¥
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d 2 d 2

4) —l: Y ’ 5) _y=l/l ya» 6. .d__}L=l+xz’
dx 14-x2 dx |—x dx 1+y2
dy __y(1+x?) dy d —_

7) —="— -1, 8) ——=exy? (o} _}i:_ S
dx  y(i+y?) DT ) ==

. Primedba. Neke jednacine drugog reda mogu da se svedu na jedna-
ine prvog reda: na pr. jednalina vertikalnog hitca u otpornoj sredini je

d?s . d2%s d ds d dv ds
m— = —kvi}-mg, kako je——=— = —v=""(jer je — =
dt? + g‘ J dt*  dt dt dt dt (jer je dt ")

. dv . .
imamo maz—kH— mg a ova jednalina razdvaja promenljive.
b) Homogene jednaline prvog reda i prvog stepena su oblika
1) y’—_—-f(_y..>
X
/

gde je f kakva bilo funkcija. Ove jednagine se redavaju smenom

2) Yy
X
ili odavde
3) y=xu

iz jednatine 3.) diferenciranjem dobijamo

du d
4. Ut x— =Y
et dx dx

a zbog ovoga je dalje jednalina 1.)
5) u4-x 39 gy
dx

odakle dobijamo

du
X—=1f(u)—u
i C)
$to daje -
6.) du _ dx

f(u)—u_ X
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Iz poslednje jednacine 6.) vidimo da su promenljive i‘azdvojene. Dakle
homogena jedna¢ina 1.) smenom 2.) svodi se na jednalinu koja razdvaja
promenljive. Posle zuvrSene integracije jednaline 6.) vracamo se na stare

promenljive zamenjujuéi u integralu jednacine 6.) mesto u izraz L, jer je
X

u=7Y,
X N 2
2
Primer. Resiti jednalinu j—x=<—y—> +l+ 1. Kako leva strana zavisi
X X X
od L to ceme izvrsiti smenu Y- =u i dobijamo prema jednacini 4.)
X X
u-+4x dy _ u?+4u -1
gx
a odavde
u du =ut1
dx
ili
~ du _ dx
14+u?  x

arctgu=Inx+Inc
a) arctgu=Incx

Ako bi hteli da re$imo po y koristili bi jednalinu a)

u=tglncx

l’-=tglncx

X
y=xtginCX

Zadaci: Resiti ove jednaline

d
1) 9y—~——cotgl—l, 2) L —e —{—l
dx X X dx X
dy ¥y y
3 L=2L{In =41
) X x( x+>
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1.) Primedba. Nije samo homogena jednalina jedina koja se svodi
smenom na razdvajanje promenljivih. Veliki broj jedna¢ina razli¢itim smenama
svodi se na razdvajanje promenljivih.

Na pr. y'=21+f(x) smenom y =x%u
X

—|— f(x) smenom y = u In x, y>=xf(yy’) smenom y*=u

<e

xl

pa onda i=f( gl )111 (u) Ld_u a onda novom smenom 1=t.
X dx 2 > < 2rdX X

2.) Primedba. Neke jednaline drugog stepena po izvodu y’ mogu se
reSavanjem po y' svesti na razdvajanje promenljivih, tako na pr.

"+ xyy' —x*
Y24+ (x4 oyy +y*=0; y?+41(x)yy'+y*=0

Y2+ o (x)yy +xy*=0.

=0, y?—2xyy'+y*=0;

3.) Najprostiji tipovi jednadina drugog reda. Sada ¢emo upoznati neke
najprostije tipove jednacina drugog reda koje su dosta Ceste u praksi.

a) jednacina tipa y”" =a

'
kako je y” =dl_y imamo

dx
jadx
d

d_i=ax+C;, dy=a.x.d.x—f—Cldx,fdy:faxdx—|— j'Cidx

dy'. : :
dx=a,dy = adx fdy'.—._ y-—=ax-4C,

x2
y=a?+C,x+C2

(Ova se jednatina javlja kod slobodnog padanja u bezvazduinom prostoru).

b) y"=1(x) jednacina ovoga tipa integrali se isto kao i prethodni
primer

L 1y

Fpr dy'=f(x)dx

f(x)dx+ C,

dy

for|

(Ova jednacina

v) jednadi
reSenjem y=e

pa je

odakle dobijan

i zato imamo

Lako je uverit

stante) pa Cak
diferencira_i S
zbir Cleva—{-
konstaﬂte a in
C‘eva;l-C )
pretstavlja op§

Dakle in

Kako b moze
desiti da b bt

ili primenom Euler-ovog obrasca

x=ff(x)dx+Cl
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dy:(ff(x)dxcl)dx
(ff(x)dx—{— c,)dx, y=f(ﬁf(x)dx—l—€,)dx+€2.

y”=1(x) pretstavlja jednaéinu elasti¢ne linije).
ina tipa y"=by; ova jednatina zadovoljena je partikularnim
Ax gde je A= const. jer ako se izraCuna imamo

y”:)\2 eAx by=}‘,edx

A2ekx = belx

r==|Db
dva partikularna integrala

y,= eI/bx Vo= e—ﬁx
se da sy C, y, i C, y, takode integrali (gde C, i C* kon-

i njihov zbir C,y*4C, u,=C, eV——l—C e " jer ako se on
avi u gornju jednalinu dobijamo identitet. Poslednji izraz tj.

Cye =Yk pretstavlja op3ti integral jer ima dve proizvoljne .
egral jednagine drugog reda mora imati i dve proizvoljne

P
= zadovoljava uslov da ima dve proizvoljne konstante —on
ti integral

egral jednaline y”=nby jeste

y=¢C, eVEx +C, T g

biti makakva konstanta pozitivnal) ili negativna to se moze
de ba$§ negativno i tada imamo

1=_e|1/bx

\

y=cos J/b-x4 i sin}b-x

) Kad je b pozitivno onda ostajemo pri veé¢ izvedenoj formuli integrala

y=C V +Cz Ve
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pa je zato izvedena formulal)
y==A coskx - B sinkx!
Medutim ponovnim uvodenjem oznaka A= Csiny, B=C cosy dobijamo
y = C[cos kx siny--sinkx cos¥]

ali kako izraz u zagradi, po poznatoj teoremi trigonometrije pretstavlja
sin (kx 4 v) to imamo definitivno

y == C sin (kx - ¥).

(Jednacina pomenutog tipa je u stvari jednatina harmonijskog kretanja).
Za reSenje neSto komplikovanije jednacine

y'=ay+b
treba izvrSiti smenu z = ay + a (jednalina ovog tipa y"' = —k®(y—a—1)
gde su k. a i f konstante javlja se kod problema izvijanja u mehanici)
g) Najzad pomenimo jo§ jedan tip —a to je
Y=ty

koju ¢emo integraliti ovako: pomnoZicemo obe strane sa y, pa imamo:

y'y' =ty
ili moZzemo napisati

y dy' =1f(y)dy

pa sad sa leve strane imamo promenljivu y’ a sa desne y — dakle pro-
menljive su razdvojene. Integralimo levu i desnu stranu

'/'y’dy'= ff(y)dy '

y'2

o= [f(y)dy+C1
odakle je

y' =2 fi(ndy+C,

1y Lako se uveravemo da kad jedna kompleksna funkcija y =P +iQ zadovoljava
diferencijalau jednacinu y' 4 a,y' + a, y = 0 gde su a, a, funkcije x onda su P i Q (realni
i imaginarni deo) takode partikularni integrali — pa je lako napisati opsti integral.

)
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Sto dalje daje

_dy C
fV2 fi(y)dy +C, *+G

Dalji rad zavisi od integracije integrala ff(y) dy kao i od drugog in-

tegrala Ciju integraciju jo3 treba izvrsiti. (Ovome tipu pripadaju i dve pret-
hodne jednacine koje se mogu jo$ i ovako resiti).

Ova Cetiri primera diferencijalnih jednacina drugog reda dosta su Cesta
u praksi i uz spomenute jednaline prvog reda pretstavijaju najprostije ali
vazne diferencijalne jednacine. InaCe diferencijalne jednaline pretstavljaju
vainu granu infinitezimalne matematike — jer su one najpogodnije sredstvo
za deskripciju prirodnih pojava preko <&ijih karakteristitnih diferencijalnih
zavisnosti se formiraju prave finkcionalnosti koje pretstavljaju prirodne
zakone.

PRIMENA OSNOVA INFINITEZIMALOG RACUNAvNA MEHANIKU
1 DENDROMETRIJU

1. Kinemati¢ko znalenje prvog i drugog izvoda. 2. Staticki moment — teZiste.
3. Pappus — Guldin-ove teoreme. 4. Primeri diferencialnih jednacina. 5. Zakon isticanja
teénosti. 6. Razliéititi zadaci.

1. Kinemati¢ko znadenje prvog i drugog izvoda
Zakon jednakog kretanja pretstavljen je funkcijom ’ N
s=ct
gde je s put, ¢ brzina, t vreme. Iz ove funkcije dobijamo

S
t

C=

§to pretstavlja brzinu izraZenu predenim putem i vremenom. U nejednakom
kretanju za dva vremenska intervala t; i t, imamo srednju brzinu datu ko-
li¢nikom.

s,—S, _As

1. 2 ey
) t,—t, At

pri ¢emu smo razliku dve vrednosti jedne iste promenljive obeleZili kao
priradtaj — $to i jeste u stvari po definiciji prirastaja.
Ako je uopste put s dat u funkciji vremena dakle

2) s=1f(t)

onda moZemo posmatrati taj odnos priraStaja imajuci na umu funkcionalnu
vezu 2.)
Visa matematika 8
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Neka funcija s i nezavisna promenljiva t dobijaju priraStaje

s+ As =f(t | At)
ili dalje
As = f(t + At) — £ (t)

Kako Zelimo da posmatramo odnos priraStaja g podelimo levu i desnu
stranu sa At pa ¢emo dobiti

As _ f(t+AD—1(b)
At At

Ako je As i At teze nuli onda diferencijalni koli¢nik % ne oznacava viSe

srednju brzinu nego brzinu u beskrajno malim intervalima vremena — dakle
stvarnu brzinu sa svaki taj beskrajno mali interval vremena pa imamo (posto
desna strana pretstavlja izvod od f(t)) [

ds
3. v=—=1(t
) 5t ®)

Formula 3.) omogué¢ava nam da izraunamo brzinu u ma kom vremenu —
ako je put dat u funkciji vremena.

Primer. Zakon jednako ubrzanog kretanja dat je formulom s =;— gti;

odrediti brzinu.
Prema formuli 3.) bice

ds 1
Ve=—=—g-2t—=gt
dt 2 & 5

Na sli¢an na¢in moguce je protumatiti i ubrzanje. Ubrzanje je prirastaj
brzine u izvesnom vremenskom intervalu dakle:

et S

4.
! ty—1, At

Ako se prede na diferencijale imamo

5) o iy S
At dt
At—0
ili kako je
_dv_ ’(t)_—d—v

imamo

6.)

Jednacine 5.)
drugi izvod p
Primer.

ili na drugi n

Zadaci.
1.) Naci

y=rsinwt gd

jedne oscilacije.

2.) Nagi
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d 7 7
u=—f O=1"0

i 6.) pokazuje da je ubrzanje: izvod brzine po vremenu ili
uta s=1f(t) po vremenu.

Ako potraZimo ubrzanje u prethodnom primeru imamo

Y gy =g

dt

agin (kao drugi izvod puta po vremenu)
L P L) | ’ :
U= —=(— t2 = —2 t )= t) =
an = (780) = (3 28)=(¢) ==

brzinu i ubrzanje pri harmonijskom kretanju datom zakonom
e su r i w konstante (r je najveca amplituda a ko trajanje
w

3

brzinu i ubrzanje kad se materijalna tatka kre¢e po krugu

konstantnom wuglovnom brzinom w, pri ¢emu su koordinate date u funkciji

vremena.

X=rcoswt y=rsinwt

3.) Parametarske jednagine kosog hitca date su jednacinama

gde su «, ¢, g

x=ctcosd y= ctsino.-—% gt?

y konstante. Odrediti brzinu i ubrzanje pri ovom kretanju.

; dx . dy e
Nac¢i najpre — i —- pa podeliti
( P P )
Napomena. Kako se iz jednaine 3.) vidi — brzina ima pravac tan-

gente na krivu

Stati¢ki i
m i njenog ot
njihov staticki

1)

koja pretstavlja put s u funkciju vremena t.

2. Staticki momenat — teziste.

i obrtni moment jegne materijalne tatke je proizvod iz mase
stojanja 1 od ose ili ravni. Za viSe materijalnih tadaka bice
momenat suma momenta svih datih tadaka — dakle

i=n

M=Zl.-Am
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Ako se broj tataka uvecava beskrajno a mase tafaka postaju beskrajno
male — imamo

i=n m,
2) M=lilei-Am=fldm
] m;
- oo
Am-—+0

Kako je elemenat mase (gde je dv elemenat zapremine)
dm =dv-<

gde © konstanta i pretstavlja gustinu — moZemo zbog uproScenja staviti
t=1 jer se teZiSte ne¢e promeniti zbog veliine gustine (ako su mase hn-
mogene). Za slutaj -da je masa rasporedena po zapremini (telu) imamo da
je elemenat mase (pri t=1)

dm=dv

sli¢no ¢e biti ako su mase rasporedene po povrSini (dF elemenat povrSine)
dm =dF

i ako su mase rasporedene duZ neke linije (elemenat linije ds)
dm =ds.

Zato ¢e formula 2.) biti oblika

vy F, ) $2
3) M:dev 3 M=fl~dF 3" M=fl-ds
vy Fy S

pri Cemu granice odredenog integrala oznalavaju intervale (odnosno povi-
3ine, zapremine) u kome su mase rasporedene.

Formule 3.) 3‘) 3") pretstavljaju staticki ili obrtni momenat jedne mase
u odnosu na jednu osu ili jednu ravan.

Sad ¢emo videti u kakvom odnosu stoji obrtni momenat i teZiste.
Teziste je ona tatka u kojoj se moZe zamisliti sadrZana cela masa tela

pri ¢emu je momenat te tatke jednak momentu celoga tela tj.
Ipom=M

gde je 1, rastojanje teZista.

Prema tome kako su mase rasporedene (po zapremini, povrSini po
liniji) imamo

4) Iy V=M I, F=M lp-S=M

gde je I, otstojanje teZista.
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Sad ¢emo izralunati statitki momenat jedne povriine u odnosu na dve
ose koje najfeSce dolaze u obzir — to su ose koordinatnog sistema x i y.

Neka je dF elemenat povrSine pravougaonika
4557
oF
W
H1

y-dx; masa rasporedena na tom elementarnom
pravougaoniku imace statiCki momenat jednak 4
momentu njenog teZiSta pomnoZenim rastojanjem
T

teZiSta od ose x a to je %’«, dakle momenat masa
pasporedenih na elementarnoj povrSini
2
y ydx= Y ax
2 2

a onda za celu povrsinu F bice

b b
5.) Mx=f—y—dx=Lfy2dx
Z 2

U odnosu na y—osu elementarna povrSina sa masom dx ima teZite
Cije je rastojanje x, to je momenat cele povrSine xydx ili cele povrsine F

Sl. 63.

b

My=fxydx

a
Kako je y?f(x) to je mogupe nad¢i momente
I svake povrSine ispod odredene krive y kad znamo
njenu jednacinu. '

Y 6.)

PE )

3 5 _Prema ovome na osnovu druge od jednatina
4) i jednafina 5) i 6) moZemo napisati
SI. 64 y
‘ M
(F:fydx; 1":?)
b b

fyz dx nydx
1 a __a

7) XO = ? ~——_h yo = —b

fydx j.ydx

a a

gde su X, i y, koordinate tezista, jer druga jednalina (4) vaZi za rastojanje
odma koje ose pri Cemu su izracunati povr§ina F i momenat M.

Primer. Naci teZidte polovine parabolinog odsecka duZine b kad je
jednatina parabole y? =2 px.
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Prema jednadinama 7.) imaé¢emo

N b
41 f2px dx f2 V2pxdx
v, 1
?c ¢ Xo=— T Y= ———
o 0
S1. 65. odakle dobijamo posle izratunavanja
Xe = i E‘ Ye== 9‘
4 Yy 5

2.) Primer. Naci teZiSte odseCaka ispod parabole y = cx? kada je nje-
gova Sirina b. E

b b b
1 1 1
Mi=—1 y?dx=— [ (cx?2 dx =— | c2x*dx =
2fy 2]( ) 2[
o o

o

b .

1 x5 1 b’ 1
=—Cz<— = —c2 —=——vy2..h
2 5)] 2° 5 10"

[

Po poznatoj formuli za M, bice isto tako

b b b

4.0
My=fxydx::fxcxzdx=cfx"dx=c(i) =L pe
4/, 4

Qo

Povriina ispod parabolinog luka od 0 do M

° o
Zato ¢e biti
xc=M1=_§M_2=_3_.b
F 4by, 4
M3
"TTF 0"

3. Primer. Nati teziSte jednog kruZnog luka s. Neka je luk s sime-
triCan prema y — osi tada. je

M
xC:OI yt=ﬁx

gde je
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b i
Mx=fyds
o

za krug koji [je sa centrom u podetku imamo

y=Jr=x i
ali ako se uzmu polarne koordinafe, imamo L=
T
X$=T COSQ y==r1 sing f
0 x
za y=|r*l-r®cosp=r}1—cosp=rsing SL 6.
ionda je ds=rdo pa ce biti
‘ P2 P2
Mx=fr sine rdcp:rzfsin<pd<p=
P1 1
—r2¢cos @, -+ r? cos ¢, = —r* (cos ¢, —COS P,)

Kako je ¢, =

—=2-c059;
r

180 — ¢, to je cos¢,—=cos(180 —¢;)=—cosg, i kako je

to imamo za M,

My=2r2%cos ¢, :rz‘—l—z il
r

Prema formuli za y. imamo

§to pretstavlja
za pocetak uz

M, 1.r l-r
Ye== = Ye=——
s s s
obrazac za teziSte makakvog kruinog luka — pri femu smo

eli centar kruga, a sam luk postavili simetri€no prema y — osi.

Drugu koordifatu teZiSta nema potrebe traziti — x.-=0.

Gornja f
s=rx) postaj

rmula za specijalan sluaj za polukrug (pri femu je 1=2r
L ‘
yem 21T 27 0,6366r.
re i

3. Pappus-Guldin-ove teoreme

Zapreminja obrtnog tela po obrascu iz integralnog ratuna je

b

V=nfy'~’ dx
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ovu formulu moZemo napisati i ovako
b
2) y=2ﬂfiy2dx
2
Funkcija pod integralom pretstavlja moment oko x-ose za povrsinu F ispod
krive u granicama od 0 do b pa ¢e biti
3) V=2n Mx
- . My . .
ili kako je —F—zyo dobijamo iz formule 3.)
4.) V=21er=2nFy0=’21ryUF

Formula 4.) izrazava znaCajnu 1 Pappus-Guldin-ovu teoremu: Zapremina

obrtnog tela jednaka je proizvodu iz povriine koja se obrce i puta njenog
teZiSta.
Primer. Odrediti teZiste polukruga polupreénika r. Ako se polukrug

obrée oko x-ose dobijamo zapreminu V= «Ex—rsx' po Pappus-Guldin-ovoj

teoremi imamo

V=2xy,F
odakle je

1
—rr2a=2ny, —r1in
3 Yooy

a odavde je dalje

y,,:i T ~0,4244r.
3 =

Sl. 68. zemo koristiti ili za odredivanje teZiSta jedne

povrsine (ako nam je poznata zapremina

kao u prethodnom slutaju) ili za dobijanje zapremina (kad nam je poznata
povrsina i njeno teZiSte).

Za izvodenje druge Papus-Guldin-ove teoreme sluZiimo se ovim obras-
cima. Povrsina obrtnog tela je
b

5.) P=2:rtfyds
a

za tela koja postaju obrtanjem oko x— ose.
Medutim integral

) b
6.) M,:fyds

Ovu prvu Pappus-Guldien-ovu teoremu mo-
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pretstavlja staticki momenat linije koju pretstavlja krivu y i zato je

7) ) P=1zM,
Ali kako je
8,) 2ry,2=M,

po formuli 7.) dobijamo

9) P=2ny,!

Iz formule 9.) &tamo 1l Pappus-Guldin-ovu teoremu. PovrSira obrinog tela
jednaka je proizvodu iz duZine krive i puta njenog teZista.

Neka se deo prave izmedu tafaka P

(0.b) i M (m, h) obrée oko x — ose. Odrediti ¢ I
povrsinu opisanog tela. Po drugoj Pappus- P

Guldin-ovoj teoremi bite P=2my, ! pri E%

. . b--h —_— |

cemu je yo—_—:—-—z— 1= [m? 4 (h—b)?® i . !
onda je

P =2ny, =2n-b—7*2'—ll Ymr - (h—D)F =

=n{b+4h) YmZ - (h—b)? ili ako 1 ozna- SL. 69.

&imo sa s (,bolna strana" zarubljene kupe) i b==r, h=R onda P=mn
(r -+ R) s pretstavlja povriinu omotala zarubljene kupe Sto bi se dobilo i
elementarnim putem,

Napomena. Od dveje Pappus-Guldin-ovih teorema u vecoj je upotrebi
prva koja se odnosi na zapreminu obrtnog tela.

Pomoc¢u Pappus-Guldin-ove Il teoreme dobijamo lako teZiSte polukruga

P=2my,!

Ako se polukrug obrée onda je P =4r?n i kako je za polukrug t=r=
to je

4r2n=2ny,
odakle imamo
Vo= _2_r ~0,6366r
T

Dakle isti rezultat koji smo izveli pomocu obrasca za teziste luka iz
stati¢kog momenta.

4.) Razne diferencijalne jednatine

a) Kao prvi primer posluZie nam jednagina slobodnog padanja u ot-
pornoj sredini (vazduhu).
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U ovom slu¢aju je sila P=mu=m ?ls; otpor je srazmeran kvadratu

B
ili kada se pomnoZi i brojitelj i imenitelj sa e 2 dobijamo

brzine (Newton-ov zakon iz aerodinamike W = kv?) a otpor je suprotan dej- ‘ g L
stvu zemljine teZe G=m-g, pa ¢e zato biti: : e;t— e—?t
v=a
P L _ B¢

ili b ST

ds . Kako je v SBonds imamo:

m- — =mg — kv? dt
dt2 1 B¢ =By
% =a G wntn ,dt—ﬁfln B8 el
d*s _ dv dv S £t o (e‘ +e * )

Ovu poslednju jednaginu moZemo napisti (jer je — — —\m - ——mg_k it e o
pisti (jer j a  dt at g—kv ! e? 4e *°

o dv_ k /mg : : dobili put u funkciji vremena
odakle ije _____( P dobil : s 2 3 pa smo dobilt put u Tfunkcij 2
: dt m\ k ) RASSHD SeNtLaed e ket dy | b) Problem slobodnog padanja u bezvazduSnom prostoru svodi se na
. : mg : jednaéinu:
reda jednalinu prvog reda. Stavimo —2 —=a pa imamo: , d?s
k : 1) g
dt?
Ay S &y A il . . : I o e ;
d_t—a—z(a'—V‘) jer je ubrzanje konstantno pri slobodnom padanju. Iz gornje jednacine, kako je
e : dv_ d’s
dv —idt dt dt®

a?—vy2 a2

. 3 . dv -
Ova Jjednacina razdvaja promenljive pa cemo je odmah integraliti 1mamo &=g ili

dv g
faz_‘,z‘_ a_z.dt 3

2.) ~v=gt+c, a kako je v=3—i to je dalje ds=gt dt+4c, dt ili
. odavde integradijom imamo
na levoj strani rastavicemo integrale na sabirke pa de biti: 1
3) s=—gt?4+C, t4C, -
Erfae o ) (v R 2

2a ) a 2 — 2 : ; e :
v AN, 6 Vrednosti konstanata C, i C, odreduju se iz uslova tj. iz jednacine 2.) U po-

9 Cetku kretanja |za t=0, v,=C,, a iz jednaline 3.) zato imamo s,=C,.
In(a+v)—In(a—v)=28¢

; a
odavde je ) 5. Zakon isticanja teénosti
i3
a+"=ez ‘ Jedan od |osnovnih zakona hidromehanike je ToriCelijev zakon isticanja
= a—v te¢nosti. Po tom zakonu je brzina isticanja te¢nosti kad je otvor na dnu suda
ili dat formulom
3
EeA o 4 vi=2gh
V=a T
st gde je v brzing isticanja, h visina vodenog stuba koji je istekao, a g ubr-
: T4 zanje zemljine teze. Taj se zakon lako moZe izvesti na osnovu principa o
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jednakosti kineticke i potencn]alne energije.

Potencijalna energija istekle
vode pre isticanja bila je

V,=mgh
Wmm”i“m““}h a kineti¢ka energija te iste vodene mase m je
VL mv?
-.-—-———_——_'—- E K —_—— .
[ — 2

- - - gde je v Dbrzina isticanja.
- Kako po prificipu o odrzavanju energije mora biti:

_* . 7 Ep = Ek
——m”mm to ce biti ,
myv
Sl. 70 =meh
odakle je v=}2gh

Ako je otvor sa strane na zidu koji je upravan na dno suda, poslu-
Zicemo se posmatranjem pojave za elementaran otvor dF =y dx &ije je ra-
sastojanje od povrsme vodenog ogledala x a ele-
mentani otvor ima S$irinu y = f(x).

Elementarno isticanje ¢e biti:
dQ=dF | 2gx=
=ydx J2gx=y | 2gx-dx

Odavde ¢e za dve razne visine x=h, i x=h,
h,
Q=2 [y/ia

h,

Primer. Za pravougaoni otvor visine a i Si-

rine b — na¢i veli¢inu isticanja
h,
Q=y2g l/xdx =
y=a
y 5 2V2g
(1) (k) =V2ga |-— a (Vht;—n3,)
Sl. 72. 2
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6. Razni primeri.

a) Rad. Definicija rada je: rad je proizvod iz sile i puta predenog u
pravcu sile. Stoga ¢ée u diferencijalnom obliku to biti izraZeno
dt=Pds
d*s dv

a odavde integracijom, znajuéi da je P=m—=
dt? (lt

e %2 pa Y 2? 2 2
A= | Pds= mc—i—‘fds-: mdvg§= mvdv=m<i>=w—ﬂll
dt dt 2 2 2
8, 8y \! \f!

§to znali da je izvrSen rad promena kinetiCke energije. Uzimamo kao primer
rad pri istezanju jedne opruge.
Rad sile P na diferencijalnom pomeranju ds bice

dA=Pds

i kako je rad opruge — sila proporcionalna istezanju —
to je P=ks to ce biti

S S
A=fP ds:fk-s ds=k
0 0

§to zna&i da je u ovom siufaju izvrSeni rad srazmeran
kvadratu elongacije s.

b.) Lancanica i parabola. Jednacina lananice

ays x X .. . . X
y___—(c a ¢ a). Ako se razvije u Maclaurin-ov red ea i e a pa se
2\

=Lk s?
2

. Y a .. .. . .
saberu i pomnoZe sa — dobija se funkcija y razvijena u Maclaurin-ov red.
2

Dakle
d | 1 1 1 1

e =14 — — x4 —— —x2
+1 +1~2 a? +1-243 al

1
2
1
1-2-3 ad

C

®x

-

1 1
_—_.._x
-2 a?

=1 r 1, +
I a
. a "

sabiranjem ovih funkcija i mnoZenjem sa > dobijamo

1 11
2 1-3:-4 at

y=a+ .l._l_xz_’_
1 a

1
2
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U mnogim primenama dovoljno je upotrebiti prva dva ¢lana poslednjeg
reda pa se lananica zamenjuje sa:

y=a+ -x
2a

tj. dobija se parabola Cije je teme na x-osi, pomereno za a u pozitivnom
pravcu.

DENDROMETRIJA

I. Formule za izracunavanje zapremine stabla
U dendrometriji — nauci o merenju drvene mase — glavni problemi
su: izralunavanje zapremine stabala i prirad¢ivanje drvene mase.

Sto se tie prvog problema — ukoliko nisu u pitanju obrtna tela Ciju

zapreminu ra¢unamo po formuli
b

v=1tfy'dx

a

postoji Citav niz formula &ije ¢emo izvodenje sad razloziti.

Primetimo, da ako tela nisu obrtna i ako povriina osnove g zavisi od
visine x onda ¢e elementarna zapremina biti

dv =g (x)dx
ili odavde integracijom

b
1.) v=fg(x)dx

Ovu je formulu moguce upotrebiti' ako je povrina preseka data u funkciji
visine x.

U opstem slu¢aju povriina preseka zavisi od visine x na na&in koji
nam nije poznat. Ali, znaju¢i da se svaka funkcija g (x) moZe razviti u Ma-
claurin-ov red

o g(x)=A+Bx+4Cx2+4Dx* 4 Ext. - . ..

(pri ¢emu predpostavljamo da funkcija g(x) ispunjava uslove sa razvijanje
u taj red — tj. neprekidna je a to je sigurno, jer povrSine g (x) nisu bes-
krajne ni neodredene za interval u kome ih posmatramo.). — u moguénosti
smo da se posluzimo malopredainjom formulom 1.) Koristimo najpre dva
C¢lana gornje formule 2.) u kojoj treba odrediti jo§ vrednost koeficijenata
A, B imac¢emo

b
3) V=fM+B@M=|M+%ﬁﬁb
a
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Ako se uzme p=0 imamo

4.

i neka je b=|l

5)

V=Am+%BW
gde je | duZina stabla pa formula 4.) postaje

V=m+%ma

da bi odredili|koeficijente A i B koji su nam nepoznati setimo se

6.) g=A -4 Bx
i posmatrajmo| preseke za x=0 i x=1 imaéemo
6'.) go,=A g =A+BI

pa dobijamo iz

ili odavde

7))

formule 5.)

1 orl_go
V=gl —2>—22}2
gl 5 1

V8t
2

Ova formula daje zapreminu stabla pomoéu povrzine osnovnog i kraj-

njeg preseka i

duZine stabla. Formula 7) zove se Smalian-ova po Sumaru

koji ju je predlozio (1806 g.).
Ako preseci nisu uzeti na osnovi i na kraju nego jedan u sredini

stabla a drugi

ovaj sistem

8.)

na kraju onda iz jednaline 6.) dobijamo za x=?, x =

A4LB—. g==A4Bl

L
g 2

'_I'=
2

Ako iz sistema 8.) izratunamo kolitine A i B i stavimo u jednaginu 5.)
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Presek g, oznaava se Cesto sa y pa se tako dobija iz poslednje funkcije
1 :

Ova formula se zove Huberova (1825 g.). Sli¢no rasudivanje moZemo kori-
stiti ako je presek na jednoj trecini od osnove i povrSina preseka na kraju
pa imamo

3gi+g
3

10. V=I-
) 4

Ako je gy==0 (bez povrSine) imamo

11.) V=ig 1=075g, !
4 E

y -
3

i ova formula se zove Hosfeld-ova. Kao $to se vidi sve ove tri formule iz-
vode se na osnovu toga Sto je za funkciju koja pretstavlja u zavisnosti od
x (visine stabla) uzeto samo dva &lana Maclaurin-ovog reda i za razne pre-
seke g odredena vrednost koeficijenata A i B. Ako se zadatak resi u opstem
slucaju tj. g; — za presek na ma kojem delu stabla i g presek na kraju

n
imamo sistem 8.)

pa obrazac 4.) dobija obik

12) ! [ng_y+(n—2) gn]

Ve
2(11——1) n

Na ovaj na&in moze se dobiti i formula Gauss-Simpson-a za slu¢aj da je
ne uzima g za krajnji presek nego za 0,79 duZine stabla a g1 treba da se
a

za duZinu 0,21 stabla.
Dakle imamo

l
V= rY (go21! + gorel)

ali ako se uzme presek
g0 = Fro20=—g2
3

8o =~ Zroso =84
5
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dobijamo
i
13. Ve —
) 5 (g5+ g%)

Sto pretstavlja Gauss-Simpson-ovu formulu u obliku koji je za praksu naj-
podesniji.

U dosadasnjim izlaganjima koristicemo Maclaurin-ov red 2) sa svega
dva Clana. Ista rasudivanja mogla bi se pro§iriti i na slu¢aj kad uzmemo
iz Maclaurin-ovog reda tri ¢lana, pa imamo za g

14.) g=A-+Bx+4-Cx*

i onda ¢e biti zapremina stabla po formuli 1.)
i 1
15.) V=fgdx=f(A+Bx+sz dx=<Ax+%Ax’+
’ 0 0

1 1 1 1
—Cx3) =Al+ —BI*4 —CI®
+3 x>0 + 2 +3

gde | duZina stabla ratunata od osnove (x==0) do vrha (x==1).
Koeficijente A, B i C odredi¢emo na isti nain kao i u prethodnim

rasmatranjima. Uzmimo na pr. preseke za x=0,x=—2-,x=l pa imamo iz

jednacine 14.) go=A
16.) g_u_:A-{—i Bl—l——l-Cl2
: 2 2 4
g =A+4Bl+CP?
iz ovog sistema zamenjujuci A iz prve jednaline imamo
17.) 4 g, —g,=2BI4CP
2
g —go=BI+CI?
Oduzimanjem ove dve jednaline dobijamo

4g, —g —3
i -

18) ]

a zatim zamenom u prvoj od jednalina 17.) imamo

Zg'+2g°_4gL
i__C

19.)

12

Visa matematika 9
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zamehom vrednosti A, B, C u formuli 15) dobijamo
4g, —g—38 2&+28—48;

1 1ol 2 2
V=1 A—|——2—BI+3C1 = [go+ 3 + 3

a odavde je dalje, posle dovodenja na zajedniki imenitelj i redukcije

z

20.) V(g5 +8)

Ova formula zove se Riecke-ova formula (1849g.) —to je u stvari Newton-ova
formula ali ju je Riecke predloZio za upotrebu. ‘
Kad je g=0 (stabla sa oStrim vrhom — neprevriena stabla) onda je

|
21) v=€ ga+4Y)

gde je y=g,. Moguce je izvesti &tav niz formula kao 3to smo i u pret-

hodnom sluéajzu &inili — za razne preseke y, no to stvara izliSan posao jer
se neka osobita taénost ne da postici. . ‘

IzloZenim nizom formula koji proisti¢e iz formule 1.) i Maclaurin-ovog
reda 2.) obuhvacena su sva najCesce upotrebljena sredstva za resenje prvog
zadatka dentrometrije — izrafunavanje zapremine stabla.

2. Uticaj greSaka pri merenju duZina za odredivanje zapremine.

Kako Zesto nije moguce meriti duZine koje su nam potrebne — i kako
su i pri ¢irektnom merenju duzina &injene greske, potrebno je odrediti te
greSke a jo§ vile greSke koje bi se proizvele prilikom izralunavanja zapre-

S1. 6. SL 71.

ine i i it j&esé i . duzinu 1 koju uzimamo kao
mine i drugih velitina. Naj¢eSce merimo na pr duZinu ! k
visinu stablga — a ona je veéa od duzine I’ koja pretstavlja pravu visinu
stabla. Sa slike se vidi da postoji po Pitagorinoj teoremi ovaj prost odnos

el

ili odavde

1)

1z formule 1.)
one koju mi u

Formula

ili ako razliku

2)

Kako razlika i
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2

112_12=<D_‘d>
2

dobijamo gre3ku: greSka je razlika izmedu stvarne veliine i
zimamo.

1.) daje
¥ 1= (D—d)z
Y EN))
\
“—1 obeleZzimo sa A imamo
(D—adp
4(0'+1
rmedu I’—1 treba da bude Sto manja tj. da je I’ Sto bliZe 1

to je izraz I'-ff1=21’ to formula 2.) postaje

3)

Iz obrasc
osiovnog i krg
veca. Sem ovo
Zina poluprecn
uzeti ,bo¢na“
veli¢inu greske

Navedimg
moZe sa osobi
funkcija se- difg
greSke se smaf
meri¢kim velii

_(D—d?
81

A

p 3.) se vidi da je greSka u toliko veca ukoliko je razlika
jnjeg preCnika ve¢a a manja utoliko ukoliko je duZina drveta
ga ako se ima na umu da je duZina drveta u metrima a du-
ka u santimetrima (kao znatno manjih veli¢ina), moZe se
duZina I’ mesto I, a u svakom slu¢aju obrazac 3.) pokazuje
a docnije ¢emo videti izraCunavanje greSke za zapreminu.

da se u cilju izratunavanja gre$aka na ma kojim funkcijama
om lakocom i koriS¢u da upotrebi diferencijalni radun: data
rencira — date veliCine dobivene merenjem se zamenjuju a
raju diferencijalima a one koje su poznate zamenjuju se nu-
nama. Na pr. neka je data zapremina valjka — smatrajmo

da je greSka uginjena samo pa precniku — pa imamo

gde je D predy

poslednji diferd

n D2}
4

V=

ik valjka. Diferencirajmo funkciiu V
dv= xl, 2.DdD-
4

ncijal oznatimo d D=o¢ i dobijamo greSku po zapremini

]

dv= Do

* 2

izraZenu duZingm stabla 1, duZinom datog pre¢nika D i gre§kom na merenju

njegove duZine

c.
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Ako bi se traZila gre§ka u procentima ulinjena na zapremini imamo

dv p

v 100

tj. koji deo pretstavlja dv prema v toliko stotih delova pretstavija p prema 100.
Poslednja formula posle zamene v i dv iz prethodnog izlaganja daje

5 2005
D

to pretstavlja procentualnu gresku.
Ako su u pitanju viSe veli¢ina koje su pogreSno merene upotrebicemo

totalan diferencijal; za na$ primer v=%Dzl uzeCemo da su gredke Cinjene

na Dil(aneina=x)pa ce biti

dv=".D*.di+~.2.1.D-dD dD=o
4 4 dl=2Xx
ili dalje
dv_—_iDZi-[zi-[-.}i]
D !
ili u procentima
dv___p
v 100
§to daje procentualnu gresku na zapremini
c A
=100{2—+4 —
P=100(25+ )
gde bi samo zamenili D i I dobijene merenjem kao i greske o i A vero-

vatno uéinjene — dobijene naknadnim merenjem.

Ovaj natin izratunavaja- greSke pomocu obicnog diferenciranja veoina
je praktian i za najve¢i deo prakti¢nih potreba potpuno dovoljan.

3. Izratunavanje priraStaja

Za izracunavanje prirastaja upotrebljava se vise formula od kojih cemo
* prikazati Zetiri. Poecemo sa najjednostavnijom koja se izvodi pod ovim pro-
stim pretpostavkama. ’

Neka je prvobitna masa Sume m i neka ona priraste posle n godina
na M onda je godidnji prirastaj

M—m
n

s
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Ovaj godisnji prirataj uporediéemo ne sa krajnjom masom M nego sa
srednjom masom -
. M- m
2

Razlomak, koji daje odnos godi$njeg prirasta prema srednjoj masi

M—m
_n
M+ m
2
moZe se izraziti i u stotim delovima — procentima, dakle to ¢e biti P
pa imamo
M—m 2  p
n M+ m 100
a odavde
200 M—m
1.) p=—n--
n M4im

Ova formula zove se Presler-ova i ona je najprostija ali ne i najta¢-
nija. Ona moZe da se upotrebi za krate vremenske periode do 10 godina
sa zadovoljavajuom tatnos¢u. Po njoj, kao i po svima drugim formulama
te vrste mugude je izraCunati ne samo -prirast jedne Sume nego i jednog
stabla.

iNajprostija formula je Leibniz-ova za koju se dugo verovalo da naj-
tatnije pretstavlja kvantitajivne promene u pojavi rastenja. To je poznati
obrazac iz sloZenog interesnog raCuna

K=k-q*

gde su mesto K i k upotrebljene oznake M i m a mesto
q=14+-—L-—1,0p

100
pa imamo

2) M=m-1,0p"

Sa prakti¢ne strane ova formula je nezgodna zbog upotrebe logaritamskog
racuna ali je tacnost ve¢a nego i u jedne od onih 3to navodimo. Iz ove
formule izvedena je Kunze-ova formula. NapiSimo obrazac 2.) ovako

M o
w=(+555)
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odakle je
n
M p .
ALNPE [ B
m + 100
ili dalje n

3) p=100( I/%—l)

Izraz M mozZemo identi¢ki napisati
m

M Mim—m _M—m+ﬂ__M—m

m m m m m

+1

zato je

4) VE=V1+M“"
m m

ili po binomnom obrascu

L/I_I_M m__(1+

1 1 1—n/M—m:
* 1-2 n n ( m )
—1M—m
MnoZe¢i levu i desnu stranu ovog obrasca sa 1+ >
n m
drZavaju¢i se samo na prvoj potenciji izraza — M. imamo '
m
5. (1_1__11——-_1 M— m>V +M m_ _f_M—-—m(L_i_n—l
m m n 2n
ili odavde '
o 1+M—m _L+n~1)
V M—m m \n _2n
14 =
m n—1 M—m
T
. 2n m
Sto je dalje
" H_n-—-l.M—m_}_M—m_l_
l+M——m__ 2n m m n
- \
m l-]—n—l-M_m

2n m

i za-

)
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a ovo najzad {daje
n M—m

6) ‘l/ M——m_1+ m' o
m l._I_n— M—m
2n

1
n

m

Po formuli 4) imamo iz 6) mnoZe¢i brojitelj i imenitelj dvojnog razlomka sa 2mn
imamo

l/___1= 2({M—m)
2mn4+n-M—M—mn-m
ili dalje
7) M 2M— m)
m Min—1)4+m(n-41)

Koristeéi formpilu 7.) i formulu 3) dobijamo

_ 200 (M — m)
M(@n—1)+m@+1)

8.)

L
Ova formula se zove Kunce-ova i kao $to se vidi izvedena je na osnovu
Leibniz-ove. Pomoéu infinitezimalnog raduna izvodi se formula Georgija
Turskog.

~ Izvodenjel se- sastoji u ovome. Sadasnje stanje mase drveta ujednoj

Sumi je y a ,brzina rastenja mase* d—tX; ova ,brzina* pretstavlja u stvari

priraslu masu|i pretpostavlja se da je odnos gd—)% prema y, i u beskrajnim

malim intervalima i u op$te — stalan. Razlomak koji pokazuje odnos prvobitne

R d 5 e . .
mase y‘l prirasle mase Y moze da se izrazi i u stotim delovima — pro-

centima pa ce (biti

dy
at_ p
y 100 '

a odavde integracijom dobijamo

dy_ P (4
dt 100

p
Iny=-P_
Y =00

ili .
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Kako nas interesuje stanje poletne mase y u vremenu t i stanje krajnje mase
Y u vremenu T to imamo

log Y___n T
y 100 t
odakle je
logY—1lo —_P T —t
g gy 100( )
$to daje
P
— (T —t
Y _ 7000 )
y

Neka je razlika u vremenu T —t=-n godina imamo

9) L

Formula 9.) pretstavlija formulu Turskog. Pored ovih formula postoji jo$
Citav niz drugih no mi smo se zadrzali na ovima koje se najCeSce pominju.

Napomena. Neka je masa y jedne Sume (ili, jednog stabla) funkcija
vremena x dakle y=1(x). Tekudi priradtaj mase jedne Sume (ili jednog
stabla) je promena mase y za beskrajno malo vreme dx pa ¢e (,brzina ra-
stenja“) tekuci prirast biti

dy
1. —=f(x
) Ix ()

Medutim prose¢ni prirast je‘odnos mase prema odredenom broju go-
dina (ili prema odredenom vremenu) pa ¢e biti prirast P.

2) p—Y .
X
Pitanje je sad kad je proselni prirast najveci. Znali treba nadi maksimum
za P tj.
(1.) =0
X
a odavde je
3) y =2

Poslednja jednaCina 3.) kazuje na osnovu jednaline 1.): proseCni prirast

P je najve¢i kad je jednak tekucem. Ovo je Lehr-ov stav o prirastu drvene
mase.

DODATAK

I

Dopune integralnom racunu

1. Integracija racionalnih funkcija. 2. Integracija nekih iracionalnih funkcija. 3. Inte-
gracija nekih trigonometrijskih funkcija. 4. lzraunavanje povrSina u ravm. 5. Krivolinijski
integral. ’

1t
Obiéne diferencijalne jednacine
A)) Jedna&ine prvog reda

1. Totalni diferencijal. 2. Linearna jednacina 1 reda. 3. Bernouilli-ova jednalina.
4. Clairaut — Lagrange-ova jednalina.

B.) Jednadine drugog reda

1. Homogena jednatina Il reda i stavovi o partikularnim integralima. 2. Jednacine
s konstatnim koeficijentima. 3. Nehomogena jednatina 1l reda — stav o opStem integralu.
4, Neke jednaline dinamike.



SISTEMATIKA INTEGRALA

— Dopune integralnom radunu —

1. Integracija racionalnihefunkcija. 2. Integracija nekih iracionalnih funkcija. 3. Inte-
gracija nekih triggnometrijskih funkcija. 4. lzratunavanje povrdina u ravni. 5. Krivolinijski
integral.

1. Integracija racionalnih funkcija

Da bi konistili u punoj meri metodu rastavljanja na racionalne razlike
0 kojoj je bilo |re¢i (str. 68) — ¢inimo neke primedbe iz algebre.!)
Lako se uvida da sabiranje na pr. ovakvih razlomaka

1 n 3 i 4 _ (=) E—5)+30—1)(x—544(x—1)(x—2) _
x—1 x—2 | x—5 (x — 1) (x—2) (x —5)
_ P&
: T (x—1) (x—3) (x—2)
5 | _2_+i_5(x—1)x—-—2x+3(x——l)zx_ Q(x)
 ‘, x—1  (x412 x (x—1)%-x _—(x—l)‘-x

dovodi do raciopalnih funkcija gde su P(x) i Q(x) polinomi_od x. Obrnuto
kad vidimo ovakve funkcije znamo da su postale sabiranjem sli¢nih razlo-
maka. Valja naglasiti da je u ovim slutajevima brojitelj uvek niZzeg stepena
od imenitelja.

‘¥ Napomenimo da za slu¢aj sabiranja na pr. ovakvih razlomaka

A A Ax—Au+ABi4 Ax—Aa—ABi

=~ ~ == . =

x—(@+Bl) | x— (a—Bi) (x— o+ Bi) (x — o — Bi)
Mx+N Mx--N

4 (x—u)”4-(32_x2—,2dx+a2+{32

imamo jednu specijalnu racionalnu funkciju — u imenitelju je kvadratni

trinom sa diskqiminatnom manjom od nule a u brojitelju polinom prvog
stepena,

gde je 2A=M N=—2A.q

!) Ovo nije dokaz ve¢ samo skretanje painje na ¢injenice koje su vaine za prak-
ti¢no izvodenje integracije.

¢
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1
.

Na osnovu ovih primedaba bili bi u moguc¢nosti da utvrdimo za izvesne
funkcije da vode poreklo od sabiranja izvesnih razlomaka.

Tako na pr.
x2-4-1 _ A B C
(x+1) (x—2) (x+3)  x+1 + x+2 + x+43
Ix—I1 A B C - D
x—I)*- (x4 x—1 ey T ey + x+4
2x+3 A, B Mx+4N

X2 (x2-}-x 1) X x2 x24-x+4-1
Koeficijente A, B, C, D, M i P u ovim sluajevima lako je odrediti: izvrSimo

naznacena salairanja na desnoj strani pa uporedimo rezultat sa stvarnim
oblikom funkcije na levoj strani. Tako ¢e na pr. u poslednjem slucaju biti

2x+3 _ Ax (x*4x+41) + B (x24-x41) 4+ (MxN) x*

x2(x2+x--1) X2 (x2+4x-+41)
_ (A+M)x3+ (A+B+4-N) x24- (A4 B+ M)x+B
x2 (x2-f-x+41)

uporedenjem brojitelja na levoj i desnoj strani vidimo da je
A4+M=0 A4+B+N=0 A+B4+M=2 B=3.

Ova metoda (,,neodredenih koeficijenata*) daje nam sistem od izvesnog broja
jednagina za odredbu koeficijenata. Iz gornje Cetiri jednaCine lako dobijamo

A=—1 B=3 M=-—-3 N=—-2
i zato je
2x+3 1 3 —3x—2
__i__=____'__.+_____
(x24-x4-1) x2 x = x2 x24+x41

Bez tegkoca lako je izvesti i za ostale navedene — i za sve sli¢ne slulajeve,
ovo ratunanje koeficijenata.

Primedba. Za slu¢aj da imenitelj nije napisan u obliku proizvoda —
najpre ga treba napisati u tom ubliku. Na pr.

3—x41  3xP—x+41 3x2—x+1

;(3+i5—x—l - x3—1-4x (x—1) =(x——1)(x’+x—|—l)—|—x (x—l)=
3x3—x+4-1 3x2—x-41

T Dt = h) 1)
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Sad ce biti

3xz—x-+1 A B C
(x—1) (x17  x—1 + x-41 i (x41)?

pri Gemu ce koeficijenti biti odredeni na pokazni naCin. Razume se da ovo
rastavljanje polinoma nije svakad jednostavna stvar (u opStem sluaju vezano
je za trazenje korenova polinoma §to za stepene vece od 2 ve¢ pretstavlja
velike teSkoce) — ali obiéno se pokuSava skupljanjem pojedinih ¢lanova i
izvlaGenjem zajednikog mnoZitelja da se dode do traZenog proizvoda.

Napomena. Lako se uvida da Ce za naredni slu¢aj biti

Kx+L
(x> 2x-F7p

jer je ovo slu¢aj potpuno analog onome kad se jedan Cinilac javi na nekom
stepenu u imeniteljul) Polinom prvog stepena u brojitelju pokazuje da je
diskriminanta trinoma negativna — 3to smo ve¢ imali u navedenim sluta-
jevima. Dakle i na ovaj slugaj se proSiruje poznati postupak.

Primenimo ova izlaganja na jedan primer.

5x—1_ A Bx+4C
(x244-2x4T)%x X + x24-2x4-7 +

Primer. Integraliti

x--1
——dx
fxz(x2+3x+5)
Najpre rastavimo podintegralnu funkciju na racionalne razlike. Prema izlo-
Zenome bice
x—1 A | B Mx 4N

e 43x+5) x o T eraxts

poslednji razlomak je napisanog oblika zato §to kvadratni trinom ima diskri-
minantnu 32 —4.5-1=—11; imacemo dalje

X —1 =A(x2+3x+)x+B(’&+>_3_x_+‘§)+Mx+N)x2___
x2 (x4 3x-}-5) X2 (x243x+ 5)

_(A+M)x3+(3A+B+N)xz+(5A—|—-3B))x-{—SB
o x2(x2-+3x45)

Uporedenjem sa brojiteljem na levoj strani dobijamo jednatine
A+M=0 3A+B+N=0 5A43B=1 5B=—I

1) U polinomu (x — 1)* (x + 3) izraz x — | pokaznje ,dvostruki koren* jer je za
(x—1)* (x+3) = 0" u_stvari x—1) (x—1) (x +3)=0
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a odavde (zamenjujuéi A = —% iz poslednje jednadine) imamo
A=§,B=—L,M:—§‘, = 23
25 5 25 25

Prema ovome za na$ integral bice

_x=1 . 1 _______l_._§£+23 >dx——
xz(x2+3x+5) 25x 5 x* 25 x2+4+3x-}5
L (L L Ly L[ 8t
23 5 ) x2 x24+3x-+5

Svi se ovi integrali lako integrale pri demu za integraciju poslednjeg treba
postupiti ovako

23 23
f 8x+423 . _ 2x+% o, [ 2x4347—3
X243x45 X23x45 f x243x+5
_2x+43 . .
X r3xis dx-+ 1 fx2+3x+5dx 41n (x +3x+5)+

+ 11 — dx
x24+3x+45
Poslednji integral je poznat i lako se integrali.

Primedba. U slucaju da je kod racionalne funkcije brojitelj viSeg ste-
pena od imenitelja — treba izvriiti deobu dok se ne dobije u brojitelju.

5__
polinom niZeg stepena od onog u imenitelju Tako na pr. za f :( +l)
x2(x+1
treba najpre podeliti brojitelj (polmom 5 stepena!) imeniteljem (polinom 3 ste-
pena!). Dakle imacemo

5 s 2) X240
(x5 1):(x3 4- x2) = x2 x—{—!-[—xz(x D
Prema ovome

f X541
x2 (x - 1)

x2+] x8 _ x?
+fx2(x+1) T2

- i ey e

2T +f<_ »F x-4-1>dx

pri Cemu za pqg
nadin.

143

slednji iniegral treba odredili koeficijente na ve¢ pokazani

Zadaci za veibanje.

1. odx Ao X2 4-C
xP+10x414 6 x+8
[polinom x24-10x4-16 moZe se rastavitii — to je x*-10x—+16=
=(x+2) (x-H38)]
2x 443
2. -+ dx 7In(x—3)—5In(x4+-4)4C
[+ (x—3) —51n (x-+4)

fovaj se integral moZe resiti i drugim putem — kao na st. 140].

3. f -

X3

[ista primedba
cije onda x2 -

.
.

[identitet! x3 -

J

[x?+1 ima dis}

4x—17 o

+6x+q X 4ln(x+3)1-?;—+c

kao pod 2. samo ako se radi kao integral racionalne funk-

6x 49 = (x - 3)2).

1—x

(x4 12 ax ' . X"_T_‘,"‘mx__gﬁ—

Xty ' In {(x-4-1)* (x2—x4-1)] —
o 3 2x—1
P=(x+1) (x2—x-1) 4V3arctg 4C

—4&‘;dx Vx2+ —l—arctgx_ 1 e

K—1)3-(x24-1) -~ (x—1)2

triminantu negativnulj

-

2. Integracija nekih iracionalnih funkcija

Obraticemo paZnju na one iracionalne funkcije koje se lako svode na

racionalne i pr

pma tome njihovo figurisanje kao podlntegralne funkcije ne

priCinjava teSkqce, Tige se funkcija oblika

+b +b +b
R<x’|/ ::—i—k /::-{—k l/:;{+k
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gde simbol R oznaGava rscionaine kombinacije argumenata lako se uvera-
vamo da ¢ée prva racionalna funkcija smenom

ax-4b — o x=kt'-b, dx=<ktn_b>.dt
cx-k a—ctnr a—ct"

da se transformiSe u racionalnu funkciju od t* jer imamo

(o /R mr (A, )

Sli€no ¢e biti i sa drugom funkcijom samo ¢emo vrSiti smenu

ax-{—b:tm
cx+4k

Na primerima ovo ¢e se potpunije uoliti.

E +x dx
e

A

Primer. lzvesti integraciju f —

xlf24x
Napisimo
V3—£:l_ 34x i stavimoa_’_xztz a odavde je x=g;:§ pa ce
xf24x  x 24-x 24y 1 —t2

2 ___ ’ —12 2 ’
zatobiti[dxz(gt——i> dt]j—v3+xdx=f‘ & (2t 3) dt 3to

1 —t2 xV2Fx 218 —3 1 —t2
vodi integraciji rac. funkcije
ax-+b
cx

Najée$ca je primena ovog u sluéaju kad se koli¢nik svede samo

na x (o je za a=1, b=0, c=0, k=0); na pr. treba jzvrsiti integraciju

f VX 4x Kako je x—us (m=3, n=2) fo ¢e biti J'x==12, Vx=u,
Yx+41

d x=6u’du pa imamo .

Ix gy [ owdu=6[—Y du
Vx4t w1 ud4-1

Dakle dobili smo pod znakom integrala racionalnu funkciju; kako je brojitelj
polinom stepena veceg od stepena imenioce — to se mora izvrSiti deljenje;
dobijamo

u

u: (P4 )=ut—u+ o
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Zato ¢e biti

Vx oY qu— f eyt Ndu=
[ o= J O =)

u

ué 2 ‘

pri ¢emu treba izralunati poslednji integral.

Veiﬁanja.
1 fﬁi_x-ﬁ— 2Y R4 3V %+ 6/ %+61n (X — D +C.
2) [l+ﬁdx. 3) fﬂ;—dx-

P xVx+1

3. Integracija nekih trigonometrijskih funkcija

Slicno funkcijama o kojima je bilo re€i u prethodnom odeljku — moguce
je da pod znakom integrala bude neka funkcija (racionalna) od sinx i cosXx.

Svaka takva funkcija

“ R(sin x, cosXx)

‘ X du
moie se pomocu jednostavne smene tg —é—z u (x=2arctgu, dx=2 ) +u2)
pretvoriti u racionalnu fl\nkciju od u.

Znamo da je
X b3 X
in — cos — 2tg —
' 2sm2cos2 “gz 2 u
SinX = = = .
X b b 14 u®
sin2= 4-cos*— 14 tg? —
2 + 2 Tt 2
X
22 _sin? = 1 —tg?—
) cos’ sin g 5 -
COSX = == —_—
X 14 u?
sin%-= -4 cost — 14tg? > +
Zato Ce biti
R (si x)=R 2u 1— uz)
nx, cosx)= ,
(s , T4+ur 14
10

Visa matematika

g
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Integracija ovih funkcij

odeljka.

1. Primer.

/

2
—— dx= T4u?, du
sin X 2u I4u

——lnu—{—C_lntg +C

2.) Primer.
1 4 u? du ]—|—u I+1g 7
N - —
fcosx fl—uz 1—{—u2 l +C lnl x_*-C
Vezbanja.
I fcos“xdx 3 x—Lsinx cosx(cos*x—}—'ico#x—f—g +cC
16 . 6 -4 R 8)
2. fsinaxdx 35 ;(—-—l-sm2x+ sin4.x+i sin%2
128 4 128 . 24 Maxt
sin 8
t 1024 nex+C
dx 2
3. f“ V—Zlntg<i+i) ‘ ' .
$in X + cos x 2 8 2
¢ to x—1 3
4 [ X g g Tlgx=t ~‘Qaretg2tg"+’+c
sin® x — cos?® x S 3 V3
VigixJtgx 41
5 cos*x -} sin*x l 14-tgx
' cos”x—sin“’xdx 4 l._tgx-i—?smxcosx—[—c
6. tgs x Ly b
fg dx a Ig*x 5 tg’x —Incosx 4 C
7. ! dx ——lctg7x+-l-ct ¢ ! tg®
2% 7 5 gx—?cg x+ctgx+4+x4 C

) 4. lzradunavanje povrSina u ravni,

Ranije smo pokazali da se povrsina ispod krive izradunava pomocu

integrala.

!

ja je mnogo Ce3¢a u praksi nego onih iz predhodnog

" dobijamo

1)

Medutim kako
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Xa
P=fydx
Xy

kriva y=1(x) moZe biti izraZena i kao x=g(y) i ulogu

koju ima osa|x mozZe da ima osa y —to ¢e povrSina biti

2)

Y2

P=fxdy ‘

Y

Najzad pe lako uvida da ée u polarnom koordinatnom sistemu biti —

na osnovu definicije odredenog integrala

3)

pri ¢emu je n==r(p) tj. poteg je funkcija polar-

nog ugla ¢. |Ako se uzmu polarne koordinate . S1. 78.

lako se uvida

da izmedu ove tri formule postoji

veza. U polafnom koordinatnom sistemu znamo da je

X==r1COS 9 y=rsing

pa ako izralunamo izraze ydx i xdy koji se javljaju u formulama 1.)i 2.)

ydx=r1

sinp(drcosp—rsinpd)==rsinpcospdr—r?sin@de

xdy=r¢osp(drsinp -4 rcospdp)=rcosepsinpdx-|ricos’pde

Oduzimanjem

ili odavde
4.)

Ako se predp)

1
izraz —r?do =
> P

dobij:';\mo iz poslednjih relacija
xdy—ydx=r?de
L(xd ——'ydx)= —l-rzdcp
7 Y 2

ostavi da i x i y zavise od nekog parametra t— posto je

= dP to formula 4) daje
10*
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ty
5.) P =—;—f(xy’——yx’) dt
tl

jer je izraz x dy —y dx moguée tada napisati

dy dx
X— . .dt —y—.dt=(xy' — yx')dt
ot Y4 (xy' — yx')

Ve¢ i same formule 1.) i 2.) pored svoje direktne primene mogu jo§ pod
predpostavkom da x i y zavise od parametra t da imaju primene i kod tog
slu¢aja. Za taj slu¢aj na osnovu formula 1.) i 2.) i formule 5.) mora se uzeti
u formuli 1.) ispred integrala znak , minus".

Dakle pored formula 1.) i 2.) imamo jo$§ za primenu kod izraunavanja
povrSine ove formule

i P2
3. P=—1r3d
) zf P

ty
5.) P_-:f(xy'—yx')dt

Py t
Prve tri se upotrebljavaju kod krivih u parametarskom obliku: nekad se
mogu sve tri upotrebiti a nekad je samo jedna od njih podesna. Formula 3.}
upotrebljava se kod krivih u polarnim koordinatama — a u tim koordinatama
daju se krive kao S§to su spirale, mnoge zatvorene Kkrive naroCito one u
Déscartes-ovom sistemu koje se mogu napisiti tako da jedna i druga strana
predstavljaju homogeni deo po x i y parnog stepena [(x®4 y?)?==xy i dr.]

Napomena. Ako su jednaline krivih date u kakvom prostom obliku za

integraciju — nije potrebno pretvaranje u parametarski. Tako na pr. za
zadatak: odrediti povrSinu zajednitku pa-
v rabolama y=x2,y=J}x u granicama od
x,==0 x,=1 — dovoljno je koristiti P =
= — fydx pa ¢e biti
1 0
— x3I1
P::—(fxzdx—]—fl/xdx):—- X =
3o
0 1
x 2010 1,2 1
—_— x5 = ——— _——
Si. 79. 3 V 1 3 + 3 3

U ovom slutaju treba voditi raluna o granicama tj. one se redaju kad se
obilazi kontura idu¢i u jednom smislu. Ovo se moZe primeniti na sve one
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£
14

slu¢ajeve u kojima se fraZi povriina ograniena lukovima dveju krivih linija,
a jednacine krivih su proste.

Primer. lzradunati povrSinu kardioide p =a (1 cos ¢).
Kako je kriva data u polarnim koordinatama to primenimo
obrazac
i P2
. P=—|p%d "
t [
LY
Ocigledno je da je kriva simetri€na za to ¢e biti ¢, =0
¢, =7 pa imamo SI. 80.
1
P:Z-?azf(l + cos )2 dp = a2 f(l + 2cos ¢ }-cos?p)dp =
T blg x e R
=a2fd<p+2a2fcoscpd(p+ a? fcoschd(p= a’|e| +2a%|sing | 4-
0 0 0 0 0
.
—{——l—az ¢—sinpcose | =a% n+—|—a2n=-3—azn.
2 2 2
0

Primer. Izracunati povrSinu lemniskate (x2 4 y?) = a2 (x2—y?3). Vidimo da
je leva i desna strana jednadine homogena — stepen homogeniteta paran —
zgodno bi bilo primeniti polarne koordinate

i u
¢
X

SL. 81 Sl. 82.

X=pcos¢ y=psing
pa ¢emo odmah imati
pt=a%*cos2¢.
Kako je kriva simetritna prema x i y osi dovoljno je posmatrati je u I kva-
dratu: ¢ se menja od ¢, =0 do ¢, koje proizilazi iz definisanosti same krive
—a)/cos 29; podkorena koli€ina cos2 ¢ za najvece ¢ moZe biti cos2¢ =0

dakle 2<p=—g—tj. (p=—2— prema tome (pzz%. Zato Ce biti celokupna povrSina
L o x x
4 4 - 4 4
P=4-%fp2dcp=2fa2c052cpdcp=232jcos2<p dp==a?| —sin2¢|=a?

0 0 0 0
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iti iku i i i larnim koordi-
imedba. Treba praviti razliku izmedu 1q<3|na_élne u polarni }
nataml:"im;arametarskih l:,jednaifina s trigonometrijskim funkcijama: za elipsu

x=—acos¢ y=bsing predstavljaju parametarske jednaCine — jer se kod -

S g e e

i inata menijaju dve veliCine (p i 9) a u ovom s}upam samo |
l(Dq‘;'))lmlnsltho kj(:zoridlzn: tal‘crug: : >]< =rcosp y=rsing pretstavljaju parametarske
jednadi triconometriskim funkcijama. ' o
]edna%nvee sparragmetarske jednatine za krug 1 elipsu u 'ceslt'c,l'hszdgpé)\:?ll::ive
gotovo kod svih izradunavanja u kojima se ;1 primeni pojavlju]

. = : X Y ol
Primer. lzraCunati povrsinu elipse :2+B_2— 1. Parametarske ]| ‘
ginel) su x—=acosg y=bsing a mogu se pri-

2k ; : .
meniti sve tri formule 1) 2') i 5) Koris!
formulu 5.) jer ona najpre dovodi do rezultata

P2 1 i
=—1—fxdy—ydx=4-—-fp(acos<p-
2 2 "

Py

\ . .
.bcosqdp - sing-asingdp =

£ 4 X
% —_ - -
; : 2 oo T it Lib,
2f2ab(cosch+sm2<p)d<p=2abf d(p—Zablch_'Za 2
. § .
0

i i ikloi =a(t—si =a (1 —cost).
imer. Izradunati povrsinu cikloide x=a(t- sint), y=a (
Po§topi::1nz:§1ro parametarsrl)(e jednatine cikloide koristicemo obrazac 5.) dakle

|
p=— | xdy—ydx
_2f y—Yy

olal 16 ;
\

tj. iz samih parametarskih jednagina imamo

dx=a(1 —cos)dt dy=asint Sl. 84.

x dy—y dx=a?[tsin t—sin? t— 142 cos t—cos* t] dt==a? [t sin t—2 (1—cos t)]dy

Dakle samo izraunavanje povr3ine svelo bi se na ratunanje tri jednostavna
integrala !

5 2 . .
P—_laii[[tsint—ﬂl—cost)] dt=32— —tcost4sint—2t—2sint | =
2

0
0 a2

(—6m)=—3am

: ! : 1 . Ty 58
1) Ovo se lako dobija iz same jednaline elipse u poredenju sa cos’ ¢ + Sin®¢

X y -
imamo — = COS @, = SIN@.
a b

:
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U stvari| sama povrSina je P==|—3a%s|=3a?n.

Prostije jzracunavanje (u toliko Sto se javlja poznati integral [ cos? t dt)
imali bismo

2n 25
P“—‘_fydx=——faz(l—cost)2dt_—__3a2m
0 0

Isti rezultat bismo dobili kad bi koristili obrazac 2'). U slucaju cikloide (kao
i kod elipse) sva tri obrasca 1') 2..) 5,.) dovode do rezultata.

Napomena. U mnogim sludajevima ni upotreba polarnih koordinata ni
parametarskih| jednatina pomocu trigonometrijskih funkcija — neée lako
(ili ¢ak nikako) dovesti do rezultata. To se u glavnom ti¢e algebarskih kri-
vih implicitnog oblika. Na pr. kriva x® 4 y*—3axy=0 pretstavlja jednu
od njih. Da bi ovu krivu napisali u parametarskom obliku — podelimo
celu jednaciny najve¢im stepenom od x i dobi¢emo

1+(l)’—3al.i=o. XL et
X X X X
Koli¢nik L obelezimo sa t pa ¢emo imati iz poslednjih dveju jednacina
X
3at 3at?
= y:xt:
148 148

Za krive koje |se mogu na ovaj nacin napisati u parametarskom obliku izraz
xdy —ydx iz|formule 5.) dobija odreden jednostavan oblik

xdy —ydx = (x%——yi—f) dt=[x-y’,—yx’t] dt=[x(x-t)‘—xt.x’]dt=
P ‘

=[XX'-t+x’—xtx']dt=x2dt

i zato ¢e obrazac za povrsinu biti

Dakle za ove |krive dovoljno je na¢i x u funkciji t iz same jednaline. Za
navedeni slu¢aj krivel) x34-y®*—3 axy=0 imamo odmah

e 3a2

(14-t%)

o0
842 Y 2 W 9
P=_‘_'f__ga t dt—L3az- 3t —3a

(q+ep 2 I+t 3
J ¢

Yy Ova kriva poznata je pod imenom Dekartov list.
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Sto se tie odredivanja granica parametru t— vidimo iz jednaCine
%:t da je u sistemu y,x parametar t ugaoni koeficijenat prave kvja pro-

lazi kroz koordinatni pocletak i koordinate y i x izmenjaju sve vrednosti

koordinata tafaka na krivoj dok t varira od 0 do oo ( kao tg0 i tg —;—)

Nekad odredivanje
¥y Yy ovih pranica nece biti
= tako lako. Da bi pro-
blem bolje uodili po-

N\ smatrajmo krivu

9y2=4x®—x*.

Svakako da ce t vari-
rati od nule tj. t, =0
do t, a to ¢e biti mak-
simalna -vrednost koje
t kao funkcija od x

' (ili od y) moze da
SL. 85. S. 86. dostigne.

Iz jednaline krive imamo u ovome slucaju

2
9%2=4x—xz odakle je x2—4x+49t2=0 <l=t> x=24 [4—9¢
X

Poéto1 je x>2 to zna¢i da c¢e funkcija biti x=2-4|4—9¢ ili odavde
fi= —3—V4—(x—2)2, ako se trazi ekstremum za t dobija se da je to u tacki
Xx=2 i onda tome odgo;rara t2=%~2=-§—-

Vezbanja. Odrediti povrSine ovih krivih y2=x2—x*, Xty =8xy?, (x24-y2)P=xy

b 4

SI. 87. S1.88. SI. 89.

U poslednjem sludaju posto je leva i desna strana homogena — lakse
se dolazi do rezultata primenom polarnih koordinata!
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5. Krivolinijski integral

Definicija odredenog integrala — granién"g vrednost beskrajnog malih
kolitina — moze da se proSiri na sve zakonitosti &iju diferencijalnu formu
poznajemo*).’

Na pr. rad koji izvr$i sila P na putus duz
krive L imace diferencijalnu formu P

dA=Pds

a duz kriv L bice to beskrajan zbir — dakle |

a b
1.) A=des
{ Sl. 90.

Lako se uvida da je ovaj integral — imajuci na umu da ie ds;Vl |-y2dx
(i da je y' funkcija od x) kao i to da se sila P menja u funciji koordinata
— u stvari funkcija jedne promenljive x. Dakle kako je y=1), yy="1(x i
P =P [x,y]=P[x,f(x)] imacemo

X3 =Db
2) A=des= fP[x,f(x)]Vl—}—f'z(x)dx:fF(x)dx
‘L L X, =a

to je — kako smo ve¢ rekli — obican integral jedne funkcije od x.

Kako se y nasem primeru ovaj rad vrsi duz luka krive L (ili bolje reci
duz jednog deia luka tj. od krive x,=a do X, =Db) to se ovaj integral zove
krivolinijski. Bi¢e mnogo drugih slutajeva gde su diferencijalne zavisnosti
vezane za diferencijal luka — a ceo integral za izvestan luk krive. §to ce
u svim ovim sluajevima dovesti do krivolinijskog integrala.

Uzmimo ovakav primer: naci bo€nu po-

2
vrsinu elipti€nog cilindra —i—i— +y2=1 presece-

nog ravni z=2X.
Sa slike se vidi da je

dP:X-dS
i onda je

' P=fzds
SI. 91.
L

Kako je (a2=4, b*=1) z=2X, X==2C0S¢ = 2cos@, y=sing to e gornji
krivolinijski integral postati

#) Ovde ne dajemo dokaz toga — jer ¢e se sustina videti iz primera dalje navedenih.
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n

2

P=fzds=[2xl/dx2+dy2=2f2c03(pl/4sin’-<p+cosz(p do=
L L
]
el
2
=4fcoquV3sin‘-’:p+ldtp
— 5 )
2

pri ¢emu je 4 sin2 20— 3sj ins
se upotrebi smena ﬁiﬁ}cos ?_35”12(?—'—s'n~?+°052‘9=33""2‘?+ 1. Ako

=u du=cosedg gornji integral postaje

[cos?]/m qu:fVm s

i najzad ponovn i
p a smena [/3.u=="%"_ 4ovodi do krajnjeg resenja.

Medutim ima krivolinijskih inte-
grala (kad nisu u pitanju krujgli(llih elil;?stg)
koji bez parametarskih jednacina do-
vode do rezultata. To je sludaj sa za-

‘ datkom: izratunati bocnu povriinu
cilindra y=3x243 preseenog ravni

=>5x a povrdina j i
5 e ogranile ~
fima: 2 a0 y=0.1 g na rav

Bo&na povrsina ¢ée biti

sL o2, ' : p=f2ds
i

i kako je y =

—_ 2. i
3x*4-3tojey=—6x Paje ds= )1 fy2dx=
V1+436x2dx imamo

szlds= f5xV1+;fo‘2dx
| B B

kako je ovde promenljiva

X to ike vidi
X, =1 (presek parabole s S I L adet

X—osom!) pa ce biti MERJABE ¥yl do

1
P=5szl +36x2dx=i(37 V37 — 1)
3 72

pri ¢emu smo za ratunanje integrala upotrebili smenu 1 4 36 x2—y
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Vezbanja. Izraunati bo¢ne povrSine
1) cilindra x24y*=y preseCenog .vavni z=3X

2.) cilindra x? 4 y>=16 preseenog ravni z:-;——%=2
3.) cilindra y = —x2+ 2 presedenog ravni z=4x
4)) cilindra x=—y2?+4 3 presefenog ravni z=x

5.) Nac¢i|masu &evrtine kruga ako je gustina u makakvoj tacki sraz-
merna proizvodu apscise i ordinate. (d M elementarna masa, y gustina; masa
je proizvod of ds i pustingg dM=y-ds=k-x-y-ds; k koeficijenat sraz-
mernosti).

6.) Isto za luk cikloide x =a(t—sint), y=a(l —cost) kad je gustina
srazmerna kvadratnom korenu ordinate.

1.) Napomena. Pored ovih integrala u kojima se javlja diferencijal
luka — javljaju sc integrali u kojima se pojavljuju diferencijali dx i dy.
Oni integrali u kojima se javlja diferencijal luka zovu se krivolinijski integrali

ca luku, a oni u kojia se javljaju diferencijali koordinata zovu se krivolinijski -

integrali po koordinatama. Dakle imamo

f R(x,y)ds, j P (x,y) dx, f Qx, y)dy
L L L

" gde su P,Q,R makakve funkcije x i y koje se dobijaju iz diferencijalnih

formi bilo matematickih, fizikih i drugih funkcionalnosti. Sem ovog i to vrlo
gesto postoji i ovakav oblik krivolinijskog integrala

/
dex—l- Qdy

L

Za izra¢unavanje svih ovih integrala treba da je data kriva y=1f(x)
pri emu Ce svi ovi integrali — odnosno njihove podintegralne funkcije di-
rektno zavisiti od jedne promenljive x.

2. Napomena. U sludaju poslednjeg integrala dex{— Qdy ako je po-

i

dintegralna funkcija totalni diferencijal — izratunavanje se upro3¢ava jer
ako je "
Pdx + Qdy =df
onda imamo

dex—{- Qdy=fdf=
L I

Poslednji’ reZultat pokazuje da integracija u ovom slu¢aju ne zavisi od kri-
vih ve¢ samo od oblika funkcije i poZetne i krajnje vrednosti. .

X0 Yo
f(x,) | =1(x, y1) — (X0, Yo)

X Y
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Iz poslednjeg rezultata

dex+de=f<x1,yo—f<x.,,y.,) kad je %, =%, i y,=y,
L

vidi se da ¢e biti
fpdx+Qdy:f(xtr)’l)_f(xer):O
L

Sto pokazuje znacajnu posledicu:
— ako podintegralna funkcija pretstavlja totalni diferencijal — ravan je nuli.

lay
¥
k4
H(x)
XoYe
(%e%) \ S
" = 0 3
SI. 93. Sl. 94.

Da li je podintegralna funkcija totalni diferencijal lako je proveriti:
oP  9Q
oy ox

[ntegracija totalnog diferencijala izvodi se po poznatoj metodi (vi-
deti str. 157).

treba da je

knivolinijski integral duZ zatvorene konture

1l

Obic¢ne diferencijalue jednaline

A.) Jednaline prvog reda

1. Totalni diferencijal. 2. Linearna jednacina. 3. Bernouilli-eva jednacina. 4. Clairaut-
Lagrange-ova jednacina.

Pored ve¢ navedenih jednacina prvog reda koje se sasvim elementarno
reSavaju — jednacine sa razdvajanjem promenljivih i homogene jednaline
— ukaza¢emo joS na ove tipove.

1. Totalni diferencijal

Moze se desiti da jednacina

¥ Fy

1)
dx Ql (fo)
gde su P i Q, kakve bilo funkcije od x i y predstavlja u stvari totalni di-
ferencijal. To nece biti teSko proveriti: napi§imo podesnije jednalinu 1.) za
ovu svrhu i imacemo

2.) ¢ Pdx+ Qdy==0
gde je —Q,= Q. Ako leva strana predstavlja totalni diferencijal treba da
je zadovoljen poznati uslov!).
3) _a_P_dQ
oy 0%

i ako je ovaj uslov ispunjen jednainama 2.) predstavlja totalni diferencijal
neke funkcije — dakle bice

4.) f(x,y)=C
1) Ovaj uslov zasnovan je na &injenici da se funkcija moze najpre diferzencirat(i) ;60 X
pa zatim po u i obratno — dakle kako je P = ﬁ' Q=5; to je 5;=m; i a—x=
a2f a:f azf

i zbog toga Sto je —

dobijamo uslov 3) U dokaz se necemo
oxgy  dyox :

= dydx
upustati.
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Da bi nasli samu funkciju f — po¢i cemo obrnutim putem: ka.k.o P y) z poslednje jednacine je
retstavlja izvod po x od funkcije f — sad ¢emo P (x,y) integraliti po pro- . e
%enl‘ivoj x i kao integracionu konstantu dodati ng}(u funkpuu <p(y) — koju o= ydy—4y
je m<l)guée imala funkcija f — pa je prilikom parcijainog diferenciranja po x
is¢ezla. Dakle imacemo Zato je funkcijp f(X,y)=3xy 4 4x-t4y2 pa je integral gornje jednacine
5) [renax=tantew po formuli 4.)

3X2y+4x—|-—4y2=c
gde smo sa f, oznaCili onu funkciju koja se razlikuje od funkcije f samo u

aditivnoj funkciji . Dakle znamo f=f1, 4 ¢ pa je jasno da mora biti Vezbanja, Resiti jednatine :
of 1.) (@ —xy?)dx 4 (2y>—x*y)dy =0 Xt—x?y2{ yt—¢
6.) Q= oy
. ] 2) 44X dy=( y —l)dx X -+ arc tgl—=c.
onda je o, de xi4 y2 X2 - y2 X
7) Q =—6—y—+g; ) 238
' 3) -—’—(dx—{—y_%dy:O X2—y2=c.y3
. . < . d y — daje ne parcijalni ve¢ obi€an izvod. y y
jer funkcija ¢ poSto zavisi samo o L A .
i : leve i desne strane dobijamo
Iz poslednje jednaline uporedenjem lev &) oy dx-f—(xey—-2y) dy=0 xer —yt—c
. de
—— =k (y) . x x g x
8) dy Y 5.) (l-{—e?) dx—[-e?(l—i,)dy:O x+tyey=c
a odavde integracijom y
9) cp—..:[k(y)dy. ) Napomena| Totalni diferencijal predstavlja jedan znalajni osnov za
n mnoge teorijska |postavke i prakti¢ne primene. U teoriji diferencijalnih jedna-
) ok ¢ina zauzima pdsebno mesto. Sem ovakvog neposrednog totalnog diferen-
Ovo ¢éemo prikazati na jednom primeru. ! cijala — postoji|nadin da se funkcija koja nije totalni diferencijal mnoZenjem
, e 4 " . — 2)dx 4-'(3 x24-8y)dy=0 1zvesnom drugom funkcijom (,integrisuci faktor* ilj »Euler-ov multiplikator+)
Primer. Regiti dlfereanpcualga]edna.l(‘-mu Bxy+2) i TEx+8ydy 7}  dovede na oblik|totalnog diferencijala. Na primer izraz
Kako je ispunjen uslov — =— §to je u naSem sludaju : :
oy ox dy+4Pydx
06xy+4)_ 0(3x*4-8y) . .
( 0yy+ = 3 x ’ b gde je P funkcija samo ‘od x — nije totalni diferencijal — medutim ako

- . 0vaj izraz pomngdzimo se efpd" prema &emu ¢e biti
to gornja jednalina predstavlja totalni diferencijal. Postupimo po jednalini
5.) i ima¢emo

2f(3xy +2dx=231y+22xFe() =3y +4x+o0)

i
efPex, dy+PelP. g x

lako se uveravamo da je ovaj izraz totalni diferencijal. Sta viSe ovde inte-
gracija po pokazanoj metodi nije neophodna jer se odmah vidi da ie

Koristimo jednacinu 7.) i dobijamo

r

fPdx SPdx g o [Pdx
. d e dy+4y-P.e dx=d(y-el™%).
3x48y=3x+-2 s

. dy Uopste uzevsi prdblem integracije svih jednagina svodi se na traZenje odgo-
do . varajuceg multiplikatora za pojedine diferencijalne jednacine. lako je znatan

dy . broj matemati¢aral radio na tome problemu (Euler, Lagrange, Jacobi Sophus
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Lie i dr.) neki naroCito opsti zakljugci nisu izvedeni — ali i pored toga to
u znatnoj meri olaks$ava integrisanje jednacina za koje su druge metode
bespomocne.

2. Linearna jednadina.

Ova jednatina je oblika
1) y +Py4+Q=0
gde su P i Q funkcije od x. Ako napisemo ovu jednatinu ovako
2)) dy4Pydx=—Qdx
i koristimo primedbu uginjenu na str. 159 imamo
3. d (yeIP“’)=——Qefpd“~ dx.
Integralimo levu i desnu stranu i imamo
4.) yefpdxzk—erIPA‘- dx k= const.

a odavde definitivno

5. y:e—f"“*(k-—fQ /P4 dx).

Sem ovog naina postoji jo$ nalina da se dode do integrala linearne jedna-
tine prvog reda. Navedimo Lagrange-ovu .varijaciju konstanta*. ReSimo
jednacinu

ito ¢e nam odmah dati
7.) y=c-e P

Pokusajmo sad da zadovoljimo jednatinu 1.) reSenjem 7.) u kome bi c bilo
funkcija od x. Dakle imacemo :

¢ e—_]‘de_-__Ce——dex'P_i_ce——j'de.p_}_Q:O

a odavde
c=—0Q efpdx
ili
8.) c_-—-k——erde"dx
Posto smo odredili funkiju ¢ resenje 7.) daje
9.) y=; fpax (l(——erfde dx)
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Dakle dobijeno je ve¢ poznato malopredasnje reenje 5). Isti bi rezultat do-
bili kad bi u jednacini 1.) izvrdili smenu y=u-v (gde suu i v funkcije od x)
i uveli usiov

10.) v +4+P.v=0

— fPdx

§to daje v=e a sama jednatina 1.) daje u=—erdex dx 4k pa

je onda redenje

11) y=u‘v=—efpd’-(k—erde‘dx>

Od svih ovih metoda znaéajna je prva i druga metoda. Lagrange-ova me-
toda, koja pokazuje duhovitu ideju, u mnogim slu¢ajevima dovodi do re-
zultata ne samo kod jednagina prvog reda ve¢ i kod drugih. Kao §to se
vidi za redenje linearne jednacine dobili smo gotov obrazac i prema tome
njeno reSenje je sasvim prosto.l)

Veibanja.

1. y'+ay=e‘“x y:C—eax_*— emx
m-4a

2. X‘V’—*—\’iyzx2 y=Cx3._xZ

3. (I+x3)y —2xy=(1+x% y:x(1+x4)+C(l+x2)

4, y'sinx—y=1-—cC0sXx

y=(+Otg

5 (y2—6x)y +2y=0 y? —2x=Cy?
U poslednjem primeru uzeti x za funkciju — dakle gl!
y

3. Bernouilli-eva jednacina

Ova jednatina je uopEte'na linearna i ima oblik

) y'+Py+ Q=0

Deobom sa y® dobijamo (n je makakav ceo ili razlomijen broj)

2) y; y—n+Py—n+I+Q=0
i ako izvr§imo smenu '
1
3. —otl — gy, y-y =—--—1Uu
) y Y=

1) Sto se tice izvodenja integracije to nece svakad biti moguce.
Visa matematika 11
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dobijamo linearnu jednaginu 1z jednatine 2.) i p=C dobijamo
4) w+(—n+ HPut(—n+1)Q=0. » 7.) y=Cx+4{(C)
ReSenjem linearne jednaline 4.) koriste¢i formulu 3.) dobijamo samo Sto pretstavlja reSenje Clairaut-ove jednadine. Ovo resenje je opste — jer
y — reSenje Bernouilli-eve jednaline. ; sadrZi proizvoljnu konstantu.
Veibanja. Rediti jednatine B Medutim formula 6.) pokazuje da e da se debije p=v (x) Sto zame-
| | njeno u jedna&jnu 2) daje
I — 9 x2yl —=Ce2x2 - x2 4 —
Iy 4-2xy=2x%y e e2x? - +2 8.) y=xvx)-f[v(x)
' — 2] (FInxdx)=1 ' ReSenje 8.) — koje po funkciji na desnoj strani pretstavija rezultat koji se
2 xy'fy=ynx y+ : nije mogao dobiti nikakvim posebnim vrednostima konstante iz opsteg reSenja
_ 1 E 7.) — ne pretstavija ni opsti ni bilo kakvi partikularni integral. Ali je iz-
3. xy—4y—xtfy=0 y=x*(C+ —Inx)? : vesno da reSenje 8.) pretstavlja integral jer je dobijeno na natin kao i opsti
2 “ integral; ovo reSenje koje nije nj opsti ni partikularni integral zove se
:; singularni integrppl. Postoji metoda pomocu koje se moze raspoznati da li
y? dx Z_ng—:io_?j) ; jedna diferencijalna jednaéina ima singularnog re3enja ili ne — ali mi se u to
4. ydy—a;dx:b-;a— = 2 az X : necemo upustati. Uopstenje jednacine Clairaut-a’ je jednagina
—1y2 9.) x=x9(y')4f(y
5y oty a1 G s : POy +1(y)
X £ gde su @(y') i 1(y") proizvoljne funkcije. Jednaina 9.) zove se Lagrange-ova
Y g dg
‘U poslednjem primeru uzeti x za funkciju i ? pa c¢e biti Bernouilli-eva ! jednadina. Ova jednatina se redava isto kao i Clairaut-ova smenom d—yz p
: X
jednatina po x! Y i diferenciranjem po x dakle
4. Clairaut - Lagrange-ova jednacina. 10.) y=x9(p) +f(p)
Jednadina tipa . dp dp
. 'R —_ . U o ' .
1) y=xy' +1(y) ; 11.) p=¢(p)+x9 (p)dx+f(p)dx
gde je f(y) makakva funkcija od y' zove sed(;,/lairaut-ova jednacina. Ov'a 3 Iz jednacine 11.] dobijamo ‘ .
jednalina se reSava na taj nacin S$to se stavi — =p i jednatina 1.) postaje z
it : # 2y | YL e® L re)
2) y=xp+(p & dp " e(M—p  e(p)—p
Diferenciranjem ove relacije po x dobijamo 3 Sto pretstavlja lifearnu jednatinu po x. Iz ove jednaine dobijamo x = 6 (p)
o - . d .
3) p+xdp l i'(p)dp ; ili p=M(x); kdko znamo da je p=ﬁto je y= | M(x)dx. Pradticki se
. p= T T o
. dx dx Cesto nailazi na pelike teskoce prilikom integracije ove -jednacine.
a odavde
4) 0___39[x+f' )] VeZbanja. Resiti jednacine opsti " singularni
X
Jednagina 4.) daje L y=xy'Hy? y=Cx+Cz X44y=0
5.) %:0, p=C 6) x+Tf(p)=0. : 2. y'=xyl—3y”® y=Cx~3éS; 9y—2x|x=0
. 11*
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opsti . singularni
3. y—=)(y’—{—l y:Cx.{_i; y2=4x
y' C ,
4 y=xy+THy? y=Cx+14C, 24x2=1
5. y=y?(x+1) y=(/x+1+C)}
6. 2yy' =x(@?+4) y———“sz-{—é—; y2—4x2=0.

B.) Jednadine drugog reda

1. Homogena jednatina 1l reda i stavovi o partikularnim integralima. 2. Jednacine
s konstantnim koeficijentima. 3. Nehomogena jednadina Il reda — stav o opStem integralu.
4. Neke jednaline dinamike. ' . )

1. Homogena jednacina Il reda i stavovi o partikularnim integralima

Pored pokazanih tipova jednagina 11 reda u ranijim odeljcima i pri-
menama u mehanici — obraticemo paZnju na jednu znafajnu jednacinu 1l
reda koja se &esto srece u primenama.

Jednacina tipa
D) y'tay +ay=0

gde su a,, a, funkcije od x zove se homogena jednacina 11 reda.
Za ovu jednacinu vaze Cetiri stava o partikularnim integralima koji su za
prakti¢nu integraciju neopliodni. Navodimo redom te stavove

I. Ako je y, partikularni integral diferencijalne jednaline

) y" +a,y +2,=0

onda je i Cy, takode partikularni integral. Ovaj stav se lako uvida jer ako
je C,y: takode integral onda jey=Cy, y=Cyu y*=Cy"”, pa imamo

Cy”y—r Cayy'y + Cayy,=C(y“1+a, Y% +a,y)=0

izraz u zagradi mora biti nula jer je y, partikularni integral jednatine 1.)
pa zato dakle Cy, je takode integral.

iI. Ako su y, i y, dva partikularna integrala jednacine 1) onda je i
y==C1y,+C,y, takode integral i to opSti.

I ovo se lako zapaza ako uotimo da za oba partikularna integrala
mora biti
2) | )'”1+3xy'1+9o)’:=0

|yt ayetay.,=0
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idaje y=Cyi+Cyn y=¢, Yll+C2y’2»yl'zctyul_*‘czy"z'

Zato imamo iz jednacine 1.) i sistema 2.)
C,y" 4 Coya42,(C, ¥y +Cayd) + 20 (Crys + Coy?) =
=C " +a Y+ 2y)+ C,(y"z+ary.tacy.) = 0.

Dakle vidi se da je y=C,y, + C,y, takode integral jer zadovoljava
jednaginu 1.); trebalo bi dokazati da je to ba§ opsti integral — ali mi. cemo
se zadovoljiti konstantacijom da on ima dve proizvoljne konstante i da je
ve¢ to dovoljno da nas ubedi da je to opéti integral jednacine Il reda.

Iz ovoga se vidi vrlo vazna Cinjenica da se ops§ti integral homogene
diferen. jednacine Il reda dobija kao aditivna kombinacija dva makoja par-
tikularna integrala umnoZena proizvolnim konstantama. Skrenimo paZnju da
koli€nik ova dva parlikularna integrala mora biti

3) Y2 —u(w
Y1
ne Y2=k (konstanta) jer ako bi Y2 —k onda je y2=ky, pa opsti integral
Vi Y1

y=Ciyi +Cokyi=y, (Cl’Jf‘C-zk):K)h

nebi imao dve integracione konstante. Ovo je vrlo vaZna &injenica sadrzana
u formuli 3. .

1ll. Ako je poznat jedan partikularlni integral y, diferencijalne jednacine
1.) onda se drugi dobija iz same jednadine smenom yo =y, -u(x) odakle
dobijamo 'u a onda i Yy,

Ovaj stav direktno sleduje iz jednagine 3) i jednatine 1.) jer imamo
(y,u) + a, (y uy -+ a5y, u)=0 pa kako su y,,a,,a, funkcije od x odavde
se dobija u.

V. Ako jedna kompleksna funkcija y,=Px) 4 i Q(x) zadovoljava
diferencijalnu jednaginu onda su P (x) i Q(x) (realni i imaginarni deo funk-
cije) takode partikularni integrali — pa je opsti integral y=CP+(CQ

Imamo Y/, =P (x)+4 i Q' (x), Y/ =P"(x)+ i Q’(x) i ako je Y, =
=Px)4 i Qx) integral tj. zadovoljava jednacinul). mora biti

P/t i Q 4a, P+ i Q+a P+ iQ=0
ili odavde razdvajajuci realni i imaginarni deo

P4 a, P 43P+ i@Q+2aQ+2Q=0
Dobili smo jednu konmpleksnu funkciju koja mora da bude jednaka nuli —
to je moguce ako je

P+ 2, P +2a,P=0 Q’+2a,Q+2aQ=0

Sto znadi da su P i Q partikularni integrali jednacine 1.).

4

Tme
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Sva ova Cetiri stava su od velike prakti¢ne vaZnosti i treba ih dobro
uoliti — jer same jednacine Il reda mnogo su Ce3¢e u primenama nego
jednadine I reda.

2. Jednacine s konstantnim koeficijentima.

Specijalan slu¢aj jednadine 1.) kad su a,—=m a,=n gde sumin
konstante dosta je Cest. '
Ispitajmo da li jednadina

4) y* 4-my' +ny =0

dopusta partikularni inlegral y= e’ gde je r neka konstanta. Ako je to mo-
guce biCe y'==re’*, y“=re™ pa iz jednatine 4.) imamo

e*(r’4rm-4n)=0.

Kako e'* ne moZe biti nula za kona&ne vrednosti x to mora biti

r2.e™* 4 rme’™ 4 ne™* = 0.

5.) rP-4rm+n=0.

Jednatina 5.) pokazuju da jednalina 4) ima pariikularno reSenje: y=—erx
kad je ispunjen uslov dat tom jednaginom. U stvari imamo kvadratnu jedna-
Cinu po r koja daje

6'.) r=

.

—m4m2—an
2

lmamo‘dakle dva reSenja za r dskle dva partikularna integrala y, —=enx
v,=e"%, lednadina 5.) se zove karakteristina jednaéina. Ako su koreni
karakteristitne jednaline realni i razli¢iti imamo dva partikularna integrala
y,=en%, y,==e"* a onda je opSte redenje

~ y=Cly1+C2y2=c1er,x+C2e,zx-

Ako su koreni karakteristine jednadine jednaki onda nemamo dva
reSenja (jer je r,=r,) ve¢ samo jedno y,—e™*. Da bi nasli drugo parti-
kularno resenje koristimo jednacinu 4.) iz odeljka 1.) dakle

e

7.) Y=y, u=e'*.u
Odavde imamo

yey=reX.usdex.u y’,=r2e™.u+2rexu fex.u’
lz same jednadine 4.) dobijamo
w4 uwm42n04+u(@4mr4n)=0

ali poslednji clan sadrZi sam izraz karakteristi¢ne jednatine dakle r® 4 mr
+n=0 i zato je
8.) u’ =0

IR
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jer je po jednafini 6.) kad je r,—=r, samo 2r=—m. Iz jednaline 8.) inte-
gracijom dobijamo*
u=x
pa je zato iz jednaCine 7.)
9.) Y= e™*Xx

Sad je lako za ovaj sludaj napisati opsti integral
YEG Yt Y, =c e fce*-x=e (¢, 4 C: X)

Najzad rgsmotrimo i taj slu¢aj kad su koreni kompleksni tj.

r1,2=-r—:—-:§:i§=aiiﬁ.

Tada imamo ' _
y, = OTEDX_gr X o —BIX__o2X (osBx +isin £x)

¥s L (Bix__ gax e'—Bixzeax-(cosﬁx—{-i sin B x)

Sad imamo dvh partikularna integrala koji su kompleksne funkcije (i to ko-
njug ,vane — frealni i imaginarni delovi jednaki!) pa ¢e prema IV stavu biti

y; =e"*.cos B x ye=-e"%.sinfx

Zato ¢e opsti integral biti
y=C,ef* cospx -4 C,e**sinfx =e** (C,cos x4 C,sinpx).
Primer. Resiti jednatinu y” 45 y' +6y=0.
KarakterigtiCna jednagina je

! 24 5r4-6=0
3x

a odavde r,=1—3 r,=—2 zato imamo 4,=e " y,=¢
§ti integral

2x .
i onda op-

y=C, e—3x+ C, e——2x
Primer. RpzZiti jednaCinu y" 46y 4-9y=0.
Karakterigtitna jednalina je

r24+6r49=0

a odavde je ryg=r,=—3 i onda y, —e 3% y2=xe_3x
gral y=C,e BX—|—C2xe_—3x= e 3% (C,+xC,).

pa je opsti inte-

* Prilikom @va integracije uzimamo za konstantu 1 jer je to najprostije a prave in-
tegracione konstatpe ¢, i ¢, nezavisno od toga.
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Primer. Rediti jednainu y” 4y 4y=0.
Karakteristi¢na jednacina je

24+r4+1=0

i odavde p
1 1 )3
f=m=——+ — )l —d=——+412=

2 2]/ 2

Zato imamo

L I 1 3

3 V3 —z*. V3
=e €COS— X = sin —Xx

Y 2 Yo 2

odakle dobijamo opsti integral

—_— X k) Ly 3 - /3 3

y=C,e? cosv—gx—i—C,e2 sin I/—3x———e 2 (C[ cos l—:}x—}—Czsin l—:ix)
. 2 2 2 2
U ovu grupu jednadina dolazi i jednalina harmonijskog kretanja y'=—ky
koji smo obradili u primenama na mehaniku. Na tu jednacinu moze se pri-
menijti ova teorija samo valja imati na umu da se u svim slucajevima gde
se u integralu pojavljuju sinx i cosx (ili makog argumenta) da se integra-
cione konstante predstavijaju kao C,=acosa i C,=asina i obrnuto zbog
podesnijih transformacija.

Uezbanja. Resiti jednatine
2. y'—4y'4+4y=0

4. y"4+y=0 5.y"+2y=0.

1. y'+y —12y=0
3. y“+2y +3y=0
3. Nehomogena jednacina Il reda

Nehomogenom jednalinom drugog reda naziva se jednadina.

1) y'ay +ay=1ix

pri emu su a,, a, f funkcije od x. Neka je y opsti integral ove jednaline
1.) i y opdti integral homogene jednaCine y’'+a, y+ay=0a Y parti-
kularni integral jednallne 1.) — onda lako je quazatl da'y—{—_y. integral
jednaline 1.) tj. zadovoljava ovu jednatinu a uvida se da je taj 1qtegral i
opéti jer y sadrZi dve integracione (proizvoljne) konstante (u pravi dokaz
necemo se upustati).

Ako je Y partikularni integral jednaCine 1.) onda mora biti

2) Y4 a, Y +a,¥Y—i(x)=0

a da je ¥ integral (opiti) homogenog dela mora biti

) 42,7 +205=0
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Medutim da y-+ Y bude itegral jednacine 1.) mora biti

RV 4 2y (7 V) GV =10

odnosno
4.) V' 4a, ¥ Fa v+ Y 4 a, Y 3 Y—1(x)=0

a po jednacdinama 2.) i 3.) to mora biti identiCki jednako nuli.

Dakle -+ Y je integral jednagine 1.) i poSto y sadrZi (kao opsti inte-
gral homogenog dela) dve proizvoljne konstante — to je svakako opsti inte-
gral jednadine 1.); zato je opSti integral y jednaline 1.) oblika

5) y=y+YV.

Napomena. Sto se ti¢e opSteg integrala homogenog dela njega je mo-
guce nati u vecem broju sluCajeva ali nalaZenje partikularnog integrala
jednadine 1.) je prilicno oteZano ma da postoji i posebna metoda pomodu
Lagrange-ove varijacije konstanata. Ipak se za neke obilnije sluCajeve koji
se Javljaju mogu reci jednostavna uputstva. U praksi je najfeSce da je ho-
mogeni deo sa konstantnim koeficijentima a nehomogeni ili polinom po x
ili sinax, cosax ili njihov zbir; sem ovog mogude su potencije e* ili kombi-
nacije od ovog. Ako je f(x) polinom onda je partikularni integral takode
polinom istog stepena Cije koeficijente treba uporedivanjem odrediti. Na pr.
za jednalinu y” 4 2y = x*— | partikularni integral je y = ax3-}bx24-cx+4d
a koeficijente cemo odrediti uporedenjem istih potencija leve i desne strane.
Ako je na desnoj strani bilo samo sin — ili cos — funkcija ili njihov zbir onda
je partikularni integral uvek zbir oba. Na pr. y* —y’+ y =sinat partikularni
integral je x=psinat4qcost gde su p i q koeficijenti koji ¢e se iz upc-
redenja leve i desne strane (pomocu dobijenih jepnacina) jo§ naknadno odre-
diti. Ako bi bilo na pr. y"+2y'+3y =sin3x-x2—1 onda bi parliku-
larni integral bio y=psin3x-+4qcos3x+4+ax*4bx4c. Napomenimo
da se za prvi kocficijenat u polinomu mozZe uzeti a=1 (jer se njime uvek
mozZe podeliti cela jednacina pa ¢e se dobiti razmere).

Vezbanja. Izvesti integraciju jednalina
1. y'tyf2y=3 (partikul. integr. y=pe* 4 q}
2. y'—y fy=xt2

3. y'+4y 4 5y=sin2x4 x>

4.,y —2y' +y=x*—1

5. y’—2y —3y=sin3x-+ 2cos3x

6. y'+y=e*fex4tx+1 (partik. integr. y = ae?*|-bex4-cx+4-d.)

P
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4. Neke jednadine dinamike

Pored jednatine harmonijskih oscilacija i jednaéine slobodnog pada u
otpornoj sredini koje su date u primenama mehanike dve vaZne jednadine
¢emo rasmotriti i izvesti njihovu integraciju.

Jednatina amortizovanih oscilacija

d2 x dx
1. — 4+ 2A—+k®x=0
) dt2 + dt +
ima karakteristi®nu jednacinu
2) r242Nr4 k=
Cije je relenje
3) r=—\4 )22

kad je A>k onda je

n=—\4m r,=—X\—m

i onda su partikularni integrali

nt o (—x4+m)t pt (—2—mt
Xy=¢ ==e¢e Xo=¢€ -=e
pa je opsti integral
(—%+m)t — Q4 m)t
4.) x=C,e +C,e
Ako je A=k onda je ,=r,—=—2
i imamo
rt —ut — Xt
X, =—e —e X;==e -t
pa je onda
—At —nt —2t
5.) x;=e +Ce .t=e |[C,4C,1

Najzad za treci slu¢aj A < k imamo

ha=—A+)2ZK=—A+im
pa je onda
(—r+imt —2at4imt —xnt
X, =e '=e e =e (cosmt-}isinmt)
(—72—im)t —2xt —imt —2nt
X,=¢ =e -e =e (cosmt—isinmt)

a odavde po poznatom stavu o kompleksnim funkcijama kao integralima
imamo nove partikularne integrale

-2t —xt
X;=e cosmt, x,—e sinmt

3
By

i zato je opSti

x=C, x4 C;

Prema jednoj

integral

—2t —at —t
x;=C;e cosmt+4C,e sinmt=e (C,cosmt-4Cysinmt)

napomeni koju smo ranije uinili treba uzeti C,=asina

C,=acosa pa ¢emo imati

—ut

— 1t

x=e (Chcosmt4 C,sinmt)==e (asinx-cosmt--acosxsinmt)==

a

7t —2t
(sinacqsmt4cosasinmt)=ae sin(a -4 mt)

Dakle za jednaCinu amortizovanih oscilacija imamo za integral definitivno

6.)

Druga va

7)

gde su A, k, uq
jednadinom pa

8.)

gde je X opsti

—nt
x=ae sin(oa-4mt)

zna jednalina je jednafina prinudnih oscilacija oblika

d2 x dx .
—— 42X — - kZx=u,sinngt
de + dt+ [} n

17 konstante. Ocigledno poSto imamo posla sa nehomogenom
¢e biti
x=X-}+X

integral homogenog dela a X partikularni integral cele jed-

nafine. Ovaj pprtikularni integral biée oblika

9)

a kako je X iz

6.)
pa ¢e biti
. X =
ili ako stavimo
9)

onda imamo

10.)

X=psinnt4qcosnt
ve¢ izvedenog obrasca 6.)

— 1t
X=ae sin(a-+} mt)

— At

X+ X=ae sin(a+ mt)+psingt4qcosnpt
p=bcosf q=bsin

— I

Xx=ae ;in(a—{— mt)4-bsin (B4 nt)

sto pretstavlja ¢p8ti integral jednadine 7.).

=
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Odredimo vrednosti za p i g u partikularnom integralu 9.)
Da bi to postigli stavimo u jednatinu 8.)

X=psinnt4qcosqt, X'=pncosqt—qgnsinnt, X"= —pnZsingt—qncosnt
i imacemo
11.) pqzsinqt——qq"cosnt+2)\pqcosr1t——2)\qqsinqt+
4—szsh1qt4—xzpcosqt::u0‘shlqt

a odavde
12) (2p—prn>—2rqp) singt 4+ (x*q—n? q+2 1 pn)cosnt=t, sinnt

Uporedenjem leve i desne strane dobijamo

|p(?—rf) —24qn=1

1) lq(2—n?)+22pn=0

Mnoze¢i prvu od jednalina sa x? —n? a drugu sa 2A n i sabiraju¢i dobijamo
_ U (x* —n?)

T e —wP ANy
i na slican nacin

~_ 2hnn,
9= (Kz—n2)2¥—4)\2q2

na ovaj nafin imamo odredene p i q pomocu X, X, 1, U a iz jednatine 9.)

odredujemo b tj. Vp:+aqt="0 itg@::fl-dok u jednatini 10) a i & ostajut
P

kao integracione konstante.

str.

13

14
14
15
15

15

18

20

20
20
21

- Ispravke

Pored sitnijih greSaka u tekstu se nalaze i krupnije greske koje ¢italac
treba da ispravi.

red

1

8
11

—_ N = NN

0 =~ = = On

ozdo
0zgo
0zgo

ozgo
ozdo
ozdo

ozdo

ozdo

0zgo
0zgo
0zgo
ozdo
ozdo

0zgo

ozdo
0zgo
02go
ozdo
0zgo

) stoji treba
n(n=1) n(n—1) .
1—2 12
funkcije formule
4x2—3x—1 4x2—3x—1
2.3 4 5x—2 2x*+5x—2
12=122 1222
y:—p=Y yo—B=v
av av4pv
Y, _ o pbove oy o phove
Va g BB+ Y B BE+w
sinmx sinmXx
IL.”ﬁﬁ;M7 mx
m sinmx n sinnx
nx m  nx
‘(sina -} x) sin (a -+ x)
sin (a =x) sin(a—x)
eksponencifalna eksponencijalna
y+y y+Ay
y= Ay=
sinx(x--}—Ax)—sinx sin (x4 Ax) —sin x
Ax Ax
cf(x) N f(x)
fu x In x
y=x y=x"
nxx! nxn?
=2sina y =2sina*
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str.
22

22
22

24
26
26

27

28
30
31

31

32
34

34
34

34
35

36
37

37

37

39

39

39
42

43

red stoji treba
du dv du , dv
2 ozgo —_—— kol Bl
& dx dx dx + dx
3 ozdo u-Au ulyv
20zdo Ay + Au, Ay__Au
Ax ' Ax Ax Ax
2 ozgo —u-v —u-v’
5 0zdo - xsinx (x siaxy!
4 ozdo Y =(1 + x)x*[e y'=[14+x)"=]e
1 1 1 1
4 ozdo —xt—— X ——xt
+ 3 4 + 3 4
2 ozdo Inx * 10x
8 ozdo y=¢e? y—eax+8
11 ozdo log ‘In
9 ozdo 2 2
' (x=1p (x+ 1)
5 ozgo AZ Az
4 ozgo p=3x*—33y p=3x2—3y
7 ozgo du—+ du=
16 ozgo F@+ﬂr””=FF@+m_Fm=F®
h
(u petitu) (»monotono opadajuée”) (,,monotono opadajuce*)
u jednom intervalu
QMMGMmﬁM%bfm f'(a-4-ah)
8 ozdo Kako su Ako su )
1, 3 ozdo lim [ ] lim (zagrada ne treba)
5 ozdo lim [_cos x] lim £23%
b'q
‘ x—=+0 x—>0
5 ozdo lim [sm x] lim (sinx)’
x @
x—+0 x—>0

4, 6,7, 80zg0 u svim izrazima prva zagrada do znaka lim ne-

potrebna

u zadacima 5. i 6. treba lim
x>0

1

u zadatku 2. rezultat je —
2

12 ozdo 4—6=2
V2
| —_{7- I
4 ozgo i i |
—1 !
Z

ded’

10 pzdo

5 pzdo
7 pzgo

2 bzdo

5 pzgo

u jzadacima

0

bzdo

o

bzgo
pzgo
pzdo
bzdo
pzdo
PZgo
pzgo
pzgo
PZgo

W R N == O o N

—

pzdo

10 pzgo
10 pzgo

7 pzdo

175
‘ stoji treba
(*>0) y' <0)
0'<0 (y'>0)
y =12x—2 y'=12x%—2
izvesti ispravkn rafunanja dalje i onda je x =0
. 2 .. 2 -
Maximum, x,=—>- minimum, x,='=  mini-
2 mum

— kod traZenja
1
y=Xx-+4—
y

sin x

sin x
X

X + 242
(o)
V&R~ +
formula
a-x-d-x

axd;

y==cob }bx
zato je
1M,
271y,2
Vo

— kao kod trazenja
1
y=x+—
X

sin x

X
(x+2y
9
Vy2(y + dyy +
funkcija
axdx
axdx

yy=cos|b-x

zato je za duZinu krive I

2 n My
1y,
E,

treba zavrditi izracunavanje sa —i—a J2gbs

za funkciju koja

pretstavlja u zavisnosti

treba da se

za funkciju g koja

sek u zavisnosti
treba da se uzme

pretstavlja poprecni pre--







