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PREDGOVOR

Savremene fizicke i tehnicke nauke toliko su se razvile da je za
njihovo razumijevanje i uspjeino praéenje neophodno ovladati prili¢no
visokim matemati¢kim znanjem. Teorija vektora zauzima vaino mjesto u
nizu ostalih oblasti matematike i fizike koje sluZe za osposobljavanje
savremenog inZinjera i fizi¢ara. Zato je i zadatak knjige »QOsnovi teorije
vektora« da. fizicarima i tehniéarima, kako studentima, tako i diplomi-
ranim, pruzi kratki uvod u tu oblast. Prema tome se kod metoda izlaganja
vodilo ratuna da se &italac ne optereéuje suvisnim detaljiziranjima,
naroéito u dokazivanjima i izvodenjima teorema i definicija. Odvajanje
i isticanje vaznijih pitanja i stavova takode treba da knjigu u&ini Sto
preglednijom i podesnijom za brzu i uspje$niju upotrebu i kao potsjetnika
po pojedinim pitanjima teorije vektora.

Namjera autora bila je da knjiga posluzi i onim inZinjerima i
fizicarima koji na Univerzitetu nisu slusali vektorsku analizu, pa je to
uticalo i na metod izlaganja.

Pri definicijama i stavovima u teoriji polja polazilo se prvenstveno
od fizickih pojava, izbjegavajuéi $to je vie moguéno definicije koje bi
bile vezane za koordinatne sisteme,
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rima se prvi put govori u djelima holandskog fiziara Simona
1600 godine (godine 1585). On je dao princip paralelograma
izicke veliine pretstavljao usmjerenim duzima. Mehanika, i

to njen di¢ statika, je prva nauka u kojoj je ponikao vektor, a sila je bila
konkretni jobrazac vektorske veliéine. Razvojem mehanike fizi¢ari su do-
lazili do dtkrica i zakljudaka, koji su u sebi sadrZavali odnose izmedu
vektorskih veli¢ina. Iako izrazavani na razne, ponekad i vrlo komplikova-

ne nadine,|z

akoni mehanike su se odnosili na usmjerene fizicke veliéine,

kako u staftici, tako u kinematici i dinamici. Tako sto godina poslije Ste-
vinovog djela drugi Newtonov zakon izmedu ostalog pokazuje da su ubr-
zanje i sila uvijek jednako upravljeni. Fizi¢ari i matemati¢ari su pronasli
mnogo vaznih odnosa medu vektorima i ne govoreéi o vektorima.

Prvobitne operacije sa vektorima pretstavljao je elementarni geome-
triski metod, pomocu kojeg je vektor uziman kao cjelina i pretstava jedne
fizicke veli¢ine. Ali u komplikovanim zadacima mehanike tim metodom
se nije mdglo mnogo postiéi. Bio je bespomoéan naroéito po pitanjima
prostornog| prikazivanja.

Godingm 1637, kada je Descartes uveo koordinatni sistem u nauku, '

a narotito (kada je uveden sa sve tri koordinate, te se ovladalo rafuna-
njem u prgstoru pomoéu koordinata, silan zamah sa nesluéenim razmje-
rama dobio je novi metod racunanja i sa sastavnim djelovima vektorskih
veli¢ina, a to je analiticki metod. Podeo ga je uvoditi Parent (Paran) oko

1700 godine,
ches sur leg
ticki metod
nego je vekt
storu i sm

larnim maa:

algebre i a

a narocito ga razvija Clairaut (Klero) u svom djelu »Recher-
courbes a double courbure« objavijenom 1731 godine. Anali-
vektorske veliine nije pretstavljao niti nazivao vektorima,
or razlagao na tri komponente po koordinatnim osama u pro-
rao ih skalarima, te je s njima radunao kao sa obi¢nim ska-
mati¢kim funkcijama, primjenjujuéi na n_]lh obi¢ne zakone

alize beskonaéno malih veliéina.

Veliki matematidari i fizicari 17. i 18. vjjeka u veéini su se sluzili
analitickim | metodom, a redovno skalarnim radunanjem. Descartes-ov si-
stem je postao skoro universalan. Jedno od najljepSih djela u kojima
analiticki }fetod dostize kulminaciju je Lagrange-ova »Analiticka meha-
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pika«, objavljena u Parizu 1788 godine. Autor Bonosno istice da u d_]‘e-lu
pema crteza, nego je sve svedeno na matematicke algebarske operacije.
da su i geometriske i mehanicke veli¢ine podvrgnute. algeba_r;s‘komkrz.;-
&unu analitickim metodom. Naravno, za svaku geogxetns‘ku vel.llcmu,ts ga
je pretstavljala neku fizi¢ku veli¢inu uzima po tri broja, koji pretstav-
ljaju komponente na koordinatnim osama. :

Newton i engleski matematiari 18. vijeka operisali su sa geometri-
skim velitinama neposredno, ne prelazei na komponentf:hu sva.komtslu-
¢aju. Ma da je Newton te veli¢ine, dakle 1 .vvexlftorsl'&e veli¢ine, 'posma gio
u cjelini, posmatrao ih je izolovano, metaf}zmlg, te 1qpored svoje vanre _e
genijalnosti nije uspio dati prost, jasan i pristupacan metod operisanja
sa tim veli¢inama. .

Analitidki metod dovodi do sjajnih rezultata, étg dok‘aZL.lJ}{ mnogo-
brojna i genijalna djela i pronalasci velikih matematicara 1 fiziCara. Taj
metod moZe i danas oduSeviti ¢itaoca. . . .

Ali i pored pozitivnih strana 'analitiékogvmetoda'treba lmautna ir;u
da vektorska veli¢ina, koju taj metod razlaze'n'ft tri kon}ggnkien eé,fgd %
stavlja neku fizicku veli¢inu u cjelini i kao (.:Je'lma. Agi.h 1.<:,e :; e
rastavlja, pa djelove analizira bez veze sa cyelmonT. ovis i{terigu =
metod vektoru oduzima, zanemaruje i svojstva, koja ga kara ;

vodi raduna o fizi¢koj stvarnost, koju vektor odrazava i prikazuje. Vek-

tor kao konkretno jedinstvo brojne veli¢ine, pravea i §mj§ra u ailzal"ltlc—

kom metodu izgubi svoje kvalitete i rastrze se na svoje dJelove: OfJilzi 21

drukéijeg karaktera, nego $to je sam vektor, a da"se ;1 nebgc;:l(;ir;[l oapam,.
j i j isoko razvijenim algeba -

koi stvarnosti. Neosporno je da se Viso m

togn u Sirokom smislu racunski dolazi spretno do rezulta,tal.) A_1.1 vlap;)rj;l.

razbijanja cjeline-kompleksa operacije su duge, sa lxlxlmogovelxi'lcgg s

i¢ina, ¢ jno d sve genijalnos

lid¢ina, éesto nedovoljno pregledne, pore : ] P : :

ka, koji su tim metodom dosli do rezultata od istoriske vaznosti za na

uku i dovjedanstvo uopste. ' . . -2

Dakle, kod analitickog metoda se um;es"co ]egnog bI‘"O]a. upoﬁr:?ol%z_
vaju tri broja, vrlo velik je broj analiti¢kih Jedna%cma,' a Cesto je 1
nost veéa pod uticajem izabranog koordinatnog sistema.

Razvojem fizike i matematike u drugoj polt')vinith. \&fkieizz):nz

iS : j ¢ ju i primjeni vektors .
se priSlo posmatranju, proucavanju e
jelini j ktora u tri komponente. Nara . :
cjelini, bez razlaganja ve : %) Fieipetn

i sist trebljava kao pomocno sredstvo. 10 J& OP
A ; 2 ali na viSem stepenu. Uzimajucl vektor kfw
kako za obiljezavanje, tako i za proracu-
dene su i nove metode vektorske algebr"g,
se hidromehanika, 'a kasnije

ranijeg geometriskog metod
cjelinu stvorio se novi aparat
navanje i prikazivanje. Prona A
analize i uopdte teorija vektora. Razvija
elektrodinamika.

Prvi radovi iz teorije vektora pojavljuju se sredinom 19. vijeka.
Njemacki matematiéar Hermann Grassmann objavijuje 1844 godine djelo
»UcCenje o liniskom istezanju« (Die lineale Ausdehnungslehre), a irski
astronom, fizi€ar i matematiéar William Rowan Hamilton 1853 godine
djelo »Lekcije o kvaternijonima« (Lectures of Quaternions). Autori na
vrlo komplikovan i teSko pristupacan naéin izlazu matematicki, ne uzima-
juéi dovoljno u obzir fizicku stvarnost, te pomenuta djela nisu odmah §i-
roko prihvaéena i rasprostranjena. Ali i pored matematidki slozenih izla-
ganja, kao na pr. kod Hamiltona kvaternijoni, koji su naroéiti »hiperkom-
pleksni« brojevi sa etiri nezavisne jedinice, dati su izvjesni pojmovi i

_ operacije iz vektorskog ra¢una. Hamilton je dao pojam polja i nekih dife-

rencijalnih operacija u polju, dao je operator 7. Dg’p_g)i_zxgd,agzaktqrg»,

Hamilton je doSao 1843, a Grassmann nezavisno-od njega 1844 godine. -

Teoriski fizicari su razradili i primijenili teoriju vektora tek u drugoj
polovini 19. vijeka. Genijalno klasiéno djelo James Clerk Maxwell-a »Trak-
tat o elektricitetu i magnetizmu« (Treatise on electricity and magnetism),
objavljeno 1873 godine, pisano je u vektorskom obliku. Zatim slijedi
plejada fiziara, koji primjenjuju i razvijaju vektorski radun, kao John
Willard Gibbs (Gips), Heaviside (Hivisajd), Foppl, Abraham, a kasnije
u 20. vijeku Max Planck i veéina savremenih fizidara, koji sve viSe pro-
dubljuju i primjenjuju teoriju vektora. Fizi¢ar Gibbs je uglavnom dao i
formu vektgrskog ra¢una jo§ 1881 godine, pri éemu je naravno upotreb-
ljavao Cije oznake nego Sto se danas upotrebljavaju.

Savremena fizika je uglavnom usvojila vektorski radun u svim vaz-
nijim oblastima. Postoji samo jo$ ne veliki niz pitanja iz oblasti mate-
matike, fizike, nauke o &vrstoéi i sl., gdje se vektori tek po€inju primje-
njivati, ili se jo§ ne primjenjuju uopSte. To su sa principijelne tacke
posmatranja pitanja manjih razmjera i vaZnosti u odnosu na osnovne
glavne oblasti fizike, koje se ne mogu danas ni zamisliti bez vektorske
analize, kao §to je na pr. elektrodinamika, hidromehanika itd. Medutim
iako je savremena fizika uglavnom potpuno usvojila vektore, neki autori,
— doduSe mali broj, — pod uticajem starog analititkog metoda inertno
nastavljaju rad po starom, danas nedovoljnom i nepraktinom metodu,
2 novi ne Zele, ne proudavaju, te ga i ne usvajaju i kada se radi o vek-
torskoj, a da se ne govorio tenzorskoj analizi, bez koje se takode savre-
mena fizika ne moZe zamisliti. Neosporno je da simbolika u teoriji vek-
tora ne osvaja na brzinu i zbog nezgodno jzabrane terminologije i zbog
vracanja na komponente prilikom definitivnog izratunavanja i rjeis
vanja pojedinih zadataka i pitanja.

Ali prirodnost, prakti¢nost i kratkoéa, pa i elegantnost vektorskog
izlaganja i ra¢unanja obara svaki prigovor. Tako tecrija vektora posljed-
njih decenija i godina pretstavlja najelegantniji, a skoro i jedini, metod
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prikazivanja i prou¢avanja u fizicl Dana$nji fiziéar, inienjer'i matema-
tiar ne mogu biti na savremenom nivou nauke i svoga‘ po.zwa, ako ne
poznaju osnovne stavove iz teorije vektora i njihovu primjenu. -

Vektorski radun se, dakle, ne moZe nazvati srafunska stenografija«,
jer u vektorskim formulama slika fizitke stvarnosti dobijan éesto takav
oblik, da istide vezu sa tom stvarnoséu daleko vise od ranijih metoda.

Prema tome, u savremenoj teoriji vektora se vodi rafuna o pojedinim
definicijama raznih veli¢ina drukéije nego kod ranijih mt.a.toda. Danas se
te veli¢ine definiu nezavisno od koordinatnog sistema, koji se samo even-
tualno primjenjuje na razne naéine. Tako na pr. prz‘lvoug'li sistem nije
uvijek najpogodniji, pa se primjenjuju i krivoliniski sistemi. 5 '

Radi lak$eg snalaZenja onih ¢italaca, koji prvi put. proucavaju teo-
riju vektora, paralelno se izlaZe i analitiéki metod kod nlza.pxtan:)a. _T:%ko
ée se Gitalac lakSe i br¥e orijentisati u raznovrsnoj literaturi raznih jezika

i autora.

e i

[ ere

D b et A

PRVA GLAVA

§1. — VEKTOR I SKALAR .

U proucavanju strukture i strukturne zakonitosti materije fizika i
matematika| obuhvataju sa manjom ili veCom apstrakcijom razne oblike
materije i njenog kretanja. Veli¢ine koje karakteri§u razna kretanja i
ostale osobihe materije koju proucava fizika prema prirodi i prema mo-
guénosti izraZavanja mogu se podijeliti u dvije kategorije: skalarne
veliéine|i vektorske velidine.

Sam nagiv skalar oznaéava svojstvo skalarne velidine. Skalar se moZe
pretstaviti na jednoj skali, a to znadi jednim brojem, brojnom vrijednoséu.
Jedan broj je potreban i dovoljan uslov da se okarakterife jedna skalarna
veli€ina. Tako na pr. zapremina nekog tijela je poznata kada se zna brojna
vrijednost U zapreminskim jedinicama, masa tijela je poznata kada se
zna brojna jvrijednost u jedinicama mase, temperatura tijela je takode
poznata i odredena kada se zna brojna vrijednost u jedinicama tempera-
ture — stegenima; zatim elektriéno optereéenje, gustina itd. — za sve to
je dovoljno |znati odgovarajuéu brojnu vrijednost u dotinim jedinicama.
Na primjer masa tijela iznosi 5 grama, a grama, m grama; temperatura
tijela iznosi B09C, tOC; elektri¢no optereenje iznosi 1 kulon, e kulona itd.

Vektorgka veliCina pretstavlja se vektorem. Vektor ima slijedeée ka-
rakteristike| intenzitet (brejnm vrijednost, apsolutnu veli¢inu, apsolutnu
vrijednost, duzinu, modul), pravac i smjer. Neki autori nazivaju vektor
usmjerenom| duzi, drugi ne vode raéuna o smjeru, nego pored dvije prve
karakteristilke jo§ o poéetnoj ili napadnoj taéki itd. Brojna vrijednost
vektora je Broj koji pokazuje koliko odgovarajuéih jedinica ima veli¢ina
koju vektor |pretstavlja. Tipi¢an primjer vektorske veliéine u fizici je sila.
Za potpuno |odredivanje sile koja djejstvuje na jednu materijalnu tadku
potrebno je|znati ne samo broj dina ili ostalih jedinica, kojima se sila
mjeri, nego {je potrebno znati i pravac u kojem sila djejstvuje, a zatim i
, odnosno toga pravca sile, u kojem sila djejstvuje (vuée ili
ina je takode vektorska veli¢ina itd.
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Vektor se pretstavlja usmjerenom duz (sl. 1). Veliéina duzi pret-
stavlja velidinu vektora. Vektor ima podetnu tadku ili pocetak i krajnju
tadku ili kraj (zavrSetak). Smjer vektora oznadava se strjelicom na kraju.

_ 8
/
A

St 1.

Mi éemo vektore obiljeZavati uopSte malim slovima latinice sa hori-

zontalnom strjelicom odozgo usmjerenom udesno kada se piSe rukom, na
> > 3> > . ) . . .
Pr. a, b, e 4 & ili sa dva velika slova, koja oznacavaju pocetak 1 kraj
- -

PEEN
vektora, a iznad njih takode strjelica, na pr. AB, MN, OA. Takode ¢emo
pored opstih notacija upotrebljavati i vektore sa jednim velikim slovom,
koje je uobifajeno kao notacija za izvjesne fizi¢ke velifine, kao na pr.
0 . - —
sila F, magnetno polje H, elektriéno polje E, orijentisana povrSina S,
-—>

moment sile M itd. Sto se tiée Stampe u knjizi, usvojili smo sovjetsku
no.taimju, koja je po naSem miSljenju najprakti¢nija, a to je da se vektor
obiljezava masnim slovom bez strjelice, |bez obzira da li je
slovo malo ili veliko. Ako se pak vektor obiljezi velikim slovima poletne
i zavrsne tadke, onda se i kod Stampanog teksta stavlja strjelica iznad tih

— - -

slova. Na pr. a, b, ¢, j, r; AB, MN, OA.
Brojnu vrijednost vektora ili modul vektora oznadavatemo istim
slovom kao i vektor, ali bez strjelice, — prosto doti¢nim slovom kao skalar,
ili pak vektor medu uspravnim crtama. Tako na pr. modul vektora a

- —
oznadavaéemo a ili |al, modul vektora AB sa [AB|

U literaturi postoje razni nadini obiljezavanja. Neki autori upotreb-
ljavaju velika gotska slova, neki iznad slova i kod Stampanog teksta
stavljaju strjelicu kao kod pisanog rukom, neki ne stavljaju strjelicu, nego
obiénu crtu, neki stavljaju slovo v pred oznakom za vektor itd., a apso-
lutne vrijednosti (veli¢ine) oznacavaju takode na razne nacine.

% 2] 7

§ 2, — POBJELA VEKTORA PREMA PRIRODI
FIZICKE VELICINE

Vektori mogu pretstavljati razlidite veli¢ine, od kojih zavisi i vektor
u cjelini i njegova geometriska slika. Poletak vektora posmatran kao
snapadna tadka« vektora moze biti proizvoljno uzet, a mozZe biti odreden
u izvjesnom domenu ili potpuno u Eitavom prostoru, ako se o njemu

radi. Prema tome se vektori dijele na:

*

1. — Slobodne vektore, 2. — klizuée ili liniske

vektore i 3. — vezane vektore.

Kod slobodnog vektora napadna taka se moZe izabrati proizvoljno
u prostoru, pri emu treba da modul, pravac i smjer vektora ostanu ne-
promijenjeni. Slobodni vektor se moZe pomjerati paralelno samom sebi
prema potrebi, a da se pritom ne izmijeni. Tako se moze podetak vekto-
ra dovesti recimo u podetak proizvoljno izabranog koordinatnog sistema,
a da se ne poremeti tagnost prikazivanja velidine i pojave, koja se pro-
udava i vektorom pretstavija. Kao primjer slobodnog vektora uzeéemo
brzinu translatornog kretanja jednog tijela. Sve tadke tijela imaju pri
translatornom kretanju istu brzinu,
pa moZemo proizvoljno izabrati na-
padnu tadku vektora brzine.

Kod liniskog vektora poéetna taé-
ka vektora moZe se pomjerati po
pravoj liniji, koja se poklapa sa prav-
cem vektora (sl. 2). Djejstvo je isto.
a vektor se moZe uzeti proizvoljno ili

— ->
na pr. kao AB, ili kao A,B, itd
Primjer klifuéeg vektora je vektor
sile, koja djejstvuje na kruto tijelo. \
Pomjeranje napadne tatke sile duz e
prave koja se poklapa sa pravcem -
sile ne remeti prvobitno kretanje.

Kod vezanog vektora odredena je pofetna tacka, pa se vektor ne
mo¥e pomjerati, jer je u raznim tackama razli¢it. Primjer vezanog vek-
tora je vektor polja, gdje je u svakoj tacki polja razli¢iti vektor kao
pretstavnik fizi¢ke veli¢ine u dotiénom polju. Na pr. ako je dato elektro-
statiéko polje, onda je vektor polja karakteristika polja, a uopste moZe
biti razli¢it u raznim tackama.
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Proucdavaéemo najprije slobodne vektore, a zatim i ostale Sto se
viSe odnosi na pojavu i veli¢inu, koja se proucava, a ne na same veklore.
Naravno to ¢e biti u vezi izvjesnih pitanja i zadataka, koji se budu pro-
udavali.

§ 3. — PROIZVOD I KOLICNIK YEKTORA
I SKALARA

Proizvod vektora a sa wskalarom k je takode vektor b brojne vrijed-
nosti ka, istog pravca kao vektor a, a istog smjera ako je k > o, suprot-
nog smjera ako je k < o.

Dakle,
a.k=%k.a=Db, gdje je b = ka. (3,1)

Ako je k = 1 onda je b = a, a to znadi da su jednaki vektori para-
lelni (mogu se i poklapati) i istog smjera.

Ako je k = —1 onda je b = —a. Za takva dva vektora kaZe se da
su medusobno suprotni, a to znaéi da su paralelni, iste brojne vrijednosti,
ali suprotnog smjera. UopSte se nazivaju i antiparalelni.

Analogno se dobija a‘= 412— pa se moZe re¢i da je koliénik vektora 1

skalarne veliCine proizvod vektora b i reciproéne vrijednosti skalara k.
Koliénik je takode vektor k puta manje brojne vrijednosti itd.

§ 4. — JEDINICNI VEKTOR TLI ORT VEKTORA

Neka je dat vektor a. Uzmimo drugi vektor, koji je istog pravca. i
smjera kao dati vektor a, ali ima brojnu vrijednost ravnu jedinici. Ozna-
¢imo ga sa ay. Vektor a, naziva se ort vektora a. Ovaj vektor oznalava
orijentaciju vektora a, pa je otuda i uzet naziv za jediniéni vektor.

* Prema tome je

a = a.ag A =% (4,1)

ili svaki vektor je ravan proizvodu iz svoje brojne vrijednosti i svoga
orta; ort jednog vektora ravan je koliéniku tog vektora i brojne vrijed-
nosti istog vektora.

$ 4] 9

Primjeri i Zadac:

1. — Napisati u vektorskom obliku zakon gravitacije i Coulombov
zakon. R

Kod zakona gravitacije sila kojom mase dvaju tijela medusobno djej-
stvuju je:

m, . 3
F = e —2-2 1,

gdje je ry ort vektora r, istog smjera kao i vektor F, a gravitaciona

konstanta. Ako se staviry = r , dobija se definitivno vektorski oblik
t

m;ms

F = s = r.

>

ro
Coulonib-ov zakon medusobnog djejstva dviju koli¢ina elektriciteta je

9:92
r2

1
F:—E— Iy,

gdje je : dielektriéna konstanta sredine. Analogno se dobija u vektor-
skom obliku:
1 99

F=—.
€ r3

r.

Analogija ovih zakona nikako ne znaéi identiénost, jer je kod elektri-
citeta druké¢ije kretanje materije nego Sto je mehanicko kretanje, $to sve
jo& nije dovoljno proudeno, pa se i analogija brzo iscrpljuje.

Iz posljednje relacije se dobija vektor elektrostatiCkog polja

E=

'F I.

F_1 a
qt:'
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§ 5. — SABIRANJE VEKTORA

Vektori se sabiraju ili slazu prema pravilu poligona. Neka su dati

_)
vektori a, b, ¢, d (sl. 3). Nanese se vektor a = OA. Na kraj toga vektora

— — —
nanese se drugi vektor AB = b i tako dalje BC = ¢, CD = d. Zbir svih

=
vektora je vektor OD = e.

Lako je dokazati da za zbir vektora vaze slijedeéa svojstva:

a) komutativnost: a + b =b +a; . . . . . . . . . (51)
b) asocijativnost: a + (b+¢) = (a+b).-+c¢c; . . . . . (52)
¢) distributivnost: k (a + b + ¢) = ka + kb + ke. . . . (53)

Razlika dvaju vektora se dobija kao zbir prveg vektora i vektora
suprotnog drugom:

a—b=a+(—Db). . . . . .. (54

§ 6] i |
§ 6. — KOLINEARNI I JKOMPLANARNI VEKTORI

Dva vektora su kolinearni kada su paralelni jednoj pravoj ili se na-
laze na jednoj pravoj. Prema tome kolinearni mogu biti vektori razli¢ite
brojne vrijednosti i smjera. Glavno je da budu paralelni (sl. 4).

a|b| LL

Iz prethodnog se zna da je proizvod vektora i
skalara takode vektor, pa je vekior b = ka ko-
linearan sa vektorom a, gdje moZe biti k = o.

Uslov kolinearnosti dvaju vektora moZe se
izraziti i u simetri¢nom obliku ovako:

—ka + b=o.

Pomnozimo ovu jednalinu sa u 1 stavimo
— ku = 1, pa je uslov kolinearnosti dvaju
vektora:

},a.+‘u,b=0.. 8 . L ien) Sl 4.
Tri ili viSe vektora su_komplanarni kada su paralelni jednoj ravni
ili se nalaze u jednoj ravni.

Neka su data tri vektora a, b, ¢ u jednoj ravni (ravan crteza) (sl
5a). Onda je moguéno vektor ¢ razloZiti u dvije komponente ¢, i ¢, koje

-
su paralelne sa vektorima a i b. Prenese se vektor ¢ = AB (sl. 5b). Razla-
— —
ganjem na komponente odredenog pravca se dobija: CB = ka, AC = 1b,

pa je uslov komplanarnosti triju vektora:

c=ka+1lb. . . . . 5wy Mo (6521
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Simetri¢ni oblik se dobija sliéno ranijem:

—ka—1b+c¢c =0

Pomnozi se sa » i stavi— k» = 4, —1v = (, pa se uslov komplanarnosti
definitivno dobija u simetri¢cnom obliku:

la + ub + ve=o0.. . . . . . . . (62a)

Primjeri i zadaci

1. — Data su tri vektora a, bi ¢ = ka + 1b sa zajednickom pocet-
nom tackom. Dokazati da je uslov da vrhovi svih triju vektora budu na
jednoj pravoj: k + 1 = 1. '

= —
Povuce se DE||AB (sl. 6), pa je ED = ka, AE = lb, a iz sliénosti
trouglova ABC i EDC dobija se prema sl. 6

k.AB:AB = (AC—1.AC) : AC, ili

'k+l=1.

2. — Data je relacija: ja + ub + 3¢ = YF + uG + »H. Dokazati da
su tada komplanarni slijedeéi vektori:

a—F,b—G,¢c—H.

§ 7] 13

Prebagivanjem élanova jednacine sa desne na lijevu stranu dobija se

i(@a—F)+ p(b—G) +» (¢c—H) =0, a to je uslov komplanarnosti,
§to je trebalo dokazati.

3. — Data su tri vektora a, b, ¢. Koji uslov treba da ispune, pa da se
od njih mpZe formirati trougao?

TraZeni uslov je:a + b + ¢ = o.

§ 7. — PROJEKCIJA VELKTORA

Projekcija vektora na neku osu je otsjefak ose, koji éine ravni povu-
¢ene kroz|krajnje tacke vektora normalno na datu osu. Projekcija vek-

tora A>B = a je AjB;, = a_ (sl. 7).
Ravan povucena kroz A normalno na £
osu xXx ima sa osom zajedni¢ku tacku a
A, — prodornu ta¢ku —, a ravan A /
povulena kroz tacku B normalno na |
istu osu |ima prodornu taéku B;. ;

I

!

Osa je, Kao Sto je poznato, prava
koja ima gdredeni smjer osim pravea.

Ugao izmgdu vektora i ose takode je {
ugao medi dvjema pomoénim pra- A' Qy B, X
vama poyuéenim iz neke tacke u o -

prostoru paralelno vektoru i osi.

Projekcija vektora na osi se smatra skalarnom i algebarskom veliéi-
nom. Strogo uzevsi projekeija vektora je vektor. No radi kratkoée uzima-
¢emo samlo mjerni broj te projekcije. Projekecija je pozitivna ako ima
smjer ose, a negativna ako ima suprotan smjer. Projekcija vektora na
nekoj osi [jednaka je proizvodu veli¢ine vektora i kosinusa ugla izmedu
vektora i pse. Ako ugao izmedu vektora i ose oznadimo sa a, kao $to je iz
geometrije poznato biée a, = acosa; ova relacija vazi.za sve vrijednosti
ugla . Ako je ¢« = o onda je a, = a, tj. vektor je paralelan osi. Ako je
Q= % ohda je a, = o, tje. vektor je normalan na osi. Ako je —'7;<cv. <
bi¢e cosa4 o, ali je i projekcija a, negativna, pa relacija vaZi i za taj
slucaj.
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Projekcija geometriskog zbira vektora na nekoj osi jednaka je alge-
barskom zbiru projekcija pojedinih vektora. Neka jod = a + b + ¢ onda
jed, = a, + b, + c,. U prostoru
C se vektori sabiraju geometriski, a
projekcije na osi algebarski. Na
slici 8. je a, i d, pozitivno, a b, i c,

.B negativno. :

\\ Primjer:

Brojna vrijednost jednog vektora

'] ST

t
1
f
|
|
I
|
¢, \ > jea = 10. Projekcija tog vektora na

datoj osi je a, = —5,6. Naéi ugao a
S1. 8. . . .

izmedu tog vektora i ose.

5,6

|

l

|

i

|

4
X A‘ D’

Prema podacima je cosg = —

= 0,56, ¢y =2 5595T". ¢ = 12403’

0 Suplementini ugao je a;. cos.; =

§ 8. — PROUCAVANJE VEKTORA U XOORDINATNOM
SISTEMU ‘

U matematici i fizici upotrebljavaju se dva Descartes-ova koordi-
natna sistema: lijevi sistem i desni sistem. Kod lijevog koordinatnog si-
stema (sl. 9) rotacija od x-ose prema
y-osi za posmatraca koji stoji uz z-osu z
obavlja se najkraéim putem slijeva udes- 4
no, kao kazaljka na satu gledano odozgo. :

To je pozitivni smjer rotacije sistema. Taj i

sistem se moZe pretstaviti redom palcem, i
kazZiprstom i srednjim prstom lijeve ruke.
Razvojem fizike, a naroéito nauke o elek-
tricitetu 1 magnetizmu ispostavilo se da
lijevi sistem nije podesan. Za matemati¢ko

!

i

{
JUNB

s
e
7

proucavanje i prikazivanje zakona elektri- -
citeta i magnetizma bolje odgovaradesni /57
koordinatni sistem (sl. 10). Rotacija od SL 9.

x-ose ka y-osi najkraéim putem obavlja
se za posmatraca, koji stoji uz z-osu, s desna ulijevo, u smjeru su-
protnom od smjera kretanja kazaljke na satu gledane odozgo. To je

$ 8] 15

pozitivni smjer rotacije. Desni sistem se moZe pretstaviti redom palcem,
kaziprstom i srednjim prstom desne ruke. Kolika je prednost desnog ko-
ordinatnog sistema vidi se na raznirm primjerima iu fizici i u matematici.
U teoriji elektriciteta za odredivanje smjera vekfora magnetnog polja,

‘Z
|
| |
| -
|
’ ';
10 y
/}_...._,_..__._._ —d
v /
7
s/
%

SL. 10, St 11

‘koje izaziva struja, koja proti¢e kroz provodnik, dobro objaSnjenje daje

Maxwell-ovo pravilo, ili pravilo svrdia. Ako se vréi rotacija duZ sil‘nic:?
u njihovom smjeru, onda ée po pravilu svrdla okretanje udesno izazivati
napredovanje svrdla u smjeru kojim protiée struja (sl. 11).

U matematici je kod desnog sistema prirodnija veza izmedu sistema
u prostoru i u ravni, te je i prelaz olakSan.

Prema tome mi smo usvojili desni koordinatui sistem.
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RAZLAGANJE VEKTORA NA KOMPONENTE

Dat je vektor 5{3 = a u koordinatnom sistemu (sl. 12). Zbog lakSeg
proudavanja uzedemo poletnu talku vektora u podetku koordinatnog si-
stema. Dati vektor moZemo razloZiti na tri vektora duZ koordinatnih
osa, pa je

— —> - —
OP —a =0A +0B+0C.. . . . . . (81
Z
/}rfﬂ ————————————
R4 [ .
S p X
s/
7/
/ s
s/ R I
- T g P
! 1 i
| i
i
!
| AZS
A
| / \
- N :
: 061/ = e 'R
| ( 0 s el
| \ 2L
! - ’
. \ s
| ¢ \
s \
; // \( »//
4 e
'Z};/;j; (,’)
Sl 12,
= — —> —
Vektori OA, OB, OC nazivaju se klomponeunte vektora OP = a.|
Projekcije vektora a na osama su algebarske veli¢ine: OA = a,;

—>
OB = a,, OC = a, Tosukoordinate vektora OP = a. Prema tome
koordinata vektora je algebarska vrijednost njegove odgovarajuée kom-
ponente na koordinatnoj osi, ili projekcija vektora na osi.

§ 8] ‘ 17
Jediniéhe vektore ili ortove duz koordinatnih osa oznacdavamo sa:

— ->
i, J, k. U oviom slucaju ort vektora OA je i (sl 12), ort vektora OB je j,

N
ort vektora| OC je k, ili u pravouglom koordinatnom sistemu:

— - —>

OA = a, .| OB = a, . j, OC = a, . k.

Vektori i, j, k nazivaju se koordinatni ortovi Prema tome je

a=aitaj+ak . . . . . . . . (82

Oznadimo s a;, a2, a3 uglove vektora a sa koordinatnim osama, pa ée biti:

a, = acosa;, &, = ac0Sap, 8, = 8C0Sqz. . - . . (83)

X

Prema Pitagorinoj teoremi je

a2 = a2 + a2 + a?2 B =X )

Na osnovu toga dobija se relacija medu uglovima tako da se treéi moZe
izraCunati kiada se znaju dva:

cos2g; + cos2g, + cos2g; = 1. . . . . . . (85)

Iz (8,3) i (8,4) se dobija

cos 2x x
al = == -
a Vaxz"‘ayz‘f‘azz

ay ay

COSay = —— = —————————— . . . (86)
a V3x2+ayz+aZ’ '
a, a,

COSqg =

T Jartartar

Za odredivanje vektora dovoljno je znati tri projekcije. Ako vektor
nije slobodap, te se uopSte podetak vektora ne nalazi u koordinatnom po-
Zetku, onda |nije dovoljno znati samo tri projekeije. Potrebno je znati i

Ing. D. M Ivapovié: Osnovi teorije vektora 2
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|z B koordinate podetne tadke vektora (sl. 13). Po-
] . . = o .
i vucimo pomoéne vektore OA i OB. Onda je
i - ol —>
i AB = a = OB — OA. Oznalimo koordinate
! tadke A sa Xy, ¥, 2;, a tacke B sa X, Yo, Zo»
; pa je prema pravilu o projekciji razlike:
oY -
4 Y a, = Xo — X, &, = Yo — Vi, & = % — Zi-
./
A Velidina vektora a je

Sl 13.

l

a = |(xa —x)2 + (y2 —y)?2 + (22 —2%)°
a uglovi sa koordinatnim osama dobijaju se iz relacija:

Xo — Xy itd
Vim — %02 + (32 —yo2 + (& —2)2

cos «; =

Primjeri i zadaci:

1. — Projekcije vektora a na koordinatnim. osama su 2, = 3,
a, = —4, a, = 12. Naéi duzinu vektora i kosinuse njegovih uglova sa.
koordinatnim osama.
o 3 4 12
Odg.: a = 13, cosq, =33 COSay = — Jg cosaz = 77
2. — Date su projekcije vektora

a, b i ¢ na koordinatnim osama:
a =5 a =1 2a =§; b, = 3.

Y

b, = 6; ¢, = —6 ¢ = —9
¢, = — 5. Naéi duZinu vektora zbira
tih vektora.

Odg.: r = 11.

3. — U tadkama M, (x,, ¥i. Z1).
M, (X3, Vo Z2), Mz (x5, V5, 23), - -
nalaze se mase m;, my, my . ... M,
Odrediti koordinate tezista tog siste-
ma (sl. 14). Sl 14,

19

Za dobijanje koordinata tezista poéicemo od dviju masa, na pr.
m, i my, koje se nalaze u M; i M. Oznaéimo radius-vektore sa r,, r, itd.
Neka je A teZiSte masa m, i m, Talka A dijeli duz M; M, u odnosu
M, A m,

A, o m, P2

obrnutom masama:

—>
MA =71, _,— T, AMy =T, — T, ,,

m, (r,_,— 1) =m, (ry; —7r,_)), (m; + my) r,_,=m I + myT

_ m;ry + mor.

=277« my + me

Radius-vektor teZiSta masa m,, m,, mg; dobite se kao teZiste izmedu
masa m; + m,, koje se fingiraju u tacki A, i mase mz u tacki Mj, pa
se dobije:

m;r; + mor, + mM3ry
T p——]
1-2-3 m;, + mp + m;

Za n materijalnih tadaka radius-vektor teziSta biée:

k=n
~

z

, MgTk A
1 I
]

I

l

¥ = —————

k=n

~
R
k=1

Odavde se razlaganjem radius-
vektora dobijaju koorinate teziSta:

A

o

M,

!

]

]

!
Opeimeoo
P2 y

D D
Xm, x, y = T m,y, .
Zm, ' Zm, ’ /
7

/

Im z, Ny
z = .

3

< my SL 15.

X =

4. — U tadkama M, (X;, y1, 21), Mz (Xs, ¥, 22) itd. nalaze se koli-
¢ine elektriciteta q;, 9o, . . . g, Odrediti projekecije vektora elektri¢nog
polja E u nekoj tatki A (x, y, z) (sl. 15).
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—
Vektor E je poznat iz relacije E = %;% r gdje jer = M,A. Vektor

E je ravan zbiru svojih komponenata na koordinatnim osama E — D O
+ E,; j + E, k, a vektor r:
r = (x—x) i + (y—y1) j + (z—2)) k.

Prema tome je

TR e . S e | § ks W
L= T o Bwso T B0t

Uzimajuéi u obzir sva optereéenja dobiée se:

k=n k=a
\ T G X — Xk =NV y—Yk
E g E, = S e e
c rk

k=1 =
N gk zZ —z

7 3 ’
, r
& k

gdje je

n=Vx —x)+ 0 —y )+ — ).

§ 9. — SKALARNI ILI UNUTRASNJI PROIZVOD
DVAJU VEKTORA

Skalarni ili unutradnji proizvod dvaju vektora
jJe proizvod iz brojne vrijednosti (intenziteta) jed-
no'g vektora i projekcije drugog vektora na pPrvom.
?‘aJ proizvod je skalarna velidina. ObiljeZavamo ga pisanjem vektora
jedan uz drugi bez ikakvih znakova ili sa tatkom — kao u algebri:

ab = ab cos (a, b). Sl i o B L. oA s (9

Prema tome skalarni proizvod dvaju vektora jednak je proizvodu
njihovih apsolutnih vrijednosti i kosi ji
P Jednosti i kosinusa ugla medu njima.

Iz (9,1) se vidi da je

ab=ba...,.......(9,2)

§ 8] 21

tj. veli¢ina|skalarnog proizvoda dvaju vektora ne mijenja se promjenom
reda faktoita, a to znadi da za skalarni proizvod dvaju vektora vaZi komu-
tativni zakon.

Premal pravilu o projekcijama dobija se kao skalarni proizvod jednog
vektora sa|zbirom drugih vektora slijedeca relacija:

a (b+¢) = ab + ae, o W% B e o e ges (9:3)

a to znadi|da za skalarni proizvod vektora vazi distributivni zakon. To
se mozZe dgkazati i geometriski prema sl. 16. Projekcija vektora s na a
neka bude [s,, pa je a (b+¢) = as = as,. Prema slici jes, = b, + ¢, ili
as, = ab, |+ ac,, Cime je takode dokazana tvrdnja (9,3).
Distributivni zakon vaZi za proizvoljan broj sabiraka:

a (b+e+d+ ...) =ab +ac +ad + ... . . . (99

To se moZe prosSiriti i na proizvod vektorskih polinoma, na pr.:
(a+b) (e+d) = ac + be + ad + bd,

Sto je lako dokazati zamjenom izraza u jednoj zagradi jednim vektorom
i uzastopnim mnoZenjem.
Kao specijalni slucajevi se dobijaju:
(atb)2 = aa * 2ab + bb = a2 £ 2ab + b2.. . . . (9,5 -
(a+b) (a—b) =aa—bb =2a2—b2.. . . . . .(96)
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Asocijativni zakon vaZi samo jo$ i za mnoZenje nekim skalarom:
(ka) b = k (ab) = kab = (kb)a. . . . . . (9,7)

jer za viSe od dva vektora nema smisla.

Iz (9,1) se vidi da skalarni proizvod ab moze imati sve vrijednosti
od — ab do + ab, §to zavisi od veliéine ugla (a,b) = ¢. Ako je ¢ = 0 onda

je ab = ab. Ako je ¢ =-12l onda je ab = 0, ili skalarni proizvoed dvaju

medusobno normalnih vektora jednak je nuli.

Iz prethodnog se vidi da je proizvod vektora samim sobom, odnosno
kvadrat vektora, jednak kvadratu njegovog intenziteta

aa = a .acos00 = a2 . . . . . . . - (9,5a)

7Za vektor nije najzgodnije pisati kvadrat kao za obitan algebarski
broj zbog toga Sto ta oznaka mo¥e imati u vektorskom raunu drugo
znatenje, pa ¢emo kvadrat vektora gedée pisati kao proizvod.

Skalarni proizvod nekog vektora sa jediniénim vektorom jednak
je projekciji tog vektora na osi jediniénog vektora:

ab = bcosp, . . . . o o (9.8}

gdiejea, =1, ¢ = (a;.b).

1z dosadadnjeg izlaganja se vidi da se na skalarni proizvod vektora
mogu primijeniti svojstva proizvoda obi¢nih algebarskih brojeva prema
distributivnom zakonu. Ipak se ne mogu primijeniti sva svojstva alge-
barskih operacija, kao na pr. ako je dato ab = ac, oduzimanjem dobi-
jamo a (b—c) = 0. Odavde se ne moze zakljuéiti da je b = ¢, jer ska-
larni proizvod moze biti ravan nuli i u sluéaju kada nijedan od dinilaca
nije ravan nuli, nego kada su medu sobom normalnt.

Ako je poznat proizvod i jedan ¢inilac, onda drugi ¢inilac nije jed-
noznaéno odredjen, a to znali da ne postoil dijeljenje kao obrnuta rad-
nja skalarnom mnozenju.

Prema tome skalarni proizvod dvaju vektora ima svojstva, koja ga
razlikuju od obiénog proizvoda i koja su vaina u matemati¢kim ope-
racijama.

Skalarni proizvod dva koordinatna orta kod pravouglog sistema do-
bija se prema prethodnom:

ij:jk:ki:(),ii:jj:—-kk"—'l ... 99

§ 9] 23

Skalarni proizvod dvaju vektora u analitiékom
obliku.

Tzraziéemo vektore u funkeiji njihovih projekcija na koordinantnim
osama:

a=a. i+ aj+akb=D>bi-+ b.j + bk
Skalarni proizvod se dobija mnoZenjem:
ab = (ad + aj + ak) (bi + bj + b.k)
% u vezi (9,9) definitivno
ab =ab, +ab, +ab,. . . . . . . . (9,10)
Uslov medusobne normalnosti dvaju vektora je
ab, +ab, +ab,=0. . . . . . .. (9,11)
!

Iz (9,10) se dobija ugao medu dva vektora, ili medu dvjema pravama
u prostoru slijede¢om relacijom:

cos (a, b) = cosqy = —&: - 2.b, + a"b"', +ab, (9,12)
b Ja: +az+azr |BE T b2 b2

z

Primjeri i zadact:

1. — Izraz za rad. — Prvobitni skalarni proizvod potice iz izraza

Sl 17.

za rad. Sila F, kojoj se napadna tacka pomjeri za duZinu 1 u pravcu
vektora 1, koji sa pravcem sile zatvara ugao ¢, vrsi rad

A = Fleosq, ili A = FL

Prema tome rad je jednak skalarnom proizvodu iz sile i puta, koji prede
napadna tagka sile (sl. 17).
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2. — Koji uslov moraju ispunjavati vektori a i b, pa da bude a + b
normalno na a — b?

Odg.: TraZeni uslov je aa = bb.

3. — Naéi uslov pod kojim je ma — nb normalno na ec.
Odg.: %::—zosim sluaja kada jea 1 ¢ib | c kada od.nos—:?-

dobija neodreden oblik.

4. — Dokazati da je b . ac — ¢ . ab normalno na a.

Skalarnim mnoZenjem ovog izraza vektorom a dobija se ab . ac —
ac . ab, a to je identino nuli, te je normalnost dokazana.

§ 10. — ROTACIJA HOORDINATNOG SISTEMA

Neka je dat pravougli koordinatni sistem xyz sa ortovima i, j, k,
koji rotacijom prede u drugi sistem x’y’z’ sa ortovima ', j’, k' tako da
su uglovi izmedu ose Ox’ i koordinatnih osa Ox, Oy, Oz redom ay, as, as,
izmedu ose Oy’ i osa prvobitnog sistema fg,, f,, fs, a ose Oz': vy, 7o,
Ys. (Sl 18). Onda se dobijaju slijedeée relacije medu kosinusima ovih
devet uglova, a iz skalarnog proizvoda koordinatnih ortova

Sl. 18,
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! ii'’ = cosa;, Ji' = cosas, ki’ = cosa; l

ijJ = cosp;, Ji’ = cosfs, KkJ =cosgs ¢ . . . (101)
ik’ = cosv;, jk' = cosv;, KK = cosy; j

®  Relacije (10,1) mogu se dobiti i iz tablice:

| i | i | ®

i csea | cosa, | cose

j cosfy | ccs By | cosBy

R” | cosy | cesys | cosys

gdje se lako nade odgovarajuéi proizvod, éemu ne treba objasnjenja.
Medu |ovim devet kosinusa postoji 12 jednacdina. One se dobijaju na
osnovu ranijeg izlaganja

cos?a; + cos2a; + cos?qz = 1 l
cos$f, + cos2f, + cos283 =1 . . . . . . . . . (10,2)
cosqy; + cos2¥, + cos?¥; = 1, J

€0Sq;C0Sf; + €0SapCoSPfy + cosazcosfs =0, (" L §)
cosf;cosY; + cosfycosy, + cosfzcos¥s = 0, (j L k') (10,3)
€oSY;€0Sa; + €OSYyCOSay + €OSYzcoSaz = 0.

Jednatine ((10,2) izraZavaju da je koordinatni sistem xyz pravougli, a
jednaéine (10,3) oznacavaju medusobnu normalnost osa koordinatnih si-
stema. Sest jednacina (10,2) i (10,3) nezavisne su medu sobom. Medu
njima ne Tostoji nijedna jednaéina kao posljedica ma kojih drugih.

Ako posmatramo ortove i’, j’ i k’ kao prvobitne, a i, j, k kao ortove
novog sistema, dobijaju se slijedece relacije:

cos2g; + cos2?f; +°cos?v; =1
cos2ap; + C0s2B, + cos2Y, = 1 (10,4)
cos2q; + €0s2f3 + cos?rz = 1,
€o3a;c0Say; + €Oospicosf, + cosyicosYy = 0, (1 L j)
COSapCOSa; + €OSfycosfs + cos¥geosyy = 0, (j L k) (10,5)
€osaz;cosa; + cosfzcosf; + cosyscosy; = 0, (k 1 i)
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Jednagine (10,4) izraZavaju da je koordinatni sistem x’, y’, 2’ pravougli,
a jednadine (10,5) izrazavaju medusobnu normalnost osa Ox, Oy. Oz,
odnosno ortova i, j, k.

Lako je vidjeti da su jednacine (10,4) i (10,5) posljedica jednadina

(10,2) i (10,3), te od 12 jednaina medu devet xosinusa nezavisne su.

svega Sest jednadina u grupama (10,2) i (10,3).

Za odredivanje medusobnog poloZaja oba sistema dovoijno je znati
tri ugla, a to znagdi da treba imati Sest nezavisnih jednaéina medu devet
kosinusa.

Odnos izmedu ortova novog i starog koordinatnog sistema dobija
se prema pravilu o razlaganju vektora na komponente. Projekcije orta
jednake su kosinusima njegovih uglova sa koordinatnim osama, p3 se
dobijaju slijedeée .transformacione formule za koordinatne ortove

i = icose; + jcosuy + Kcosas,
j = icosg, + jeosp, + keosgy, L. . .. .. (108
K = icosy; + jcosvs + kcosvs, I

i analogno:
i = i'cose; + jeosf, + Keosyy,
j = P'cosay + jeosg, + Keos¥s, ¢ R e LU
Kk = i'cosa; + Jcosp; + Kcosvs. J

Transformacione formule za neki vektor a dobijaju se na slijedeéi
1aéin. )

Neka je a = a,j + a, + ak gdje su a,, a,, 2, projekeije vektora
2 na osama sistema xyz ortova i, j, k. Treba naéi projekeije tog vektora
na osama sistema x’, y’, z’ ortova ¥, j, I’. Smatra se da su uglovi poznati.
Projekcije vektora a na osama starog sistema mozemo pisati:

a — ai, a, = aj, a, = ak. Onda je

a=a2ai.1i+aj.j+ak.k
U novom sistemu, koji je postao rotacijom, bice
a = a, .1 + a,.jJ + a,.K.

Prema prethodnom je a,, = ai’, a., = aj, a, = ak', ili
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a, = (ad + aj + a ki = ail’ + a i + aki,
Ay, = (a'xi -+ a'yj + azk)j’ = a.\ij’ T a‘\'jj‘ + a’zkj‘-'
a, = (ad + a,j + a0k = aik +ajk + a kk'.

Na osnovu (10,1) dobijaju se projekcije vektora a u novom sistemu
1 funkeiji projekeija tog vektora u starom sistemu:

a_, = a,03¢, + a,C08cy T 3,08, l

N
a,co8f, -~ a.cosf, + a,c084;, l ... . (10.8)

il

v

a,c08y -+ a,co8y; T §,C08y,.

Sliéno se dobija:

a,,C08q; + a,Co8p, T &,C08y, I

i

a,,co80; + a.,C08f, 1+ 4,C08Y; ] N G LI ]

ax
a’Y
a, = a,C08q; + a,cosp; + a,Cc08ys.

Dakle, nove projekcije u funkeiji starih i obratno izrazavaju se li-
nearno.

Transformacione formule za radius-vektor dobijaju se iz prethodnih
formula zamjenom njegovim projekeijama. Poznato je da je radius-vek-
tor r = xi + yj - zk u starom, ar = x¥ + v'j + z’k u novom koordi-
natnom sistemu. Onda je:

%' = XCOSgy; + Y€OSga T ZCOSay,

V' = XCO3f3, + Yycosfla - 2zcosfy, .. . . (10.8a)
7z’ = XCO3%v| T YCOSy» F ZCOSYy,

x = X'C03¢, -+~ ycosf, + Z'cosy,.

y = X'CO3ay + y'cosf, T Z'CoSy., ... . (1099
7z = X'cOsay + ycosf, + z'cosy. l

Poznato je iz analiti¢ke geometrije da su (10,8%) i (10,92) transfor-
macione formule pri rotaciji koordinatnog sistema.

Transformacione formule se mogu dobiti i pomoéu teorije determi-
nanata.
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§ 11. — EULER-OVI UGLOVI

Osim nafina da se medu devet kosinusa broj nezavisnih jednaéina
svede svega na Sest postoji i naéin da se uvedu svega tri parametra i da
se u funkeiji tih parametara potpunoc odrede te medusobne veze. To su tri
ugla, koje je uveo Euler, te se i zovu po njegevom imenu. Bvo kako su
odredeni ti uglovi:

Dat je pravougli koordinatni sistem Oxyz ortova i, J, k i drugi sistem
Ox’y’z’ ortova i, j’, K (sl. 19). Radi lakSeg definisanja Eulerovih uglova

uzun?,mo jednu loptu polupreénika ravnog Jjedinici. Presjek ravni Oxy sa
ravni Ox’y’ je OP. Presjeéna linija tih ravni naziva se linija évo-
rova.

-

Neka je ort &vorne linije OP = ¢. Neka se ravni Oxy i Ox'y’ sijeku pod
uglc‘np @, koji se raduna pozitivan kada rotacija ose z prema osi z’ izgleda
pozitivna za posmatrada koji stoji uz évornu liniju u pozitivnom smajeru.
Sa ¢ ozn.ac:‘,i.mo ugao izmedu x-ose i ¢évorne linije i racunajmo da je taj
ugao pozitivan kada rotacija x-ose prema ¢vornoj liniji izgleaa pozitivna

§ 11]

gledana sa
x’ose i racu
prema X’'osi

Uglovi

Precizn
divanja prel
zatim da su

Jasno j
stema Ox'y’
suju Eulero

a) Rots
ma koordin
ravni Oxy n

b) Rota
sistema koo
ravni Oxy 1

¢) Rotacija sistema baze ¢, e, K’ oko z'-ose za ugao y dovodi do
novog sistema Ox’y’z’.
Ovim rotacijama odgovaraju i odredene transformacione formule
prema (10,6) i to:
rotaciji a):
¢ = icosp + jcos (:2:_ —-q')) ¢ = icosp + jsing
d = icog (—123 +¢) + jeosp |, ili = —ising + jeosg ()
k=k k =k;
rotaciji b):
c=¢e
e = d cosy + ksing 90 W Mo Ao b (52D
k' = —dsing + ksing
rotaciji c) :
I’ = ccos{ + esiny
j = — csiny + ecosV & S o e s v 2(11.3)

29

pozitivne z-ose. Sa , oznaimo ugao izmedu ¢vorne linije i
najmo da je taj ugao pozitivan kada rotacija évorne linije
izgleda pozitivna gledana sa pozitivne z’-ose.

9, @,  nazivaju se Eulerovi uglovi.

e definicije ovih uglova potrebne su zbog jednoznaénog odre-
aza iz starog koordinatnog sistema u rovi. Pretpostavlja se
oba sistema pravougli.

e da se rotacija starog sistema Oxyz do poloZaja novog si-
7’ moZe obaviti trima uzastopnim rotacijama, koje se lako opi-
vim uglovima. Evo te rotacije:

\cija starog sistema Oxyz oko z-ose za ugao ¢ dovodi do siste-
atnih ortova ¢, d, k, gdje je ¢ ort évorne linije, a ort d je u
ormalan na c. .

cija dobijenog sistema oko ¢vorne linije za ugao ¢ dovodi do
rdinatnih ortova (koordinatne baze) ¢, e, K’, gdje je e ort u
ormalan na ¢vornoj liniji.

K =K.

S
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Odavde se dobijaju transformacione formule eliminacijom ortova
, d, e, odnosno:

o

e

= i (cosgcosy — singeosgsiny) + j(singcosy -+
+ cospcosgsinl) + k singsiny
J = 1 (— cosgsin— singcosgcosy) + j (— singsinyr + (11,4}
cospcosgeosy) + ksingdeosy,
K = i singsing + j(—cosgsing) + keosy.

Ako je 9 = o, dobija se

I’ =icos(p+¥) + jsin(ep4) l
i = —isin(p-¥) + jeos(o-+V) [ R 1 § Y
K=k,

Sto se vidi prema slici 19.

§ 12. — INVARIJANTNOST SKALARNOG PROIZVODA

Skalarni proizvod dvaju vektora je invarijantan, tj ne zavisi
od koordinatnog sistema, 3to se vidi i prema njegcvoj definiciji, gdje se
nije uop$te uzimao u obzir nikakav koordinatni sistem. To éemo dokazati
i pomoéu koordinatnih sistema na slijedeéi nadin.

‘Neka su dva vektora a i b izrafena koordinatama u dva koordinatna
sistema, koji se rotacijom mogu prevesti jedan u drugi:

a=ad-+aj+ak=a, +ta,j+tak |

b=bi+bj+bk=bi+b,j+bk J = (12,1)
Skalarni proizvod ovih vektora je:

ab = ab, + ab, + ab, = ab. + a,b,. +ab,. . . (12,2)

Jednaéine (12,2) pretstavljaju isti izraz u dva koordinatna sistema, ¢ime
je dokazana invarijantnost skalarnog proizvoda dvaju vektora.

Invarijantnost skalarnog proizvoda moze se dokazati i na osnovu
transformacionih formula.
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§ 13, — VEKTORSKI ILIX SPOLJASNJI PROIZVOD
- DVAJU VEKTORA -

Vektorski proizvod dvaju vektora «ib je vek-
tor ¢, kojega je intenzitet jednak povrSini para-
jelograma, ¢ije su strane dati vektori, i koji je
normalan na toj povrS3ini, a takvog smjera da za
posmatraca, koji stoji uz vektor ¢ rotacija najkra-
¢im putem od a do b bude pozitivna (suprofno smje-
ru kretanja kazaljke na satu gledane odozgo). Vek-
tori a, b i vektor ¢ tim redom éine desni koordinatni sistem. Vektorski
proizvod se naziva i spoljasnji. Kao znak vektorskog mnozenja
usvajamo X.

Ako je ¢ ugao medu vektorima a i b, a n ort vektora ¢, biée (sl. 20):

¢ =a X b= (absing)n. . . . . . . . (131
Brojna vrijednost vektorskog proizvoda je prema tome

c = |Cl = absinqp. e e e e e e e (13,2)

i

S1. 20.

Lako je vidjeti da promjenom reda faktora vektorski proizvod mije-
nja znak, a velifina ostaje ista:

aXb=—bXa . . . . . . . (13,3}

. we £ . - -
To znadi da za vektorski proizvod ne vaZi komutativni zakon, nego mje-
sto njega vafi alternativni zakon.
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Dokazacemo da za vektorski proizvod vaZi distributivni zakon:

a X (b + ¢)
ili (b+e¢) Xa=

i

b + ,
a X aXxXe } (13.4)

b X a+ ¢ X a.

Uzeéemo tri vektora kao strane kosouglog paralelepipeda (sl. 21).

7

/

Sl 21,

Zatim uzmimo ravan /7| a tako da u toj ravni bude tagka O kao tjeme
triedra. Projekcijom vektora b, ¢ i b + ¢ = d na ravan [T dobijaju se
projekcije by, ¢, i d;:

b; = bsin (b, a), ¢; = ¢ sin (¢,a), d; = d sin (d, a).

7T
2
tri vektora b X a, ¢ X a i d X a. Ti vektori imaju brojne vrijednosti a
puta vece od veliéina by, ¢,, d;, pa i oni pretstavljaju strane i dijagonalu
paralelograma, odnosno

PomnoZimo by, ¢; i d, sa a i u ravni/7 obrnimo za ugac—=, pa éemo dobiti

(b+e) Xa=bXa+eXa,

éime je dokaz izveden.

g s

mji i spoljal

Ovaj'rezultat se moZe uopStiti, te vaZi relacija:

+d—e+f)=aXb+aXc+axXxd—aXe+aXf
+b) (et+d) =aXet+aXd+bXec+b Xd

Pri mnozZenju vektorskog proizvoda skalarom vaZi asocijativni gza-
kon, odnosho

Vektq
ravan nuli,
“su vektori
vektora je

m(a X b) = (ma) X b =ma X b.. (13,9)
rski proizvod moze biti ravan nuli ili kada je jedan od faktora
ili kada je ugao medu vektorima-faktorima ravan nuli, tj. kada
paralelni (kolinearni). Prema tome uslov paralelnosti dvaju

«

aXb=20. (13,6)

‘Kao posljedica toga zakljucka dobija se da j’e vektiorskiproizvod

nekog Vv

Jo§ jed
algebarskog
nuta operag
proizvod i ]

Napon

tora datiraj
godine). A
vektora a i
b razloZiti
unutras
aispolj
a. Prema

ektora samim sobom ravan nuli:

aXa=0. (13,6a)
no svojstvo vektorskog proizvoda pokazuje razliku od obiénog
r proizvoda brojeva, a to je da ne postoji dijeljenje kao obr-
ija vektorskom mnozZenju. To znadi da, kada se zna vektorski
edan faktor, ne mozZe se jednoznaéno odrediti drugi faktor.

o e 1™ Nazivi unutras- B
Bnf proizvod dvaju vek-
u od Grassmanna (1846
ko su, naime, data dva
b (sl. 22), moZemo vektor
na dvije komponente:
nju b, u pravcu vektora
aSnju b, normalnu na Sl z.
tome skalarni ili unu-

trasnji proizvod vektora a i b je proizvod intenziteta vektora a i unu-
trainje komponente vektora b, a vektorski ili spoljadnji.proizvod vektora
a 1 b je prgizvod intenziteta vektora a i spoljadnje komponente vektora

b sa poznat

Ing © M. lva

bm orijentacijom dobijenog vektorskog proizvoda.

hovié: Osnovi teorije vektora 3
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Vektorski proizvod dvaju vektora u analitiCkom obliku

Prema dosadaS$njem izlaganju lako je naéi vektorske proizvode koor-
dinatnih ortova. Neka su i, j, k ortovi jednog pravouglog koordinatnog
sistema. Onda se dobijaju slijedeci vektorski proizvodi ortova:

iXj=k
k)
ekt

a zatim prema alternativnom zakonu:'

jXi=—k
ka=.—il...........(13,7a)
iXk=—j ]

Vektorski proizvod orta samim sobom ravan je nuli:

iXi=jXj=kXk=o0 . . . . . . . (136b)

Na osnovu toga dobija se izraz za vektorski proizvod dvaju vektora u
analiti¢kom obliku. Izrazicemo vektore u funkeciji njihovih projekcija na
koordinatnim osama:

a=ai+aj+ak b=bi+bj+bk

Onda je
aXb= (ab,—a2ab))i+ (a,b,—ab,)j+ ;(a,by -—ab )k . . (13,8)
Oznaéimo li a X b = ¢, vidi se da su projekcije
vektora ¢ na koordinatnim osama vezane sa
% v projekcijama vektora-faktora slijede¢im rela-
cijama: .

e,=a,b—ab,, c¢,=ab—ab

X2

e,=ab~—ab. . . . . . (139)

Da bi se ove relacije lakSe upamtile po-
sluZzicemo se Semom, koja pretstavlja bazu ci-
e 2. kliéne permutacije indeksa (sl. 23), prema kojoj
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se lako doznaju komponente kada se cikli¢ki uzmu prema trazenoj. Vek-

torski proizvod se moZe pretstaviti i determinantom, koja se &esto pri-
mjenjuje: :

k
a, a, a, [ S L. (13,10)
b, b, b

M
<

sto se lako uvida razvijanjem determinante.

Iz (13,8) i (13,10) izlazi da vektorski proizvod dvaju vektora u ana-
litickom obliku izraZava geomey'iski zbir projekcija paralelograma strana
a i b na odgovarajuéim koordinatnim ravnima.

Povrsina paralelograma koji saéinjavaju vektori a i b je:

c = V(aybz—az_by)‘é’ + (a,b,—a,b,)2 +(a,b,—ab)? . . . (13,11)
Uglovi sa koordinatnim osama dobijaju se iz relacija:
'Y

cosa=—c‘—, cos f = —=
ab v

c S
b CoS ¥V = AR (13,12)

Uslov paralelnosti dvaju vektora je prema ranijem izlaganju

b‘ =‘T)—;= bz = m, . . . . . . . . . . . (13,13)

a to znadi da su projekcije dvaju paralelnih vektora na koordinatnim
osama proporcionalne medu sobom. Ovaj analiticki uslov paralelnosti
moZe se dobiti i prema sastavu o kolinearnosti vektora: a =mb.

%
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§ 14. — LAGRANGE-OV IDENTITET

Cuveni Lagrangeov identitet mozZe se izvesti pomocu vektorskog i
skalarnog proizvoda.

Uzmimo kvadrat véktorskog proizvoda vektora a i b, koji imaju me-
dusobni ugao q:

(a X b)2 = (absing . n)2 = a2b2sin2q = a2b? — a2b2cos2q.
Odavde je

(aXb)2 = (a)2.(b)2 — (ab)?,
jer je posljednji ¢lan na desnoj strani skalarni proizvod vekora aib.
Uzimajuéi vektore u funkciji projekcija dobija se odmah Lagrangeov
identitet:

(agb,—a,b,)2+ (a,b,—ab,)2+ (a,b,—a,b )2 =
= (a,2+a,2+22) (b2 +b2+b2)— (a,b,+a,b,+ab)? . (141)

ili u obliku kvadrata matrice:

g a,2+a.2+a? ab,+ab +ab,

ba,+b,a +ba, b,2+b,2+b,2

(14,1a)

b, b, b,

Identitet (14,1) vaZi uopSte za algebarske brojeve.

§ 15. — ORIJENTACIJA POVRSINE
I PRETSTAVLJANJE POVRSINE VEKTOROM

U raznim oblastima fizike i matematike strane jedne 1ste povrsine
ne igraju istu ulogu. Narodito u teoriskoj fizici uopste, a napme u nauci
o elektricitetu i magnetizmu, dolaze do izraZaja razliéite uloge raznih stra-
na jedne povrSine. Poznato je da odnos izmedu stcuje i magnetnog polja
jednog provodnika nije isti na objema stranama povrSine strujnog kola.
Pojavila se potreba za orijentaciju povrSina, a to znaéi da se jedna
strana povrSine usvoji kao pozitivna, a druga kao negativna, pri éemu
se povrSini da odredeni smjer cirkulacije po konturi. Kada je povrsini dat
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smjer cirkulacije onda je pozitivni smjer normale, cdnosno normalni ort
n te povrSine takav da posmatradu, koji stoji uz n, cirkulacija biva u po-
zitivnom smjeru — sdesna ulijevo (pravilo desnog zavrtnja) (sl. 24).
Strana po%ine prema normali n naziva se pozitivna strana. Su-
protna strana te orijentisane povrSine nazivasenegativnastrana.

Ako je| normala orijentisane povrsine data, lako je naéi smjer obila-
zenja po konturi.

(o:1)

Sy

= IS5

SL |24, Sl. 25.

Konvencionalno je uzeto da se orijentisana po-
vrSina pretstavlja vektorom, koji ima brojnu vrijednost
jednaku brqjnoj vrijednosti te povrsine, a smjer toga vektora je smjer

pozitivne normale na povr$ini. Napadna (podetna) tadka toga vektora je

ma koja|tadka te povrSine. Brojna vrijednost te povrsine neka je S
(sl. 25). Onda je vektor koji pretstavlja tu orijentisanu povrsinu:

S =S o 5 Lol T e (5

Taj vektor se naziva i »dopunskic« vektor date povrSine.

Kod vektorskog proizveda vektor ¢ = a X b pretstavlja orijentisani
paralelogram strana a i b.

|
|
{
']
i
i

e brqll i
il A A e e iin b L5
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§ 16. — POLARNI I AKSIJALNI VEKTORI

Iz vektorskog proizvoda i orijentisane povrsine izlazi narogito SVO0j-
stvo vektora, koji pretstavljaju proizvod ili povrsinu. Oni se razlikuju od
ranije proucavanih vektora, kao &to Jje na pr. vektor brzine, ubrzanja,
sile, elektriénog ili magnetnog polja itd. Ovakvi vektori su vezani za
smjer rotacije ili obilaZenja konture. Zato se zovu aksi jalni vek-
tori (vezani za osu). Obiéni vektori se nazivaju polarni vektor i,
Jer su vezani za neku tadku u prostoru, a ne zavise od nekog smjera obi-
laZenja konture i sl. Aksijalni vektor zavisi i od izhora koordinatnog si-
stema, dok polarni vektor ne zavisi. Ako se sa desnog koordinatnog si-
stema prede na lijevi, aksijalni vektor dobije suprotni smjer, a polarni
vektor ne mijenja svoj smjer.

Pri prelazu sa lijevog koordinatnog sistema na desni, ili cbrnuto,

aksijalni vektor dobija suprotan smjer od prvobitnrg, dok se polarni vek-
tor ne mijenja.

Primjer aksijalnog vektora Jje vektor koji pretstavlja orijentisanu
povrsinu, zatim vektor koji pretstavlja vektorski proizvod, koji Jje uosta-
lom konvencionalno i uzet, jer i on zamjenjuje orijentisanu povrsinu, za-
tim vektor uglovne brzine itd.

Polarni pak vektori su obiéni vektori, koji pretstavijaju, kao 3to
rekosmo, na pr. brzinuy, ubrzanje, silu, pomjeraj itd.

PRIMJERI I ZADACI

1. — Moment sile. —' Ako na neko kruto tijelo, koje se moze

okretati oko nepomiéne tadke O, djejstvuje sila F u tagki A, koja je od-
—_3 .
redena radius-vektorom r = OA onda je moment sile F u odnosu na

tacku O vektor M, koji ima intenzitet Jednak proizvodu intenziteta sile
i normalnog otstojanja h tatke O od pravea sile (sl. 26).

M =r.Fsing iiM =r X F.

Vektorski proizvod je i ponikao iz mehanike i ba$ iz teorije momenata.

2. — Dokazati da se vektorski proizvod vektora a i b ne mijenja ako
se faktor b zamijeni komponentom b, toga vektora normalnom na vek-
toru a.

- . 1 we o
PovrSina paralelograma strana a i b jednaka ie povrSini pravouga-
onika strana a i b,. )
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3. — Dokazati da se vektorski proizvod dvaju vektora ne mijenja

ako se jednom faktoru doda proizvodni vektor paralelan drugom fak-
toru.

¢ dH
aXb=aX((b+p)=aXb+aXp.
Kako je p| a, bice a X p = o. A
4. — Tzradunati: (a + b) X (a —b). :
Rez.: — 2a X b. 3
P ]
. - -t
5. Dokazati da su vekﬁorl a.><b, bXe i 2. "
¢ X a medusobno paralelni ako jea X b + as
+bXe=aXe. e

Uputstvo. Konstruisati tetraedar ivica ye . .
a bpi ¢, odakle se prema datom izrazu dobija da su vektori a, b i

komplanarni i (a—b) || (e—Db).

6 Biot-Savart-ov zak o}n. — Neka kroz liniski. provod-
nik pl;otiée struja J (sl. 27). Ta struja izazive;n ,ik ok;;hm EZE\tlgSn;kas I:;:fu
j : j t ds provo a kao
netno polje. Posmatrajmo elemen s Bktor
struje.pU tadki A okolnog prostora jacina magnetnog p'olja bice

. dH:k——o—Sina.
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gdje je a ugao izmedu elementa provodnika i radius-vektora r tadke A.
u odnosu na poetak strujnog elementa, k konstanta koja zavisi od sre-
dine i sistema jedinica. Vektor dH ima odredeni pravac i smjer prema
poznatim pravilima (na pr. Maxwellovo pravilo svrdla). Na slici je pret-
postavljeno da su ds i r u horizontalnoj ravni, pa ée dH biti vertikalno
sa smjerom prema gore. Ovaj zakon se moZe napisati u vektorskom obli-
ku na slijedeéi naéin. Oznadavajuéi ort vektora r sa r,, biée

dssing = ds X r;, i dH = k 2 XTi
r
Kako jer;, = L i kako neki autori nazivaju proizvod Ids = dI vektorski

T

element struje, dobija se definitivni izraz Biot-Savart-ovog zakona u vek-

torskom obliku:

dﬂ=kf&‘

3
Ovaj izraz odreduje veliéinu, pravac i smjer vektora magnetnog polja.

7. — Tangencijalna brzi-
na pri rotacijii — Oznadimo

ugaonu brzinu rotacije vektorom :)) koji
ima pravac obrtne ose. Tadka A se kre-
¢e po krugu i ima tangencijalnu brzinu
V = wp = rsing ili u vektorskom
obliku:

¢ime je dat i pravac i smjer brzine v
(sl. 28).

8. — Data su dva vektora u prosto-
ru: vektor a (2,—1,3) i vektor b
(1,—2,4) sa zajedni¢kom podetnom tag-

si. 28, kom. Izracunati povrSinu paralelogra-
ma ¢ije su strane dati vektori.
Povrsina je jednaka brojnoj vrijednosti vektorskog proizvoda c.

Pi § ki

| H
q=aXb=f2—13;.
1 —24 |
S=c=y:s.

|
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VISESTRUKI1 PROIZVODI
§ 17. — PROIZVOD TRIJU VEKTORA

Tri vektora se mogu medusobno mnoziti na osnovu skalarnog i vek-
torskog proizvoda tako da se dobija jedna od slijedeéih triju kombinacija
proizvodaj:

a) skalarni proizvod dvaju vektora pomnoZi se sa treé¢im vektorom;

b) véktorski proizvod dvaju vektora pomnoZi se skalarno sa treéim
vektorom| Takav proizwod se naziva vektorsko-skalarni il
mjesSoviti proizvod;

¢) vektorski proizvod dvaju vektora pomnoZi se vektorski sa treéim
vektorom} Takav proizvod se naziva dvostruki vektorski pro-
izvod jli vektorsko-vektorski proizvod.

Ad a). Ako se dva vektora pomnoze skalarno dobija se skalar. Pro-
izvod toga skalara sa treéim vektorom daje za rezultat vektor kolinearan
sa treéim|vektorom. Na primjer vektor (ab)e=ab.c je kolinearan sa vek-
torom ¢, vektor a(be) =be.a kolinearan sa vektorom a, vektor (ac)b=ac.b
kolinearan sa vektorom b, te je :

(ab)e # a(be) +=bac) . . . . . . . (@1A71)

I ne samg¢ Sto su ovi proizvodi uopste razliditog pravea i smjera, nego i
brojno mogu biti razliditi. Prema tome ova kombinacija proizvoda je vrlo
jednostavha i na njoj se dalje netemo zadrzZavati.

§ 173, — VEKTORSKO-SKALARNI PROIZVOD

Premp definiciji ovaj proizvod se moze napisati: (aXb)e. Vektorsko-
skalarni proizvod je skalar. Pretpostavimo, da sva tri vektora imaju za-
jednicki poéetak i da nisu komplanarni. Kako se sluzimo desnim koordi-

natnim sibtemom, pretpostavimo da vektori azbuénim redom — a, b, ¢

imaju medusobni polozaj kao ose desnog koordinatnog sistema, uopSte
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uzevsi kosouglog (sl. 29). Vektorski proizvod aXb brojno je jednak po-
vrSini paralelograma strana a i b, a pretstavljen je vektorom S = a X b,
koji je normalan na ravni vektora a i b. Zatim je

Se = Sccosg = Sh =V,

atoje zapremina paralelepipeda, kojega su strane a, b, c.
Ugao ¢ je oStar pod pretpostavkom da a, b i ¢ imaju redosljed osa de-

Cay

. a
Sl 29.

snog sistema. Ugao ¢ moZe biti i tup, a to je u slucéaju kada je redoslijed
vektora a, b i ¢ obrnut redoslijedu usvojenog koordinatnog sistema. Pre-
ma tome je uopste:

(aXb)e==2%V. (17a,1)

ili: vektorsko-skalarni proizvod triju vektora broj-
no je jednak zapremini paralelepipeda, kojega su
ivice dati vektori, sa pozitivnim znakom ako je
redoslijed vektora isti kao kod osa usvojenog
sistema, a sa negativnim znakom ako je redoslijed
obrnut. )

§ 17a] 43

Lako je vidjeti da se zapremina tog paralelepipeda moze dobiti i kao
proizvod osnove b X ¢ i vektora a, a takode i kao proizvod ¢ X a i
vektora b. Prema tome dobija se relacija

(a Xb)e=(bXc)a=(Xa)b,. . . . . . (173,2)

Sto znac¢ida se cikliénom permutacijom triju vektora
ne mijenja njihov skalarno-vektorski proizvod

Svakom drugom permutacijom mijenja se znak proizvoda, kao na
primjer:

(a X b)e = — (b. X a)ec. L & B3

Skalarno-vektorski proizvod triju vektora ima jo§ jedno vaZno svoj-
stvo, koje se dobija iz (17a, 2) izmjenom mjesta faktora u skalarnom
proizvodu u sredini, ili

(a X b)e = a(b X ¢) e - e e .. (1T7a4)

Dakle, u mjeSovitom proizvodu triju vektora znak
skalarnog mnozenja moZe se zamijeniti znakom
vektorskog mnoZenja i obrnuto, ali pod uslovom
da se ne mijenja redoslijed faktora.

Izrazi (17a,2) i (17a,4) zajedniki prestavljaju pravilo per-
mutacije mjeSovitog proizvoda.

AXko su vektori medusobno komplanarni, onda je zapremina parale-
lepipeda, koji treba da obrazuju, jednaka nuli. Prema tome us lov
komplanarnosti triju vektora dat je slijede¢om relacijom

a(b Xc¢) =0. (17a, 5)

Ako su dva faktora medusobno jednaki — identiéni, tim prije ¢e vektori
biti komplanarni, pa je

a(aX ¢) =b(b Xec)=...=0, (17a, 6)
ili ako su u mjeSovitom proizvodu triju vektora dva vektora medusobno
identicni (ako se jedan vektor pojavljuje dvaput) onda je taj proizved
jednak nuli.

MjeSoviti proizvod se oznacava i sa [a b c].
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Analiti¢ki oblik vektorsko-skalarnog proizvoda

Kako je a = ai + a,j + ak,
b byl b.j bk
e =i + ej + ck,

I

biée
a(b X ¢) = (aj + a,j + ak) [(bye, — b)) i +
+ (be, — be,) j + (be, — be,) k] =

8: vas A
=|b b, b, |=(aXb)e= (cXa)b. (17a,7)
(N

Iz determinante se vide gore izloéena: svojstva proizvoda.
Vektorsko-skalarni proizvod jedini¢nih vektora — koordinatnih orto-
va — je
I 100
iXpPk= ...= 010 = 1% (17a, 8)
| 001

§ 17b. — VEKTORSKO-VEKTORSKI \PROIZVOD

Prema definiciji ovaj proizvod se moze napisati a X (b X ¢). Vek-
f.orsko-vektorski proizvod je vektor. On je normalan i na vektoru (b X c)
i na vektoru a. Znaéi, taj vektor se nalazi u ravni vektora b i ¢, odnosno

komplanaran je sa vektorima iz zagrade (sl 30). Iz uslova komplanar-
nosti dobija se

LxE
/

$ 17b] 45
@XM X o) =mb e L LT gD

gdje su m i n skalarni faktori, koje nije lako odrediti, kao $to izgleda
na prvi ppgled. Da bismo ih odredili pomnoZiéemo jedna¢inu (17b, 1)
skalarno pomoénim vektorom d, koji se nalazi u ravni b, ¢, a normalan
je na vektoru ¢ tako da ¢lan sa n poslije mnoZenja bude jednak nuli.
Smijer vektora d uzeéemo tako da vektori d, ¢ i b X ¢ budu redoslijeda
desnog sistema. Poslije mnoZenja dobija se

[a X (bX¢)]d =m (bd).

Dobijeni izraz se moze transformirati u slijedeéi:

[(b Xe) Xd]l a=m (bd).

1z slike se|vidi da je vektor (b X ¢) X d usmjeren po vektoru ¢ i da mu
je veli¢ina|bedsin (b, ¢) sin % = cbd cos (b, d) = ¢ (bd). Onda je sam

vektor

(bXe) Xd =c (bd).

Zamjenom| se dobija

[(b X ¢) Xd] a= (ac) (bd) = m (bd),

a odavde
M = ac. (1Th, 2)

Za nalazenje faktora n napiSimo relaciju (17b, 1) u obliku

a X (¢ Xb) =— (ac)b — nc,
odakle je
n = — (ab). (17b, 3)
Prema tome se definitivno dobija »
a X (b X ¢) = b(ac) — c(ab) (17b, 47

Sl R R
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Dakle, vektorsko-vektorski proizvod triju vektora transformira se u raz-
liku dvaju vektora, od kojih je prvi proizvod srednjeg vektora i skalar-
nog proizvoda krajnjih vektora, a drugi vektor proizvod drugog vektora
iz zagrade i skalarnog proizvoda ostalih dvaju vektora.

Formula (17b, 4) igra vrlo vaZnu ulogu u teoriji vektora. Pomoéu
ove formule mogu se sloZeni proizvodi uprostiti i svesti na osnovne izraze,
koji se lako rijesavaju i izraéunavaju.

Ovdje je vaZno istaéi da veliku ulogu igra redoslijed vektora u vek-
torsko-vektorskom proizvodu triju vektora. Cikli¢na permutacija dovodi
do tri potpuno razliéita vektora, odnosno:

a X (b X ¢) = b(ac) — c(ab),
b X (¢ X a) = c(ba) — a(be), -« - . . . . (17p, 5)
¢ X (a X b) = a(ch) — b(ca).

Analogno tome i promjena mjesta zagrade medu vektorima izaziva pro-
mjenu, kao na pr.

a X (b X ¢) = b(ae) — c(ab),
(@ X b) X ¢ = bl{ca) — a(ch),
odnosno
\
aX(bXe) £ (aXhb) Xe . (17b, 6)

Sabiranjem jednagina (17b, 5) dobija se identitet
axX(Xe)+bX(eXa)+eX(@axXb)=0,. . (17, 7)

a to znaédi da tri vektorsko-vektorska proizvoda triju vektora permuto-
vanih cikliéno &ne zatvoreni poligon (trougao).

Analiti¢ko izvodenje

Neka je (b X ¢) = p. Onda je koordinata vektora a X (b Xe)
na x-osi:

[a’ X (b X c) ]x = a,p, — a,py = a, (bxcy - bycx) -— a, (bzc.\' - bxcz)'

Dodajmo identitet ab.c, —abe, = 0, pa éemo dobiti

7
§ 18] 4

[a X (b X ¢)], =b, (a,c, +ab, +ac) — c (ab, +a,b, +23,¢) =
= b, (ac) — c, (ab).

Analogne formule dobijaju se za veli¢ine ostalih komponenata, pa se i na

taj naéin dobije vaZna formula (17b, 4).

Ako je ¢ = a, biée
a X (b X a) = a2 b — a (ab).

Odavde se vektor b moZe izraziti na slijede¢i naéin:
ab 1 8
t)=Fa+—;[a><(b><a)], (17b, 8)

odnosno vektor b je razloZen na dvije komponen.te: jedna je kolinearna
sa zadatim vektorom a, a druga je normalna na istom vektoru. Ova for-

mula ima viSe primjena.

§ 18, — PROIZVOD CETIRI VEKTORA

Iz prethodnog se moZe zakljuéiti da ne postoji nekp opste pravilo
ili uputstvo za transformaciju i izraunavanje vextorskih monoma. To
se naroéito vidi kada smonome sadrzi éetiri i viSe v.ektora. "I‘rebva., dz.xkle,
na pojedine sluéajeve primijeniti poznata pravila i na taj nacin izra-
cunavati.

Uzebemo dvije vrste proizvoda cetiri vektora:

a) Skalarni proizvod vektorskih proizvoda i

b) vektorski proizvod vektorskih proizvoda.
a) Treba izracunati proizvod

(a X b) (¢ Xdad).
Izvr§imo zamjenu ¢ X d = s, pa je

(@Xb) (eXd=(@Xbs =a(Xs)=albX (¢ Xd] =
= a [¢c (bd) — d (bc)] (ac) (bd) — (ad) (PC). ili

It
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ac be |

(a X b) (¢ Xd) = ad bdl

(18,1)

Za isto izrafunavanje moze se izvrsiti i zamjena a X b = r, ili pak
znak vektorskog proizvoda izmijeniti sa znakom skalarnog i obratno, tj.

(aXb)(eXd =a[bX (¢cX d)] (= [(a X b) X e]d). (18,2)

. vb) Proizvod (a X b) X (¢ X d) izraéunaéemo ovako. Opet ¢emo
izvrsiti zamjenue X d = s, pa je (a X b) X (¢ X d) = (aXb) Xs =
=b(as) —a(bs) =b[a(c Xd)] —a [bi(c X d)].. . .:(183)

Zamjenom a X b = r dobija se

(aXb) X (eXd =rX (c X d) =c¢ (rd) —d (re) =
=c[(aXb)d] —d[(aXb)e].. ... . (184)
U oba slufaja dobija se isti rezultat 5 tom razlikom Sto se vektor

(a X b) X (¢ X d) u prvom sluéaju razlaze po vektorima a i b, a u

drugom sluéaju po vektorima ¢ i d, gdje su izrazi u uglastim zagradama
naravno skalari.

Zadaci:

1. — Odrediti medusobni polozaj i orijentaciju jediniénih vektora
Ty, S;, t; pod uslovom da apsolutna (brojna) vrijednost njihovog dvo-
strukog vektorskog proizvoda ima maksimalnu vrijednost:

u=r X (s; Xt).

2. — Dokazati da je

(qu)(rXs)+(p><r)(s><q)+(p><s)(q><r) = 0. :

3. — Dokazati da je

ra rtb re
(abe) (rst) = | sa sb sc
| ta tb te

4. — Provjeriti identitet

(abe)? = [a (b X ¢)]2 = (b X ¢) [(¢ X a) X (a X b)].

§ 19] 49

§ 19, |— DIJELJENJE VEKTOROM. VEKTORSKE
JEDNACINE. RECIPROCNI SISTEMI

Dok je u obi¢noj algebri dijeljenje operacija suprotna mnoZenju, koja
se obavlja |prema poznatim i odredenim pravilima, dotle u vektorskoj
algebri postoje teSkoce u tom pogledu, pa operacija dijeljenja nije uvedena
u vektorsku algebru kao gotovo pravilo, niti je u njoj kao pravilo izve-
dena. Ali yektorske jednacine éesto sadrze poznati proizvod vektora,
gdje je neki od vektora nepoznat. No, kako postoje dvije vrste proizvoda
vektora, treba posmatrati i dva naéina dijeljenja.

a). — Neka je dat skalarni proizvod vektora a i x, gdje je x nepo-
znati vektor, a a poznati vektor:

ax = m. (19,1)

Zadatak je|da se odavde nade vektor x. O¢igledno je da mora biti ispu-
njen uslov ja #+= 0. Jasno je da je

ax = a,.X =a'.x, = m,
-0dnozno naj osnovu jednaline (19,1) moZe se odrediti samo jedna pro-
Jjekcija nepgznatog vektora x: x, — projekcija u pravcu poznatog vektora
a. Poznato |je da projekciju x, moZe imati beskonaéno mnogo vektora,
¢iji se vrhqvi nalaze u ravni normalnoj na a, a prolaze kroz krajnju
tacku projekcije x,, pa jednafina (19,1) ima beskonaéno mnogo rjeSenja.

Prema tome dijeljenje vektorom uzeto kao suprotna operacija skalar-
nom proizvpdu dvaju vektora moze biti moguéno pod uslovom da po-
znati vektor nije jednak nuli, ali se dobija beskonaéno mnogo rjeSenja —
»koli¢nika«.| To pokazuje da je takva vektorska jednalina nedovoljna
za odredivanje nepoznatog vektora — faktora skalarnog proizvoda dvaju
vektora.

b). — Neka je sada dat vektorski proizvod b poznatog vektora a
I nepoznatog vektora x:

a X x =h (19,2)

Prema definiciji vektorskog proizvoda dvaju vektora vektor b mora
biti normalah na vektoru a i na vektoru x. To znadi da je ovdje »dijeljenje«
moguéno samo pod navedenim uslovom. Inade zadatak i operacija ne bi
imali nikakvog smisla.

Ni ovaj| zadatak nije odreden. Vektorska jednaéina (19,2) ima bes-
konaéno mnogo rjeSenja. Prema jednaéini je b = ax sin (a,x) = ah,
gdje je h konstantno za beskonaéno mnogo odgovarajuéih brojnih vri-
Jjednosti vektora x i ugla (a, x), koje zadovoljavaju navedeni uslov.

‘Ing. D. M. Ivanovi¢: Osnovi teorije vektora 4
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Ova dva primjera su jasan dokaz zadto se u vektorskoj algebri ne
proudava dijeljenje kao zasebna operacija: dijeljenje nije jednoznaéno.
a nije uvijek ni moguéno.

Si. 3L

¢). — Posmatrajmo sada sistem jednadina (19,1) i (19,2)

ax = m ]

(19,3}
a X x = b [

Odavde se vektor x moZe potpuno jednoznalno odrediti. Naravno i ovdje
vazi uslov normalnosti pretstavljen relacijom (19,2). Za izradunavanje
vektora X pomnozimo vektorom a prvu od jednadina (19,3) skalarno, a
drugu vektorski, pa dobijamo

a (ax) = ma

(a X x) Xa=DbXa
Razvijanjem druge jednacine dobija se

a?x — a (ax) = b Xa,
a zatim definitivno

ma b,\::a ~p+n (19,4
a

Isto ovo rjesenje moZe se dobiti i prema formuli (17D, 8) za r.azla--
ganje vektora na dvije komponente, od kojih je jedna paralelna, a jedna
normalna datom vektoru a, gdje je mjesto vektora b ovdje uzet vektor x-

I
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Analitiko rjeSenje. — Neka su 1, 2, 3 indeksi komponenata pojedinih
vektora duZ koordinatnih osa. Prva jednalina se tada moZe napisati

Xy + a,X, + azXy = m, . (19,53)
2 druga

43Ky — AyXy = by l

a,X3 — a;x; = by l .. . . . . . . . (195b)

aX; — 2,X» = by,

Za tri nepoznate X,, X,, X3 treba tri jednaéine, a u (19,5) smo dobili
¢etiri. Lako je vidjeti da je od triju posljednjih jednacina jedna poslje-
dica dviju drugih, 3to se moze pokazati mnoZenjem respektivno sa a,, ao,
as, a zatim sabiranjem. RjeSavanjem jednadina (19,5) dobila s¢

m ay azhy — agbg

X, = - o
LT Yot Far Tartert e
mas a;bg — agb,
Xy = . (19,6
a2+ 2,0 + a2 at -+ ay )
X3 = ma; + : 32‘01 - albz

a;’+ a.” + as?

alz + 632 + (311‘2 ’

@ to je rezultat identi¢an sa (19,4).

d). — Sada éemo uzeti slijedeéi sistem vektorskih jednaéina
ax = k I
bx =1 (19,1
exX = m I

pod uslovom da su vektori a, b i ¢ nekomplanarni, odnosno da je
a (b X ¢) #+ 0. Treba izrafunati nepoznati vektor x.‘

Zadatak je jednoznaéno odreden. Prema ranijir izlaganjima traZeni
vektor X mo¥e se rastaviti na komponente duZ vektora a, b i c.

X = xa + ib + ue. (19,8)

Za izratunavanje .koeficijenafa %, 4 1 g pomnoZimo jednacinu (19,8) uza-
stopno vektorima (b X ¢), (¢ X a), (a X b), pa ie

<a (b X ¢) = x (b X €),



52 ; [GL I

jer ostala dva é&lana nestaju iz razloga $to je vektor b X ¢ normalan i
na b ina ¢, a upravo zbog toga smo i mno#ili takvim vektorima. Odavde je

x(bXe) _ x(cXa) __x(aXb)
T akxe T Takxe M= Takxe (199

TraZeni vektor se odmah dobija zamjenom, odnosno

ax(bXe) bx(cXa) cx(aXxb)
~ Ta(bXe) +_a(b><c) 3t a(bxc) '

ili prema (19,7) definitivno
e b Xe cXa aXbh
= aexe TRk xo T amxo

(19,10)

Analiticko rjeSenje. — Sluzeéi se ranije navedenim indeksima, jedna-
¢ina (19,7) moZe se napisati u obliku

a;X; + X, + azx; = k

blxl + b2X2 + b3X3 —: ] S (19,7')
C1X; + CoXp + C3X3 = m '

Rjesavanjem sistema (19,7’) dobija se takode (19,10).

RECIPROCNI SISTEMI

Iz- (19,10) se vidi da se u sloZenijim vektorskim jednadinama po-
javljuju slijedeéi vektori:

bXe c X a aXbh
abxXo ' akxXo’' adbxXa- (19,11)

Prouc¢iéemo ove vektore i izvesti opSte zakljudke. Oznadimo ih re
spektivno cikliénom permutacijom sa a¥, b¥, c¥:

bXe cXa aXbhb
b S o) | SR o o ERSRAN O
S EBEn . et abxo 1212

§ 19] 53

Vektori a*} b* i ¢* imaju jednake imenioce: a (b X ¢). Ako se jedan od
vektora, n1 pr. a*, pomnoZi skalarno vektorom a, a zatim sa b i c,, dobija se

a¥a = l,l
a*b = 0, (19,13)
a*ec = 0 J

To znaéi da je vektor a* normalan na vektoru b i vektoru ¢, a skalarno
pomnoZen vektorom a daje kao proizvod jedinicu.

Analogno je
b*a = 0 l ’
b*¥b = 1 (19,14)
b¥¢ = 0 l

i

c*¥a = 0
c*b = 0 (19,15)
c¥e = 1

Vektor| a* naziva se reciproan u odnosu na vektor a. Isto tako
vektor b* je reciprofan vektoru b, vektor ¢* reciprodan vektoru c.

Za sistem vektora a*, b¥, c* kaZe se da jereciprodan sistemu vektora
a, b, ¢ kada zadovoljava uslove (19, 13—15), odnosno (19,12).

Isto tako se moze tvrditi i obrnuto. Naime, ako su data tri nekom-
planarna vektora a*, b*, ¢¥, onda su vektori a, b, ¢, koji zadovoljavaju
uslove A

aa* = 1 ba* = 0 ca* = 0
ab¥ = 0 bb* = 1 chb* = 0 . . . (1916)
ac* = 0 be* = 0 ce* = 1

takode reciproéni vektorima a*, b*, ¢* i izradunavaju se po formulama:

b* X c¢* c* X a* _- a¥ X b* i
= a¥ (b* X %*) ’ = m, c= m . (1912’

Na osngvu izlozenog moZe se rezultat uopstiti ovako: dva sistema po
tri vektora a, b, ¢ i a*, b¥, ¢* nazivaju se reciproéni kada su ivice jednog
trijedra norTnalne na odgovarajufim ravnima drugog trijedra, koji sadi-
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njavaju dati vektori. Ili ako se vektori uzmu du? osa sistema biée dva
sistema .recipro¢ni kada su ose jednog sistema normalne na odgova-
rajuéim koordinatnim ravnima drugog sistema.

1z (19,10) i dalje uvida se potreba ovakvih sistema, a moze se po-
stupiti i obrnuto, da se najprije uvede sistem, pa da se primijeni na kon-
kretne slucajeve.

Nadimo sada medusobni odnos zapremina paralelepipeda sa ivicama
a, b, ¢ i a¥, b¥, c*.

Poznato je da je

V=(axXbyc=a(bXe)
Ve = (a* X b¥) ¢ = a* (b* X c*).

Prema -(19,12—12’) i § 18 dobija e

P
a* (b* X ¢¥) = V* = a”. (ch)X(__é_aXb) —aalr’ aleXa)b

fa (b X e)]? TTa (bXe)i? T
—w—l——» odnosno
“Ta(bXe)
a(bxe) . a*h*<e®) =1, . . . . - . (19. 17)
BOVVE =1 e (19,17

To znadi da je zapre-
mina paralelepipeda for-
miranog od vektora 2,
b, ¢ jednaka reciproénoj

vrijednosti zapremine
paralelepipeda sa ivica-
—~——7  ma a*, b*, c*. Lako je
vidjeti da su oba siste-
ma iste orijentacije: oba
desni, ili oba lijevi.

Da vidimo sada kako
se navedene relacije pri-
kazuju geometriski. Uz-
mimo ‘sistem vektora a,
b, ¢ (sl. 32). Onda je c* la, c¥ib i cct = 1, odnosno cc* €osd = 1,
¢*h = 1.

Na osnovu toga se dobija da je intenzitet vektora a*, b¥, ¢* ravna
reciproénoj vrijednosti odgovarajuih visina paralelepipeda 2, b, ¢, koje
su paralelne vektorima a¥, b*, ¢*.

$19] 55
Iz izlozenog se vidi da za opSta pravila rjeSavarja vektorskih jedna-

Zina postoje mnoge i velike teSkoce, pa se i za na izgled proste jednacine
moraju upotrebljavati komplikovani metodi rjeSavanja.

- Zadaci:

1. — Rijesiti sistem vektorskih jednadina

pod uslovom da je a b * 0 i, naravno, ¢ L b.

S k 1
Rjesenje: x = — — — {
jeSenje: x ab b + ab (a X ¢).
Napomena. — Ovaj zadatak se moZe postaviti i geometriski, odno-

sno: naéi prodornu tadku prave x X b = € kroz ravan ax = k. Ako je
alb, tj. ab = o, onda je prava paralelna ravni i zadatak nema smisla.

2. _ Date su tri ravni ax = k, bx = 1, ¢ex = m. Nadéi uslov da te
ravni budu paralelne datoj pravoj.

Odg.: a(bXe) = o.

3

3. — Jzradunati minimalno otstojanje medu dvjema neparalelnim
pravama:

x Xa=¢

x X b=d

u opitem slufaju ukritanja i izraziti uslov da se prave sjeku.

Odg.:
~_ |cb + da] - » .
dain = AXh Uslov presjecanja: ¢cb + da = o.
4. — Naéi sistem triju vektora reciproéan sistemu vektora i, i+j,
i+j+k

Odg.: i—j. j—k. k.
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TEORIJA VEKTORA KOJI ZAVISE OD SKALARNOG
ARGUMENTA

§ 20. — PROMJENLJIVI VEKTORI KAC FUNKCIJE
SKALARNOG ARGUMENTA

Do sada smo proucavali vektore kao konstantne veli¢ine. Medutim,
narodito u fizici u ogromnoj vecini sluajeva proucavaju se takve pojave
i veliCine, koje se pretstavlijaju promjenljivim vektorima, pri ¢emu vek-
tori u svojoj promjeni zavise od skalarnih veliéina kao od parametara,
argumenata ili nezavisno promjenljivih. I geometrija daje vrlo mnogo
primjera takve zavisnosti, a u fizici se pocevsi od kinematike odmah nai-
lazi na ¢injenicu da vektori zavise od skalarnih parametara, od kojih je
najvazniji vrijeme, jer se sve deSava u vremenu i prostoru. Za sada éemo
posmatrati vektore, koji se mijenjaju u funkeiji od jednog skalarnog ar-
gumenta i to od vremena t. Inace se mjesto t moze uzeti kao nezavisno

promjenljiva uopste ma koji skalar. '

To se moZe izraziti ovako:
a = f(t), (20,1)
gdje je t vektorski, a ne skalarni, simbol i pokazuje da se radi o vektor-
skoj funkeiji od skalarne promjenljive t. Da bi se izbjegli suvisni simboli,

ta zavisnost se moZe oznaéiti i sa

a = a(t). (20,1a}

Olevidno je da je jednadina vektorske funkcije (20,1) ekvivalentna
sa jednaéinom -

a2 =a(t)i+alt)j+ alt)k (20,1b)

§ 20]
gdje sui, j

57

k ortovi po osama utvrdenog koordinatnog sistema, ili kad je

zadata vekpor-funkecija oblika a(t) isto je kao da su zadate tri skalarne

funkcije oh
Saobrag

slijede¢im
Za, rad

vektor elekl

Zadacil:

1. —1

lika a, = a,(t), a, = a,(t), a, = a,(t) i obrnuto. ‘
zn0 notaciji (20,1a) zavisnost od vremena moZe se pretstaviti
jednacinama:

ius-vektor: r = r(t), za brzinu: v = v(t), ubrzanje: u = u(t),

triénog polja: E = E(t), magnetnog polja: H = H(t) itd.

Data je jednaédina elipse u parametarskom obliku skalarno pre-

ma komponentama x = acost i y = bsint. Naéi zavisnost radius-vektora

od vremens3

Odg.:

2. —1]
vojnice u f

Odg.:

Analog
je kontinug
larne velidi
na¢no malg
mjena funk

1 r(t).

r = iacost + j bsint.

zraziti radius-vektor (racunat od koordinantnog poletka) za-
inkeiji parametra t.

r = iacost + jasint + kh —t—
2n

§ 21. — KONTINUALNOST FUNKCIJE

o teoriji skalarnog infinitezimalnog rafuna i vektor-funkcija
Ina kada je za ma koju vrijednost nezavisno promjenljive ska-
he t funkcija a(t) konacna i potpuno cdredena i kada besko-

j promjeni argumenta odgovara takode beskonaéno mala pro-
icije, ili (sl 33)
a(t) =lima (t + 4Y), . . . . . . . . (2,1
sty ¢
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s133.

jer kada At—o, onda i medu vektor-funkcijama.u taékama A i B postoji
razlika koja takode tezi nuli.

Ta relacija se moZe napisati i ovako
OHa = a (E+At)—a(t), (21,2)

gdje Aa—o0 kada At—o.

Ako je vektor-funkcija kontinualna za svaku vrijednost argu-
menta t u nekom intervalu od t; do t,, onda se takva vektor-funkcija na-
ziva kontinualna funkcija u datom intervalu (t,, ts).

Ako su projekcije a,(t), a.(t), a,(t) kontinualne skalarne funkeije,
onda je naravno i vektor-funkcija a(t) kontinualna.

Jasno je da se sva pravila, definicije i teoreme, koje vaZe u skalar-
nom infinitezimalnom raéunu za beskonacno male velidine i limese, ana-
logno primjenjuju i na promjenljive vektore.

Tako na pr. vektor a je beskonaéno mali ako je njegova apsolutna
vrijednost |a| = a beskonaéno mala, odnosno njegove projekcije na osama
usvojenog koordinatnog sistema su beskonaéno male velidine, gdje je usva-
janje sistema proizvoljno.

Takode je i geometriski zbir konaénog broja beskonacno malih vektora
beskonaéno mala veliina; geometriska razlika dvaju beskonaéno malih
vektora je beskonaéno mali vektor. Proizvod beskenaéno male skalarne
velidine i konadnog vektora je beskonaéno mala velifina. Proizvod konag-
ne skalarne velidine i beskonaéno malog vektora je beskonaéno mala veli-
¢ina. Proizvod, bilo skalarni ili vektorski, ma kojeg konafnog vektora sa
beskonaéno malim vektorom takode je beskonaéno mala veli¢ina itd.

§ 22| 59

§ 22, — HODOGRAF VEKTORA a (i)

Promjenljive vektore takode ¢emo smatrati kao slobodne vek-
tore, a to znadi da se, ako je potrebno. mogu svesti i na zajedniCki poce-
tak, da se mogu slobodno
pomjerati prema ranije na- B
vedenim pravilima. Mogu
se, dakle, uzeti za razne
vrijednosti t pomoéni vek-
tori jednaki vektoru a, ali
sa zajedniCkim pocetkom.
Geometrisko mjes-
to vrhova tih po-
moeénih vektora je
uopste neka pros-
torna kriva, koja
se naziva hodograf
datog vektora. Pri
tome pomoéni vektor a 0
opisuje neku konusnu po- Sl. 34
vr§inu OAB (sl. 34). Na-
ravno, da bi vektor imao hodograf, mora ispunjavati uslove izneSene
u § 21.

Hodograf vektora ima veliku primjenu, kao na pr. u mehanici hodo-
graf brzina, ubrzanja itd., gdje je ustvari i ponikao.

Zadaci:

1. — Taéka se kreée po krugu konstantnom brzinom v. Kakav je
hodograf brzina tacke?

Za odredivanje hodografa mozemo uzeti na psoizvoljnom mjestu neku
taéku o, iz koje ¢emo nanositi vektore v u raznim momentima. Kao ho-
dograf se dobije kruzna linija polupreénika v.

9. — Materijalna tadka se kre¢e ravnomjerno i pravoliniski. Kakav
je hodograf brzina?

Odg.: Ta&ka na kraju pomocnog vektora, koji se dobija translacijom
vektora v.
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§ 23. — IZVOD VEKTORA PO SKALARNOM
ARGUMENTU

Na osnovu izloZenog i definicije skalarnog izvoda izvod vektora a po
argumentu t uz uslov kontinualnosti i limesa je

Aa . a(t+ At) —a (1)

= lim
At o At

lim
At=—>0

(23,1)

Izvod se oznadava ili sa a’(t), ili u obliku diferencijalnog koliénika
da 5 SO, : ® oy
T Posto se u fizici uzima za nezavisno promjenljivu najviSe uglavnom
vrijeme, usvojeno je oznadavanje izvoda po vremenu pomoéu tacke nad
vektorom pa je

LT, R (23.2)

O L
S sy Ao

Takode je usvojeno da se tako obiljezava i izvod skalarne veli¢ine
d .
pPo vremenu. Na pr. d—:’ = @. Neka je LL’ hodograf vektora a (sl.
33).

aa
AL

SL. 35,

Odmah se vidi da a -+ Aa uopste nema isti pravac gao a. Onda ée koli¢nik

a(t+At) —a(t) _ AB
At = At

»

- . . - . _* i
Imati pravac i smjer tetive AB hodografa LL’. Kada At—o taj ko-
liénik tezi izvodu a’(t), a tetiva teZi tangenti hodografa u taéki A. Prema

s

§ 24]

tome prvi il
vektora a U

duz tangen

Ako se
Ar

61

zvod vektora a pretstavljen je vektorom koji tangira hodograf
1 tacki u kojoj se izvod traZi. Takode i diferencijal ima pravac

te, jer je da = adt.

za a uzme radius-vektor r neke taéke, koja se kreée, onda ée

At biti vektor srednje brzine za interval vremena At, a r— e biée vek-

dt

tor brzine & momentu t. Prema tome brzina taéke koja se kreée je izvod

radius-vekt

Prvi izvod v

pa se na i
2

%} itd. —

Ako se

Ppo vremend

ora te tacke uzet po vremenu:
V = l.' . (2373)
\

ektora a takode je funkcija skalarnog argumenta a’(t) = f(t),
sti naCin moze definisati i izvod toga izvoda — drugi izvod

- uopste n-ti izvod.

za a uzme radius-vektor r, onda je drugi izvod radius-vektora
ubrzanje tacke:

Mi éemo prouéavati samo kontinualne, kako vektorske tako i ska-
larne funkdije koje se mogu diferencirati.

§ 24. —
z

RAVILA DIFERENCIRANJA YEKTORA KOJI
VISE OD SKALARNOG ARGUMENTA

Osnovna pravila diferenciranja skalara vaZe i za vektore.

a) Izvad zbira.

Neka j

e data relacija a = u + v, gdje su u i v promjenljivi vektori

koji zavise 9d t (argument t iz razloga praktiénosti izostavljamo). Onda je

® .
Il

a+Aa=u+ Au+ v + Ay,

Aa . Au . Av du dv
Y at. T Im R =w tw

At—> 0 At=> 0




62 [GL IL
ili
a=n-+v (24,1)
Dakle, izvod zbira jednak je zbiru izvoda.

b) Izvod proizvoda skalara i vektora.

Neka je a .= pu, gdje je p neka skalarna funkcija od t. Onda ¢e biti

lim 22 _ i, (PR OP) (urluw) —pu
At—> 0 Ot At— 0 At
Ap . Lp
a =ulim —— +p Au lim ———.
At=—>0 At At—> 0 ‘—‘t Zt=> 0 rt=>0 At
g S dw '
a=u-—_g— TpPg = ap ~pu . . . . . . (24,2)

Izvod proizvoda skalara i vektora jednak Je
zbiru proizvoda vektora i izvoda skalara i proiz
voda skalara i izvoda vektora.

Ako je p = const, biée

du

T (24,3)

e
|

atoznadi da se konstantni faktor mo¥e iznijeti pred
znak diferenciranja. Isto se dobija i kao izvod zbira, gdje se
sabirak n uzme p puta.

c) ¥zvod proizveda dvaju vektora.

Neka je dat skalarni proizvod a = uv, gdjesuviv funkeije od t. Za
diferenciranje ovdje vazi pravilo kao u 24b, pa je

. du dv . .
= + = S .. e 244
2 T vEu- uv + uv (24,4)

Isto pravilo vaZi i za vektorski proizvod. Neka je dato a = u X v.
Onda je

'__q.__\L C o7 - N/ d\' (945
a—-dt'x“u/\dt Co e (24D

¥
:
3
k-
K |
%
s
3
¥

§ 24] 53

Kod diferenciranja vektorskog proizvoda red
faktora u sabircima ne moze se mijenjati Za izvod
skalaranog proizvoda dokaz je isti kao u 24b, ali zbog navedenog SVOJ—
stva izvoda vektorskog proizvoda dokazaéemo (24,5).

Prema definiciji je

A(uXV) lim (u+ Au) X (v+ Av) —u X v
Ot A= 0 At

Brojilac éemo transformirati na taj nacin, Sto éemo oduzeti i dodati
proizvod u X (v + £Av), pa se dobija

U+ 20) X (v+ ov) —u X (v+ Av) +u X (v+ Av) —u X v =
= (u+ Au—u) (v + Av) +
Lua X (v+Av—v) =Au X (v+ Av) +u X Av,

Odevidno je da se ovdje prilikom izvodenja zajednickih faktora pred
zagradu ne smije izmijeniti red faktora. Prema tome se dobija

Dl tm 2%y lim (v - AV) 4+ lim ou X lim =Y
At . . At
2t=>0 Lt 0 At=> 0 At—> 0
i definitivno
ziz%—tll—XVﬂ‘—uX—g-:—zl}XV'%—uX\./,, (245')

§to je i trebalo dokazati.

Vidi se da i na desnoj strani kod oba sabirka mora biti kao i na lije-
voj strani redom u, pa v.

d) Izvod jedini¢nog vektora.

Prema definiciji jediniénog vektora zna se da cn ima skalar koji je
ravan jedinici. Uslov je da odrZava svoju konstantnu jediniénu duZinu, a
pravac, naravno, mijenja. Kako je kvadrat vektora jednak kvadratu nje-
gove apslolutne veli¢ine, ako taj jediniéni vektor oznadimo sa a,, bite

a,a = a,2 =1 . . . . . ... (24,6)
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Diferenciranjem ove jednaéine dobija se
Byl =0, O aite o wiat . . ATATD

Skalarni proizvod vektora 5.1 i a; ravan je nuli,-pa su prema tome ta
dva vektora medusobno normalni.

Otuda pravilo: izvod jediniénog vektora normalan
je na tom vektoru.

e) — Izvod vektora izraZenog pomocu jedini¢nog vektora.

Neka je dat vektor a = aa , gdje je intenzitet vektora a, a vektor a,
njegov jediniCni vektor. Prema 24b izvod toga vektora je

da _ da da, (24.7)

A5

at T @t T i gy

Ako je promjenljiv samo intenzitet odnosno veliéina vektora a, a
pravac konstantan, onda se dobija

_da _ da L (248)

at at v

U tom sluéaju izvod vektora je usmjeren duz istog vektora, odnosno ko-
linearan je sa datim vektorom.

Ako je pak promjenljiv samo pravac vektora a a velifina konstant-
na, onda je

da - da,

U tom sluéaju izvod vektora je usmjeren normalno prema datom vektoru.

f) Razlaganje prvog izvoda vektora na kolinearnu i normalnu kom-
ponentu.

Iz (24,7) se vidi da je %Ea a, komponenta koja ima pravac datog vek-
tora a. Ta komponenta se prema tome mozZe nazvati kolinearna (ra-

dijalna). Druga komponenta a—d;'Tl je obrnuta za ;prema vektoru a, pa

§ 24] &

se moZe nazvati normalna komponenta. Izradunaéemo nume-

Ticku vrijednost izvoda jedini¢nog vektora e

e
Prema slici je OA, ort vektora u momentu t.a 0_1)31 u momentu

T+ At |paje

da,|
S =

A -
a,;sin =2 = sin 2%

Si. 3o,
Prema definiciji izvoda je
. Ay
E = lim lAﬂq ,___ 23.15111 2 TN Atp dq,
dat a0 Ot At—> 0 At T aesa Bt @

.. v - "
Izvod ugla rotacije po vremenu obiéno se oznacava sa . Onda je

da,
at

=ow. STl e e e s (2410)

Oznacdimo li jediniéni vektor normalne komponente izvoda vektora a
sa n, dobijal se

. da da
a=d—t=?al+aﬁ)n. . SRS W s N (24.11)

I.’E"va. komponenta pretstavlja izvod koji se odnosi samo na promjenu ve-
li¢ine vektora, a druga komponenta pretstavlja izvod koji se odnosi samo
na promjenu pravca vektora.

Ing. D. M. Ivanovié: Osnovi terrije vektora - 5

A s
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- g) Razlaganje dragog izvoda vektora na tangencijalnu i normalnw
komponentu.

Prvi izvod vektora a je tangencijalan na liniji. koja je geometrisko
mijesto opisano krajem toga vektora. Oznadimo taj prvi izvod sa v. Ako

> . . 4
sa 7 oznadimo jediniéni vektor prvog izvoda, bice

EY

Vo= VT . . e o (2412
Diferenciranjem se dobija
>
L S Ay 37. L (2413
t T T

Na osnovu toga drugi izvod u vektora a moZe se rastaviti na kom-
_.)

av. :t)dui tangente i komponentu vad—tT— du? normale geometriskog

mjesta kx(‘i:jeva. vektora a, pa se zato nazivaju respektivno tangencijalna
i normalna komponenta drugog izvoda vektora a.

Odmah se vidi da je ovo poznato razlaganje vektora ubrzanja, o ¢emu
ée se govoriti i kasnije. ’

porentu

h) izvod sloZene funkcije.

Neka je vektor a funkcija skalara w, a skalar w je funkcija nekog
skalarnog argumenata (osnovnog skalara) :

a = a(w), w =w(®). . . . . . . . . (24,14)

Onda 3e a s;loier{a funkcija ili funkcija funkcije. Prema definiciji izvoda je

. da lim Aa'_ i __A_ZL__AE_=
a_Tt——A!—»O At at—> 0 Aw At
o bw v o g
= lim —— . lm —me=ger - Tgp T Y
At=>0 At— 0

’Ovaj rezultat pokazuje da i kod vektora vazi pravilo diferenciranja
sloene funkeije iz skalarnog infinitezimalnog racuna.

§ 25] ' 67

§ 25. — OSNOVNE TEOREME I FORMULE
DIFERENCIJALNOG RACUNA KOD VEKTORA

Posmatrajuéi osnovne teoreme i formule diferencijalnog raduna u
skalarnoj analizi — Rolle-ovu teoremu, Langrange-ovu teoremu, Cauchy-
evu teoremu, Maclaurin-ovu formulu, Taylor-ovu formulu —, zakljuduje
se da su sve te formule linearne u odnosu na funkciju koja se pro-
uCava i na njene izvede. Ta linearnost uslovljava &injenicu da se pome-
nute formule mogu primijeniti na komponente vektora, a to znadi i na
same vektore, koji zavise od skalarnog argumenta. Naravno, mora biti
ispunjen uslov da se vektori kao funkcije promjenljive t mogu u svakoj
posmatranoj tacki razviti u doti¢ne redove, ako se radi o razvijanju u red,
odnosno uopste moraju ispunjavati uslove diferencijabilnosti.

Ovdje ¢emo navesti samo Taylor-ovu formulu. Taylor-ova formula
daje aproksimativni izraz ma koje funkcije. Taj izraz ima oblik polino-
ma, gdje gradativno figuriraju stepeni nezavisno promjenljive, a funkcija
i njeni izvodi su prvog stepena. Za funkcije £(t) Taylorova formula moZe
se napisati u obliku

f(t) = f(to) +t’1‘!t’~‘ Pt + i;—,to_)_ f0t) + ...+
F O ey L L L L @
Analogno se dobija i za vektor
a(t) = a (t) + E“f,-tl a’(ty) +—(E—;!—t°—)ia”(to) + ...+
_}________(t_n!tO)n [/a(n](to) +e) .o (25,2)

Formula (25,2) moze se takode dokazati i izvodenjem za pojedine
komponente, pa zatim slaganjem.
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§ 26, — POJAM INTEGRIRANJA VEKTORA KOJI
ZAVISI OD SKALARNOG ARGUMENTA

Neodredeni integral ili primitivna funkeija vektera b naziva se funk-
cija a, koja ispunjava uslov

o I R N I B 1 )

odnosno funkcija €iji je izvod po skalaru t ravan zadatom vektoru b.
Prema tome je

a:j‘bdt+c.. L (28

gdje je konstantni vektor ¢ uzet zato 3to se diferenciranjem (26,2) do-
bija (26,1) bez obzira na vrijednost vektorske konstante c.

Pokazac¢emo neke osnovne teoreme za neodredeni integral.

Integral zbira jednak je zbiru integrala S(a + b+ ¢c—d)dt =

' N
=sadt + j‘ bdt + jcdt ——.j‘ddt.

Konstantni skalarni faktor se mozZe iznijeti ispod integralnog znaka:

Sma.dt=y(a+a+...)dt=m‘fadt.
m

gdje je m konstantno u odnosu na t.

Konstantni vektorski faktor se takode moze iznijeti-ispod integral-
nog znaka, pri ¢emu mogu biti dva sluéaja:

- a) proizved konstantnog i promjenljivog vektora je skalarni
b) proizvod konstantnog i promjenljivog vektora je vektorski

fc X adt = ¢ Xjadt,

gdje je ¢ konstantni vektor.

§ 26)

69

To znaéi da se vrsta proizvoda odrzava i posli Jje iznoSenja konstant-

nog vektpra pred integralni znak.
Odredeni integral funkeije a(t) uzet u

granicama od neke vrijed-

nosti t; do vrijednosti t naziva se razlika vrijednosti prvobitnih funkcija

uzetih za|granice t i t,, tj.

t

ﬂbdt —at)| —a(t)—a (.

(U

Odredeni integral vektora takode Se moze sma
Jjednost sume vektora

j‘t ’ I lj
} bar - —'T»i;,‘ B(t) (1,4, — 1),

gdje t, pretstavlja niz vrijednosti argumenta t medntyit =
k—~ ondg (t1+1 —t;)—o.

Zadaci:

.

Difere
tori funkeifja iste skalarne promjenljive t.

* a =u (v X w)).

. d
Odg.: a = d'l:,l (v)(’w)+u(

2. al=uX (vXw).

; du . dv
Odg..a:TX(VXW)4—u><(dt xW)é-uX(

-

3. ak=(aXv) (x Xy).

. / du \
Odg,: a =|T X v)(x?(y)+ (u xg—:)ny) -+

~+ (uXv) (gh: % y) +(uXv) (x X —gg’)

4 a <+ (uXyv) (x X y). (Analogno prethodnom).

(26,3)

trati kao graniéna vri-

(26,4)

t.4, - Kada

dv dw
at xw)+u(v>§w_

ncirati slijedeée izraze pod pretpostavkom da su svi dati vek-
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PRIMJENA NA GEOMETRIJU I FIZIKU

Uzeéemo samo nekoliko primjera iz opSirnih oblasti geometrije i fi-
zike, gdje se primjenjuje izneSena teorija. koja je uglavnom u fizici i na-
stala. Iznoseéi primjenu na pojedina pitanja obuhvataéemo ih ustvari kao
cjelinu.

PRIMJERI PRIMJENE NA DIFERENCIJALNU GEOMETRIJU

§ 27. — TRIJEDAR: TANGENTA, GLAVNA NORMALA,
BINORMALA. FRENET-SERRET- OVE FORMULE

Neka u prostoru tatka opisuje krivu LL’ (sl. 57). Radius-vektori se
radunaju od tatke O. PoloZaj tacke odredivademo lukom s, koji se mjeri
od tadke P. Luk treba ori-
jentisati. Na slici strjelica
oznadava pozitivni smjer.

B A ~ L Na taj naéin vektor r je
p / funkcija skalara s. Oevid-
L i ' no je da wse tetiva &r po-
klapa sa lukom &s kada je

xl]
s

e

o

F07 medu tadkama A i B bes-
konaéno malo rastojanje,
odnosno

. fim 25| = 1. (27.0)
Q & as— 0
SL 3. dr

Onda je vektor —
as
usmijeren dui tangente na krivej u tacki A na onu stranu kuda se s

. >
povatava. To je naravno jediniéni vektor. Oznacicemo ga sa 7, p2 je

- dr
= — =1 . . . . ... (2712)
T ds . (
Vektor—; se naziva ort tangente krive LL’ u tatki M. Prema (27,2) za~
bd
kljuduje se da su komponente vektora t slijedecih intenziteta:

dx dy dz

T, = = T

T Ty as | : Tds

§ 27] 71

-
a to su kosinusi uglova koje 7 Cini sa osama usvojenog koordinatnog si-
stema.

7. = c03(s, ¥), 1, = ¢0s(7, ¥), 1, = cos(z, z),
pa vaii relacija

(_‘;SX_)Z.F(‘%Y_{_(‘ a@:—\zzl.. R 1)

->

S——

-
Sada ¢emo posmatrati izvod orta ; po skalarnom argumentu s: %T; .

Prema definiciji je

-

d: . dz2r
ds = dsz’

a iz § 24b se vidi da je izvod jedini¢nog vektora ;)normalan na tom vek-
toru.

- 3 . . e . g -
Oznadimo sa A ugao medu dvama susjednim ortovima ¢ 1 ¢ + b,

odnosno medu susjednim tangentama. Taj ugao se paziva ugao kou-
tingencije. Onda je

Graniéna vrijednost kolicnika ugla kontingencije i elementa luka As
naziva se prva krivina ili fleksija u dotiénoj takéi krive i

- . 1 .. .
obi¢no se oznacéava sa ® ili sa K, pa je

=K.. . . . . .. @29

lim =
As=>0 A3 R

Reciprodna vrijednost krivine naziva se ra dius krivine u po-
smatranoj taéki krive. Otigledno je za pravu liniju krivina ravna nuli,
pa se moze zakljuéiti da je krivina izvjesna mjera za otstupanje krive od
prave linije.

-

Vidi se da vektor g% uopste nije jediniéni vektor. Naéiéemo pravac

i orijentaciju toga vektora. Ako se kroz posmatranu tatku A (sh 38)

osim tangente na krivoj u toj taéki povuce i paralela tangenti u obliznjoj

tadki B, dobije se ravan, €iji se graniéni poloZaj kada B—>A naziva 03 ku-
2> > e

latorna ravan. Kako se vektor Arw, razlika vektora ¢t + Ar i 7, na-
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-

lazi u toj ravni, onda ¢ée se i vektorg—;— takode nzlaziti u oskulatornoj
9
T

ravni. S druge strane, vektor g} je normalan na tangenti u tacki A, a

prava linija koja prolazi kroz posmatranu tacku A i normalna je na tan-
> :

s dy " . .
genti naziva se normala, pa je vektora-g orijentisan duZ neke nor-

male u posmatranoj tacki. Broj normala u tac¢ki A moze biti beskonagan..

A

Oskulslorrna ravan

Glavra normala

S

y

SL 38.

Ravan u kojoj se nalaze normale naziva se normalna ravan krive u taéki

A irazumije se da je normalna na tangenti u dotiénoj tadki. Normala

koja se nalazi i u oskulatornoj ravni naziva se glavna normala.

->
dr
ds
prema konkavnoj strani krive linije.

Oznatimo sa n ort glavne normale. Onda je

Prema tome vektor — orijentisan je ba§ duz glavne normale, a ima smjer

_)
d2r d: n

o »ds=-§=Kn, g L w25 )

gdje jen = 1.

‘oskularnoj

§ 27] 73

Odavde je

dzr
n=R —Esfz—, Sl b ity gty 3L @ s A" e (27,6)
sa komponéntama veliéina
dz2x dzy d2z ;
n,=Rd32.n,=R a2 ,n, = R S

pa vazi reldcija

R (27,7)

Od nor
stiéna pri |

Prema defir

gdje jeb =

mala u tacki A éemo proucavati joS jednu, koja je karakteri-
prou¢avanju prostornih krivih. Ta normala je normalna na
ravni. Naziva se binormala. Njen ort éemo oznaditi sa b.
niciji je

> .
Bo= O3B v sie e B

1.

Veli¢ine komponenata orta binormale su prema tome

Ortovi
jili (kad bi
pominjemo
premjesta s

x—r,nz=R(——'—.———‘), L. @19

:t n, b, obrazuju desni sistem, odnosno sistem koji smo usvo-
e usvojio lijevi sistem, onda bi obrazovali lijevi sistem). Na-
da je taj trijedar pokretan, tj. premjeStanjem tadke A
e 1 trijedar.

Ako se| posmatrana kriva linija nalazi u ravni, onda je ta ravan
ustvari oskylatorna, jer se u njoj nalaze sve tangente, a glavna normala
je obiéna normala krive u ravni i orijentisana je prema konkavnoj strani

krive.

SR AT ]

e sl A b o s

" Z
AN ¢ SRR sl i 0 ed
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Kod izuéavanja promjene pravca orta tangente dosli smo do definicije
krivine. Posmatraéemo sada promjenu pravca binormale, odnosno osku-

. cr s o . b ...
latorne ravni. Posto je b jediniéni vektor, 1zvod—£1—.— bi%e normalan na

ds
njemu. Prema (27,8) biée
db d . d_) dn
(z X n) T .
= = + X —=.
& ds & TN s
U vezi sa (27,5) prvi élan je ravan nuli, pa je
db - dn
= 7 X — e §
as 7 X ds ' ( 7)10)

-
je normalan na 7.

ili vektor

>
Otuda je vektor g—ts, , buduéi normalan i na ¢ ina b, orijentisan duz nor-

male. Analogno definiciji krivine moZe se napisati

db

=+ 2 s, ... ... (2111)
dS e

¢ »radius« torzije.

gdje se 1. T naziva torzija ili druga krivina, a
e
Oznaéi li se sa &, ugao medu dvijema obliZnjim binormalama, biée

_db By _ 1 Y ¢ & 1))
ds ’

As—> 0 As e

= |

$lo znadi da je torzija mjera za otstupanje krive od prave. U (27,11)
konvencionalno je usvojen znak minus. Kod tako usvejenog znaka torzija
desne zavojnice u desnom sistemu biée pozitivna, a lijeva zavojnica u
desnom sistemu imaée negativnu torziju. Onda je ;

d_om o L (2113)

d .
Sada éemo naci -%2—~ Prema definiciji jem = b X ¢, pa Je

§ 27] 75
_di_ﬂx_)erx—d?— 1( DL o
s T as T O
1 = 1 >
=—F ct —b-—K +Th . . . . (2714
o

Analogno definiciji krivine i torzije, odnosno prve i druge Kkrivine,
moZe se definisati i takozvana totalna krivina ili treéa krivina. DefiniSe
se pomoéu ugla A, medu obliZnjim normalama, odnosno

fdnl | Ag
& = fm 7

=A (27,15)

L6
Prema (27;5, — 12,15) dobiva se relacija
Az = K2 + T2 (27,16)

$to opravdava naziv totalne krivine. Relacija (27,18) naziva se Lancret-
ova relacija.

Formule (27,5), (27,14, i (27,13) napisaéemo u obliku sistema,
odnosno

>
d: _n
ds ~ R’
a Z b
n T
= —kto e
g __®
ds o
ili
. d_)
z
& -
dn - Tl ’
K = K-( + Tb, e e (2(,17)
db
ds =—To

Ove formule izveli su nezavisno jedan od drugng Frenet — 1847 go-
dine i Serret — 1851 godine, pa se nazivaju Frenet-Serret-ove formaule.
Imaju vrlo veliku vaZznost pri prouavanju prostorn:a krivih.
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§ 28. — IZRACUNAVANJE PRVE KRIVINE I TORZIJE

-

Radius-vektor neke tacke prostorne krive dat je u funkeiji duZine
luka, pa je prema prvoj Frenet-Serret-ovoj formuli

L A S T

zamjenom b = :’ X n, pa je

(_r‘><n)=ni(n><r') =
ds

>

d
ds
. n(% x_,))+(n X g; ).

T=—n

Drugi ¢lan je ravan nuli i dobija se

dn _ - dn °
T =n(5 Xr)_(nx ds), (28,2)
Dalje je
d:  dn\ dr .
T = (.R = ¢ s ) = a u vezi (27,5)
, dr [der d3r -
\ T - R ds(d52 X . -(283)

Iz ove relacije se vidi da je radius torzije pseudoskalar, a to se zaklju-
¢uje po tome $to je tu proizvod dvaju polarnih velrtora. Proizvod dvaju
polarnih vektora, kao Sto je poznato, je aksijalni veitor, a proizvod aksi-
jalnog vektora sa polarnim vektorom pretstavlja pseudoskalar. Zbog toga
je u (27,13) i usvojen znak minus.

§ 28] 77
Analiti¢ko rjeSenje’
Neka fje radius-vektor

\

r =xi + yj + zk.

Onda [je
dr _ dx . dy . dz
ey ik gl S e Kk,
der. 4z dzy . d2z
rroaair o rl A ol
dsr _ dsx . dsy . dz . oo b
i g 't et g k
1 _ 4[] @x\?, @y 2 [ d%z ?
K—R—W ds2)+( asr) tlasr)
dx dy dz
ds ds ds
1 dz2x dzy d2z
T=—=R2|— — — .
. Fla & e (Z85)

dsx  d3y dsz
|4 @ @ |

Relacija (28,4) identi¢na je sa relacijom (27,7), koja je izvedena pri pro-
ucavanju glavne normale.

Zadatak: Izraéunati krivinu i torziju zavojnice:

1 S h

Odg.: === S ot e
L% R a2+ h2 '’ o az+hz’

-
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PRIMJERI PRIMJENE NA FIZIKU

§ 29. — BRZINA I UBRZANJE. TANGENCIJALNO
I NORMALNO UBRZANJE

Premsa (28,3 i4) i §16 f,g za kretanje tacke se iz jednaliner = r (t)
gdje je r radius-vektor, dobiva brzina r = v i ubrzanje r=v=nu

>
Oznadili se sa . ort tangente, biée

>
Vv = vz, a odavde

>
. dv - d: o
u‘_v'—dtr,vdt' (29,1)
>
Transformira¢emo izved - 2; fungiranjem izvoda po s:
> >
dr __ de - ds
dt = das @ dt ’
Iz—)prve jednagine (27,7) je irs =%— , a osim toga —Ei— = v, pa je
._gfc— =v ; . gdje je R radius krivine u posmatranoj tacki, a n ort
glavne normale. Zamjenom se dobije
dv - v2 ’
= — n oo . (292
L AR (29,2)

Iz ove formule se zakljuéuje da se vektor ubrzanja nalazi u oskulatornoj
ravni trajektorije u posmatranoj tagki. Ovdje je ubrzanje razlozeno na

- .
dvije komponente: komponentu u, = vr, koja je orijentisana duZ tangente,
. . . . v2 L s . <
a ima intenzitet v, i komponentu v, = —-n, koja je orijentisana duz glavne

. . . v2 R
normale, a ima intenzitet '
Komponenta R
.« >
utzvr..............(29,3)

naziva se tangencijalna komponenta ubrzanja, a komponenta

uu=—¥§-—n...............(29,4)

normalna komponenta ubrzanja.

§ 29] 79
Intenzitet totalnog ubrzanja je

|u|=u=|/\}‘1+-¥;-. N ¢ 1)

Formula (29,2) ima vrlo veliki znaéaj u mehanici.

Pomoéu komponenata u pravouglom koordinatnom sistemu radius-
vektor dat relacijom

r = xi + yj +zk, ]

pajebrzinai’=;<i+§‘j+z°k, e e e o (296)
i ubrzanje r=xi+ yJ + zk, ]
a odavde
R @97
u =X, U, =Yy, U =2
VaZno je istaéi i razlaganje u polarnim koordinatama u ravni. — Neka

tadka ima polarne kooridante ri 4, a susjedna tacka (r + Ar)iy + Ag.

Uzmimo ort a, (sl. 39.) duz radins-vektora r i ort a normalno na njemu.
Orijentidimo ih u smjeru ra$éenja radius-vektora i ugla. Pravac tih or-
tova se mjenja u funkciju vremena, dok ortovi i, j, k, ne mijenjaju 'svoj
pravac. Treba, dakle, izraunati izvode oriova a i a,. Kako je izvod orta
pormalan na tom istom ortu, biée ‘
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ili
;r =C[.; . a:P 2
o e 8
= i —.— = - ,
|as| lim —at ag - ¢
;"'P = — (;73(, gdje je znak minus zbog suprotnog smjera vektora

a iday,

1z izraza za radius-vektor r = ra  diferenciranjem se dobije

r=ra +ra =ra + Ipdy, a zatim

r = ra_+ ra 4 ro2p + Ip2g + rgap, li

F—G—rp) a, + (rp+2rp)ag . . . - - (298

Odavde se dobijaju veliéine komponenata ubrzanja

=
Il

.I:—I‘q.)?
e L (299
rg + 2rg

=
R
If

§ 30. — KRETANJE ELEKTRONA U KONSTANT\OM
ELEKTRICNOM POLJU

Jedna&ina kretanja elektrona u konstantnom elektriénom polju E je
jednatina kretanja materijalne take u polju konstantne jagine. Ta jed-
nacina glasi

Foe=mr = 6B e s T e e e @ E (804

gdje je E = const. Zadatak je da se dobijena jednadina integrira prema
izneSenim pravilima. Integriranjem se dobiva
Et +Ci

g [
r= —
m

r=_-% EBe+Ct+D, . . ... (302
2m

§ 31] 81

gdje su C i D konstantni proizvoljni vektori. Dobijena jednadina se moze
napisati

r—D = —— Et + Ct,
2m

a to znaéi da se vektor r—D nalazi u ravni vektora E i C, pa su njihove
koordinate proporcionalne parametru t na doti¢nom stepenu.

Otuda e moZe zakljuditi da se elektron u konstantnom elektriénom
polju kreée jpo paraboli. Ovaj rezultat i zakljuak zasnivaju se na princi-
pima klasi¢ne mehanike, odnosno elektrodinamike. Medutim na osnovu
relativisticke mehanike i elektrodinamike dolazi se do zakljufka da je u
konstantnom elektriénom polju trajektorija elektrona lancanica, a kako
je klasiéna| mehanika aproksimacija relativistiCke, tako je 1 parabola
aproksimacija lan&anice. Ta pitanja se detaljno tretiraju u teoriji elektri-
citeta.

§ 31. — KRETANJE ELEKTRONA U KONSTANTNOM
MAGNETNOM IOLJU

Jednaéina kretanja glasi

F=mr=—:—(v><l-l), ... . (311a2)

gdje je v brzina elektrona, a ¢ brzina prostiranja medusobnog djejstva.
U elektromagnetnom sistemu bilo bi F = e (v X H). Ova sila je speci-
jalan sluéaj takozvane Lorentz-ove sile, o kojoj ovdje necemo detaljnije
- govoriti.

Prema |pretpostavei ovog paragrafa je H = const.

Jednadina (31,1) moze se napisati i u obliku

dv e .
= WX HL L (31,1b)

Da bismo doznali trajektoriju elektrona integriraéemo jednadinu
(31,1) uz istodobnu analizu dobijenih rezultata.

Ing. D. M. Ivanovié¢: Osnovi teorije vektora 6
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Skalarnim mnoZenjem vektorom v dobija se

dv e 1 4 ,_, .
Vg T me v (v XH)I.-_—Z——d—t—(v)—_—O,*ih
ve o= G, . .. .o (31,2}

gdje je C integraciona konstanta.

To znaéi da se energija odrzava, odnosno da sila F ne vrsi rad, §to se
vidi i iz (31,1), jer je vektor F ncrmalan na vektoru v. Odavde se vidi
da je i numeri¢ka vrijednost brzine konstantna: |v] = const.

N Skalarnim mnoZenjem vektorom H dobija se
dv e d -
P 3 )

gdje je D integraciona konstanta.

Odavde je Hv cos (H,v) = D = const. S jedns strane prema zadat-
~ku je H = const, a s druge strane prema (31,2) v = const, pa je onda i
ugao medu H i v takode konstantan.
Da bismo odredili oblik trajektorije potraziéemo jo$ i njenu krivi-
nu. Prema (27,5) je .

1 _|dr =!£_(J‘_’_‘l=li,(,_dj_i> =
R | @ s )| Tl ds
Kako je %:%:—%('vx H), zamjenom se dobiva
—}?{_zﬁc—%mn (v, H) = ;I;Iv sin (v, ) . (314

me konstantna. Svojstva trajektorije.

[ krivina trajektorije je prema to
karakteridu trajektoriju: trajektorija

koja su prikazana sa (31; 2, 3, 4)

& 31 :
el 83

je zavojnica sa osom duZz pravca polja. Ako je poéetna brzina u pravcu H
ravaa fluli, onda se elektron ne bi kretao po zavojnici, nego po kruznoj
hm!l, jer je u tom slu¢aju brzina stalno normalna na vektoru jacdine
polja. Prema (31,4) radius toga kruga je

mcv

R= eH

(3L,5)

Svojstva trajektorije mogu se naéi i analizom projekcije radius-vektora
r na ravan normalnu na vektoru H, gdje se naravno dobije krug.



TRECA GLAVA

TEORIJA SKALARA [ VEKTORA KOJl ZAVISE OD
VEKTORSKOG ARGUMENTA

Pri prouéavanju fiziékih pojava i veli¢ina Sto s dublje ulazi u sus-
tinu pitanja, tim se sve veéi i veéi broj svojstava materije uzima u obzir.
Proudavanje neke pojave samo u vremenu pri apsirahovanju prostora
znac¢i da se tada pretpostavlja da je pojava svuda u prostoru ista, a sve
radi lakSeg prouéavanja sa manjom ili vecom aprnksimacijom. Poznato
je da se sve deSava u prostoru i vremenu i izostavljanje jednog znati ne
uzeti u obzir promjene u cjelini koje objektivno postoje. Ako se unaprijed
konvencionalno odredi stepen taénosti, onda se dode do, aproksimativnih
rezultata, ako taénost nije velika, no ipak ti rezultati mogu sluziti i u
daljoj teoriji i u praksi. A taénost se moZe uzeti u pojedinim prouéava-
njima vrlo velika.

§ 32, — FIZICKO POLJE: SKALARNO I VEKTORSKO

Ako se neko tijelo zagrijeva, pa treba doznati temperaturu u raznim
tackama tog tijela, onda ée se za svaku tacku dobiti izvjesna tempera-
tura. Svakoj tacki tog tijela odgovaraée neki broj koji odgovara tempe-
raturi. Mjeri li se temperatura vazduha u nekom prostoru, takode ce se
za razne taCke uopSte dobiti razni brojevi. Ako treba doznati gustinu
nekog tijela u raznim njegovim takama, izmjeriée se graniéna vrijed-
nost odnosa mase tog tijela i dotiéne zapremine oko tacke kada je zapre-
mina vrlo mala (kada zapremina tezi ka tacki u fizickom, a ne u mate-
matickom smislu). Ta gustina je uopSte razli¢ita u raznim tackama, a
mozZe biti ista u raznim taékama tijela. Gustini tijela u svakoj taéki odgo-
vara neki broj.

Treba li naéi pritisak u raznim taékama izvjesne zapremine u atmos-
feri, za svaku tacku ¢e se dobiti izvjestan broj.

§ 32] 85

Sliéno |se dobija i za elektriéna opterecenja naclektrizirane sredine.
I tako dalje.

Iz reenog se vidi da se takva funkcionalnost pretstavljaj na taj naéin
Sto svakoj |[tacki prostora, u kome se proucava izloZena fizicka realnost,
odgovara neki skalar. Onda se postavlja pitanje prouéavanja skalarnih
funkecija u|zavisnosti od polozaja tafke (od mjesta). Prostor u kojefn
svakoj tacki odgovara neki skalar naziva se skalarno polje.

Postavi 1i se zadatak da se u raznim tackama rijeke izmjeri i dozna

Ste, ogranilen ili neogranien prostor, u kojemu je pri prouca-
vanju neke fizike pojave za svaku tacku vezan neki skalar ili vektor
naziva se fizi¢ko polje. I skalar i vektor uzeti uopSte promjenjljivi su.

Kako je polozaj tadke odreden nekim vektorom polozaja, — nekim
radius-vektorom r, onda je skalarno ili vektorsko polje tek onda dato
kada se znp dotiéni skalar ili vektor u funkeiji radius-vektora pojedinih
tadaka, odnosno kada se zna neka skalarna funkcija V (r) ili vektorska
funkeija v |(r). ‘ y

Posto |se svuda u prostoru deSavaju promjenz u raznim oblicima
kretanja materije u jednom istom mjestu istovremeno moze biti vise
polja. U jednoj taéki atmosfere postoji skalarno polje temperatura, ska-
larno poljel atmosferskog pritiska, a zatim vektorsko magnetsko polje
zemlje, velitorsko elektriéno polje, vektorsko polje gravitacije, eventual-
no vektorsko polje brzine vjetra, itd.

Pri prouéavanju polja uvida se povezanost prirode tako da kada se
prouéi jedno polje, moZe se u izvjesnim sluéajevima znati kakve Ce se
promjene deSavati u drugom polju, koje sa prvim ima prirodnu vezu.
Znaéi, da éemo proudavati i vezu medu raznim poljima, a ne samo poje-
dino polje gasebno i odvojeno. Funkcija skalarnog polja moZe odredivati
vektorsko polje i obrnuto. Naravno, ovdje ¢emo proucavati samo opSte
zakone, a posebni se prouéavaju u specijalnim oblastima fizike.

Te skalarne i vektorske funkecije mogu zavisiti osim od radius-
vektora r takode i od vremena t. Polje U (r) ili v (r), koje se ne mijenja
u toku vremena, te ne zavisi od vremena, naziva se stacionarno ili kon-
stantno (stalno) polje, a polje U (r, t) ili v (r, t), koje se mijenja u toku
vremena, naziva se nestacionirano ili varijabilné (promjenljivo) polje.

Pretpogtavlja se da su funkeije (r, t) i v (r, t) jednoznacne, kou-
tinualne i da se mogu diferencirati i po vektoru r i po skalaru t. Ako
neko polje |zavisi i od nekog drugog skalarnog argumenta, pretpostavlja
se da se moZe takode i po tom argumentu diferencirati. Ukoliko bude
otstupanje od toga posmatraéemo ih posebno.
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§ 33. — SKALARNO POLJE

Skalarno polje je okarakterizirano funkcijom U. To znaci da su date
vrijednosti skalara V za sve tafke polja. PosluZimo li se Descartes-ovim
vrijednosti skalara U za sve tatke polja. PosluZimo li se Descartes-ovirm

U=U(X9,2) .. - « « « « « « « « « ... (331
Tadke kojima odgovara jedan isti skalar V nalaze se na nekoj povrSini

U(x,y,z):const.4.......‘...(33,2)

Dajuéi toj konstanti razne vrijednosti dobice se viSe povrSina, koje se
nazivaju svaka zasebno povrSine istog nivea, mivoske povssine ilt izo-
povrSine skalarnog polja. Primjena takvog naéina prikazivanja skalarnog
fizitkog polja je vrlo velika. Ukoliko se vrijednosti konstante uzmu blize
jedna drugoj, utoliko se polje bolje poznaje, utoliko je preglednija i jas-
nija slika polja. Za vrijednosti medu nivoskim povrSinama upotrebljava
se metod interpolacije. Matematitki se mozZe pretpostaviti da se nivoske
povrSine uzimaju beskona&no blizu jedna druge i na taj nadin se doznaju
svojstva doti¢nog polja. PovrSine i linije ovakvih osogina poznate su, i
veoma &esto se susreéu u velikom broju pitanja i zadataka nauke i teh-
nike, a obiéno podinju sa izo- ili ekvi- baS zbog navedenih osobina. Veoma
su moéno sredstvo za brzo i pregledno rjeSavanje prakticnin zadataka
graficki, odnosno za pregledno i spretno upoznavanje promjena raznih
" fiziGkih veliGina.

Obitno se od izo- povrdina ili -linija ucrtavaju samo neke ito sa
istom razlikom medu uzastopnim vrijednostima skalara, pa se prema
takvom. grafiku mogu doznati kako kvalitativne tako i neke kvantitativne
osobine polja koje se proudava.

U sludaju kada se nivoska povrSina transformira u liniju, ta se
linija moZe posmatrati kao beskonadno tanka povrSina u obliku cijevi
(u nekim sludajevima i kao cilindriéna).

U sluéaju da se u polju nalazi izolovana tadka, sa kojom obliznje
tacke nemaju blisku vrijednost skalara U, takva se tadka moZe posmatrati
kao sfera sa beskonadno malim radiusom.

Napominjemo da se u nekim sludajevima skalar U naziva potencijal,
a nivoske povrine i linije ekvipotencijalne.

§ 34]
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§ 34. — GRADIJENT SKALARNOG POLJA

Dato je polje okarakterisano skalarom U, koje se, dakle, moZe pret-
staviti nivoskim povrSinama. Skalar U se mijenja u funkeciji radius-
vektora, odnosno od talke do take. NajbrZa promjena skalara U ogde-
vidno je duZ normale na nivoskim povrSinama, odnosno dui najkradeg
puta. On se od jedne do druge nivoske povrSine gradativno poveéava

. 'Vektor koji u posmatranoj taéki skalarnog p(ﬁja ima smjer najbrieg.
ra$éenja skalara U, a veli¢inu jednaku porastu skalara U u tom istom
Ppraveu po beskonaéno maloj duZini, naziva se gradijent skalara U. Oz,.2.
¢icemo ga sa

G — grad U. . . . . . . . . . . . .. (34D

Prema definiciji je smjer gradijenta duZz normale na nivoskoj povrSini
u dotiénoj tadki. Vektor grad U karakteriSe varijaciju funkcije U u blizini
posmatrane tacke.

Gradijent je definisan bez ikakvog koordinatnog sistema, a to znaéi
da gradijent ne zavisi od koordinatnog sistema. Gradijent je invarijanta
polja.

Prema definiciji je

ou -

dn

grad U = n, s (34D

Gradijent éemo prikazati i analiticki. Za odredivanje komponenata vek-
tora G posluZiéemo se pomoénim koordinatnim sistemom, koji éemo
izabrati tako da e dvije ose tog si-
stema x’ 1 y’ nalaze u tangencijalnoj
ravni nivoske povrsine, a trefa osa
z' da bude duZ normale na nivoskoj
povrsini (sl. 40). Vektor grad U u
tom sistemu ima koordinate

(grad U), = 0, (grad U),, =0,

dU

o (3,39)

Konstruirajmo zatim drugu ni-
vosku povr$inu na normalnom otsto-
janju Az’ = An od prve povrsine.
Iz tacke A povuemo proizvoljnu st .
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osu, koja ¢e medu tim nivoskim povrsinama imati duimu Al ka.x.o 'hipo-
tenuzu trougla, kojega je jedna kateta An. Uzmu li se diferencijali, do-
biva se

dn (34,4)

i = cos (m, 1) °
Uzmemo li zatim proizvoljni koordinatni sistem xyz, dobi¢emo
' o L. (345)
dx—__cos(n,x)"' )
Tada je prirastaj skalara U na jedinicu duzine u smjeru 1
ﬂ—=ﬂ cosa; Iy o e sies e B Dot (34,6)
' al dn
a u smjerovima X, y i z:
oU du du
— % cos (z,x) = —— cos (n, X)
0 X dn o £25%) dn (34.7)
oU dUu aU_r‘Ucos e
=@ YT o

Prema (34,3) i transformacionim formulama dobivaju e veli€ine
komponenta za grad U:

G, = (grad U),'= (grad U),, cos (z’, x)
G, = (grad U), = (grad U),, cos (¥, ¥) (34,8)
G, = (grad U), = (grad U),, cos (7, z).
Na osnovu relacija (34,3 1 7) dobija se
ouU ~oU
Gx = (g!‘a'dU)) =—0—x—, Gy = (gradU)_v =——y—,
G, = (grad U), = gg ......... (34,9)

l)"a.kle, veliéiﬁe komponenata vektora grad U su p;n'ti jalni izvodi skvalara.
U po koordinatama radius-vektora tacke A u kojoj se gra.dijgnt racuna.
Komponente su otigledno duz osa usvojenog koordinatnog sistema.

§ 34] 89
Definitivno je sam vektor
g Gadw =2 e 2 g U L A
v X ay vz

Modul gradijenta je

| _1/(oUy, (0Uy?, (0U 20U
G—/gradU/-\(dx)—}—(\oy)-{—(dz)—an (34,11)
Lamé| je ovaj modul nazvao prvi diferencijalni parametar od U.
Modul gradijenta je mjera gustine nivoskih povrSina polja, jer je obr-
nuto proporcionalan otstojanju beskonaéno bliskih nivoskih povrsina.
Uglovi gradijenta sa koordinatnim osama dobijaju se iz relacija

oU
e

cos (grad U, x) = m—_

aU

cos (grad U, y) = -'ng"dy[T,
o U

vz

l|grad U] °

cos (grad U, z) =

Isti rezultati (34; 10, 11, 12) mogu se dobiti i prema definicionoj relaciji

(34,2) zamjenom % u funkeiji izvpda. od U po koordinatama tacke A,

odnosno

JU _ 0U dx
on dJx dn

oU dy+6Udz
oy dn 0z dn ’

1
|

gdje su —:% itd. kosinusi odgovarajuéih uglova.

Lako|je dokazati da je gradijent konstante jednak nuli.
Iz izlozenog se zakljuduje i to da dok skalar U karakteride skalarno

polje, gradijent tog skalara karakteriSe vektorsko polje.
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§ 35. — IZVOD SKALARA U DATOM PRAVCU

Neka je dato skalarno polje karakterisano skalarom U, koji u tacki
A ima vrijednost U,. Treba u toj todki naéi izvod skalarne funkcije U
pod uslovom da bude po unaprijed odredenom pravcu 1. U taéki B koja
je veoma blizu talki A na rastojanju Al, a u praveu paralelnom sa |, taj

skalar ée imati vrijednost Ug. Onda e koliénik—i—? predstavljati srednju
brzinu promjene skalarne funkcije U na jedinici duZine puta u datom
pravcu.

Grani¢na vrijednost

(35,1a)

pod uslovom da AB bude paralelno odredenom praveu | naziva se izvod

0
skalarne funkeije U u tadki A u datom praveu. 1. Oznacava se sa —(d—[f— , pa
je

o'U . AU

_____-—_l

—_ (35,1b)
[ 50 A

Neki autori ovakav izved oznafavaju i sa iia% Medutim oznaka par-

cijalnog izvoda pokazuje da u toj tacki skalarna funkcija U mozZe imati
beskonadno mnogo izvoda — po svim pravcima.

Odmah se vidi veza ovog izvoda sa gradijentom, ako se uzme u obzir
relacija (34,6):

2
O—I{ = igrad U/ cos (grad U, ), . . . . . . (35, 2a)
a to znadi: izvod skalarne funkeije U u datoj tacki u pravca 1 jednak je
projekeiji gradijenta te funkcije u toj tacki na praveu L

Relacija (35,2a) moZe se napisati i u obliku

%J.z I grad U = Gl . . . . . . . (332b)
gdje je 1, ort u praveu 1, pa je drugim rijedima: izvod skalarne funkcije
U u datoj tadki u pravcu 1 jednak skalarnom proizvodu gradijenta te
funkcije i orta u datom pravcu. :

§ 35] 91

Ovaj izvod se moZe prikazati i analiticki. Zamijene li se navedeni
vekfori komponentama, dobija se

aU oU . oU . U
‘(0X1+ i+

dy

v .
oy k ] (icose + jcosp + kcos,).

i

gdje su q, 8, ¥ uglovi medu pravecem 1 i koordinatnim osama. Dalje je

= cos -+ cos B + (Z(j cosY. . . . (352¢)

oU ou oU
al 0x dy
JU

Isto se dobije ako se diferencira o1

kao funkcija

¢U _ dU dx U dv oU d=
al — ox dl+ T

oy dl oz el

(35,2 d)

U vezi priraStaja radius-vektora relacija (35,2) moZe se transfor-
mirati ovako:

dU
dr

= Gr,, . . . . . . . . . . . . . . (353
gdje je ry jedini¢ni vektor u praveu dr. Ova relacija se moZe napisati i u
slijedeéem obliku:

) dU = grad U . dr. . . . . . . . . . . . (353b)
Ako je data relacija

dqU = a dr, . . . . . . ..o (354

onda je jasno da je u tom sluéaju a = grad U.

Relacija (35,3) moZe se dobiti i na slijedeéi nain: Neka je radius-
vektor tacke A u koordinatnom sistemu xyz: r = xi + yj + zk. Na istoj
nivoskoj povrsini razne tadke imace razne radius-vektore, ali ée na njoj
svuda biti U = const. Medutim na ma kojoj drugoj nivoskoj povrSini U
ée imati drugu vrijednost. Onda je totalni diferencijal skalara U:

ouU ., o0U U
dU-C)X d.’(ﬂ'—a—ydy-l--ﬁdz,




92 v [GL I

a to je skalarni proizvod vektora ig-—l;: + j-gl—)': + k %L—i =grad Ui veilftora
jdx + jdy + kdz = dr, pa se tako dobija relacija (35,3).

Relacija (35,2) se moze dobiti i pri-

kazati geometriski. Kroz taéku A (sl 41)

. povudemo nivosku povrSinu U = const.

\\A Vektor gradient orijentisan je duz nor-

male na toj povrsini: AP = |gradU|. Opi-

Simo nad AP kao diametrom loptu i po-

smatrajmo neki zrak iz A u pravcu 1. Taj

zrak presjeca loptu u tacki Q. Ocevidno

je

= const

AQ = %lﬂ . (355)

Sl. 4L
jer je to kateta pravouglog trougla AQP u glavnom polukrugu kon-
struisane lopte.

Kako gradijent ima smjer normala od povriine niZeg nivoa ka po-
vréinama viSeg nivoa, on se mora razlikovati od izvjesnih gradativnih
veli¢ina u fizici, koje se mahom karakteriSu izrazom pad.

Ortogonalne trajektorije nivoskih povr$ina nazivaju se linije polja.
U njihovo detaljnije tretiranje ovdje se nefemo upustati.

§ 36. — HAMILTONOV OPERATOR V — NABLA.

U formuli za grad U moZemo konvencionalno izdvojiti skalar U:

2 5 )
% A : VO . . (381
gradU-(ldx+Jaz+koy)G\ (36,1)

Izraz u zagradi, sastavljen iz zbira triju oznaka parcijalnog diferencira-
nja po X, ¥, 2, po trehodnom mnoZenju sa odgovarajuéim ortima, Ha-
milton je oznagio simbolom T/, koji se izgovara nabla.

Dakle,

b ) )
Lo e ibe LV 0 et e EN(E36:2)
'§7_1d +Jbv_'+k0—;‘

Ovako simboli¢ko pretstavljanje pomoéu operatora uzelo je u teo-
riji vektora veliki mah, a to znaéi i u savremenoj fiziei 1 matematici,

1
& 8
3

§ 37] 93

kako zbog |svoje elegancije, tako i zbog velike brzine i kratkoée izracu-
navanja i izvodenja raznih relacija i veliina. Operator nabla je diferen-
cijalni operator i simboli¢ki vektor. On ima kako svojstva vektora, tako
i diferencijalna svojstva. Nabla zahtijeva diferenciranje funkcije koja
iza njega slijedi. Pravila ée se iznositi postepeno. Zamjenom (36,2) u
(36,1) dobija se

grad MU SrSa U, S o fohy o BN 0 L e 1 UK e (36)3)

a to znaéi|da skalar U treba umetnuti na prazna mjesta izraza (36,2)
i izvr$iti naznadenu operaciju. Jednaéina (36,3) ¢ita se: gradijent (od)
U jednak je nabla (od) U.

Izno$enjem pravila postepeno ¢e se pokazati vrlo vazna svojstva
operatora |[nabla. Upotrebljavaéemo ga redovno, kako u zasebnom me-
todu, tako|i zajedno sa ostalim metodima. Naravno treba imati u vidu
da je to fprmalni vektor, a istodobno je i simbol koji pretstavlja ope-
raciju diferenciranja — on je, dakle, i diferencijalni operator.

§ 37. — OSNOVNE FORMULE
TEORIJE GRADIJENTA

a). — Gradijent zbira. — Neka su data dva skalara U i V. Treba
naéi grad |(U + V). Prema definiciji i osnovnim' pravilima diferencira-
nja je

grad (U + V) =i a(udtV) —i—jk(%_jfv) + k"’(gfv) b
i
grad (U+ V) =grad U +grad V. . . . . . . . . (371a)
Simboliéng:
O V) =GU FFV. . - s s e ooe s (371b)

Gradijent zbira skalara jednak je zhiru gradijenta pojedinih skalara
— sabiraka.

Iz (37,1b) se vidi da je dosla do izrazaja linearnost operatora 7, jer
vazi distributivni zakon. -
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Jednaéine (37,1) pokazuju da se vektorska polja sabiraju, a to je
vrlo vafna osobina, iako formule izgledaju jednostavne i skoro razum-
ljive kao obilan identitet.

b). — Gradijent proizvoda. — Neka su data dva skalara U i V. Tre-
ba naéi grad (UV). Prema definiciji je

(;JV) +_0(UV) kb‘UV’,m
X

- .0
grad (UV) =i 0y T+ P

grad (UV) = Ugrad V + VgradU. . . . . . . . (37,2a)

Analogno diferenciranju (ali ne identiéno) operaciju operatorom \/
nad proizvodom obavimo na taj nadin §to éemo 7 rastaviti na sabirke,
koji se odnose na dotilne faktore proizvoda, na koje 1 djeystvuje. Tako
je u ovom sluéaju

A=0Ng+ Oy, - - - - - . (812D)

gdje operator </ djestvuje na U, a operator Wy djestvuje na V. Faktor
na koji operator ne djejstvuje izlazi pred operator \/ sa indeksom, kao
konstanta uz promjenljivu pred diferencijalni znak.

Zamjenom se, dakle, dobija

T(UV) = (Ty+ V) (UV)= TV, UV)+ TV (UV) =
=UvYvV4+Vyu ... .. (3120
Ista operacija se moZe prikazati i na taj naéin da se faktori sma-
traju uzastopno konstantni i rad se obavi analogno diferenciranju.
Iz rezultata se vidi da gradijent proizvoda ima oblik analogan dife-
~ rencijalu proizvoda.
¢). — Gradijent sloZene funkcije

Treba naéi grad £(U). Prema definiciji je

_ L of V) L ofUy . of () .
grad £(U) -1—OT+ oy + k poaal ili
grad f(U) = I(U) grad U. . . . . . . . . - - - (37,32}
Simboliéno:

vEU) = Oy, oo oo (37,3b)

§ 38] 95

Gradijent funkcije skalara U jednak je proizvodu iz izvoda te funk-
cije po U i gradijenta tog skalara U.

d) — Gradijent apsolutne vrijednosti radius-vektora

Treba naéi grad r. Prema definiciji je

or . or . dr X y z
dr - X, ¥y.., =
gradr 0x1+0yJ+ozk r'’ rJTrk’
il
r
gradr = - (37,4)
§ 38. — SIMBOLICKI OBLIK IZVODA SKALARA U

DATOM PRAVCU

Primjenjujuéi operator </ napisaéemo relaciju (35,2) u simboli¢nom
obliku, Sto je vaZno i zbog Ceste upotrebe i daljih svojstava izvoda ska-
lara po odredenom pravcu.

Ima se, dakle,

oU
ol

=—dd—l‘)= LigradU = I,y U. . . . . . (381
Stavi li se
dr = dl.l,, dobija se

dU =drVU . . . . . . . . (382a)

Ovdje se formalni skalarni »proizvod« dr X7 ili i proizvod 1; </ moZe
takode smatrati kao simbol, koji oznaéava skalarno diferenciranje, pa se
mozZe staviti :

dU = dr\)H)U. . . . . . . . . . . . . (382D

Relacije (38) su samo simboliéni izraz relacija (35,2), koji je veoma va-
Zan pri izrafunavanjima i transformacijama raznih formula.
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Zadaci:

1. — Dokazati da je grad (ar) = 3, gdje je a konstantni vektor.
2. __ Izratunati: a) grad r'?, b) grad r", ¢) gradl r .

T
0Odg.: a) 10rs.r; b) ure=2.r; ¢) Z—rﬁ

3. — Izradunati grad nT , gdje jen konstanta.

n"
s

Odg.:

4, — TIzradunati grad [(@aXr) (bXr)], gdje su a ‘i b konstantni

vektori.
Odg.: (aXr) Xb+ (b><}') Xa.

5. — Izraéunati grad In(x+y), gdje su x iy koordinate tacke.

|

> + j

§ 39. — VEKTORSKO POLJE

ano nekom vekiorskom funkcijom V.

lie je okarakteris 5
Vektorsko polje J tadkama polja, odnosno da se moze

To znadi da je vektor v poznatu svim
izra¢unati na osnovu izvjesnih podataka. e
Posluzimo li se Descartes-ovim koordinatnim sistemom polje ce biti

dato kada se u potpunosti zna vektor
v=vxi+vyj+v,k,

ili kada su date projekcije vektora v kao skalarne funkcije koordinata
x, y, z tagke u kojoj se polje traZi. .

Veé smo kod gradijenta naidli na primjer vektorskog polja: v =
grad U. .

Vektorske linije. Za poznavanje vekt9rskog pol
kve krive linije, koje u svakoj tacki ima]u. If?av.acf
linije se nazivaju linije polja ili vektorske linije. Pod

ja vazno je znati ta-
vektora polja. Takve
pravcem krive linije

§39] 97

podrazumijeva se pravac iangente
te linije u posmatranoj tacki. Znaéi
da je vektor polja tangencijelan na == 1 A
vektorskoj| liniji u posmatranoj
tadki. Na sl. 42 je LL’ vektorska 7
linija vektorskog polja. Neka se
inije mjeri od tacke A.
U taéki B |vektor v je orijentisan
duz tangente na vektorskoj liniji.

W'
4
tx

|

~y

IzveSéemo diferencijalnu jed-
naéinu vektorskih linija.

Neka je r radius-vektor neke Sl 4.
tadke B na vektorskoj liniji. Tacka

; -
B ima tekuée koordinate x, y, z. Ort tangente te linije u tacki M je %:T.

>
Ort ; i vektor v su kolinearni, pa je njihov vektorski proizvod ravan
nuli, odnosno i
%Xv:o, o SR S S Y 5
ili
dr X v = o. L LT e (3952)

Ovo je u vektorskom obliku diferencijalna jednaéina vektorskih
linija.
Ova diferencijalna jednadina moZe se izraziti analitiCki. Poznato je
da su projekcije dvaju paralelnih vektora proporcionalne medu sobom,
pa je

ax _dy _dz
r "y = e . ey v,, odnosno
dx : dy ndge= V. % Vv, 3V, il

(39,3)

Relacija (39,3) pretstavlja sistem od dvije diferencijalne jednaéine,
koje treba| integrirati da bi se naSle vektorske linije. Kada se te dvije
jednaéine rijeSe dobiée se dvije proizvoljne konstante. Odavde dobijemo
samo pravac vektora, a da se dobije njegova veli¢ina pribjegava se obié-
no grafiékim metodima. Vektorsko polje je moguéno posmatrati kao ska-
larno polje okarakterisano skalaremiU i konstruisati zatim nivoske po-
vrSine U=const. Veli¢ina vektora se moZe pretstaviti i brojem linija. No

Ll
Ing. D. M. Iyanovi¢: Osnovi teorije vektora A 7




o8 (GL I

kako se svaka talka moZe uzeti kao polazna za konstrukeiju vektorslfe
linije, jasno je da se moZe pretpostaviti beskonaéno n.ln-c{go vektorskih
linija. MoZe se uzeti da je polje u cjelini ispunjeno tim hmJamz.x. ’I"a p}"et‘-
postavka je neko vrijeme dominirala u fizici i to tako da su izvjesni f1-
zidari te linije smatrali kao da postoje u stvarnosti, a ne da suw'Fo linije
koje su samo pomoéno sredstvo. Materija je rasporedena dx_'ukcue, avne
tako kako su udili mehanicisti. U fizici je usvojeno da se uzima kona'zv:an
broj tih linija u konaénom polju — u ogranifenom dijelu polj‘a. Oblf:nf)
fizicari usvajaju da se linije konstruidu takvom gustinom da: Je'bl.‘OJ li-
nija, koje prolaze kroz jediniénu povrSinu povucenu u nekOJ. tacki nor-
malno na vektor polja, proporcionalan apsolutnoj le?dn0.§t1 toga. vek-
tora (neki uzimaju da je broj linija jednak apsolutno?wvm)ed.r}ostl V(.ek-
tora polja). Kako se vektor polja mijenja, te ima r.az.l_mlte vrljec_lnosti u
raznim taékama polja, to se i broj linija mijenja — linije su neng.e g‘.Js.c_e
a negdje rjede rasporedene i to gdje je velicina vek’tora. veca, tu ce :llmje
biti gudce rasporedene, a gdje je velitina vektora manja, tu se.z hm;e. cr-
taju rjede. Ako je vektor u svim tagkama polja ko_nstantan, t].- ak(? ima
stalnu velid¢inu i pravac, onda ée linije polja biti jednake gustmfe 1Nb1.ce
paralelne medu sobom. Vektorsko polje sa konstantnim karakteristicnim
vektorom, odnosno sa jednakom gustinom linija polja naziva e homq-
geno polje. Ako vektor pretstavlja silu onda se njegovo vektorsko polje

naziva polje sila.

§ 40. — LINISKI INTEGRAL VEKTORA

Neka je dato vektorsko polje sa karakteristiénim \./‘ektox:om v 1 u
polju kriva linija LL’ (sl 43). Uzmimo na toj lintji dvije tacke A1 B

i,H L

sl 4.

§ 40] 99

i oznatimo po liniji pozitivni smjer od A ka B. Izdijelimo luk AB na vrlo
male djelove tako, da se pojedini dio @_ 4 Jinije mozZe aproksimativno
zamijeniti pravoliniskim elementom ¥, ;. Taj pravoliniski element mo-

Zemo posmatrati kao vektor, pa éemo ga oznaciti P—;)Pi = As,.

Liniski integral vektora v duZ krive linije AB naziva se granifna
vrijednest sume skalarnih proizvoda vektora v; i elcmenta As, kada broj
n tih preizvoda teZi beskonaénosti, a veli¢ina elementa teZi nuli. Naravno
ta graniéna vrijednost je uopste konaéna. To se moZe napisati na slijedeci
nacin: ’

n

[im Z v, NS = Svds. L. ,(40’1)

a—>® o AB

Ovaj integral se moZe napisati i u drugom obliku. Iz slike se vidi da
je ds = dr, pa je

Svdsz‘s‘vdr. ... (40,2)

AB AB

Liniski integral vektora po zatvorenoj krivej liniji (konturi) maziva
se cirkulacija vektora duz te konture i mahom se obiljeZava

’

02Svds, e .. L (40,3)

gdje C oznadava konturu duz koje se uzima integral,

Ako vektor pretstavlja neku silu, a kriva AB pretstavija trajekto-
riju tadke, onda je liniski integral takvog vektora duZ te trajektorije rad
sile na putu koji napadna tadka prede, odnosno -

SFdr = A. L. ... (409
As

Prema izloZenom, liniski integral zavisi ne samo od krajnjih tadaka,
medu kojima se po liniji uzima, nego zavisi i od puta, od oblika linijej
medu tim dvjema tadkama. To znadi da liniski integral zavisi i od izbora
podetne j zavrSne talke puta po kojem se uzima. To je jasno i prema ¢i-
njenici da vektor v uopSte ima razlid¢ite vrijednosti u raznim tackama
polja, pa svaka promjena puta medu A i B znaéi i promjenu vektora v,
odnosno promjenu njegovih komponenata, ukoliko se radi o njegovom
razlaganju, a to znadi i promjenu liniskog integrala.

L]
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Da vidimo sada $to ée biti ako se uzme suprotan smjer integrira-
nja. Lako je uvidjeti da se u tom sluaju izmijeni znak elementa A s. a
vektor v, ostaje sa ranijim znakom, pa je

§'vds = ——S'vds, .. . . . (40,5
B AsB

BA

ili pri integriranju u suprotnom smjeru duZ iste linije i medu istim kraj-
njim tadkama mijenja se znak liniskog integrala. a njegova veli¢ina
ostaje nepromijenjena. )

AXo je C neka tadka na liniji po kojoj se integriranje vrsi, onda je

‘g‘vds =s ‘vds + s"vds. Lo (40,‘6)
AB Ac B

Postoje vektorska polja, koja €ine izuzetak od ovih pravila, Sto ée-
mo iznijeti u slijedeéem paragrafu.

Izradunavanje liniskog integrala., — Liniski integral izraunava se u
Descartes-ovim koordinatama na taj nadin, Sto se dotifni vektori pret-
stave pomodéu koordinata, pa je

>

g vdr = g‘(v‘i-l-vyj—i—v,‘k) (dxi+dy.j+dzk) =
AB AB

_—_‘Y(v_‘der'vydwavzdz). N (X4
B.

e

Prema tome, izraéunavanje integrala fvdr se svodi na izradunava-
nje krivoliniskog integrala skalarnih veli¢ina, Sto je poznato iz integral-
nog racuna. Vrlo éesto se, radi lakSeg izraunavanija, jednadina doticne
krive linije uzima u parametarskom obliku, pa se integral svodi na obic¢-
ni, koji se lako izradunava. '

Potenci
gradijent ne
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POTENCIJALNI VERWTOR. POTENCIJALNO
POLJE. POTENCIJAL

jalni vektor je takav vektor, koji se moZe pretstaviti kao
kog skalara.

Polje pptenicijalnog vektora naziva se potencijalno polje.

Skalar
Osim o
pr. najprije
duje, a zati
Dakle,

onda se vek
Prouéin
Da vidi

tora.
Uopste

i krajnjom

iji je gradijent potencijalni vektor naziva se potencijal.

vih definicija upotrebljavaju se i druge na razne nadine. Na
se definiSe potencijalno polje na osnova osobina koje posje-
m ostalo, §to ée se vidjeti iz daljeg izlaganja.

pko je

G:gradU' B 5 18 )
tor G naziva potencijalni vektor, a skalar U potencijal.

10 svojstva potencijalnog vektora i potencijalnog polja.
mo kakva su svojstva liniskog integrala potencijalnog vek-

uzevsi, krivoliniski integral zavisi od puta medu poéetnom
tackom medu kojima se rafuna, o demu je bilo rijedi u pro-

Slom paragnafu. Posmatra li se izraz (40,2), odmah se dode do zakljué-

ka da to pr

hvilo ima izuzetaka. Integral se moZe odmah izradunati i za-

mijeniti gorpja i donja granica kod obinog integrala u sludaju kada bi
podintegralni izraz hio totalni diferencijal jednozraéne funkcije. Znaéi,

krivoliniski
tranim tack

ntegral ne zavisi od puta, od oblika krive linije medu posma-
ima, u onom slu¢aju kada je podintegralni izraz totalni dife-

rencijal. Ongla se moZe jednostavno pisati

svdr=s‘dU=UB——UA,. N €3 9
AB AB

r

gdje je U fynkcija ¢iji je totalni diferencijal podintegralni izraz.
Uzme lij se umjesto vektora v potencijalni vektor G, dobija se

ngr = ( gradUdr. N € 4

AB AB

Medutimp prema vaZnoj formuli (353) vidi se da je ovdje podinte-

gralni izraz

pbad totalni diferencijal, pa je

{ 6dr = g’dU =T

‘ _ p— Uy oL (414)
8 AB
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To znadéi da krivoliniski integral potencijalnog vektora ne zavisi od
puta ili oblika krive medu krajnjim tadkama, ili liniski integra.l- vel;to'r‘%
grad U duZ ma koje krive linije, koja spaja dvije tadke, jednak je razlici
vrijednosti funkeije U u tim tackama.

Prema (40,3) odmah se zakljuduje da je cirkulacija potencijalnog
vektora dui zatvorene krive linije jednaka nuli:

SGdt=0. SRR € 3 2)
0C

Va3 i obrnuta teorema:
Ako je liniski integral pekog vektora duZ ma kakve zatvorene krive
linije jednak nuli, onda je taj vektor gradijent nekog skalara.
Napominjemo da je uslov za (41,4) i (41,5) jednoznaénost funkcije.
Uzmemo 1i iz fizike takav primjer da mjesto vektora G bude sila ¥,
dobijaju se slijedeée relacije:

na putu od 1 do 2:
: ’
S Fdl‘ = Az _ A'l’ . . . . . (4.1,4)
1

a po zatvorenoj konturi
SFdr = 0, N €5 o
O -

ili: u potencijalnom polju rad sila toga polja na putu medu dvjema pre-
jzvoljnim tackama uopste ne zavisi od oblika puta, nezo $amo oﬂ. 301(;
jaja tih tacaka. Rad sile potencijalnog polja po zatvorenom putu jedna
je nuii. Takva sila se naziva konzervativna sila. Prema tome konzerva-
tivna sila je gradijent neke funkeije.

Navedena ¢injenica takode moZe posluZiti kao polazna tatka za de-
finiciju potencijalnog polja i potencijalnog vektora. '

Kako je u potencijalnom polju uopste v = gradv 'U., vidi se da Ce se
vektor v poklapati sa normalama na nivoskoj povrSini, pa se moze za-
Kljuditi slijedece

u potencijalnom polju vektorske linije su normalne na nivoskim po-
vriinama funkeije U.

§ 42] 103

§ 42. — VEZA MEDU KOMPONENTAMA POTENCI-
JALNOG VEKTORA

Dato je vektorsko polje okarakterisano vektorom G? Treba nadl
analiti¢ki izraz uslova da to polje ima potencijal. Prema definiciji je

G=6U. oU ., aU

oxl+0y‘]+az o
Odavde jJe
__ U __0U _ 00U
G,=4-, Q=4 G=74 ., - - . (12D

gdje su komponente duz osa Descartes-ovog koordinatnog sistema.
Diferenciranjem se dobija:

3G, _ »U 3G, _ U

oy ~ dxdy 0X =oxay' odnosno
0 G, 0G,
iy = Tax S, e e . (422

Prema tome trajena veza medu komponentama potencijalnog vek-
tora je:

3G,  0G, 2G, 0G,
oy Tox =% T toy =%
96, 3G, _ .
e R

Ovo su takode potrebni i dovoljni uslovi koje mora ispuniti vektor G,
koji karakteriZe polje, pa da bude potencijalni vektor, odnosno uslovi da
dotiéno polje ima potencijal. Ako uslovi (42,3) nisu ispunjeni, do
nema, potencijala.

Slozi li se slijedeéi vektor

tiéno polje

. 0 2 0 x

0 G, 0G, . (GGX 0G, . 90 G, 0G,"
dywdz/1 J]—i_'\ox T oy k, (424
vidi se da je invarijantan (u sluéaju potencijalnog polja ravan je nuli).
Vektor (42,4), gdje se umjesto G uzima ma koji vektor v, ima vrlo ve-
liku vasnost u teoriji vektora, odnosno u fizicl i tehnici.

Kasnije éemo na drugi naéin prouditi taj vektor, te iznijeti i obja-
sniti uslove (42,3).
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§ 43. — IZVOD VEKTORA U DATOM PRAVCU

U § 35 smo vidjeli da se kod izvoda skalarne funkeije u odreget;:;{n
praveu dobia gradijent tog skalara, odnosn‘obvekto.r, kavc; \9:1(23!; :omjene
i S kada bi se prouc
tora izvoda. Analogno tom postupku, 2 il
i R zili i . do&lo bi se do kemplikovanijih: velic
vektora i uopste traZili izvodi, dos : ; e
ij : %10 do vektora, kod vektora bi se
i funkcija. Dok se kod skalara doslo ko ; .
ldou‘zenzgra To vazi za izvod uopste. A nas ovdje interesuje samo izvod
vektora u odredenom pravct. . -
Neka je dat vektor v koji karakterise vektorsko polje. Tre})a n:.cl:l
izvod tog vektora u praveu 1 u nekoj talki A. Iz tacke A se é)ov];ce‘:] :ir_edl- |
paralelan sa L Na otstojanju Al u tom praved uzme se tacka b. J

nosti vektora u tim tackama su respektivno: vir,) 4 v(rg).
Onda je
29 = fim vied) — YWaly 0 o 204Bd)
ol = at—>0 A

‘Radius-vektori su funkcije od koordinata X, y, Z, pa je na osnovu dife~
renciranja slozenih funkcija

ov _dvdx  2v 4y, dv G
?T‘??dl+0y dl+oz di

dy , dz

. dx Yo
No kako Je E_z COS1, a = \.O:IJ,—EI—

du vektora 11 koordinatnih osa, bice

—cosv, gdje su a, 7ifiecd uglovi izme-

A 4 ov %
ov _ 9V cosq + Chd gosp + —— opsY :

ol 0X . Oy

(43,2}

Dalje se moze izvrSiti slijedeéa transformacija

. () . () 1 _(_)_. s
%}r—: (icosa + jeosp + kcosY) 1—;;—-{-]!—)—)';-(— k OZ)‘-

3 izv ek A1EoT
Prema veé navedenim oznakama moze se za izvod vektora u Catom
praveu definitivno pisati:

0l

OV vy . . . . - - (433D
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ili izved vekterske funkeije v u datoj tacki vektorskog polja u datom
praveu 1 jednak je simboli¢kom proizvedu tog vektora v i diferencijal-
nog operafiva 1, 7.

Sada ¢emo relaciju (43,3) uopstiti na taj nafin, Sto ¢emo umjesto‘
jediniénog [vektora 1, uzeti ma koji vektor u i analizirati izraz (a V) v.
Odmah se yvidi da je ova operacija sloZenija i da se najlakse obavlja sim-
bolickim ntetodom. Tako se skalarni proizvod vektora u i simboli¢koy
vektora /| mozZe napisati

2} )
u\‘/:uxn—.-uyw+ul—. ... (434)

Konvencionalno usvojimo da se vektor v moZe pripisivati sa desne
strane, pa |éemo dobiti vrlo vaznu relaciju

() :‘ -
(ny)v = u_(—v—-{-u‘{’—V + L\A()—v. .. : (435)
X Yoy oz

Ako je 1, ort vektora u, bice

(0Y)v = |(luY)v = u(l;N/)v = u|cosy. d_v +COS/1'£+COS‘{£\,
ax oy z |

i definitivno
() = ui—‘;. RO S T

Dakle| izraz (uvy/)v jednak je izvodu vektora v u praveu vektora u
pomnoZenom veli¢inom vektora u iz zagrade.

Ako s¢ umjesto vektora u uzme dr, bice

(drv)v = dx v -+ dy;—a—v— + dz é_v a odavde
Jx oy oz
(dr)v = dv, . . . . . . . (43D

Ova fprmula je vrlo vazna i éesto se primjenjuje kod raznih zada-
taka i izracunavanja.
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Zadaci:

EE L.
. 1. — Dokazati da je (:V)z = —g— , gdje je = ort tangente, n ort

glavne normale, R radius krivine neke krive.

2. — Izradunati izraz (ma v )r, gdje je a konstantan vektor.

Odg.: ma.

-

— VEZA MEDU TOTALNIM I PARCIJALNIM

§ 44.
1ZVODOM ro VREMENU

Data je neka skalarna funkcija f = £ (X, ¥, %, t), gdje su i ?olrdi'-
nate x, y, z takode funkcije od t. Neka se tadka A (x, Y, z) krece brzi-

pom V. Totalni izvod po vremenu t je

ar  of dt , of dx  of dv  of &z
S =vra Tox @ oy Tt o &
af  of of af
S T TACANC AL
Prema § 35 je

at _ of 0f £ (44.1)
o = . df:_——+v.v . ’
dt_0[+vgra ot

Totalni izvod df naziva se takode i supstancijalni ili individualni izvod
dt

e f po t, jer se lokalna i konvektivna promjena izraZavaju po-

funkecij e ' e "
u — naziva se JOS loka
ot

sebnim sabircima. Parcijalni izvod po vremen

izvod f po t. -
Analogno se dobija i za 1zvo :
z, t) ta sloZena vektorska funkeija, gdje su %, Y,

d vektorske funkcije. Neka je u (X, Y,
z funkcije od t.

Jasno je da je

du dz.
du An  dudx  dudy 00 TP
ST or Tox @ oy a9z A&
_ UL vo)u. (44,2)
ot

§ 45] . 107
Clanovi v(Vf) i (vViu nazivaju se konvektivni &lanovi, jer prika-
zuju kretanje koje je vezano sa prenoSenjem -— konvekcijom djelica

kontinuuma koji se proutava.
Lokalna promjena —Z—P kod stacioniranih strujanja jednaka je nuli,

a konvektivna promjena postoji i kod stacioniranih strujanja.

§ 45. — FLUKS VEKTORA

Neka vektor v karakteriSe neko vektorsko polje. Taj vektor moZe
pretstavljati razna kretanja materije, na pr. brzinu kretanja teCnosti,
elektridnu struju itd., uglavnom kretanje nekog fluida, koji se smatra
kao kontinuum, §to je naravno grubo pretstavljanje s obzirom na mikro-
skopsko pretstavljanje. Ovdje se pod fluidom podrazumijeva teénost ili
fiktivna tednost kao uopStavanje raznih oblika kretanja materije prou-
gavanih makroskopski, gdje se ne uzima u obzir diskretna struktura. Za
razne zadatke ovaj metod zadovoljava, bez obzira na apstrahovanje mno-
gih osobina materije.

Uopéte uzevsi vektor v je promjenljiv — u raznim tackama ima
razliditi pravac i vrijednost. Specijalan sluéaj proticanja fluida, koji se
lako proudava, je kada je vektor v konstantan, odnosno kada je vektor-
sko polje homogeno.

Treba doznati koliko fluida u jedinici vremena prote€e kroz datu
povrdinu. Opé&ti sludaj varijabilnosti vektora v u prostoru proucava se
pomocu specijalnog slu-
éaja tako Sto se uzme
elementarni dio povrSi-
ne kroz koju teénost
protide, pa se zbog vrlo
malih dimenzija te ele-
mentarne povrSine mo-
%e uzeti da je na tako
maloj povrsini vektor v
konstantan, jer se pret-
postavlja da je vektor

kontinualna funkeija.
Neka je takva elemen-
tarna povrsina dS=ndS, SL 4.
gdje je n pozitivna nor-

mala. Obiéno se radi lakSeg racunanja pretpostavija da je elementarna po-
vréina ili paralelogram ili krug. Naravno zbog beskonaéno malih dimen-

" zija uzeéemo da je ta elementarna povriina ravna (sl. 44). Jasno je



108 [GL III

da ée u jedinici vremena prote¢i koliCina teénosti jednaka zapremini
paralelepipeda (odnosno cilindra) ¢ija je baza dS, a boéna ivica v. Ozna-
¢imo li tu koliéinu sa d @ , bice

d® = dS . h = vdScose ... (451)

Kako se i baza moZe pretstaviti vektorom normalnim na samoj bazi, a u
smjeru pozitivne normale, dobija se

ddb = v.ndS =vdS, . . . . . . .(45,2)

jer je (45,1) skalarni proizvod vektora brzine i vektora orijentisane
povréine kroz koju teénost (fluid) protice.

Odmazh se vidi da je dD skalarna veli€ina i da pretstavlja pff)tok
teénosti (fluida) kroz beskonaéno malu povrsinu (kroz element povrsine).

Naravno, neposredna aptokéimacija, koju smo naveli uzi.'n}ar%jem fii-
ferencijala povrSine, moZe se zamijeniti uzimanjem (‘iifere‘ncua i tfaze.-
njem graniéne vrijednosti doti¢nih izraza u §to se ovdje necemo upustati.

Velidina d® naziva se elementarni fluks vektora v ili fluks vektora v
kroz element povrSine dS. MoZe se nazvati i diferencija fluksa vektora
kroz povrSinu.

Onda je fluks vektora v kroz' cjelokupnu pdsma'tram'l povrsinu S
odevidno skalarna veli¢ina M, koja se dobija integriranjem izraza (45,2).
Treba imati u vidu kakav je to integral, naime da se dobija kao gra-

niéna vrijednost lim sﬁ v,A8,, kada dakle i ASi—o. Dakle, ukupan
a—> © ‘l-=-|'
fluks vektora v kroz povrSinu S je

(}D:Svds. . . . . . fab3a)
: :

Ovo je povrsinski integral, koji se, kao Sto je poznato, svodi na dvostvruL:i
integral podintegralne funkcije, koja se nalazi uz dS. Integral se racuna
po cjelokupnoj povrSini S.

Iz (45,3a) se dobija

vndS:j;\, [v.cos (n, X) + v.cos (m, y) -+ V.08 (n, z)]dS.
’ (45,3b).

I
b = }
S oo

S

§ 45] 109
U izvodenjima i formulama upotrebljavaéemo i za povr3inski integral
samo jedan integralni znak kao u (45,3a), prosto zbog praktiénosti u
pisanju, jéer dS jasno pokazuje da se ima posla sa povrSinom.

Fluks| vektora kroz zatvorenu povr$inu. — Ako je povrSina zatvo-
rena, tj. ako obuhvata odredenu zapreminu, onda éemo konvencionalno
usvojiti da spoljaSnja normala bude pozitivna, a fluks vektora v iznutra
aapolje kroz zatvorenu povrSinu S oznafavademo sa

¢=QS'VdS = oj"vndS. . . . . . (454)
S S

Posto| zatvorena povrSina obuhvata izvjesnu zapreminu, interesant-
no je posmatrati kakav moze biti fluks kroz tu povriinu, jer je vektor v
uopSte uzevsi varijabilan, — razliit u raznim tadkama. Neka je ta za-
tvorena pgvrSina S (sl. 45), a vektor v neka bude vektor brzine. U tadki

Sl 45.

elementa dS; te povrsine ugao medu vektorom v i pozitivnom normalom
je tup, pa je onda fluks negativan. To znali da u posmatranoj taéki,
odnosno u posmatranom dijelu povrsine, gdje vektor zahvata tup ugao
sa pozitivhom normalom na povrSini, teénost utie u zapreminu, koju
obuhvata posmatrana zatvorena povrSina, tj. fluks vektora je od izvana
unutra. All u tacki nekog elementa dS, ugao medu vektorom v i pozitiv-
nom normalom je oStar, pa je fluks pozitivan. To znaéi da kroz posma-
tranu taéku, odnosno element povrSine, teénost isti¢e iz ~~ranifene za-
premine. U tackama povrSine, gdje vektor v tangira do: 3nu povrSinu,

ugao medy tim vektorom i normalom je '7 , pa je flu':z t2ga vektora
jednak nuli. Kroz takve tadke teénost niti utiée, niti istice.
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Prema tome fluks vektora moze imati sve vrijednosti, odnosno moze
‘biti manji od nule, jednak nuli ili veéi od nule. Kada je® = 0 to znaéi .da
u posmatranu ogranidenu zapreminu utige tagno onoliko teénosti, kol%:o
i isti¢e. Kada je®>0, onda iz ogranicene zapremine vise teénosti istice,
nego to u nju spolja utide, a to znaci da se u toj zapremini nalaze izw.)’ri
te¢nosti. Kada je pak @ <0, onda u tu zapreminu viSe teénosti utice
spolja, nego sto isti¢e iz zapremine napolje, a to znaéi da se u toj zapre-
mini nalaze ponori te¢nosti (ili »negativni izvori«).

Dakle, integral ¢ = 15 vdS pretstavlja mjeru izdagnosti izvora koji
l®

>
se nalaze u zapremini ogranicenoj zatvorenom povrsinom S.

To je u sluéaju kada je v vektor brzine kretanja te€nosti. Ah i»
uopste dotiéni integral pretstavlja mjeru izdadnosti izvora zapremlne,
obuhvaéene zatvorenom povrsinom, odnosno na osnovu toga integrala
moze se doznati priroda polja u toj zapremini.

Ranije smo vidjeli da je »broj« vektorskih lipija propor.cior.la,}.c.m
vektoru polja, pa fluks @ moze biti i mjera za »broyf vektqrskm lm13:c1.
koje »nastaju« ili snestaju« u toj zapremini. Or'l'e tacllxe' ‘gd.]e vci:ktorske
linije »izviru nazivaju se izvori, a tacke u ko_]una.hruje ?ponlru« na}.t-1
zivaju se ponori. Uzmimo primjer iz elektrici’ceta.. P‘I.‘l crt'a%njuwvektorskl_
linija za elektrostati¢ko polje usvojeno je da se 1m1]e' or}]entlsu od po.m‘
tivnih opterecenja ka negativnim. Pozitivna opter-'ecenja, oda’kle. linije
po¢inju, mogu se smatrati kao »izvoric, a negativna opterecenja kao
sponoric (ili »negativni izvori«).

'Fluks konstantnog vektora kroz zatvorenu povrsinu.

Neka je vektor ¢ konstantan. Fluks toga vektora kroz zatvorenu
povrsinu bice
= ds.
Le2) 05 c

Konstanta se moze iznijeti pred integralni znak, pa je

D= c S'dS =i, ... 453
: o
S

jer je integral vektora zatvorene povrsine jednak nuli.
Drugim rije¢ima: fluks konstantnog vektora kroz zatvorenu po-
vréinu jednak je nuli.

S ]

§ 46] e

Fluks radius-vektora kroz zatvorenu povrSinu. — Ako je vektorsko

polje okarakterisano umjesto vektorom v radius-vektorom r, onda se
dobija

D = Yrds.

O,
S

Bez obzira gdje se nalazi pofetak od kojeg se radunaju razni radius-
vektori, uvijek se iz tog pocetka kao tjemena mogu konstruisati pira-
mide ili konusi elementarnih baza dS, pa je skalarni proizvod rdS jednak
trostrukoj zapremini te elementarne piramide ili kupe, odnosno

rdS. = 3dV. o4 o0 e o - e s s o A R(A5167)

Prema tome je

¢ = 3V, RSV R . T R (45

ili fluks radius-vektora kroz zatvorenu povrSinu jednak je trostrukoj
zapremini koju ta povrSina obuhvata. Ocevidno je da se radius-vektor
odnosi na talke te povrSine.

§ 46. — DIVERGENCIJA .

U prethodnom paragrafu smo vidjeli da fluks vektora kroz zatvo-
renu povriinu prikazuje polje u cjelokupnoj zapremini, obuhvaéenoj do-
titnom povrinom. Fluks sluzi kao kvantitativna mjera polja u cjelokup-
noj doti¢noj zapremini. Medutim, da bi se polje bolje upoznalo potrebno
je naéi neku mjeru za kvantitativne karakteristike polja ne samo u cje-
lokupnoj zapremini, nego u pojedinim tatkama vektorskog polja. Ovdje
se podrazumijeva tafka u fizickom smislu, jer odrazava fiziku realnost
bez velikog apstrahovanja (dio neke teénosti, toplote, elektriciteta itd.),
pa nisu potrebne ekskluzivistitke apstrakcije, ali se i na talke u fizickom
pogledu primjenjuju matematiéke operacije analogno primjenama na
matematitke tadke. Dok je apstraktna tacka u matemati¢kom smislu bez
dimenzija, tacka u fizickom smislu ima dimenzije, iako vrlo male, rela-
tivno &ak i beskonaéno male.

Potraimo kolika je izdaSnost polja u nekoj tadki. Lako je uvidjeti
da se trafena izdaZnost dobija kada se fluks vektora dotiénog polja po-
dijeli sa zapreminom i nade grani¢na vrijednost toga koliénika kada za-
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premina postaje beskonadno mala. Neka je V zapremina koju obuhvata
povrdina S. Onda je srednja izdadnost polja u toj tacki.

o ves
(46.1)

v

Ako se povrsina smanjuje tako da V—»o0, onda ée (46,1) uopste imati neku
graniénu vrijednost. Ta graniéna vrijednost naziva se divergencija polja
ili divergencija vektora v. Dakle, ;

gvdS
div v = lim -2 —— o (46,2)
V— 0

Divergencija polja pretstavlja jzdasnost izvora polja u beskenalno malvj
zapremini, koja okruZava jednu tacku (izdadnost izvora polja u tacki).
Tli divergencija vektora u datoj tadki je granitna vrijednost, kojoj teZi
koliénik iz fluksa vektora kroz proizvoljnu zatvorenu povrsinu i zapre-
mine koju ta povrsina obuhvata kada ta zapremina tezi nuli i obuhvata
dotiénu tacku.

Iz relacije (37,2) se vidi da su i brojilac i imenilac skalarne veliéine,
pa je divergencija vektora skalarna veli¢ina. To znali da je vektorsko
polje preko divergencije (izdaSnosti izvora) povezano Sa skalarnim
poljem.

Divergencija je definisana bez ikakvog koordinatnog sistema, a to
znaéi da divergencija ne zavisi od koordinatnog sistema. Divergencija je
invarijanta polja. Divergencija pretstavlja sliku fizicke realnosti, pa
koordinatni sistem kao pomocno sredstvo pri proudavanju ne moZg na
nju uticati, jer je ona vezana sa dotiénim poljem, bez obzira da 1i ¢emo
mi primijeniti koordinatni sistem. Divergencija je prema definiciji ravna
gustini »teénosti« izvora.

Lako je uvidjeti da je divergencija konstantnoeg vektora ravna nul®

Maxwell je divergenciju sa negativnim znakom nazivao konvergen-
cija vektora, a iz razloga to nije upotrebljavao pravilo mnoZenja koordi-
natnih ortova ii = -+ 1, nego pravilo iz takozvane teorije kvaterniona

ii=—1

§ 46|

113

Analitiéki izraz divergencijo

U tac

ki polja koja nas interesuje uzmemo poéetak pravouglog koor-

dinatnog sistema. KonstruiSimo ' i
t sistema. elementarni paralelepiped ivi 3
osa i sa jeflnim tjemenom u koordinatnom podetku E)s%) 465)2.‘ gllgilrrlr::ai\?i‘g

tog paralelg
Sest strana
tivan.

Oznadin
biée

Fluks je ul
Fluks 1

24
|

[ X _/9
! ; e
I e
H e
| s
! 5
» AT yrSax
dz i -
Lo
PR
B
.k“, =
pdd
X
0= ax T '

SL 46.

tpipeda su, dakle, dx, dy, dz. Izradunaéemo fluks kroz svih
tog paralelepipeda. Ulazni fluks je negativan, a izlazni pozi-

o li sa d@, fluks kroz stranu dydz, koja se nalazi u ravni yz

dgp; = — v dydz.

wzni, pa je zbog toga uzet sa negativnim znakom
troz stranu paralelnu prvoj, a.na otstojanju dx, oznadimo sa

d @,, pa ée biti
de = + (v, + ¢) dyda

Uopa . . .
pSte uzevsi velidina ¢ se ne moZe zanemariti, jer je to prirastaj kom-

ponente v, fa duZini dx. Prirastaj na jedinicu duZine je _6 Ux a i i
rastaj na dyzZini dx: ox ' PRI P

ov
s = — dx.
ox

Ing. D. M. Ivahovi¢: Osnovi teorije vektora
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§ 48] 115
. » § 47. — SIMBOLICNO PRETSTAVLJANJE DIVERGEN-
Zamjenom se dobija ; ‘ CLJE
\'2
x dydz.
dg, = + l"x“' 0x dx | dy Iz izraza za divergenciju
. d 1 .0 v a ov
. e i s keije (Vi ), 1qc U Taylorov re o v f
Isti se izraz moze g::n;;nzazvuanjem funkeije (Vi )q4 i divv = T + o; 4+ 5
) rva . . ié -
UZGV;lI: atI:jo I?aéi.n fluks vektora v kroz obje paralelne strane dydz bice

moZe se zakljuciti da je to skalarni proizvod dvaju vektora sa kompo-

, - g o 9
; nentama veli¢ina: —, i v, v, v, naravno pod uslovom da se
dp, + A = — ' ' ox’ dy’ 9z

navedeni 5]. ] ]. ]’lﬂatratj .kao »‘jeholner« k()“]])( )Ilen.a.ta.. E rema
O C jzracuna va [ll]kS kIOZ Obtale Stlane, Odnosno fh-Ik-s . t()me le
| .
Ana.l gn se C V

roz sira dxd bl(: y VA aflu dxdy .
‘ks kI‘OZ Stl ane
k Z t ne VA e dXd d y

divv=( id = J+—k)(V1+v1+vk) ili
ov

divv= v . . . . . . . . (471)
z dxdydz' . 1818 iped: - - .. . . N . . e
0z Sabiranjem se dobija fluks kroz elementarni para P Ovo je vrlo vazna relacija, koja pokazuje da je divergencija vektora
abiranj v jednaka skalarnom »proizvodu« operatora nabla i vektera v. Elegan-
dv v, ) dxdydz. cija navedene notacije je o¢igledna, a praktiénost ée se uvidjeti u daljoj
dop = ( 24— 3 primjeni.
ox y
Odavde je 5 § 48. — OSNOVNE FORMULE TEORIJE
dp  9v, 2 = DIVERGENCIJE
4V  ox oy
‘ : . — Divergencija zbira. — Neka su data dva vektora u i v. Treba
. koordinatnom a) g J
odnosno divergencija vektora v izrazena d Descartes-ovom 00 naéi div (u + v). Prema definiciji i osnovnim pravilima vektorske algebre
sistemu: _ i diferenciranja je
ov v, 46.3) o(u-4v o(a +v d(u+tv
NI AR div(u+v)=(+)x+<+)+(+),.
0x 0x

0z
i i sole- .
Vektorsko polje za koje je dlvergencua jednaka nuli naziva S€

Z ga‘ €, da)kl 4 -] 1Je g ome Skog Zb ra Vektora Sabil‘a ]' ]
J e tl 1
nOlan pOl le. Ta.kUO pOl € nema !11 XZUOIa, Iu porlor 3. an le ‘ e Ekc J 1

(u + v), = u, + v, itd.
0 . . . (464)

di

."+a

Zamjenom se dobija

gi du, ov, du, fov, du, v, "
V(u+v)—0x+0x+;0y+dy+dz+dz' }

Kasnije ¢emo tretirati izvjesna svojstva solenoidnog polja.

div (u + v) = diva + div v. (48,1a)

Divergencija zbira jednaka je zbiru divergencija pofedinih sabiraka.
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s WL wrsciAe,
Ista formula se moZe izvesti i na osnovi prve definicije divergencij

oS(u-{-)vdS |
J . Integral sadrzi skalarni proizvod

Ima se div (u + V) = v“—n;o
(u + v) dS = udS + vds, pa je
ds, &ime je formula izvedena.
(u + v)dsS = SudS+ oSv 3
3! et
Simboli¢no:

J(u + v) =Vu +‘ \VA'S (48,1b)

gdje je V linearni operator.
vektora. Neka je dat skalar

b). — Divergencija proizvoda skalara i Pk - sk
Ui ve):ktor V. Tregba izradunati div (Uv). Prema definiciji u analitickom
obliku je

o (Uv,) 0 (Uv,) 2o(Uv,) i
div (Hv) = 0x + '—o;r— 0z
0U oU
ov ov v, _a_U- o - —_) ‘
=U(0; + o;+ 07.>+(.v" 0x+vY0y+ toz
i definitivno
div (Uv) = Udivv + Vv gradU. - (48,22)
Simboli¢no
(48,2b)

v(Uv) = UVvv + vvJU. .

Ovdje dolazi do izrazaja diferencijalno svojstvo lt{)p;:r;;fora r;?.;);;n(j);

jej j j i faktor kao ko erenci s

redom djejstvuje na jedan, pa na dru.gl. | ncija A

ili pak zlugljenom (37,2b), pri ¢emu djejstvuje na faktor oznaen indek
som.

¢). — Divergencija proizvoda vektora i slozene skalarne funkcije

Neka je data skalarna funkcija £(U) i vektor v. Treba naéi div

[f(U)V] : P . .e
Prema definiciji i dobijenim formulama J

div[f(U)v] = f(U)div v + v grad £(1).

§ 48] 17
U vezi sa (37,3) dobija se
div[f(U)v] = £f(U) divv + w. ,(U)graaU. . . . (48,3a)
Simboligki :
VIE@O)v] = £U)vv + v (U)VU. . . . . . (483b)
d). — Divergencija radius-vektora
Prema| definiciji je
oot 0% Oy oz _
ler—o—x‘—}—W'*-—(,—z'—g. = ergng VR (1:8,4:)

Divergencija radius-vektora r ista je u svim tackama i jednaka 3.

Ovaj zakljucak e mozZe dobiti i iz relacije (45,7), gdje se izraéu-
navao fluks radius-vektora kroz zatvorenu povrsinu.

Nije v

azno da li radius-vektor polazi od koordinatnog pocetka ili ne,

jer divergencija ne zavisi od koordinatnog sistema.
Naponlinje se da je lako uvidjeti veli¢inu divergencije vektora radu-

natu samo
vektor ima
naka 2.

e). —1

Neka
definiciji i

u ravni, odnosno vektora u koordinatnoj ravni. Kako onda
svega dvije komponente, divergencija ¢e naravno biti jed-

Divergencija vektorskog proizvoda dvaju vektora

su dati vektori w i v. Treba izra¢unati div (u X v). Prema
vektorskoj algebri je

(@xv) = laxv) dxv) = I+v),
OX\ dy 0z S

(u X v); = wv,—uyv, (@ X V), = uv, — uyv,,

v), = (wv, — u,v,), poslije diferenciranja se dobija
(u><v)=vx(auz—au".) vy(au‘—au")+
: 0y oz L0z 0x
ou ou ) ov ‘v

V( v X)___u( 2.4 V)_

*A0x oy *\oy oz

(()vx r)vz') (r)vv ov, " i
—%\%z T ox /T " vx—Oy)' L4
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B e RN

gx
v, v\, (av,_0v1>.+{ﬂi_i‘i)k} . (485)
e A LA T

* U uglastim zagradama smo dobili vektore, koji se odno.s.e ’na vektlf:re
u i v, kao Sto se vektor (42,4) odnosi na ve‘ektor Gj K:{Spljevcefno ta1 a;/
vektor detaljnije proucavati, pa ée i sliéna 1zv0.der13a b'1t1 bria i preg8e5-
nija. Za sada éemo odloziti i simboliéki'naéin. izvodenja formule (48,5)
zbog novih operacija, koje éemo kasnije izlozZiti.

Primjeri i zadaci:

1. — Izradunati divergenciju elektrostatiékog polja prouzrokovanog

tadkastim opterecenjem. /

a) Vektorsko rjeSavanje.

Poznato je da je jaina polja, pod pretpostavkom da je dielektri¢na
konstanta ravna jedinici,

gdje je q data optereéenje, a T vektor rastojanje od optereéenja do tacke
u kojoj se traZi divergencija. Prema (48,2) je

\ . 1 3q —1
div E = div (%r)=—g—dwr +qrgrad 5 =— t3ar:

r = 0.
T 3 o

b) Analititko rjeSavanje |

Uzmimo koordinatni sistem tako da se opterecenje q P?lazi 13 ko-
ordinatnom podetku. Koordinate tacke u kojoj se divergencija trazi su
uopite (%, Y, 2). Onda su veli¢ine komponenata vektora E:

X y _ _Z_
Ex=q'r_3"Ev=q;s—!E/.—q ,

a rastojanje posmatrane tatke od opterecenja

S —
r = Vxt + yz + 2.

pisati
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Dalje je

f)oE;:: :q(_:_l___ }__a_r_)zq(l 3x2)‘

Anpalogno se dobija

OE,
oy

:q(’?]é_—3%’;)f aE’=q('1:?—32—’).
Prema tome je
div E = 0.

Dobijeni rezultat vazi za sve tadke, osim za tacku u kojoj se nalazi
optereéenje q, jer tada r — o, pa vektor E nema smisla za tu tacku.

AXko postoji vise tadkastih optereéenja, onda se na osnovu pravila
o divergenciji zbira takode dobija:

a ]
AVE = div (B, + Eo + ... + E)) :&VZE‘=Z divE, — 0.
-

i=l1

Razumije se da dobijeni rezultat vaZi za sve tacke prostora, osim

za tadke u kojima se opterecenja nalaze.

2. — Izradunati oblik sila u funkeiji radius-vektora r, pod uslovom

da njihova divergencija bude ravna nuli

Uopste uzevsi, relacija sila u funkeiji radius-vektora moZe se na-

F = p(r)r.

“Treba naéi ¢(r) pod uslovom da bude div F = o.

Prema § 48 je

div F = 3(r) + ¢’(r) . T, pa je

‘P,(r) 3 dp(r) 3dr 1 o(r

=—T = - ’ ) = —3Ilnr + In a,
¢ () r @ (1) r ?
a odavde

o(r) =% , gdje je a konstanta.
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Definitivno se dobija

2y
F =T
kako iz nauke 0 elektricitetu i magnetizmu,

i oblik je poznat o o .
Ovaj oblik J¢ b imenom kulonovskih 1 njutnoviskih sila.

tako i iz mehanike, i to pod

3. — Izradunati div (a X r), gdie je a konstantan vektor, a r ra-

dius-vektor u odnosu na koordinatni pocetak.

0dg.: 0.

4. — Izradunati div (r3r), gdje je r radius-vektor.

Odg.: 6r3.
5 — Izradunati div (r° r).
Odg.: (n + 3) r°.

6. — Na osnovu zad. 5 izradunati napamet:

.. r
a) divir; b) div rtor; c) div e

’ 1
Odg.: a) ir : b) 13 r10; ¢) —

1. —EIzraéunati divr (a X 1), gdje je 2 konstantan vektor.

0dg.: 0.

§ 49, — TEOREMA GAUSSA X OSTROGRADSKOG

Dosada3nje izlaganje o diverg
tora, ima razne primjene.
samo prikazivanje divergen
bitno pronadena u analiti¢
raéuna pred analiti¢kim vidi se Pored ostalog
vrlo vaine teoreme. Pronashi su Je Ga
od drugog i to Ostrogradski godinu d
pazivaju samo po Gaussovom imenu,

__ mahom francuski — nazivaju je teorema Ostrogradskog.

enciji vektorskog polja, odnosno vekt
Ali jedna od najvainijih primjena, a drfnekle i Jodnals o
cije, nalazi se u guvenoj teoremi, koja Je px"vo- )

¢kom obliku. Kolika je prednost vpkﬁorsxog

i u izvodenju i obliku ove
uss i Ostrogradski nezavisno jeda.n
ana prije Gaussa. Neki autori je

ito je pogresno. Drugi, pak, autori,

§ 49§

121

Pomocu ove teoreme moZe se povrSinski integral transformirati u
zapremingki i obrnuto.

Teqrema je na jedan nafin veé skoro izvedena prilikom izlaganja

definicije
Dato

i dalje teorije divergencije.

je vektorsko polje, koje je okarakterisano vektorom v. Treba

izraGunati izlazni fluks toga vektora v kroz proizveljnu zatvorenu povr-

Sinu S, k

ja obuhvata zapreminu V. Ili drukéije, treba izradunati povr-

Sinski integral ds‘ vdS = of vrdS pomocu integrala po zapremini,
§ §

ili obrnutg.

-

Préma definiciji divergencije zakljuuje se da je cjelokupna iz-
dadnost izvora zapremine V, koja je ograni¢ena povrSinom S:

SQdV=§divvdv R T RD.

Ovdje se integriranje vrSi po cjelokupnoj zaremini V, a jedan inte-
gralni zngk mjesto tri piSe se zbog kratkole. Ta izda$nost zapremine V

mora biti

1zj

Ovo je te
tora v uz
divergenci

Sle
vanija kre
»prosiruje
dajul), kg
koli¢ini »
Ostrograd

jednaka izlaznom fluksu kroz cjelokupnu povrsinu S.

tdnacivanjem se dobija
0‘YvdS _—_ydivvdV. e e e ... 492)

rema Gaussa i Ostrogradskog i glasi: povrSinski integral vek-
bt po zatvorenoj povrSini S jednak je zapreminskom integraln
je toga vektora v po zapremini V obuhvacenoj povrSinom S.

Hujuéi hidrodinamickoj odiglednosti, a analogno i za kompliko-
tanja materije (no nikako ne shvatiti da se mehani¢ko kretanje
« ili sprimjenjuje« na komplikovanija kretanja u takvom slu-
li¢ina »teénosti« koja isteée iz zapremine V mora biti jednaka
eénosti« koja prode kroz povrSinu S, pa teorema Gaussa i
skog takode glasi: Fluks vektora v kroz zatvorenu povrsinu S
izdaSnosti zapremine V, obuhvaéene tom povrsinom.

Prva formulacija ima istoriski prioritet, ali se prema drugoj for-

mulaciji v

idi prirodnost zaklju¢ka do kojeg se ovom formulom dolazi

tako, da je skoro sama po sebi razumljiva, 5to se iz analitiC¢kog izlaganja
ne moZe fako brzo i lako uvidjeti. Znaéi da unutrasnji znacaj teoreme

Gaussa-04

trogradskog dolazi do jasnog izraZaja u punoj mjeri samo u

vektorskom obliku. )

k3




122 [GL TIT ¥ 48 : 123
e T : i e ol tavija - 3
Analititko izvodenje. — Apstrahujuci fizicko znacenje poOS g ded- j 3P I Sp(x NS ‘H‘
PR - Site o ydz T = 2,¥, n = 3 P XY, d X
se matemati&ki zadatak da se trostruki integral po zapremini V transfor 3 Jox 5'-‘ y y b (x,,y,2) dy dz

mira u dvostruki integral po povrSini S koja obuhvata tufaprgmmu, ?d-
nosno da se zapreminski integral transformira u povrsglskx.. Malt?cas
smo uzeli obrnuto iz razloga praktiénosti i bolje otiglednosti prikazanih u
definiciji divergencije. e |
Data je proizvoljna funkeija P, koja b > 3  * jekcija povrSine S, na ravni yz, dobija se SSP(X%Y’Z) dydz = ‘”‘ Pdydz.
je kontinualna u svim tagkama prostora V ogramcen_og povysinom S. Po- . . WAL ' 5
smatrajmo trostruki integral te funkéije po zapremini V (sl. 47): 2F Isto fca.lko umjesto integrala po povrsini S’ za funkciju P (x,,y, z) moze se
: uzeti integral po povr$ini S,, ali sa unutra3nje strane prema zapremini V.
Nas interesuje integral po toj povrsini, ali sa spoljaSnje strane, a taj in-
tegral je jednak drugom sabirku gornje relacije sa obrnutim znakom.

Dalje izraunavanje moze se obaviti po povr$ini §’. Medutim, nas
interesuje integriranje po povrsini S = S; + S,;. Kako je S’ takode i pro-

%, y i z. Funkcija

Prema tome je

{722 wayas - §§ vavas = I o & [§ rove

S, S.

Ako su date jos dw‘iije funkecije Q (x,y,2) i R (x,y,z), analogno se

dobija:
(922 axaya: = [ qases
) 2

o :
{18 5 axayea = [J maxay.
v S

Sabiranjem se dobija

{128 axay as
Y o X

Taj integral treba transformirati u dvostruki — povrsinski. Moze

se napisati u obliku S’ S’ oP 0Q , oR I
(H = F?) dxdydz — || (Pdydz + Q dzdx + R dxdy)
v >
(49,3)

(aP
{{ay e § o dx,
s’ X,
j i i & i koji A’A A, koja je
dje su Xp 1 X, apscise tadaka A; i A, u kojima pra..va} .
f)aralelna 2osi x, prodire kroz povrsinu S, a dvostruki integral se uzima
po projekeiji S’ konture na ravni yz.

Integriranjem po X dobija se

a ovo je traZena transformacija zapreminskog u povrSinski integral za
proizvoljne funkcije P, Q, R od %, y, z. Integral se uzima u odnosu na
spoljasnju normalu (pozitivan smjer).

Ako su P, Q, R projekcije nekog vektora v, onda desna strana

x' jednacdine (49,3) pretstavlja fluks vektora v kroz povrSinu §, a lijeva
00
ox

x,

dx = P(xXy,y,2) — P(x,,y,2), 2 zamjenom
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ine ispunjer 5no%é i li se
strana izdadnost doti€ne zapremine ispunjene »tecnoscu«. Stavi
P=v,Q=v, R =1, dobija se

S S S (O RSN 2 )dxdydz = SS (v dydz + v,dzdx + v,dxdy)
Y 0x oy 0z s o

Ovo je teorema Gauss-a i Ostrogradskog u analitickom obliku,
koja je identi¢na sa vektorskim oblikom (49,2).

§ 50. — GAUSSOVA TEOREMA U ELEKTROSTATICX

Primjena teoreme Gauss-2-Ostrogradskog iz 09§teg oblilfa na spe-
cijalne oblasti fizike vrlo je raznovrsna. Ali specvx.]alno‘ prm’l_Jena, na
elektrostatiko polje toliko je vaZna da teore'ma do'bl.]a obpk, kO]l' Zei raz-
likuje od opSteg i ima zaseban naziv. Taj oblik zavisi od sistema Je mcg,
koji se usvoji. Mi éemo ovdje primjenjivati t'-a,'kav 51stem. da‘ u Couloni‘-
ovor zakonu ne bude - »parazitnih¢ koeficijenata, pa je jacina polja
E = . Taj sistem se naziva Gaussov sistem, u gije karakteristike

r'S . -w - . _
ovdje neéemo dalje ulaziti. Inate pored ostalih postoji 1 Heaviside-Lo

je ] 14 S tereéenje na-
rentz-ov sistem, gdje je B = oy r. Smatra se da se 0op J
lazi u vakuumu.

Prema izlaganju i rezultatima prethodnog paragrafa bice

SEdS:SdivEdV. T P

Zamjenom se dobija

4S  Caiordy L (502)
qg : ::Sd.vEdV. —

. v - . . - . — r2
Oko opteretenja ¢ opise se sferna povrsina radiusa r, pa J€ S 4,13,
odnosno

S'EdS g e (503)

§ 50] 125

Ovd je éuvena Gauss-ova teorema u elektrostatici, a izraZena rije-
¢ima glasi} u elektrostatickom polju fluks vektora jafine elektri¢nog polja
E kroz zabvorenu povrSinu jednak je proizvodu 4, i elektricnog optere-
éenja q, koje se nalazi u prostoru obuhvaéenom tom povrSinom.

Ako se uzme drugi pomenuti sistem jedinica, onda je doti¢ni fluks
jednak jednostavno optereéenju q, ali, iako prakti¢an u ovoj formali, taj
sistem nije podesan za druge formule i izratunavanja.

Ov4 teorema se naziva elektrostaticka Gauss-ova teorema ili druga
Gauss-oval teorema.

Pri|izvodenju ove formule za elektrostati¢ko polje posluzili smo se
pri izradupavanju fluksa samo sfernom povrSinom. Medutim ista se teo-
rema dobija i za fluks kroz zatvorenu povrSinu ma kakvog oblika, tj. fluks
ne zavisi ¢d oblika povrsine kroz koju se u elektrostatickom polju racuna.

Nela povrSina ima proizvoljan oblik i dimeunzije. Promjenljivi ra-
dius-vektor od optereéenja q do tadaka te povrSine neka je r. Uzmemo li

neki element dS te povrSine, on ée se iz mjesta ontereéenja vidjeti pod
tjelesnim yglom dQ. Uopste uzevsi, element dS nije normalan na radius-
vektoru. Povudemo li element povrsine dS’, koji ée biti normalan na ra-
dius-vektdru, biée dS’ = dScos (dS,r). Prema definiciji tjelesnog ugla
je dS’ = r2 dQ, pa je fluks vektora E kroz povrSinu dS':

= EdS = EdS =r—‘{. r2dQ = qdQ.
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Cjelokupna zatvorena povrsina vidjete se pod uglom Q= 4n, P2 je

(p:sEdS.—_zinq. S (504a)

To se moZe dokazati i posrednim metodom. Opidimo oko g sfernu povrSinu
8, proizvoljnog radiusa ry. Radius r; ¢éemo uzeti tako da se a pomoéna
sferna povrSina nalazi u posmatranoj zatvorenoj povrsini. Oéigledno je
da je izdaSnost zapremine medu povrsinom S i sfernom ‘povr§inom S;
ravna nuli, a prema § 49 ta izdaSnost je

Sdiv BV = OSEdS + OSEdS1 ~ 0.

Sve normalne te zapremine orijentisane su napolje, tj. fluks kroz obje .

povrsine je izlazni. Ali ta orijentacija u lopti S, suprotna je od pozitivne
orijentacije povrSine S, odnosno negativna je u odnosu na sfernu povr-
Sinu, pa je

3
S-‘Ed5= S_r_d_dsl = 4nq,
o] (o] r

Sto je i trebalo dokazati.

Ako se optereéenje q nalazi izvan povriine S, onda je, naravno,
fluks vektora E kroz tu povriinu ravan nuli. To se uostalom moZze dobiti
iz Gauss-ove teoreme, stavljajuéi za takav sluéaj q = 0.

Ako se u elektrostati¢kom polju nalazi vigé opteretenja di, Qo. Qs - - -
q, i ako povrSina S obuhvata sva ta optereéenja, onda je

— - .
E=E1+E2+....+ED=LEi,'pakaK0]e
i=1
>
(p:Z (I);, biée
q):oS:'EdS= I - L (50.4b)
S i=t

a to je (50,3) u opStem obliku za n opterecenja.

Napominjemo da je ovdje ova primjena izneSena kao .Qroduéenje
prethodnog izlaganja pored ostalog i zbog toga Sto se ove dvije formule

§ 51] 127
moraju razlikovati medu sobom kao opSte od posebnog, koje je izvedeno,
ali ima svoj specijalan oblik. A nazivi su skoro identiéni.

Inale, ova formula se moZe uopStiti i dobiti izraz za divergenciju

potencijalnog polja
div v = 4x0. ... .. ... (505

gdje je ¢ gustina sredine.

§ 51. — SVOJSTVA SOLENOIDNOG VEKTORA
I POLJA

Sada moZemo pomoéu teoreme Gaussa-Ostrogradskog pobliZe pro-
uditi solenoidno polje, odnosno solenoidni vektor. Izraunajmo fluks so-
lenoidnog vektora. Uzmimo jednu vektorsku cijev (tubu) u polju (sl. 49).

Presjecimo je na dva mjesta. Oznafimo presjeke sa S; i S,. Sa S, ozna-

¢imo boénu povr$inu medu tim presjecima. Onda je zatvorena povrsina
doti¢nog dijela tube:

S=S +8 +8,

Oznaéimo li sa V zapreminu obuhvaéenu tom povrSinom, dobija se prema
formuli Gaussa-Ostrogradskog

j‘vdS + yvdS —}-S vdS = Sdiv vdVv.
S %

Sy
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No, prema definiciji solenoidnog vektora je div v = 0, pa je

y'vdS +.S'vdS + SvdS R TR (1 5 B
s2 <p

St

Skalarni proizvodi pod integralnim znacima- jednaki su apzolutn;ntxo :;;
jednostima vektora v i dS pomnoZenim kosmusom' ugla me: iu vte g
i normalom na povrsini. Odmah se vidi da za bocnu povrsinu tube taj

ugao iznosi = pa je dotiéni proizvod jednak nuli, odnosno fluks solenoid-
L

nog vektora kroz boénu povrsinu tube jednak je nuli. ZE'L'S;.;SSJ::: S;r ;::
imaj j : kod prvog su ori]

normale imaju suprotne smjerove :

unutra$njosti obuhvaéene zapremine, 2 kod drugog obrnuto, pa je

S'vés =5'vdS. AR s -1
S.

S

Dobili smo izraz koji prikazuje svojstvo soleno-id-nog vektora, ét? 15;:

mo¥e kazati rijedima: fluks solenoidnog vektora isli je kroz sve presje
ktorske tube. N . ) i

% Prenza ranijem izlaganju moZe se zakljuditi da jeu svim preSJectm;a‘.
vektorske tube broj vektorskih linija .kon.stantan, tj. iz vektorske tube
izlazi isti »broj« vektorskih linija, koji u istu tubu ulazi. 3 R

Dakle, u solenoidnom polju vektorske linije ne mo%u m!a.tilli n;) .[;)czeaf
nu ni krajnju tacku, nego mogu iéi ili prema beskonaénosti, i
tvorene (sl. 50).
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§ 51]

Uzmimo zatim neku konturu C (sl 51). Neka dvije povrSine S;iS,
imaju tu

konturu zajedni¢ku. PovrSine se medusobno mogu kontinual-

SL. 5L

nom deformacijom prevesti jedna u drugu. Potrazimo fluks solenoidnog
vektora krpz te povrSine pod uslovom da se poslije deformacije normale

na tim povrSinama poklapaju. Prema teoremi (Gaussa-Ostrogradskog
dobija se

5div vdV = 5 v,dS + s‘v,,dS = 0,
V .

= Se

gdje se znak drugog sabirka uzima prema tome da li su normale na tim

povrSinama prema obuhvaéenoj zapremini obje spoljasnje, ili jedna spo-
ljasnja, a ga unutraSnja. Znaci da je fluks solenoidnog vektora isti
kroz obje povrSine pri naznaéenim uslovima, ili drugim rijeima fluks
solenoidnog| vektora kroz ma koju pevrSinu S, koja se oslanja na datu
konturu C, zavisi samo od konture C, a ne zavisi od oblika povrsine.

U vezi jizloZzenog o liniskom integralu i jednoznaénosti ova teorema
vazi samo za takve povrsine, koje se u solenoidnom polju mogu pretvoriti
u tackn ne|izlazeéi iz obuhvaéene zapremine. Na pr. u takva podrucja

ne spada povrSina oblika torusa, povrSina koncentriénih lopti (Suplje
lopte) itd.

Ing. D. M. Ivanovi¢: Osnovi teorije vektora

129
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§ 52. — PRIMJENA TEOREME GAUSSA-OSTROGRAD-
SIKLOG NA FIZIKU KONTINUUMA

Naveséemo dva primjera primjene ove vane teoreme na hidro-
dinamiku.

1. — Jednacina kontinuiteta za idealnu tecnost

Pod idealnom tecnodéu se podrazumijeva takva teénost, u kojoj je
pritisak na svakom mijestu isti. Drugim rijetima, na svaku jedinicu povr-
tine ma kojeg povrsinskog elementa djejstvuje jedan te isti specifi¢ni
pritisak, koji se uzima duz normale.

Gustinu tednosti oznalavamo sa g, koje je uopste promjenljivo u
funkciji od pritiska. Teénost kod koje je ¢ = const naziva se nestiSljiva
ili inkompresibilna teénost.

Naravno ovdje se uzima u obzir samo makroskopska strana, .
pretpostavlja se da tecnost kontinualno ispunjiva cjelokupan prostor.
"gaje se nalazi. To znali da elementarna, »beskonicno« mala zapremina
“u fizitkom 'smislu'zaista je vrlo mala u odnosu na zapreminu tijela, ali
e velika u odnosu na intermolekularni prostor. Tako, kada se govori
o Cestici tetnosti, ne podrazumijeva se samo jedan molckul, nego mnogo
molekula u jednoj maloj zapremini, koja se u hidrodinamici smatra kao
»tatkae. Ovo vazi takode i za neidealne tednosti.

Posmatrajmo neku zapreminu V ispunjenu tegnodtu. Kako se tec-
- nost kreée i izvire, vremenom ée se mijenjati i gustina teénosti. Koli¢ina

tetnosti u toj iapremini je “ng. Ako je v brzina kretanja tecnosti,
onda kroz element dS povréfhe g, koja obuhvata tu zapremind, protice
u jedinici vremena koli¢ina teénosti ovdS. Cjelokupna kolid¢ina teénosti

koja istece iz zapremine V kroz povrsinu S jengdS. A s druge strane,
0s .

_izdagnost zapremine V u jedinici vremena je o1 0dV. Za toliko se

smanji koli¢ina tednosti, pa se taj izraz mora uzeti sa negativnim znakom.
Onda je
0
= —— | dV. R ¢ 75 3
OJ gvds ot f Qd

§ 52}
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Izvr§imo transformaciju : .
: rvog int .
gradskog, pa jJe ju prvog integrala prema teoremi Gaussa-Ostro-

Og‘gvds = S‘djv (ov)dV,
[ aw @uav = — 2 [ v, u
= —r ) v,

" 0o .
(—U—t+d1v AV — 0. . . . .. (522)

Ova j &i Zi j
a jednadina vaZi za ma koju zapreminu, pa se dobija

e, a
P v ov = 0. .. L (92,3)
Ovo je j Ci continui ‘
teénos\tfio .2;3 :]fedx;:.icma kontinuiteta. Vektor ov naziva se gustina protoka
. Orijentisan je u pravcu kretanj ¢ i j
: . ntis ja teénosti, a njegov 1idi
jednaka je koli¢ini teénosti, koj jedinici , e eros. jodinicn
ak , koja u jedinici vremena protece kroz jedinicu
olié inic
poY?‘sme, ‘liOJa je normalna na vektoru brzine kretanja teénosti (gva j dh‘
nadina vaZzi za podrudje bez izvora. ‘ =
Jednadina kontinuiteta moz i
ednac oze se tranformirati ¢
totalnim i parcijalnim izvodom, D petanciiains

promjene (§ 44). odnosno primjenom supstancijalne

Jednadina (52,3) moZe se napisati

do

—r tedivv+vgrade =0

Prema (44,1) je

dt - S (324

Ova relacija prikazuje divergenciju brzine pomocu supstancijalnog
p=]

myoda funk‘cij‘e' gustin?, a to znadi da pokazuje prilikom kretanja odria-
nje mase djeliéa (radi se samo o makroskopskom posmatranju).

Za uestisljive tednosti jednacina kontinuiteta sc svodi na jednacinu

divv =20 . . . . . . . . . (829

*
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2. — Euler-ova jednacina

Uzmimo neku malu zapreminu teénosti koja ge kre(fe p(i)d' utlc.aJem
zemljine teze. Neka je p pritisak. Onda je ukupna sila koja djejstvuje na
taj djeli¢ teénosti

mg — 05 pds,

gdje je mg sila teZe. Drugi ¢lan se mozZe transformirati prema teoremi
Gaussa-Ostrogradskog, pa je

- v rad pdV.
L 05 pdS Sg

Prema tome na jedinicu zapremine djejstvuje sila — grad p. Masa

jedinice zapremine je o, pa se dobija -
dv _ ¢ — gradp. (52.5)
oG — % gr
Odavde je
dv 1
— = g — — gradp.
at ~8 7 ¢ f
.. dv 0v y
Prema (44,2) mozZe se staviti o TR T3 + (vV)v, pa jJe
o + (VV)v = g —lgradp. .. . (82,6)
ot 0
Ovo je ¢uvena Euler-ova jednadina za kretanje teém?sti — Jjedna od

osnovnih jednaéina hidrodinamike. : :

I ovdje se ne uzimaju u obzir procesi disipz}cije .energije usli_]:ed vtl:a
koziteta i prenoSenja toplote medu dijeli¢ima te¢nosti, nego se posma
kretanje idealne teCnosti ili gasa.

§ 53]
Vidjels
‘nog polja.

operacija o
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§ 533. — ROTOR

smo da divergencija od vektorskog polja dovodi do skalar-
Sada ¢emo vidjeti kako druga takode vaZna, diferepcijalna
d jednog vektorskog polja dovodi do drugog vektorskog polja.

Pojam i neka svojstva liniskog integrala izloZeni su ranije, pa ih detalj-

nije ne tre
Data j
S tako da

ba iznositi.
e zatvorena kriva linija s. Uzmimo neku proizvoljnu povrSinu
kriva s bude kontura te povrSine. Uzmimo linijski integral

oj"vds duZ zatvorene krive s.Podijelimo ga povrSinom koju linija obuhvat:
pa ¢ée se dabiti

%

“Vds
o,

(53,1)
S

Ozna¢imo li sa n pozitivhu normalu povrsine, onda éemo kao graniénu

vrijednost

izraza (53,1), kada povriina S postaje beskonaéno mala,

dobiti normalnu komponentu nekog vektora R:

Vvds
R, = lim %) (53,2)
s—o0 S

Tako definisani vektor R naziva se rotor vektora v, a oznadava se sa !
rot v. Cita se rotor v. Postoji i oznacavanje: curl (korl).

Sada éemo dokazati da je tako definisana veli¢ina zaista vektor.
Zbog toga éemo uzeti kao liniju, po kojoj se integral uzima, obim ele-

mentarnog

Sl. b

trougla ABC (sl. 52), koji predstavlja stranu tetraedra uzetog
Z
A

l'c
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u uglu triedra. Na takve elementarne trouglove mozemo razdijeliti po-
smatranu povrsinu. Tako su povrSine strana tog elementarnog tetraedra
das,, ds,, ds,, dS. Ose o,, 0,, O, su paralelne sa osama eventualno ranije
usvojedog koordinatnog sistema. Tada je ’

dS, = dScosq, dS, = dScosg, dS, = dScosy, . . . (833)

gdje su o, B, ¥ uglovi normale sa koordinatnim osama. NapiSimo liniske
integrale oko dS,, dS,, das, u pozitivno'm smjeru. Onda ¢e se duz svih
ivica po koordinatnim osama obiéi dvaput u suprotnom smjeru, pa se
potiru tako da ostane samo liniski integral po konturi hipotenuze povr-
gine. Sabiranjem se dobija

RdS - R, dS, + R,dS, + RdS,

Zamjenom se dobija -

R,dS = (R,osa T R,cosf + R,cos?)dS,‘ili
R, = R.cosa + R,cosf + Rgeost. . . . - (53,4)
Relacija (53,4) pretstavlja skalarni proizvod orta normale n i vektora R,
&ije su komponente R, R,, R,. Tako je dokazano da je R zaista vektor.

Odavde je

~

rotv = Ri+ Rj+RE . .. (53,5)

Prema definiciji rotora (53,2) vidi
z B se da rotor ne zavisi od koordinatnog
sistema. Rotor je invarijanta polja.

Analiti¢ki izraz rotora

- Uzmimo u ravni yz elementarnu
povrsinu dS, = dydz. Po konturi te
elementarne povrsine uzmimo inte-

gral \ vds. Za put OA treba kao pod-

komponenta vektora v nije v, kao duZ
OC, nego je pretrpjela promjenu. Na
jedinici duZine Vv, s promijeni za

inteéralni izraz uzeti v,dy. Duz AB

§ 53] ) 135
v, o .. ov
7y’ a na du¥ini dy biée promjsna :—1 dy. Prema tome uzduz AB
dobpi¢emo ¢

v+ 2% ay)
V. ————

Vi oy dy) .
Dalje se dobija duz BC slijedeéi izraz

ov. 4 )d
0z z | 4y,

(v, +

gdje se uzima znak minus zbog suprotne orijentacije od smjera radéenja
y, a duz CO dobice se — v, dz.

Sabiranjem svih tih izraza dobija se linijski integral duz OABC:

ov. ov, [0V ov
\rdg:(uy————-)dydz.—_{' — )dS . (53,6)

oz | oy oz

[o]
QAL (dy dz)

Analogno se dobija

i ov, 0 2
J'vds=( Ve 0 Y goax - | V*_av)ds,i

o
(dzx)

0z 0 X

0 9
vds =< b -— v_>dxdy -—-(-———a s — a"-) dS,. .
l())(

o] 0 X gy

(-xdy)

Na osnovu toga komponente vektora rotv su:

ov, ov
(rot V), = -~ — .
Uy oz
(rot v) ov, ov,
rot V); = —— . ... (B3D
ov ov
(rot v), = — — M
O‘X Oy

Dakle, vektor rotv analiti¢ki se pretstavlja:

ov. ov.\. [0V, ov \ dv, ov_"
rot v =< — >1+( — );—{-—( — ')h. (53,8)

oy oz L vz ox L OX oy
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§ 54. — SIMBOLICNO PRETSTAVLANJE ROTORA

Iz izraza (53,8) za rotor moZe se zakljuéiti da pretstavlja vektorski
proizvod dvaju vektora sa komponentama »veliina«:
9 d 0 :
e B e
Prema tome je

/

) 0., 9 . . |
= it s _— = : 1k )
rotv_(0x1+dy)-}—ozk)><(v,l vj + v,k)

rot v —v X V. (54,1)

Ovo je vrlo vaZna relacija, koja pokazuje da je rotor vektora v jednmak
vektorskom proizvodu operatora nabla i vektora v.

Ova relacija se moZe pisati i u obliku determinante
i

1

At e (542
z

-Q,,"

rot v =

i
o 0
Ox oy
vX

< Qi

v

¥y %

Otuda i relacija (54,1), odnosno (54,2) takode moze sluziti kao definicija
rotora.

§ 55] 137
§ 55. — VEZA MEDU UGAONOM BRZINOM
I BRZINOM U MEHANICI. DRUGA DEFINICIJA
ROTORA
~ Neka kruto tijelo rotira oko ose kroz ta¢ku O (sl. 54). Ugaona brzina
1 w biCe orijentisana duz ose kroz tatku O. Brzina neke tadke A tijela
it & bice
A 5
1 V=ow X r,

. (85,1)

S1. 54.

gdje je r radius-vektor te tadke, a

=

w = od + wJ + ok je vektor ugaona brzina. Odavde je

A ) 3
VvV = W, Wy Wz = (wy2 — wY) 1 + (X — u2)j +
iy E + (Y — Xk, ili
Vi F 0yZ — w.Y, Vy = wX — wZ V, = oY — X (55,2)
Moze se dokazati da je
_l(av, ov, 1(0v‘ ov, !
“=72\0y oz )' T 2\ g2 dx)'
1 /0v, ov,
W, —Z—( ol 4 )

(55,3)
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Komponente vektora

ov, ov. [0V dv 0V, dv,

>i ’ i+ ( —_— R
oy vz \Voz G X \ v X Jy
proporcionalne su komponéntama vektora ugaone brzine kod rotacije,
odnosno upravo

R, = 2 wp Ry = 20, R, = 2w .. . . (554)
pa je ovaj vektor pored ostalog i zbog toga nazvan rotacija ili rotor
vektora v.

Dakle oty = Zo ... (539

Ova relacija se odmah dobija i prema veé usvojenoj definiciji, uzi-
majuéi rotor jednaline (55,1) i izradunavajuéi determinantu, ili pak iz
(55,2) sastaviti komponente vektora v.

U hidromehanici pretstavlja vrtlog, pa ga neki autori i tako nazi-
vaju. Maxwell i Heaviside, a i kasnije mahom anglo-ameri¢ki autori na-
zivaju ga i oznalavaju sa curl, pored ostalog i iz razloga, §to mu kom-
ponente nisu prosto jednake komponentama ugaone brzine, nego su
dvaput veée. Ipak se oznaka rot sve vie usvaja, jer je praktiénija.

Vektor brzine v je polarni vektor, a rot v je prema veé izloZenom
aksijalni vektor. UopSte se moze zakljuditi da je roter polarnog vektora
aksijalni vektor, a rotor aksijalnog vektora je polarni vektor.

§ 56. — OSNOVNE FORMULE TEORIJE ROTORA

a) Notor zbira. — Neka su data dva vektora u i v. Treba naéi rot
(u+v). Prema definiciji ‘je

d(n + V), o (u + v), 1,
rot (u+v) ={ —_——— 1 S
oy 0z J
[a (u + vy, o+ v)z}_ [o (u +v), o+ v)-]
0z B ox—_——1 L 0 X o oy -

odakle se prema relaciji (u + v), = u, + Vv, itd.d prema pravilu diferen-
ciranja zbira dobija

rot (u + v) = rotw + rotv. . . .. . . (56,1a)

§ 56|
Rotor zbira vektora jednak je zbiru rotora pojedinih sabiraka.

Ista formula se moze dobiti,i na osnovu definicije (53,2), odnosno

‘,(u + v)ds
rot (u + v) = lim
S —¢ S

Integral 05 (u + v)ds sadrii proizvod (u + v)ds = uds + vds, pa je

OS (u + v)ds = 03 uds + 05 vds, . . . . (561b)
éime je formula dokazana.
Simboliéki:
VX uaq+v)=vXu+vXv, . . . . (561c)

jer je 7 linearni operator.

b) Rotor proizvoda vektora i skalara

éN.eka je dat skalar U i vektor v. Treba izracunati rot (Uv). Prema
analitiCkom obliku rotora je

d(Us,)  2(Us,)

[rot(Uv)], = —yulf a"V) '
9y 0z Loy oz |
U AU
+(E§= 57 )
[0V ov ‘oU oU
(rot(Un], = U= — 2=} 4| _
\ ] (w2 — =+ lgon—grw )

[rot(Uv)], = U{'avv - av*>+(?._v v v, |

L0 X oy 0x v_'(jy

Sastavljajuéi od ovih komponenata odgovarajuéi traZeni vektor, dobija se

1o inU AU N YU YU
rot(Uv) = Urctv + |[{—= v — ST B o sV
. T[(\OYVZ pa= VVVJIIKOZ\XQGX\/Z’]—%_
(0 U y
+(—v———a v ]k‘i
tox 7 oy * i
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Vektor u uglastoj zagradi je vektorski proizvod grad U X v, pa je de-
finitivno

rot(Uv) = Urotv — v X gradU. . . . . . . (56,2a)
Simboli¢ki:
v X (Uv) = (V, 4 V) X (UV) =V, X (Uv) + Vy X (UV).

Ovdje se faktor na koji ¥ ne djejstvuje smatra kao konstantan, pa se
mo¥e iznijeti pred znak </ sa indeksom drugog faktora, odnosno

v X (Uv) = U(YXV) +VUXv=U(VX v) —v XV U
(56,2b)

Ova se operacija moze izvesti i kao sdiferencijalenje« pomocu operatora V.

¢) Rotor proizvoda vektora i sloZene skalarne funkcije

Neka je data skalarna funkcija £(U) i vektor v. Treba naéi rot

[£(U)V]. ' .
Prema. definiciji i formulama (56,2) je

rot[f(U)v] = f(U)rotv—v X gradf(U) = f(U)rotv —v X f,(U) gradU.

(56,3a)
Simbolicki:
v X [f(@v] = £(U) (VX V) —Vv XV f(U) =
—f(U) (TXV) —v XFP,OVU. . . (563b)
d) Rotor radius-vektora
Prema definiciji je
or, or, \. or, or,\, (Ot or,
rOtr=(dy—dzy) (dz—dx) (‘0x—dy k.
ili
rotr=0............‘..(56,4)

Rotor radius-vektora r jednak je nuli.
Nije vazno odakle radius-vektor polazi, jer je rotor invarijanta.

§ 56§ 141
e) Rotor vektorskog proizvoda dvaju vektora

Neka [su dati vektori u i v. Treba izracunati rot (u X v). Prema
definiciji (54,2) je

i
)

j k

rot (u X y) = % d—ay_ —567 (56,9)
(u,v,—u,v,) (u,v,—u.v,) (u,v,—u,v,)

Izra¢unavanjem ove determinante poslije duZih operacija se dobija

rot (u X|v) = udivv — vdiva + (v¥V)u — (u?7)v. . . -. (56,6)

Simbolickil:

Trebal izracunati 7 X (u X v).

Zamijenimo V = V + V_, gdje v, djejstvuje samo na wu, a
V,samo na v. Ovo se ponovno istiCe iz razloga Sto i najmanji nepravilan
postupak sa ¥ dovodi do pogreSnih rezultata. Tada se moZe izmijeniti
red ¥/ i vektora na koji ne djejstvuje.

Onda | je
TX@XV =7, X @XV) +7, X (@x v,
Prema‘ pravilu transformacije vektorsko-vektorskog proizvoda je
VX @Xv) =u(vwWw ) —v(V u+u(V v)—v@v),
ili definitiyno A
VX (uX[v) =u(Vv) —v(Vu + (vvV)u— (uy)v. . (56,6)

I ovo [je jedan od primjera na kome se vidi neobiéna praktiénost sim-
bolickog metoda.

f) — |Gradijent skalarnog proizvoda dvaju vektora

Neka jsu dati vektori u i v. Treba izraunati grad (av).
Prema pravilima o vektorsko-vektorskom proizvodu poznata je re-
lacija
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a X (b X ¢) = b(ac) — c(ab), ili

b(ac) = a X (b X ¢) + c(ab).

Za ovaj slutaj uzeéemo samo simbolicki metod, pa je

grad (uv) = V(uv) =V, (uv) + ¥, {(uv).

Malodas je navedeno, ali opet navodimo, da u ovakvom slucaju nabla
sa indeksom djejstvuje samo na odgovarajuéi faktcr, pa je:
=y X (7, Xu) +u (v¥V)

+ v (u).

V. @v) =u X (V, X V) +

7, av)

\

Odavde se odmah dobija
grad (uv) =V (uv) =v X (T Xu) +aX(V XV +
+ (vy)u + (uV¥) v . . . (56,72}

il
v X rota +u X rot v + (viZ)u + (ud)v. (56,7b)

grad (uv) =
= V.

Uzmimo sada specijalan slu¢aj kada je @
definitivno dobiva

Tada se zamjenom
—v XrTotv + (VU)W .. . (56,8

% grad v2
g) — Divergencija vektorskog proizvoda dvaju vektora
v). Ovaj slu-

Neka su dati vektori u1i v. Treba, izratunati div (w X
gaj je veé rijeSen u § 48. Ovdje preostaje samo da se (48,5) prepiSe prema
izlozenom, pa se sada moZe pisati ’

... .. (56,9a)

div (u X v) = vrotu —urotv.
enom simboli¢kog metoda, odnosno

.Isti rezultat se dobija i primj
T xv) =v, (@Xv) + ¥, (u X V) =
a (v Xv,) =vI(TXu —al(TXV). (56,9b)

I

= v (VY Xu) 4
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§ 561
Primjeri i zadaci:
1. — Izratunaéemo rotor _elektrostatic¢kog polja prouzrokovanog

tadkastim optereéenjem.
a) — Vektorsko rjeSavanje. — Poznato je da je

E - -3 r Prema definiciji (56,2) dobija se

r3
d 9 rotr—ngradiz_ﬂLxr.
rs r+ r

TotE = rot — 1 = —
r3 s
Kako je vektorski proizvod dva ista vektora jednak nuli, biée

E =0.

rot

b) Analiti¢ko rje3avanje. — Kako je

E:\.q__r,odnosnoE\;—?__"_,ES:_ﬂ_* E - 97 pice
r B r T
i ] k|
|
rot E = ? __a_ _a_ ,
v X vy Uz
E, E E
Odavde je
oE, 0B 3qy 3qvz
= 3 rd =0

Takode su jednake nuli i ostale dvije komponente, te je

rotE = 0.
2. __ Tzradunati rot [f(r)r].

Odg.: 0.

3. — Dokazati da je rot (a X 1) = Z2a, gdje je a konstantan vektor,

a r radius-vektor.
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§ 57. — STOKES-OVA TEOREMA

Pitanje transformacije liniskog integrala u povrsinski integral rije-
§io je Stokes. On je u analititkom obliku pronaSao vezu med krivolini-
skim i dvostrukim integralom, te se i ¢uvena transformaciona teorema
naziva njegovim imenom.

Ova teorema je na jedan naéin ve¢ skoro izvedena prilikom izlaga-
nja definicije i dalje teorije rotora.

Dato je vektorsko polje, koje je okarakterisano vektorom v. Treba
transformirati krivoliniski integral toga vektora po nekoj konturi u
povrsinski integral po povr$ini koja naleZe na tu kouturu. Liniski in-
tegral vektora v duZ zatvorene linije, — konture C, — je

j vds.
o

gdje je ds element luka te konture (sl. 53).

S1, 5.

Posmatrajmo elementarnu povr$inu oblika éetvorougla. Inace oblik
elementarne povrSine je proizvoljan. MoZe se na pr. uzeti i irougao itd.
Posto je ta povrSina elementarna, moZe se smatrati ravnom. Inace povr-
$ina S koja leZi na konturi C uop3te uzevsi nije ravna povrsina. Naravno,
pretpostavlja se da je vektor v u svim tatkama posmatrane povrSine S
konagéan, jeanoznacan i da se mozZe diferencirati.

- mora biti 23

§ 571

1435

Trebg dati liniski integral pretvoriti u povrSinski po povriini, koju

obuhvata

Qata zatvorena kriva linija, duZ koje se integral uzima. Na

elementarroj povrsini (sl. 56) treba izradunati krivoliniski integral duz

strana AB

Znadil

Polje j
-
AB indeksd

‘vds
ABCD
Ali je

Onda je

Ing. D. M. Ival

BC, CD i DA u funkeiji povrine tog elementa.

dd,s .C

b __— 17

SL 56,

| treba izralunati liniski integral duZ &itave konture, odnosno
s‘vds = s‘vds + s"vds + “vds + yvds S G YA D)
D AB 8¢ cb DA

e razli¢ito u raznim tackama. ObiljeZimo li prirastaj u praveu

—>
m 1, a u praveu AD indeksom 2, biée poslije skraéivanja

- - -
= d,(v.AD) — dy (v.AB) = AD . d,v + vd,AD —

-—> —>
— ABdQV — deAB.

- -
d,AD = d,AB, jer elementarni fetverougao
itvoren. ’

- -
j vds = ADd,v — ABd,v.
ABCD £

hovié¢: Osnovi teorije vektora w
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krlvo"l}xl%'ski int.egral po konturi C transformira u povrsinski integral po
povrSini S koja je ogranilena tom konturom. Napominjemo da postoji

— e >
Kako je ;v = AB .V V, dsv = AD.V V, bice

‘e - . =y viSe nafina izvodenj 4
vds = AB.gv.AD —AD .yv AB. . . . (57,2) odenja ove vrlo vaZne teoreme.
#BCD Kao element povrSine uzeéemo kao u § 53 trougao tako da se nalazi
' e . . e et 3 u prvom oktantu pomoénog koordinatnog sistema, &je su ose paraleln
A ovo je razvijeni skalarni proizvod vektors proizvoda, pa J}€ sa osama eventualno usvojenog koordinatnog siste,ma koji P i 28
ki o 3nos ciacd moze biti iz-
g K’ A-],) P T posmatrane povrSine i konture. Taj trougao je ABC (sl. 52).
T ‘vds = (AB X Y (X v = X v)das, Neka su date tri funkeij :
» je od x, y, z: P, Q, R. Treba Integral
i 3 j‘(de + Qdy + Rdz)
: k ABCA
3 vds = rotvdS . . - ... (513) g
-, transformirati u povrsinski.

; Najprijf ¢emo posmatrati funkciju P, koja je kontinualna u svim
tackama povrSine, koju ¢éemo posmatrati. Uzmimo sada slijedeéi integral

J f L
dz
Naéciéemo vezu medu krivoliniskim i tim integralom na slijedeéi

nacin:
oP 0P -
ffo_z dxdz=jdeWdz=J (P, — P,) dx,

gd‘je se P, kao gornja granica odnosi na CA, a P; kao donja granica inte-
griranja po z, Sto se lako vidi na pomenutoj slici.

1z sl. 55 se vidi da su cirkulacije duz pojedinih susjednih elemenata
suprotne, pa u krajnjoj sumi ostaje samo izradunavanje integrala duz
konture C. Onda je prema (57,3) definitivno

Svds= grotvdS. MW e (DT
¢ %

Ovo je Stokes-ova teorema, koja glasi: liniski integral vektora po
zatvorenoj konturi jednak je fluksu rotora tog vektora kroz povrsing,
koju data kontura obuhvata, ili cirkulacija vektora po zatvorenoj konturi
jednaka je fluksu rotora tog vektora kroz povrsinu, koju data kontura
obuhvata.

Ova teorema je u stvari uglavnom prikazana samom definicijom
rotora (53,2), jer se na desnoj strani relacije (57,4) pod integralom na-
lazi proizvod iz normalne komponente vektora rotv i elementarne
povrsine.

Vidi se da oblik povr§ine S ne igra ulogu, Sto znaéi da je fluks
rotora vektora v jedan te isti kroz dvije razne povrsine, koje imaju za-
jedni¢ku konturuy, duz koje se izradunava cirkulacija vektora v.

Znaci

2P :
ffﬁd"dz=JPdX—dex =dex+ f'Pd.x.
CA OA ca AO

U vezi prve i druge formulacije vaZi rasudivanje analogno izne- Dalje je

enom za teoremu Gaussa-Ostrogradskog.

j‘de - Ydex = 5'de + X'de - ('de = S‘de,
cA AOD CA AC

Analiticko izvodenje. — Stokes-ova teorema moze se analitiki iz- ol ]

vesti metodom izneSenim u § 53, gdje je skoro definitivno veé i izvedena.

Medutim, mi éemo ovdje iznijeti i drugl nadin rje$avanja zadatka da se jer je duZ OC dx jednako nuli (ne postoji).
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Prema tome je

o= e

Analogno prethodnom dobija se

CaA

JQJ.B dxdz = szf———dx+f(R2—R1)dz:
X

anica odnosi na AC, a R, kao donja granica

gdje se R, kao gornja gr
integriranja po X.

Zatim se dobija

ff—dXdz fRdz_fRdz=_f‘Rdz, ili
CAOC

[raa-— [ f__dxd‘z

CAOC
Sabiranjem (57,5) i (57,6) dobija se

» AP 9dR |
f(de + Rdz) =Jf(;—;—o—;)d"dz-

CAOC

odnosno kako je u toj ravni dy =

AP ¢R
- S s o iR dd e
(Pdx + Qdy + Rdz) —-ff(uz ”)
cAcC
Takode je
APy
j(de+Qdy+Rdz) —ff ;—; i"dy
ABOA '

AR 0Q
(Pdx + Qdy + Rdz):ff(—o—y——o—z-) dydz

BCOB

[GLTH

(57,9)

(57,6)

(57,7}

T o4

S 3

B
s

raCuna.

§ 58]

Sa
duz strana
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biranjem triju posljednjih relacija poniStavaju se cirkulacije
OA, OB i OC, pa je

. Pt P
(Pdx + Qdy + Rdz) ='J f(—l{-_—-Q‘\dydz 2
N J\oy 0z
ABCA
(A 0
4 jf dzdx+“(_o~~ P)cb.dy (57,10 a)
| \ox 0y
Povrsina elementarnog trougla ABC je dS, pa je
dydz = dScos(n,x),
dzdx = dScos(n,y),
dxdy = dScos(n,z), ili definitivno
f(de + Qdy + Rdz) = ff[ __B) cos (n,x) +
0 oz
(e}
0P IR, 0Q AP . y
+(-5—;—_;) cos (n,y) + (\:_W) cos (n, z) ]dS (57,10b)

Relacija (57,10) pretstavlja

obliku.
I ov

§ 58. — 1

a. —
integralom

Stokes-ovu teoremu u analitickom.

0 je joS jedan primjer.koji pokazuje prednost vektorskog

FORMULE IZVEDENE IZ TEOREMA GAUSSA-
. OSTROGRADSIKOG I STOKES-OVE

- Veza medu povrSinskim integralom skalara i zapreminskim
njegovog gradijenta

Uzmimo teoremu Gaussa-Ostrogradskog

i zamijenin
funkecija. C

SvdS = 5" divvdV

no v sa Ua, gdje je a neki konstantni vektor, a U skalarna
nda je

j‘UadS 5 5 ‘div (Ua) av.
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Primjenjujuéi (48,2) i skracivanjem sa a poslije iznoSenja pred
integralni znak, dobija se

SUdS =5gradUdV, " B 1)
S v

ili: Vektorski povr3inski integral skalara jednak je zapreminskom inte-
grala njegovog gradijenta.
Ako je U = 1, dobija se poznati izraz .

SdS=O. L B8
[¢]

b. — Veza medu vektorskim povrSinskim integralom vektora i
zapreminskim integralom njegovog rotora

Neka je dat vektorski povrSinski integral
u = s"v X ds.

Treba ga transformirati u zapreminski. MnoZenjem skalarno vektorom 2,
koji je konstantan dobija se

ua =s‘a (v X dS), ili
ua =S (a X v) dS.
Prema teoremi Gaussa-Ostrogradskog je

ua =Sdiv (a X v) dV.

Prema (56,9) je div (a X v) = —arotv, jer je rot a = 0, a zatim
ua = ——s‘arotvdV, i definitivno
Sv X d8S = — s‘rotvdV, ili ... . (88,2a)
s v

SdS Xv;-S'rotvdV . (582D
S v
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Dakle, vektorski povrSinski integral vektora jednak je zapremin-
skom integralu njegovog rotora, gdje zmak zavisi od reda vektora i ori-
jentisanog elementa povrSine.

¢. — Veza medu liniskim integralom skalara i povrSinskim inte-
gralom njegovog gradijenta

Uzmimo Stokes-ovu teoremu

s"vds =S'rotvdS = ('dS (7 X ¥ =S‘(dS X )¥

i zamijenimo v sa Ua kao maloéas. Onda je

S(Ua)ds = S'rot (Ua) as =3‘dS (7 X Ua),

yUdS = ‘s‘dS X7 U, 1l .. . . (B83a)
[ vas =SdS X grad U . . . . . (533b)
d. — Na sli¢an nadin se dobija formula
OV-dsXv=‘S(dS XT) v . . . . (584)
§ 59. — DIFERENCIJALNE OPERACIJE

DRUGOG REDA

IzloZene operacije grad, div, rot, (v¥/) mogu se.nazvati diferenci-
jalne operacije prvog reda. Naravno, onda se mogu medusobnim kombi-
nacijama izvesti diferencijalne operacije drugog reda, kojima éemo se
sada pozabaviti.

1. — Divergencija gradijenta

Neka je dat skalar U. Treba izracunati div grad U. Prema ranijim
definicijama je )

v

. . qoU,  oU.  0oU
divgrad U = dlv(d—)(—'l+ T}—f———zk)

U U U
=0x"+ + 9

; : (59,1a)
oy? z?
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Izdvojimo Li formalno skalar U, dobifemo
92 BE 3?2

i = fe— 1+ s .o 9,1b

divgradU (ax:+ay>+az2>U (59,1b)

U zagradi se nalazi diferencijalni operator, koji se naziva Laplace-
ov operator ili laplasijan. Oznadava se sa A (delta). Dakle:

® et 9 (59.2)

b=getaptar

Primjena operatora & je vrlo velika u svim granama fizike. On
pretstavlja simbol skalarne operacije.

Prema tome je

divgrad U =A40U0. . . . . - = (59,1c)
Simboliéno:
divgrad U = vV U =vU ... . (8914

To pokazuje da medu Hamiltonovim operatorom nabla i Laplace-
ovim operatorom delta postoji slijedeéa relacija:

TV =Vi=4 ... (593

Ovakvo pretstavljanje prvi je uveo Lamé.
Isti rezultat iznefene operacije moze se dobiti i primjenjujuéi kom-

ponente operatora nabla, odnosno

T SOUE P NOCVIE SO R I% e
dwgmdU—-VvU-—(—a—xl—kéyj—i—ayk)l\axl—l—ay]—}—azk)U_

____(6‘3’ ')2‘+—f}—2—q\-U
d x* oy’ az')

Vidi se da.se operatoi' A vrlo praktiéno primjenjuje na skalarne
velidine polja. Medutim, uspjesno i prakti¢no se primjenjuje takode i na
vektorske, pa ina komplikovanije veliine, koje su izvedene iz vektorskih
velidina — na tenzore. ST

§ 59] '
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N Sada éemo izradunati izraz & (UV), gdje su U i V skalarne funk-
cije. Primfjenom Hamiltonovog operatora dobija se

AUV = 9IvY U Vi= v (tVvV _f_ VT =

=(V + [7) UVV + VY =TUVV-+VUTI+UTVV+T0TV.
i definitivho

A(UV) = UAV + 29 UVV + VAU . (594)

2. 4~ Gradijent divergencije

. Neka je dat vektor v. Treba izracunati grad div v. Primijeniéemo
simboliéni| formalni metod. '

braddivy =V Vv.=TUX (VX V) + YV, il

graddivv = rotrot v + Av . . . . . . . . . . (595)
Inace
Lo 2 2 g 2
Ye2=1ii-, y +ij— + ik T i
ax? J x'y il 0xdz ta cylx + ) oy’
Y L . 0° . o0° 02
+ l(’\ bl < X5 i NN 4 =
I cy?z_+_m(32c‘x-'-l{J 3:5y+m‘—a.z_’*’_ A

q’e jec?an ofd pomenutih komplikovanijih izraza, pa se relacija (59,5) obi¢no
izvodi na pdredeni naéin izradunavanja rot rot v.
3. + Rotor gradijenta

Ng ka je dat skalar U. Treba izralunati rot grad U. Na osnovu ra-
nijih defipicija i formula bice

1 i k
. R a ) 2
... 4eb, oU. U_ . —_ =
rot grad U = 15t (~ax1—}—‘ay3+dzk}|= ogx Ody O0zr | =

’ ‘U 3U U

ux dy oz
. ;0’0 02U~

=i (6——5~——A )+ , odnosno
(yJz  cy?lz
rotgradU =0. . . . . . . (596a)
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Simboliéno se dobija odmah
T X (VU) = (v XU =0 . . (59,6b)
jer je vektorski proizvod dvaju identi¢nih vektora jednak nuli.
4. — Divergencija rotora
Neka je dat vektor v. Treba izradunati div rot v.
9 2
sx  dy 0
0 (rotv 3 (rotv), . 0 (rotv), _
aivroty = L0 2, =|lo 2 o=
0 x oy 0z ox oy oz
\A v, v,
. v .
_i(iﬁ_avv) B_;E_V:_iv_:)jL_a_(avv_ Vo)l
T dx\oy oz vy L dz 0 x gz 0x 0y
divrotv =0. . . . . . . o . < - (59,7a)

s

Simboli¢no se izvede odmah:

divroty = V(¥ X V) = (VT X V)v =20 . (59,7b)

5. — Rotor rotora

Neka je dat vektor v. Treba izradunati rotrotv.

p) v, \ . ov ov,
_f Ve _J] ( y_____,>k}
©dz g x ’ Jx 0y

ov ov,\ .
rotrotv = rot {( 5 - dzy \}1 +

(rotv), — ;—z_ (rotv), =

y
2 (9% a»vx)__a_(avx KA WK

LGX LY (X JZ

v\ 97 9 9%v,
— ‘——vi‘*“""v_x‘):('—ix_—i— ‘,/, (,x:;z)_

0y 0z 0x ox.y :
2 0
( v, v, azvx)=_2_(av.: v, + Vz)_ Av, =
—\Ta oy g z? ox\0X Jy Jz
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Dobijanjem respektivnih izraza i za druge dvije komponente i sla-
ganjem u vektor dobija se

rotrotv = graddivv — Av .. . . . . . (598a)

1z izvodenja ove relacije se vidi da je analiticki metod glomazan,
a kao potvrda toga navodimo metod pomocu operaiora, naime

rotrotv = 7 X (V X V) = V{(VV) — VIV = V(T V)—A v, (59,8b)

gdje je samo primjenjeno poznato pravilo o vektorsko-vektorskom pro-
izvodu i definitivni rezultat se odmah dobije.

Na osnovu ovih operacija i na osnovu izloZsnih teorema mogu se
pored ostalog i izvesti izvjesni zakljuéei u vezi vektorskog polja.

Ako je vektor v potencijalni, onda je rotor toga vektora jednak
nuli, jer je v = gradU, pa je rot v = rotgradU = 0. Isti rezultat se moZe
dobiti i neposrednom primjenom Stokes-ove teoreme, jer je onda liniski
integral jednak nuli. VaZi i obrnuta tvrdnja. 4

To znaéi, da bi u nekom vektorskom polju vektor v bio potenci-
jalni, potreban i dovoljan uslov za to je da polje bude bezvrtloZno, tj.
da rotor toga vektora bude jednak nuli. Potencijalno polje nema vrtloga.

Iz relacije (59,7) vidi se da vrtloZno polje nema izvora; — izda-
$nost vrtloZnog polja ravna je nuli. Onda se i povrSina, po kojoj se uzima
integral rotora, pretvara u tafku, — postaje ravna nuli.

Prema tome se i svaki solenoidni vektor v mozZe pretstaviti kao
rotor nekog drugog vektora, na pr. vektora u. Naime, ako je divv = 0,
onda se moze staviti v = rotu.
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§ 60. — O NEKIM SVOJSTVIMA OPERATORA V

1z dosadadnjeg izlaganja se vidi da je prakli¢nost primjene Hamil-
tonovog operatora %/ vrlo velika. U savremenoj fizici se sve vie i viSe
upotrebljava, jer se pored ostalog i vrlo brzo dolazi do rezultata.

Ali, prilikom rada sa operatorom WV treba stalno imati na umu
njegova svojstva, jer i mala neopreznost moZe dovesti do pogresnih re-
zultata i zakljucaka.

Analiziraéemo neke ranije navedene izraze.

cU | olJ | U :
Poznato je da je gradU = VU = o 1 ¥ oy i ol k. Ovdje
operator V/ jednostavno djejstvuje na skalar U.

v, av

ov
Y z ato takode
Jx 0y+az BPSEALaE, T
djejstvnje na vektor v, naravno na odredeni naZin. Analogno je i za rot

v=V X V.

Uzmimo sada slijedeéi izraz: (uW)v. Prema § 43. je

U izrazu divv = Y v =

ov 0
Lo SMEASI &
Jx oz

(uv)v =u ' Iy

x

Ovdje operator 7 djeistvuje samo na vektor v, koji se nalazi iza njega.

Uizrazu Vuv=(V,0) v+ (V, u) v = vdivu + (uV)v je ¥
zamjenjen sa ¥ + 7_.Tu se vidi da operator djejstvuje na oba vektora,
naravno prema uslovima koji su u izrazu dati.

Ako je dat izraz ¥/ (uv) onda se takode zamijeni ¥V sa ¥V + V,
i dobije se izraz (56,7), pri éemu se vodi strogo ra¢una o tome koji je i
gdje proizvod naznaen. Na pr. ¥V (uv) = (7 u) v.

Prema tome operator </ djejstvuje na faktore koji se nalaze iza
njega, a ne djejstvuje na faktore ispred sebe. Djejstvo se vrSi na naéin
naznaden u dotiénom zadatku (razli¢iti proizvodi i sli¢no).

Zamjena V7 dotiénim sabircima znaéi da svaki sabirak djejstvuje na
onu veli¢inu koju pokazuje njegov indeks, a ostale vcli¢ine se pri operaciji
sa tim oznadenim operatorom smatraju kao konstante, Sto je veé ranije
spomenuto. '

VaZno je svojstvo operatora ¥/, Sto se pomoéu njega rjeSavaju
zadaci bez upotrebe ma kakvog koordinatnog sistema.
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§ 61. — TRANSFORMACIJA INTEGRALA POMOCU
OPERATORA YV K

Tearema Gaussa-Ostrogradskog se moZe napisati i u slijedeéem
obliku

S'VdS=‘y‘dV.vV, .. .. (6l1a)

a takode i iz nje izvedene:

de .U =§dVVU¢S‘dS X v =5‘dVV X v. (61,1b)

Odavde sel moze izvuéi zakljuak kako se moZe povrs§inski integral trasfor-
mirati u zapreminski, naime

povrsinski integral se transformira u zapreminski integral kada se
orijentisani povrSinski element formalno zamijeni proizvodom zapremin-
skog elementa i operatora 7, odnesno formalnom zamjenom

AS = dVIRZL b o s e b e (612D

Isto tako se i Stokes-ova teorema moZe wnapisati u slijedeéem
obliku

fvds =de (7 X v) =S @S XV)v, . . (613a)

a takode i|iz nje izvedene

'S‘dsV » j(ds X7) V =de X gradV,
jds XN = j(dS X\—/‘-) X v.. sl

Odavde se moZe izvuéi zakljucak kako se liniski integral moZe
transformirati u povrSinski, naime liniski integral se transformira u po-
vrinski integral kada se orijentisani liniski element formalno zamijeni
vektorskim proizvodom orijentisanog povrSinskog elementa i operatora
¥ , odnosno formalnom zamjenom :

Is=>dS Xv . . . . .#& . . (614)
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Naravno vaZi za oba sluéaja da se ne mora raditi samo o vektoru v, nego
i o proizvoljnoj linearnoj funkciji vektora, koja moZe na izgled biti i vrlo
komplikovana.

Ovakav nadin transformacije je vrlo podesan pri rjeSavanju raznih
zadataka. ' )

§ 62. — POISSON-OVA 1 LAPLACE-OVA JEDNACINA.
PODJELA VEKTORSKIH POLJA

U § 41 pokazana je veza medu jatinom elektriénog polja i poten-
cijalom: E = — gradU. Isto tako i u hidrodinamici vektor brzine moze
biti potencijalni, pa je v = gradU, gdje je U potencijal brzina. Primjeni
li se teorema Gaussa-Ostrogradskog kao u § 50, dobija se

SEdS = 4”SQdV’ ... (821)
s v '

gdje je ¢ gustina optereéenja. S druge strane je
{Eas - faveav ... 22
§ v

Onda je

AVE = 4mos. - - - - . . . (623)

Zamjenom vektora E biée prema (59,1)

#U | U, U

s T oy o = el .- (6242)

AU = — 4ng. . . - . . - - (62,4b)

Ova jednaéina se naziva Poisson-ova jednaéina. I uopste jednacina ovak-
vog tipa nosi taj naziv, a izvodenje, koje se odnosi na jednu oblast fizike,
moZe se uopstiti.
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Gdje nema optereéenja bice o = 0, pa se iz (62,4) dobija slijedeéa
vazna jednaédina:

U, 02U |, 0:U
+0x“ 0;‘-’ -

o0 x?

0, ili . . (62,5a)
AU=0.. . . . . . . . (625b)

Ova jednaéina se naziva Laplace-ova jednacina.

Jednaéine (62,4) i (62,5) igraju vrlo veliku ulogu u fizici; u teoriji
polja. Teorija ovih jednafina pretstavlja znadajaa dio matematike, od-
nosno diferencijalnih jednacina.

Napominjemo da je i jednaina AU = o takode Poissonova jedna-
éina, jer konstantni faktor 4z uopSte ne mijenja tip jednaéine.

Sada éemo dokazati da postoji samo jedno rjeSenje ove jednadine.
Da bismo to dokazali pretpostavimo da su na neki naéin nadena dva rje-
Senja U, i U,. Onda za pojedini takav slucaj vazi

N

AUl = - 47‘!9 1 AUZ = — 47[@
Oduzimanjem se dobija
A (U, —Uy) =0

Odavde se vidi da dobijeno polje nema izvora, a to znali ni vek-
torskih linija koje polaze od izvora. S druge strane nema ni zatvorenih
vektorskih linija, jer je rotv = 0, pa prema tome u &itavom polju U—U;
nema vektorskih linija, pa je

U, — U, =const . . . . . . (62,6)

Odavde se vidi da je rjeSenje Poissonove jednacine jednoznaéno,
jer ako se potencijalima dodaje jedna te ista konstantna veliina, to nema
nikakvog znacdaja.

Na taj naéin se dolazi do vrlo vaZnog zakijucka, a to je: ako se
na ma kakav nadin nade makar jedno rjeSenje ove jednaline, onda je
sigurno da je to jedno jedino rjeSenje.

Napominjemo da u ovom sluéaju funkcija mora biti analiticka u
cijelom prostoru, ukljudivsi i tatke u beskonacnosti.

EERNE s i e
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Ovdje nefemo izlagati metode rjeSavanja Poissonove jednaédine,
nego éemo navesti samo rjeSenje te jednadine, koja glasi

szpdv e

Y

Ovdje se podrazumijeva da su odredeni graniéni uslovi. Cesto je podesnije
pri rjeSavanju raznih zadataka polaziti od same Poisson-ove jednaéine,
nego od njenog integrala (62.7).

Kao specijalan sluéaj rjeSenja Poissonove jednadine moZe poslu-
%iti izraz za potencijal elektrostatikog polja. Ako je polje tackastih op-
tereéenja, onda je potencijal polja jednak sumi potencijala pojedinih

optereéenja:
L ]
U = }: ai ’
T.

i=1 ‘i

gdje je r; rastojanje tagke polja, u kojoj se potencijal traZi, od optere-
¢enja q;. U sludaju povrsinskog opteretenja elementarno opterecenje
ée biti dq = pdV. U posljednjem sludaju ée se dobiti (62,7), gdje je r
rastojanje tacke polja, koja ima potencijal V, od elementa zapremine dV.

Sada se moze dati klasifikacija vektorskih polja. Prema vrijednosti
rotora i divergencije vektorska polja se mogu podijeliti na Cetiri vrste:

1. — Potencijalno ili bezvrtloZno polje, kada je svuda u polju
rot v = 0, a div v # 0 u nekim ta¢kama. Neki autori takvo polje nazivaju
i lamelarno polje; ‘

2. __ Solenoidnot) ili bezizvorno polje, kada je svuda u ‘polju
divv = 0, a rot v = 0 makar u nekim tackama; -

3. — Laplace-ovo polje, kada je svuda u poljurct v = 0idivv =0;1

4. — SloZeno polje ili polje opSteg oblika, kada je u nekim taékama
polja rot v %= 0 i div v # 0.

Analize pojedine vrste polja ve¢ su uglavnom date tokom dosa-
dadnjeg izlaganja.

+ Naziv solenoidno polje dao je lerd Kelvin
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§ 63. — PRIMJENA I PRIMJERI

1. — Bernoulli-eva jednaéina.

Euler-pva jednadina (52,6) moZe se transformirati tako da dobije

vrlo zgoda

1 oblik. Tu transformaciju je prvi izvriio Heinrich Weber, pa

'se obi¢no i zove njegovim imenom. Transformacija se sastoji u tome $to

se primijeni (56,8), odakle je (V{7)v = —.}—grad vZ — v X rotvw.

Zamjenom se dobija
ov 1 .
_5_:+ - grad v — v X rot v = — gradU — %grad p.. . . (631

gdje je spdljadnja sila na jedinicu mase uzeta kao konzervativna i izraze-

na pomodéu

potencijalne energije. \

d . > -> '

Iz _§ 5:. jerot v = 2w, gdje je w ugaona brzina. To va%i uglavnom za
kretanje éyrstog tijela. Ali i kod kretanja teénosti moze se k:o jedna od
komponenata sloZenog kretanja djeliéa tednosti uzeti rotacija toga dje-

évrsto tijel
takvo krets

Oznadi
fidna zaprg

stantna, do|

- lica oko n¢ke momentalne ose, gdje se taj djeli¢ tefnosti smatra kao

b, .te se prema tome posljednja relacija moZe primijeniti i na
inje. Takvo kretanje naziva se vrtlozno kretanje.

li se toplotna funkcija jedinica mase tednosti sa w, speci-

- 1 g
rmina sa V == pod pretpostavkom da je entropija kon-

bija se

dw = Vdp = —i-dp.

Onda se jednadina (63,1) moZe napisati

av
dt

1
t3

grpd v — (v X rot v) = — gradU — gradw. . . (63,2)

Ako je kretanje teCnosti stacionarno, tj. brzina kretanja je konstantna

u toku vremena, onda je %‘: = 0, pa se moZe pisati

1

- grad v — (v X rot v) = — gradU — gradw. . . (633)

Ing. D. M. Ivanovié: Osnovi teorije vektora
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Oznadimo sa 1 vektor koji odgovara strujnim linijama. Poznato je da je
projekcija gradijenta na neki pravac ravna izvodu u tom pravecu. I.erm-
mo projekcije svih clanova jednagine (63,3) na pravac 1. Onda jedna-
¢ina (63,3) prelazi u

) v gl
2L tw)=—sqr

i s dz inus la medu
gdje je osa z uzeta duz sile teze, a ——7 je ravno kosinusu ugla

g i 1. Dalje se dobija

_a__(lz_ + w + gz) = 0, ili definitivno
ol\ 2

-1’—+ w+ gz = const. (63,4)

’ 2

Ovo je Bernoulli-eva jednadina za stacionarno kretanje. Zamijeni i se
w u funkeiji pritiska, ova jednacina se moze napisati i ovako:

—vzi—i-L + U = const. . (63,5
p

Ovdje kon’étanta. na désnoj.strani, odnosno zbir svih ¢lanova na lijevo}

strani, pretstavija cjelokupnu energiju jedinice mase:

2. — Fourier-ova jedna&ina provodenja toplote

Neka je T temperatura nekog tijela mjerena stepenima, k njegova

N . o
provodljivost, ¢ gustina 1 ¢, specificna toplota po gra

Poznato je da se u toku vremena ujednaéuje temperatura raznih

dielova tijela, odnosno da nestaje temperaturne razlike medu razmm

. : T8 ture
. o . lota prelazi sa mjesta vise tempera
mjestima u dotiénom tijelu. Toplota p dnosno koli¢ina toplote

j iz toplote, ©

na mijesta niZe temperature. Protok- Pl 0 olic

koja li jedinici vremena protede kroz jedinicu povrsine, koja je ncz;rr;alxll;;
na praveu proticanja, propofciona.lan jfa' sa padom temperature, a

da je proporcionalan negativnom gradijentu temperature.

Biée dakle

63,6)
j,.————kgradT. (
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Koli¢ina toplote koja u jedinici vremena isteGe iz jedinice zapremine je
div j. Onda je promjena temperature

AT = — -1 aivjat, i
pc,
aT k.
Y- divgrad T.

g

Odavde se definitivno dobija jednaédina provodenja toplote, ili tzv. Fou-
rier-ova jednacina:

dc AT. .. . . (637a)

Kako T uopste uzevsi zavisi i od drugih promjenljivih, ova jednaédina se
mozZe napisati

= AT. .. . . (63Tb)

OT_
ot pc!

1

Ovo je parcijalna diferencijalna jednalina drugog reda, koja se kao i
ostale rjesava pod uslovom da su odredeni pofetni i krajnji uslovi, Sto
zavisi od zahtjeva i uslova pojedinog zadatka.

3. —— Vektorski potencijal magnetnog pelja

Kada je kod elektrostatiékog polja bio poznat raspored opterecenja,
izratunavalo se je vektorsko polje na osnovu izvora polja. To polje je
bilo bezvrtlozne. Pri tom izradunavanju sluzi se clektrostatickim poten-
cijalom, skalarom koji se definiSe i izraunava prema ranije izneSenim
definicijama i relacijama.

Postavi li se zadatak da se izra¢una polje bez izvora kada su poznati
vrtlozi, onda se pribjegava olakSanju, koje je analogno onome u elektro-
statidkom polju. Uvede se novi vektor, koji je sa vektorom jadine mag-
netnog polja vezan relacijom

H — rot A, . . . . . ... (838

Vektor A naziva se vektorski potencijal. Pomoéu njega je, dakle, lako
proudavati magnetno polje jednosmjerne struje, kao Sto se pomocu ska-
larnog potencijala U olak3ava proudavanje -elektriénog polja stacionar-
nog sistema elektrié¢nih optereéenja.
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Sada ¢emo na jedan naéin naéi izraz za vektorski potencijal i to
pomoéu Biot-Savart-ovog zakona. Oznaéimo sa j gustinu struje, tj. onu
koli¢inu elektriciteta koja u jedinici vremena proteée kroz jedinicu povr-
gine, koja je normalna na struji. Onda je

j ===, ili dJ = jdS. ... (639

Uzmemo li liniski element struje Jds, odmah se na osnovu Biot-Savart-
ovog zakona moZe izrafunati jaina magnetnog polja, koje ta struja
izaziva oko provodnika kroz koji protice. Taj zakon glasi

PP b I b, %
c r3

gdje je dJds element struje, a r rastojanje od tog elementa do tacke u

kojoj se trazi dotiéno magnetno polje. ¢ je koeficijent proporcionalnosti,

koji zavisi samo od izbora jedinica. U teoriji elektriciteta se dokazuje da

je to brzina ravna brzini prostiranja svjetlosti.

Zamjenom se dobija

Kako je dSds = dV element zapremine provodnika, kroz koji struja
protice, bice Eo

iXr

5 dav . o iy 631 )

dH =

o)

Cjelokupna jadina magnetnog polja je

c r3

n=lf_j—x—idv, ... (8312)

gdje se integriranje uzima po cijelom provodniku, kroz koji protice
struja J. '

Uspije li se izraz (63,10) prikazati kao rotor nekog vektora, dobice
se izraz za A.

§ 63] 165

j¥r
rs

1

e

Transformirajmo izraz .Odmah se vidi da je —z- = — grad

. T .

pa je

IXT __ (jx grad .1_).
r

Prema (56|2) se dobija

jXr

o pgle i
= —rot(T- ])——Trot].

Vrijednost vektora j u elementu dV ne zavisi od pomjeranja tacke
posmatranja, pa je rotj = 0, te je

iXr

'l L
S = rot (7.,). L. ... (6313)

Definitivno se dobija

H =—]-frot(—1—j)dv.
c F ¢

Oydje se rptor uzima po koordinatama tatke posmatranja, a integrira-
nje po zap remini provodnika, kroz koji proti¢e struja, pa se mozZe izmi-
Jjeniti red agperacija.

H = rot <L £V—)
c ¢

Prema tome traZeni vektor, odnosno vektorski potencijal je

_1 (idv
A_ij_. C .. .. (6319)

Vektoz: gl%stine struje za magnetno polje igra ulogu kao skalar gustine
opterecenja za elektricno polje.

Analogija medu skalarnim i lvektorskim potencijalom vidi se; iz
slijede¢ih formula:

U={edV A=lj‘_idv
¢ £

’

e r

E=—gradU=[‘l{§dv, H=rotA=l{&dv.
. o c re
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Vidi se da se izraz vektorski potencijal mogao izvesti i polazeéi od
Poisson-ove jednadine za A, odnosno od -izraza

rotH =%j' ... . (8315)

4. — Izradunati izraz a . V(be).

Odg.: ba .Vc + ca . Vb

5. — Izradunati izraz A(Uv), gdje skalar U karakteriSe skalarno, a
vektor v vektorsko polje.

Odg.: UAv + vAU + 2 (grad Uuv) v.

6. — Dat je izraz A (gradU). Transformirati ga u gradijent neke
funkeije.

Odg.: grada(U).

7. —_ Izradunati A(ar) + grad (ar).

Odg.: a.

8. — Transformirati povrSinski integral JA K (B X dS) u za-
preminski.

Uputstvo: Staviti dS —»ydV, VvV =V, + Vg

0dg. : {rotB x A4V +SBdivAdV — SB % rotAdV —|A®B v)av.

§ 64. — GREEN-OVE FORMULE

1. — Transformacija nekih povrsinskih integrala u zapreminske
praktiéno se moZe izvrsiti ne samo pomocu teoreme Gaussa-Ostrograd-
skog, nego i nizom drugih formula. Cak prije Gaussa Green je uspio
pronaéi formule za tu transformaciju, pa se s pravom nazlvaju njego-
vim imenom. Radi lakseg izvodenja mi éemo se ipak posluditi teoremom
Gaussa-Ostrogradskog, iako Green za nju nije znao prilikom pronalaZenja
ovih formula.

Neka su date dvije skalarne funkcije U(r) i V(r), koje zavise od

koordinata poloZaja. Pretpostavija se da su i funkcije i njihovi parci- -
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jalni prvi izvodi, koji nas ovdje interesuju, kontinualni u cjelokupnom
podruéju, u kojem se posmatraju. Sastavimo slijedeéi vektor

v.—_UgradW,.............(64,1)

koji ée karakterisati vektorsko polje. Primijenimo na njega teoremu
Gaussa-Ostrogradskog, pa ¢emo imati ‘

s‘VdS = S'div v dVv,
§ v

S'div(UgradW)dV:SUgradeS ... (642)
Podintegralni izraz na lijevoj strani je
div(UgradW) = gradUgradW + UAW, pa je
S(gradUgradW L UAW)AV — SUg’rade.S. . (643a)
v . S

Ova formula se moZe napisati i u drugom obliku, kada se izvrsi
slijedeéa transformacija:

UgradWdS = U(gradW),dS,

gdje je projekcija gradijenta u praveu normale ua povr3int jednaka iz-
vodu funkcije W u tom praveu, ili

Ugradwds = U ———ZY as.

Zamjenom se dobija
. - AW
[ (gradUgradW + UAW)AV = J ullas. . (643D)
' s

Jednacdina (64,3) naziva se prva Greenova formula.
U analitiékom obliku prva Green-ova formula glasi:

AU AW AU AW . AU AWy, (W, #W W -
I T e L

0x 0X oy % 0z 0z 0zt

v

a9y 0z

._—_-Jv' Uz:(z\f/ cos(m, x) + W cos(n,y) + 0w cos (n, z)]dS .
§
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Ako je W = U, prva Greenova formula dobija slijedeéi oblik:

: b
J[(gradU)Z + UAU]Jdv =fUa—LJ a$s, . . (644)
s
Neki autori ovu formulu (64,4) nazivaju druga Greenova formula,

3to mi neéemo usvojiti, jer je ona samo specijalan oblik prve Greenove
formule.

Ako se u (64,3) funkcije U i W medusobno zamijene, dobiée se
“(gradUgradW + WAU)AV = 5WgradUdS. ; . (64,5)
v S

Oduzimanjem (64,5) od (64,3) eliminiSe se ¢lan gradUgradW i do-
bija se

) Y(UAW — WAU)4V =S(UgradW — WgradU)dS, (64,6a)
v S :

ili, uzevsi u obzir drugi oblik

2 AU
(UAW — WAU)AV = I( %/-— Wd—g ds, (64,6b)

v Vv

Jednadina (64,6) naziva se druga Greencva formula. Neki autori
ovu formulu nazivaju treéa Greenova formula, §to mi iz navedenih raz-
loga necemo usvojiti.

Ako jedna od tih funkcija, recimo U, zadovoljava Laplace-ovu jed-
nalinu, onda (64,6b) postaje -

JUAWdV =f(U AW _ au\) as. . . (64D
v

_ on on

§
U ovoj jednadini U je ma koje rjeSenje Laplace-ove jednaline, a W
proizvoljna skalarna funkcija, pri éemu se vodi rafuna da obje funkeije
i njihovi prvi izvodi budu kontinualni u svim tatkama zapremine, koju
obuhvata dotiéna povrsina.

Druga Greenova formula je vrlo vaZna iz toga razloga, Sto se po-
moéu nje dobija vrijednost potencijala u datoj tafki kada je poznat
raspored izvora u polju koje se proucava.
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2. — Sada ¢emo posmatrati sluéaj kada je u Greenovim formulama

, gdje je r rastojanje od tatke A sa tekuéim koordinatama do

1 5
tacke 0, kojja moZe pretstavljati pol.

Odmal se zakljuCuje da funkcija ir zadovoljava Laplace-ovu jed-

nacinu
A 1
-—r-=0 o o s S 1(6458)

za sve tacke, za koje je r razliito od nule. To se dokazuje na slijedeéi
nacin

1 :
A —|= divgrad l= div(—ir " = —Ldivr + —3-= 0.
' g T ' r.\ ro

Navodimo i analiti¢ki dokaz. Uzme li se pomoéni koordinatni sistem
sa pocetkom u O biée

bl
! o e . r 0 /10"
r=vx2 +y2+z2pije ——=——|—=
y VIR dr(r)ux—
Il
g
=—_1_.i=--—x ’ —d ( r)—i(_i)— 1 3x9
r r r ox*  o0x A —_F+ s
1 =1
anf-L: o =)
Analogno je ___ r_)z_L_*_-”y’ _(r R o
0 y? r . - P ERediae 4 v

Sabiranjem se dobije isti rezultat kao kod vektorskog naéina.
Poslije zamfjene u (64,6) dobija se

1
. . Rl
oy ’AH 4V = ’ (U _f__LiLl)as. ... (649)
v r ¢ gn r on
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Osim ovog sluéaja kada se taéka 0 nalazi izvan zapremine V, koju
obuhvata povrdina S, tj. ne pripada oblasti integriranja (sl. 57), treba
razlikovati drugi sluéaj kada se tadka O nalazi u zapremini V, tj. pri-
pada oblasti integriranja (sl. 58).

sl 57.

Naime, i iz sl. 57 se vidi da je za prvi stucaj r #+ (, odnosno takode
1

P =

%—#OiA 0, pa vazi (649).
U drugom sludaju (sl 58) kada se tatka O nalazi u unutradnjosti
zapremine V talke A i O se oevidno mogu i poklopiti, tj. moze biti r = O.

Onda je O —1—ne0dreden izraz, jer—ll_— tada tesi ka beskonaénosti. Da bi se
r

Greenova formula mogla uspje$no primijeniti i na taj sludaj opisaéemo
oko tatke O loptu § radiusa ry tako da bude izvan posmatrane zapremine
V’. Onda se Greenova formula moZe primijeniti na zapreminu V' ogra-

. L 1
niéenu povrSinama S spolja i S’ iznutra, gdje je svuda - += 0

1
-~ '
1 AUQV = Cr 1 7Ugs .
‘".fT‘ Jlosm =™
v’ S
al
T 1 20U\ & .. L. (8410)
+f(U 4 n —T dn)db
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Element sferne povrSine je

dS’ =1rd Q, gdje jed Q element tjelesnog ugla sa tjemenom u tocki O
centru lopte. Prema tome povrSinski integral po sfernoj povr$ini S’ je

0 .

U f__l__aU ’ ] , 11 oy ,
sf( dn r c’n)dS _s' N Ud= + To 01, S =
=fuao+ffo"?dc_>
. 0

3 s’

‘ K?.da To —> o, onda se obuhvata cjelokupna zapremina V, a u po-
sljednjem izrazu drugi sabirak teZi nuli, tj.

. U
lm [r,5d0=0. . . . . . (6411)

o> 0
S
Graniéna vrijednost prvog sabirka u tom sluaju je

fim juqo= 42U . (6412)

fo—>0
s

Graniéna vrijednost integrala na lijevoj strani relacije (64,10) je

fim ]%‘ldv:.jér‘i av. . . . . (6413)
v v )

To—> 0,

Prema tome se dobija

1
o —
U :
A dv—fu———r as— | LY as 4 4,0
J r on
S S
1 (AU 1 (1 ’ "
U - — er AU gy LY graqugs — _1_J Ugrad —-dS. (64,14)
T r r 4n ¢
\ S S

. Na taj naéin smo dobili potencijal u funkeiji integrala njegovih vri-
jednosti i izvoda po povrSini i zapremini.
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Dobijenu relaciju éemo i dalje transformirati. Iz (64,5) se dobija
5gradUgradeV = SWgradUdS _— jWAUdV.
\ s v

Izmijene li se U i W medusobno, dobija se

[ ugraawas —j‘UAWdV =S§"WgradUdS —-S'WAUdV. (64,15)
s Vv v

Ovdje necemo vrSiti zamjenu W saxl nego ¢emo smatrati da posljednja

relacija (64,15) ne zavisi od (64, 14) Prebacimo sve ¢lanove iz (64 15)
pa desnu stranu i saberimo sa (64,14), pa éemo dobiti .

4,U = S(_ W — %) AUV + S"VAWdV -
v ! \%

+ f( W+ L) graquas _g\'Ugrad (W +1)as.

Uzme li se zamjena:

—w—L_g,
r

gdje je G, skalar (ne brkati sa gradijentom!), bite
4,U =5‘G1AUdV + XUAWdV — Y'GlgradUdS + jUgradGldS.
v % $ S

Ako funkcija W zadovoljava Laplace-ovu jednadinu i ako je na povrSini
S skalar G; = O, dobija se poslije zamjene U sa W i uzimanjem mjesto

G, izraza G = U——:—:

4,W =SGAWdV - \‘Wgrades. . (64,16a)
v st
Inade je prema prethodnoj notaciji

4,U = \'G,AUdv + S‘UgradGldSA .. (64,16b)
g

o/
N
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Neki putori ovu formulu (64,16) takode nazivaju Greenova formula,

a funkeijy G = U L Greenova funkecija.
T

Premp ovoj formuli moZe se skalar W odnosno U u polju izraéunati
iz njegovih povrSinskih vrijednosti i vrijednosti AU unutra zapremine V.

3. — |Greenova formula se moze generalisati i za sludaj viSe od dvije

skalarne funkeije. Neka je vektor Uy W pomnoZen skalarnom funkcijom
Q. Prema|teoremi Gaussa-Ostrogradskog dobija se

SUQ eradwWds - g‘div(UQgradW )dV = S‘QgradUgradeV +
s v v

+ "Udiv(QgradW)dV - S’QgradUgradeV +
v . v

o+ 5 UQAWAY + | UgradQgradwav.
;

(V3

Odavde je
j"QgradlUgradeV = “‘UQgradeS ——ijdiv(ngdW)dV (64,17a)
s v
ili simboli¢no
fapuowav - fuavwas —[uv@vwar. . @1
S v

Ovu generalizaciju je prvi izveo Thomson (Lord Kelvin).

Primjer i zadatak:

1. + Energija potencijalnog polja

Nekp je potencijalno polje okarakterisano vektorom v = — gradU,
gdje je U potencijal polja. Prema § 50. divergencija polja je

divy = 4dmp, . . . . . . . . . . (6418)

gdje je o gustina sredine.
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Potencijalna energija polja je

W=—;—ngdV,. .. (8419)
\Z

gdje je U potencijal polja. Zamijeni li se ¢ iz (64,18) dobija se
w -1 (UdivvdvV = —— [ vaUaV . . . (64,20)
8n 8n
v
Prema Greenovoj formuli (64,4) bie
1 [ 1 . oU
W = — 2 AV — —— o= .
v s

Kao zapreminu ovdje moZemo uzeti pomoénu loptu u X0joj se na-
lazi cjelokupna zapremina V. Pretpostavimo da radius lopte raste do
beskonagnosti. Onda drugi integral na desnoj strani teZi nuli, a ostane
samo prvi integral, koji se uzima za beskonaéno velike dimenzije prostora.
’ Onda je

W = 8%[ (gradU)2 4V . . . . . . . (6421)
Jedinica zapremine prostora sadrZi energiju

1 -
/|, = - 2 .. . ... (64,22
W, = (gradU)?, : ( )
koja se naziva gustina energije polja.
Specijalno za elektrostati¢ko polje je
E = — gradU, ili u vakuumu

wo L (Eeav. . . . . . . . (64232)

Te

Ova energija je rasporedena po cjelokupnom prostoru, a jedinica
zapremine sadrZi energiju

w. =B (6423)
- 87

koja se naziva gustina elektrostaticke energije polja.
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Ako se radi o tednosti koja se kreée brzinom v, kineti¢ka energija
ée biti

foeAm fyr 1 1
e — f — . = — 2 . .
J : j v éﬁfv av (64,24)
2. — Data je lopta radiusa R. Po cjelokupnoj zapremini te lopte

ravnomjerno je rasporedeno optereéenje q. Naéi elektriénu energiju te
lopte.

3q2

b’

Odg.:

§ 65. — DISKONTINUITET POLJA: TACKASTI,
LINISKI X POVRSINSKI JZVORI

Pri prou¢avanju polja uglavnom se do sada pretpostavijalo da po-
stoji kontinuitet dotine materijalne sredine. Takode su i vektorske i
skalarne funkcije bile kontinualne. A kada se naiSlo na neki tacékasti
izvor, onda se izdvojio nekom povr§inom (najlak3e sfernom) i proucavao
ostali prostor, po kojem je pod pretpostavkom kontinualna raspodjela
doti¢ne materije. .

Sada éemo posmatrati ba§ te diskontinuitete. koji postoje u polju.

Ako izvor obuhvata toliko malu zapreminu, da se u uporedenju sa
rastojanjem izvora od tacke u kojoj se polje posmatra moze posmatrati
beskonadno mala, onda se kaZe da se izvor nalazi u tacki, da je tackast.
U fizici se mahom konkretizira oblik materije, koji se proucava. Tako u
stadki« mose biti koncentrisana ili neka masa, ili neko elektriéno ili
magnetno optereenje, pa se takve tadke nazivaju optereéenje ili takode
i pol. Ovi termini su uzeti iz teorije elektromagnetizma i gravitacije.

Potencijal tadkastog opteretenja je prema ranijem

U9
- r '
gdje je q optereéenje. Ako je vise talkastih optereenja, onda je

U=Z%. U (- % )

Ako mase ili optereéenja obrazuju vrlo usku cijev, ¢ije su popreéne
dimenzije vrlo male prema rastojanju od tadke u kojoj se polje posmatra,



176 |{GL I

onda se kaZe da su optereéenja ili masa rasporedeni liniski, da su izvori
liniski rasporedeni. Naravno, ovdje se apsirahuju poprefne dimenzije,
jer je jasno da izvor mora obuhvatiti izvjesnu zapreminu, a linija ima
samo jednu dimenziju. Ako se sa ds oznali element duZine te linije —
cijevi, 2 normalni presjek sa dS, onda je elementarna zapremina liniskog
izvora dV = dSds, pa je njegov potencijal

_ “ QdeS
U = |~

Velifina ¢dS = j naziva se liniska gustina izvora, pa je
U = fﬂs_.
r .

Notacija j se uzima u vezi primjene u elektrodinamici kao gustina struje.
Inade je masa jedinice duZine cijevi, ako se radi o :masi.

Ako izvori optereéenja obuhvataju izvjestan sloj, &ija je debljina
vrlo mala u odnosu na rastojanje od take u kojoj se polje posmatra,
onda se moZe govoriti o povrSinskoj raspodjeli opterecenja, ili mase,
odinosno o povrSinskim izvorima.

Poznato je iz nauke o elektricitetu da je na provodnicima elektri-
citet rasporeden po povr$ini. Ako se debljina tog sloja oznadi sa dn, onda
je elementarna zapremina povrsinskog izvora dV = dS . dn, pa je njegov
potencijal
* odndS

oo [

v

Velidina gdn = ¢ naziva se povr3inska gustina, pa je

U="“:S. N 10

Odmah se vidi da u sva tri sluéaja postoji diskontinuitet respek-
tivno u doti¢noj tacki, liniji i povrSini, gdje se izvori nalaze. Na tim mje-
stima diskontinualni su i vektor, odnosno skalar doti¢nog polja. Funk-
cije polja na tim mjestima imaju prekide, — pretstavljaju skokove. I
dosadasnje jednadine se za takva mjesta ne mogu primijeniti, nego se te
tadke, linije ili povrSine moraju odvojiti od ostalog polja narolitim sfer-
nim povr$inama ili cijevima, da se ne bi dobio beskonafan potencijal
(kada r = 0).

§ 65]
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Za sluéaj talkastog optereéenja vidjeli smo ranije kako se izdvoji

pomocu sf]

erne povrSine, a zatim se ta lopta steZe tako da i njen radius

tefi nuli i ha taj nadin se uspjeSno primijene navedene teoreme i formule.

Posi

matrajmo sluéaj povrSinskog optereéenja. I ovdje éemo se po-

sluZiti primjenom graniénih vrijednosti.

Nek
mala te pd
irajmo eilis
povrsinom
v karaktern
cilindra

Vek
fluks toga

gdje je or
jer se visin
slici je orij

Ing. D. M. Iv.

h je data povrSina izvora S (sl. 59). Neka je n spolja¥nja nor-
vriine. Oko neke take na toj optereéenoj povrSini konstru-
ndar elementarne visine dl tako da se njegov presjek S, sa
S moZe smatrati ravan i ravnomjerno optereéen. Neka vektor
iSe vektorsko polje. Onda je fluks toga vektora kroz baze

[5) =‘8vdS = 471051-

S

tor polja na bazama cilindra je respektivno v; i v,. Onda je
vektora kroz cilindar

P = (Vln, + V2n2) Sl + d".

fluks kroz boénu povrsSinu cilindra, koja se moZe zanemariti,
a cilindra beskonaéno smanjuje u graniénom prelazu. Prema
entacija normale n pozitivna, pa je

Vi, = + Vj,, Vol = — Vo, ili u grani¢nom sluéaju

P = (vln - v2n) Sl = 421681.

pnovié: Osnov! teorije vektora t3
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Odavde jé '

Vi — Voa = &m0 . o - . . . . . (654

Tangencijalne komponente vektora v nemaju prekida, dok nor-
malne imaju prekid 470 1 to samo na beskonaéno malom rastojanju talaka
— za »debljinuc povrsinskog sloja.

Drugim rijeéima, ako je zadato vektorsko polje, u kome postoje
opterecene povrsine, gdje je vektor v diskontinualan, onda se te povrsine
mogu smatrati kao izvori sa povriinskom gustinom

g oo Y=V . (655)
4, —

Napominjemo da normalna komponenta vektora v ima skok 4nc
pri prolazu kroz ma koju optereéenu povrsinu, bez obzira na oblik te po-
vrsine. Takode na to ne utiée postojanje ili otsustvo opterecenja van te
povrsine.

§ 66. — POVRSINSKA DIVERGENCIJA

Ranije prilikom definisanja divergencije bila je rije¢ o zapremin-
skoj divergenciji, o izdaSnosti zapremine. U prethodnom paragrafu govo-
rilo se o izda$nosti povr$ine, tj. o izdaSnosti izvora. koji su rasporedeni
po povrsini. Kao rezultat se dobija skalar, koji je proporciona}an skoku
normalne komponente dotiénog vektora, koji karakteriSe pol']ve (u 'sh'x-
gaju tednosti radi se o vektoru brzine, a u sluéaju elektrostz%gxckog po};a
radi se o jadini polja itd.). Analogno zapreminsko] diverger}cul ta razvh:ka
velidina normalnih komponenata pri prolazu kroz optgrec?nu povrSinu
naziva se povrSinska divergencija i oznadava se sa Divv (veliko slovo D).
Dakle,

Divv = Vi, — Vo, = 4. . - . o . - (66,1)

Analogno izrazu div v = 4ne 23 zapreminsku divergenciju, g'dje je o
proétoma gustina, postoji taj izraz Div v = 476 za povrSinsku divergen-
ciju, gdje je o povrSinska gustina.

Napominjemo da opterecena povriina S ne mora biti otvorena, jer
isti zakljudei vaZe i za zatvorenu povrsinu. MozZe se dokazati da ti za-
kljudci vaZe i za sluéaj kada postoji viSe takvih .1zv01_'mh povrsina.
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Znadi da povrSinska divergencija postoji tamo gdje normalna kom-
ponenta vektora ima, skok-prekid, odnosno gdje 'postaje izvori rasporedeni
povrsinski.

Povrsinska divergencija se moZe primijeniti i na viSe vektora.

Kontinualnost tangencijalnih komponenata vektora i pored diskon-

tinualnosti normalnih komponenata je znak da je dotino polje bez
vrtloZzno. . : : e L e

§ 67. — DIPOL

Sistem od dva tackasta izvora ili optereenja sa suprotnim znakom,
a medusobnim rastojanjem, koje je malo u odnosu.na njihovo rastojanje
od tacke u kojoj se polje posmatra, naziva _se dipol. Takode se naziva

" 1 bipol, dublet, dvostruki pol.

4A
L
s /]
T
P /
b /,
’ / zz
< 4
' N 1

S1. 60.

Neka su +q i —q (sl. 60) jednaka opteretenja sa suprotnim zna-
kom. Neka je 1 njihovo medusobno rastojanje, koje je u stvari vektor
sa poetkom u —q i svrSetkom u +q, tj. vektor povucen od negativnog
ka pozitivnom opetereéenju. Neka su ry i ry radius-vektori od opterecenja
do proizvoljne tadke A, u kojoj se polje posmatra. Prema njima 1 dipola
je beskonaéno mala veliéina. -

Vektor

P =g . .. . .. . (61D
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naziva se dipolni moment ili moment dipola. Potenc%j.al oba. iz.vc.)ra. ili
optereéenja izrafunat u tadki A ravan je zbiru potencijala pojedinih op-
tereéenja, ili

1 1 - fa L £} ,
S ("_‘_) hars T

Zhog odnosa medu rastojanjima moZe se stavitir; —re = lcosa, ry Iz =
= r2, gdje je r radius-vektor od ma koje tadke dipola do tatke A. Tada

se dobija izraz za potencijal

y o Heose__ TP .. (612
T rz r3

To znadi da je potencijal dipola obrnuto proporcionalan kva.dratu ra.dl:us-
vektora i da zavisi od ugla medu radius-vektorom i osom dipola. Radius-
vektor je usmjeren od opterecenja ka tadki posmatranja.

Ovaj izraz za potencijal dipola mo¥e se transformirati i na slijedeéi

. 1 1 o
nadin: poSto je grad g r, bice
3 .. (673a)
U = — pegrad o .

Vektor gradlje orijentisan na onu stranu kuda r opada, tj. od
r

tatke A prema dipolu. Taj vektor se moZe zamijeniti vektorom, koji j.e
upravljen od dipola, a koji se od prvog razlikuje samo po znaku, pa je

1 1
grad, e grad -
i potencijal dobija eblik

1 .. . . (67,3b)
Ungrad,r.. <5l

Naravno, moment dipola se mofe rastaviti na komponente, ako se
azme neki koordinatni sistem, pri &emu se komponente mogu px"et‘hOflno
posebno izracunati, a zatim sloziti. Taj je metod u nekim sluéajevima
podesan, pa se i primjenjuje.

§ 67]
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Dipol se moZe pretstaviti ne samo u obliku dvaju optereéenja sa me-
dusobnim Heskonaéno malim rastojanjem, nego i u obliku elementarne za-
premine popreénog presjeka dS i duzine dl (sl. 61), gdje se smatra da

»baze« tog
opterecenje

Saobra;
pisati

a zatim p =

SL 6.

elementarnog paralelepipeda ili cilindra imaju povrSinsko
gustine + ¢i — o.
zivSi sa malofas izneSenim rezonovanjem o dipolu moZe se

q=0ds9

/

adS o dl = odV,

Ovdje veli¢ina ¢ pretstavlja zapreminsku gustinu dipolnog momenta. Ta

veliéina se
Dipolni
polarizacija

naziva vrijednost polarizacije.

moment u jedinici zapremine ili gustina dipola naziva se
i obi¢no se oznacava sa P. Polarizacija je vektor. Polje koje

je okarakterisano ovim vektorom naziva se polarizovano polje.
Dipoli mogu biti tako rasporedeni u prostorn da se mogu smatrati

kontinualni,

pa se onda mjesto suma uzimaju integrali.

Sada éemo transformirati izraz za potencijal dipola uvodeéi polari-
zaciju P. Odmah se prema definiciji zakljucuje da je u vezi (67,3)

du - Pgrad;‘% dv. . . . . . . . (614)

Ovo je potencijal elementa zapremine pod pretpostavkom kontinualnosti.
Onda ¢e potencijal proizvoljne zapremine biti

U =frgrad,%dv.
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Po&to posmatrano polje sadrzi samo dipole, lako je zakljuditi da je
a polarizovanom polju divergencija polarizacije ravna nuli, jer je to
fluks na jedinicu zapremine Kkroz povrsinu koja obuhvata elementarnu
gapreminu, a zapremina sadryi isti broj i pozitivnih i negativnih izvora,
odnosno optereéenja.
Potencijal dipola se moze pretstaviti 1 u funkciji tjelesnog u.glz?.,
pod kojim se iz tacke A vidi pozitivna strana povrsine. Prema definiciji Je
dQ =-d—§§?§l , pa je potencijal

y _ od8dleose _ qi9g = pdo . o - - - (6T9)
I‘l—

gdje je 5 = odl gustina dipola. _

To znali da je potencijal dipola jednak proizvodu iz gustine dipola i
elementarnog'tjelesnog ugla pod kojim se iz taéke A vidi pozitivna po-
vriina dipola.

§ 68. — DVOSTRUKI SLOJ

Sistem od dvije paralelne povrsine, koje su jednako optere;éene op-
tereéenjima suprotnog znaka i sa beskonaéno malim qledusob?1m rasto-
janjem naziva se dvostruki sloj. Pod dvostrukim s}o;em moZze se pod-
‘razumijevati i povrSina na kojoj se nalaze dipoli, ¢ije su ose.gsrxgerene
du? normala tih povrSina. Znadi, na jednoj strani sloja su pozitivni, a na

drugoj negativni izvori.

A

pokrivene izvorima gustine .

.§ 68] 183

Potencijal sloja biée

U =S',7dQ, P (-5 §)

gdje je dQ tjelesni ugao, pod kojim se vidi povrSinski element pozitivne
povréine, odnosno onaj dio povrsine iz kojeg izlazi pozitivna normala sloja
i kuda su orijentisani pozitivni polovi dipola. -

Ocevidno je da ée potencijal na jednoj strani sloja imati jednu vri-
jednost, a na drugoj strani respektivnu vrijednost sa suprotnim znakom.
To znaéi da potencijal dvostrukog sloja ima prekid-skok. To se pokazuje
na taj nadin $to ée se taka A sve viSe priblizavati povrSini dok se ne dode
do njene pozitivne strane. Pritom ¢e se tjelesni ugao stalno povecavati i
‘kada se tadka bude nalazila na pozitivnoj povrsini dvostrukog sloja, tje-
lesni ée ugao iznositi 2, pa je

Uy = 27p,-

S druge strane, za tatku koja se nalazi na negativnoj povrSini dvostrukog
sloja potencijal je :

U2 = - 27'”7“.
Razlika potencijala kod dvostrukog sloja, dakle postoji 1 iznosi
Uy — Uy = 4ppe o - - - - - . (682)

Skok potencijala kod dvostrukog sloja ravan je proizvodu iz 4x i povrSinske
gustine dipold, koji su normalni na toj povrSini.

Naravno, ovakvo pretstavijanje izvora, odnosno optereéenja ne od-
govara potpuno stvarnosti, nego je idealiziranje, jer raspodjela optere-
éenja moze samo aproksimativno biti povrSinska.

Dobijeni rezultati vaZe i za zatvoreni dvostruki sloj.

Iz (68,2) se dobija

g2 (6‘25',3)

$to je analogno relaciji (65,5). To znadi da ako u polju postoje povrsine

sa diskontinualnim potencijalom, onda se moZe uzeti da su te povrSine

[
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8§ 69. — POVRSINSKI GRADIJENT
s

Pri definisanju gradijenta jedne skalarne funkcije jzne§eno. je da
gradijent karakteriSe varijaciju funkcije pri pre}azu tadke sa jednog
mjesta na drugo. Ta skalarna funkcija je bila kontinualna. U pr.ethodnom
paragrafu govorilo se 0 skalarnoj funkciji, koja ima sl.zok, pl"ekld na.'dvq-
strukom povriinskom sloju. Tu je potencijal, dakln, diskontinualan i mi-
jenja se skokovito za velitinu 47y, Razlika potencijala Uy — U? pomno-
Jena ortom normale pretstavlja vektor, koji oznalava tu prom]enu.".l‘a]
vektor se naziva povrSinski gradijent, jer oznadava promjenu gotencua.la
.pri prolazu kroz opterecenu povriinu, koja izaziva skok. Oznaéava se sa
GradU (veliko slovo G!). Dakle, .

->
Gra.dU= (Ul——Ug)n=4:’Z7;. e e e e e e (69,1)
Povr3inski gradijent se moZe primijeniti i na viSe funkcij?. pri prolazy' kroz
diskontinuitet — kroz optereéenu povrSinu analogno obiénom gradijentu.
Tako je na pr. povrSinski gradijent proizvoda

grad UV =V (U; —Up) 1 + U (V, —V2)n,

gdje crta oznadava srednju vrijednost pri prekidu:

'\'f vo“"v:.

- 2

§ 70. — POVRSINSKI ROTOR

Kod proudavanja povrSinske divergencije vidjeli smo da na poY'r§ini
diskontinuiteta normalna komponenta ima skok, dok je tangencijalna
komponenta vektora kontinualna. Takvo polje je bilo bezvrt}oino. Sada
éemo posmatrati polje, koje je bezizvorno, ali takode i diskontinualno. Da.
" bi polje bilo bez izvora mora biti divergencija dotiénog vektf)ra. ravna 1.1u11
u svakom kontinualnom podruéju polja, a osim toga mora 1 na mJestm_u%
diskontinuiteta, na optereéenim povriinama povr$inska divergencija biti
ravna nuli. To zna& da normalna komponenta dotiénog vektora nema
gkokova na optereéenoj povrSini, nego se mijenja kontinualno. Naxv'avn.o,.
lako je zakljuditi da u tom sludaju diskontinuitet prije svega moZe biti

L
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kod tangehcijalne komponente. Tada se kaZe da polje ima povrSinski ro-
tor i da st nalazi na povrsini diskontinuiteta.

Kod definisanja rotora navedeno je da je rotor jednog vektora
graniéna vrijednost koli¢nika iz liniskog integrala tog vektora i obuhva-
éene povrdine. Analogno postupku kod povrSinske divergencije, gdje se
kao kod prostorne nije radilo o izdaSnosti prostora, nego povrsine, i ovdje
se kod povrSinskog rotora ne radi o prostorno rasporedenom rotoru, negn
povrSinskil pa ée povrSinski rotor biti graniéna vrijednost koliénika lini-
skog integrala i duZine, a ne povrsine kao kod prostornog.

S1 6.

Neka, je S povrSina diskontinuiteta (sl. 63). Vektor polja u podruéju
2 je vy, alu podrudju 1 v, tako da kroz povrSinu njegova tangencijalna
komponenta ima skok. Da vidimo ¢emu je ekvivalentan taj skok tangen-
cijalne komponente vektora v. Ort normale na povrSini oznafimo sa n.
Konstrui§imo mali pravougaonik tako da ga data povrSina polovi. Visina
pravougaqnika h neka bude beskonadno mala, tj. h = dn. OrijentiSimo
tu pravougaonu konturu i primijenimo ma nju Stokes-ovu teoremu, pri
femu éemp zanemariti integriranje duz h. Dobija se

‘g vds = “.rotvds.

Lijeva strjana ove jednatine je s‘ vds = f Vids = (V.- vy,) dr, gdje je
d; element tangente, odnosno, ako smatramo da je pravougaonik elemen-
taran, to je osnovica pravougaonika. Oznadi i se sa j zapreminska gustina
rotora, desna strana ée postati 4pjdedn. Vektor zapreminske gustine je
orijentisan od crteZa ka nama, a normalnoi nan i na —: Izjednacenjem
se dobija.

(v, — V1) A7 = 4ajdnds.
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Ova zavisnost se mozZe izraziti i slijedeCom vektorskom jednaéinom:
4zjdn = n X (Vo — Vy).

Vektorski proizvod normale i razlike vektora sa jedne i druge
strane povrsine diskontinuiteta naziva se povrSinski rotor i oznacava se sa
Rotv (veliko slovo R!). Dakle,

Rotv:nx(vzi—vl).. L. . .. (0

Specijalni slﬁéaj (63,15) mozZe se sada uopstiti i umjesto gustine j
uzeti linisku gustinu i, koja je graniéna vrijednost prve, pa je, izostavlja-
juéi ¢, uopste

Rotv = 4xi,. . . . . . . . . (70,2

gdje jei = jdn liniska gustina.
Iz (70,2) se dobija

i =aXG=v) (03
4 1

$to je analogno sa (655) i (68,3) za sluéajeve drugih diskontinuiteta
polja.

§ 71. — SIMBOLICNO OZNACAVANJE
DISKONTINUITETNIH OPERACIJA

U §§ 65—70 pokazano je da se i u sluCaju diskontinuiteta u polju
mogu izradunavati vrijednosti veli¢ina koje nas interesuju i koje karakte-
risu dotiéno polje. Diskontinuitet se mahom »uokviric i ra¢unalo se sa
kontinualnom sredinom prema ranije navedenim formulama i teoremama,
pa se onda pristupalo nalaZenju graniénih vrijednesti pojedinih izraza i
dolazilo do novih operacija; koje se odnose na povrSine diskontinuiteta.

Da bi se lakSe postupalo sa navedenim operacijama u vezi diskonti-
nuiteta, a analogno upotrehi operatora ¥/ kod prostornih operacija u vezi
kontinuiteta moZe se usvojiti novi simbol: | i to ovako:

Povrsinski gradijent skalara U oznafava se sa

Grad U = U. © . . . . . . .. (141

§ 72} 187
PovrSinska divergencija vektora v oznadava se sa
Divw = fv,. . . . . . . . . (7,2
a to je simboli¢ni skalarni proizvod operatora H i vektora v.
Povrsinski rotor vektora v oznacava se sa
Rotv = | X v, . . . . . . . (71,3)

a to je simboliéni vektorski proizvod operatora || i vektora v.

Simboli¢ni operator “ moZe se nazvati »povriinsko nablac.

§ 72, — O NEKIM SVOJSTVIMA POTENCIJALA

Iz Newton-ovog zakona gravitacije izlazi da je privlaéna sila, koja
djejstvuje na jedinicu mase, jednaka gradijentu potencijala. Naime, neka

B(5:7:3)

)

(A
A{X,Lj’z)

S, 64,

se u tacki A nalazi masa m (sl. 64), a u tacki B masa ravns jedinici. Na
tacku B djejstvuje sila

Fe—oe v, . . . . . . . (121

r?
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gdje je r rastojanje od A do B, r vektor od A do B, r; ort u tom pravcu

o , 4 - . as
i 2¢ gravitaciona konstanta. Kako je r; = < moZe se pisati

m H [ Jem’
F=——9e-?3—.r= 9em(\grad—r)n_ —-gradn( - )
Odavde se dobija potencijal
U= —2 2 (122

r

koji se naziva Newton-ov potencijal mase m.

Ako je masa rasporedena kontinualno, onda je

U=-—aef—d—m—=-—aefedv, L. L (12,3)
' r r
gdje je ¢ gustina.
U teoriskim izlaganjima &esto se izostavlja koeficijent —aze, p2
se izraz
U=9—‘?,—........,(72,4)

naziva potencijal ili Newton-ov potencijal.

Posmatrano u koordinatnom sistemu moZe se definisati potencijal
skalarne funkcije ¢ (¢, #, ¢)

U(x’ Y z) ;-f_gﬁi_t)_ dé.d;li”l

Ti2

ili sa oznakom pot:
poto = f LEnd ga.4r = f O gv,. . . (125)
T2 fia

Potencijal je funkeija od promjenljivih x, y, z fiksirane tacke, a
ne tacke koja se krece (¢, g, ). ‘
Analogno se moze definisati i potencijal vektora

potv = ;Y-dv s .. (128
12
\'

189

Potencijal vektora je takode vektor. To je, dakle, uopste vektorski

o kojem je u specijalnom sluaju bilo govora u § 63. On se moZe

razloZiti ng svoje komponente:

potv = ipotv, + jpotv, + Kkpotv,.

To znadi da je potencijal vektorske funkcije jednak zbiru potencijala kom-
ponenata tp funkcije.

Premna tome, dok je ©/ liferencijalni operator, pot je integralni

4 éemo diferencirati potencijal jedne funkcije. Neka je

U = potW = [ W qv,.
T2
v

Par¢ijalnim diferenciranjem se dobija

=()potW= _].__OW dV2=potdW,
9 X, Tio 0 Xo 0 2y
v (72,7)
W oW 0 potW oW
Yo = pot 0ys ' 07 = pot 02

%, da je parcijalni izvod potencijala skalarne funkcije W jednak
parcijalnog izvoda od W.

inozimo izraze (72,7) respektivno sa i, j, k i saberimo, pa
H

gradpotW = potgradW, } (12.8)
VpotW = pot v W, '
Ilt potencijala jednak je potencijalu gradijenta.
ogno je i za ostale operacije:
divpotv = potdivy . . . . . . . . (729)
rotpotv = potrotv. . . . . . . . (7210)
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Takode vaZi i za operacije viSeg reda:

divgradpotW = potdivgradW,
graddivpotv = potgraddivv, .. .o (721D
rotrotpotv = potrotrotv.

Kada se rafuna pomoéu koordinata naravno treba voditi racuna o
tome da se lijeve strane odnose na promjenljive x,, yy, z1, 2 desne strane
na Xp, Vo, Zo-

Iz svega ovoga se moze zakljuéiti da ranije navedene diferencijalne
operacije mogu sa integralnim operatorom pot medusobno izmijenjati
mjesta, a da se dobije isti rezultat, tj. diferencijalni operator 7/ i integralni
operator pot medusobno su komutativni.

Neki autori, kao na primjer Gibbs, u vezi sa operatorom pot uvode
nove oznake, koje ovdje navodimo:

1. — Njutnijan skalarne funkcije je gradijent potencijala skalarne
funkecije i oznaava se sa new:

gradpotW = 7V potW = newW . . . . (72,12)

2. — Laplasijan vektorske funkcije je rotor potencijala vektorske
funkcije 1 oznadava se sa lap:

rotpotv = lapv. . . . . . . . (72.13)

Treba ga razlikovati od Laplase-ovog operatora A, definisanog u § 959,
koji se takode naziva laplasijan.

3. — Maksvelijan vektorske funkcije je divergencija potencijala
vektorske funkeije i oznadava se sa max:

divpotv = maxv . . . . . . . . (72,14)
Maksvelijan je ogevidno skalarna veli€ina.
Ako postoji potencijal, onda se moZe pisati

maxy = OBOWe 4 OPOWy 4 9 POV

0 X a9y 0 2,

§ 72] 191

Takode se moze pisati i

newW =j ﬂ dv,
r3

v
X
lapv — f PX Y av, .. ... (215)
v

maxv = f Lv— dv.
r3
v

Sa ovim velidéinama i oznakama mogu se vrlo prakti¢no izvoditi
razne operacije, koje su korisne pri rjeSavanju problema i izvodenju po-
trebnih relacija. '

.Iz izraza za potencijal vidi se rjeSenje Poissonove jednacline, o kojoj
je ranije bilo govora.

Iz (64,14) se vidi da prvi ¢lan pretstavlja obi¢ni potencijal, koji se
naziva i zapreminski potencijal.

Integral tipa

j%ds L. .. ... (12,18)
S

naziva se potencijal prostog sloja, a integral tipa

1
ff,;ds...,......(72,17)
on

potencijal dvostrukog sloja, 5to se moZe vidjeti iz § 67.'1 § 68.



CETVRTA GLAVA

L
TEORIJA VEKTORA U KRIVOLINISKIM KOORDINATNIM
SISTEMIMA (GENERALISANIM)

§ 73. — KRIVOLINISKI KOORDINATNI SISTEMI

I pored &injenice Sto vektorski radun uzima sve viSe maha i da se

savremena fizika ne moZe zamisliti bez samostalne teorije vektora, koja -

se sve viSe oslobada od raznih koordinatnih sistema, ipak se u mnogo slu-
dajeva upotrebljava i koordinatni sistem. Naravno, teorija vektora se
tako brzo usvaja, da ée vjerovatno zbog odiglednosti prikazivanja fizickih
pojava sve vise potiskivati koordinatne sisteme i viSe posmatrati bar dje-
love pitanja, a i ¢itava pitanja, kao cjelinu, a ne odvojeno bez dovoljne
veze, kao §to se to radi u raznim sistemima.

Osim Descartes-ovog pravouglog koordinatnog sistema najviSe se
primjenjuju cilindriéni i sferni koordinatni sistemi.’Oba ova sistema spa-
daju u krivoliniske koordinatne sisteme, a &esto mogu biti podesniji za
prikazivanje i izradunavanje izvjesnih fizi¢kih velitina. Zajedno sa Des-
cartes-ovim sistemom i sistemima uopSte mogu se nazvati uopste genera-
lisani sistem, gdje svaki za sebe ima svoje specifiénosti.

Ako se posmatra Descartes-ov koordinatni sistem, vidi se da je
u koordinatnoj ravni yz koordinata x = 0, u ravni zx koordinata y = 0,a
u ravni xy koordinata z = 0. Ako se umjesto koordinatnih ravni i koordi-
natnog trijedra uzmu njima paraleine ravni, jasno je da ée x = const = C,
pretstavljati za razne vrijednosti konstante C; ravni paralelne sa ravni yz.
Analogno vaZi i za y i za z. Prema tome neka tadka u prostoru sa koordi-
patama m, n, p biée ustvari presjek rami x = C; = m,y = Co =1,

z=Cs=p.

§ 73]
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Analogno se moze posmatrati i ci-

lindriéni koordinatni sistem. Poznato

Jje da su

neke tatke A takode tri broja: o, ¢ i
z (sl 653).
stavlja familiju koaksijalnih cilinda-
ra sa zaje¢dnickom osom z,

@ = G pretstavlja familiju meri-

u tom sistemu koordinate

Jednalina ¢ = C; pret-

dionalnih poluravni, koje prolaze kroz
osu z. - '
z = Cy pretstavlja familiju ravni
paralelnih sa ravni xy, odnosno nor- ' 5]
malnih nal osi z. . ,/""—_‘l‘\\“g NG
Va . ~ »
N,

I u sf

mu polozdj tadke takode je odredan

ernom  koordinatnom siste-

oL | Y
B 7P '
pomocu tyi broja, pomoéu tri koordi- X .-~

nate: r, ¢ i ¢ (sl. 66). Jednadina

r = .Cl pretstavlja familiju koncen- SL 6.

triénih sfefrnih povrsina sa centrom Q;

# = Cy pretstavlJ:a familiju konusnih povr8ina sa zajednid¢kom osom ;
¢ = C; pretstavlja familiju meridionalnih poluravni, koje 'prolaze kroz:

Osu Z.

Ing. D. M. Iy

Az
|

R

|
-
-2

-

-
S~
~

SL. 66. e e

anovié: Osnovi teorije vektors
13
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Kako se kod koordinatnih sistema, koji se najvise .upotxlebljlz.v.iitf
polozaj talke odreduje sa tri broja, sa_da f':en.lo posmatratl1_ uopste s:l =
liniski koordinatni sistem — generalisani sistem, —, ali samo
koordl?l‘a:ieimroja koji odreduju polozaj tacke ?zna(':imo sa q;, d2, ::131 'I“ra:3 :\2
broja se nazivaju krivoliniske koordin?,te tacke. Mogu se‘nazyz;{ tlor ot .
ralisane koordinate. Kako svakoj tacki odgoYara neki radius-ve ,to j
i svaka krivoliniska koordinata funkcija radius-vektora:

q (r) = q (x,9,2), (73,1)

- . i - 1' 2' 3. . P . N . .
e J?Ia.sno je da i radius-vektor zavisi od -krlvohm.skl.h ko.ordmata, J::
" &im one odreduju poloZaj ‘tadke, istovremeno odreduju i radms.-.velgtc:lo;r °
tacke, pa su Descartes-ove koordinate vektora r takode funkcije

voliniskih koordinata:

2
x=X (qlv s, CI3)- Y = y (qlv q2, q3)1 z=12 (qu q2, Q3) 5 (731 )

Istovremeno se Descartes-ove koordinate mogu smatrat:i kao 1555:1];1122
slu¢aj generalisanih koordinata, gdje se uzimaju u obzir svojs g
sistema.

Jednadina q; (r) = const pretstavlja familiju povrSina. Povrsina 1z

% ; gl o8
te familije, koja prolazi kroz posmatranu tac¢ku, naziva se koordinat

§i i i inija.
povrSina. Presjek dviju koordinatnih povrSina naziva se koordinatna linij

Odmah se vidi da je kod cilindriénog sistema d; = Q=@ 4d3 =%

j  vidjeti
a kod sfernog sistema q; =T, 42 = 3, A3 = @- Takode je lako vid]

kakve su kod tih sistema i koordinatne povrsine i linije. Iz sl. 67 se moze

§ 73] 195
zakljuéiti da je na povrsini gy,q3 koordinata q; = coust, na povrsini q3q,
koordinata q, = const i na povrSini q;q, koordinata q; = const. Znaéi

da se duz kordinatne linije, na pr. duz q,, mijenja samo ta koordinata q;,
dok su ostale dvije koordinate konstantne.

KonstruiSimo u tac¢ki A tri jedini¢na orta tangenata na koordinat-
nim linijama te tafke tako da budu orijentisani u smjeru poveéanja ko-
ordinata q;. Oznadimo ih sa aq, a, i a3. Ta tri orta pretstavljaju pokretan
trijedar tako, da pri prelazu od jedne tacke na drugu uopSte uzevsi mije-
njaju svoj pravac. U Descartes-ovom sistemu takvi ortovi su i, j, k, koji
su konstantni za sve tacke, odnosno ne mijenjaju svoj pravac.

Ortove a;, 2., a3 uzeCemo tako da tim redom ¢ine desni sistem.
Osim toga upotrebljavaéemo samo pravougle sisteme, kod kojih su ko-
ordinatne linije i koordinatne povrSine medusobno normalne, odnosno kod
kojih su ortovi medusobno normalni. Na taj nacin generalisanje je donekle
ogranifeno odredenim svojstvima.

Posmatrajmo sada vezu medu promjenom radius-vektora duz ko-
ordinatne linije i dotiénog orta. Promjena radius-vektora a—rdui koordi-

Q
natne linije je vektorska veli¢ina i orijentisana je duz tangente na toj

liniji, pa je

or _
9q, =

e
oq

a :

Oznacimo li duzinu vektora % sa H;, bice
1

0
o H,a,

Analogno je

or or
— = Hjay;, —— = Hja, odnosno
dq2 282 dq3 3N

or ’
——' = Ha. = ; s e L AT (733
o Ha, . (i 15 253) A ( )

Nas interesuju koeficijenti H;. O¢evidno je

Hg:(—). = RS
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Razumije se da su ovi koeficijenti vrlo vaZni kod krvoliniskih
sistema, jer se pomoéu njih odreduju varijacije radius-vektora raznih ta-
gaka, &ije koordinate i njihove veze treba izracunavati i primjenjivati.

Radi izradunavanja ovih koeficijenata posmatrajmo u tacki A
vektor v. Razloimo ga na komponente po krivoliniskim koordinatnim
osama:

v = Vya; + Veay + Vzagz . (73,5)

Ovdje su v,, Vg i vy krivoliniske koordinate vektora v.

Uzmimo sada specijalan sluaj umjesto vektora v vektor diferen-
cijal radius-vektora dr, koji ima koordinate ds;. Tada ¢e biti

or dr or g !
dr = —dq, + — dg, + — dq3, ili
aq, qy 904 q PED vq
‘ or
= —dgq; L i N R
dr a%dq. (73,6)
Odavde je u vezi (73,4)
ds, = Hdgq;, o e e L B3 NT)

e ili kvadrat liniskog elementa

dst = H2dq? -{'— H2dq? +

+Hidg. . (738)
Dakle,
ds ds,
H, = 8 st , Hy - '
: dq1 e dq?

ds.
H, = —* . (73,9
- dqs €

_ Lamé-ovi koeficijenti u cilis
driénom koordinatnom sistemu

U cilindriénom sistemu je (sk. 65 i 68): ;

ds, = dg, ds; = edp, ds; = dz;

G Cew=de L

§ 74]

pa je
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1, Hy = g Hy = 1, ili

=
Ii

HI‘ = 1, Hq: = & H‘ =1 . . . . . (73,10)

y d52 = I'd.,)I dSa = rsiﬂﬂdq);

=T.Q2=0»Q3=¢v

pa je
M o= 1.Hﬁ=r.H?= rsing _
(73,11)
I 7
U Descartes-ovom koordinatnom siste I'l, ,’:I
mu naravno je V/
0
H;, =1 .. . : (7312) 5. .
Uopéi e uzevsi zapreminski element se mozZe posmatrati priblizno kao
paralelepiped sa stranama ds;, pa je njegova zapremina

£ 74, — G

Neka
skalarno pol

dV == d81d52d$3 C S H]H2H3dq-|dq?dq3 s o . " a (73,13)

radijent n krivoliniskom koordinatnom sistemu

.J'e data s:kalarna. funkeija U(q;, qy, 93), koja karakteride
je. Neka je vektor G gradijent toga polja u tacki A. Treba

naéi taj veltor u krivoliniskom koordinatnom sistemu. Projekcije tog
f=]

vektora po p

ravcima ortova a,, ay, a3 su prema definiciji gradijenta ravne

parcijalnim izvodima skalarne funkecije U duz pravca koordinatne linije:

feailliie e S0 S0 T e gy
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. . da s
Prema (73,7) je o, 5 Pale

1 90U
Zamjenom se definitivno dobija:
100 1 0U 1 0U
dU = - — g, +=—— 8 + 5o 74,3)
gra H, oq % H, 9. e + H; 093 & (
U cilindriénom koordinatnom sistemu je
ou 1 40U LAY
. - ) = = 74,4
grad U 3e dp+p d(pd'P+dZ a,. (7144)
U sfernom koordinatnom sistemu je
o U 1 90U 1 00U
s —_— —_— .. (745
grad U = =1, RET 2+ find o v (74.9)
U Descartes-ovom sistemu je H; = 1, pa se (74,3) transformira

u (34,10).

§ 75. — DIVERGENCIJA U KRIVOLINISKOM
IKOORDINATNOM SISTEMU

, Neka je data vektorska funk-
G cija v (qy. Qg 4s), koja karakte-
ri%e vektorsko polje. Treba nadi
divergenciju tog vektora u tacki
A. Najbolje je poéi od definicije 1
izradunavanja divergencije, Sto je
izneSeno u § 46 za divergenciju
uopite i za njen izraz u Descartes-
ovom sistemu.

Analogno postupku prema sl
46 uzmimo elementarni paralele-
piped (sl. 70), kod kojega je tacka

sL 10 tjeme jednog njegoveg trijedra.
Treba naéi divv u tadki A. Ovdje
je AB = ds,, AD = ds,. AE = ds;, pa je povrsina ADHE:

§ 75] 199

dS, = dsyds; = HHjdqedqs:
povrsina ABFE:
ds; = H;H,dqsdq,,
i povrsina ABCD:
dS; = H;H,dq,dq,.

Sto se tide suprotnih respektivnih povrSina, one se razlikuju od
ovih zbog toga $to one odgovaraju koordinatama q; + dq;, gdje se indeks
i uzima respektivno samo za doti¢nu koordinatu, koja se mijenja, jer su
ostale dvije konstantne.

Prema definiciji je

S'vdS
divv = lim $
vo>o V

(75,1)

Ovdje se pod V podrazumijeva elementarni paralelepiped, o kojem je rijec.
Izradunaéemo fluks kroz sve Sest strana tog krivoliniskog elementarnog
paralelepipeda. Ulazni fluks je negativan, a izlazni pozitivan. Neka je d®,
fluks vektora v kroz povriinu dS, (ADHE). Prema definiciji fluksa je
db, = — v,H,Hdqgedq;. Fluks kroz suprotnu stranu BCGF oznagimo
sa dd,, pa ¢e biti

dm, = (v{H,H; + ¢) dgo.dqs.

Promjena funkcije vH,Hg je zbog promjene komponente d;, odnosno
promjene povrSine

3 (v;H,Hy) .
e = oa, — dq,, pa je
3 (v,HoH;)
d®, = [v1H2H3 + -%B—E— dql] dqg.dqs.
1

Prema tome fluks vektora v kroz strane ADHE i BCGF bice

d®, + b, = a—(—v—g%gﬂdqldqqus.
1
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Analogno se dobija fluks kroz ostale Zetiri strane i to: kroz ABFE
i DCGH

a{VanHv )

dqg.dqs..
T dq,dq.dq;

a kroz ABCD i EFGH
6____(:,’1;,&_,\ dq;dq.dqs-

Sabiranjem ovih vrijednosti dobija se izraz za brojilac u (75,1), a kako

: dav 18 T
je dq,dg.dq; = OO, biée definitivno

s o [6(V,H2H3) 3(voHzH,) O(VRH'HQ)], (15.2)

H,H,H, 9, T oda T oa;

MozZe se izradunati i divergencija pojedinih ortcva trijedra kod kri-
voliniskog koordinatnog sistema. Prema (75,2) dobija se

v o 1 OCH:HY
ke S H,H,H; o0q,

e HH,H,  9dq: ' '
. 1. ¢(H H,)

B S ™ Vs, F

Iz (75,2) za H; se mogu staviti odgovaraju¢e vrijednosti u raznim
sistemima, a takode i za q; analogno postupku za gradijent, pa se dobi-
jaju razni izrazi za divergenciju.

U cilindriénom koordinatnom sistemu je

div v=—1—[
[

0 (QVP) ~ év;. a (VE F)],
dp o094 az

U posljednjem sabirku moZe se p iznijeti pred diferencijalni znak, pa je
definitivno

dy v = (75,4)

1 a(CVp)
—_ -+
e dp " p 09 0z

§ 76}

U sfernom koordinatnom sistema je

divy =

1 [ov,.rosing) | 2 (Vemsing) g (rvy)
r2sing or LR o9 |’

U prvom ¢lanu moZe se sing iznijeti pred diferencijalni znak, a u

drugom i tr

div v =

eCem r, pa se dobija .

a(r2v 0 (v gsing) d v
1 o y,) i " ! ? (75,5)
r2 or rsing [ rsing 0 ¢

Stavljajuéi H; = 1, relacija (75,2) prelazi u relaciju (46,4) odnosno
u poznati izraz za divergenciju u Descartes-ovom koordinatnom sistemu.

§ 76. — ROTOR U KRIVOLINISKOM KOORDINATNOM

SISTEMU

Opet ¢emo uzeti elementarni paralelepiped, koji je veé prikazan na
sl. 70. Prema definiciji je

Vektor v m
pa je

Izracunaéem
integral duz

Duz HE od
qs + dqs, ok

gdje je znak

>

‘ vds

(rotv), = lim .S_ i o et (TGN
s—=o0

bZemo razloziti u tadki A na komponente po pravcima ortova,

V = Via; + Voay + Viaz.

o cirkulaciju vektora v po konturi ADHEA. Krivoliniski
AD, gdje je

ds = dr = H,dq,a,, dobiée se iz izraza

(vds) ,p, = v, Hodg,.

H ka E funkcija v,H, ¢e se izmijeniti, jer se q; mijenja na

L se dolazi do vrijednosti -
v H LI
(Vds)HF = 5= [V2H~2 + '—a?(,_%z—) dq3 J; dq?!
3

minus uzet zbog suprotnog smjera.
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Od E do A ée biti ds = — dr = — Hsdgza;, pa je
(VdS) BA T VgHgdqj;.
0Od D do H biée analogno rezonovanju za HE

0 (vzH.)

(vds) 5, = [v:,H, + FH

dq» ]‘NQ}
Sabiranjem izneSenih izraza dobija se cirkulacija po konturi ADHEA:

0 (vsHj3) 2 (v,H,)
Is‘vds = [ R T dg.dqs.

gdje se zanemaruju beskonaéno male velidine viSeg reda.

Kako je povrSina, koju ta kontura ogré.niéava:
ds,ds; = HH3dqodqs. -

a u vezi (76,1) dobija se projekcija vektora rot v na pravac orta a,,
odnosno

1 9 (vsHj3) 0 (voH,
(rot.v),:bi l (:3(193 ___77_%_:_)_.}

a takode i projekcije na dva druga orta:

(rot v) 1 [ o'v.H) _ 0(vsHY (76.2)
TRV = Thn, 0 as a9, ’
1 0 (voHy) o(v.H
(rot V)5 = H, H, [ 0 4q, 7 Qe ’
MoZe se izradunati i rotor pojedinih ortova trijedra. Stavi li se
v = a,, dobija se
ta -t 0%, 1 o, 1
ot = FH. 3q, 0 HH, 042 H
(grad H, X a,),
1 (76,3}
rot a, = -ﬁ—(grad H, X as)

Py

rot a,; = T (grad H; X a3).

§ 7T 203

3

U cilindriénom koordinatnom sistemu je

dv ]
(rot v), = 9% Y%,
o Og 0z
av oV
P z .
t -, .. (764
(rot v)e = T ( )
0
(rot v), = (bve) 197
N dp ] Jq

U sfernom koordinatnom sistemu je

(rot v) 1 d(v?sinﬁ) 1 Vg

T = —

Vo= Tsing S rsing dg

(rot vygm= LY. 1 0(rVe) . (165)
rsing 0 ¢ r ar ’ ’
1 0(cvy) 1 av

ot V=1 7 " F o9 |

§ 77. — LAPLACE-OV OPERATOR 4 U KRIVOLINISIKOM
KOORDINATNOM SISTEMU

Prema definiciji je
AU = div grad U. O 8 8

Prema (74,3) i (75,2) dobija se

! 9 HH, 2U., o0 ;H.H, 0U
AU = 2443 1
H,H,H, [ 9q ( H  ow ; + 94: (‘ Ho 0.2 '+
0 ; HiH, aU" .
+ 79 \"H, 94 )] N (1
U eilindriénom koordinatnom sistemu je
1(% au, 0 ;1 237, 0 30U ]
_:U —_ i el Ba— - [ I I 5%
g‘d\‘zdl\"_{_dq‘\t i .}+117“‘ z_,-)
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Imesu li se navedene promjenljive pred diferencijalni znak, koji se na njih
ne odnosi, dobija se

1 02U 92U

1 0 0 U
- — - — . (77,3}
i P A T
U sfernom koordinatnom sistemu je
1 g . 90U 9 | oU
— —_ 2
LU = ﬂgna[or( rising S ) gt S Gl
¢ 1 oU,
+ 5?( sing O )]
Poslije operacija analognih ranijim bi¢e definitivno
.1 ¢ 00U 1 ¢ ; .. 00U
AU = orl® 57t wsms o9 { sins 55 +
1 02U .
———— ... T
+ r2sin2g 6¢»? (

§ 78. — IZVODI ORTOVA U KRIVOLINISKOM
KOORDINATNOM SISTEMU

Vazno je znati izvode ortova a,, a,, 2, po dotiénim koordinatama za
razliku od raznih drugih izvoda. Sva je teSkoéa u tome 3to ortovi u kri-
voliniskom koordinatnom sistemu u raznim tatkama imaju razne pravce.

Zadatak je da se nadu izvodi

da‘ ()‘.)--_» ()33
0q;  0de  dd;’

Lako je vidjeti da dvjema tadkama A (g, 43, 93) i B (9, + daq,.
g, + dgs, q; + das) respektivno odgovaraju jediniéni vektori:

3y, By, a3 i a; + day, a, + da,, az + das.
Posmatra li se ort a,, onda vazi relacija

Ja J0a
da, =———oq; dq-. + 0(.1:

dq_,—)—j—:;"—dqg sy
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Uzimajuéi u obzir relaciju (43,6) za izvod vektora u odredenom prav-
cu moZe fe napisati

da . b .
a, St =(@7)a, il 02‘7: (a, V)a,. . . (18.2)

gdje je qvdje umjesto 1 uopSte za krivoliniske koordinate usvojeno s.
Vektor a] je orijentisan duZ tangente na koordinatnoj liniji q;.

Prema (73,7) dobija se

da, 1 da,
P S = —}i-l— ‘o—ql‘ - . . . . . . (78,3)
Primjjenjujué¢i (56,8) bice
i
5 grad 2 = a, X rota; + (a,V)ay, ili
(a,V)a; = rota, Xa, . . . . . . . (7184)
Zamjenom iz (76,3) dobija se
_ 1 oJ/H, 1 oJ0H, )
@7 = H;b, ¢ Qs A HH, daq. o ) St
_— 1 f) H1 1 . .
- H3H1 3'qe S H1H2 A
Onda je u vezi (78,2) definitivni izraz za traZeni izvod
Jda; 1 0H, 1 oH,
o T T T W og e
. s . aa,_aag e . i gy ) .. .
Ostali izvqdi Wlﬁlako se dobijaju ciklinom permutacijom indeksa.
2 3

Sada gemo naéi izvode.

oa, . da,
09 0qs’

Koristeéi $e § 56 poslije dufih izradunavanja, koja ovdje neéemo iznositi,
dobija se '
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1 9H, .
X Lo L 9% q, pa; L. (186)
9a, _ 8y 0H, LD
000 Hyoq
da, _ 2 "Hy . (188)

oqs  H; oqy ’

Ostale izvode ovdje neéemo navoditi, jer se mogu dobiti analogno
izneSenom.

Primjena i zadaci.

1. — Primjena na diferencijalnu geometriju: prva fundamentalna
formula povrsine.
Ako se na nekoj krivoj povrSini uzme neka taka A, njen poloZaj

moze biti odreden pomoéu dvije krivoliniske koordinate q; i Qs Onda
ée i radius-vektor, odnosno i Descartes-ove koordinate te tadke, biti funk-

cija koordinata q, i Qa.
Jednadina te povrSine biée

x = x(qy, @2), ¥ = y(@iQ), Z = z(q1,92)-

Odrediéemo liniski element povrsine, odnosno element luka.
Ovdje éemo na povrsini posmatrati uopste kosougli sistem, tj. a; 1 Q2
nisu ortogenalne.

Prema ranijem izlaganju je

\ 2

or ar
04q; dql —-}-—é'q-;dqz).

ds? = (dr)? =(

Kako je ar _ Ha,, gdje je a; ort tangente dotitne koordinatne
0 q;

linije, bice

dr or
0q; 99

ds? = H?*dq} + 2 dq,dq, + H2dg].

Obiéno se primjenjuju slijedeée oznake za koeficijente
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pa se u obliku
ds? = Edgq? + 2Fdqdg. + Gdqi e .. (189

dobija formula za liniski element povrSine. Po ovoj formuli se moZe iz-
radunati diferencijal luka ma koje krive u nekoj datoj tac¢ki A. Ova for-
mula se naziva prva fundamentalna forma. Takode se naziva i kvadratna
diferencijalna forma ili kvadratna fundamentalna forma povrSine.

Koeficijenti imaju slijedeée vrijednosti:

— — 32 2 2
E=r, 1, xq—)—yq_-{—‘.ql,
F=r 1, X, X, F Y, Yo T Za Zayr

=] — 2 ! 2 -2
G l'q: r'!z x‘l. Bl yq- + ‘q, .

(78,10)

Lako je vidjeti da su koeficijenti E i G uvijek pozitivni, naravno pod
pretpostavkom da su linije q; i q; realne. Koeficijent F moZe biti i pozi-
tivan i negativan, ili pak jednak nuli. U sluéaju F = Obiéerq, .rq2 = O,
tj. ova dva vektora su medusobno normalni, pa se linije g, i g» sijeku pod
pravim uglom. Ako je taj uslov ispunjen na &itavoj povrsini, onda koor-
dinatne linije g, i q. obrazuju ortogonalni krivoliniski sistem na povrSini.

Sada éemo izradunati element povrSine dS. Izdijelimo krivu povrsinu
koordinatnim linijama q; = const i g; = const na krivoliniske ¢etvoro-
ugle.

sl T

Kao §to se vidi iz sl. 71 povrinski element ABCD, gdje tjemena imaju
koordinate: A(d;. 92). B(q., 42 + dgs), Clq; + dqi, g2 + dqz),
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6. — 1
D(q, + dqy, q2) moZe se aproksimativno zamijeniti paralelogramom, ¢ije

209
Dokazati da jaina elektrostatikog polja u lopti radiusa s u

mnekoj tacki| na odstojanj i i
su strane vektori rq,dq, i rq.dg, duZ tangenata na liniji q, i > u taéki : SERJR-£ B-oxutra. inoel
A (qlr ‘h) 4
PovrSina tog paralelograma je E = 3 #eh
8= Kr) dq dq, =1, -t sinc . dq, dq,, gdje je o ghstina ravnomjernog rasporedenog elektriciteta.
gdje je a« ugao medu tim vektorima odnosno medu koordinatnim linijama . Fiip:-lltztvoz _Po‘;;i Oddl;oissonove jednaéi_t}e. AU < 470, .g<.1j_e AU treba
q, i go u datoj taéki A. Da bi se izradunala povrSina treba naéi ugao a. E - grjflUl m koordinatama. U ne zavisi od § i . Definitivno staviti

Iz (78,10) je

F . JEG —F2
=D& J& B S s
JEG VEG

COSa =

Zamjenom se definitivno dobija

das = V’EG—F2 dq,dq. (78,11)

Iz ove relacije se vidi da se moZe izracunati ma koji dio povrSine kada
seé samo znaju koeficijenti E, F, G liniskog elementa povrSine.

2. — U jednadini

0]

AU + Z(E +-f_)U

rastaviti promjenljivu r od ¢ i ¢ zamjenom U =R(r) Y (3, ¢).
Uputstvo: Laplasov operator izraziti u sfernim koordinatama.

Odg.:

1 02Y
sin29 o0 ¢?

3. — Dokazati u krivoliniskim koordinatama da je divgradv
4, — Takode razviti i izraz divgradU.
5. — Izradunati Ar4. Izvesti opStu formulu!

Qdg.: 20r2.

Ing. D. M. Iva

hovié: Osnovi teorije vektora

4




PETA GLAVA

O NEKIM SYOJSTVIMA VEKTORSKIH POLJA
1 OPERACIJAMA U NJIMA. SPECIJALNA POLJA

§ 79. — PROSTORNO DIFERENCIRANJE

Prema definiciji gradijenta skalarne funkeije, kao i divergencije i
rotora vektorske funkcije, moze se zakljuéiti da se te operacije mat&
matiéki mogu izraziti na sliéan formalan nadéin, _éto se vidi u §§ 46 i 61.
Moze se, naime, napisati

sUdS
U - grad U = lim 5 . (79,1)
V-0
s vdS
Tv = div v =\1iTO_ST_, L. (792)
‘)v X dS
T X v = rot v = lim s (79.3)
Voo v R

gdje se (79,1) i (79,3) izvode prema stavovima iz navedenih Aparelujgrafzii
Ovdje je V zapremina, koju obuhvata povrSina S, a u samom 1zrazil po
znakom limes element povrSine i zapremine t
maju se u tacku.

Ovaj opéti analogni oblik moze se prikazati i s dru
niem pojma tzv. prostornog diferenciranja. ]

Neka je u izvjesnom dijelu prostora konagnom ~ili beskonac.nom dato
skalarno polje okarakterisano skalarom U(r) ili ve&{torskov polje ok-al."ak~
terisano vektorom v(r), gdje je Tr radius-vektor nek.e~ tadke u kojo] se
polje posmatra. Treba prouditi varijaciju tih funkecija, kako skalarne,

eze ka nuli, odnosno sazi-

ge strane uvode-
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tako 1 vektorske, u blizini te tacke i to u svim pravcima. To e se postiéi
ako se oko te tadke uzme mala zatvorena proizvoljna povrSina S, koja
obuhvata takode malu zapreminu V. Usvojimo, kao i ranije, da spoljas-
nja normala na toj povrSini ima pozitivan smjer. Ta se povrSina S izdijeli
na povrSinske elemente dS = ndS.

Sastavimo proizvode

UdS, wvdaSiv Xds. . . . . . . . . . (7194

Vidi se da skalar sa elementom povrSine ima jedan proizvod, a
vektor ima dvije vrste proizvoda. Uzmimo sada integrale proizvoda (79,4)
po cijeloj povrsini S i podijelimo obuhvaéenom zapreminom V. Graniéna
vrijednost tih koli¢ina, kada obuhvaéena zapreminu teZi nuli, naziva se
prostorni izvod funkcije U, odnosno v u taéki A (sl. 72).

\

Si. 72,

Konvencionalno se uzima kao simbol prostornog diferenciranja bas
operator 7/, pa je ova definicija izraZzena formulama (79, 1—3).

Moze se dokazati da simbol prostornog diferenciranja nije nista dru-
g0, nego Hamiltonov operator V7. U strogi dokaz tog zakljucka neéemo se,
upustati, ali napominjemo da je to donekle ve¢ i dokazano definicijom
grad, div i rot, te prostornog izvoda, narolito za divergenciju.

Na osnovu izloZenog se vidi da se pomocu definicije i primjene
prostornog izvoda moZe definisati i gradijent skalara I divergencija i
rotor vektora, od éega neki autori i polaze.
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§ 80. — POVEZANOST PODRUCJA

Pri proudavanju polja, odnosno skalarne ili vektorske funkeije,
koja karakterife polje, vaZnu ulogu igra i samo podrucje u kojem je
dotiéna funkcija definisana.

Savremena nauka smatra da je prostor zavisan od materije, prostor
nije neki metafizitki pojam praznog nepromjenljivog mjesta za ma-
teriju, kao $to su ga ranije prikazivali izvjesni fiziari i filozofi, nego
je prema dana$njem shvatanju jedan od oblika postojanja materije.

Podruéje u kojem je polje definisano uopSte je neki dio prostora.
Veli¢ina podruéja moZe biti razlidita, Sto zavisi od specifinosti i pri-
rode polja uopste. Tako na pr. polje tatkastog elektri¢nog optereéenja,
koje je okarakterisano vektorom ja¢ine polja E, obuhvata cjelokupan
prostor, tj. beskona&no je veliko, izuzev same tacke, u kojoj se opte-
reéenje nalazi. SpoljaSnje magnetno polje, izazivano elektriénom stru-
jom, koja proti¢e kroz sbeskonadno« dugacki cilindriéni provodnik, defi-
nisano je u podruéju &itavog beskonadnog prostora izuzev zapremine cilin-
dra kroz koji struja protice. Itd.

Prema tome moZe se govoriti o povezanosti podru€ja,” u kojem je
polje definisano. Podruéje, dakle, moZe imati i svoje granice. Znadi,
neki dio prostora moZe biti takav, da u njemu nije definisano polje koje
se proudava. Taj dio prostora moZe biti ili obuhvaéen podruéjem polja,
ili jzvan njega. Nas interesuju samo sludajevi kada se nalazi u podruéju
polja.

Uzmimo u podrucju polja neku zatvorenu konturu C tako da se sve
tadke konture nalaze u polju. Ta kontura se mozZe zamisliti kao neki
zatvoren konac — oméa u ravni, a kao povrSina u prostoru. Kontura
se mozZe deformisati i na taj nadin da se moZe stisnuti u tacku, ali pod
uslovom da se kontura ne prekine, da se konac omée ne prekida. Po-
moéu takvih kontura ustanovidéemo da povezanost podruéja moZe biti
razlidita.

Ako je podrudje, u kojem je polje definisano, éitav beskonaéni pro-
stor, onda se u njemu svaka kontura moZe kontinualnom deformacijom
stisnuti u tadku, a da ne presijeée granice podruéja, jer je u ovom slué¢aju
podrudje beskonadno i bez prostornih »oaza« u knjima polje ne bi bilo
definisano.

Kao drugi primjer sliénog podrudja moZe posluZiti lopta u kojoj je
polje definisano. I u takvom podrudju moZe se .oméa bez deformacije
stisnuti u tadku i to pod uslovom da ne presijeca granice podruéja. -

Takva podruéja, u kojima se svaka kontura moZe stisnuti u jednu
tacku tog podrudja, 2 da ne presijede granice podrudja niti da se kontura
orekida, nazivaju se jednostruko povezana podrudja.
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Posmajtrajmo sada’ druké&iji sluéaj. Neka je polje definisano u ¢&ita-

vom besko

naénom prostoru izuzev neke zapremine oblika karike (sl. 73)

(oblika torusa ili uopSte proizvoljnog oblika karike). Znadi, da karika ne

pripada pq

biti bezvrt
u polju se

lju koje prou¢avamo. Na pr. &tavo polje van te karike moze

SL 73.

lozno, a u njoj mogu postojati vrtlozi, i sliéno. U ovom sluéaju

mogu povuéi dvije vrste kontura, &ije se sve tadke nalaze u

polju: konture kao Ii I, i konture kao II. Odmah se uodava da se kon-

ture tipa I

1T mogu stisnuti u ma koju tadku A ili A’ bez kidanja kon-

ture i bez presijecanja granica podrudja u kojem je polje definisano. Me-

dutim kont

SL. 74,

ire tipa konture II ne mogu se svesti ni na jednu tacku, a da

se ne presijeku granice podru¢ja ili da se ne prekine doti¢na kontura.

Sliéan 3

luéaj bi bio i kada bi podruédje, u kojem je polje definisano,

bila zapremlina karike (torusa) (sl. 74). Prostor izvan torusa u ovom
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slu¢aju je izvan podruéja u kojem je polje definisano. Jasno je da i
ovdje postoje konture tipa I i I, koje se uz ranije navedene usiove mogu
svesti na tadku, i konture tipa II, koje se uz te uslove ne mogu svesti na
jednu tacku.

Dakle, kada postoji karika u polju, ili polje u wbliku karike, postoje
dvije vrste kontura, dvije vrste veza, koje ispunjavaju navedene uslove.
Takva podruéja u kojima se mogu ostvariti veze tipa I i veze tipa II
nazivaju se dvostruko povezana podruéja. Onda se moze reci, da je na
primjer i prostor, iz kojeg je izdvojena vrtlozna karika, dvesiruko pove-

zani prostor.
Ia

=3

si. 75.

Ako je podruéje, u kojem je polje definisano, opet éitav prostor,
osim prostor koji zauzimaju na pr. dvije spojene karike ili torusa (sl. 79),
onda takvo podruéje ima tri vrste veza, pa se zato i naziva trostruko
povezano podruéje. -

UopSte moze postojati podruéje sa mnogo veza ili n-to struko pove-
zano podrucje.

Lako je vidjeti da se podrucje sa vise veza moze svesti na podruéje
sa manje veza kada e konvencionalno uzme moguénost pregradivanja
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otvora izdvojenog podruéja (kao na sl. 75) nekom membranom. Ako se
u sl. 75 pregradi membranom podrucje jedne karike, onda ée se podrucje
sa tri veze svesti na podruéje sa dvije veze. Uopste podrucje sa n veza
moze se reducirati na podrucje sa jednom vezom pomoc¢u (n-1) konven-
cionalnih membrana.

Prema ranijim izlaganjima o potencijalnom polju i liniskom integralu
moze se sada kazati:

U jednostruko povezanom podruéju pri potencijalnom polju liniski

_integral vektora medu dvjema tafkama ne zavisi od oblika puta.

Isto tako: cirkulacija vektora u jednostruko povezanom podruéju pri
potencijalnom polju ne zavisi od oblika zatverene konture po kojoj se
uzima i jednaka je nuli.

Medutim u viSestruke povezanom podruéju, uzevsi uopste, liniski
integral vektora, pri potencijalnom polju, uzet na jzvjesnom putu zavisi
od cblika puta. Dotiéni put moze presijecati i granice podruéja i prolaziti
kroz podruéje gdje polje nije potencijalno.

U vezi sa tim moze se reéi: cirkulacija vektora u viSestruko pove-
zanom podruéju uopste je razliGita od nule.

To se vidi na raznim primjerima u fizici, kao na pr. kod elektriénog

_ ili magnetnog polja gdje se uzimaju-u obzir dimenzije provodnika raznih

oblika, odnosno diskontinuitet polja.

O podruéjima sa jednom i vide veza bilo je govora i ranije, ali je
ovdje izlozeno potrebno radi lak$eg povezivanja raznih pojava i veli¢ina,
koje imaju medusobno vezu, neuoéljivu na prvi pogled, te i radi daljeg
izlaganja.

S B ODREPIVANJE SKALARNE FUNKCIJE KADA
JE POZNAT NJEN GRADIJENT

Neka je za svaku talku podruéja dat vektor G, koji pretstavija gra-
dijent neke skalarne funkeije U:

gradU:G.............(81,1)

Sliéan zadatak tretiran je kod proucavanja gradijenta u § 34 i§3. U
vezi (35,3) moze se napisati

U = SgradUdr, e e e (812)
AB
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gdje integral krivoliniski, uzet od neke izabrane
stalne tacke A do tacke B, koja je uzeta proiz-
voljno (sl. 76) po krivoj liniji, ¢ije se sve talke
nalaze u podruéju gdje je polje definisano.

Da vidimo sada da li vektor G moZe biti pro-
izvoljan vektor. Iz ranijih izlaganja se zna da je
za ma kakav skalar

rotgradU = 0, pa mora biti

rot G = 0. .. (813

To znaci da je obavezan uslov da rotor tog vek-
S1. 76 tora mora biti jednak nuli.

Iz prethodnog paragrafa je jasno da krivoliniski integral (81,2) za-
visi od podrudja u kojem je polje odredeno. Ako je podrucje jednovezno,
lako se zakljuCuje da integral ne zavisi od puta, pa ée u jednoveznom

podruéju integral biti jednoznagan. Neka su, dakle, APB i AQB (sl 76)

dva razli¢ita puta medu tafkama A i B u jednoveznom podruéju. Odmah
se-moZe pisati

I

[Gar —&Gdr - f'Gdr +5de - S‘Gdr.
APE AQB APB BQA  APBQA

Put APB moZe se prevesti na put AQB bez presijecanja granica po-
druéja ili kontura APBQA mozZe se stisnuti u talku bez presijecanja gra-
nica podruéja i bez kidanja same konture. Prema Stokes-ovoj teoremi je

VGdr = ‘grotGdS = 0, pa je
ApBQA" s

yGﬁ = “‘Gdr.
APB AQB"

éime je dokazano da u podrudju sa jednom vezom integral (81,2) ne zavisi
od puta duZ kojeg se integral uzima.
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Posmafrajmo sada isti integral u podrudju sa dvije veze (sl. 77).
Neka je to podruéje unutra.njost jedne karike (ili torusa). Uzmimo mem-
branu (pregradu) S,, pomoéu koje se podruéje svodi na jednovezno. Kon-
ture koje pregradu sijeku samo jedamput nazivaju se glavne konture, U
sluCaju podrucja sa viSe veza cirkulacije duz kontura uopSte uzevsj biée
razli¢ite od nule. Vrijednost cirkulacije duz glavne konture naziva se
cikliéna komstanta.

U podrugju, koje je poslije uzima-
nja pregrafle S8, postalo jednovezno,
integral ($1,2) bide jednoznadan.
Oznadimo ga sa U,. Onda ée biti

U, = .‘("Gdr.
LAQB

Ovdje je ARQB ma koji put koji po-
vezuje ta¢ke A i B naravno u podrud-
Ju sa jednom vezom.

SL 77

Nas safla interesuje integral duz puta koji prolazi kroz pregradu S,,

na pr. duz puta APB. Onda ée biti

| Gar = 'YGc}r + f‘Gdr.
APB APBQA AQB

Oznaéimo 1f cirkulaciju kroz zatvorenu konturu APBQA koja prolazi
kroz pregradu S; sa C, biée

s"Gdr = U, + C,.
APE

Ako kontura presijeca povrsinu S, dvaput, ali u istom smjeru, tada je

der -~ Uy + 2C,.

APB

I uopste, akp presijeca n, puta biée

. {Gar = U, + nc,

o
APB
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Ako je podruéje sa tri veze, na desnoj strani ée biti jo3 sabirak, na pr.
n,C. i uopSte za k pregrada biée

n,C, + n.C, + ... nkCk,

gdje su C, cikliéne konstante, a n; cijeli brojevi.
Generalisanjem se dobiva

S‘Gdr =U, +\ .nC. oo (81,4a)
AP =
ili
U :S'Gdr ) ... (8L4b)
ag’

gdje ie C proizvoljna konstanta. Ovo je opste rjeSenje jednaéine (81,1),
kojim je odredena skalarna funkeija U kada je zadat vektor G, koji je
gradijent te funkeije.

§ 82, — TEOREMA .} LEDNOZNACNOSTIT

Dato je konaéno jednovezno podruéje V (sl. 78). U svakoj tacki
tog podrucja poznati su divergencija i rotor vektora v. Dokazac¢emo
slijedeéu teoremu:

S1. 78.

vektor v je jednoznaéno odreden u ograni¢enom podruéju V kada su
poznati njegova divergencija, rotor i normalna komponenta u svim tac-
kama povrdine koja ogranitava zadato podrucje.
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Kao dokaz ove teoreme sluziée dokaz nemogucénosti postojanja
dvaju vektora, koji ispunjavaju taj uslov.

Uzmimo, dakle, dva razliéita vektora v, i vy, koji bi toboze oba ispu-
njavali taj uslov. Oznadimo li poznatu divergenciju sa ¢, a rotor sa w.
u dotiénom podruéju V biée

diVVl = . djVV-: = g i
-— -
rotv, = w, rotv, = w, 4 na povrsini S

v = f(A), v, = f(A).
Tada ée razlika tih vektora d = v, — Vv, ispunjavati slijedece:

divd = divv, — divv, = D,
rotd = rotv, — rotv, = 0, ... (82,1)
d, = 0.

Iz druge jednadine se zakljuéuje da vektor d mora biti gradijent neke ska-
larne funkeije, recimo funkeije U:

d = gradU. . . . . . . . e (82,2)

Tada je divgradU = AU =0 . . . . . . . . . . . (82,3)
. 0 ;

i 4, = — =0 (824

on .

Posluzimo se slijedeéim oblikom Greenove formule (64,4):

—a—U— ds. . (82)9)
on

sl(gradU)'-’ + UAU|aV :SU
v ’ S

17 vezi sa (823) i (82,4) u ovoj formuli ostaje samo prvi sabirak,
odnosno

g(gradU)de ~ 0. L. (826)
v

Odavde se dobija u &itavom podruéju

gradU = 0. . . . . . . . (87
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Inage za ma koju vrijednost gradijenta razliitu od nule integral  (82,6)
bio bi pozitivan, §to ne dozvoljava navedena relacija. Znaédi, za vektor d
vaZi slijedeéa relacija

d = v, —v, =0 . . . . . . . (88

Odavde se definitivno dobija

Vi o= Vo - - . . .. . .. (829

¢ime je teorema jednoznaénosti dokazana. Ona pokazuje da postoji samo
jedan vektor, kojem odgovaraju dati rotor i divergencija u odredenoj
ograni¢enoj zapremini i data normalna komponenta na povrsini koja
obuhvata zadatu zapreminu, odnosno dati rotor i divergencija u svakoj
tacki podruéja i ispunjeni graniéni uslovi.

Teorema jednoznadnosti vaZi takode i za sluéaj kada je< podruéje
beskonaéno.

‘§ 83. — ODREDIVANJE VEKTORA I{ADA SU POZNATI
NJEGOV ROTOR I DIVERGENCIJA

U raznim problemima se &esto nailazi na sludajeve kada su poznati.

rotor i divergencija vektora, a treba naéi sam vektor, odnosno na sluda-
Jeve prouavanja vektorskih polja prema njihovom vrtlogu i izvoru.

OznaCimo divergenciju traZenog vektora v sa g, rotor sa w i nor-
malnu komponentu na graniénoj povrSini sa v,. Sve te velidine su funk-
cije poloZaja, pa je

divv = o (%, y, 2),
rotv = w (x,y, 2), .. .. (8312)
V, = f(.A.)

Prve dvije jednadine napisane u analiti¢kom obliku pretstavljaju sistem
parcijalnih diferencijalnih jednaéina:

.funkecija v,

3 83
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9 v, oV, v,
0 X + Gy + oz o(X, y, 2),
dv, oV, - Wux, y, 2)
ey 0z
s 5 (83,1b)
v, v, o -
0z  odx Welx, vy, 2)
oV, v,
ox oy - W=y

RjeSavanje|ovih jednadina bez graniénih uslova suviSe je uopsten zadatak.

Medutim sg

jos neke

dopunskim graniénim uslovima vy = f(A) zadatak nalaZenja
vy, V., je potpuno odreden, kao Sto je ranije dokazano.

Alj, iﬁ]bi sistem jednaéina (83,1) imao rjeSenje, mora ispunjavati

ove, koji ranije nisu navedeni.

Prvi uslov koji moraju ispunjavati funkcije o, w i f, da bi sistem

imao rjesen

Drugi uslov]

je, dobija se iz relacije

divrotv = 0, odnosno

divw = 0. e e oo (83.22)

se’'dobija prema teoremi Gaussa-Ostrogradskog

SdivvdV = 5"vdS = jvndS, odnosno
v S S

(QdV = j‘f(A)dS. .. . . (832p)
v S
Ovdje je rije¢ o konaénim podruéjima. Ako su podruéja beskonaéna, —
neograniéena -, onda otpadaju graniéni uslovi.

Ovako
sloZeno polj
osim sa izv
Zato éemo

bpSte postavljeni zadatak odnosi se na polje opSteg oblika ili
e. Ali u § 62 prilikom klasifikacije polja vidjelo se da ima
prima i vrtlozima takode i bezvrtloZnih i bezizvornih polja.
postavljeni zadatak izrafunavanja vektora, kada su zadate

navedene fyinkcije, postepeno rjeSavati za razne vrste polja. Pojedini

takvi zadacj
Iz klasifika
opSteg oblik

rjeSavani su na drugi nain djelimiéno jo$ i ranije rjeSavani.
ije polja se vidi da su polja 1.—3. (§ 62) specijalan sludaj
a polja (4).
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‘Sada éemo na osnovu datih funkcija naéi vektor v koji karakteriSe
razna polja.

1. — Potencijaino polje

Poznato je da je potencijalno polje bezvrtlozno. Prema tome zada-
tak se moze formulisati ovako:

Izradunati vektor v kada je dat sistem jednacina

divv =
¢ (83.3)
rotv - 0.
Graniéne uslove ovdje neéemo uzimati, nego éemo zadatak rijesiti
za &itav beskonaéan prostor, pa éemo na taj naéin rieSenje dobiti i za sve

taéke ogranidenog prostora, odnosno podruéja u kojem je polje definisano.’

Iz zadatka se odmah zakljuduje da je vektor v, &iji je rotor jednak
nuli, bezvrtlozni vektor, odnosno da je gradijent neke skalarne funkcije U:

v‘<—.-gradU,. R €. = X3

pa se zadatak svodi na jednaéinu

divgradU = AU = o. . . . . . . . (83,9)

Ovdje je U, kao 5to je ranije navedeno, skalarni potencijal. Zadatak se,
dakle, svodi na rjeavanje Poissonove jednaine. Ovdje ¢e se u daljem izla-
ganju naravno pojaviti koeficijent 4n, koji je ranije figurirao u Poisso-
novoj jednacini.

RjeSenje Poissonove jednadine dato je u § 62. Prema tome je

T odV
r

(83,6)

i trazeni vektor

i QdV

v — - grad | (83,72)
4 J

Ovdje je r rastojanje tatke A (x, y, z) do neke tacke B (g, 5, J)ilit = BA
=Vx —2)?2 + (y— )2+ (22— ()% pase (83,7) moze naznaditi i u
funkciji respektivnih koordinata, odnosno

V(XY 7 = grad, E £ D 4 (8370)

n

Taéka B se moze uzeti i kao koordinatni pocetak.

§ 83) 223

RjeSenje ovog zadatka takode je ve¢ dato 1 u § 64. Ovo rjeSenje
(83,7) odnosi se na beskonaéni prostor sa jednom vezom, gdje je ispunjen
uslov da u beskonaénosti vektor v teZi null

2. — Solenoidno polje

Poznato je da je solenoidno polje bezizvorno. Prema tome zadatak
se moze formulisati ovako:

Izradunati vektor v kada je dat sistem jednaéina

divv =0y (838)
rotv = w |

I ovdje ¢emo posmatrati beskonacno podruéje sa jednom vezom, tj. ne-
éemo uzimati u obzir graniéne uslove, koji se uzimaju kod ograniéenog
podrucja.

Iz zadatka se odmah zakljuduje da je vektor v, éija je divergencija
jednaka nuli, bezizvorni vektor, odnosno da je rotor neke vektorske
funkcije A:

v = rotA . . . . . . .. . (89

Vektor A je vektorski potencijal, o kojem je bilo govora ranije.
Zamjenom se dobija rotrotA ‘= w, a odatle razvijanjem

graddivA — AA =w. . . . . . (83,10}
Postoji beskonagno mnogo vekiora A koji zadovoljavaju posljednju jed-
nadinu, jer je vektor A odreden samo do taénosti jo§ jednog aditivnog
¢lana-gradijenta, odnosno relacija (83,9) se ne mijenja ako se stavi

A = A, + gradU.
To znadi da se vektor A moze izabrati tako da bude

divA =0, . . . . . . . . . (8311

$to éemo u ovom sludaju i usvojiti.

Tada se dobija

Ovo je vektorska jednaéina tipa Poissonove jednaéine.
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Za izralunavanje vektora A pretstaviéemo vektorsku jednadinu
(83,12) u obliku triju skalarnih jednaéina:

AA = —w, AA, = — w

y

w DA, = — w,,

gdje su A,, A,, A, komponente vektora A, a w,, w,, w, komponente vek-
tora w na koordinatnim osama.

RjeSenja ovih jednaéina su, kao $to je poznato,

% 1 [[wedV

‘—t‘;ﬂ:v’ r

_ _ 1 [wdV

Ay = 4m r

e 1 [ wdV
4T r

Mnozeéi respektivnim ortovima i sabirajuéi dobija se vektor A:

K e ol J g1 (83,13)
4 7 r
Zamjenom se dobija definitivno rjeSenje:
. v=-1 rot j L] (83,14a)
4= r

w

gdje opet treba imati u vidu da se veli¢ine u ovoj relaciji odnose na razli-
Cite koordinate. Ili jasnije: dobijeno rjeSenje se moZe napisati u obliku

vixy 2z = 41— rotA’
T

w (&, 9, ) dedyds
: .

(83,14b)

Ovo rjeSenje je tretirano i ranije prilikom izlaganja vektorskog potencijala.

3. — Laplace-ovo polje

Za ovo polje je karakteristicno da je i bezvrtloZzno i bezizvormo.
Prema tome zadatak se moze formulisati ovako:

i 83]
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Izradunati vektor v kada je dat sistem jednadina: .
divy = O 1
rotv = 0 (83,15)
Vo = f(A) !

gdje se div|i rot odnose na sve tacke u ogranifenoj zapremini V, a v, je
graniéni uslov na povrsini S, koja ograni¢ava tu zagreminu, pri ¢emu je A
proizvoljna [tacka te povrSine.

Iz diuge jednaéine se vidi da je trazeni vektor v gradijent neke
skalarne funkcije, odnosno

v = gradl. .. .J. (83,16)
Zamjenom % prvoj jednaéini dobija se
AU =0.. , ... ... . .. (8317

To znagi da a izracunavanje vektora v, odnosno Laplace-ovog polja, treba

~_ najprije rijesiti Laplace-ovu jednalinu. Prema (83,16) treca jednaéina

u (83,15) dobija oblik

U sim

n (83,18)

a to je granjicni uslov na povrs$ini S.

Dakle
Laplace-ovo
koji daje vr
koja ogranig
vrijednost s|

, za definitivno izrafunavanje vektora v, koji karakteriSe
polje, treba rijeSiti Laplace-ovu jednaéinu uz dopunski uslov,
ijednost izvoda skalara U u praveu normale na povr$ini S,
fava dotiénu zapreminu V u kojoj je polje odredeno, kao i
kalara U na graniénoj povrsini. Taj problem se naziva Neu-

mann-ov problem. Otuda zakljuéak da pri proudavanju Laplace-ovog polja

treba rijesit

Neumannov problem.

U sluéaju beskonaénog-neograni¢enog-podruéja postojaée jedno

jedino slijed

ece rjeSenje Laplace-ove jednadine: U = 0, jer i = =0

U rjeSavanje Neumannovog problema ovdje se neéemo upustati.

Ing. D. M. Iva

povi¢: Osnovi teorije vektora 15
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4. — Polje opSteg oblika.

Polje opsteg oblika ili sloZeno polje karakteriSe se svojstvom da ima
i vrtloga i izvore. Prema tome zadatak za takvo polje moZe se matematski
formulisati ovako:

Izradunati vektor v kada je dat sistem jednaéina:

40 g } (83,19a)
rotv = w
uz uslov divw = 0. . « % + ..+ « (8319h)

Ovdje se pretpostavlja da podruéje u kojem je polje definisano obuhvata
¢itav prostor, te prema tome nije ogranieno.

U ovom sluéaju razloziéemo vektor v na bezvrtloZnu komponentu
v; 1 na bezizvornu komponentu v,, odnosno

vV =V, + Vo

Na osnovi izloZenog komponente v, i v, moraju ispunjavati slijedeée
uslove (v . 83,3 i 83,8):

diwl = 0 ) . diVV2 = 0
i » (83,20)
rotv; = 0 rotv, = w
Prema (83,41 7) i (73,9 i 14) dobija se
= gradU + rotA, odnosno
S gradf QdV+ ﬂ .. (8321)
4n ris.

Ovo je definitivno rjeSenje problema izraunavanja polja koje obuhvata
cjelokupan beskonagan prostor, kada su poznati rotor i divergencija, od-
nosno vrtlozi i izvori polja.

Sto se tiée rjeSenja problema za ogranic¢eno polje, upuquemo ¢itaoca
na detaljniju matematié¢ku literaturu iz te oblasti.
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§ 84. — VRTLOZNA LINIJA, TUBA I NIT X
NJIHOVO POLJE

Ranije je bilo govora o vektorskim linijama. Analogno se mogu de-
finisati linije rotora nekog vektora. Ako se u svakoj tacki polja vektora v
izraCuna rotv dobiée se novo vektorsko polje vektora rotv. Graficki pret-
stavnici toga polja nazivaju se vektorske linije vektora rotv ili vrtloZne
linije vektora v.

Odmah se vidi da kod vrtloZnih linija nema izvora, odnosno divw =
= divrotv = 0, a to znadi da su vrtloZne linije ili zatvorene ili da imaju
kraj na granici polja, odnosno na nekom diskontinuitetu.

Poznato je, medutim, da su u €isto vrtloZnom polju i vektorske li-
nije vektora v zatvorene, jer je takvo polje bezizvorno. Vektorske linije
vektora v i vektora w, odnosno vektorske i vrtlozne linije vektora v, me-
dusobno se obuhvataju (zatvorene su) kao karike jednog lanca. )

- Ako se u vrtloznom polju normalno na ose vrtloga w uzme neka
mala povr$ina i od njene konture povuku kao izvodnice vrtloZne linije,
dobiée se vrtlozna cijev ili tuba. Prema izlozenom se zna da ni u toj tubi
nede biti izvora pod redenom pretpostavkom.

Pri prouéavanju polja i izracunavanju raznih vehcma vrlo cesto
se posmatraju vrtloZzne tube, koje su tako tanke da se popre¢ne dimenzije
mogu uzeti kao beskonaéno male veli¢ine. Takva vrtloZzna tuba (cijev) se
naziva vrtlozna nit ili vrtloZzna Zica. Takvo izdvajanje vrtloznih ZiCica i
posebno proudavanje u mnogome uproS¢ava radunanje i tretiranje poje-
dinih problema iz oblasti gdje postoje vrtlozi (kako u hidro- i aeromeha-
nici, tako i u ostalim oblastima fizike).

Posmatrajmo sada jednu izdvojenu usamljenu vrtloZnu nit nekog
neograniéenog vrtloznog bezizvornog polja. Pretpostavlja se da je'u sva- -

. koj talki poznat vrtlog vektora v, odnosno da se zna vektor w = rotv.

Prema (83,21) relacija medu vektorom v i njegovim vrtlogom bice u
ma kojoj tacki polja

ds
= 1 ¢ wdV
- e [ N
\'
(84,1) )

SL. 9.
Oznadi li se orijentisani

‘element popreénog presjeka niti sa dS, a (liniski) element vrtloZne lini-

e sa ds (sl. 79), element zapremine vrtloZneniti bice

= dS . ds.
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Zamjenom se dobija

Poznato je da je wdS fluks vektora w kroz povrsinu dS i to kon-
" stantne vrijednosti za ma koji presjek niti. Vektori w i ds su istoga smjera,
pa se moZe pisati

v = 1 rot

v L (842)

4.7

T

“dds @ Tds
J = rot /
r v
gdje @ u ovom sluéaju oznadava pomenuti fluks.

Odavde se vidi da vektor v ne zavisi neposredno od presjeka vrt-
loZne niti, pa se moZe smatrati i kao vektor koji karakterie polje izdvo-
jene usamljene vrtloZne linije.

-

§ 85. — VEKTORSKC PRETSTAVLJANJE
KOMPLEKSNIH VELICINA I OBRNUTO

Neka je dat kompieksni broj a, + ja,, gdje je j = V—1. Usvojeno
Jje da se ovakav broj moZe prikazati kao »vektor« (sl. 80) sa komponen-

4

A
!
|
i
|
|
!
!
!

S1 80,

tama a; i a, duZ realne i imaginarne ose u takvom koordinatnom sistemu
kod kojeg je ordinatna osovina imaginarna. Onda je vektor a odreden
svojom realnom i imaginarnom komponentom.
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Mozd se poéi i obrnuto, tj. dati obrtni vektor moZe se pretstaviti
T
_ 2
fungira simbol j. Znadi ako se uz broj nalazi j, treba ga nanijeti po osi
k11
2
u pozitivnom usvojenom smjeru. Na pr. uzmimo jedinicu na realnoj Ox-osi
(sl. 81): OA = 1. PomnoZimo je sa j. Dobiée se -

pomoéu kompleksnog broja na taj naéin Sto se usvoji da za rotaciju od

koja je okrenuta za — od prvobitne ose tog broja, gdje se obrtanje rafuna

OAj = OBj = j.

il Sl 8L
Pomnozimo| li dalje sa j dobi¢emo
OB.j.j=0Bj2 =33 =0C=-—1. . . . (8]1)

Odavde se zakljuéuje da je j imaginarna jedinica.
Ondgq se moZe pisati

a = a; + ja, e e ... (852)

a se naziva modul vektora, a a njegov argument.

Osing ovog obiljeZavanja moZe se pisati i na slijedeéi simboli¢ni
nacin: _
a =ala T ¢ %)
Prema sl. 80 je

2 = acosqg + jasine . . . . . . . . (854)
Primjenom | Eulerove formule dobija se
a = a (cosq + jsing) = aei . . . . . . (855)

Ovo je takpde simboliéna vrijednost vektora a.
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Dalje operacije i relacije sa ovakvim obrtnim vektorima jasne su,
Jer se svode na rafunanje sa kompleksnim brojevima.

Ovakav metod se narofito primjenjuje u teoriji naizmjenic¢nih
struja, gdje se pomoéu ovakvog prikazivanja elektriénih velidina kompli-
kovane diferencijalne jednadine zamjenjuju prostim jednalinama, te se
i algebarski i graficki u mnogo sludajeva rjeSavaju jednostavno.

Neéemo se upustati u detalje ovog metoda, jer smatramo da takve
veli¢ine, koje se prikazuju kompleksnim brojevima, prvenstveno u teoriji
naizmjeniénih struja — wu elektrotehnici, u stvari nisu vektori, iako ih

mnogi autori nazivaju vektorima. To su obrtni vektori, kojima bolje od- -

govara naziv versori, tim prije Sto se za njih dobivaju i posebna pravila
i rezultati prilikom ragunanja.

Ovdje smo ih spomenuli ba$ iz pomenutog razioga u veéini usvojene
terminologije.

§ 86. — D’ALEMBERT-OV OPERATOR

Iz fizike i matematike je poznato da je opsti oblik talasne jednagine

22U | 921] L 2% 10U

oxz ' oy | 9z2 ¢ otz

?A  J2A . 32A 1 92A (8.0
il ax4+0y2+;oz2—070t2 =0

Ova jednadina se naziva i d’Alembert-ova jednaina. U ovoj jednadini c

pristavlja brzinu prostiranja uzajamnog djejstva. Drugu jednadinu .

na pr. zadovoljavaju i elektriéno polje E i magnetno polje H, pa je to
jednaéina i elektromagnetskih talasa. Ta jednaéina se moZe pisati i u slije-
deéem obliku:

1 A ‘
__1 er ... (862
sa—— 25 =0 (86,2)

Obiéno se uvodi takozvani d’Alembertov operator {1:

i 0

gdje je A Laplace-ov operator.

AR

. T2 N
b e AR
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Prema tome talasna jednadina se moZe pisati uopSte:

Of =0, . . . . . . . . . . (864

gdje f pretstavlja ma koju od komponenata na pr. elektromagnetnog polja
(ukoliko se o njemu radi): A, E, H, itd.

Kao §to se vidi, d’Alembert-ov operator mnogo upro$éava operacije
u toku izvodenja i radunanja, jer se izbjegavaju glomazne jednacine sa
mnogo €lanova.
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