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Predgovor

Proucavanje sluc¢ajnih pojava i njihovo modeliranje matematickim modelima va-
Zzno je u raznim oblastima covekove delatnosti: saobracaju, ekonomiji, teoriji
pouzdanosti, meteorologiji, hidrologiji, inzinjerstvu itd. Veoma je bitno da se
te pojave dobro modeliraju kako bi se mogle predvideti i na njih uticati. Pri
opisivanju pojava koje u zavisnosti od nekog slucajnog faktora imaju razlicite
raspodele pojavljuju se meSavine raspodela. Na primer, u teoriji pouzdanosti
raspodela vremena ispravnog rada elementa sistema posmatra se kao mesavina
raznih uzroka kvara; protok saobracaja na nekoj deonici puta posmatra se kao
mesSavina raznih raspodela opterec¢enja deonice u zavisnosti od doba dana; kod
ekonomskih i finansijskih serija slucajni faktori mogu izazvati promene u njihovom
ponasanju. Takodje, kod slu¢ajnih pojava veoma su bitne i veoma velike, odnosno
veoma male vrednosti koje se pojavljuju, tj. ekstremne vrednosti posmatranih
pojava. Tako, moguci veliki nivo reke u toku nekog vremenskog intervala zahteva
predostroznost u cilju zastite od poplava; maksimalne brzine vetra moraju se
uzeti u obzir pri projektovanju mostova, puteva i visokih zgrada.

Ovi i sli¢éni primeri pokazuju veliku prakti¢nu primenu teorije ekstremnih vre-
dnosti, naroc¢ito u vezi sa mesavinama raspodela. Ovaj rad je pokusaj doprinosa
takvim proucavanjima.

U prvoj glavi data je definicija meSavine raspodela i izvedena su neka jedno-
stavnija tvrdjenja vezana za mesavine raspodela. Dat je pregled klasi¢ne teorije
ekstremnih vrednosti kod nizova nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspode-
lom, kao i veliki broj primera koji pokazuju pripadnost ili ne nekoj od oblasti
privlacenja raspodela ekstremnih vrednosti.

U drugoj glavi kao zajednicka raspodela ¢lanova niza nezavisnih slucajnih
veli¢ina uzeta je meSavina raspodela. Kod kona¢nih mesavina dokazano je da one
pripadaju istoj oblasti privlacenja kao i komponente koje ucestvuju u mesavini
(u slucéaju oblasti privlacenja Freseove i Vejbulove raspodele). Dat je veliki broj
konkretnih primera kod kojih su izracunate i normirajuce konstante, a dati su
i konkretni primeri kod kojih se razmatra slicno tvrdjenje za oblast privlacenja
Gumbelove raspodele. Sli¢na razmatranja na konkretnim primerima data su i u
slucaju prebrojivih mesavina.



Posebnu zahvalnost Zelim da izrazim svom mentoru prof. dr Paviu Mlade-
noviéu na ukazanoj pomoci, mnogobrojnim primedbama i savetima prilikom izrade
ovog rada. Takodje se zahvaljujem v prof.dr Vesni Jevremowic @ prof. dr Jovanu
Malisicu koji su svojim savetima i predlozima poboljsali tekst ovog rada.

U Beogradu, oktobra 2004. Milan Jovanovié¢



Glava 1

Ekstremne vrednosti nizova
nezavisnih slucajnih velicina

1.1 Funkcija raspodele i meSavine raspodela

Jedan od osnovnih pojmova u teoriji verovatnoca, pored slucajne velicine, svakako
je njena funkcija raspodele.

Definicija 1.1.1 Funkcija F': R — R koja ima svojstva:
1. F je neopadajuca funkcija, tj. za x; < xe vazi F(x1) < F(x3);

2. lim F(z) =0, liril F(z) =1,
3. F je neprekidna sa desne strane, tj. za svaki realan broj xq vazi
lim F(z)= F(xg),

T—T0+

zove se funkcija raspodele verovatnoéa (ili krace funkcija raspodele).

Definicija 1.1.2 Neka je X : 2 — R slucajna veli¢ina definisana na prostoru
verovatnoéa (€2, .4, P). Funkcija Fx : R — R definisana sa

Fx(z) = P{lw: X(w) < 2} = P{X <z} (1.1)

zove se funkcija raspodele verovatnoéa slucajne velicine X (ili krace funkcija
raspodele slucajne velicine X).

Moze se pokazati da funkcija raspodele slucajne veli¢ine zadovoljava sva tri
svojstva iz definicije 1.1.1, a vazi i obrnuto, ako funkcija koja slika iz R u R
zadovoljava ta tri svojstva, onda postoji slu¢ajna veli¢ina cija je funkcija raspodele
upravo ta funkcija.

Slucajne veli¢ine se dele prema tipu svoje funkcije raspodele. Osnovni tipovi
funkcije raspodele su: diskretna, apsolutno neprekidna i singularna.

1



Funkcija raspodele i mesavine raspodela 2

Definicija 1.1.3 Funkcija raspodele F' je diskretna ako postoji konacan ili besko-

nacan niz aq, as, as, . . . medjusobno razlic¢itih realnih brojeva i njemu odgovarajuci
niz pi, p2, p3, . . . nenegativnih brojeva za koje vazi p; + po + p3 + -+ = 1, takvi
da je
Fz)= > p (1.2)
{k:ap <z}

Definicija 1.1.4 Funkcija raspodele F' je apsolutno neprekidna ako postoji ne-
negativna funkcija f : R — R, takva da za svaki realan broj x vazi

xz

F(z) = / F(t)dt. (1.3)

Funkcija f se zove gustina raspodele verovatnoéa (ili kraée gustina raspodele).

Definicija 1.1.5 Funkcija raspodele F' je singularna ako izvod F’ postoji i je-
dnak je nuli skoro svuda (sem na skupu mere nula).

Postoje funkcije raspodele koje ne pripadaju nijednom od gore navedenih
tipova. Medjutim, za sve funkcije raspodele vazi teorema o dekompoziciji funkcije
raspodele.

Teorema 1.1 Svaka funkcija raspodele moze se predstaviti kao konveksna kombi-
nacija diskretne, apsolutno neprekidne i singularno neprekidne funkcije raspodele.

Dokaz: Neka je F' proizvoljna funkcija raspodele. Ona je neopadajucéa i ogranice-
na, a za takvu funkciju vazi:

(a) Funkcija F' ima najviSe prebrojivo mnogo prekida, pri ¢emu u svakoj tacki
prekida ima levu i desnu grani¢nu vrednost.
(b) Funkcija F' ima izvod F’ skoro svuda, tj. skup tacaka x za koje ne postoji
izvod F'(x) je mere nula i pri tome za proizvoljne realne brojeve x1 i x9
z2
vazi [ F'(x)dx < F(xg) — F(xy).
1

Kako funkcija raspodele F' ima najvise prebrojivo mnogo tacaka prekida, mozemo
ih obeleziti sa a1, as, a3, ... . Neka je

pn = F(a,) — lim F(z). (1.4)

T—an—

Definisimo funkcije

Fi(x) = > po (1.5)

{n:an<a}
Fy(z) = / F(t)dt, (1.6)

F3(x) = F(z)— Fi(z) — Fy(x). (1.7)
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Ako je %pn:a%o, ?oF’(t)dt:ﬁ%()il—a—ﬂzv%O,ondasu
n=1 —00

Fiz) = ;m(x), (1.8)

Fou(z) = ;FQ@:), (1.9)
1

Fon(x) = ;Fz(iﬂ)a (1.10)

redom diskretna, apsolutno neprekidna i singularno neprekidna funkcija raspodele
i vazi jednakost

F(z) = aFy(x) 4+ BFun(z) + 7Fs (). (1.11)
Ako je neki od brojeva «, (3,7 jednak nuli, onda u jednakosti (1.11) nema odgo-
varajuceg sabirka.O

U primenama, od osnovnih raspodela uglavnom se koriste diskretne i ap-
solutno neprekidne, a od slozenijih veoma su znacajne mesSavine raspodela. Ove
raspodele narocito se sre¢u u statistickoj analizi, meteorologiji, ekologiji, ekonomiji
itd. Videti na primer: Titterington, Smith, Makov (1985), Quandt, Ramsey
(1978), Roy, Mukherjee (1988), Kayano, Shimizu (1994), Hamilton (1994).

Lema 1.1.1 Neka su Fi, Fs, ..., F, funkcije raspodele © py,ps,...,p, pozitivni
realni brojevi takvi da je Y. p; = 1. Tada je funkcija F : R — R definisana sa
i=1

F(z) = En: piF;(x) takodje funkcija raspodele.
i=1
Dokaz: F}, Fs, ..., F, su funkcije raspodele, pa vazi:

1. Za xy < x9, za svako i € {1,2,...,n} je Fi(z1) < Fi(z2), pa je
F(z1) =Y piFi(x1) <Y piFi(xs) = F(xs), (1.12)
i=1 i=1

odnosno F' je neopadajuca funkcija.

2. Zasvako i € {1,2,...,n} je lim Fj(z) =0, lim Fi(r) =1, odakle sledi

T—-+00

n

lim F(z) = lim Y pF(x)
= > n im F(x) (1.13)
i=1

=1
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Jim FG@) =t S
= Zpi lim Fi(x) (1.14)
-1 Tt

= Y pl=1
=1

3. Za svaki realan broj zg, za svako i € {1,2,...,n} je lim Fi(z) = Fj(xy),

T—To+
odakle sledi
Jim F(z) = gg}jn ;
= Zpl hm+F( x) (1.15)

= zpiﬂ(xo) = F(x0),

odnosno F' je neprekidna sa desne strane.

Kako su za funkciju F' ispunjena sva tri svojstva iz definicije 1.1.1, zaklju¢ujemo
da je ona funkcija raspodele.O0

Lema 1.1.2 Neka su F;(x),1 € N, funkcije raspodele i p;,i € N, pozitivni realni
brojevi takvi da je § p; = 1. Tada je funkcija F : R — R definisana sa F(x) =
i=1

% piF;(x) takodje funkcija raspodele.
i=1

Dokaz: ZasvakoiENisvakoa:ERje0<F( ) < 1, pa je |p; l( )| < pi.
Kako je Z p; = 1, na osnovu Vajerstrasovog kriterijuma sledi da red Z piF;(x)

=1
ravnomerno konvergira na R. Odatle sledi da je funkcija F' dobro deﬁmsana

odnosno da je njen domen ceo skup realnih brojeva.
Za svako i € N F; je funkcija raspodele, pa vazi:

1. Za x1 < x9, za svako 1 € N je Fi(x1) < Fi(z3), pa je

sz (21 <sz : F(zs), (1.16)

odnosno F' je neopadajuca funkcija.
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2. Za svako i € N je lim_Fi(x) = 0, lim_Fi(x) = 1. Kako red S piFy(z)
T——0Q T— 100 =1

ravnomerno konvergira na R, sledi

lim F(z) = lim Zpl ;

r——00 r——00

_ Zpl. lim_Fy(x) (1.17)

i=1

=1

lim F(z) = lim Zp, ;

T—-+00 x~>+oo

= sz lim Fj(x) (1.18)

T——+00
= Zpil =1.
i=1

3. Za svaki realan broj zg, za svako i € N je lim F;(z) = Fj(zo). Kako red

T—x0+

> piF;(x) ravnomerno konvergira na R, sledi

mEg.lJrF(l‘) = mkgbrzpz i
= Zpi lim F;(z) (1.19)
< r—xo+

= sz (xO)

odnosno F' je neprekidna sa desne strane.
Kako su za funkciju F' ispunjena sva tri svojstva iz definicije 1.1.1, zaklju¢ujemo

da je ona funkcija raspodele.0

S obzirom na leme 1.1.1 i 1.1.2 mozemo uvesti sledec¢e definicije:

Definicija 1.1.6 Nekasu X, Xo, ..., X, slucajne velic¢ine sa odgovarajué¢im fun-
kcijama raspodele Fy(z), Fy(x), ..., F,,(x). Neka je
X1 sa verovatnocom pq,
X sa verovatnocom po,
X = . (1.20)

X, sa verovatnotom p,,
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gde su py, pa, ..., P, pozitivni realni brojevi takvi da je

n

S pi=1. (1.21)

=1

Tada je funkcija raspodele slucajne velicine X data sa
F(z)=P{X <z} =) _pP{X; <z} => pFi(z) (1.22)
i=1 i=1

i za takvu slucajnu velicinu kazemo da ima raspodelu koja je mesavina konacno
mnogo raspodela odredjenih funkcijama raspodele Fi(x), Fy(x),. .., F,(x).

Definicija 1.1.7 Neka su X;,¢7 € N, slucajne velic¢ine sa odgovaraju¢im funkci-
jama raspodele Fj(x),i € N. Neka je

X = { X; sa verovatnotom p;, 1€ N, (1.23)

gde su p; pozitivni realni brojevi takvi da je
Spi=1 (1.24)
i=1

Tada je funkcija raspodele slucajne velicine X data sa

F(z) = P{X <z} => p;P{X; <z} =) pF(x) (1.25)
i=1 i=1
i za takvu slucajnu velicinu kazemo da ima raspodelu koja je mesavina prebrojivo
mnogo raspodela odredjenih funkcijama raspodele Fj(x),7 € N.

O nekim svojstvima meSavina govore sledeca dva tvrdjenja:

Lema 1.1.3 Slucajna velicina koja je najvise prebrojiva mesavina diskretnih slu-
cagnih velicina je diskretna.

Dokaz: Neka je slucajna velicina X najvise prebrojiva meSavina diskretnih
slucajnih veli¢ina, tj.

X = { X; sa verovatnotom p;, i€ I, (1.26)

gde je I = {1,2,...,n} ili I = N, zavisno od toga da li se radi o konacnoj ili
prebrojivoj mesavini, p;, ¢ € I, su pozitivni realni brojevi takvi da je lei =1iX;
je diskretna slucajna veli¢ina za svako ¢ € I. Skup vrednosti koje uzliema slucajna
veli¢ina X je unija skupova vrednosti koje uzimaju slucajne velicine X;,7 € I.
Kako se radi o najvise prebrojivoj uniji skupova koji sadrze najvise prebrojivo
mnogo elemenata, to slucajna velicina X moze uzeti najviSe prebrojivo mnogo
vrednosti, pa je diskretna.O
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Lema 1.1.4 Slucajna velicina koja je konacna mesavina apsolutno neprekidnih
slucagnih velicina je apsolutno neprekidna.

Dokaz: Neka su X, Xs, ..., X, apsolutno neprekidne slucajne veli¢ine sa odgo-
varajuéim funkcijama raspodele Fi(x), Fy(z), ..., F,(x). Neka je slucajna veli¢ina
X konac¢na mesavina slucajnih velicina Xy, X, ..., X,,. Tada za njenu funkciju

raspodele F'(z) vazi
F(x) =3 piFi(x), (1.27)

gde su py,pa,...,pn pozitivni realni brojevi takvi da je sz = 1. Kako su

X1, Xo, ..., X, apsolutno neprekidne slucajne velicine, to za svako i€{1,2,...,n}
postoji nenegatlvna funkcija f; : R — R, takva da za svaki realan broj x vazi

— / (b, (1.28)
Uvedimo funkciju f(z) na sledeéi nacin:

=3 pihle) (1.29)

Funkcija f : R — R je nenegativna i za svaki realan broj x vazi

[ e = [ S

oo =1

— ipi / £(0) (1.30)
_ immm—mx

odakle sledi da je slucajna velicina X apsolutno neprekidna.O

1.2 Raspodele ekstremnih vrednosti
i oblasti privlacenja

Neka je X7, X, ... niz slucajnih veli¢ina definisanih na istom prostoru verovatnoca
(Q, A, P) i date su im raspodele verovatnoca. Definisimo slucajne velic¢ine

M, = max{X, X,..., X,}, (1.31)
m, = min{Xy, X, ..., X, }. (1.32)



Raspodele ekstremnih vrednosti i oblasti privlacenja 8

Teorija ekstremnih vrednosti nizova sluc¢ajnih veli¢ina bavi se asimptotskim pona-
Sanjem raspodela ovih sluc¢ajnih veli¢ina kad n — oo.

U slucaju razmatranja maksimuma, glavno pitanje je da li postoje nizovi
realnih konstanti a,, > 01 b,,n € N, takvi da

lim P{M <z} =G(x) (1.33)

n—oo aTL

za svaku tacku neprekidnosti x neke nedegenerisane funkcije raspodele G(x),
odnosno da Mzi:b" konvergira u raspodeli ka G(z), kad n — oco. Ako postoje, onda
se takvi nizovi zovu normirajuce konstante, a funkcija raspodele G(x) odredjuje
granicnu raspodelu linearno normiranog maksimuma M,,.

U vezi sa asimptotskim ponasanjem minimuma primetimo da vazi
min{Xl, XQ, e ,Xn} = — max{—Xl, —X27 ey —Xn}, (134)

pa se sva razmatranja vezana za minimume mogu resiti razmatranjima vezanim
za maksimume.

U daljem izlaganju iskljucivo ¢emo se baviti nizovima nezavisnih slu¢ajnih
veli¢ina sa istom funkcijom raspodele F(x) i problemima vezanim za asimptotsko
ponasanje maksimuma.

Ako oznac¢imo u, = a,x + b,, tada je

M, —b
P{—"—" <z} = P{M,<a,x+b,}
an
= P{max{Xi, Xo,..., X,,} <u,} (1.35)

= P{Xlgun,XQSun,,Xngun}
= P{Xi) <u,}P{Xs <wu,} - P{X, <u,}
= F"(uy,).

Ako, pri tome, za neke nizove realnih konstanti a,, > 01 b,,n € N, i neku nede-
generisanu funkciju raspodele G(z) vazi relacija (1.33), onda kazemo da funkcija
raspodele F' pripada oblasti privliacenja za maksimume funkcije raspodele G. Skup
svih takvih funkcija oznacavacemo sa D(G).

Navedimo dalje, bez dokaza, nekoliko poznatih teorema koje ¢ine osnovu
teorije ekstremnih vrednosti nizova nezavisnih sluc¢ajnih veli¢ina, a koje daju
odgovor na pitanja: koje funkcije G(x) se mogu pojaviti kao grani¢ne funkcije
raspodele linearno normiranog maksimuma od n nezavisnih sluc¢ajnih veli¢ina sa
istom funkcijom raspodele F'(z), kad n — oo; kako za datu zajednicku funkciju
raspodele F'(x) niza nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina odrediti da i postoji i koja je
grani¢na funkcija raspodele linearno normiranog maksimuma M, i kako odrediti
normirajuce konstante a, i 0,7
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Teorema 1.2 Neka je X,,n € N, niz nezavisnih slucajnih velicina sa istom
funkcijom raspodele F, M,, = max{ Xy, Xo, ..., Xp}, un,n € N, niz realnih brojeva
10 <7< +00. Tada jednakost

Tim n(1 = F(u,)) =7 (1.36)
vazi ako i samo ako je
lim P{M, <up}=e". (1.37)

Teorema 1.3 Neka je X,,,n € N, niz nezavisnih slucajnih velicina sa istom
funkcijom raspodele F,xo = sup{t : F(t) < 1}, M,, = max{Xy, Xo,..., Xp} @
0 <7 <+00. Tada niz u,,n € N, za koji vazi (1.36), postoji ako i samo ako je

lim F(x)— F(z —0)

— 0. 1.
AT R0 (1.38)

Pre nego sto navedemo najznacajniju teoremu teorije ekstremnih vrednosti
nizova nezavisnih slucajnih veli¢ina, teoremu o ekstremalnim tipovima, uvedimo
slede¢u definiciju:

Definicija 1.2.1 Funkcije raspodele Gy i G, su iz iste familije, ako postoje kon-
stante a > 01 b, takve da za svaki realan broj x vazi jednakost Go(z) = G1(azx+Db).

Teorema 1.4 [Gnedenko (1943)] Neka je X,,n € N, niz nezavisnih slucajnih

velicina sa istom funkcijom raspodele F' i neka je M, = max{Xy, Xo,...,X,}.
Ako postoje nizovi realnih konstanti a,, > 0 i b,,n € N, takvi da
Jim P{——— <z} = lim F"(anz +bn) = G(2) (1.39)

n

za svaku tacku neprekidnosti x neke nedegenerisane funkcije raspodele G(x), tada
je funkcija G iz iste familije kao neka od sledece tri raspodele:

1. Gumbelova raspodela

—x

Go(z) =€ ¢ |, —00 <z < +00. (1.40)

2. FreSeova raspodela sa parametrom o > 0

0, za x <0,

—a 1.41
e za x>0. ( )

o) = {

3. Vejbulova raspodela sa parametrom o > 0

e 2% 20 x <0,

Gaalr) = { 1 a0, (1.42)
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Raspodele (1.40), (1.41) i (1.42) zovu se i raspodelama ekstremnih vrednosti.

Lema 1.2.1 Neka su Gy i Gy funkcije raspodele iz iste familije. Oblast priviace-
nja za maksimume funkcije raspodele Gy je neprazna ako i samo ako je neprazna
oblast privlacenja za maksimume funkcije raspodele Gy i te oblasti se poklapaju.

Dokaz: Neka su konstante a > 01 b takve da za svaki realan broj x vazi jednakost
Go(z) = Gi(ax + b). Ako je neka tacka xy tacka neprekidnosti funkcije Gi(x),
onda je 2= tatka neprekidnosti funkcije Ga(z). Vazi i obrnuto, ako je z; tacka
neprekidnosti funkcije G3(x), onda je ax; + b tacka neprekidnosti funkcije Gy (z).

Neka je funkcija raspodele F' takva da F' € D(Gy). To znaci da postoje nizovi
konstanti a,, > 01 b,,n € N, takvi da za svaku tacku neprekidnosti = funkcije
raspodele Gy (), vazi

Jim F"(anx + b,) = G1(z). (1.43)

Neka su a; i by, n € N, nizovi konstanti takvi da je
a, = ana, (1.44)
by, = a,b+b,. (1.45)

Kako je a; > 0, onda je
nILnQO F'arz+b)) = TLlLrgo F"(anazx + a,b + by)
= lim F"(ay(az +b) + bn) (1.46)
= Gi(ax +0b) = Gy(x)
i ovo vazi za svako ax + b koje je tacka neprekidnosti funkcije G (z), odnosno x
koje je tacka neprekidnosti funkcije Ga(z). Odavde sledi F' € D(G).
Obrnuto, pretpostavimo da F' € D(Gs). To znaéi da postoje nizovi konstanti

¢, > 01d,,n e N, takvi da za svaku tacku neprekidnosti x funkcije raspodele
Go(z), vazi

lim F™(cpz + dn) = Ga(2). (1.47)
Neka su ¢ i d;,n € N, nizovi konstanti takvi da je
c
* = 1.48
o o= (1.45)
b
&= -2 44, (1.49)
a
Kako je ¢ > 0, onda je
n nb
lim F"(cjz+d;) = lim F"(c—x L dy,)
n—00 n—00 a a
—b
= lim F”(cnz +d,)
x—0b
- (Y (1.50)
—b
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i ovo vazi za svako fob koje je tacka neprekidnosti funkcije Go(z), odnosno x koje
je tacka neprekidnosti funkcije G1(z). Odavde sledi F' € D(G).

Zmaci, svaka funkcija raspodele F' koja pripada jednoj od oblasti privlacenja
pripada i drugoj, pa odatle sledi da je D(G;) = D(G2).0

Iz teoreme 1.4 i leme 1.2.1 jednostavno sledi tvrdjenje:

Posledica 1.2.1 Postoje tacno tri neprazne oblasti privlacenja za maksimume
nizova nezavisnih slucajnih velicina sa istom raspodelom.

U vezi sa prethodnim je i slede¢a opstija teorema. Iz nje ¢e slediti vazna
posledica koja ¢e kasnije ¢esto biti koriséena.

Teorema 1.5 [Hinc¢in] Neka je F,,,n € N, niz funkcija raspodele za koji postoji
nedegenerisana funkcija raspodele G i nizovi realnih konstanti a,, > 0 ¢ b,,n € N,
tako da vazi

lim F,(a,x +b,) = G(x) (1.51)

n—oo

za svaku tacku meprekidnosti x funkcije raspodele G(z). Neka je G, nedegene-
risana funkcija raspodele, a o, > 0 i B,,n € N, nizovi realnih konstanti.

(a) Ako vazi
giing F.(anx + 5,) = Gi(x) (1.52)

za svaku tacku neprekidnosti x funkcije raspodele G.(x), onda postoje realne
konstante a i b, tako da je

—b
lim < — g >0, lim 220y, (1.53)
n—oo q, n—o0 an,
Gi(z) = G(ax +b) za sve x € R. (1.54)

(b) Ako vaze jednakosti (1.53), onda vazi (1.52) i (1.54).

Posledica 1.2.2 Neka je F funkcija raspodele koja pripada oblasti priviacenja
za maksimume funkcije raspodele G i neka su nizovi realnih konstanti a, > 0 1
b,,n € N, odgovarajuce normirajuce konstante. Ako za neki niz realnih konstanti
o, > 0 vaze

Ay ~ (1.55)

kad n — oo, onda su nizovi a, @ b,,n € N, takodje normirajuce konstante.

Dokaz: Za svaku tacku neprekidnosti = funkcije raspodele G(z) je

lim F"(a,x + b,) = G(z). (1.56)

n—oo
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Kako je
an,
lim — =1 1.57
— (1.57)
koristec¢i teoremu 1.5 sledi da je
a=1,b=0, (1.58)
odnosno
lim F"(a,x + b,) = G(ax + b) = G(x) (1.59)

n—oo

za svaku tacku neprekidnosti = funkcije raspodele G(z).0

Oblast privlacenja Gumbelove raspodele

Teorema 1.6 [von Mises (1936)] Neka je F' apsolutno neprekidna funkcija raspo-
dele i xg = sup{t : F(t) < 1}. Ako su ispunjeni uslovi:

(a) F"(z) <0 za sve x iz nekog intervala (a,xg), gde je xo < 00,
(b) F'(z) =0 za x > xo,

PO-FW)
() Jim —Gmme - =1

onda vazi F' € D(G)).

Teorema 1.7 [Gnedenko (1943)] Neka je F' funkcija raspodele i xo = sup{t :
F(t) < 1}. Tada F pripada oblasti priviacenja D(Gy) ako i samo ako postoji
funkcija g : (¢,x0) — Ry, takva da za svaki realan broj x vazi jednakost

1—F(t+zg(t)) .

tl}g)l_ - F(0) =e " (1.60)

Normirajuce konstante se mogu odabrati tako da je

an = g(bn), (1.61)
b, = inf{z: F(x)>1- le} (1.62)

Osim ovog, jos neke potrebne i dovoljne uslove pod kojima funkcija raspodele
pripada oblasti privlacenja za maksimume Gumbelove raspodele dali su u svojim
radovima Mejzler (1949) i de Haan (1970). U formulacijama tih uslova pojavljuje
se samo funkcija raspodele F, a dati su i izrazi za odredjivanje pomocne funkcije
g koja se koristi u Gnedenkovoj teoremi.
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Primer 1 Gumbelova raspodela.
Funkcija raspodele Gumbelove raspodele je
Go(r) =e ¢ ", —00 < o < +00. (1.63)

Prema tome je xyp = +o00. Birajuéi za pomoénu funkciju iz teoreme 1.7 funkciju
g(t) = 1, dobijamo da za svaki realan broj x vazi

L 1=Golttag() . 1=Golt+2)
t—x0— 1— Go(t) t—o0 1-— Go(t)
e (t+a)
. 1—e
= lim

t—oo 1 —e¢"
— lim 1—[1—e ) —o(e™)]

toco 1 —[1—et—o(e?)]
e e +o(e”)
t—oo et 4 o(e7t)

e " +o(l)

im ———~

t—oo 1+ 0(1)

(1.64)

_

Sledi da Gy € D(Gy).
Na osnovu jednakosti (1.61) mozemo odabrati da je a,, = 1. Tada za b,, mora
da vazi

lim Gf(z + bn) = Go(x) (1.65)
za svaku tacku neprekidnosti = funkcije raspodele Go(x). Za svaki = € R je
111220 Gg(x + bn) — TLILI{.IO(G—e*(Iern))n
= lim e (1.66)
_ 11m eielnnef(z+bn)
n—od
. _ef(z+bnflnn)
= e 7
pa jednakost (1.65) postaje
lim e~ T e, (1.67)

n—oo

Sledi da za normirajuce konstante mozemo odabrati a,, =11b, =Inn, n € N.
Primer 2 Eksponencijalna E(N) raspodela sa parametrom X > 0.
Kod ove raspodele funkcija raspodele je

0, za x <0,
F(z) = { e 28 230, (1.68)
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Sledi da je g = +00. Ako za pomoénu funkciju odaberemo g(t) = %, onda za
svaki realan broj x vazi

1— F(t+xg(t)) 1 —[1 — e AtHog®)]

5 _
- 1— F(t) i 1 (1— M)
. e—)\te—)\mg(t)
= lim e 90 = 72,
t—o0
Na osnovu teoreme 1.7 sledi da F' € D(Gy).
Resavanjem jednacine
1
Flz)=1-—, (1.70)
n
dobija se
1
l—e™ = 1-— 1.71
e n7 ( )
e = L (1.72)
n’ '
—Xr = —lInn, (1.73)
Inn
= —. 1.74
v = (1.7

Na osnovu jednakosti (1.61) i (1.62) za normirajuce konstante mozemo odabrati
an:§ibn:h‘7”,n€N.

Primer 3 Normalna N (m,o0?) raspodela sa parametrima m € R i 0 € Ry.

Za normalnu N (0, 1) raspodelu, gustina i funkcija raspodele date su redom sa
1 22

plr) = \/%6_77 r €R, (1.75)

O(z) = / o(t)dt. (1.76)

—00

Koristeci Lopitalovo pravilo dobijamo da vazi

1—-& 1—-& !
C1eel) (- 0)
=P ()
= Jim P @e—e()
T s
et
= lim = p (1.77)
T—00 L677( r)r———e 2
21 2
22
2
= lim v
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odnosno
1—®(x) ~ @, r — 00. (1.78)
x
Ako neka slucajna veli¢ina X ima normalnu N (m, 0?) raspodelu, onda slucajna
veli¢ina )S%m ima normalnu A (0, 1) raspodelu. Sledi da je funkcija raspode nor-

malne N (m, 0?) raspodele

Flo)= PLX <o) = PO < S =

) (179)

Za nju je xyp = 4o00. Birajuéi za pomoénu funkciju g(t) = "72,t > 0 i koristeci
asimptotsku relaciju (1.78), dobijamo da za svaki realan broj = vazi

‘m 1—F(t+axg(t) o 1— @(W)
L e D
@(M)
= s
t—m
t—m Lefé(W)Q
= lim ( >\/ﬂ S (1.80)
100 (t + xg(lf) — m)ﬁe*ﬂ )
= llm t_—me—ﬁ[(t-&-mg(t)—m)Q—(t_m)?}
t—oot +xg(t) —m
li t—m _[12922<t)+trg2(t)_m192(t)}
- 1im ——— € 2 = .
t—oo t +xg(t) —m
- 1202 mx
= lim t—me_(ﬁ+$—7)

t—o0 ﬁ _
t+x : m
2 _ 2 2
= lim T
t—oo 12 — mt + x0?

Iz teoreme 1.7 sledi da F' € D(Gy).
Na osnovu teoreme 1.2 konstantu u,, = a,x + b,, gde je x proizvoljan fiksiran
realan broj, mozemo odrediti iz uslova

—x

lim n(l — F(u,)) =¢e°. (1.81)

n—oo

Koristeé¢i jednakost (1.79) i asimptotsku relaciju (1.78) ovaj uslov se svodi na

lim P (1.82)
n=oo Un e~ %
odnosno
nex_%(yﬁ
lm — = 1. (1.83)

(&
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Logaritmovanjem obe strane izraza dobijamo

Uy — M 1

1y, —
n Z 1 ) — 5 In2n] = 0. (1.84)

lim [Inn + 2z — —( )2 — In(
n—00 2 o o

Kad n — oo tada u,, — oo, pa bi iz (1.84) deljenjem obe strane sa (“2=")? sledilo

o
—_ 2
(un m)

li 1.85
nivbo 2lnn ( )
Logaritmovanjem obe strane ovog izraza dobijamo
lim [21n(un_m) —In2 —Inlnn] =0, (1.86)
n—oo o
odnosno .
(Y= = 52+ Inlnn) +o(1). (1.87)
o
kad n — oo. Koriste¢i ovaj i izraz (1.84) dobijamo da vazi
1 up —m 4 1 1
—( )y =Inn+z—-(In2+Inlnn) — - In27 + o(1), (1.88)
2" o 2 2
odakle sledi
1
Up, — Mo r — 5(In47r +Inlnn) 1
=2Inn|l 1.
(P = 2l + - folc) (189)

kad n — oo. Koristeci formulu 1+ 2 =1+ 3z — £2* + o(2?), kad  — 0, kao i
Inlnn 1

to da je (222)2 = o(+-), kad n — o0, iz jednakosti (1.89) dobijamo da vazi

Inn Inn

- —i(In4r + Inl 1
Un —m /—2lnn[1—|—x 5(In4m nnn)+0( )

o 2lnn Inn
T Inlnn + Indr 1
= +v2Inn — ——F— + o[—), 1.90
vV2Ilnn 2v21Inn (\/lnn) ( )
odnosno
Inl In4 1
Uy = —n x+m+0\/2hﬂn—0nnnjL il (1.91)

n ———F— t o(—F—),
V2Inn 2v/21nn (\/lnn)

kad n — oo. Na osnovu teoreme 1.5 za normirajuce konstante mozemo odabrati

g

a, = , 1.92

Vv2Inn (1.92)
Inl In4

b, = m+m/21nn_gw’ (1.93)

2v2Inn
n € N.
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Oblast privlacenja Freseove raspodele

Teorema 1.8 [von Mises (1936)] Neka je F' apsolutno neprekidna funkcija raspo-
dele sa gustinom raspodele f. Ako su ispunjeni uslovi:

(a) f(z) >0 za sve x > x,

(b) Jim %5 = a >0,

onda vazi F € D(Gy ).

Teorema 1.9 [Gnedenko (1943)] Neka je F funkcija raspodele i o = sup{t :
F(t) < 1}. Tada F pripada oblasti priviacenja D(G1,4) ako i samo ako su ispu-
njent uslovi:

(a) zp = 400,
(b) za svaki x > 0 vazi jednakost

. 1= F(tx) L

gde je o > 0.

Normirajucée konstante se mogu odabrati tako da je

a, = inf{z: F(x)>1- le}’ (1.95)
by = 0. (1.96)

Primer 4 Freseova raspodela sa parametrom o > 0.

Kod ove raspodele funkcija raspodele je

0, za x <0,
e ™", za x>0.

Gia(r) = { (1.97)

Za nju je xop = 400 i za svako x > 0 vazi

. 1 =G ,(tx) 1=t
lim ————= = lim ———
t=00 1 — Gia(t) t—co 1 — et
_ g L= (2)7 — o))
AT [t —o(t-a)]
AT T e
= i o) (1.98)
i
" +o(l) 4
im ————— =
t—oo 14 o0(1)
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Iz teoreme 1.9 sledi da Gy, € D(G1,).
Na osnovu jednakosti (1.96) mozemo uzeti da je b, = 0. Onda a,, > 0 biramo
tako da vazi

Jim Gy (a,2) = G1a(a) (199

za svaku tacku neprekidnosti x funkcije raspodele Gy o (). Zax < 0je Gy o(z) =0,
dok je za x > 0

nh_)ngo Gia(anx) = nh_)ngo(e*(anw)_a)n
= lim e ™@®)™® (1.100)
= lim e_(‘“‘"iém)_aa
pa jednakost (1.99) postaje
-1 -« —«
Tim e (e 207" = g7, (1.101)
Prema tome, za normiraju¢e konstante mozemo odabrati a, = na i b, = 0,

n € N.
Primer 5 Paretova raspodela sa parametrima o > 0 i k > 0.

Ova raspodela odredjena je funkcijom raspodele

Fla)=1 Y% @<k, (1.102)
1—kax™®, za kaé. '
Kod nje je xg = 400 i za svako x > 0 vazi
lim 1 — F(tx) — tim 1—[1—k(tz)™9]
t—oo 1 — F(t) t—oo 1 — (1 —Fkt=®)
.kt o
pa na osnovu teoreme 1.9 sledi da F' € D(G ).
Resavanjem jednacine
1
Flz)=1--, (1.104)
n
dobija se
1
1—kx™® = 1——, (1.105)
n
o 1 (1.106)
x = — :
kn’
v = (kn)s. (1.107)

Na osnovu jednakosti (1.95) i (1.96) za normirajuce konstante mozemo odabrati
an = (kn)a ib, =0, neN.
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Primer 6 Kosijeva K()\,0) raspodela sa parametrom A > 0.

T _

Primetimo prvo da smenom u = 7

dobijamo da vazi

cosUu

lim (= — arctg s)s = lim u ctg u = li
SLIEQ 9 arctg s S—ULI%UC gu-ulir(l)usmu

Kod Kosijeve raspodele (A, 0) funkcija raspodele je

1 1
F(z) = 3 + ;arctgg, r € R.

U ovom slucaju je x¢p = 400 i za svako x > 0 vazi

. 1—F(tx) . 1—(5+ arctg¥®)
lim — 7 = lim — T 1 %
t—oo 1 — F(t) t—oo 1 — (5 + —arctgy)
1 1 tx
= — =arctgst
= Jim 2t
t—o0 5 — ;a‘rctgx
T _ arctgl®
= Jim 20
t—oo 5 — arctgy
o (5 — arctgy )& 4
=3 (T —arctgt)ia v
2 &)

na osnovu (1.108). Na osnovu teoreme 1.9 sledi da F' € D(Gy ;).
Resavanjem jednacine

1
Flx)y=1-—
() =1-.
dobija se
1+1 i ] 1
— + —arctg— = 1——
9 TRy n’
i T T
arctg— = — — —
5\ 2 n’
x T T
o= tg(=— ),
3 85— )
r = Actg—

=1.

19

arctg s, odnosno s = tg(§5 — u) = ctg u,

(1.108)

(1.109)

(1.110)

Na osnovu jednakosti (1.95) i (1.96) za normirajuce konstante mozemo odabrati

an = Actg? ib, =0, n € N.

Oblast privlacenja Vejbulove raspodele

Teorema 1.10 [von Mises (1936)] Neka je ' apsolutno neprekidna funkcija raspo-
dele sa gustinom raspodele f i xo = sup{t: F(t) < 1}. Ako su ispunjeni uslovi:
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(a) xo < +o0,
(b) f(z) >0 za sve z € (a,xy),

(¢) Jim G200 =a >0,

onda vazi F € D(Ga).

20

Teorema 1.11 [Gnedenko (1943)] Neka je F' funkcija raspodele i xo = sup{t:
F(t) < 1}. Tada F pripada oblasti priviacenja D(Gs ) ako i samo ako su ispu-

njent uslovi:
(a) xo < +00,
(b) za svaki x > 0 vaZi jednakost

I 1— F(xg— hx) N
1m =X
h—0+ 1 — F(SL’Q - h) ’

gde je a > 0.

Normirajuée konstante se mogu odabrati tako da je
. 1
a, = xo—inf{z:F(z)>1--},
n
bn = Xp.
Primer 7 Vejbulova raspodela sa parametrom o > 0.

Funkcija raspodele je

e~ 2% za x <0,
Gaal?) = { 1, za x > 0.
Za nju je xo = 01 za svako z > 0 vazi
. 1— Gga(l’o - hl’) . 1-— Gga(—hl')
lim ’ = lim :
h—0+ 1 — GQ’Q(ZEO — h) h—0+ 1 — GQ’Q(—h)
1 — e (ha)®

= lim ————
h—0+ 1 —eh"

1—[1 = (ha)* = o(h")]

. h*z® + o(h*)
= lim ——=
h—0+ h® + o(h®)

hO 1+o(1)

it 1—[1—he—

x* 4+ o(1) .

o(h*)]

(1.116)

(1.117)
(1.118)

(1.119)

(1.120)
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Iz teoreme 1.11 sledi da Ga o € D(Ga.4).
Na osnovu jednakosti (1.118) mozemo uzeti da je b, = 0. Onda a,, > 0 biramo

tako da vazi
lim G5, (a,7) = Gao(T) (1.121)

za svaku tacku neprekidnosti x funkcije raspodele Go o (7). Zax > 0je Goo(z) =1,
dok je za x < 0

nhrgoGga(anx) = nlLIglo<6_(_an$)a)n
= lim e7"mm)” (1.122)

1 a

i ot

n—oo
pa jednakost (1.121) postaje
l «@ [e%

lim e~ (Tenn®®)® — p=(=2)" (1.123)

Sledi da za normirajuce konstante mozemo odabrati a, = ne i b, =0, n € N.
Primer 8 Ravnomerna (uniformna) Ula,b] raspodela .
U ovom slucaju funkcija raspodele je

0, za x < a,
F(r) =9 7%, za a<z<b, (1.124)
1, za x > b,

gde je a < b. Ovde je xg = b i za svako x > 0 vazi

. 1= F(xg— hx) . 1—=F(b— hx)
lim = lim
h—0+ 1 — F(xog — h) h—0+ 1 —F(b—h)
1— b—hx—a
- lim — b=a
= hli%i - b_bza (1.125)
_ha
_ : b—a __
- hlgcr)lJr I

Iz teoreme 1.11 sledi da F' € D(Gay).
Resavanjem jednacine

1
F(z)=1- e (1.126)
dobija se
T —a 1
= 1-—- 1.12
— e (1.127)
xr—>b 1
= —— 1.12
r— o (1.128)
R (1.129)



Raspodele ekstremnih vrednosti i oblasti privlacenja

22

Na osnovu jednakosti (1.117) i (1.118) za normirajuée konstante mozemo odabrati

ap =2 ib,=bneN.

Primer 9 Usecéena eksponencijalna E(X, c¢) raspodela sa parametrima A > 0 1

c> 0.

Ova raspodela odredjena je funkcijom raspodele

0,

= ==

)
Ovde je xg = c i za svako xz > 0 vazi

lim 1 — F(xo — hx)

_6_
—e—Ac) Z

h—0+ 1 — F(IO — h)

Z

Az

Z

a x <0,
a 0<x <egc,
a T >c

(1.130)

I 1—F(c— hx)
1m
h—0+ 1 — F(c—h)
1—e—Ac—hz)
lim S
h—0+ _ 1—e—A(c—h)
1 1—e—Ae
e—AMc—hz)_o—Ac
1—e—Ac
hl}%ﬂ_ e—A(c—h) _eg—Ac
1—e—Ae
. e -1
lim )

—)xc(e)\ha:
h—0+ e~ Ae(eM — 1)
Az + o(h)
m ——
he0+ A+ o(h)

. Ax+o(l)
lim —- =
h—0+ A+ o(1)

(1.131)

pa na osnovu teoreme 1.11 sledi da F' € D(Gaq,).

Resavanjem jednacine

dobija se

1— e—)\m
1 —e A

(1.132)

: (1.133)
(1.134)

+— (1.135)

—n 7 (1.136)
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Kako je
( In(e=*¢ + 1_‘;&)) e+ In(e 4+ 71*;?6)
¢ X - A
1 Ac +1 —/\c+ 1—e— ¢
_ (™) “(‘1 ) (1.137)
(14 == e
B A n
kad n — oo, to na osnovu jednakosti (1.117) i (1.118), kao i posledice 1.2.2, za
normirajuc¢e konstante mozemo odabrati a,, = ei\c;l ib,=c neN.

Raspodele koje ne pripadaju oblastima privlacenja

Pored raspodela koje pripadaju pomenutim trima oblastima privlacenja, postoje
i one koje ne pripadaju nijednoj oblasti privlacenja za maksimume. Na osnovu
teoreme 1.3 zakljucujemo da su to one raspodele ¢ije funkcije raspodele F' ne
zadovoljavaju uslov (1.38).

Neka je X,,,n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina, sa istom diskretnom
funkcijom raspodele F', a koje uzimaju vrednosti iz skupa nenegativnih celih
brojeva. Primenom Xajneovog principa za grani¢ne vrednosti na uslov (1.38)
dobijamo da funkcija raspodele F' ne pripada nijednoj oblasti privlacenja za ma-
ksimume ako niz

F(k)—F(k—0)  P{X,=k}

= — , (1.138)
L=Fk=0) 5 p{x, =}
i=k
k € N, ne konvergira nuli kad £ — oo.
Primer 10 Geometrijska raspodela sa parametrom p € (0,1).
Zakon ove raspodele je
P{X,=k}y=0-p)"'p, keN. (1.139)
Tada je
Fk)—F(k—-0 P{X, =k
i PO =P LY, =k
N T
i=k
1— k—1
~ Jim Og p) P
o ;ﬂ(l —p)ip
1— k—1
— lim L=pp (1.140)

(1 - p)klp 20(1 —p)*
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= lim

k—o0

1
1 =D
1-(1-p)

Kako je p # 0, sledi da ova raspodela ne pripada nijednoj oblasti privlacenja za
maksimume.

Primer 11 Negativna binomna raspodela sa parametrimap € (0,1) ir € {2,3,...}.
Ako uvedemo oznaku ¢ = 1 — p, njen zakon raspodele je

1

P{X,=k} = (fj:l

)p’"q’”, ke{rr+1,...}. (1.141)

Koristec¢i Lajbnicovu formulu za izvod viseg reda proizvoda dve funkcije dobijamo

po PO = F(k—0)
ioee 1— F(k—0)
T i )

i=k

= lim -
k—o0 ‘Z:k(qul)(rfl)
pR— PEEY _— k_r
TN G A Ui (1.142)
k—o0 (;k qul)(rfl)
— 1) (k= gk
N Gl il Tf )q
k—00 (1117(1)& )
o (k=1 (k—r+ )¢
= lim

ko0 "] r— —1\(r—1-s s
> (7 (@) ()@

J—— DY _ k_r
. (k—1)--(k—7r+1)q

[l (qk—1>(r—l)ﬁ +(r— 1)(qk—1>(r—2)<ﬁ)’ et qk—l(%)(r—l)

. (k—l)---(k—r—i—l)qk_T
= lim _ . _ k—r_1_ - k—1(_1 \(r—1)
koo (k= 1)+ (k—r+1)¢" "+ + ¢ (2)
. 1 1
= lim

1 r—1 1 1/ L \r—1) 1 —
kéooﬂ+k7r+1ﬁ+“'+mqr l(ﬂ)( 1) 1
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Kako je p # 0, sledi da ni ova raspodela ne pripada nijednoj oblasti privlacenja
za maksimume.

Primer 12 Puasonova P(X) raspodela sa parametrom A > 0.

Zakon raspodele kod Puasonove raspodele je
)\k
P{X, =k} = e*AE, ke{0,1,2,...}. (1.143)

S obzirom na to, vazi

o FE) = F=0) P, =F)
i=k

= lim (1.144)

o0

k—oo S
1+ 82::1 (k4+1)--(k+s)

v
=

pa sledi isti zakljucak kao u prethodna dva primera.



Glava 2

Mesavine raspodela i ekstremne
vrednosti

2.1 Mesavine konacno mnogo raspodela
i oblasti privlacenja

Neka su X1, X, ..., X, slucajne velic¢ine sa odgovaraju¢im funkcijama raspodele
Fi(z), Fo(x),. .., Fy(z) i neka je slucajna veli¢ina X definisana na sledeéi nacin:

X1 sa verovatnocom pq,
X, sa verovatnocom po,

X = . (2.1)
X,, sa verovatnotom p,,

gde su py, pa, ..., ps pozitivni realni brojevi takvi da je

Raspodela slucajne velicine X je mesSavina kona¢no mnogo raspodela odredjenih
funkcijama raspodele F(x), Fo(x),..., F,(z) i za njenu funkciju raspodele F(x)
vazi jednakost

Fz) = i:pim(x). (2.3)

Neka je Y7, Y5, ... niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom. Neka
je ta raspodela mesavina kona¢no mnogo raspodela odredjenih funkcijama raspo-
dele Fi(z), Fx(x), ..., F,(z), tj. njena funkcija raspodele F(z) definisana je kao
u jednakosti (2.3). Definisimo sluc¢ajnu veli¢inu

M, = max{Y1,Ys, ..., Y, }. (2.4)

26
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Razmatra¢emo probleme koji se odnose na asimptotsko ponasanje raspodele ove
slucajne velic¢ine kad n — oo.

U daljem izlaganju od velike koristi ¢e nam biti sledeéa lema [Mladenovié
(2002) lema 1.2.2], koju ovde navodimo bez dokaza.

Lema 2.1.1 Ako za merljivu funkciju F' : R, — Ry postoji broj p € R, takav
da za svaki x > 0 vazi

F(tr) )
Jlim PO = 2’ (2.5)
onda vazi jednakost
In F
T R, (2.6)
z—oo  Ing

U teoremama koje slede pokazac¢emo da funkcija raspodele konaéne mesavine
raspodela, koje pripadaju oblasti privlacenja za maksimume Freseove, odnosno
Vejbulove raspodele, takodje pripada oblasti privlacenja za maksimume Freseove,
odnosno Vejbulove raspodele.

Teorema 2.1 Neka su Fi, Fy, ..., F, funkcije raspodele takve da za svako i €
{1,2,...,n} F; € D(G14,),; > 0 i neka vazi on < ag < ... < «,. Tada za

funkciju raspodele mesavine F(x) = Enj piFi(z) vazi F € D(Gy4,)-
i=1

Dokaz: Za svako i € {1,2,...,n} iz uslova F; € D(G}4,), na osnovu teoreme
1.9, sledi da je sup{t : F;(t) < 1} = 400, pa je i

sup{t : F(t) < 1} = 4o0. (2.7)

Takodje, za svaki x > 0 vazi jednakost

1= F(tr) o
gde je a; > 0, odnosno
1= Fi(tz) = (1 - Fi(t)) (2™ + o(1)), (2.9)

kad t — oo.
Koristeci lemu 2.1.1 dobijamo

lim ————— = gy, (2.10)
In(1—-Fi(t)) = (—a;+o(1))Int, t— oo, (2.11)

odnosno
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Ako za neko k # j vazi

ap < aj, (2.13)
onda je
' 1— Fj(t) ‘ t—Oéj“FO(l)
tlgglo 1 — Fk(t) B tliglo t—onto(l)
= lim ton—eatol) — (2.14)

Razlikovacemo tri slucaja:

1. Neka je o < as < ... < ap.
Koristedi jednakosti (2.8) i (2.14) dobijamo da za svaki x > 0 vazi

11— F(tm) ‘ 1- l;szz(m)
lim ——— = lim -
e B o 9010)

i=1
> pi(l = Ei(tx))
= tlim =
DY pi(1 = Fi(t))

1
p1(1— Fi(tz)) (1 + D I—Fi(tx))

i= p1 1—-F1 (ta:)

-.
Il

(2.15)

= lim

t—o00 n ; 1—F;
pl(l - Fl(t»(l + = 1%11_}71((?))

R p; 1-F(tz)
1+ zgz p1 1—Fy (tz)

2 pi 1-Fi(t)
= p1 1-F1(t)

= 27 lim

1+

X opi s 1—Fi(tx)
1+ 232 1%1 }E& 1—Fy (tx)

—a1 —o1

= X

Xopp i 1—Fi(t)
1+ ZEQ I%ltlggo 1-F1(t)

Iz jednakosti (2.7) i (2.15), na osnovu teoreme 1.9, sledi da F' € D(G1 4, ).

2. Nekajeay=...=ap < a1 <...<qap,gdezakvazi 2 < k <n—1.
Na osnovu jednakosti (2.9) za svaki z > 0 vazi

n

1-F(tx) . LT Eph)
lim ———* = lim -
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> pi(1 = Fi(tx))

29

Za svako | € {1,2,...,n} vazi

0< <1
;pi(l_ﬂ(t))
Odatle sledi Yy
tim P EO) )

odnosno

Za svako s € {k+1,...,n} vazi

1= Fu()
Ps1F (1)

IACE ()

e > pi(l - E(t)) e D1+ ngi i:Fl((?)

=1

jer je

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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11— F()
1 [
i 1 — Fi(1)

na osnovu jednakosti (2.14). Iz jednakosti (2.20) sledi

-0 (2.22)

S (e — o) lim PO (2.23)

n

s=k+1 T pi(1— ()
=1

Koristedi jednakosti (2.16), (2.19) i (2.23) dobijamo da vazi

. 1— F(tx) N
lim ———— 2 = g1, 2.24
i 1 F() (2.24)

Na osnovu teoreme 1.9, iz ove i jednakosti (2.7) sledi da F' € D(G1 4,)-

3. Nekajeay = ... = a,.

Koristedi jednakosti (2.9) i (2.19) dobijamo da za svaki x > 0 vazi

T B L)
lim ——— = lim -
= 1= F(t) 1= Y piFi(t)
=1
> pi(l - Fy(te))
= tlim ’:71
o Elpi(l — Fi(1))
S pil(1 = F(£) (@ + o(1))
= tll)m i=1 - (225)
> 2wl = Ei(1))
S pill=Fi(t) % pi(l— Fi())o(1)
= lim [z~ 5 + =5
> i;pi(l — F;(t)) i;pi(l — Fi(t))
= x M+ zn: lim npz(l — F) o(1) =z~

= pi(1 - Fi(1)
i=1

Iz ove i jednakosti (2.7), na osnovu teoreme 1.9, sledi da i u ovom slucaju
F e D(Gq).0
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Teorema 2.2 Neka su Fi, Fy, ..., F, funkcije raspodele takve da za svako i €
{1,2,...,n} F; € D(Ga4,),a; > 0. Neka je x; = sup{t : Fi(t) < 1} i neka vaZi
T > To > ... > x,. Ako je

(a) 1y >20> ... > 1y
il

b) ;y=...=xp>app1 > ...2 2, 1 g <ag <...<ay za neko k, takvo da
vazi 2 < k <n,

tada za funkciju raspodele mesavine F(x) = f: piFi(z) vazi F € D(Gagq,).
i=1

Dokaz: Za svako i € {1,2,...,n} iz uslova F; € D(G3,,), ha osnovu teoreme
1.11, sledi da je x; < +00 i za svaki x > 0 vazi jednakost
1~ Fy(xi—h |
lim (i = h2) _ o (2.26)

h—0+ 1 — Fz(xz — h)

gde je a; > 0, odnosno vazi

1 — Fy(x; — hz) = (1 — Fi(z; — h)) (=" 4+ o(1)), (2.27)
kad h — 0 +.
Iz jednakosti (2.26), za y = L > 0, dobijamo
TN Gt S 2.98
oot 1— Fy(z—h) (2.28)
Smenom t = % ova jednakost postaje
lim ri =) i, (2.29)

t—00 1—Fi(Ii—%) =Y

Ako uvedemo pomoénu funkciju G;, takvu da je

dobijamo da vazi
. Gilty)

1 =y v 2.31
e (2.31)

Koristeci lemu 2.1.1 dobijamo
= —aq 2.32
t—00 Int . ( 3 )

In(1 — Fj(z; — 1

lim ™ @=3) _ _,, (2.33)

t—00 Int
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Vracajuéi smenu t = % ova jednakost se dalje svodi na

h—0+ Inh

In(1 - F(z; —h)) = (v+o(l))lnh, h— 0+,

odnosno
1—Fi(z;—h) = oW h 0+,

Ako za neko k # 7 vazi

ap < oy,
onda je
1— Fij(x; —h hoa+o(l)
lim (2 ) — lim
h—0+ 1 — Fy(xp — h) h—0+ hokto(l)
= lim po ool = 0.
h—0+

Razmotrimo dva data slucaja:

(a) Nekaje 1 > xg > ... > x,.

32

(2.38)

Zax <z je Fi(x) <1,pajei F(x) = Enj piFi(z) < 1. Za x > x1, za svako
i=1

i€{1,2,...,n}je Fi(z) =1, pajei F(z) = 1. Zaklju¢ujemo da je

sup{t: F(t) <1} = 21 < 4o0.
Za xy < x < xp vazl

F(z) = piFi(x) +p2+...+py
= 1l—pr+pmbFi(z)
= 1-p(1- F(2).

Koristec¢i ovu jednakost dobijamo da za svaki x > 0 vazi

lim 1= Flay — ha) = lim

1—[1—pi(1 — Fi(2; — ha))]

h—0+ 1 — F(xy — h) h—0+ 1 —[1—pi(1 — Fi(z1 — h))]

h—0+ pl(l — Fl(l'l — h))

a1

Na osnovu teoreme 1.11, iz (2.39) i (2.41) sledi da F' € D(Gaq, ).

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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(b) Neka je x1 = ... =z > 211 > ... > o, zaneko k, takvoda je 2 <k <n
ineka vazi oy < g < ... < .

Za x < my, za svako ¢ € {1,2,...,k} je Fj(x) < 1, pajei F(z) < 1. Za
x > x1, zasvako i € {1,2,...,n} je F(z) = 1, pajei F(z) = 1. Odavde
sledi da je i u ovom slucaju

sup{t: F(t) <1} = x; < +00. (2.42)
Za x4 <z < 1 (ukoliko je k = n onda za x < x1) vazi

F(x) = piFi(x) + ..o+ peFe(@) + o+ 4 D
= 1-—pi—...—pp+piFi(x) + ... +peFi(x)  (243)

= 1- ;pi(l — Fi(x)).

Razlikovac¢emo tri podslucaja:

1. Neka je a1 < ap < ... < .

Koristedi jednakosti (2.43), (2.26) i (2.38) dobijamo da za svaki x > 0

vazi
k
. 1— F(z — ha) o 1= 2wl = Fie - ha))]
hli’r& 1 — F(z1 —h) B hli%l—i- k
1—[1 =3 pi(1— Fi(z: — h))]

=1

pi(1 — Fi(x1 — hx))

R

=L

]

- iy
;pz‘(l — Fi(z1 —h))
p1(1 = Fi(zy — hz))
im

h—0+ pl(l — Fl(l'l — h))

k
pi 1—Fi(xz1—hx)
P U1 1—F1(z1—hx)

1+

: (2.44)
Pi 17Fi($17h)
I+ 2 o ThR@-h
k
pi 1—=Fi(x1—hx)
L+ S 1—Fi(z1—hx)

= z% lim
h—0+ p; 1—F;(z1—h)

k
L+ Sy p11=Fi(z1-h)

143 B fip A=Filaahe)

S5 P1 R0+ 1—Fi(z1—hz)

a1 a1

= X =T

k
i1 1—F;(x1—h)

1 Di Tjm — 2
+ 2;2 p1 R =R (ei—h)
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Iz jednakosti (2.42) i (2.44), na osnovu teoreme 1.11, sledi da F' €
D<G2,a1)~

2. Nekajea;=...=as < asg1 < ... <oy, gdezasvazi 2 < s < k— 1.
Na osnovu jednakosti (2.43) i (2.27) za svaki x > 0 vazi

k
. 1— F(x; — ha) o 1= = 2 p(l = Fi(e - ha))]
lim = lim

h=0+ 1 — F(z1 — h) h—0+

- [1- 3 pi(l - Ey(a) — h))]

=1

M=

pi(1 — Fi(x1 — hz))

.

-1

@
I
—

I
g

h—0
TS pi(1 = Fy(x1 — b))

Fi(zy = h))(2% + o(1))

M=
=
—

|

.
I
—

I
g

B R )
S pi(1 = Fi(wy — )
= lim [z = (2.45)

2 pi(1 = Fi(xy — h)) (2% — )
+z:s+1 ]
> pi(1 = Fi(a — 1)
k 1 — Fy(z; —
= ™ 4+ Zhh%l kpz( (= 1) o(1)
=1 "0t ;pz(l — Fi(xy — h))
k (11— F.(x; —h
+ Z (xOér xal)hh%l p( (1’1 ))
r=st1 —0F ;pl(l — Fi(z1 — h))
Za svako | € {1,2,..., k} vazi nejednakost
o< Pl=Filom—h) (2.46)

(2
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na osnovu koje sledi

pi(l = Fi(xy = h))
k
;pi(l — Fi(z1 — h))

lim
h—0+

o(1) =0, (2.47)

odnosno

zkjhh%l kpl(l —HAl@ =) gy 2y (2.48)
ST (1= Fi = b))

Za svako r € {s+1,...,k} vazi

1—F,(z1—h)
(1= Fo(zy—h , prhrlnh)
lim P (21 ) = lim 1=Fi(z1—h) =0, (2.49)
h—0+ h—0+ Fi(z1=h)

k k _
;pi(l — Fi(z1 —h)) p1+ ,Ezpi ifFl(zlfh)

jer je
i >p1 >0, 2.50
]“+Z¥H_fum—h)—“ (2:50)
a
1— Fr(l'l — h)

li = 2.51
hi%l—i—l—Fl(l'l—h) 0 ( 5)

na osnovu jednakosti (2.38). Iz jednakosti (2.49) sledi
a (1= Fo(z1 —h
Z (l,ar _:Coq) lim 5( (xl ))
L pi(l = Fi(z = h))

Jim =0. (2.52)
r=s+1

Iz jednakosti (2.45), (2.48) i (2.52) dobijamo da vazi

. 1—F(x; — hx)
1 = . 2.
oot 1— F(o—h) (253)

Na osnovu teoreme 1.11, iz jednakosti (2.42) i (2.53) takodje sledi da
F € D(Gaa,)-

. Neka je ay = ... = ay.

Iz jednakosti (2.43), (2.27) i (2.48) dobijamo da za svaki z > 0 vazi

1—[1— é pi(1 = Fi(z1 — ha))]

=1

1—-[1- ij pi(1 — Fi(z1 — h))]

=1

i 1 — F(x; — hx) I
im = lim
h—0+ 1 — F(x1 — h) h—0+
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k

> pi(1 = Fi(x1 — hx))
= Mm%

k

> pi(1 = Fi(z1 — h))(z% + o(1))
- hhr(rll-‘r = k

;pi<1 — Fi(x1 — h))
k
=  lim [a2 &L
h—0+

)

> pill = Fi(as = b))

:pim _ Fi(a1 — h))o(1)

k

> pi(1 — Fy(z, — h))

=1

(2.54)

1z jednakosti (2.42) i (2.54), na osnovu teoreme 1.11, sledi da i u ovom

podslucaju F' € D(Gaq,).0

U radovima Mladenovié¢ (1998) i Mladenovié¢ (1999) razmatrani su nizovi neza-
visnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom koja je mesavina dve konkretne
raspodele i reSavani su problemi vezani za asimptotsko ponasanje maksimuma M,
kad n — oco. U primerima i teoremama koje slede razmatranje ¢e biti prosireno
na nizove nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom koja je mesavina k
konkretnih raspodela, gde je k prirodan broj, a bi¢e resavani i neki novi slucajevi.

Primer 13 Neka su X;,i € {1,2,...,k}, slu¢ajne velicine takve da su njihove
odgovaraguce funkcije raspodele Freseove Giq,(x),0; > 0 i neka je a; < ag <
... < ag. Neka je F(z) funkcija raspodele slucagne velicine X, koja je konacna

mesavina slucajnih velicina Xy, Xo, ..., Xk, .

X1 sa verovatnocom py,
% Xy  sa verovatnocom po,

Xk sa verovatnocom p,

gde su py,pa, ..., Pr pozitivni realni brojevi takvi da je

k
Zpi =1L
i=1

(2.55)

(2.56)
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Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih velicina sa istom raspodelom, ¢ija je
funkcija raspodele F(z) i neka je
M, = max{Y¥1,Ys,..., Y, }. (2.57)

Tada za svako x > 0 vaZi jednakost

M, —ay
lim P{ — <z}=e" (2.58)
(np1) =
Funkcija raspodele slucajne velicine X;, i € {1,2,...,k}, je
0, za x <0,
Chau(7) = { e ™™, za x>0. (2.59)

Kako je zajednicka raspodela ¢lanova niza mesSavina tih k FreSeovih raspodela,
za njenu funkciju raspodele vazi

F(r) = ;piGl,ai (z), (2.60)

odnosno
0, za x <0,

F(z) = (2.61)

k e
YopieT® ' za x> 0.
i=1

Zasvako i € {1,2,...,k} na osnovu primera 4 sledi da Gy 4, € D(G1,4,). Kako je
a; < ag < ... <y, iz teoreme 2.1 sledi da F' € D(G},,). To znaéi da za svako
x > 0 vazi jednakost

M, — b, o
lim P{—"—" <a}=e""", (2.62)
n—oo an
gde su a, i b,,n € N, normirajuce konstante koje treba odrediti.

Na osnovu teoreme 1.9 sledi da je b, = 0, pa se jednakost (2.62) svodi na

lim P{M, < a,z} =¢e" . (2.63)

n—oo

Koristeci teoremu 1.2 konstantu a,, mozemo izracunati iz jednakosti

lim n(l1 — F(a,z)) = 21, (2.64)

n—oo

koja vazi za svako x > 0. Kako je a,, > 0, iz ove jednakosti dobijamo ekvivalentnu
jednakost

k
lim n(1— > pe @) = g7, (2.65)

n—00 4
=1
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odnosno
k

Jingoani(l — e (@n®)7%y — g, (2.66)
i=1

Kada n — oo, tada a,z = w, — oo, pa —(a,z)”* — 0, odakle sledi da je
jednakost (2.66) ekvivalentna jednakosti

k
JLrgOanz[l — (1 = (anz)™ " + o(—(ayz)~))] = 27, (2.67)
i=1
.
k
Jim 7 > pianz) ¥ (14 0(1)) =z~ (2.68)
i=1
Dalje je
: P
lim np;(a,z) (1 + of Z —(a,x)* (1 +0(1))] = 7. (2.69)

Zasvakoi € {2,3,...,k} je oy < oy, odakle sledi da (a,x)*~* — 0, kad n — co.
Jednakost (2.69) se svodi na

Tim np; (anz)™ =27, (2.70)
odnosno
lim npi(a,) " = 1. (2.71)
Mozemo uzeti da je
a, = (npy)°1. (2.72)

Prema tome, vazi jednakost (2.58).

Primer 14 Neka su X;,i € {1,2,...,1}, slucajne veli¢ine ¢ije su odgovarajuce
raspodele Paretove sa parametrima o; > 0 i k; > 0, neka je gy < ap < ... < g 1
nikoja dva uredjena para (o, k;) se ne poklapaju. Neka je F(x) funkcija raspodele
slucajne velicine X, koja je konacna mesavina slucajnih velicina X4, X, ..., X,
tj.

X1 sa verovatnocom py,

Xy  sa verovatnocom po,

X = . (2.73)
X; sa verovatnocom py,
gde su py,pa, ..., P pozitivni realni brojevi takvi da je

l

Sopi=1. (2.74)

=1
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Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih velicina sa istom raspodelom, ¢ija je
funkcija raspodele F(z) i neka je

M, = max{Y1,Ys, ..., Y, }. (2.75)
Ako je s broj onih oy koji se poklapaju sa oy, tj. ako vaZi ap = ... = s < Qgy1 <
... < ay, gde s moze biti iz skupa {1,2,... 1}, tada za svako x > 0 vazi jednakost
M, —a
Jim P{—F——— <a}=ec" . (2.76)
(n > piki) e

Za svako i € {1,2,...,1} funkcija raspodele sluc¢ajne velicine X; je

Fi(z) = 0, za T < ki1 , (2.77)

1 — k=, za x>k,

pa za funkciju raspodele njihove mesavine vazi

I
F(z) =Y piFi(), (2.78)
i=1

odnosno l

F(z) =Y pi(1 — kz™*), (2.79)
i=1
N 1

za x > max{k;",..., k" }. Kako za svako ¢ € {1,2,...,/} na osnovu primera 5

sledi da F; € D(G 4,), koristeéi teoremu 2.1 dobijamo da F' € D(G 4, ). Sledi da
za svako x > 0 vazi jednakost

M, —ay
lim P{— <z} =¢e" , (2.80)
n—oo an
odnosno
lim P{M, < a,a}=e""", (2.81)

jer je na osnovu teoreme 1.9 b, = 0,n € N. Koriste¢i teoremu 1.2 normirajucu
konstantu a,,n € N, mozemo odrediti iz jednakosti

lim n(l — F(a,z)) =z, (2.82)

n—oo

koja vazi za svako x > 0. Kako a,r = u,, — oo, kad n — o0, iz ove jednakosti,
koriste¢i jednakost (2.79), dobijamo da je

lim n[l =Y pi(1 — ki(a,z) ™)) = 27, (2.83)

n—00 4
=1
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.
Jllgonzl:piki(anx)a" =z . (2.84)
Kako je a; = ... = ay, ova jedn;zklost je ekvivalentna sa
nh_)rgo n(anx)_al(i piki + Zl: piki(a,x) =) = 7, (2.85)
i=1 i=s+1
Za svako i € {s+1,...,1} je aq < ay, pa sledi da (a,z)**~* — 0, kad n — co.

Ukoliko je s = [ u jednakosti (2.85) druge sume i nema. U svakom slucaju, iz
jednakosti (2.85) zakljucujemo da vazi

dim n(a,z)”™ > piki =z, (2.86)
i=1
odnosno )
lim a, “'n > piki = 1. (2.87)

i=1

Prema tome, mozemo uzeti da je
@ = (0 piks)™ (2.88)
i=1

Na osnovu jednakosti (2.80) sledi jednakost (2.76).

Primer 15 Neka za svako i € {1,2,...,k} slucajna velicina X; ima KoSijevu
KC(A;, 0) raspodelu, A; > 0 i svi \; su medjusobno razliciti. Neka je F(x) funkcija
raspodele slucagne velicine X, koja je konacna mesavina slucajnih velicina X1, X,
oo, Xg, 1

X1 sa verovatnocom pq,

Xy  sa verovatnocom po,

X — . (2.89)
Xk sa verovatnoéom py,

gde su py, P2, ..., Pr pozitivni realni brojevi takvi da je

k
i=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih velic¢ina sa istom raspodelom, ¢ija je
funkcija raspodele F(z) i neka je

M, = max{Y1,Ys, ..., Y, }. (2.91)

Tada za svako x > 0 vaZi jednakost

—1

lim P{%Mn <z}=e"

Jm (2.92)
n Y. Pl
i=1
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Za svako i € {1,2,...,k} funkcija raspodele slucajne veli¢ine X; je
1 1
Fi(x) = 5 + 7Tarctg;i, z € R. (2.93)

U primeru 6 pokazali smo da F; € D(G ;). Funkcija raspodele F(z) je meSavina
tih k£ raspodela, pa vazi

Fla) = zpm(w)

= sz + arctg z € R. (2.94)

N 5),
Na osnovu teoreme 2.1 sledi da i F' € D(Gy1), pa za svako x > 0 vazi

by, -1
Jim P{T <zp=e" (2.95)

gde su a,, i b,,n € N, normirajuce konstante koje treba odrediti.
Na osnovu teoreme 1.9 sledi da je b, = 0, pa se jednakost (2.95) svodi na

—1

lim P{M, < apa} =e" (2.96)
Koristedi teoremu 1.2 konstantu a,, mozemo izrac¢unati iz jednakosti
lim n(1 - F(a,z)) = 7t (2.97)
koja vazi za svako x > 0. Koristedi izraz (2.94) dalje dobijamo da je
lim n[l Z 1 + lar(:t anx)] =gt (2.98)
n—oo e lpl 2 m & )\z a ’ .
tj.
k anT .
lim nY p(z — —arctg——) =z, (2.99)
n—00 = 2 )\z
odnosno
1 "zk: ( tg 2y = g1 (2.100)
im ; arc =x . :
n—00 1 i:lp 2 & )\z
Ova jednakost je ekvivalentna sa
k
im =S pohas e (L — arctg 2Dy dnt 1) 2.101
nggwgp an @ (5 —arctgm =)o = (2.101)
odnosno i
1 LS s podnty ot _ 1 2.102
Jim —a, ety pidi(5 — are N (2.102)

i=1
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Kako a,x = u, — o0, kad n — oo, to ¢e i za svako i € {1,2,... k} vaziti da
%% — 0o. Kada primenimo relaciju (1.108) u jednakosti (2.102) dobijamo da vazi
n k
lim —a, 27" > ph=a"", (2.103)
noeem i=1
tj.
n k
lim —a,' > pA = 1. (2.104)
n—oo v i—1
Dakle, mozemo odrediti da je
k
ny. pidi
ay = —=— (2.105)
T
pa vazi jednakost (2.92).
Primer 16 Neka su X;,i € {1,2,...,k}, sluéajne velic¢ine takve da su njihove

odgovaraguce funkcije raspodele Vejbulove G, (), ; > 0 i neka je oy < as <
... < ay. Neka je F(z) funkcija raspodele slucajne velicine X, koja je konacna
mesavina slucajnih velicina X1, Xo, ..., Xk, .

X1 sa verovatnocom py,

Xy  sa verovatnocom ,
x={"7 P (2.106)

X sa verovatnocom py,

gde su py,pa, ..., Pr pozitivni realni brojevi takvi da je

k

> pi=1 (2.107)

=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih velicina sa istom raspodelom, ¢ija je
funkcija raspodele F(z) i neka je

M, = max{Y1,Ys, ..., Y,}. (2.108)

Tada za svako x < 0 vaZi jednakost

M,

Tim P{——"7 <z} =e ", (2.109)
= (npy)
Za svako 1 € {1,2,..., k} funkcija raspodele slu¢ajne velicine X; je
()
e , za x <0,
G, () = { N o0 (2.110)
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pa vazi da je

x; = sup{t : Go,,(t) <1} =0. (2.111)
Zajednicka raspodela ¢lanova niza je mesavina tih k£ Vejbulovih raspodela, pa za
njenu funkciju raspodele vazi

k
F(z) =Y piGoa (), (2.112)
i=1
odnosno .
e (-a)
Fa)=1{ HP° , z z <0, (2.113)
1, za x>0,
a odatle sledi da je
xo =sup{t: F(t) <1} =0. (2.114)
Za svako i € {1,2,...,k} na osnovu primera 7 sledi da Gy ,, € D(G2,,). Kako
jexry = a9 = ... =1, =01y < ag < ... < qy, iz teoreme 2.2 sledi da
F € D(Gs,,)- To znaci da za svako = < 0 vazi jednakost
Mn - bn —(—z)%1
lim P{——" <z} =e 9% (2.115)
n—oo a

n

gde su a,, i b,,n € N, normirajuce konstante koje treba odrediti.
Na osnovu teoreme 1.11 sledi da je b, = zo = 0, pa se jednakost (2.115) svodi
na

lim P{M, < apz} =e 9" (2.116)
Koristedi teoremu 1.2 konstantu a,, mozemo izracunati iz jednakosti
lim n(1 — F(a,z)) = (—x)™, (2.117)

n—oo

koja vazi za svako x < 0. Kako je a,, > 0, koristedi (2.113) dobijamo ekvivalentnu
jednakost

k
Jim (1= pe” ™) = (—a), (2.118)
i=1
odnosno i
i (1 — e~ (Fan®)¥y —_ ()@
Jirgon;pl(l e ) = (—z)". (2.119)

Kada n — oo tada a,x = u, — 0—, pa i —(—a,z)* — 0, odakle sledi da je
jednakost (2.119) ekvivalentna jednakosti

Tim > pill— (1 - (~a,2)* - o((~a,2)™))] = (~2)°, (2.120)

=1
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tj.
k
T 1Y pi(—ana) (14 of1)) = (=) (2.121)
Dalje je
T npr(—an)** (14 0(1) + 3 (=ana) " (1 o(D)] = ()" (2:122)

Za svako i € {2,3,...,k} je oy < «, odakle sledi da (—a,z)* * — 0, kad
n — oo. Jednakost (2.122) se svodi na

lim npy (—an2)™ = (=2)™, (2.123)
odnosno
lim npia;* = 1. (2.124)
Mozemo uzeti da je
1
a, = (npy) °1. (2.125)

Prema tome, vazi jednakost (2.109).

Primer 17 Neka za svako i € {1,2,...,k} slucajna velicina X; ima uniformnu
Ulc;, d;] raspodelu, neka je dy > dy > ... > dy, i nikoja dva segmenta [c;, d;] se ne
poklapaju. Neka je F(x) funkcija raspodele slu¢ajne velicine X, koja je konacna
mesavina slucajnih velicina X1, Xo, ..., Xk, .
X1 sa verovatnoéom pq,
X9 sa verovatnoéom pa,
X = . (2.126)

Xk sa verovatnoéom py,

gde su py,pa, ..., pr pozitivni realnt brojevi takvi da je
k
Zpi =1 (2.127)
i=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom, c¢ija je
funkcija raspodele F(x) i neka je

M, = max{Y7,Ys, ..., Y, }. (2.128)

Ako je s broj onih d; koji se poklapaju sa dy, tj. ako vazidy = ... =ds > dsi 1 >
... > dy, gde s moZe biti iz skupa {1,2, ..., k}, tada za svako x < 0 vazi jednakost

s

lim P{nS" L (M, —dy) < x} = ¢ (2.129)
n—00 —di—¢
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Funkcija raspodele slucajne velicine X;, i € {1,2,...k}, je
0, za x < ¢,
Fi(x) =1 =%, za ¢ < <d, (2.130)
1, za T > d;,

pa vazi da je

x; = sup{t: F;(t) < 1} = d,. (2.131)
Zajednicka raspodela ¢lanova niza je meSavina tih k& uniformnih raspodela, pa za
njenu funkciju raspodele vazi

k
F(x) =) piFi(x), (2.132)
i=1
odnosno
F(z) =1, (2.133)
zax > dy, a
s T c k
=1 1= G i=s+1
s T — ¢ s
= 4 +1— i
;p I ;p
= 1= p(1— 25 (2.134)
i—1 d — G
5 d1 — X
= 1- i )
;p di — ¢
za max{dsi1,¢1,..., ¢} < o < dy (max{cy,...,c} < x < dy ukoliko je s = k).
Odatle sledi da je
o =sup{t: F(t) <1} =d;. (2.135)

Za svako i € {1,2,...,k} na osnovu primera 8 sledi da F; € D(G21), pa iz
teoreme 2.2 sledi da i F' € D(G3). To znadi da za svako x < 0 vazi jednakost
M, — b,
lim P{—— <z} =¢", (2.136)
n—00 ap,
gde su a,, i b,,n € N, normirajuce konstante koje treba odrediti.
Na osnovu teoreme 1.11 sledi da je b, = xy = d, pa se jednakost (2.136) svodi
na

lim P{M, < a,z+d;} = €". (2.137)

n—oo

Koristeci teoremu 1.2 konstantu a,, mozemo izracunati iz jednakosti

lim n(l1 — F(a,z + dy)) = —x, (2.138)

n—oo
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koja vazi za svako x < 0. Kako a,r + dy = u, — dy—, kad n — o0, koristeci
(2.134) dobijamo ekvivalentnu jednakost

5 dl—anx—dl

lim n[l — (1= p )] = —=, (2.139)

n—00 = dl — ¢
odnosno
. 5 —QnpT
lim n > p; = —. (2.140)
oo i=1 dl — G
Dalje, vazi da je
lim na, ¥ 24— =1, (2.141)
n—00 = dl — ¢
pa mozemo odabrati da je
1
4 = — (2.142)
n ; dlpic
Sada lako sledi jednakost (2.129).
Primer 18 Neka za svako i € {1,2,...,k} slucajna veli¢ina X; ima usecenu

eksponencijalnu E(N;, ¢;) raspodelu, A\; > 0,¢; > 0, neka je ¢y > ¢ > ... > ¢x i
nikoja dva uredjena para (X\;, ¢;) se ne poklapaju. Neka je F(x) funkcija raspodele
slucagne velicine X, koja je konacna mesavina slucajnih velicina X, Xo, ..., X,
tj.

X1 sa verovatnoéom pq,

Xy  sa verovatnocom ,
x={"7 P (2.143)

X sa verovatnocom py,

gde su py,pa, ..., Pr pozitivni realni brojevi takvi da je
k
S =1 (2.144)
i=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom, ¢ija je
funkcija raspodele F(z) i neka je

M, = max{Y1,Ys,..., Y, }. (2.145)

Ako je s broj onih ¢; koji se poklapaju sa ¢y, tj. ako vazi ¢y = ... = cs > Cspq >
... > ¢k, gde s moZe biti iz skupa {1,2, ..., k}, tada za svako x < 0 vazi jednakost

S

A
Jim P{ny" P (M, — ) ) = e (2.146)
=1
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Za svako i € {1,2,...,k} funkcija raspodele slucajne veli¢ine X; je
0, za x <0,
Fi(z) = 11::%, za 0<uz <, (2.147)
1, za T > ¢,

pa vazi da je

x; =sup{t: Fi(t) < 1} = ¢;. (2.148)
Zajednicka raspodela clanova niza je meSavina tih & usecenih eksponencijalnih
raspodela, pa za njenu funkciju raspodele vazi

F(z) = Zk:pin-(x)? (2.149)
odnosno
F(r) =1, (2.150)

zax > cp, a

s 1— ef)wvx

k
F(z) = Zpim‘i‘ Y b
i=1 i=s+1
s 1— 6_/\“6

= ;pim+1—;pi

> 1 —e N7
i=1

s 6*)\2'1 _ 67)\1'01
= 1—221}71 1—€_>\i01 9
1=

s Aic1—\ix
e G|
= 1- sz e)\icl 1 3

i=1
za ¢4 < x < ¢ (0 < x < ukoliko je s = k). Sledi da je
xg =sup{t: F(t) < 1} = ¢;. (2.152)

Za svako i € {1,2,...,k} na osnovu primera 9 sledi da F; € D(G21), pa iz
teoreme 2.2 sledi da i F' € D(G31). To znadi da za svako x < 0 vazi jednakost

M, — b,
lim P{—— <z} =¢", (2.153)
n—oo an
gde su a, i b,,n € N, normirajuce konstante koje treba odrediti.
Koristec¢i teoremu 1.11 zaklju¢ujemo da je b, = zy = c1, pa se jednakost
(2.153) svodi na

lim P{M, < a,z+c1} =e€". (2.154)

n—oo
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Na osnovu teoreme 1.2 konstantu a,, mozemo izracunati iz jednakosti

lim n(1 — F(a,z + 1)) = —ux, (2.155)

n—oo

koja vazi za svako x < 0. Kako a,x + ¢ = u, — c;—, kad n — o0, koristeci
(2.151) dobijamo ekvivalentnu jednakost

s 6>\i61 —Xi(anztecr) 1

Bl - (=Y = (2.156)
i=1
odnosno \
s —AianT _ ]
=1

Kad n — oo tada a,z 4+ ¢; — ¢1, odnosno a,x — 0, pa ¢e i —\;a,x — 0 za svako
ie{l1,2,...,s}. Zbog toga se (2.157) moze svesti na ekvivalentnu jednakost

lim S Xpiil(—)\ianx +o(=Nanz)) = —, (2.158)
n—o0 Pt eNifl —
odnosno .
lim ny" #(—Aianx)(l +o(1)) = —, (2.159)
n— 00 i1 eNiCl —
t].
¢ iAi
lim a,ny %(1 +o(1)) = 1. (2.160)
n— oo = eNiCl —
Mozemo odabrati da je
an = ! (2.161)

5 Y
nzgl AT
Sledi da vazi jednakost (2.146).

U prethodnim primerima razmatrane su kona¢ne mesavine raspodela koje
sve pripadaju oblasti privlacenja za maksimume Freseove, odnosno Vejbulove
raspodele. Pri tim razmatranjima od velike koristi su nam bile teoreme 2.1 i
2.2. U teoremama koje slede razmatra¢emo konacne mesavine raspodela koje sve
pripadaju oblasti privlacenja za maksimume Gumbelove raspodele.

Teorema 2.3 Neka su X;,i € {1,2,...,k}, slucajne veli¢ine ¢ije su odgovarajuce
raspodele eksponencijalne E(XN;), \; > 0 i neka je \y < Ay < ... < A,. Neka je
F(z) funkcija raspodele slucajne velicine X, koja je konacéna mesavina slucagnih
velicina Xy, Xo, ..., Xk, tJ.

X1 sa verovatnocom py,

X5  sa verovatnoéom ps,
x=1{"" ’ (2.162)

Xy sa verovatnocom g,
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gde su py, P2, ..., pr pozitivni realni brojevi takvi da je
k
Zpi =1 (2.163)
i=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom, cija je
funkcija raspodele F(x) i neka je

M, = max{Y1,Ys,..., Y, }. (2.164)
Tada za svaki realan broj x vazi jednakost

nm)) ¢ gy e

nlirglo P{ (M, — (2.165)
Dokaz: Za svako i € {1,2,...,k} funkcija raspodele slucajne velicine X; je

0, za x <0,
Fifz) = { 1—e % za x>0. (2.166)

Zajednicka raspodela ¢lanova niza je mesSavina tih k eksponencijalnih raspodela,
pa za njenu funkciju raspodele vazi

k
F(z) =) piFi(x), (2.167)
i=1
odnosno
0, za x <0,
- k
F(x) ) (2.168)
i=1
tj.
0, za x <0,
= k
F(x) = S pe N ga x>0, (2.169)
i=1
Odavde je jasno da je
xo =sup{t: F(t) < 1} = +oo0. (2.170)
Ako za pomoénu funkciju odaberemo g(t) = /\%, onda za svaki realan broj x vazi
1—F 1—-F(t+ &
lim (t+29(t)) = lim #
t—w0— 1— F(t) t—oo 1 — F(t)
k z
1 _ [1 _ Z pie_)\i(t"rﬁ)]
= 1tlim =1

k
1— (1= X pie ™)
i=1
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k A
> pie Mle MY
= lim = (2.171)
> pie M
=1

k A=A
preMte 1 4+ 3 Bei—rtem N ]

= lim i=2 1
e Art " b (gt
ple* 1 [1 + 1222 p—;e( 1— z) ]
k A=)
I+ X %6(’\14"%6 AT
—~ Py
= e 7 tlim =2 - =e ",
e Pi (A=)t
1+ Z; - e( 1 )
jer za svako i € {2,...,k} je Ay < \;, pa ™) — 0, kad t — oco. Na osnovu

teoreme 1.7 sledi da F' € D(Gy), odnosno sledi da za svaki realan broj = vazi
jednakost

M, —b -
lim P{—"—" <z}=¢"°". (2.172)
n—00 an
Takodje vazi da je
1
a, = g(b,) = —, (2.173)
A
n € N. Jednakost (2.172) se svodi na
lim P{M, < % by =e ", (2.174)
n—oo 1

gde konstantu b, mozemo odrediti koristeé¢i teoremu 1.2. Na osnovu nje vazi da
je
x
lim n(l — F(— +b,)) =¢e " (2.175)

n—oo )\1

Kad n — oo tada - + b, = u, — 00, pa je jednakost (2.175) ekvivalentna sa

k X
Tim nfl — (1= pe M) =€, (2.176)
i=1
Dalje je
k A
lim 0y pe e =, (2.177)
=1
tj. )
AN
lim npre “e M1+ Pi 75 TeaAi)bn] — o= (2.178)
n— oo =2 P1

Kako 3 4 b, — 00, kad n — 00, to i b, — o00. Odatle sledi da eM1=2)bn () pa
zbog toga vazi
lim npye bt = 1. (2.179)

n—oo
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Dalje, mozemo odabrati da bude

1
e M = — (2.180)
np1
odnosno da je
1
p, = mlnpn) (2.181)
A1

Na osnovu jednakosti (2.172), (2.173) i (2.181) sledi tvrdjenje teoreme.O
Teorema 2.4 Neka su X;, i € {1,2,...,k}, slucajne velicine éije su odgovarajuce

raspodele normalne N'(m;,c?),0; > 0, neka je o0y > 09 > ... > o}, i nikoja dva

uredjena para (m;, 0;) se ne poklapaju. U slucaju da je prvih nekoliko standardnih

odstupanja jednako sa oy, tj. 01 = ... = 04, gde s moze biti iz skupa {2, ..., k},
neka je my > ... > mg,. Neka je F(x) funkcija raspodele slucajne velicine X, koja
je konacna mesavina slucajnih velicina X1, Xo, ..., Xp, 1.

X1 sa verovatnocom py,

X5 sa verovatnocom ps,
x-1" (2.182)

X sa verovatnocom py,

gde su py,pa,...,pr pozitivne realni brojevi takvi da je
k
Zpi =1 (2.183)
i=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom, c¢ija je
funkcija raspodele F(x) i neka je

M, = max{Y1,Ys,..., Y, }. (2.184)

Tada za svaki realan broj x vazi jednakost

lnlnn—‘,—ln%T
P
M, —my —oV2Inn+ o0, ———1+
: 2v2Inn
lim P{ -

n—oo

<z}l=ec". (2.185)

vV2Inn

Dokaz: Na osnovu jednakosti (1.79) funkcija raspodele sluc¢ajne veli¢ine X;,i €
{1,2,...,k}, je

r —m;

Fi(z) = o ). (2.186)

Zajednicka raspodela ¢lanova niza je meSavina tih £ normalnih raspodela, pa za
njenu funkciju raspodele vazi

F(z) =) piFi(@), (2.187)



Mesavine kona¢no mnogo raspodela i oblasti privlacenja 52
odnosno i
r —m;
F(z) =Y p®( —~ ). (2.188)
i=1 i
Za nju vazi da je
zo = sup{t: F(t) < 1} = +o0. (2.189)
Koristedi (2.188) dobijamo da je
k
r —m;
1-Fx) = 1= p®(——)
i=1 Ji
k r —m;
= > _nill =9 )] (2.190)
i=1 i
_ kop, 1 — @(m
T my Di g
= 1—-9 1 = i
pl[ ( o )][ “ 1 — (I)(x—;lnl
Posmatrajmo izraz
A; = —(——
@ = (- (=
r —my r—m;, T —Mmy r —m;
= — 2.191
(o - Iy (E T T (2191)
- [(Uz — 0'1)26 —myo; + mial][(ai + O'1>513 — myi0; — mial]
B oio} '
Za svako i € {2,...,k} po pretpostavkama teoreme moguéa su dva slucaja. Ili

je 01 > oy, pa Aj(z) — —o0, kad © — o0, ili je 03 = 0; 1 my > my, pa je onda

(mi—mi)o1[201z—(mi1+m;)o1] -

Ai(z) =

91

ovoga 1 asimptotske relacije (1.78) dobijamo da vazi

1 (e

1;

N
~—

= lim

T—my )

P(—

700

Koristedi ovu i jednakost (2.190) dobijamo da vazi

1= F(z) ~ pi[l = &

xr — 1my

)l

01

i opet A;(r) — —oo, kad © — oo. Na osnovu

(2.192)

(2.193)
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kad x — oo. Za svaki realan broj x izraz t + xt_afnl — 00, kad t — 00, pa birajuci
za pomo¢nu funkciju g(t) = t_gil i koristec¢i asimptotske relacije (2.193) i (1.78)
dobijamo da vazi
2
1—F(t 1—F(t+ a4
t—xo— 1— F(t) t—00 1— F(t)

t+m%fm
pill = @(0711)]
t=oo  py[l — (I)(it;?l )]

t+x 71 miy
t—mq
ol o )
0.2
t+zt71}nl —mq
= lim :_—1ml (2.194)
t—o00 (=)
t—mq
a1
of
1 T EEmy T,
(t ml)—l2 ezt o1 )
= lim VAT —
t—o0 2 1 —izmaye
J— - 2 o1
(t+ 2=t — ) =
2
(o8
1
L el (I
= lim e2" @1 o1
t—oo
_zt—71n1 (Qt_2m1+zt—rln1 )
. 2
= lime 201
t—o0
1 Toq 2
. —r—= _
= lime " 2Fmm) =7,
t—o0

Na osnovu teoreme 1.7 sledi da F' € D(G)), odnosno sledi da za svaki realan broj

x vazi jednakost

M, — b, -
lim P{— <z} =¢e° ", (2.195)

n—oo an

gde su a, i b,,n € N, normirajuce konstante koje treba odrediti.
Za proizvoljan fiksiran realan broj x neka je u,, = a,z +b,. Jednakost (2.195)
se svodi na

—x

lim P{M, <wu,}=e"* (2.196)
Na osnovu teoreme 1.2 konstantu u,, mozemo odrediti iz jednakosti
dim n(1 — F(up)) =e™". (2.197)

Kako u, — oo, kad n — oo, koristeéi asimptotske relacije (2.193) i (1.78), iz
jednakosti (2.197) dobijamo da vazi

Jim npy[L - B(=—)) = e, (2.198)
1
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tj.
o p(memy
lim npy——=0— =€, (2.199)
o1
odnosno
o= (2
lim L€ ~ 1. (2.200)
Logaritmovanjem obe strane izraza dobijamo
1w, — n— 1
lim [Inn +1np, +x — ,(wf — ln(w) ——In27]=0. (2.201)
n—00 2 01 01 2

Deljenjem obe strane sa (“=)* sledilo bi da vazi

n— 2
lim o)

n—oo  2lnn

Y (2.202)

Logaritmovanjem obe strane ovog izraza dobijamo

lim [2In(>—"1) ~1n2 — Inlnn] = 0, (2.203)
odnosno 1
(L My = 52+ mlnn) + o(1), (2.204)
01

kad n — oo. Koriste¢i ovaj i izraz (2.201) dobijamo da vazi

1(un —my
2 g1

odakle sledi

1 1
Y =Inn+Inp +z— §(ln2 +Inlnn) — 51n27r+ o(l), (2.205)

_ r— L(Inlnn +In %) 1
Un m1)2 =2Ilnn[l + 2 w + o(
o1 Inn

( )], (2.206)

Inn

kad n — oo. Koristedi formulu v1+z =1+ {2 — £2° + o(2?), kad  — 0, kao i

to da je (2122)2 = o(-), kad n — oo, iz jednakosti (2.206) dobijamo da vazi

x—%(lnlnn—i—ln%’) 1
+ o

DM ol +

o1 2lnn
hrlhrln—i-lni—ér

)]

Inn

T 1
= +vV2Ilnn — L +o , (2.207
V2Inn 2v2Inn (\/lnn> ( )
odnosno
Inlnn +In 3 1
Uy = o a:—l—m1+01\/21nn—crl—p%+0( ), (2.208)

vV2Inn 2vV21lnn Inn

¢
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kad n — oo. Na osnovu ove jednakosti i teoreme 1.5 za normirajuc¢e konstante
mozemo odabrati

01
an = , 2.209
V2Inn ( )
Inlnn + In 4%

by = mi+oV2lnn— o ———"1 2.210
! ! ! 2v2Inn ( )

Iz jednakosti (2.195), (2.209) i (2.210) sledi jednakost (2.185).0

Ovim je pokazano da, iako opsteg dokaza nema, bar u ovim konkretnim
slucajevima, razmatranim u prethodne dve teoreme, vazi da funkcija raspodele
kona¢éne mesavine raspodela, koje sve pripadaju oblasti privlacenja za maksi-
mume Gumbelove raspodele, takodje pripada oblasti privlacenja za maksimume
Gumbelove raspodele.

2.2 Mesavine prebrojivo mnogo raspodela
i oblasti privlacenja

U ovom poglavlju bavi¢emo se istim problemima kao i u prethodnom, samo sto
¢e se umesto konacnih ovde javljati prebrojive mesavine raspodela.

Neka su X;,7 € N, slucajne velic¢ine sa odgovaraju¢im funkcijama raspodele
F;(z),i € N, i neka je slucajna velicina X definisana na sledeci nacin:

X = { X, saverovatnocom p;, i€ N, (2.211)

gde su p; pozitivni realni brojevi takvi da je

Spi=1 (2.212)
=1

Raspodela slucajne velicine X je meSavina prebrojivo mnogo raspodela odre-
djenih funkcijama raspodele F;(z),7 € N, i za njenu funkciju raspodele F'(x) vazi
jednakost

F(z) = Y pifi(a). (2.213)
i=1
Neka je Y1, Y5, ... niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom. Neka

je ta raspodela meSavina prebrojivo mnogo raspodela odredjenih funkcijama
raspodele Fj(x),7 € N, tj. njena funkcija raspodele F(z) definisana je kao u
jednakosti (2.213). Definisimo slu¢ajnu veli¢inu

M, = max{Y¥1,Ys,..., Y, }. (2.214)
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Razmatra¢emo probleme koji se odnose na asimptotsko ponasanje raspodele ove
slucajne velicine kad n — o0, tj. pokazac¢emo da bar u nekim konkretnim
slucajevima vazi da funkcija raspodele mesavine prebrojivo mnogo raspodela,
koje sve pripadaju jednoj istoj oblasti privlacenja za maksimume, takodje pri-
pada toj istoj oblasti privlacenja za maksimume.

Teorema 2.5 Neka su X;,1 € N, slucajne velicine ¢ije su odgovarajuce raspode-
le eksponencijalne E(N;), \; > 0 i neka je niz \;,i € N, rastuci, tj. \y < Ay < .. ..
Neka je F(x) funkcija raspodele slucagne velicine X, koja je prebrojiva mesavina
slucagnih velicina X;, tj.

X = { X, sa verovatnoéom p;, i€ N, (2.215)

gde su p; pozitivni realni brojevi takvi da je
> pi=1 (2.216)
i=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom, ¢ija je
funkcija raspodele F(z) i neka je

M, = max{Y1,Ys, ..., Y, }. (2.217)
Tada za svaki realan broj x vazi jednakost

1n<np1)) S ZE} _ e—e’w.

lim P{\ (M, — 3 (2.218)
n—oo 1
Dokaz: Za svako ¢ € N funkcija raspodele slucajne velicine X; je
0, za x <0,
E(l‘) - { 1— €_>\i$, 78 T Z 0’ (2219)

a na osnovu primera 2 sledi da F; € D(Gy). Zajednicka raspodela ¢lanova niza je
mesavina tih prebrojivo mnogo eksponencijalnih raspodela, pa za njenu funkciju
raspodele vazi

F(z) = piFi(z), (2.220)
i=1
odnosno
0, za x <0,
F@ =1 Sp—e), m 2>0, (2.221)
i=1
tj.

0, za x <0,
Flz) = 1 f pie % za x> 0. (2.222)
i=1
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Odavde je jasno da je
xo = sup{t: F(t) < 1} = +o0. (2.223)

Pogledajmo red § ﬂe()‘“)‘i)s. Za svako i > 2isvako s > 0 vazi [eM172)5| < 1,

pl eMi=Ai)s| < pl,JerJe A1 < A;. Kako red Z B konvergira, jer je Z B =

odnosno

71;1” L po Vajerstrasovom kriterijumu sledi da red Z i o(AM1=2Ai)s raynomerno kon-
i=2
vergira za s > 0. Odatle sledi

lim Z A1=Ai)s _ 3 Pi i eMi=2)s — ) (2.224)

=100 P

Ako za pomoénu funkciju odaberemo g(t) = A%, koristeéi jednakost (2.224)
dobijamo da za svaki realan broj x vazi

. 1=F(t+zg9(t)) 1= F(t+5)
lim = lim ——~~
t—zo— 1 — F(t) t—oo 1 — F(t)

1_[1_2197, (t+A1)]

= lim
t—o00 1 _ (1 _ Z pie—Ait)
S pre MR
= lim & (2.225)
t—)OO Z pz€_>\ t

IS v )[1 + Z pi p(M1— A)(Hf—l]

= lim = 2p
t—o00 ple—)\lt[l + 22 %6 )\1—)\i)t]
1+ Z Iz;z A=) (t57)
x 1: =2
= ¢ *lim

t—oo 1 + E &e()\lf)\i)t

1+11m2p1 Ai)(t+55)

— e ® t—00 ;= 2p — e

1 Di o(A1—X)t
1 _I_tli)I&Z;Q ple( ' )

Na osnovu teoreme 1.7 sledi da i I’ € D(Gy), odnosno sledi da za svaki realan
broj = vazi jednakost

lim P{ib <z}=e"°".

n—oo a’I’L

(2.226)
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Takodje vazi da je

1
ap, = g(b,) = N (2.227)
n € N. Jednakost (2.226) se svodi na
lim P{M, < Ai b=, (2.228)
n—oo 1

gde konstantu b,, mozemo odrediti koriste¢i teoremu 1.2. Na osnovu nje vazi da
je

n—oo

lim n(1 — F()\i + b)) = e, (2.229)
1

Kad n — oo tada & + b, = u,, — 00, pa je jednakost (2.229) ekvivalentna sa

lim nfl = (1= pe M) = e, (2.230)
=1
.
JLngoanie_)‘i(%er") =e " (2.231)
i=1
Dalje je
lim npye MO > &e()‘l_M(%%”)] =e 7, (2.232)
n—oo = P1
odnosno .
lim npye e[l 4 3 PG+ (2.233)
n—00 =D

Kako 1= + b, — 00, kad n — oo, koristeci jednakost (2.224) dobijamo da je

lim $° 2N MG _ (2.234)
n—oo = D1
pa zbog toga vazi
lim npe b = 1. (2.235)

Sledi da mozemo odabrati da bude

ehbn = L (2.236)
np1
odnosno da je
1
b, = 0P (2.237)

A
Na osnovu jednakosti (2.226), (2.227) i (2.237) sledi tvrdjenje teoreme.O
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Teorema 2.6 Neka su X;,i € N, slucajne velicine takve da su mjihove odgo-
varajuée raspodele Kosijeve KC(A;,0), \; > 0 i neka su svi N\; medjusobno razliciti.
Neka je F(x) funkcija raspodele slucajne velicine X, koja je prebrojiva meSavina
slucagnih velicina X;, tj.

X = { X; sa verovatnoéom p;, i € N, (2.238)

gde su p; pozitivni realni brojevi takvi da je
> pi=1. (2.239)
i=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom, cija je
funkcija raspodele F(x) i neka je

M, = max{Y1,Ys,..., Y, }. (2.240)
Ako red § piN; konvergira, tada za svako x > 0 vazi jednakost
i=1
lim P{iMn <zl=e" (2.241)
n Z pz 7
i=1
Dokaz: Za svako ¢ € N funkcija raspodele slucajne velicine X; je
1 1
Fi(z) ==+ —arctgﬁ, r €R, (2.242)
2 ™ )\Z

a u primeru 6 pokazali smo da F; € D(G;,). Zajednicka raspodela clanova
niza je meSavina tih prebrojivo mnogo Kosijevih raspodela, pa za njenu funkciju
raspodele vazi

F(z) = ipiﬂ<x>
= sz + arctg)\) z € R. (2.243)

Sledi da je
zo = sup{t: F(t) < 1} = +o0. (2.244)

Za funkciju f(s) = (5 — arctgs)s,s € R, je

f'(s) = —ﬁ+g—arctgs, (2.245)
2
') = ~grop (2.246)
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Za svaki realan broj s vazi f”(s) < 0, pa je f'(s) opadajuéa funkcija. Kako je

Sli)r_noof’(s) = m, (2.247)
lim f'(s) = 0, (2.248)

sledi da za svaki realan broj s vazi f'(s) > 0, odnosno f(s) je rastuca funkcija.
Kako je

£(0) =0, (2.249)
a na osnovu jednakosti (1.108)
lim f(s) =1, (2.250)
sledi da za s > 0 vazi -
|f(s)] = |(§ — arctgs)s| < 1. (2.251)

o0
Koristeci ovo, za opsti clan reda Y p;(§ — arctgy-)s vazi da za svako i € N i
i=1 :

svako s > 0 je

pi(5 — arctg;>s| = Il - arctg;>;| < piki (2.252)

o
Kako po uslovu teoreme red Y~ p;\; konvergira, na osnovu Vajerstrasovog kriteri-
i=1

1=

o0
juma vazi da red Y p;(§ —arctgy-)s ravnomerno konvergira za s > 0. Zbog toga,
i=1 i

uz koris¢enje jednakosti (1.108), vazi

S

)\i>8

[e.e] s [e.e]
lim Zpl(g — arctgx)s = > Slirgo(g — arctg
i=1 i i=1

> us S
;lp Slm(Q arc g)\i

= sz')\z'-
i=1

)% (2.253)

)

Koristedi jednakost (2.253) dobijamo da za svaki z > 0 vazi

1— ;pl(% + %arctgf\—f)

. 1= F(tx) ,
lim ———— = lim =
T LB TR () + Larcte )
i=1 :
§ pl(% - %arctg%)
= lim =}

i 0
') lez(% — %arCtg)\%)
1=
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= lim — =L : (2.254)

t—o0 x
%i;pz(f — arctgy )t
lim S pi(E — arctgi®)t
(dm 3 pi(5 — arctgt)te

Iz ove 1 jednakosti (2.244), na osnovu teoreme 1.9, sledi da i F' € D(Gy,), pa za

svako x > 0 vazi b
lim P{i <zl=e¢", (2.255)

n—oo &n

gde su a, i b,,n € N, normirajuce konstante koje treba odrediti.
Na osnovu iste teoreme sledi da je b, = 0, pa se jednakost (2.255) svodi na

—1

Jim P{M, <a,z}=¢e" (2.256)
Koristeci teoremu 1.2 konstantu a,, mozemo izracunati iz jednakosti
Jim n(l— F(ayz)) =271, (2.257)
koja vazi za svako x > 0. Dalje je
1 1 anT 1
lim n[l — Zp, + —arctg— )| =z, (2.258)
n—oo i— 2 ™ )\z
tj.
lim nfjp(1 — laurctgangc) = (2.259)
n—0o v 2 T )\Z ) ’
Ova jednakost je ekvivalentna sa
n&
lim — -1 i t W =T 1 2.260
niraloﬂax ;pQ arcg)\l)ax x ( )
odnosno
Lim Za 12]92 5 arctga;f)anx =1 (2.261)

=1

Kako a,x = u,, — 00, kad n — 00, na osnovu jednakosti (2.253) vazi

7}1—%;%(2 arctg)\ Yapx = Zpl ;s (2.262)
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pa se jednakost (2.261) svodi na

S pidi lim —agt =1, (2.263)
n—oo T

i=1

Sledi da mozemo odrediti da je

ny. pidi
ay = —=—— | (2.264)

pa vazi tvrdjenje teoreme.O

Teorema 2.7 Neka za svako i € N slucajna velicina X; ima usecenu ekspo-
nencijalnu E(N;, ¢) raspodelu, \; > 0,c > 0 1 neka su svi \; medjusobno razliciti.
Neka je F(x) funkcija raspodele sluc¢ajne velicine X, koja je prebrojiva mesavina
slucagnih velicina X;, tj.

X = { X, sa verovatnocom p;, 1€ N, (2.265)

gde su p; pozitivni realni brojevi takvi da je
> pi=1. (2.266)
i=1

Neka je Y,,n € N, niz nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom raspodelom, ¢ija je
funkcija raspodele F(z) i neka je

M, = max{Y1,Ys,..., Y, }. (2.267)

Tada za svako x < 0 vazi jednakost

lim P{n > (M, —¢) S x} =", (2.268)
n—00 Pt et —

Dokaz: Za svako i € N funkcija raspodele slucajne velicine X; je

0, za x <0,
Fix)=1{ =252 za 0<a<c, (2.269)
1, za I > c,

a u primeru 9 pokazali smo da F; € D(Ga,). Zajednicka raspodela ¢lanova niza je
mesavina tih prebrojivo mnogo usec¢enih eksponencijalnih raspodela, pa za njenu
funkciju raspodele vazi

F(z) = ipiFi(x)7 (2.270)
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odnosno
0, za x <0,
F(z) = ;pi i:iiii, za 0<z<c, (2.271)
1, za T > c,
tj.
0, za x <0,
F(z) = ;p% za 0<z<c, (2.272)
1, za T > C.
Sledi da je
zo =sup{t: F(t) <1} =c. (2.273)
Za funkciju f(s) = <=1,5 > 0, je
s __ 8 1
fls)=26"2"2 (2.274)
s
Ako je g(s) = se® —e® + 1, onda je
g,(s) = Ses > 07 (2275)

za s > 0, pa je ¢g(s) na tom intervalu rastuca funkcija. Kako je g(0) = 01 g(s)
rastuca funkcija, onda je g(s) > 0, pa je i f'(s) > 0, odnosno f(s) je rastuca
funkcija za s > 0. Kako je

lir&f(s) =1, (2.276)
to znaci da za s € (0, A], gde je A neki pozitivan realan broj, vazi
ed —1
[f(s)l < f(A) = —— (2.277)

Ais_

Pogledajmo red § b= Za s € (0,c] vazi da Ais € (0, \ic]. Koristedi
i=1
nejednakost (2.277) dobijamo da za svako i € N i svako s € (0, ¢] vazi

Ais Ais Aic
pi e —1 piNi e —1 piNi e =1 p;
‘e)‘ic -1 s | ‘eAiC -1 N\s = ehic —1 N\ c ( )

(o, ¢] (o]
Kako red }° 2 konvergira, jer je > 2 = %, po Vajerstrasovom kriterijumu sledi
i=1 i=1

x . ;S _ . . o
dared 3 =B+ % ravnomerno konvergira za s € (0, ¢|. Dalje vazi
i=1

00 A\is 0o Ais
: pi e —1 Pi et —1
| = |
il ; ehic —1 s ; eric — 1 il S
o) ;S
piNi . et —1
= 1 2.279
; elic — 1 il ;S ( )

o0

_ pidi
= 2 eric —1°

i=1
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Koristeci ovo dobijamo da za svako x > 0 vazi
. 1= F(xg— hx) . 1—F(c— hx)
lim = lim
h—0+ 1 — F(zg — h) h—0+ 1 — F(c—h)
S eric_eXile—(c—hz)]

1 - Z pl eNic—1

=1

B hhr(l)l =
- ;pi

eric_eXile—(c—h)]

etic—1

X N;c_ A;ha
et —e™M
Ii i;pi(l_ eie-1 )
= m —
h—0+ X eNic_ehih
1
Z_lpl( - e)\ic_l )

o0

) eNihr _1

(2.280)

Iz ove i jednakosti (2.273), na osnovu teoreme 1.11, sledi da i F' € D(G4,1), pa za
svako x < 0 vazi jednakost

M, — b,
lim P{—— <z} =¢", (2.281)
n—oo an
gde su a, i b,,n € N, normirajuce konstante koje treba odrediti.
Na osnovu iste teoreme zakljuc¢ujemo da je b, = xy = ¢, pa se jednakost

(2.281) svodi na

Jim P{M, < anz +c} = e". (2.282)
Na osnovu teoreme 1.2 konstantu a,, mozemo izracunati iz jednakosti
lim n(l — F(a,x +¢)) = —x, (2.283)

koja vazi za svako = < 0. Kako a,x+ ¢ = u,, — c—, kad n — oo, koristedi (2.272)
dobijamo ekvivalentnu jednakost
ez\ic _ e)\i(c—anz—c)

lim n(1 - p; v ) = —uz, (2.284)

n—0o00 4
=1
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odnosno

lim ) pi(1 - e 1 )= —. (2.285)

i=1

Ovo se dalje svodi na

lim n ) pi—i— =% (2.286)
i=1
tj.

| l o P 2.987
Jim n(—a,x) ; e 1 “an = —x, (2.287)

odnosno N :
1 . ~ 1. 2.288
lim na 12::1 e 1 . ( )

Kako a,x + ¢ — c—, kad n — o0, to a,x — 0—, pa —a,xr — 0+ . Zbog toga, na
osnovu jednakosti (2.279), sledi

o0 A Ai(=anz) _ 1 0 Y
. Di € DiAs
1 =) — 2.289
B D o R DS VI (2.289)
pa se jednakost (2.288) svodi na
— PN
> St lim na, = 1 (2.290)

i=1
Sledi da mozemo odabrati da je
1

- (2.201)
n ; 76553\11

ap = )

pa vazi jednakost (2.268).0
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