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2.2 Mešavine prebrojivo mnogo raspodela
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Predgovor

Proučavanje slučajnih pojava i njihovo modeliranje matematičkim modelima va-
žno je u raznim oblastima čovekove delatnosti: saobraćaju, ekonomiji, teoriji
pouzdanosti, meteorologiji, hidrologiji, inžinjerstvu itd. Veoma je bitno da se
te pojave dobro modeliraju kako bi se mogle predvideti i na njih uticati. Pri
opisivanju pojava koje u zavisnosti od nekog slučajnog faktora imaju različite
raspodele pojavljuju se mešavine raspodela. Na primer, u teoriji pouzdanosti
raspodela vremena ispravnog rada elementa sistema posmatra se kao mešavina
raznih uzroka kvara; protok saobraćaja na nekoj deonici puta posmatra se kao
mešavina raznih raspodela opterećenja deonice u zavisnosti od doba dana; kod
ekonomskih i finansijskih serija slučajni faktori mogu izazvati promene u njihovom
ponašanju. Takodje, kod slučajnih pojava veoma su bitne i veoma velike, odnosno
veoma male vrednosti koje se pojavljuju, tj. ekstremne vrednosti posmatranih
pojava. Tako, mogući veliki nivo reke u toku nekog vremenskog intervala zahteva
predostrožnost u cilju zaštite od poplava; maksimalne brzine vetra moraju se
uzeti u obzir pri projektovanju mostova, puteva i visokih zgrada.

Ovi i slični primeri pokazuju veliku praktičnu primenu teorije ekstremnih vre-
dnosti, naročito u vezi sa mešavinama raspodela. Ovaj rad je pokušaj doprinosa
takvim proučavanjima.

U prvoj glavi data je definicija mešavine raspodela i izvedena su neka jedno-
stavnija tvrdjenja vezana za mešavine raspodela. Dat je pregled klasične teorije
ekstremnih vrednosti kod nizova nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspode-
lom, kao i veliki broj primera koji pokazuju pripadnost ili ne nekoj od oblasti
privlačenja raspodela ekstremnih vrednosti.

U drugoj glavi kao zajednička raspodela članova niza nezavisnih slučajnih
veličina uzeta je mešavina raspodela. Kod konačnih mešavina dokazano je da one
pripadaju istoj oblasti privlačenja kao i komponente koje učestvuju u mešavini
(u slučaju oblasti privlačenja Frešeove i Vejbulove raspodele). Dat je veliki broj
konkretnih primera kod kojih su izračunate i normirajuće konstante, a dati su
i konkretni primeri kod kojih se razmatra slično tvrdjenje za oblast privlačenja
Gumbelove raspodele. Slična razmatranja na konkretnim primerima data su i u
slučaju prebrojivih mešavina.
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Glava 1

Ekstremne vrednosti nizova
nezavisnih slučajnih veličina

1.1 Funkcija raspodele i mešavine raspodela

Jedan od osnovnih pojmova u teoriji verovatnoća, pored slučajne veličine, svakako
je njena funkcija raspodele.

Definicija 1.1.1 Funkcija F : R → R koja ima svojstva:

1. F je neopadajuća funkcija, tj. za x1 < x2 važi F (x1) ≤ F (x2);

2. lim
x→−∞F (x) = 0, lim

x→+∞F (x) = 1;

3. F je neprekidna sa desne strane, tj. za svaki realan broj x0 važi
lim

x→x0+
F (x) = F (x0),

zove se funkcija raspodele verovatnoća (ili kraće funkcija raspodele).

Definicija 1.1.2 Neka je X : Ω → R slučajna veličina definisana na prostoru
verovatnoća (Ω,A,P). Funkcija FX : R → R definisana sa

FX(x) = P{ω : X(ω) ≤ x} = P{X ≤ x} (1.1)

zove se funkcija raspodele verovatnoća slučajne veličine X (ili kraće funkcija
raspodele slučajne veličine X).

Može se pokazati da funkcija raspodele slučajne veličine zadovoljava sva tri
svojstva iz definicije 1.1.1, a važi i obrnuto, ako funkcija koja slika iz R u R
zadovoljava ta tri svojstva, onda postoji slučajna veličina čija je funkcija raspodele
upravo ta funkcija.

Slučajne veličine se dele prema tipu svoje funkcije raspodele. Osnovni tipovi
funkcije raspodele su: diskretna, apsolutno neprekidna i singularna.

1



Funkcija raspodele i mešavine raspodela 2

Definicija 1.1.3 Funkcija raspodele F je diskretna ako postoji konačan ili besko-
načan niz a1, a2, a3, . . . medjusobno različitih realnih brojeva i njemu odgovarajući
niz p1, p2, p3, . . . nenegativnih brojeva za koje važi p1 + p2 + p3 + · · · = 1, takvi
da je

F (x) =
∑

{k:ak≤x}
pk. (1.2)

Definicija 1.1.4 Funkcija raspodele F je apsolutno neprekidna ako postoji ne-
negativna funkcija f : R → R, takva da za svaki realan broj x važi

F (x) =

x∫

−∞
f(t)dt. (1.3)

Funkcija f se zove gustina raspodele verovatnoća (ili kraće gustina raspodele).

Definicija 1.1.5 Funkcija raspodele F je singularna ako izvod F ′ postoji i je-
dnak je nuli skoro svuda (sem na skupu mere nula).

Postoje funkcije raspodele koje ne pripadaju nijednom od gore navedenih
tipova. Medjutim, za sve funkcije raspodele važi teorema o dekompoziciji funkcije
raspodele.

Teorema 1.1 Svaka funkcija raspodele može se predstaviti kao konveksna kombi-
nacija diskretne, apsolutno neprekidne i singularno neprekidne funkcije raspodele.

Dokaz: Neka je F proizvoljna funkcija raspodele. Ona je neopadajuća i ograniče-
na, a za takvu funkciju važi:

(a) Funkcija F ima najvǐse prebrojivo mnogo prekida, pri čemu u svakoj tački
prekida ima levu i desnu graničnu vrednost.

(b) Funkcija F ima izvod F ′ skoro svuda, tj. skup tačaka x za koje ne postoji
izvod F ′(x) je mere nula i pri tome za proizvoljne realne brojeve x1 i x2

važi
x2∫
x1

F ′(x)dx ≤ F (x2)− F (x1).

Kako funkcija raspodele F ima najvǐse prebrojivo mnogo tačaka prekida, možemo
ih obeležiti sa a1, a2, a3, . . . . Neka je

pn = F (an)− lim
x→an−

F (x). (1.4)

Definǐsimo funkcije

F1(x) =
∑

{n:an≤x}
pn, (1.5)

F2(x) =

x∫

−∞
F ′(t)dt, (1.6)

F3(x) = F (x)− F1(x)− F2(x). (1.7)
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Ako je
∞∑

n=1
pn = α 6= 0,

∞∫
−∞

F ′(t)dt = β 6= 0 i 1− α− β = γ 6= 0, onda su

Fd(x) =
1

α
F1(x), (1.8)

Fan(x) =
1

β
F2(x), (1.9)

Fsn(x) =
1

γ
F3(x), (1.10)

redom diskretna, apsolutno neprekidna i singularno neprekidna funkcija raspodele
i važi jednakost

F (x) = αFd(x) + βFan(x) + γFsn(x). (1.11)

Ako je neki od brojeva α, β, γ jednak nuli, onda u jednakosti (1.11) nema odgo-
varajućeg sabirka.2

U primenama, od osnovnih raspodela uglavnom se koriste diskretne i ap-
solutno neprekidne, a od složenijih veoma su značajne mešavine raspodela. Ove
raspodele naročito se sreću u statističkoj analizi, meteorologiji, ekologiji, ekonomiji
itd. Videti na primer: Titterington, Smith, Makov (1985), Quandt, Ramsey
(1978), Roy, Mukherjee (1988), Kayano, Shimizu (1994), Hamilton (1994).

Lema 1.1.1 Neka su F1, F2, . . . , Fn funkcije raspodele i p1, p2, . . . , pn pozitivni

realni brojevi takvi da je
n∑

i=1
pi = 1. Tada je funkcija F : R → R definisana sa

F (x) =
n∑

i=1
piFi(x) takodje funkcija raspodele.

Dokaz: F1, F2, . . . , Fn su funkcije raspodele, pa važi:

1. Za x1 < x2, za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} je Fi(x1) ≤ Fi(x2), pa je

F (x1) =
n∑

i=1

piFi(x1) ≤
n∑

i=1

piFi(x2) = F (x2), (1.12)

odnosno F je neopadajuća funkcija.

2. Za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} je lim
x→−∞Fi(x) = 0, lim

x→+∞Fi(x) = 1, odakle sledi

lim
x→−∞F (x) = lim

x→−∞

n∑

i=1

piFi(x)

=
n∑

i=1

pi lim
x→−∞Fi(x) (1.13)

=
n∑

i=1

pi0 = 0,
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lim
x→+∞F (x) = lim

x→+∞

n∑

i=1

piFi(x)

=
n∑

i=1

pi lim
x→+∞Fi(x) (1.14)

=
n∑

i=1

pi1 = 1.

3. Za svaki realan broj x0, za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} je lim
x→x0+

Fi(x) = Fi(x0),

odakle sledi

lim
x→x0+

F (x) = lim
x→x0+

n∑

i=1

piFi(x)

=
n∑

i=1

pi lim
x→x0+

Fi(x) (1.15)

=
n∑

i=1

piFi(x0) = F (x0),

odnosno F je neprekidna sa desne strane.

Kako su za funkciju F ispunjena sva tri svojstva iz definicije 1.1.1, zaključujemo
da je ona funkcija raspodele.2

Lema 1.1.2 Neka su Fi(x), i ∈ N, funkcije raspodele i pi, i ∈ N, pozitivni realni

brojevi takvi da je
∞∑
i=1

pi = 1. Tada je funkcija F : R → R definisana sa F (x) =

∞∑
i=1

piFi(x) takodje funkcija raspodele.

Dokaz: Za svako i ∈ N i svako x ∈ R je 0 ≤ Fi(x) ≤ 1, pa je |piFi(x)| ≤ pi.

Kako je
∞∑
i=1

pi = 1, na osnovu Vajerštrasovog kriterijuma sledi da red
∞∑
i=1

piFi(x)

ravnomerno konvergira na R. Odatle sledi da je funkcija F dobro definisana,
odnosno da je njen domen ceo skup realnih brojeva.

Za svako i ∈ N Fi je funkcija raspodele, pa važi:

1. Za x1 < x2, za svako i ∈ N je Fi(x1) ≤ Fi(x2), pa je

F (x1) =
∞∑

i=1

piFi(x1) ≤
∞∑

i=1

piFi(x2) = F (x2), (1.16)

odnosno F je neopadajuća funkcija.
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2. Za svako i ∈ N je lim
x→−∞Fi(x) = 0, lim

x→+∞Fi(x) = 1. Kako red
∞∑
i=1

piFi(x)

ravnomerno konvergira na R, sledi

lim
x→−∞F (x) = lim

x→−∞

∞∑

i=1

piFi(x)

=
∞∑

i=1

pi lim
x→−∞Fi(x) (1.17)

=
∞∑

i=1

pi0 = 0,

lim
x→+∞F (x) = lim

x→+∞

∞∑

i=1

piFi(x)

=
∞∑

i=1

pi lim
x→+∞Fi(x) (1.18)

=
∞∑

i=1

pi1 = 1.

3. Za svaki realan broj x0, za svako i ∈ N je lim
x→x0+

Fi(x) = Fi(x0). Kako red
∞∑
i=1

piFi(x) ravnomerno konvergira na R, sledi

lim
x→x0+

F (x) = lim
x→x0+

∞∑

i=1

piFi(x)

=
∞∑

i=1

pi lim
x→x0+

Fi(x) (1.19)

=
∞∑

i=1

piFi(x0) = F (x0),

odnosno F je neprekidna sa desne strane.

Kako su za funkciju F ispunjena sva tri svojstva iz definicije 1.1.1, zaključujemo
da je ona funkcija raspodele.2

S obzirom na leme 1.1.1 i 1.1.2 možemo uvesti sledeće definicije:

Definicija 1.1.6 Neka su X1, X2, . . . , Xn slučajne veličine sa odgovarajućim fun-
kcijama raspodele F1(x), F2(x), . . . , Fn(x). Neka je

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xn sa verovatnoćom pn,

(1.20)
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gde su p1, p2, . . . , pn pozitivni realni brojevi takvi da je

n∑

i=1

pi = 1. (1.21)

Tada je funkcija raspodele slučajne veličine X data sa

F (x) = P{X ≤ x} =
n∑

i=1

piP{Xi ≤ x} =
n∑

i=1

piFi(x) (1.22)

i za takvu slučajnu veličinu kažemo da ima raspodelu koja je mešavina konačno
mnogo raspodela odredjenih funkcijama raspodele F1(x), F2(x), . . . , Fn(x).

Definicija 1.1.7 Neka su Xi, i ∈ N, slučajne veličine sa odgovarajućim funkci-
jama raspodele Fi(x), i ∈ N. Neka je

X =
{

Xi sa verovatnoćom pi, i ∈ N, (1.23)

gde su pi pozitivni realni brojevi takvi da je

∞∑

i=1

pi = 1. (1.24)

Tada je funkcija raspodele slučajne veličine X data sa

F (x) = P{X ≤ x} =
∞∑

i=1

piP{Xi ≤ x} =
∞∑

i=1

piFi(x) (1.25)

i za takvu slučajnu veličinu kažemo da ima raspodelu koja je mešavina prebrojivo
mnogo raspodela odredjenih funkcijama raspodele Fi(x), i ∈ N.

O nekim svojstvima mešavina govore sledeća dva tvrdjenja:

Lema 1.1.3 Slučajna veličina koja je najvǐse prebrojiva mešavina diskretnih slu-
čajnih veličina je diskretna.

Dokaz: Neka je slučajna veličina X najvǐse prebrojiva mešavina diskretnih
slučajnih veličina, tj.

X =
{

Xi sa verovatnoćom pi, i ∈ I, (1.26)

gde je I = {1, 2, . . . , n} ili I = N, zavisno od toga da li se radi o konačnoj ili
prebrojivoj mešavini, pi, i ∈ I, su pozitivni realni brojevi takvi da je

∑
i∈I

pi = 1 i Xi

je diskretna slučajna veličina za svako i ∈ I. Skup vrednosti koje uzima slučajna
veličina X je unija skupova vrednosti koje uzimaju slučajne veličine Xi, i ∈ I.
Kako se radi o najvǐse prebrojivoj uniji skupova koji sadrže najvǐse prebrojivo
mnogo elemenata, to slučajna veličina X može uzeti najvǐse prebrojivo mnogo
vrednosti, pa je diskretna.2
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Lema 1.1.4 Slučajna veličina koja je konačna mešavina apsolutno neprekidnih
slučajnih veličina je apsolutno neprekidna.

Dokaz: Neka su X1, X2, . . . , Xn apsolutno neprekidne slučajne veličine sa odgo-
varajućim funkcijama raspodele F1(x), F2(x), . . . , Fn(x). Neka je slučajna veličina
X konačna mešavina slučajnih veličina X1, X2, . . . , Xn. Tada za njenu funkciju
raspodele F (x) važi

F (x) =
n∑

i=1

piFi(x), (1.27)

gde su p1, p2, . . . , pn pozitivni realni brojevi takvi da je
n∑

i=1
pi = 1. Kako su

X1, X2, . . . , Xn apsolutno neprekidne slučajne veličine, to za svako i∈{1, 2, . . . , n}
postoji nenegativna funkcija fi : R → R, takva da za svaki realan broj x važi

Fi(x) =

x∫

−∞
fi(t)dt. (1.28)

Uvedimo funkciju f(x) na sledeći način:

f(x) =
n∑

i=1

pifi(x). (1.29)

Funkcija f : R → R je nenegativna i za svaki realan broj x važi

x∫

−∞
f(t)dt =

x∫

−∞

n∑

i=1

pifi(t)dt

=
n∑

i=1

pi

x∫

−∞
fi(t) (1.30)

=
n∑

i=1

piFi(x) = F (x),

odakle sledi da je slučajna veličina X apsolutno neprekidna.2

1.2 Raspodele ekstremnih vrednosti

i oblasti privlačenja

Neka je X1, X2, . . . niz slučajnih veličina definisanih na istom prostoru verovatnoća
(Ω,A,P) i date su im raspodele verovatnoća. Definǐsimo slučajne veličine

Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}, (1.31)

mn = min{X1, X2, . . . , Xn}. (1.32)
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Teorija ekstremnih vrednosti nizova slučajnih veličina bavi se asimptotskim pona-
šanjem raspodela ovih slučajnih veličina kad n →∞.

U slučaju razmatranja maksimuma, glavno pitanje je da li postoje nizovi
realnih konstanti an > 0 i bn, n ∈ N, takvi da

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = G(x) (1.33)

za svaku tačku neprekidnosti x neke nedegenerisane funkcije raspodele G(x),
odnosno da Mn−bn

an
konvergira u raspodeli ka G(x), kad n →∞. Ako postoje, onda

se takvi nizovi zovu normirajuće konstante, a funkcija raspodele G(x) odredjuje
graničnu raspodelu linearno normiranog maksimuma Mn.

U vezi sa asimptotskim ponašanjem minimuma primetimo da važi

min{X1, X2, . . . , Xn} = −max{−X1,−X2, . . . ,−Xn}, (1.34)

pa se sva razmatranja vezana za minimume mogu rešiti razmatranjima vezanim
za maksimume.

U daljem izlaganju isključivo ćemo se baviti nizovima nezavisnih slučajnih
veličina sa istom funkcijom raspodele F (x) i problemima vezanim za asimptotsko
ponašanje maksimuma.

Ako označimo un = anx + bn, tada je

P{Mn − bn

an

≤ x} = P{Mn ≤ anx + bn}
= P{Mn ≤ un}
= P{max{X1, X2, . . . , Xn} ≤ un} (1.35)

= P{X1 ≤ un, X2 ≤ un, . . . , Xn ≤ un}
= P{X1 ≤ un}P{X2 ≤ un} · · ·P{Xn ≤ un}
= F n(un).

Ako, pri tome, za neke nizove realnih konstanti an > 0 i bn, n ∈ N, i neku nede-
generisanu funkciju raspodele G(x) važi relacija (1.33), onda kažemo da funkcija
raspodele F pripada oblasti privlačenja za maksimume funkcije raspodele G. Skup
svih takvih funkcija označavaćemo sa D(G).

Navedimo dalje, bez dokaza, nekoliko poznatih teorema koje čine osnovu
teorije ekstremnih vrednosti nizova nezavisnih slučajnih veličina, a koje daju
odgovor na pitanja: koje funkcije G(x) se mogu pojaviti kao granične funkcije
raspodele linearno normiranog maksimuma od n nezavisnih slučajnih veličina sa
istom funkcijom raspodele F (x), kad n → ∞; kako za datu zajedničku funkciju
raspodele F (x) niza nezavisnih slučajnih veličina odrediti da li postoji i koja je
granična funkcija raspodele linearno normiranog maksimuma Mn i kako odrediti
normirajuće konstante an i bn?
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Teorema 1.2 Neka je Xn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom
funkcijom raspodele F,Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}, un, n ∈ N, niz realnih brojeva
i 0 ≤ τ ≤ +∞. Tada jednakost

lim
n→∞n(1− F (un)) = τ (1.36)

važi ako i samo ako je
lim

n→∞P{Mn ≤ un} = e−τ . (1.37)

Teorema 1.3 Neka je Xn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom
funkcijom raspodele F, x0 = sup{t : F (t) < 1},Mn = max{X1, X2, . . . , Xn} i
0 < τ < +∞. Tada niz un, n ∈ N, za koji važi (1.36), postoji ako i samo ako je

lim
x→x0

F (x)− F (x− 0)

1− F (x− 0)
= 0. (1.38)

Pre nego što navedemo najznačajniju teoremu teorije ekstremnih vrednosti
nizova nezavisnih slučajnih veličina, teoremu o ekstremalnim tipovima, uvedimo
sledeću definiciju:

Definicija 1.2.1 Funkcije raspodele G1 i G2 su iz iste familije, ako postoje kon-
stante a > 0 i b, takve da za svaki realan broj x važi jednakost G2(x) = G1(ax+b).

Teorema 1.4 [Gnedenko (1943)] Neka je Xn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih
veličina sa istom funkcijom raspodele F i neka je Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}.
Ako postoje nizovi realnih konstanti an > 0 i bn, n ∈ N, takvi da

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = lim
n→∞F n(anx + bn) = G(x) (1.39)

za svaku tačku neprekidnosti x neke nedegenerisane funkcije raspodele G(x), tada
je funkcija G iz iste familije kao neka od sledeće tri raspodele:

1. Gumbelova raspodela

G0(x) = e−e−x

,−∞ < x < +∞. (1.40)

2. Frešeova raspodela sa parametrom α > 0

G1,α(x) =

{
0, za x ≤ 0,

e−x−α
, za x > 0.

(1.41)

3. Vejbulova raspodela sa parametrom α > 0

G2,α(x) =

{
e−(−x)α

, za x < 0,
1, za x ≥ 0.

(1.42)
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Raspodele (1.40), (1.41) i (1.42) zovu se i raspodelama ekstremnih vrednosti.

Lema 1.2.1 Neka su G1 i G2 funkcije raspodele iz iste familije. Oblast privlače-
nja za maksimume funkcije raspodele G1 je neprazna ako i samo ako je neprazna
oblast privlačenja za maksimume funkcije raspodele G2 i te oblasti se poklapaju.

Dokaz: Neka su konstante a > 0 i b takve da za svaki realan broj x važi jednakost
G2(x) = G1(ax + b). Ako je neka tačka x0 tačka neprekidnosti funkcije G1(x),
onda je x0−b

a
tačka neprekidnosti funkcije G2(x). Važi i obrnuto, ako je x1 tačka

neprekidnosti funkcije G2(x), onda je ax1 + b tačka neprekidnosti funkcije G1(x).
Neka je funkcija raspodele F takva da F ∈ D(G1). To znači da postoje nizovi

konstanti an > 0 i bn, n ∈ N, takvi da za svaku tačku neprekidnosti x funkcije
raspodele G1(x), važi

lim
n→∞F n(anx + bn) = G1(x). (1.43)

Neka su a∗n i b∗n, n ∈ N, nizovi konstanti takvi da je

a∗n = ana, (1.44)

b∗n = anb + bn. (1.45)

Kako je a∗n > 0, onda je

lim
n→∞F n(a∗nx + b∗n) = lim

n→∞F n(anax + anb + bn)

= lim
n→∞F n(an(ax + b) + bn) (1.46)

= G1(ax + b) = G2(x)

i ovo važi za svako ax + b koje je tačka neprekidnosti funkcije G1(x), odnosno x
koje je tačka neprekidnosti funkcije G2(x). Odavde sledi F ∈ D(G2).

Obrnuto, pretpostavimo da F ∈ D(G2). To znači da postoje nizovi konstanti
cn > 0 i dn, n ∈ N, takvi da za svaku tačku neprekidnosti x funkcije raspodele
G2(x), važi

lim
n→∞F n(cnx + dn) = G2(x). (1.47)

Neka su c∗n i d∗n, n ∈ N, nizovi konstanti takvi da je

c∗n =
cn

a
, (1.48)

d∗n = −cnb

a
+ dn. (1.49)

Kako je c∗n > 0, onda je

lim
n→∞F n(c∗nx + d∗n) = lim

n→∞F n(
cn

a
x− cnb

a
+ dn)

= lim
n→∞F n(cn

x− b

a
+ dn)

= G2(
x− b

a
) (1.50)

= G1(a
x− b

a
+ b) = G1(x)
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i ovo važi za svako x−b
a

koje je tačka neprekidnosti funkcije G2(x), odnosno x koje
je tačka neprekidnosti funkcije G1(x). Odavde sledi F ∈ D(G1).

Znači, svaka funkcija raspodele F koja pripada jednoj od oblasti privlačenja
pripada i drugoj, pa odatle sledi da je D(G1) = D(G2).2

Iz teoreme 1.4 i leme 1.2.1 jednostavno sledi tvrdjenje:

Posledica 1.2.1 Postoje tačno tri neprazne oblasti privlačenja za maksimume
nizova nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom.

U vezi sa prethodnim je i sledeća opštija teorema. Iz nje će slediti važna
posledica koja će kasnije često biti korǐsćena.

Teorema 1.5 [Hinčin] Neka je Fn, n ∈ N, niz funkcija raspodele za koji postoji
nedegenerisana funkcija raspodele G i nizovi realnih konstanti an > 0 i bn, n ∈ N,
tako da važi

lim
n→∞Fn(anx + bn) = G(x) (1.51)

za svaku tačku neprekidnosti x funkcije raspodele G(x). Neka je G∗ nedegene-
risana funkcija raspodele, a αn > 0 i βn, n ∈ N, nizovi realnih konstanti.

(a) Ako važi
lim

n→∞Fn(αnx + βn) = G∗(x) (1.52)

za svaku tačku neprekidnosti x funkcije raspodele G∗(x), onda postoje realne
konstante a i b, tako da je

lim
n→∞

αn

an

= a > 0, lim
n→∞

βn − bn

an

= b; (1.53)

G∗(x) = G(ax + b) za sve x ∈ R. (1.54)

(b) Ako važe jednakosti (1.53), onda važi (1.52) i (1.54).

Posledica 1.2.2 Neka je F funkcija raspodele koja pripada oblasti privlačenja
za maksimume funkcije raspodele G i neka su nizovi realnih konstanti an > 0 i
bn, n ∈ N, odgovarajuće normirajuće konstante. Ako za neki niz realnih konstanti
αn > 0 važi

an ∼ αn (1.55)

kad n →∞, onda su nizovi αn i bn, n ∈ N, takodje normirajuće konstante.

Dokaz: Za svaku tačku neprekidnosti x funkcije raspodele G(x) je

lim
n→∞F n(anx + bn) = G(x). (1.56)
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Kako je

lim
n→∞

αn

an

= 1, (1.57)

koristeći teoremu 1.5 sledi da je

a = 1, b = 0, (1.58)

odnosno
lim

n→∞F n(αnx + bn) = G(ax + b) = G(x) (1.59)

za svaku tačku neprekidnosti x funkcije raspodele G(x).2

Oblast privlačenja Gumbelove raspodele

Teorema 1.6 [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna funkcija raspo-
dele i x0 = sup{t : F (t) < 1}. Ako su ispunjeni uslovi:

(a) F ′′(x) < 0 za sve x iz nekog intervala (a, x0), gde je x0 ≤ ∞,

(b) F ′(x) = 0 za x ≥ x0,

(c) lim
t→x0−

F ′′(t)(1−F (t))
(F ′(t))2 = −1,

onda važi F ∈ D(G0).

Teorema 1.7 [Gnedenko (1943)] Neka je F funkcija raspodele i x0 = sup{t :
F (t) < 1}. Tada F pripada oblasti privlačenja D(G0) ako i samo ako postoji
funkcija g : (c, x0) → R+, takva da za svaki realan broj x važi jednakost

lim
t→x0−

1− F (t + xg(t))

1− F (t)
= e−x. (1.60)

Normirajuće konstante se mogu odabrati tako da je

an = g(bn), (1.61)

bn = inf{x : F (x) ≥ 1− 1

n
}. (1.62)

Osim ovog, još neke potrebne i dovoljne uslove pod kojima funkcija raspodele
pripada oblasti privlačenja za maksimume Gumbelove raspodele dali su u svojim
radovima Mejzler (1949) i de Haan (1970). U formulacijama tih uslova pojavljuje
se samo funkcija raspodele F, a dati su i izrazi za odredjivanje pomoćne funkcije
g koja se koristi u Gnedenkovoj teoremi.
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Primer 1 Gumbelova raspodela.

Funkcija raspodele Gumbelove raspodele je

G0(x) = e−e−x

,−∞ < x < +∞. (1.63)

Prema tome je x0 = +∞. Birajući za pomoćnu funkciju iz teoreme 1.7 funkciju
g(t) = 1, dobijamo da za svaki realan broj x važi

lim
t→x0−

1−G0(t + xg(t))

1−G0(t)
= lim

t→∞
1−G0(t + x)

1−G0(t)

= lim
t→∞

1− e−e−(t+x)

1− e−e−t

= lim
t→∞

1− [1− e−(t+x) − o(e−t)]

1− [1− e−t − o(e−t)]
(1.64)

= lim
t→∞

e−te−x + o(e−t)

e−t + o(e−t)

= lim
t→∞

e−x + o(1)

1 + o(1)
= e−x.

Sledi da G0 ∈ D(G0).
Na osnovu jednakosti (1.61) možemo odabrati da je an = 1. Tada za bn mora

da važi
lim

n→∞Gn
0 (x + bn) = G0(x) (1.65)

za svaku tačku neprekidnosti x funkcije raspodele G0(x). Za svaki x ∈ R je

lim
n→∞Gn

0 (x + bn) = lim
n→∞(e−e−(x+bn)

)n

= lim
n→∞ e−ne−(x+bn)

(1.66)

= lim
n→∞ e−eln ne−(x+bn)

= lim
n→∞ e−e−(x+bn−ln n)

,

pa jednakost (1.65) postaje

lim
n→∞ e−e−(x+bn−ln n)

= e−e−x

. (1.67)

Sledi da za normirajuće konstante možemo odabrati an = 1 i bn = ln n, n ∈ N.

Primer 2 Eksponencijalna E(λ) raspodela sa parametrom λ > 0.

Kod ove raspodele funkcija raspodele je

F (x) =

{
0, za x < 0,
1− e−λx, za x ≥ 0.

(1.68)
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Sledi da je x0 = +∞. Ako za pomoćnu funkciju odaberemo g(t) = 1
λ
, onda za

svaki realan broj x važi

lim
t→x0−

1− F (t + xg(t))

1− F (t)
= lim

t→∞
1− [1− e−λ(t+xg(t))]

1− (1− e−λt)

= lim
t→∞

e−λte−λxg(t)

e−λt
(1.69)

= lim
t→∞ e−λxg(t) = e−x.

Na osnovu teoreme 1.7 sledi da F ∈ D(G0).
Rešavanjem jednačine

F (x) = 1− 1

n
, (1.70)

dobija se

1− e−λx = 1− 1

n
, (1.71)

e−λx =
1

n
, (1.72)

−λx = − ln n, (1.73)

x =
ln n

λ
. (1.74)

Na osnovu jednakosti (1.61) i (1.62) za normirajuće konstante možemo odabrati
an = 1

λ
i bn = ln n

λ
, n ∈ N.

Primer 3 Normalna N (m,σ2) raspodela sa parametrima m ∈ R i σ ∈ R+.

Za normalnu N (0, 1) raspodelu, gustina i funkcija raspodele date su redom sa

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R, (1.75)

Φ(x) =

x∫

−∞
ϕ(t)dt. (1.76)

Koristeći Lopitalovo pravilo dobijamo da važi

lim
x→∞

1− Φ(x)
ϕ(x)

x

= lim
x→∞

(1− Φ(x))′

(ϕ(x)
x

)′

= lim
x→∞

−Φ′(x)
ϕ′(x)x−ϕ(x)

x2

= lim
x→∞

− 1√
2π

e−
x2

2

1√
2π

e−
x2
2 (−x)x− 1√

2π
e−

x2
2

x2

(1.77)

= lim
x→∞

x2

x2 + 1
= 1,
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odnosno

1− Φ(x) ∼ ϕ(x)

x
, x →∞. (1.78)

Ako neka slučajna veličina X ima normalnu N (m, σ2) raspodelu, onda slučajna
veličina X−m

σ
ima normalnu N (0, 1) raspodelu. Sledi da je funkcija raspode nor-

malne N (m,σ2) raspodele

F (x) = P{X ≤ x} = P{X −m

σ
≤ x−m

σ
} = Φ(

x−m

σ
). (1.79)

Za nju je x0 = +∞. Birajući za pomoćnu funkciju g(t) = σ2

t
, t > 0 i koristeći

asimptotsku relaciju (1.78), dobijamo da za svaki realan broj x važi

lim
t→x0−

1− F (t + xg(t))

1− F (t)
= lim

t→∞
1− Φ( t+xg(t)−m

σ
)

1− Φ( t−m
σ

)

= lim
t→∞

ϕ(
t+xg(t)−m

σ
)

t+xg(t)−m
σ

ϕ( t−m
σ

)
t−m

σ

= lim
t→∞

(t−m) 1√
2π

e−
1
2
(

t+xg(t)−m
σ

)2

(t + xg(t)−m) 1√
2π

e−
1
2
( t−m

σ
)2

(1.80)

= lim
t→∞

t−m

t + xg(t)−m
e−

1
2σ2 [(t+xg(t)−m)2−(t−m)2]

= lim
t→∞

t−m

t + xg(t)−m
e−[

x2g2(t)

2σ2 +
txg(t)

σ2 −mxg(t)

σ2 ]

= lim
t→∞

t−m

t + xσ2

t
−m

e−(x2σ2

2t2
+x−mx

t
)

= lim
t→∞

t2 −mt

t2 −mt + xσ2
e−(x2σ2

2t2
+x−mx

t
) = e−x.

Iz teoreme 1.7 sledi da F ∈ D(G0).
Na osnovu teoreme 1.2 konstantu un = anx + bn, gde je x proizvoljan fiksiran

realan broj, možemo odrediti iz uslova

lim
n→∞n(1− F (un)) = e−x. (1.81)

Koristeći jednakost (1.79) i asimptotsku relaciju (1.78) ovaj uslov se svodi na

lim
n→∞

nϕ(un−m
σ

)
un−m

σ
e−x

= 1, (1.82)

odnosno

lim
n→∞

nex− 1
2
(un−m

σ
)2

√
2π un−m

σ

= 1. (1.83)
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Logaritmovanjem obe strane izraza dobijamo

lim
n→∞[ln n + x− 1

2
(
un −m

σ
)2 − ln(

un −m

σ
)− 1

2
ln 2π] = 0. (1.84)

Kad n →∞ tada un →∞, pa bi iz (1.84) deljenjem obe strane sa (un−m
σ

)2 sledilo

lim
n→∞

(un−m
σ

)2

2 ln n
= 1. (1.85)

Logaritmovanjem obe strane ovog izraza dobijamo

lim
n→∞[2 ln(

un −m

σ
)− ln 2− ln ln n] = 0, (1.86)

odnosno

ln(
un −m

σ
) =

1

2
(ln 2 + ln ln n) + o(1), (1.87)

kad n →∞. Koristeći ovaj i izraz (1.84) dobijamo da važi

1

2
(
un −m

σ
)2 = ln n + x− 1

2
(ln 2 + ln ln n)− 1

2
ln 2π + o(1), (1.88)

odakle sledi

(
un −m

σ
)2 = 2 ln n[1 +

x− 1
2
(ln 4π + ln ln n)

ln n
+ o(

1

ln n
)], (1.89)

kad n →∞. Koristeći formulu
√

1 + x = 1 + 1
2
x− 1

8
x2 + o(x2), kad x → 0, kao i

to da je ( ln ln n
ln n

)2 = o( 1
ln n

), kad n →∞, iz jednakosti (1.89) dobijamo da važi

un −m

σ
=

√
2 ln n[1 +

x− 1
2
(ln 4π + ln ln n)

2 ln n
+ o(

1

ln n
)]

=
x√

2 ln n
+
√

2 ln n− ln ln n + ln 4π

2
√

2 ln n
+ o(

1√
ln n

), (1.90)

odnosno

un =
σ√

2 ln n
x + m + σ

√
2 ln n− σ

ln ln n + ln 4π

2
√

2 ln n
+ o(

1√
ln n

), (1.91)

kad n →∞. Na osnovu teoreme 1.5 za normirajuće konstante možemo odabrati

an =
σ√

2 ln n
, (1.92)

bn = m + σ
√

2 ln n− σ
ln ln n + ln 4π

2
√

2 ln n
, (1.93)

n ∈ N.
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Oblast privlačenja Frešeove raspodele

Teorema 1.8 [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna funkcija raspo-
dele sa gustinom raspodele f. Ako su ispunjeni uslovi:

(a) f(x) > 0 za sve x ≥ x0,

(b) lim
t→∞

tf(t)
1−F (t)

= α > 0,

onda važi F ∈ D(G1,α).

Teorema 1.9 [Gnedenko (1943)] Neka je F funkcija raspodele i x0 = sup{t :
F (t) < 1}. Tada F pripada oblasti privlačenja D(G1,α) ako i samo ako su ispu-
njeni uslovi:

(a) x0 = +∞,

(b) za svaki x > 0 važi jednakost

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x−α, (1.94)

gde je α > 0.

Normirajuće konstante se mogu odabrati tako da je

an = inf{x : F (x) ≥ 1− 1

n
}, (1.95)

bn = 0. (1.96)

Primer 4 Frešeova raspodela sa parametrom α > 0.

Kod ove raspodele funkcija raspodele je

G1,α(x) =

{
0, za x ≤ 0,

e−x−α
, za x > 0.

(1.97)

Za nju je x0 = +∞ i za svako x > 0 važi

lim
t→∞

1−G1,α(tx)

1−G1,α(t)
= lim

t→∞
1− e−(tx)−α

1− e−t−α

= lim
t→∞

1− [1− (tx)−α − o(t−α)]

1− [1− t−α − o(t−α)]

= lim
t→∞

t−αx−α + o(t−α)

t−α + o(t−α)
(1.98)

= lim
t→∞

x−α + o(1)

1 + o(1)
= x−α.
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Iz teoreme 1.9 sledi da G1,α ∈ D(G1,α).
Na osnovu jednakosti (1.96) možemo uzeti da je bn = 0. Onda an > 0 biramo

tako da važi
lim

n→∞Gn
1,α(anx) = G1,α(x) (1.99)

za svaku tačku neprekidnosti x funkcije raspodele G1,α(x). Za x ≤ 0 je G1,α(x)=0,
dok je za x > 0

lim
n→∞Gn

1,α(anx) = lim
n→∞(e−(anx)−α

)n

= lim
n→∞ e−n(anx)−α

(1.100)

= lim
n→∞ e−(ann−

1
α x)−α

,

pa jednakost (1.99) postaje

lim
n→∞ e−(ann−

1
α x)−α

= e−x−α

. (1.101)

Prema tome, za normirajuće konstante možemo odabrati an = n
1
α i bn = 0,

n ∈ N.

Primer 5 Paretova raspodela sa parametrima α > 0 i k > 0.

Ova raspodela odredjena je funkcijom raspodele

F (x) =

{
0, za x < k

1
α ,

1− kx−α, za x ≥ k
1
α .

(1.102)

Kod nje je x0 = +∞ i za svako x > 0 važi

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim

t→∞
1− [1− k(tx)−α]

1− (1− kt−α)

= lim
t→∞

kt−αx−α

kt−α
= x−α, (1.103)

pa na osnovu teoreme 1.9 sledi da F ∈ D(G1,α).
Rešavanjem jednačine

F (x) = 1− 1

n
, (1.104)

dobija se

1− kx−α = 1− 1

n
, (1.105)

x−α =
1

kn
, (1.106)

x = (kn)
1
α . (1.107)

Na osnovu jednakosti (1.95) i (1.96) za normirajuće konstante možemo odabrati

an = (kn)
1
α i bn = 0, n ∈ N.
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Primer 6 Košijeva K(λ, 0) raspodela sa parametrom λ > 0.

Primetimo prvo da smenom u = π
2
− arctg s, odnosno s = tg(π

2
− u) = ctg u,

dobijamo da važi

lim
s→∞(

π

2
− arctg s)s = lim

u→0
u ctg u = lim

u→0
u

cos u

sin u
= 1. (1.108)

Kod Košijeve raspodele K(λ, 0) funkcija raspodele je

F (x) =
1

2
+

1

π
arctg

x

λ
, x ∈ R. (1.109)

U ovom slučaju je x0 = +∞ i za svako x > 0 važi

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim

t→∞
1− (1

2
+ 1

π
arctg tx

λ
)

1− (1
2

+ 1
π
arctg t

λ
)

= lim
t→∞

1
2
− 1

π
arctg tx

λ
1
2
− 1

π
arctg t

λ

= lim
t→∞

π
2
− arctg tx

λ
π
2
− arctg t

λ

(1.110)

= lim
t→∞

(π
2
− arctg tx

λ
) tx

λ

(π
2
− arctg t

λ
) t

λ
x

= x−1,

na osnovu (1.108). Na osnovu teoreme 1.9 sledi da F ∈ D(G1,1).
Rešavanjem jednačine

F (x) = 1− 1

n
, (1.111)

dobija se

1

2
+

1

π
arctg

x

λ
= 1− 1

n
, (1.112)

arctg
x

λ
=

π

2
− π

n
, (1.113)

x

λ
= tg(

π

2
− π

n
), (1.114)

x = λctg
π

n
. (1.115)

Na osnovu jednakosti (1.95) i (1.96) za normirajuće konstante možemo odabrati
an = λctgπ

n
i bn = 0, n ∈ N.

Oblast privlačenja Vejbulove raspodele

Teorema 1.10 [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna funkcija raspo-
dele sa gustinom raspodele f i x0 = sup{t : F (t) < 1}. Ako su ispunjeni uslovi:
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(a) x0 < +∞,

(b) f(x) > 0 za sve x ∈ (a, x0),

(c) lim
t→x0−

(x0−t)f(t)
1−F (t)

= α > 0,

onda važi F ∈ D(G2,α).

Teorema 1.11 [Gnedenko (1943)] Neka je F funkcija raspodele i x0 = sup{t :
F (t) < 1}. Tada F pripada oblasti privlačenja D(G2,α) ako i samo ako su ispu-
njeni uslovi:

(a) x0 < +∞,

(b) za svaki x > 0 važi jednakost

lim
h→0+

1− F (x0 − hx)

1− F (x0 − h)
= xα, (1.116)

gde je α > 0.

Normirajuće konstante se mogu odabrati tako da je

an = x0 − inf{x : F (x) ≥ 1− 1

n
}, (1.117)

bn = x0. (1.118)

Primer 7 Vejbulova raspodela sa parametrom α > 0.

Funkcija raspodele je

G2,α(x) =

{
e−(−x)α

, za x < 0,
1, za x ≥ 0.

(1.119)

Za nju je x0 = 0 i za svako x > 0 važi

lim
h→0+

1−G2,α(x0 − hx)

1−G2,α(x0 − h)
= lim

h→0+

1−G2,α(−hx)

1−G2,α(−h)

= lim
h→0+

1− e−(hx)α

1− e−hα

= lim
h→0+

1− [1− (hx)α − o(hα)]

1− [1− hα − o(hα)]
(1.120)

= lim
h→0+

hαxα + o(hα)

hα + o(hα)

= lim
h→0+

xα + o(1)

1 + o(1)
= xα.
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Iz teoreme 1.11 sledi da G2,α ∈ D(G2,α).
Na osnovu jednakosti (1.118) možemo uzeti da je bn = 0. Onda an > 0 biramo

tako da važi
lim

n→∞Gn
2,α(anx) = G2,α(x) (1.121)

za svaku tačku neprekidnosti x funkcije raspodele G2,α(x). Za x ≥ 0 je G2,α(x)=1,
dok je za x < 0

lim
n→∞Gn

2,α(anx) = lim
n→∞(e−(−anx)α

)n

= lim
n→∞ e−n(−anx)α

(1.122)

= lim
n→∞ e−(−ann

1
α x)α

,

pa jednakost (1.121) postaje

lim
n→∞ e−(−ann

1
α x)α

= e−(−x)α

. (1.123)

Sledi da za normirajuće konstante možemo odabrati an = n−
1
α i bn = 0, n ∈ N.

Primer 8 Ravnomerna (uniformna) U [a, b] raspodela .

U ovom slučaju funkcija raspodele je

F (x) =





0, za x < a,
x−a
b−a

, za a ≤ x < b,

1, za x ≥ b,
(1.124)

gde je a < b. Ovde je x0 = b i za svako x > 0 važi

lim
h→0+

1− F (x0 − hx)

1− F (x0 − h)
= lim

h→0+

1− F (b− hx)

1− F (b− h)

= lim
h→0+

1− b−hx−a
b−a

1− b−h−a
b−a

(1.125)

= lim
h→0+

hx
b−a
h

b−a

= x,

Iz teoreme 1.11 sledi da F ∈ D(G2,1).
Rešavanjem jednačine

F (x) = 1− 1

n
, (1.126)

dobija se

x− a

b− a
= 1− 1

n
, (1.127)

x− b

b− a
= − 1

n
, (1.128)

x = b− b− a

n
. (1.129)
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Na osnovu jednakosti (1.117) i (1.118) za normirajuće konstante možemo odabrati
an = b−a

n
i bn = b, n ∈ N.

Primer 9 Usečena eksponencijalna E(λ, c) raspodela sa parametrima λ > 0 i
c > 0.

Ova raspodela odredjena je funkcijom raspodele

F (x) =





0, za x < 0,
1−e−λx

1−e−λc , za 0 ≤ x < c,

1, za x ≥ c.

(1.130)

Ovde je x0 = c i za svako x > 0 važi

lim
h→0+

1− F (x0 − hx)

1− F (x0 − h)
= lim

h→0+

1− F (c− hx)

1− F (c− h)

= lim
h→0+

1− 1−e−λ(c−hx)

1−e−λc

1− 1−e−λ(c−h)

1−e−λc

= lim
h→0+

e−λ(c−hx)−e−λc

1−e−λc

e−λ(c−h)−e−λc

1−e−λc

(1.131)

= lim
h→0+

e−λc(eλhx − 1)

e−λc(eλh − 1)

= lim
h→0+

λhx + o(h)

λh + o(h)

= lim
h→0+

λx + o(1)

λ + o(1)
= x,

pa na osnovu teoreme 1.11 sledi da F ∈ D(G2,1).
Rešavanjem jednačine

F (x) = 1− 1

n
, (1.132)

dobija se

1− e−λx

1− e−λc
= 1− 1

n
, (1.133)

e−λx − e−λc

1− e−λc
=

1

n
, (1.134)

e−λx = e−λc +
1− e−λc

n
, (1.135)

x = − ln(e−λc + 1−e−λc

n
)

λ
. (1.136)
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Kako je

c− (− ln(e−λc + 1−e−λc

n
)

λ
) =

λc + ln(e−λc + 1−e−λc

n
)

λ

=
ln(eλc) + ln(e−λc + 1−e−λc

n
)

λ
(1.137)

=
ln(1 + eλc−1

n
)

λ
∼ eλc − 1

λn

kad n → ∞, to na osnovu jednakosti (1.117) i (1.118), kao i posledice 1.2.2, za

normirajuće konstante možemo odabrati an = eλc−1
λn

i bn = c, n ∈ N.

Raspodele koje ne pripadaju oblastima privlačenja

Pored raspodela koje pripadaju pomenutim trima oblastima privlačenja, postoje
i one koje ne pripadaju nijednoj oblasti privlačenja za maksimume. Na osnovu
teoreme 1.3 zaključujemo da su to one raspodele čije funkcije raspodele F ne
zadovoljavaju uslov (1.38).

Neka je Xn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina, sa istom diskretnom
funkcijom raspodele F , a koje uzimaju vrednosti iz skupa nenegativnih celih
brojeva. Primenom Xajneovog principa za granične vrednosti na uslov (1.38)
dobijamo da funkcija raspodele F ne pripada nijednoj oblasti privlačenja za ma-
ksimume ako niz

F (k)− F (k − 0)

1− F (k − 0)
=

P{Xn = k}
∞∑

i=k
P{Xn = i}

, (1.138)

k ∈ N, ne konvergira nuli kad k →∞.

Primer 10 Geometrijska raspodela sa parametrom p ∈ (0, 1).

Zakon ove raspodele je

P{Xn = k} = (1− p)k−1p, k ∈ N. (1.139)

Tada je

lim
k→∞

F (k)− F (k − 0)

1− F (k − 0)
= lim

k→∞
P{Xn = k}
∞∑

i=k
P{Xn = i}

= lim
k→∞

(1− p)k−1p
∞∑

i=k
(1− p)i−1p

= lim
k→∞

(1− p)k−1p

(1− p)k−1p
∞∑

s=0
(1− p)s

(1.140)
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= lim
k→∞

1
1

1−(1−p)

= p.

Kako je p 6= 0, sledi da ova raspodela ne pripada nijednoj oblasti privlačenja za
maksimume.

Primer 11 Negativna binomna raspodela sa parametrima p ∈ (0, 1) i r ∈ {2, 3, . . .}.
Ako uvedemo oznaku q = 1− p, njen zakon raspodele je

P{Xn = k} =

(
k − 1

r − 1

)
prqk−r, k ∈ {r, r + 1, . . .}. (1.141)

Koristeći Lajbnicovu formulu za izvod vǐseg reda proizvoda dve funkcije dobijamo

lim
k→∞

F (k)− F (k − 0)

1− F (k − 0)

= lim
k→∞

P{Xn = k}
∞∑

i=k
P{Xn = i}

= lim
k→∞

(
k−1
r−1

)
prqk−r

∞∑
i=k

(
i−1
r−1

)
prqi−r

= lim
k→∞

(k − 1) · · · (k − r + 1)qk−r

∞∑
i=k

(i− 1) · · · (i− r + 1)qi−r

= lim
k→∞

(k − 1) · · · (k − r + 1)qk−r

∞∑
i=k

(qi−1)(r−1)

= lim
k→∞

(k − 1) · · · (k − r + 1)qk−r

(
∞∑

i=k
qi−1)(r−1)

(1.142)

= lim
k→∞

(k − 1) · · · (k − r + 1)qk−r

( qk−1

1−q
)(r−1)

= lim
k→∞

(k − 1) · · · (k − r + 1)qk−r

r−1∑
s=0

(
r−1

s

)
(qk−1)(r−1−s)( 1

1−q
)(s)

= lim
k→∞

(k − 1) · · · (k − r + 1)qk−r

(qk−1)(r−1) 1
1−q

+ (r − 1)(qk−1)(r−2)( 1
1−q

)′ + · · ·+ qk−1( 1
1−q

)(r−1)

= lim
k→∞

(k − 1) · · · (k − r + 1)qk−r

(k − 1) · · · (k − r + 1)qk−r 1
1−q

+ · · ·+ qk−1( 1
1−q

)(r−1)

= lim
k→∞

1
1

1−q
+ r−1

k−r+1
q

(1−q)2
+ · · ·+ 1

(k−1)···(k−r+1)
qr−1( 1

1−q
)(r−1)

=
1
1

1−q

= p.
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Kako je p 6= 0, sledi da ni ova raspodela ne pripada nijednoj oblasti privlačenja
za maksimume.

Primer 12 Puasonova P(λ) raspodela sa parametrom λ > 0.

Zakon raspodele kod Puasonove raspodele je

P{Xn = k} = e−λ λk

k!
, k ∈ {0, 1, 2, . . .}. (1.143)

S obzirom na to, važi

lim
k→∞

F (k)− F (k − 0)

1− F (k − 0)
= lim

k→∞
P{Xn = k}
∞∑

i=k
P{Xn = i}

= lim
k→∞

e−λ λk

k!
∞∑

i=k
e−λ λi

i!

= lim
k→∞

λk

k!

λk

k!
+

∞∑
i=k+1

λi

i!

= lim
k→∞

1

1 +
∞∑

s=1

λs

(k+1)···(k+s)

(1.144)

≥ lim
k→∞

1

1 +
∞∑

s=1
(λ

k
)s

= lim
k→∞

1
∞∑

s=0
(λ

k
)s

= lim
k→∞

(1− λ

k
) = 1,

pa sledi isti zaključak kao u prethodna dva primera.



Glava 2

Mešavine raspodela i ekstremne
vrednosti

2.1 Mešavine konačno mnogo raspodela

i oblasti privlačenja

Neka su X1, X2, . . . , Xn slučajne veličine sa odgovarajućim funkcijama raspodele
F1(x), F2(x), . . . , Fn(x) i neka je slučajna veličina X definisana na sledeći način:

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xn sa verovatnoćom pn,

(2.1)

gde su p1, p2, . . . , pn pozitivni realni brojevi takvi da je

n∑

i=1

pi = 1. (2.2)

Raspodela slučajne veličine X je mešavina konačno mnogo raspodela odredjenih
funkcijama raspodele F1(x), F2(x), . . . , Fn(x) i za njenu funkciju raspodele F (x)
važi jednakost

F (x) =
n∑

i=1

piFi(x). (2.3)

Neka je Y1, Y2, . . . niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom. Neka
je ta raspodela mešavina konačno mnogo raspodela odredjenih funkcijama raspo-
dele F1(x), F2(x), . . . , Fn(x), tj. njena funkcija raspodele F (x) definisana je kao
u jednakosti (2.3). Definǐsimo slučajnu veličinu

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.4)

26
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Razmatraćemo probleme koji se odnose na asimptotsko ponašanje raspodele ove
slučajne veličine kad n →∞.

U daljem izlaganju od velike koristi će nam biti sledeća lema [Mladenović
(2002) lema 1.2.2], koju ovde navodimo bez dokaza.

Lema 2.1.1 Ako za merljivu funkciju F : R+ → R+ postoji broj ρ ∈ R, takav
da za svaki x > 0 važi

lim
t→∞

F (tx)

F (t)
= xρ, (2.5)

onda važi jednakost

lim
x→∞

ln F (x)

ln x
= ρ. (2.6)

U teoremama koje slede pokazaćemo da funkcija raspodele konačne mešavine
raspodela, koje pripadaju oblasti privlačenja za maksimume Frešeove, odnosno
Vejbulove raspodele, takodje pripada oblasti privlačenja za maksimume Frešeove,
odnosno Vejbulove raspodele.

Teorema 2.1 Neka su F1, F2, . . . , Fn funkcije raspodele takve da za svako i ∈
{1, 2, . . . , n} Fi ∈ D(G1,αi

), αi > 0 i neka važi α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn. Tada za

funkciju raspodele mešavine F (x) =
n∑

i=1
piFi(x) važi F ∈ D(G1,α1).

Dokaz: Za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} iz uslova Fi ∈ D(G1,αi
), na osnovu teoreme

1.9, sledi da je sup{t : Fi(t) < 1} = +∞, pa je i

sup{t : F (t) < 1} = +∞. (2.7)

Takodje, za svaki x > 0 važi jednakost

lim
t→∞

1− Fi(tx)

1− Fi(t)
= x−αi , (2.8)

gde je αi > 0, odnosno

1− Fi(tx) = (1− Fi(t))(x
−αi + o(1)), (2.9)

kad t →∞.
Koristeći lemu 2.1.1 dobijamo

lim
t→∞

ln(1− Fi(t))

ln t
= −αi, (2.10)

ln(1− Fi(t)) = (−αi + o(1)) ln t, t →∞, (2.11)

odnosno

1− Fi(t) = t−αi+o(1), t →∞. (2.12)
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Ako za neko k 6= j važi
αk < αj, (2.13)

onda je

lim
t→∞

1− Fj(t)

1− Fk(t)
= lim

t→∞
t−αj+o(1)

t−αk+o(1)

= lim
t→∞ tαk−αj+o(1) = 0. (2.14)

Razlikovaćemo tri slučaja:

1. Neka je α1 < α2 ≤ . . . ≤ αn.

Koristeći jednakosti (2.8) i (2.14) dobijamo da za svaki x > 0 važi

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim

t→∞

1− n∑
i=1

piFi(tx)

1− n∑
i=1

piFi(t)

= lim
t→∞

n∑
i=1

pi(1− Fi(tx))

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))

= lim
t→∞

p1(1− F1(tx))(1 +
n∑

i=2

pi

p1

1−Fi(tx)
1−F1(tx)

)

p1(1− F1(t))(1 +
n∑

i=2

pi

p1

1−Fi(t)
1−F1(t)

)
(2.15)

= x−α1 lim
t→∞

1 +
n∑

i=2

pi

p1

1−Fi(tx)
1−F1(tx)

1 +
n∑

i=2

pi

p1

1−Fi(t)
1−F1(t)

= x−α1

1 +
n∑

i=2

pi

p1
lim
t→∞

1−Fi(tx)
1−F1(tx)

1 +
n∑

i=2

pi

p1
lim
t→∞

1−Fi(t)
1−F1(t)

= x−α1 .

Iz jednakosti (2.7) i (2.15), na osnovu teoreme 1.9, sledi da F ∈ D(G1,α1).

2. Neka je α1 = . . . = αk < αk+1 ≤ . . . ≤ αn, gde za k važi 2 ≤ k ≤ n− 1.

Na osnovu jednakosti (2.9) za svaki x > 0 važi

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim

t→∞

1− n∑
i=1

piFi(tx)

1− n∑
i=1

piFi(t)
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= lim
t→∞

n∑
i=1

pi(1− Fi(tx))

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))

= lim
t→∞

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))(x
−αi + o(1))

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))

= lim
t→∞[x−α1

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))
+

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))o(1)

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))

+

n∑
i=k+1

pi(1− Fi(t))(x
−αi − x−α1)

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))
] (2.16)

= x−α1 +
n∑

l=1

lim
t→∞

pl(1− Fl(t))
n∑

i=1
pi(1− Fi(t))

o(1)

+
n∑

s=k+1

(x−αs − x−α1) lim
t→∞

ps(1− Fs(t))
n∑

i=1
pi(1− Fi(t))

.

Za svako l ∈ {1, 2, . . . , n} važi

0 ≤ pl(1− Fl(t))
n∑

i=1
pi(1− Fi(t))

≤ 1. (2.17)

Odatle sledi

lim
t→∞

pl(1− Fl(t))
n∑

i=1
pi(1− Fi(t))

o(1) = 0, (2.18)

odnosno
n∑

l=1

lim
t→∞

pl(1− Fl(t))
n∑

i=1
pi(1− Fi(t))

o(1) = 0. (2.19)

Za svako s ∈ {k + 1, . . . , n} važi

lim
t→∞

ps(1− Fs(t))
n∑

i=1
pi(1− Fi(t))

= lim
t→∞

ps
1−Fs(t)
1−F1(t)

p1 +
n∑

i=2
pi

1−Fi(t)
1−F1(t)

= 0, (2.20)

jer je

p1 +
n∑

i=2

pi
1− Fi(t)

1− F1(t)
≥ p1 > 0, (2.21)
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a

lim
t→∞

1− Fs(t)

1− F1(t)
= 0 (2.22)

na osnovu jednakosti (2.14). Iz jednakosti (2.20) sledi

n∑

s=k+1

(x−αs − x−α1) lim
t→∞

ps(1− Fs(t))
n∑

i=1
pi(1− Fi(t))

= 0. (2.23)

Koristeći jednakosti (2.16), (2.19) i (2.23) dobijamo da važi

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x−α1 . (2.24)

Na osnovu teoreme 1.9, iz ove i jednakosti (2.7) sledi da F ∈ D(G1,α1).

3. Neka je α1 = . . . = αn.

Koristeći jednakosti (2.9) i (2.19) dobijamo da za svaki x > 0 važi

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim

t→∞

1− n∑
i=1

piFi(tx)

1− n∑
i=1

piFi(t)

= lim
t→∞

n∑
i=1

pi(1− Fi(tx))

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))

= lim
t→∞

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))(x
−αi + o(1))

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))
(2.25)

= lim
t→∞[x−α1

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))
+

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))o(1)

n∑
i=1

pi(1− Fi(t))
]

= x−α1 +
n∑

l=1

lim
t→∞

pl(1− Fl(t))
n∑

i=1
pi(1− Fi(t))

o(1) = x−α1 .

Iz ove i jednakosti (2.7), na osnovu teoreme 1.9, sledi da i u ovom slučaju
F ∈ D(G1,α1).2
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Teorema 2.2 Neka su F1, F2, . . . , Fn funkcije raspodele takve da za svako i ∈
{1, 2, . . . , n} Fi ∈ D(G2,αi

), αi > 0. Neka je xi = sup{t : Fi(t) < 1} i neka važi
x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn. Ako je

(a) x1 > x2 ≥ . . . ≥ xn

ili

(b) x1 = . . . = xk > xk+1 ≥ . . . ≥ xn i α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αk za neko k, takvo da
važi 2 ≤ k ≤ n,

tada za funkciju raspodele mešavine F (x) =
n∑

i=1
piFi(x) važi F ∈ D(G2,α1).

Dokaz: Za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} iz uslova Fi ∈ D(G2,αi
), na osnovu teoreme

1.11, sledi da je xi < +∞ i za svaki x > 0 važi jednakost

lim
h→0+

1− Fi(xi − hx)

1− Fi(xi − h)
= xαi , (2.26)

gde je αi > 0, odnosno važi

1− Fi(xi − hx) = (1− Fi(xi − h))(xαi + o(1)), (2.27)

kad h → 0 + .
Iz jednakosti (2.26), za y = 1

x
> 0, dobijamo

lim
h→0+

1− Fi(xi − h
y
)

1− Fi(xi − h)
= y−αi . (2.28)

Smenom t = 1
h

ova jednakost postaje

lim
t→∞

1− Fi(xi − 1
ty

)

1− Fi(xi − 1
t
)

= y−αi . (2.29)

Ako uvedemo pomoćnu funkciju Gi, takvu da je

Gi(x) = 1− Fi(xi − 1

x
), (2.30)

dobijamo da važi

lim
t→∞

Gi(ty)

Gi(t)
= y−αi . (2.31)

Koristeći lemu 2.1.1 dobijamo

lim
t→∞

ln Gi(t)

ln t
= −αi, (2.32)

lim
t→∞

ln(1− Fi(xi − 1
t
))

ln t
= −αi. (2.33)
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Vraćajući smenu t = 1
h

ova jednakost se dalje svodi na

lim
h→0+

ln(1− Fi(xi − h))

ln h
= αi, (2.34)

ln(1− Fi(xi − h)) = (αi + o(1)) ln h, h → 0+, (2.35)

odnosno

1− Fi(xi − h) = hαi+o(1), h → 0 + . (2.36)

Ako za neko k 6= j važi
αk < αj, (2.37)

onda je

lim
h→0+

1− Fj(xj − h)

1− Fk(xk − h)
= lim

h→0+

hαj+o(1)

hαk+o(1)

= lim
h→0+

hαj−αk+o(1) = 0. (2.38)

Razmotrimo dva data slučaja:

(a) Neka je x1 > x2 ≥ . . . ≥ xn.

Za x < x1 je F1(x) < 1, pa je i F (x) =
n∑

i=1
piFi(x) < 1. Za x ≥ x1, za svako

i ∈ {1, 2, . . . , n} je Fi(x) = 1, pa je i F (x) = 1. Zaključujemo da je

sup{t : F (t) < 1} = x1 < +∞. (2.39)

Za x2 ≤ x < x1 važi

F (x) = p1F1(x) + p2 + . . . + pn

= 1− p1 + p1F1(x) (2.40)

= 1− p1(1− F1(x)).

Koristeći ovu jednakost dobijamo da za svaki x > 0 važi

lim
h→0+

1− F (x1 − hx)

1− F (x1 − h)
= lim

h→0+

1− [1− p1(1− F1(x1 − hx))]

1− [1− p1(1− F1(x1 − h))]

= lim
h→0+

p1(1− F1(x1 − hx))

p1(1− F1(x1 − h))
= xα1 . (2.41)

Na osnovu teoreme 1.11, iz (2.39) i (2.41) sledi da F ∈ D(G2,α1).
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(b) Neka je x1 = . . . = xk > xk+1 ≥ . . . ≥ xn za neko k, takvo da je 2 ≤ k ≤ n
i neka važi α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αk.

Za x < x1, za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} je Fi(x) < 1, pa je i F (x) < 1. Za
x ≥ x1, za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} je Fi(x) = 1, pa je i F (x) = 1. Odavde
sledi da je i u ovom slučaju

sup{t : F (t) < 1} = x1 < +∞. (2.42)

Za xk+1 ≤ x < x1 (ukoliko je k = n onda za x < x1) važi

F (x) = p1F1(x) + . . . + pkFk(x) + pk+1 + . . . + pn

= 1− p1 − . . .− pk + p1F1(x) + . . . + pkFk(x) (2.43)

= 1−
k∑

i=1

pi(1− Fi(x)).

Razlikovaćemo tri podslučaja:

1. Neka je α1 < α2 ≤ . . . ≤ αk.

Koristeći jednakosti (2.43), (2.26) i (2.38) dobijamo da za svaki x > 0
važi

lim
h→0+

1− F (x1 − hx)

1− F (x1 − h)
= lim

h→0+

1− [1− k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − hx))]

1− [1− k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))]

= lim
h→0+

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − hx))

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

= lim
h→0+

[
p1(1− F1(x1 − hx))

p1(1− F1(x1 − h))

·
1 +

k∑
i=2

pi

p1

1−Fi(x1−hx)
1−F1(x1−hx)

1 +
k∑

i=2

pi

p1

1−Fi(x1−h)
1−F1(x1−h)

] (2.44)

= xα1 lim
h→0+

1 +
k∑

i=2

pi

p1

1−Fi(x1−hx)
1−F1(x1−hx)

1 +
k∑

i=2

pi

p1

1−Fi(x1−h)
1−F1(x1−h)

= xα1

1 +
k∑

i=2

pi

p1
lim

h→0+

1−Fi(x1−hx)
1−F1(x1−hx)

1 +
k∑

i=2

pi

p1
lim

h→0+

1−Fi(x1−h)
1−F1(x1−h)

= xα1 .
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Iz jednakosti (2.42) i (2.44), na osnovu teoreme 1.11, sledi da F ∈
D(G2,α1).

2. Neka je α1 = . . . = αs < αs+1 ≤ . . . ≤ αk, gde za s važi 2 ≤ s ≤ k− 1.

Na osnovu jednakosti (2.43) i (2.27) za svaki x > 0 važi

lim
h→0+

1− F (x1 − hx)

1− F (x1 − h)
= lim

h→0+

1− [1− k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − hx))]

1− [1− k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))]

= lim
h→0+

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − hx))

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

= lim
h→0+

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))(xαi + o(1))

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

= lim
h→0+

[xα1

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))
(2.45)

+

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))o(1)

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

+

k∑
i=s+1

pi(1− Fi(x1 − h))(xαi − xα1)

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))
]

= xα1 +
k∑

l=1

lim
h→0+

pl(1− Fl(x1 − h))
k∑

i=1
pi(1− Fi(x1 − h))

o(1)

+
k∑

r=s+1

(xαr − xα1) lim
h→0+

pr(1− Fr(x1 − h))
k∑

i=1
pi(1− Fi(x1 − h))

.

Za svako l ∈ {1, 2, . . . , k} važi nejednakost

0 ≤ pl(1− Fl(x1 − h))
k∑

i=1
pi(1− Fi(x1 − h))

≤ 1, (2.46)
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na osnovu koje sledi

lim
h→0+

pl(1− Fl(x1 − h))
k∑

i=1
pi(1− Fi(x1 − h))

o(1) = 0, (2.47)

odnosno
k∑

l=1

lim
h→0+

pl(1− Fl(x1 − h))
k∑

i=1
pi(1− Fi(x1 − h))

o(1) = 0. (2.48)

Za svako r ∈ {s + 1, . . . , k} važi

lim
h→0+

pr(1− Fr(x1 − h))
k∑

i=1
pi(1− Fi(x1 − h))

= lim
h→0+

pr
1−Fr(x1−h)
1−F1(x1−h)

p1 +
k∑

i=2
pi

1−Fi(x1−h)
1−F1(x1−h)

= 0, (2.49)

jer je

p1 +
k∑

i=2

pi
1− Fi(x1 − h)

1− F1(x1 − h)
≥ p1 > 0, (2.50)

a

lim
h→0+

1− Fr(x1 − h)

1− F1(x1 − h)
= 0 (2.51)

na osnovu jednakosti (2.38). Iz jednakosti (2.49) sledi

k∑

r=s+1

(xαr − xα1) lim
h→0+

pr(1− Fr(x1 − h))
k∑

i=1
pi(1− Fi(x1 − h))

= 0. (2.52)

Iz jednakosti (2.45), (2.48) i (2.52) dobijamo da važi

lim
h→0+

1− F (x1 − hx)

1− F (x1 − h)
= xα1 . (2.53)

Na osnovu teoreme 1.11, iz jednakosti (2.42) i (2.53) takodje sledi da
F ∈ D(G2,α1).

3. Neka je α1 = . . . = αk.

Iz jednakosti (2.43), (2.27) i (2.48) dobijamo da za svaki x > 0 važi

lim
h→0+

1− F (x1 − hx)

1− F (x1 − h)
= lim

h→0+

1− [1− k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − hx))]

1− [1− k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))]
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= lim
h→0+

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − hx))

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

= lim
h→0+

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))(xαi + o(1))

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

= lim
h→0+

[xα1

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))

+

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))o(1)

k∑
i=1

pi(1− Fi(x1 − h))
] (2.54)

= xα1 +
k∑

l=1

lim
h→0+

pl(1− Fl(x1 − h))
k∑

i=1
pi(1− Fi(x1 − h))

o(1)

= xα1 .

Iz jednakosti (2.42) i (2.54), na osnovu teoreme 1.11, sledi da i u ovom
podslučaju F ∈ D(G2,α1).2

U radovima Mladenović (1998) i Mladenović (1999) razmatrani su nizovi neza-
visnih slučajnih veličina sa istom raspodelom koja je mešavina dve konkretne
raspodele i rešavani su problemi vezani za asimptotsko ponašanje maksimuma Mn

kad n → ∞. U primerima i teoremama koje slede razmatranje će biti prošireno
na nizove nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom koja je mešavina k
konkretnih raspodela, gde je k prirodan broj, a biće rešavani i neki novi slučajevi.

Primer 13 Neka su Xi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, slučajne veličine takve da su njihove
odgovarajuće funkcije raspodele Frešeove G1,αi

(x), αi > 0 i neka je α1 < α2 <
. . . < αk. Neka je F (x) funkcija raspodele slučajne veličine X, koja je konačna
mešavina slučajnih veličina X1, X2, . . . , Xk, tj.

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xk sa verovatnoćom pk,

(2.55)

gde su p1, p2, . . . , pk pozitivni realni brojevi takvi da je

k∑

i=1

pi = 1. (2.56)
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Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.57)

Tada za svako x > 0 važi jednakost

lim
n→∞P{ Mn

(np1)
1

α1

≤ x} = e−x−α1 . (2.58)

Funkcija raspodele slučajne veličine Xi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, je

G1,αi
(x) =

{
0, za x ≤ 0,

e−x−αi , za x > 0.
(2.59)

Kako je zajednička raspodela članova niza mešavina tih k Frešeovih raspodela,
za njenu funkciju raspodele važi

F (x) =
k∑

i=1

piG1,αi
(x), (2.60)

odnosno

F (x) =





0, za x ≤ 0,
k∑

i=1
pie

−x−αi , za x > 0.
(2.61)

Za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} na osnovu primera 4 sledi da G1,αi
∈ D(G1,αi

). Kako je
α1 < α2 < . . . < αk, iz teoreme 2.1 sledi da F ∈ D(G1,α1). To znači da za svako
x > 0 važi jednakost

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = e−x−α1 , (2.62)

gde su an i bn, n ∈ N, normirajuće konstante koje treba odrediti.
Na osnovu teoreme 1.9 sledi da je bn = 0, pa se jednakost (2.62) svodi na

lim
n→∞P{Mn ≤ anx} = e−x−α1 . (2.63)

Koristeći teoremu 1.2 konstantu an možemo izračunati iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (anx)) = x−α1 , (2.64)

koja važi za svako x > 0. Kako je an > 0, iz ove jednakosti dobijamo ekvivalentnu
jednakost

lim
n→∞n(1−

k∑

i=1

pie
−(anx)−αi ) = x−α1 , (2.65)
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odnosno

lim
n→∞n

k∑

i=1

pi(1− e−(anx)−αi ) = x−α1 . (2.66)

Kada n → ∞, tada anx = un → ∞, pa −(anx)−αi → 0, odakle sledi da je
jednakost (2.66) ekvivalentna jednakosti

lim
n→∞n

k∑

i=1

pi[1− (1− (anx)−αi + o(−(anx)−αi))] = x−α1 , (2.67)

tj.

lim
n→∞n

k∑

i=1

pi(anx)−αi(1 + o(1)) = x−α1 . (2.68)

Dalje je

lim
n→∞np1(anx)−α1 [(1 + o(1)) +

k∑

i=2

pi

p1

(anx)α1−αi(1 + o(1))] = x−α1 . (2.69)

Za svako i ∈ {2, 3, . . . , k} je α1 < αi, odakle sledi da (anx)α1−αi → 0, kad n →∞.
Jednakost (2.69) se svodi na

lim
n→∞np1(anx)−α1 = x−α1 , (2.70)

odnosno
lim

n→∞np1(an)−α1 = 1. (2.71)

Možemo uzeti da je

an = (np1)
1

α1 . (2.72)

Prema tome, važi jednakost (2.58).

Primer 14 Neka su Xi, i ∈ {1, 2, . . . , l}, slučajne veličine čije su odgovarajuće
raspodele Paretove sa parametrima αi > 0 i ki > 0, neka je α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αl i
nikoja dva uredjena para (αi, ki) se ne poklapaju. Neka je F (x) funkcija raspodele
slučajne veličine X, koja je konačna mešavina slučajnih veličina X1, X2, . . . , Xl,
tj.

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xl sa verovatnoćom pl,

(2.73)

gde su p1, p2, . . . , pl pozitivni realni brojevi takvi da je

l∑

i=1

pi = 1. (2.74)
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Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.75)

Ako je s broj onih αi koji se poklapaju sa α1, tj. ako važi α1 = . . . = αs < αs+1 ≤
. . . ≤ αl, gde s može biti iz skupa {1, 2, . . . , l}, tada za svako x > 0 važi jednakost

lim
n→∞P{ Mn

(n
s∑

i=1
piki)

1
α1

≤ x} = e−x−α1 . (2.76)

Za svako i ∈ {1, 2, . . . , l} funkcija raspodele slučajne veličine Xi je

Fi(x) =





0, za x < k
1

αi
i ,

1− kix
−αi , za x ≥ k

1
αi
i ,

(2.77)

pa za funkciju raspodele njihove mešavine važi

F (x) =
l∑

i=1

piFi(x), (2.78)

odnosno

F (x) =
l∑

i=1

pi(1− kix
−αi), (2.79)

za x ≥ max{k
1

α1
1 , . . . , k

1
αl
l }. Kako za svako i ∈ {1, 2, . . . , l} na osnovu primera 5

sledi da Fi ∈ D(G1,αi
), koristeći teoremu 2.1 dobijamo da F ∈ D(G1,α1). Sledi da

za svako x > 0 važi jednakost

lim
n→∞P{Mn

an

≤ x} = e−x−α1 , (2.80)

odnosno
lim

n→∞P{Mn ≤ anx} = e−x−α1 , (2.81)

jer je na osnovu teoreme 1.9 bn = 0, n ∈ N. Koristeći teoremu 1.2 normirajuću
konstantu an, n ∈ N, možemo odrediti iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (anx)) = x−α1 , (2.82)

koja važi za svako x > 0. Kako anx = un → ∞, kad n → ∞, iz ove jednakosti,
koristeći jednakost (2.79), dobijamo da je

lim
n→∞n[1−

l∑

i=1

pi(1− ki(anx)−αi)] = x−α1 , (2.83)
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tj.

lim
n→∞n

l∑

i=1

piki(anx)−αi = x−α1 . (2.84)

Kako je α1 = . . . = αs, ova jednakost je ekvivalentna sa

lim
n→∞n(anx)−α1(

s∑

i=1

piki +
l∑

i=s+1

piki(anx)α1−αi) = x−α1 . (2.85)

Za svako i ∈ {s + 1, . . . , l} je α1 < αi, pa sledi da (anx)α1−αi → 0, kad n → ∞.
Ukoliko je s = l u jednakosti (2.85) druge sume i nema. U svakom slučaju, iz
jednakosti (2.85) zaključujemo da važi

lim
n→∞n(anx)−α1

s∑

i=1

piki = x−α1 , (2.86)

odnosno

lim
n→∞ a−α1

n n
s∑

i=1

piki = 1. (2.87)

Prema tome, možemo uzeti da je

an = (n
s∑

i=1

piki)
1

α1 . (2.88)

Na osnovu jednakosti (2.80) sledi jednakost (2.76).

Primer 15 Neka za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} slučajna veličina Xi ima Košijevu
K(λi, 0) raspodelu, λi > 0 i svi λi su medjusobno različiti. Neka je F (x) funkcija
raspodele slučajne veličine X, koja je konačna mešavina slučajnih veličina X1, X2,
. . . , Xk, tj.

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xk sa verovatnoćom pk,

(2.89)

gde su p1, p2, . . . , pk pozitivni realni brojevi takvi da je

k∑

i=1

pi = 1. (2.90)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.91)

Tada za svako x > 0 važi jednakost

lim
n→∞P{ π

n
k∑

i=1
piλi

Mn ≤ x} = e−x−1

. (2.92)
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Za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} funkcija raspodele slučajne veličine Xi je

Fi(x) =
1

2
+

1

π
arctg

x

λi

, x ∈ R. (2.93)

U primeru 6 pokazali smo da Fi ∈ D(G1,1). Funkcija raspodele F (x) je mešavina
tih k raspodela, pa važi

F (x) =
k∑

i=1

piFi(x)

=
k∑

i=1

pi(
1

2
+

1

π
arctg

x

λi

), x ∈ R. (2.94)

Na osnovu teoreme 2.1 sledi da i F ∈ D(G1,1), pa za svako x > 0 važi

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = e−x−1

, (2.95)

gde su an i bn, n ∈ N, normirajuće konstante koje treba odrediti.
Na osnovu teoreme 1.9 sledi da je bn = 0, pa se jednakost (2.95) svodi na

lim
n→∞P{Mn ≤ anx} = e−x−1

. (2.96)

Koristeći teoremu 1.2 konstantu an možemo izračunati iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (anx)) = x−1, (2.97)

koja važi za svako x > 0. Koristeći izraz (2.94) dalje dobijamo da je

lim
n→∞n[1−

k∑

i=1

pi(
1

2
+

1

π
arctg

anx

λi

)] = x−1, (2.98)

tj.

lim
n→∞n

k∑

i=1

pi(
1

2
− 1

π
arctg

anx

λi

) = x−1, (2.99)

odnosno

lim
n→∞

n

π

k∑

i=1

pi(
π

2
− arctg

anx

λi

) = x−1. (2.100)

Ova jednakost je ekvivalentna sa

lim
n→∞

n

π

k∑

i=1

piλia
−1
n x−1(

π

2
− arctg

anx

λi

)
anx

λi

= x−1. (2.101)

odnosno

lim
n→∞

n

π
a−1

n x−1
k∑

i=1

piλi(
π

2
− arctg

anx

λi

)
anx

λi

= x−1. (2.102)
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Kako anx = un → ∞, kad n → ∞, to će i za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} važiti da
anx
λi
→∞. Kada primenimo relaciju (1.108) u jednakosti (2.102) dobijamo da važi

lim
n→∞

n

π
a−1

n x−1
k∑

i=1

piλi = x−1, (2.103)

tj.

lim
n→∞

n

π
a−1

n

k∑

i=1

piλi = 1. (2.104)

Dakle, možemo odrediti da je

an =
n

k∑
i=1

piλi

π
, (2.105)

pa važi jednakost (2.92).

Primer 16 Neka su Xi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, slučajne veličine takve da su njihove
odgovarajuće funkcije raspodele Vejbulove G2,αi

(x), αi > 0 i neka je α1 < α2 <
. . . < αk. Neka je F (x) funkcija raspodele slučajne veličine X, koja je konačna
mešavina slučajnih veličina X1, X2, . . . , Xk, tj.

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xk sa verovatnoćom pk,

(2.106)

gde su p1, p2, . . . , pk pozitivni realni brojevi takvi da je

k∑

i=1

pi = 1. (2.107)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.108)

Tada za svako x < 0 važi jednakost

lim
n→∞P{ Mn

(np1)
− 1

α1

≤ x} = e−(−x)α1 . (2.109)

Za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} funkcija raspodele slučajne veličine Xi je

G2,αi
(x) =

{
e−(−x)αi , za x < 0,
1, za x ≥ 0,

(2.110)
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pa važi da je
xi = sup{t : G2,αi

(t) < 1} = 0. (2.111)

Zajednička raspodela članova niza je mešavina tih k Vejbulovih raspodela, pa za
njenu funkciju raspodele važi

F (x) =
k∑

i=1

piG2,αi
(x), (2.112)

odnosno

F (x) =





k∑
i=1

pie
−(−x)αi , za x < 0,

1, za x ≥ 0,
(2.113)

a odatle sledi da je
x0 = sup{t : F (t) < 1} = 0. (2.114)

Za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} na osnovu primera 7 sledi da G2,αi
∈ D(G2,αi

). Kako
je x1 = x2 = . . . = xk = 0 i α1 < α2 < . . . < αk, iz teoreme 2.2 sledi da
F ∈ D(G2,α1). To znači da za svako x < 0 važi jednakost

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = e−(−x)α1 , (2.115)

gde su an i bn, n ∈ N, normirajuće konstante koje treba odrediti.
Na osnovu teoreme 1.11 sledi da je bn = x0 = 0, pa se jednakost (2.115) svodi

na
lim

n→∞P{Mn ≤ anx} = e−(−x)α1 . (2.116)

Koristeći teoremu 1.2 konstantu an možemo izračunati iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (anx)) = (−x)α1 , (2.117)

koja važi za svako x < 0. Kako je an > 0, koristeći (2.113) dobijamo ekvivalentnu
jednakost

lim
n→∞n(1−

k∑

i=1

pie
−(−anx)αi ) = (−x)α1 , (2.118)

odnosno

lim
n→∞n

k∑

i=1

pi(1− e−(−anx)αi ) = (−x)α1 . (2.119)

Kada n → ∞ tada anx = un → 0−, pa i −(−anx)αi → 0, odakle sledi da je
jednakost (2.119) ekvivalentna jednakosti

lim
n→∞n

k∑

i=1

pi[1− (1− (−anx)αi − o((−anx)αi))] = (−x)α1 , (2.120)
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tj.

lim
n→∞n

k∑

i=1

pi(−anx)αi(1 + o(1)) = (−x)α1 . (2.121)

Dalje je

lim
n→∞np1(−anx)α1 [(1 + o(1)) +

k∑

i=2

pi

p1

(−anx)αi−α1(1 + o(1))] = (−x)α1 . (2.122)

Za svako i ∈ {2, 3, . . . , k} je α1 < αi, odakle sledi da (−anx)αi−α1 → 0, kad
n →∞. Jednakost (2.122) se svodi na

lim
n→∞np1(−anx)α1 = (−x)α1 , (2.123)

odnosno
lim

n→∞np1a
α1
n = 1. (2.124)

Možemo uzeti da je

an = (np1)
− 1

α1 . (2.125)

Prema tome, važi jednakost (2.109).

Primer 17 Neka za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} slučajna veličina Xi ima uniformnu
U [ci, di] raspodelu, neka je d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dk i nikoja dva segmenta [ci, di] se ne
poklapaju. Neka je F (x) funkcija raspodele slučajne veličine X, koja je konačna
mešavina slučajnih veličina X1, X2, . . . , Xk, tj.

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xk sa verovatnoćom pk,

(2.126)

gde su p1, p2, . . . , pk pozitivni realni brojevi takvi da je

k∑

i=1

pi = 1. (2.127)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.128)

Ako je s broj onih di koji se poklapaju sa d1, tj. ako važi d1 = . . . = ds > ds+1 ≥
. . . ≥ dk, gde s može biti iz skupa {1, 2, . . . , k}, tada za svako x < 0 važi jednakost

lim
n→∞P{n

s∑

i=1

pi

d1 − ci

(Mn − d1) ≤ x} = ex. (2.129)
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Funkcija raspodele slučajne veličine Xi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, je

Fi(x) =





0, za x < ci,
x−ci

di−ci
, za ci ≤ x < di,

1, za x ≥ di,
(2.130)

pa važi da je
xi = sup{t : Fi(t) < 1} = di. (2.131)

Zajednička raspodela članova niza je mešavina tih k uniformnih raspodela, pa za
njenu funkciju raspodele važi

F (x) =
k∑

i=1

piFi(x), (2.132)

odnosno
F (x) = 1, (2.133)

za x ≥ d1, a

F (x) =
s∑

i=1

pi
x− ci

d1 − ci

+
k∑

i=s+1

pi

=
s∑

i=1

pi
x− ci

d1 − ci

+ 1−
s∑

i=1

pi

= 1−
s∑

i=1

pi(1− x− ci

d1 − ci

) (2.134)

= 1−
s∑

i=1

pi
d1 − x

d1 − ci

,

za max{ds+1, c1, . . . , cs} ≤ x < d1 (max{c1, . . . , ck} ≤ x < d1 ukoliko je s = k).
Odatle sledi da je

x0 = sup{t : F (t) < 1} = d1. (2.135)

Za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} na osnovu primera 8 sledi da Fi ∈ D(G2,1), pa iz
teoreme 2.2 sledi da i F ∈ D(G2,1). To znači da za svako x < 0 važi jednakost

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = ex, (2.136)

gde su an i bn, n ∈ N, normirajuće konstante koje treba odrediti.
Na osnovu teoreme 1.11 sledi da je bn = x0 = d1, pa se jednakost (2.136) svodi

na
lim

n→∞P{Mn ≤ anx + d1} = ex. (2.137)

Koristeći teoremu 1.2 konstantu an možemo izračunati iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (anx + d1)) = −x, (2.138)
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koja važi za svako x < 0. Kako anx + d1 = un → d1−, kad n → ∞, koristeći
(2.134) dobijamo ekvivalentnu jednakost

lim
n→∞n[1− (1−

s∑

i=1

pi
d1 − anx− d1

d1 − ci

)] = −x, (2.139)

odnosno

lim
n→∞n

s∑

i=1

pi
−anx

d1 − ci

= −x. (2.140)

Dalje, važi da je

lim
n→∞nan

s∑

i=1

pi

d1 − ci

= 1, (2.141)

pa možemo odabrati da je

an =
1

n
s∑

i=1

pi

d1−ci

. (2.142)

Sada lako sledi jednakost (2.129).

Primer 18 Neka za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} slučajna veličina Xi ima usečenu
eksponencijalnu E(λi, ci) raspodelu, λi > 0, ci > 0, neka je c1 ≥ c2 ≥ . . . ≥ ck i
nikoja dva uredjena para (λi, ci) se ne poklapaju. Neka je F (x) funkcija raspodele
slučajne veličine X, koja je konačna mešavina slučajnih veličina X1, X2, . . . , Xk,
tj.

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xk sa verovatnoćom pk,

(2.143)

gde su p1, p2, . . . , pk pozitivni realni brojevi takvi da je

k∑

i=1

pi = 1. (2.144)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.145)

Ako je s broj onih ci koji se poklapaju sa c1, tj. ako važi c1 = . . . = cs > cs+1 ≥
. . . ≥ ck, gde s može biti iz skupa {1, 2, . . . , k}, tada za svako x < 0 važi jednakost

lim
n→∞P{n

s∑

i=1

piλi

eλic1 − 1
(Mn − c1) ≤ x} = ex. (2.146)
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Za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} funkcija raspodele slučajne veličine Xi je

Fi(x) =





0, za x < 0,
1−e−λix

1−e−λici
, za 0 ≤ x < ci,

1, za x ≥ ci,

(2.147)

pa važi da je
xi = sup{t : Fi(t) < 1} = ci. (2.148)

Zajednička raspodela članova niza je mešavina tih k usečenih eksponencijalnih
raspodela, pa za njenu funkciju raspodele važi

F (x) =
k∑

i=1

piFi(x), (2.149)

odnosno
F (x) = 1, (2.150)

za x ≥ c1, a

F (x) =
s∑

i=1

pi
1− e−λix

1− e−λic1
+

k∑

i=s+1

pi

=
s∑

i=1

pi
1− e−λix

1− e−λic1
+ 1−

s∑

i=1

pi

= 1−
s∑

i=1

pi(1− 1− e−λix

1− e−λic1
) (2.151)

= 1−
s∑

i=1

pi
e−λix − e−λic1

1− e−λic1
,

= 1−
s∑

i=1

pi
eλic1−λix − 1

eλic1 − 1
,

za cs+1 ≤ x < c1 (0 ≤ x < c1 ukoliko je s = k). Sledi da je

x0 = sup{t : F (t) < 1} = c1. (2.152)

Za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} na osnovu primera 9 sledi da Fi ∈ D(G2,1), pa iz
teoreme 2.2 sledi da i F ∈ D(G2,1). To znači da za svako x < 0 važi jednakost

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = ex, (2.153)

gde su an i bn, n ∈ N, normirajuće konstante koje treba odrediti.
Koristeći teoremu 1.11 zaključujemo da je bn = x0 = c1, pa se jednakost

(2.153) svodi na
lim

n→∞P{Mn ≤ anx + c1} = ex. (2.154)
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Na osnovu teoreme 1.2 konstantu an možemo izračunati iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (anx + c1)) = −x, (2.155)

koja važi za svako x < 0. Kako anx + c1 = un → c1−, kad n → ∞, koristeći
(2.151) dobijamo ekvivalentnu jednakost

lim
n→∞n[1− (1−

s∑

i=1

pi
eλic1−λi(anx+c1) − 1

eλic1 − 1
)] = −x, (2.156)

odnosno

lim
n→∞n

s∑

i=1

pi
e−λianx − 1

eλic1 − 1
= −x. (2.157)

Kad n →∞ tada anx + c1 → c1, odnosno anx → 0, pa će i −λianx → 0 za svako
i ∈ {1, 2, . . . , s}. Zbog toga se (2.157) može svesti na ekvivalentnu jednakost

lim
n→∞n

s∑

i=1

pi

eλic1 − 1
(−λianx + o(−λianx)) = −x, (2.158)

odnosno

lim
n→∞n

s∑

i=1

pi

eλic1 − 1
(−λianx)(1 + o(1)) = −x, (2.159)

tj.

lim
n→∞ ann

s∑

i=1

piλi

eλic1 − 1
(1 + o(1)) = 1. (2.160)

Možemo odabrati da je

an =
1

n
s∑

i=1

piλi

eλic1−1

. (2.161)

Sledi da važi jednakost (2.146).

U prethodnim primerima razmatrane su konačne mešavine raspodela koje
sve pripadaju oblasti privlačenja za maksimume Frešeove, odnosno Vejbulove
raspodele. Pri tim razmatranjima od velike koristi su nam bile teoreme 2.1 i
2.2. U teoremama koje slede razmatraćemo konačne mešavine raspodela koje sve
pripadaju oblasti privlačenja za maksimume Gumbelove raspodele.

Teorema 2.3 Neka su Xi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, slučajne veličine čije su odgovarajuće
raspodele eksponencijalne E(λi), λi > 0 i neka je λ1 < λ2 < . . . < λk. Neka je
F (x) funkcija raspodele slučajne veličine X, koja je konačna mešavina slučajnih
veličina X1, X2, . . . , Xk, tj.

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xk sa verovatnoćom pk,

(2.162)
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gde su p1, p2, . . . , pk pozitivni realni brojevi takvi da je

k∑

i=1

pi = 1. (2.163)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.164)

Tada za svaki realan broj x važi jednakost

lim
n→∞P{λ1(Mn − ln(np1)

λ1

) ≤ x} = e−e−x

. (2.165)

Dokaz: Za svako i ∈ {1, 2, . . . , k} funkcija raspodele slučajne veličine Xi je

Fi(x) =

{
0, za x < 0,
1− e−λix, za x ≥ 0.

(2.166)

Zajednička raspodela članova niza je mešavina tih k eksponencijalnih raspodela,
pa za njenu funkciju raspodele važi

F (x) =
k∑

i=1

piFi(x), (2.167)

odnosno

F (x) =





0, za x < 0,
k∑

i=1
pi(1− e−λix), za x ≥ 0,

(2.168)

tj.

F (x) =





0, za x < 0,

1− k∑
i=1

pie
−λix, za x ≥ 0.

(2.169)

Odavde je jasno da je

x0 = sup{t : F (t) < 1} = +∞. (2.170)

Ako za pomoćnu funkciju odaberemo g(t) = 1
λ1

, onda za svaki realan broj x važi

lim
t→x0−

1− F (t + xg(t))

1− F (t)
= lim

t→∞
1− F (t + x

λ1
)

1− F (t)

= lim
t→∞

1− [1− k∑
i=1

pie
−λi(t+

x
λ1

)
]

1− (1− k∑
i=1

pie−λit)
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= lim
t→∞

k∑
i=1

pie
−λite

− λi
λ1

x

k∑
i=1

pie−λit

(2.171)

= lim
t→∞

p1e
−λ1te−x[1 +

k∑
i=2

pi

p1
e(λ1−λi)te

λ1−λi
λ1

x
]

p1e−λ1t[1 +
k∑

i=2

pi

p1
e(λ1−λi)t]

= e−x lim
t→∞

1 +
k∑

i=2

pi

p1
e(λ1−λi)te

λ1−λi
λ1

x

1 +
k∑

i=2

pi

p1
e(λ1−λi)t

= e−x,

jer za svako i ∈ {2, . . . , k} je λ1 < λi, pa e(λ1−λi)t → 0, kad t → ∞. Na osnovu
teoreme 1.7 sledi da F ∈ D(G0), odnosno sledi da za svaki realan broj x važi
jednakost

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = e−e−x

. (2.172)

Takodje važi da je

an = g(bn) =
1

λ1

, (2.173)

n ∈ N. Jednakost (2.172) se svodi na

lim
n→∞P{Mn ≤ x

λ1

+ bn} = e−e−x

, (2.174)

gde konstantu bn možemo odrediti koristeći teoremu 1.2. Na osnovu nje važi da
je

lim
n→∞n(1− F (

x

λ1

+ bn)) = e−x. (2.175)

Kad n →∞ tada x
λ1

+ bn = un →∞, pa je jednakost (2.175) ekvivalentna sa

lim
n→∞n[1− (1−

k∑

i=1

pie
−λi(

x
λ1

+bn)
)] = e−x. (2.176)

Dalje je

lim
n→∞n

k∑

i=1

pie
− λi

λ1
x
e−λibn = e−x, (2.177)

tj.

lim
n→∞np1e

−xe−λ1bn [1 +
k∑

i=2

pi

p1

e
λ1−λi

λ1
x
e(λ1−λi)bn ] = e−x. (2.178)

Kako x
λ1

+ bn →∞, kad n →∞, to i bn →∞. Odatle sledi da e(λ1−λi)bn → 0, pa
zbog toga važi

lim
n→∞np1e

−λ1bn = 1. (2.179)
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Dalje, možemo odabrati da bude

e−λ1bn =
1

np1

, (2.180)

odnosno da je

bn =
ln(np1)

λ1

. (2.181)

Na osnovu jednakosti (2.172), (2.173) i (2.181) sledi tvrdjenje teoreme.2

Teorema 2.4 Neka su Xi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, slučajne veličine čije su odgovarajuće
raspodele normalne N (mi, σ

2
i ), σi > 0, neka je σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σk i nikoja dva

uredjena para (mi, σi) se ne poklapaju. U slučaju da je prvih nekoliko standardnih
odstupanja jednako sa σ1, tj. σ1 = . . . = σs, gde s može biti iz skupa {2, . . . , k},
neka je m1 > . . . > ms. Neka je F (x) funkcija raspodele slučajne veličine X, koja
je konačna mešavina slučajnih veličina X1, X2, . . . , Xk, tj.

X =





X1 sa verovatnoćom p1,
X2 sa verovatnoćom p2,
...

Xk sa verovatnoćom pk,

(2.182)

gde su p1, p2, . . . , pk pozitivni realni brojevi takvi da je

k∑

i=1

pi = 1. (2.183)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.184)

Tada za svaki realan broj x važi jednakost

lim
n→∞P{

Mn −m1 − σ1

√
2 ln n + σ1

ln ln n+ln 4π

p2
1

2
√

2 ln n
σ1√
2 ln n

≤ x} = e−e−x

. (2.185)

Dokaz: Na osnovu jednakosti (1.79) funkcija raspodele slučajne veličine Xi, i ∈
{1, 2, . . . , k}, je

Fi(x) = Φ(
x−mi

σi

). (2.186)

Zajednička raspodela članova niza je mešavina tih k normalnih raspodela, pa za
njenu funkciju raspodele važi

F (x) =
k∑

i=1

piFi(x), (2.187)
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odnosno

F (x) =
k∑

i=1

piΦ(
x−mi

σi

). (2.188)

Za nju važi da je
x0 = sup{t : F (t) < 1} = +∞. (2.189)

Koristeći (2.188) dobijamo da je

1− F (x) = 1−
k∑

i=1

piΦ(
x−mi

σi

)

=
k∑

i=1

pi[1− Φ(
x−mi

σi

)] (2.190)

= p1[1− Φ(
x−m1

σ1

)][1 +
k∑

i=2

pi

p1

1− Φ(x−mi

σi
)

1− Φ(x−m1

σ1
)
].

Posmatrajmo izraz

Ai(x) = (
x−m1

σ1

)2 − (
x−mi

σi

)2

= (
x−m1

σ1

− x−mi

σi

)(
x−m1

σ1

+
x−mi

σi

) (2.191)

=
[(σi − σ1)x−m1σi + miσ1][(σi + σ1)x−m1σi −miσ1]

σ2
1σ

2
i

.

Za svako i ∈ {2, . . . , k} po pretpostavkama teoreme moguća su dva slučaja. Ili
je σ1 > σi, pa Ai(x) → −∞, kad x → ∞, ili je σ1 = σi i m1 > mi, pa je onda

Ai(x) = (mi−m1)σ1[2σ1x−(m1+mi)σ1]
σ4
1

i opet Ai(x) → −∞, kad x → ∞. Na osnovu

ovoga i asimptotske relacije (1.78) dobijamo da važi

lim
x→∞

1− Φ(x−mi

σi
)

1− Φ(x−m1

σ1
)

= lim
x→∞

ϕ(
x−mi

σi
)

x−mi
σi

ϕ(
x−m1

σ1
)

x−m1
σ1

= lim
x→∞

x−m1

σ1

1√
2π

e
− 1

2
(

x−mi
σi

)2

x−mi

σi

1√
2π

e
− 1

2
(

x−m1
σ1

)2
(2.192)

= lim
x→∞

σi(x−m1)

σ1(x−mi)
e

1
2
[(

x−m1
σ1

)2−(
x−mi

σi
)2]

=
σi

σ1

lim
x→∞ e

1
2
Ai(x) = 0.

Koristeći ovu i jednakost (2.190) dobijamo da važi

1− F (x) ∼ p1[1− Φ(
x−m1

σ1

)], (2.193)
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kad x →∞. Za svaki realan broj x izraz t+x
σ2
1

t−m1
→∞, kad t →∞, pa birajući

za pomoćnu funkciju g(t) =
σ2
1

t−m1
i koristeći asimptotske relacije (2.193) i (1.78)

dobijamo da važi

lim
t→x0−

1− F (t + xg(t))

1− F (t)
= lim

t→∞
1− F (t + x

σ2
1

t−m1
)

1− F (t)

= lim
t→∞

p1[1− Φ(
t+x

σ2
1

t−m1
−m1

σ1
)]

p1[1− Φ( t−m1

σ1
)]

= lim
t→∞

ϕ(
t+x

σ2
1

t−m1
−m1

σ1
)

t+x
σ2
1

t−m1
−m1

σ1

ϕ(
t−m1

σ1
)

t−m1
σ1

(2.194)

= lim
t→∞

(t−m1)
1√
2π

e
− 1

2
(

t+x
σ2
1

t−m1
−m1

σ1
)2

(t + x
σ2
1

t−m1
−m1)

1√
2π

e
− 1

2
(

t−m1
σ1

)2

= lim
t→∞ e

1
2
[(

t−m1
σ1

)2−(
t+x

σ2
1

t−m1
−m1

σ1
)2]

= lim
t→∞ e

−x
σ2
1

t−m1
(2t−2m1+x

σ2
1

t−m1
)

2σ2
1

= lim
t→∞ e

−x− 1
2
(

xσ1
t−m1

)2
= e−x.

Na osnovu teoreme 1.7 sledi da F ∈ D(G0), odnosno sledi da za svaki realan broj
x važi jednakost

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = e−e−x

, (2.195)

gde su an i bn, n ∈ N, normirajuće konstante koje treba odrediti.
Za proizvoljan fiksiran realan broj x neka je un = anx+ bn. Jednakost (2.195)

se svodi na
lim

n→∞P{Mn ≤ un} = e−e−x

. (2.196)

Na osnovu teoreme 1.2 konstantu un možemo odrediti iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (un)) = e−x. (2.197)

Kako un → ∞, kad n → ∞, koristeći asimptotske relacije (2.193) i (1.78), iz
jednakosti (2.197) dobijamo da važi

lim
n→∞np1[1− Φ(

un −m1

σ1

)] = e−x, (2.198)
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tj.

lim
n→∞np1

ϕ(un−m1

σ1
)

un−m1

σ1

= e−x, (2.199)

odnosno

lim
n→∞

np1e
x− 1

2
(

un−m1
σ1

)2

√
2π un−m1

σ1

= 1. (2.200)

Logaritmovanjem obe strane izraza dobijamo

lim
n→∞[ln n + ln p1 + x− 1

2
(
un −m1

σ1

)2 − ln(
un −m1

σ1

)− 1

2
ln 2π] = 0. (2.201)

Deljenjem obe strane sa (un−m1

σ1
)2 sledilo bi da važi

lim
n→∞

(un−m1

σ1
)2

2 ln n
= 1. (2.202)

Logaritmovanjem obe strane ovog izraza dobijamo

lim
n→∞[2 ln(

un −m1

σ1

)− ln 2− ln ln n] = 0, (2.203)

odnosno

ln(
un −m1

σ1

) =
1

2
(ln 2 + ln ln n) + o(1), (2.204)

kad n →∞. Koristeći ovaj i izraz (2.201) dobijamo da važi

1

2
(
un −m1

σ1

)2 = ln n + ln p1 + x− 1

2
(ln 2 + ln ln n)− 1

2
ln 2π + o(1), (2.205)

odakle sledi

(
un −m1

σ1

)2 = 2 ln n[1 +
x− 1

2
(ln ln n + ln 4π

p2
1
)

ln n
+ o(

1

ln n
)], (2.206)

kad n →∞. Koristeći formulu
√

1 + x = 1 + 1
2
x− 1

8
x2 + o(x2), kad x → 0, kao i

to da je ( ln ln n
ln n

)2 = o( 1
ln n

), kad n →∞, iz jednakosti (2.206) dobijamo da važi

un −m1

σ1

=
√

2 ln n[1 +
x− 1

2
(ln ln n + ln 4π

p2
1
)

2 ln n
+ o(

1

ln n
)]

=
x√

2 ln n
+
√

2 ln n−
ln ln n + ln 4π

p2
1

2
√

2 ln n
+ o(

1√
ln n

), (2.207)

odnosno

un =
σ1√
2 ln n

x + m1 + σ1

√
2 ln n− σ1

ln ln n + ln 4π
p2
1

2
√

2 ln n
+ o(

1√
ln n

), (2.208)
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kad n → ∞. Na osnovu ove jednakosti i teoreme 1.5 za normirajuće konstante
možemo odabrati

an =
σ1√
2 ln n

, (2.209)

bn = m1 + σ1

√
2 ln n− σ1

ln ln n + ln 4π
p2
1

2
√

2 ln n
. (2.210)

Iz jednakosti (2.195), (2.209) i (2.210) sledi jednakost (2.185).2

Ovim je pokazano da, iako opšteg dokaza nema, bar u ovim konkretnim
slučajevima, razmatranim u prethodne dve teoreme, važi da funkcija raspodele
konačne mešavine raspodela, koje sve pripadaju oblasti privlačenja za maksi-
mume Gumbelove raspodele, takodje pripada oblasti privlačenja za maksimume
Gumbelove raspodele.

2.2 Mešavine prebrojivo mnogo raspodela

i oblasti privlačenja

U ovom poglavlju bavićemo se istim problemima kao i u prethodnom, samo što
će se umesto konačnih ovde javljati prebrojive mešavine raspodela.

Neka su Xi, i ∈ N, slučajne veličine sa odgovarajućim funkcijama raspodele
Fi(x), i ∈ N, i neka je slučajna veličina X definisana na sledeći način:

X =
{

Xi sa verovatnoćom pi, i ∈ N, (2.211)

gde su pi pozitivni realni brojevi takvi da je

∞∑

i=1

pi = 1. (2.212)

Raspodela slučajne veličine X je mešavina prebrojivo mnogo raspodela odre-
djenih funkcijama raspodele Fi(x), i ∈ N, i za njenu funkciju raspodele F (x) važi
jednakost

F (x) =
∞∑

i=1

piFi(x). (2.213)

Neka je Y1, Y2, . . . niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom. Neka
je ta raspodela mešavina prebrojivo mnogo raspodela odredjenih funkcijama
raspodele Fi(x), i ∈ N, tj. njena funkcija raspodele F (x) definisana je kao u
jednakosti (2.213). Definǐsimo slučajnu veličinu

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.214)
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Razmatraćemo probleme koji se odnose na asimptotsko ponašanje raspodele ove
slučajne veličine kad n → ∞, tj. pokazaćemo da bar u nekim konkretnim
slučajevima važi da funkcija raspodele mešavine prebrojivo mnogo raspodela,
koje sve pripadaju jednoj istoj oblasti privlačenja za maksimume, takodje pri-
pada toj istoj oblasti privlačenja za maksimume.

Teorema 2.5 Neka su Xi, i ∈ N, slučajne veličine čije su odgovarajuće raspode-
le eksponencijalne E(λi), λi > 0 i neka je niz λi, i ∈ N, rastući, tj. λ1 < λ2 < . . . .
Neka je F (x) funkcija raspodele slučajne veličine X, koja je prebrojiva mešavina
slučajnih veličina Xi, tj.

X =
{

Xi sa verovatnoćom pi, i ∈ N, (2.215)

gde su pi pozitivni realni brojevi takvi da je

∞∑

i=1

pi = 1. (2.216)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.217)

Tada za svaki realan broj x važi jednakost

lim
n→∞P{λ1(Mn − ln(np1)

λ1

) ≤ x} = e−e−x

. (2.218)

Dokaz: Za svako i ∈ N funkcija raspodele slučajne veličine Xi je

Fi(x) =

{
0, za x < 0,
1− e−λix, za x ≥ 0,

(2.219)

a na osnovu primera 2 sledi da Fi ∈ D(G0). Zajednička raspodela članova niza je
mešavina tih prebrojivo mnogo eksponencijalnih raspodela, pa za njenu funkciju
raspodele važi

F (x) =
∞∑

i=1

piFi(x), (2.220)

odnosno

F (x) =





0, za x < 0,
∞∑
i=1

pi(1− e−λix), za x ≥ 0,
(2.221)

tj.

F (x) =





0, za x < 0,

1− ∞∑
i=1

pie
−λix, za x ≥ 0.

(2.222)
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Odavde je jasno da je

x0 = sup{t : F (t) < 1} = +∞. (2.223)

Pogledajmo red
∞∑
i=2

pi

p1
e(λ1−λi)s. Za svako i ≥ 2 i svako s > 0 važi |e(λ1−λi)s| ≤ 1,

odnosno | pi

p1
e(λ1−λi)s| ≤ pi

p1
, jer je λ1 < λi. Kako red

∞∑
i=2

pi

p1
konvergira, jer je

∞∑
i=2

pi

p1
=

1−p1

p1
, po Vajerštrasovom kriterijumu sledi da red

∞∑
i=2

pi

p1
e(λ1−λi)s ravnomerno kon-

vergira za s > 0. Odatle sledi

lim
s→∞

∞∑

i=2

pi

p1

e(λ1−λi)s =
∞∑

i=2

pi

p1

lim
s→∞ e(λ1−λi)s = 0. (2.224)

Ako za pomoćnu funkciju odaberemo g(t) = 1
λ1

, koristeći jednakost (2.224)
dobijamo da za svaki realan broj x važi

lim
t→x0−

1− F (t + xg(t))

1− F (t)
= lim

t→∞
1− F (t + x

λ1
)

1− F (t)

= lim
t→∞

1− [1− ∞∑
i=1

pie
−λi(t+

x
λ1

)
]

1− (1− ∞∑
i=1

pie−λit)

= lim
t→∞

∞∑
i=1

pie
−λi(t+

x
λ1

)

∞∑
i=1

pie−λit
(2.225)

= lim
t→∞

p1e
−λ1(t+ x

λ1
)
[1 +

∞∑
i=2

pi

p1
e
(λ1−λi)(t+

x
λ1

)
]

p1e−λ1t[1 +
∞∑
i=2

pi

p1
e(λ1−λi)t]

= e−x lim
t→∞

1 +
∞∑
i=2

pi

p1
e
(λ1−λi)(t+

x
λ1

)

1 +
∞∑
i=2

pi

p1
e(λ1−λi)t

= e−x
1 + lim

t→∞
∞∑
i=2

pi

p1
e
(λ1−λi)(t+

x
λ1

)

1 + lim
t→∞

∞∑
i=2

pi

p1
e(λ1−λi)t

= e−x.

Na osnovu teoreme 1.7 sledi da i F ∈ D(G0), odnosno sledi da za svaki realan
broj x važi jednakost

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = e−e−x

. (2.226)
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Takodje važi da je

an = g(bn) =
1

λ1

, (2.227)

n ∈ N. Jednakost (2.226) se svodi na

lim
n→∞P{Mn ≤ x

λ1

+ bn} = e−e−x

, (2.228)

gde konstantu bn možemo odrediti koristeći teoremu 1.2. Na osnovu nje važi da
je

lim
n→∞n(1− F (

x

λ1

+ bn)) = e−x. (2.229)

Kad n →∞ tada x
λ1

+ bn = un →∞, pa je jednakost (2.229) ekvivalentna sa

lim
n→∞n[1− (1−

∞∑

i=1

pie
−λi(

x
λ1

+bn)
)] = e−x, (2.230)

tj.

lim
n→∞n

∞∑

i=1

pie
−λi(

x
λ1

+bn)
= e−x. (2.231)

Dalje je

lim
n→∞np1e

−λ1( x
λ1

+bn)
[1 +

∞∑

i=2

pi

p1

e
(λ1−λi)(

x
λ1

+bn)
] = e−x, (2.232)

odnosno

lim
n→∞np1e

−λ1bn [1 +
∞∑

i=2

pi

p1

e
(λ1−λi)(

x
λ1

+bn)
] = 1. (2.233)

Kako x
λ1

+ bn →∞, kad n →∞, koristeći jednakost (2.224) dobijamo da je

lim
n→∞

∞∑

i=2

pi

p1

e
(λ1−λi)(

x
λ1

+bn)
= 0, (2.234)

pa zbog toga važi
lim

n→∞np1e
−λ1bn = 1. (2.235)

Sledi da možemo odabrati da bude

e−λ1bn =
1

np1

, (2.236)

odnosno da je

bn =
ln(np1)

λ1

. (2.237)

Na osnovu jednakosti (2.226), (2.227) i (2.237) sledi tvrdjenje teoreme.2
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Teorema 2.6 Neka su Xi, i ∈ N, slučajne veličine takve da su njihove odgo-
varajuće raspodele Košijeve K(λi, 0), λi > 0 i neka su svi λi medjusobno različiti.
Neka je F (x) funkcija raspodele slučajne veličine X, koja je prebrojiva mešavina
slučajnih veličina Xi, tj.

X =
{

Xi sa verovatnoćom pi, i ∈ N, (2.238)

gde su pi pozitivni realni brojevi takvi da je

∞∑

i=1

pi = 1. (2.239)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.240)

Ako red
∞∑
i=1

piλi konvergira, tada za svako x > 0 važi jednakost

lim
n→∞P{ π

n
∞∑
i=1

piλi

Mn ≤ x} = e−x−1

. (2.241)

Dokaz: Za svako i ∈ N funkcija raspodele slučajne veličine Xi je

Fi(x) =
1

2
+

1

π
arctg

x

λi

, x ∈ R, (2.242)

a u primeru 6 pokazali smo da Fi ∈ D(G1,1). Zajednička raspodela članova
niza je mešavina tih prebrojivo mnogo Košijevih raspodela, pa za njenu funkciju
raspodele važi

F (x) =
∞∑

i=1

piFi(x)

=
∞∑

i=1

pi(
1

2
+

1

π
arctg

x

λi

), x ∈ R. (2.243)

Sledi da je
x0 = sup{t : F (t) < 1} = +∞. (2.244)

Za funkciju f(s) = (π
2
− arctgs)s, s ∈ R, je

f ′(s) = − s

1 + s2
+

π

2
− arctgs, (2.245)

f ′′(s) = − 2

(1 + s2)2
. (2.246)
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Za svaki realan broj s važi f ′′(s) < 0, pa je f ′(s) opadajuća funkcija. Kako je

lim
s→−∞ f ′(s) = π, (2.247)

lim
s→∞ f ′(s) = 0, (2.248)

sledi da za svaki realan broj s važi f ′(s) > 0, odnosno f(s) je rastuća funkcija.
Kako je

f(0) = 0, (2.249)

a na osnovu jednakosti (1.108)

lim
s→∞ f(s) = 1, (2.250)

sledi da za s > 0 važi
|f(s)| = |(π

2
− arctgs)s| ≤ 1. (2.251)

Koristeći ovo, za opšti član reda
∞∑
i=1

pi(
π
2
− arctg s

λi
)s važi da za svako i ∈ N i

svako s > 0 je

|pi(
π

2
− arctg

s

λi

)s| = |piλi(
π

2
− arctg

s

λi

)
s

λi

| ≤ piλi. (2.252)

Kako po uslovu teoreme red
∞∑
i=1

piλi konvergira, na osnovu Vajerštrasovog kriteri-

juma važi da red
∞∑
i=1

pi(
π
2
−arctg s

λi
)s ravnomerno konvergira za s > 0. Zbog toga,

uz korǐsćenje jednakosti (1.108), važi

lim
s→∞

∞∑

i=1

pi(
π

2
− arctg

s

λi

)s =
∞∑

i=1

pi lim
s→∞(

π

2
− arctg

s

λi

)s

=
∞∑

i=1

piλi lim
s→∞(

π

2
− arctg

s

λi

)
s

λi

(2.253)

=
∞∑

i=1

piλi.

Koristeći jednakost (2.253) dobijamo da za svaki x > 0 važi

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim

t→∞

1− ∞∑
i=1

pi(
1
2

+ 1
π
arctg tx

λi
)

1− ∞∑
i=1

pi(
1
2

+ 1
π
arctg t

λi
)

= lim
t→∞

∞∑
i=1

pi(
1
2
− 1

π
arctg tx

λi
)

∞∑
i=1

pi(
1
2
− 1

π
arctg t

λi
)
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= lim
t→∞

1
πtx

∞∑
i=1

pi(
π
2
− arctg tx

λi
)tx

1
πt

∞∑
i=1

pi(
π
2
− arctg t

λi
)t

(2.254)

= x−1
lim
t→∞

∞∑
i=1

pi(
π
2
− arctg tx

λi
)tx

lim
t→∞

∞∑
i=1

pi(
π
2
− arctg t

λi
)t

= x−1

∞∑
i=1

piλi

∞∑
i=1

piλi

= x−1.

Iz ove i jednakosti (2.244), na osnovu teoreme 1.9, sledi da i F ∈ D(G1,1), pa za
svako x > 0 važi

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = e−x−1

, (2.255)

gde su an i bn, n ∈ N, normirajuće konstante koje treba odrediti.
Na osnovu iste teoreme sledi da je bn = 0, pa se jednakost (2.255) svodi na

lim
n→∞P{Mn ≤ anx} = e−x−1

. (2.256)

Koristeći teoremu 1.2 konstantu an možemo izračunati iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (anx)) = x−1, (2.257)

koja važi za svako x > 0. Dalje je

lim
n→∞n[1−

∞∑

i=1

pi(
1

2
+

1

π
arctg

anx

λi

)] = x−1, (2.258)

tj.

lim
n→∞n

∞∑

i=1

pi(
1

2
− 1

π
arctg

anx

λi

) = x−1. (2.259)

Ova jednakost je ekvivalentna sa

lim
n→∞

n

π
a−1

n x−1
∞∑

i=1

pi(
π

2
− arctg

anx

λi

)anx = x−1, (2.260)

odnosno

lim
n→∞

n

π
a−1

n

∞∑

i=1

pi(
π

2
− arctg

anx

λi

)anx = 1. (2.261)

Kako anx = un →∞, kad n →∞, na osnovu jednakosti (2.253) važi

lim
n→∞

∞∑

i=1

pi(
π

2
− arctg

anx

λi

)anx =
∞∑

i=1

piλi, (2.262)



Mešavine prebrojivo mnogo raspodela i oblasti privlačenja 62

pa se jednakost (2.261) svodi na

∞∑

i=1

piλi lim
n→∞

n

π
a−1

n = 1. (2.263)

Sledi da možemo odrediti da je

an =
n
∞∑
i=1

piλi

π
, (2.264)

pa važi tvrdjenje teoreme.2

Teorema 2.7 Neka za svako i ∈ N slučajna veličina Xi ima usečenu ekspo-
nencijalnu E(λi, c) raspodelu, λi > 0, c > 0 i neka su svi λi medjusobno različiti.
Neka je F (x) funkcija raspodele slučajne veličine X, koja je prebrojiva mešavina
slučajnih veličina Xi, tj.

X =
{

Xi sa verovatnoćom pi, i ∈ N, (2.265)

gde su pi pozitivni realni brojevi takvi da je

∞∑

i=1

pi = 1. (2.266)

Neka je Yn, n ∈ N, niz nezavisnih slučajnih veličina sa istom raspodelom, čija je
funkcija raspodele F (x) i neka je

Mn = max{Y1, Y2, . . . , Yn}. (2.267)

Tada za svako x < 0 važi jednakost

lim
n→∞P{n

∞∑

i=1

piλi

eλic − 1
(Mn − c) ≤ x} = ex. (2.268)

Dokaz: Za svako i ∈ N funkcija raspodele slučajne veličine Xi je

Fi(x) =





0, za x < 0,
1−e−λix

1−e−λic , za 0 ≤ x < c,

1, za x ≥ c,

(2.269)

a u primeru 9 pokazali smo da Fi ∈ D(G2,1). Zajednička raspodela članova niza je
mešavina tih prebrojivo mnogo usečenih eksponencijalnih raspodela, pa za njenu
funkciju raspodele važi

F (x) =
∞∑

i=1

piFi(x), (2.270)
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odnosno

F (x) =





0, za x < 0,
∞∑
i=1

pi
1−e−λix

1−e−λic , za 0 ≤ x < c,

1, za x ≥ c,

(2.271)

tj.

F (x) =





0, za x < 0,
∞∑
i=1

pi
eλic−eλi(c−x)

eλic−1
, za 0 ≤ x < c,

1, za x ≥ c.

(2.272)

Sledi da je
x0 = sup{t : F (t) < 1} = c. (2.273)

Za funkciju f(s) = es−1
s

, s > 0, je

f ′(s) =
ses − es + 1

s2
. (2.274)

Ako je g(s) = ses − es + 1, onda je

g′(s) = ses > 0, (2.275)

za s > 0, pa je g(s) na tom intervalu rastuća funkcija. Kako je g(0) = 0 i g(s)
rastuća funkcija, onda je g(s) > 0, pa je i f ′(s) > 0, odnosno f(s) je rastuća
funkcija za s > 0. Kako je

lim
s→0+

f(s) = 1, (2.276)

to znači da za s ∈ (0, A], gde je A neki pozitivan realan broj, važi

|f(s)| ≤ f(A) =
eA − 1

A
. (2.277)

Pogledajmo red
∞∑
i=1

pi

eλic−1
eλis−1

s
. Za s ∈ (0, c] važi da λis ∈ (0, λic]. Koristeći

nejednakost (2.277) dobijamo da za svako i ∈ N i svako s ∈ (0, c] važi

| pi

eλic − 1

eλis − 1

s
| = | piλi

eλic − 1

eλis − 1

λis
| ≤ piλi

eλic − 1

eλic − 1

λic
=

pi

c
. (2.278)

Kako red
∞∑
i=1

pi

c
konvergira, jer je

∞∑
i=1

pi

c
= 1

c
, po Vajerštrasovom kriterijumu sledi

da red
∞∑
i=1

pi

eλic−1
eλis−1

s
ravnomerno konvergira za s ∈ (0, c]. Dalje važi

lim
s→0+

∞∑

i=1

pi

eλic − 1

eλis − 1

s
=

∞∑

i=1

pi

eλic − 1
lim

s→0+

eλis − 1

s

=
∞∑

i=1

piλi

eλic − 1
lim

s→0+

eλis − 1

λis
(2.279)

=
∞∑

i=1

piλi

eλic − 1
.
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Koristeći ovo dobijamo da za svako x > 0 važi

lim
h→0+

1− F (x0 − hx)

1− F (x0 − h)
= lim

h→0+

1− F (c− hx)

1− F (c− h)

= lim
h→0+

1− ∞∑
i=1

pi
eλic−eλi[c−(c−hx)]

eλic−1

1− ∞∑
i=1

pi
eλic−eλi[c−(c−h)]

eλic−1

= lim
h→0+

∞∑
i=1

pi(1− eλic−eλihx

eλic−1
)

∞∑
i=1

pi(1− eλic−eλih

eλic−1
)

= lim
h→0+

∞∑
i=1

pi
eλihx−1
eλic−1

∞∑
i=1

pi
eλih−1
eλic−1

(2.280)

= lim
h→0+

hx
∞∑
i=1

pi

eλic−1
eλihx−1

hx

h
∞∑
i=1

pi

eλic−1
eλih−1

h

= x
lim

h→0+

∞∑
i=1

pi

eλic−1
eλihx−1

hx

lim
h→0+

∞∑
i=1

pi

eλic−1
eλih−1

h

= x

∞∑
i=1

piλi

eλic−1

∞∑
i=1

piλi

eλic−1

= x.

Iz ove i jednakosti (2.273), na osnovu teoreme 1.11, sledi da i F ∈ D(G2,1), pa za
svako x < 0 važi jednakost

lim
n→∞P{Mn − bn

an

≤ x} = ex, (2.281)

gde su an i bn, n ∈ N, normirajuće konstante koje treba odrediti.
Na osnovu iste teoreme zaključujemo da je bn = x0 = c, pa se jednakost

(2.281) svodi na
lim

n→∞P{Mn ≤ anx + c} = ex. (2.282)

Na osnovu teoreme 1.2 konstantu an možemo izračunati iz jednakosti

lim
n→∞n(1− F (anx + c)) = −x, (2.283)

koja važi za svako x < 0. Kako anx+ c = un → c−, kad n →∞, koristeći (2.272)
dobijamo ekvivalentnu jednakost

lim
n→∞n(1−

∞∑

i=1

pi
eλic − eλi(c−anx−c)

eλic − 1
) = −x, (2.284)
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odnosno

lim
n→∞n

∞∑

i=1

pi(1− eλic − eλi(−anx)

eλic − 1
) = −x. (2.285)

Ovo se dalje svodi na

lim
n→∞n

∞∑

i=1

pi
eλi(−anx) − 1

eλic − 1
= −x, (2.286)

tj.

lim
n→∞n(−anx)

∞∑

i=1

pi

eλic − 1

eλi(−anx) − 1

−anx
= −x, (2.287)

odnosno

lim
n→∞nan

∞∑

i=1

pi

eλic − 1

eλi(−anx) − 1

−anx
= 1. (2.288)

Kako anx + c → c−, kad n →∞, to anx → 0−, pa −anx → 0 + . Zbog toga, na
osnovu jednakosti (2.279), sledi

lim
n→∞

∞∑

i=1

pi

eλic − 1

eλi(−anx) − 1

−anx
=

∞∑

i=1

piλi

eλic − 1
, (2.289)

pa se jednakost (2.288) svodi na

∞∑

i=1

piλi

eλic − 1
lim

n→∞nan = 1. (2.290)

Sledi da možemo odabrati da je

an =
1

n
∞∑
i=1

piλi

eλic−1

, (2.291)

pa važi jednakost (2.268).2
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d’une série aléatoire. Ann. Math., 44, 423-453.

[4] Haan, L. de (1970): On Regular Variation and its Application to the Weak
Convergence of Sample Extremes. Mathematical Centre Tracts 32, Amster-
dam.

[5] Haan, L. de (1971): A form of regular variation and its application to the
domain of attraction of the double exponential distribution. Z. Wahrsch.
verw. Gebiete., 17, 241-258.

[6] Hamilton, J.D. (1994): Time Series Analysis. Princeton University Press,
Princeton.
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