STABILNOST RAVNOTEZE. VIRIJAL,

74. STABILNA I LABILNA RAVNOTEZA. Jedan nepromen-
1jivi sistem tafaka nalazi se u izvesnom stanju kretanja? Na
njega dejstvuje sistem sila koji se u trenutku t nalazi u rag-
vnoteZi, Nezavisno od uticsaja 8ila, samo usled ovog ' stanja
kretanja bicée poloZaj sistema u vremenu t + dt drugi, sile
ne¢e biti viSe u ravnoteZi nego e uticati na stanje kreta-
nje, dekle na dalje kretanje sistema, Ako Je to kretanje ta~
kvo da se poloZaji sistema beskona&no malo udaljuju od polo-

Zaja ravnotefe, zove se ravnote}a sila sigurna ili stabilna,

u suprotnom sludaju nesiguéna ili labilna,

Pitanje stabilnosti ravnote¥e najopStije shvadeno
ne spada u statiku nego u kinetiku i u sustini identi&no Jje
sa teorijom maliﬁ oscilacija. Ali pod pretpostavkom da sile
za vreme kretanja ne menjaju ni intenzitet ni pravac moZemo

™ sa statidkog gledidta postaviti kriterije za stabilnost ra-
vnoteZe

Znamo da translacija sistema ne remeti ravnotezu
sila, imamo dakle da ispitujemo samo. uticaj obrtanja, a: mo-
Zemo pri tom sve obrtne osovine raznih pravaca kroi Jjednu i-
stu talku uzeti, kao Zto smo uvél. 66 napomenuli.

Zamislimo da neki sistem talaka X stoji pod dej-
stvom nekog sistema sila (P) u ravnote?i. Sistem I se obrne
oko neke osovine za ugeo ©, a sile P zadrZe svoj intenzitet
i pravac. Ako, posle obrtanja ne postoji vise ravnotefa,onda
Je sistem (P) ekvivalentan spregu €ijl momensat H zavisi uop-

Ste od veliline ugla @ (ili amplitude )i od polo¥aje obrtne
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stema (B)

Ako pak postoji medju astatilkim koordinatama si-

stema proporcija

B0 Byp % By3= 8yt Byl Bp3= A5, % Byt BT A B : c,
padaju sva sredi3ta paralelnih sila u Jjednu taiku, u pomenu
tu centralnu tadka

Kod. prostornog sistema sila u opste ne mo¥e  biti
govora o srediftu sila. Jer sistem nije ra sve poloZeje si-
stena tadaka okvivalentan Jednoj rezultanti R, a i u polofa~
Jima v kojima je to sludaj, ne seku se sile P nego .83 ukrdta-
Ju.

Ako nisu svih 12 astati&kih koordinata ravnj nuli,
moZe postojati srediSte sila. Sistem se u tom sluaju svodi
na rezultantu R u svima polofajima.

Ako sa X,, Yo, Z, oznaéimo komponente od R, sa Xos
Yo» 295 koordinate srediSta sistema (P), mora postojati a~
stati®ka ravnotea izmedju sistema (P)i - R, dakle moraju

postojati 12 jednalina

A - x° = 0, 9.11- xoxo

o, 8g; " YoXg o, a3 = 24X, =0,
0

B-Y,=20, ap=xY, =0, a,- Vo¥o = 0, ag- z,¥, =
C - Zo =0, 833~ XyZy = 0, 293" yOZD = 0, 833~ ZOZO = 0. '
Ako nisu sve komponente A, B, C ravne nuli, izlaze 1z ovih

uslove koordinate:
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ili u drugom obliku:

- Buh ¥ 8B + aC
¢ A% + B% 4 ?

g 2 Buh b aB ¢
(4] A2 ’BQ +C2

a4 + 25,8 + axC
A2 *BQ + GQ

Zg =

Za eistem paralelnih sila P sa kosinusima pravaca'a, B, § s
astatiZke koordmate A=-alp, B=pLP, ¢ =gLP, a, =
=a L xP, a,,= pL «P; a13= TZx P, it.d,

Sa ovim vrednostima dobijame koordinate srediSta
paralelnih sila |

(82482 4 5?) TP TP _ Top
(x?+ a2+ 52)(Lp)° oP

i analogo

Z yP
Yo " %P »
2o = SEF
koje smo veé ranije nadli ( jedn. 10.5),

73 LITERATURA 0 ASTATICI. Osnivalem ove grane amr
tike smatra se F, Mind1ng 1835, koji je uveo astatidke koor-
dinate, Glavni radnici na unapredjenju astutike su Mobius
1835, Broch 1854, Moigno 1868, Somov 1879, Broh i Moanjo pri-
menjuju astatiku na teoriju magnetizma. Znatno je usavrdio i
uprostio astatiku francuski matemati&ar Darbcux uvod jenjem

svoga astatilkog centralnog elipsoida,
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centralnoj liniji zove centralna talka centralne linije,

71. SREDISTE RAVNOG SISTEMA SILA. Iz onoga §to je

u &1, 70. o centralnoj liniji ravnog sistema releno vidimo
da je centralna linija identi&na sa napadnom linijom rezul-
tante R = P eistema. Kada oznadimo LX = A, Y =B, E[er
- yx] = N, glasi jednalina napadne linije rezultante [II 2 [
Jedn, 198 c) str, 254] dakle je Jjednalina centralne linije
¢B-nA-N=0 ... (7.1)

Zaetim smo sve sile obrnuli oko njihove nanadne tadke za ugao
@i postavili jednadinu za novi polo%aj rezultante Uporedju-
Juéi obe centralne linije na3li smo da tadka koja le%i na o-
bema centralnim linijama mors zadovoljiti jedne&inu (131,
118, str. 263).

§AIMB-X(xX+*yY)=0 .....(71.2)

Iz ove jednafine naSli smo koordinate §o117o sTediBta ravnog

§°RQ = AZ(xX + y¥ )+ BN,

sistema -

NoR? = BE (%X + yY) - AN.

(II. 1, 119 str, 263).

Prava koju brestavlja Jednaina 2 ) stoji wupravno
ne centralnu liniju 1), srediSte sila dobijamo dakle prese-
kom obih pravih, »

Obrtanjem sila oko njihovih napadnih tafaka za u-
880 @ ili obrtanjem sistema tafaka ne menja so veli¢ina re-
zultante, ali se menja momenat u

N'= N cosg- L (xX + y¥).sing.
Za @= Z:(++yy) biée N'= 0. Ako je sistem sila prvobi-
tno bio u ravnote?i t.j, A4=B =0 i N = 0, bicde posle o-

brtanja za @ ekvivalentan spregu momenta

221

N'= - L (xX 4 yY).sing
Za Q= %‘ bide N'= L(xX + yY), a za @=T hiée opet ra
van nuli, sistem ée opet biti u ravnote?i.

72. JEDNACINA CENTRALNE RAVNI. Sve sile Jjednog pro-
stornog vezanog sistema (P) razlofimo u ortogonalne kompo -
nente X, Y, Z. Proizvoljna pvava,,g"ima kosinuse pravea c, B,
7. Projekcija sile P ra pravu,,g“(povui’:ePu kroz napadnu tad-
ku )jo| P =X +pY + 2.

Tako dobijamo sistam sila ¥ parelelnih pravoj"nga
R =Z”2_1 i oznakom iz €1.68 nalazimo koordinate Xi9 Yis 24,
srediSta paralelnih sila P iz uslova ekvivalencije:

' R =aA +pB +gC,

Rxj=aay + Pay, + ga,,

Ry, =aagy + [‘3&22+ S

Rzy=oey + Pagg+ gag
Kada iz ove Cetiri jednadine eliminiZemo o, B 1§, dobijamo
linearnu jednadinu izmédju tri promenljive x;, y,,. z,, kao
geometrijsko mesto srediSta za sve pravee g dakie JednaCinu
centralne ravni sistema (P)- Eliminanta (£1i rezultanta ) si~
stema jednagina, dakle jednadina centralne ravni glasi‘)

1 A B c

X, a

) e

2 %43, 0

Yy 894 mgy agy

2y &3 ragzgy ag
U sludaju de su koeficijenti uz Xys Y45 2, a istovremeno i
apsolutni &lan ravan nuli, postaje r;avan neodredjena. Jedna-
&ina prestavlja tada pramen ravni &ija je osovina centralna

linija sistema (P) u koju padaju sredifta svih paralelnih si-

1)Dr. R. KaSanin: Vi3%a matematika I str. SL.
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pravca,gt Kako je P =
=X +Y,to Je P=2-17,
B Je algebarski zbir
sila &Hﬂ. Prema gor-

njem stavu srediSte si-

la £ identidno je sa
sredistem A sila-X, a

S /20, srediSte sila 1f identi-
¢no je sa srediitem B sila Y. U taékamafA i B koncentrisane
su paralelne sile LZ t X7, sredilte S sila 2 dakle napad-
na tafka sile TP mora leiati 'na pravoj AB tako da je %_,ss— =
=-§—% . Ako su sule Z& i Z"g suprotnog smera, leiade taZka
S izvan duii AB, ako su pri tom i iste veliine, leZade sre-
diste S na pravoj AB u beskonaénom rastojanju.

Prava AB zove se centralna linija ravnog sistema

sila, Srediste S paralelnog sistema zP je po projekcionom
stavu ujedno i sredi3te ravmog sistema (P) sila proizvoljnih
prevaca, VaZi dakle stav: Kada iz napadnih talaka ravnog si-
stema sila povulemo paralele proizvoljnog pravca u ravani i
projiciramo sve sile na njih paralelno nekom drugom pravcu,

onda je geometrijsko mesto sredita projiciranih sila P odre-

djena, od pravce projiciranja nezavisna prava, centralna li-
nija ravnog sistema, SVAkom ravnom vezanom sistemu sila od-
govare odredjena centralna linija, ‘

MoZe se desiti da se za neki ravni sistem sila sre-
didta A i B sila X i Y pcklope u jednu talku, Tada je ta ta-
Ska srediSte svih projiciranih paralelnih sistema sila Cen-

tralna linija u tom sluaju ne pestoji

Kod prostornog sistema sila raznih pravaca razla-
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Zemo svaku silu P u trl komponente X, Y, Z proizvoljnih pra-
vaca, povuCemo iz svake napacne tafke proizvoljne paralele,g”
i projiciramc na njih sile P, X, ¥, Z. Tako dobijamo grupe
paralelnih sila (B), (£)(Y) i (J) koje su sve paralelne pra-
ch”g:‘ Sada su odredjene tri tadke: srediita A, Bi C para-
lelnih sila Z(&), Y(Y) 1 2Z(3) koje odredjuju ravan, cen-
tralnu ravan sistema. Kako je P = i + ¥4 2 to je ®=%+
+Y+3 4 vaii stay:

: Kade sile prostornog sistema projiciramo na para=
lele kroz napadne taike, geometrijsko mesto sredi¥ta proji-
ciranih sila P je odredjena, od pravea projiciranja nezavis-

na ravan, centralne ravan sistema sila.

MoZe se za neki sistem sila (P) desiti da se sre-
dista A, By C paralelnih sistema (X), (Y), (2Z) poklope u
Jjednu ili dve talke., Sistem tada nema centralnu ravan nego
srediSte i1i centralnu liniju. Ako su na pr. sve sile para-
lelne jednoj ravni, razloZimo ih u dve komponente X, Y para-
lelne toj ravni, Sistem (X) i (Y) imace sredifta A 1 B; ako
ih projicirame ma na koju pravu,g, paS3de sredi3te novog si-
stema (B)uvek na pravu AB. :

Centralna ravan ima jednu- osobenu pravu, Ako prav-
ce komponenata izaberemo tako da Z-komponente stoje upravno
na centralnu ravan, dakle da su X i Y -kemponente parzielne
toj ravni, onda padaju sredidta A i B paralelnih sistema (X)

1 (Y) uvek u jednu: odredjenu pravu mnezavisno od orijentaci-

je x~ i1 y<onsovine , Tu osobenu pravu zovemo centralnom lini-

Jom centralng ravni, Na toj liniji postoji jedna osobena ta-

tka, Ako jedau od ortogonalmih osovina x,, y; orijentiSemo w

pravcu centralne linije, onda se srediSte sistema paralelnog



nataie
Jer sa oznakom 9 kosinusa uglova koje pravei x',y/y

2%y zaklapﬁju sa pravcima x, y, z u donjoj tablici

X y z

¥ ai 6 ) a3
v'| By| Bz2| B,
/| Ui D2 53

bi¢e zbir komponenata u novom peloZzju sistema tadaka

A'=Xx' =04 +a,B b o,C
B' =2Y' =B, +p,B + B,C , cer..(69.5)
Zz' = gia+ g,B + ,C . 7.

Koordinatni sistemi Oxyvz, Ox'y'z' vezani su za sistem napad-

~1
v

nih talaka, dakle se njihove konrdinate ne men jaju*
x'=x, y'=y, z'= gz,
Bice dakle ostale astatidke kvordinate u novom sistemn
eyt Z (') may ey togaptoga,,
ajp= Z(xr') = Pra,+ Prajet Paays,
it.d
Svih 12 koordinata u poloZaju Ox'y'z' sistema g1

dekle linearne homogene funkcije analegih koordinata u polo-

Zaju Oxyz. Ako su astatilke koordinate za Jjodan poloZaj rav-
ne null, onda su to i za svaki drugi pclo?aj sistema, Sile

8e nalaze u svakom poloZaju sistema u ravnoteZi. Uslovi zg

takovu astatidku ravnotesu su da sve astatifke koordinate bu- :

du ravne nuli, Broj astatilkih koordinata je dvaput veéi od
broja statifkih koordinata (jedn, 68,1),

Za ravan sgistem sils ¢iju ravan biramo za Xy-ravan,
Jesvako z =0 i z = 0, dakle su uslovi C = 0, 843= a3 =

= 8337 8317 a3,= 0 uvak zedovoljeni; ravan sistem ima 6 ga-
5
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‘
I

statifkih kcordinata dalle i Sest uslova astatike ravnoteje:
A=0, B=90,
ay =20, 8,,=0, a;= 0, a99= 0,
I u ravni je broj astatidkin koordinata dvaput veéi od br. ja
statiékih koordinata,

s 70, CENTRALNA LINTJA T CENTRALNA RAVAN, Srediste
peralelnih sila u ravni kao i u prostoru ima Svoj odredjen
pPoloZaj u sistemu talaka; ovaj zavisi od med jusobnog poloZa-
Ja napadnih tadaka i od odnosa intenziteta sila g nezavisan
Je od njrhovih zajedniikih pravaca,

SrediSte ostaje dakle isto 28 svaki sistem para-

lelnih sila proizvoljnog pravca ali istih rapadnih tafaka §

istih odnosa veli&ina Ako dakle povutemo iz napadnih talaka

paraleles Proizvol jnog pravce i na njih projiciramo date sile "
paralelno jednoj proizvoljnoj pPravoj ako je sistem ravan, a

paralslno Jjednoj proizvoljnoj ravni ako Je sistem prostoran,

dobiéemo novi sistem paralelnih sila koji de imati isto gre-

diSte| kao i prvobitni sistem,

Na osnovu ove veé poznate nau &injerice mo¥emo la~-
ko odrediti goometrijskim putem srediSte opSteg ravnog gi-~
stema sila koje smo veé u pPrvoj svesei (II 1. etr, 261 ) ovog
dela putem raduna nadli,

Sile P, P,, P3... leZe u ravni(sl. 129). RazloZi-
mo ih'na‘komponente XiYudva proizvoljna pravea, Odredimo
srediSte A paralelnih sila Xy Xy ... i srediste B paralel-
nih sila ¥, , ¥y, .... Kroz napadne tagke Cis Cov.... sila P
povuéemo paralele proizvol inom pravru”g“i projiciramo na o-

Ve, opet u proizvoljnom praveu (na sl, su projekcije uprav-

ne), sile P, X i Y. Tako dobijamo nove sile | P A Tg istoga



&l
A-0, B=o, ¢ =o.
2237 w3 T 0 B32% 8397 0, 2yt az=0

Ove jJednadine ne iskazuju nove relacije negos sa
‘miingciie jeudnadina 6) Dekle sodrie jednadine 6) uslove
Tavnotsie za obrtanje sila ili sistema tadaka za ugao % oko
asovine u ili oko neke njcj paralelne oscvine.

Iri jednaline S)u vezi sa A =0 ; P =0 :gka-
nin 35 sile ¥, X, O t.3. projekcije X, ¥ sila P na ravan
upravnu na obrtnu osovinu stoje za sebe u ravnotedi posle o-
brianja za.%. Jer usleove ze ovu revnotein dobijamo kad u jed=
nalfine 7) stavime Z = Q

ZY=0, Xx-=o0,

vy oz, |z x
“iX o} 2:‘l 0 -Y

15
o
gt

>
«
it
o

ils
ag;= 0, azy= 0 , ay + 8,,= 0,

Iz uslova 1) ravnotede pre obrtanja izlazi da Je
12,320, @y=0 -dakle da su jednaline 5) zadovoljene,

Kako je posle obrtanja i cec sistem sila u ravno-
teli, mofemo izreéi stav: Ravnotela sila s, nepromenl jivom
sistemu tafaka koji se oko osovine p obrée ostade ordZana a-
ko se sistem kompunenata paralelnih osovini p nalazi za se-
be u ravnote’i i ako ravnoteZa projekcija sila nu ravan up-
ravnu na csovinu u ne biva usled obrtanja poremedena,

69, ASTATICKA RAVNOTEZA. Kao uslov da se sistem si-
la nalazi u ravnote?i pre i posle.obrtanja za proizvoljni u-
gao @ oko z-esovina ortogonalnog koordinatnog sistema nafli
smo 9 jednalina (68 6), Istim putem na$ly bismo iste wuslove

‘R X~agoving;

A, =0, a;= 0
&12=0, 221=0 ....-(69 l)
2937 Asp 895t £33= 0

i za y-osovinn

a,.2=0, &21=0
az3= 0, 8= 0 ce...(69.2)
By, 7 By, agpt ay=0 )

Jedna¥ine (69.1) dobijemo iz jedna¥ina (68.6)s je=
dnafine (69,2) iz jednadina (69.1) cikli&nom permutacijom o~
ba indeksa 1, 2, 3, 0d 18 jednalina (68.6), (69,1 i 2 ) samo
su 9 rerlicite:

819 89T 837 83;= 893= 8335 0 )
Ay * 8= 0
2zt B33= 0 s .....(69.3)
agst ag=0
2 njima pridolaze jod uslovi

A=0, B=0, C=o0. )

Ako su ova 12 uslova zadovsljena onda su sve tri ssovine x,
Y, 2, i njima paralelne osovine osovine ravaotele, Ovo se
Jjednadine mogu pisati i
A=0y a3;=0, ap=0, a;3=0,
B=0, ap=0, a,;=0, agm=0C, cere.(69.4)
=0, ay=0 s agp=0, ag3= 0.
Veliine u jednudinama (£9.4) zovu ze astatiike ko-
ordinate sistema sila koji nepada sistem talsaka,
Ako su uslovi 4) za poloZaj sistema taleka Cxyz za-
dovoljeni, onda su astatilke koordinate za svaki drugi polon-
¥cj Ox'y’ 2! takodje ravni nuli, t,j. svaka csovina povudena

kroz 0, dakle i svaka njoj parelelna csovina je osovine rav-
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menjajuéi pri tom poloZaj sistema sila (P), imaée sila P dru-

1 ge komponente X', Y', a komponen-
,////// ta 2, paralelna obrtnoj osovini,o-
% \{:‘(’7 ‘“’A'y'm i staje ista i u novom koordinatnom
q\z\\ A = \‘\y sistemu Ox'y'z, Po poznatim obra-
J"\\\ X \\\ & \\\ scima zz transformaciju koordina-
% P%yj—g/? ta (sl. 128) nalazimo
e x .
N+t X'=X cos@+ Y sin@ }....(68.2)
o 52 198 : Y'= - ¥ sin@ + Y cos@ 4

Uslovi za ravnotefu u novem poloZaju glase
Zx'=0, ap-ay,==~C
TY'=0, aly-a,3=0 o0 5s168:3)
Z2'=0, alg- ay=0,
Foito zamenime v ove jednagine vrednost x', ¥ iz 2)1 uzme-
mo u obzir jednaline 1) glaside one
A cosg+ B sin@=0, ~agsing+ 8q3(L = cosp)=0 ,
- A sin@+ B cos@p=0 , a,3(1 = c08Q) - apgsing =0,

c =0, (&4 * wgq)sing = 0.

Tri jednaine na levoj strani uvek su zadovol jene jer su po
1) A=B =C =0 Kada iz prve dve jednadine na desnoj stra-
ni eliminiemo jedanput a5 pnsle ag; glaside tci goslednje
Jednagine

ag (1 ~cs@)= 0

g3 (1 - cos¢)= 0 ....(68.4)

(ay t ag) sing = 0.

Ove ée jednaline biti za svaku vrednost ugla @ zzcdovoljene a-

ko su N .
8,5 0 , 8p3=0 1§ &+ a,=0, ....(68.5)

0
o+
o
e
o
o+
o]
3
D

RevnoteZza de po

posle obrtanja ako su zadovolje-

ne jednaCine 1) i 5), dakle de ravnote’: sistema ne bude po-
renie¢ena usled obrtanja oko z-osovine moraju biti zadovolje~
na 9 uslova:
A=0, ap-ap=0, ay=0, \
B=0, a31~éi3=0, ag3= 0 ,
C=0, ap-2aypy=0, a,+ap=0
114 [ = slevome (:68,6)
A=0, 8,350, az=0, '
B=0, ap=0, a;=0,
¢

]
o

3 8= 8gp Byt 8= 0 /
Ako obrtanje oko neke osovine ne remeti ravnoteiu sistema,zo-

ve se takva osovina po Mobius-u osovina ravnotee.Ako Jo ne-

ka osovina osovina ravnotefe, onda je to i svaka paralelna
osovina, Jer obrtanje oko neke osovine ekvivalentno je (kaq
8to demo u kinematici saznati)istom obrtanju oko paralelne
osovine u vezi sa translacijom, a translacija ne remeti sta-
nje ravrotefe,

Jednaline 6 ) sadrfe uslove pod kojima de jedan si-
stem sila biti u ravnoteZi osim u prvobitnom polozaju jo§ i
u drugom polofaju, O tome se mo¥emo uveriti akc kroz napadnu
tafku s7ake sile povuemo paralelu sa obrtnom o0ssvinom Mmoo
0ko ove okrenemo silu za ugao % na pr. u smislu kazaljke na
satu | 61,128 , Time prelazi komponenta X u = Y, komponenta Y
u X a Z- komponenta (paralelna sa p ) nstaje nspromenjena.Sest
uslova ravnotefe za ovaj novi sistem sila glase: ..

ZY=0’ ZX=O, Zz:o’

b e L

. PR |

2 X

x y'zo (68.7)
Z =Y
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talaka smatrali nepomi&nim, a pravee sila smo obrauli oko

ajihovih napadnih tadoka ze isti ugao i u istom smislu, Pre-

1wa primedbi u &l. 66 nastupide ista proemena velativnog pclo-
Yeja ako pravce sila ostavime papromerjene a sistsm taleka

obrnemo oko ma koje osovine upravne na revan aglova za isti
ugeo u suprotnuim smislu, Slaganje proizveljnog ravndg siste-~
me sila ili sistema paralelnih sila (P) u prostorﬁ moZfemo u-
astaticl iste téko slagati kao i klizeée vektore, u rezultan-

tu Ry ali za napadnu talku rezultante moramo smatrati sredi-

Ste sistema (P), Samo u to

stemn (P) 1 pusle promene relativnog poloZaja.
u talke neke sile P

m slulaju ostaée R ekvivalentna si-

Nije doputeno pomeravati napadn

u pravcu napadne linije,

Na sl. 127 je takes A najadna tadka sile P. Kade

bismo nepadnu talku pomerili u B
-P" 4 3. u toj tadki stavili dve Jed-

8 npeke i suprotne sile P/= P (v.IL.1,

A’ gtr. 216) imali bismo posle obria-
nja sistema talaka oko neke taclke

0 za ugeo @ pored sile P/ u tadki

B, Jjo3 i spreg koji obrazuju sile

PuAd, i~-P uB, Spregi silau

S2.127 novoj ne adnoj tadki B n'su ekvi~

valentni sili P u napadnoj tadki A-
Tz slike 127 vidimo da promensm poloZaja spreg si-

la menja svoju vrednost. Ai B-su napadne tafke sila P i-P

koje obrazuju spreg. U poloZaju A By Je momenat sprega Pry,u

poloZaju A,B, Jje momenat Pro, Stalno rastojanje AB zovemo a-

statifkim krskom sprega. Krak sprega r“i sa njime i momenat
p (+] k) s ”
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sprega menjaju se usled qbrtanja tako da je r, ;.= 0, kad K
pravac sila poklapa sa B, & Toax ™ AB kada su Zi]e‘ upr:v::-
na astati®ki krak AB, Na sl., 127 Je obrtna oscvina 0 upravna
na rav%n sprega ( ravan crteia) ova se dakle usled obrtanjg
ne m?n?a, osovina (vektor ) sprega ostaje paralelna obringj
%sovini. Ako pek u opStem sludzju obrtana osovina nije up;;j
vna na ravan sprega, menja se usled obrtanja ne samo veliZi-
ha momenta aprega nego i polciaj njegove ravni, Samo u sluéa-
Ju da je obrtna osovina paralelna astatiSkom kraku, ne menja
se usled L,unj i i&i o
- obrlunja ni veli&ina momenta ni poloZaj ravmi spre-

68, OBRTANJE OKO JEDNE OSOVINE, Sistem sila P, . P

-y Pn nalazi se na slobodnom nepromenljivom sisteamu 1;a62;;
u ravnoteZi, Oko neke proizvoljne osovine B obrnemo sistem
z? ugeo ¢, Traiidemo uslove pod kojima e ravnotela postoja-
ti i posle obrtanja,

' Obrinu osovinu yuzimamo za z-osovinu ortogonalnog ko-
ordinatnog sistema, vezanog za sistem talaka tako da koordi-
na?e Xy ¥s 2z, taCaka usled rotacije ne menjaju svoje vredno-
sti, Komponente neke sile P su X, ¥, Z, Poletak O koordinat~
nog sistema je proizvoljan. Kada uvedemo kraée oznake

A=2ZX, a,=ZxX, a,=Zx¥, ag=IxZ,
B=2ZY, ayu=2Zyk, an=Syl, ap=2yZ,
C=22, agy=22X, ag=I:z¥, a33=ZZZ;
glase Sest uslova za ravnoteZu sila (P) prs obrtanjsa;
A=0, as;=-ea;,=0,
B=0, ag=-ay=0, ceee (68.1)
c=0, 8y~ ag= 0

ro8to smo sistem tzd
s aCaka obrauli - i
cko z-osovine za ugan ¢ ne
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laZe tvorac ove metode prof B MNayor u svom kratkom delu

"Introduction a la Statique Graphique des systémes de 1’es

pace 1926.

ASTATIKA

66 . PREDMET ASTATIKE, Predmet na3eg dosadainjeg ra-
smatranja bilo je ispitivanje uslova ekvivalencije i ravnote-
fe sila koje napadaju kruto telo t.j. kontinualan gistem
tafaka. Napadnu tafku sile mogli smo proizvoljno birati na
njenoj napadnoj 1liniji t.j. smatrali smo sile klizeéim vek-
torima. Pravei sila imsli su prema telu stalan poloZaj. Sada
éemo, obratno, pretpostaviti da sile napadaju izvesne stalne
take krutog tela, a da se njihov poloZaj prema telw moZe me-
njati. Pretpostavidemo konalan broj sila, dakle ée broj na-
pednih tafaka biti konalan. Stoga moZemo sada mesta kontinu-
alnog smatrati diskretan nepomerljiv sistem talaka koji na-
pedaju sile. Takav sistem &ine na pr. &vorovi jedne kinema-
ti¢ki odredjene prostorne re3etke kada njemu teZinu apstrahu-
Jemo. Mesto o telu govoriéemo dakle ovde o sistemu talaka,
prdrazumevajuéi dabogme nepromenljivu konfigu}aciju .sistema
PoloZaj sila prema sistemu mofe se menjati ili tako da si;
stem talaka menja svo] poloZaj a sile zadriavaju svoju veli-
&inu, pravac i smer; ili tako ‘da sistem taaka ostane nepo=
miéan a sile menjaju svoj pravac. :

Usled promene relativmog poluiaja sistema sila pre-

ma sistemu njihovih napadnih talaka jasno je da de se u op-
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opSte |dejstvo sila menjati. Ako je na pr. u prvobitnom polo-

Zaju postojale ravﬁoteia, biée ona promsnom polofaja u opfte
poremeéana i samo pod izvesnim uslovima postojace ona i de-
lje. Ako je sistem sila prvobitno bio ua pr. ekvivalentan
Jednoj| sili, mo¥e u drugom poloZaju biti ekvivalentan Spragd.

Astatikom zovemo onaj deo nauke o silama koji is-
traZuje kako se dejstvo nekog sistema sila ne dati sistem ta-
¢aka menja pri promeni njihovog relativnog polozaja.

Ako na pr. ravnoteZa postoji i posle promens polo-

b4 . 4 >
Zaja, zovemo je astatilkom ravnoteZom; ako ekvivalencija dva-

Ju sistema sila postoji i posle promene polo%aja zovemg Jje

astatidkom ekvivalencijom,

Najop3tije pomeranje nekog npepomerljivog sistema
tataka moZemo razlofiti na translaciju 1 rotaciju. Transla-
cija sistema tadaka ne menja njegov relativni poloiaj prema‘
sistemu sila, imamo dakle da ispitujemo samo uticaj rotacije
na dejstvo sila -Svaka rotacija oko neke osovine ekvivalen
tna je rotaciji oko neke paralelne osovine u vezi sa izves-
nom translacijom; dovoljno je dakle da se ograniéimo na obr-
tne osovine koje prolaze kroz Jednu proizvoljno izabranu ta-
Eku sistema.

'67_ DOPUSTENE TRANSFORMACIJE SILA Pitanjima koja

spadaju u astatiku bavili smo se ved u statici sila u rav-

.ni. Onde smo se upoznali sa pojmom sredista 1) dveju sila ko -

Je se seku (str, 218), 2) dveju paralelnih sila (str. 224),
3) ravnog sistems sila proizvoljnih pravaca (str. 261) i naj-
zad 4) proizvoljnog broja paralelnih sila (str. 320) Pojam
srediSta sila proSirili smo i na sistem paralelnih sila u

prostoru ( &l. 11 ove sveske) Pri toms smo sistem vapadni’h
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'cos'(.’:= %,‘ cos(gvo +;(3 —'3') = gin ('5" [3) =_:_: . coa'b'=—22 .

&

303(90+(5*3)= s;.n(3~ (5)=? . c098=-§—3
. 5 | .

Poito ove vrednosti trigonometrijskih funkcija smenimo u mo-

mentne jednaine, glasiée one

5 h.e +'§'h +Pd =0
Li « Ve Wj_ ‘ei - 3
TN A
1,2 .19 wzh fz + o h.fz + P.f = O »
S, B A '
Ty h.gs + ;;h.ga +—h.gy + P.g = 0.
Iz 51, 126 &itamo proporcije f.e i &= £ H sa ovim
_ : f, ez S €3 @3
zameénama 1 piduéi kao u &1,60 krace T° 6 nalazimo naj-
zad - : B P d
6y = =—=—"- s
w, h e
. B A P ¢
S AR S

B A P ¢

Bg= = — = —~—-—

wg =& h 93.

U ovim jednalinama koje odredjuju sile 84, 5o 1 S3 su A, Bi

P date sile, a, ¢, d i h duline date dimenzijama reSetke a

.duiine €1y €59 O3y Wyy Wo 1 Wy konstrujisemo i merimo iz ho-
ruzontalne projekcije reZetke, Metoda je dakle medovita geo-
metrijeka i ralunska kao‘i Riterova metoda kod ravne reetke
gdo krake sile merimo iz crteZa,

64.‘GRAFIEKO ODREbJIVANJE SILA. Po$to smo datu re-
Setku pretvorili izmenom. Stepove izvesnog broja u reetku

najprostijeg oblika imemo u svakom njenom &voru da razloZimo
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detu silu u pravce triju Stapa koJi ne leie u istoj ravni.
Tej smo zadatek redavali grafilki u poletku ove
glave u &1. 2 sl. 1-8,
Kod velikog broja &voruva i Stapova postaje  plan

sila zbog velikog broja'pomoénih 1iﬁija nepregledén i. tesko

se mo¥e kontrolisati ako za sve Evorove izaberemo jednu i
igtu vertikalnu projekcionu ravan, Ta se nezgoda mcXe izbedi

- izborom raznih projekcionih ravni za razne &vorove. Za svaki

B

&vor birsmo najpogodnije projekcione ravni, na pr. teko da se

u jeanoj od njih dve nepoznate sile poklapaju, dakle de je u

zano u sl. 4. Na taj nadin postizavamo veéu preglednost pla-
na sila, ViZak rada koji se sastoji iz prenadanja nadjenih
sila u nove projckcione ravni, bide nadoknadjeh udtedom mno-
gih pomoénih linija i veéom preglednoéu rada,

65. LITERATURA O PROSTORNIM RESETKAMA. Ovaj kratek

preglsd prostornih redetkastih nosafa sastavljen je po deli-

me.:

A. Foppl , Das Fachwerk im Raume, 1892,

" " Vorlesufigen iiber tech., Mechanik 11.Gra~
phische Statik. 1900. .

Miiller-Breslau, Die neusren Methoden der Festig-
keitslehre. 1904, ‘ ' '

Ww. Schiink, Statik der Raumfachwerke. 1907,

U poelednjem udZibeniku nalazi se opdiran  spisak
dela i rasprava koje se tifu ovog predmeta.

Metodu preslikavanja prostornog sistema u ravan,
kao i njenu primenu na statiku prostornih reietaka ( sa Sved-

lercvim i Cimermanovim kubetom Reichstaga kao primerom-) iz-

toj ravni poligon sila trougeo, kac 3to je razlaganje prika-. .
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sovina, dekle sa tri para momentnih Jednalina nalazimo sile
svih Sest 3tapova

U praktiénim slutajevima biée medjusobni polozZaj
Sest Stapova Jednostavniji, obidno ée se dva 1li tri Stapa
8eél u jednoj tadka tako da Je i1zbor pogodnih momentnih oso-
Vina vrlo lek. U tim prostim slufejevima &esto ée se naéi
prava koja sele pet Stapove

U &l. 54 bilo je govera o redetkama koje postaju
spajanjem dveju statidki odredjenih reSetaka pumodu Sest Fta-
pa Ovde je primena metode momenata najpogodnije sredstve za
odredjlvanje sila u spojmim Stapovime Takav zadatak reSave-
1i smo veé u &1. 47 (1. primer sl. 93). Sest &tapa spajaju
Plou ABCD sa Zemljom.

Metodu momenata primenio Je prvi prof. Landsberg

1903 g. na statilki proradun §vedlerovog i Cimermanovog ku-
beta. :

Metodu mumenata primenicemo na sile u Stapovima ko-
Ji se seku u jednom &voru gornjeg okvira kubeta prikazanog u
8l 124, Taj &vor 4 1 +tri polja koja se u njemu sastaju, pri-
kazana su na sl, 126. Pravougaona polja imaju strane,a” i na*
odnosno“b“i”c' Visinska razlika izmedju gornjeg i donjeg ok=
vira ( visina sprata ) je h Pretpostavljamo da su sile 541 55
u gornjim okvirnim Stapovima veé poznate, a tra¥e se sile Sy,
Sy 1 S3. Prvu éemo naéi iz momentne jednaline za osovinu T
koja spaja &vurove donjeg okvira 2 i 3, drugu iz momentne
Jedna&ine za osovinu IT koja spaja &vorove 1 i 3, a tredu iz
momentne jednafine za osovinu ITT koja spaja Evorove 1 i 2.
Momentne osovine su.dakle strane trougla 123, koji le%i yra-

vni crtefa, Cvor 4 napadaju vertikalna sila P i dve horizon-
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i S 126

talne sile, H u pravcu Stapa $; 1 W u pravcu Stapa S5, dakle
tri poznate sile P, 5, +H = A .1 S5 + W = B, Najkrade ras-
tojanje &vora 4 od osovine I, II i III oznalena su sa d, f 1
g, najkrade rastojanje &vora 1 od osovine I sa e,, najkrace
rastojanje &vora 2 od osovine II sa f,, a najkrade rastoja-
nje &vora 3 od osovine III sa g,;. DuZine .pravih paralelnih
Stapu Sy, povulenih iz &vorova 1, 2, 3 do preseka sa osovi-
nom T, II, III oznalene su sa w,; Wy W3 DuZine otseka egp 1
©3 8u upravne na w, odnosno na ws. Ugao izmedju pravih S, |
S5 bznaEen je sa (3, ugao izmedju S4 i f sa f, ugao izmedju S,
1\ g sa ] §tapov1 S;, S5 i S3 1maju prema horizontalnoj rav-
ni uglove a,, &g, X3 Sa ovim oznakama glase momentne jedna-
gine: ' '

¥; = §;8lnc.e,+ B cosfh+P.d =0,

My =- Sgsinc,.f, + B cos(90 + 3 =F)h + A cosj.h + P.f = 0 )
vaz S3sino; g3 + B cos(90 + B ~3)h + A cosd.h + P.g = 0.
82 du¥inama [,, l,, l; Stapova je sinoy= % » sinop =,

sinocg = % . Iz slike éitamo:
R 1 : ,
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Jem izmenjenih Stapova da odredimo sile u svima §tapovima,
Jer je tim Manji broj jednalina 3) za odredjivanje sila T.Ta
Je teinja opravdana naro&ito kod reSetaka nepravilnog obli-
ka, Kod refetaka pravilncg oblika mo¥emo uvodjenjsm vedeg
broja sila T nego 5to bi bilo potrebno iskoristiti nlakS8ice
pri razlaganju sila koje nam pravilnost resetke pru¥a, ReSa-
vanje jednaine'3) u tim sludajevima vedinom je vrlo lako, a
viéakAvremena utreSenog na radunski posao reSavanja Jjednadi-
na znatno je nadoknadjen u3tedom vremena pri razlaganju si
la,

3. PRIMER. ReSetka na sl. 125 ogranilena je sa dve

S¢. 725

pravougaone'i'sa Eotiri trougaone ravni i gore je zatvorena.
Le¥idni okvir Je pravilan Sestougeo, broj potrebnih le¥iZnih
#tapova je 6 + 3 = 9. LeZisnl okvir le%i na planarnim le%i3-
tima B, C, D, B', C', D' & &vorovi Cy, D i B vezani su sa Zem
ljom sa po jednim horizontalnim le3isnim §tapoﬁ 7, 819! za
odredjivanje sila u. Stapovima reéetké'dovoljno bi bile da

zamenimo dva Stapa na pr. AA' i AB', jer bi time dvor A na-
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&inili jednostrukim, i spoljnu silu koja napade &vor A mogli
bismo razloZiti uw pravce Stapova 1, 2 1 3, Mi éemo ukloniti
1 treéi Stap KTgi, sile u ta tri 3taps oznaliéemo sa Tay Ty
i T, i zameniéemo ih sa tri horizontalna le%iZna Stape 7,8’

i 9; Uvodjenjem trede sile T postigli smo gentralnu simetri-

'ju redetke: obrtanjem za 180° dolazi leva strana do poklapa-

nja sa desnom, Stoga je dovoljno da samo sile u Stapovima Je-
dne polovine (1 do 12 ) izrazimo kao funkcije'datog optereée- |
nja 1 sile T, jer ista funkcija va¥i i za 3Stapove druge po-~
lovine (1'do 12'),

A 63. METODA MOMENATA, Riterova metoda za odredjiva-
nje eila u Stapovima ravne reSetke sastoji se u tom da redet-
ku presedemo jednom linijom na dva dela, sile u presedenim
Stepovima smatremo spoljnim silama i primenimo na jedan deo.
reSetke uslov ravnote’e da zbir momenata spoljnih siia mora
ze svaku talku ravni resSetke biti ravan ﬁuli. Liniju preseka
biremo tako da ona sele najvise tri 8tapa., Birajuéi za mo-
menini pol presek dvaju Stapova dobljamo mcmentnu jedrnadinu
sa samo jsdnom nepoznatom, trafenom silom u tredem Stapu,

Potpuno analoga Riterovoj metodi je metoda momena=
ta kod prostornih reSetaka,
, ReSstku presedemo jednom povr3inom na dva dela ta-
ko da presedemo najviSe Best Stapa, sile u preseéeﬁim §tapo-
vima smatramo spoljhim silama i primenimo na jedan deo uslov
ravnotefe da zbir momenata spoljnih sile more 22 sveku o0so-
vinu prostora biti ravan nuli, Znamo da je uvek moguénc po-
vuéi dve prave koje seku Cetiri ukrﬁtene‘prave.vBiruJué; te
prave ze momsntne oscvine dobijamo dve jednaline sa dve ne~

poznate, dakle su ove jednoznszéno odredjems, S& tri para o-
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B= T+, Gp=-0,=+1,

S U= b ‘ -
a‘g- @5 1, 6‘15 12 1,
,= 4 =
Fiﬂ ?1.5 +1
Ravnotefa &vora a, zahteva 0, +T= —-Wya= ~lisaT=+1

L

U,+1=-1 113 Ty = -2,
Ovu vrednost sile u Stapu koji zamenjuje jedan Stap okvira,a
pravac mu se poklapa sa pravcem zamenjenog okvirnog 3tapa,do-
bljamo uvek kada pravilni poligon okvira ima neparan broj
strana,
Za paran broj strana glasi uslov ravnotele za pos

lednji &vor
U'+T=+1 dakle T'+1=+01

ili 7= 0.

MreZasto kube sa pravilnom poligonalnom osnovom u kojoj je
broj strana paran labilno Je, dakls za izvodjenje neupotreb-
1jive. Tu je ¢injenicu prvi A Foppl dokazao na drugl na&in.
2. PRIMER. Cimermanovo kube na sl 124 ima donji
okvir sa 10, gornji
okvir sa pet strana
Pravilnog poligona
Broj potrebnih je-
Z13nih Stapova je
10 + 5 = 15, broj
sistemnih Stapova 30,
broj &vorova 15 da
kle je relacija s +°
+r=3n zadovolje-

na.

Kube je u sva

7 e ——— =
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kom iemenu lefidnog poligona poduprto planarnim le?idtem s
svaka druga strana u sredini ima vertikalno Planarno le¥ijte
za primanje horizontalnih sila, sliéna le%iZtima na s). 118.
Cvarovi gornjeg okvira su trostruki, potrebno je dva Stapa
gornjeg okvira zameniti da bi dobili Jednostruki &vor, Svi
&tapovi |oznaderni su brojevima u onom redu kako nalazimo ( ra-
Gunom 3111 grafilki ) sile u njima usled datog opterecenja Bro-
Jevi sa prostiru 1 na vertikalne le3:3ne 8tapove . Stapovi
donjeg okvira koji primaju horizontalne sile u njihovom pra-
¥cu imaju po dva broja (na pr, 8 i 13 ) jer se sila u -obema
polovinema rezlikuje ra veliZinu priml jene , horizontalne
spoljne sile Uklonjena dva Stapa zamenjena su novim ieiiﬁ-
nim Stapovima br, 39 i Br. 45 u praveu Stapa 30 odnosno 42

Sa dva ramenjena 3tapa glasi jednalina za silu S u
nekom Stapu

S =170°+ T'T, +0*75.

gde je T sile u 8tapu za opteredenje Ty= 1, 0" sila za op-
tereéenje Ty = 1 a 0% sila usled datog opteredenja redetke
8a 1zmenjenim Stapovima, Kada nove Stapove oznaéiqo kreée sa
1i 2, dobijamo s S;= 83 =0 dve jednaine

9= T+ G + T, } ceonn(62.3)

0=70+7T7 + 7T,

1z Xojih nalazimo sa determinantom sistema D = T, 0, = 0,0, 3
] 1 1 0
replmu-mol + -3 [en -0

U naSem primeru zamenjuju se indeksi 11 2 kod si-
ia 0'sa 39 i 45° PoSto smo odredili sile T;1 Ty. nalazimo u

oznalenom redu sile u svima Stapovima, kao i otpore oslonaca

Prirodno je da éemo gledati da sa 8to manjim bro-
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fetku najprostije vrste zamenom izvesnih Stapova a, b, ... n
drugim, zgodno izabranim Stapovima kao 3to smo to &inili i
kod ravne redetke (vidi I, sveska II.dela str. 154).

Sile T4y Tpy ... Tn, uklonjenih Stapova smatramo
kao spoljne sile koje napadaju oba &vora spojena doti&nim
Stapom Zavisnost sile S u nekom Ztapu od spéijnih sila iz-
rafena je linearnom funkcijom, mozemo dakle pisati

8§ =T +T,T, + O,T, + ... + 0T, eees.(62,1)
gde 7, znali silu §tapavkada su ave sile T = 0 i redetku na-
pa&aju samo date spoljne sile. T, je sila Stapa kada date
gile uklonimo i reZetku napﬁdaju samo dve sile Tz =1 i Ty=
=« 14 t.d. U novim Stapovima kojima smo zamenili uklonjene,
mora biti § = O jer oni stvarno ne postoje, Tako dobivamo n
linearn'h jednadina )
T, o+ BuTa # BTy + ovn + 0,1, =0 4., (62.2)
iz kojih nalazimo n sila T,, ... Ty. ReSetka je statifki od-.
.redjena ako je determinanta sistema razliéita od nule.

Zamenom Stapova u stanju smo odrediti sile u Sta-

povima sveke reSetke, Pravce novih (pomoénih)Stapova biracemo
takve da odredjivanje njihovih sila (raunom ili grafiZki)bu-
de 3to jednostavnije.

Vaina je primedba da se uklonjeni tap reSetke ne
mora zameniti 3tapom koji spaja dva &vora redetke, nego se
moze zameniti i étépom koji spaja jedan &vor reSetke sa Zem-
1jom (bsloncam); drugim refima sistemni 5tap moZe se zameni -
ti 11i novim sistemnim 1li novim leZisnim §tapomn

1, PRIMER, MreZasto kubs na 51,123 ima za okvir

pravilne poligone sa sedam strana. Povriine su ravnokraki.

trougli.svi &vorovi su dvostruki.Za odredjivanje sila u Bta-

povima dovoljna Je zamena' jédnog 3tapa.Zamenjenjo3tap a,-aysa
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Stapom 21 koji vezuje &vor e,
ga nepominom tackom { Zemlje,
dakle je 3tap 21 il1 a, £
le%i8ni Stap. Njegov  pravac
mo¥emo proizveljno birati,bi-~
remo ga dakle tukn da se po-
klapa sa zamsnjenim Stapem

a, - ay. (U sl, se radi jas=-

nog prikaiivanja oba 3tapa ne

S5e.723

. poklapaju).
Po jednadini (62 1) biée sila u nekem Ztapu ke

ta izraZena sa

S T°+7T'T.

“H

Iz uslova da sila S, mora biti ravna nuli, naleazimo 7 iz ‘o~
. )]
_ Ox
!

21

dnafine 0=T +TT ili T-
21 2

Ako je Eéi t.j. sile u Stapu 21 usled opterscenja T = 1 rav-

na nuli, dobijemo T =00 5to znai da je kube labilro.

Da bismo na3li kada ée takav sluaj nasiupiti po-
smatrademo sile usled opteredenja T = + 1. Da &vor a, bude u
ravnotefi mora se rezultanta iz W; i T potirati sa rezultan-
tom iz T, 1 T, Kako ova grupa le?i u ravni o,b,;b,, wora i
prva rezultanta leZati u istoj ruvni Ckvir a,, a,... a, Jje
horizontalan, rezultanta iz Ué i T mora dakle bit:i horizon-
talna f.j.:mora imati pravac b, 2, da bi zadovoljila cta us-
lova.

‘ Iz ovoga zakljudujemo da je T,= - T'= - 1.
"1z istih razloge nalezimo iz uslova ravnoteZe &vo-

TOVAE a9, ... &g
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aAko reBetka ima n gvornva, - moZewo postaviti 3 n

jednadina 2) pomoéu kojih mofemo naéi sile u svima 3tapovima

i sve otpore oslonaca
Pretpostavimo da re3etka ima s Stapova i da je po-

iojena na k' planernih, k" linearnih i k" pepeminih le%id-

puznatih koje treba da odredimo je tada
s+ k' +2Kk"+ 3KV
odredjen ako postaji Tela

ta Broj ne

i re3etkasti nosal bide statidki
s+ k! +2k"+3kf=3n ..... (60.3)
determinanta 3 n

cija
Pored ovih uslova postoji jod i taj da Je

linsarnih jednadina 2) razliZita od nule

Kod reSetaka sa veéim brojem &vorova je ova opdta

met oda vrlo zemetna Po njoj je Cimerman odredio sile u 3ta-

povima i otpore oslonacae za opdte optereéenje 1 teko anali-

ti¢kim putem dok

61. PROSTE RESETKE. U jednom Zvoru prostorne  re~
i ne leZie u istoj ra-

azao stabilnost svoga sistema kubeta,

totke sastaju se najmanje tri 3tapa koj

vni Takav &vor zovemo jednostrukim gvorom; &vor u kome 86

sastaju 4 fetiri Btapa zovemo dvostrukim, &vor sa,p* Etapova

{p = 2) shrukim Evorom.

Ako redetka ima bar jedan jednostruki &vor i ako u-

klanjanjem triju Stapova koji se u tom &voru gastaju, dobi-

jamo opet jednostruki &vor, onda nalazimo lako sile u svima

f1apovima uzastopnim refavanjem triju linearnih jednadina sa

po tri nepuznate. Takvu redetku naziva Miiller-Breslau redet—

kom qajproatije vrste

Primer takve reSetke prikazan je na 51,122,
ov1 d vezani su sa tri Stepa

Tadke

e i £ su nepomilna leZista Cvor

koji ne lefe u istoj ravni ss dve taékeﬁefi jed

.Jednafine sa tri nepo i
pornate, oblika (60.2) dok b smo po

153
nom taékqm,{,u
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daklo su nepomi&n i i ¢

P i. Take isto vezani su Evorovi .“sa dva Syo-
re,d*i jednim ¥vorom e* zatim
&vorovi b sa dva &vora,c“i je-
dnim &vorom,d“i najzad vezani
su &vorovi a“sa dva Evora,b'i

Jedaim &vorom,c* Tako smo ge

ociglednu averil: da su  svi

Evarevi i 5
vezani, da je kube stabilng. S o
évorovlna“su jednostruka tako i leZiSni &vorovi e:
Evo;ovl,b“su trostruki,"afévorovlﬂc“j”d“su getvorostruki e
| Keda su nam date spoljne sile knje napadaju &vorc-
ve, nalazimo prvo iz &etiri grupe sa po tri jednalina sa tr
nepoznate sile 12 Stapova koji se u &vorovima seku. Sada n;;
ostaju u EVoruvima,p“samo P9 tri nepoznate knje nalazimo ‘:
nove Zetiri grupe sa po *ri jednaine. Prelazimo zatim J;
Evorove,c“u kojima su tri nepoznate i najzad na Evo;ove d“::-
Sto smo naSli sile u svima Stapovime, odredjeni su ved ; t
?ori oslonaca,Sile udtapovima f - d Jjednake su otporima 1 f'
sta “f*; otpori su pozitivmni ako Je u Stapu pritisak W
tivni ako je 3tap zatezan, Rezultanta sile u Stapu e:c ?:sa-
dva Stapa e - d ravna Je otporu oslonca "e". L
Odredjivanje sila u Btapovics ve resebrs izvsder

e J 2 T p
d&kle asav e l6 ed usfs bn” fezavisn h rupa ¢ Q t-_J.

§t° 2 . ¥ . Op”
J metodi imali da reZimo 3 x 14 = 48 takvih jednaiina
i : : o) sa
Po tri, pet i Sestk nepoznatih, 5to bi bio dalek. vedt P
62. : 3 gsao
VETODA ZAMENE STAPOVA Svaki reSetkasti noss%

J.
ko 3 “LJG Bag!adlall na opisﬂﬂl uaél", mezemo p!atvotitl nre=
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Miiiler-Breslau ) prilagodjene pojedinim -sistemima- resetaka
Kac treéa metoda dolazi u obzir kinematiéka metoda; ona se
v8nlva na statiékom principu o kome és u tredem delu biti go-
¥ora, na principu virtualnih (moguéih) pomeranja. Najzad na-
lazi korisnu primenu na odred31vange sila u Stapovima _pros-
torne re3etke 1 metoda preslikavanja sila u proetorulna ra=
van, sa kojom RO 8e u El 43 upoznali, ' .

Mi. éemo s ograniclti na izlaganje prve dv;.matode
4 to samo u opStim crtema, Za studiju specijalnih metoda,ko-
jo su iz metode Svorova i metode momenata izvedene kao 1 za
studiju poslednje dve metode upubujemo Eitaoca na docnije na-
vedene specijalne udZbenike, . . ‘

60. (METODA CVOROVA, U nakom &voru m proatorné re-
Setko sastaju.sa"ﬁ“étapova dutine fy, lgy ... lp u kojima
vladaju sile e 8y e, Sp. Cvor m'napada spoljna ailé P,
njens ortoguualns “omponente su A, B, C. Ortogonelne projek-
cije duiins r-tog ¥taoa I na pravee A, B 1 C, orna¥imo sa

>

Aps bpy cp. Uslovi ravnoteie Gvora m glasse tada

. + A= 0
s, P
b
Z5y 7, tB=D .(60.1)
Cr
28, +C.=0 (r =1,2 ... p)
Iy :
i kada uvedomo skradenu oznaku Z&—-' rs
r

Z6rar+.&=0

[}
o

/ .
26 by + B veieaeane..(60.2)

2.6,.cr +C

L]
o
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Ovo je kube konstrujisao i objavio 1904 god prof,

W. Schlink i nazvao ga plolastim ili planarnim' kubeton

(Schexben-, Flachenkuppel). Sistem leZiSta je sliZno onome

kod Cimermanovog kubeta; i ovde se horizoentalne spoljne'sile
prenoqe-na zidove samo u pravcu njihove dufine 1 to u sredi-
ni zidova, Ali dok je broj leiiéta Cimermanovog kubeta 3 k,
ima Slinkovo kube 2 k le?iSta, Dok je Cimermanovo kube ome-
djeno sa 2 k ravni, obraiuju plodasto kube samo”k“ravni da-
kle isto tolike koliko strana ima pokrivena povr3ina, Time

otpadaju nepokriveni odseci Cimermanovog kubeta'i konstrukci~

Jja Jje préstija. Planarno kube ima dakle sve dobre osobine Ci-

' mermanovog kubeta,

s5l.121 prikazuje dvospratno kube :nad -“kvadratnim

prostorom koje je A.Fbtppl .izveo na
pija&nom holulaLeipciguIZNa slici je

prikazano kube sa 4 linearna  lefis-

ta, Kede uklonimo leZigéni okvir, mo-

raju leZiSta biti nepomilna da bi ku-

be bilo stabilno. Ako sada preostale

serzr ” Stapove donjeg sprata smatramo le¥i-
Bnim Etapovima, postaje gornji sprat'planarno kube identino
sa kubetom na sl, 120,

59, STATICKI PRORACUN PROSTORNIH RESETKASTIH NOSA-
A, Za odredjivanje sila u Stapovima prostorne reSetke slule
nam analoge metode kao u statici ravne reSetke: metoda . Evo-
rova 1 metoda preseka ili-momenata Na ova dva principa os-

nivaju se razne specijalne metode ( Féppl, Henneberg, Mohr,

1)Leipciéko kube nije tako jednostavno kao ono na sl 121,
Osnova je petougano, sa dva prava ugla,ali je jedna strana ta-
ke mala da se osnova vrlo malo razlikuje od trapeza.
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kalne sile prenose 8 horizontalna planarna le(i3ta ispod &vo-
rova leZfidnog okvira, a 4 vertikalna planarna leZilta koja
su postavljena'ﬁ sredini dufih Btapova leZidnog okvira, pre-
noge horizontalne sile duf obimnih zidova, Unutarnje sile u
tim Stapovima raziikuju se u obema polovimana Stapa za veli-
&inu premoSenog horizontalnog pritiska.

Cimermenovo kube ima znatna preimuéstva prema ra=
nije izvodjenim sistemima narolito zbog pogodnog podupiranja
koje obimne zidove napreZe samo u podufnom pravcu.

Nedostatak moZe se smatrati &to trouglasta polja
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koja kose strane leZidnog okvira odsecaju, ostaju nepokrive-
na, te |se moraju zasebnom konstrukcijom pokriti.

Svedlerovo 4 mreasto kube specijalni su oblici
Cimermanovog kubeta Kada krade strane lefisnog okvira 8],
117 i 118 svedemo na nulu, dobijamo Svedlerovo kube sa ras-
poredom leZiSta kaoc na sl 112 SvodJsajem dufih strana na

, .

nulu dobijamo mre?asto kube kao na sl 115,
| 7. PLOGASTO KUBE (Scheibenkuppel) Kube prikazano
na sl, 119 ima gornji okvir sa k = 4 strane, a denji sa 2 k =
= 8 strana Oba okvira spujena su medju sobom sa 3 k = 12 di-
Jagonala PovrZina kubeta sastoji  se

iz 12 trouglova u raznim ravnima. Po-

treban broj le¥isnih Stapova je 3 k =

= 12, oni su fasporedjeni na 4 linear-
na 1 4 planarna le%ista. Iz ovog  gi-

52119 stema dobijamo prostoji, kada tri tro-
uglasta polja izmedju dva planarna lefiZta dovedemo u Jednu
ravan 8to postizavamo tako da oba Stapa lefidnog okvira izme-
dju dva planarna le¥idta dovedemo u istu pravu.

Tako smo dobili kube na sl. 120 koje ima isto to-

liko ravni koliko i pokriveni poligon

ima strana, Gornji i donji okvir imaju

3 - 1sti broJ uglova kao i kod §vedlerovog
kubeta. Bitna je razlika u tome 3to u

¥ D svakom trapeznom polju ima ovo kube dve

St.720 dijagonale mesto jedne; novi &vorovi ko=

Ji tom podelom postaju, poduprti su linearnim leziftime 4
&vorovi nad temenima pokrivenog prostora leje uz planarnim

leZistima,
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B na linearna le?i3ta, u ¢ na
nepomilno a u D na planarno le-
2i5te, 5to &ini ukupno 8 le¥is-
nih Stapova Time je donji ok~
vir nepomerljiv. Kada u gornjem

okviru ne bi bile dijagonale ac,

4 mogli bi se &vorovi,a“i c*pome-~
. s v &, 6
rati na viSe a Evorovi,b“i d“na

nife a da se pri tom du¥ine

£1¢ strana kvadrats abed ne men jaju.
// ‘MreZa bi bila labilna Moramo
dakle uvrstiti u mre¥u §tap ac
i ukloniti na pr stranu ab ok-

vira. Sada je ofevidno mreja

Y
o

stabilne, jer poto su &vorovi

» « . ~
w85,6“1,4%po sistemu mrese nepo-

g
|
[

=P s miéno vezani za donji ckvir,ve-

Y zan je i &vor b“pomoéu tri $ta-
Pa koji ne leie u istoj ravni, za mreiu. Broj sistemnih Sta-
pova je s = 16, r = 8, n = 8, s+r =3n Umesto Stapa  ab
mogli smo ukloniti jedan leZiZni Stap. Na ovom primeru dcla-
zimo do vainog saznanja da relacija 8 = 3 n nije dovoljan u-
slov za stabilnost mrezastog kubeta, ona zavisi i od raspo-
reda 3tapova, Gore opisana pomerljivost re mofe postejati
kod okvire sa neparnim brojem strana,

6. CIMERMANOVO KUBE, Bitno obeleZje ovog kubeta je

da donji okvir jednog sprata ima dvaputa. veéi broj strana
nego 1li gornji. Povriina kubets sastoji ge usled toga iz tro-

uglova 1 trapeza; ovi poslednji podeljeni su dijagonalama wu
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dva trougla.

Stabilnost kubeta zahteva, ako je gorngi okvir po-
ligon od k strana, podupiranje sa 3 k leZisna 3Stapa, ili ga
k linearna i k planarna le%ista, S1 117 prikazuje dvosprat-
no kube u osnovi. Donji sprat je
po Cimermanu izveden nad pravil-
nim Sestouglom, le%iZni okvir ima
dekle 2 k = 12 strana, 6 linearns
i1 6 planarna lezista.Gornji sprat
Je Svedlerovo kube,

Cimerman je 8vyc] sistem
St 117 pPrvi put izveo pri Projektovanju

krova za novu tgradu parlamenta (Reichstag )u Berlinu Osno-

va Je pravougeona sa 16 x 10 m. Obimni zidovi bili su veé iz-

vedeni kada se pomiSljalo na kube, i1 bili su slabi da prime
veliki horizontalni pritisak vetra na kube i ns zidove Krov-
na konstrukcija morala Je stoga dobiti takva le3idta koja ée
horizontalni pritisak vetra na kube prenositi na zidove samo

u njihovom poduZnom praveu. LeZi3ta su dakle smela biti samo

planarna i linearna, a ova poslednja pomerljiva popreéno na

obimne zidove, Sem toga linearna leZifta nisu smela lezati u
uglovima, Cimerman Jje ove uslove ispunio svojom komstrukci-
Jom prikazanoj na sl, 118, Le3iZni okvir je osmougao, broj
leZiZnih Ztapova 8 + 4 = 12 Kube bi se moglo polo¥iti na 4
planarna i 4 linearna le3ista analogo kubetu na sl, 117.Pos-
tavljenl uslovi bili bi zadovoljeni, linearna le%iita ne bi
bila u uglovime, ali ni u sredini obimnih zidova, Ovaej pos~
lednji zahtev zadoveljio jo Cimerman tako $to Je prena3anje

vertikalnih i horizontalnih sila na zidove razdvojio: verti-
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njega je obiino nasadje-

na "lanterna® koju moZe-

mo smatrati ::sekundarmom

konstrukcijom,

Svedler je kube po-
dupro u svakom leZiZnom
&voru sa po jednim nepo-
midnim le¥iZtem. Rasto-
janja izmedju le¥iSZta su
dakle nepromenljiva tako
da su Btapovi. leiiépég
okvira (na sl, 19pr;kidnr
no ucrtani ) izligni, Oni:

S&}/4 ne pripadaju pleteru,ne-
g0 potpornim zidovima, _ : :

Kube sa osnovom od,k“strana i sa,e“sprata ima n =
=k(e + 1) &vorova i 3 ek = s sistemnih Ztapova ne urafuna-
Juéi Btapove leZidnog okvira, Broj potrebnih leZi¥nih #tepo-
va je dakle 3 k(e + 1) - 3 ek = 3 k ; na svaki &vor otpadaju
po 3 lefilna Stapa t,j, kube le%i na k“nepomina le¥ista.

Miiller-Breslau je prvi posfavio kube na k“linearna
leZista (1892 g), Sada su Stapovi leZidnog : okvira sistemni
Stapovi, njihov broj je s = 3 ek + k, dakle broj potrebnih
leZiZnih Stapova je r = 3 k(e #+ 1) = 3 ek - k = 2 kj kubs je
stabilno poloZeno ka,k“linearna lefidta,

Kao kod cilindrignog pleiera tako 1 kod Svedlero-
vog kubeta imaju pokfetﬁa leZista to preimuéstve ned nepomi-
¢nim le%istima, 5to potporni zidovi ne trpe horizontalni pri-
tisak,
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5. MREZASTA KUBETA. Ova se razlikuju od Svedlero-

vih bitno u tome 3to okviri koji ogranidavaju jedan sprat ne-
maju isti poloZaj nego su jedan prema drugom obrnuti za 4z~
vestan ugao, obilno tako da temena gornjeg okvira lee iznad

sredine strana donjeg okvira Prema iome mreZasto kube

(Netzwerk-Kuppel) nema Stapova u pravcima meridijana nego

- sefio okvirne 1 dijagonalne Stapove, Povriina kubeta sastoji

"Ee ii eam;h trouglova koji svi lefse u raznim ravnima, Razli-

ka izmedju §vedler-ovog 1 mreZastog kubeta je analoga razli-
ci 1zmedju ravnag paralelnog nosala sa vertikalama i bez ver-
tikela,| S1, 115 prikazuje u osnovi i vertikalnoj . projekeciji
mreZasto kube sa petougaonom os-
novom i sa dva sprata. Kube je ot-

voreno, potrebna su 2 x 5=10 le~-

%i%na Stapa ili pod svaki le¥idni
-Evor po jedno linearno pokretno
lezisSte,

Kao i kod ﬁvedler-ovog ku-
beta migu i ovde sva leZidta biti
nepomiéna; all onda le%idni okvir
otpada,

Se 15 StatiCko ispitivanje poka-
zuje da mreZasto kube nad pravilnim poligonom sa paraim bro-
Jem atrana nije stebilno, Kod velikog broja strana js u sta-

ti%kom pegledu razlika izmedju kubets se parnim i neparnim

brojem strana neznatna, stoga treba izbogevati ne samo paran

broj strana nege i veliki broj strana leZignog okvira,
51,116 prikazuje Jednospratno mrelastc kube nad

kvedratnom osnovom, Donji okvir poloien je u &vorovima A i



186

ljaju (k = 1) leZidna Stapa, Ukupan broj leZiZnih 3tapove je
r=2(e-1)+ 4k - 1)

Ukupen broj Stapova je s +r = 3(ek - e + k - l)=
=3(e #+1)(k = 1) = 3 n; time je dokazano de je pleterni
krov na sl 1lle) statidki odredjen i stabilan.

0 stabilnosti nosala moJemo se uveriti posmatraju-
¢i stebilnost svakog pnjedinog &vora,

Cvor B Je ofevidno nepomifan jer je za oslonce (za
Zemlju ) vezan pomoéu tri Ztapa 1, 2i 3 koji ne lele u istoj
ravni Iduéi redom nalazimo prvo da je prvl okvir kruto ve-
zan za oslonce i tako redom svi Evorovi pletera, Najzad uvi-
djamo da ze krutu vezu &vora A moramo uvrstiti okvirni Stap
& .

Podupiranje po sl, c) ima tu nezgodu Sto okviri vr-
Se na obimne zidove horizontalan pritisak kao i luni nosali,
§to je kod le%idta na sl. b) nije sluZaj.

Pleterni nosa¥i su ekonomi&ni samo ako dufina po-
krivenog pravougaonika ne premaéa‘mnogo njegovu 3irinu, Naj-
povoljniji odnos je 1 : 1,3 do 1 5 1,6.

3. PIRAMIDNI PLETER. Piramide mofe biti potpuna(sa

vrhom ) 111 zarubljena. Prvu mofemo smatrati zetverenim kube-

tom, te prema tome potrebno je za njeno stabilno podupiranje
po &1, 57 (k + 3)le%i3na 3tape akO‘Je osnova k-strani poli-
gonm, ' ‘

Piramidni pleter na sl 112 je Sestostran, potrebu-
je 9 leZiSna Stapa, koja su rasporedjena ne tri linearna i
tri plénarna leZidta sl.b). ‘

Kade uk]onimo_vrh, dobijamo zarubljenu piramidu,Ka-

ko svi okviri imaju isti broj strana, potrebno je za stabil-

a) \ \\
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no podupiranje zarubljene ( dole i gore ot-
vorene ) piramide 2 k leZidna Stapa Za Je-
stostranu piramidu potrebno je dakle 12 le-
$i%nih Stapova 11i 6 linearnih le}i%ta ras-
poredjenih keo u sl. 110 b), .

Petougaona prizma sa nasadjenom pira--

widom ima s = 25 sistemnih Stapova.Za ata-

bilno podupiranje potrebno je 5 + 3 = 8 le-
ii3nih Stapova Broj &vorova je n = 11,25 +
+8=233=8, dakle Je S = 3 n Le#iZni Eta-

povi su rasporedjeni na dva planarna i tri

3% linearna le¥idta Kako je broj d&vorova u
SL172 okviu neparan mogu se vpravoi pomeranja
linearnih le%ista seéi u sredidtu petou-

gla,
4. SVEDLEROVO KUBE Najstarija i

do danas najva¥nijs pleterna konstrukcija

]
]

1

|

|

!

\ je pleterno kube koje je bavarski in3i-
! njer Schwedler prvi konstrujisac i srafu~

nao 1866.

Osnova kubeta je pravilan poligon

_sa veéim brojem strana Gvorovi lels na
obrtnoj povr3ini sa proizvoljnim meridis
janom. Svedler smatra kubiZnu parabolu
¢) kao meridijan sa kojim je utroSak materi-
jala najmanji. No obiZno je meridijan kru-

SLI113 Ini luk. Meridijani i paralelni krugnvi

dele povriinu kubetas u trapezna polja koja su dijagonalama

podeljena u dva trougla (s1.114). Kube je gore otvorenc,i na
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njivo bio étgbilan ali i stati®ki meodredjen. Pleter po sehi
je labilan jer je sa sviju stfaﬁa otvoren. Broj njegovih &vo-
rove j6 n=(k + 1)(e + l1)=ek +6 + k + 1. 3tapova ima ok-
virnih k(e * 1), podufnih e(k + 1) i dijagonalnih ke, sve-
ga 8 = 3 iﬁﬁ?'e + k, Da bi pleter bio kinematidki -odredjen
morao bi imati 3 n~ 6 = 3(ék e+ k)- 3 5tapova. Nedo-
staju mu dakle za statiZku odredjenost 2(e + k) - 3 -3tapa,
Ka@a Jo3S ovom broju dodamo Sest lefidnih gtapova za établlno
po@upiranje staticdki odred jenog pletera, nalazimo potreban
broj 2(e + k}+ 3 1le¥idnin Stapove  za ofvoremi labilai
pleter, Ne svakoj poduZnoj strani imemo po 6 4 i;a ns Eéonim
zidovima po g = 1 dakle svagE‘:Z(q + k) =r leZidnih Evors-
Ve, tako da je bioj potrebnih'léiiénih Stapova ( r 4 3). Do
ov¥og rezultata dosli bismo neposredno, smatrajuéi cilindrig-

ni pleter kubetom gore zatvcrenim sa le¥idnim okvirom od ,r*
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strana &1 57. ' A

Na primeru sl.111 je r = 22, potrebno je dakle 2%
Etapova Pleter je poduprt sa Zetiri linearna i 18 Planarna
le%ifta koja zamenjuju 2 x 4 + 18 = 26 lefiZna §t§pa, dekle

‘za jedan viSe nego 5ta je potrebno. Radi odriavanja statidke

odredjenosti uklonjena je Jjedna.dijegonala,
Prof. A, Foppl koji je prvi primenio cilindri&ni

pleter kao krovnu konstrukciju, ( Tonnenflechtwerk-Dach ) uéi-

nio je pleter statilki odredjenim time &to Je dijagonale u
krajnjim donjim ravnima prizme uklonio, &vorove na jednom &e~
onom zidu stavio na nepomilna leZifta a &vorove drugog c&eo-

nog zida na linearna le%idta, pokretna u pravcu osovine pri-

'zme. Medjutim lako éemo se uveriti da Je tako poduprti ple-

ter jod uvek statiZki neodredjen. Da bismo ga uéinili sta-
ti%ki odredjenim moramo &vorove na drugom &eonom zidu polo-
Ziti na planarna lefi¥ta, 0 ovome uveriée nas kontrola rela-
cije 8 #r =3n gde je,s“broj sistemnih, ,r* broj le¥iZnih
Stapova a,n“broj slobodnih &vorova. Uo&imo pleterni krov saf
n0"polja i,k“strana okvira kao u prvom slufaju sl,lllc .Broj
slobodnih &vorova je n = (e + 1)(k - 1),

Poduinih (iviénih ) Stapove ima e(k + 1), okvirnih
Stapove ima (e = 1)(k - 2) + 1, gde Je jedan okvirni Ztap na
Zeonom zidu (na sl sa,a“oznaéen) pot}eban za kruto veziva-
nje &vora A, i dijagonala e(k - 2) Svega ima s = 3 ek -5 -
-k +3 sistemnihnifapova.

Okvirni Stapovi koji se upiru u horizontelne zido~-
ve, imaju ulogu planarnih le¥i¥ta, njihov Jje broj ?(e =1).
(k - 1)nepokretnih le¥iZta na levom Seonom zidu prestavljaju
(k —1)3 le%isna Stapa, a (k = 1) planarna le¥ista pretstav-
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JC.709

de je pomeranje temena nemoguéno, dakle je petOUEQQ sa radi-
Jalno vodjenim temenima gtabilna figura.

Ali i leZisni obrué sa parnim brojem strana bide
stabilan ako se pravci porieranja ne ssku u jednoj tadki, na
Pr. ako je pomeranje temena 1 sl 108 upravno ne stranu 1-2,

pemeranje temena 2 upravno na stranu 2-3 i t.d. Tgkav raspo~

red linearno pokretnih le%i&ta deo je prof Miillerj— Breslau -

1892 g,
58. RAZNI TTPOVI PLETERNIK NOSACA =~ Prema ciljevi-

ma kojima ovi noszdi sluze ( mostovi, krovovi, omotadi gasnih
rezervoara, dizalice 1 t.d.) kao i prema rasporedu Stapova u
pleteru broj oblika pleternih nosala je vrlo velik, Mi éemo
samo nekoliko tipi&nih primers rasmatrati.

1, Cilindri&ni pleter. Svi &vorovi leZe na izvod-

nicama krufnog cilindra Pleter ima oblik prizme upisane u
cilindar, Ravni izmedju ivica prizme ispunjene su &tapovima
upravnim na osovinu cilindra i &ine obrude pletera, a obrudi
su spojeni dijagonalnim 3tapovima Pfimer za prizmatilni ple-
ter imali smo u mostu na s1.106, Kad u krajnim okvirima uvr-
stimo dijagonale imamo zatvoren pleter koji zadévoljava us-

love s =3n-6, t.j prelstavlja statidki odredjen sistem
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koji potrebuje za stabilno podupiranje Zest leZisnih Stapova,
Prizmatidni pleter primenjuje se i sa vertikalnem
osovinom kao skela koja omotava cilindridni gazometar, osi-

gurava njegove vertikalno kretanje i prenosi horizontalni

pritisak vetra ne temelje (s1.110), Prizma mora biti na obim
bazama otvorena i kako i-
ma 3est strana, nedostaju
Joj 2 x 3=6 sistemnih

Stapova. Za njeno stabil-

no podupiranje potrebujs
6+ 6 =12 le¥idnih $&ia-

6) pova ili Sest linearno po-
a) SL 10 merljivih lefista, Na sl,

110 b) ucrteni su pravci moguéih pomeranja dvostrukom lini-

jom, Cvor A mo¥e se pomerati upravno na AB i analogo i osta-

1i &vorovi leZiZnog okvira.

Voé je ranijo napomenuto da se prizmatiéni pletsr
od,n“strana moie smatrati sastavljenim od,n“paralelnih ray-
nih nosafa Napadne sile jedne ivice razlofimo u obe susedne
ravnl i odredjujemo sile u Stapovima svakog ravnog nosals Si-
le u ividnim Stapovima saberemo aigebarski,

2, CILINDRICHNT PLETER KAO KROVNA KONSTRUKCIJA Ka-

da cilindriéni plseter se otvorenim krajnim okvirima presefe-
mo duZ dvaju izvodnica i jednu polovinu postavimo ivicema na
dva horizontalna zida, a krajne okvire na dva ¢eona zide,do~
bi jamo pléternu krovnu konstrukciju. Na s1, 111 a) prikazana
Je polovina platernog krova u kosoj projekciji, u sl, 111 b)
VU osnovi, Broj strana otvorenog okvira je k = 5, broj polja

Jjo e = 6. U krutoj vezi sa obimnim zidovima nosa& bi nesum-
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otvorena. Ako Je samo donja ravan otvorena zovemo pleter za-
tvorenim, a ako je pak i gornja ravan otvorena, imamo otvore-
‘ni pletér.
Iz statike ravne redetke znamo da ravan poligon od
n strana ima (n - 3) stepena pomerljivosti, dakle da postaje
nepomerijiv posto uvrstimo (n - 3) dijagonala,
Otvorenom pleteru koji ima donji obrué sa,n“strana
i gornji obrud sa,m“strana nedostaju dakle n + m - 6 Stapova
za kinematiSku i statidku odredjenost. Za toliko Ztapova i-
meme da povedamo broj leZisnih Stapova pa da od labilnog ple-

tera nafinimo stabilni pleterni nosa&. MoZemo dakle iskazati

stav;

Prostorni sistem omedjen donjim obruéem sa,n” &vo-
rova, gornjim obrudem sa,m“Evorova u kojih je povriina izme-
dju obrudeva sastavljena-izlaahih trouglove, sam po sebi ni-
Jje stabilan nego postgje tek to usled veze sa Zemljinom ko-
rom, a za njegovo podﬁ?iranjeﬁpotrébuje (n + m)lefidnih Hta-
pova, Ako sva n‘&vora donjeg obrula stavimo na nepokretpa le
tista, potrsbnz su,m"linearna i (n = m) planarna leZista,Jer
2m+(n-m)=(n'+m_),

- 2Zatvoreni pieter sa donjim obruZem od"n“atrana po-~
trebuje (n - 3) Stapova da postane zat#oren, statidki odre-
djen pleter, potrebuje dekle 5 - 3 + 6 = (n + 3) lefi¥nih
Stapova da bi postao stabilan prostorni nosa3, Ako stavimo
sva n“&vora na leiidta, potrebujeme tri linearna i (n - 3)
planarna leZista,

Svako zatvoreno kube mofemo smatrati otvorenim &i~
ji gornji obrud ima tri atféqe (m:= 3),Sa tom primedbom 1:-

lazgi poslednji stav neposredns Lz prvog.
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Broj leZidnih Stapova moZfemo u opite povedati
preko broja (n 4+ m ) » ako uklonimo isti broj sistemnih ¥ta-
pova |Ako ne pr, uklonimo iz pletera (n - m) Btapova i zame-
nimo ih sa toliko leZisnih ¥tapova, bice broj Stapova m 4+ n +
+ng m=2n, moéidemo dakle svaki &vor leZidnog obruda po-‘
ay reti sa linearnim leZiftem, .

- Le%i3ni obru reSetkastog kubeta bide redovno pra=-

vilan poligon sa,n“strana, : .

Valjci linearnih le%¥i¥ta lefe na horizontalnoj plo-
&1, moguéna pomeranja svih n“Evorova su dakle horizontaln;}
Njihove pravce moZemo orijentacijom valjaka proizvoljno' bi-
rati, Pri tome moramo imeti na umu ovu Einjenicu: Pravilan
potigon &ija su temena prinudjena da se krédu u pravcima ko-
Ji se svi seku u sredi3tu poligona, je stabilna, nepomerl ji-
va figura ako je broj strammnmeparan broj, a labilna figura,
i to kona&ne pomerljivesti, ako Je broj strana paran broj,

0 ovom stavu uveriéemo se oligledno kada konstrui-
Semo deformisani poligon kome su iemena pomerena u radijal-
nim pravcime, e dufine strana ostale nepromenjene.

Pravilni Sestougao na sl,108 ostaje posle .te de-
formacije zatvoren poligon, Sto znadi da je deformacija mo-
guéna, Pomeranja temena su. naizmence upravljena prema sredi- -
§tu 0 i od sredista. Pozitivna i wegzativna pomeranja nisu i-
ste veliline ali su sva pozitivaz kao i sva negativna pome-
ranja medju -sobom jednaka Zto iz prafilnosti‘poligona izlazi,

. Kod pravilnog petougla (£1,109) takvu deformaciju
nije moguéno izvesti a dé éé poligon u jednom temenu (na sl,
u temenu 4 ) ne otvori, t,j. veza u ﬁon temenu ne raskine, Ka-

ko je to protivno pretpostavei ‘zatvorenog poligona, vidimo



1jine kore, mofemo svaki prostorni redetkasti nosad shvatiti
keo sistem sastavljen iz reSetke i Zemlje keo krutog tel;. U
tako shvaéenom sistemu nema vige leZiZnih uslova nego samo
8tapova veze, i time Je statifko ispitivanje upro3teno,

56. POLIEDRICKE RESETKE ILI PLETERI.(FLECHTWERK ) -

Tetraedridne redetke ispunjavaju izvestan deo onoge prostora

koji pokrivaju, smanjuju time koristan prostor, U mesto tih

reSetaka primenjuje se stoga mnogo &e3ée pleterni nosadi.Ple-

terom zovemo prostornu reZetku ¢iji svi &vorovi i Stapovi
leZe na jednoj povrdini koja izvestan deo prostora  potpuno
omotava Pleterni nosaé je prema tome pleter koji je u kru-
toj vezi sa Zemljom i sa njome potpuno zatvara izvestan deo
yrostora,

Prema definiciji pletera njegovi &vorovi su rog-
ljevi, Stapovi su ivice, a ravni omedjens Stapovina su ravre
povrdine jednog poliedra .

Iz stereometrije nam je poznat Ajler-ov stav o re-
laciji izmedju broja rogljeva,ny broja povrdina.i‘i broja i-
vica,s"jednog zatvorenog poliedra. Stav glasi

n+f =35+ 2
Za statidki odredjenu resetku na3li smo relacijiu

8™ Zon =6 e DY
Kada 12 ove dve relacije eliminiemo broj rogljeva .(&vorove )
Ny dobijamo 2

: f= 35 i wlspsims )

Kako au”f“ins“cali brojovi, mora broj Stapova biti deljiv
se tri, a broj povrdina deljiv sa dva.

Ako su sve povriine poliedrea trougli, $to je naj~-

Eeéél-sluﬁnj, onda je relacija c¢) uvek zadovoljena; jer hroj
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strana svih trouglova je 3 f, ali kako je pri tom svaka ivi-
ca strana dvaju susednih trouglova, to je broj ivica §E§= B,
5to je u relaciji ¢) iskazano Prema tome moZemo postaviti
stav:

Svaki omotal sastavljen iz trouglova koji potpuno
obuhvata jednostavan prostor prestavlja, kada mu ivice ghva-
timo &tapovima, a rogljeve &vorovima, kinematiki 1 statidki
odredjenu prostornu reSetku; takvu reSetku zovemo pleterom.

Pri tome ne moraju svi trougli omotada leZati u
raznim ravnima, Ali trougli koji se u jednom roglju sastaju

ne smeju leZati u istoj ravmni jer bi tada Stapovi koji se u

fﬂﬁ%ﬁm roglju (&voru) sastaju bili pomerljivi u pravcu upra#nom
ne,

revan i sile u tim 3tapovima bile bi beskonadno velike.
Taj je sluiaj analogan luku sa tri zglavka kada ovi . le¥e u

istoj pravoj,
57, PLETERNI NOSAGI I NJIHOVA LEZISTA, Najvazniji

{ najfe8éi oblici pleternih nosada su kubeta (kupole). Omo-

tal na kome leZe &vorovi, su obrtne povr3ine sa vertikalpom
oscvinom (lopta, obrtni paraboloid). Izvesni Stapovi resetke
obrazuju horizontalne obrude (pretenove ) a &vorove obrudeva
spajaju Stapovi ispune. Obrudni 3tapovi imeju analogu ulogu
kao pojasni Stapovi ravne re3etke. Neki Stapovi ispune mogu
leZati u meridijanima omotala (analogo vertikalama ravne re-
Setke), a to pretpostavlja da &vorovi svih obrufeva leZe u
istim meridijanima. Obruevi mogu imati i razliditi broj
strana i tade su svi Stapovi kosi prema meridijanim ravnims
analogo ravnoj reSetkl bez vertikala,

Pleter kubeta sam po sebi je labilan sistem jor je

njegova donja ravan uvek otvorena a Zesto je i goranja ravan
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=3+3(n-3)=3n - 6.

Redetka koja ima 8 = 3 n - 6 broj 8Stapova ujedno
Je i statilki odredjena po unutarnjim silama, Za svaki Evor
imamo po tri uslova ravnote’e: X% =0, XY =0 i XZ = 0,
svega dakle 3 n jednaina u koje ulaze unutzrnje 1 spoljne
sile, Ove jednaiine nisu medju sobom nezavisne jer one sa-
drie i 3sst uslova koje moraju spoljne sile zadovoljiti, 2Za
odredjivanje sila u Btapovima ostaju dakle 3 n - 6 jednalina,
koliki je i broj Stapova.

Kada dve resetke, za koje znamo da su stabilne t.j.
imaju 8, = 3 n;= 6 1 a; =3 n, - 6 B&tapova epojimo pomodu
Sest Btapova koji ne pripadaju jednom nultom sistemu, dobi~-
Jamo tekodje stati®ki odredjenu reSetku sa n = n,+ n, ¢&vora
is=gs+ 8, + 6 Stapa, jer i za nju postoji relacija e =
=3 n - 6.

Re3etka obrazovana na prvi nalin sastoji se iz ni-
za tetraedara analogo ravnoj reSetki sastavlijenoj iz niza

trouglova, Ove tetraedriine resSetke su kao 5to 1z mnjihovog

obrazovanja izlazi uvek nepromenljivl kruti sistemi. Sto va-
(i i 28 reSetke slofene iz dve ili viSe tetraedrine resetke.
Iz tetraedri¥ne reSetke dobijamo reSetku drugog sa-

-stava izmenom 5tapova. Ako jedan Stap uklonimo, postaje re-

Setka prinudni mehanizam. Ako u njemu spojimo ma koja dva
Zvora koji bl u mehanizmu morali menjati svoje medjusobno ra-
atojanje, Jednim drugim 3tapom, dobijamo opet kinematidki i
statiZki odredjeni sistem drugog sastava.

Proseian broj 3tapova koJli se u jednom &voru sa-

staju jo 2s 12
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dakle uvek manji od Sest, Kod reSetaka obi&nog oblika sa ve-
likim brojem &vorova biée veéi deo &vorova sa Sest Stapa dok
¢e neki &vorovi imati manje od Sest Ztapova. Po ssbi se ra-

zume da se ni u jednom Zvoru ne smeju sastati manje ‘od tri

.8tapa i oni ne smeju le?ati u istoj ravnmi

55. PROSTORNI REéETKASTI_NOSAé I NJEGOVA LEZISTA -~

Kada prostornu reSetku spojimo kruto sa Zemljom, odnosno sa
potpornim zidovima, dobijamo reZetkasti nosal. Za to spaja-
nje potrebno je kao 3to smo u §1.53 saznali, BSest leZiZnih
3tapova, Statiaki odredjenﬁ refetka ima 8 = 3 n — 6 #&tapova.

Ako zbir sistemnih i leZiSnih Stapova nazovemo S = s + 6,0n-

‘4da za aiatiéki odrédjen rpéetkasﬁi noeaé¢ postoji relacija S =

=3n

LeZifni Stapovi moraju biti rasporedjeni - najmanje
na tri évora nosala, tako da je jedan &vor vezan za Zemlju
pomoéu tri Stapa (nepomiZan &vor ) drugi sa dva Stapa ( &vor
pokretan na pravoj ) a treéi sa jednim Stapom (&vor - pokretan
u ravai). - ;

» 'Povééavanjem broja le%Zisnih 3tapova (t.J.uﬁlovn ve-
ze ) preko Sest u stanju smo reSetku koja je labilna po sebi,
na¥initi stabilnim nosafem, Ako re3etki nedostaju,t” #tapova
za njenu kinemetifku odredjenost, dakle je g=3n-6-1%,
mociéemo od nje nafiniti stabilan t.j. statitki odredjen no
sal, ako je veZemo sa Zemljom pomoéu 6 + t = p Ztapova, U-
kupan broj &tapova biée opet 5 = s + p = 3 n, dakle koliko
Jje 1 uslova ravnoteZe. |

Zemenjujuéi evako linearno pokretno leZiSte sa dva
§tapa,  svako planarﬂo_pokretno'leiiéte sa jednim Stapom, a

smatrajuéi svako napomiéné leZiste kao tafku nepomine 7#m.
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mo, kada bi se viSe od tri Stapa sekla u jednoj tedki (1ili
bila paralelna )ili kada bi vije od tri Stapa lefale u jed-
noj ravni, .

Prosta greda na sil. 106 poeduprta je redovno sa
Setiri le¥idta, Talka A vezana je sa Zemljom pomodu tri Sta-
pa koji ne lefe u istoj ravni. Oni zastupaju nepomiZno le%j-
Ste(nepomilan sferidni zglavak);U talki A su tri komponental -
ne otpora X, ¥, i Z,; nepoznata. Talka B Je poduprta sa dva
Stapa koja le¥e u vertikalnoj ravni upravnoj na ravan nosala
ABB'A', Donji zglavci Stapova 4>i 5 leZe na horizontali b -b,
Tatka B mo%e se pomerati u poduinom (x ) praveu moste, Stapo-
vi 4 1 5 zastupaju pokretno lejiste (sferi&ni zglavak na ci-
lindri&nim valjcima), U telki B su dva komponentalna otpora
Y, i Z, nepoznata, Najzad tadke ¢ i D poduprte su sa po jed-
nim vertikalnim Stapom, one se mogu u svima pravcima Thori-
zontalne ravni pomerati, U talkema C i D mole se samo jedna
komponenta otpora pojaviti Zy odnosno Z,. Koko se tadka G
moZe kretati u ravni upravnoj na le¥isni $tap, zovemo takvo
leZi8te planarnim; konstruktivno se izvodi kaa Zelilna lopta
koja 1sii na horizontalnoj plod&i usadjenoj u potporni zid, a
podupire slifnu plodu u&vridenu za nosal.

Na primeru grede s1.106 vidimo de Je za stabilno
podupiranje potrebno 7 Stapova imamo dakle sedam komponental-
nin otpora; za njihovo odredjivanje nedostaje nam jedna Jed-
nafina, Podupiranje nosala Jje dakle jedanput stati&ki - neod-
redljivo, Praktiéno vrii se podupiranje oba nosafa sa po je-
dnim nepomidnim i jednim cilindriZnim le¥i3tem tako da Imamo
deset komponentalnih otpora, dakle Zetiri puta statidki ne-

. odredljiv sistem.
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Da je pri polaganju nosada na &etiri oslonca odre~
djivanjo otpora statidki nesdredljivo. izlazi veé iz ¢inje-
nice da silu P, koja napada kruto teloe moiemo jednoznaéno
razloZiti u tri komponente 2,y 29, Z4 jer nam stoje tri jed-
naéine ekvivalencije na raspoeloZenju.

Drugi je slulaj ako sila napada sistem medjusobno
povezanih telsa (Stapova ) kao 3to ée ovaj primer pokazati, Na
81.107 prikazan je sistem od Setiri grede jednake duf¥ine ko-

4 Je su medjusobom povezane zglavcima

T s m e

1-4 a svojim drugim krajevima A,B,C i
D nalefu na cbimne zidove, U talki 0

le%i teret P, treba da nadjemo otpore

_T\
S S
S

ﬁP-— F; 3
! J oba Cetiri lefidta. Za svaku gredu i-
b o e e o ——
¢ mamo po dve uslova ravnoteZe, svega
NN G¥ 4

dekle osam jednadina, pomoéu kojih na-

lazimo &etiri otpora na obimu i Setiri pritiska Dy... D4 na

P -D :
grede. Zbog simetrije opteredenja je A =D, = 2 1, B =
=Dy = P ; Di’ C=pny = P ; D‘, a za Eetzftu gredu D = D,
Iz usleva D+ D - Dy = 0 nalazimo D= 17 i dalje

_8F B = 4 p 2P D = R
I U T T

Sila P je time jednoznalno razloiena na fetiri paralelne kom

ponents,

54, KINBMATICKA I STATIEKA ODREDJENOST PROSTORNE

RESETKE - Neka prostorna redetka sestoji se iz,s“§tapova ko-
Ji se gastaju u"n“évorova, Polazeéi od trougla 1,2,3 kao krue
te figure moramo svaki &vor koji leZi izvan ravni trougla
vezati sa tri 3tapa 14, 24 i 34 za osnovni trougao de bi bio

kruto vezan; treha dakle za nepomerljivost redetke da je s =
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kalnom praveu, pritisak vetra upravno na ravan nosaca, Ravan

nosa¢ ne mofe stoga biti samostalan nego samo deo prostornog
nosata. U 51,105 a sastoji se nosa& iz dva ravna nosala AB i

CD od kojih prvi prima verti-

s 9:=#0 kalne, drugi horizontalne na-
// padne sile, U s1,105 b)sastav-

; 4EZ;%3—— 1jen je nosad iz tri ravna no-

3) sala AB, AC i BC, dakle je u

St 105 stanju da prenese na potporne
zidove sile proizvoljnog pravca. Najde$éi sluaj prostornog
nosala sastavljenog iz ravnih nosaga Je gvozdeni 1li drveni
most. Radi sme3tanja kolovoza sastoji se najmanje iz dva ver-

tikalna glavna nosséa ABB'A’ i CDD'G’ (21.106 ) koji su me-

2. 106

djusotom spojeni sa dva (il4i jednim ) horizontalna mosalsa

ABCD i A'B'C'D', takozvana sprega protiv vetra, Radi preno-
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sa horizontalnih pritisaka gornjeg sprega na le%igta moraju
krajni okviri mosta dobiti dijegonale AD' odnosno cB', 1ili,
ako je kolovoz na donjem pojasu, meraju okviri biti izvedeni
kruti,

Statiko ispitivanje takvih nosals svodi se na ig-
pitivanje ravnih nosaéa, Napadne sile u &vorovima .razlaZemo
u komponente koje lefe u ravnima nosata koji se u doti&nom
pojasu sasteju i odredjujemo sile u Stapovima ravnih nosaca,

Nadjene sile u Stapovima zajednidkih pPojaseva ga=-

biramo algebarski, Vidi &1. 58.1

-

Drugu grupu prostcrnih nosaga &ine oni koji se ne
mogu razloZiti u ravne nosade. Ovamo spadaju masivna i re-
Setkasta kubeta, tornjevi, vodjice gazometara i t.d. to su
prostorni nosali u u¥em smislu reéi,

53. LEZISTA I LEZISNI STAPOVI. Zadatak je nosala

da sile| koje prima, prenese na potporne zidove t J. na krutu
Zemljinu koruf)Taj éo prenos biti za svaki moguéni  sistem
sila jednoznadno odredjen ako nosad vsiemo sa Zemljinom ko-
rom pomoéu Sest Stapa koji su svojim krajevime vezani za no-
sad i Zemlju sferilnim zglavcima, Ako je taj broj ovih "le-
2i3nih Stapova" manji od Sest, nosal ée biti stabilan  samo
za izvestan specijalan sistem sila, ako je pak vaéi od Sest,
sile u Stepovima su statilki neodredljivi,

LeZidni 3tapovi mogu biti proizvoljno rasporedjoni
8amo nesme biti moguéan takav poloZzj da jedna prava sele

sve Zest prave osovine Stapova, To bi bio s8luaj kao 3to zna-

1) Kada govorimo o "krutoj" Zemljinoj kori u mesto o "&vr-
stoj" kori &inimo Protpostuvku kojoj se njeno prirodno sta-

nje gde vide, gde manje pribliZuje,
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Silu P razlofimo u dve paralelns komponente P, i
Pg, & 8ilu Q u komponente Qs i Qg. Rezultanta §A = §Q-+ 54
prolazi kroz talku A, a sile Pg i Q¢ seku se u tadki € i
slafu se u rezultantu ﬁs = 55 + 53. Razlaganje 1 slaganje
sila izvedeno je u s1,103b) u ortogonalnoj projekciji. Novi
krst sila nije ortogonalan, najkrade rastojanje sila Ry 1 Rg
Je AN =¢ i stoji upravno na raven & kroz presek D obih si-
la,

Momenti u pogledu z-osovine Pa i Qb 20vu se u na~-

uci o ¥vrstodi momenti torzije.

Ako su lefiSta tako izvedena da se gtap u leZistu
A moZe slobodno oko svoje osovine obrtati, a da je obrta-
nje u leZiStu B nemoguéno, onda Je na dufini izmedju oba
kraka,a“i,b“momenat torzije,P.a“a izmedju kraka”b“i lozidta
B, P.a - Q.b,
Dijagram momenata torzije prikazan je na s1.103c.
¢) Ako su u sistemu sila &) sile upravne na z-oso-
vinu onda je R, = 0, te sistem ima samo &etiri koordinate
ZX, Z¥, My i My.
Kao primer smatrademo kontinualno opterecenje z-
osovine (sl.104). Opteredenje na jedinicu dufine %2 = p ne-
ka je konstantne ve-
li¢ine a nagib sile
dP menja se propor-
4 cionaino duZini, da-
kls je @ = cz. OQp-
teredenje le¥i na

duZini AB =, Uzi-

mamo u A =0, u B

e e
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c;z-% , tako da je faktor ¢ =~2—L— , dakle go‘-‘%-%, Sile op
razlafemo u horizontalne dX i vertikalne komponente dY, da-
kle dX = p.dz.cosp i dY = P-dz.sing. Krajevi vektora dP o-
brazuju éetvrtinu obrta zavojne linije CD. Projekcije AB i
BC te linije su podudarne, dakle su i rezultante .IdY f dx
21
j'dr - p‘fsin'—"— dz = p == = R,
Rastojanje N rezultante Ry od kraja A dobijamo iz momentne

Jednaline za tadku A :

DS oY 2;) 210
qRy—pLz sm—z—L dz-;t(,r =NP g
dakle je 21
n=7x
Isto tcliko je rastojanje ? rezultente Rx od kraja B. Time

Je sistem sila dP sveden na ortogonalni krst sila (Rxs Ry)
koje su iste veli&ine u najkradem rastojanju
(4
e = ?F(4 -51)

Centralna osovina ima nagib oc= 45%, sede AB u talki F,AF:%
. 27
rezultanta je R = RXI/E =P T Ve s> a razultantni mcmenat
A -
Je M =7p "—(%7;';[’(4~H)= pL? 4—,1.2& V2. Prava aB je nulta
linija sistema jer ona sefe obe sile krsta.

C PROSTORNIM NOSACIMA.

52. RAVNI NOSACI KAO SASTAVNI DELOVI PROSTORNIH, -

Ravnim nosalem nazvali swmo konstrukciju sa jednom ravni si-
metrije u kojoj jedino dejstvuju napedne sile. Stvarno na-

padaju nosal sile raznog pravea na pr. teret kola u verti-
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za koji ce Stap AB jo3 biti u ravnots?i,

Sa odredjenim velifinama N i T nalazimo iz prva
tri uslova ravnotele Wy, Wy 1 W;. Ako kraj A Stapa nije wu-
¢vrééen nego samo poduprt, on se neée pomeriti dokle god je
Vel s wl <ew,.

51. SISTEM SILA KOJE SEKU JEDNU PRAVU, Prema nji-

iovom medjusobnom polo%aju mo% emo sile u prostoru svrstiti u

“ri grupe. 1. Sile koje prolazé kroz jednu talku i1li central-
ae sile Ako je tafka u beskonadnosti sile su paralelns, 2,
sile aokﬁ Jednu pravu, Ako je prava u beskonadnosti, sile le-
‘e u paralelnim rawnima koje se seku u toj pravej. 3. Sile
geku jednu ( kona&nu ili beskonaénu ) gav;m.v 0 prvoj i tredoj
grupi bile je do sada govora, preostaje nam da se pozabavimo
sa drugom grupom

a) Kada pravu koju seku sile P; (1=1... n)iza-
bereme za z-osovinu koordinatnog sistema (81.101), moiemo za

sve sile uzeti xj3 = ¥i = 0 kao koor-

+z
», o'y’} dinate napadnih taiaka; tada Je M, =
A = 0, tako da ovaj sistem (P;i) ima sa-
/;,/ﬁ mo pet koordinata: I X, 2Y, Iz, M, =
“ = - 2Z(2Y) 1 My-= 2 (2zX). Invarijan-
Ez\\p’ | ta sistema je J = RyM, + RyMy sistem
W Je ekvivalentan dineami,
Ak Ako sile napadaju Stap koji
S¢.107 Je udvriéen u tatkama 0 1 0’ s1.101

tako da ima O otpore W,, W, i W, a leziZte 0 otpore Ny i M,

glese jednaZine ravnoteZe:
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X +Wy+Ny=0, My-hNy=o0,
LY +Wy + Ny =0, ¥y+thN =o0,
LZ+Ww, =0,

]

Iz ovih | jedna&ina odredjujemo pet komponente otpora,

b) Ako je prava koju sile P; seku, beskonaino uda-
ljena i ne pr. ukritava se pod pravim uglom sa z-osovinom,sl,
102, drugim re&ima ako sve sile leZe u ravnima paralelnim xy-
ravni, onda svako 2Z; = 0 dakle
sistem (Py) ima pet koordinata
Tx; Iy, M, My i M, Invarijan-
ta je kdo i psd a) J =R,M, + R,M,
i sistem se svodi na pravougaoni

krst sila (Ry, Ry).

SL 102 Prav Stap sa dva kraka du-
Eine,a‘i,,b“ kruto spojen &ini telo koje napadaju sile P i Q.

{#1.103a). sile se ukrStaju pod previm ugkom medju sobom i sa

X . e ' Lo ‘
W = - e,
A%—y ‘P {"5 ’/’ = j;{&ﬁ % o :
a = S P A =
—F 1.,
4= ~r = /
T S —
Aa l ‘ ﬂ ¢ S A~ A
= l il !rJLWM: \j;;\ |
c) f\\g ]
Si 703

Stapom. Ortogonalni krst sila (Py Q) troba transformisati u

krst tako da jedna gila R, prolazi kroz le¥iZte 4, a druga Rg

‘Rl o0 onurpelnei ravael e poloZenoj kroz le¥iste B,
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pu su kordinate dodirne tacke B : x =T sing, y =

= a - rcosg, z =h; sa ovim nalazimo duZinu AB :

BB = Vx%¢ y2+ 22=)a+r2+ h%- 2 a.r.cos@= ) (% - 2.a.r.cos@

kade sa ! oznadimo du¥finu AB. \
TeZigte S &tapa udaljeno je od kraja A za b = &S,

sa oznakom b

€= - ﬂz-zarcos(p=f(¢)

&1

su koordinate talke § : x/= &.r.sing, y'=&(a - r cos@),

z'= gh Komponente sila su

SSila | q|w N T
X 0 [wy| N cos¥.sing|-T cose
Y 0 |¥Wy|-N c;osﬁ'. cos@ (=T sin@
z -Q |Wy| N sin® 0

Momentne jednadine postaviéemo preglednije kada silu Q u ta-
Eki S zemenimo silom €Q koja napada talku B, 3to na isto
izlazi Jednadine ravnote¥e glase: .
, Wy ¥ N coé'ﬁ.sincp - T cosp =0,
Wy - N cos®.cosg - T sin@ = 0 ,
W, - Q+ Nsin? =0,
h(N cost.cosg + T sing)+ (& - r cos@)(N sin? - 0&)= 0,
h(N cosa'.sinq: - T cos@) - r sing (N sin® - Qe)=0 .
(a - r.cos@)(N.cos¥.sing - T.cos@) |
4+ r.sin@(N.cos®.cosqg - T.eing) =0
Kada tri poslednjs jednadine sredimo po N i T, uvedemo izra-
ze za s}nt\ i cosVau njima piSemo krace

6= Vr® ¢ (acosg-r)2=d=Fg) i (>=a%+n2+r?

glase one:
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%[Czcoscp.- a.r(l + coszqo)] + T h sing= Qa(a - T cosp),

v

df[hZ trl-ar coaqp]sin(p- T.h cos@= - Q&r sing,

N
Fa.h.sin(g - T(a.cosp-r)=0

Ove tri jednaline sadrie dve nepoznate, one nisu medju sobom
nezavisne, Kada na pr. iz druge i trede odredimo nepoznate N
i T i unesemo ih u prvu jednalinu bide ova identiéno zadevo-
ljena. Tim putem nalazimo otpore N i T koji u poloZaju 8tape

l@, odredjenom centralnim uglom ¢ gtoje sa datom silom @ u

’
ravnotezi: g(a.cos@-r)
N=QXxt="—"—T% ¢
d
i g.r.ein@
.T. 8
T=Qa hT'

gde su € i d ranije definisane funkcije ugla @.
Sa duZinama linija u osnovi sl.100 mogu se posled-

nja dva obresca pisati u geometrijskom obliku:

N=24Q s T=24Q

2|
(] gl
55

D

Kada u poslednju jednadinu ravnoteZe stavimo T = f,N dobi-

jamo l/ 1 - cos?p ~
a.h | /i Tl T <y fo(a.cosg r).

ReSenje ove jednaiine svodi se na reSavanje jednadine Cetvr—

tog stepena (cos@® = x):

2 2 3 4 3

o T h T r h )

v R [ S e et o N N —— — - —— 1= 0,
X 4 a X + (6 2z + a?-fz)x 4 ad X + (M YD

Sa datim koeficijentom trenja fo i konstantama a, r i h daje

nam ova jednadina granine vrednosti i ¢, centralnog ugla ¢
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Ako pek u dodirnoj talki ima otpora trenja, moéide
8tap biti 4 u svakom drugom poloZaju AB ( ByB = x ) u ravnote-

Zi do izvesne meksimalns vrednosti x,.

Postaviceme uslove ravnotele 8tapa na koji napada-
Ju tefina Q u talki S, otpor W u tadki 4, normalni -otpor N

u talki B i tangencijalni otpor T u praveu prave g - g.

Promsnliiva dufina AB je AB = Va’ + hZ + x2 x%, i sa

kracdom oznakom

& b
ABB“ Va%? + 1% v x2 - €= f(x)

imsmo koordinate talke B :

¢ke S : x'=gx, y'=€a, z =gh, Komponente sile u izabranom

(¥, Wy, W), q(0, 0, - q), N(o,

(- 7T, 0, 0): Sest uslova ravnoteie slo-

koordinatnom sistemn su
= N sina, N cosx), T
bednog tela glase
Wiy =T=0, ld:=-eQa-Nacosa+Nhsin(x=0,’
Wy = N gsincc= ¢ , My = st-ngosa-Th=0,
W, t Ncesa~3=0, H, =~ Nxsinac+ T a =0

Ix otvrte Jjednadine nelazimo N = Q.€.cosx, a sa ovom vred-

sin 2
T_Qoln(x

no8éu nelezimo iz Zoste Jjednadine = n

& x. Ove vred-
nosti za Ni T zadovoljavaju 'identiéno petu jednadinu, a ga

njima nalazimo iz prve #i jednaéine
¥, = hg sin’x, £.x

= Q sino cosxx.&
=Q(1 - &. coazo:)

Ovi obrasci za oipore vaje 2a sva.ku vrednost odstojanja x do-

~
§

=
N
[

dirne tadke od normalnog poloiaja B,. Najvedu vrednost x, do-

bljemo iz 3esie jednadine kada unesemo T = F N ,

Xy ¥ = &, Z = h, a koordinate te
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x( = a.fo = afo A.—BO . i
sinx h

Za svakl poloZaj §ta.pa izmedju + x; i - x; biée sile na nje-
mu u ravnote}i, '

6. PRIMER Prav Stap tefine Q ulvr3den je nepomig-

no svojim krajem A, a drugim krajem naslanja se na ivicu
kruZnog cilindre polupreinika r i visine h (s1.100).
N Rastojanje oso-

Nsin?

vine cilindra od ta-

tke A jo A0 = a,Kao

u predjasnjem prime-
ru i ovde je AB,je-
dini poloZaj ravno-

teZe Stapa kada ne-

ma otpora  tremnja,

Normalni otper N

stoji upravno m tan

gentu kruga u do-
~dirnoj tacki B i
dakle

na pravu AB,

Jge. 100 upravan na

Sa BD = h i DELCD na-

ravan

ABC, AC je horizontalni trag te ravni,
lazimo T = < CED koji zaklapa normalni otpor sa horizontal-
nom ravni, Iz slike &itamo

BC =a.cos@~-r, CD= l/h'z+(a.coa(p—r)2,
dakle

h
Vh® + (a.cosg~ r)?

. a.cos@g—-r
VAT + (a.cosq = 7)° *

sin? = cos¥ =

Za tatku A kao poletak koordinatnog sistema i A0 kao y-osovi-
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(x'Q,+ x"Q,) sinx.cosx
¥3

Py

Sa ovim trima vrednostima nalazimo iz prva tri uslova ravno-
tefe i komponente X,; Y,, Z, otpora W,.

4. PRIMER. Homogeni prav 3tap AB dufine 27 i te-
tine Q uvriden je svojim krajom A sferinim zglavkom,a kra-
jem B naslanja se na vertikalnu hrapavu ravan € u rastojanju

2“0d tatke A (& <20). Talka B mo¥e u ravni & da opide

krug es poluprednikom r = J'41% - a? (s1.98) Pita se koji
je krajni polo%aj kraja B na

krugu t.j. koji j. majveéi cen~
triéni ugao %‘, za kojil e  jn#
Stap biti u ravnoteii ako je
f, koeficijenat trenja? Koliki

su otpori N i T u talki B i ot-

k"“‘-\\ por W u talki A?
Sa koordinatnim sistemom
SL.98 < s <
oznacenim u s1.98 glase Sest u~

slova ravnotefe slobodnog tela

Wy — T cosP=o0 , —Q—:*Nrcos%+Tasinfﬁ'=0,
r
Hy ~N=0, %——sin%‘-'l‘rf:o,
2 .
WZ~Q+Tsin$=O, —Nrsin%fTacos%‘eO.
Iz prvih pst jednuéine nalazimo komponente otpora u A i 3
Q Qa Q
Wy = E-sln%' cos? , Wy = N =E; cosv , W, = E(l + coseﬁ'),
Q
T = 2 sin® .

Vrednosti za N i T unesene u $estu jednadinu zadovoljavaju
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je identiZno. Meksimalnu vrednost ugla % dobidemo kada stavi-
mo T = folN. Sesta jednalina daje nam tg? = fo% = focotgo ,
Maksimalni ugao s t.j. krajni polofaji B i B’ nezavisni su
od teiine Stapa, Cornji obrasci za pet komponentalnih otpora
vaZe za svaki polo%aj Stepa izmedju graniénih polofaje B i B'

U graninim polofajima (T = f,N) imamo samo Zetiri
nepoznate, Wy, Wy, W, i N, Iz momentne jednaline za x- i y-
0soVinu nalazimo s obzirom na relaciju tg%‘= fof— za N istu
vrednost Q.a

5, PRIMER, Prav 3tapa tefine Q ulvr3éen je nepo-
miéno svojim krajem A, 1 naslanja se na hurizontalni  3tap:
g - gs tako da se moZe kretati u kosoj ravni odredjenoj pra-

Bo /K

vom g - g & tadkom A s8l. 99

2 5 -
F», Talku A uzimemo za poletak ko-
" 7 ordinatnog sistema, x-o¢sovinu
i.lJ!

paralelnu sa pravom g - g, ¥y~

osovinu upravnu na vertikalnu
5. 99 ravan poloZenu kroz g -~ g.

Raven xy je dakle horizontalna, y-osovina prodire

pomenutu ravan u tacki B,; Dufira ABy, = a je dufina normale

povulene iz A na vertikalnu ravan kroz g - g . Visinu prave

g - g iznad xy-ravni oznalideme sa B'B = h, a rastojanje te-

?i3ta S Stapa od kraja A, ‘AS = b Nagib Stapa AB prema ho-

. rizontalnoj ravni je najvedi (Ot = arctg 1::—) kada on sele pra-

vyu g - g pod pravim uglom, Pod pretpostavkom da klizanje
biva bez otpora trenja taj je poloiaj AB jedini poloiaj ra-
vnotefe i to labilne ravnoteie jer se teZifte S nalazi usvon

najvidem polofaju.

s a3
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o~

.0

-8 r L
Q rosmx , Ay#zQsina- R

Ay = 7

coaoz], Ay = Q Bing

> b
By = %«1 cosX , By = "% Q[g cos ¥ 5“10‘]~

3. PRIMER, Telo &iju ra noteiu tre¥imo, sastoji se
iz dva tanku Stapa OC 1 B3C koja su u tadki C medjusobno kru-

to spejena (81.97), Kruti sistem 0C24 oslanja se svojim kra-

4,.'\~-;Zz - Jem O u jednom roglju’
+*2 2| v rs
s ” y’ et pravougeonog parale-
2
] . 5! & ; lopipeda, svejim kra-
7 8; | |
2 2R jer t4
2 o N Iz g !g_, \ | +y Jdem Bg ne vertikalnj
2 ki e g ! L zid, a svojim talkama

4/1»0’1#// it 77 J’/ 7 5 *Y

R
N

By i By nale%fe na kru-

o PR TUTa
X/ it A '
0% {5 &;s,}: : ini cilindar Zija je
v, { ] L
Z [X ¥ 15 l i *,L osovina upravna na po-
Y 2 JIRST18, , i
y By { : ‘ menuti zid {1 nalazi

4/2'/_4 LTI 777777777707 7777

fo————Yp=y, —a=! oe u visini roglja 0,

3
—

S 97 u rastojunju,a“cd o=
voga, Date sile su teZine Q, i Co oba &tapa 0C i B3C, one na-
pudaju teiidta S¢1 8; Ztapova, Pod pretjostavkom da su sve

povriine potpuno glatke imamo de odredimo 3ast komponsntal -

nih otpora: tri komponente otpera u 0, po d¥e u talkama B, 1
By L jednu u tadki B3, Broj nepoznatih otpora reven Jje broju
Jednsiina ravnoteie, dakle Je sistem OCB; nepokretno poloisn,
Se polstkom O koordinatnog eistsma i osovinama neznadenim u
s1,97 oznadidemo koordinate talaka By, By 1 B3 sa x;, Yis?j
(1 =1,2,3) & koordinate te?iSta S, i 55 sa x/, y/, gt

¥"s 2", Komponente datih sila Q,, Q2 1 Cetiri otpora su
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W, Xo ¥, Zg
N, 0 - Nysinx Njcosax
N, 0 = Ngsina y Nycosa
N; - N, 0 0

Q 0 0 - Qs
Q2 0 0 - Q2

Jednatine ravnoteie glase:
Xo - N3 =0

Yo = Nysina - Nysina = 0
Zy + Nycoso + Nycosox = Q = Qp = 0
S obzirom na to Fto je ¥Yi= ¥ 1 z,= z, glase tri momente Jje~

dnaéine:

(N + Nz)[ylcoaoc'# z,sina] - yiQ- y"Q =0,
=(Nyx,+ Npx,)cosa ~ z,Ny + x'Q,+ x"Qy =0,
- (Nyx+ Nyx,)sina+ yoN, = 0
Eliminacijom otpora N3 iz pete i Jeste jednaine dobi jamo s

z
obzirom na relaciju ;:1 = tga
3

Noxyt Npxp = (x' @+ x"Qg)coscx ..., a)

Iz slike &itamo da je 0B, = a.cosa , y,= 0B, cos = a.cos?q ,

zZg = (ﬁi sina = a.sina.cosa. Sa tom zamenom glasi Zetvrta jed-
nadina - y'Qi* y"Qz

Nyt Ny = &.coBx bl

Iz poslednje dve jednadine nalazimo

N, = (¥ QU y"Q)x, - (x'Q#+ x"q;)a.cos’a ’
£ (%g = xl)a.coaa

N, = (X Ut x"Qg)a.cos’or - (yfQ, + y"Qu)x,
* (%2 = x;)a.cosax

1 najzad iz Seste jednaline i relacije a):
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momenat iste velifine suprotnog smisla, Taj momenat vrdi si-
la P upravna na ravan plode, Njena napadna tacka A ima ras-
tojanje,a*od osovine, Na plodu napadaju &etiri sile, data si~
la Q, sila P i, btpori W, 1 W, leiista By i B,.

Za pofetak koordinatnog sistema uzimamo ta&ku 0 ko-
ja polovi du!inulﬁzﬁé = 2 b, obrtnu osovinu ze z-osovinu, y-
osovina le¥i u vertikalnoj ravni, dakle je x-osovina  hori-

zontalnaw

Koordinate napadnih tafaka By, By, S 1 A, i kowpo-
nente gila Wy, Wo, Q1 P u izubranom koordinatnom sistemu ne-

vsdene su u ovim tablicema: ' ‘ |

Tacke X y z Sila 'Komponente
BL 0 0 b "Ni Xi Yi Z;
B, 0 o |-b Wy Xo Yo Zy
s l.sing|l.cosp| © o] 0 Q sinx |-Qcosx
a.sing|a.cos@| O P P cosg| - P sing C

Sa ovim vrednostima glase jednadine ravnoleZe:

Xy4 Xo ¥ P cosgp=0 s -(Y,- ¥,)b - Q Jcosa.cos@ = 0,
¥,+ Yo + Q sinx - P sinp=0, (X;- X;)b - Pasing.cosp=0
Zi+ 79 = Qcosx = 0 ’ Ql eina sing -~ Fa = 0.

Poslednja jednafina ne sadrii oipore, orna je Jjedina  stvarne
Jjednaéina resvnoteie koja odredjuje silu P kao funkciju ugla @.
Prva, druga, Eetvrt& i peta jadnééina odredjﬁju otpors X,, Xg
¥y i ¥y, a treda jednalina daje zbir Z,+ Z,. |

2. PRIMER, Osovina vratirla duZfins & i polupreiniksa.
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r‘zaklapa sa horizontalom ugao o i poloZena je na leZista A
i A od kojih samo donje mofe da prima silu u pravcu osovine
(81,96). Na preseku vratila u rastojanju a"od donjeg leZista
| ,visi na uietu teret Q, a
na kraku duZine R u ras-
tojanju b od A. dejstvuje
horizontalna sila P,
Osovinu vratila
uzimamo ze z-=osovinu ko-

ordinatnog sistema kome

je poletak Ay x -osovina

S¢. 96

leZi u vertikalnoj ravni
kroz z-osovinu dakle je y-osovina horizontalna.

Koordinate napadnih taZaka i komponente sila su

A(0, 0, 0) Ax Ay Ag
B(0, 0, 1) By By ©
P(-R, 0, b) 0 P ©

q(0,rya = r sinx) - Qcosx 0 - @ sinx

_ d{uprednik r bice prema ,a" srezmerno mali, a ako je i nagib

& mali moZemo r.sinc prema,a”zanemariti, Jednaline ravnoteie

glase
Ay + By - Qcosa=0 , - UBy - bP + a.Q.sina=0 ,
Ay +By +P =0, UBy - a.Q.cosa =0,
Az 2 Q.sina= 0 , - RP + r.Q.cosx = 0.

Poslednja jedna&ina je stvarni uslov ravnotefe i izt nje na-
lazimo P -'g Q cosc, Ostale pet jednaéine odredjuju pet kom-

ponenata otpora: .



ni poloZaj da sve seku jednu istu pravu. U tom sludaju tels
imu beskonaino malu pomerljivost, kac 3to édemo u Kinsmatici
(ITII. deo ) videti.

Rasmotridemn jednostavan slufaj kuda sve tudks Ci
le?e u Xy-ravni, normale Nyy Np i Nj zaklapaju sa koordinat-
nim osovinama uglove a;, Bis Fis» (i =1,2,3) a povriine Fe»
Fs 1 Fg se poklapuju sa xy-ravni, Sa koordinatama Xiy Yista-~

Eaka Cj glase jednaiine ravnoteZe:

' 3 : 3 3

X4+ ZNjcosa; =0, M, + 2 Njyjcosg; + %}Niyi =0,
3

Y+ 2MicosPi=0, M, - ilNixicosb'i - ZHNjx; =0,

i ) . & 3
Z % ;uicosgi#};Nfo, M, + ZENi(xicosﬁi - yisinfi) = o,

Napoznate otpore nalazimo iz ovih Zest Jednalina pomodéu de-
terminanata treéeg stepena, Oznudimo krade poznate velildine
Sa cosay = aj, cosfj = bj, COB[i= Ci, (xicospi - yicosfj )=
= dj. Determinanta D sistema iz prve, druge i Seste jednali-
ne .glasi

&1 a, 8.3

D = %, b, b],
d; dy dg

& determinante za N, N, i Nj su

=X 8q aq ay -X &4 8y @&aqo - X

Cy -

=4

| b'l b3 . Dz’ bl ~Y b3 ) D3 - bi bg -Y

'Mz d2 d3 dl -M{. da dl dg iy le

i e ovim 1alazimo

D, D,
N‘-’F’ N2=D—’ N3=
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Sada su nam poznati u tredoj, Zetvrtoj i petoj Jjednufini &la-
novi , . 5
ZNjcosq; = A , ZNyyjcosgy = § , ZN:xjeosy; = C ,
i sa tonT oznakom glase ove jednaline
Ng #+ Ny + Ng=~2 =a
Néy4 + Ngys + Ngy, =-My - B
Nyx, + Nyxg + Mgxg = My- c .
iz ovih jedna¥ina nalazimo istim nadinom 1 otpors Ny,Nj i K.

Keda bi i Eetvrta povriina ra pr. Fa, bila xy-ravan, imslj

"bismo &etiri paralelns napadne linije Nz, My, N5 i Ng,one se

6oku u beskonaino udaljenoj tedki, Kada kroz Ny poloZime ra-
Yan & upravau na xy-ravan, sedéide ona pravu Ny u rskoj tadki
E. Upravna na xy-ravan povudena kroz E sede sve Sast  prave
Ni, da_le su otperi u tom slulaju neolredjeni,

Jednu silu mo¥emo samo u tri puralalne  komponente
Jedrnoznadne razle¥iti,

50. PRIKBRI, = 1, Pravouguona plods obrés se nko o-
sovine BB, {1,85), Pod
dejstvom wsvejs tefina
y loda ée leFati u verti-
\ alucj  revmi  pelefenc!
/ krez obrtnu osovinu, ik

tada pile Q Kojn nepada

tefi3te plode S, seds cbr-

tnu osoving, ¥Xada plodu

T
¢
(.
=

| obrneme za ugac @ itz ver-
. ‘ ¥ : : S :
tikalnog ;f-:)lr:ia‘;a, sile § ¢o se ukrdtati sa obrinom

imacde dakle momerst u paglsdu obriue csovime. Da

ca bude

4 © m onevar poluZaju w ravnatsiq HWora ma nju cejstvovati jof
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sti kao pod 6), a za taku C" dva uslova kao pod 3), Sa éest
uslova ravnote?e imamo svega 10 jednaé¢ina 1 podto iz ovih

eliminiZemo 9 komponenata otpora N, N' i N“, dobijamo jednu

stvarnu jednadinu ravnoteZe,

Uzmimo jednostavni sludaj da je linija,ax-osovina,

linija"af‘&-osovina, a povriina F = 0 xy-ravan. Tada su ko-
ordinate tafke C , ( x,0,0) taike C'(0,yja) au talke C” ( x“,
y"y 0). Komponente otpora u ovim tafkama su Ny = Ny = N/ =
= Ng = 0, tako da su samo pet komponenata Ny, N;, Nz, N; i
N; razliéite od nule.
Sest uslova ravnoteZe slobodnog tela glase

X +#N;, =0 My + Niy’+ Niy" = 0

Y+Ny=0 v My = N,x = Nix” =0

Z+N, +N, +N/=0, M, +Nyx=Ny =0.
Kada iz prve i druge jednaine smenimo otpore u Sestu, dobi-
jamo jednu stvarnu (t.j. od otpora slobodnu)jednaiinu ravno-
teie

M, - Yx + Xy’ = 0.

Treéa, Cetvrta i peta jednalina odredjuju tri ostale kompo-v
nente N,, N; i N;.

10), Tatka C" je nepomi¥na, talka G’ je  prinudje-
na da ostaje na liniji”w“, a tafka C je pokretna na povréiﬁi
F = 0. Sest uslova ravnoteie slobodnog tela koje napadaju
date sile (P) sa koordinatama X,Y,Z,M,, My i ¥, i otpori W,
N' i N dva uslova ortogonalnosti otpora N i jedan uslov or-
togonalnosti otpora N/ &ine sistem od 9 jednalina koje -odre-

djuju jedroznaino 9 komponenata otpora. Kako je broj jedna-
&ina ravan broju nepoznatih to ne preostaje nikakav uslov ko-

ji bi sistem (P) morao zadovoljiti, drugim reima svaki pro-
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izvoljni sistem sila (P) stajace na ovako ogranidenom telu u

ravnoteZi,

Ako na pr. izaberemo tadku C” za poetak koordina-
tnog sistema, x-osofinu za liniju"a“; a xy-ravan za povrsinu
F = 0, bide komponents N, = Ny = N, = O, te nam ostaju samo
6 nepoznatih komponenata koje odredjujemo iz 6 uslova ravno-
teZe slobodnog tela.

Taika C ima koordinate x, y; tadka C'; x', O dakle

glase uslovi ravnoteZe

X +W =0 ;
Y + Wy +Ny=0 )

Z+W, + Ny # Nz =0,

Mx + yNz"o
My = xNz - x'N, =0
M, + x'Ny = O.

Iz ovih jednadina nalazimo komponente otpora

' M
We 74 » Ny=<=3%>
M ' 1 " x
wy .'-'—'x'z - Y 9 NZ =71[MX y + MY]’

1 f-
wz:;l[M.xyx'My]"Z, N'Z=-__'

11), Sest tacaka C; (£ =1 ..... 6) tela K prinudje-
ne su da ostaju na 3est glatkih povréinﬁ F; = 0. Za svaku po-
vr3inu postoji dvojna jednalina

L VR

Fix Fy Fi '
Su Sest jednalina slobodnog tela i 12 uslova normelnosti i-
mamo svega 18 jednaina koje jednoznaino odredjuju 3.6 = 18
komponenata otpera. Sistem od Sest sila ﬁi antivalentan je
datom sistemu (5), Znamo da napadne linije sila ﬁ;, t.j.nor=

male povr3ina F; u talkama Cj ne smeju imati takav medjusob=
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nepomiénim krivim linijama a i a’, Tangentie t i t' na linije
aia’ u talkama ¢ i ¢’ zaklapaju sa korodinatnim osovinama
uglove o, B, 7, odnosno B’y 7'. Pored sest uslova ravnote’e
u 4) postoje jos dva uslova da su otpori N i N’ upravni na
tangente t i t'

Nycoso + Nycosf + Nycosp = 0.

Nxcosa! + Nycosp'+ N.cosj'= 0.
Sa ova dva uslova odredjene su komponente Ny i N, a pored
uelova ravnotele M, = 0 dolazi Jo§ jedan, od otpora nezavi-
san uslov koji dobijamo eliminucijom tih otpora N i N',

Tako na pr, ako se linije & i a’ poklapaju sa z-
osovinom, dakle je cosa = cosP =0 i cosa'= coaﬁ = 0, bice
N, =0 i N =0, dakle i 2 = 0, t.j. rsa telu koje se mofe
oko neke oscvine obrtati i duZ te osovine pomergti bide si-

stem sila (P) koji tels nupada u ravnoteii, ako je zbir mo-

menata u pogledu na osovinu ravun nuli i zbir komponenaia u

Pravcu osovine ravan nuli, Ta dve uslovs sprefavaju  zavojno
kretanje tela oko osovine,
7) Dve tafke 3 i G’ tela mogu se pomerati po po-
: vriinama F;=0 1 Fy = 0. Koordinate tuacke T su x,y,z, koor=
dinate talke 2’ su x'yv'y2', otpori povriina su N i N imaju
pravac normala Zest uslova ravnoteie-slobodnog tela glase
X+ Ne#Ny=0, Mgt yhy - 2Ny - y'Ng = z'Ny =0 ,
Y+Ny+N =0, Hy ¢ 2Ny = xN, = 2'N} = x'NL = © "

]
o

Z+ Ny # N, =0, M,+xNy-yN, + x'Ny = y'Ny
Sa oznalenjem parcijalnih izvocda Jednatina ;=0 | F, =0

kao u 3) pridoluze jo& uslovi normalncsti
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Kad iz oxih 10 jednalinaz elimini3emo 6 komponenata otpora,
dobijamo\éetiri stvarna uslova ravnoieje koje mora svaki gi-
stem aila (P) ZadOVOIJltl

| Ako su na pr. povriine F, 1 F, dve ruvni koje se

poklapaJu, i izeberemo je za Xy-ravan, taku C za poetak, a
cs’ ze x—Fscvinu, onda j6 x =y =3z =0 Y =z’ =0, Ny =
= Ny = O,iN; = N; = 0, a uslovi ravnotefe glase
1c=o,y=o, Z+N,+N;, =0,

{x=0,My—x’Né=0, - Ez":o,

ST

dakle ed otpora nezavisna Cetiri uslova X = 0, ¥ =0, M, =
*0,M,-=0.

<

8). Tri tadke C, &' i G” tela K megu se pomerati
PO nepomiénim povr3inama Fi=0,F,=0 i Fa =0, Sada ima-
me pored Sest jednalina ravnoteie analognih onima u 7) Jos
Sest uslova ortogonalnosti, Iz ovih 12 Jednaéina dobi jamo e-
liminacijom devet komponenata otpora N, N’ i N“ tri stvarne
Jedna&ins ravnoteZe. Najprostiji slucaj je kada se sgve tri
po¥rsine s#ode na jednu ravan, koju izabaremo Za xy-ravan,Ko-
ordinate z, z' i z” taiuka Cy ¢ i C” su ravne nuli isto te-
ko i kompenente otpora u x- i yépraveu su ravne nuli, YUslovi
ravnoteie ﬁu

X=0 | » My + Ny + Njy' « Njyr =0,
Y=0 v My = Nox = Nix' - Nix" = o,
24N N ¢ NE=0, N, =0, '
Stvarns Jedgaéine ravinoteie su X = 0, Y=01M,= 0, a os-
tule tri odredjuju otpore N,, N, i N u tadkama S, ¢' ig”,

9)ﬁ Dve taike C i ¢’ tela pomerljive su po  dvems

nepomilninm linijena a i a' a treda tatka 3" je pomerljiva po

Povriini F T 0. Za talke C i C' imamo dva uslova ortogonalno-
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My=0, My=0, M,=0, X=0

3). Talka C tela K prinudjena je da ostaje stalno
na nepomifnoj glatkoj povriini F; = 0, ili povriina F = 0 te-
la ¥ prinudjena je da stalno prolazi kroz nepomidnu talku C .
Uslov ravnotefe je da je dati sistem (P) ekvivalentan rezul-
tanti; &ija je napadna linija normala povr3ine F, ( odnosno F)
u talki C (odnosno C,). Kada parcijalne izvode jednaline F =
= O povriine oznalimo krade gF- Fy i t.d glase jednaline

ravnotete
X+N;=0, Y+Ny=0, Z¢+N,=0,

My + yN; + zNy = 0, My + zNx = xN, = 0, M + xNy = yNy = O,

=
~

-

Az
]
|

Fi

>
23
~=

z

Poslednja jednaina je uslov da rezultanta R(X,Y,Z)
pada u normalnu povrsine F u talki C. Kada eliminiSemo kompo-
nente otpora ﬁ, izaberemo ¢ za poletaek koordinatnog sistema,
a ﬁormglu uGC za z-OSoviﬁu, dobijamo pet skalarnih jednalina
ravnoteZe

X=0, Y=0, ¥,=0, My=0, M,=0.

4), Dve tatke C i C’ tela K su nepomiéne, dakie je
i prava CC' nepomiéna. Tslo se moZe samb oko osovine CC’ o-
brtati, Otpori W i W' tadaka C i C’ &ine krst sila koji sa
datim sistemom (P) stoji u ravnoteZi. Njihove napadne 1linije
su par konjugovanih pravih u kompleksu koji je sistemonm (P)
odredjen i sele osovinu CC’'. Ako izaberemo taku C za pole-
tak koordinatnog sistema, pravu CC = h‘za z-osovinu, glase
$est jednadina ravnoteie:

X+Wy +Wx =0, Y+d +Wy =0, Z¢+W +¥W =0,
My = hWwy =0, My+hWy =0, M;=0. |
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Iz poslednje jednadine koja Je jedini uslov ravnotefe, vidi-
mo da ée sile (P) biti u ravnoteZi ako je njihov momenat u
pogledu obrtne osovine ravan nuli, Iz Zetvrte i pete Jjedna-
&ine nalazimo komponente W{ i W} i njihovoﬁ smenom u prvu i
drugu Jednadinu nalazimo W, i Wy, Iz ireée jednaline nalazi-

mo samo zbir W, + W,; le%idte C’' osovine moZemo tako izves-

ti da je W, =0 i onda je Wy = = Z.
5). Tatka C koju biramo za poletak koordinatnog si-

. . v P s . U
stema je nepomigéna, a tadka C' na z-osovini u rastojanju CC=

= h mole da klizi po datoj glatkoj liniji,a’ Tangenta na li-
niju,a‘u tadki ¢' sa koordinatnim esovinama zaklapa uglove
cx;p v P - Otpor W' gele krivu pod pravim uglom, dakle Je

normalan otpor i stoga éemo ga oznatiti sa N. Jednalinama u

- 4) pr1dola21 Jod uslov normalnosti

Nycosox + Nycosp + Npcosg = 0,

koji iskazuje da je projekcije otpora N na tangentu t linije
,a°u tadki ¢' ravna nuli. Obe komponente W, i N, sada su od-
redjene izuzev squaja da kriva"a“seée z-osovinu pod pravim
uglom t.j3. cosj =0, jer u tom sluéaju ispada N iz posled-

nje jednaline. | '
Kada izaberemo x- osovinu paralelnu tangenti ; t“ 1e-
?aée otpor N linije,a"u yz- r&vni, dakle je Nx. =0 1 po 5-0]
jednalini mora biti My = 0, Ravnoteia sila (P) zahteva da je
M, =0 4iMy=0, t,j. da je momenat datih sila ravan nuli u
pogledu obrtne osovine cc' 1 u pogledu osovine upravne _ng
ravan poloienu kroz ¢Cc’ 1 tangentu, t“na krivu,, d'u tadki C’.

Uslov M, = O iskazuje obrtanje tela oko cc’, & uslov My = Q

s “
iskljuuje beskonaéno malo pomeranje tafke C' na krivoj,a.

6). Dve tafks C i C' tela K mogu' se pomerati po
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otper liaije moie imati sveki pravac koji le?i na pevriini

ili izmedju dva kruina konusa kojima je zajedni&ki vrh dodir-
ne tafka, zajednidka osovins Je tangenta ne liniju u dodir-

noj tafki, a izvodnics im zaklapaju sa tangentom ugao (% -p}
U oba slufaja je dakle pravac otpora neodredjen, mi smo wu

stanju samo da odredime granice u kojima ravzoteia postoji,

kao 5to ¢emo na nekoliko primera vidsti,

' Svako telo ogranifene pokretijivosti koje napada
dati sistem sila (P), molemo smatrzti slobodnim Jé{‘.selom koje
napada sem eila (P) jod i otpori ¥ xeji ogranilavaju njegovu
pokretljivost, Iz Sest jadnalina ravnotels slobednog tela
odredjijemo velilins otpcre (ednosne rjihovih ortegonalnih
komponenata), a eliminacijom ovih decbijame 3iste usleve rav-
noteZe kojih je broj isti kao i bro} stepena globods.

49, USLOVI RAVNOTRZE I ODREDJIVANIE OTPORA 7A MR-
KOLIKO SLUCAJEVA OGRANI CxNi POKRETLJIVOSTIL,

1). Jedna talka C tels X je nepomidna. Telo ne mo-
Ze izvoditi tramslaciju nego moia s8 same obriati  oko talke

C. Redukujuéi dati sistem sila (P) na tuik

I

5 dobijamo re=
dukcionu rezultantu ﬁ(E,Y,Z) i redukcicni spreg M. Ake otpor
u tacki C oznalimo sa ﬁ(w,, Wys Wz glase uslovi ravnobsle
3lobodnog tela R+¥=0 i M=o

U ortopgonalnom koordinatnom sistemn Oxyz gl&s; fest
skalarne jednadine ravnote’s kads ag g; b i ¢ ernadimo ko~
ordinate nepomiéne tatka, sa My, iy, M, momsnts piztema (P)
u pogledu koerdinatnih osovina:

XtWy=0, Y+dy=0, Z+%W,=0,
My + b¥, + oWy = 0, My + ciy - aWl =0, M, + aWy - b, = 9.

Elimirnacijom otpora iz prvs tri jiadnadins dobijamo stvarne
o p v o
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uslove ronoteEe:
My = bZ ¢+ cY =0 ’ My ¢k +azZ=90, Mz ~aY+bX =0 ’

ili ako talku C izabsremo za podetak koerdinatnog sistema

(el =0 Wy a0, Mz=0,

|
dakle i
\ M =

M=0.

Sistem a%la (P) koji nepada telo &ija je jedna tadka nepomi -
4 4,‘ - . . . : s
Cna, biée u ravnete?i sko js ekvivalentan rezultanti koja
\ = " = : .
prolazi kroz nepomidnu tadku. Otpor tucke ravan je toj re-

zultanti i suprotnog je smera.

| 2}, Sedna tadka S tela K prinudjsra je da ostajs
stalno né nopomilnoj glatkoj liniji &y, ili jedna linija
tela K péiLudJana Je da stalno prolazi kroz jednu iaiku 3
nepomiénig tala K,., 2a ravnote?u sistema sila (P) potrebro
je i dov#ljno da s sistem (P) svodi na rezultantu koja ste-
Ji upravno ns liniju i, odnoeno !. Kada normalni otper ozna-
£imo sa 3, koordinate iaiks 0 S& %,¥,z a njihove izvode po
luku s lﬂnije sa x'y v'y 2z’ glase iednafine ravnotele
| X4N =0, Y4Ny=0, Z4N, =0

My + yNZ;- 2N, =0, My ¢+ zN, - xN, = 0, My, + xNy = yNy =0
i Xx'# ¥y'+ 22'= 0
Poslednja‘Jednaéina iskazuje uslov da je rezulianta R (X3 Yy 2))
upravna n% liniju u tadki ¢. Fosls eliuminacije otpora iz o-
vih 7 jednadina ostaju ¢atirl stvarna uslova ravnotele
Mx-yz+}zY=0, My -2 ¢ x2=0, MU,-xx+yx=0,

| Cxx"+ xy'e z2'= 0,
Ako za pofetak keordinatnog sisieama izaberemo tacku C, a za
x-oaovinu‘tangentu'na liniju ¢; u taZki g, t.Jj. stavimo x'=1,

] ‘ »
y'= 2'= 0| glase uslovi ravnotsie
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pleie € poduprta su sa po dva Stapa oznalena. na sl, 94 ga
1 ... 6, Pod je horizontalan, kose ravni_12,34 i 56 seku pod
u pravema DE, EF i FD., Paralele sa ovim pravama povulene krbz
Ay B i C seku se u tadkama D', E' i F/ a prave DD', EE' i FF'
seku se u tadki 0’; ova Jje horizontalna grojekcija talke 0 u
kojoj se ravni 12, 34 i 56 seku, Nagibi tih ravni su nam po-
znati, Projicirajuéi jednu od normala 0°G, 0'H ili 0'J uver-
tikalnu ravan nalazimo i vertikalnu projekciju 0" tagke 0, .

' ' Tafku K plofe € napada sila P, Trale se komponente
po pravema 1 .,, 6. Silu P razloZimo u dve ko;ponente‘od ko~
Jih Py ima pravac Eb'a druga Pg le3i u ravni ploée, Silu P,
koja pupada tafku O razloZimo u komponente Foas Pop 1 _f;c u
pravcima OA, OB i OC, a silu P¢ razloiimo u kompenente Pg,,
Pep 1 Peg Eije su napadne linije D'E', E'F' i F'D’'. Tafku A
napadaju dve sile P, i Pg; koje obe leZe u ravni 12, moZcio
ih dakle razloiti u komponente S, i S,. Ne isti naZin na-

* lazimo i ostale &etiri komponente. Ova razlaganja sila P, i

Pe koja su veé poznata, na sl,94 nisu izvedena.

EKVIYALENCIJA I RAVNOTEZA SISTEMA SILA
KOJI NAPADA TELO OGRANICENO U SV0JOJ POKRETLJIVOSTI,

48, OGRANICENJE POKRETLJIVOSTI PELA, Kruto telo K
koje moie izvoditi translatorno kretanje u évima pravcima
prostora i koje se moZe obrtati oko svake osovine koje moZe-
mo u prostoru zamisliti, zovemo slobodnim, PoloZaj slobodnog
tela odredjen je sa Sest nezavisnih knordinate (Q.I deo str,
10 ) stega kaZemo da ono ima Sest stepena slobods dakle i Sest

uslova ravnoteie. Njegova pokretljivost mofe biti ogranile-

lav

na t,j. smanjena time Sto ga primoramo da ostaje u stalnoj,.
cdredjenoj vezi sa jednim ili viSe tela K, koja mogu biti u
pokretu ili-hepomiéna. U prvom sluiaju govorimo o reoncmnim
(od grike reéi rheo = teéi i nomos = zakon)u: drugom sludajn
o skleronomnim (skleros = krut, tvrd ) vezama, Mi éemo €3 o=
graniéiti ne skleronomne veze, smatrati dakle telo K , odno-
sno povréine i linije na njime nepomilnima,

Veze 1zmédju K i K, mogu biti razanolike. Take na
pr, mogu izvesne talke tela K biti primorane da stalno osta-
Jju na datimlpovr§inama ili linijama tela K,, ili su izvesne
povrdine tela K primorane da prolaze kroz date nepomiéne ta-
Ske ili se povrdine tela K - i K, stalno dodiruju i t.d.

Dati sistem eila (P;) koji napada telo K i koji
je odredjen dinamom (ﬁ,ﬁi)ili svojim ortogonalnim koordina-
tama X,Y,Z,M, M, i M, prouzrokovade u dodirnim talkama tela
sa telima K, izvesne sile W i =W, Sile Wkojim tela Ko dej*
stvuju na K zovemo otporima, a sile - W pritiscima tela K na
tela Ko, Otpori odnmosno pritisci mogu biti pozitivni ili ne~
gativni, ' el
Ako su dodirns povrdine F, odnosno F, i linije Ly
odnosno L potpuho glatke tako da nema otpora trenjs, onda
étpor povr3ine ima odredjen pravac, pravac normale na povr-

Sinu u dodirnoj tafki, a otpor linije lezi u nekoj rormainoj

ravni polo¥enoj kroz dodirnu tafku, mo¥e dakle imuti oco! pra-

vaca, Ako pak izmedju dodirnih povriira ili linija  postoji
‘otpor trenja sa koeficijentom agtatidkog trenja f = tg?, onda
otpor povriine moZe imati svaki pravac koji le%i unutar 111
ns povrini krufnog konusa, kome je vrh u dodirnoj tafki a

izvodnice zatvaraju ga normzlom povriine vgas trenja o3



Jjoj se paralelne ravni 34 1 56 seku Uslov da zbir momenats
Za ovu osovinu bude ravan nnuli identidan je za uslovom da
zbir komponenata svih sila u pravcu AB bude ravan nuli, T-aj
uslov glasi P'cosa + S, - S{ =0, i sa Sy = S,cos¥ i S; =
= 8§5c088 nalazimo S - S; = pl.COBE  poda nadjene vrednog-

cos
ti za 5, + S, 1§~ S, jedanput saberemo a drugi put drugu od
prve oduzmemo, nalazimo

- cosx " Pg = 1 CO8OC " Z‘a
2 §=P — - 1,28, =-p=2—=C_.p
— cosd a sin 2 cos® a sin®

Iz paralelopipeda ¢ije su ivice paralelne stranasma a i b, a

sila P je nJegova dijagonala nalazlmo F'=p yi - cos?a cosgp,

aP'=p cosP, i sa tim vrednostima Je

P [cosx.cosP r, Vi1 - cos?x. cos2f
Gy= = < e :
2 cosd a 2ind
i el o
. P[ cosa,cosf rg Y1 - cosz’oc.coszﬁ]
=3 cosd a zing

Ako su oba izraza u zagradi pozitivna vlada u Stapu 1 zate-
zanje, u Stapu 2 pritisak. Ako sa % oznadimo ugao keji za-
klapa napadna linija sile P sa stranom AB plofe, postoji re-
lacija cos ¥ = cosa.cosf3, dakle glase obrasci za S, ig,

cosd r3 gind

S, = _[ cog¥ r3 slrﬁ]
17 2l cosy sind

fg = ?[ coss ¥4 sind
Sile 5, i S; nadidemo iz srojekcije na ravan CDD’ ¢/ (sl. a)

Je vy
ugao izmedju pravih P i BC, & odredjen je relacijom cosy =

Projekcija P" sile P na ovu ravan je P" = p siny, gde

= sina, coap, 0 demu se iz veé pomenutog paralelopipeda mo¥e-
mo uveriti,
Momentna jedna&ina za taéku D glasi sa krucima o-

znafenim u sl.d):

i
i
!
i
|
i

145

Ul
Firy + (3, t8irs + (5, + Szeing)b =
Kada u gvy Jednadinu unesemo ved nadjene vrednosti (Sl

s b.=1n3
S n ‘ wm
3s PP |pw ¢ —, i bgr~—é gde je ¢ = cF,

S2)

|
h = ¢C' |dufina Stapova GC' i pp- » nalazime §,:
[ 5% 3P‘[—r§- sin® ~ Ty ——--h
|5 e = siny . cos[‘\J
Momentns, Jednadina zn tazyy ¢ glasi
m
Firg + (8.4 8y)rg +(s5 + Seoing)b = 0 |
i zamenon‘i poznatin velifina dobijamo
| 55 = P [IT; sin¥ - I —b— smwy+-—--g coap]
|
‘2. PRIMER. Temona Ay B, C, horizontalps trouglests

‘ ’ 5L 94

>

4
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Neka su ag i ag direktrise kongruencije g, , 821 €5
i g4. Za momente osovine as i 85 bile samo momenat date gi-
1s R i traZenih komponsnata P; i Ps razli¢it od nule. Iz ovs
dve momentne jednadine odredjene su daekle jednoznaino veli-
&ine sila P; 1 P; koje dejstvuju u datim linijama €5 1 gg A-
ralogo nelazimo iz momentnih jednalina u pogledu na direktri-
se a3 i a, kongruencije Bis Bgs B85 i gg veliline P3 i P, i
nejzad iz momentnih jednalina za osovine ay; 1 a, kongruenci-
Je B3» B4r B5 1 g, nalazimo velidine Py i P,, Da nadjemo ve-
lifine Best komponenatg date sile R trebe dakle da postavimo
momentne jednafine za tri para osovina,

U tehnickoj primeni biée poloZaji pravih g, .., gg
mnogo jednost&vniji, tako da ¢emo lako naéi momentne osovine
koje seku Sto veéi broj tih pravih, Za odredjivanje velidina
komponenata moéidemo se korisno poslu¥iti teoremom o ekviva-
lenciji projekcija prostornih sistema (&1,44),

1, PRIMER. Horizontalna pravougaona plofa ABCD du-
fine a i Birine b poduprta je pomocu Sest Stupa 1 ..,A6 o ho-~
rizontalni pod u tulkama A', B', ¢’ i D', Stapovi su udvride-
ni za plodu i za pod sferilnim zglavcima tako da mogu orima-
ti samo aksijalne sile ( zatezanje ili pritisak) Slika 93 a)
prikazuje sistem u kosoj projekciji, s1, b) u osnovi a sl.c)
u vertikalnoj projekciji upravno na strenu a plode.

U taCki J plofe napade sila P, Njen nagid prema
plodi je 3, a njene norizonialna projekcija P’ zaklapa sa
stranom b = AB plode ugas ai. Odredjivanje komponenaia sile
P o datim praveims 1 .., 6 identidno je ea ndredjivanjemiéi-

la u &tepovims 84, ... S;.

o
7
1@ F Ss 0 ]y/ELq‘C—’ c
v L ]
s 6| Sy / "3 e
—_]_a__~ ' = /12 /."\\‘\;- 3\ ll
T s ’ T
£ S T IR
. \
I\ <)
%,
2 = ¢
97/ \ 3
5Y6 N
/"/ 2\\
! \| d)
/ \ .
0[ —“::» é & -,'/ '0'

5. 93

Projekéije tih sila S oznadidemo sa 8' u osnovi,sa
§" u vertikalnoj projekciji. Momentnu osovinu AR' seku prave

1, 2 i 6, a paralelne su joj pruve 4 i 5, Momenti ovih  pet

komponenata u pogledu na osovinu AA su dakle ravni nuli.Mo-

= : -
nentna jednafina glasi (sl.b) P'ry-Sy.h =20 I; sa P
. Ty cos
=P cosB i §3 = Sycosy nalazimo Sz =P T " osg Anflogo
nalazimo iz momentne jecnaline za osovinu BB’ P'r, + Sgb =

. t, cosf
=0, i odavde L4 =+ P b cosy

. U Stapu 3 vlada zatezanje

a u Stapu 6 pritisak,

Stapovi 1 i 2 seku 3e u tadki G, njihove sile ne
molemo odvojeno odrediti, Njik deme naéi iz dve jednaline pe-
stavljene za dve momentne osovine koje ceku Zetiri ostala
$tapa. Jedna je osovina C'D' koja se u vertikalnoj projekoi-~
ji (sl.c) projicira u talku C'. Momentna jednalina za  ovu

. "o
osovinu glasi P'ry +(8{ + §3)a = 0. Odavde Jje sa §;

. - _ptra 1 T
= sting i Sg = 3251n3, 544 S = -P 2 <ins gde je o
negib Stapa 1 i 2 prema horizontali. Druge osovina u kojoj

ee prave 3, 4, 5 i 6 assku je beskonuino uduljena prava u ko-
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su izvodnice istog sistema hiperboloida Xgs moZemo dakle pe

2) naéi sile P{, P3 i P, duZ pravih 839 83 1 g4 koje de sa -

odredjenom silom P, stajati u ravnote’i, Tako smo dobili dva

sistema od pn Zetiri sile: AP Pé, By 3 Eg» Pg, A
Sile P, i Py leZe na pravej g, dakle js P, =Py + PY,  isto
tako je Py = P; r PY, a Py je geometrijski zbir od P, i 2.
Sabirunjem cba sistema dobi jamo traZfeni sistem od
net sila B, P, F3, Py i P; koje imaju nepadne linije 81189
83> B4 1 85 1 stoje u ravnoteZi,
4). Sest sila mogu stajati u ravnote?i samo aka

njihove napedre linije pripadaju istom linearnom kompleksu,

Veli&ine sila P, ,., Py naditemo na ovaj nalin, Napadne lini-

Je podeliéemo u dve grupe, g;, g, g&: 84 1 Bp9 B3 849 85 1
odrediéemo po 3) pet sila ¥, Pgy P§, P, i P, u nepadnim 1i-
nijame g,, 82> 832 €4 1 u pravoj h koja pripada kongruenciji
odredjenoj prvim &etiri pravama, Pravoj I moZeme jog propi-
sati uslov da prolezi kroz datu tacku M, ili da leZi u da-
toej ravni B Isto tako odredidemo pet sila Py, ry, Pf, Ps i
Ppi 4 napadnim 1inijama 82» B3> 840 85 1 u pravej h' koje
pripeada kongruenciji odredjenoj prvim &etiri pravana. Pravoj
h' moZemo propisati uélov da prolazi kroz istu tadku M, ili
da le%i u istej ravni B kao i prava h, Sujerpozicijom  evih
dvaju sistema od pet sile koji stoje svaki za sebe u ravno-
teli, dobijamo traieni sistem cd Zest sila: Py, P, =P 4P},
Fg =Py ¢+ Py , Py =P, v P!, Py iB, = By 1 By

Iz usiové propisanih pravame h i h' izlazi da g,
pripada kompleksu odredjsnom pravame 845 -+ g5 1 da prolazi
kroz datu tadku ¥ 111 1e3i u datoj ravni M. Kzko veliline si-

la P i P; moZemo proizvoljno birati, to mois prava 8¢ biti
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svaki zrak ravnog premenac u ravni (h,h'), kome je teme u prc-
geku tih pravih,

5,) Sedam sila koje stoje u ravnotefi mogu imsti
proizvoljne napadne linije g+ E95 «v. Bp- Odnosi  njihovih
veliéin; (velidinu jedne sile moZemo proizvoljno  izabrati)
nalazim% ovim postupkom, Na pravoj g, izabereme proizvoljnu
tadku Mlt odredimo njenu nultu revan p u pogledu na nultl.
sistem Mkompleks) odredjen pravama g;y ... Bs. Zatim odredi-
mo nultu ravan p' iste talke u pogledu na nulti sistem odre-
djen pravéma 821 <« Bo- Kroz g, poloZimo proizvoljnu ravan
€ koja sele ravni p i p' u pravama e i o', Po 4) moZemo na-

| S £ i i 1 a
éi §est‘sila P,, Py, P, P4, P/ 1 P, sa napadnim linijam
g | B¢ 1 ©, koje stoje u ravnoteii, Nz isti nalin nala-
2’ ] . . 3
zimo 3ast sila PL, Ps, Py Py, Pe i Fer 8 napednim linijeme
‘g i e!, Sile P i Pgr moZomo teko izabrati da nji-
| 15 . ‘

‘ ol PN PR dv
hova rjzultanta F, padne u pravu j,, Superpozicijom ova dva

Bg9 oo

: = p/ "

ravna gistema dobijemo sistem od sedam sila P, Py = P, + P,,
| = P 4 koje dej-

P, =P;+P;), P, =P, +P,/, P5=Pg+P5, Pg 1P koj i

ey ¢ b
i ini ji .ne sistem u ravno
gtvuju po datim linijema g,, ... €5 1 €1n
|

teii,

47. RAZLAGANJE SILE POMOCU MOMEINTNIH JEDNACINA,0d-

redjivgnjemnn"sila P; (i =1 ..., n)koje stojs u ravnoteii,

resen Js ujedno i zadatak de jednu datu silu R razlo¥ime u

(n - li komponenzta Py [1 = 1 ,..(n - 1)] u dstim napad?im

linijama gj. Videli smo do se jedna sila moZe jednoznalno

razlo%iti u %est kompounenate datih, proizvoljnepadlinijs, Ve-
\

lidine komponenata Py, ... P, moZemo odrediti postavljajuci
re |

1 ite-
mamentﬂe jednadine za izvesne moments csovine, analogo Ri
|

i i 1 j ile avni,
© Tove] ﬁetodl za razlaganje sile ur
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Jer za momentnu osovinu h bili bi momenti komponenata rawni
nuli a momenat rezultante razli&it od nule, Takvi  izuzetni
sludajevi su 1) Ako vi%e od tri rrave leZe u jednoj ravni,
2), Ako se vi%e od tri prave seku u jednoj taki. 3).Ako vi-
8e od fetiri prave pripadaju istom sistemu izvednica nekog
Jednogranog hiperboloida, U prva dva sluaja postoji uvek
Jedna prava h_ koja sete sve Sest napadne linijc.llaééluéaju
postoje dve takve prave.

Razlaganje sile u Sest komponenatu naroitn je je-
dnostuvno ako tri napadne linije lefe u jednoj ravni €,a os-
tale se tri seku u jednoj tadki G. Osoben slucaj dvoga raz-
laganja je kada su napadne linije ivice tetruedra fije je
jedno teme tafka G, a osnova le¥i u ravni E.-(€1,81),

7). B > 7. Za osam sila P, ... Pg u ravnoteli me
Zemo osim poloieja i prevea nzpednih linija g,, ... gg Jos§ i
Jjedan od sedam odroca Tys «.. W, proizvoljno dirati, za si-

sten od devet sila preizvolini su dve odnosa i t.d4.

46, ODREDJIVANJE VELICINA SILA, Posto 8mo U pred-
njem &lunu upoznali uslove koje moraju napadne linije sila
zadovoljiti da bi sistem bio u ravnoteZi, valja nem odrediti
odnose intenziteta tih sila,

1) Zan=21in-=3 poznato nam je to odredjiva-
nje iz Statike u ravni,

2) Za n = 4 moraju napadne linije Bis oo By HiLi
izvodnice iste grupe Jjednog hiperboloida.

Iz jedne tafke O povudemo parelele 8i» --. g, da-
tim napadnim linijema, izaberemo na Jednoj, na pr. na gi si-
lu P; proizvoljne velidine, a njojzi suprotnu - P, razloiimo

na poznat naéin (v,&1,1, i 2,) u komponente po pravcima 82083
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1 g, tako smo nafli sile P, P,, Py i P, koje nu datim ng-
padnim linijuma B1v 82s B3 1 g4 stoje u ravnoteZi.

3).Pet sila mogu stojati u ravaote’i samo ako nji-
hove napadne linije pripadaju istoj linearnoj kongruenciji,
Tri gprave 8i» By B3, odredjuju hiperboloid X,s prave 825 B9
€4 odredjuju hiperboloid K34 Prava g, prodreée X; kao povr-
§inu drugog reda u dveme tadkema ili Jje neée u opSte  sedi,
Izvodnice a2, i a, drugog sistema povr3ine X1 povuiene iz te
dve tatke, seku dakle sve &etiri Prave g,, g,y g4 1 g4. One
su direktrise lirearne kongruencije, kojoj Po pretpostevci
pripada i gg. Ako prava g4 ne seCe hiperboloid j&. onda su
direktrise a; i a, imaginarne, Mi pretpostavl jamo da su one
realne. Svaka prava koja sefe obe transverzale a, i a, pri-
pada kongruenciji odredjenoj sa 8i» 855 83 1 8,, dakle sele
5 g; obe prave a, i ay. Kroz taéku Gs u kojoj se 2, i g5 se-
ku (s1,92) povudemo izvodnicu gi hiperboloida X, i izvodni-
nicu gy hiperboloida ¥, ,
istog sislema kome pripa-
daju 815 833 B3y Odnosno
821 83» 8,. Obe izvodnice
g; i gZ seku drugu trans-

verzalu a,, jer ova pri-

pada obim hiperboloidima

S2.92 Ky Jp- Prave g, , 82> 83
i gé su izvodnice istog sistema hiperboloida £, mo%emo dakle
Po 2) naéi Zetiri sile Py, Py, P i P, koje e u tim napad-
nim linijema biti u ravnote?i. Prave g;, gz igg; le’e u is-
toj ravni, moZemo dakle neéi na g; silu PZ koja ¢e slo%ena

sa P, dati rezultantu P; na pravoj B5- Prave g,, g5, g, 1 g/
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Cetiri prave date, mo3emo za petu izabrati i svaku pravu kon-
gruencije odredjene prvim ¢etiri pravama,

3). n =4, Eliminacijiom odnosa s My i Mg ostaju
nam tri uslovns jednaline koje moraju prave Eis o uia g4 zado-
voljiti. Ako tri prave izaberemo proizvoljno, mora 84 oOVa
tri uslova zadovoljiti, t.j. ona ima(4-3 = l)jedan proizva-
ljen parametar, Skup od co! pravih obrazuju pravolinijsku po-
vesing, Jednograni hiperboloid koje je u na3em sluaju odre-
djen pravama €15 82 1 g3. Hiperboloid obrazuju, kao 3to zna-
mo, dva sistema ool pravih, Svaka prava Jednog sistema gede
8ve prave drugog sistema, Prava g4 pripada istom sistemu ko-
me pripadaju prave 81» By 1 g3. To izlazi iz op3teg stava
koji vaZi za n sila u ravnote?i,

Pretpostavimo da su Prave gy... g, napadne linije
sila P, .., P, koje stoje u ravnoteZi, i da neka prava h se-
¢e prvih (n = 1) pravih 813 «-+ 8ny. Kada tu pravu h smatra-
Mo za momentnu osovinu, onda su momenti sila P,, .,... Phoqu
pogledu na h ravni nuli,

Uslov je ravnote¥e da je %lﬂ,= 0, mora dakle j

momenet sile P, biti ravan nuli, t.3, mora prava h sedi i
napudnu liniju 8n-

U nadem sluduju (n = 4) obrazuju sve prave h drugi
8istem~pravih hiperboloida koji obraznje prvi sistem Bis Bo»
83- VaZi dakle stav:

Cetiri prave koje su napuadne linije &etiri sila u
ravnoveii, pripadaju jednom i istom sistemu jednogranog hi-
perboloida. Kada tri prave proizvoljno izaberemo, mo%emo ze,

cetvrtu uzeti svaku izvodnicu hiperboloida koja pripads ig-

tom sistemu.
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Cetiri prave mogu imati dva osobena poloZaja:

a) Dve prave 8, i g, lefe u Jedroj ravni. Svaka
prava h| povudena kroz presek (g, g;) koja sede g3 mora  gedi
i 84. Sve Cetiri prave moraju stoga le¥ati u Jednoj ravrni,Hi-
perboloid degenerife u revan, O slaganju Cetiri sile u ravni
bilo je u "Statici krute ploée" govora,

b) Tri prave 81» B2 1 g4 88ku se u Jednoj talki g,
Svake prava h povudena iz 3 mora seéi i By» Mora dakle | gg-
tvrta prava prolaziti kroz G, Hiperbéloid postaje neodred jen.
0 slaganju 1 razlaganju “centralnihn" sila bilo je govora y
poéetkul ove svesgke,

4). 1 =3, Da bi svaka prava h koja sefe g, i 82
sekly i/gg, moraju sve prave leZati u istoj ravni i seci ge
2 istoj tadki g, Ako su dve prave date, mo¥emo za tredu iza-
brati svaku pravu u ruvni g , 82 koja prolazi kroz G.

Da tri sile koje ne lee u istoj ravni ne mogu bi-
ti u ravnoteyi, izlazi veé iz Einjenice da prostoran vlak od

tri strane ne moze biti zatvoren,

5). n= a2, Napadne linije 8¢ 1 g, dvaju sila P,
i P2 U ravnoteZi moraju se poklapati,

6), n = 7. Kod sistema od sedam sila koje treba
da stoje u ravnoteii imamo Fest odnosa Ty ... e s dekle ig-
to tolike koliki Je broj jednadina ravnoteZe, Polo¥aji i pra-
vel napadnih linija 81r» -«. &, ne podlele nikekvom uslovu,
moZemo ih dakle proizveljno birati, Prema toms Je  iadatak:
Razlaganje Jedne sile R u Sest komponenata ¢ije su napadne
linije date Jednozna&no odredjen, Iskljuéeni su dabogme tg-
kvi polozaji pravih g,, . _, By pri kome bi jedna preva h gg-

kla svs napadne linije komponenats a ukritavaia bi se gg R.
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sistema, dakle kada one obrazuju krst sila (K, K,).

Sila i spreg odredjeni su sa 5 - 3 = 8 koordinata.
Da bi one bile ekvivalentne datom sistemu, moraju medju nji-
me postojati 8-6 = 2 relacije, Redukciona rezultanta Ry Js
slobodan vektor jer redukcionu tadku biramo proizvoljno Si-
stem (R,M,) odredjen je daukle sa 2.3 = 6 koordinata, odrcdju-
je dakle jednoznafno dati sistem. Centralna osovinua odredje-
na je sa 4 koordinata, velilina rezultante R i sprega Wl su
dve skalarne velicine, dakle je dinama odredjena sa 4 + 2 =6
koordinuta, ‘ '

U opite ako je neki sistem sila (P) odredjen sa n
koordinata, sistem(ql) sa k; koordinata a sistem (Qp) sa ¥k,
koordinata, bice sistem (P) ekvivalentan sistemu (Q,) + (§,)
ako je K4 + Ky =n, |

43, RAZLAGANJE STLE. USLOVI ZA NAPADNE LINIJE, Ka-

da u nekom sistemu od n sila koje stoje u ravnotsii, promeni-
~

mo smer jedne sile ﬁi! onda su ostale (n - 1) sile komponen-
te sile - P;. Zadatak da jednu silu razlo%imo u (n - 1) kom-
penenata identican je sa zadatkom da nadjemo sistem od n gi-
la koje &ine ravnote?u. Sest uslova ravnote?e jedn.(33.2) su
p2 silama i koordinatama linearne i homogene, Ako dakle sile

¥, Pyy Py, ... P, Cine sistem u ravnote?i, &inice ga i si-
PQ - Pj e Ph
,E‘HIQE"QTZ’ --.-,E

redjivanje ovih(n - l)odnosauintenziteta sioje nam na raspo-

is intenziteta 1 =N,y Za od-
lozenju Sest jednalina (33.2) ravnoteie.

Posmatrademo redom sluiajeve n =6, a zatim slula-
jeve n > 6.,

1). n =6, Prave g, .... B 5u napadne linije si-

la Py ... Pg koje treba da budu u ravnoteZi. Po3to smo iz je-

dnafina ravrnoteZe eliminisali pet odnosa T, ... Tz, ostajs
nam jedan uslov koji moraju rapadne linije gj zadovoljiti Mo~
Ziomo dakle pet linija proizvoljno bireti a 3estz mora jedan
uslov zadovoljiti Frava u urostoru odredjena je sa datiri
parametra, Besta prave ima dakle 4 - 1 = 3 slobodna peramet-

ra, t.j. ima o3

moguénih pravih gg koje ce zadovoljiti pro~
pisan uslov. Pozrato nam je da co? pravih ¢&ine jedan xom-
pleks, u ovom slufaju kompleks koji je pravama g,... gsodre-
djen. Tuj je kompleks linearan, t.j. sve prave kroz jednu
tadku M, koje mogu biti g; leZe u istoj ravni B s i obratno
sve tafke prave koje leZe u ravni p, prolaze kroz jednu tad-
ku } te ravni. Ne osnovu ovog rasmairanja woZemo iskazatil
stav :

Sest pravih koje su napadne linije Sest sila u ra-
vnoteZi, pripadaju jednom i istom linearnom kompleksu. fko
gsu pet linija date, moZemo za Sestu izabrati sveku pravu kom-
pleksa koji je sa prvih pet odredjen,

2). n = 5, PoSte smo iz uslova ravnoteze elimini-
sali odnose Tyanes Ty ostaju nam dve uslovne jednaline ko-
Je moraju zadovoljiti prave g;,.. gs. éetiri prave mOZemo
proizvoijno birati, a peta mora zadovoljiti ta dva uslova,Ka?
ko je prava odredjena sa Cetiri parametra to su 4-2 = 2 pa-
rametra jo§ proizvoljna. Petu pravu mogu dakle 00? pravih za-
stubati, Prave g, obrazuju dakle kongruenciju kcj« ja sa
g -+ 84 odredjena. Kongruencija je linearna jer kroz svaku
tatku M prostora prolazi jedna prava gs, & u svakoj ravni u
leZi jedna prava, Prema tome vaZi stav:

Pet pravih keje su napadne linije pet sila u ravno-

tefi, pripadeju jednoj i istoj lineainoj kongruenciji, Ako su
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Kada unesemo oznake 0'J = Dy 074 = q, postoji relacija pq =
= ¢%, a po treéoj jednaiini (43.1) je

= p.P’

z = . (P'=P).
c
Sa tim vrednostima bide
L
w=2 ploip = P .0B
c2 " T q
ili M:P'=0B: q.

Kada dekle spojimo tadke A i B i iz kraja projekcije P/ po-
loZimo upravaou na A—B. seé¢ide ova normalu n, u talki M' tako
da duZina O'M prestavlja velidinu ', Srafirani tvougli O/AB
i C'P'M'su sliéni i jedan prema drugom obrnuti za 909, Time
smo i vellZinu slike ¥* odredili.

Svaka sila u prostoru odredjena je dvema slikama P*
i M* u ravni. Ako nam je det sistem sila i;,_, fz, TR R
prostoru, svodi se njihovo slaganje na slaganje dveju ravnih
sisteme vektora P, P, ... Pj 1 MJ, M3, ... My, dekle ma
ktonstrujisanje dvaju veriZnih poligona koji su nem iz statike
sila u ravni poznati. Iz teko dobivenih slika R* i M* dobi-
Jjamo obratnim putem redukcionu rezultantu R i redukcioni
Bpreg ﬁ.

44, OPSTI ZAKONI EKVIVALENCIJE PROSTORNIH SISTEMA,
Dva vlaka vektora E‘:Vl i ém ekvivalentna su ako su njihove
zavrdne strane V,, 1 Won identine, Ako sa V; i W, ozna&imo
ertogonalne prejokcije ovih vektora (i =1 ... n, k=1 .. .m)
na jednu istu raven, onda je cfevidno da su i ravni vlakovi
i\;z = ?W; medjusobno ekvivalentni, Jedna prostorna  grupa
cila (ﬁi) odredjena je, kao Sto znamo, vlakom %ﬁ sila i

n -
¢lakon lehi-l(P)o::,-vina spregova za proizvoljnu redukcionu tad-
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ku 0,

Dva sistema sila (P;) i (Q«) bide ekvivalentna &-

o IP: = 28 i PP~ @ s
ko je ZLZPL = ?QK i )}_’Mi = ;MK pretpostavljajuéi  debogme

za oba sistema istu redukcionu tadku, Iz cvog resmatranja
sledi stav: Ako su dva prostorna sistema (P;) i (Q;) ekviva-
lentna: (P;) = (Qx), onda su i njihove ortogonalne grojek-i-
Je na svaku ravan, dakle dva ruvna sisteme (Pj') = (Q,) ekvi-
valentna, Ali obrnuti stav ne vazi, t.j. iz &injenice da =u
projekcije dvaju sistema na neku ravan ekviQalentne ne mo?e-
mo zakljuditi da su i sami sistemi (P;) 1 (Q4) ekvivalent:i.
Da sw sistemi (P;) i (Q4) ekvivalentni moraju njihovs  pro-
Jekcije na dve ravni biti ekvivalentne, dakle (P{)= (Q,) i
(P{) = (Qp).

| Prostorni sistem sila odredjen je u najopitijem
sluégju sa Sest skalarnih veliina ili koordinata, jedna si-
la odredjena je kao klizeéi vektor sa pet koordinata, =z osc-
vinalsprega kao slobodan vektor cdredjena je sa tri koordi-
nate,

Dva ekvivalentna sistema (P) i (Q) imaju isti Lroj
nezavisnih koordinata. Prostorni sistem u op3te ne mo3e biti
ekvivalentan jednoj sili Q,, Sistem paralelnih sila P; ims,
kno 3to znamo, pet nezavisnih koordinaté, dakle je ekviva-
lenta}rl Jjednoj odredjenoj sili (rezultanti) 61 = Zﬂ.

Najjednostavniji sistem (Q) koji je ekvivalentan
datom sistemu (P;) sastoji se iz dva elementa od kojih jeden
mo%e biti spreg t.Jj. bteskonalno mala sils u beskonainom ra-
stojanju, Dve proizvoljne sile imeju 2,5 = 10 koordinata,me~
dju njima moraju postojati 10 - 6 = 4 relacije a to je slu-

Eaj kada su njihove napadne linije konjugovane prave nultog
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v X7 My
SrET] A RETS
Xy 1 1
1z poslednje jednaline nalazimo x, a &8 tom vredno3éu iz b)i
v, » te dobijamo koordinate tadke Jj ¢
YN}
%= X2 Y’f
X7 ¥y
Y= ™ n2, yx2
t PORRED &1

p nelazimo iz
*2

u
2k ylegratm aeess ©)

2 *
X2+ Y]

Reatojanje O%J;

P2

Kade oznalime sa ¢ rastojanje pola Gy i antipola A, prave gl

A s o2
od 0%, postoje pe definiciji relacije 0"A) == 0,G, 1 pg = ¢%

Koordinate ?1, N, antipola su sa obzirom nu jednaline ¢},

(43.3) i na pg=¢?
‘ q c? 2
= =X =X ¢ »
p p 4
' L eee(43.4)
q c? . 2 X
Z - — . — = Y —=
LTy Y1 pe MY

¥ade nve vrednosti koordinsta zamenimo u jednalinu prave gg
X.15 - y.Xp = ¥
dobijamo uslov ortogonalnosti (43.2) i time je dokuzano da A,
le?i na prevoj gj ; analoge leii Ag ne pravoj gi.
4, ZADATAK, U poslednjim zadacima preslikavali smo

g cdncsne vektorse P koji prolaze kroz datu tadku O, ko-

prave g

3i su dakle odredjeni trima skalarnim velifinama, Ako sila P
v s .z . jemo jos
ima proizvoljan poleiaj, bide ona pdred jena ako poznal Jos

i njen momenat ¥ =7FxFu pogledu na podetek O. Pored Blike

- -~ . - . o ﬁ. A 7
F® vektora P treba da odredimo i sliku M" momenta nalogo

[
W
P

obrascima (43.1) a s obzirom na dimenzije usvojidemo za k»-

ordinate slike N*,
» Mx . My
XT=, Y=, M* =M,  ..... (43.5)

gde je ¢ kao i u (43.1) konstanta preslikavanja.

Za napadnu talku sile P uzecemo najprostije njenu
prodornu taku B (81.91)
ga xy-ravni koja je
ravan slike. Slika vek~
tora peclofaja F poklar:

se dikle sa njegovom

horizentalnom projekc: -
jom t.j. sa samim =~ vek-

torom. Ksako slika ©*

prolazi kroz centar vz~
novnog kruga,to se njon

antipol nalazi u besko-

naénosti u praveu ncr-

S 9/ mule ng na 0'3. Sliku P~
sile P nalazimo na veé poznat nafin i konstrujiSemo njen ar-
tipol A u pogledu na osnovni krug.

Znamo da vektor st0ji upravno na vektore g
?* po teoremi o slikama upravnih vektorsa mora slika M* gpro-
iazitl kroz antipcle slika r*i P* dakle morn nrolaziti kroz
A i mora biti paralelra normali ng ne 0'B. Tako smo na¥li
pravac i poloZaj slike M* Velidine M" ravna je veliliri ho-

rizontalne projekcije M’/ vektora ﬁ, Po obrascimz {43,5) je

1 ——
w= ) x*+ Y*Z’% Vg« ¥ = =208 .

[
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Talke E i F su srediSta (temena )dvaju projektivi-
&nih pramenova u perspektiviénom poloZaju. Ako dva vektora
Fi i Fg leze u jednoj ravni €&, moZemo svuki vektor P u toj
ravni prestaviti jednacinom

F = A F; tu ;é,
gde su A i p parametri. Postoje dakle i relacije
X¥ =AX, +pXy , Y¥=AY, +pY, , MF = c(AZ 4 pz,)

koje iskazuju da slike sviju vektora koje dobi jamo varijaci-
jom parametara A i u prolaze kroz talku E.

3. ZADATAK. Slike P i P} dvaju vektora P, i P, ko-.

vni, stoje u takvoj re-

laciji da 3; prolazi

kroz antipol prave P}

u pogledu na krug kome
" je poluprednik konstan-
ta,c“preslikavanja i
obratno prava F; pro-
lazi kroz entipol pra-
ve F;.
Na s1.90a 1leZe
prave g, i gy koje so

seku u 0’ pod pravim

uglom, u horizontalnoj
ravni, Ravan pravougla
obrnuta je oko osovine
a - a koja lezi u ho-

rizontalnoj ravni za

ugao ?‘ Tako d(‘bij&mo

Ji su medjusobom upra-
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horizontalne projekcije g, i 8+ & iz ovih vertikalne projek-
3 " " : z
cije 8y 1 g,. Sa ovim pravcima konstrujisene su n: s1.90 b)

slike gi i g} sa konstantom preslikavanja ¢, Iz sredistu 07*

- . B %,
Povucemo upravau n;, na 8; 5 obe prave seku se u tadki Jy s Po-

lupreénik 0C,= ¢ paralel j 1
0cy paralelan je sa g7, Upravna na J; ¢y podig-

nuta u tadki G, sae pravu n, u tadki A; koje je antipol pra

ve gi, flako da je 0d; x 0A, = c2

Analogo nalazimo i antipol A, prave g}, Vidimo da

vs . s
Ay lezx‘na €25 & Ay le%i na g1+ Ova teorema nezavisra je od
velilina vektora P, i B, koji le}
S oji i
) 2 Ji leZe na pravama 8; 1 g,.Da bi-

smo tzorsmu dokazali, izrazidemo analitiCki uslov da sy vek-
tori Pi‘i Fz medjusobne upravni. Sa koordinanéma X, fi, Zy
odnosno X, , Yy, Zé glasi taj uslov
X Xo + Y,¥, + 2,2, = 0
111 ea komponentama slika By i Py Jedn (34.1)
MIMG |

¥ o, % Koy X
XXz + Yivg « 222 2 cee.. (43,2

Sa tokuéin keordinatama X, ¥ talke na pravoj g{ daje nam me-

mentna jednadina u pogledu podetka 0*;

) % * *
Mil= x ¥ -y x* 414 g Mg
1 y s - cses. B)

T X}

Jednagi i
ednaéing normgle 0"n, glasi sa tekuéim koordinatama x’,y’

X
y'= -2 x . b)

Koordinate X,s ¥, talke Ji u kojoj se obe ove prave seku,za-

dovol javaju obe JjednaZine, dakle Je

Y, Mi b &y

Tl )
1 »

ili ! '
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1. ZADATAK. Datu silu P treba razlofiti na kompo-
nente no datim pravema g,, g;, g5 koje se sa linijom g sile
F soku u jednoj tadki O, U sl.88 dati su prave g,y g,y g2 1
g3 u vertikalnoj i horizontalnoj projekciji. Sa izabranom
konstantom ¢ = O'F konstruiSemo slike g", g}, g% i g% (sl.c).
Time smo zadatak sveli na zadatak statike u ravni, na razla-
ganje sile P* u tri data prevca g}, g3 i g3 Pravei g% i g3
seku se u talki A, prave gj i g} seku se u talki B, AB je

pomoéna prava, Podto smo tako na3li sile P{, P; i P; izmeri-

mo krake (normale povulene iz O na sile ) r , r;, ry i rs,te

dobijamo keo kontrolu jedradinu ekvivalencije Pir = Plr, +

+ P;r2 + P;ra, a iz momenata zatim vertikalne kompornente si-

. »
la P, P, i Py Ty
_PBire P, rar,
Z,_— c 'y ZZ- c 9 233 c .
Brojni primer. Data  , g%
Je 8ila P = 2,0 t, ¢ = 2,0 m. f A o
Razlaganjem u sl.b)nalazimo: £ pr 95

Xﬂ
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P'=P*= 1,25 + a iz sl. c): P = 0,65 t, P} =0,28t, P} =
= 1,10 t, Paralelogram u tadki B je u dvaput vedéoj razmeri.
Dulje izmerimo krake: ( razmera 1:100) r = 2,40 n,

ry= 2,60m, rg = 3,30 m, rzg = 2,06 m ; te dobijamo momente:

M* = - 3,00mt , M}=-1,68mt, M=~ 0,94 mt, M= - 2,26
mt, a iz ovih vertikalne komponente: 2 = - 32?0 = - 1,50 t,
1,68
S 2y= - E =~ 0,84 t, 2,= - 9%?3 = 0,47 t, Zg= - g%%i,
= - 1,13 t, ‘

Za kontrolu imame - 1,50 = - 0,84 ~ 0,47 - 1,13 =2,
U sl. &) i b) ucrtane su strelice komponenata sile P,

2. ZADATAK. Slike sviju sila (vektora) P, dakle i
elike njihovih nosilace g koji su paralelni jednoj ravni &,

eeku se u jednoj talki ¥, u polu paralelnih ravni,

Na s1.89 a) eu t{, ty tragovi ravni ¢, %, ,t, tra-

st89

vy

govi peralelue ravni g,.Ake nam je data prava g, U ravni € i
prava g, u ravni €g,0drecjsn je pol E presekom slika g7 1 g;
Freve gq le¥iuravnl £,,njena slika gg prolazi takodje - kroz

pol &,
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U horizontalnoj ravni je zbir momenate spregova
Wycosa, t Mycosowy = 2 §. Rysinay,
i kad unesemo gornje vrednosti
mi=[0,9989 + 1,0427 - 3,416.0,5972].R, = 0.
Iz s1.86 vidimo da se diname R,,MW, i Rg,W, slaZu u rezul-
tantu R, dakle da je Tl= 0 samo ako su oba paranetra nega-
tivna, t.j. ako Ry i WM, kao i R, i M, imaju suprotne znako-

ve.

43, PRESLIKAVANJE PROSTORNOG SISTEMA SILA U RAVAN.

Prof. B. Major (B.quor) na inZenjerskojgSkoli Univerziteta

u Lozani objavio je 1910 god. svoju metodu po kojoj se jedan
prostorni sistem sila (ﬁi) moZe prikazati ili preslikati u
Jedan ravan sistem (Ef) sila, Silu B* (u opfte neki vektor )
zovemo slikom sile P ili simbolidki (P - P*) t.j. vektor P
preslikan je u vektor 5*. Kada su X,Y,Z komponente datog
vektora ?, vr3i se preslikavanje u xv-ravni po jednacinama
X*=X, Y=Y, M*=cz osoanl43,1)

t.j. x~ i y- komponente datog i nreslikenog véktora su po-
dudarni, a momenat preslikanog vektora proporcionalan je z-
komponenti datog vektora, Konstanta ¢ zove se konstanta pre-
slikavanja.

Na sl. 87 a) i b) prikazan je vektor P svojom ver-
tikalnom P” i horizontalnom P’ projekcijom. Tima dvema pro-
Jekcijama odredjene su i komponente X,Y,Z vektora F. |

Silu P* u koordinatnom sistemu 0" x*y* (sl,c) dobi-
éemo ovom konstrukcijom: Na x* osovini orenesemo konstantu
¢ = 0"F , iz F povudemo paralelu sa P’ do preseka T sa y*~-o-
sovinom, a iz T povudemo paralelu sa P'. Ova poslednja je na-

padna linija slike F‘, a njena velilina je ravna velidini P’
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y.l
1 z
B p// C)
\ ox
a) z
B z 7
o
i X
Y___——_—‘“-e, 0')
| 8) y
| / x x
¢ X

‘ S5¢.87

Sa ugzlovima naznelenim u sl.87 a-d, ¢itamo ove relacije,

\ P'=P cosp=2 cotgp, O°T = c.tgP

0’N = p = 0"T cosx = ¢ tgP.cosa.

Momenat sile P* u pogledu talke 0* je

l M* = pP'= p Z cotgp = c.Z.tgP.cosx.cotg¢ .
Iz sl. |d) vidimo da je tgf = ;E?; ili tgP.cosx.cotgep = 1,

|
dakle je M* = cZ, kao 5to jedn. (43.1) zahteva., Time je o-

pisna konstrukcija slike P* dokazana, Konstrukcija nije iz-

vedljiva za sile upravne na ravan preslikavanja.
|

| Po jedn.(43.1) preslikavaju se 0o vektori P// z-o-
govini i co! spregova sZ u xy-ravni,

Iz konstrukcije slike vidimo da se svi vektori na

\
|
istoj napadnoj liniji g preslikavaju u istu napednu liniju il
Jjer g”|zavisi samo od pravaca projekcija g’ i g” a nezavisna
Je od veliline P,

Ako je data slika P™ nekog vektora, naluzimo nje-.

gove pﬂojekcije P’ i P" izvodeéi konstrukciju u obroutom re-
|
du, ‘
|

U nekolikc zadataka upoznademo se sa nekim vaZai-
\

Jim stuvovima ove metode,
|
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5 - + 1,708 m.
- 0,836 m,
1z jedn, (42,7 a) dobijamo
2 + 3,344 m,
A= m[l,m..o,sm £1,196] = 1744 .
n.’=ag%g-7—[1,30.0,349 - 1,196 ] = J: i”:zz 2
Sa gornjim znucima daju jedn. (42.10b)
e,= - 1.672 0 , ey = + 1,744 mj-
e,= + 1,672 m , e, == 1,744 m,

A+ A4'=4 3,344 + 3,488 = 6,832 m = 4,1,708 = 47 .

1,708 ~ 1,672 .
ou=8-v%=~ ’ % 2 0,036 m.
, -0,836 + 0,812
kao u prvom primeru.
Dalje nalazimo
o2 1,672 ey
cotgoy= — = ¢ —— = + 1,520 cotga, = —= = 1,520 ;
_B 1 b, 1,10 ’ ’ BXg P, ’ ’
! !
pgal= 22 - TR e tgoch = ot= + 1,341
co = e T = =2 - ¢ co a' = — = "
g%y e 1,30 ’ ) BXg Py ’

ay= 33°207, &gy = 146°40'; oy = 143°20', op= 367407,
Postoje relacije

70°= § 5 oqtoiy = 2N - F

o+ 0, = Oy =g = 2R 5 0yt Gy
i trigonometrijske funkcije:
sina,= 0,5495 , cosOy= 0,8355 ,
sinog= 0,5972 , cosOy= 0,802L.
Rezultanta R na koju se obe diname svode, mora imati l za na;
padnu liniju, sile Ry i Ry nisu zgedjusobom nezavisne, Medju
njima postoji odnos Risinal=_stinaé, i se navedenim vred-

nostima je R4= 1,0868 R, Komponente sila R; 1 Ry, spregova

W, i W,u praveu b i upravno na { su (sl,86):

R coscx +Rycosa, =R

R,cosx, yeosct
4672m [ 744 rn

@ancr, 9036m , @2 sinarl

P4 0 I
t=—1708 1708m- 2
Ry Sincey
Iy B cosa, \mzro.s a,
Ay
- 28=34f6m
R, sinc,
5. 86

R,cosx,= 0,9079 Ry, Rycosxa= 0,8021 R,
Rysino, = Rgsinay = 0,5972 Ry,
i sa W= p,R,= 1,10.1,0868 Ry = 1,1955 Ry i M3 = PRy =
= 1,30 R, imamo
M, cosx, = 0,9989 Ry, Wy cosoxy = 1,0427 Ry
M,sina, = 0,6568 Ry, Wy ginoy = 0,7763 Ro,

Rezultanta
R = R,cosox, + Rycosoy = 1,710 Ry,

Momentna jednalina sila i spregova u vertikalnoj ravni u po-
gledu na taku C, glasi
1,710 x'= 0,9079.3,416 *+ 06,6568 - 0,7763 = 2,982

i odavde ,_ 2,982
1,710

X =

gto smo ranije na8li.

U pogledu na tafku C, glasi momentna jednadina

1,710 x = 0,8021,3,416 - 0,6568 + 0,7763 = 2,8594

i odavde 2,8594
=z ———= 672 m = ey.
x= o b 1

kao 3to smo ranije nasli.
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_ ' - . o Frps
2. dinamu R,M, imamo ekvivalentan krst (K;,K;) sa istim na- ukr3taju pod uglom %= 70° u najkraéem rastcjanju 28 = 4,00 m

razlo?ili smo u krstove (K, Kp) i (K{y Ky ) koji imaju

¢ dnim linijama &, i 0, (81.84).
iste napadne linije I, i [y sa najkraéim rastojanjem 2 e =

4 K,y cosal, =4 62 . :
. / () cosay =162/ Ry = 1,876 ‘m i uglom o= 25°13'. Obe cen*ralne izvodnice su iz-

SRR e R T vodnice cilindroida koji je direktrisama di 3 52 odredjen,

Jednim uglom, na pr, &, odredjeno je i rastojanje

- 2¢ = ,§/6m-———1<—e3=1128 : e; i panumetar diname R,W.
‘ ]

T A ’ R £ | Uzmimo na pr. &, = 15°13', onda jeo op= 25°13' -

o A]cosax]= Q628 R ‘
, ’ - 15°13/ (s1,85).

A T S /le.f/baé=0,772ﬁ2 ‘
' s, 2 . \ K Sa e, = p cotgoy i
K/since) = 0722 Ry L\ A |4 e, = p cotga, nalazimo
| | A, 3
Se. 84 ¢, 2, 28 =e,%+86y =
Trigonometrijske funkcije za pribliZne vrednosti u- . = p(cotgoyt cotgoy)
glova a'= 49°, &b = 24°, su —geom — 2% 54 2 6 = 1,816 m,
PN | SR 2.
sinoy = 0,754 , cosoy= 0,656 ; et —= cotga, = 3,689 ,
sinoch= 0,407 , cosaxg = 0,914. S2.65 eotg iy 350l
1 _ sinog 0,407 Je . 1,816 o
Kl = R‘Z = AR 9 = 0,958 32-’ : P W—S—'i =¥ 0,194 m,
sina 0,425 35 t 5,67
i sinoc) . 0,754 o e e Sa ovom‘vrednoééu p Je
2= =3 2 = = .
sinc 0,425 2 * e, = 0,194,5,671 = 1,100 m.
K{cosa{ = 0,958,0,656 Ry = 0,628 Ry; R i A e 3
Kqcosoh = 1,774.0,914 Ry = 1,621 R,, | 2 e=1,816m,

Kjcosay = K cosay = [1,621 - 0,628].R, = 1,008 R,. 2_PRIMER, Uznimo kso u L.primeru = 70°, p,=1,10m

(tagno 1,00 R,), P2 = 1,30 m, Nalazimo

sin® = 0,9397 , cos¥=0,3420 , Vp,p, = 1,196,
Iz jedn, (42.13) dobijamo vrednost $ za koju ée A2 - 4B =0

K,;sino; = 0,958,0,754 Ry = 0,722 R,;

1,774.0,407 Ry = 0,722 R,.

! . ]
Kosina,

M,= 2 e K,sinoy= 1,816.0,722 Ry = 1,311 R,, biti, d;akle ée se direktrise (, i U, poklopiti sa pravom [,

(tagno 1,30 Ry) 3 1 2 ] 1,606 0,786
' = ___12(1,10 +1,30)0,3420 * 1,196| = + 2222 § - 22 =2,
0,939712( ! i ) “ s 0,9397 0,997 °

Dve diname R,,W,i R,,M, cije se centralne osovine
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1
oM =—2 0,0728 = 0,036 m ;

A
MC1=—2-= 1,964 o

A
MC ='—2-= 2,036 m.

Sa gornjit aacima Jjedn. (42 102 ) nalazimo traZena rastoja~
nja

e,= - 1,056 m ; eg = } 2,872 m §

ej= | 2,944 m ; o) = -~ 1,128 m .,

Za kuntrolu raduna slufe nam relacije A A= 48 , o+ ey

t ! ‘ !
=el*e;=29,1A=ez-ei,A=ej’_-eQ, 8, - 8,7 €," &~

= 25, koje su zadovoljsne. Po obrascima (42.2) nalazimo

r?tga1=-;—f - 2]‘::5 = 2,611 3 cotgag‘-'-—;—i— = - —11—"0?5.? =-0,960 5
cut-got;=%% =- %%3= -0868 3 cotgog =-‘t—); = %’%— = 2,264
6 -
W;\ﬁ'm’ Ovim vredrostima odgovarzju oStri uglovi:
s 112 o, = 20°57'30", Gg= 46°10'10";
P:} U, oy = 49° 2'20", oy = 23949'50",
--gol Keo probz slu?i (sl.82)
---,;* o b Oy = Olg b @p = ¥ = 700
b % I Ugao ukrétanjs direktrisa &y i Lo Jje
ﬁ,m/: = -0y~ oy = 25°1240".

Redi kontrole radune sloiiéemo krst (Ky,

Ky) u dinamu Ry, g, i krst (K{s KZ)\u

dinamu RyWl,. Sa uglovima oznalenim u sl.

R, s Y . - -
/™ 83 palazimo iz parslelograma R,=K, + Ky:

__________ Hycosar,= {584 F,
Ay
<pg,={(:_f5,,, e~ D2 =/)3/5,, e
G Z 22
2872»
Hpcosa,=QS834,
= 26 = (816 ——== Ko Sy =4 5074,
4 %
l/r, Sina,= 96074,
S2.83
Ky __ Ko _ Ry

sinc, sinax, sinc

Sa pribliZnim vreduostima o, = 21°, a,= 46°L0', @ = 25°)0'

sSu

sinay= 0,358 , cosay= 0,934 , sincy= 0,721 s

cosa,~ 0,692 , sinax = 0,425 , cosx

0,905,

_sincxg 0,721

1" sina ' 0,425 P hy 096 By 5
sinay 0,358
o e = D -
2" Sino Ry 0,425 R;= 0,842 R,.

¥ cosa, = 1,696,0,934 R,= 1,584 R,;
K,cosag = 0,842,0,692 R,= 0,583 R,.
K, cosor,~ Kycosor, = [1,584 - 0,583|R,= 1,001 R,.

* { ta¥no 1,00 R,),

Kyeino; = 1,696.0,358 Ry= 0,607 R,

0,842.0,721 R,= 0,607 R,.

Kzain(x2

MW,= 2 e K sina = 1,816.0,607 R,= 1,102 R,. (ta&no 1,10 R, ).
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Cé ovih B vrednosti imaju po dve istu veliinu a razlikuju

se po znzku, Imamo dakle Cetiri razne velidine od kojih  po

. S . / j—_r !
dve sa raznim donjim indeksima, dakle e, 1 ey, ©; 1 €5, €,
i ey, ei i e, jednoznalno odredjuju talke D, i Dy u kojima

direktrise {, i [y seku osovinu kongruencije C;C,. Iz jedna-

¢ina (42.7) nalazimo
248 =46 =284 (py - p,) cote??-
- 40(py * Pi)cotsg’- 4 p p, .(42.12)

- 2
ot o ek [P_z_z_P_1 cotgﬁ] <8 (py - pj)cotgfv}‘ P, P, -(42.12a)

w - ’ 1 - . . i
Poiito smo na5li rastojanja e,, ©,, ©; i1 6y moZemo iz jedna

Gine (42,2 ) naéi uglove oy, Ggyoy, 0y 1 time je 1 ugao u-

v . a2 . i i 1 -
krétanja direktrisa o = oy + Xg = &y +xgy odredjen,

A2 - 4B =0, dakle e = 0, direktrise so
iz &Y. 37

Ako je
seku u tafki M, kongruencija degenerise, kao Sto

znamo, u dva odvojena kompleksa.

Sa o2 =0 dobijemo iz jednaline (42.12)

8- s—il?u’r[%(?i* p,)cos® + |/ pipz] e (AR

i zamenjujuéi ovu vrednost za O u (42.7)nalazimo

A= 2 picos%‘l Vplpz],

sin®d |

2

1T e L

* ein?P| Pt cos? t plpzl %
[ eee..(42.7a)

1 2 I
pycos™ + V/p, p, ]:

=
¥ sin%‘ L

. i |
b= sinz% coa% Ve, pz]

Jodnadine (42.10) prelaze u

to

-]

"
(o

%
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\
L A AI
eiao-.—’ 92=+__. Gl=+— e,_—_-A
\b T RE 2

Sa ovim vrednostima dobijamo iz Jednalina (42.2)

.(42.10 b).

= L 1

e O b pa el wohm T, a0, 2, )
a to znaéi da se direktrise 0 i ly poklapaju u jednu pravu

L. .

Dve | diname Ry, i Ry Wy medju &ijim uglom ukritanja P
i nejkraéim rastojanjem 2§ postoji relacija (42,13) slaiu
se dakle u jednu rezultantu R = ii-b ﬁz koja ima napadnu 1i-
niju 0, sile R, i Ry ne mogu po veli&ini biti nezavisne, me-

dju nji}ma mora postojati odnos

R;i sinag
-_— 8 ———

Ho  sina,

ili medju momentima ’
W,_ b, sinag

i W, Py sino,
Rastojazje OM jedn, (42.9) ostaje isto kso i u opdtem slu-
Saju (A? - 4 B) >0. Obrasce koje smo u ovem &lanu izveli
3 = ‘!
primeniéemo na dva brojna primera,

|1, PRIMER, Dat =
- 2‘1_3 % . a e;u veliéine Py = 1,10 m, Ps=1,30m
: » T= 707 (cotg#=0,364).  pyeotgd= 0,4732 ,
Picotg V= 0,4004, (p, - p,)cotg?= 0,0728, PP, = 1,43, Sa

ovim vrednostima po (42,7)

7

A = 4,00 - 0,0728 3,9272, B = 4,0,4004 % 1,43
’ :
A= 4,00 + 0,0728 = 4,0728, B'= 4.0,4732 § 1,43

Po jedn, (42,11):

VA" =48 = Yat- 2 5= Vom0,

3,0316 ,
3,3228 ,

dakle

13,2964 = 0,908 n,

2O

|
Po jedn.rrz.‘))je :
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20 = e - ;= pycotgory, - 8, = ppcotg (g + ?)- else
&.cotgg- 1

=p Py
e
z cotg% + =
Py
i pe izvrienju operacija
e'f + 61[25 = { Py pl)cotgﬁ:l +
+ 2% picotgsﬂ p;.py =0 b i R )

analogo nalezimo

20 = e, - 65 = 8, - pycotga;=

epcotg ¥ + p,

8y -~ pycotg(o - V) = ey - p, __r_picotg" e

i sredjeno po e,:

e; - 32[23 =~ { By, = pi)cotga]+
+ 28 picotg‘9‘+ PP, =0  ....... ..(42.4

20 = e! - p,cotg(al-T)=e! - =
y = pyootg(ay - 7) =6 - p, p,cotg? - e;

i sredjeno po e :

eiz - o [28 *(pg - P1) cotg%‘] +
+ 23 poeotgd rpp, =0 ... ...(42.5)

najzad sy cotg® - p,

25 = p cotg(al+ V) - of = plm
i odavde
6'22 t e [23 el e -'"l\{:i)cotgg] +
+ 28 pyeotgd + pp, =0 ........ (42.6)
Kada u jednafine 3-6 wunesemo krade oznake

A=l = (py > By cotgd, B =28 picotggi' Py P, .. (42.7)
A= 23 + (Py - H)th% , B'= 28 pzcotg§ tppy
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glasiée ons

% 2
8 + Ae, FB =0 e, - Ae, + B =0
L g g 2 } ...... (42.3a-6a)

o t Mo+t B'=0 , o>+ a'ey +B'=0
Sabiranjem gornjeg i donjeg para jednalina dobijumo posla
skraéivanja

A=ey -6 i A'=e - e .. .(42.8)

Kada salo obeleZimo tafku koja polovi rastojanje 29 - C, C,=
A+ A

2

» & sa M talku koja polovi 2 e = DyDg, nalazimo

(/

A A 1
ucis-z—, MC, =2 » O =—2(p2 - pi)cotg$‘ sonwns(42.9)

Iz jednaéina (42.3 a-6a) nalazimo

. 42,10

Zbir prva dva izraza daje
ete;=20=4) 4% -4B

a zbir druga dva:

U
I+
”

0|

]
LS
w

et 8; =26 =
dakle je
Va2 - 4B =VYal-28=20 PR i

Sa smenom korena iz (42.11) glase jednafine (42,10)

A A
"zies sy=loie,

s, =
K o s».-(42,108)
ei=;1e, Gt

[z jednalina (42 10a ) izlaze relacije

A4 A
' 2 o AT =
61 - ey = 8§, 32 = P 4%
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da je za dve osovine aité(at%), a za druge dve Jje (=
- %[m- (o 2P)].

Kada ugao izmedju direktrisa oznadimo mesto sa @
sa 2X, a sa ¢ ozmaéimo ugao koji zaklapa centralna osoving
ea pravom koja polovi ugao 2o (€1,39 81.77), najzad i u je-
dnalinama (41,5 ) zamenimo 'oni =X -Q, Oy = +P,ya X sa 2x
prelazi ona u jednainu cilindroida (39.2).

Obrasce za p i 2 mofemo izraziti samo veli&inama

Kyy Kyy i x kada u

sinac,
REEE SR
samenimo Ko
— sinc
sinoy = R sin
au cos X
unesemo

R CO!CI“ Ki + KZCOSQ.

Tako dobi jamo

K:.Kg o 2 K,Kysina
P TR ST T KT 4 KD + 2K Kpcoex
2= 0y = o'= 25 (2 K,R cosc,- R?) = vee.(41.6)
o X; - K}

" 2K + K + 2K, Kpcosck
Ako oznalimo odnos %i- = )\, prelaze ovi obrasci u &isto ma-
2

tematilke izraze

e, 2 A cosx
i p--iﬁf+2ﬁcosoc+l
., 21
2 A*+ 2R cosat 1

ceesen(41,6a)

zZ =
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Broj A varira izmedju 0 (K,= 0) ioco(kq =0)

Za A=0 Je p=0, z=-2§.

Za A =00 Je p=0, Z=+2£.

Za ove grani&ne vrednosti izlazi iz P =ﬂg’—= 0 da je M=o,
dinama prelazi u silu K, odnosno Ko,
42, ODREDJIVANJE DIREKTRISA KONGRUENCIJE 1IZ DV

DATE DINAME ( KOMPLEKSA). Date su dineme Res Wy i Ry, WM, da-
kle i njihovi parametri pl=%@1 i p, Jg?, njihovo

najkrade

4 2
rastojanje 2§ = CiCy i ugao ukritanja (s1.81), Znamo ds

il

e

Je time odredjena kongruencija t.ji.nje-
ne direktrise { i l, sa najkraéim ra-

stojanjem 2 e =D, D, i uglom ukrsta-

nja o= o+, = di *Qy. One su kon-
Jugovane prave za sve komplekss ( 37,2),
Sa oznakama s1_81 Eitamo iz glike

relacije

oy

/

2

oy + P, wh = oyt AT

. .. (42.1)
2% T 6T e =86, ~c¢

a po jedn. (29.6)
1 = Pycotgac,,
8; = pycotgx, ;

RS (L 2
8y = pycotga, ; { )

§¢.87

!,
)

N ——

8, = pycotgx
Zamenom uglove i rastojanja u jedralins ze 28 , dobijamo 4

kvadratiéne jednudine za 4 rastojanja e, , e,, e; 1 ey,
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jzvodnice cilindroida, Ovaj ima dakle za slaganje dinama is-
ti znadaj, 5to ga ima paralelogram za slaganje sila,
Za p, = p, prelazi jedn.(40.6) u jednadinu (29.6a):

e . tgay
ey tgXy

koju smo nadli pri slaganju krsta (K, Ky ) u dinamu,
41, ODREDJIVANJE " CENTRALNE OSOVINE I PARAMETRA
SVIH KOMPLEKSA (DINAMA) KOJE PRIPADAJU DATOJ KONGRUENCIJI,Da-

te nam je kongruencija svojim direktrisama l-‘ i Iy nejkraéim

njihovim rastojanjem”"i uglom ukritanje o (81,80), Neka di- -

nema R, sefe osovinu kongruencije A;A,=
)

= o u talki C udaljenoj od tataka A, 1

Ag za AC = o,y A C = oy, Znamo da su

direktrise [, i {; kongruencije napadne

(komplekse) koji pripadaju datoj kongru-
LSt
Ko
dineme koje nam treba odrediti, Ake R

enciji, Menjanjem odnosa dobijamo sve

.80

zaklapa sa K; i K, uglove O i a, imemo

iz 81,29 poznmate relacije

R =K} + K} + 2K Kgcosax
i i ..l..(4101)
R Ky __Ke
elnx ~ einxg sindl

Momerat sistema (K, , Kg) za tatku Ay je My = Kje.  Momenat

diname 0 je ravan projekciji momenta M, na pravac Ry, dakle

W= Ilgcos(—qzt—i» oy )= - K,e sina

' R sinocg
i kada I(1 zamenimo iz (41.1) B . Ky me———
ginc

linije kretova (K, K, ) za sve diname

]
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sinay.sinag

W=-e sina

Ry .....(41.2)

parametar diname je

sino,.sinaxg -
_——— T =

sina, sin(a =0t )
sincc

sin

pﬂ—-g—

Razvijanjem sinusa diferencije (O¢ - ;)i uvodjenjem si.1120Ci -
= %(1 - cos 20 ) dobijamo

_e cos(oc- 20 ) - coscx e cos(2ag -QL) = coBX
P32 sinoc i sinoc "'(41'3)

dekle' zakon po kome se p menja sa ¢, odnosno sa OXg

Rastojanja e,, e, dobivamo kao u &1.29 (jedn.5) e,=

e Kicosax, L sa B'a K:::;t;oc
R 2

0 = o sinag, cosx
sincc

sina, cosax,
sinx

. ....(41.4)
i analogo

e, = o
Sebiranjem jednaZina (41.4 )dobijamo e,+ e; = e.

Ako za poletak izaberemo tafku M koja polovi osovi-
nu "e” kongruencije imamo
P

8 ®
MC = 2 '—2" e, = ey '—2—.
Sa 8, iz (41.4)Dbiée
sinag cosx; € e
z =9 Sinoc ok sina(z 8ino, cosa; = aincx.).

Trigonometrijskom transformacijom dobijamo

e sin(2ay - ) e sin(ox = 204)
2 =3 sina =27 sinx eeena(41.5)

Po &etiri centralne osovine imeju isto rastojanje * z od cen-

tralne. ravni kongruencije, Jer ako oznafimo X = 20 = &%‘ son=
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z = a,8in 2wt, ..... (39.2 b)
prestavlja dakle harmonilnu oscilaciju du% osovine ,z"sa eam-
plitudom &"i periodom T =%. Cilindroid opisuje prava koja
Je upravna na z-osovinu i izvodi dve pune oscilacije duZ pra-
ve,z"za isto vreme u kom izvrii Jjedan obrt oko z-osovine.

40. SLAGANJE DINAMA, a) Centralne osovine se seku,

Diname W, i R,yM, seku se pod uglom =, +x, u talki A
AL g 2

(al 78). Pratpostavlgamo da njihovi parametri P, ip, imgju
razlifite velifine., Vektori R = R, + R, i
M = T, + @, nece biti paralelni jer nji-
hovi paralelogrami nisu sliéni, VeliZinu
R nelazimo iz trougla sila a uglove o i
&, nalazimo iz odnosa

Blogniley _oafp
sinad  sinax, sina,’

Spreg rezultujuée dinams ima momenat W =
=MWl cosc, + Mycosxy, i time je i njen para-
metar % = p odredjen.

Osim R i M dejstvuje u tadki A (&ija je ~horizom,
projekcija A’') jo3 i spreg koji lefi u ravni pololencj kroz
R upravno na R; 1 Ry i €iji je momenat
wbn 5 (H02) )

Usled sprega M, pomera se R iz A' i B' za dufinu A'B’ = p =

¥,

SR

v =mZBina2 “mi in(xl

Obe date diname slau se dakle u dinamu R, &ija o-
sovina prolazi kroz B, :

b) Diname se ukritaju. Najkraée odstojenje central-

nih osovina je e = o, + e,, uguc ukritanja o= o+, (sl.

A

SR— -
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79). Rezultantu R i ug-
love o, ,x, nalazimo kao
i pod ' a). Horizontalne
komponente sila Ry 1 R,

obrazuju spreg

e.R, sinq,=
- Q.stinaz b ,,.(40.2)

dakle je spreg rezultuju-

ée diname
TR =MWy cosax + Wycosa, -
5S¢ 73 = e.Rgsina, ...(40. 3)

a parametar diname p = @ Rastojenja e, i e, rozultuJuée
diname od A i Ay naéicdemo iz momentnih jednadina za talke
Ap 1A, _

R.e; = Rycosaye +Mysina, -0, sinc,

} (40..4_)

Kada u jednalini (40.1) emenimo jedanput sina,=

R.eg = R,cosa,e +m,131n<x1 =W,sinx,

'%12- einx, , drugi put sin%-—:—; sina, i uvedemo parame-
tre, glasiée ona
Uy = Rysinds(pg = py) = Rysinc(py = p,)  .u...(40-1a)
i sa ovom vrednoséu nalazimo iz jedna&ine (40.4)
°; =-§—2[e cosxy + (py = py) sinaz]
; «eeee.(40.5)

R
8y = E"[ecoscﬂ1 ={py = pl)aina:i]

i odnos rastojanja

e4 _ 6 cotgxp + (py - p,)
8, |e cotgx, - (py - P;)

o e e .(40.6)

Centralne osovine triju dinama (kompleksa ) Pys p,1 p su
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kongruencije l,, l;, dakle i njena osovina koju uzimamo zg
z-osovinu, najkrade rastojanje 2 e = A A, i - uguo nkrdtanja
20., Centralnu ravan kongruencije'nzeéemo za xy-ravan, a za

x-osovinu pravu koja polovi ﬁgao 2 (81,77). 2Znamo da cen-

.'T‘ A2z tralne osovine svih komple-

]
l W, | l %&, ksa koji pripadaju kongru-

N

F

enciji, seku osovinu z pod

D -
5}
-—-—.—:0—;-

AN

c pravim uglom, i da su o i

{y par konjugovunih pravih

&
S

za sve te komplekse.

Oko z-osovine opi-
8imo kruini cilindar sa
proizvoljnim polupredriikom
i polofimo na njega proiz-
voljnu tangencijalnu ravan

€. Direktrise {; i l, pro-

’

877 “ dirade ravan £ u tafksma L,
i Ly; njihove su horizontalne projekcije L; i L'z. Prava L,L,
sele obe konjugovane prave (direktrise ) l i {,, dakle je o-

na jedna prava kompleksa ili nulta linija. Ona dodiruje ci-

lindar u tadki C, dakle je polupreinik cilindra AC (u hori-

zontzlnoj projekciji c‘o) najkraée rastojanje izmedju ukrite-
nih .ravih L;L, i z-osovine.

Kada oznalimo uglove koje zaklapa osovina OC'(kra-
ée c-osovina) ea pravama { i U sa ({ c) i(cly) Eitamo iz

oL 1T i tg(le) LiC' LG _ Askg 39.1)
tg(ely) C'Ly CLy  Adg eeen (32,

Kada sa @ oznalimo ugao izmedju =- i x-osovine, biée u usvo-

jenom koordinatnom sistemu ¥ ({ic)=a+¢ , ¥ (cl)*a -¢,
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3 i bij jedna-
ALA =0 + 2, AAp=e - Z; 58 ovim oznakama dobija

gina 39.1 oblik :

tg(d‘*¢)=e+z _,_..(39.1&)
tg(x-@) -2

Kada jo3 oznaiimo kraée o + @ =0y, - P =0y, © tz=8,

e - z = 8y, dobijamo
tga, 7%

tgoxg eg
. . s - y s n&
jedna&inu (29.6&), Time je dokazano da je c-osovina osovi

kompleksa kome pripada nulta linija L,L,.
Jedna&ina (39.19.) ve?i za sveku talku P(x,y,z) ne

= 2 s
c-osovini, Re3avajuéi je po 2 naluzimo sa a = tga.sec”@ 1

bh = tg(p.sec"‘oc, z = e% i nejzad

csin 2@ .....(39.2)

® Bin 2a
Za teiku P na centralno] osovini c, udaljenu za r od z-osovi~

ne je

2 xy
X - 2 2 3 = s
sin‘P"‘y‘ y COSQ="T r = m’ sin 2@ rz *

r

aa ovim vrednostima glasi jednaéina cilindroida

2. . 39.2 a
z(x2+y2)=m X.¥Y 5 --..-o( )

cilindroid je pravolinijske povriina trefeg stepena.Kada sve
dufine e, Xy ¥y 2Z» pomnofimo sa nekom konstuntom k, ostaje

jednagina nepromenjene, t.3. svi cilindroidi su medjusobom

slilni. » .
Kade u jedna&ini (39.2) nazovemo konstantu —z——p-=

j ; brzina a ,t'
= a, a ugad P=W t, gde je @ konstantna ugaona »

vreme, glaside ona

|




104

h; na istoj povr3ini, Pravolinijsku povrsinu obrazuju da-
le dve grupe co! pravih koje éemo krade zvaii grupama (g)i
(h). Krc” aveku tadku povriine prolazi po jedna prava iz obe
grupe,
Jodnograni hiperboloid (i hiperbolié&ni paraboloid )
Je dakle nz dva na&ina pravolini jska povrdina: Njega opisuje
svaka prava h koja klizi pPo trima pravama g» By 1 g3s2 ta-
kodje i sfakg prava g koja klizi po trima pravama h;, h, i

hj. Ako se dve prave na pr, g, 1 g, seku (81.74 )u tadki R

4 obrazuju one ravan &€ koju prodire g, u ta-

g A &ki G. Prave koja seie sve tri prave g,,g,
&/ g, 1 g,mora prolaziti kroz E i 83» 1ili mora
prolaziti kroz G i le¥ati u ravni €. Prave

EJZ 74 h obrazuju dakle dva ravna pramena sa te-

menima E 1 G , pravolinijska povriina degenerife u dve ravni
€ 1 Egs. Prave g i h zovu se izvednice pravolinijske povr-
8ine,

Dve beskonaino bliske izvodnice g ig' (s1,75)u-
kritaju se pod uglom E@) i imaju najkrade rastojenje AA' =
- Sq. Pravolinijska povriina je u opste vitoperna, ona se ne
mo%e poloZiti u ravén. Kada §q i

3¢ teie prema nuli zauzede talka

A 8voj graniéni poloZej C na pra-

voj g. Talka C zove se centralns

Se. 75

talka izvodnice 8. Geometri jsko

mesto svih centralnih talaka zovs ge strikciona liniga povr-

Sine (od lat, strictus - saZet, usko vezan), Granina vred-
&
nost odnosa -EE-ZOVG S8 p parametar du? izvodnice g.

Ako je za sve izvoqnice 3@ = 0, one su med jusobor
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paralelne, povriina je cilindri&na, Cilindriéne povriine mo-
gu sé u ravan polofiti, one su-developable, njihov Je para-
metar p =co, Ako je pek za sve izvodnice 8q = 0, sele svaka

izvodnica svoje susedne izvodnice (81.76 ). Geometrijsko me-

sto talaka C je kriva linija koja se zove

/c} kuspidalna linija (od lat, cuspis - 8iljek)
2 Jer ona obrazuje oftru ivicu povréine, O&evi-

Gl . , dno su izvodnice povriine tangente kuspidalne
e linije, Povrdina se stoga zove i tangentna po-
L7 . ¥r8ina, Parametar takve povrdine koja je de-

velopabla je p = 0. Kada sse kuspidalna linija svodi na Jjed-

nu tadku C, prelazi povrdina u koni&nu povriinu,

Ako su nam date Setiri prave g,y g,, g3 i By» vd-
redjuju po tri na pr, 8,» By 1 83 Jedan hiperboloid, Prava,g4
prodiraée hiperboloid kao povriinu drugog stepena u dvema
tatkama A, i A,. Prave hy i ky povulene iz 4, i Ay koje  su
izvodnice grupe (h) hiperboloida seku dakle sve Eetiri pra-
ve g. Time je dokazan stav u &1,37 da postoje dve odredje-
ne prave ll i U5 koje seku &etiri date prave, Dva para kon-
Jjugovanih pravih 8» 8, 1 g, g, leZe na jednom Jednogra-
nom hiperboloidu i pripadaju istoj grupi njegovih izvodnica,
Jer svaka prava [ koja sefe tri, na pr, 8 By i gi Jje nulta
linija jer sede 8, 1 g,. A kako sele i 8y» to mora seéi i
85+ Dakle pripada 8, hiperboloidu koji je odredjen 8ag,,g,i g].

Kao &to pravu definifemo kao presek dveju ravni, a ta-
&ku kao presek triju ravni mo¥emo analogo i linearnu kongru-

enciju definisati kao presek dveju, a pravolinijsku povriinu

- drugog stepena kao presek triju linearnih kompleksa,

39, JEDNACINA CILINDROIDA, Date su nam direktrise
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5 sve komplekse koje pripadaju toj kongruenciji.
Neka tadka P ima kao pol kompleksa G, polarnu(ili
. Jtu) re- : €. Kao pol kompleksa G, ima polarnu ravan &,
' resek rav: & i &, je dakle zajednifka prava oba kompleksa
i1i, prave ‘ngruencije, Iz ovoga izlaze dva stava:
Kroz svaku talku prostora prolazi jedna jedina
prava kon: ncije,
, U svakoj ravni prostora leZi jedna jecina preva
kongruenci s,
U idudem &lanu saznademo da postoje uvek dve prave
I, i U koje seku sve Zetiri prave gj. Ove dve ukritene pra-
ve U 1 52 zovu se direktrise komgruencije , njihovo najkra-

és rastojunje je osovina kongruencije a ravan upravna na 0=

sovinu u njenoj sredi3njoj tadki zove se ceniralna ravan kon-

~ruencije,

Linearna kongruencija sastoji se iz svih oo” pra-
viih koje seku obe direktrise. Iz definicije konjugovanih pra-
vih jednog kompiekaa zakljudujemo da su direktrise jedan par
konjugovanih pravih u svima oco' kompleksima (37.2 ) koji pri-
padaju jednoj kongruenciji. Svaki od ovih kompleksa ima svo-
. centralnu osovinu i skup tih oco! osovina &ini jednu  ku-

‘nu pravolinijsku povrdinu, osovinsku povrdinu grupe (37,2).

vv. je povrinu naSao Pliker (1865) i nazvao je konoid, Zna-
&oj povriine za mehaniku zapazio je Englez Ball i nazvao Je
po praedlogu Cayley?a cilindroidom,

Ako se direktrise [, i [, seku u tafki A, raspada

sc kongruencija u dve odvojene grupe 002 pravih, Jednu u
‘ grup grup

&ira sve prave koje prolaze kroz A, a drugu grupu &ine sve

prea. 3 koje leie u ravni ;.
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U opStem sluiuju kongruencije kada se [, i lp ukr-
3taju, poklapaju se za svaku talku P koja leZi na direktrisi,
obe polarne ravni & i &, jer su odredjene talkom P i drugom
direktrisom, Kroz svaku tadku na direktrisi prolaze dakle oot
pravih kongruencije. Ranije pomenuta dva stava ne vgie dakle
za talke koje lefe na direktrisama.

38, TRI LINEARNA KOMPLEKSA, PRAVOLINIJSKE POVRSI-
NE, Tri jednaine (37.1). '

G, =0, Gp=0, G3= 0 s w5l 38ed)

postavljaju tri linearne veze izmedju Setiri nezavisna para-

metara (35.2) jedne prave, prestavljaju dakle skup ool pra-
vih koje obrazuju pravolinijsku povrdinu, Tri linearna kom-
pleksa (38.1) imaju zajednidke prave koje obrazuju pravoli-
nijsku povrsinu, Ta jé povrsina odredjena trima ukritenim
pravama g,y §o 1 g3. Tu bi &injenicu mogli dokazati slilnim
putem kao i za komplekse i kongruenciju, ali je ona oclevid-
na, Na sl,73 su g,, g, i gy tri date ukr3tene prave, Iz
gvake tafke A na pravoj g, molemo povuéi jednu Jedinu pravu
h koja sele obe druge prave gg ig,.

Kako prava ima oco? taiaka, to
je 1 broj pravih h ocol, Niz pravih h .
obrazuju pravolinijsku povriinu drugog
stepena koja nam je poznata kao Jjedno-

grani hiperboloid. U specijalnim slu-

Zajevima kada su prave g,, 8, ig, pe-

relelne jednoj ravni, povriina je hi-

perboiiéni paraboloid.

5. 73

Prave g, 8, 1 g4 leie na po-~

vrBini dakle le¥i i svaka prava g koja seie tri prave h ,h,
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konstantu k kompleksa stavimo perametar p diname. Svi odnesi
izmedju talaka, pravih 1 ravni koje smo upnznali kod nultog
sistema, vaZi i za svaki linearni kompleks pravih.

U linijskoj geometriji zovu se nulte talke polovi~

ta, nulte ravni polarnim revnima, e prave kompleksa i dvoj-

nim prevama jer se one mogu smatrati, kao 3to znamo, parom
konjugovanih pravih koji se pokalapaju.
, 37, DVA LIMEARNA KOMPLEKSA, KONGRUENCIJA PRAVIH. Ka-

dg__n‘ie‘dju Zetiri parametra prave postoje relacije (36,1) od-
no&nd (36.1a), onda su samo dva parametra medjusobno nezavi-
ani, -te dve jednafine prestavljaju o skup pravih koje pri-
padaju obim kompleksima.

l Taj skup pravih zove se ps Plikeru kongruencija
pravik,

Najprostija i u geometriji sila kao i u kinematici
najvainija je linearna kongruencija odredjena dveme linear-
nim kompleksima (36.2):

G, = AX+B,Y+C2Z+DL*+EM+FN=0 } ”.(37.1)’
G, = AX + B,Y 4+ C,Z +D,L + E;M+ K, N=0

. &ko sa A\ oznadimo broj koji moie imati svaku vrednost od
~o00odo oo , onda jednalina

G =06, + AG, ....,(37.2)
prestavlja oo kompleksa ili po Plikeru dvodlanu grupu kom-

pleksa, Jer ma koja dva kompleksa te grupe odredjuju linear-
ni kongruenciju (37.1). ‘

Podelimo jednaZine (37.1) sa jednim od 3est koefi-
;‘Ejenata naE'pr. sa F, odnosno.F, i oznelimo odnf)ee %- a,

o ¥ Dsunve }.-,e,’rako dobijamo iz dv'evjednaéine jednu:
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(a; =|a,)X + (by= b)Y+ (cp~c,)2 +
t+(do=-dy) L+ (e -e)¥=0 ........,(37.3)

Kada 9vu jednainu podelimo na pr, sa (e, —e,) i uvédo-

&g =" a

mo krade oznake ! = i t.d., dobijamo jednadiru

8 ~ 8

XX +pY + 2 « 5L = ... (37,4)

koja odredjuje linearnu kongruenciju iz dva kompleksa (37,1),
Po3to izvr§imo naznalene radunske operacije, glase koefici-
Jenti jednadiné (37.4) sa kradom oznakom

e s
E,F - EF

Oc. = q(AzFi - AR) f5 x T'[(le“x - B,F) ;
T =7(%FE - ¢,,) , §=n(D,F-DE) ;3
oni zavise od 12 koeficijenata dvaju kompleksa (37.1).
Ako su nam date &etiri prave gi(li Ni) (i = 1.
. 4) mo%femo postaviti detiri jednaine
5 otX; +BYy +92; +3L; = -M; ,....(37.5)
iz kojih nalzzimo fetiri koeficijentaot,p ,’J’,B . Cetiri ukr-

Stene |prave odredjuju linearnu kongruenciju. Njihov medjusob-

ni poloZaj ne sme biti takav da je determinanta sistema 37,5
X, Y. 2Z, L,
A , SEEE TR SR M
Xg Y5 Zg L
Xe T 2Ky
Kongruenciji pripadaju svi oo kompleksi koje dobijamo - = kada
u jednadinu (37,2) proizvoljnu konstantu A variramo,Kompleks
je odrsdjen sa pet pravih, Ako Zetiri od njih koje odredju-

Ju jednu kongruenciju ostavimo stalne, a petu menjamo, dobi-



98 ‘—r?—

' . s 3 f{
Ako medju koeficijentima A .... F postoji relacija (35,3) t.

j. ako je

AD + BE +CF =0 T Lk SO0 ),

onda su A ... F linijske koordinate jedne druge prave gysde-
dnadina (36.2) je identiZna sa jedna&inom (35.6), Kada dakle
med ju koeficijentima A ,... F, postoji relaciia (36.3) pre-
stavlja linearni kompleks (36.2) skup svih ©0 pravih kojé
seku g ( X... N),

Ovaj‘epecijalni linearni kompleks zove se u nemal-

¥oj literaturi Strahlengebiisch (ibunﬂeod pravih). U opstem

sluéaju kada relacija (36,3) ne postoji,: mo%emo jednalinu
kompleksa (36.2) podeliti sa jednim koeficijent:om na pr, sa

> A
F, tako da je linearni komplekg odredjen sa pet velilina ¥’

w

=B & -%. Ako su nam date pet prave g (i=1.... 5)ima-
F

mo pet jednaiina (36 2)

AY; + BY; +.CZ; + DL; + EM; + FN; =0 snsinlB8.4)
iz kojih smo ﬁ stanju odrediti pet odnosa koeficijenata, da-
kle i linearni kompleks, Za nas je vaino saznanje da je 1li-

nearni kompleks odredjen sa pet ukr3tenih pravih, Iskljuleni

= s . . d =
su dabogme oni medjusobni polozaji pravig gy za koje je de
terminanta sistema (36,4) ravna nuli,
Kada na pravoj g uoimo dve talke F (X5 Yos Zo)1i
P,(%X,, V. » 23)» izraZéne su linijske koordinate punktualnim
1 19 N1

koordinatama pomoéu poznalih relacija

X=x"X L=yoz:l.- E2RA =
Y=y-y  ¥=z,x" XE vee..(36.5)
Z=2-2 N=X%%~Y%*% )

jo ' 2) u
Uvodjenjem ovih izraza za X, ... N u jedna&inu (36.2)

B | : o 3 .z %
gtanju smo linearnom transformecijom koordinata] Xgy 4. ceei 2y
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uvek postiéi da bude B=C =E =F = 0, t.j- da jednalina

(36.2) dobije najprostiji oblik™

AX +DL =0 113 L

EX  ..... (36.2a)
A

Jedini koeficijenat ¥k = -

= zove se konstanta komplek-

8a i ima dimenziju dufine, X-osovina Jje osovina kompleksa.

|

Po definiciji (.36‘-5) Je L momenat odseka ﬁ =

=V-;x2 + Y% + 22y pogledu <X-osovine, ili, ¥to je to isto,

momenat njene projekcije ¥V Y2+ 22 u pogledu na podetak 0,
Kada ozna&imo upravno rastojanje te projekcije od 0 sa ryon-
da je

r———— =L
L=rVY® + 22 ili rtw «ve..(36,6)

Odsek P, P, dakle i prava g na kojoj odsek lei, ukrita se

sa x-osovinom (osovinom kompleksa) pod uglom @+ Iz odnosa

X
St YXT Yt % 22

nalazimo

tg(Pz

V1i- cos?p = VY2 + 22
cos? X

wnaws (36, 7).

MnoZeéi"r"iz (36.6) sa tgy ‘iz (36,7) dobijamo s obzirom na
(36.2a) obrazac

rtgge_ Tk ....(36.8)

koji odredjuje polo!aj svake linije kompleksa g (Xvounns N)
prema osovini kompleksa X.

Kada uporedimo obrazac (36.8) za obrascem (27.1) ko~

J4 odredjuje polofaj nulte linije istog sistems sila prema

centralnoj osovini (osovini diname) vidimo da je sistem nul-

tih linija identiZan sa linearnim kompleksom pravih ako :za

*) Vidi: Dr. 0.Dziobek., Lehrbuch der Analytischen = (eome-
trie. IT Teil, § 11,
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toga zakljulujemo da izmedju 3est koordinate (35.1) moraju
postojati dve relacije, tako da su samo &Eetiri medjusobom ne -
zavisne. Stvarno postoji medju njima identitet (34.1) ili ga
novim oznakama

| XL + M + ZN =0, .......(35.3)

koji smanjuju broj nezavisnih koordinata na pet. DuZina ot-
seka AB nema uticaja na pravac i poloZaj prave g, ona je pro-
izvoljna, drugim redima prava g odregjena Je veé razmerom
koordinata na pr. sa l,.;,.;,.;,.y,.z, ¢ime se broj nezavis-
nih koordinata smanjuje na Setiri.

NoKa 80| X iy olcls ofers N, , koordinate nskog drugog ot-
seka A,B; na pravoj g, koja se sa pravom g u op3te ukritava
(£1.72).0ne moraju takodjer zadovoljiti identitet (35.3) jer

vektor 2 F, stoji upravno na A B,

Iz koordinata oba otseka AB i K:§1
obrazovademo izraz
yLX4+MY1 + NZ, +

+LX+MY+NZ=35.,,(35.4).

S 72 Da nadjemo znalenje izraza § prosi-
ricemo jednalinu (35.4) u identidnu:
(L+L)(Xx+x,)+(u+ M)(Y +Y,) +(N+N)(Z+2,)

= (LX + MY + NZ) - (L,X,+ MY, + N, Z,)

Poslednja dva &lana su po jedn.(35.3) revni nuli.

I
(2]

Zbireve u prva tri proizvoda oznadidemo sa L+ L=
=L, M+M, =W, N+N =%, X tX =%, Y4y, =‘Z" Z 4
L =}, te e poslednja jednalina glasiti
oz.;x;+m.zg +3‘(,.5 28 . ..ees(35.5)
Ly M i P su komponente Jednog aksijalnog a x,(g ,5 s su

komponente jednog polarnog vektora; jednafina (35.5) presta-

vlje dakle kao skalarni proizvod eksijalnog i polarnog wvek-
\ :
tora jedan pseudoskalar S, Izraz ng levoj strami Jedna&ine

(35.4) zna&i dakle Sestostruku zepreminu tetraedra kome gy

~odseci AB i K:Ei dve suprotne ivice i zove 8¢ uzajamni mo-
el fe )

menat vektora B i AB,. Ako je za dve piaie S =0 t_j,
\

Zapremina tetraedra ravna nuli, le%e obe prave u istoj ravni,

| Za dve prave g1 g, koje se seku ili Su paralelne
poétoJi ﬁedju njinim koordinatams relacija

IX, KUY, + NZ, 4 L,X + MY 4 NZ=0 ... (35.6)
Ako smatr;mo Prave. g (Xgsooes Ny nepomiénom, a prava g" za-

uzima sve mogude bbloiaJe, t j. smatramo koordinate X, ...N

.

kao kbntinualno promenljive, onda prestavlja jedna&ina (35.6)
skup svih pravih koje seku pravu g . Kroz svaeju tadku pfave

8, prolazg’ oo’ pravih g, ng pravoj ima od tadaka, dakle se-
kv pravu gxcx?pravih g.
|

36, LINEARNT KOMPLEKST®) Kada medju parametrimg i

by ¢, 4 jedna¥ine prave (35.2) postoji funkcionalng veza
f(a,b,c,d) = 0 ceesea. (36.1)

111 linijskim koordinatama izraieno, ) _

t P(X,Y,2,L,M,N) = 0 «ve.o(36.1a)
mogu se samo tri parametra ﬁezavisno medju scbom menjati,
Svaka takva veza izdvaja iz oo pravin prostora jedan deo,
t.J. skup od oc’ Pravih koji zovemo po Pliicker -y kompleksom
pravih Akoije funkcija (36,1) odnosne (36.1a} linearna a]-

|
gebarska funkcija

AX + BY + CZ + DL -+ EM + FN = 0 . e (36.2)
| s
tada ona prestavlja kompleke Prvog stepena ili linsarni kom-
——7°arni kom
pleks,
e

*) Vidi: Dr. R.Kasanin: viss matematika I str, 172



je sistem ekvivalentan razultanti u xy-ravnil pomerenoj za _E
. o . R
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Uslovi R, = Ry =M, = 0 tifs uvek zadovoljsnl a-

ko jo svako Py, =0 1Py =0 t.j. za sistem paralelnibh si-

la u prostoru je invarijanta revna nuli.

4. Ako je jedna kombonenta gila na pr. Ry =0 1
dve: komponente My =M, = O. Sistem se svodi na rozultantu R =
=V B% + RZ i spreg momenta My, koji je upravan na R, dekle

i
od potetka,

Uslovi Ry = My = M, = 0 su uvek zadovoljenl ako

. g
sve sile P; ‘leZe n xy-ravani, t.J. za sistem sila u ravni Jje’

invarijanta ravna nuli.

Do istog rezultata dolezimo i iz definicije iava-
rijante (20.3) J =K, Kye.sinax I =0 1) ako je K, ili K;=
=0, 2) ako je @ = 0, 3) ako je o = 0. U prvom aludalu
svodi se sistem (P;) mna jednu silu, u drugom u dve sile knje
se seku,dakle opet na jedniu silu R =‘§; 4-?7 , a u treden
sluiaju se svodi na dve paralelns sile kaje su u sludaju Ky =
= - Ez ekvivelentne spregu momenta K.o. Sistem ¢s bili u
ravnoteii samo ako je K, = K; = o.

Najzad iz definicije J = R N cos(RE) vidimu da Je
J =0 ako je R =0 iliM =0 ili <(RM) = %;.

Tz ovog rasmatranja zakljugujemo da ja invarijanta
ravna nuli za svaki sistem sila (Fy) koli Je ekvivalenien
jednoj rezultanti i1li jednom BPragu To je uvek slulaj zn pa-
ralelns sile u prostoru i za ravan sistem sila, ali moZe na-
stupiti i kada cile P; nisu paralelne medjusobom i ne leie u
jstoj ravei. Zate iz ginjenice da Je iavarijanta nskog siste-
ma (P;) ravpa nuli, ne mo¥emo zakljudéiti du je sistem (%)

ravan sistem 1li paralelad prostoral sistem. Za jednu silu P
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. > >

je M,L P dakle postoji izmedju njenih koordinata relacija
P My ' P,Uy + PN, =0
35, PRAVOLINIJSKE KOORDINATZ. Kada silu P zamenimo

sa duii AB na pravoj g (31.71), i pidemp u'mestoBe, B 1.
Py % Y12, a "mésto
My, My, My, L, M, N,zna-
‘&o %, Y, Z, projeksije’

v, = . .
du?i AB na koordinatne

osovine, a L, M, N ,dvo-
gube povrsine projekci-

Je trougla OAB na  yz-,

zx» odnosno - xy-ravan,
———
Y1IZ 4 u® v N* = 2 F je dakle vektor &ija je velifina dvo-=
étruka povrdina irougla OAB, i, koji je upravan na taj tro-
ugao, Valiline X, ¥, Z cdredjuju velilinn pravae i smer du-
%1 KE, a L, M i N odredjuja njon poloiaj prema koordinat-
nom sistemu Oxyz. Ove 3ect velilina

%,¥.Z,L,M,N,
cdredjuju prema tome pravu z na kojnj se nalazi crijentisana

dul AB, i zovu se linijskim konordinatama il1i Pliker-ovim ko-

ordinstama po geometru koji ih je prvi uveo u geometriju (J.
Plicker 1801-58). | '
U Dekartovim koardinatema data je prava g dvema

njenim projekeijama:

yomax b } veen. (35.2)

z = cxtd
odredjenz je dakle sa Yetiri parsmetra a, b, C, d. Kada se
ta detiri parametra kontinualno menjaju, prestavljaju jedna-

¢ine- (35.2) skup od oo4pravih koje ispunjuju ceo prostor, Iz
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ili refima: Za sve talke jedne ravni upravne na centralny
osovinu ima virijal sistema istu vrednost, Za svaku ravan uy-
pravnu na centralnu osovinu imade V:ﬂ drugu (pozitivnu ilj
negativnu) vrednost, Za jednu od tih ravni bide Vf” = 0.Pro-
dorna talka C centralne osovins sa tom ravni Jje Hamiltonov
centar, Po jednadinama (33 a,2) bide ng =0, zaV’ = &R =
= 8.R ako sa B o0znaimo medjusobno rastojanje dveju ravni
sa virijalima Wf i V; =0, Prema tome je virijal sistema
za ma koju tafku prostora proporcionalan njenom rastojanju.
od ravni za koju virijal ima vrednost nule,

Ako tafku 0" na sl, 70c¢) uzmemo na centralnoj o-

sovini (tadka S na sl, 70c) bide po stavu (33a.2)
ERL S
gde je u W; S napadna tadka sile R,
Kade talku S zamenimo sa Yamiltonovim centrom, bi-

ée analogo

(G} >3
Vo =v"-58=yP.y®

gde je sada C napadna tadka sile R, Kako je po de?iniciji ta-
dke C ém =0 izlazi

V(P) - v(R) A

0 oc

t.j. virijal sistema (P,

i) u pogledu svake talke O prostora

ravan je virijalu jedne sile R = Z-I;i u pogledu iste tal-
ke kede za njenu nmpadnu talku smatramo Hemiltonoy c3ntar
sistema,

Ako je za neki sistem (P;) R = 0, onda Jje u jedn,
(32a.2) v = 0, dakle V™ =vP , t.j. ako je neki sistem si-
la ekvivalentan 8pregu, onda njegov virijal ima za svaku ta-

&ku O prostora istu vrednost,
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U‘sluéaju R = 0 moZe se sistem uvek redukovati

~na jedan spreg (P, = P) sa stalnim nepadnim telkama A, i

A, slgl7od‘ teko da virijal sbreg& bude ravan virijalu si-

stema, Virijali obih sila sprega bide uvek suprotnog znaka,
dakle de viJijal sprega u pogledu tatke 0 s1,70 d biti
> = =S > — - >
V= P‘.rz ~P.r, =P(7, =1,) =P, = P.r.cosq,
gde jer = KEKZ, t.j. rastojanje napadnih tadaka. Ugao ? mo-
Zemo uvek tako izabrati da virijal sprega V bude ravan viri-
Jalu datog sistema,

Za ortogonalan spreg (¢ = 3) je V = 0, Ako dakle

dati op3ti sistem sila (R0, M=% 0) svedemo na silu R ko~
Ja napada Hamiltonov centar i na ortogonalan spreg u ravni u-
pravnoj ne ﬁ!(dakle ga svedemo na dinamu) onda de virijal te-
ko redukovanTg sistema za svaku tadku - prostora hiti ravan
virijalu datog sistema,

34, SISTEMI SILA KOJIH JE INVARIJANTA NULA Po je-

dnadini (33.4) bide invarijanta sila ravna nuli u ovim slu-
Cajevima:
I. Ako su sve tri komponente Rxy Ry 1 R, ravne nu-

A
|
1i, U tom sludaju se svodi sistem (P;) ra rezultujuéi spreg

\
momenta M = [/ M: 1 Mﬁ + Mi

2 kko su sve tri komponente Mx, M,, M, ravne nu-
1i, U tom sl@éaju s¥odi se sistem (P;) na rezultantu & koja
prolazi kroz gzabrani poéétak koordinatnog sistema.

3 hko su dve komponente sila na pr. Ry 1 R, i je-
dna komponenta spregs Mz ravne nuli. Sistem se svodi na re-

zultantu R = 1‘22 i spreg momenta M = y uZ 4+ L!f dakle je MLR

t.J. sistem s? svodi na rezultantu paralelnu z-osovini u ra-
l

s o il
stojanju— od ove.
R, °f
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r>\_ RL}Sln3 !RXUA
?0 Rz RZ
R = e .(33.12)
AReRL  aha
. >
Uporedjujuéi izraz sa sa jednaSinama (33.10) vidimo da
0
Ap.
4

tra C prema redukcionoj tacki O.

Proizvoljna tafka S na

jo §=F-¢.

na rezultanti R, izra’eno je

Exg=0 ’
—>

relacijom

s = - -
Je P vektor poloZaja Hamiltonovog cen-
s : .

central~
noj osovini odredjena je vektorom 05 =}7,

a njeno rastojanje od C je'ﬁg =3, dakle

Da je centralna osovina pzralel-

i kada unesemo vrednoati za 3 i P dobijamo vektorsku jedna-

o

8inu centralne osovine

RxMa

Rx(f) - )=o veeaa(33.13)

Ako se sistem sila (Pi) svodi na rezultantu, dekle ako je

= T : ‘M
= MoCOB{} =0, Q"f‘ , onda iz (33.12) izlazi P == ,a
: ‘ 4

R
jodnagina napadne linije R ima isti oblik. Za ¥ = O ili(M,

=0 postaje

p =0 ; uprvom slutaju (M, = W) prolazi cen-

tralna osovina diname kroz 0, u drugom pak svodi se sistem

na rezultantu R kroz O,

33-a. VIRLJAL OPSTEG SISTEMA SILA. O pojmu virija-

le bilo je govora veé u statici ravnog sistema sila (1,8ves-
ka str. 261) i u statici paralelnih sila u prostoru (81.11).

Virijalom VéP) jedne sile u pogledu na staln tatku O

>

zovemo skalarni proizvod iz sile P i vektora poloZaja 611 =T

njens napadne talke A, sl,70 b, dakle

%

—

@) _
v i= STy

0

Iz ove definicije izlazi da o virijelu moZe biti govora samo

za sile v~ zane za taéku, pojem virijala spada u astatiku.

Za sistem sila ?; (L= 0y ... n) bice virijal al-
i ~ gebarski zbir virijala pojedinih sila dakle (Zf’: EAN Ako

o 8@ sve sile seku u jednoj taki A, jasno je da ée zbir nji-

hevih virijela biti ravan viri jalu njihove rezultante R =

o
= ZP;, dekle

= == R

>P,.%, = F.R = v® L ....(33a.1)
jer je za sve sile T; =7 isti vektor,

2 -

< ’ vy > ’
72 neku drugu tefku 0° sa 000 =& i 074, =71 Dbi-

ée virijal sistema
Wa zE R = ZR(F -0 =

o= Z‘Ei - ZZ—P: = VS’) - E.E = Vo(?)-

v® L ....(332.2)
4 j. virijal sistema za tadku 0’ ravan je virijalu “sistema

za tafku O smanjenom za viri jal rezultante R sa napadnom

tefkom 0’ u pogledu iste talke O.
Ako je alR bide &.R = 0 , dakle po (33a.2)

1 yP=y®

0

%) Clausius je nazveo -(xx + Yy + Zz) = - P.¥ virijalom

(v.81.75).
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W = AR,
Wy = AR, .
e e 3347
mz= -A-RZ (3 )4
M = AR

Uvodjenjem ovih vrednosti u jedna&ins (33.6) dobi jamo Jedna-
&inu centralne osovine

My + SR, = N8k, M, # ?Rz - 3Ry
R =\

Ry Ry

Mz + MR, = &R, P
:\nﬁ e =%b= Pikis . 2s (33.8)
Unakrsnim mnozsnjem sa imeniteljima dobijamo iz Jedn, (33.8)

(M, +$R, - nR,)R, - (M, + §R, = GROR, = 0 -
(M, +¢R, - SRx)R, = (M, *MRx = $R,)R, = 0
(M + MR, - FRy)Rx - (M. + SRy = MRz)R, = 0
Kada prvoj jedns&ini dodame SRZ - QRZ, drugoj ¢R% - £R: ,a

[}

trezc'o.i T[Rf' & TIR';, dobijamo s obzirom ng RZ 4+ R‘;’, + R§ = R?
R - Re(§R« + MRy *QR) =R/M, - RN,
R - Ry(§Rx +nR, + SR;) = R,M, - R, M,
qu - B (§Rx + MRy *+’R;) = R.M, - ER'S

Va ; N x4
koje dve od ovin Jednading odradjuju centralnu oesovinp

ev...(33.9)

U sa
tekuéim koordinatamg 1) 1'1 TN
: Izrazi ns dagno‘i strani jednading (39.9) su kompo -
nente vektorskog proizvoda E{)xl\—f =1:I>, dakle su
RyM, - R M, =17,
R,M, = R.i, =11,
| RcM, - RyMy =TI,
Ravan upravna ns centralnu osoviny poleZena kroz pofetak ¢
koordinatnog sistens ims Jednadinu

R,x + Ryy + R,z = 0,

=
£
3

x

PR A DRt o
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Prodorna talka C (E, U Qo) centralne osovine sa ovom rav-
ni moral zadovoljiti Setiri jednaline
fRx + MR, + SR, =0,
R = R (§Rc + Ry + 4R;) = I, ,
quo - Ry (§R« * nRy + ?,Rz) =0y ,
R% - Ry (£R, + MRy + QR) =1II,

iz kojih nalazimo koordinate tadke C
1, 11,

| = I,

RE TR E R Qe

Talka C|zove se po engleskom nauniku Hamiltonu ( R.Hamilton,

1805-65) koji je taj pojam prvi uveo u Statiku, Hamiltonov

centar sgila, :
Hamiltonov centar pestoji samo ako je R # 0, Za

sistem paralelnih sila prelazi Hamiltonov centar u srediste

paralelnih sila (jedn, 10,5).
Kada izraze IL, Ily, II, iz jedn, (33,10) zemenimo u

Jjednaline centralne osovine (33.9) dobide ove obidni oblik

Jednafine prave kroz datu tadku C :

?;?'= o S L e TP

kada sa 8 oznafimo duf na centralnoj osovini od tadke C ( ?0,

\
1, qa) | do tekués talke (?,Tl, e

‘ Kaca sistem sila (P;) redukujemo na taku 0 pros-

tora, dobijamo dva vektora I_J(: i 13:, koji zaklapaju odredjen

ugao \) sl.‘70a). Centralne osovina je paralelna vektoru ﬁ:

| . :
i proluzi kroz krajnu ta¥ku C vektora F velidine |§| =
| 0 0

Mo ein T . v 23
=—2 1 (€1.23) koji je upravan ne revan (My5 R,). MnoZeéi

brojitelj i imenitelj sa R dobijamo:
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R« = 2P, M, = ZM,

Ry = ZP, My = ZMy eeael(33.1)
RZ = 'Z'Plz MZ = ZMiz

ix =Ry = Py,
M;y - 2By, - 4Py,

¥, = leiy - ¥; Py .

(1 =1.....n) sl.69.

Ove Sest skalarne ve-

R, ‘ lidine odredjuju’ - jednoznudno
\ sistem (P;) , one su ortogonal-
M, > R ne knordinate sistema sila.
:::;6 Ortogonalne koordina-
, () 4 ay Y te su specijalan slulaj tetra-
" edriénih koordinata Ty FKada «
A - ortogonalnom tetraedru sl 68
x/ zamislimo revan ACD beskonalnc

St 69 udaljenu, bide teme B podetak
ortogonalnog kocrdinatnog sistema "xyz Sile T, Ty i T, po-
staju R,, R, i R,. Ivice AD, AC, CD postaju beskonaino u-
daljene prave upravne na x, Yy, odnosno na z-ogsovinu, dakle
je T, >0 identiZna sa My, T, > 0 salM, i T,>0 salM, =
=0 .

Dekartov trieder js dakle tetraedar kome je jeodan
rogalj pravougaoni, a suprotna ravan mu je beskonafno wuda-
ljena.

Uslovi rawvnoteie sistema sila (P;) glase  prema

jedn.(33.1):
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Zp, =0 ¥, =0
Py =0 SMy, =0 % .ee-en (33.2)
2P~1 =0 EMIZ =0

Akc su ove Sest jednaine zadovoljene za neku redukcionu ta-
Eku 0, bide one zadovoljene i zg svaku drugu tacku

Dinama (R, %)) daetog sistema sila bide odredjena ve-
Viginama R i W i polofajem centralns osovine Velilina re-

zultunte, je iz prve tri jednaline (33.1)

- 2
R=JR.+ R +RE ..cooooe.. (33.3)

Tnvarijantu sistema lzraziéemo u ortogonalnim koordinatams
= —
aila po pravilu skalarnog mno?enja vektora Rim = M, cosl:
>
T = AR = Ry + RyMy + RMy ..., (33.9)
dakle je velilina momenata dinane

i, + R,M, t RM :
- P L (39)
VR R4 B

PoloZaj centralpe osovine prema usvojenom koordinatnom si-

stemu Oxyz nadidemo iz uslova da se za svaku njenu taéku(?,

. >
b ?) (51.70) moraju vektori R i T poklapati. Momeatne

jednsgine za koordinatne osovi-

z
ne glase:
M, = W~ SRy + MR,
P L M, =M, -$Rz+ SR H..(33.6)
X M, = W, MR F ?Ry

> > .
Uslovi da R i imaju istu ili

tadnije paralelnu napadnu liniju, mogu se izraziti sa fak-

torom proporcionalnosti A jednalinama:
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f =~ (x.cosy+ y.sin\y*%)=
1

- (x.sing - y.cos(P—‘%l)= i(H t y.K cos@ - x K;sing)

i

ili
Ky f =H+yK,cos@ - x Kysing  .....(32.6)

Kada iz ove jednaline unesemo u (32.5) K,f a iz treée jedna-

K
3ine (32,1) —l—z- , glaside ona

Ko
J =h—=X, =
l 1
T, T TQ:“-' . ]
FOR ) [ F==||H + v.K,cos®p - x K,.sin ATl (P
n[zx+lz ls G ¢ § (P ( )

Vrednosti za x i y daju prve dve‘jednaéine (32.1); Kycos@ 1
Kysin@ prve dve jedna¥ine (32.2) i najzad smenimo H iz jed-
rafine (32.4) u vezi sa (32 3). Posle izvr3enih operacija

mnoZenja skradivanja i safimanja gleside jednadina (32.5a)

LT P T Tor T

Sa vrednostima A iz (32.3) nalazimo

...(32.55)

x3 5 1
Ay + A the =lx W L] = 2R
Xg ¥y 1

F, Je povrSina osncve BCD fetraedra, dakle je 2 Frh = 6

U drugoj zagradi jed,(32.5b)nalaze se tri proizvoda ukrZtenih
sila, Kada jedan par beleZimo krade sa TT’ a sile podeljene

< el e iz T; : . -
8a Ouzinom ivice oznafimo sa t; =—2 , dobiéemo invarijentu
i

J sistema izra%enu u tetraedrinim kcordinatams u najkradem c

Fliku 5 .
4
J =61V, ;titi =6 Vg s 3255¢)
ili
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Dimenzija zapremine tetraedra krata Vi Je [P‘?&] & dimenzija
Zapremine V, koordinata tetraedra Jje [La] dakle je dimenzija
zbira na levoj strani [P2 (,'Z].

Ako za koordinatni tetraedar usvojimo pravilni te-
'/5 3

traedar sa ivicama [ ¢ija je zapremina v, = N

i iza~
baremo| Z = 1, bide t; = T; i invarijanta

. Y2
=

3 3
@ ZT.T = 0,7071 3T, T  ....(32.6)
1 1

Za ortogonalan tetraedar sa ivicama lesl, il, u'pravcima

£y
y 1 z-osovine (81.68) Jje W, =L€Ll‘,. Sa upisanim oznakama

Jje invarijanta

P ERX A

x

+

7

+ T, 7, Ll
Z)'

A

+ TZTZ'%Q cee.n(32.7)
F . 2 .
DuZina 4 =1, Jje najkrade rastojanje ukritenih praviz £,
i I, , dakle je Ty.r, = My momenat sils T, u pogledu na x-
osovinu, Analogno vafi i za ostale osovine tako da za invari-
ja.n‘!.:u u urtogonalﬁom tetrasdru dobijamo izraz

J= T, 4 TN, 4 TN, coneraae.(32,72)

33 ORTOGONALNE KOORDINATE SISTEMA. Kade imamo 4y

svedemo | numeridki dati sistem sila na najprostiji sistem,mo-
ramo se|sluziti ortogonalnim koordinatnim sistemem, Kako smo

s 3 Fy » -—|‘-h> . = T
dati sistem (P;) sveli na vektors R = ZF i M, = 3u;(31
21 s1.44), to uzimamo redukcicnu tedku O za podeiak koordi-

- : - ' . Bl

nitnog sistema Oxyz, i razlakemo vekiore R i ¥, v komponen~
te:
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negib linije g, prema x-osovini, sa f,rl koordinate neke ta-

&ke p2 g glase nve jednacine .
- )’ - %)
- X,— X X, = Xy X3 = Xz T
K, cos® ’!‘4—————154 + Ts . + Tg _.——5———6 = 24 "

\ v, oy y, % ya ~ Y» . <
KLBIYIHO"" TA—L_-Z_‘:—L + TS 2 65 + TG %TY

Kl(? . sing ~ Y‘l.cos(f) =%:—Lx3(yl - ys) - ys(xi- xsﬂ +
T,

+‘i[xl(3’2 - yl) -y (% - xi)} *

T T :
+7§LXZ(Y3 -%) -9 (x-_., b x2)}

Posle izvrSenog mnoZenja uprodtevaju se jzrazi u zagradi,i sa&

yrnakama
k3 ¥ LS/ _| %2 Ve ae
A4= ? ? * A5= ! AG" ----(3""3‘)
Xy Yy £z Ya X3 V3
glasli poslednja jednelina (32.2):
. Ja ;
K, (§sing - T'l-COS(P) =T, AZ“ + T _%L + TG.ZL “essenen (32.4)
4 5 6

Kada konstanten &lan ne desno] strani nznadimo krade sa H 1
na mestn ugla @ uvedemo nagib Y normale na g, (‘f = 90° + NY),

gluside poslednja jednalinza.
cos @ 4+ .sinl{/—i{'=0 ceeen.. (32 48)
?' ¢ K,
1z prve dve jednafine (32,2) palazimo velilinu s.ile K, :

K, = Y(ST) 4 (ZTy)

ZTx N . 2TY < _ N
- 1 s:.n(? = ——— njen pravac 1 amer.
K, K,

a zatim iz rc‘s.({) =

Jedna&ina (82.4a) je Hess-ov oblik jednzline napa-
dne linije sile K; dakle je H. r njen krzk u pogledu po-
o1
Sotka & koordinatnog sistema &a r"je i poloZzj sile K od-

redien

Za invarijantu J sistema (P;) imamo dve izraza:
J = K,K,e.sinx= 6 Vi
Radi prostijeg prikazivanja usvojen je na sl. 67-a

pravac A’x - osovine upravan na K, ((p= %‘) Najkrade rasto-

janje g"ukritenih pravih g i ! sila K, i K, projicira se
dakle u vertikalnoj projekciji u pravo] velidini. Sa ozns.k::
f.h
v

Sa f je oznafeno upravnoe rastojanje prodorne talke G od pra~

me slike nalazimo iz dva sliZna pravougaona trougla e =

UE14

ve g,. Kada normalnu ravan A"E” obrtanjem oko osovine E’G
poloZimo u horizontalnn ravan, dolazi talka &’ u A, te jJe

74 .
AG =0’ , AR/ =7, i sina= .g—, gde je o ugao ukrStavenja Me

djusobni momenat P ukr8tenih pravih je p= Th . dekle
f h
J = KK, 7 Tt (32.5)
Na sl 67b) prikazan je u osnovi tetraedar koji obrazuju sila

: . 1 Lo
K, 1 K, WNjegova osnova ima povriinu Fy =;K1f a visinu

2. Tz slike 67c) vidimo bez daljeg objadnjenja da je z =
= Kz—%—, dakle zapremina

1 1 fh J
Fez = e KK "7 "%

VK =—3'
U jednadini (32.5) jedina Jje nepoznata du¥ina f, .rastojanje
tzfke T od prave g, - Nju ‘nalazimo po poznatom pravilu anali-
tifke geometrije u ravni iz jedn. (32.4a) kada u njoj zame-

aimo tekuce koordinate ¢, m sa koordinatama x, v talke E De-

4
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sistema (Pi) i (Q;) bide ekvivalentna ako su njihovi gl&vni
momenti za tri talke koje ne leZe u istoj pravoj jednaki, 8i-

stem (P,) bide u ravnoteZi ako postoje ‘tri uslova M, = o,ug=

=0 i ﬁ, =0, jer su oni identiéni sa Seat uslova My
=0(k=1...6).
Tri sile Ty koje se seku u jednom temenu tetraedrs,

molemo slo?iti u rezultantu, na pr. Ty, T4 i Tg u rezultantu

E;, Kad to isto ulinimo u temenima C 1 D, dobijamo'tri sile

ﬁ;, ﬁ; i E} koje su sistemu T, dakle i datom sistemu (P;) ek-

vivalentne,
Ranije smo veé neposredno redukovali sistem (P) na
tri sile kroz tri date tafke (v1.81.30 sl.64).

. Sa silama ﬁ;, ﬁ; i ﬁ; odredili smo bili poloZaj i
veliinu diname (R,]n), Te tri sile nisu medjusobom nezavis-
ne, jer po dve imaju zajedniZku komponentu, ne pr. Rg 1 R¢
imaju zaﬁedniéku kodponentu Ts. Uslove ekvivalencije i rav-
noteie sistema (P,) mo¥emo izraziti na &etiri nalina: Dve si-
stema (Pj) 1 (QJ) su ekvivalentna ako za tri tatke koje ne

le%e na istoj pravoj, postoje Jednakosti R = R By R = Rc

Rn = Rn- iy I
: e g e P R
Sistem (P;) bice u revnoteii ako je Rg = 0,R, = O
18 =0, : '

32. INVARIJANTA SISTEMA IZRAZENA TETRAEDRICNIM KO-
ORDINATAMA, Sistem datih sila (B) (1

=LY, E n) potpuno - je

odredJen komponentama Ty (k = v ke 6) u pogledu na jedan Y

svojcni tetraedar. Iz ovih mozemo odredltl hkv1valentni

krst sila (K.K,) tako da sila K, 16%i u osnovi BOD tetraedra

(s1,67) a sila K, prolazi kroz teme A. Ako sa [, oznaimo du-

¥ine ivica tetrasdra, sa [ duZinu napadne Iinijé sile K, od

_dve Jednaé:ne

SN

z,— £7
£ ’
S
A
g:/y.! 7 A
///(3 !
Ve ¢
) S¢.67

A ‘P i n d
temena do | IOdola- E sa OSIIOVOH, sa h visinu belllella A a

osnovom, ; 2
s 88 K.Y $Xo, ¥, 5Xs, Y35 X, ¥, koordinate tadaka B, C, D

J_E odnosno koordinate sistema kome Jje poéetak u projekeiji

temena A -
Y A a Xy-ravan se poklapa sa osnovom BGD tetraedra, i-

mard za odre

djivanje triju nepoznatih K2y x 1y tri jednagdi-
ne (&1,3)

P A ceees(32.1)

)

Iz tle e ed a ] 2.11“0——- & €a ovom Hedllt 1CJ.
(o] ane nala

iz prve
odredjene su koordinasts x i y tacke E. Sa x
y odredjena Pe i duZina AE = ¢ :

i

|
\

a sa njome i ?eliéina sile K,

1 o ; ;
Za odredjlvange sile K, iz komponecnutsa Tie T i
5 6

J i Eey
1 hsl a ol i
lmaluo tako( bl‘ tIl oV ek&lbalenCl e KaG& a (? o acimo
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zatvoren poligon, U El.65b je A'B’C’ pojekcija trougla aAmc
na ravan £, Tri paralelne komponente- Rgy Ry 1 RL stoje u
tedkama A", B’ 1 C’ upravno na ravan & crtefas, Slofimo prve
dve u Ry, zatim ovu sa tredom u R, &ime je polo¥aj centralne
oeqvine‘odredjen; Dile R;, Ry, i R obrazuju spreg &iji je
momenat W, Njihove veliline odnose se kao duline strana onog
trougla koji njihove napadne linije obrazuju (u sl, Srafiran,
V. II, deo str, 265), Dakle je W= R,h, i analogno dobijamo
MW sa drugim dvema silama, Time je parametar diname odrejen.

.31. TETRAEDRICNE KOORDINATE SISTEMA, U &1, 20 redu-

kovali emo sistem sila (P;) na dve sile K, i K, tako da pfva

le%i u datoj ravni g a druga prolazi kroz datu tafku A ( sl,
43). U ravni & izabrademo proizvoljan trougao BCD (s1.66) i

4 spojicemo njegova temena sa tad~
kom A, Tako dobijamc tetrsedar
_ABCD. Silu Ky razloZfimo u  tri

komponente po ivicama 1, 2 i '3
a silu K;, razloZimo u komponen-
te po ivicama 4, 5 i 6, Tako smo
dobili 6 sila Tk(k =1 .., 6)ko-

S 66 _ Je su ekvivalentne krstu (K, ,K,)
dﬂkle‘i datom sistemu (PB;) (i =1....

n). Tetraedar sme i=
Azabrali,_dakle su nam pravei njegovih ivica poznati, Ze sile
Ty su samo njihove veliline promenljive sa sistemom (PF;) ,tj.
sile Ty, su skalarne veli&ine, Po ugledu na analitidku geome-

triju zovemo 6 skalara Ty tetraedriénim koordinatama sistema

(Py) , jer ga oni jednozna&no odredjuju. Ako neki drugj si-
stem sila (Q;) (j =1 .., m) ima koordinate Tys bide sistemi

(P) i (Q;) ekvivalentni samo ako je Ty = Te( z& k = 1 ...6).
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Sile u prostoru imaju Sest uslova ekvivalencije. .

Sistem (P;) bile u ravnotefi sko je T, = 0, t.j.
za ravnote?u prostornog sistema potrsbna su i dovoljna Sest
skalarna uslova,

Sveka ivica tetraedra sefe druge fetiri, a samo se
sa jédnom, suprotnom,-ukréﬁava.

| Ako usvojimo jednu ivicu na pr, 1 za momentnu oso-
vinu, biée samo momenat sile T, razliit od nule, Taj mome-
nat M, je ujedno i momenat datog sistema (P;) u pogledu na i-
vicu 1, Ako nam je poznate silea Ty » poznajemo i momenat M, i
obratno, Za tetraedrilne koordinate sistema (P,) moZemo dak-
le uzeti i momente My (K =1 ... 6) u pogledu na ivice datog
tetraedra, Dakle:

Dva sistema (Py) i (Q;) su ekvivalentna ako u po-
gledu istog tetraedra postoje Zest uslova My =M (k=1 .,,.
.. 6). Sistem (P;) bide u ravnote?i ako postoje Sest uslova
¥, = 0. ‘ -

Tri momentna vektora koji se séﬁu u jednom temenu
tetraedra, na pr. M;, ¥, i M5 koji se seku u temenu B, moZe-
mo sloZiti u rezultantni momenat ﬁ; ili glavni momenat talke
R . Ako to uradimo i za temena C i D, dobijamo‘tri glavna
mcmenta.ﬁ@, M. i ¥, a sa njima smo u stanju odrediti velidi-
nu i polofaj dineme kao 3to smo to u &1,23 sl.48 uradili Sa-

da je jasno za3to ova tri momenta nisu medju sobom nezavisna,

8to smo pri konstrukciji s1,48 uvideli: Po dva glavna momen-;

ta imaju jednu zajedniku komponentu, na pr. M; je zajednié-t
ka komponenta od My 1 M., Drugim redima od 3x3=9 kompo-
nenata samo su Seat medju sobom nezavisne, Uslove ekvivalen-

cije i ravrnotefe mo¥emo dakle na tri nadina izraziti: Dva



-t
= _____3_9_:._ v....(29.62)
o,  tgu,
Ako izaberemo Q| = 18 biée po jednafini (29.6) e, =0, 8ila
o)
K, ¢o napadati tadku C. Iz jedn. (29.7a) izlazi K, = l%}'

ili WM = K,e Keko ,)entmomenar{r sprega, to je K, 0 a e->o0,
Ko = Ry, t.j 238 = 12:- je krat sila ortogonalan i 1dentiéan
ga datom dinamom, Sto nem je veé iz ranijeg ruamatra.nog po-=
znato. ;

Tz ovog rasmatranje vidimo de jedan par konjugova-
nih pravih ostaje sam sebi ekvivalentan kada ga translatorno
pomerimo du% centralne osovine 1 kede ga oko te osovine obr-
demo. Kako je svaka prava koja sele obe - konjugové.ne prave,
nulta prava, to zakljulujemo da sistem od oo® multih 1linija
ostaje isti kada ga du? centralne osovine pomeramo.i oko nje
obr@emb,

30, REDUKOVANJE SISTEMA (P,) NA TRI SILE KROZ DATE
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TASKE, Dat nem je sistem sila (P;) (i =

‘remo tri stalne taike A,B,C, koje ne leZe u istoj pravoj sl.

l

1.....n)i izabe-

64 . Na sili P; lzaberemo proiz-
voljnu tafku Dyi spojimo je sa
stelnim tadkama. Silu P; razlo-
iP. u
pravcima D; A, D;B i D;C, Kada to

‘%imo u komponente P, , Py

razlaganje izvr8imo za sve n si-

St 64 | ls, dobijamo tri prostorna pra-

n>
mena sa temenima ,\, B i C kojer slaZemo u rezultante ﬁa = Z,:Pia

R, = 2B, R =

kle trima silama ko,]e prolaze kroz tri stalne talke, Sile K,,

P,.. Sistem sila u prostoru odredjen je da-

ﬁb i -ﬁc su tri vektora ekvivalentna datom sistemu (P;) . Ak»

1

se dve sile na; Pr. gb i Ec seku (ili su paralelns), sloiimo
ih u rezultantu _l{u. Sile R, i ﬁbc obrazuju tada veé krst si-
la, Ako se ﬁa‘i Rge seku, onda se dati sistem svodi na re-
zultantu, u sludaju Ra. = - Rbc sa raznim napadnim ldinijema
svodi se sis+em na spreg, a u istoj napadnoj liniji se .ﬁa i
- Rbc potiru, sistem sila je u ravnoteZi,

U op3tem sludaju redukujemo tri sile na proizvol,]-
nu tafku na pr. ‘na A dakle na rezultantu R4 spreg u,.

Sa poznatim silama Ra, R,J i RC moZemo nacéi poloZaj
centralne osovine. Ovaj zadatak je analogan zedatku kojim
smo se u &1, 23 sl,48 bavili: odredjivanje centralne oso-
vine kada su nam poznati momenti za tri redukcione talke,

Kako je ﬁa + Kb ¥ Kc = —P,l., tp_ﬁam je pravac central-.
ne osovine pornat, Svaku silu razloZimo u . pravac centralne

osovine R i upravno na ovu (sl.65a). Trougao ABC sa sl, 64

S5
-projicj,'ra;mo ""u"'ra‘van- €. uprAVdu na R. Poslednja yekforska jed-

> °

naczna rasl,ada 38 .kako tz sl 65a - Ei;hablb', ti skalarﬁd‘iedn&éi-
nu “RY ¥ R’ + R" = R - vaktorsku 'Jed’naému u ravm g Ry

+ Rb + R St j, pro,]ekcija pollgona 911& na r_avga.q & Jje
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te. Prve su Jednake i suprotnog smera K, sina= - Kpsino, i
obrazuju spreg sa krakom e, Momenat sprega eK, sinq,= mje ka-

da sind; zamenimo sa % sinkx

= Ki X, ve..(29,2).

i = K1 K
e-sinx=—2—=m ,
Time je invarijanta sistema odredjena sa
R KD oo vnnent ..(29.3)
i parametar diname
m_ Kk
R R?

Iz poznatih odnosa za dve paralelns sile i njihove rezultante:

8,  _ e i 20N
Kycosa, Kjcosax; R
K, cosox,

R

nalazimo e = e, a kad e'izrazimo jednaiinem (29,2) i

R Ky

sinc sino,

p cotg(x, }

Sa e, ili e, odredjen je poloZaj centralne osovine,

iz (29,1) dobijamo
m

e, = =cotg&, =
1 R 8»2

i analogo
8p = p cotgoy

Ako ,]e je~-
dan od uglova o, , O, tup biée e, odnosno e, negativno, obe ta-

¢ke A, i A, u 81,62 leZade na is-

toj strani od C

Zadatak da se 1z datog krsta
sila odredi dinama je jednoznalan,
Jjer svakom sistemu sila (F;) u pro-

storu odgovara jedna jedina dinama,
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Obrgtni zadatak da iz date diname odredimo krst si-
la je mnogoznadan jer je sistem (P,) ekvivalentan sa 004 kr-
stova,

Na 51,63 uzmimo datu dinamu (RyM) za z=o0sovinu ko-
ordinatnog sistema Oxyz, Proizvoljno moZemo birati ove feti-
ri veliline koje odredjuju poloZaj krsta: Proizvoljno mo¥emo
birati ove detiri veli&ine koje odredjuju polo¥aj krsta: du-
Zinu OC = z (jer krst ne menja svoje znalenje ako klizi. duz
z~oaovine.), ugao ﬂ, ( Jer krst ne menja svoju vrednost ako se
zejednidka normala e"obrée oko z-osovine), dufinu e, = CA,i
ugae (2g,) =o,, Kada smo Eetiri veliline z,[& » 8 ia,,pro-
izvoljno izabrali, onda ostale &etiri velidine 8y 0y, K, 1§
Ky koje odredjuju potpuno krst:(K;, K,) nalazimo pomoéu ob-
razaca (29,1-6).

Za parametrom p =% nalezimo prvo po (29,6) 8, =
= p cotgoy, dakle i e = e, + e,. Iz definicije momenta T =

= K;e.5inQ; nalazimo K,sinc, =qel e iz (29.5) K,cosay = R %

Ova dva izraza podignuta na kvadrat i sabrana daju

Ly e - Y

Sa ovom vrednoSéu za K, nalazimo

m m p

eeea(29.7)

Blats = K T VI RZe T Ypr £ e? )
i ....£29,8)
R.e;y R.e, " e,
cos O, Kye Vm2+ RZ%e2 TV + e2
I
iK, =R - Kz ili analogno sa (29.7)
il 3 R e f
K =-VWxrie] =—Jpfdef = ........ (29.7a)

Iz jednalina (29.6) izlazi
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Se. 67

lofimo ravan o paralelnu osnoviocj ona sefe loptu vu krugu
a Na krugu izaberemo proizvoljnu talku C i spojimo je sa B.
Tako smo,tazloiili silu K; u komponente Q, i P. Silu P. koja
leii u horizontalmoj ravni o premestimo na talku E u kojoj
ona sele silu X; 1 slofimo je sﬁ K, u silu Q,. Time je krst
(K,, K;) preobrefen u ekvivalentni kret(Q,, §,) u kome Q,
ima unapred datu veli&inu, Keko na kruéung“ioiano.svaku tac-
ku C izabrati, ima zadatak oo’ redenja, Ako bi ravan o' dodi-
rivala loptu, bilo bi samo Jedno resSenje moguéno u kémev bi
krst (Q;, Q,) bio upraven, Ako bi pak ravan o' lefala iznad
lopte, transformacija sa datom veli¢inom Q1 ne bi bila iz~
vodljiva,

Ne s1,61 vidimo da oba tetrasdra (K,, K;) i (Q,,
Qz) imaju istu zepreminu, Trougli A’EP i A’EG imaju isti po-
vriinu a oba tetraedra imaju istu 'visinu h,

29. ODREDJIVANJE DINAME IZ DATOG KRSTA SILA I OB-

RATNO - Med jusobni polo%ej dveju ukStenih pravih odredjen je
uglom o -ukrstanja ¥ njihovim najkraéim rastojanjem 6! Proiz-

vod e,8inQx = P nazvali smo (v,I., deo str.533) med jusobnim mo-

e ———
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mentom'dvajuipravih.'VeliEina p biée ravna nuli ako je e = C
t.J. ako se brave seku ili ako je &= 0 t,j, ako su prave pa-
ralelns, Najihreéu vrednost p=e imade momenat za & = % . 2a
sile K, i K, krsta &iJe su nepadne linije g i g, postoji re-
lacija f; + ?} =R ﬁ.j. te tri sile obrazuju trougao, Iz o-
voga izlazi Fa se prave g, i g, projiciraju na raven koja je
uprevna na Eﬁ kao dve paralele u medjusobnom rastojanju e,
(s1,62), Kakp Jje centralna osovina sistema ili oéovina di-

name paralelna rezultanti

5
R to postoji stav: Cen-

tralna osovina je upravna

i#,@wsoq, na najkraéa rastojanja(za-

4 jednilke normale e) svih
ekvivalentnih krstova (Mo-

bius-ova teorema).

. | l ' ' Na osnovu ove -
Kysina, 4, | g, teo

i S2.62

reme u stanju smo naéi pra-
vac i poloiaﬁ centralne osovine ako su nam poznata dva para
konjugovanih‘pravih 8,8, i hyh,. Nadjemo prvo najkrada ras-
tojanja e, i;ez oba para i zatim najkraée rastojanje pravih

e, 18, jo pravac i poloZaj centralne osovine,

1

'Na 81,62 je horizontalna projekcija krsta (K, K,)
upravna ns R; vertikalna projekcija upravna na e, Sile K; i
K, ukrtavaju se pod uglomco. Iz poznatih podataka K;K,, e i
¢t treba da nadjemo dinamu sistema, Iz paralelograma sila na-

R=)K:+K2 + 2K,Kycosx

lazimo |

i .-(29.1)

| sinx _ sinQ, _ sinx
R Xz K

Sile K, i Ky razloZimo u horizontalne i vertikalne komponen~



70 ! 71

napadnu ta¢ku B i razloZime j u pravce g]’_ i BA u komponente silom K,u giln K'l.'l’ako smo dobili novi par konjugovmih pras
K; i P, Silu P pomerimo vih g;i g sa siléﬂlatKili K’i.Svif
na napadnu tadku A i slo- ma silama K, koje:prolaze kroz

fimo je sa K, i K;, Tako talku E,a ne leZe u ravni &,kon-

smo odredili novi par kon- jugovane su sile K koje leZe .u

ravni £,5to smo veé iz prvog

Jugovanih pravih g! i g;

i velidine sile K; i Kj. primera videli,

3.Krst sila(K, 4Ky)trebe trans-
formisati u krat(xi,xgtako da K,

Vidimo da je ravan  ABD

nulta ravan x za taku A,

sve prave povulene iz A u ! ¢ .59 ime napaﬁnu liniju g'1 koja pro-
5258 ravni o seku obe sile ~ ! lazi kroz tadku Ana pravoj gi.(sl.GO).Ako su D i E proizvolj~-
krsta, one su nulte linijs, Na ovom primeru vidimo da tetra- ' F ne talke na pravoj g,,onda je

edr krstova (K,, Kz) i (K|, K;) imeju istu zapreminu jer

| ’ 9’1 9, p )
/\ ravan ADE nulta ravan o talke
\ %
Ay

njihove osnove u ravni ¢ ABE ‘i ‘ABE’ imaju istu povrii- A, Ravan poloZena kroz g, i g

nu (EE”/ AB), & temena F i F' imaju ista rastojanja od ravni | A = sede ravan ot u prevoj AB, Si-
o (FF7 AB), : \ lu K, raz.lo‘z'im.o u komponente

‘Iz ovog zadatka izlazi stav: Dok se jedna sila kr=- \ K"_ i P u pravcima gi i AB.Si-
sta K,, K|, K/ ,... pomera u jednoj ravmioxt, obrée se druga | . SZ60 ' lu P pomerimo na talku B i
sila K,, K}, K., ... oko nulte tadke A te ravai, To izlazi ' sloZimo sa K, u silu K,, Paralelogram K,K/F* leZi u ravni
veé iz transformacije krsta na sl,53. . ‘ kroz g, i g;, a paralelogream K;K,P le¥i u revnio, Kroz tadé-

2, 5ila K, na g, leZi u ravni &, sila K, nag, ku A prolaze oc.? prave g, na pravoj g, ime od tafaka A,krst
prolezi kroz tafku A. Krst treba tako transformisati da K] (K,s X;) moZeme dekle na oo nadina transformisati u (K;,K;).
ostane u ravni & a K; da prolazi kroz datu tafku A (s1,59), | 4, Krat sila (K,, K,) treba transformisati u krst

Tafka A’ i prava g, odredjuju ravan koja seie ‘ra- (§,» Q) tako ca Q, ima odredjenu yeliinu, Krst (K, K,) dat

van & u pravoj BD. Na toj pravoj leZi prodor E ‘prave g, sa je~ dveha ortogonelnim projekcijama (sl.61), Za osnovnu ra-
.ravni &, Talka E je nulta tadka ravni €. Silu K, pomerimo u | _van usvojena je nulia ravan tadke A, tako da sila K, 1lsii

napadnu talku E i razloZimo je u komponente 1(’2 i P u prav- u horizontainej ravni, a X, je data svojom vertikalnom i ho-

cima EA” i EB. Silu K; premestimo na talku A’ , a silu P  na ‘ rizontalnom projekcijom KZ i K{. Oko A kao centrs opiSemo lo-

talku F u kojoj prava EB seie pravu g, ovde Jje sloZimo sa | ptu sa poluprecnikom Q,. Kroz krajnju tatku B vektora K, po-

————-.
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2 4 S M, i b upravne su na n, moZemo
ﬁﬁf\\ M’ dakle M, razloZiti u komponentu

- ’ _.

M, upravnu na ravan 3 i M’ upra
r

vnu na ravan R’n. Akoe silu R

redukujemo na tatku B u takvom

rastojanju AB = r da redukcio-

Se. 56

r’
ni momenat bude R'r == ,

onda se oba momenta upravna na ra=

van R’n ponistavaju tako da u B ostaje momenat My upravan na

pisilaR”=R",
27. CENTRALNA OSOVINA, NULTE RAVNI I PRAVE, Dinamu

Tadka B je traZena nulte tatka za ravan,

smo definisali (v.51.20) kao jedini upravni krst aila‘ (X, ,X,)

u kome je l_()1 =§, ak,=> 0 t.J. silu K, zamenjuje spreg m
£
peralelan sa R

Na s1,57. je ravan 7§ upravna na centralnu osovi-

nu, knja je prodire u talki ¢, Prave Cg je Jjedna od oot nul-
tih linija ravai j koju cemo nazva=

ti osnovnom ravni.

U nekoj tatki A na pravoj g

u rastojanju CA = r pridolezi. ne-

promenljivom momentu W redukcioni

momenat R.r. Glavnl momendt u tackl

SLI7

A je M = l/m + RZr?, Nultae ravan o (u sl. nije oznaena) -

tadke A stoji upravno na M, i prolazi kroz pravu Cg.

ravni & prema osnovno,] ravgl je <« R’ AM, ‘b Iz
R W -

greme momenata &itamo tg%’- ﬁ- . Odnos _E p koji ima d1-

menugu duiine, a moZe blﬁi\,pozltwan W & negatxvan, zove se

paremetar diname, Sa tom oznakom je-r= 'p,tg%‘ Za v = 0 JP'

aé 0, revan O poklapa sa osnovnom ravni; za r = ®© Je ;)N-

=3 raven & Je upravna na osuoviau ravan, Taj cénos vaii o-

Nagib

pan‘al elo-:

(R ———
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Cevidno za svaku nultu liniju Cg. Za jednu konstantnu vred-

_>
nost r; opisace vektori M, koji su upravni na nulte ravni
obrtni| hiperboloid sa osovinom CR i polupreénikom grla Ty,

kao 3to sme veé u €1, 23 saznali,

Prava Aa upravna na vektor M, i na pravu g jedna
Jje od nultih pravih revnicc. Najkrade rasfcojanje izmedju pra-
ve Aa i centralns osovine je AC = r, a obe prave zaklapaju u-
gao @ = ﬁ‘__ Sa uglom @ glasi poslednja jednalina

r.tg@=rp io e ol 2TSL)

ili redima: Proizvod iz najkradeg rastojanja nulte linije od
centralne osovine i tangensa ugla ukrétanzje. se njome konstan-
tan je| za sve nulte linije nekog sistema sila i ravan je pa-

rametru diname

Jednacina (217. l) daje nam jasan pregled rasporeda
nultih pravih oko centralne osovine, Za r =0 je (P— —Z—,t;j,
nulte linije leZe u osnovnoj ravni ¥ i &ine pramen sa sredi-

Stem C. Za r = oo Je ¢ =0, nulte linije su paralelne sa

centralnom osovinom,

Na centralnoj osovini ima oo tadeka C. Kroz svaku

tadku prolaze oo pravih Cg. Kroz svaku tacku A prave Cg pro-
laze o0 nultih pravih Aa, Prema tome ima dati

sistem sila

oo’ nultih pravih,

28, TRANSFORMACIJA KRSTOVA SA DATIM USLOVIMA

1, Date su konjugovane prave g, 1 g, sa silama K,

i K, (81.58), Kroz g, poloiimo ravang, a na g, izaberemo

tafku A, Krst sila (K;,K;) treba transformisati u krst (K,
Kz) tako da K; le%i u datoj ravni & a K, da prolazi kroz ta-
¢ku A, Raven & i &’ seku se u pravoj e.

Ravan ABD poloZena

kroz gl._i A sele ravan &’ u pravoj g+ Silu K; pomerimo na
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Prave R i g, odredjuju raven y. Kroz 0 .
poloZimo ravan g upravnu na.fh, Ravni ¢ i
7 seku se u pravoj e, Prave R', e i g, le
Ze dakle u istoj ravni g, Momenat ﬁo pre=
stavimo spregom P.r ravni g tekve ve-

lifine sile P da joe R’ 4 P = K, t.j. da

5. 52 ié pada u pravu 2 Timé Je velidina obin
sila K, i K, odredjena jer iz gornjeg zbira i uslova R’ = E;+
+ R; izlazi fz s - ?, Napadna linija g, sile K; je paralel-
na sa pravom e u rastojanju r =-¥9 od ove i le¥i g ravni g ,

Kad dakle izaberemo Jjednu pravu g€, 2a napadnu 1li-
niju jedne sile krsta, onda Je njome jednozna&no odredjena i
napadna linija g, druge siig keo i veliine K, i K, obih si-

la, Prave g, 1 g, Z0Vu se stogy konjugovane piave, I sl, 51

vidimo da svaka nulta prava koja sefe pravu B, mora sedi i
njoj konjugovanu pravu g . Jusno je da nulta Prava ne mole
biti napadna linija jedne sile krsta

A Na 51,53 transformisan Je krst (K, K,)u krst (x{,
K; ) tako, &to smo na nultoj pravoj AB uzeli dve jednake i
suprotne 'sile P i - p koje napadaju
tqéke A i B, &ime sistem sila nije
promenjen, Slafudi Ky, saPi K, gg
= P dobili smo krst (K1, K3) odnos-

no iz konjugovanog'para 8.8, pravih

novi par £.8,. 2a P = ©0 poklopile bj

S¢. 53

se prave g’ i 8, sa nultom linijom gB,

Stoga kaZemo da su nulte linije same sobom konjugovane

Na 81,54 gu g 1 €, dve konjugovane prave odredje-

ne 1 i i
datim sistemom sila, Kroz g, pPovudene su ravni Dy O, 1
. ] = 3
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koje dakle obrazuju Snop sa
nosiocem g,. Korjugovana pra-
va g, prodire tec ravni u tad-
kama 4,, A, i A;, Ove su tas-
ke dakle nulte taike ravni o,
*; 1 3 1 kao takve sredidta
BuU pramenova nultih linija a,,

St 54 az i a;. (Na sl,54 su za gva-
ku tafku A ucrtane po dve nulte linije). Ovu &injenicu mo3e-
mo iskazati stavom: Nulte talke svih ravni koje prolaze kroz
Jednu pravu g, leZe na pnavqj g, koja je prvoj konjugovena,i
obratno nulte ravni svih talaka Jedne prave g, prolaze kroz
istu pravu g, konjugovanu prvoj,

Nulte talke A svih ravni koje se seku u Jednoj
nultoj liniji n (s1,55) leZe na toj pravoj. Sve nulte linije
ravni & seku se u nultoj tadki A, te
ravni; keko je n jedna nults linija
ravni O , to mora A, leZati na pravoj
n, To isto va?i i za sve ostale ravni

kroz n, Ovaj stav izlazi ved iz defi-

nicije nulte linije kao samoj sobi

SC. 55

konjuzovanoj pravoj: Kada se g, po-
klopi sa & (s1.54) 1le¥ale i tatke A u pravoj By

Data nam je nulta ravan o se njenom nultom tafkom
A rezultujuéim (ili glavnim) momentom M, i rezultantom R’,
Treta da nadjemo nultu tadku B ravni B i momenat M, (sl.56),

Presek n revni 01113 Je njihova zejednifke nulta linija, da-
kle na pravoj n lefi nulta tadka B, U tadki A podignemo nor-

" ’ _ : Ao
malu b na ravanf} 1 normalu e na ravan R'n. Sve tri prave e,
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Kada krajeve sila K, i K, spojimo pravama, dobija-
mo tetraedar OABC. Njegova je zapremina V. =-l F.h. F je po-
vriina trougla OBC dakle F =%; Visina h je identiéna sa
vertikalnom komponentom sile K, ili 3to je isto sile R’, Da=
kle je h = R’cosal Sa ovim vrednostima je Vb = %-R’Mocosﬁ =
= %‘K.ﬁ,. Ili redima! Zapremina tetraedara svih,<x§ krstova
sila je ista i ravna Sestini invarijente sistema (§alova teo
rema, Chasles), Ove je druga relacija koja postoji izmedju
ekvivalentnih krstova pored one koju smo veé naSli (61320) >
t.j. da je ?1 + 2} = K. Da je invarijant&.E;ﬁD pseudoskalar
izlazi veé iz toga 8to kada promenimo smer jedne sile u krs-
tu (Kyy K,) ostaje zapremina tetraedra ista, ali mora dobiti
suprotan znak jer su krstovi (K,, K,) i (K,, — K,) antivalent
ni,

Obratno, ako nam je dat krst sila (K,, K;) moZ%emo
na beskonano mnogo naéina naéi ekvivalentni sistem (R, M)
(81,50). Iz proizvoljne tadke A na pravoj g, povuiemo pura-
lelu sa pravom 8, i nae toj stavimo
dve jednake suprotne sile K, i = Ky,
Sile K] = K, 1 XK, slafu se u redukci-

> > >
onu rezultantu K, + K, = R, a momenat

sprega (K,, ~K,) je K,r =M, glavni

S50 momenat u teCki A, Tako je krst (K,

Ky) trunsformisan u sistem (R’, 4,). Kako jedna prava ims ool

talaka, to mo7emo dati krst (K;, K;) na oo’ naina transfor-
misati u sistem (R’, M,). Za redukcionu talku A molemo iza-
brati ma koju tafku i na pravoj g,, 8to se po sebi razume.

25. NULTA PRAVA, TACKA I RAVAN, Nu 81, S1 Jje 4B

proizvoljna prava koja sele obe sile K, i K, krsta, U pogle-
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[ ® ; du na AB kao momentnu osovinu je momenat
_obih sila ravan nuli, dakle i zbir mome-

nata svih datih sila Py (i = 1, ..... n)

u pogledu na AB ravan nuli. Stoga zovemo

svaku pravu koja sele cbe napadne linije

S2. 57 K, i K, nultom pravom ili nultom linijom.

 Bve nﬁlLe prave (eo') povudene iz tafke £ obrazuju ravan pra-

men koj% le%¥i u ravni O odredjenoj.talkom A i pravom K,.Ra-

Van<i z&vemo nultom ravni a talku A njenom nultom taikom, U-

pravna bovucena iz A na Ky do preseka je krak r sile K, u

pogledu‘na tacku A, dakle jo Kyr =M, = ZL” gsomatrijski

zbir momenata sila P; u pogledu na tafku A ili glavni ‘mome -

nat (%1,21) u talki A, Vektor ¥, stoji dakle upravmo na nul-

tu ravah o, Uporedjujuéi 81.49 sa 81.51 zakljuujemo da sva-
koj taérl 0u prostoru, koju smo izabrali za redukcionu ta&-
ku, odgovara kao nulta ravan ravan e,kroz O upravna na glav-

ni momenat M, taike Q.

Iz ovih rasmatranja dolezimo do ovih teorema: Je-
dan proLtorni sistem sila dodel juje svakcj talki prostora je-
dnoznaého odredjenu ravan koja prolazi kroz tadku, i obratno,
svako j ravni prostora dodeljena je jednoinaéno jedna tedka
koja 1eéi u rafni Tedke i ﬂodeljena imbravni su nulte taéké
i nulte ravni sistema, Svaka talka je nosilac ravrog pramena
nultih 1inija koji leZi u nultoj ravni tedke,

26, KONJUGOVANE PRAVE. Dat nam je prostorni sistem

(P) eiha. Njihov geometrijski zbir je i?& = R. Sistem ho-
éemo dakrodukujemo na krst sila (K, K,) tako da napadne li-
nija sile K, hude jedna proizvoljno izabrana prava g (sl. 82).

Na prav#j g, izaberemo tacku 0 za koju odredimo 'TM M,.



48) povuéemo tri data num vektora AB, = M;, AB, = M, i aB, =
= M, i spustime iz A unruveu na ravan B, B, 5., Ove prodire re
van u tadki G a0 = W je zajednilka komponenta momersta M, ,M,

i Mz;njen pravac je dakle pravac centralne osovine. Da na-

(4
A z
AR /AN Vi
’C”Mi 3.5, -\L/,,_ \\76,
. / FEa el - 2 -
(\/‘(/ / /" e iy “ X -
. L .
I 4 5,
o, 9,
I 8)
a) <)
5¢ 48 -

djemo i poloZaj centralne osovine povuéidemo iz tedaka 0,,0,
i Qg prave g, g, 1 g, paralelne sa pravom AC, Jusno je da
centralna osovina leZi u ravni oy, poloZienoj kroz g, upravno
na ravan M, g,, To isto vafi i za talke 0, i 04, Dve od ovih
tri ravni o, &; 1 o, odredjuju svojim presekom centralnu o-
sovinu, Ne s1,48bb su vektori CB,= W, CB, =M, i CB, = 2}
komponente spregova M,, M, 1 M; upravne na centralnu osovi-
nu,

Ne 81,48 ¢) su 0;, 0, i 0; projekcije talaka 0,,0,
i 03 na ravan upravnu na centralnu osovinu sistema, Ravnic,
O, 1 &, projeciraju se u tragovima r,, r, .1 r; na koje su
upravni momentni vaktori?ﬁ{,?&éi’%@; ovi se projeciraju u
s¥ojoj pravoj velilfini, Sa poznetim kracima r, 4, 1, i r, koji
se seku u projekciji C centralne osovine, nalazimo i velidi-

mu rezultante R, jer postoje odnosi

Vs 7 ?
WL W W g
r, T, r,

Iz ovog izlazi da je dinama jednog prostornog sistema sila

potpuno odredjena kada poznajeme glavne momente (v.El.zl)si-
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la 2a tri tadke koje ne le¥e u istoj pravoj.

24, REDUKOVANJE SISTEMA (R, M,) NA KR5T SILA  Za

tafku O poznat nam je redukcioni spreg M, i rezultanta R'.
Kroz O poloZimo raven ¢ upravou na ¥, (sl.49). Kroz R’ moZe-
mo poloZiti oo ravni; jedna od ovih sedide ravan € u pravoj
0g. U toj pravej moZemo izabrati oot po velilini razliditin

sila K; za jednu kxomponentu sile R’. Druga komponanta je ti-

me potpuno odredjena, Silu R’ wofemo dakle na oo’ nafina raz-

lofiti u komponente K, i K; take
da druga leZi u ravni g . Kako
spreg M, le%i tekodje u ravni € ,

v ’ s
to ga moZemo sa Ky sloZiti u pa-

ralelnu i jednaku silu K, u  ras-

tojanju %?—od gile K;. Sistem (R,

SL.49 ¥,) moiem: dakle na oo nalina re-
dukovati na krst sila (K,, K;). Vektor ¥, se ne menja &ko O
pomeramo pe pravoj R’, on e se samo menjati eke predjemo gna
drugu pravu paralelnu sa R’ (sa centralnem osovinom). Prema
tome ima toliko ekvivalentnih eistema (R’ , ¥,) kolike para-
lelnih pravih u prostoru t.j. of . Syaki od tih sistema mo-
femo, kako smo videli, transformisati u o krstova,prema to-
me mojemo svaki prostorni sistem aila (Pi) na oo nadina
transformisati u krst sile, drugim re&ima broj ekvivalentnih
krstova u prostoru Jje od4a )

Silu R’ mo7emo na jedan jedini nalin razlotiti u
dve komponente K; i K, tako de je K, upravna na €. Broj or-
togonalnih krstova je 0?2

Raznovretnost krstova u op3te je dakle &stvorostiru

'ka, & ortogonalnin krstova je dveutruka.
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zapremina je negativna. S pogledom na obe slike a i b‘mO%omo 1 govina sistema, Na 81,47 obrée M gledan od O u smislu ka-
potvrditi: Zapremina IEEE‘ Je pozitivna ako t » - W )1 . £ :

u tom redu obruzuju desni sist-zfluoTjo nega::v::k:::uu is- za:il;:;t(:o;e::i::ga Gk b A <Rl R> e
P °b"“uj“ﬂ R | 1z ovde izloZenog je jasno da sa svakog sistema
o o © pseudoskalarima saznuli wvi- ’ (R))M,)| dolazimo na istu centralnu osovinu i istu dinamu (R,
disoudada tavartianta. setstens. sila y prostoru EBOmet;rijaki s dd je ova jednoznaino odredjena i jedina za dati sistem
prikazana kao paralelopiped kome Je osnova rezultujuéi spreg si’la.
M prikazan kao paralelogram, a tredu ivicu éini _rezultanta Za neku redukcionu tacku 0 Je M, = VW su ka-
. : ko jemnezavisno od polo7aja talke 0, to ce M, imsti najma-
Dimenzije {nvarijente Je [P%] » dve ivice parale- nju vrednost za U= O, Centralnu osovinu mo¥emo definisati
lopipeda valje nam meriti razmerom sile a tredu razmerom du- kao or;u nasadnu liniju rezultante R z& koju M ima najmanju
. vrednost.
23" REDUKOVANJE SISTEKA (R)M;) NA DINAMU. Za re- | Kada u ruvni € opiSemo iz centra C krug sa polu-
dukcionu talku O nadli emo R’ i W,. Kroz O polo¥imo ravan € preénilkom CO = r, bide u svima taikama na periferiji kruga
e S0 VLA e ¥a mete IREREALN Diee MW= Rr iste veliline i imade pruvac tangente na krug. Spreg
Il voJ b = B, Momenat M, razloiimo M, imuée dakle takodjer istu velifinu M, =)/ + R'r* 1 za-
‘ u komponente = ll,,cosa‘ i w = klapade isti ugao sa R odredjen iz tg =8 ogovine M, o-
’ = U, sind. Prva ima’ pravac rezul- brazovaée obrtni hiperboloid koji dodiruje kruini cilindar
H;‘ tante R 1 ostajo za svaki polo- sa centralnom osovinom i polupreénikom CO. Svakoj tufki C na
| KLY S 'V_eliéine, R centralnoj osovini i istom r odgovara podudarni hiperboloid,
1 i njena se v‘:fiééina menja sa ::::::;::atz;zezi 'J,pr.'u.voj g kome Su izvodnice osovins sprega ¥,. Ugao ¥ raste sa polupre-
j ¥ Pl e IR s &nikom ry zea r = c© je tg?=c>o, %\E— t.j. osovine M, le-
nat sorega keji lefi u ruvni kroz R’ upravnoj na h-h, Njen ‘ : ! 2 .
i i 36 u ravni &, odnoeno u ravnima upravnima na R, one se ukr
trag u revni € je prava g-g. Kada silu R’ rsdukujemo na. neku

§tajul sa R pod pravim uglom. Tako je potpuro odredjen raspo-

talku koja leZi na pravoj g-g u rastojanju r od 0, bide oso- red opovina spregova ¥, u prostoru.

vina redukcionog snrega R.r paralslna sa W dakle ée se ta Ako su nam poznati spregovi M,, M, i M, za tri re-

dva Spr?zgz:. algebarski sabrati. Za odredjenu taiku C za koju ‘ dukcione tatke 0,, 0, i 04 koje ne le¥e u istoj pravoj, u
j r =— bié 3 oni ’ . ‘
Je R ¢e redukcioni spreg - W', dakle ce se sa W po- stanjju smo odrediti pravac i poloZaj centraulne osovine neza-

istiti, Prava nar ’ - .
b parelelna sa R’ kroz tatku C je centralna o-. visno od veliiine rezultante R. Iz proizvoljne talke A (sl,
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du tacke O,
Kada predjemo sa tatke 0 na neku drugu talku C,
(s1.45) imamo u tadki 0, iste vektore R” =R’ i M, ‘1 novi
A spreg M. = R’r usled redukcije si-
le R. Vektore M, i M, sloZimo u
> > -
spreg M, = M, + M., tako da su
sistemi (Rj M,) i (R”,M,) ekviva-

lentni, Momenat M, je upravan na

St 45 ravan R’R” dakle se prelazom sa 0
ne. 0, menja samo komponenta M, sin:)’, jer se geometrijski sa-
bira sa M., Komponenta Mocos:l‘ paralelna sili R ostaje nepro-
menjena, Kako je i R nezuvisna od polo?aja, to i proizvod
RMacosD' ima za svaku redukcionu tadku istu vrednost., U vek-
torskoj algebri zovemo takav proizvod skalarnim proizvodom
R. ll' . Po Somovu zove se ta nepromenljiva vrednost invarijan-
ta eistema,

22, SKALARI I PSEUDOSKALARI. Poznatos nam je da se

polarni i aksijalni vektor razlikuju u tome Sto kad rijihov
poloZaej odredimo prema jednom koordinatnom sistemu Oxyz, po-
larni vektor menja svoj znak kade koordinatne osovine 0x,0y,
0z zamenimo sa - Ox, - Oy, - 0z t.Jj. pri inverziji koordi-
natnog sistema dok ga aksijalni vektor ne menja., Prema tome
skalarni proizvod dvaju polarnih vektora nece pri inverziji
menjeti svoj znek jer je - &. - b = 8.%. Primer takvog ska-
lare imali smo u elementarnom mehunifkom radu F&Z
Aksijelni vektor (na pr, stat, momenat sile) moZe-
mo smatrati vektorskim proizvodom dvaju polarnih vektora (na
pr. E =7, _];) Skalarni proizvod iz polarnog vektora 2 i ak-

sijelnog vektora B3 menjaée pri inverziji svoj znak:
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= =% bxec.

Skalar koji pri inverziji menja svoj znazk zove se pseudoska-

lar, Invarijanta sila K 1\7 je dakle kac proizvod polarnog ve-

ktora Ri aksiJalnog vektora u pseudoskalar. Kako u izrazu
2. bxc dolaza obe vrste: mnozene, to se on zove mesovxtlm pro-
izvodom triju vektora. Zugrada nije potrebna Jer vektorsko
mnoZenje 2.D sa ¢ nema smisla, Na sl 46 &ine vektori 2,0i7¢
- triedar sa temenom
0. Proizvod 8.3 pre-
stavlijaApov_réinu F
pg.ralolograma kome

I QR
su strane b i ¢.Vek-

tor gx? stoji up~

ravno na povr3inu F
i kako smo usvojili desni sistem, upravljen je na vise i za-
a.cos;y‘-' h je visina paralelopipeda

je ZBxZT=F.n="1

klapa sa & o3tar ugao J.
> . >
kome su ivice vektori E, b i ¢, dekle

zapremina paralelopipeda, Iz ove g¢injenice Jje ofevidno da

vektore mo¥emo u meSovitom proizvodu proizvol jno c1klidki

permutcvati, dakle je
I «T=b.0xa =3.8xD

po velidini i znaku,
Zbog svogu geometrijskog znadenja zove se mesoviti

proizvod i zapreminskim (volumnim) proizvodom i mofe se jed-
zapreminsy iy

noznadno pisati: labc\n

Jednaéina [abc| 0 znadi odevidno da tri vektora

le¥e u istoj ravni da su komplanarni.
Na sl 46a je ugao ¥ izmedju & i b x? oftar,
a, Na sl 46b je ‘13" tup ugao, cosV < 0,

cns:)>0

zapreming V je pozitivn
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; vivalont'gm Spregu

paralslna \rektora Riw
Paralslna vekiors j p e
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eometrijs i

g etrijskonm Zbiru gilg ﬁKL + _lfz = Z—})’- 0 drugim 1
; | 4 . . . rela-
c Ja.m-& lzmedju krstovg biée docni je govora

&) Ak : . ‘
) Ako ostanem brl izubranoj ravni & { tadki A.mo-
Ry

Zemo razlik dh o
ovatl Setiri slugeja keji mogu nastupiti: 1)

U najopstijenm -
N Jem slucaju gy K,#0iK, #0, sistem (P).  ekvi-

valentan je
Je krsty (KuKz). 2) Ako je K,=0ili K, = @ 111 K,

1 K; leie u istoj rawnj
3
tanti R. 3) Ako jo K,

sistem (P;) ekvivalentan Je rezul-
=0 a ravan sigtem P;  se svodi ne

Spreg, ili ako i i ’
Su K, iK, iste velidine i antipara'ielne,' si-

stem (P;) ge & N
i svodi ng rezultujgéi spreg momenta Y, Najzad 4)

Ako je K, = 0 i = i
1 1K, =0 sistem (Py) Jje u ravnotei,

b :
) Ako tagku 1zaberemo beskona&no udaljenu, bide

sve komponente pJ 3
+ medju sobom paralelne, i zaklapade sa ra-

vni & neki ugg i 3

; g OP Sistem ;Pi” mo%s biti ravan sili K, ili
8€ mMiuzZe svegti
di 1 Ma spreg momente N;. Ako se i sistem (B) svo-
L ne spreg momentg M;, onda Jje dati :

SPregu sa mome; M=,
atom N = ¥, + ¥E,, Ako se pak jedan od komponen-

talnih cistema na pr. (P sgvod

eistem ekvivalentan

1 na spreg, a drugi na rezul-

tantu, onda j =
TR e K =0 dakle K, « B =R i dats sistem

(Py) svodi gse
UA rezultanty R 4 rezultujuéi spreg 0 tom si-

ocnije govora (v, &1, 21);

Ako smo jzabpg; T
rali 3 =72 stoje sile P upravno na

revan €, dati gj
Sistem (P,) avodi ge pa upravni krst sila. Ako

8¢ pri tom raz ju i
) laganju 1spostavi da je ravni sistem (P)  ek-
» Momente M, ¢, j, da se svodi na beskonulno

udaijenu si
) 5ilu K, 0, tako da je K, = R, zove se takav b

vni krst dinamg
m, a i
——290, a napadn; ija si
§ a linija sile K, zove se central-

nom osovinom gi
—— =207 1Nom siste .
™a (P;) . Dinama je dukle odredjena sz dva

» Prvi ima odredjeni evoj polozaj,

R e
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|
drugi je slobodan, Docnije (v.51.23) éemo videti da se svaki

prostorni sistem moZe na jednu jedinu dinamu svesti,

c) Ako za ravan g izaberemo beskonaino udaljenu ra-

van pros

i, komponenta Pi' leZace u beskonalnom rustojanju od

\
Iora leZade prodorna taika B; sile P, (8l,43) u bes-
konaénos‘

tatke A bide dakle i P/ - O, a usled toga komponenta P =F;

* B/ Py, Beskonalnc udaljena sila P/ > 0 znali spreg koji

leZi u ravni AP; i ¢iji je momenat proizvod sile P, i njenog

rastojanja od *tacke A. Razlaganje sile u dve komponente od

kojih je“ﬂna prolazi kroz taCku A a druga leZi u beskonaéno u-
daljenoj‘ravni, poznate nam je vec¢ operacija iz statike u ra-
chija sile na jednu talku van njene napadne linije.
21. REDUKCIJA SISTEMA (P;) NA JEDNU TACKU, Ovu mo-

osti i prostije bez primene beskonaéno udaljenih e-

vni: redu

Zemo izv
lemenata prostora. Na sl.44 je O proizvoljna redukciona ili

zborna talka. Svakoj sili P, povuce-

mo paralelu kroz O i smatramo je na-
padnon linijom sila P = B-i =%
Tako dobijamo prumen od n sila P
koje sloZimo u rezultantu Z_i’l =R,
1 n spregova (P{,~ P/) &iji su mo-

vektore

menti Pp.r; = M;5 osovine tih momenata kao slebodne

moZemo p?lo‘iiti kroz 0, i tako dobijamo drugi prostorni pra-

- = R s =3 >
men vektora koji slazemo u rezultujuéi momenat N, = 2.

Tekc smo| sistem sila (P;) redukovali na redukcionu rezultan-

> =
tue R i J“edukcioni spreg M . Oba vektora zeklapaju uopite
kos ugao ¥ . Keko sile - P; prolaze sve kroz istu talku 0, to

Jje Z-ﬁi i‘ geometrijski zbir momenata datih sila P; u pogledu
\
|

>
na tacku 0. Zi”f.i = ZM(OP‘)= ﬁo zove se glavni momenat u pogle-




oko osovina 0z za uga
] ugao o obrtnu povriinu ABB'A'=® . Elew.-

o . menat obrtne povr3ine je d® =oxde, da-

kle
® =c(xds TOgc,

gde je s = AB  duiina wmeridijana, ¢
1

restojanj e g )
janje njege.og tefidta oa obrtns

osovine. dakle & ji 7id
ne. dakle cu?l put. koji teZidte 1i-

nije pri obrtanj i
rtanju izvrsi, Veiidina obrtne povféine ravna je

proizvodu iz zi idij
1z duiine meridijane linije i puta koji njenc te-

R - L
avan OABC = F opisuje obrtanjem oko 0OC obrtno

telo OAA'B/CB za i
B'CB zapremine V. Elementarna ravan dF opisuje za-

Preminu dV =axdP, dakle je

v =ocjxd1~‘ =ag,F ,

t.ir za i
premina obrtpog tela ravnu je proizvodu iz povriine
materijalne ravni i
i i puta koji nj Zis i j
e P oji njeno teziste pri obrtanju pre-

Oba ova stava o veli&ini obrinih povr3ina i tela na-
sac je | ijski ‘
Je Aleksandrijski geometar Papos koncem tredeg veka po-

sle Hrist i ] i v : v
sta, ali su oni peli u zaborav, Kepler ih je ponovo
naseo 1 vaioj r-
l 615 g. U svaejoj stereometriji buradi, ali ih nije for-
‘mu,isao Po treéi put i v |
K ost i j ]
N P postavio ih je Isusovac P, Guldin iz

oY, Galena (Svajcarskg) 1640 g.

//‘ Guldinove stavove prime=~

<I ) //,1;;>\ nidemo na povrdinu { zapréminu
\\\J‘i/ ' torusa (81.42), Sa s = 2, F =

7 = r’f, = 2% i
S ’ i . = =
5242 SR

nalazimo @ = 4 arﬂ iV =2 ar’a®
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SILE RAZNTIU PR AV ACTA

Neko kruto telo K koje je u svojoJ pomerljivosti
slobodno, napadaju sile Fj (L = 1,2 . . n)raznih pravaca

Napadne taéke Aj sila mofemo u pravcu napadne linije proiz-

) voljno pomerati, sile smatramo kao klizeée vektore,Valja nam

naél naJprost131 sistem sila koji ce datom gistemu (P;) bitl
ekvivalentan.

20 - KRST SILA, Izaberlmo proizvoljnu raven €1 Je-
dnu talku A izvan nje (sl 43)  Napadna linija sile P; prodi-
‘ re ravan £ u talki Bi  Ravan
_odredjena pravama F3 1 BiA

gele revan € u pravoj B;ei.Ta"
 gku B; smatramo napadnom tad-

kom sile Pi i razloeZimo je u

‘komponente Pj i P} od  kojih

Lr 52.43 " prve leii u ravni €a druga

prolazi kroz talku A,

Po&to smo tako razlo%ili sve n sile, dobili smo u

- mesto sistena (Pi) dva prostija sictema istog broja sila:Ra-

van sistem (Py ) u ravni €1 centralni sistem (P{) sa cen-
trom A, Oba sistema slo%?imo na poznat negin u rezuitante Ky
i K,. Te se dve cile uop3te ukr3taju, stoge sistem (Ki,Kg)
zovemo krsiom sila. Kako smo ravan & i tadku A sroizvoljno
birali, to moiemo jskazatll stav: $3g§£~g£9storn§_gigzgg_g}}§

mo¥e se na beskonafno mnogo nadins svesti na krst siln., Kako

. . . A\ _
su svi ti krstovi ekvivalentni jednom istom sistemu (Py) @O0

raju medju njima postojati jzvesne rslucije. O&evidno je da

geometrijski zbir sila K, 1 Ko svakog krsta mora biti ravan
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¢emo dele¢i telo u stubide z,dx,dy = dV,dskle sralunavanjem
dvostrukih integrala. Koordinate teiidta elementarne zapre-
mmé dv su $=x, q=yd g-% . Primenidemo cilindriéne ko-
ordinate, dakle stavidemo u integrale (15.1)

X ='r.cosp, y =r sing, 3 = ko

h

=d j = —
gde jo k ==, (s1.19), te demo dobiti

30
v=|f zdx;dy=kLI£r.dr.@.d¢ - kj?dr}%—zl% k“zr *2 ;

Ve, = [ x.z.ax.dy

k.[ Jrzdrcp cosp.dp = k— (?.cos(F dg =

Ti(’?' 2),

A krf
ot

v, =J‘y‘.z.dx.dy = kLgLr;‘zdr.sin(p.(p.dq) -

3

> kl‘ij(P sm(p d(‘)

~|sing - P. cosq)'

Vo -—J’ “dx. dy "—f frdrq:zdcp r gqu; L

i sa ovim integralima nalazimo:
_8 -2
?o 5 ry= 0,3084 r, v

16 - ;
q,= 3pe LT 0,5404 r, , -.....(18.9)

KX h a
gﬂ—ﬁ 'IE‘3_

U tehnilkoj praksi potrebno je kadgod da odredimo

i Sk
sinu teZista nekog tela nepravilnog oblika (hrpa zemlje,pe
,pe-

53
i
ska i t/d) &ije smo dimenzije snimanjem nekoliko prefila od-

redili, |[Pretpostavimo da hrpa le¥i na horizontalnoj (xy) ra-

vni, Sa proizvoljnim podetkom O uzimamo z-osovinu kosu pod

uglom o, Teorijski podelili bismo hrpu u tanke horilzontalne

plode debljine sino.dz i povriine F te Dbismo nasli

[
; V = sinx|Fd i v = sina|F.z.dz
| si J z 1 ?o s z ’

dakle | SFz il

5= (Fdz

U prekti&nom 1zvrSenju zameniée integrule zbirevi od 2 m sa-

biraka, Razliku 2z, = 2o hrpe podalimo u 2n dela

& e ’

i

| Z9n ~ =°
a = —

‘ 2n

konstruiZfemo iz snimljenih profila izohipse i planimetrira-

njem n;adjemo povriine horizontalnih preseka Fo, Fy, A o
~afon| hrpe
i Primenom Simpsonovog pravila nalazimo
£ ;
V'—'Bin(??[Fo ‘4?1#2F2+4F3+.... +4‘F2"_1" an]

..(18.10

a
ViSe =\sin<7—3{1"o 2o + 4 Fyzg+ 2 Fpzg 4 Fazzt
| + b4 F ¢ F ]
beses 2“.1227.-1 2n %20 |,

19, GULDINOV STAV. Kada poznajemo tesiifte  ravno

krive| linije s"odnosno ravne povrdine [F) nalazimo leko veli-

&inu povréina koju linija s"opisuje obrtanjem oko csovine U

njeno,) revni, kao i velilinu zupremine koju ravna

opxque obrtanjem oko osovine u njenoj ravni.

‘ Na sl,41 opisuje meridijana linija AB swrtanjen

. "
figura F
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Y,

%
3
jy dy g3 4 . 4
= =V T % 18.4
' jfy dy ¢ Yy < YE soeee (18 )
1

Z& potpun; . 3
Puni konug (v, =0) jo M, =% Y, kao 3to smo elementar-

; 4
nim putey na$li

Za obrtni paraboloid (sl,33) kome je meridijan z%=

=2 : : vy
PYs nalazime teZiSte zone visine (¥, = ¥,) posle skrade-

Rja sg 2 p:
%
yzdy 2 3 - 3 .
Tzo =L =_3.y2 Ji ' n,...(18;5>

ﬁ'- dy

"

i zg kaloty (v = 0)
1

2
na '-5 Y- - :
Za loptu (1.38) je 22 =r2 - y% dakle po obras-
cu (1803;)

n, = (r2 - y2yy 4y
(] = —
j;!‘z - yz) dy = P

2 rzyz - y4 Yz

3rty -y3 |,

eaeve. {18,629

Za 1
loptin segment (yz = r) je

['\
.3 (rz - y2)*
‘/ q. 4 2r3 - 3 riy + VA ""”’(18"68‘)
oy/ Iz poslednjeg obrasca dobijamo rustojanje te-

<,> - - .
“E Zi5ta polulopte (v, = 0) od sredi3ta 0

/ = 3 |
_J T=8F c....(18.6b)

SL38.

2imo 1 TeZiste loptinog iseka (sektora)(sl.. 39) nala-
2 veo
€C poznatinp obrazaca kada ga razloZimo na konug ABQ

¥no. .
©20 prostije nalazimo tefifte soktora kada ga

e g+ 1
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razloiimo u beskenalno =wvegs korusa
3ije osnove dF lafe na prvrdini lopia,
8 imaju zajednidki vrh v 9,  Ts¥iita
svih ovih konusa leZe na povr3ini A'B’
lopte poluprsénike i—r Te?iSte ask-

tora identiéno jo dakle sa ts¥iftenm

B povrdine A"B”, dakle je po (17,12)

", 5(%&: ¥ %r) = —a?f(h ¥r) _.,..‘,(18»: 7)

Za h = 0 dobijamo ranije nadjenu apscisu ts?i3ta polulopte,

vivw . . . x% , 2 z2
Teziste oktanta elipsoida = + = =

5z 1oz =1 naéice-

mo kada podelimo telo u tanke plole parzlelne na pr, yz-ravni

z (81.40). Presek elipsoida u rastoja-
nju x, bicde elipsa sa poluosama y, =
xz . _ ]/ xZ
y = b l-? i z=c¢ 1-';2 , dakle
zepremina plole

2
T X
dv =2 bc(l - —a-;').,dx

St 40

i sa ovom zamenom

a
T be x2 _Ta?be
o, T - ) e -5
[
. . 14 @ -.T
Zapremina oktanta je V 873 abe® =% abc, dakle
3
f =52 ... e

Iz simetrije jednaline elipsoida sledi da je i

rh.-.-_:.bv, §';=—:—c

Te%iiste tela omedjenog sa xy- i yz-ravni,” kruinim

cilindrom polupre&nika r i kvadrantom helikoida (sl.34) nadi-
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pek d¥ mala velilina drugog reda na pr. 4V = gz, dx.dy 4ili

Z Xj Z y; Xz ) '
?’ 7 s =773 s Y= q LTI N ...{(18.1) av = ‘,r.dt.d(g)_, moramc slova X,y,z zameniti sa TsNs S koja

. . 3 ) 4 = oznefuju koordinate teiiste linearnog elementa ¢V t.j. lini-
Svaki poliedar proizvoljnog oblika moZemo razlo?iti u n te-
e » | : : Je duZine z, Integrali bide sada dvostruki. Da 1i éemo 4V

traedra zapremine V; &ija tefista imaju koordinate Fis Qi ‘ ST ea ey
. i i i&i drugog ili tredsg red -
Gi odredjene jedn.(18.1), TeZiste S poliedra bide odredjeno 1zrazl4t.1 kao malu velidinu prvog, drugog ili trecsg reda,za
visi J‘d oblika dotilnog tela. Ako telo ima osovinu simetrije

obruscima ‘
Zvies (na pr, x-osovinu), izrazidemo dV keo malu veli&inu orvog re-
Bk g

?o - ZV; _ ' da i teZiSte njegovo bice odredjeno veé prvom od jednadina
T Vi n; (15.1)| jer je 0 = § = 0. Ako telo ima ravan simetrije (na

1 41 ]
qo=—zvi gi 1, 0 ) eee..(18.2) . pr,xy-rfavan) bide dV veliline drugog rede z.dx.dy i teZi-
§te tela bide odredjeno prvim dvema jednuéinama,jer Jje € =0

B ZVi Si o

?0'_2\;-1 Ako telo nema revan simetrije moramo dV izraziti kao malu ve-

- Iw ) . = . 3 B - axT -
Grafikim putem nadidemo teZi3te poliedra keda zapremine v; hCinu} treceg reda 1 primeniti sve tri jednatine sa trostru
smatramo paralelnim silama koje napadeju teZi3ta S; i pome- A in‘j;egrallma“
¢u tri veriina poligona konstruiemo sredidte tih sila. U tehnilkoj primeni najvainija i najieféa su obrt-

Svaku piramidu i konus moZemo razlo¥iti u proiz-

ljan broj tetraedsrasa zajednikim vrhom 0 (sl, 36), dakle postaje obrtanjem proizvoljne linije AB ili 2z = P(y) 1 dve

" -4 ws 5 ’
vaZi stav: TeZi3te § zagremine piramide 2 '5 ¥4 kruinin pavr¥iname A 1B
’\E/ Y-osovina je dakle teZidna oso-
zZ
= 2 vina tela.

9

na talI, Na 51,37 je telo omedjeno cbrinom povrSinom koja
(konusa) &ije je osnova proizvoljan poli~- r
1

gon (zatvorena kriva linija ) nalazimo kada 0 “H Y
teme O spojimo sa teZidtem S, osnovne rav- ' *y”-—y—-;z:" Telo raflo‘z'imo u kruine
ni i prenesemo od S, du¥inu 5,5 =-}-}-s°o : A‘: Yo —= Vploce polupre.cnika zr-l debljine
b) Tela omedjena krivim povrSinama, } g S takoydn Jo il s n=
§¢. 56 Koordinate teiista takvih tela cdredjena | e ¥y R Beuel Jednatial HA531)
su jednafinama (15.1) u kojima x,y,z znade koordinate te- J"p°§ﬁ‘° sa W skratimo,

/3
d 2y! 2y.d
Jqd: . {z :ddy ¥ f‘f(Y) zyd y
% - . z%dy (y)% dy
velidine tredeg reda, na pr. dV = dx.dy.dz ili dv =r.d¢.dr.dz 10 'f 5 -j;?Ky
’ Za zarubljen konus (s1,31) je z = tgoty, dakle

(i8ta elementurne zapremine dV. Ako su ove beskonadno male ....(18.3)

onda su x,y,z koordinate tagaka preme.  kojima konvergise

skraéeno sa tgfa :

dV-> 0, i integrali u jednadinama (15.1) su trostruki,ako Je
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Odrediéemo teliste Jednog kvadranta povriine, In-

tegracije 3 Jedn (17 15) izvriiéemo mnogo prostije u cilin-
driénim koordinatams Ps 1y 2 ; 8a x2+ y2=r? je

cosvy = dxdy = r.dr.dg

r
Ry ———
k2 4 p2°?

dakle prelazi (17, 14)u

"ffmdrdtp

1 posle izvriene integracije

T —_— 2
F 'Z[ril/kz + er(zlnM_"_n_] ceees €)

|=2

Z‘I k2 + 2 r2.dr

k
Prva jednagina (17.15) glasi¢e

o 1 1 o

L, -

l o -'—-\
-3 [V e ﬁ,(kg s poyt
(4]

3F|

o
Druge jednagina (17, 15) razlikuje se od prve samo u tome #to

Je €0s¢ zamenjeno gg 8ing, no kako Jje

f%sin d -J% .de =
. ° ’:P.(?- OCOBCP. ¢=
to Je izraz za N, isti kao zg ¢

0.

Najzad je

jf%}l jf,/k*l"zdrcpd(p — l/kz-fr .dr

Poslednji integral je istj kogi se pojavio u jednadini ¢) za

F, dakle je

z dx dy kn? —_— + V2 + o2
” ““[“sz2+rf+k2 b VR v

cosvz in —k—_‘\

i koordinate te¥i3is 83U prema tome

.
= Ll(kﬂ?u r2)*- k3],
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1H: dxwdy :r
cosV,
fo= Mo = [(kz xl)i ]

18, TEZISTA TELA. a) Poliedri. Tetraedar na sl 35
podelimo u ravne plole hbeskonaino male debljine, A'B’C’ para-
lelne ravni ABC. Kako su 6ve te plofe medjusobno sliine,le-

¥ade njihova te¥i3ta na pravoj DS, koja spaja teme D sa te-

Eiftem 8, trouglaste povr3ine ABC. Prava DS, Jje dakle tezis-

na osovina tetraedra, Iz istog je razloga i prava CS, koja
spaja teiiste S, ravni ABD sa suprotnim temenom C ,.teiiéna
osovina, TeZidte S tetraedra le%i u preseku pravih Ds, 1 CS,.
Iz sliCnosti trouglova $5,S, i SDC izluzi da Jje 8§, = S D
odnosno S§S, =‘%'SZC.

Tefina homogenog tela je § =
= PV. Zemislimo tefinu § tetraedra ko-
Je nepada teiiSte § razlo¥enu u dve
peralelne komponente Q. i Q4 koje na-

pedaju taike C i 8,, Njihove su veli-

: . 1 3 .
5¢.35 cine Q, =79 1Q =4 % Teiinu Q,

i najzad Q¢ u dve jednake komponente Q, = Qg =-§ Q.

TeZinu Q razlofili smo u &etiri jednake komponente
koje napadaju temena tetrasdra., Ako sa xj, yj, 2 (i=1..4)
oznafimo koordinate temena, 82 §,1) § koordinate te%fiZta S
tatraedra, nelazimo ove poslednje po teoremi momenata [ jedn,

(12.2)]:
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K i ; o
ada imsmo dg odredimo te¥i%te Jedne op3te prostorne povrsi-

ne k ' ¢ 1
r?ve date jednadinom F(x,y,2) = 0, moramo za aF usvoji-

ti beskonaéno male povriine dru-
gog reda, jer normala svakog
elementa takvog ima r&zliéiti

Pravac u pogledu na koordinatne

o0scvine Prema tome bide i ko-

SZ 33 ordinate teiiéta povrSine F od-

redjene dvostrukim integralima

Elemenat df izabrademo tako da Je njegova projek~

c¢ija n -
J& na xy-rgvan Pravougao sa stranams dx i dy, Ako normela

u ma kojoj éki
JoJ taéki elements dF ( koji mo¥emo smatrati ravninm),

zeklapa sg Z=o0sovinom ugao V2 onda je

dx.d
dF = \_y i F ajjdx.dy

cosV, cosy, ceen-(17,14)

dakle po (17.2)
=ljSX.dx.dy ]
LS hveetl

100,
= J‘dx.dy
T FSS—:;;;;_ QR STRRE  R C

1
S [y
Co8Vg J

U ovim Jednadinamg Su x,v,z
-9
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proizvoljne duiine koja je u-

c L) 38 pravna na pravu 0z i kreée se

konstantnom brzinom C transla-
\\\\ f torno tako da njen kraj A kli-

y zs po pravoj 0z, a istovreme-

o/ B’ no se ona obrée oko 0z stal-

nom ugaonom brzinom w, Neka
Al 5. 34 talka helikoida udaljena sa r
od osovine 0z ima dakle koordinate x = r coswt, y = r sinwt,

|

z = ct, .
\ Kada uvedemo ugeo obrtanja ¢ =wt, i oznadimo sa T
|

trajanje obrta za 2% , sa h istovremeni put tadke A, imamo

|
X =r cos@, y =T sing,

|
i saTw=2n, Tc =h je

Za T F const, = r; su to tri parametricne jednaline helise;
ova je presek helikoida sa kruZnim cilindrom kome je 0z oso~-

vina a r, poluprednik,

Sa %—= tge nalazimo jednalinu helikoida kada

\ h
njen parametar oznalimo sa k = an ’

‘ F(x.yy2) = 2z - k.arc.tg;%-'..... a)
|
Parciﬁalni izvodi su

12+y2! y=x2+YZ' 9z

‘ ap . - ‘ky oF kx oF
1 9x

1 po Pedn.(l7.16)

‘ ky \2 kx \2 x%r y?
COSVzl =1 :Vl + (xz* yz) * (XQQ yg) = l/k2+ xz‘ y2 ...b)
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dorna t é 't
&cka S sa ravni A’B'G’ Je prema tome trafeno te¥idte
trostran fa i 1
°g omotacda i 8,5 = 7 5,0, Ako je piramida zatvorena
onda tefiste g .
., o Vlaka ABC zamenjuje teZiite S, povriine ABC,
a .
08me 0S, nije te%idna linija, Te3iste omotala zatvo-
rene pirami e
Piramide kao srediste nalazimo &etiri mase F; koncentri-
sanih u tgg .
: aCkuma 5; (1 =1, ., 4); grafidkin ili analitidkim
putem, TeZig &
efiste omotala konusa na sl,29 nalazimo analogo kada

teZidte ;
So Vodilje spojimo sa temenom 0 konusa i na 0S, na-

djemo te?is ] 2
3 eziste § omotacda ga 5,5 = %—sco,

Z

SN\
o
Q
L
-~
<

™~

v
S
% e . St 0

Z ~
A % 925322_22152222 koja postaje obrtanjem linije
= 1(y) oko y- !
il | °°°Vin°' 81.30 je y-osovina tefina osovine,

imamo dakle ¢ : s
& nadjemo samo koordlnatUlE.Kada elemenat meri-

dijana 2 =
f(y) oznagimo sa ds valja nam u drugu jednadinu
(17.2) stavitj dF = 2712 ds

i qu =2n ‘Lyzds dakle
1

q(’:jyﬂ _fyf(y).l/l vt (y)%.dy

jz".dg - Sf(Y).Vl + tl(y)T,dy .....

s . 23
i =y, teje F-z:rszfdu

z s
a zarubljeni Pravi konus 1, 31 Je z = tgoy, ds = seccx. dy,

dgkle Jje o njegovog omotada

Yo
2 3 3
q,= J;Z_SZ_,.E.YZ N
o T8 L3 veseskLB1L)
S’x. y 3y2 . 7
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x A

U

Yo =
8.3/

5. 32

Za omotal celog konusa (y, = 0) dobijamo n,™ é%yz kao &to

amo veé elementarnim putem na3li.

x . . )
) Za povr3inu loptine zone (81,32) je ds aing ’
sinq>=-;: dakle z.ds = r.dy. Sa ovom vrednoSéu daje jedn,
(17.10)
Sydy 1yf-y7 1
- = =—(y, +y o eewl(1T:12
rl‘Cl jdy 2 Yo = V1 2 ( 1 2) )

t.j. tefiste povriine loptine zone leZi u sredini njene visi-

ne Yo < Vie _
1

Za loptinu kalotu (y; = 0) je q, = Ya-

Za teziSte zone povriine obrtnog paraboloida koji i-

ma jednsdinu meridijana 2% = 2 py (sl. 33) je i—; = £ dakle
2
ds = I/l +2 dy 1 z.as = Vplp + 2 y.ay.
Z

Sa ovom vrednoséu nalazimo

Sz,ds=—l/3—;(p+2y)% » jyzds= {——f(pd-zy)%(:iy'p)

dekle za zonu visine y, ~ y,:
X 3 3
B p(2ys +2)t- (3y.-p)(2vi* p) (17.13)
o™ & ° 3 P .
. (2y2 +p)3-(2y.*p)" :
a za kalotu visine y,(y,=0):

3 5
=_1-(3 Yz = p)(z Yo " p)’l+ p! ...(17 13&)
No™ (2y2 + p)i-pt '




ona tefiina osovina segmenta ACS, parabole. Oba poluseg-
menta ABC i ABC, imaju teZista S i §; koja leZie na teZisnoj
liniji celog segmenta, paralelnoj Ar osovini, sva tri teZis-
ta imeju istu apscisu ¢,. Kada u d) zamenimo slova ¢, 1 sa

p AR | ulntegrale jednagina (1.7.6) unesemo y =Q(x) =

PR

l/2 nalazimo sa AB = f i BC =
3
2 5 2
F&, = sinx 20p. gxg‘dx = — {/ p’ sina f?= = t%e sinx
d 5 5
1 — Lo/ 2 1 :
Fno= % sinx [/2 p’Soxdx T V2 p’sincx f =z£9251na

Y £1 3
F =sinc )2 p’jxﬁdx = —2— ‘/ 2p sinoac f2= %f e sinx
(")

8a ovim vrednostima integrala daju jednatine (17.6 ) koordine-

te teZiSta polusegmenta parabole ABC i ABG,:

\

%‘,:%f . no=§a cerea(17.8)

dakle su koordinate te¥idta celog segmenta ACC,, §,= %f s
N, = 0. Pomoéu momentne jedna&ine (12,2) nalazimo sada iko-
ordinate te¥istz X i L, povriine ACD i AC,D, koje dopunjwr
ju polusegmente u paralelograme ABCD i ABC,D, . Te su koordi-
rate §,’, ={of 1 q(’) =Zze U obrascima ne ulazi ugao x,oni
vaie dakle i za o = 90°,

PRIBLIZNO ODREDJIVANJE TEZISTA, Ako nam je kriva
y =@(x) data grafidki ili ako nismo u stanju integrale jedn
(17.%6) sradunati, zudovoljavamo se priblifnim metodama, od
kojih je najtalnija Simpsonova metoda, Povriinu sl. 25 pode-
limo u 2n pruge jednake Sirine h tako da je Xg, = Xo= 2 nh,

Onda je;
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ho | : 2h .
ol 1 x} (Yo * ¥2n) +—3‘s1noc(y2+y4+ cuw) #
|

4.h E
‘ + = sina(y, + y3 + ...t Yan-1)s +.-.(17.9)

) 1 ,
ostala dva integrala dobijamo zamenom y sa Xy odnosno 2 y¥,

dakle ‘ Xgn h
re,= sinfoX:cyd)_( = 3 sincx(xoyo + X2"Y2n) + W

2.h
+ 3 ° sina(x,y; + Xg¥q * ... )
4.h |
Ly sina(x,y, + Xg¥s * ... * Xgui¥ons)

[
| ...(17.9)
ginc (%7 h
Fy, =5 szdx =5 sina(y) + y5) 4
("]

+ = sina(y] + v+ ot y0)

7

Dufinu (Xgn = Xo) 1 ordinate yo = ... Yoo izmerimo u razme-
ri slike, sradunumo tri navedena zbira i podelom poslednja

dva sa prvim dobi jumo truZene koordinate ¢, 1 Ng.

i B) Krive povrsine. Te?iSte omotuCa konusa sa pro-
izvoljnom vodiljom nalazimo na isti nedin kao i1 teziste omo-

tala piramide sa proizvoljnom osnovom. Na sl, 28 trostrana
piramidaf ima otvorenu osnovu ABC. S,je teziste vlaka ABC ko-
je smo na sl,16 bili odredili, Prema
tome je prava 0S5, teZiisna linija omo-
tada, 5,5, i 5, su teZidta triju ravni
omotada, Ravan kroz te tri tacke A'B'C’

je dakle teZiSna ravan omotada a pro-




38

znadimo povrdinu AA'B'B i koor-
dinate njenog tefidta, sa Fy,¢,,
N, analoge vrednosti povriine

AA"B"B i najzad sa F, $os Mo

povriinu A"A'B'B” i njene traje-

ne keordinate teiista, postoje

Jedna&ine (12.2)

&o" FifL - Fa§2 5 _Fmy - Fa1),
o F, - Fy Mo F,-F

Uvodjenjem vrednosti iz (17.6) nelazimo za koordinate tezis-

ta povrSine A"A'B'B” ili F, - F, = F,:

fo

. S(Y' - y")xdx 3 S uxdx

S(y' - y")dx  { udx
S S
Sudx
Ake se linija A"B" nalazi ispod apscisne osovine onda je u =
eI & Rt
= c Jedna&ine (17,7)vaie i
4 3 za povrdinu omedjenu jednom
1 Fv zatvorenom krivom linijom, U
y tom slud¢aju je A'A” = B'B” =
p = 0, Tada ¢éemo se slu¥iti or-

togenalnim koordinatnim si-

stemom,

Jdednaine (17.6) prime-
nidemo na odredjivanje teZi-
Sta S polusegmenta ABC para-

§.27 bole (sl,27), Farabola je de-
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ta u ortogonalnom koordinatnom sistemu Oxy kada je O u teme-
nu parabole a Ox osovina parabole, Jjednaéinom

..ooa)

Diferencijalni izvod po x daje nam nagib @ tangonte u nekoj

talki P:

y2=2px

P
1 1L
44 y

Kade kroz tafku B koja polovi tetivu CC, povulemo paralelu
sa Ox, seie ona parabolu u tafki A, Tangenta u A je paralel-
na tetivi CC, koja zaklapa sa Ox=-osovinom ugao @, Pravac tan-
Sto

gentes u A 1 osovina parabole su keo znamo

kenjugovani
pravei i to vaii za svaku vrednost ugla o, Ako sa & ib oz-

nedimo koordinate tafke A nalazimo po b):
. P 2 ’

tgoe == L ......0 b

o : )

Jednatinu a) parabole transformisademo na kosi koordinatni
sistem Agn tako da je Ag paralelna osovini Ox a An tangenti

u A, Iz slike 27 &itamo obrasce za transformaciju koordinatsa:

x-a+§+rlco'ao:, y =b + qsina ..... ¢)
i kad ove vrednosti stavimo u a) dobijamo

(b +nq sino )= 2 p(a + § + neosx)
i11
n2sin%oc + 21 (b sinc - p cos )+ b? - 2 pa = 2 P§
S obzirom na b') Jje koeficijenat uz 2n ravan nuli, a 8 obzi-
rom na 8) Je i b2% - 2 pa = 0 jer taika zadovoljava Jjednadi-

nu a). Jednafina parabole u sistemu 'qu glasi dakle

2. P - !
P w2y

ime isti oblik kao a) kada parametar p zamenimo sa p' 'a—ig_ga

veees @)

Kako prava Ag polovi sve tetive paralelne tangenti An to je
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koji smo na3li (16,4 =
N\ 4 ( ) §
sina
T , dakle

I
% j?dF Zsinajrzdr=

Ty
=3 (r1 = rz) sina
1
Jear
o™ far -
(o)
8. 23 2 ri = rp sinox

Pl + wte
Za 0(--—2- Je teziSte zone udaljens od sredifta 0 za

_ 4rd-r3
M ﬁm— snmme T Tk )

& za povriinu polukruga je

i 4.!‘1
?0-;; e S b o b (17.4a)

KruZni segment (sl.24). Kada oznaimo sa F i & po-

/Z\ vriinu i apscisu tefilts sektora,sa
r ) : o .

Fo 1 ?0 iste velidine segmenta, a

sa F, i §1 Za trougao OAB,; nalazimo

(04
\/ §\ po teoremi momenata masa Jjedn. (12.2).
' {
N -
\ :"?0:?%'&.?1

£
e 24 i kad unesemo F =op? y § i.si_ncrr

: 3 &
Jedn, 17, = p28in 2x 2
( 33-), F‘_ 2 s ?lz—s—r_c‘)sa.l Fo F ~ Fi -

i f
£, | : "
e (20¢ - sin 20c) dobijamo
2
5 N sin“o ' N
?0“ 3 T'2x - singx .o (27.5)
|
Sa oc=%prelazi jednadina (17.5) u jednadinu (17.4a) za te-

Ziste p+vr§ine polukrugs.

PovrSina na sl,25 omedjena je apscisnom osovinom,
dvema paraleluma y, i y, i pro-
izvoljnom krivom linijom, Pea-
ralele zaklapeju sa apscisnom
'osovinom proizvoljan ugao « ,

Jednatina y =@ (x) krive data

£ je u kosom koordinatnom siste-

S 25 mu, Povrdine nema osovine si-

metrije| njeno je teZi3te odredjeno sa dvema koordinatama $o

\
i No- T.ementarna povriina dF = sino.ydx ima koordinate g
=xiq

=E i 8a njima glase integrali u jednalinama (17.2)

F?o jjdﬁ‘ = sinajxydx ’

X
= S ar = smaj-yux
.9 .

‘ %
U JednaLinama (17.2) skratiée se konstante sina i kad une<
semo y( @(x) dobijamo

F =‘ng(x)dx =l.j(pgx)2dx (17 6)

‘0 §o(x)dx ’ lo 2 {@(x) dx A
Analogo‘ nalazimo teiidte povriine A'B’ B”A"’(‘sl.zé )/:medjene
dvema ordinatama i dvema krivim linijama A’B' i A"B” ¢&ije

su jednadine y' =@ /(x)i y” = @,(x). Kada sa F; 1 ¢, 1, o°
L
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Koordinate o3 oo $, teiidta trouéla koji ima pro-
izvoljan polo¥aj u prostoru naéidemo kada zamislimo povrEinu
¥ kao silu koju napada tefiSte S i tu silu razlcfimo u para-
tslne komponente, S1lu F razlofimo prvo u dve komponente =a
napadnim takame A i D, Prva ée imati vel.‘..é:l.nuAE a druga 3—2_
Ovu drugu razlofimo u dve jednake komponente «E-aa napadnim
tatkama B i G, Kada sa 8;, y;, zi'(i = 1,2,3)301naEimo koor-

dinate talaka A4,B,C primenimo momentnu jednadinu (12.2), i

skratimo sa zajednilkim faktorom F, dobijamo

Xe * X5 * X3

-
% ;

Y, ty, ty '
Ho=-—i———§3——~—1 ¥ e.aa(17.1)

Z, + 2, ¢+ 2
Sog 1 2 3
3

Fomodu ovih jednadina u stanju smo ralunom odrediti teii3te
povriine svakog poligona i poliedra., Ako poligon le%i u xy =
ravini, otpada treda jednadina.

Teiidte Zetvorougla nalazimo najprostije konstruk-

cijom prof. Landa (R.Land, Zen-

tralblatt der Bauerwaltung 1894 )

izvedenoj na sl,21, Iz temsna D
povuiemo paralelu dijagonali AZ,

iz temena C paralelu dijagonali

BD, Obe paralele seku se u talki
F, Talka E polovi stranu AB. Te-

%iSte Zetvorougla S le%i na pra-

. . 1
voj EF i KEs =3 EF. Teiilte &etvorougla je dakle identidno

sa teii3tem trougla ABF, Za dokaz konstrukcije povulene su
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strane DI i CE na kojima leZi teiiSte 8, trougla ABD i tz-
3i8te Sptrougla ABC. Trougao BCD dopunjuje trougao ABD dakle
je 5,8 /4AC, iz istog razloga je 5,5/ BD. Kake je 1 5,5,/ DC,
to su trougli ;8,5 i DCF sli¢ni, S leZi na pravej EF i ES =
=—§-EF. Ista konstrukcija sluii za odredjivanje teZiSta tra-
peza, U grafostatici Eesto nam nije potrebno teZiSte irapeza,
nego samo tefifna linija koja je paralelna paralelnim strane
ma trapeza, To je sludaj na pr. kade emplrilki datu krivu te-

retnu liniju zamenjujemo poligonom, dakle teretnu povrsinu

u niz trapeza, Vertikalnu tefiZnu liniju trapeza na sl,22 do-

¢ bijamo kada po Lundu prenessmo od iemena

B dufinu BF = DE i podelimo EF na tri
jednaka dela, Vertikala kroz deonu talku

bli¥u dufoj strani BC trapeza je traZena

teZidna linijea,

p) Ravne povriine -omed jene delimi-

&no ili potpuno krivim linijama, Kada sa € 1 § oznadimo ko-

ordinate teZidta elementarne povriine dF i u opste jednali-
ne(12.la) zamemimo dm = p.dF, dobijumo posle skraéivanja sa

gustinom pe jednaéine

§4aF fqar  fqoF |

%0=—~,\:—d—F—, rlo='—SH’ S(I:STF ......-_....(17.2)
J

koje odredjuju teiidte ravne i krive povriine. Za povriine u
xy~ravel otpada treda jednalina, za -ravne povriine sa jednom
psovinem simetrije odredjen je poloiaj teiiSta sa jednom jed-
nadinow (17,2).

KruZna zona i sektor (sl,23), Povriinu ABCD  zone

podsliro u koncentrilne elemente dF = 2 rodr, dakle F =

i 4 .
= ) odf = 2x 5 rdr =a(r# - rl). Elemenat dF je kruini luk za
U,
\ LV

Ty



a b
=37 (2r o) v 5(Frv) 1 3bgtab ... (16.5)
2. Paraometriéne jednaline zavoj-
/- . . .
/ nice ( helisa) glase
( X = a.cos%) s y = a.sin(p ’
St
4 h 8 :
2 l 2= o7 = 9-2-te%
X v
) 5 kada sa a ozna¢imo poluprecnik cilin-
8¢ /8

dra na komes zavojnica leZi, sa h hod

helise & sa < o njen uspon (sl 19) . Treba da odredimo teZis-

te luka ;i:&. Elemenat luka je

~ Mz : v :
i ds = a.secx.dp i sa ovom vred-
\\
Wl noséu gluse cetiri integrala u
3 jednalinama (16.1):

%
jxds = a?secX fcos(P.d(f)
“0

2F iy ;
= a’seco.sin
; (Pl 2

. A
a? seco&jsincp. de
0

jyd s

n

2 -
a?secal cosq)l)

a.t @ i 2
5zds = _a_} seccxj‘{;,d({) = — secafﬁ. b
24 (] 2. 2

¥ fa
ds = a ec’ccj =
S s ) d(P a secx( .
Sa ovim vrednostima malazimo keordinate teZistu luka Ajh,:

t-a si;;(ﬂ , T a%ca_ 8,73k
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Za ¢.= % T %T( 27T su koordinzte:
g 2a —2a
o ~ ¢ 3m @
Qo 2a 2 2 0
T x 3x
. % e 1 h
S 8 4 8 2

17, TEZISTE POVRSINA, Telo &ija je debljina § prema
drugim |dvema dimenzijama vrlo mala smatramo materijalnom po-
vriinom. Masa jednog elementa dF povr3ine je dm = MedF, gde

je pe povrSinska gustina. Ako je p. za celu povréihu iste ve-

li¢ine povr3ina je homogena, Geometrijsku povriinu moZemo
smatrati homogenom materijalnom povrSinom sa gustinom g = 1
Povrsine mogu biti :

A ) ravne povr3ine a ove su «) omedjene pravim li-

nijama, ) omedjene pravim i krivim ili jednom zatvorenom
krivom 1linijom,

a) Ravne povriine omedjene pravim linijama. Medju

ovima je najjednostavnija povrSina trougla iz koje moZecmo
sloZiti| svaku ravnu poligonalnu povr3inu. U trouglu ABC se
stranama a, b i ¢ 8l.20 Jje elemenat dF puralelun strani a.
i njegoyvo te¥ite je u tulki koja polovi njegovu duZinu, To
vaii za sve elemente paralelne s& a, dakle je prava AD ('CD =
= DB ) tefidna osovina trougla,tc
veZi i za  ostale -dve medijane

strane, teZiite trougla S je da-

kle u preseku AD i CE (AE = %B).

Iz sli¢nih trouglova ACS i  DES
L
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Ja je homogena, Masa elementa ds je dHL_PZdS, gde je M, linear-

Ba gustina, Za homogenu liniju imamo po (12, la)

g %"ﬁ q:%, -[zris ... (26.1)

pomoéu kojih nalazimo koordinate teli3ta geometrijske llniJe
Ova se mo¥e konkretno. smatreti materijalnom linijom gustine
B 1, Ako cela linija le%i na pr. u xy-ravni otpada treds

Jedna&ina,
8) VLAK SLOZEN IZ PRAVIH LINIJA, Te3iZte prave li-
nije le%i po teoremi 13-f u sredini njene du¥ine, Ako njene

krajeve oznadimo sa i i k a dufinu sa lixs onda su koordina-

te X + x vi +y, z; + 2 )
Fue=— 2 ~, Thkz‘&—g‘—i » S “——7?-JL ceee.(16.2)

Te%iste proizvol jnog otvorenog 11i zatvorenog vliaka od n
strana dufine i [' =L,2, ... (n-1)] (k= 2, 3 ... n) i-

denti¥no je sa te¥istem sistema materijalnih talaka Eije su

mase my = /. a koordinate ? * Ny? Six- Grafifki odredjuje
mo tefiste vlaka kao srediste paralelnih sila Fx = {ix koje
napadaju sredine strana.

Primer, Te¥i3te trouglastog vlaka ABG (s1,16) . U
tadkama D,E,F, koje po-
love strane aysb,c, kon-
centrisane su mase ayb,c.
Tofifte masa a i ¢ 1le¥i

na pravo} DF =-§-u tadki

G. Iz obrasca (15,3) za
polofaj talke G izlazi

D¢ ED ¢

proporcija e - EE = ;‘ t.Jj. prava EG polovi ug=o FED, i o-

ne je tefifna prava celog vlaka, To va¥i i za ostale medija-

T=2a

o3l

ne trougla DEF, dakle je tefijte S trouglastog vleka identi-
&no sa erediStem kruga upisanog u trougaoc DEF,

Radunom nalezimo sa oznakama slike 16

hz a
+

+ c . ha b
a + b+ ¢ L analogo qa= 2 'at

+c
atbt e ceee.(16.3),

Te¥i3te vliakova koji imaju dve osovine simetrije (upruvne i-
11 kose) kao mreia paralelog;ama, odnosno iri ravni simetri-
je keo mre%a paralelopipeda, identilno je sa srediitem sime-
trije vlaka,

b) Krive linije, Jedna&ine (16.1) primeniéemo na
odredjivanje te%iSta jedne ravne i Jjedne prostorne krive 1i- -
nije,

1, Na 81,17 je ABC kruimi luk sa centriinim uglom
20 i duZinom [ = 2.ra Kada usvojimo simetralu 0C, na kojoj

se nalazi tefifte S luka, za

7o 2 y-osovinu, imamo da odredimo

¢
% Tsho & semo koordinatu M teZidta, U
} 7SI & °

drugoj -jednadini (16.1) stavi-

Y\ 5
7 mo ds = rdg, y = r.cosg ,te
T
X dobijamo:
g lcos .d
517 | [

uzimajuéi integrale u granicama +o i - oc nalazimo

sinoc
qo= r— aee..(16,4),
2r

Ze polukrug (of= —) Jo M =% =0, 637.r.

Ze prozorni okvir na sl,18 nalazimo koordinatu qo

tefista po teoremi (12,2)
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ta sa koga smo je iz tela izdvojili, Ako sa A oznadimo jednu

taku koja se u zapremini AV nalazi i zumislimo da AV kon-

vergide prema nuli teko da uvek sadrii tadku A, onda je
AM _ dM i
lim AV "y B specificéna masa ili apsolutna gustina tela

u tafki A, Analogno dolazimo do pojmz spccifilne telfine T

Keko je teZina G = gM to je 2§§ = gqv d” srednja specifilna ta-
%ina zapremine dV, a gL =7 spec1f1cna teZina u tadki A. Ve~
li%ine p i j menjade se u opite od taCks do talke, one (e
biti funkcije mesta: B =F(xy ¥y 2)y T = &F(X9¥92).

Takvo telo sa promenljivim p i T 2ovemo heterogze-
nim, telo u koga je B konstantno u celoj njegovoj zapremini
zZove éo homogeno, Za homogeno telo je M = uv i 9 =7gV. Broj-
na velifina p 1 § zavisi od jedinica teZine,mase i zapremine
koju usvajamo,Tako je napr. za Jedinicu teZine kg i jedinicu
zapremine am® 114 litar specifidna teZina topljenog gvoZdju
7,85 kig/dn® Isti broj dobijamo za jedinice gr iemd;itimd,

- Ako pak usvojimo englesku funtu (1 funta = 0,4536
kg) i stopu (= 3,05 dm ) naulazimo da je kz/dm® = 62,55
funta/stopa®, dakle specififna teZinu gvoidja 7,85,62,55 =
= 491 funti/stopa®, U mesto apsolutne gustin: i specifidne
teZino neke materije slufimo se u tehnilko] pruksi relativ-
nom gustinom D ili gustinom u uiem smislu reé&i. D je broj
koji kazuje koliko puta je vede M conosnc g od Mo cdncsno Do
izvesne normglne materije 8z kojom uporesjujeme cve ostals
materije. Dakle je D =-%; = 28 =-ft. Za normalnu ‘materiju
usvojena je za &vrsta i t;cnangla ﬁgﬂljski dista voda  pri
temperaturi od + 4°C kada je njena apsolutna gustina najveés,

Gustina neke materije je dakle broj koji kaZe koliko putu je

njena masa ili tefina vadu od mase ili teline iste zapremine
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vode, ﬁrojna velidina gustine kao neimenovanog broja nezavi-
sna je|od jedinica mase i zapremine. Tako je srednja gustina
nase Zemlje 5,51, gustina kovnog gvoidja 7,85.

15. TBEZISTA HOMOGENIH TELA, Za homogeno telo moZe-
mo u jednaline (12.la) staviti = pdV. Konetantan - faktor
u mo¥cmo staviti ispred znaka invegrala’ te se pu brojitelju

i imenitelju potiru i tako dobijamo &isto geometrijske obra-

sce koji nart odredjuju koordinate teZiSta geometrijskog tela.

x. dVv y.d z dV
I T - REIRLCLEY

i koje|/ va¥e za svuko homogeno telo nezavisno od veliline e

Ze sistem diskretnih materijalnih talaka m;(i =1,
2, ..., n) prelaze integrali (12.1a) u konalne zbireve. Ko-

ordinate te?i3ta sistema bide dakle odredjene obrascima

2lm; x4 2my; Sn;z;
o ; ="§3§§_ T . (15.2).

o
Ako sul medjusobna rastojanja tadaka stalna t.j. ako Jje si-
stem krut, bide poloiaj srediSta u sistemu stalan, u protiv-
nom sludaju menjade i teZidte svoj poloZaj u sistemu.

Iz (15.2) nalazimo na pr. da se teZiSte sistema od
dve tafke m; i m, u medjusobnom rastojanju { nalazi u rasto-
Janju m,
i i m, + m,

od tatke m,. To je ujedno i sredidte paralelnih sila P, = um,

| —

i Py 5 pm, &ije su napadne tacke m, i m,.

16. ODREDJIVANJE TEZISTA LINIJA, Telo kojega su

dve dimenzije prema treéoj vrlo male zovemo materijalmom li-

nijom, Zica nepromenljivog oblika je konkretan primer mate-

rijalne linije. Ako je presek Zice na svekom mestu isti lini-
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lako nalazimo koordinate ?, ? eves i1 t.d, Onda po teoremi
1 )2
momenata masa imamo
xdm = Sxdm +\xdm + ... =M, ¢ +M teoe
SV v!. V2 ?1 2 §2
dakle

M§° = M3 4 Mg, +..ee
i analogno

M7,
M§° =

Kade su nam poznate koordinate tefi3ta pojedinih delova M,,

IR PR/ D S (12.2),

[
=
-
e
-
+
=
N
L
-+

Mys «... nalazimo pomodu jednadina (12,2) koordinate te¥ista
celog tela mase M.

13, OPSTE TEOREME O POLOZAJU TEZISTA, Svaku pfavu
koja prolazi kroz tefi3te S tela zovemo te}isnom osovinom,
svaku ravan povulenu kroz teii3te zovemo tefi3nom ravni. Po-
moéu jednadina (12,2) mofemo postaviti neke stavove koji nam
olakSavaju odredjivanje te%i3ta,

a) Telo se sastoji iz delova M,, M,... &ija te¥ii-
ta lefe u istoj ravni, Kada tu ravan smatramo za xy-raven ta-
da su po pretpostavci §1 =y, T e = 0, dakle po treéoj
Jednadini (12,2) je i 3.='0, t.j. ta ravan je te%i3na ravan
celog tela,

b) Ako tefista delova M;, M,, ... leie ne jednoj
pravoj i tu pravﬁ izaberemo na pr. za x-osovinu. onda su
51- §2 = .., 01 q1= ﬂz = ,,. =0 dakle po jednadinama
(12.2) su i koordinate 7,2 9, =0 t.j. ta prava je teiilna
prava celog tela 1 za odredjivanje poloZuja njegova teZista

dovoljna je prva od jednalina (12.2).

¢) Ako smo u stanju podeliti telo jednom ravni,ko-
Ju demo ureti za xy-ravan, tako u dva dela I i II, da svakej
elementarnoj masi dm I,delus sa ordinatom - z odgovara masa
dm I1,dela sa koordinatom - z iste veli&ina, onda Je =xy-ra-
van simetrije mase, U integralu Szdm Jje broj elemenata pa-
ran 1 svi parovi se medjusobno potiru tako da je po tredoj
Jednagini (12.1a ) §, = 0 t.J. teZiSte tela nalazi se u xy-
ravni ,Dakle: Svaka raven simetrije masa jeteZiSna rsvan tala,

~ Jednadine (12,1) i (12,1a) va¥e i za kose koordi-
natne sisteme, Ako su dakle navedeni uslovi simetrije zado-
voljeni a z-osovina zeklapa sa xy-ravni proizvoljan ugao raz-
li€it od 0 i %—, onda kafemo da je xy-ruven ravad kose  si-
metrije tela.Iutom opStem slnuéeju jo ona teZidne ravan tela,

d) Ako telo imu dve ravni (ortogonalne ili kose)
simetrije dakle po teoremi c) dve teiiine ravui, onda Je
njihov presek tefiSna osovina tela,

o) Ako se telo sastoji iz parnog vroja delova ta-
xv da delovi jednog para imaju istu teZinu (maeu ) a njihova
teZidta le¥e simetridno prema jednoj pravoj onda je ta pra-
va teXidna prava tela, Akoc telo ima dve pravebnavedene oso=
bine onda njihov presek oéredjuja taZiste tela,

f) Ako se tele sastoji iz parnog broju delova ta-
ko da oba dela jednog para imaju istu teXinu i lefe simetri-
&no prema jednoj tufki, onda je ta taSka te?i3te tela, ( Cen-
trala simetrija masa),

14, SPECIFICNA TEZINA, APSOLUTNA I RELATIVNA 3US-
TINA, Kada iz nckog tela mase M i zapremine V izdvojimd je;
dan deo mase AM i zapremine AV zovemo odnos % M

stinom tela, Njena velifina zavisi od veliéinp AY-1 od mes=
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drugi nadin transformisati kada komponente sila P; oznaimo
kraée sa X;, Y;, Zj. Dobijamo tako
275 cosx; + Z‘i"i.cospyi + ZPjcosjz; =
=3[ Kyxg 4 iy * 252 =
= 2P, r;cos ';j‘i= Z_P)i ;‘: = ZV(,(P_)

Uporedjujuéi ovaj izraz sa ranije dobivenim, nalezimo da je

> > - - ®)
R = ZF R iV, =3V®,

t.j. virijal rezultante ravan je algabarskom zbiru virijala
svih sila u pogledu na istu taékuﬂ, 0 sredidtu i virijalu si-
la proizvoljnog pravca u ravni bile je govora u prvoj svescl
ovog dela, str 261.

Za grafidko odredjivanje sredista moZe nam poslu-
£iti sl, 14. Koordinats % i M sredidta su veé odredjene, one
ne zavise od polofaja napudnih taduka jer su sile paralelne
z-ogovini, Da nadjemo § koordinatu morsmo u xz-~ ili yz=ravni
uneti napadne talke A; i oko njih obrnuti sve sile za 90 u
jednom ili drugom smislu. Tako dobijumo snop B paralelan xy-
ravni za koji odredimec treéim veriinim poligonom poloZaj re-
zultante R” DMNjen presek sa R’ i R” daje nam poloZaj sredi3-

ta A, u dvema projekcijama,

0 TEZINI I TZZISTU TRLA,

12, TEZISTE KAO SR&DISTE PARAIELNIH SILA, Najvai-

niji primer sistema vezanih paralelnih sila je teZina  tela

¥ Pojam virijala ime vaZnu primenu u statistilkoj mehuni-
cli koja ispitilje nesredjena kretanja velikog breoja talaka,da-
kle ime primenu u termodinamici 1 kinetickoj teoriji zasova.

(&vrstih, te&nin ili gasovitih). Svako telo zapremine V ( onu
irna kod| &vrstih tela vrlo pribliZno stalnu veliéinu 1 oblik,
kod %elnih tels stalnu velidinu a oblik suda u kome se nala-
zi, kod gasovitih tela veliinu 1 oblik suda u kome je za-
tvoreno) moZemo smutrati sloZenim iz heskonaéno mnogo mate-
rijalnih| taaka. Svaka ta tafka je napadna tacka jedne ele-
mentarne sile. njene teZine dg Skup svih tih sila ‘qu = Q
je te%ina tela, Kadd polo?aj tela odredimo prema jednom ko=
ordinatnom sistemu Oxyz, odredjeno je srediSte paralelnih si-
la dg lsa odredjenim napednim tadkema po jednaéinama (10.5)
u kojimd znsk zbira 2 zamenjujemc sa znakom j‘:

L L L R R

= qu 5dq §° qu 2.

 Talku odredjenu koordinatama ?, q > qo zovemo teZidtem tela,
o Q T e N

Po definiciji sile je daq = g.dm gde je g = 9,81
m/sec2 Ubrzanje tele a dm masa tatke. Kad u (12 1) unesemo
tu vrednost za dg, skratide se konstanfa g u brojitelju i
imenitelju te c¢e biti

xdm ydm zdm
‘§D=j5dm, T]f‘%dT’ g‘;iﬁ; vveo{12.1a)

JednaZine (12,1) i (12 la) definiSu jednu i istu

tadku krutog tela s toga se teZiSte tela zove 1 sredisStem

njegove mase,

jdm = M je masa celog tela, Mf; je momenat teZis-
iz u pogledu na yz-ravan, jednalina Mg; = Sxadm iskazuje da
jo momenat teZiSta ravan zbiru momenata svih elemanata dm u
pogledu |na istu ravan,

Cests mofemo neko telo mase M i zapremine V razlo-

2iti u delove mase M;, My ... i zapremine V, , V,... za koje
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vnotefa ne biva poremedena proizvoljnim pemeranjem tela dok
se intenzitet i pravac sila ne menja, OZevidno je da se us-
led translacije tela ravnoteZfa neée poremetiti; dovoljan je

dekle uslov za astatilku ravnoteiu da ona bude odriana ako

se telo oko jedne tafke obrés, U mesto da telo cbréemo a pra-
vac sila ostavimo nepromenjen mofemo telo smatrati nepomié-
nim & sve sile za isti ugao u istom smislu oko bnjihovih na-
padnih talaka obrnuti &ime posmatranje biva jednostavnije.Za
dva vezana sistema sila (B) i (Q;) kafemo da su astatidki ek-
vivalentni ako se telo pod isitovremenim dejsivom sistema (F;)
i (~Q;) nalazi u astatiikoj ravnoteii.

Kada se sve sile paralelnog sistema (P;) obrnu oko
njihove napadne talke za jedan isti ugao (&) ne menjajuéi pri
tome svoju veliéinu, ostade one medjusobno paralelne, njiho-
va rezultanta R imede istu velilinu ZP; i obrnude se za is-
ti ugeo ({) u istom smislu,

)
Onu zamiSljenu taiku A, na napadnoj liniji R ocko

koje se rezultanta obrne za ugao (s zovemo srediStem paralel-
nih sila, Obrtanjem sila za uge.oq) menjaju se vrednosti ug-
lovac(,p » I+ Jednaline (10.6) napadne linije R biée za sva~
ku vrednost uglove.or,,p yJ 2adovoljena samo za tatku &ije su
koordinate % = ?ﬂ » =15 §=§,. Ta talka ostaje na napad-
noj liniji za svaku vrednost uglovaoc,[_’) Y dakle za svaku
vredncst ugla f{). Prema tome su koordinate sredista paralel-
nih sila definisane jednalinama (10,5).

Vezani sistem paralelnih sila bice u astatilkoj ra-
vnoteii ako je pored ZP; = O za svaku vrednost uglova.o:,@ ’
T3 M =0, Iz jednafine (10.2) ili (10.3) vidimo da ée to
biti eko je:

ZP.x; =0, TP.y; =0, 2ZF.z =0,

Z2a astatidku ravnotefu paralelnih sils postoje da-
kle detiri uslova, za jedan uslov vide nego zas ravneteZu kli-
zeéih sila,

Uvodjenjem koordinain 'i, n,? ?D gredidta A, is
jednaline (10,5) mofemo jsdnafinu (10,3) znatno wuprostiti,
Vektor poloZaja srediste oznafimo sa 5—.7\0 = (5 s Tektor opo-

lofeja napadne talke A; sils Py sa aii =% gl,l;’a .Kada pi-
Semo mesto 2XP; R  glaside
prva tri d&lana  Jjednaéine

{10.3)

R(§2 s 02 §2) = g

e izrez pod zagradom

[Rf cos0 + anccs[.} +
° 2
+ Rg‘ocos;y] =

12
= [Raf, + By, 4 R 6,1

= (RP.cosf}‘)z.
0
- A
gde je ? ugao koji zaklapaju vektori Ri Po . S& cvim trans-

SL15.

formacijama Jje

2 _ g2 2 . p2p2 - roaZ ) = 5202 gig?

M —Rﬁz -(Rgcosa‘) Reo(l cos 7}) R.f}o.sn?'z
M=

,
x4 > A

dakle M = % Rp sin® ili u vektorskom obliku M ¥ f,Tas
Q

[

ko smo uvodjenjem sredi3ta sveli jedna&inu (10,3} na Gafi-
niciju momenta kac vektorskog proizveda iz _{J i R,
2
_’

proizvod vektora R 1 F zove se po Klausiusu (R, Clausiue,

[
1822-88) virijal sile R u pogledu na tafku 0, Dekle

Rp co %‘= _ﬁ 0 -'V(R)
feost=RL =% .

Izraz pod zagradom u jednadini (10,3) woZemo i na
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sve tri komponente M, My i My jed (10.2) ravne nuli, dobi-
Jamo stavljajuéi M, = My =Mz =0 iz jed.(10.2) odnose:
ZPi. Xy ZPI v Zf'i. Z;

cosax cosf3 = = o2 (18.T)

gde je u konstanta dimenzije statikog momenta. Iz jednadine

(10.5) i (10.7) nalazimo de Jje u sludaju M =0

i= -thx Soweks i —‘u— coal g":—“% cosy ....(10.5a)

& jednafina naoadne linije R prelazi u

¢ SRS Bool DS TR0

coso ZF; cos{} ZP; cosy ZPi
ili
S mdle IR0 T ey

coslx cosP ccssa~

t.Jj. rezultanta R proluzi kroz poletak 0 koordinatnog siste-

ma.

Iz odnosa (10.7) vicimo da je {4 vektor  paralelan

silama P, &ija je velidina odredjena jednadinom
2 2
= (ZRx)’+ (ZRy)?t (3P 4) eeo..(10.7a)

t.j. &ije su komponente u x,y,z praveu zbirevi planarnih mo-
menata (2P x;), (ZFR.y) i (3ZR.z).
Iz jednadina (10,5a) vidimo da je konstantns

e
\ 3 3 - Z‘Pi
rastojanje tadke A, od koordinatnog poéetka 0,

Sistem paralelnih sila P; bice ekvivalentan spregu

M ako Je ZP; = 0 i bar jedna od Jednafina (10.2) razligita

od nule,
Najzad stajade sile P U ravnoteZi ako pored 2P =

= 0 postoji medju planarnim momentima dvojna jedna&ina
(10,7),

21

Uslovi ravnoteZe, dakle i uslovi ekvivalencije iz-

rafeni

u trima skalarnim jednadinama‘ ZXP; =0 i dvojnom
jednaginon (10.7). '

Sve dosada postavljene jednadine dobide prostiji o-

vina paralelna pravcu sila, Tada je
cosoc='cosp =0, cosy=1,

rednostinma svode se tri jednaline (10.1) na R’z = 3P,

\
blik k Ta koordinutne osovine tako orijentiSemo da je z=-oso-
Sa tim {

jednaéine (10,2) pralaze u
n
=nZR = ZRy; My = -f3R - - ZR.x;, M, =0,

Iz ove dve komponente kao i neposredno iz (10.3) nalazimo

= (i x;)t (2R Yi)2_= (ZR Y (§7+ 7).

Polo%aj| rezultante odredjen je dvema koordinatama

f B ZPi'xi - ZPiyl
T e

Uslovi x;nvnote?.e sisteme iskazani su trima jednadinema

2P, =0, ZP.x; =0, 2Ry =0.

11, ASTATIKA SREDISTE PARALELNIH SILA, ASTATICKA
RAVNOTEZA, -

|
| Teoreme koje smo do sada u stetici paralelnih sila

\
|

izveli, iodnosile su se na sile &ije napadne tadke moZemo pro-

izvoljno pomerati na njihovoj napadnoj liniji, U prirodi na-
\

ilazimo i na takve sile kojs imuju svoje odredjene napadne

talke t,j. koje su vezune za talku, Onu granu statike koja

ispituje uslove revnotefe takvog "vezanog sistema" sila zo-
vemo astatikom, Za jedno kruto telo kaZ%emo da je u astatid-

koj ravncteii pod dejstvom vezanog sistema sila (P;) eko ra-
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Mj.x = ¥y %: =~ ZJ'.Piy'

¥udsa za }’i)_

i B, unesemo gornje vrednosti glaside momenat
' Wix = cospRy; - cosBBz;.
Iz ovog obrasca dobijame cikli&nom psrmutaci jom My
i M, Algebarski zbirevi 2 My EMJV:. ZM;, daju komponente

rezultujuéeg momenta M, Dakle Jje

M, cosa“Z - cos(?,S‘Pz

-

n n
My = cosx 3P z; - cosy2PX; ; ...(10.2)

h n
M, cosﬁ%l’ixi— cosaZRy; .

Iz jednzéine (10,1) dobijamo po op3tem obrascu rezultat koji
nem je unapred poznst:
= VR, + B2 + &2 = 3P,
8 obzirom na jednadinu
cos®cx + cosg‘B + cosz'y'= 1.

Iz jednadina (10.2) dobijamo veliéinu rozultujudeg momenta

M= YNy e Mo M2,

Posle lake transformacije sa COB2P + cosza“' =1 cos’xi t.d,
nalazimo:
= (ZP.0"+ (ZP.yP+ (Zpy)°- [cosaZP.x +
+ coeS3P.y + cosa*Z'P.z]z .(16.3)
gde je indeks i izostavljen,
’ Proizvode iz sile i upravnog rastojanja njene na-

padne talke od jedne ravni zeovemo atatilkim momentom sile u

pogledu te ravni ili planarnim momentom, dakle je P,x; momenat

glls P; u pogledu na ya-ravan i analogno va¥i i za Ryi» Bz;.

Ako su sile klizeéi vekiori, Sto ovde pretpostavl jamo, moZsmo
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ma koju tafku A, (x;, Yis 2;) na napadnoj liniji s#ile P; sma-
trati njenom napecnon tadkom, JednaZine napadne linijs re-
zultante dobijamo iz njene definicije da ona zamenjuie dati

sistem paralelnih sila, Momenat rezultante u pogledu ma koje

osovine mora biti ravan algsbarskom zbiru momenats gila P;.

Dobijamo tako tri jednaline u kojima §,71, § znade koordine-
te njene proizvoljne taike na liniji R i s obzirom (10.1):
My

cosy TZZPi - °°9/5")'2P1 =
= cosj 3Py - cosfs ZR.z;

¥y = cos&gsP, - cosg%}ZPi .. {10.4)
= cosa ZP.2; -~ cosy 2R x;

M, = cosBizP - cosaunZp, =
= cosf3 ZP. x; - cosx 2ZPy; 5

da ove. tri jednaiine nisu med jusobom nezavisne zakljudujemo

"veé iz &injenice da Jje prava u prosteru odredjena veé sa dve-

ma jednalinama koje prestavljaju njene projekcije na dve ko~

ordinatne ravni, Kuda podelimo prvu jednafiru sa cosﬁcosa*EPi,

drugu sa cosycosx ZF; a tredu sa cosc: co33ZF i oznalimo
kraée konstantne velidine
ZP.x; ZPh.y - SP.z; '
i™ =§ , i-41 =Yl , 1" ___S ’(10.5)
ZP; o ZP 0 2P 0

dobijamo iz jedna&ina (10,4):

:1.3:15'¢ cos,3 cosz“ o

t.J. normalnu jednalinu prave u j:roeztoru koja prolazi  kroz

stalnu taiku A&, (?, n ,? ) 0 znalaju talke A, biée docnije
[ o o

. (10.6)

govora,
Jednadina (10,6) odredjuje napadnu liniju u op3tem
sludaju kada je R # 0 1 M #% 0, Ako je M = 0 dakle keda su
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. ——1;»_-———~><~ 73 y
o
Se. 14

Veli&ina j
rezultante je R = 2P, a njen poloZaj odredjen je

keordinat: j
inatama f-‘i Yz koje na sl1. merenjem nalazimo, U gl 14 ;3
n=43 R3O0, ‘ 3 i
Kada bi bila R = 0 dakle i R’ = 0, R” = 0, mogla bi
kao 3to je i i , i
nam je iz statike u ravni poznato, nastupiti dva 51
caja. a) Veriini poligoni 8/5/ i 875" gy
o n

F F
1 es«s Py stoje u ravnoteii,

zatvoreni, sile

b) Veriini poligoni su otvore-

ni t.j, strane &’ BL
J rane & i 87 su paralelne u rastojanju r’/, Sile P/
2 i

Oblaquu sz 36 ga mOI.lenbom l.!, - S S IBCO hako ce 1 slle

P o i
i obrazovati spreg sa momentom M” = S, r”. Date sile P ek
5T e slle P ekvi~-

Pregu sa momentom M = & =
l/M + M” Za izvesne po-

lo3a i ; o
0zaje projekcionih ravni me¥e veriZni

valentne su g

poligon biti uy Jjednoj

ravni j
otveren, u drugoj zatvoren, Onda je na pr, K’ = 0

N =M i

9, REDUKGIJA SIZA Na JEDNU TACKU Treéi nagin k
. c c=

iim ¢ :
Jim Cemo sistem paralelnih sila 8vesti na najprostoji:
g ro-

Zultu uéu Sllu !{ 111 a rez t cl Ple M S ong, lsti ko‘

Jim smo si i i
sile u ravni 8lagali: redukovanje sila ng Jednu pro

izvoljnu ta&ku 0,

Svakoj sili Py, povulemo kroz 0

dve jednake ‘sile P{ { - p’ P e
5 i

iste veliine sa datom silom, Kz~

da amo to izvlél a va (] dOb.L mo Si teln od
ll 2 8 n sll ’ 11 S| 8 3
n

gila kpji je datom sistemu ekvivalantan jer se 2 n sile koje
napadaju tadku O medjusobno po dve i dve potiru, Sile Pi slo-
iimo ul rezultantu R’ = ZPj'_. Redukciona rezultanta odredjuje
velidinu, pravac i sme- stvarne rezultante R. Sile P, 1 - Pi’
¢ine spreg koji mo¥emo vektorem ﬁi prikazati, 8ve n ravni
spregova seku se u prevoj sile R', vektori ﬁi obrazuju dakle
ravan pramen sa centrom 0, Njihov geometrijski zbir _E)Mi =§
je dakle upraven ne ®. Rezultujuéi spreg le?i u jednoj rav-
ni su |silom R, moZemo ga dakle slo?iti sa R” u silu R koja
ima od R’ rastojan.je—lé, . Time je poloZaj rezultante R jed-
neznaino odredjen, Ako smo na3li da je R#0aM=0, to zna-
&i da smo redukcionu taiku sludajno izabrali na napadnoj li-
niji rezultante R. Ako je pak R =0 aM=*0, onda jo dati si-
stem sila ekvivalentan spregu sa momentom gMi =Y. Veli¢ina
momente je sada nezavisna od poloZaja redukcione talke. Naj-
28d sko je R = 0 i M = 0, stoji sistem sila u ravnotezi,

10, SLAGANJE SILA ANALITICK1E PUTEM. Redukcionu
tagku O uzimeamo za poetak proizvoljno orijentisanog koordi-
natancg sistema Oxyz, Pravac paralelnih sila zaklapa sa pozi-
koordinatnim osovinama ugloveo:,p,]‘. Ako sile Py
smatramo kao algebarske velicine dajuéi im pozitivan znak u

smeru a negativan u suprotnom smeru, vaze ugloviOC,[s,

n n n
R = coscx%?i; R'y = cospZIZPi, Rg= °°SJ§Pi A .(10.1).
5
at M; sprega (P;, —PB/) identilan je sa momentom sile P,

ledu na poletak O kroz koji sve sile -PJ{ prolaze, Kom-
v A . s < ¢ 2
{e momenta M; u pravcima koordinatnih osovine bice po

tom obrascu za momenat sile P; u pogledu na X-osovinu:
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smo ovde smatrali, sve "p"

noj ta&ki 0,

ravni &, seku u jednoj proizvolj-

U .
ogobenom sludaju Mogu se sve ravni spregova secéi

u jednoj pravej., Kada tu pravu izabersmo za 2
Jednadine (6,1) do (6.4) da stavimo:

~osovinu imamo

. : Y X
(4 = 2 pid
it i 70 Bim 3 My,=0

te dobijamo

,
Mi, = X; coscy;, Miy= Mysinog; ..., ... (6.1a)

n
M, = %Micoaoci, M, = ?Misinoci ..

~
)= Vll24 M} i cosa= M

=M
s sinc .ﬁx cveeu(h,3a) 1 (6,48.)

Najzad mogu se sve ravni spregova €; seéi u beskonaino
ljenoj vravi,

uda-
tj. mogu biti med jusobom paralelne ili 3to jeto

isto, mogu se poklopiti u jednu ravan €. Tada su svi vektori

Hi paralelni i rezultujuéi momenat je M = ZM; kao §to smo

u "Statici krute plode" str, 242 opisali,
Pojam sprega sila uveo Jo u nauku Poanso (L,Poinsot
1777-1859) svojim znamenitim delom "
ris 1804"

Eléments de statique,Pa-

i njime znatno uprostio statiku sila u prostoru

PARALELNE SILE,

7. SLAGANJE n PARALELNIH SILA, Moguér SLUCAJEVI, Je-

dno kruto telo napadaju u raznim njegovim tadkama paralelne

sile P, , F, ... P,. Iz statike sild u ravni znamo da ée gi-

-1
P, F, imati rezultantu R, =P, + P, koja le¥i u
 sila P 1P

ravii

izmedju njih ake su sile istog smera, a izvan

15

njih na strani vede sile ako imaju suprotan smer . Na isti na-
¢in sloZimo silu R, sa P; u rezultantu R, i t.d, Najzad nam
ostaje rezulianta Ryiz sila R,;i FBy.y. Tako smo sve sile P;
sveli na dve paralelne sile R, i B,. Obe ove sile mogu ima-
ti I) razne napadne linije, II) mogu se njihove napadne 1i-~
nije poklapati., U oba sludaja mogu: Ia) imati obe sile razne
veliline istog i suprotnog smera i tada ih slafemo u rezul-
tantu Rn.I{&) obe sile su jednake veliline i suprotna smera i
tada obrazuju spreg IIx) Obe sile imsju razne veliline a is-
ti ili suprotan smer, one se slafu u rezultantu &ija je. ve-
li¢ina R+ B, a napadna linija se poklapa sa P, 1113) Obe
sile imaju istu veliéinu i suprotan smer, sile se potiru i
gis*em od n sila ima rezultantu R, = 0, U oba sludaja: Io) i
IIa) sistem sila P; ima rezultantu,dakle moZemo iskazati:Si-

stem od n paralelnih sila ekvivalentan je 1) Jjednoj rezul-

tanti R,, ili 2) jednom rezultujuéem spregu My i 3) ili naj-

zad nalazi se u ravnoteii,

8. SLAGANJE SILA GRAFICKIM PUTEM, Postepeno slaga-

nje po dve sile koje nam je sluZiilo da pokaZemo +tri moguéa
sludaja redukcije paralelnih sila nije pogodno ako Jje broj
sile vedi, Brie dolazimo cilju pomodéu veriinog poligona ko-
Jim smo se pri slaganju sila u ravni sluZili. Sile P (i = 1,
2, .... n) date su dvema projekcijama P/ i P’ (sl.l4). Pra-
vac sila uzimamo za z-osovinu tako da je P{ projekcija na
zyravan, P projekcija na z-x ravan. 2a ravne sisteme P’_' 3
konstruidemo sa preizvoljnim polovima veriZine poligone i na-
lazimo njihove rezultante R’ i R”, Ove rezultante projicira-

nih sila su projekcije rezultante R datog prostornog sistema,
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taj smisao suprotan, Smisao obrtanja sprega bice Jjedno -
znaéno odredjen, kada osovini sprega propiSemo strelicom iz-
vestan smer, U desnom sistemu dajemo osovini takav smer da
stojeé¢i u osovini i gledajuéi prema strelici vidimo obrtanje
sprega u smislu kazaljke na satu (sl.12), Na taj nain smo
spreg jednozracno prestavili kao wvektor, Kao vektorski pro-

#  izvod dvaju polurnih vektora P i ¥ momenat

+*

_ sprega je aksijulan vektor a kako se spreg
2=

m bodan vektor. Slaganje "n" gspregova svodi

/ / se dakle na slaganje "n" vektora koji se u

g/\/ jednoj talki sastaju, Sve 3bo za slaganje i

M/

moZe u svojoj ravei pomerati to je i slo-

<Y
@

/JL. /2 rauzlaganje centralnih sila vaZi, vaZzi i za
slaganje i razlaganje soregova. Na sl,ll-b ucrtan je parale-

logram momenata koji je slidan paralelogramu sila, jer su mu

sve strane r-puta vece i za uguo "—;-'u istom smislu obrnute,

Na sl. 11 sloZili smo spregove M, i M, takc da smo
ih sveli na isti krak r, No moZemo spregove svesti na istu
silu P, Tada su kraci spregova r, =% ir, -‘-%2 Silu + P
sprega M, i silu - P sprega M, dovedemo u pravu "g" u kojej
se ravni € i €, seku, Te se sile potiru i ostaju dve antipa-
ralelne sile - P u ravni & i + P u ravni &; koje obrazuju
rezultujuéi spreg sa krakom r i momentom I = Rr. Velidinu
kraka r i nagibe o, i @, ravni € u kojoj le?i spreg M nala-
zimo iz poznatih velilina , r, i r, reduvanjem trougla sa
stranama Tiy'To i r.

6, SLAGANJE I RAZLAGANJE SPREGOVA ANALITICKIM PU-

TEM. PoloZaj krutog tela koje napadaju "n" spregova sa mo-

13
|
menti.m‘ M; (i = 1,2, ... n)odredjen je prema koordinatnom
sistemu Oxyz. PoloZaj ravni €; u kojoj leZi spreg Mj odre-
djen je uglovima o, Bi, Ji koji rormala ravni dakle i oso-
vina sbrega ﬁi zaklapa sa koordinutnim osovinuma, Kauda nor-
male sve ravni €; povuemo iz poletka O koordinatnog si-

stema 1 na njih prenesemo iz O vektore ¥j, dobijamo u op3te

prostorni pramen vektora, Svaki vektor Mj rezloZimo u  tri

komponpnte
Mjcosor;, Miy = Micospi, Mg = Mjcos . cu... (6.1)

Mix f

-
M

S |

i njihov algebarski zbir je komponenta rezultujuceg sprega

M=

¥, =

n
M;cosog, My = §Micosf3i, 3, = %Micos'(yi v elonaiBoR)

LR

iz kojiih naluzimo velilinu rezultujuceg sprega vektora_ﬁ
|| =Yu2 v u2 42 .....(6.3)
i uglove cx,f?; s J keje zaklapa sa koor-
dinatnim osovinama:
cosx = i—;f -

cosﬁ = %

: ]
¥

Iz obrasca (6.3) vidimo da - ée telo pod dejstvom

Ss s Be )

sprega biti w ravnoteZi ako jo

; My=0, My=0 i M, =0 e aata(1655)a
Dva razna sisiema spregova %ﬁi i %‘Tjﬁl bice ekvivalentna a-
ko je 2
Ui =Wy My =Wys M, =W,  .....(6.6).

Kako su spregovi istog momenta u paralelnim ravnima medjuaob-

no ekvivalentnl moZemc tvrditi da se 'u opS3tem sluiaju koji

i
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mo grupisati na ovaj nadin: Sile P u tackama A i B'imaju re-

zultantu 2 P koja napuda
tacku C u sredini dijago-
nale AB/. Sile ~ P u ta-

kama A’ 1 B imaju re-
zultantu - 2 P koja na-

pada istu tagku C. Te se
dve sile potiru te osta-
: je sila P u tadki A'i -P

Sz 10 ~u tadki B', dakle isti
spreg u ravni €’ koji je bio dat u ravni €, Iz ovoga izila~-

zi stav: BSvi spregovi u paralelnim ravnima koji imaju isti
momenat medjusobno su ekvivalentni,

5. SLAGANJE SPREGOVA U KOSIM RAVNIMA, Dve ravni €,
i €, seku se u pravej "g" pod uglomcx., U ravnima leZe spre-
govi sa momentima M, odnosno M,(sl,1l), Na pravej "g" izabe-
remo proizvoljnu du? AB=
= r kac zajednidki krzk
spregova M, i M,, Sile
spregova su dakle Pi--gi

M
ip, = r—?' Spreg (Py- P,)

le%i u ravni €,, spreg

(Pga- Py) leii u ravni &,

Obe sile P, i P, odnos-

8. 17 no - P i-P, lefe u
ravnima upravnim na pravu g, Rezultante njihove R odnosno -R
su dakle takodjer upravne na pravu g i lefe u jednoj ravni €
koja sa €, i €, zak
E i 2 zaklapa uglove o, i ay. (1,11 b), Spregove
fo 8loZil j
1 2 i smo u jedan spreg (R, - R) sa momentom M =Rr;

uglove o, i ¢, nalazimo iz sinusnog pravila:

1l

sinx, sinxg sinx

w, - W, - ¥ OGN £ X

posto smc pomodu kosinusnog stava na$li

M= VuZ U2+ 2 M Mycos0x .......(5.2)

Slaganje moiemo na proizveljan broj spregova protegnuti, Ako
spreg My leZi u ravni €; koja sede ravan € u pravoj "g"_uzg-
éemo na "g" dui "r" i sloziti sile R1i P, =-§i odnosno - R.
sa - Py te dobijamo rezultujuéi spreg triju spregova (R,,-R,)
it.d, A

Momenat sprega (P, - P) ravan jq momentu sile F u
pogledu na ma koju tafku koja le?i na napadnoj liniji druge
sile - P, i prestavljen je povr3inom paralelograma kome je
osnova sila P a visina krak “r". Ta povriina leii u ravni
sprega ili prema ¢1.4 u ma kojoj ravni paralelnoj ravni
sprega. Faralelogram mo%e imsti u svojoj ravni proizvoljan
poloZaj. PoloZaj jedne grupe paralelnih ravni potpuno je od-
redjen njihovom normalom. PoloZaj i velidina sprega bide da-
kle potpuno odredjen jednom duZi ravnoj momentu sprega nane-

Senoj na ma koju pravu upravau na revan sprega. Tu pravu zo-

vemo 080Vinom Sprega.

Kada svi spregovi leie u isto] ravni, u ravni crte-
?a, mi ih sve posmatramo sa iste strane, i razlikujemo nji-
hove momente u pozitivne i negativne prema tome da 1i okredu
u smislu kazaljke na satu, ili u suprotnom smislu. Ali kada
aptegovi le%e u ravnima raznog poloZaja u prostoru, moZemo
spreg posmatrati sa obe strane njegove ravni i onda je ovo
razlikovanje nemoguée, jer esko s jedne strune vidimo obrta=

nje u smiglu kazaljke na satu, biée gledan s druge strane



a,b,c,d, na preizvol jnom mestu nalezimo teme E,. Sa taCkauma
E i B, odredjena js prava e na kojoj se po §t&jnerovoj tecre-
mi krede teme E, Presak prave "e" sa oravom 1’ povuenom iz
kraja sile P'odredjuje tafku Z, i time i Cetvorouzac uzb,c,d,
¢ije su strane a, = 2" i c, = 2/, Tako je poligon sila u
obema projekcijema odredjen Ako se presek #” pravih 1" i 3”
nalazi na crte?u, onda njegova projekcija F’' na pravu 3’
odredjuje sa E pravu e, dekle je dovoljnmo da konsfruiéemo
samo jedan Cetvorougao abed.

3. RAZLAGANJE SILE PUTEM R4CUNA,- Teme 0 tronoZca
uzimamo za poletak koordinatnog sistema, a upravou 00/ na ho-

rizontalnu ravan za z-osovinu (81.9), Kuda oznadimo sa {; du-
o

Zine Stapova od 0 do x-y ravni,
@ sa { duZfinu napedne linije

*yrovon | 8ile P, sa o, pi » Ji ©odnosno

s 5 nagibe pravih {, 47 pre-

ma koord, osovinama, dobi jumo

komponente date sile P i tra-
Zenih sila S; u Stapovime (1 =

=1, 2, 3):

z
X = P.cosa = P%,Y = P.cos(.’:= P% A =P.cosyg=P 7
.{3:1)

Y

Xi

Z3
Xi= Siposx;= 8y, ¥;= Sjc08fi= § 7=, Zi= Sjcosq;= 5i7;
1

li

gde je z ista koordinata za sva Cetiri pravea.
Kada ove wrednosti unesemo u uslove ravnoteis
2X =0, ZY=0, ZZ =0

dobijemo tri jednaine

\ X X X3 LI
- Se® g 0. Bsg W 20
: y y Y = 9.
sl_{: * 872 4 5373; +P4=0 ceen(3:2)
3 Zy 22 3 L I
W (e e b=

iz kojih nalazimo najzgodnije pomodu determinanata sile §,,
595 Sg u 3tapovima l;, 0y i l3 odnosno komponente - §,, - S,

i-s3 date sile F,

B, SILE NAPADAJU RAZNE TACKE KRUTOG TELA.

0 spregovima sila u raznim ravnims,

4, SPREGOVI U PARALELNIM RAVNIMA,- U staciti sila
u revni videli smo (1 sv, str, 229 ) da spreg (P, - P) moZemo
u njeg?voj ravni translatorno pomerati u proizvoljhom pravcu
obrtati oko proizvoljne talke u njegovoj ravni, a da pri tom
ostaje‘njegov statifki znalaj nepromenjen dokle se njegov mo-
menat M = Pr ne menja, MoZemo dakle veliinu sile i kraka me-
njati fako da bude P, r = Pr,
| Na s1,10 nalazi se u ravni £ spreg (P, - P)sa
krakom AB = r, Talke A i B projicirdmo na paralelnu ravan &'

i u talkama A'i B'sastavimo po dve jednake i suprotne sile P.

Ovih Sest sila koje su ekvivalentne dvema datim silama,moZe-



dobijamo neposredno komponente njene u dvama Stapovima. Ako
pak trougao sila obrazuje tri nepoznats sile u Stapovime on-
da Je neposredno odredjivanje komponenata po gornjoj metodi

nemoguéno, U tom sludaju primenjujemo metodu neodredjene raz-

mere koju ée slededa dva priﬁera objasniti,
Ne 8l,5 je datu sila P vertikalna, njena projek-
cija na horizontalnu ravan je P’= 0, Trougeo 1/, 27, 3/ uzi-

P mamo proizvoljne velidine
, : i projeciranjem njegovih
X

temensa u vertikalnu ravan

dobijamo izvesnu vrednost

P° za datu silu, Ali kako

‘ /

i

! |

' 2 <} . .

1 X nam deta sila ima velili-

I

7 nu P, to ée stvarne veli-
a) P

8¢ &

puta veéa od proizvoljno usvojenih,

Eine sila 1, 2 1 3 biti -
R

Na 81,6 poklapa se prava P’ sa pravom 1, Stap 2
leZi u ravmni upravnoj na
vertikalnu ravan, Sa pro-

izvoljnom dufinom 2” kon-

struiSemo trougao sila u

-kome druga strana pretsta-

L i vlje komponentu 3”7, a tre-
lgl ¢a algebarski zbir P” i 1%,
Horizontalnu projekciju si-

) St 6 le S, u 3tapu duZine Zz na~

lazimo imajuéi nasgmu di zbog specija%?og poloZaja toga 3ta-
pa postoji odnos gf = 7? . U sl, je j%—= 2,dakle je S, = %‘Sg.

Sa tom velifinom konstruisun je &etvorougao u horizontalnoj

projekciji i taxo nadjena velilina P, . Projiciranjem u ver-
tikalnu ravan dobijame B i 1". Kads je dats sila P imemo
komponente de pomnoiimo sa odnosum-ié s jor smo iz dve pro-
jekcije poligons sila na poznat nelin odredili prave veliéi-
ne sila B, §,, 5, i S,.

Za grafidko razlaganje jedne sile u tri komponenté
mofemo pored Kulmanove metods primeniti metodu Miler - Breg-
lau~a ( Miiller - Breslau) kcja se osniva na jednoj op3toj te-
oremi projektivne geometrije (Steinerova teorema): Ako jedan
zatvoreni poligonm od "n" strana menja svoj oblik tako da see
s¥e njegove strane a, b, ¢, ... okreéu oko sialne talke A,B,
Cy ... koje lele na jednoj pravoj a pri tome (n - 1) njsgo-
vih temena 1, 2, 3, ....opisuju prave linije I, II, III, ...
onda se 1 poslednje teme krece po pravej liniji

Na sl,7 prikazana je Steinerova teorema za et~
vorougao abcd, Tudke A, B, C, D, mogu biti beskonaino uda-
ljens tj. Zetvorougao abcd moZe se tako deformisati aa nje~
gove strane ostaju paraleine prvo-
bitnom obliku a menjaju se samo
njihove dufine kao Sto demo u pri-
meru videti.

Za tronofac na sl.B8a odredjene

su sile u S$tapovima pomodu Miler -

- Breslau-ove metode Iz krajeva si-~

le P” povudemo paralele sa 1” i 3",

8.7
a iz pofetka sile P’ povulemo paralelu sa 3/, Zatim konstru-

iZemo proizvoljan &etvorougao abcd &ije su strane b i d ver-

tikalne a / 2” 1 ¢/ 2', a njegova tri temsna lefe na prava-~

ma 17, 37 i 3°. Cetvrto teme je E, 2a drugi &etvorougao
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komponenata. Tacke A, B,C
i D su sporedne talke tih
pravih sa  proizveoljnom

“

ravni € ,Kada produZimo DA

af v
/ do preseka E sa pravom BC,
O

dobijamo ravan ODE u ko~
Si.71 joj leZe prave P,3 i trag
4 te ravni u ravni OBC. Silu P razloZimo u koponente F; i Py
& pomoénu silu P, koja lefi su 1 i 2 u istoj ravni, razlozi-
mo u Py iPF. Zadatak je jednoznafan (Culmann - ova metoda),
Pri reSavanju brojnog zadatka moraju debogme sila P i pravci
1, 2, 3 biti dati u dvemu ortogonalnim projekcijama.
Zamislimo da je O &vor prostorns resetke, 1, 2, 3,

Stupovi koji se u &voru O sastaju. Na si. 1 bide sve tri

Tet

tepa pritisnuta, ako je smer sile suprotan P bide oni zate=
zgni, Ako nepedna linija sile P pada izvan trijedfa 1,2,3 i-
li njegovih produZenih strana, biée pritisnutih i zutozanih
Stapova, Iste metoda razleganja vaii i za slulaj da se talke
Omlazi u beskonalnosti, tj, kada imamo da razla¥emo silu D

u tri paralelne komponente koja ne le%fe u istoj ravni,Na sl,

4§< ____ Lo vop 2 su napedne linije uprazvne na raven
e
2\)\ ~ . v o .

\\\\ crteZa. Sila P leZi izvan trougla 1,2,3,
N S : .
N, komponente F, , P,, P; imade razne smsro-

YA

.2 ve,

Razlaganje je narolite prosto ako jedna od napad-
nih linija stoji upravno na jednu ili drugn projekcionu ra-
van ili 8s dve linije u jednoj rawvni poklanaju. U oba sluda-
Ja je poligon sila u d:ti&noj ravmni trougao. Razlazunje vi-

dimo iz dva primera na s8l, 3 i 4 .

5
s Da bismo imali
N\T§1 prektican primer pred
7 olima smatrajmoc pra-
N ve 1,2,3, kao 3tapo-
P ve ili “noge" jednog

tronodca, Na sl, 3

je Stap 2 vertiki-

|
|
!
|
|
|
!
|
|
1
T
|
|
1
1

lan dakle je poligon

\

N

sila u horizontal-

noj ravni trougeo.
S¢.3 Kuko je data sila P
horizontalna, to je u trouglu P/ prava velilina sile. Proji-
ciranjem temena trougla u vertikalnu ravan dobijamo Cetvore-
ugao sila P"1%3"2" i tako i pravu veliéinu komponente 2. U

sl. su ucrtane strele sila koje stoje sa P u ravnoteZi, Vi~
pli

a) St 4 > 6)

dimo |da je $tap 2 zatozan a 1 i 3 su pritisnuti.

Ne sl.4 poklapaju ss u vertikalnoj projekciji
Stapovi 1 i 2, dakle je poligon sila u toj projekciji trou~
zao,

U cba ova primera bila je jedna strana trougla si-

la projckeige date sile P’ odnosno P” i njenim razlaganjem




GLAVA TREZCa,

STATIKA SILA U PROSTORU,
A, CENTRALNE SILE.

1.- U prvom delu ovog udZbenika (Glava IV, Statika
taike ) upoznali smo se sa uslovima ravnoteZe i ekvivalencije
sila koje se seku u jednoJ matematilkej talki ili centralmih
sila, koje dakle obrazuju ravan ili prostoran pramen, Sazna-
1li smo onde kako se analitilkim i grafickim putem jedan ra-
van ili prostoran pramen od “n" sila slafe u jednu rezultan-
tu, Sada demo da se zabavimo obratnim zadatkom: razlaganjem
jedne sile u kopponente Xoje sa datom silom <&ine prostoran

pramen, .
2, - RAZILACANJE SILE GRAFICKIM PUTEM,- Znamo da za

prostoran pramen sila postoje tri uslova ekvivalencije,moZemo
dakle samo tri skalarne veliiine kornonenata jednozna&no od-
rediti, Ako su nam date tri prave koje se seku u jednoj tal&-
ki napadne linije sile P koju hoédemo da razloZimo, u stanju
smo odrediti veli¥ine tih komponenata, Na slici la dafa Jo
sila P i prave 1, 2, 3 koje trebp da budu napadne linije
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PREDGOVOR.

Drugl deo "Predavanja iz teorijske mehanike" obu=~
hvata statiku materijalnih sistema,

PrvoJ) svesci ovogu dela (objavljena 1935 g,) koja
sadrfi statiku (ravne ) materijalne linije i krute ploe, da-
kle teorijski deo "Statika u ravni" sledovade kao druga sve-
ska primena na statiku ravnih nosafa. Ovaj “praktiini deo*
statike u ravni sredjujs za Stampu i dopunjuje primerima iz
grafi&re statike g. Ing. Sv, Ne3ié asistent Univerziteta, U
izgledu jo d« e tuj posao biti zavr3en u toku ove 3kolske
godine,

Ove tredu svesku Il dela sadrii moja predavanja i:z
"Statike u prostoru" koja driim dva Casa nedeljno u IIY se-
uostru, Neki odoljci 1:2lc¥eni su u knjizi op3irnije nego Sto
ni vreme dopuStu da to vsmeno ulinim, Navodim samo: osnovne
pojmove linsarneg kompleksa i1 linearne kongruencije, njihovu
primenu na ravooteiu telw razmih stspena ogranilenja pokret-
ijivesti, preslikavenje prostorniii sistema sila na ravan i
nujzad odaljuk ¢ prostornim refstkastim nosafima,

' G. Ing. M. Vredku univ, docentu zahvaljujem i na
ovonm nestu na trudu koji Je ulo?io vodedi korekturu i ove
sveske,

Iv, Arnovljevié,
Beograd u februaru 1937,
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