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YBom

[Tocebny yaory y teopuju OpojeBa 3ay3uMajy T3B. NOPOCTU OpojeBU, Tj.
OHU TIpupoAHU OpojeBu Behm on jemaH Koju Cy OeBUBU caMO ca 1 U caMum
cobomMm. Mako ce mepuHUIMja YMHM NOCTA jeJHOCTABHA, caM Ipolec yrBhuBama
[a JU je HeKu OpOoj MpOCT miau He TO cBakako Huje. V man maHac ocrajim cy
OTBOPEHU MHOTU KJIACUYHU MPOOJeMU Be3aHU 3a MpPocTe OpojeBe, Kao IITO je
HIIPp. IpOHaJIAKEHme OMII0 KakBe (popMyJie KOjoM O MOTao na ce CpadyHa n-Tu
npoct 6poj. Y oBoM TekcTy mahemMo Heke Ol HAJIO3HATUjUX U HAjeDUKACHU-
jux ajropruraMa 3a yTBphuBame ma au OpPOj MPOCT WUIU HE, T3B. MECMO8e
NPMAAHOCMAL.

Curypan u jeHOCTABaH HAYWH Aa MPOBEPUMO Oa Ju je OPOj n mpocT je na
UCTUTAMO [Ia JU je nesbuB OpojeBuMa ox 2 mo n — 1 U YKOJUKO HUje MOKEMO
TBPAUTHU OA je N IPOCT. Y3 mpuMendy maa CJIOKeH OpOoj n MOpa MMATU MPOCTOT
[eJINona Mamer Ol /N, IPETXOMHU AJITOPUTAM MOKEMO MOOOJBIIATH IPOBEPOM
nemuBocTU OpojeBuma oxn 2 no [v/n]. OBako 3amar amropuram 6e3 mpobiaema
MOKEeMO KOPUCTUTHU 3a MaJie OpojeBe, yak u Oe3 ymorpebe pauynapa. Me-
bytnm, 300r Besmke mpuMeHe IPOCTUX OpojeBa Ipe cBera y Kpunrorpaduju,
IoTpebHU Cy HAM TECTOBU IPVMAJIHOCTU KOJU MOT'Y PAIUTU ca OpojeBUMa KOju
umajy u npexo 1000 madapal, ma oBakas TecT HUje TPUMEHUB.

pyrm knacHUYHM HAYWH 3a TECTUPAakhe IPUMAIIHOCTH je T3B. EpaTocTeHo-
Bo? curo. OBUM CHUTOM NIPUMATHOCT OpOja N UCIUTYjeMo Ha cienehn maumm:
3amnuimeMo cBe OpojeBe o 2 10 Ny HU3. 3aTUM IperpTaBaMo CBe OpojeBe Koju
cy nmemuBu ca 2. Ilocsme Tora OupamMo HajMamu HEUpeNpTaHU OpPOj U TpeEnp-
TaBaMO CBe OpojeBe Koju cy mesmuBu TuM Opojem. OBaj mporec HACTABIHAMO
CBe NIOK HE OCTaHEe CaMO N - TaAa je n IPOCT, U JOK N He MPEnpPTaMoO - Tala
je n caoxen. OBako 3amaT TecT Takobhe je Bpsio Heedpuracan. Mebhyrum, on
HaM Jaje BUIIE, jep BUMe MOKEeMO JIa OApPEeAVMO CBe mpocTe OpojeBe He Behe
om n.

3a mpeTXoaHa IBa AJTOPUTMA KAKEMO Ma CY eKCNOHERYUJAAHE CAOHCEHOCTU,
jep BpeMe moTpebHO ma ce OHU M3BPIIEe TOJUHOMUjAJHO 3aBucu oa n. Hama onx
uHTepeca Hehe OUTU OBAKBU AJTOPUTMU, HETO T3B. AJTOPUTMU NOAUHOMUJAAHE
CAOMCEHOCMU, Tj. OHU KOJU CE U3BPIIABA]y Y BPEMEHY KOj€ MOJIMHOMU]AJTHO 3a-
Bucu on Inn. Ckopo cBu TecTOBU KOje heMo maTu y OBOM TEKCTy Omhe ympaso
IIOJIMHOMUjAJIHE CIOKEHOCTH.

Y texkctu he OuTu pasMarpaHyd AETEPMUHUCTUYKA ¥ IPOOAOUIMCTUYKU
TecToBU npuMaJsiHOCcTH. leduHunujy oBux nojMoBa hemo natu kacuuje. Tpeba

loBaxBu GpojeBu Ha3mWBajy ce MUMAHCKU

2Epatcbévns - rpukn maTemarugap 276-195 m.a.e.



HanoMeHyTHU na je Tek 2002.roamHe naT IpBU HOJIUHOMUJAJIHU NETEPMUHUCTU-
YKM aJIfOPUTAM M THMeE je NOKa3aHO Oa Cy NpocTu OpojeBu y kiaacu P mpo-
biema.

Ocum TeOpUjCKOT OCBPTA HA CIOKEHOCT AJTOPUTMA, Tj. Pa3MaTpama aCUM-
ITOTCKE CJIOKEHOCTH, 38 CBAKU ajropuram bmhe pa3MaTpaHa W HEroBa mnpa-
KTUYHA MPUMEHa, Tj. ,peajna’ epUKACHOCT.

Y rerkcry he Gurm ropummhene crammapaae osmake cuoxkenoctu O(n) u
Q(n), rme O(n) o3HauaBa Oa je 3a HTOBOJLHO BEJIMKO N 3a W3BPIIEHE aJIrO-
purma norpebHo He Bumie ox k- n onepanuja (k je Heka koncTanrta), HOK (2(n)
O3HAvYaBa Ja je 3a JOBOJAHO BEJWKO N 3a M3BPIIECHE AJTOPUTMa MOTPEOHO He
Mame on k- n omeparuja.

Behuna aaropurama he Outu mara u y mceymno-komy Koju morceha Ha KOI
nporpamckor jesura C.



Jleo 1

OcHOBHe TeopeMe M AJITOPUTMU Teopuje OpojeBa

Y oBoMm morJyaBspy mahemMo mpersen TreopeMa 1 ajropuraMa Koju he outu cac-
TABHU €0 TOTOBO CBUX HAPEIHUX AJTOpUTaMa. ROMIJIMKOBAaHUje U 3HAYAJHU]jE
TeopeMe Oumhe mare ca MOKa30M, HOK he OHE OIMTE MO3HATE W jeIHOCTaBHE
OuTu MaM moapa3yMeBaHe WM gaTe Oe3 mMOKa3a.

1.1 EyxnunnoB asnropmuram

Yecto he 3a nmpupomre OpojeBe m u n OUTUM TOTPEOHO OAPEIUTU HUXOB HAj-
Behu 3ajemmumurm nemmnan, y ossamu H3II (a,b) mam camo (a,b). Jeman ox
HAjIIO3HATU]UX, & YjeAHO M BeoMa e(puracaH HauyumH 3a onpebuBame H3Il-a
nBa 6poja je Eykaummos asropuram, KOju y MCEYAO-KOLY MOKEMO JATHU CAa:

Agropuram 1.1. (Eykmnos! asropuram)

while (y > 0) (x,y) = (y,z mod y);
vrati x;

[MTaxxmuBujum yBunoM y EyrammoB aaropuraM 3akbydyjeMoO Ta OH Haje U
pememe nuHeapHe lnopaHTOBE jenHaunHe

ar + by = (z,y).

Osaj asropuram Haszmpahemo npomyskeHrn EykammoB ajaropuram, a y ICeyI0-
KONy Ta MOYKEMO 3alMCATHU Kao:

Ausropuram 1.2. (IIponmyskenu Eykanmos asropuram)
(a,b,g,u,v,w) = (1,0,2,0,1,y);
while (w > 0){

q = [g/wl;

LBvkedns - rpukn MaTeMaTuuap 323-283 mLH.e.



(aabauav7w) = (uvvawaa_qa7b_qv7g_qw);

}

vrati (a,b,9);

Cuenujanno, yroauko je (z,y) = 1, oBum anropurmom oapebyjemo 6poj a
rakaB na je ar =1 (mod y).

Bpeme panma amropurma je O(Inzlny), Tj. cpasmepHO je mpomsBomy Iu-
dapa 6pojesa uuju H3 1 onpebyjemo. I[loctoje pasue Bapujanre Eykannosor
aJTOpuUTMa Koje y mpakcu majy Oosme pesyiarare. Mebhyrum, cBu oBu ajro-
pUTMU UMajy UCTO aCUMITOTCKO BpeMe pajna, Koje je 3a ,Maje’ OpojeBe mpu-
XBaT/HUBO. 3a ,Bequke’ OpojeBe WIaK IOCTOje e(PUKACHUjU AJTOPUTMU Ca
acUMITOTCK Kpahum BpemenoMm pama. OBakBU aJropuTMu Cy 3aCHOBAHU HA
naejaMa Koje Cy naTe y IPYroM IOrJaBJbY.

1.2 Mana depmaora u OjsepoBa Teopema

Heka je 3a mpupoman 6poj n ca ¢(n) o3HaueH 6poj mpupomHux GpojeBa Ma-
BUX O N KOju cy y3ajamuo npoctu ca n. OBy ¢ymknujy nasusamo Ojaeposa’
¢yHKIUja U OHA MPENCTaBba jeqHy Ol Haj3HAUYAjHUjUX (YHKIMja Teopuje 6po-
jeBa. Yrouuko je n = pi'-ps?-...-p* KAHOHCKO IPEACTaBJbaAE OPOja N, BAKU

gp(n)zn-(l—pil>~...-(1—pik).

3uauaj pyHKuuje ¢ naje uyBena OjrepoBa Teopema:
Teopema 1. 3a npupoase GpojeBe a u n, TakBe na je (a,n) =1, Baxku
a?™ =1 (mod n).

/loxas. ITocmarpajmo ckyn A = {z|(z,n) = 1} u ckyn B = {ax|(z,n) = 1}.
JacHo je ma y ckymy B He mocToje mBa ejieMeHTa Koja ajy WCTU OCTATak II0
MOIYJy N ¥ Oa Cy CBU ejdeMeHTH u3 B y3ajamuo mpoctu ca n. Camum TtuMm
ckyn A u ckyn B cy jemHaKd IO MOIYJLY 71, Ta BasKU

Hx = Hax (mod n).

z€A z€A
Kako je |A| = |B| = ¢(n), To ckpahuBameM je[HAKAX YIAHOBA Ca JEBE U NECHE
CTpaHe KOHTpyeHInje mo0ujaMo KeJbeHy KOHTPYEHI]Y. O

Y cayuajy ma je n mpoct 6poj mobujamo Maay Pepmaosy® reopemy (MPT):

2 Leonhard Paul Euler - mBajinapcku maTemarugap 1707-1783.
3 Pierre de Fermat- ¢panrmyckn marematmuap 1601-1665.



Ilocnemuma 1. 3a npoct 6poj p u npupoman O6Poj a Baku
a’? =a (mod p).

IIperxonua Teopema nmaje morpebaH ycyoB na Opoj Oyxe mpoct. Morkemo
IPUMETUTH Ja Ce IPUJIMKOM OBe IPOBepe jaBiba nmorpeba 3a M3padyyHaBaH€
OCTaTKa CTelleHa HEKor Opoja. Jeman onx anropuraMa KOJUM Ce€ OBO MOKE
e(pUKaCHO U3BPIINTHU je€:

AusropuraMm 1.3. (CremeHn mo MomyJty)
pow(z, n){
if (n=1) vrati z;
if (2| n) vrati pow(x
else vrati - pow(z?,

2n/2);
(n—1)/2);

Tpeba manoMeHyTU na ce TOTOBO CBU TECTOBU NPUMAJJHOCTU 3aCHUBA]Y HA
TeopeMaMa kKoje cy mHcnupucane Mamom PepMaoBOM TEOPEMOM.

1.3 Kunecka TeopeMa O ocTaluMa

Kunnecka Teopema o ocranuma Jaje HAUWH 3a pPelllaBame CUCTeMa KOHIDYEHIIU-
ja:

r = a; (modn)
r = ay (mod ny)
r = ap (mod ny)
rme cy ni, N2, ..., Nx y IapoBUMa y3ajaMHO IIPOCTU OPOjeBU.

k
Teopema 1. Hera je N = an, N;=N/n; u v;N; =1 (mod n;), 3a 1 <i<k.
i=1
Tana je
k

xr = Z a;v;N; (mod N).
i=1
O
Kako u3 nponyskenor EyKanmoBor aaropurMma MOKeMO OApPEIUTU Opojese
v; IPETXOJHE TeOpeMe, TO MOKEMO JATH U AJIrOpUTaM 3aCHOBaH Ha KuHECKO]
TEOPEMH O OCTAIMMA:



Ausropuram 1.4. (Kunecka reopema o ocranmuma (KTO))
for (1<i<k){
i—1

vi = [Imimys

civ; =1 (mod ny;);
}
M = vymy,;
r=a;
for (1<i<k){

u= ((a; — x)¢;) mod n;;

r=x+ uy;;
=z mod N;
vrati x;

[Iperxonuu aaropuraMm HUje IUPEKTHO U3BEIEH U3 KuHecke Teopeme o0 ocTa-
nuMa, aJii HUje TEIIKO MPUMETUTU Oa Maje WCToBeTaH pesyarar. Ilpu Tome
0Baj aJrOpUTaM je NaJIEKO e(QUKACHU)U.

1.4 I'pyna U(Z/TLZ)

Heka je ca U(Z/nZ) o3HadeH CKyn CBU WHBEPTUOWIHUX e€J€MEHATa MPCTEHA
Z/nZ. Jacuo je ma je oBa cTpykTypa rpymna. Y OBOM HOTJaBby ucnurahemo
ocobOuHE OBe rpyIe.

Hapenna teopema maje oaroBop y ciydajy mIpoCTuUX OpojeBa:

Teopema 1. Yxroauko je p upoct 6poj Z/pZ je nomwe, a U(Z/pZ) = (Z/pZ)*
je MUKInYHa Tpyma.

Zokas. 3a npBu neo TBphema MOBOJLHO je MOKa3aT! Ja CBAKU HEHYJIa €JIEMEHT
a € 7/pZ wma unsep3. OBo ciemu u3 uyumenune na Mmehy 6pojeBuma ar, x €
Z/pZ, nema jemHAKUX, A MOPA IOCTOjaTH jelJaH KOju je jemHak 1.

W3 nperxomuor 3akmyuyjemo na je U(Z/pZ) rpyna, a men pen je p—1. Ila
OucMO moKa3zaJu 1a je OHa NUKJIWYHA, NOBOJLHO j€ MOKA3aTU 1A Y HOj MOCTOjU
esxemenT pena p — 1. Osmaunmo 3ato 3a d | p—1 ca ¢(d) 6poj enemenara yuju
je pen d. Jacmo je >, 1(d) = n. Hexa je a nexu 6poj uuju je d. Tazna cy
a®, a', ..., a®! pemema kourpyennuje ¢ = 1 (mod p), ma cy oBo u jemuna
pemema. MebyTtum, pen 6poja a® je d camo awo je (k,d) = 1. Camum Tum,
3akmyuyjemo na je ¢(d) = ¥(d). Kako je mo mozuarom OjinepoBOM UAEHTUTETY

Y opd)=p—1,

d|p—1

To je ¢(d) =1(d), 3a cse d | p— 1. Crneuunjasso ¢(p —1) = p(p —1) > 0. O
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leneparope rpyne U(Z/pZ) nazuBahemo npumumueHnu xopewu MO MOLYILY
p. Onmruje:

Hedbuaumuja 1. [leo Opoj a je npumumusnu Kopew MO MOIYIY N YKOJIUKO
renepuiie rpyuy U(Z/nZ).

Y macraBky hemo mokaszaTu mna NPUMUTUBHUA KOPEHU MOCTOje caMO 3a IO-
TEHIMje TPOCTUX OpojeBa Pas3auuuTux on 2, kao u 3a 2 u 4. Ilpu moka3sy oBor
tBpbhema Ouhe HaMm ox kopuctu cienehe Teopeme:

Teopema 2. Yxromuko je [ >1u a=b (mod p!), tana je w a? = b” (mod p'*t).
Jloxas. I3 mator ycnosa je a = b+p'-k, 3a Hexu nmpuponas 6poj k, Ta TPUMEHOM
ouHOMHOT OOpa3sia mobujamo

p
af — Z (p) Wi plikd
i
=0

Jacuo je ma cy 3a i > 1 uiraHOBM mpeTXOmHOT pasBoja mesuBu ca p'tl, ma je
a? = b (mod p'*!), mTo je u Tpebaso mokazaTu. O

' (mod p')

Teopema 3. Yromuko je [ >2 u p > 2, tana (1+ ap)pl_2 =1+ap'~
3a CcBe IeJie Opojese a.

Loxas. Iloka3 M3BOOMMO WHIYKIWjOM IIO l.l 23& [ = 2 tBpheme je ouuriiemgHo
tauno. [IpermoctaBumo 3ato ma je (1+ap)? = 1+ap'~! (mod p') u noraswmmo

na je (L+ap)? ' =1+ ap' (mod p'). U3 mperxonme Teopeme je

(1 apy™ = (L apy™) = (L ap ™ty (mod ). (*

p
3 6uromuor obpasna je (14 ap!~1)P = Zai V" na raxo p | <§) TO Cy 3a

i—0
i>2 CBU WIAHOBH OBOT pa3Boja memusu ca pitl. Camum tum (1+ap!~1)P = 1+ap!
(mod p'*1), mTo 3ajemno ca (x) maje TpaseHU pesynaTar. O

Komerap. Ha canuanm maskus mokasyje ce ma je 3a p = 2 u [ > 3 ncnymeno
(1+4a)?" =1+a2"" (mod 2V).

Teopema 4. Hexa je a € U(Z/p'Z) u p > 2. Hopenax 1+ap € U(Z/P'Z) jennax
je pl—l.

Lokas. I3 nperxonne Teopeme je (1 + ap)f"H =1 (mod p'), ma mopenak 6poja
1+ ap ngemm p'~'. MebyTtum, mopenak He Mowxke Outm gemmian pl2, jep mo
nperxonuoj reopemu (1 + ap)pl_2 =1+ap"™t#1 (mod p). O

Teopema 5. Yromuko je | mpupomam Gpoj rpyma U(Z/p'Z) (p > 2) je mma-
KIM4HA. EKBUBAJEHTHO, MOCTOjX IPUMUTUBAH KOPEH IO MOIyly p'.



/loxas. Ilpema Teopemu 1 mocTOju TPUMUTUBHU KOPEH MO MOIYIY pP. Y KO-
JIUKO je TO ¢, Taaa je U ¢ + p TaKohe NPUMUTUBHU KOPEH IO UCTOM MOIYIY.
Joka:xnMo 1a je jemad o HBUX NPUMUTHBHEA KOPEH IO MOLYTy p>. Y Cympo-
tHOM je ¢gP"! =1 (mod p?) u (g + p)P~! =1 (mod p?). Mebyrum, us GurOMHOT
passoja je (g +p)P~ ' = ¢g* ' + (p— 1)g??p (mod p?), mTo je ouwursemHa KOH-
TPaaUKIA]a.

OsBuwm je tBpheme mokazano y cayuajy [ = 2. Joka:kuMO na je MpUMUTUBHUA
KODECH ¢ II0 MOXYJNY p° YjeOHO M HPUMUTHBHU KOPEH IO Momyny p', 3a cBe
[ >2. Hera je 3ato ¢" = 1 (mod p') u morazmmo ma p'~'(p — 1) | n. Kaxo je g
OPUMUTUBHI KOPEH IO MOIYJIYy P2, TO p(p—1) | n, u npu Tome g?~' =1+ ap,
rae pta. Mebyrum, no Teopemu 4 nopenak 6poja 1+ ap mo moayay p' jennax
je p'~!, umMe je Teopema y MOTHYHOCTH IOKA3aHA. O

Usrnen rpyne U(Z/2'Z) naje cnemeha Teopema:

Teopema 6. IIpuMuTUBHEE KOpeHM 1m0 MOAyIy 2! mocToje ykoauko je | = 1 min
| =2, nox 3a [ >3 me moctoje. 3a | >3 rpyna U(Z/2'Z) je nupexTan mpousBon
[UKJIAYHE TpyIe pena 2 U NUKJIWYHe rpyie pena 2072,

Zloxas. 1 je mpuMUTUHN KOPEH o Monmyiy 2, a 3 mo monyny 4. Heka je mame
[ >3.

Ha ocHoBy KoMeHTapa mocie Teopeme 3 3akmpydyjemo ma je 52— = 14 2071
(mod 2!). Cana je 5277 =1 (mod 2!), ma 5 HUje TPUMUTUBHN KOPEH MO MOIYJy
2. Name, meby Gpojesuma {(—1)*5°|0<a<1, 0<b < 2'72} Hema KOHrpyeHTHUX
no mMomynay 2!, ma cy TO ympaBo CBM HemapHM ocramu 1o monmyiay 2. Kako
HUjedaH Ol BUX HUje TPUMUTUBHLA KOPEH, TO o Moxyy 2! Hema IPUMUTUBHUX
kKopeHa. IIpeTxomHO mpeacTaBibame ToKasyje u aa je rpyna U(Z/2'7) mupexran
IPOM3BO NUKJINYHE TPyIe pefa 2 U NUKINYHe Tpyne pema 2072, O

N3 Teopema 5 u 6 u Kunecke teopeme o ocranmma mo0uUjaMo OMUC T'PYyIe
U(Z/nZ), 3a npousBo/baH npupogas 6poj n:

Teopema 7. Heka je n =2 p{'-...-pi* KaHOHCKO mpencTaBbame Opoja n.
Tana je
UZ/nZ) = U(Z/2°Z) e U(Z/pT'Z) & ... & U(Z/p*7Z),

rae je U(Z/p"Z) muxmmama rpyma pena po' ' (p; —1). Tpyna U(Z/2°Z) je uux-
TmgHA TPyHa pena 297! 3a a < 2, a 3a a > 2 je IMPEKTAaH TPOU3BOJ IUKIMIHE
rpyne pefa 2 ¥ NUKIMYHE TpyIe pema 29 2. O

Ha kpajy oBor morisaB/a majeMo U TeOpeMY Koja Maje CIUCaK CBUX MOIYJa
10 KOjUMa MOCTOJU MPUMUTUBHU KOPEH:

Teopema 8. JenuHwm MOIyau MO KOjUMa MOCTOj€ IPUMUTUBHU KOpeHU Cy 1, 2,
4, p* n 2-pF, 3a p > 2 mpoct 6poj u k mpuposan 6poj.

Jloxas. Teopeme 5 u 6 majy onrosop 3a kKoje ox Gpojesa obmuka p*, rme je p
npocT 6poj, TOCTOjU TPUMUTUBAH KOPEH.
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[TpernocraBuMo 3aT0 ma je n = ning, rme je ny,ng > 2 u (ng,ng) = 1. U3
Teopeme 7 je U(Z/nZ) = U(Z/mZ) & U(Z/neZ) n upu TOMe CBaka O rpyIma
U(Z/nZ) n U(Z/nyZ) mma enemerT pena 2. Kako nukianuxa rpyna He MOMKe
MMaTH BUIIE OX jeAHOr eseMeHTa pena 2, to U(Z/nZ) Huje nukrinJHa.

Octaje jom ma mcmmramo ciyuaj n = 2p~, rae je p > 2 mpoct 6poj. Kaxo je
U(Z/2p7) 2 U(Z)27) ® U(Z/p*Z) = U(Z/p*Z), To je U(Z/2p*Z) nuknuuna, na

OCTOjU TPUMUTUBHIA KOPEH 10 MOIyIy 2pF. O

Kako je mpuMuTuBHU KOpEH reHepaTop oarosapajyhe rpymne, om BeJIUKOT
3HaYaja HaM je MpOHAJaKEHe OBAKBOT €JIEMEHTa. Y KOJUKO CY HaM IMO3HATU
npoctu penuomy 6poja p — 1 (p je mpoct 6poj), caenehioMm jeqHOCTABHOM TEO-
pPeMOM MOYKEMO TeCTUPATHU Oa JU je OPOj IPUMUTUBHU KOPEH MO MOIYJIY p:

Teopema 9. DBpoj ¢ je IpUMUTUBHU KOPEH MO MOAYJIY P YKOJIUKO
g £ 1 (mod p)

3a CBe mpocTe menuone ¢ opoja p — 1. O

Y mceymo-KOmy OBaj TECT MOKE 3allMCaTU Kao:

Ausropuram 1.5. (la nu je esleMeHT HIPUMUTUBHU KOPEH? )
for (¢ prost i ¢|p—1)

if (g?»~V/4 =1 (mod p)) ispisi NE;
ispisSi DA;

Ha xpajy morsnasma nahemo 3amarak ymju je ayTop NOTIUCHUK OBOT TEKCTA!

3amarak 1. Onpenutu cBe mpupoaHe OpojeBe a u b TakBe na
a® | b* — 1.

Pewewe. Ouuraenso je map (a,1) pememe. 3aro npernoctaBuMo aa je b > 1.

Heka je npBo a Henmapan 6poj. IIpencraBumo 6poj a kao a =[]}, pf’", rae cy

p; pa3znuuntu npoctu 6pojeBu. Heka je 6e3 ymamema OMIITOCTU p; HajMabU
npoct O6poj koju menu a. Cana je jacHo na

plflb | ba - 1a

ma ako je t; mHajseha morennuja O0poja p; koja meqau b* —1, To je t1 > kib. Ilame,
aKO CTaBUMO 1a je ¢; = a/plfl, u3 Teopeme 3 mobujamo ma

ptll_kl H pet — 1.4

4p¥ || a ako u camo ako p* | a u pFtl fa



Heka je s; mopemak 6poj a mo moxyny p;. Tana s | p1 —1 u s1 | ¢1, ma xako je
P1 MUHMMAJIaH MPOCT meawuiall opoja a, to je s; = 1. Cana mopa ouru

prM b1

Iame, nobujamo je
Pt <R Cplh < — 1L

MebyTtum, 3a cBaku nmpuponan xr Opoj Behm on 1 m HeHeraTtuBaH 1e0 OpPOj t
je x' > t, ma mobujaMo ouMrJIeAHy KOHTPAIUKIN]y. 3HAUNM HE IMMOCTOJU PEIIeHe
kox kora je b > 1 u a HemapaHs.
Hexka je cama a mapas u 1o a = 2¥t, rae je t mHemapan 6poj. Jacuo je ma je
opoj b memapan. Cana
kb | b2kt —1,

ma mpeMma KoMeHTapy mocie Teopeme 3 Basxm 2F0—F+! | b — 1. 3aTo Mopa 6utn

20 LRk +1 < b2 mTO jemHOCTABHOM WHIYKIIMjOM ZOOHWjaMO 1a He Basku 3a b > 3.
Jemuna moryhuoct je b = 3. Takobe, jemuno je moryhe k = 1.

Cana t3 | 9" — 1. Cuauuno kKao y ciydajy na je a Hemapad mobujamo mna
HajMalkbU HeEmapaH MPOoCT meauiall Opoja ¢ mopa ma menu 9 — 1 = 8, mTo je
memoryhe 3a t > 1. 3at =1 pememe je a =2, b= 3.

Csa pemema garor npobaema cy naposu (a,1) u (2,3). a

1.5 Konmauna mmosa

Y mpomuioM mesry mOrjaBJ/ba MOKA3aJ CMO 14 je 3a MpocTe OpojeBe p CKyI
Z/pZ nome. OBO je maT mpuUMep jeqHOT KOHAUHOT MOJbA.

Y oBOM gmeiy morJiaBiba geTaJbHuje heMo mcmuraTu KOHAUYHa IoJba, jep he
HaM OHA OWUTU O BEJMKOT 3HAaUaja y mabeM neny Tekcra. (OcHOBHe ocoOune
najemo y ciaenehoj Treopemu:

Teopema 1. (a) Cako KoHauHO TIOJbe MOpa uUMaTu p* ememeHara, rae je p
npoct, a k npupomaH 6poj.

(6) MyaTunivkaTuBHA IPyIa KOHAUHOT MOJba j€ IUKINYHA.

(B) 3a cBe nmpocrte 6Gpojese p u npUpoaHE 6PoOjeBe k IMOCTOjU MOJbe ca pF eneme-
HaTa U CBA OBAKBa II0Jba cy m3oMopdHa. Ilome ca p* ememenara oszmawaBamo
ca Fp.

(r) ome F,r je moTmosme moma [y ako u camo axo k | [.

Lokas. (a) JacHO je ma CBaKO KOHAYHO MOJbe MOpPA MMATU HEHYJA KapakTe-
PUCTUKY U OHA MoOpa Outu mpoct O6poj p. MebyTtum, Tama ce 0BO mosbe MOKe
CXBaTUTUA KAO BEKTOPCKM IPOCTOP Ham Z,. YKOIMKO meroa Oaza uma k eme-
MeHaTa, TO JaTo HmoJse mMa pr ememenaTa.



(6) Heka je E* mynarunnukatuBHa rpyna mnator mossa. (CBaka KOHAUHA
rpyma je mpoum3BOMA NUKINYHUX rpymna. [IpermocraBumo ma y TOM TpPOU3BOILY
nocroje meke rpyne C,, u C,, rakse na je (m,n) > 1. Aro p | m,n, To moc-
toje enemutu a € C,, u b € C, pena p. Kako je C, NC, = {1}, to y crymny
1,a,a?,...,a"7 1, b, b?, ..., b""! mema jemmarxux. MebyTum, Taxo mobujamo 2p — 1
HyJa mosmHOMa xP — 1, mITo je oumrsienHa KOHTpaauknuja. 3Hauw, E* ce 3a-
MUCYje Ka0 TPOU3BO I MUKJINYHUX I'PYIa Ca y3ajaMHO IPOCTUM peaoBuMa. Kako
3a (m,n) =1 saxu C,,C,, = C,,,,, To je E* 3aucra uuknuuna rpyna.

(8) Heka je E xopencko mome mommuoma f(x) = 2P — z € Z,[X]. Jacuo je
E rapakrepucruke p, jep je Z, C E (mo M®T), na je camum tum npema (a)
IE| = p!. Heka je H = {a € E|a*" = a}. Kako je H CKyn cBUX KOpeHA IOJIU-
voMma f, To je |H| = p*. Hame, H \ {0} je jacHo moarpyma MyJITUIIUKATABHE
rpyne E*. [okaxkumo u na je H rpyma y omHocy Ha cabupame. VI3 ODuHOMHOT
passoja je (z 4+ y)P = z¥ + 4P, ma uraykmjom xobujamo (z + y)P' = a¥* + 47"
[Tocnenme maje ma je H 3aTBOpeHO y OmHOCY Ha cabupamme, OTHOCHO na je H
U aauTUBHA rpyma. 3Hauu H je mormosse mosba E, ma Kako OHO caap:KU CBe
kopene nosmaoMa f, To je E = H.

Joka:xmMO 1 12 Ccy cBa mossa ca pf ememenara mehycoGHO m3oMopdHA, Tj.
[1a Cy CBa KOPEHCKA moJba noauHoMa f. Yromauko je F konauno noswe, npema (0)
je F* mukauuna rpyna, omnocuo F* =< b >. MebyTtum, Tana Baku prl = 1,
na 3a cse a = b Basku a? = a, a Kako oBo Bayku u 3a 0, To je F moTrmosse mosba
E. OBo 3umaun na je F =E.

(r) ¥Yromuko je F, mornome moma F, 1o je . nonrpyna rpyne F7,. Kako
cy obe oBe rpyme npema (0) nukauuHe, TO OpOj eneMeHara jemHe mesau O6POj
enemenaTa apyre, omaocuo p* —1 | p'—1. Huje Temko mokaszaTu na je mocJemme
eKBUBaJIeHTHO ca k | [. O

W3 nperxomHe Teopeme 3aKbyUyjeMO a Cy MYJITUIIIUKATABHE TPyIe KOHA-
uyHUX noJra nukianune. Cieneha teopema, anasorua Teopemu 9 u3 mpeTX0OHOT
neja, TECTUPA Oa JIX jJe HEKU eJeMEHT I0Jba TeHEPaATOP HEeroBe MYJITUIINKA-
TUBHE TPYyIeE:

Teopema 2. Enaement g € F;k je reHepaTop YKOJMKO

g® /1 £

3a cBe ImpocTe menmorne g 6poja p* — 1. O

]_ . 6 ApHTMeTHRa HaO IIOJIMHOMMMA

Y oBoM moriapiby obparuhieMo Ha:Kmy Ha MOJAMHOME. 34 IMPCTEHE IMOJUMHOMA
F[X], rme je F nmome, Baxku Teopema 0 Iesbemy ca OCTATKOM, KOja TBPAM Aa 3a



cse menysa noaunome f,g € F[X]| mocroje jemuucrBenn noaunomu ¢,r € F[X]
TaKO 1a je
f=g9q+r, degr <degg.

OBa Teopema, Kao m y ciydajy npcrena Z, omoryhyje ma H3Il momumoma
onpebyjemo EykannoBum amropurmMom.

Yronuko nmocmarpamo nosuaome Hanx F[X], rme F Huje mose, crBap ce
3HavajHo Kommiaukyje. Mnak on kopuctu he mam 6utu cayuaj F = Z. Heka on
cBojcraBa Z[X] koja hiemo uecto kopucturu majemo y caenehioj reopemu:

Teopema 1. Hexka cy p u r pazauuutu npoctu OpojeBu. Tana Baku:

(a) Yronuko je f(x) € Z[X] rana je
f(@") = f(z)P (mod p).

(6) Heka je h(x) 6uno koju dparrop nmomuuoma " —1 u m = m, (mod r). Tana
je
™ =2™  (mod h(x)).
" —1

r—1

(8) Hera je o,(p) mopenak 6poja p y rpynu F,. Y nomy F,[X| nomurom

¢pakropume ce Ha MOIUHOME CTEIEHa Oy (P).

/loxas. (a) VI3 Guromuor passoja je (a+b)P = a?+b” (mod p), na je uHIyKITjoM
(a1 +as+...+a,)P =adl+al+...+ a2 (mod p), 3a npoussosman npupoagas 6poj
n. V3 oBora mupekTHO cjenu TBpheme OBOI mejia TeopeMe.
(6) Jacmo je ma 3a cako d nemuso ca r Baxu x” — 1 | 24— 1, ma camum TuM
" —1|a™ ™ —1. Opmasne je jacwo ™ =z (mod h(z)), jep h(x) | " — 1.
" —

(B) Hera je h(r) upenyuubuiaau Gpakrop CTEHeHA k MOJIMHOMA . Tana

T —
je F,[X]/h(z) mome ca pF emememara uumja je MyJNTUIIMKATHBHA TpyNa MU-

kiangHa ca reaeparopoMm g(z). Ilpema mesny (a) oBe Teopeme mMamo

d

d
g(x)" = g(«”) (mod g(z)),
na camum M p? — 1 menwm pen g(x). Bmaum p* — 1| p? —1, 1j. k| d.

Hpumerumo na y Fp[X]/h(z) Basku 2" = 1, ma u r | p* — 1. Kako je o,(p) = d,
10 d | k. 3uaum k = d, mTo je u Tpebaso mOKa3aTH. O

IIpBu mokymaju ma ce oxpenu (GopMmyJiia 3a N-TU OPOCT Opoj Omam cy y
06Ky mosuHOMA. JeJaH TaKaB 3aHUMJLUB IPUMED je W MOoamHOM T2 + 2 + 31,
Koju je mpocT 3a cBe Opojese 0 <z <29. Cnenehu 3amarak umak rapanryje na
je Tpaskeme (opMyJie y OBOM ODJIUKY HA HEKU HAYWH OECMUCIIEHO:

Sanmarak 1. 3a cBaku HekoHCTaHTHU HouuHOM f(2) € Z[X], mocroju 6ecKOHAYHO
MHOT'O TIPUPOIHUX OpojeBa n Tako ma 6poj |f(n)| Huje mpocr.

10



Pewewe. Tpernocrasumo cynporuo. Heka 2 | deg f (amamorno paszmarpamo
n cayuaj 2 1 deg f). Tanma mocroju mpuponan 6poj n takas ga je P(n) > 0
n Hu3 {P(m)}m>n pacryhu. CBaku ox 4iaHOBa OBOI HH3a je IPOCT, OJHOCHO
P(m) = p,,, n Hera je p, = p. Tana u3s

n+p—n|Pmn+p)—P0n)=pupy—p

na p | pnip. Mebyrum, TO MOpa 3HAUMTH Oa je D = Ppip, WITO je OUUIIICIHA
KOHTPaIUKIN]a. O

1.7 JucTtpubynuja npoctux O0pojeBa

JenmHo on KIaCUYHUX MUTalkha BE3aHUX 3a MPOCTe OpojeBe je KaKo Cy OHU pac-
nopebenu, Tj. KOJMKO MMa MPOCTUX OpojeBa He Behux OO JaTOr TPUPOIHOT
6poja n. OBy o¢ymrmujy ozmaumhemo ca w(n). Cuemeha Teopema maje jemmy
jemy omeHy 3a m(n):

Teopema 1. 3a cBaku npupomad Opoj n > 2 BaKuU

1 n n
— . < < 6 .
6 logn m(n)

logn’

420%‘(13. JlokasKumo IpBO Heje,ILHaI‘COCT

o < (2") <4 (+)

2n
2n 2n
IlecHa HejemHAKOCT ciemu u3 GuHOMHOT passoja (1 + 1) = Z ( , ) > ( ),

; i n
=0
: : . (2n (2n)!
JIOK JIEBY MOKa3yjeMO MaTeMaTUJYKOM MHIyKIujoMm. Kako je =, TO
n n!-n!
je JorapuTMOBamEM JIE€Ba CTAHA HEJeIHAKOCTU (%) eKBUBAJIEHTHA CA
nlog2 <log(2n)! — 2logn!. ()
o
Hajsehu crenen 6poja p koju menu n! je a(p) = [—k}, ma je
k=1

logn! = Za(p) -log p.

p<n

11



logp
Cavmum tuMm je log(2n)! — logn! = Z Z ([ } L%]) - logp, ma rako je

p<2n k=1
[2z] — 2[z] <1, TO je u3 HejemqHAKOCTU (%) U MPETXOIHE jeqHAKOCTU

[i555]
nlog2 < Z Z 1] -logp< Z log 2n = m(2n) - log 2n.

p<2n k=1 p<2n

2n 10g2 - 1 2n
log2n 2 4 log2n’

[Tocnenma Hejemuakoct maje 7(2n) = Iame,

1 2n 1 2n+1
M) =a(2n) > s T
m(2n+1) 2 7(2n) 4 log2n = 6 log(2n+1)’

2n > 2 >2. 0O j
-, 3an . OBum Heje-
m+1 3 z .

MHAKOCTMMAa MOKa3aHa je JeBa CTpaHa IOYeTHE Heje THAKOCTH.
IlokasxkMO M mEeCHY CTpaHy HejemHakocTu. Baskwu

[ log n]
log p

r-vo= 2 8 ([5] [2]) oo 5 (2] 2 v

p<2n k=1 p<2n

re mnociieqmha HejeTHAKOCT BaKU jep je

. 2n n
Kako 3a cBaku mpoct 6pojn < p < 2n Basku |— | —2 |—| = 1, TO U3 mpeTxoaHe
p p
HejeTHAKOCTU 1001jaMo

log(2n)! —logn! > Z log p.

n<p<2n
Oszmaunmmo ca A(n) = logp. llperxonna nejemnakocT 3ajenso ca (x) maje
A(2n) — A(n) < nlog4.

CrenujaHo, YKOJIWKO MPETXOMHY TeopeMy IpuMeHuMo 3a n = 27, mobujamo
A2 — A(27) < 2"log 4. Cabupamem oBakBux Hejemmakoctu 3a r = 0,1,... k
nobujamo mejemmaroct A(28F) < 282log 2. Camum tum 3a 2F <n < 28 paxm

A(n) < A(2F) < 2842 10g 2 < 4nlog 2.

Heka je 0 < a < 1. Karo 3a cBaku mpoct 6poj p > n® TPUBUJATHO BaKU
logp > logn®, To je

(m(n) — m(n%)) -logn® < Z logp < A(n) < 4nlog 2,

ne*<p<n

12



OOJHOCHO

4dnlog 2 o 4dnlog 2 o n 4log2 logn
m(n) < m(n%) < n® = .
alogn alogn logn « nl-e
. ) log x
Huje Temko sumetw nma ¢ymemmja f(r) = —— AOCTIEE MAKCUMyM 3a T =
x (03

e!/(1=) y 1aj mMakcuMyM je Onabupom a = 3 n0o0ujaMoO TpPasKeHy

1
e(l—a)
HejeTHAaKOCT, Tj.

n

3
7r(n)<L 6log2+ - ) <6- :
logn e logn

O

[Iperxonna TeopeMa maje HaAM ropmy u nowmy rpanuny 3a m(n). Cuaemeha
TeopeMa Jaje TauyHO aCUMITOTCKO MOHAImame (yHKIuje m(n):

Teopema 2.

i T001o8m
n—-+00 n

13



Jleo 2

Bbp3mu agmropuTtMmm; 3a Besimke OpojeBe

OcHOBHE ajropuTMu 3a MHOXkeEHme OpojeBa ca N nudpapa pale y BPeMeHY
O(N?). WMako cy OBU aJropuTMH AOBOJLHO mo6pu 3a ,MaJge’ OpojeBe, OHU
HUCY MOTOIHU 3a pPavyyHame ca ,,BeJIMKUM OpojeBuMa. Y OBOM IOIJIABJIbY Ma-
jeMO aCUMITOTCKU 3HAUYajHO OpsKe aJropuTMe 3a OBa M3pavyHABAIA.

2.1 Iluckperna ®ypujeoBa Tpanchopmanuja

[Tox ,,curmanom” monpaszymeBaheMo KOHaUaH HU3 ejJeMeHaTa M3 HEKOT CKYIIA,
Tj. cursaJa je r = (xg,...,Zp_1), rae je D mysxuHa curnasa. IIpermocraBumo
[a Cy eJeMeHTH CUTHAJa T U3 HeKoT ajrebapcKor JoMeHa y Kome moctoju D1
U HeKa je g npuMuTuBHEM D-TU KopeH y ToMm nomeny (Tj. ¢° =1 ako u camo ako
D | k). Tana moxkemo mepurucaTn muckpetHy PypujeoBy' Tpamchopmamujy

IPT?:

Hedmaumuja 1. uckperna PypujeoBa Tpanchopmanudja CUTHANA T j€ CU-
rian X = DFT(x) mar ca
D—1
Xy = Z xjgijkv
j=0

ca uaBep3HOM TpaHchopmanujom DEFT (X)) =z

| D!
ik
T =5 Z X,q'".
7=0
[Mosuatu npumepu IPT cy:

(1) Kommnercna IPT: x, X € CP, g je D-Tu KOpeH u3 jeauHuiie, omHOCHO
_ 2mi/D.
g =€ ’

! Jean Baptiste Joseph Fourier- ¢panmyckn maremaTwuap u ¢usmgap, 1768-1830
2discrete Fourier transformation
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(2) IPT uma ronmaunuMm moamma: z, X € Fﬁ, g je D-Tu KOpeH U3 jeuHUIE Yy
OJbY;

AnropurMme koju ce 3acauBajy Ha I PT mazuBahemo 6p3e Pypujeose Tpanc-
dopmanuje, ckpaheno ®PT?. Cama PPT Gaszupa ce Ha ciaenelieM jeqHOCTABHOM
UIEHTUTETY, YKOIUKO je [) mapaH Opoj:

D/2-1 D/2-1
DFT(z) = > a3(g") "+ 97" Y maoja(g”) 7"
=0 =0

Cana Mosxemo matu pekypsusau ®PT 3a curman z ayxumme D = 2%

Asropuram 2.1 ($PT amropuram)
FFT(x){
n = duzina(z);
if (n=1) vrati z;
m=n/2;
X = ()55
Y = (952j+1);n=_01§
X = FFT(X);
Y = FFT(Y);
U= (kaodmykl;(l);
V= (gikYkmodm)Z;é;
vrati U+ V;

Komniekcuocr oBor anropurma je jacao O(DIn D).

2.2 Teopuja xKoHBOJJyIIHja

Heka cy mara nBa curmasa x u y my:xkube D. JlepumHuUmmmMo ocHOBHe OOJIMKe
KOHBOJYIMja 33 HUX:

Hedbumaumuja 1. [lukauuna KOHBOMyLMja, y O3HAIM 2 = T XY, Ay:kuHe [ narta

je ca

i+j=n (mod D)
Heramuknauuna KOHBOJYIIMja, Y O3HAI v = T X _ Yy, oy:kuHe [ maTa je ca

Up — Z TiYy; — Z TiYj-

i+j=n i+j=n+D

3fast Fourier transformation
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AnuKIrYHA KOHBOJIYIMja, Yy O3HAIM u = T X 4 Y, Oy:kuHe 2D nara je ca
Uy = Z TilYj,
i+j=n

sane€{0,1,...,2D — 2} upu vemy je usp_1 = 0.
[Tony-nmkauyHa KOHBOJYIIMja, y O3HANUW & X Y, Oy:KuHe [) cacTaB/beHa je O
npBux D ereMeHaTa AIUKIUYHE KOHBOJIYIUAjE U.

Onvmax mpumehyjmo nma je mpomsBon aBa Opoja, koju cy ayskuae D y 6aswu
ca OCHOBOM B, jenmna anmukjJIndHa KOHBOJynuja mny:kuHe 2D. 3aTo y HACTABKY
najeMo Teopeme Koje he omoryhutu 6p30 pauyHame kKoHBoaynuja. Heka je 3a
OBa CUTHaJa T U y ay:kuHe [ ca 2z = x*y maT curHaJy mykmae [ TakaB ma je

Zn = Tn * Yn-

Teopema 1. Heka cy x u y curnamu gy:xkubae D). [urauuyna KOHBOJIyIUja
OBUX CUTHAJIa 33I0BOJHABA j€THAKOCT

rxy=DFT Y (DFT(x)* DFT(y)),
Tj.
1 D—-1
— kn
(x X y)p = D ngYkg )

Loxas. I3 mepununmje 1PT je

| D! | D1 Dol D-1 | Do1po D-1
- kn __ — kn ) ik ik — k(n—i—j)
D Z XiYrg D g g Z Yig - D TiY; g .
k=0 k=0 =0 7=0 i=0 75=0 k=0
D-1
Kaxko je Bpemmoct ng(”_i_j) jemnaka 0 xkama je n #Z i+ j (mod D), a D rana
k=0

jen=i+j (mod D), To je

D—-1
D > XYieg™ = > wiyy = (@ X y)n
k=0 itj=n

O

[Tpumernom ®PT anropurama, oBa Teopema omoryhyje Op30 padyHame
nukiangae kouBoayiuje. Caemehom Teopemom nahemo Besy mameby paznum-
YUTUX BPCTA KOHBOJYIMja, IMITO e HAM AATW U OP3 aJropuTraM 3a MHOKEHE
opojesa. Ilpu Tome z = r+y je curaaJs TakaB na je 2, = &, =Y, JOK je u = q,
3a KOHCTAHTY (, CUTHAJ TakaB Aa je 2, = qr,. lakobe, Heka je v = z Uy
crmajame IBa CUTHAJA OJ JIEBOT Ka IECHOM.

Teopema 2. Heka cy x u y cursanu ny:xuHe D. YKoaImko y oarosapajyhem
nmoMeny moctoju 27! Bake cienehe Bese maMmeby KoHBOTyIHja:
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(a) = %y = 5((0 % 5) + (0 % ).

(6) 7 x4y =z xuy) Ug((x xy) — (& x_)).

Loxas. (a) V3 nepurunmja KOHBONyIKja U OCHOBHUX ONEpallja HAJ CUTHAJIUMA
nobujamo

(e xn+@xm) - %(inw Y et Yoaw - Y y)

n i+j=n i+j=n+D i+j=n i+j=n+D

= Z LiYjs

i+j=n

IITO je yOpaBO N-TU €JEeMEHT KOHBOJIYLUje T X 1.
(6) Mo mepuanumju, npBux D eseMeHATA CUTHAJA T X AY U TX gy CY jeAHAKU,
JIOK 3a OCTaJle BasKu

(%((%Xy)—(w Xy))) = %(Z Tyt Y wma = ) wy :vy;>

n i+j=n i+j=n+D i+j=n i+j=n+D
= Y my= (T Xa Y,
i+j=n+D
ITO je 1 TpebaJio MOKa3aTu. O

Anaropuram 2.2. (PPT muOkEHE)

1. [Inicijalizacijal
Dopuniti = i y nulama tako da su duZzine 2D, tako da cikliZna
konvolucija novih brojeva sadrzi acikli€nu prethodnih;

2. [Transformacije]

X =DFT(z);

Y =DFT(y);

Z=XxY;

z=DFT Y (Z);

z = zaokruzhi(z); // Zaokruzujemo elemente do najbliZeg celog broja
3. [Prenos u bazi B]

prenos = 0;

for(0<n < 2D){
UV = 2z, + prenos;
z, = v mod B;
prenos = [v/B];
}
4. [Korekcijel
Ako je prenos >0 dodavanje te cifre kao vodece;
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Izbrisati vodece nule;
vrati z;

360T 3a0Kpy:KUBama OpojeBa, 0Baj aJropuTaM MOsKe JATU MOTPEIaH pe3y -
TaT, aJii je OH OJ BEJUWKOr 3Hauaja, jep ce m3Benenu obauru PPT muOKEHmA
Da3upajy Ha meMy.

N3 rommaekcaoctu PPT anropurma 3akbydyjeMo W 1Oa je KOMILJIEKCHOCT
osor asropurma O(DIn D). Mebyrum, Hac 3aHUMA CIOKEHOCT Yy ONHOCY HA
6poj mudapa O6pojeBa koje MHO:KUMO. [lokazyje ce ma je KOMIJIEKCHOCT aJrO-
puTMa, YKOJIVMKO MHOKMMO OpojeBe ca n nupapa

O(n(Clnn)(Clnlnn)---),

rae je C' xkoHcTaHTa, a MHOKUMO ca Inln...n cBe mok je Taj O6poj Behm on
1. Mako mocToje aaropuT™Mu KOjuMa Ce MHOKEH-€ MOYKe U3BPIIUTU Y BPEMEHY
O(nlnnlnlnn), 36or comopor pacra ¢yHkmuja InInln n koMmIekcHOCT OBOT AJIrO-
purma Huje MHOTO Jommja. OBaj (ocHoBHM) 06k PPT mMHOKEHA KOpUITieH
je IPUINKOM NOKa3UBama NIPUMAJIHOCTY HEKUX O HajBeNuX MO3HATUX IPOCTUX
OpojeBa.
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Jleo 3

Bbp3u mpob6adbMIMCTUYKN TECTOBU ITPUMAJITHOCTU

JemHa o1 OCHOBHUX IOJ€Ja TECTOBU NMPUMAJHOCT je Ha 0emepMUNUCUYKEe 1
npobabusucmuyure. Kom mpBuUX pe3yarar TecTa je yBEeK TayHa BPETHOCT, MIOK
KOl IPYTUX 3HAMO CaMO 1A je pe3yJTaT TadaH ca HekoM BepoBaTtHohom. Mako
Cy MPEeIHOCTU AETePMUHUCTUYKUX AJTOPUTAMa jacHe, Y MPAKCU Ce YeCTO MPU-
MEBYjy U MPpOoOaAbUIUCTUYKN AJTOPUTMU, jeP je BpeMe HBUXOBOT U3BPIIABAIHA
yecTo Kpahe ox BpeMeHa M3BpHIIaBamha ACTEPMUHUCTUYKAX AJTOPUTAMA.

[Tocroju Bume TUmoBa MPOOAOUIUCTUYKUX ajropurama. AJIropurMu Koje
hemo kopucTUTM y OBOM MOrJIAB/BY 3aCHUBAjJY Ce Ha Npobdaemy 00Ayke, Tj.
pesyarar koju he maBatu mome 6uru da mwan me (tj. PROST wmmu SLOZEN).
[TocebHo, kopuctuhemo MonTe-Kapao anropurme, yumjy nepUHULIN]Y MOKEMO
noaTu ca:

Hedbmuumnmja 2. , JIA-ycmepen” Monte - Kapsno anropuram je amaropuram
3a mpobJsieM OJIyKe KOJX KOTra je OATrOBOp ,naa” yYBEK TauaH, ajJu OATrOBOP
,ue” me mopa Outu. Kaskemo ma /IA-ycmepen Mownte - Kapao anropuram uma
BEepOBATHONY I'pEIKe €, aKO 3a CBAKU yJja3 3a KOjU je OArOBOP ,,Aa’ , aJropu-
taM Bpaha Bpemuoct ,He” ca BepoBaTHONOM HajBUIIE €.

KomenTap. Canuno moxkemo nedunncatu u ,,HE-ycmepene” Monrte-Kapio
aJroOpuUTMe.

3.1 Couosej - IllTpaceHoB TeCcT IPUMAJJTHOCTHA

[IpBu y HU3Yy NPOOAOUIMCTUYEUX aJropuTaMa Koje heMo U3JI0AKUTUA y OBOM
nornasiay je aaroputam Comosej! - [lItpacena®?. Om je 6azupan Ha Jlewan-
nposom® u Jakobujesom?! cumBonry umMje meduHMAIMje W CBOjCTBA HajeMo y IIp-

BOM [eJy OBOI' mOTIIOTJIaBJ/ba.

'Robert Martin Solovay - amepuukn mMaTemaTagap 1938-
2Volker Strassen - Hemaukn MaremaTwuap 1936-

3 Adrien-Marie Legendre- ¢panmycku maremaruyap 1752-1833
4Carl Gustav Jacob Jacobi- memaurkn maremaTwuap 1804-1851
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3.1.1 Jlexxkamnpos u JakobujeB cuM60I

Heduaumuja 1. Heka je n € Z. 3a 0poj a Koju HUje nebUB ca N KaKEMO
Ia je KBaJApaTHU OCTATaK MO MOMIYJIY N ako KOHrypHmuja z2 = a (mod n) uma

pelresna, a yHaYe KaskeMO Jla je KBaJApaTHU HEOCTATAaK.

Craeneha teopema roBopu 0 OPOjy KBaAPATHUX OCTATAKa M HEOCTATAKA IO
MTPOCTUM MOy TUMA,:

Teopema 1. Heka je p Hemapan nmpoct 06poj. Bpoj kBampaTHux ocTraTaka u

HeocTaTaka 0 MOIAYJIY P jeTHAK je

Jlokas. TlocmaTpajmo 6pojese 12, 22, ... (p—1)%. JacHo je na je cBaku o1 HUX
KBAIPATHU OCTATAK, IIa j€ HOBOJHLHO OAPENUTU KOJMKO MeDhy oBuM OpojeBuMA
uMa paszmuuntux. Herka je 3ato 22 = y? (mod p), 3a meke z,y € F,. Tana je
(x —y)(z+y) =0 (mod p), na je z =y (mod p) unu = = —y (mod p). 3Hauwm, y
cryny {r?|1<z<p—1} mo Momysy p UMaMO NapoBe jeIHAKUX, Tj. YKyIaH 6poj

KBaApaTHUX OCTATaKa j€ . bpoj kBagpaTHux HeocTaTaka je p—1——— =

2
p—1 )
— OBuM je TeopemMa y MOTIYHOCTU MAOKA3AHA. d

YBemumo cana u JlesxxkarnpoB cuMOOIT:
Hepurunmja 2. Heka je p menapan npoct 6poj, a a meo 6poj. Jlexxamapos

a
cuMbon (—) neduHUCAH je ca:
p

. 0, pla
<—> = 1, a je kBagpaTHU ocTaTak
p —1, a HEUje KBaApaTHU OCTATaK

Cnenmeha Teopema, mosuara u kao QjaepoB KpurepujyMm, ouhe HaM om Be-

JIMKE BAKHOCTH Yy HaCTaBKY TEKCTa:

Teopema 2. (QOjmepoB kpurepujyMm) 3a HemapaH nIpocT 6POj p BaKu

o't = (%) (mod p).

Joxas. Heka je g mIprMUTHMBHE KOPEH Mozaysia p u k 6poj Ttakas ma je ¢* = a
(_

1)*.

~—

: , . [a
(mod p). Tanma je a kBampaTHUM OocTaTak akko je k mapaH, ma je | — | =
p

Ca mpyre crpame je a’z = g¢"s = (¢"2 )" = (=1)* (mod p), uume je TBpheme

IOOKa3aHO. O
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Ocuosra cBojcrBa JleskaungpoBor cuMmbosa mnajemo y caemehoj teopemu:

Teopema 3. Hexka je p menmapan npoct 6poj. Tana Basku:

@) (219) - (%) =(-)% (%) = (1"

m

(6) Axo je mi =my (mod p), Tana (71) = (—);

()3 ()

Hoxas.

(a) TIpso TBpbheme ciene u3 uumenuna na je 12 = 1, IOk je Apyro AMpeEE-
tHa mocaenuna OjmepoBor kpurepujyma. Tpehe tBpbeme morazahemo
HEITO KaCHUje, y CKJIOMY AokKa3a ['aycoBOT 3aKOHA PENUIIPOIUTETA.

(6) OBo TBpbheme mupekTHO cienu U3 neUHUALA]E.

(B) Uckropuctumo Ojnepos kpurepujym. Hawmwme,

mimg\ _ . — P;_(m1> (mg)
=(mmse) 2 =my> my’ = — || — mod p).
(™42 = mam)T =t g = (1) (M) funod p)

Cunenehu 3amarak miycTtpyje ynmorpeOy KBagpaTHUX ocTaTaka. AyTop je
MOTHIUCHUK OBOT TEKCTA.

3amarak 1. OmpenuTu cBe mapoBe & U N IPUPOAHUX OpoOjeBa TakBe ma je
2+ 20 +1=2"

Pewewe. Horazahemo nma je jemmno pememe oBe jemnauwmse map (1,2). 3a
n = 1 HeMa pememe, ITa je JOBOJLHO WUCIUTATU CIyYaj N > 3.

Kaxo je z-(2?+2) yBek nemuso ca 3 To 6poj n Mopa 6utu napas. JlokauMo
na 3a n >3 O0poj n He MOKe OUTU HU TMapaH.

Hexka je n mapaun. lomaBameMm obema cTpaHaMma jeqHaKOCTU OpPOj 2 U pac-
TaBpameM nobujamo (z+1)(z? —x+3) = 2"+2. Kako necHa cTpana jeIHAKOCTH
3a n > 3 Huje mesbuBa ca 4 TO HUje HU JieBa, ma je xr obuuka 8k + 1 wam 8k + 5.
Yxronuxko je x obnuka 8k+ 1, nobujamo ma je meBa cTpaHa je IHAKOCTU KOHI'DY-
eHTHa ca 6 Mo MOIyJy 8, MITO je OUUrJIeAHA KOHTPAAUKIuUja. 3Hauu © = 8k+5,
3a Heku 1eo 6poj k. Kawko je n mapam, To je m 2" + 2 = 2(2y® + 1), ma je
-2 KBaJIpaTHU OCTATAK IO CBAKOM IIPOCTOM HEIMapHOM meauoly Opoja 2" + 2,
HoCceOHO MO CBAKOM HEmapHOM IPOCTOM Aeiuomny opojy z2 — x + 3. Kaxo je
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x =8k +5, To je 22 —x + 3 =3 7, ma MOpa MMaTU IPOCTOT NEJIUONA P OOIUKA
8s+ 5 unu 8s + 7. Mebyrum, tana je

<—72) _ <—71) (2) (S 1)ED2(L)EPD/E () D)/s

OlaKJIe -2 HUje KBAIPATHU OCTATAK [0 MOAyNy p. RoHTpamuknuja. O

Y HacTaBKy OBOT Aeja MOTJaBiba IUJb HaM je Joka3 laycoBor® 3akoHa pe-

nunpornureTa. JlokakmMo 3aTo mpBO ciaenehy Teopemy:

Teopema 4. (TaycoBa sema) Heka je p 6poj ocraraka y ckymy ak, 1 <k <

p S p— .
—5 > “uja je speaHocT Beha on — Tana je

—1
Hokas. Heka je la = +my (mod p), roe je 1 < my < pT Kako k+1 # 0
—1 —1
(mod p), 3a 1<k<l<p2 , TO je my # my, 3a CBe 1<k<l<pT. 3Hauu
p—1 :
1,2,..., (= {mi,ma, ..., mp_1)2}, Ia MHO¥KEHE€M KOHIpDyeHIuja la = ny

(mod p) mobujamo

(1%1)1 a2 = (1%1)| ~(=1)* (mod p).

Tepbheme cana ciaenu Ha ocHoBy OjIepOBOr KpUTEpPUjyMA. O

Cnenehe kmacuuno TBpheme, MOKIA U jemHO O HAJIO3HATHUjUX TBDDHema
Teopuje OpojeBa, MO3HATO je Kao ['aycoB 3aKOH PEIUIPOIUTETA:

Teopema 5. (T'aycoB 3akoH penumponuTera) 3a HemapHe IpocTe Opojese

P U ¢ BaKU
p p=1l q-1 (¢
— | = (—1) 2 3 (_> .
(%) p

Jloxas. llokakmMo ma 3a cBaka naBa Opoja r U y U HemapaH NPUPOIAH OpPOj n

BaKU jeTHAKOCT
n—1

"t -yt = H(gkx — s M), (*)

k=0

5Carl Friedrich Gauss- memauku MaTemarnuap 1777-1855
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rme je ¢ = e?™/"  Hanwme, ckyn —2k, 3a 0 < k< n — 1, yuHU TOTIYH CUCTEM
ocTaTka M0 MOAyIy 1, ma je " —y" = [[1—4(z — ¢ *y). Karo je ¢~(I+2+-+n-1) —

¢M=/2 =1 1o je

n—1 n—1
ot =yt =[x =y = [[ (P2 = ).
k=0 k=0

Heka je cana f(z) = e¥™* — ¢72™%. JlokaskuMo na je
(n—1)/2

f]fg?z T f(Hg).f(z_g). (+%)

k=1

[Tpema () mmamo ma je

o 11 ().

k=0

Kako je f(z+k/n)=f(z+k/n—1)= f(z— (n—k)/n), To je

(n—1)/2 n—1
k k
S5 = To(sen) T s(ev3)
k=1 k=(n+1)/2
(n—1)/2 n—1 B
= H f(z—k%) f<z_nnk)
k=1 k=(n+1)/2
(n—1)/2
k k
= T () i(0)

Ha kpajy moka:kmmo na je

(r—1)/2 la a (101_1[)/2 I : )
1(5)=G) ()
=1 p p =1 p

—1 l
Heka je la = +m; (mod p), roe je 1 <my < pT Karo ce — u +% pPa3IuKYyjy

la m
3a 1meo 6poj, To je f (—) =f (:l:—l), na jeIHAKOCT (% * %) CJequ Ha OCHOBY
p p

laycose meme. Cmenujaano, Basku
(p—1)/2 lq q (p—1)/2 I
L/ (5)-() IoG)
=1 p P/ 34 p
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Tarobe, mpema (x%) Baku

mna je

(a=1)/2 (p—1)/2 I m
()= I () (G-5)

1 p q

P (¢—1)/2 (p—1)/2 m 1 m 1
0T 1 (2-3)

q -1 =1 a P 9 p

Cnuusno je

na kako je f(m/q—1/p) =—f(l/p—m/q), To je 3aucra

()= ()

Hokazxkumo u nocnenwu neo Teopeme 3(a). Kopucruhemo TaycoBy memy.

Bpoj i jennak je Opojy ememeHara ckyma 2-1,2-2,...,2- pT’ koju cy Behu

p—1 :
on — . JacHo je:
(1) p=2k 3a p=_8k+1;
(2) p=2k+23ap=8k+T;
(3) p=2k+13ap=2_8k+3;
(4) p=2k+1 3a p=8k+5.
W3 mperxonnor tBpheme TeopemMe je ouuriiemHo. O

Cunenehu 3amaTak niycTpyje IpuMeHy IPEeTXOmaHe Teopeme. AyTop 3amaTka
je MOTHIUCHUK OBOT' TEKCTA!

3anmarak 2. lokasaru na 3a npocte Opojese p u ¢, Takse na 41 p—q 6pojeBn
pr=1m ¢"—1,

HE MOTY UMAaTHU CBE UCTE MPOCTE MEJIUOIIE.
Pewemwe. [IpernocTaBUMO CYIpPOTHO.

[IpumeTrumo ma 6pojeBu p u ¢ He MOTYy OuTu jemHaku 2, jep Ou Tama jeman
onp!—1mu ¢P—1 6mo mapaH, a APYru HEapaH, ma He O UMaJU CBE UCTE MPOCTE
nesmornie. Takobe, mo yciaoBy 3amaTka p U ¢ He MOT'Yy HaBATU UCTU OCTATAK IO
Monyny 4, ma je jemaH ol \BUX HOpP. ¢ obsmka 4t + 3, a apyru obauka 4u + 1.

Heka je r 6uno koju nmpoct 6poj koju nenu u ¢ —1 u p?—1. IIpernocraBumo
nar|q—1wu ga je h mopemak 6poja p mo Momymy r. Tama r | p" — 1, ma kaxo
r|p?—1, o h|q. 3uauu nau je h=1wumm je h=¢q. Axo je h=qu3 h|r—1
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nMmamo na g | r — 1, mebyrum oo je memoryhe jep 7 | ¢ — 1. 3mauwm h = 1,
tj. r | p— 1. IlpernocraBumo jom u na r* || p — 1. Kaxro je (r,q) =1, 10 je n
r® || p?—1. Pasmarpajyhwu u cse menuone 6poja ¢ — 1 Hamazumo na ce 6pojeBu
p? —1u ¢ — 1 Mory 3ammcaTu Kao

], 2 (677 /31 52

1
pq_1:p1p2---pk%qZ'--qlﬁlu ¢ —1= Y1, 72 Vi 01

1 1)
b1 Py ---Pp 1 QZQ"’Qll7

rme cy p; cBu genuonu p — 1 m mpm tome je m pt || p—1, pl' || ¢ — 1, pi # g;.
[TocmaTpajmo canma menmore q;. Heka je mopenaxk Opoja p mo MOmysy ¢; jeTHAK
s. Tama ¢; | p?—1u q; | p® — 1, ma s | q. Kako ¢; Huje vHekm on mesnmona Gpoja
p—1, 0o h#1, 1j. h=g¢q. 3uaun q | ¢ — 1 u cauuno p | ¢; — 1, ma Kako je
(p,q) = 1, T0 pq | ¢ — 1. Tocmarpajmo canga ¢ | ¢° — 1 | ¢*™' — q. Kako je
p + 1 mapan, To je OpOj ¢ KBaApPaTHW OCTATAK IO MOILYJIY (;, Tj. 1) 1.
[Ipumenom ['aycoBor 3akoHa penumporuTeTa A00MjaMo

jepje q=4t+3u q| ¢ — 1. Buaun cBaku ox 6pojesa ¢; Mopa Gutu ObIUKA
4v+ 1. Cana je

pr—1 B B2 j
= . =4 1.
p—1 41 92 0 =4
MebyTtuwm, ca apyre crpane mMamo
7—1
b =pT g pT 4 1=,q-1=43,
p—1
IITO JOBOAW OO OUYMIJIENHE KOHTPAIUKIU]E. O

Ha mexku mauwun yonmreme Jle:xxkanapoBor cuMmbosia Ha cBe HemapHe OpojeBe
je JakobujeB cumboi:

Iepuaunmja 3. Hera cy n u m npuponau 6pojeBu, IpU UYeMy je m HelmapaH
nm=pi'ps? - ... p* merosa KaHOHCKa pempeseHranuja. Tazna je

(&-11(2)"

=1

N3 nedpununuje u Teopema 3 m 5, muperTHO ce m3Boam ciaeneha Tteopema
KOja naje OCHOBHa CBOjcTBa JakobujeBor cmmMmbosa:

Teopema 6. Herka cy n u m npupomuu OpojeBu, rie je m Hemapan. Tana
BasKWM:
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(6) Aro je n; =ng (mod m), rana (%) = <_>’

o (50)= G- G

(r) Ako je m n Henapuu OpoOj Ba:ku

() () - e

O

Ha ocuoBy mperxomHe Teopeme MOKEMO NATU U aJrOPUTAM 34 PavyHambe

JakobujeBor cumboma —) :
m

Ausropuram 3.1. (Onpebusame JakobujeBor cumbosia)
if (n=0) vrati 0;
if (n=1) vrati 1;
if (n=-1){
if (m=1 (mod 4)) vrati 1;
else vrati —1;

if (n=2){
if (m=1 (mod 8) ili m =7 (mod 8)) vrati 1;
else vrati —1;

i . n mod m
if (n>m) vrati (—),
m
if (2] n){
Zapigi n=2"-k, gde 24¢;

() ()

vrati [ — )| — )] ;

m m

} m

if (n=3 (mod 4) i m =3 (mod 4)) vrati — <E>’
m

else vrati <—>,
n

Teopema 7. Cuoskenoct aaropurma 3a onpebuBame JaxkobujeBor cumbosia
je O(In*"“m), 3a cBako € > 0.

Lokas. JacHo je ma ce asropuram m3Bprmasa y Hajsume O(Inm) xopaka. Y
CBAKOM KOpaky oaropapajyha omepamuja ce, KOpuIlhemeM ajJropurama u3

26



OPETXOMQHOr TOryaBiba, Moske um3ppumrtu y Bpemeny O(Inmlnlnm). Camwum
TUM aJropuTaM ce Moxe m3ppmutu y Bpemeny O(InT¢m). O

3.1.2 Anropuram u ciaoseHOCT

Y uceyno-roxy Couiosej - lIITpaceHOB TECT MPUMATHOCTA MOKE C€ 3aIMUCATH
Kao:

AusropuraMm 3.2. (Cososej - IIITpaceHOB TECT IPUMATHOCTHY )
Izabrati slucajan broj a, 2<a<n—1;
a
r=(3)s
n ~
if (x=0) ispis&i SLOZEN;
n—1
=a 2 mod n;
if (z =y (mod n)) ispisi PROST;
else ispisi SLOZEN;

Teopema 8. Counosej - [IITpacenoB TecT TpUMAIHOCTH je 3a CIOKeHe ODpojeBe
,JIA-ycmepen” Mounre-Kapmo amropuram. Bepoartnoha rpemke je majBurie
0,5.

/loxas. [lpBu meo Tteopeme je muperrHa mocienuna (OjirepoBOr Kpurepujyma,
IOK APYTU OeO TeopeMeE CJIeqU U3 YWH€HUIlE J1a MOCTOjU HajBUIIE OJIa KBaApa-
THNX OCTaTaKa.

Caeneha Teopema moka3yje ma je oBaj ajJropuTaM MOJUHOMUjaHE CIOKEHOCTHU:

Teopema 9. Ausropuram Comaosej - llITpacena ce Mo:ke U3BPIIUTU Yy BPEMEHY
O(In***n), 3a cBe € > 0.
Zloxas. OBa Teopema je mupekTHa mocjaenura Teopeme 7. O

Kao u xon Behune npobabuanCTUUKUX aJropuraMa, TeCTupame Tpeba Bp-
IIUTY BUIIE OJ j€AHOM, Ta je OX MHTepeca OIEHUTU BepOBATHONY na 3a HEKU
(IOBOJLHO BEJIMKM) CJO:KEH OPOj N ajJropuraM m MyTa y3aCTOMHO MCIIMIILe
PROST, 1j. ma m myra y3acromuo nmorpemu. OBy omeny najemo y ciaenehoj
TEeOpeMu:

Teopema 10. Beposatnoha na 3a Hemapan Opoj n ajropuraM m myTa y3a-
CTOITHO TIOTPEMNIN j€ HaJBUIIe

Inn
In —2 + 2m+1’

Zoxas. Heka je X morabaj ma je Opoj cnoxken, a Y morabaj ma je amropuram m
nyra y3acronuno ucnucao PROST. IIpema Teopemu 8 je jacmo P{Y | X} <27,
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a je mo ¢opmyiu 3a ycJIoBHY BepoBaTHohmu u BajecoBoj popmymnn

P{Y|X} P{X} _ P{Y|X}-P{X}
PIYY T P{Y|X} P{X} + P{Y|X} P{X}

P{X|Y}= (*)

Ompemnvo P{X}. Hera je N<n<2N. IIpema Teopemu 1 u3 1.7, 6poj npoctux
opojeBa uamebhy N u 2N ce Mo:ke aIpOKCUMUPATHU Ca

2N N
In2N InN’

na kako HemapHux 6pojeBa mameby N u 2N uma N/2 To je

2 1 2
PIXt=1-2(———)|~1-——.
X3 (1n2N lnN) In N

Karo je P{Y | X} <1, To je u3 jemmarocTu (%)

PYIX}(1-5%) _ 2"(WN-2) = IN-2
PY|X}(1-2) +:5% 27"(InN—-2)4+2 InN—2+2m+

" InN InN

P{X|Y}~
O

W3 mator amroputma jacHo je ma je 3a m = 100 BepoBaTHOhAa rpemke TroTOBO
jemHaka HyJId, a je BpeMe MOTPeOHO nma Ou ce OBUM aJrOPUTMOM YTBPIUAIO
na a7 je mexn 6poj mpoct mau He o Teopemu 9 jemmaxo O(In*™n).

3.1.3 JleTepMUHUCTUYKA’ Bep3uja ajropmrMa
) P p3u) |

Ha kpajy oBor mormaBspa mokaszahemo kako ce y3 mpetnocTtaBky lIponyskene
Pumanose® xunoreze Comosej - IIITpaceHOB aaropuraM aJropuTaM MOKe I0-
OYHATUA [0 TOJUHOMUJIAHOT AETEPMUHUCTUYKOT AJTOPUTMA. 3a MOYeTaK na-
hemo dopmynanujy PumanoBe xumorese:

IIpony:xena PumanoBa xunmore3a. Heka cy n 1 a ya3zajMHO IpOCTU TPUPOIHA
OpojeBu. 3a CBAKO € BaKu

+ O(xl/2+e)’

rae je m(x,n,a) 6poj mpoctux 6pojeBa He Behux ox x u = a (mod n), a li(z) =

Todt
5 logt’

[Tox mpernocraBroMm I[Iponmy:xene PumanoBe xunorese Bake ciienehe Teopeme:

6Georg Friedrich Bernhard Riemann - memausu MaTemaruuap 1826-1866
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Teopema 11. Heka je
G(n) = min{x | Z; je remepucana npoctum 6pojeBuma < z}.
Tana je G(n) = O((logn)?).

Teopema 12. Heka je ¢ HerpuBujasna noarpyna rpyne Z;. Tana mocroju
m>0um¢G, tako na je m < 2(log,n)?.

Cneneha Tteopema, koja Takobe Bayku mon npernocraBkoMm [Ipony:kene Pu-
MaHOBe XumoTese, bmhe OCHOBa AETEPMUHUCTUYKOD AJTOPUTMA:

Teopema 13. Axo je n HemapaH CJIOKeH OpOj, Tamga MOCTOjU MPUPOTAH OPOj
a < n takas na je a < 2(logyn)?, 3a Koju je TauHO GapeM jeHO O

(1) (a,n) #1;

(2) (%) 2 a2 (mod n).

Zloxas. Heka je

E(n) = {a €z | (%) =a" Y2 (mod n)} .

Hokaxxumo na je E(n) mpasa moarpyna rpyme Z). IIpermocraBrMo CynpoTHO,

a
Tj. nma je E(n) = Z!. Tanma 3a cBako a € Z Baxu 1 = (—) a" ! (mod n).
n
[IpernocraBuMo ma mocTOju Hemapan mpoct 6poj Ttako ma p° | n. Kako je

Z;Q IUKJIAYHA TO 34 ILeH reHeparop ¢ sasm ¢PP~D = 1 (mod p?), a usz nate
npernocraske p(p — 1) | n — 1. Mebyrum, ptn — 1, mro noBoau no ouwnriense
KOHTpaauKiuje. 3Hauu n = pr, vge je p npoct u p 1 r. Cama ako g Huje
kBanpar y Z;, To mpema KTO mocroju a Tako na je a = g (mod p)ua=1
(mod r). Mebyrum, 3a oBako omabpaHo a Ba:Ku

0-()-()-

el

na 6u mopaso ma 6yme a2 = —1 (mod r), mTo je y KOHTpaIMKIMiM ca
omabupoMm 6poja a. Osum je mokaszano ma F(n) mopa Ourum mpasa mOArpyna
rpyne Z;.

Cana, npema Teopemu 11, mocroju a € Z* \ E(n) u a = O((logn)?). Camum
tuMm wt a ¢ 7' (tj. (a,n) # 1) mwam a ¢ E(n). Ilpema Teopemn 12 Basknm
a < 2(logy n)?, unme je Teopema y HOTIYHOCTHU JOKAa3aHA. a

Ha ocuoBy nperxone Teopeme nobujamo n gerepMuauctudky 06auk Conose]j -
[ITpacenoBor aaropurma;:

Ausropuram 3.3. (Herepmunuctuuku Couosej - IIlTpacenosB anropuram)
while (2 <a<min{n — 1,2(log,n)?}){
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()

T=\(—);

n ~

if (x=0) ispi&i SLOZEN;
n—1

y=a 2z mod n;

if (x #y (mod n)) ispisi SLOZEN;
}

ispi8i PROST;

Ha ocuoBy Teopewme 13 jacuo je ma je caoskeHnoct merepMuHucTUYROT COI0BE] -
IlIrpacenosor anropurma O(In**n).

3.2 Paduns-MusepoB Tect npuMaJIHOCTU

[Tobumo om camor ajaropurMma:

Anropuram 3.4. (Pabun’ - Muaepos® TecT TpUMaTHOCTH)
Zapisati n—1=2"-t, gde 21¢;
Izabrati slu€ajan broj a, 2<a<<n—1;
b=a' mod n;
if (b=1) ispisi PROST;
for (0<i<m—1){
if (b= -1 (mod n)) ispisi PROST;
else b=b? mod n;

}

ispi&i SLOZEN;

Teopema 1. Pabun-Mwuiepos Tect npuMmaaHOCTH je 3a cioskene oOpojese ,, JIA-
ycmepen” Monrte-Kapiso aaropuram. BepoaTnoha rpermke je majsurie 0,25.

Zloxas. IloBOBHO je mokazaTu ma ajJroOpuTaM He MOKE UCIUCATHU SLOZEN 3a
npocT 6poj n. Y CyIPOTHOM, U3 aJIrOpUTMa 3akmbyudyjeMo na a' # 1 (mod n)
U na HUTH jemaH on 6pojesa af, a*f, ..., a?" ! Huje KoHrpyeHTaH ca —1 1O
moayay n. Ca napyre ctpane, uz Mase Pepmaose Teopeme je a®” =1 (mod n),

na je a2t —1= (a2t =1)(a®" "' +1) =0 (mod n), ogEOCHO

=1 (modn) I ¥ "=—-1 (mod n).

. -1,
Kako apyra KOHrpyeHIMja MO TPETIOCTABIN HE Basku, TO Mopa butu a’ =1

(mod n). Hacrasmajyhu osaj mocrymak nobujamo na je a®* =1 (mod n), 3a
cee 0 <i<m. Mebyrum, oBo je memoryhe jep je mo mpermoctasmu a' # 1
(mod n). OBuMm je npBu meo TBphema morasas.

"Gary Miller - amepuusu uabpOpMATAIAD
8Michael Oser Rabin - mspaescku napopmaTmuap 1931-
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Ilokasumo u apyru neo tBphema. Heka je n memapan ciosken 6poj, n—1 =
2™t rme 21t n

Sn)={a€Z:|a"=1 (modn)mm a®**=—1 (mod n), 3a vexo 0 <r < m}.
. . n—1
HoBomno je morazaru ma je |S(n)| < 1
Heka je k majsehu 6poj Takas ma mocroju b Tako ma je b2 = —1 (mod n) (k
je mobpo meduHUMCAHO, jep je (—1)20 = —1) u mera je n’ = 2% .t. Taxobe, Hera

je n=pi'ps?...p;y’. Kako je p; =1 (mod 2"*1), to je n =1 (mod 25*) u camum
toM 20 | n — 1.

Hocmarpajmo cxymose J = {a € Z* |a" ' =1 (mod n)}, K = {a € Z* |a" =
+1 (mod pf) 3a cse i}, L = {a € Z*|a” = £1 (mod n)}, M = {a € Z* |a" =
(mod n)}. Jacuo cy J, K, L, M noarpyne rpyne Z: u Bazku M C L C K C
J C Z;. Kako je S(n) C L, noBosbHO je mokasaru na je mHmexc rpyune Ly 77
bapewm 4.

Kako je [K : M] = 2 u [L : M] = 2, o je [K : L] = 27!, PasmoTpumo
cinemeha Tpu cayuaja:

(1) 7>=3. Kako je [Z! : L| > [Z} : J]-[K : L| >4, 10 je y oBoM ciyuajy TBpheme
IOKA3aHO.

(2) j = 2. Horaxkumo nma je J npasa moarpymna rpyie Z:. Y KOJIUKO je CYIPOTHO
ToMme Z; = J u3 nokasa Teopeme 13 3akmyuyjemMo na n HUje KeJbUB KBAIPATOM,
ma je n = pq, Tae ¢y p > ¢ Heku npocTu OpojeBu. Mebhyrum, ako je g remepaTop
Zywg" " =1 (mod p), 70 p—1|n—1, ommocuo p—1|¢—1. OBo je memoryhe,
jepjep—1>q—1. Buaun [Z} :J|>2, na [Z : L| > [Z} : J]-[K : L| >4, mTo je
u Tpebasio moKaszaTu.

(3) j=1. Y oBom cayuajy je n = p*, 3a a>2. Mebhyrum, kako je a a?
(mod p?), To je |J| = p—1, a camum Tam [Z7 : J] = p*~! >2, ommocuo [Z; : L] >4.
O

a n—1 — —1

Caenmeha Teopema mokasyje ma je Pabun- 0B TecT McTe CIOKEHOCTH Kao U
Couosej - lllTpacenos:

Teopema 2. Anaropuram Pabus- Mumsepos ce MOke U3BPIIUTUA Y BPEMEHY
O(In**“n). O

Cunuso kao Yy IpeTxoaqHOM IIOIJIaBJ/bY MOKEMO OOKa3aTU Oa BaiKU:

Teopema 3. Bepoaranoha ma 3a Hemapan Opoj n ajropuraMm m mIyTa y3a-
CTOTHO TIOTPEITU j€ HAajBUIIE

Inn
In—2+42.4m"
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N3 norxasza Teopeme 1 3akmyuyjemo na je L mpaBa moArymna rpyue Zy.
Camum tuM, y3 npernocraBky lIponyskene Pumanose xumorese, kopumhemeMm
Teopeme 13 m3 mperxomHor moriaBiba, Pabua-MumepoB TecT ce Ha CIWYaAH
HauwH kao u Conosej-llITpaceHoB TecT MOKe MOMYHUTHU OO0 AETEPMUHUCTUUKOT.

Kako 30or mame BepoBaTHOhE Tpelike, JaKIer KOAa, a U U3 APYTUX pa-
3yora, y mpakcu ce Pabwn- MuiaepoB TecT mOkKa3yje Kao OOJbU HETO TECT
Counosej - llITpacena.
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Jleo 4

Tect npumasmocTu nomohy I'aycoBux cyma

Y oBOM mOTJIaBJby HpPENCTABMNEMO METEPMUHUCTUYKUA TecT Koju je 1981. ro-
muae otkpuo Jlencrpa'l. Bpeme pama oBor aiaropurma je OrpaHMYEHO OJO03TO
ca (lnn)“nlnlr‘” 3a HEKy KOHCTAHTY ¢, IIa ¢ 003MPOM Ha CIOPU PACT (YHKIUjE
Inlnlnn mosxke ce pehu ma je speme pama (Inn)°Y . ommocwo ma je amropuram
,CKOPO” TOJMHOMUjaJHE CIOKEHOCTH.

4.1 Kapaxrepu u I'aycoBe cyme

MynTunmukatusan kapakrep Ha Fy je mpecmukasame yx : Fy — C\{0} roje
3a10BOJ/bABA YCJIOB

x(ab) = x(a) - x(b), 3a cse a,b € ).

Herana je sromuo nmpomwpuru X Ha F, y3umamem na je x(0) = 0.
a
Jenan on knacuunux mpumepa kapakrepa je Jlesxanapos cumGon x(a) = (—)
p
llpyru (Tpusujanau) mpumep kapakrepa je €(a) = 1 3a cse a € ;. Huje Temxo

JOKa3aT! Oa CBaKMW KapaKTEp MMa Cneﬂeha CBOjCTBaZ

Teopema 1. Hexa je y mynrunnukatusau kapakrep u a € F). Tana sasn:

(a) x(1) =1

(6) x(a) je (p—1)-Bu KOpEH jenuuure;

(8) x(a™") =x(a)™" = x(a).

(r) ako je x # ¢, Taxa Zx(t) = 0.

teF,

'Hendrik Willem Lenstra- xonmagnckn maremarudap 1949-
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/loxas. (a) V3 medpunnmuje je x(1) - x(1) = x(1), ma je jacumo x(1) = 1.

(6) Heka je g mpumMuTuBHU KOpeH mo Monywdy p. Kako je ¢P~! = 1, uz mym-
tummkatusHocTH X pobujamo 1 = x(1) = x(¢?') = x(9)*7!, na je x(g) jacuo
(p—1)-Bu Kopen u3 jemunuue. Kaxo 3a cBako a € F, nocroju mpuponan 6poj k
Tako na je a = g*, To je x(a) = x(¢*) = x(9)*, ma je u x(a) (p — 1)-BU KOpen U3
jenImHATIE.

(B) Umanmo x(a™') = x(a?'71) = x(a)?? = x(a)™", a raro je |x(a)| = 1, jep je
x(a) xopen jemnunurne, To je u x(a)™! = x(a).

(r) W3 mokasa mesa mox (6) 3akbydyjeMo na je

>t Zx ix(g)’“ i
k=0 k=0

teF,

|

YBenuMo Ha CKyIly CBUX KapaKTepa MHOMKEHe: 3a KapakTepe Y U A Kapa-
krep XA gepuanmmmo ca (yA)(a) = x(a) - AM(a). Tarobe, moxkemo yBectu u
uHBep3 Kapakrepa X ' ca x '(a) = x(a)”!, 3a a € F;. Osako meduuucana
CTPYKTypa je rpyma, TavyHuje:

Teopema 2. I'pyma kapakrepa je IURJIUYHA Ipyna pexa p — 1. 3a cBakm
6poja a € Fy, a # 1, moctoju kapakTep X Taxko na je x(a) # 1.

Loxa3. HOCManaJMO dymxmmjy x(¢9%) = <&, vae je g1 = 2™/ a g npu-
MUTUBHUA KOPEH MO MOILyJy p. JAcHO je ma je X MyJTUIIMKATUBHUA KapakTep
u na je x(a) # 1, 3a cBe a # 1, ma je apyru meo teopeme mokasan. Takobe,
13 IOKa3a TeopeMe 1 3akmyuyjemo ma je )\( ) =1, 3a cBaKM KapakTep A u
HEeKW mpuponaH 6poj [, ma je jaceo A = x'. OBuM je nmokasaHo na je rpyma
KapakTepa IUKJINYHA ca TeHepaTopoM Y, a kako je x(9)P ' = x(¢?™') =1, 1o je

meH pen p — 1. O
YBenumo u nojam ['aycose cywme:

Hedpuanmuja. Hexa je p mpoct 6poj, a € F, u x xapaxrep Ha F,. M3pas
X) =Y x(t)sy!
teF,

rae je g, = ¢*™/? mazusa ce I'aycosa cyma ma F, Koja oarosapa Kapakrepy Y.

Creneha Teopema moka3yje kako ce cBaka l'aycosa cyma G,(y) MOke npen-
craButu npeko ['aycose cyme Gi(x):

Teopema 3. 3a raparrep x u a € F, Baxn
x(a™') - Gi(x), akojea#0m x#e;
B 0, ako jea#0u x =¢;
Galx) = 0, ako je a=0mu x # ¢;
p, arko jea=0wmu y=c¢
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/lokas. Yronuro je x = € umamo G,(x) = ZtE]Fp ', a oBa cyma je 0 xama je
a # 0, omrocuo p Kana je a = 0. Yronuko je a = 0 u y # € no meny (r) Teopeme

1 Bamm Ga(x) = X ier, X() = 0.
Ucnurajmo u cayuaj a # 0 u x # . Tana je

=) x() -t => x(a” ot =x(a™) - Gi(v),

teF, teF,

e mocJieqlkha JeTHAKOCT Baxku jep OpojeBu at, 3a 0 <t < p — 1, ynHe MOTIYH
CHUCTEM OcCTaTaka IO MOIYJIY pP. O

360r nperxoaae Teopeme ysoaumo o3Hary G1(x) = G(x). Cuneneha reopema
HnoKa3yje Ja je y HeTpUBUjaJHUM ciyJajeBuma Bpennoct |G(x)| (ma camum tum
u |Gy(x)|) jemnara /p, omHOCHO:

Teopema 4. 3a x # ¢ Baxu |G(x)| = /P
/loxas. I3pauynahemo BpensocT m3pasza S = Z Ga(x)G.(x) HA nBa HaunHA.

aclFy,
IIpema mperxomuoj Teopemu 3a a # 0 Baxu Gq(x) = x(a1)G(x) = x(a)G(x) )
Ga(x) = x(a™HG(x). Camum tum je Gu(x)Ga(x) = |G(X)]? 1 xako je Go(x) =
3aKbYUyjeMO ma je

Y Ga)G() = (= 1) - 1GOOI

aclFy

Ca nmpyre crpane, u3 nedpununmje G,(x) 3akmyuyjemo ma je

S o= D2 D Xy =Y xla)x(y) Yot

ackFy z€lF} yelF, z€lF}) yel, a€lFp
= > > x(@)x®)s,y)p=pp-1),
z€F, yel,

rje IpPeTnocielsny jeTHAKOCT Baxku, jep ckyn {a(x —y)|0<a <p— 1} unHn
HOTIIYH CHCTEM OCTATaKa IO MOIYJY p ako U caMo ako je x # y. Osne je §
Kporekeposa ¢yuruuja (§(z,z) =1 u d(z,y) =0 3a x # y).

W3 nBa mpezncraBibama JaTe cyMe JIako Hauaasumo na je |G(x)| = /p. a

Y anaropurmy Koju he oBme OUTU M3JIOKEH O BEJIUKOT 3Hauaja Ouhe kapa-
KTepu X, , Ha F, nedunucanu ca x,,(g,) = <p, Do Cy p U ¢ IpocTU OPOjEBU TAKBU
na p|q—1, g, IPUIMUTUBHE KODEH IO MOAYIY ¢ 1 ¢, = €2™/P. Oarosapajyhy
aycoBy cymy osnagasahemo ca G(p,q), omnocuo G(p,q) = Etqu Xp.q(t) - St

Iokazahemo u crnemehy Teopemy koja he mpeacTtaB/baTé OCHOBY aJiro-

purma:
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Teopema 5. Heka cy p, ¢ u n npoctu 6pojesu, taksu na p | ¢g—1 u (pg,n) = 1.
Tana je
nP~l-1 _
G(p,q) = Xpq(n) (mod n).

Jokasz. llpumeTrnvo mpBo ma ykoaumko je k =1 (mod p), ma je m x(m)* = x(m)!,
jep je x(m) cremen p-tor ropena u3 jemuuune. Taxobe, Basku (a+b)" = a” +b"
(mod n), a uz Mame Pepmaose Teopeme m n’~! = 1 (mod p), ma mobujamo
caenehm HU3 KOHIPYEHIja U jeTHAKOCTU

nP~1

Gpa)"™ = | Dox()s DX T = X

teF, teF, teF,

= x(n~®) Z x(t-nP7ty- §é'”p_l =x(n)-G(p,q) (mod n),

teF,

rae mociemma jemHaxoct ciaenu u3 x(n~P V) = x(n) u uyumenune ma Gpojesu
t-nP7! 3a 0<t<q— 1, ynHe MOTIOYH CHCTEM OCTAaTaKa IO MOIYILY ¢, jep je
(p,n) = 1. Hememem mobujaMo TpaskeHy KOHIDYEHIU]Y. O

Ha kpajy HaBemmMo u jemHy TeopeMy KoOja HHUje AUPEKTHO ITOBE3aHA Ca
KapakTepuMa u ['aycoBum cymama, aau Koja he HaM OUTH KOPUCHA y TOKA3y
UCIPABHOCTU AJTOPUTMA:

Teopema 6. Ako cy m um n npuponuu OpojeBu mpu yemy n 1 m, Taga u3
) =¢* (mod n) cmemm ¢/, =¥ .

Jlokas. YKOMMKO TONEIMMO KOHTPYEHIUjy W JaTy jeJHAKOCT ca <F, jacHo je
na je matu mpobaeMm mOBOJbHO pemuty y caydajy k = 0. IIpermocraBumo na
taga TBpheme He Basku, Tj. /:[a jes) =1 (modn) u na ¢/, # 1. Ilocmarpajmo

nosnnHOM P(2) =

m—
x—l Hx—g ). Kako ¢/, # 1, To moctoju 1 <i<m — 1,

Tako ma je ¢J = ¢! ma wus ,ZIaTe koHrpyHuuje Baxku n | P(1) = m, mro je
CYHIpPOTHO MPETIOCTABIM Ha N He JeJU M. O

4.2 AnropuramM, MIOKa3 MCIPABHOCTU U CJIOSKEHOCT

IerepmunucTuyku TecT npeko ['aycoBux cyma mMoxke ce omucaru Ha ciaeaehu
HAYVH:

Augropuram 4.1. (Tect npumanuoctu I'aycoBum cymama)
1. [Priprema]
I1=0; F=1;
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while(F? < n){
I1=1+2;
Isprobavanjem predstaviti [ kao proizvod razlicitih
prostih delioca;
F je proizvod svih prostih ¢ takvih da ¢—1|I;

}

if (n je prost delilac od IF') ispisi PROST;

if ((n,IF)>1) ispi&i SLOZEN;

for (prost ¢ | F) na¢i najmanji primitivni koren g, od ¢;
[Odredivanje stepenal

for (prost p|I) predstaviti n’~!'—1=p*u, gde ptuy;

for (prosti p, ¢ takvi da p| /I, ¢|F, p|lq—1){
Odrediti najmanji broj w(p,q) < s, tako da

G(p, q)pw(p’q)“P =¢) (modn) za neki ceo broj j;

if (broj w(p,q) ne postoji) ispisi SLOZEN;
}
[Trazenje najveceg stepena]
for (prost p|I) neka je w(p) maksimum od svih w(p,q) za sve ¢ | F,
gde p|qg—1 i neka je ¢o(p) minimalno ¢ za koje je w(p) =w(p,q);
for (prosti p, ¢ takvi da p|/I, q|F, p|gq—1) odrediti ceo
broj I(p,q) € [0,p — 1] tako da je

G(p,g""" = [ (mod n);

. [Test uzajamne prostosti sa n]

for (prost p|I, w(p)=>2 i l(p,q) =0 uvek kada ¢q | F, p|qg— D{
for (0<j < p){

if ((G(p, qo(p))P" " " — ¢),n) #1) ispisi SLOZEN;
}

}

[Trazenje deliocal
for (prost ¢ | F) pomoéu Kineske teoreme o ostacima odrediti ceo broj
l(q) tako da je

l(q) =Up,q) (modp) zasveplqg—1;
Pomo¢u Kineske teoreme o ostacima odrediti ceo broj [ tako da je
l= gé(‘” (mod q) za sve proste ¢ | F}

for (1<j< )
if (I mod F netrivijalni delilac od n) ispisi SLOZEN;
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ispisi PROST;

Cnenehe nBe Teopeme noka3yjy ma je aJropuraMm 3arCTa JeTEPMUHUCTUYKA:

Teopema 1. Yrkoauro je 6poj n mpoct aaropuram ucnucyje PROST.

Zoxas. Heka je n mpoct 6poj. Jacuo je ma y meny Ilpunpema He Moke mohwu
no ucmuca SLOZEN, jep je tama (n,IF) > 1, a I,F < n. Takobe, mo ucnuca
SLOZEN me moxe mohu mun v meny Oxpebusame cremena, mro ciemu u3 Teo-
peme b mperxonHOr gesna morsaBsma. llame, y memy Tect y3ajamuae mpocTtocTtu
ca n He Moxke nohu no ucnmca SLOZEN, jep 6u Taxa moctojao meaunal 6poja n
Koju 6u 360r HauMHA onabupa 6pojesa w(p) u w(p, q) 6Guo mawu ox n. Konauwo,
KaKO je jacHO ma HU y gesry Tpakeme meauola He MO:Ke mohum mo wmcmmca
SLOZEN (rama 61 n mMao HeTPUBUjAIHOT IEIMONA), 32 IPOCT OPOj 7 AIrOpPU-
tam uctnucyje PROST. O

Teopema 2. YKOIMKO je 6poj n cioxken ajropuram ucnucyje SLOZEN.
/loxas. IlpernocTaBuMO CympoTHO, Tj. MOa je 3a CJIOKEH OPOj n ajropuram
ucnucao PROST. Heka je r majmamu npoct mesnunar opoja n. Jloramxmmo na

[Ipema Manoj PepmaoBoj Teopemu tBpheme je Tauno 3a w(p) = 1, ma Moxkemo
na npernoctaBuMo na je w(p) > 2. Hexka je npso l(p,q) # 0. Kako r | n, o je

Gp, """ =P £ 1 (mod r),

Ia CTeleHOBameM Ha p mobujamo ma je mopenak 6poja G(p,q) mo momyny r
nemus ca p“@®*l. Ca apyre crpame, mpema Teopemy 5 mpeTxomHOr pesa
nornassba, nopeaak geau p - (r’~t — 1), uume je TBpheme y cayuajy l(p,q) # 0
nmokazano. Ykouuko je [(p,q) =0, To uz menoa Onpebusame cremena u Tect
y3ajaMHe MpOCTOCTH ca n nobujamo ma mopenak 6poja G(p,q) mo momymry r
eI p“’(p)up U [a HUje jeTHaK p“’(p)*lup, ma caMyM TUM MOpa OUTU OeJbUB Ca
p*?). Tlomosuum ropumhemem Teopeme 5 mPeTXOMHOr Aeja HOLJIABLA U U3
nena TecT y3ajaMHe IPOCTOCTH ca n 3aKbydyjeMo na mopenak memau P! —1,
na je TBpbhewme m y 0oBOM ciydajy HOKa3aHO.

Ilokazana nespUBOCT MOKa3yje na 3a CBaku npocT 6poj p | I mocroje 6pojeBn
a, u b, TakBU na je

p—1 __
T 1 ap

W—E7 pzl (mOd p)

N3 Kunecke Teopeme 0 ocranyuMa, OAPEIUMO @ TaKO Ia je a = a, (mod p), 3a
cBe p | I n moraskumMo na je

r=1* (mod F).
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N3 koucrpykuuje 6pojesa [(q) n | y meny Tpaxkeme menmona, nobujamo Hu3
KOHT'DYEHI]a

@ (P)qy,, _ o o
Glp, """ = 4" = GV = Xpa(94”) = Xpg(l)  (mod n).

Hame, mpema TeopeMu 5 mpeTXOmHOT AeJsia MOTJIaB/ba U KOHCTPYKIUjU Opoja
b, mobmjamo

rP=11).b, @)y, a a
Xpa(r) = Xpa(r)” = G(p, )" Db = G(p, )P = x,0(1)* = xpa(1*)  (mod 7),

ma Ha ocHOBY Teopeme 6 Basku X, 4(r) = Xpq(l*) 3a cBe ¢ | Fup|g—1. Camum

THM, ako je r = ¢2 (modq) u | = ¢'? (mod q), To je pq = U(@)a (mod p).

MebyTtuMm, 0BO Basku 3a cBe mpocCTe gesuolie p Opoja ¢ — 1, ma kako je ¢ — 1
nenuial OeckBagpatHor O6poja [, To je m ¢ — 1 GeckBaapaTaH U CAMUM TUM
=1 _ : : P — lq)a : — Ja
pg = l(@)a (mod ¢ — 1). Camna je jacmo u g;" = g (modgq), ma je r = [
(mod ¢). Kako je F 6eckBanparaH, to je u r = [* (mod F).
MebyTtum, oBo je memoryhe, jep 6m y koparky Tpaskeme meauorna 300r
F > /n>r (r je Hajuamu npocrt meauian ox n) mouuto no ucnuca SLOZEN.

OBuM je TBpbheme y mOTIyHOCTH HOKA3aHO. O

Teopema 3. Bpewme pana anropurma orpanuyeHo je ono3ro ca (In n)dnlnln”

3a HEKY KOHCTAHTY C.
Zloxas. Kako je Bpeme pama ajropurMa OrPaHUYEHO Ca HEKUM CTEIeHOM Opoja
I, To je oBo TBpheme mupekTHA mociaenuna cienehe teopeMe m3 aHAIUTUYKE
Teopuje Opojena:

Teopema 4. Heka je I(x) najmamu 6eckBanparas npuponas 6poj [, Tako na
je mpomsBox cBux mpoctux Opojesa p ca p— 1| I Behu ox z. Tanma nocroju
6poj ¢ Takas ma je I(z) < (Inz)mnz 343 cpe z > 16.

4.3 13 akoOujeBe cyme u MoryhHocT nmodoJsmama ajJropmurTMa

Y OperxomHOM mOesy OBOT MOTJIaBJba MOaT jé aCUMITOTCKA BeoMa Op3 aJiro-
puTam, aju je oH majieko on npaktuuHor. HajsBehwu mpobiem je mrTo ce cBe
onepanuje Bpiie y npcrery Z[Gu,s]. OBO ce Moke mOmpaBUTH KOpUIINemeM
JakobujeBux cyma:

JHeomaunmuja 1. Axo cy x m A kapakrepu Ha F, m3pas

JO6A) = D x(@)Ab)

a+b=1

39



Ha3zuBaMo JakobOujeBa cyma.

Ommax moxemo npumeruru na je J(x,A) € Zy[s,], rme n | ¢(p). Oso he
OUTH KILYUYHO 3a MOOOJBIIAHEe AJITOPUTMA, jep je padyHame y OpCTeny Z[¢,]
3HATHO JIAKIIE HErO Y MPCTEHY Z[S,, Sl

Caemeha Teopema maje OCHOBHA CBOjcTBa JakoOujeBUX cyMma:

Teopema 1. Heka cy x u A HerpuBmjasau kapakrepu Ha F,. Tana Baxn:

(a) J(e €)= p;

(6) J(e,x) = 0;
(B) JO, x ') =—x(-1);
(r) J(x,\) = CRIEA)

G(xA)

Lokas. ITeo noxn (a) je rpusmjanan, nok neo (6) cuaemum uz Teopeme 1(a).
JlokaskrMO mpeocTae IeJsoBe.
(B) U3 nepurnnumje mobujamo

T = X a0 = (1)

a+b=1 a#0

. a .
Axo je ¢ = 1 uc+# —1, o je a = , TTa CaMUM TUM Kala ¢ IPOJIa3u

c
1+e¢
crkynom F,\ {0}, rana ¢ nponasu ckynom F,\ {—1}. Cana, na ocaoBy Teopeme

1(a)
Joox ™ =Y x(e) = —x(-1).

(r) [Ipumernmo na je

GG = (Zx(xkx) (Z A(3/)6") =3 x(@)Ay)s"
_ z(z X<x>A<y>)

t T+y=t

Axo je t = 0 maamo Y, o X(2)A(y) = Do, x(@)A(—z) = A(=1) 22, xAlx) = 0
(xA #¢). Ako t #0 cmenom z = tz' u y = ty’ nobujamo

> x@Aw) = D xt)\ty) = xA )T (x, A).

r+y=t '+y'=1

Cymupamem 1o t nobujaMo TpaskeHy (OpPMYyJIy. O
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Hupextao u3 Teopeme 4 caemu u caenehe tBpheme:
Teopema 2. Axo cy x, A u xA paszmuuntu oxn € Baxu |J (X, A)| = /p. a

Heka je G T'anmoaosa rpyna pamwmpema Q(s,) noma Q. Tana je

G =A{oal(a,n) =1, ga(cn) =<3}

Kako je Q(s,) = Q[X]/®,(x), rme je &, (X) MurnMansmyn nonuaoM 3a ¢, Hazx Q
(OBO je NMKIIOTOMUWYHU IOJIUHOM), TO 0, € G MOKEMO 3ammcaTi Kao o,(X) = X
Q[X]/®,(x). Cana MoOxeMO yBeCTH Ipyla IPCTEH:

Hednuunmuja 2. T'pyna npcren Z[G] nedpunucan je Kao CKym cBux f = Z fo0,

ceG
roe cy f, Hekm meau OpojeBu, ca omepaljama

f:l:g = Z(f0+ga)0—

oeG
f g = Z (fogT)(UT>
o,7eG
Hedpuanmumvo n nejcro Z(G) wa Q(s,):

Hepununmuja 3. 3a z € Q(s,) u f € Z[G] mejcrBo f Ha = mepuHMUEMO Ca
2l = H o(z)’

3az#0u 0/ =0.

3amucTa, HUje TEeIIKO IPOBEPUTHU na Baku cieneha Teopema, dmMe je ompa-
BIaHa MPETXOJHA Ne(PUHUIM]A:

Teopema 3. Yromuko je x1,22 € Q(s,) u fi, fo € Z|G] Bawknu:
(a phitfe — pfi. xfz;

6) N2 = (mf1>f2 — ($f2)f1;

fof 0

(1129) = 2.

)
(6)
() (14 z2)! = 2] + z;
(r)

Hama je on uaTepeca caydaj n = p¥, rae je p mexm mpoct 6poj. Kako je G
KOMyTaTuBHa, TO je u Z[G] komyrarusau npcren. Heka je

P={f€Z[G]|s] =1}.
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[Tocmarpajmo f = nga € P. JacHo je Z afs, =, 0, ma je P mmean y
oeG a€(Z/nZ)*
Z|G]. Osaj mmean je u mpocT U TeHepucan je ca p-1 u a-1— o,, e je 1
jenmHWYHO mpecaukaBame. Y HacTaBky hemo k-1 € Z[G] o3nauaBaTu camo ca
k.
Kmyu Tecta umam cnemeha teopema, Koja mpencTaBsba aHaJor Teopeme 5
n3 norJyiasipa 4.2:

Teopema 4. Hexa je y kapakrep na F, pena p*, neka cy a u b neau 6pojesu
taksu na pfab(a +b) u mexa je E = (Z/p*Z)*. Taxobe, Heka je

S

xa xb z(a+b) .
=S (] )
m;; p* p* p*
G(x) ) = T (" X"
Hoxas. Heka je © =Y w0, nuexa ptr. Tana je

O(o, — 1) = Zmox_1r — Z Trop—1 = Z(xr)pkax_l — Z Trog-1,

zeE zeFE zeFE zeE

Tana je

rae je (xr),s OCTaTak xr IpU JAeJbemy Ca, p*. Cama je jacuo
O(o, —r) = —p* Z {%J ot
z€E
Cnenujamnno, 3a r = N mpobujamo (o, —r) = pFa, omrocuo
O(04 + 0b — Oass) = O(04 — a+ 0y — b — (0ags — (a+b))) = p*B,
1j. B(N —on) = a(o, + 0p — 0ayp). o Teopemu 1(r) us 4.1 je
T X") = Gx)7r e,
na TBpheme 3ancTa BasKU. O

Ila GUCMO UCKOPUCTUIN OBY TEOPEMY MOTPEOHO je OApeauTH MOTOTHE 4 U
b rako na 3 ¢ P. Jacuo je ma cam ycaos ptab(a+b) He MOke OGUTK 3a10BOJLEH
3a p = 2, ma hemo 3a moveTak HPETIOCTABUTU Oa je p = 3. Y3 O3HAKe U3
IpPETXOHE TeOPEeMe, BAKMU:

Teopema 5. IlorpeGan u moBossan ycaoB na (3 & P je

a’ + bV # (a+0b)? (mod p?).
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/loxas. Heka je

2B )

Jacuo je ma je [ ¢ P ekBuBasientso ca p{ K. Kako p{a, To je ckyn ocraraka
opojeBa ax, x € E, jemnax ckyny F. Ilokaxkumo na je

(-1 _q
ra| , a &
zelE

ITocmaTpajaMo mpousBox OpojeBa ax, 3a « € F, no moxyny p**. Tana je

[Toa=TT (| 5]+ (@ ) = | 5| TLaw+ THlaohe amod )

el el zelE YF#x el

rre je (ar),. octarak mpu gememy ax ca p**. Kaxo je [[,cpy =1 (mod p*), To

je [yze, yepay = a”'z™" (mod p*). HMame, raxo je [[,cp(ar)p = [[cp®, TO je

M3 TPETXOJHE KOHTPYEHI]e

ALY L PR Ly J oot (mod p)

el zeE

Kako je [[,cpz =1 (mod p¥), To je (x) noraszamno.
IlokaskuMo u na je
o@Dt 1 el

pr = 5 (mod p). (%)

k-1
Heka je a?~! = Ap + 1. W3 6unomue dopmyme u pFil | <p )(Ap)m, 3a m > 2,
m

sarmyayjemo za je a® VPN = ApF 4+ 1 (mod p¥), mro nokasyje ().
Ilato tBpheme caga nupekTHO ciaemu u3 (k) u (*%). O
N3 nperxomne teopeme mobujaMo M HapemHO TBpheme, Koje ce AUPEeKTHO

KOPUCTHU Y TECTY:

Teopema 6. Axo je 3<p < 6-10° u p # 1093,3511 u ako y Teopemu 3 y3memo
a=>b=1Baxu § ¢ P. Taunuje 3a

B= > o
pk /2<z<pk, plx
Baku B & P u
T X)* = x(N)™N (mod N),
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rue je

SR

k
zeE p

o(p-1)p*"1 _

ok
Zokas. Y mperxomHO] TeopeMu HOKa3aHO je ma [ € P ako m caMoO aKO BaykKu
27 # 2 (mod p?). OBa KoHTpyenuja je meTabHO UCIUTUBAHA U HOOUjEHO je na
Cy meHa jeauHa pemlema Mama of 6-10° 6am p = 1093,3511. Ocrarak Teopeme
ciemu Ha OCHOBY peisanuje (x). O

c=2-

Nako ce umHm ma mpeTxoqHy TEOpeMy MOKEMO OTDAHWYEHO MPUMEHUBATH,
HBeHa OlpaHnJYena cy y npakcu HeOmTHa. Hawmme, jom yBek HMCMO HU Oim3y
moryhrocTu ma ¢paxropumemo 6pojese ca 10° mexamamx mudapa, a U yKOIUKO
ducMo TO Morau He Ou HaM Ouiu moTpebHU mpocTtu OpojeBu Behu uau je nHaKU
om 1093.

Bpatumo ce ma cayuaj p = 2. Beh cmo mamoMmenysm ma oBaj ciydaj He
MOKEMO PEIUTU Ha UCTU HAYUH Kao p # 2. Y OBOj CUTyaIuju o1 KOPUCTHU he
HaM OUTM TpocTpyka JakobujeBa cyMma, Tj.

Joxxaxs) = D xa@)xa(y)xs(2).

r+y+z=1

Cnuuno kao y noraly Teopeme 1 Moke ce mokasatu na je

G(x1)G(x2)G(x3)
G(X1X2X3)

J(X1, X2, X3) =

U CHEIUjaJiHO 3a X1 = X2 = X3 = X

JOxx) = G(x)* .

Cneneha teopema je amasor Teopeme 4:

Teopema 7. Heka je x Kapakrep Monyaa ¢ umju je pexn 2F, rae je k>3. Hexa
je ca E o3HaueH CKyHI cBUX OpojeBa = TakBux ma je 1<z < 2F u x koHrpyenTHO
ca 1 nnm 3 mo monyny 8. Takobe, Heka je

Nz |
a=). yJ Oy
zeE -
! 3
Tl 1
e
el -
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Tana, yronmuro N maje octatak 1 miam 3 mo Momyiry 8 Baku

G(x)P N7 = J(x, x, X)*

Tarobe, 0 & P.

Zoxas. Ilokas je camuan kao moka3 Teopeme 4. OcHOBHA pa3juKa je MITO
(Z/2*Z)* wmje mukauYHA, HETO WMMa IMUKJIMYHY TDYyTy WHICKCA 2, Ma je yCJIOB
3a [N HeomxozIaH. O

Yxronuko je N KOHIpyeHTHO ca 3 uiau 7 mo Monmynay 8, maeja je na N 3a-
merumo ca —N (—N je kourpyentso ca 1 uau 3 mo moxyay 8). Baxu

G(x) N =GV "G(M)G(x ™) = (Ipema Teopemu 1(B)) = —G(x)V V.

Cama moxkemo natu ,,mouyny’ Teopeme T7:

Teopema 8. Heka je y kapakrep Monyna ¢ unju je pexn 2¢, rae je k>3. Hexa
je ca E o3HaueH CKyT cBUX OpojeBa r TakBux ma je 1<z < 2¥ u o koHrpyenTHO
ca 1 nnmu 3 mo monyny 8. Tarobe, Heka je

S

gl

zeFE

Tana, yrkonmuro N maje octaTak 5 May 7 IO MOILYIY 8 BayKWU

G0N = J(x X x) (—9) 7.
Takobe, g & P. O

N3 nepurmnuje tTpocrpyke I'aycoBe cymMe m HEHMX OCHOBHUX OCOOWHA IO-
bujamo na je
JO6xx) = J06x) - (x5,

MTO HAM Aaje epUKACHUjU HAUMH 3a padyHame J(x, X, X). lahemo u caenehe
[BE TeopeMme:

Teopema 9. Heka je v mpousBobHU KapakTep U Y1 Kapakrep pena m. Tana
BaKU
[T cwxi)=-cwme™m) [T cOd).

o<z<m o<z<m

Ha ocHOBY oBe TeopeMme moka3yjeMo u:
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Teopema 10. YEKoauko je vy = Z o' md=22%—-1, rana
z€eE

ok—3

JO6x0X)T =720 73T ).

/loxas. VI3 ¢popmyrne 3a mpencraBibame TPOCTPYKe JakoOujeBe cyMe IPEKO
[NaycoBux cyma mobujamo

T =[] ()

zel

[Ipumenumo cama TpeTXOmHY TeopeMy 3a ¥ = xX* u y; = XZIH. WNunyknujom mo
[ morazyjemo ma je

H GQ(XaJrnQ’“*l) _ q21*1G2(X21a>X(2)7a121“.
0<n<2!

[TomuO:kMMO s maTe umenTute 3a [ = k — 3 y caydajeBma a = 1 u a = 3,
npuMmenoMm Teopeme 1 mobujamo mato TBpbheme. O

Cana MOKEeMO HOKa3aTH M TeOPEMY KOja IpencTaBiba aHaJor Teopeme 5 u3
4.2 nmornassma 3a p = 2. Os3uake cy kao y Teopemama 7 u 8:

Teopema 11. Hexka je 6y = 0 ako je N koHrpyeHTHO ca 1 wiau 3 MO MOIYILY
8 u dy =1 ako je N KOHrpyeHTHO ca b miu 7 1mo Monyay 8. Baku

(TO6x) - TG X I 3 ) = (1) x(N) ™Y (mod N),

rue je
Nz |
0=y {?J o
zeE
’ 3277 1
Cc = 3 . T

Loxas. TIpso J(x,x,Xx) = J(x,x) - J(x,X?), rae je uspas ca mecHe cTpaHe maT
(kao mTo je Beh U HamomenyTo) jep je OBakaB HAUMH U3PaKyHaBama ePUKa-
CHUJU.

Yromuko je N KOHrpyeHTHO ca 1 mau 3 mo Momyily 8, TeopeMa cjenud Ha
ocuoBy Teopeme 7 u kourpyenuuje () 3a a = 3. 13 Teopeme 8, koHrpyeHIuje

(%) 1 mmenTUTETA
3 k—2
> ] -

zel

nobujamo
JO6 )™ = X(N)"N(=¢)"  (mod N),
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Nz

rne jed=2"?-1nmao =) 5 (L?J + 1) o;!. Tepbeme cana ciremu Ha
OCHOBY IIPETXOJHE TE€OpEME. O

Hoxazom Teopeme 4 u Teopeme 11 mpeoctajy jom ciaydajesu pF, 3a p = 2
u k < 2. Bbux paspemana ciaeneha teopema, Koja je mocaenurna Teopeme 1:

Teopema 12. 3ap=2wu k=1 Baxkn
¢ V2 = y(N) (mod N).
Sap=2wuk=2, yronuko je N =1 (mod 4) Basn
T, )02 = (N)™H - (mod N),
a yrounko je N =3 (mod 4) Bakn
T(x, x)NHD2N=3/4 = _\ (N} (mod N).

O
Teopemama 4, 11 u 12 mar je mornyH anajsior Teopeme 5 u3 4.2. Tect
JakobujeBuM cyMama M3BOAMMO AHAJOTHO KaO U TecT ['aycoBuM, caMo IITO
npuMeny Teopeme 5 TpeTXOMHOT AeJia MOTJaBJha 3aMemyjeMO oaroBapajyhom
on Teopema 4, 11 unu 12 oBor moraasJ/ba.
3ajelHO ca TECTOBUMA EJUNTUYKAM KpuBaMa (KOjU Cy HATU Y IOCJEIHeM
HOTJIABJbY ) TECT JakoOUjeBUM cyMaMa ce Hajuelrlie IPUMe Yje TPUINKOM JOKa-
3a MPUMAJHOCTU BeIUKUX OpojeBa. OBUM TeCTOM ce MOKE MOKA3UBATU TPU-
MaJHOCT OpojeBa ca Bume ox 1000 mudapa.
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Jleo 5

TecToBU IIPUMAJIHOCTH Ca OJeJIMMWUYHOM

dhaxkTopu3anmjomMm

Y mpakcu ce Hajuenhe He KOPUCTE OCHOBHU OOJUIM TECTOBA MPUMAJIHOCTH,
Hero ce mehycobno KOMOUMHY]y Kako Ou masu mro OoJbe pesyarare. Y OBOM
nornaBmy nahemo moryha mobospimama ajropuraMa YKOJIWKO je IMO3HATa Ie-
JIUMUYHa (akTopusanuja oOpoja n — 1 nam n + 1.

5. ]_ Ilenunos Tect IIpMaJIHOCTH

Kao mTo je mamomeHnyTo y yBOMYy, jOII O MaBHUHA JbYIU CY Tparayum 3a hop-
MyJIOM 3a IpocTe OpojeBe mian 3a GOPMYJIOM KOja Iaje HeKe mpocTe Opojese.
Tako cy mactanu u PepmaoBu 6pojeBu Fj = 22" 4 1, 3a koje je Pepma MumcIMO
na cy mpoctu. Mebhyrum, nako merosa mpermocraBka Huje Tauna (Fs Huje
OPOCT), OJ BEJIUKE je BaKOCTU MCHOUTATHU na ju je Hekn PepmaoB Gpoj mpoCT.
[Ipso hemo matu JlykacoBy' Teopemy:

Teopema 1. Axo cy a u n > 1 mpupoaau O6pOjeBU TaKBU 1A je

a”'=1 (modn) u o # 1 (mod n) 3a cBe nmpocre 6pojese ¢ | n — 1,
OHZIA je n mpocT Opoj.
Hoxas. IIpyru ycaoB rapaHTyje Ia pen eleMeHTa a y Z) Huje IpaBU IeJINJIall
Opoja n — 1, mTO HAM 3ajeqHO Ca IPBUM yCJIOBOM Oaje Ia je Taj Pen jenHak
n— 1. Mebhyrum, kako je n — 1 < p(n) jemuno ykonuko je n mpoct 6poj (tana
Ba:KM jEeIHAKOCT), TO je JACHO n mpOoCT Opoj. O

Cana MokeMO maTu u TecT npumaJsHocTu 3a PepmaoBe OGpojese:

¥rancois Edouard Anatole Lucas - ¢panmyckn Maremarndap 1841-1891
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Teopema 2. Hexra je k> 1. Bpoj Fj = 22" 41 je IpOoCT aKO M caMO akKo je
3FD/2 = 1 (mod Fy).

Zoxas. [IpernocraBumo npBo aa je Fj, npoct 6poj. 3 OjrepoBor kpurepujyma
u ['aycoBor 3aKoHa PENUIPONUTETA je

s (F 2
(Fi-1)/2 — (}%) — (1) (?k> — <§> =—1 (mod F}),

. . k
rae IpeTnocielnha jeJHAKOCT Basku U3 uumeHune ma je 22 =1 (mod 3).
Ob6par TeopeMe je mupekTHa mnocjaenuia Teopeme 1. O

OsBaj Tect mosuat je kao llemmuo Tect. Hajsehu Opoj 3a kKoju je oBuM
TectoM onpebeno ma nu je mpoct je Fyy. Taj 6poj je cioskeH, a MHTEPECAHTHO
je ma cy TakBu u cBu OpojeBu Fj, 3a 5 < k <24, 3a koje je onpebeno na mu cy
IOIpoOCTU NI CJIIOYKECHMU.

5.2 Tecrosu ca JNeJVMWYHOM (axkTopm3anujomMm opoja 7l — 1

Heka 3a mpupomar 6poj n Koju mcnmryjeMo 3HaMO na je n — 1 = F'R, rnme je
¢dakropuzanuja Opoja F mozuara. Cieneha teopema HaM maje OCHOBY TecTa:

2

Teopema 1. (IlokauarromoBa® Teopema) Heka je a mpupoman 6poj Takas

na je

a"'=1 (modn) u (a"V/?—1n)=13a cse npocre ¢q| F. (1)
Tana je cBakm mpoct menuialn 6poja n KOHIypeHTaH ca 1 mo momymny F.
Jloxas. Heka je r mexm nemunarn 6poja n. Ilocmarpajmo 6poj a?. Kaxo je u3
npse kourpyernuje (a’*)f =1 (mod r), To je mopenax 6poja a® menuman Gpoja
F. W3 gpyror yciaoBa 3ak/mhydyjeMo na MOpeaak He MOyKe OUTU HUTU jeIaH
npaBu meauiall on F, ma je mopenak jemmak F'. Camum tum F | r — 1, mTo je
u Tpebasio mokaszaTu. O

Ykomuko je F > \/n W3 mperxomHe TeOpeMe MOKEMO 3aKJby4YUTH Ia je N
npoct 0poj. V3 HapemHe TeopeMme caUdYaH pPe3yJTaT MMaMO M 3a Mambme Bpe-
nuoctu F:

Teopema 2. Hexka Baxu (1), J/n < F < +/n u nveka je n = coF? + ¢, F + 1, rae
cy c1,¢0 € [0, F —1]. Tama je n mpocT ako 1 caMo ako ¢; — 4cy HUje KBaapar.
/loxas. Kako cy cBu mpoctu genwmonu Opoja n obauka aF'+ 1, To n 3aucra uma
maty mnpesentanmujy y 6asu F, a xako je F > /n, TO n MOke UMATU HAjBUIIE
OBa IpocTa (paxkTopa.

2Henry Cabourn Pocklington - eariaeckn maremaruuap 1870-1952
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I[IpernocTaBuMO na n HUje MpPOCT, Tj. Ha je n = pq, vae je p =al' +1n
qg=>bF+1. Camum TuM

cF? + ¢ F+1=abF?+ (a+b)F + 1.

Hoxraszahiemo na je ¢y = ab u ¢; = a+b, omakjIe MOKEMO 3aKLYUUTH A2 je ¢ —4dcy
KBaIpAaT.

IIpBo, kKako je F® > pq > abF?, To je ab < F, a kako je ab>a+b— 1, To je
jacHO a+b< F, mpy yeMy jeqHAKOCT MOK€ Ba:KUTHU J€IUHO YKOJUKO je a =1 u
b= F—1 (umu o6pryTo). MebyTum, rana jen = (F+1)(F?—F+1) = F3+1 > n,
ma Mopa butu a + b < F', mTo mokasyje HAIly TBPABY.

Heka je cama ¢? — 4cy = u? 3a merku npupogan 6poj u. Tana je jacHo

c1+u c1— U
= EF41) - N |
= (Bt ()

ma je n caoskern. OBUM je MOKa3 y MOTIIYHOCTU 3aBPIICH. O

[Tocnenwme mBe Teopeme majy jemHOCTABAH TECT MPUMAJHOCTH:

AusropuraMm 5.1. (Tecr ca mesmumunyHOM (hakTopm3amujoMm n — 1)
1. [Pocklington test]
Izabrati proizvoljan broj a € [2,n — 1];
if (a"'#1 (mod n)) ispisi SLOZEN;
for (prost ¢q| F){
d= (a"=V/1—1,n);
if (1 <d<n) ispisi d;
if (d=n) goto [Pocklington test];
}
2. [Test prve velitine]
if (F >+/n) ispigi PROST;
3. [Test druge veliZinel
if (Yn<F <yn){
Predstaviti n = coF? + F +1;
if (c% — 4co nije kvadrat) ispisi PROST;
else ispisi SLOZEN;

5.3 MepcenoBu 6pojeBu

Cnuuno kKao u y ciayuajy PepmaoBux O6pojeBu HacTao je u HU3 OpojeBa KOju
ce HasuBajy Mepcenosu®. OBaj Hu3 3amaT je popmymnom M, = 2" —1. JacHo je

3Marin Mersenne - ppanmyckn maremaTudap 1588-1648
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na yroauko je M, mpoct na u n mopa doutu npoct. Cuaemeha teopema naje mo-
BOJbAH yCJOB na je MepceHoB Opoj mpocT, a caMUM TUM U TE€CT TIPUMAJTHOCTU
3a Mepcernose 6pojese. OBa Teopema moszHaTa je Kao Jlykac - Jlemeposa? Teo-
pema:

Teopema 1. Hera je n menapan 6poj u uu3 {L,,} nepunucan ca L1 =4 u
L1 = L2 —2.

Bpoj M, je npoct ako u camo ako je L, =0 (mod M,).
Lokas. Hexa je ¢ mpoct memmnan 6poja M, n o, 3 € Fp myne nonuaOoMa

f<x> — 1:2 o 2(n+1)/2x -1

man F,. Y3 Buetosux® popmyna je a+ 3 =20T0/2 1 af = —1.

Heka je L,, ocrarak 6poja L,, mo moxyny g u V,, = o™ + ™. JloKasKIMO
MHIVKIAjOM 12 je L, = Vam.

3a m =1 mobujamo

o=+ =(a+p)?—2aB=2""4+2=4=1L; (mod q),

mTo je u Tpebaso morazaTu. llpermocTraBuMo masmbe na je L, = Vom = a? +32".
Tana je

m ( ﬁ2m> 2m+1 62m+1 2a2m52m N 2 _ a2m+1 + 62m+1 _ ‘/2m+1.

[Ipebumo ma mokas mator TBpbhema. [IpernmocraBumo npeo xa je M, mpoct.
Hokazxumo na je f(r) upenyuubumnan y Fy, , omHOCHO ma muckpumuHaHTa A =

2 3
27144 =6 (mod M), muje kBanpar y Fy,. Kaxko je (V) =1lm (ﬁ) = -1,

TO je (MAn) = (Min) (Min> = —1, ma A 3aumcra Huje kBagpar. Kako je f(x)
upenymubunan, 1o je Zy, /(f(x)) = Faz, ma je ca 2" nat jenan ayromopdusam
oBor mosba. AyromMopdusMu mepMmyTyjy Hyde moauHOMa f(I), ma KaKo Cy OHe
ru 20002 — g 1o je oM = 200+D/2 _ g ChenujanHo, YKOIMKO IPETXOIHY

jeIHAKOCT 3alMCaHy 38 ( MOMHOKMMO ca a pobujamo oMt = —1 (y Fpp2) n
cimuno [Metl = 1,
Cana je L, = oMt 4 gMetl — 9 Kako je L, = L? | — 2, To Mopa 6utu

L,-1=0 (mod M,).

JlokaskuMo 1 ApYTH 1e0 TBphema, Tako mTo hemMo mpeTnocTaBuT CymnpoTHO.
Heka je L,_; = 0 (mod M,) u Hera je ¢ HajMamu npoct meausian Opoja M,.
Tana je L,y = 0 (mod q) u ¢ <n. Taxobe o' + (2" = 0, na MHOxEHmEM

4Derrick Henry Lehmer - amepuurn matematugap 1905-1991
SFrancois Viete- ¢ppammycku maremarnuap 1540-1603
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—1 . . .
ca o?' pobumjamo o' = —1. 3Haum pex eleMeHTa o y Fp je 2"l ma je

2" < ¢? — 1 < 2", mWTo je ounrienHa KOHTPAIUKIN]A. 0

W3 nperxomue TeopemMe MOKEMO 3aK/bYUUTH [1a je Bpeme MoTpebHO 3a TecT-
upame npuMasiHocTu 6poja M, jemrako O(n?Tc).

Hajsehu mosumatu MepcenoBu npoctu 6pojeBu ¢y Myszi10600 1 M37156667, Ca
12978189, omuocuo 11185272 mupapa. OBo cy m HajBehm mosmaru npoctu 6po-
jeBMU.

5.4 Tecrosu ca NeJIMMUYHOM ¢akTopusanujoMm 6poja 1 + 1

CinnyHO Kao y ciydajy na HaM je IO3HaTa eJUMUYHA (akTopuialnuja Opoja
n — 1, ox KOpUCTH HAM MOKe OUTV U IO3HABAW-€ AeJUMUYHE (DAaKTOPU3AIN]je
opoja n+ 1. ¥ oBom moraaBmy naheMmo jeman oBakaB TECT.

Hexra cy a u b 6pojeBu Taxsu ma 6poj A = a? — 4b suje xBanpar y Z,. Tazna
KOpeHu jemHaumne x2 — az + b = 0 Mopajy 6UTH pa3IUuYUTA U jedaH O HUX je

a+ \/Z .. . .
r = — Cuneneha teopema maje jeIHO MHTEPECAHTHO CBOjCTBO OpojeBa
’I“k:
N 2

Uy=0, U =1 Uk =alUi — 00Uy

Teopema 1. Baswu r , rne ¢y {Uy} un {V,,} sau3oBu 3anaru ca

‘/0 = 2, ‘/1 = a, Vk+2 = avk-i—l - b‘/;m k 2 0.
Zoxasz. Onmry 4WiaHOBY OBUX HU30BA OATU CYy Ca

k k

/
ro—r
Uk - ; V}C - rk + T,kv
VA
, a—+VA
rae je r' = , OJAKJe cJeou IaTo TBpheme. O

2

Osako nepunucanu uu3osu {U,,} u {V,,} nmajy u caenehe cBojcrBO KOje
he mam Outu on Besuke KOpUCTU 3a Op30 pauyHame Uy:

Teopema 2. 3a cBako k >0 Baku
Usi, = UVi,  Var = Vi = 24",

Zoxas. OBo TBphene nUpeKTHO MOOMjaMO 3aMEHOM OUIITUX YIAHOBA HU30Ba Uy
u V. O

YBemumo Gpojese r(m) caemehom medpunummjom:
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Hedumanmmja 1. 3a npuponan 6poj m, takas ma je (m,2bA) = 1, ca r(m)
O3HaYaBaMO MUHUMAJIAH Opoj r TakaB na je U, memuBO ca m.

M3 ommrer umaHa HU3a 3akbydyjeMo na ykomuko k | [ tama u Uy | Uj.
CamMum TnM, y3uMajyhu y 063up IpeTxonHy Ae(UHUIM]Y, 3aK/bydyjeMo na je
Uk memrBO ca M ako U CaMo ako je k messuBo ca 1(m).

Craeneha teopema maje amasor Mase PepmaoBe Teopeme:

A
Teopema 3. Akxko je p nmpoct 6poj u 0 = (—), rana je U,_s = 0 (mod p), a
p

camum TuM 7(p) | p — 4.
Joxas. I3 Guromuor passoja r?~° u r?~° mobujamo

p—0
s = (7 )t - g )
k=0
Pasmorpumo nBa ciayuaja:
1° 0 = 1. MoskeMo mpeTnocTaBUTH Oa P { @, jep je y cynporroM ounriaequo U,
neswuBo ca p. Jawe, Kako je m3 Buicorose® Teopeme (p;l) = (—=1)* (mod p),
KaKO Cy y Pa3Bojy (%) jeanHu HeHyJsa YiIaHOBU 3a HemapHe k, TO je

(p—3)/2 (p—3)/2
Ups = —2 aP IR AR = 907! Z v*  (mod p),
k=0 k=0
(p—3)/2 pe-1/2 _q
rae je U = a %(a® — 4b). Camum TuM, U3 ; bh = T no6mjaMo

Uy,—1 =0 (mod p), jep je mo Ojmeposom kpurepujymy b'P~1/2 =1 (mod p).
2° § = —1. Kako je (pzl) =0 (mod p), 3a 2<k<p—1, u KaKo cy y passojy (x)
jeIVHU HeHyJa YIaHOBU 3a HemapHe k, To je

Ups =2(a” +a-APD2) =0 (mod p).

[Tocnenma wrourypennuja ciaemu m3 Maae PepmaoBe Tteopeme u OjmepoBor
Kpurepujyma, jep A HUje KBaApaTHU OCTATAK. U

Hera cy o3make ka0 y IpPeTXOTHOM [eJly NOTJaB/ba. lecT ce OGa3upa Ha
cnenehem amasnory [lokauarToHOBE Teopeme:

Teopema 4. Heka je n npuponaun 6poj, (n,2b) =1 u meka A HUje KBaapaT y
Zy. Axo je F pmenuian 6poja n+ 1 u ako BaKu

Upt1 =0 (modn), (Upntryn)=1 3a cBaku npoct r | F),

6John Wilson - esrsteckn maTemarugap 1741-1793
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Taga CBAKU IPOCT AEJIUJIAIl P OL N 3aJ0BOJLABA P = (—) (mod F). Cunenu-
p
jammo, yrommko je F > /n+ 1, tana je n mpocr.
A
/loxas. Heka je p HajmMamu mpocT meauiiall opoja n u 6 = (—) IIpema Teo-
p

pemu 3 r(p) | p — . Tarobe, npema apyrom ycaoBy teopeme, 6poj r(p) mopa
outu nesuB ca F. Y cynpoTHOM mocTojao Ou mpocTt Opoj ¢ koju meau F, a He
nenu 7(p), mro je Hemoryhe, jep Tana p nemu Ug, 1)/, VI3 IpeTxqHOr 3aK/bYyIy-
jemo ma F | p— 4, mro je m Tpebano morazatu. Takobe, ako je F > \/n+ 1,
Tana je u p > /n, Ma Kako je p HajMamy MPOCT MEJUJIAIl O 7, TO MOpa OUTH
n=mp. ]

CAuYHN TECTOBU ce MOTy JaTH U 3a 6pojese obmuka n?+n—1, n?+1, ura.
Y cnemehum sananmuma nahemo TecToBe 3a mBa cnenuUUHA CKyla OpojeBa:

Samarak 1. Hahu nerepMUHUCTUYKYM TOIMHOMUJAJNHN AJTOPUTAM 38 TECTU-
pame OpojeBa u3 ckyna {n|p(n) je crenen 6poja 2}.
k

Pewewe. Hera je n = pr KaHOHCKa (paKTOpHM3aluja HEKOr Opoja U3 maTor
i=1
ckyma. Kako je 2' = ¢(n), To u3 popmyae 3a ¢(n) mobujamo

k
2 =[] (pi — D).
i=1

Kako 2! HMje me/buB HUTHM jeJHUM IIPOCTUM OPOjeM Pa3IudUTUM O 2, TO je
a;—1=0mup —1=2" 3acse 1<i<k. W3 nocmenmer 3akpbydyjeMo ma cy
cBu p; Heku Pepmaosu mpocTu Gpojesu, Tj. p; = 227 4+ 1. Camum TuM, 6poj n
je mpoct ako um camo ako je $Pepmaon npoct. [lakie, TOBOJLHO je n TeCTUpPATU
[lenmmroBUM TecTOM. O

Samarak 2. Hahwu merepMuHMCTHYKM MOJMHOMUjaJHU AJITOPUTAM 38 TECTU-
pame OpojeBa u3 ckyna {n|c(n) je crenen 6poja 2}, rme je ca o(n) o3HaueH

30Mp MO3UTWMBHUX NeJUJIAIa IPUPOITHOT Opoja n.
k

Pewewe. Heka je n = pr KaHOHCKa (haKTopm3anmja HEKOr Opoja M3 maTor
i=1
ckyma. Kako je 2! = o(n), To uz popmyne 3a o(n) mobujamo

ko ai+1 1

2 = J[2——. (%)

i Pl

Iokaxkumo ma a; + 1 He MOyKe MMaTu HemapHOr mesmolna Beher ox 1. ¥ cympo-
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THOM, ako je a; + 1 = s;t;, roe 21 s;, TO je

p?i‘H -1 _ - 1)(p;3i(ti_1) +pfi(ti_2) +o4D)
pi— 1 pi — 1
— T )Y Y 1),

MebyTmm, tama je pfi=! 4 pii?

HeMoryhe.
Barmyuyjemo ma je a; +1 = 2", 3a cee 1 <i< k. Canma je pitt — 1 =
(pi —1) H?;Bl(pfj + 1), na xakxo p? + 1 nuje memuso ca 4 3a j > 1, To je n; = 1,

3a cBe 1 <i< k. Canma ce (%) cBOau Ha

+ ...+ 1 menmapan 6poj Behu ox 1, mTo je

k

2 = [ + 1),

=1

ma je cBaku p; Heku MepceHoB mpoct O6poj. 3Hauwm, n je TpocT OpPOj ako u
camo ako je Mepcenos npoct 6poj. Camum Tum, 6POj n je MOBOJLHO TECTUPATH
JIykac-JlemepoBuM TecToM. O
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Jleo 6

Tect IIpMMAaJIHOCTHA HOMOhy ROHaAYHMX IIOJba

Y mpeTrxomHOM MOrJIaB/by OAJU CMO HEKe TeCTOBE KOju Cy ce OasmpaJu Ha
OPETHOCTAaBIU Aa 3HAMO (akropusainujy 6poja n — 1 (omaocHo n+1). Y oBoMm
norsiasmpy mAahieMo jeqHo yommTe, Tj. TECT IPUMAJHOCTH YKOJIUKO 6poj n! — 1
uMa ,,BeIuKu (HaKTOp, 3a HEKU ,He IIPeBUIle Beauku Opoj I.

6.1 NpenynmmubOunaam oJIMHOMM HAaJ KOHAYHUM IIOJBUMA

Heka je p mpoct 6poj. IIpumerumo na je 3a mpousBo/ban Opoj k mome Ik
nzomop¢puo momy Z,[X|/(f), rme je f € Z,[X| npousBoman mpenynubuian
nonuHoM ctenena k. Camum TuM, kKopumhemem no3HaTux ocobuHa mosba [k
mobuhemo u Here ocobune mpcerena Z,[X], xoje he mam OuTy On BeIuKe KO-
PUCTU y HACTABKY IIOIJIaBJbA.

OcHOBHO TIUTame Ha KOje NeMo JaTu OArOBOP Y OBOM HOTHIOTJIABIBY j€ KO-
JMKO MMa U KakKo OApenuTu upenynubuine monumuoMe y Z, X]. Ilome Fu je
KODEHCKO IOoJbe moimHoMa 2P — z. CaMuM TUM CBU MpeLylUOMIHA TOJMHOMU
y Zy|X| Mopajy Ouru mesnronu mOJIMHOMA 27" — 2. Y3 TO BUXOB CTEIEeH MOpa
nenutu k, jep je F, mormome moma K, ako u camo axo d | k. Axo je ca
N4(p) o3raden 6pPoj MOHMYHUX MpenyIUOMIHUX HoanHOMa u3 Z,[X| crenena d,
IPEeTXOAHO HAM Jaje

Z dNy4(p) = p*.
k|d
[Tpema Me6ujycosoj! ¢popmyau unsepsuje nobujamo popmyy 3a Ni(p), Tj.

Ni(p) = % > pu(k/d).

d|k

Kaxko je |u(m)| <1, 3a cee m € N, 10 je 3a noBosmHO Besuke p BpeasocT Ng(p)

IpUGIKHO % Camvum Tum moTpebro je ncnpobaru O(k) ciaydajHo nzabpanux

! August Ferdinand M&bius - semaukn maremarmuap 1790-1868
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MOJIMHOMA na OucMo nobuian upenyrmbuian noauaoMm. HapaBHo, mocTaBima ce
U OUTalkhe KAKO Ipeno3natu upenynubunaan noauaoMm. OaroBop maje ciemeha
TeopeMma:

Teopema 1. Ilonunom f € Z,[X]| crenena k je npenyrmubunan ako 1 caMo aKo
je v

(f(z), 2" —2)=1, 3a j=1,2,...,|k/2].
Loxas. Iloanaom f mMma upenynubunan Gakrop g cremeHa d akKO U CaAMO aKO
gla? —zud|k.

IIpernocTaBumo cana ma je f mpemynubuiaan. Y Koamko 0m 3a HEKO 1< j <
|k/2]| Baswumo g(x) | (f(x), 2P — x), xako je f wpemymubumnan, To Mopa GuUTH
f(z) = g(z), ma camum tum u j = d. OBuM moGUjaMO OUUTIENHY KOHTPAIU-
KITAJY.

[IpernocTaBuMO & Ba:KU yCJIOB M3 TeOpeMe U Heka je ¢(r) upenynuOuiHu
paxrop on f(x) cremena d < k. Karo d | k, To je d < |k/2], mwro je y cympo-
THOCTHU Ca JaTUM yCJIOBOM. O

Cana MoxkeMO gatu aiaropuraM 3a yrspbusame upenyunbuianoctu y Z,[X]|
nosuaoMa, [ cremena k:

A(JI)I‘opMTaM 6.1. (VpenynubuiasHoCcT MOJMHOMA )
g(x) = x;
for (1<j<[k/2)){

g9(x) = g(z)P (mod f(x));

d(x) = (g(x), f(2));

if (d(x) # 1) vrati NE;

}

vrati DA;

6.2 TecT mpumaJstHOCTH

OcHoBy TecTta ymuu cieneha teopema:

Teopema 1. Hexa cy natu 6pojesu n, I, F' € N taxksu na jen > 1u F | nf —1.
Heka cy f,g € Z,|x] TakBu na je:

(1) f memn g™t =1y Zy[z};
(2) fu g™V —1 cy ysajammo mpoctu 3a cBe mpocte ¢ | F;

I_
(3) cBaku on I egeMeHTApHUX CUMETPUUHUX IOJUHOMA O ¢, G2, ..., g" *

KOHI'DYEHTAH je IO MOAYJIY [ HEKOM €JeMEHTY U3 Zi,.
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Tana je cBaku IMPOCT AEIUJIAIL O N KOHTPyeHTaH ca n’ mo momyny F, 3a HEKo
jelo,l—1).
Zoxas. Heka je r nexku npoct menunarn 6poja n. Heka je f; Heku upenynubuinm
dakrop momunoma f wan F.. Tana je Z.[x]/(f1) = F nome. Heka je § emement
nosma F koju ogrosapa g. Ilo (1) je g% ' =1, a mo (2) g ~V/7 £ 1 3a cBaru
npoct ¢ | F. Camum M pen 6poja g y rpynu F* je nemus ca F.
ocmarpajmo nomuuoM p(T) = (T—g) (T —g")-...-(T—g"' ") € F[T]. Hpema
(3) je p € Z,[T], ma je 3a cBaky HyJIy (v HOJUMHOMA P U & HyJa TOT HOJMHOMA.
Camvum Tim §° = g% 3a mewo j € [0,] — 1], ma je jacwo r =7’ (mod F), mTo je
1 TpebaJsio mOKa3aTH. O

Hapasno, nocraBsba ce nuTtame KAKO e(PUKACHO OAPEIUTH IIOJINHOME [ 1 g U
na s je To yommre moryhe. Crneneha teopema naje oAroBop Ha OBO IUTAHE:

Teopema 2. 3a caku upenymbuiaau noauaom f € Z,[X] crenena deg f = 1
n nosnuHOM ¢ € Z,|X| Tako ma je (f,g) = 1 3amoBomenu cy ycaosu (1) u (3)
IPETXOIHE TeOPEeMe.

Joxas. (1) je cBakako 3a10BosLeHO, jep mosbe F* = (Z,/(f))* uma n! — 1 enxeme-
Hara. 3a nokas (3) mocmarpajmo [amoaosy? rpymy moma F man Z,. Ona je
pena I u onpebena je ®pobennjycosum® ayTomoppusmmma o’ . Camum TuwM,
CBaKU CUMeTpUYaH m3pa3 o g, g", 9”2, e g"l_1 ¢urcupa ce ayToMop(pu3MoM
Ha [F, ma Mmopa OuUTM y PUKCHOM MOJbY, OJHOCHO y Zy,. O

Ocraje jom nma g m3abepemo Tako na je 3amoBosbeHo u (2). Jacuo je nma
cBaKU reHepearop mnosma [ 3amoBosbaBa penanujy (2), a Kako reHepaTop HUje
TEIIKO ONPENNTHU CIYyYajHOM IIPeTparoM TO je oBaj HaumH u edpuracan. Hamme,
noctoju p(n! — 1) remepatopa rpymne F, ma je seposaTHOha ma je ciayuajuo
p(n' —1)

nl —1
MOKYIIaja MOMKEMO OAPEAUTU TPasKeHW moJauHOM ¢. Ilpema anropurmy wu3
IIPETXOMHOT JeJia MOrJIaB/ba HUA 38 oApebhrBame nupenynubnIHOr IOIMHOMA CTe-
neHa | Huje mMOTPeOHO TpeBUIEe BPEMEHA, Ia MMa CMUCJA HAIPABUTU TECT HA
ocHoBy Teopewme 1.

n3abpaHu TMOJUHOM TEHEePaTOp jeITHaKa Cavum tum y O(Inln(nl))

[IpeTnocTaBUMO Aa Cy AaTu npupomau 6pojesu n, I, F tako na F |nl —1
u F > /n. Tect npumasrOCTH MTOMONY KOHAYHUX MOJbA MOYKEMO JATHU CA:

AusropuraMm 6.2. (Tecr npumanaocTy nomohy KOHAUHUX ITOJBA)
1. [Odredivanje ireducibilnog polinoma stepena []
Izabrati proizvoljan polinom moniZan g € Z,[r] stepena [;
Ispitati da 1i je g ireducibilan;

2Evariste Galois- ¢ppanmycks Maremaruuap 1811-1832
3Ferdinand Gregor Frobenius-memauku matemarmuap 1849-1917
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2. [Odredivanje primitivnog korena]
Izabrati prozivoljan moni&an ¢ € Z,[z|, gde je degg < I;
if (¢"~'#1) ispisi SLOZEN;
for (prost ¢ | F){
if ((g("l_l)/q —1,f)# 1) goto [0dredivanje primitivnog korenal
}
3. [Test simetriZnih polinomal
Zapisati (T—g)(T—g¢")-...-(T—g" ") =T +c; T+, +co u Zo[T]/(f);
for (0<j< D
if (degc; > 0) ispisi SLOZEN;
4. [Trazenje deliocal
for (1< <D
Odrediti delilac broja n koji je =n’/ (mod F) i ako takav broj
postoji ispi&i SLOZEN;
}

ispi8i PROST;

W3 mpeTxonHOT HUje TEIKO 3aKBbYUYUTHU Ia j€ BpeMe na aJrOPUTaM UCIIUIIE
PROST jemuako O(I€+ Inn), 3a #Heky mo3utuBHy KoHCTauTy c. Hehemo pas-
MaTpaTy BpeMe morpebro na amropuram ucmuie SLOZEN, jep mam oBaj asro-
pUTaM CIy:KM CaMO 3a NOKa3uBame na cy 6pojeBu 3a koje je (OpskuMm) nmpoba-
OUIMCTUYKUM aJropurMmMa u3 Tpeher moraaBsa yTBphHeHO ma cy BepOBATHO
IIPOCTU, 3aMCTa TPOCTU.

Cnenehe nurame Koje ce jacHO mocTaB/ba je kako omabparu [ tako na je F
NOBOJBHO BesInko. Hamme, y alropuTMy cMo 3axTeBain ga je F>n'/3, ma tpeba
OPEenVTH Oa JIM IIOCTOjU IPUXBAT/HUBO [ KOje HaAM MOke 00e30emuTm GpaxTop
on n! — 1 Tpamxene Besuuuue. Kako csaku mpoct 6poj p Takas ga p — 1 | [
nmemu n! — 1, Teopema 3 u3 morimasiba 3.3 TapaHTyje a MOCTOjU TPAKEHU OPO]
I mamu (In n)cl Inlnn ~Opo maMm maje u OIeHY CIOKEHOCTU aJrOPUTMa 3a IPOCTe
opojeBe n:

Teopema 3. IlocToju mo3uTMBHA KOHCTAHTA ¢ TAaKO Ja je BpeMe 3a Koje aJ-
roputam yTtepbhyje ma je n mpoct 6poj mMame oxn (Inn)cninm,

Nako oBaj asropuraMm mMa aCUMITOTCKU UCTY CJIOKEHOCT KaO AJTOPUTMU
u3 llema 4, y mpakcu ce moka3yje ma je OH MOCTa JIOMUjU, U a CAMUM THUM
HUje TpaKTU4YaH.

Y cnenehem 3amarky morkazahemo kako ce y3 moMoh mO3HABaWHa MPOCTUX
dakTopa 6poja n—1 mo Heke rpaHulle B y HEKUM CIIydajeBUMa MOKE UCIUTATHU
IPUMAJIHOCT Opoja n:

3amarak 1. Heka je n — 1 = 'R pacrasmame 6poja n — 1 tako ma R Huje
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[ebUB IPOCTUM OpojeM MamuM on B. YKoamko 3a npupomad 0poj a Baxku

a”'=1 (mod n), (a7 n)=1 3a cse mpocre ¢ | F
u (aF — l,n) =1, Tana je cBaku npoct dpakrop oxn n Behu on BF. Cuemnujasso,
yioamKo je BF >n'/?, rama je n mpocr.

Pewewe. Heka je p majMamu mpocT meausal Opoja n, u HEKa je h mopenaxk
6poja a mo momyay p. Jacuo h | p—1. U3 apyror ycaosa F' | h, nok u3 tpeher
3akpyuyjeMo ma He mMoxke outy (h, R) = 1. Camum TuM mocToju mpocTt Opoj
koju mesm h m R, ma xkako je oH Oapem B u y3ajamuo je mpoct ca F', To je
p=>h+1> BF.

Yxroauko je BF > /n, To je p > y/n. Kakxo je p HajMamu TPOCT IeIUIAL
opoja n, To Mopa OUTU N = p, Tj. N je 3amcTa IPOCT. O
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Jleo 7

ARC rTect nmpumMmaJsiHOCTHI

Y 2002. roauHM TpU MHEAMjCKa MaTeMaTmdapa, Mamumpapa Arpasas!', Hupaj
Kajan? u Hutur Cakcerna®, ocrBapuan cy b BUXOBUX npeTxonauka. OHE Cy
IpEeMIIOKNIN NJETEPMUHUCTUYKNA AJTOPUTAM MOJMHOMUJAJTHE CIOKEHOCTU UKja
Cce KOPEKTHOCT MOKe MOKa3aTW KopuimhiemeM caMo (akyJITEeTCKUX 3Hama M3
anrebpe. OBaj asropuraM M IOKa3 HEroBe KOPEKTHOCTU Ouhe M3I0:KeHU y
OBOM TIOTJIABJBY.

7.1 N neja anropurma

Kao 1 ko MHOTUX TPETXOMHUX TECTOBA, OBA] AJTOPUTAM 3aCHUBA ce Ha ciaemehem
noOpPO MO3HATOM UIECHTUTETY:

N neatuter. Heka cy a u p ysajamaOo mpoctu mpuponau oOpojeBu. Tama je
Opoj p IPOCT aKO M CaMO aKo je

(x —a) = 2P —a (mod p). (1)

Zloxas. Heka je mpBo p mpoct Opoj. Tana m3 OMHOMHOT pa3Boja U UNHCHUIE
na je Z nessuBo ca p, 3a 1 < k<p—1, nobujamo (x — a)? = 2 — a? (mod p).

Tpaskeno cana camemu Ha ocHOoBY Masme $epmaoBe Teopeme.
Horasxkumo u apyru cmep. IIpermocraBuMo cynpoTHO, Tj. na je p CIOKEH U

na ¢* || p, 3a mexm mpoct 6poj ¢q. Tana b HUje IebUBO Ca P, Na KOe()UIUjeHT
q

y3 x? y 6unHoMHOM pa3Bojy aeBe crpane Huje 0. OBuM cMO mO0OUIU KeJHEHY
KOHTPAaIUKIN]y, Tj. OpOj p je mpocCT. O

!Manindra Agrawal - uamujcku maTemarugap 1981-
2Neeraj Kayal - unmujcru maremarudap 1966-
3Nitin Saxena- maaujcku maTemarugap 1981-
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[Ipema mperxomnuoj Teopemu, ma OmUCMO AOKa3ajud Oa je p IPOCT OPOj mo-
BOJBHO je mpoBeputu na jau nperxomam W nenturer Basku. Mebhyrtuwm, y Haj-
ropewm ciy4ajy mopahemMmo na cpauyramo p KoepumyjeHarta jeBe CTpaHe jeqHa-
KoCTH, T1a je BpeMe aaropurMma ()(p). 3aro hemo mary jemHakocT mocMaTpaTu
U IO MOAyJy mojamHoMa obiuka " — 1. JacHo je ma m3 maTor MIOEeHTUTETA 33
CBE @ U T MOPa Ba)KUTHU j€IHAKOCT

(x —a)? =2 —a (mod 2" — 1, p). (2)

Mebytum, mocroje u ciaoskeru 6pojeBu p 3a koje (2) Basku 3a HEKe mapose (a,r).
Jacuo je ma ce mara KoHrpyemmuja Moxe mposeputu y pemeny O(r?log?p),
VKOJIMKO KOPHCTHMO y3aCTONHA cremeHoBama, wau O(rlog? p) xopumhemem
MeTOJa W3 APYTror moriaBiba. [Jlakie, ocHOBHEM mpobjeM je MOBOJbAH Onabup
Opoja r. Y HapemHOM mOrJaBJ/py Mokazahemo kako heMo TO yUYuHUTH.

Cneneha Teopema amanuTuuke Teopuje O6pojeBa Ouhie on Besmke KOPUCTU
npuaukoMm onabupa 6poja r. Hamomenumo na he om cama 3a 6a3y cBux jora-
putama Out; y3uman O6poj 2.

Teopema 1. Heka je ca P(n) o3nauen nHajsehu npoct nenunan 6poja n. Tana
nmocToju kKoHcTaHTa ¢ > (0 m mpupoman Opoj ng TakaB Oa 3a CBe IPUPOIHE
OpojeBe T > ng BaKu

{p|p je mpoct,p<zm P(p—1) >} >c- a

loga

7.2 AJII‘OpI/ITaM " NOKa3 HBeroBe MCIIPAaBHOCTU

[IpurasxkMo TPBO aJTOPUTAM:

Aunropuram 7.1. (AKC Tect npumasiHOCTH!)
if (n oblika a®, b>1) ispisati SLOZEN;
r=2;
while (r <n) {
if ( NZD(n,r) # 1 ) ispisati SLOZEN;
if (r je prost)
q je najveCi prost delilac od r —1;
if (g=4yrlogn ) i ( n'e #1 (mod r) )
break;
r=r+1;
}
for a=1 to 2¢/rlogn
if ( (r—a)"# 2™ —a (mod 2" —1,n) ) ispisati SLOZEN;
ispisati PROST;
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Hum oBor mormaBma je mokas ciaenehe Tteopeme:
TEOPEMA. Anropuram Bpaha Bpemaoct PROST ako 1 caMoO ako je n mpPOCT.

OBy Teopemy mokaszaheMo y HEKOJMKO KOpaka, KpO3 HEKOJUKO TeOopeMa.
Caemeha teopema objammaBa uariaen while mukiayca m 6mhe on BeJauKe KO-
puctu y caenehem nmornasmy. Ca o.(n) o3maden je pem 6poja n MO MOLYITy
T

Teopema 1. IlocToje mo3UTMBHE KOHCTAHTE ¢ M Cy 3& KOj€ IOCTOjU TPOCT
Opoj r y MHTepBaILy

[e1(logn)°, ca(log n)°]
Takas ma r — 1 uma mpoct darrop ¢ > 4/rlogn u q | o.(n).
Lloxas. ickopuctuhemo Teopemy 1 mpeTxomHor mesia moraaBsba. Bpoj mpocTtux
opojesa r (3Bahemo ux cneyujarnu) usmeby ci(logn)® u cy(logn)® raxsux na je
P(r—1) > (c2(logn)%)3 > ri 3a n0BOMHO BeMKO T je

> 6poj cnemujaanux npoctux y [1,c(logn)®| — 6poj mpoctux y [1,¢;(logn)®]
>002(log n)®  6ci(logn)°
~ Tloglogn 6loglogn

_ (logn)° (@_C>
~ loglogn \ 7 A

(mo Teopemu 1 u3 1.7)

Nszabepumo ¢ m ¢y Tako ma je m3pal3 y 3arpanud, ¢z, nodutuBan. Heka je
x = cy(logn)®. TlocmaTpajmMo mpousBo

M= (n—1)(n?=1)---(n** —1).

Kako je cBaku mpupoman 6poj m mesuB ca HajBuire log m pa3anyuTux IPOCTUX

1 2
opojesa, To Il caap:xu majsume logn + logn? + ...+ logn®® < x5 logn npocTux
darkropa. Kako je
c3(logn®
3 logn < M,

log logn
TO TOCTOJU CNeYUjarHy TPOCT Opoj r koju He meau II.

[IpumeTnmo ma yroIumko m3abepemo c; > 4%, To je r ympaso Tpaskenu 6poj.

Hawume, r — 1 uma mpoct ¢arrop ¢ > rs > 4/rlogn, a q | o,(n) jep je mmaue

r —
or(n) <

1
< r3, nma 6u Il buno memuso ca r. O

Cana HEje TemKO BUAETU Aa ajaropuraMm Bpaha TadvyHy BPEIHOCT YKOJIUKO
je m mpoct Opoj:

Teopema 2. Yrkoauko je n npoct, aaropuram Bpaha PROST.
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Mloxas. Kakxo je 3a cBe r < cz(logn)® m n mpoct zamcra (x,7) = 1, T0 ce y
while nukaycy e moske moburu SLOZEN. IIpema nperxomuoj reopemu Hu y for
UKJIyCy ce He Moxke nooutu SLOZEN. O

N3 Teopeme 2 Buammo ga je MOTPEOHO jOII CaMO WUCHUTATU WCIIPABHOCT
ajJropurMa 3a cioxkeHe Opojese n. ObOpaTuMo HaKBYy HA r KOje moOujamo u3
while mukiayca (0BO je ympaso jeman ox 6pojeBa r koju ce nobujajy u3 Teopeme
1). Heka je n = [[p]" ¢arropusamumja Gpoja n Ha mpocre ¢parrope. Kako
or(n) | H3C({o,(p{")}:), TOo mocroju mpocrt memwmmnal p ox n 3a xoju q | o.(p®),
na camuM tuM U p | 0.(p), jep je (a,r) = 1. Hera je y HACTABKY p yIpaBo OBa]
npoct 6poj.

[Io 3aBpmerky while mukayca, for mukayc y3uma n00OUjeHY BPETHOCT 3a T

u pauyHa ounome (x —a)”, 3a 1 <a<2y/rlogn. IlIpema neny (8B) Teopeme 1 u3s
=1
1> TOMHOM h(z), koju je cremena d = o,(p)

1.6 mocToju paxTOop moIMHOMA
m —
n npenymuounan y F,. Kako

n

(r—a)"=2"—a (mod 2" —1,n) = (r—a)"=2"—a (mod h(x),p),
TO MAEHTUTETU ca OmHOMUMa Baske u y moiny IF,[X]/h(x). Caemeha reopema
Kapakrepuie rpymy kojy umue | = 2,/rlogn 6unoma z —a, 3a 1 <a <I:

Teopema 3. Y nomy F,[X]/h(z), rpyna remepucana nmonuHomuma (r — a), 3a
1<a<, 1j.

¢={ ][ @-a*laa >0}

1<al

je mukamuna u pena seher om n2V7.
Loxras. Kaxo je G moarpyna rpyne (F,[X]|/h(x))*, ora je nurmnuna.
JOKaKUMO Ia Cy CBU €JIEeMHTH CKyTIa

S:{H (x —a)* | Z a, <d—1, a, =0},

1<a<l 1<ai

paznmuuntu y F,[X]/h(z). Kako je r > ¢ > 4y/rlogn > [, To He nmocroje nBa a
KOja Cy KOHI'PYHTHA II0 MOIYJYy p, jep je mHaue p < [ < r, mTo je Hemoryhe
c 063upoM ma oHAa y ajgroputmy Mopa outu (p,n) = 1. 3mauwm, cBaka aBa
eseMeHTa y S Cy pazjanuura 10 MOIYJIY P, Ia KaKO MMajy CTEIeH Mamu on d,
To cy ouu pasznuunty u y F,[X]|/h(z). Kapaunamsoct ckyna S je

(l+d—1) (I+d-1)(+d=2)-d_ <d>l'

l

! - 11

Kako je d > ¢ = 2l m xako je S moackym on (G, TO je mOKa3 y MOTIIyHOCTH
3aBPIICH. O
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Heka je mamame g(x) remeparop rpymne G u Heka je

Loy = {m[g(z)" = g(z™) (mod 2" —1,p)}.
Cnenehe Teopeme mokasyjy ocobune cryna Iy():

Teopema 4. Crkyn [,,) 3aTBOpEH je 3a MHOKCHE.
Lokas. Heka je my,my € Iy,). Tana je

gla)™ = g(z™) (mod 2" —1,p) A g(x)™

g9(z™) (mod 2" —1,p),
ma 3aMeHoM ™'y Ipyry jegHaKoCT HoOujamo
g(x™)m = g(2™"™) (mod ™" —1,p) = g(z™)™ = g(«™™?) (mod 2" —1,p),
jep r | myr. Cana je jacuo u
o)™ = gla™)™ = ga™") (mod o —1,p),

IITO 3aBplIaBa HaIl JOKa3. O

Teopema 5. Hera je pen enementa g(x) y F,[X]/h(z) jemnax o, m my,my €
[g(:n)- Tana
my =mg (mod ) = my =my (mod o).

ma2

orxas. Kako uz m; =, mo cnemu 2™ = x mod z" — TO j
it Kaxko = cie ™ o= dz"—1,p), To je

g(x)™Mg(z)* = g(x)™ = g(z™) = g(z™) (mod 2" —1,p),

rae je mo = my+kr. Kako g(z) #Z 0 To ce g(z)™ moxe ckparuTtu ca obe cTpane
KOHT'pDYeHIuje, Tj.
g(x)* =1 (mod 2" — 1,p).

Buaun o, | kr, ma camum tuM my = me (mod o). O

[Iperxonua Teopema Obuhe on BeJMKOTr 3HAUA]y y OOKa3y ciieaehe Teopeme,
KOjOM 3aBPIIaBaMO JOKA3 MCIPABHOCTU AJTOPUTMA!

Teopema 6. Ykoauko je n ciosxkeH, aaropuram spaha SLOZEN.
Loxas. IlpernocTtaBuMO cympoTHO, Tj. mna aiaropuram Bpaha PROST. Tana y
for MMKIyCy YBEK BaKuU jeIHAKOCT, Tj. 3a cBe 1 < a < 2y/rlogn,

(r—a)"=2" —a (mod z" — 1,p).

Kako je g(x) npousson merux Gunoma (r —a), 3a 1 <a <[, To je mpema mper-
HOCTaBIU
g(@)" = g(z") (mod =" — 1, p).
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3Hauu n € Ig(x) IIpema memy (a) Teopeme 1 m3 1.6 je p € Iy, u TpuBH-
jamao 1 € Iy,). Horaszxkumo xopumhemem Teopeme 4 na je 0oBO y CympOTHOCTH
ca TeopeMOM 5 Hawnme, mpema 0BOj TeopeMmu IOCTOjU HAjBUIIE I €JIEMEHATA
cryna lg,) KOju Cy MamH Ol 0y, a MU hieMo JoKasaTw Ha UX IOJ JAaTUM IIpeT-
mocTaBKkaMa MOpa OWUTU BUIIE.

[TocmaTpajmo ckyn

E={n'p |0<i,j <[V}

pema Teopemu 4 je E C Iyy). Kaxko je |E| = (1 + [/r])*? > r, To mocroje
n'p’t u n2p2 rme je (i1, j1) # (iz, j2), TakBu ma je n'p/t =, n2p”2. Tana npema
Teopemu 5 Basku u n''p’* = n2p” (mod o,) oxrOCHO

n = np”?~ " (mod o,),

jep je (p,0,) = 1. MebyTum, Kako je 0,>n?V", a n’t < nV" u nlizlpliz=itl<nvrpvr
2V

n“V’', TO ce MpeTXOoaHa KOHI'PYEHIIMja MO:Ke 3alrCATA M Kao jeJHAKOCT, Ia je p
jemuHV mpocT meamial opoja n. MebhyTtum, Tama je niu n = p uam n = p~, 3a
k>2, ay oba ciyuyaja nobujaMoO KOHTPaIUKIN]Y. O

7.3 Amanusa cioseHOCTH aJaropuTMa
Hera je ca O(t(n)) ozmaueno O(t(n)poly(logt(n))).

Teopema 1. Cromenoct amropurma je O(log'?n).

Zoxas. IlpBu Kopak aaropurtMa, Tj. oapebuBame ma ju je n MOTIYH CTEIEH 3a-
XTeBa BpPeME O(log3 n). Ipema Teopemu 2 npeTxoAHOT TOrIaBKHa While MUKIYC
usspmu O(log® n) urepanuja.

OnapenuMo KOJIMKO je Bpeme HOTPeOHO 3a M3BPIICH:€ jemaHe uTepaluje y
while mumraycy. 3a mpBu KOpak while murIyca mOTpeOHO je aCHUMITOTCKO
Bpeme poly(loglogr). 3a caemeha nsa kopaka (ucnuTHMBaMe Ia JU je I NPOCT
u onpebuBame najseher mpocror memuona ox r — 1) moTpeGHO je Bpeme re -
poly(loglogn). 3a cunemeha tpm ropaka while mukiayca morpeGHO je Bpeme
poly(loglogn), ma je ykymao Bpeme while murmyca O(logén -rz) = O(log”n).

Onpemuvmo m Bpeme for mumriayca. 3a jemHy uWTepanujy, Tj. 3a pady-
Hama koepunujeHara y (r —a)" = 2" —a (mod 2", n), kopumhemeM y3aCTONHAX
KBaJpupama 1 Op3or PypujeBor MHOKEHa MOTPEOHO je aCMMITOTCKO BpeMe
O(logn rlogn). 3uaum, yrkynHo Bpeme for nukiyca je O(m log®n) = O(log n),
OITO je U BpeMe aJropurMa. o

MebyTtum, y mpakcu oBaj asropuraM paaum MHOTO Opske. Ilorazahemo
[a TOJ HPETIOCTABKOM cienelie xumorese OBaj ajropuraM paaul y BPEMeEHY

O(log® n).
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Hedbmaumuja 1. Yroauko cy r u oba mpoctu, 6pOj Ha3UBaMO

Codu-rKepmenos? npoct 6poj. Bpoj r masusahiemo xo-Co¢pu-Kepmenos npoct
Opoj.

Xwunore3a. bpoj ro-Codu-rRKepmenoBux mpoctux OpojeBa aCUMITOTCKU Ce

Dx ) .
HoHama Kao ——, rae je D = 0.660 ... koncTanTa IpocTux 6pojesa Oiu3aHana.
og”x

[Ton mpeTmocTaBKOM Ha je IpeTXOmHA XUIOTe3a TadyHa, nokazahemo ciene-
hy Teopemy, kKojy kacHuje kKopuctumo ymecto caabuje Teopeme 2 m3 mperxo-
JHOT TOTJIaBJba:

Teopema 2. Iloctoju cneyujanan TpocT OPOj r Yy MHTEPBAIY
[641og” n, c5 log® n],

3a CBe 1 > ng, TOe Cy Ng U Co MO3UTUBHE KOHCTAHTE.

: r—1 .
Loxas. IlpumMerumo ma YKOJIUKO je ¢ = — Co¢pu-rRKepmenos mpoct 6poj,
tana je o.(n) € {1,2,q,7—1}. Kako n?—1 moxke umaru Hajsume 2 logn paznuuu-
TUX NPOCTUX JeJuiiana, To je u 6poj mpoctux 6pojesa 3a koju je o.(n) € {1,2}
Mmawmu onx 2logn. Ilocmarpajmo xo-Codu-rKepmenose mpocrte 6pojeBe r koju
mucy meby oBum O6pojeBuma. IloBosmHO je na

r—1
2

> 4y/rlogn, T1j. r>64log’n.

Ilorka:kuMO 3aTO Oa 3a JMOBOJHHO BEJWKY KOHCTAHTY Cp MOCTOjU OapeMm jemaH
ko-Codu-Kepmernos mpoct 6poj y muTepsaay [64log”n,c — 2log”n]. Ilpema
IPETXOJHO] XUMOTE3U KOHCTAHTY Co je MOBOJLHO M3abpaTu TAaKOo Oa je

Deylog?n D -64-log’n
2 5N 3 2
log=(calog®n)  log“(64log”n))

+ 2logn.

3a MOBOJHLHO BEJIMKO N MOCJEAHa HEjeIHAKOCT CUTYPHO BaKU 3a Cp > 64 + E.E\

Cama je mom mpeTnocTaBKOM XHWIIOTE3€ BpeMe aJrOPUTMAa jeTHAKO

O(r% - (log®n))(3a while mukmyc) + O(r% -log® n)(3a for mukmyc) = O(log®n).

4Marie-Sophie Germain - ¢ppanmycka MaremaTuapka 1776-1831
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Jleo 8

Eaunrmuke KpBE 1 TECTOBU IIPVMAJIHOCTHA

Y mo cama maTHM TeCTOBHMAa padyHama cMO Bpumiu y nosuma F,, F,[q,] umn
F,[X]/(f). ¥ oBom meny pasmorpumheMo ennunTryke KpUBE, T€ 33 HUX yBECTH
onrosapajyhe rpyme u Te rpyne KOPUCTUTHU y AaJbUM padyHamuMa.

8.1 Enuntuuke KpuBe

[Tobumo on meduHMIIMje eNUITHUUKE KPUBE:

Jepumaumnmja 1. Heka je K npomsBo/bHO mOJ/be KapaKTEPUCTUKE PA3TUYUNTE
on 2 n 3. Yronuko nonusom x° + ax + b (a,b € K) Hema BumecTpykux KopeHa,
Taga MOH EAUNMUYKOM Kpueom Ham mobeM K mompazymMeBaMO CKYI Tadaka
(z,y) € K koju 3am0BOsbaBajy jenHaunHy

v =2 +ar+b
nonymen TaukoM O KOjy HA3MBAMO TAYKa Yy OECKOHAYHOCTU.

Komenrtapu. (1) Ycnos ma momunoMm z° + ar + b HemMa BUMIECTPYKUX KODEHA
eKBUBaJIEHTaH je perynapHoctu kpuse F(z,y) = y?> — 13 — ax — b, ogHocHO na

. oF
HapIujaH U3BOAN — U — Oyay cByma paszauuntu on 0 (M3BOme mosumHOMA

or 0Oy

HAJ MPOU3BOJLHUM MOJHEM MOKEMO YBECTH Ha yobudajenu HauwH). [locienme
je exBuBaJsieHTHO ca 4a® + 27b* # 0. Bpoj 4a® + 27b? HazsuBaMO AUCKPUMUHAHTA
CJIUNITUYKE KPUBE.

(2) Ennnruuke KpuBe MOYKEMO IIOCMATPATHU ¥ HPOjEKTUBHO] PABHU, KAO KPUBY
3aaTy jeqHAYMHOM

Y2=X34aX2Z%+073.

Tauka O oxrosapa tauru (0:1:0).

Kao mTo cMo m HaBenu y yBOZLy OBOT IOIJaBJha, €JIUNTUYKY KPUBY hemo
cHAbmeTH omepamujomM cabupama, TaKO na TakKo no0OUjeHa CTPYKTypa Oyme
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rpyna.

Hedomuaunmja 2. Hera cy gare tauke P = (r1,y1) u Q = (x2,ys) eaunruuke
kpuBe FE. YRKOIUKO je x9 =1 u Yo = —y; Tana je P+ Q = 0. Nnave P+ Q) =
(3,y3), rae je

r3 = )\2 — 1 — T2

Ys = )\(fl - 353) -

_ [ ey —m)l, P
A= { (Bz2 +a)(2y1)"t, P

Kouwauno P+ O =0+ P = P.

Teopema 1. Crpyrrypa (E(Z,),+) je KOMyTaTUBHA IDyIA.

LHoxas. VI3 nedurunumje cabupama jacHO je ma je HeyTpasd 3a cabupame O u
na je uHBep3 Tauke (r1,y;) Tauka (r1, —y;). Takobe, KoMyTaTuBHOCT AUPEKTHO
cnemu un3 medpuHUIMje cabupama, Ia je JOBOJLHO MPOBEPUTU Oa BAYKU ACO-

nujatTuBHU 3akoH. OBO ce HemoOCpenHO IpoBepaBa KopumihemeM (GopMmyia u3
nepuHUnIje cabupama. O

O 6pojy enemenara u crpykrypu rpyue E(Z,) roBope cienehe Tteopeme:

Teopema 2. (XaceoBa' Teopema) Axo je |E(Z,)| =p+1—t, Tanga je

[t]<2vp.

Teopema 3. Baxnu
E(Z,) = Zp, X ZLn,,
rae ny | no mng | p—1.
Ha cnenehem mpumepy morkazahemo mpuMeHy MPETXOTHUX TEOPEMA:
Samarak 1. Hera cy E u E' equntuuke kpuse HaL Foog 3amaTe jeqaadymaama
2

=2° -1, y* =1° 8.

Onpemnutu |E|, |E'| m crpykrype oBUX rpyma.
Loxas. Heka je y? = 2® + ar + b npoussossHa enuntuuka kpusa Han F,. U3
nepununuje JlesxkanagpoBor cuMmbona 6poj Tayaka Ha OBOj KPUBOj MOKEMO TaTU

ca X
p=1 , 3
1+Z(1+(as +Zx+b)> :p+1+z<x +Z$+b>-

=0

'Helmut Hasse - memauru maremaTuaap 1898-1979
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Onpemuvo tpso |E| u ctpykrrypy rpyne E. Heka je

342

( 3 (229 1)/ Z a;z

[Ipema mperxomuom, kopuctehu OjaepoB kputepujym, 6poj tavaka Ha F je

228 228 342 228
043 (T ) 214 -0 =1 S e o 29)

Kako je cBaxo x € i,y 0bnuka ¢~ Tae je g TpUMUTUBHE KOPeH o Momyy 229,

TO je
Z i 0, 22811
—~ 2 —1, 2281
CaMuM TUM BayKu

114

E 1— 1-—
| | A28 = (76

> (mod 229).
Kaxo je ||E| — 230| < 2-+/229, To je |E| = 252.

Onpemumvo u crpykrypy rpyne E. Ilpso, csaka tauka P = (x,y) uz FE
rakBa na je (2)- P = O je jemnaka O unu je y = 0. 3uaun, yromuko je P # O
mopa Bagut 0 = 7° — 1 = (z — 1)(z? + z+1). OBa jemHaumna mMa TpuU pemema
aKo 1 caMo ako jemHaumHa 22 + 1 + 1 = 0 uMma pememe v Faog. MHOKEmEM ca
4 nobujamo ekBuBaseHTHYy jenHauunny (2z+ 1) +3 =0, a ona uMa pemema jep

-3
je (@> = 1. Camum tuMm, y E mocroje Gapem Tpu esneMenrta pena 2, ma F

Huje mukauyHa. 3Hauu F = Z, X Z,,, vae ny | ng, ny | 228 u ny - ny = 252. Us
OBUX peJlanyja je jacHo ma ny | 6, a u3 mperxomHor na 2 | n.

Onpemumvo m 6poj esnemenara pena 3. Heka je P = (x,y) Tauka pena 3.
Tana je r-koopmmuaTa Tauke 2P jemHaka x-KOOPAWHATUA Tadyke P, OTHOCHO
~— — 2z = z. 3amenom y?> = 23 — 1 mobujamo z(5z® +4) = 0. Kako ce csa

YeTUpPU pellema OBEe jeHAUYWHE HaJjla3e Ha KPUBU, TO MOCTOjU 8 Tadyaka peaa
3. OnmaBne 3akmyuyjemo na 3 | ny, ma je jacHO

E = ZG X Z42.
Ha cimuan Hauwmue kao u y ciaydvajy KpuBe F, IpoHAJNa3UMO 1a je

114

|E'|=1-2"
38

> (mod 229),

oxHocHO 300r ||E'| —230] < 2v/229, ,II& je |E'| = 252. Takobe, Ha cinuan HAUNH
3aKbydyjeMo u na jenaumsa () = 3 —8 uMa Tpu pemema, a Ha KPUBOj MOCTOje
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Tpu Tauke pena 2. Camum tum, E' Huje nukauysa u yKOAUko je B = 7, X 7,,,
10 2 | ny,ny. Tarobe, 3akmyuyjemo u na rauka P = (z,y) pena 3 3a10BO/baBa
jemHaumHYy

z(5z* +32) = 0.

8 N
55 ) =
—1, ma mocroju HajBume 6 Tavaka pena 3. Camum tuMm 3 1 ny, na ng | 4. 3Haun,
OOBOJHHO je ompemuTu na au je ny = 2 uiau n; = 4. Ilocaenwme ompebhyjemo
nocMarpameM Opoja tavaka pema 4. 3a cBaky Tauky P = (x,y) pema 4 je
y-roopauHaTa Tauke (2) - P jemmaka 0, 0QHOCHO

MebyTtuwMm, pememe r = (0 oBe jemHauyuHe ce He HAJa3W HA KPUBOJ, jep

CpebuBamem mobujamo jemmaumny x° — 3223 — 64 = 0, Koja je exBUBAJICHTHA
ca 2% — 423 — 1 = 0. OBa jenmaumHa nMa 6 pemema, KOjuMa OArOBapajy Tadke
pena 2 u 4. CamuMm tum 4 | 7y, OTHOCHO

E' =~ Z4 X Z52.

8.2 OnpebuBame Opoja Tauaka HaA E(Zp)

Y oBoMm moryiaB/py gaheMo mOJIUMHOMUjaHU AJITOPUTAM 38 PaUyHAHKEe pena rpyie
E(F,).

[Ipumerumo ma cy kKoopamHaTe 30Wpa IBE TAUKe EJIUINTUYKE KPUBE DAIV-
oHaJIHE (YHENUje KoopauHaTa cabupaka. CamMuM TUM, XOMOMOpQU3aM Ha
F, manykoBahe mpumpomuo u xomomop¢usam Ha FE(F,). Ilocmarpajmo 3aro
dpobenujycos xomomoppuzam u oxrosapajyhm xomomoppuzam ¢ ma E(F,)
(P(z,y) = (2P, y*) n $(O) = O). Yromuro ca (n)- P o3maunmo 30up n Tadaka
P, Ba:xku cnemeha Teopewma:

Teopema 1. Yrkouuko je |E(F,)|=p+1—t, rana je
®*(P) = (t) - 2(P) + (p) - P =0,

3a cBaky Tauky P € E(Fp), rue je Fp anrebapcko 3aTBOpeme mosba IF).

Pasmorpumo cana tauke P € E(F,) takse ma je (n) - P = O, 3a marn
npuponan 6poj n. 3a oBaj ckym, y o3namu Fn|, Bamu:

Teopema 2. (1) E[n] je noarpyna rpyne E(F,).
(2) ® cauka E[n] y cebe.
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/loxas. (1) VI3 romyraTusHOCTH, YROMUEKO je (n)- P =0 u (n)-Q = O jacHo je
u(n) - (P+Q)=0.

(2) Kako je cabupame pammonayHa QyHKIUja Ha KoopanHatama u P xomomo-
pousam, To u3 (n)- P = O 3aucra cnenu (n) - ¢(P) = 0. O

[Iperxonne mBe Teopeme majy
®?(P) — (t mod n) - ®(P) + (p mod n)- P =0, 3acse P ¢c Enl. (%)
OcHOBHA Mzaeja aaropurMa je na 3a pasHe (MaJje) BpeIHOCTU oapeaumo t mod
n ucnpobasamem. Cuenehu nomuuomu nomohu he y recrupamy ycmaoBa (x):

HMe¢umuanumja 1. Emuntuukoj kpusoj F(F,) ca jemmaumaom Y2 = X3 +aX + b
nonemmmo nosmaome P, (z,y) € Fy[X,Y]/(Y? — X2 —aX —b) na cnenehin nauun:

(I)_l - —1, (I)() - 0, (I)l - 1, (I)Q - 25/,

3 = 3X +6aX*+120X —a®, @4 = 4Y (XO+5aX*+200X°—5a* X > —4abX —8b*—a?),

OTHOCHO y OCTaJIMM CJIydajeBUMa Ca

®y,, = (I)n<q)n+2q>721—1 - q)n—Qq)?H-l)/(QY)»
q)Qn—l—l = q)n—l-Qq)::L - q)i_g_lq)n—l-

OcuoBHe ocobune noaunoma P,, kao u BLUxoBy Besy ca (n)-P naje cnemeha
teopema. Jloka3 TeopeMe M3BOIM Ce MUPEKTHO U3 nepuHUnUje cabupama y
E(F,) u nate pexypenTHe penaiuje 3a monuaoMe D,,.

Teopema 3. 3a menapuo n 9,(X,Y) je momunom camo nmo X, a 3a mapso n
¢, (X,Y) je Y myra momunom camo mo X. AKO je n HemapHO u p { n BakuU
deg @,, = (n? —1)/2, a ako je n mapuo u p{n crenen @, no X je (n®>—4)/2. 3a
raury (z,y) € E(F,) \ E[2] Basxu (n) - (z,y) = O aro u camo axo je @, (z,y) = 0.
Taxobe, ako je (v,y) € E(F,) \ E[n] Baskn

q)nflq)nJrl (I)n—l—Zq)i_l - cbn—QcI)?H_l

O

U3 pemanuje (*) jacHo je na mMOCTOjU jeUMHCTBEH npuponasn 6poj t € [0, —1]
TaKo na je

(a",¢"") + (p mod 1) - (w,y) = (1) - (2",¢7). 3a cve (v,y) € E[]\{0}. (%)

Y KOJIMKO OUCMO OBO j€IMHCTBEHO | MOTJIM Ja OJApPEeIWMO, 3HAJIU OUCMO U 1a je
ocrarak upu nemwewy F(F,) cal jennak p+ 1 —t.
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Cana moxkeMo ma moctymamo Ha ciaemehu mauwn. Taurke Ha KpuBU Tpen-
CTaBUMO Kao napose noausoMma o X u Y. IomuroMe pemykyjemo mo Y2 — X3 —
aX — b, Tako nma je crenmen Y majsume 1. Kako cy cse tauke y F[n|, moauaome
3aTuM penykyjemo mo ¢, Koje m3paduyHaBaMO W3 IPETXOMHE TeOpeMe.

Ha kpajy majemo HaumH Ha KOju MO:KeMO u3behu eKCIIUIUTHO M3payvy-
HaBamke MHBep3a moamHoMa (Koje mHaue paarMo EyKIMIOBUM AJITOPUTMOM).
Pazmarpahemo payuonasnu obauk enuntuure xpuBe. Taury hemo mocma-
rpatu kao P = (U/V,F/G), rme cy U, V, F u G moauHOMU 110 IPOMEHJ/bUBAMA
X unY. Hcnocrasiba ce na y3 mate peayKIdje, TAUKe KOje pazMaTpamMo MOpPajy
outm 0OIUKA

P = (N(X)/D(X),YM(X)/C(X)).

Cana MoskeMO maTtu um caMm ajropuraM. Ausropuram Bpaha ocrarak mpu
neiwewy E(F,) cal, rme je | mpoct 6poj KojuM BpmuMmo tectupame ([ je MHOro
Mame ox p). OBaj amropuram 3aTuM MOHABJHAMO 3a pasHe [, cBe nok [ [ uuje
Behe ox 4,/p u 3aTum Kuneckom Teopemom o ocramuma oxpebyjemo E(F)).

Asropuram 8.1. (Opnpebusame E(F,)|)
1. [Slutaj [ =2]

if (=2){
9(X) = (X? = X, X° + aX +0); //NZD polinoma
if (g(X)=1) vrati O;
vrati 1;

}

2. [Relacija (¥*)]
p=p mod [;
u(X) = X? mod (P;,p);
v(X) = (X3 +ax +b) P2 mod (d;,p);
Py = (w(X),Yv(X));
P = (w(X)? mod (®1,p), Yu(X)P™ mod (P;,p));
Pomoéu Teoreme 3 predstavi P, = (p)- (X,Y)
u obliku (N(X)/D(X),YM(X)/C(X));
if (P, + P, =0) vrati 0;
Py = Fo;
for (1<k<1/2){
if (X-koordinate P; + P» i P; jednake){
if (Y-koordinate jednake) vrati k;
vrati [ —k;
}
Py = P3+ Io;
}

73



Bpeme paza osor amropurma je O(In®n). Tammusujum Gupamem 6pojesa
| m monuuoma f; koju mese ®;, Bpeme pamga aaropurMa ce MOKE CIyCTUTU Ha

O(In°*“n).

8.3 Tect IIPpMaJIHOCTH HOMOhy CJIMIITUYRKUX KPUBUX

Kao mrro je y mperxomuuM morsiaB/puMa HAIOMEHYTO, 38 TECT MPUMAJHOCTU je

OOBOJLHO MOa 3a maTy OpOoj, KOju je CKOPO CUI'yPHO MPOCT, AOKa3lyje mIa je OH

3amucTa mpocT. 3aTo hemo OpPOj KOju TeCcTUupamMo TPETUPATHU Kao MPOCT OPOj.
OcHoBy Tecta ymuu ciaenehu anajor [lokauHrTOHOBE TEOpEMe:

Teopema 1. Heka je N > 1 neo 6poj y3ajamuHo mpocT ca 6 m E equntudyka
kpuBa 1no moayiay N. Yromauko neo 6poj m u tauka P € E(Zy) 3amoBomasajy
yCJIOBE:

(1) [ocToju mpocT menumnaln g OX M TAKAB Oa je

¢ > (VN +1)%

(2) (m)- P = 0;
(3) (m/q)-P=(x:y:t) rme jetecLy;

tana je N mpocr.

Zloxas. Heka je p mHajmamu npoct aesauiar 6poja N. PenykoBameM 1Mo MOmyTy
p 3akpydyjeMo na je pexn rtauke Py rpymu E(Z,) nenumnan 6poja m, anux na
Huje meaunan 6poja m/q. Kako je ¢ mpoct 3amyuyjemo ma je pen tauke Py
E(Z,) nemus ca ¢, na je ¢ < |E(Z,)|. IIpema XaceoBoj TeopeMu 3aKibydyjeMO
na je ¢ < (/p+1)%. Cana, yrkonuro je N CIOkEH BaKu VN > p, mro moBonu
10 OYUTJIeAHE KOHTPAIUKI]E. O

ITa ©BucMo OBy Teopemy MOTJIM MPAKTUYHO A& MCKOPUCTUMO MOPAMO 3HATU
TPU CTBapW: KaKO M3adpaTU eJUNTUYKY KPUBY, KAKO OApenuTH Tadky P u
kako Hahu 6poj m, HaApaBHO YKOJIUKO OHU yommTe noctoje. Cineneha Teopema
naje HaM OoATOBOP Ha Tpehe, yjeaHO U HajTe:Ke MUTAILE:

Teopema 2. Hexka je N npuponan 6poj y3zajamuo mpoct ca 6, F eruntuyka
kpusa Han Zy u m = |E(Zy)|. Yromuko je m mpoct meaunar 6poja ¢ Takas
na je

¢> (VN +1),

Ttana nocroju tauka P € E(Zy) Tako na je
(m)-P=0 wu (m/q)-P=(r:y:t) rme jeteZy.

Loxas. Kako je m pen rpyne F(Zy), TO je IPBU yCIOB 3aT0BOJLEH 38 CBE TAYKE
P € E(Zy). Karo je y aaropurmy mnpermnocraBibeHo na je N mpocT, DOBOJLHO
je ma P ompenmmo tako ma (m/q)- P # O.
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[TpermocTaBuMO ma sKeJbeHA TAUKa HE MOCTOju. Tama pel CBAKOT €JIEMEHTA
y rpymu E(Zy) mopa 6urtn nemumnan 6poja m/q, na je ekcrnonent rpymne F(Zy)
nmenuiarn 6poja m/q. Iame, npema Teopemu 3 mpBor mesia OBOT HOIJIABIBA,
BaKM

E(ZN) = Zd1 X ZdQ, dQ | dl.

[Ipema Tome ekcnoHenT rpyne E(Zy) je di, ma je m = |E(Zy)| = didy < d? <
(m/q)?, omaocuo ¢ < m. MebyTtum, Ha ocHOBYy XaceoBe Teopeme MMaMo 1a je
m < (VN + 1), mTo naje KOHTpamuKIMjy ca omabupom Gpoja q. O

Y mpeTxomHOM ey HOTJIaBJhba Al CMO €(QUKACHU (HOJH/IHOMMjanHM) ajI-
ropuTaM 3a padyHaHlme pela Ipyle eJMITUYKEe KPUBe E(Zp), Ia caga MOYKEMO
JaTyU U TeCT IPUMAJHOCTU:

AusropuraMm 8.2. (Tect npumanHOCcTH HOMOKY €IMITUUKIX KPUBUX )

1=0;
No = N;
1. [Test]

while (N, > 230){
Proizvoljno izabrati a i b iz Zy, tako da je (4a®+270* N;) =1;
//E je eliptitka kriva sa jedaZinom 3> = 2%+ ax +b
m = |E(Zy,)];
q=m/2;
if (¢ ne prolazi Rabin-Milerov test ili ¢ < (v/N; +1)?) continue;
repeat{

. . . (2P tar+b .
Izabrati proizvoljan x € Zy, tako da je (T) 0 ili 1;
Odrediti y tako da je y? = z® + ax +b;
if ((m)-P # O) goto Povratak;
} until ((m/q)- P # O)
1=1+1;
Ni=gq;
}
for (p prost, p<2%)
if (p| N;) goto Povratak;
2. [Povratak]
if (4 =0) vrati SLOZEN;

else {
1=1—1;
goto Test;

}

vrati PROST;
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JacHo je ma je matum asropuram noamHomujasHu. VicmocTBiba ce na je me-
roso Bpeme paza O(In'?>n), ma om mHuje mpakTuyan. Y HACTABKY IIOLJIABILA
npuka3dahemo muaeje Ha KojuMa ce 3aCHMBA IPAKTUYHA Bep3Uja OBOT' aJro-
puTMa.

8.4 Erxkun-MopeHOB TecT IpUMaJIHOCTU

y IpeTxXoqHOM TECTY KOPUCTUJIMU CMO (i)I/IKCI/IpaHy CJIUIITUYRY KPUBY U 3aTUM
pauyHamu pen meHe rpyme. OcHoBHa uzaeja xon Arkumm’-Moper3-osor TecTa
je ma ypammMo oOpHYTO, Tj. Ha 3a GUKCuUpaHu Opoj HaheMO eNIunTUUYKy KpUBY
unju he pen rpyne 6utu Oam taj 6pOj.

[Ipecymny ynory y mpoHaJaKemy aleKBATHUX peNOBa TPyla MMAjy KBa-
IpaTHa IpeicTaBiba, OMHOCHO, 3a D < 0, D = 0,1 (mod 4) u p npoct 6poj,
npencTaB/bamba y ODJIUKY

2% + |D|y* = 4p.

x—i—y\/ﬁ

Hexka je 3a jemno TakBO mpencTaBbame T = 5

, & cCaMUM TUM U 7T = P.

[Tokazajy ce ma je 3a mpoct 6poj N Tana
m=|E(Z/NZ))=N+1—-nm—-7=N+1-uz,

rae je F equnTtuyka KpuBa Koja je IHOCTaBHO 3aBucu on [D. Mmnak, mako nmamo
penrpyne F(Z/NZ), rpeba ucuuraTu je na ju OH 3a,10BoJbaBa yciaose Teopeme
1 u3 mpeTxoaHOTr moTrJaBba. Y KOJIUKO TO HUje CIyYa] Y3UMaMO HOBY BPEIHOCT
3a D, cBe mok He mponabemo oarosapajyhe m.

Heka cy moromau m u onrosapjyha muckpumunanta D npounabenu. Craenehe
TO je moTpebHO OAPEeIUTH je eKCIUIMIIUTHY KPUBY Hal KOjoM heMo BpIIUTU
tectupame. [lokasyje ce ma 3a D = —4 mocTtoje dyeTupm M30MOpQHE KIace
KpuBuX, na 3a D = —3 mocroju mect, a 3a D # —3,—4 mocToje aBe Kiace
M30MOP(HUX KPUBUX UYMja je TO AUCKPUMWHAHTA.

[Tocnenme mro je morpebHO ypamutu je 3a mato [) oapeauTu Koja Kiaaca
KpUBUX je 3amoBosaBajyha. 3a D = —3, —4 nupekTan yCJIOB HUj€ TEIIKO NATH,
IOK je CIMYaH yCJIOB roToBO HeMoryhe natu y Tpehem cayuajy. Tana 3a pa3ne
(cayuajue) tauke P ca kpuse ompebyjemo ma su je (m)- P = O u ako Huje
Ty KpUBY omddalryjeMo. Y KOJMUKO Ta] yCJOB jecTe 3aA0BOJLEH TO HAM He maje
rapaHnujy na je kKpuBa npoHabheHa, ajy umak Ty KPUBY BEPOBATHO MOKEMO
kopuctutu y Teopemu 1 m3 mpeTXOmHOT MOTJIABJBA.

OBaj TecT HUje NETEPMUHUCTUYKMU, aJu je IpakTudan. Hberoso Bpeme pana
je O(In°*“n). ¥3 Tect JakobujeBum cymama, OBaj TECT ce MOKa3yje Kao Haj6o-
JbU 3a JNOKa3UBah€ MPUMAJJHOCTU OPOjeBa 3a KOje CMO IPETXOMTHO YTBPAUIN

2Arthur Oliver Lonsadale Atkin- emrecku matemaTmaap 1925-2008
3Francois Morain- ¢paHIyck:n MaTeMaTmdap
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[a Ccy CKOpo curypHo npoctu. OBUM aJrOPUTMOM MOKE C€ HOKA3UBATU IPU-
MaJHOCT OpojeBa ca Bume on 1000 mudapa y nexkamaom 3anucy. Hajsehu 6poj
4ynja je NPUMaJIHOCT OOKa3aHa OBUM aJjgropurMom mMa 20562 nudpe m jenHax
je:

(((((((2* + 3)® +30)® 4+ 6)* + 12)* + 894)® + 3636)* + 70756)* + 97220.
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