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Uvod

Posebnu ulogu u teoriji brojeva zauzimaju tzv. prosti brojevi, tj.
oni prirodni brojevi ve�i od jedan koji su deǉivi samo sa 1 i samim
sobom. Iako se definicija qini dosta jednostavna, sam proces utv�ivaǌa
da li je neki broj prost ili ne to svakako nije. I dan danas ostali su
otvoreni mnogi klasiqni problemi vezani za proste brojeve, kao xto je
npr. pronala�eǌe bilo kakve formule kojom bi mogao da se sraquna n-ti
prost broj. U ovom tekstu da�emo neke od najpoznatijih i najefikasni-
jih algortitama za utvr�ivaǌe da li broj prost ili ne, tzv. testove
prmalnosti.

Siguran i jednostavan naqin da proverimo da li je broj n prost je da
ispitamo da li je deǉiv brojevima od 2 do n − 1 i ukoliko nije mo�emo
tvrditi da je n prost. Uz primedbu da slo�en broj n mora imati prostog
delioca maǌeg od

√
n, prethodni algoritam mo�emo poboǉxati proverom

deǉivosti brojevima od 2 do [
√
n]. Ovako zadat algoritam bez problema

mo�emo koristiti za male brojeve, qak i bez upotrebe raqunara. Me-
�utim, zbog velike primene prostih brojeva pre svega u kriptografiji,
potrebni su nam testovi primalnosti koji mogu raditi sa brojevima koji
imaju i preko 1000 cifara1, pa ovakav test nije primeǌiv.

Drugi klasniqni naqin za testiraǌe primalnosti je tzv. Eratosteno-
vo2 sito. Ovim sitom primalnost broja n ispitujemo na slede�i naqin:
zapixemo sve brojeve od 2 do n u niz. Zatim precrtavamo sve brojeve koji
su deǉivi sa 2. Posle toga biramo najmaǌi neprecrtani broj i precr-
tavamo sve brojeve koji su deǉivi tim brojem. Ovaj proces nastavǉamo
sve dok ne ostane samo n - tada je n prost, ili dok n ne precrtamo - tada
je n slo�en. Ovako zadat test tako�e je vrlo neefikasan. Me�utim, on
nam daje vixe, jer ǌime mo�emo da odredimo sve proste brojeve ne ve�e
od n.

Za prethodna dva algoritma ka�emo da su eksponencijalne slo�enosti,
jer vreme potrebno da se oni izvrxe polinomijalno zavisi od n. Nama od
interesa ne�e biti ovakvi algoritmi, nego tzv. algoritmi polinomijalne
slo�enosti, tj. oni koji se izvrxavaju u vremenu koje polinomijalno za-
visi od lnn. Skoro svi testovi koje �emo dati u ovom tekstu bi�e upravo
polinomijalne slo�enosti.

U teksti �e biti razmatrani deterministiqki i probabilistiqki
testovi primalnosti. Definiciju ovih pojmova �emo dati kasnije. Treba

1ovakvi brojevi nazivaju se titanski
2Eρατσθένης - grqki matematiqar 276-195 p.n.e.



napomenuti da je tek 2002. godine dat prvi polinomijalni deterministi-
qki algoritam i time je dokazano da su prosti brojevi u klasi P pro-
blema.

Osim teorijskog osvrta na slo�enost algoritma, tj. razmatraǌa asim-
ptotske slo�enosti, za svaki algoritam bi�e razmatrana i ǌegova pra-
ktiqna primena, tj. ,,realna” efikasnost.

U tekstu �e biti korix�ene standardne oznake slo�enosti O(n) i
Ω(n), gde O(n) oznaqava da je za dovoǉno veliko n za izvrxeǌe algo-
ritma potrebno ne vixe od k · n operacija (k je neka konstanta), dok Ω(n)
oznaqava da je za dovoǉno veliko n za izvrxeǌe algoritma potrebno ne
maǌe od k · n operacija.

Ve�ina algoritama �e biti data i u pseudo-kodu koji potse�a na kod
programskog jezika C.
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Deo 1

Osnovne teoreme i algoritmi teorije brojeva

U ovom poglavǉu da�emo pregled teorema i algoritama koji �e biti sas-
tavni deo gotovo svih narednih algoritama. Komplikovanije i znaqajnije
teoreme bi�e date sa dokazom, dok �e one opxte poznate i jednostavne
biti ili podrazumevane ili date bez dokaza.

1.1 Euklidov algoritam

Qesto �e za prirodne brojeve m i n biti potrebno odrediti ǌihov naj-
ve�i zajedniqki delilac, u oznaci NZD (a, b) ili samo (a, b). Jedan od
najpoznatijih, a ujedno i veoma efikasan naqin za odre�ivaǌe NZD-a
dva broja je Euklidov algoritam, koji u pseudo-kodu mo�emo dati sa:

Algoritam 1.1. (Euklidov1 algoritam)
while (y > 0) (x, y) = (y, x mod y);
vrati x;

Pa�ǉivijim uvidom u Euklidov algoritam zakǉuqujemo da on daje i
rexeǌe linearne Diofantove jednaqine

ax+ by = (x, y).

Ovaj algoritam naziva�emo produ�eni Euklidov algoritam, a u pseudo-
kodu ga mo�emo zapisati kao:

Algoritam 1.2. (Produ�eni Euklidov algoritam)
(a, b, g, u, v, w) = (1, 0, x, 0, 1, y);
while (w > 0){

q = [g/w];

1Eυκλειδης - grqki matematiqar 323-283 p.n.e.
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(a, b, u, v, w) = (u, v, w, a− qa, b− qv, g − qw);
}
vrati (a, b, g);

Specijalno, ukoliko je (x, y) = 1, ovim algoritmom odre�ujemo broj a
takav da je ax ≡ 1 (mod y).

Vreme rada algoritma je O(lnx ln y), tj. srazmerno je proizvodu ci-
fara brojeva qiji NZD odre�ujemo. Postoje razne varijante Euklidovog
algoritma koje u praksi daju boǉe rezultate. Me�utim, svi ovi algo-
ritmi imaju isto asimptotsko vreme rada, koje je za ,,male” brojeve pri-
hvatǉivo. Za ,,velike” brojeve ipak postoje efikasniji algoritmi sa
asimptotski kra�im vremenom rada. Ovakvi algoritmi su zasnovani na
idejama koje su date u drugom poglavǉu.

1.2 Mala Fermaova i Ojlerova teorema

Neka je za prirodan broj n sa ϕ(n) oznaqen broj prirodnih brojeva ma-
ǌih od n koji su uzajamno prosti sa n. Ovu funkciju nazivamo Ojlerova2

funkcija i ona predstavǉa jednu od najznaqajnijih funkcija teorije bro-
jeva. Ukoliko je n = pa1

1 · pa2
2 · . . . · p

ak
k kanonsko predstavǉaǌe broja n, va�i

ϕ(n) = n ·
(

1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pk

)
.

Znaqaj funkcije ϕ daje quvena Ojlerova teorema:

Teorema 1. Za prirodne brojeve a i n, takve da je (a, n) = 1, va�i

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz. Posmatrajmo skup A = {x | (x, n) = 1} i skup B = {ax | (x, n) = 1}.
Jasno je da u skupu B ne postoje dva elementa koja daju isti ostatak po
modulu n i da su svi elementi iz B uzajamno prosti sa n. Samim tim
skup A i skup B su jednaki po modulu n, pa va�i∏

x∈A

x ≡
∏
x∈A

ax (mod n).

Kako je |A| = |B| = ϕ(n), to skra�ivaǌem jednakih qlanova sa leve i desne
strane kongruencije dobijamo �eǉenu kongruenciju. 2

U sluqaju da je n prost broj dobijamo Malu Fermaovu3 teoremu (MFT):

2 Leonhard Paul Euler -xvajcarski matematiqar 1707-1783.
3 Pierre de Fermat - francuski matematiqar 1601-1665.

2



Posledica 1. Za prost broj p i prirodan broj a va�i

ap ≡ a (mod p).

Prethodna teorema daje potreban uslov da broj bude prost. Mo�emo
primetiti da se prilikom ove provere javǉa potreba za izraqunavaǌe
ostatka stepena nekog broja. Jedan od algoritama kojim se ovo mo�e
efikasno izvrxiti je:

Algoritam 1.3. (Stepen po modulu)
pow(x, n){

if (n = 1) vrati x;
if (2 | n) vrati pow(x2, n/2);
else vrati x · pow(x2, (n− 1)/2);

}

Treba napomenuti da se gotovo svi testovi primalnosti zasnivaju na
teoremama koje su inspirisane Malom Fermaovom teoremom.

1.3 Kineska teorema o ostacima

Kineska teorema o ostacima daje naqin za rexavaǌe sistema kongruenci-
ja:

x ≡ a1 (mod n1)

x ≡ a2 (mod n2)

. . .

x ≡ ak (mod nk)

gde su n1, n2, . . . , nk u parovima uzajamno prosti brojevi.

Teorema 1. Neka je N =
k∏
i=1

nk, Ni = N/ni i viNi ≡ 1 (mod ni), za 1 6 i6 k.

Tada je

x ≡
k∑
i=1

aiviNi (mod N).

2

Kako iz produ�enog Euklidovog algoritma mo�emo odrediti brojeve
vi prethodne teoreme, to mo�emo dati i algoritam zasnovan na Kineskoj
teoremi o ostacima:
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Algoritam 1.4. (Kineska teorema o ostacima (KTO))
for (1 6 i6 k){

νi =
∏i−1

j=1mj;

ciνi ≡ 1 (mod ni);
}
M = νkmk;

x = a1;

for (1 6 i6 k){
u = ((ai − x)ci) mod ni;
x = x+ uνi;

}
x = x mod N;

vrati x;

Prethodni algoritam nije direktno izveden iz Kineske teoreme o osta-
cima, ali nije texko primetiti da daje istovetan rezultat. Pri tome
ovaj algoritam je daleko efikasniji.

1.4 Grupa U(Z/nZ)

Neka je sa U(Z/nZ) oznaqen skup svi invertibilnih elemenata prstena
Z/nZ. Jasno je da je ova struktura grupa. U ovom poglavǉu ispita�emo
osobine ove grupe.

Naredna teorema daje odgovor u sluqaju prostih brojeva:

Teorema 1. Ukoliko je p prost broj Z/pZ je poǉe, a U(Z/pZ) = (Z/pZ)∗

je cikliqna grupa.
Dokaz. Za prvi deo tvr�eǌa dovoǉno je pokazati da svaki nenula element
a ∈ Z/pZ ima inverz. Ovo sledi iz qiǌenice da me�u brojevima ax, x ∈
Z/pZ, nema jednakih, pa mora postojati jedan koji je jednak 1.

Iz prethodnog zakǉuqujemo da je U(Z/pZ) grupa, a ǌen red je p− 1. Da
bismo dokazali da je ona cikliqna, dovoǉno je pokazati da u ǌoj postoji
element reda p− 1. Oznaqimo zato za d | p− 1 sa ψ(d) broj elemenata qiji
je red d. Jasno je

∑
d|n ψ(d) = n. Neka je a neki broj qiji je d. Tada su

a0, a1, . . . , ad−1 rexeǌa kongruencije xd ≡ 1 (mod p), pa su ovo i jedina
rexeǌa. Me�utim, red broja ak je d samo ako je (k, d) = 1. Samim tim,
zakǉuqujemo da je ϕ(d) > ψ(d). Kako je po poznatom Ojlerovom identitetu∑

d|p−1

ϕ(d) = p− 1,

to je ϕ(d) = ψ(d), za sve d | p− 1. Specijalno ψ(p− 1) = ϕ(p− 1) > 0. 2
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Generatore grupe U(Z/pZ) naziva�emo primitivni koreni po modulu
p. Opxtije:

Definicija 1. Ceo broj a je primitivni koren po modulu n ukoliko
generixe grupu U(Z/nZ).

U nastavku �emo dokazati da primitivni koreni postoje samo za po-
tencije prostih brojeva razliqitih od 2, kao i za 2 i 4. Pri dokazu ovog
tvr�eǌa bi�e nam od koristi slede�e teoreme:

Teorema 2. Ukoliko je l > 1 i a ≡ b (mod pl), tada je i ap ≡ bp (mod pl+1).
Dokaz. Iz datog uslova je a = b+pl ·k, za neki prirodan broj k, pa primenom
binomnog obrazca dobijamo

ap =

p∑
i=0

(
p

i

)
bp−i · pliki.

Jasno je da su za i > 1 qlanovi prethodnog razvoja deǉivi sa pl+1, pa je
ap ≡ bp (mod pl+1), xto je i trebalo dokazati. 2

Teorema 3. Ukoliko je l > 2 i p > 2, tada (1 + ap)p
l−2 ≡ 1 + apl−1 (mod pl)

za sve cele brojeve a.
Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po l. Za l = 2 tvr�eǌe je oqigledno
taqno. Pretpostavimo zato da je (1+ap)p

l−2 ≡ 1+apl−1 (mod pl) i doka�imo
da je (1 + ap)p

l−1 ≡ 1 + apl (mod pl+1). Iz prethodne teoreme je

(1 + ap)p
l−1

=
(

(1 + ap)p
l−2
)p
≡ (1 + apl−1)p (mod pl+1). (∗)

Iz binomnog obrazca je (1 + apl−1)p =

p∑
i=0

ai · p(l−1)i, pa kako p |
(
p

2

)
to su za

i>2 svi qlanovi ovog razvoja deǉivi sa pl+1. Samim tim (1+apl−1)p ≡ 1+apl

(mod pl+1), xto zajedno sa (∗) daje tra�eni rezultat. 2

Kometar. Na sliqan na�in dokazuje se da je za p = 2 i l > 3 ispuǌeno
(1 + 4a)2l−3 ≡ 1 + a2l−1 (mod 2l).

Teorema 4. Neka je a ∈ U(Z/plZ) i p > 2. Poredak 1+ap ∈ U(Z/plZ) jednak
je pl−1.
Dokaz. Iz prethodne teoreme je (1 + ap)p

l−1 ≡ 1 (mod pl), pa poredak broja
1 + ap deli pl−1. Me�utim, poredak ne mo�e biti delilac pl−2, jer po
prethodnoj teoremi (1 + ap)p

l−2 ≡ 1 + apl−1 6≡ 1 (mod pl). 2

Teorema 5. Ukoliko je l prirodan broj grupa U(Z/plZ) (p > 2) je ci-
kliqna. Ekvivalentno, postoji primitivan koren po modulu pl.

5



Dokaz. Prema Teoremi 1 postoji primitivni koren po modulu p. Uko-
liko je to g, tada je i g + p tako�e primitivni koren po istom modulu.
Doka�imo da je jedan od ǌih primitivni koren po modulu p2. U supro-
tnom je gp−1 ≡ 1 (mod p2) i (g + p)p−1 ≡ 1 (mod p2). Me�utim, iz binomnog
razvoja je (g + p)p−1 ≡ gp−1 + (p − 1)gp−2p (mod p2), xto je oqigledna kon-
tradikcija.

Ovim je tvr�eǌe dokazano u sluqaju l = 2. Doka�imo da je primitivni
koren g po modulu p2 ujedno i primitivni koren po modulu pl, za sve
l > 2. Neka je zato gn ≡ 1 (mod pl) i doka�imo da pl−1(p − 1) | n. Kako je g
primitivni koren po modulu p2, to p(p − 1) | n, i pri tome gp−1 = 1 + ap,
gde p - a. Me�utim, po Teoremi 4 poredak broja 1 + ap po modulu pl jednak
je pl−1, qime je teorema u potpunosti dokazana. 2

Izgled grupe U(Z/2lZ) daje slede�a teorema:

Teorema 6. Primitivni koreni po modulu 2l postoje ukoliko je l = 1 ili
l = 2, dok za l> 3 ne postoje. Za l> 3 grupa U(Z/2lZ) je direktan proizvod
cikliqne grupe reda 2 i cikliqne grupe reda 2l−2.
Dokaz. 1 je primitini koren po modulu 2, a 3 po modulu 4. Neka je daǉe
l > 3.

Na osnovu komentara posle Teoreme 3 zakǉuqujemo da je 52l−3 ≡ 1 + 2l−1

(mod 2l). Sada je 52l−2 ≡ 1 (mod 2l), pa 5 nije primitivni koren po modulu
2l. Daǉe, me�u brojevima {(−1)a5b | 06a61, 06b < 2l−2} nema kongruentnih
po modulu 2l, pa su to upravo svi neparni ostaci po modulu 2l. Kako
nijedan od ǌih nije primitivni koren, to po modulu 2l nema primitivnih
korena. Prethodno predstavǉaǌe dokazuje i da je grupa U(Z/2lZ) direktan
proizvod cikliqne grupe reda 2 i cikliqne grupe reda 2l−2. 2

Iz Teorema 5 i 6 i Kineske teoreme o ostacima dobijamo opis grupe
U(Z/nZ), za proizvoǉan prirodan broj n:

Teorema 7. Neka je n = 2a · pa1
1 · . . . · p

ak
k kanonsko predstavǉaǌe broja n.

Tada je
U(Z/nZ) ∼= U(Z/2aZ)⊕ U(Z/pa1

1 Z)⊕ . . .⊕ U(Z/pakk Z),

gde je U(Z/paii Z) cikliqna grupa reda pai−1
i (pi − 1). Grupa U(Z/2aZ) je cik-

liqna grupa reda 2a−1 za a 6 2, a za a > 2 je direktan proizvod cikliqne
grupe reda 2 i cikliqne grupe reda 2a−2. 2

Na kraju ovog poglavǉa dajemo i teoremu koja daje spisak svih modula
po kojima postoji primitivni koren:

Teorema 8. Jedini moduli po kojima postoje primitivni koreni su 1, 2,
4, pk i 2 · pk, za p > 2 prost broj i k prirodan broj.
Dokaz. Teoreme 5 i 6 daju odgovor za koje od brojeva oblika pk, gde je p
prost broj, postoji primitivan koren.

6



Pretpostavimo zato da je n = n1n2, gde je n1, n2 > 2 i (n1, n2) = 1. Iz
Teoreme 7 je U(Z/nZ) ∼= U(Z/n1Z) ⊕ U(Z/n2Z) i pri tome svaka od grupa
U(Z/n1Z) i U(Z/n2Z) ima element reda 2. Kako cikliqna grupa ne mo�e
imati vixe od jednog elementa reda 2, to U(Z/nZ) nije cikliqna.

Ostaje jox da ispitamo sluqaj n = 2pk, gde je p > 2 prost broj. Kako je
U(Z/2pkZ) ∼= U(Z/2Z) ⊕ U(Z/pkZ) ∼= U(Z/pkZ), to je U(Z/2pkZ) cikliqna, pa
postoji primitivni koren po modulu 2pk. 2

Kako je primitivni koren generator odgovaraju�e grupe, od velikog
znaqaja nam je pronala�eǌe ovakvog elementa. Ukoliko su nam poznati
prosti delioci broja p− 1 (p je prost broj), slede�om jednostavnom teo-
remom mo�emo testirati da li je broj primitivni koren po modulu p:

Teorema 9. Broj g je primitivni koren po modulu p ukoliko

g(p−1)/q 6≡ 1 (mod p)

za sve proste delioce q broja p− 1. 2

U pseudo-kodu ovaj test mo�e zapisati kao:

Algoritam 1.5. (Da li je element primitivni koren?)
for (q prost i q | p− 1)

if (g(p−1)/q ≡ 1 (mod p)) ispiši NE;

ispiši DA;

Na kraju poglavǉa da�emo zadatak qiji je autor potpisnik ovog teksta:

Zadatak 1. Odrediti sve prirodne brojeve a i b takve da

ab | ba − 1.

Rexeǌe. Oqigledno je par (a, 1) rexeǌe. Zato pretpostavimo da je b > 1.
Neka je prvo a neparan broj. Predstavimo broj a kao a =

∏n
i=1 p

ki
i , gde su

pi razliqiti prosti brojevi. Neka je bez umaǌeǌa opxtosti p1 najmaǌi
prost broj koji deli a. Sada je jasno da

pk1b1 | ba − 1,

pa ako je t1 najve�a potencija broja p1 koja deli ba−1, to je t1 >k1b. Daǉe,
ako stavimo da je c1 = a/pk11 , iz Teoreme 3 dobijamo da

pt1−k11 ‖ bc1 − 1.4

4pk ‖ a ako i samo ako pk | a i pk+1 - a
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Neka je s1 poredak broj a po modulu p1. Tada s1 | p1 − 1 i s1 | c1, pa kako je
p1 minimalan prost delilac broja a, to je s1 = 1. Sada mora biti

pt1−k11 ‖ b− 1.

Daǉe, dobijamo je
pb−1

1 6 pk1b−k11 6 pt1−k11 6 b− 1.

Me�utim, za svaki prirodan x broj ve�i od 1 i nenegativan ceo broj t
je xt > t, pa dobijamo oqiglednu kontradikciju. Znaqi ne postoji rexeǌe
kod koga je b > 1 i a neparan.

Neka je sada a paran i to a = 2kt, gde je t neparan broj. Jasno je da je
broj b neparan. Sada

2kb | b2kt − 1,

pa prema komentaru posle Teoreme 3 va�i 2kb−k+1 | b2 − 1. Zato mora biti
2b62kb−k+1 < b2, xto jednostavnom indukcijom dobijamo da ne va�i za b > 3.
Jedina mogu�nost je b = 3. Tako�e, jedino je mogu�e k = 1.

Sada t3 | 9t − 1. Sliqno kao u sluqaju da je a neparan dobijamo da
najmaǌi neparan prost delilac broja t mora da deli 9 − 1 = 8, xto je
nemogu�e za t > 1. Za t = 1 rexeǌe je a = 2, b = 3.

Sva rexeǌa datog problema su parovi (a, 1) i (2, 3). 2

1.5 Konaqna poǉa

U proxlom delu poglavǉa dokazali smo da je za proste brojeve p skup
Z/pZ poǉe. Ovo je dat primer jednog konaqnog poǉa.

U ovom delu poglavǉa detaǉnije �emo ispitati konaqna poǉa, jer �e
nam ona biti od velikog znaqaja u daǉem delu teksta. Osnovne osobine
dajemo u slede�oj teoremi:

Teorema 1. (a) Svako konaqno poǉe mora imati pk elemenata, gde je p
prost, a k prirodan broj.
(b) Multiplikativna grupa konaqnog poǉa je cikliqna.
(v) Za sve proste brojeve p i prirodne brojeve k postoji poǉe sa pk eleme-
nata i sva ovakva poǉa su izomorfna. Poǉe sa pk elemenata oznaqavamo
sa Fpk.
(g) Poǉe Fpk je potpoǉe poǉa Fpl ako i samo ako k | l.

Dokaz. (a) Jasno je da svako konaqno poǉe mora imati nenula karakte-
ristiku i ona mora biti prost broj p. Me�utim, tada se ovo poǉe mo�e
shvatiti kao vektorski prostor nad Zp. Ukoliko ǌegova baza ima k ele-
menata, to dato poǉe ima pk elemenata.
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(b) Neka je E∗ multiplikativna grupa datog poǉa. Svaka konaqna
grupa je proizvod cikliqnih grupa. Pretpostavimo da u tom proizvodu
postoje neke grupe Cm i Cn, takve da je (m,n) > 1. Ako p | m,n, to pos-
toje elemnti a ∈ Cm i b ∈ Cn reda p. Kako je Cm ∩ Cn = {1}, to u skupu
1, a, a2, . . . , ap−1, b, b2, . . . , bp−1 nema jednakih. Me�utim, tako dobijamo 2p− 1
nula polinoma xp − 1, xto je oqigledna kontradikcija. Znaqi, E∗ se za-
pisuje kao proizvod cikliqnih grupa sa uzajamno prostim redovima. Kako
za (m,n) = 1 va�i CmCn = Cmn, to je E∗ zaista cikliqna grupa.

(v) Neka je E korensko poǉe polinoma f(x) = xp
k − x ∈ Zp[X]. Jasno je

E karakteristike p, jer je Zp ⊂ E (po MFT), pa je samim tim prema (a)
|E| = pl. Neka je H = {a ∈ E | apk = a}. Kako je H skup svih korena poli-
noma f , to je |H| = pk. Daǉe, H \ {0} je jasno podgrupa multiplikativne
grupe E∗. Doka�imo i da je H grupa u odnosu na sabiraǌe. Iz binomnog
razvoja je (x + y)p = xp + yp, pa indukcijom dobijamo (x + y)p

k
= xp

k
+ yp

k
.

Posledǌe daje da je H zatvoreno u odnosu na sabiraǌe, odnosno da je H
i aditivna grupa. Znaqi H je potpoǉe poǉa E, pa kako ono sadr�i sve
korene polinoma f , to je E = H.

Doka�imo i da su sva poǉa sa pk elemenata me�usobno izomorfna, tj.
da su sva korenska poǉa polinoma f . Ukoliko je F konaqno poǉe, prema (b)
je F∗ cikliqna grupa, odnosno F∗ =< b >. Me�utim, tada va�i bp

k−1 = 1,
pa za sve a = bi va�i ap

k
= a, a kako ovo va�i i za 0, to je F potpoǉe poǉa

E. Ovo znaqi da je F = E.
(g) Ukoliko je Fpk potpoǉe poǉa Fpl, to je F∗

pk
podgrupa grupe F∗

pl
. Kako

su obe ove grupe prema (b) cikliqne, to broj elemenata jedne deli broj
elemenata druge, odnosno pk−1 | pl−1. Nije texko dokazati da je posledǌe
ekvivalentno sa k | l. 2

Iz prethodne teoreme zakǉuqujemo da su multiplikativne grupe kona-
qnih poǉa cikliqne. Slede�a teorema, analogna Teoremi 9 iz prethodnog
dela, testira da li je neki element poǉa generator ǌegove multiplika-
tivne grupe:

Teorema 2. Element g ∈ F∗
pk

je generator ukoliko

g(pk−1)/q 6= 1

za sve proste delioce q broja pk − 1. 2

1.6 Aritmetika nad polinomima

U ovom poglavǉu obrati�emo pa�ǌu na polinome. Za prstene polinoma
F[X], gde je F poǉe, va�i teorema o deǉeǌu sa ostatkom, koja tvrdi da za
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sve nenula polinome f, g ∈ F[X] postoje jedinstveni polinomi q, r ∈ F[X]
tako da je

f = gq + r, deg r < deg g.

Ova teorema, kao i u sluqaju prstena Z, omogu�uje da NZD polinoma
odre�ujemo Euklidovim algoritmom.

Ukoliko posmatramo polinome nad F[X], gde F nije poǉe, stvar se
znaqajno komplikuje. Ipak od koristi �e nam biti sluqaj F = Z. Neka od
svojstava Z[X] koja �emo qesto koristiti dajemo u slede�oj teoremi:

Teorema 1. Neka su p i r razliqiti prosti brojevi. Tada va�i:

(a) Ukoliko je f(x) ∈ Z[X] tada je

f(xp) ≡ f(x)p (mod p).

(b) Neka je h(x) bilo koji faktor polinoma xr−1 i m ≡ mr (mod r). Tada
je

xm ≡ xmr (mod h(x)).

(v) Neka je or(p) poredak broja p u grupi Fr. U poǉu Fp[X] polinom
xr − 1

x− 1
faktorixe se na polinome stepena or(p).

Dokaz. (a) Iz binomnog razvoja je (a+b)p ≡ ap+bp (mod p), pa je indukcijom
(a1 + a2 + . . .+ an)p ≡ ap1 + ap2 + . . .+ apn (mod p), za proizvoǉan prirodan broj
n. Iz ovoga direktno sledi tvr�eǌe ovog dela teoreme.

(b) Jasno je da za svako d deǉivo sa r va�i xr− 1 | xd− 1, pa samim tim
xr − 1 | xm−mr − 1. Odavde je jasno xm ≡ xmr (mod h(x)), jer h(x) | xr − 1.

(v) Neka je h(x) ireducibilni faktor stepena k polinoma
xr − 1

x− 1
. Tada

je Fp[X]/h(x) poǉe sa pk elemenata qija je multiplikativna grupa ci-
kliqna sa generatorom g(x). Prema delu (a) ove teoreme imamo

g(x)p
d ≡ g(xp

d

) (mod g(x)),

pa samim tim pd − 1 deli red g(x). Znaqi pk − 1 | pd − 1, tj. k | d.
Primetimo da u Fp[X]/h(x) va�i xr ≡ 1, pa i r | pk − 1. Kako je or(p) = d,
to d | k. Znaqi k = d, xto je i trebalo dokazati. 2

Prvi pokuxaji da se odredi formula za n-ti prost broj bili su u
obliku polinoma. Jedan takav zanimǉiv primer je i polinom x2 + x+ 31,
koji je prost za sve brojeve 0 6x6 29. Slede�i zadatak ipak garantuje da
je tra�eǌe formule u ovom obliku na neki naqin besmisleno:

Zadatak 1. Za svaki nekonstantni polinom f(x) ∈ Z[X], postoji beskonaqno
mnogo prirodnih brojeva n tako da broj |f(n)| nije prost.
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Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno. Neka 2 | deg f (analogno razmatramo
i sluqaj 2 - deg f). Tada postoji prirodan broj n takav da je P (n) > 0
i niz {P (m)}m>n rastu�i. Svaki od qlanova ovog niza je prost, odnosno
P (m) = pm, i neka je pn = p. Tada iz

n+ p− n | P (n+ p)− P (n) = pn+p − p,

pa p | pn+p. Me�utim, to mora znaqiti da je p = pn+p, xto je oqigledna
kontradikcija. 2

1.7 Distribucija prostih brojeva

Jedno od klasiqnih pitaǌa vezanih za proste brojeve je kako su oni ras-
pore�eni, tj. koliko ima prostih brojeva ne ve�ih od datog prirodnog
broja n. Ovu funkciju oznaqi�emo sa π(n). Slede�a teorema daje jednu
lepu ocenu za π(n):

Teorema 1. Za svaki prirodan broj n> 2 va�i

1

6
· n

log n
< π(n) < 6 · n

log n
.

Dokaz. Doka�imo prvo nejednakost

2n 6

(
2n

n

)
< 4n. (∗)

Desna nejednakost sledi iz binomnog razvoja (1 + 1)2n =
2n∑
i=0

(
2n

i

)
>

(
2n

n

)
,

dok levu dokazujemo matematiqkom indukcijom. Kako je
(

2n

n

)
=

(2n)!

n! · n!
, to

je logaritmovaǌem leva stana nejednakosti (∗) ekvivalentna sa

n log 2 6 log(2n)!− 2 log n!. (∗∗)

Najve�i stepen broja p koji deli n! je α(p) =

[ logn
log p ]∑
k=1

[
n

pk

]
, pa je

log n! =
∑
p6n

α(p) · log p.
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Samim tim je log(2n)! − log n! =
∑
p62n

[ logn
log p ]∑
k=1

([
2n

pk

]
− 2

[
n

pk

])
· log p, pa kako je

[2x]− 2[x] 6 1, to je iz nejednakosti (∗∗) i prethodne jednakosti

n log 2 6
∑
p62n

[ logn
log p ]∑
k=1

1

 · log p6
∑
p62n

log 2n = π(2n) · log 2n.

Posledǌa nejednakost daje π(2n) >
2n

log 2n
· log 2

2
>

1

4
· 2n

log 2n
. Daǉe,

π(2n+ 1) > π(2n) >
1

4
· 2n

log 2n
>

1

6
· 2n+ 1

log(2n+ 1)
,

gde posledǌa nejednakost va�i jer je
2n

2n+ 1
>

2

3
, za n > 2. Ovim neje-

dnakostima dokazana je leva strana poqetne nejednakosti.
Doka�imo i desnu stranu nejednakosti. Va�i

log(2n)!− log n! =
∑
p62n

[ logn
log p ]∑
k=1

([
2n

pk

]
− 2

[
n

pk

])
· log p>

∑
p62n

([
2n

p

]
− 2

[
n

p

])
· log p.

Kako za svaki prost broj n < p < 2n va�i
[

2n

p

]
−2

[
n

p

]
= 1, to iz prethodne

nejednakosti dobijamo

log(2n)!− log n! >
∑

n<p62n

log p.

Oznaqimo sa Λ(n) =
∑

p6n log p. Prethodna nejednakost zajedno sa (∗) daje

Λ(2n)− Λ(n) < n log 4.

Specijalno, ukoliko prethodnu teoremu primenimo za n = 2r, dobijamo
Λ(2r+1)− Λ(2r) < 2r log 4. Sabiraǌem ovakvih nejednakosti za r = 0, 1, . . . , k
dobijamo nejednakost Λ(2k+1) < 2k+2 log 2. Samim tim za 2k 6 n < 2k+1 va�i

Λ(n) 6 Λ(2k+1) < 2k+2 log 2 < 4n log 2.

Neka je 0 < α < 1. Kako za svaki prost broj p > nα trivijalno va�i
log p > log nα, to je

(π(n)− π(nα)) · log nα <
∑

nα<p<n

log p6 Λ(n) < 4n log 2,
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odnosno

π(n) <
4n log 2

α log n
+ π(nα) <

4n log 2

α log n
+ nα =

n

log n

(
4 log 2

α
+

log n

n1−α

)
.

Nije texko videti da funkcija f(x) =
log x

x1−α dosti�e maksimum za x =

e1/(1−α) i taj maksimum je
1

e(1− α)
. Odabirom α =

2

3
dobijamo tra�enu

nejednakost, tj.

π(n) <
n

log n

(
6 log 2 +

3

e

)
< 6 · n

log n
.

2

Prethodna teorema daje nam gorǌu i doǌu granicu za π(n). Slede�a
teorema daje taqno asimptotsko ponaxaǌe funkcije π(n):

Teorema 2.

lim
n→+∞

π(n) log n

n
= 1.
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Deo 2

Brzi algoritmi za velike brojeve

Osnovni algoritmi za mno�eǌe brojeva sa N cifara rade u vremenu
O(N2). Iako su ovi algoritmi dovoǉno dobri za ,,male” brojeve, oni
nisu pogodni za raqunaǌe sa ,,velikim” brojevima. U ovom poglavǉu da-
jemo asimptotski znaqajno br�e algoritme za ova izraqunavaǌa.

2.1 Diskretna Furijeova transformacija

Pod ,,signalom” podrazumeva�emo konaqan niz elemenata iz nekog skupa,
tj. signal je x = (x0, . . . , xD−1), gde je D du�ina signala. Pretpostavimo
da su elementi signala x iz nekog algebarskog domena u kome postoji D−1

i neka je g primitivni D-ti koren u tom domenu (tj. gk = 1 ako i samo ako
D | k). Tada mo�emo definisati diskretnu Furijeovu1 transformaciju
DFT2:

Definicija 1. Diskretna Furijeova transformacija signala x je si-
gnal X = DFT (x) dat sa

Xk =
D−1∑
j=0

xjg
−jk,

sa inverznom transformacijom DFT−1(X) = x

xk =
1

D

D−1∑
j=0

Xjg
jk.

Poznati primeri DFT su:

(1) Kompleksna DFT: x,X ∈ CD, g je D-ti koren iz jedinice, odnosno
g = e2πi/D;

1Jean Baptiste Joseph Fourier - francuski matematiqar i fiziqar, 1768-1830
2discrete Fourier transformation
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(2) DFT na konaqnim polima: x,X ∈ FD
pk
, g je D-ti koren iz jedinice u

poǉu;

Algoritme koji se zasnivaju na DFT naziva�emo brze Furijeove trans-
formacije, skra�eno FFT3. Sama FFT bazira se na slede�em jednostavnom
identitetu, ukoliko je D paran broj:

DFT (x) =

D/2−1∑
j=0

x2j(g
2)−jk + g−k

D/2−1∑
j=0

x2j+1(g
2)−jk.

Sada mo�emo dati rekurzivni FFT za signal x du�ine D = 2d:

Algoritam 2.1 (FFT algoritam)
FFT (x){

n = duzina(x);
if (n = 1) vrati x;
m = n/2;
X = (x2j)

m−1
j=0 ;

Y = (x2j+1)
m−1
j=0 ;

X = FFT (X);
Y = FFT (Y );
U = (Xkmodm)n−1

k=0;

V = (g−kYkmodm)n−1
k=0;

vrati U + V ;
}

Kompleksnost ovog algoritma je jasno O(D lnD).

2.2 Teorija konvolucija

Neka su data dva signala x i y du�ine D. Definiximo osnovne oblike
konvolucija za ǌih:

Definicija 1. Cikliqna konvolucija, u oznaci z = x×y, du�ine D data
je sa

zn =
∑

i+j≡n (mod D)

xiyj.

Negacikliqna konvolucija, u oznaci v = x×− y, du�ine D data je sa

vn =
∑
i+j=n

xiyj −
∑

i+j=n+D

xiyj.

3fast Fourier transformation
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Acikliqna konvolucija, u oznaci u = x×A y, du�ine 2D data je sa

un =
∑
i+j=n

xiyj,

za n ∈ {0, 1, . . . , 2D − 2} pri qemu je u2D−1 = 0.
Polu-cikliqna konvolucija, u oznaci x×H y, du�ine D sastavǉena je od
prvih D elemenata acikliqne konvolucije u.

Odmah prime�ujmo da je proizvod dva broja, koji su du�ine D u bazi
sa osnovom B, jedna acikliqna konvolucija du�ine 2D. Zato u nastavku
dajemo teoreme koje �e omogu�iti brzo raqunaǌe konvolucija. Neka je za
dva signala x i y du�ine D sa z = x ∗ y dat signal du�ine D takav da je
zn = xn · yn.

Teorema 1. Neka su x i y signali du�ine D. Cikliqna konvolucija
ovih signala zadovoǉava jednakost

x× y = DFT−1(DFT (x) ∗DFT (y)),

tj.

(x× y)n =
1

D

D−1∑
k=0

XkYkg
kn.

Dokaz. Iz definicije DFT je

1

D

D−1∑
k=0

XkYkg
kn =

1

D

D−1∑
k=0

gkn
D−1∑
i=0

xig
−ik

D−1∑
j=0

yjg
−jk =

1

D

D−1∑
i=0

D−1∑
j=0

xiyj

D−1∑
k=0

gk(n−i−j).

Kako je vrednost
D−1∑
k=0

gk(n−i−j) jednaka 0 kada je n 6≡ i+ j (mod D), a D kada

je n ≡ i+ j (mod D), to je

1

D

D−1∑
k=0

XkYkg
kn =

∑
i+j≡n

xiyj = (x× y)n.

2

Primenom FFT algoritama, ova teorema omogu�uje brzo raqunaǌe
cikliqne konvolucije. Slede�om teoremom da�emo vezu izme�u razli-
qitih vrsta konvolucija, xto �e nam dati i brz algoritam za mno�eǌe
brojeva. Pri tome z = x±y je signal takav da je zn = xn±yn, dok je u = qx,
za konstantu q, signal takav da je zn = qxn. Tako�e, neka je v = x ∪ y
spajaǌe dva signala od levog ka desnom.

Teorema 2. Neka su x i y signali du�ine D. Ukoliko u odgovaraju�em
domenu postoji 2−1 va�e slede�e veze izme�u konvolucija:
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(a) x×H y =
1

2
((x× y) + (x×− y)).

(b) x×A y = (x×H y) ∪ 1

2
((x× y)− (x×− y)).

Dokaz. (a) Iz definicija konvolucija i osnovnih operacija nad signalima
dobijamo(

1

2
((x× y) + (x×− y))

)
n

=
1

2

(∑
i+j=n

xiyj +
∑

i+j=n+D

xixj +
∑
i+j=n

xiyj −
∑

i+j=n+D

xiyj

)
=

∑
i+j=n

xiyj,

xto je upravo n-ti element konvolucije x×H y.
(b) Po definiciji, prvih D elemenata signala x×Ay i x×Hy su jednaki,

dok za ostale va�i(
1

2
((x× y)− (x×− y))

)
n

=
1

2

(∑
i+j=n

xiyj +
∑

i+j=n+D

xixj −
∑
i+j=n

xiyj +
∑

i+j=n+D

xiyj

)
=

∑
i+j=n+D

xiyj = (x×A y)n+D,

xto je i trebalo dokazati. 2

Algoritam 2.2. (FFT mno�eǌe)
1. [Inicijalizacija]

Dopuniti x i y nulama tako da su dužine 2D, tako da ciklična

konvolucija novih brojeva sadrži acikličnu prethodnih;

2. [Transformacije]

X = DFT (x);
Y = DFT (y);
Z = X ∗ Y ;
z = DFT−1(Z);
z = zaokruzhi(z); // Zaokružujemo elemente do najbližeg celog broja

3. [Prenos u bazi B]
prenos = 0;
for(0 6 n < 2D){
v = zn + prenos;
zn = v mod B;
prenos = [v/B];

}
4. [Korekcije]

Ako je prenos > 0 dodavanje te cifre kao vodeće;
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Izbrisati vodeće nule;

vrati z;

Zbog zaokru�ivaǌa brojeva, ovaj algoritam mo�e dati pogrexan rezul-
tat, ali je on od velikog znaqaja, jer se izvedeni oblici FFT mno�eǌa
baziraju na ǌemu.

Iz kompleksnosti FFT algoritma zakǉuqujemo i da je kompleksnost
ovog algoritma O(D lnD). Me�utim, nas zanima slo�enost u odnosu na
broj cifara brojeva koje mno�imo. Pokazuje se da je kompleksnost algo-
ritma, ukoliko mno�imo brojeve sa n cifara

O(n(C lnn)(C ln lnn) · · · ),

gde je C konstanta, a mno�imo sa ln ln . . . n sve dok je taj broj ve�i od
1. Iako postoje algoritmi kojima se mno�eǌe mo�e izvrxiti u vremenu
O(n lnn ln lnn), zbog sporog rasta funkcija ln ln lnn kompleksnost ovog algo-
ritma nije mnogo loxija. Ovaj (osnovni) oblik FFT mno�eǌa korix�en
je prilikom dokazivaǌa primalnosti nekih od najve�ih poznatih prostih
brojeva.
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Deo 3

Brzi probabilistiqki testovi primalnosti

Jedna od osnovnih podela testovi primalnost je na deterministiqke i
probabilistiqke. Kod prvih rezultat testa je uvek taqna vrednost, dok
kod drugih znamo samo da je rezultat taqan sa nekom verovatno�om. Iako
su prednosti deterministiqkih algoritama jasne, u praksi se qesto pri-
meǌuju i probabilistiqki algoritmi, jer je vreme ǌihovog izvrxavaǌa
qesto kra�e od vremena izvrxavaǌa deterministiqkih algoritama.

Postoji vixe tipova probabilistiqkih algoritama. Algoritmi koje
�emo koristiti u ovom poglavǉu zasnivaju se na problemu odluke, tj.
rezultat koji �e davati mo�e biti da ili ne (tj. PROST ili SLOŽEN).
Posebno, koristi�emo Monte-Karlo algoritme, qiju definiciju mo�emo
dati sa:

Definicija 2. ,,DA-usmeren” Monte - Karlo algoritam je algoritam
za problem odluke kod koga je odgovor ,,da” uvek taqan, ali odgovor
,,ne” ne mora biti. Ka�emo da DA-usmeren Monte - Karlo algoritam ima
verovatno�u grexke ε, ako za svaki ulaz za koji je odgovor ,,da”, algori-
tam vra�a vrednost ,,ne” sa verovatno�om najvixe ε.

Komentar. Sliqno mo�emo definisati i ,,NE-usmerene” Monte-Karlo
algoritme.

3.1 Solovej -Xtrasenov test primalnosti

Prvi u nizu probabilistiqkih algoritama koje �emo izlo�iti u ovom
poglavǉu je algoritam Solovej1 -Xtrasena2. On je baziran na Le�an-
drovom3 i Jakobijevom4 simbolu qije definicije i svojstva dajemo u pr-
vom delu ovog potpoglavǉa.

1Robert Martin Solovay - ameriqki matematiqar 1938-
2Volker Strassen - nemaqki matematiqar 1936-
3Adrien-Marie Legendre - francuski matematiqar 1752-1833
4Carl Gustav Jacob Jacobi - nemaqki matematiqar 1804-1851
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3.1.1 Le�androv i Jakobijev simbol

Definicija 1. Neka je n ∈ Z. Za broj a koji nije deǉiv sa n ka�emo
da je kvadratni ostatak po modulu n ako kongurncija x2 ≡ a (mod n) ima
rexeǌa, a inaqe ka�emo da je kvadratni neostatak.

Slede�a teorema govori o broju kvadratnih ostataka i neostataka po
prostim modulima:

Teorema 1. Neka je p neparan prost broj. Broj kvadratnih ostataka i

neostataka po modulu p jednak je
p− 1

2
.

Dokaz. Posmatrajmo brojeve 12, 22, . . . , (p−1)2. Jasno je da je svaki od ǌih
kvadratni ostatak, pa je dovoǉno odrediti koliko me�u ovim brojevima
ima razliqitih. Neka je zato x2 ≡ y2 (mod p), za neke x, y ∈ Fp. Tada je
(x− y)(x+ y) ≡ 0 (mod p), pa je x ≡ y (mod p) ili x ≡ −y (mod p). Znaqi, u
skupu {x2 | 16x6p−1} po modulu p imamo parove jednakih, tj. ukupan broj

kvadratnih ostataka je
p− 1

2
. Broj kvadratnih neostataka je p−1− p− 1

2
=

p− 1

2
. Ovim je teorema u potpunosti dokazana. 2

Uvedimo sada i Le�androv simbol:

Definicija 2. Neka je p neparan prost broj, a a ceo broj. Le�androv

simbol
(
a

p

)
definisan je sa:

(
a

p

)
=


0, p | a
1, a je kvadratni ostatak
−1, a nije kvadratni ostatak

Slede�a teorema, poznata i kao Ojlerov kriterijum, bi�e nam od ve-
like va�nosti u nastavku teksta:

Teorema 2. (Ojlerov kriterijum) Za neparan prost broj p va�i

a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p).

Dokaz. Neka je g primitivni koren modula p i k broj takav da je gk ≡ a

(mod p). Tada je a kvadratni ostatak akko je k paran, pa je
(
a

p

)
= (−1)k.

Sa druge strane je a
p−1
2 ≡ gk·

p−1
2 ≡ (g

p−1
2 )k ≡ (−1)k (mod p), qime je tvr�eǌe

dokazano. 2
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Osnovna svojstva Le�androvog simbola dajemo u slede�oj teoremi:

Teorema 3. Neka je p neparan prost broj. Tada va�i:

(a)
(

1

p

)
= 1,

(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 i

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
2 ;

(b) Ako je m1 ≡ m2 (mod p), tada
(
m1

p

)
=

(
m2

p

)
;

(v)
(
m1m2

p

)
=

(
m1

p

)
·
(
m2

p

)
;

Dokaz.

(a) Prvo tvr�eǌe slede iz qiǌenica da je 12 = 1, dok je drugo direk-
tna posledica Ojlerovog kriterijuma. Tre�e tvr�eǌe dokaza�emo
nexto kasnije, u sklopu dokaza Gausovog zakona reciprociteta.

(b) Ovo tvr�eǌe direktno sledi iz definicije.

(v) Iskoristimo Ojlerov kriterijum. Naime,(
m1m2

p

)
≡ (m1m2)

p−1
2 = m

p−1
2

1 m
p−1
2

2 ≡
(
m1

p

)
·
(
m2

p

)
(mod p).

2

Slede�i zadatak ilustruje upotrebu kvadratnih ostataka. Autor je
potpisnik ovog teksta.

Zadatak 1. Odrediti sve parove x i n prirodnih brojeva takve da je

x3 + 2x+ 1 = 2n.

Rexeǌe. Dokaza�emo da je jedino rexeǌe ove jednaqine par (1, 2). Za
n = 1 nema rexeǌe, pa je dovoǉno ispitati sluqaj n> 3.

Kako je x·(x2+2) uvek deǉivo sa 3 to broj n mora biti paran. Doka�imo
da za n> 3 broj n ne mo�e biti ni paran.

Neka je n paran. Dodavaǌem obema stranama jednakosti broj 2 i ras-
tavǉaǌem dobijamo (x+1)(x2−x+3) = 2n+2. Kako desna strana jednakosti
za n> 3 nije deǉiva sa 4 to nije ni leva, pa je x oblika 8k + 1 ili 8k + 5.
Ukoliko je x oblika 8k+ 1, dobijamo da je leva strana jednakosti kongru-
entna sa 6 po modulu 8, xto je oqigledna kontradikcija. Znaqi x = 8k+5,
za neki ceo broj k. Kako je n paran, to je i 2n + 2 = 2(2y2 + 1), pa je
-2 kvadratni ostatak po svakom prostom neparnom deliocu broja 2n + 2,
posebno po svakom neparnom prostom deliocu broju x2 − x + 3. Kako je
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x = 8k + 5, to je x2 − x + 3 ≡8 7, pa mora imati prostog delioca p oblika
8s+ 5 ili 8s+ 7. Me�utim, tada je(

−2

p

)
=

(
−1

p

)(
2

p

)
= (−1)(p−1)/2(−1)(p2−1)/8 = (−1)(p−1)(p+5)/8 = −1,

odakle -2 nije kvadratni ostatak po modulu p. Kontradikcija. 2

U nastavku ovog dela poglavǉa ciǉ nam je dokaz Gausovog5 zakona re-
ciprociteta. Doka�imo zato prvo slede�u teoremu:

Teorema 4. (Gausova lema) Neka je µ broj ostataka u skupu ak, 1 6 k 6
p− 1

2
, qija je vrednost ve�a od

p− 1

2
. Tada je(

a

p

)
= (−1)µ.

Dokaz. Neka je la ≡ ±ml (mod p), gde je 1 6 ml 6
p− 1

2
. Kako k ± l 6≡ 0

(mod p), za 1 6 k < l 6
p− 1

2
, to je ml 6= mk, za sve 1 6 k < l 6

p− 1

2
. Znaqi{

1, 2, . . . ,
p− 1

2

}
= {m1,m2, . . . ,m(p−1)/2}, pa mno�eǌem kongruencija la ≡ ml

(mod p) dobijamo(
p− 1

2

)
! · a(p−1)/2 ≡

(
p− 1

2

)
! · (−1)µ (mod p).

Tvr�eǌe sada sledi na osnovu Ojlerovog kriterijuma. 2

Slede�e klasiqno tvr�eǌe, mo�da i jedno od najpoznatijih tvr�eǌa
teorije brojeva, poznato je kao Gausov zakon reciprociteta:

Teorema 5. (Gausov zakon reciprociteta) Za neparne proste brojeve
p i q va�i (

p

q

)
= (−1)

p−1
2
· q−1

2

(
q

p

)
.

Dokaz. Doka�imo da za svaka dva broja x i y i neparan prirodan broj n
va�i jednakost

xn − yn =
n−1∏
k=0

(ςkx− ς−ky), (∗)

5Carl Friedrich Gauss - nemaqki matematiqar 1777-1855
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gde je ς = e2πi/n. Naime, skup −2k, za 0 6 k 6 n − 1, qini potpun sistem
ostatka po modulu n, pa je xn−yn =

∏n−1
k=0(x− ς−2ky). Kako je ς−(1+2+...+n−1) =

ς−n(n−1)/2 = 1, to je

xn − yn =
n−1∏
k=0

(x− ς−2ky) =
n−1∏
k=0

(ςkx− ς−ky).

Neka je sada f(z) = e2πiz − e−2πiz. Doka�imo da je

f(nz)

f(z)
=

(n−1)/2∏
k=1

f

(
z +

k

n

)
· f
(
z − k

n

)
. (∗∗)

Prema (∗) imamo da je

f(nz) =
n−1∏
k=0

f

(
z +

k

n

)
.

Kako je f(z + k/n) = f(z + k/n− 1) = f(z − (n− k)/n), to je

f(nz)

f(z)
=

(n−1)/2∏
k=1

f

(
z +

k

n

)
·

n−1∏
k=(n+1)/2

f

(
z +

k

n

)

=

(n−1)/2∏
k=1

f

(
z +

k

n

)
·

n−1∏
k=(n+1)/2

f

(
z − n− k

n

)

=

(n−1)/2∏
k=1

f

(
z +

k

n

)
f

(
z − k

n

)
.

Na kraju doka�imo da je

(p−1)/2∏
l=1

f

(
la

p

)
=

(
a

p

) (p−1)/2∏
l=1

f

(
l

p

)
. (∗ ∗ ∗)

Neka je la ≡ ±ml (mod p), gde je 1 6ml 6
p− 1

2
. Kako se

la

p
i ±ml

p
razlikuju

za ceo broj, to je f
(
la

p

)
= f

(
±ml

p

)
, pa jednakost (∗ ∗ ∗) sledi na osnovu

Gausove leme. Specijalno, va�i

(p−1)/2∏
l=1

f

(
lq

p

)
=

(
q

p

) (p−1)/2∏
l=1

f

(
l

p

)
.
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Tako�e, prema (∗∗) va�i

f(ql/p)

f(l/p)
=

(q−1)/2∏
k=1

f

(
l

p
+
m

q

)
· f
(
l

p
− m

q

)
,

pa je (
q

p

)
=

(q−1)/2∏
m=1

(p−1)/2∏
l=1

f

(
l

p
+
m

q

)
· f
(
l

p
− m

q

)
.

Sliqno je (
p

q

)
=

(q−1)/2∏
m=1

(p−1)/2∏
l=1

f

(
m

q
+
l

p

)
· f
(
m

q
− l

p

)
,

pa kako je f(m/q − l/p) = −f(l/p−m/q), to je zaista(
p

q

)
= (−1)

p−1
2
· q−1

2

(
q

p

)
.

Doka�imo i posledǌi deo Teoreme 3(a). Koristi�emo Gausovu lemu.

Broj µ jednak je broju elemenata skupa 2 · 1, 2 · 2, . . . , 2 · p− 1

2
, koji su ve�i

od
p− 1

2
. Jasno je:

(1) µ = 2k za p = 8k + 1;
(2) µ = 2k + 2 za p = 8k + 7;
(3) µ = 2k + 1 za p = 8k + 3;
(4) µ = 2k + 1 za p = 8k + 5.
Iz prethodnog tvr�eǌe teoreme je oqigledno. 2

Slede�i zadatak ilustruje primenu prethodne teoreme. Autor zadatka
je potpisnik ovog teksta:

Zadatak 2. Dokazati da za proste brojeve p i q, takve da 4 - p−q brojevi

pq − 1 i qp − 1,

ne mogu imati sve iste proste delioce.
Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno.
Primetimo da brojevi p i q ne mogu biti jednaki 2, jer bi tada jedan

od pq−1 i qp−1 bio paran, a drugi neparan, pa ne bi imali sve iste proste
delioce. Tako�e, po uslovu zadatka p i q ne mogu davati isti ostatak po
modulu 4, pa je jedan od ǌih npr. q oblika 4t+ 3, a drugi oblika 4u+ 1.

Neka je r bilo koji prost broj koji deli i qp−1 i pq−1. Pretpostavimo
da r | q − 1 i da je h poredak broja p po modulu r. Tada r | ph − 1, pa kako
r | pq − 1, to h | q. Znaqi ili je h = 1 ili je h = q. Ako je h = q iz h | r − 1
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imamo da q | r − 1, me�utim ovo je nemogu�e jer r | q − 1. Znaqi h = 1,
tj. r | p − 1. Pretpostavimo jox i da rα ‖ p − 1. Kako je (r, q) = 1, to je i
rα ‖ pq− 1. Razmatraju�i i sve delioce broja q− 1 nalazimo da se brojevi
pq − 1 i qp − 1 mogu zapisati kao

pq − 1 = pα1
1 p

α2
2 . . . pαkk q

β1

1 q
β2

2 . . . qβll , qp − 1 = pγ11 p
γ2
2 . . . pγkk q

δ1
1 q

δ2
2 . . . qδll ,

gde su pi svi delioci p − 1 i pri tome je i pαii ‖ p − 1, pγii ‖ q − 1, pi 6= qj.
Posmatrajmo sada delioce qi. Neka je poredak broja p po modulu qi jednak
s. Tada qi | pq − 1 i qi | ps − 1, pa s | q. Kako qi nije neki od delioca broja
p − 1, to h 6= 1, tj. h = q. Znaqi q | qi − 1 i sliqno p | qi − 1, pa kako je
(p, q) = 1, to pq | qi − 1. Posmatrajmo sada qi | qp − 1 | qp+1 − q. Kako je

p + 1 paran, to je broj q kvadratni ostatak po modulu qi, tj.
(
q

qi

)
= 1.

Primenom Gausovog zakona reciprociteta dobijamo(
q

qi

)
=

(
qi
q

)
(−1)

q−1
2

qi−1

2 = (−1)
qi−1

2 ,

jer je q = 4t + 3 i q | qi − 1. Znaqi svaki od brojeva qi mora biti oblika
4v + 1. Sada je

pq − 1

p− 1
= qβ1

1 q
β2

2 . . . qβll ≡4 1.

Me�utim, sa druge strane imamo

pq − 1

p− 1
= pq−1 + pq−2 + . . .+ 1 ≡4 q · 1 ≡4 3,

xto dovodi do oqigledne kontradikcije. 2

Na neki naqin uopxteǌe Le�androvog simbola na sve neparne brojeve
je Jakobijev simbol:

Definicija 3. Neka su n i m prirodni brojevi, pri qemu je m neparan
i m = pa1

1 p
a2
2 · . . . · p

ak
k ǌegova kanonska reprezentacija. Tada je

( n
m

)
=

k∏
i=1

(
n

pi

)ai
.

Iz definicije i Teorema 3 i 5, direktno se izvodi slede�a teorema
koja daje osnovna svojstva Jakobijevog simbola:

Teorema 6. Neka su n i m prirodni brojevi, gde je m neparan. Tada
va�i:

25



(a)
(

1

m

)
= 1,

(
−1

m

)
= (−1)

m−1
2 i

(
2

m

)
= (−1)

m2−1
2 ;

(b) Ako je n1 ≡ n2 (mod m), tada
(n1

m

)
=
(n2

m

)
;

(v)
(n1n2

m

)
=
(n1

m

)
·
(n2

m

)
;

(g) Ako je i n neparni broj va�i( n
m

)
·
(m
n

)
= (−1)

m−1
2
·n−1

2 .

2

Na osnovu prethodne teoreme mo�emo dati i algoritam za raqunaǌe
Jakobijevog simbola

( n
m

)
:

Algoritam 3.1. (Odre�ivaǌe Jakobijevog simbola)
if (n = 0) vrati 0;

if (n = 1) vrati 1;

if (n = −1){
if (m ≡ 1 (mod 4)) vrati 1;
else vrati −1;

}
if (n = 2){

if (m ≡ 1 (mod 8) ili m ≡ 7 (mod 8)) vrati 1;
else vrati −1;

}

if (n > m) vrati

(
n mod m

m

)
;

if (2 | n){
Zapiši n = 2t · k, gde 2 - t;

vrati

(
k

m

)
·
(

2

m

)t
;

}
if (n ≡ 3 (mod 4) i m ≡ 3 (mod 4)) vrati −

(m
n

)
;

else vrati
(m
n

)
;

Teorema 7. Slo�enost algoritma za odre�ivaǌe Jakobijevog simbola
je O(ln2+εm), za svako ε > 0.
Dokaz. Jasno je da se algoritam izvrxava u najvixe O(lnm) koraka. U
svakom koraku odgovaraju�a operacija se, korix�eǌem algoritama iz
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prethodnog poglavǉa, mo�e izvrxiti u vremenu O(lnm ln lnm). Samim
tim algoritam se mo�e izvrxiti u vremenu O(ln2+εm). 2

3.1.2 Algoritam i slo�enost

U pseudo-kodu Solovej -Xtrasenov test primalnosti mo�e se zapisati
kao:

Algoritam 3.2. (Solovej -Xtrasenov test primalnosti)
Izabrati slučajan broj a, 2 6 a6 n− 1;

x =
(a
n

)
;

if (x = 0) ispiši SLOŽEN;

y = a
n−1

2 mod n;
if (x ≡ y (mod n)) ispiši PROST;

else ispiši SLOŽEN;

Teorema 8. Solovej -Xtrasenov test primalnosti je za slo�ene brojeve
,,DA-usmeren” Monte-Karlo algoritam. Verovatno�a grexke je najvixe
0,5.
Dokaz. Prvi deo teoreme je direktna posledica Ojlerovog kriterijuma,
dok drugi deo teoreme sledi iz qiǌenice da postoji najvixe pola kvadra-
tnih ostataka.

Slede�a teorema pokazuje da je ovaj algoritam polinomijane slo�enosti:

Teorema 9. Algoritam Solovej -Xtrasena se mo�e izvrxiti u vremenu
O(ln2+ε n), za sve ε > 0.
Dokaz. Ova teorema je direktna posledica Teoreme 7. 2

Kao i kod ve�ine probabilistiqkih algoritama, testiraǌe treba vr-
xiti vixe od jednom, pa je od interesa oceniti verovatno�u da za neki
(dovoǉno veliki) slo�en broj n algoritam m puta uzastopno ispixe
PROST, tj. da m puta uzastopno pogrexi. Ovu ocenu dajemo u slede�oj
teoremi:

Teorema 10. Verovatno�a da za neparan broj n algoritam m puta uza-
stopno pogrexi je najvixe

lnn

ln−2 + 2m+1
.

Dokaz. Neka je X doga�aj da je broj slo�en, a Y doga�aj da je algoritam m
puta uzastopno ispisao PROST. Prema Teoremi 8 je jasno P {Y |X}6 2−m,
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pa je po formuli za uslovnu verovatno�i i Bajesovoj formuli

P {X |Y } =
P {Y |X} · P{X}

P{Y }
=

P {Y |X} · P{X}
P{Y |X} · P{X}+ P{Y |X} · P{X}

. (∗)

Odredimo P{X}. Neka je N6n62N . Prema Teoremi 1 iz 1.7, broj prostih
brojeva izme�u N i 2N se mo�e aproksimirati sa

2N

ln 2N
− N

lnN
,

pa kako neparnih brojeva izme�u N i 2N ima N/2 to je

P{X} = 1− 2

(
2

ln 2N
− 1

lnN

)
≈ 1− 2

lnN
.

Kako je P{Y |X}6 1, to je iz jednakosti (∗)

P{X |Y } ≈
P{Y |X}

(
1− 2

lnN

)
P{Y |X}

(
1− 2

lnN

)
+ 2

lnN

6
2−m(lnN − 2)

2−m(lnN − 2) + 2
=

lnN − 2

lnN − 2 + 2m+1
.

2

Iz datog algoritma jasno je da je za m = 100 verovatno�a grexke gotovo
jednaka nuli, pa je vreme potrebno da bi se ovim algoritmom utvrdilo
da li je neki broj prost ili ne po Teoremi 9 jednako O(ln2+ε n).

3.1.3 ,,Deterministiqka” verzija algoritma

Na kraju ovog poglavǉa pokaza�emo kako se uz pretpostavku Produ�ene
Rimanove6 hipoteze Solovej -Xtrasenov algoritam algoritam mo�e do-
puniti do polinomilanog deterministiqkog algoritma. Za poqetak da-
�emo formulaciju Rimanove hipoteze:

Produ�ena Rimanova hipoteza. Neka su n i a uazajmno prosti prirodni
brojevi. Za svako ε va�i

π(x, n, a) =
li(x)

ϕ(n)
+O(x1/2+ε),

gde je π(x, n, a) broj prostih brojeva ne ve�ih od x i ≡ a (mod n), a li(x) =∫ x

2

d t

log t
.

Pod pretpostavkom Produ�ene Rimanove hipoteze va�e slede�e teoreme:

6Georg Friedrich Bernhard Riemann - nemaqki matematiqar 1826-1866
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Teorema 11. Neka je

G(n) = min{x |Z∗n je generisana prostim brojevima 6 x}.

Tada je G(n) = O((log n)2).

Teorema 12. Neka je G netrivijalna podgrupa grupe Z∗n. Tada postoji
m > 0 i m 6∈ G, tako da je m6 2(log2 n)2.

Slede�a teorema, koja tako�e va�i pod pretpostavkom Produ�ene Ri-
manove hipoteze, bi�e osnova deterministiqkog algoritma:

Teorema 13. Ako je n neparan slo�en broj, tada postoji prirodan broj
a < n takav da je a6 2(log2 n)2, za koji je taqno barem jedno od:
(1) (a, n) 6= 1;

(2)
(a
n

)
6≡ a(n−1)/2 (mod n).

Dokaz. Neka je

E(n) =
{
a ∈ Z∗n |

(a
n

)
≡ a(n−1)/2 (mod n)

}
.

Doka�imo da je E(n) prava podgrupa grupe Z∗n. Pretpostavimo suprotno,

tj. da je E(n) = Z∗n. Tada za svako a ∈ Z∗n va�i 1 =
(a
n

)2

≡ an−1 (mod n).

Pretpostavimo da postoji neparan prost broj tako da p2 | n. Kako je
Z∗p2 cikliqna to za ǌen generator g va�i gp(p−1) ≡ 1 (mod p2), a iz date
pretpostavke p(p− 1) | n− 1. Me�utim, p - n− 1, xto dovodi do oqigledne
kontradikcije. Znaqi n = pr, gde je p prost i p - r. Sada ako g nije
kvadrat u Z∗p, to prema KTO postoji a tako da je a ≡ g (mod p) i a ≡ 1
(mod r). Me�utim, za ovako odabrano a va�i(a

n

)
=

(
g

p

)
·
(

1

r

)
= −1,

pa bi moralo da bude a(n−1)/2 ≡ −1 (mod r), xto je u kontradikciji sa
odabirom broja a. Ovim je dokazano da E(n) mora biti prava podgrupa
grupe Z∗n.

Sada, prema Teoremi 11, postoji a ∈ Z∗n \ E(n) i a = O((log n)2). Samim
tim ili a 6∈ Z∗n (tj. (a, n) 6= 1) ili a 6∈ E(n). Prema Teoremi 12 va�i
a6 2(log2 n)2, qime je teorema u potpunosti dokazana. 2

Na osnovu prethone teoreme dobijamo i deterministiqki oblik Solovej -
Xtrasenovog algoritma:

Algoritam 3.3. (Deterministiqki Solovej -Xtrasenov algoritam)
while (2 6 a6 min{n− 1, 2(log2 n)2}){
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x =
(a
n

)
;

if (x = 0) ispiši SLOŽEN;

y = a
n−1

2 mod n;
if (x 6≡ y (mod n)) ispiši SLOŽEN;

}
ispiši PROST;

Na osnovu Teoreme 13 jasno je da je slo�enost deterministiqkog Solovej -
Xtrasenovog algoritma O(ln4+ε n).

3.2 Rabin-Milerov test primalnosti

Po�imo od samog algoritma:

Algoritam 3.4. (Rabin7 -Milerov8 test primalnosti)
Zapisati n− 1 = 2m · t, gde 2 - t;
Izabrati slučajan broj a, 2 6 a6 n− 1;
b = at mod n;
if (b = 1) ispiši PROST;

for (0 6 i6m− 1){
if (b ≡ −1 (mod n)) ispiši PROST;

else b = b2 mod n;
}
ispiši SLOŽEN;

Teorema 1. Rabin-Milerov test primalnosti je za slo�ene brojeve ,,DA-
usmeren” Monte-Karlo algoritam. Verovatno�a grexke je najvixe 0,25.
Dokaz. Dovoǉno je dokazati da algoritam ne mo�e ispisati SLOŽEN za
prost broj n. U suprotnom, iz algoritma zakǉuqujemo da at 6≡ 1 (mod n)
i da niti jedan od brojeva at, a2·t, . . . , a2m−1·t nije kongruentan sa −1 po
modulu n. Sa druge strane, iz Male Fermaove teoreme je a2m·t ≡ 1 (mod n),
pa je a2m·t − 1 = (a2m−1t − 1)(a2m−1t + 1) ≡ 0 (mod n), odnosno

a2m−1t ≡ 1 (mod n) ili a2m−1t ≡ −1 (mod n).

Kako druga kongruencija po pretpostavci ne va�i, to mora biti a2m−1·t ≡ 1
(mod n). Nastavǉaju�i ovaj postupak dobijamo da je a2i·t ≡ 1 (mod n), za
sve 0 6 i 6 m. Me�utim, ovo je nemogu�e jer je po pretpostavci at 6≡ 1
(mod n). Ovim je prvi deo tvr�eǌa dokazan.

7Gary Miller - ameriqki informatiqar
8Michael Oser Rabin -izraelski informatiqar 1931-
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Dokazimo i drugi deo tvr�eǌa. Neka je n neparan slo�en broj, n−1 =
2mt gde 2 - t i

S(n) = {a ∈ Z∗n | at ≡ 1 (mod n) ili a2r·t ≡ −1 (mod n), za neko 0 6 r < m}.

Dovoǉno je dokazati da je |S(n)|6 n− 1

4
.

Neka je k najve�i broj takav da postoji b tako da je b2
k ≡ −1 (mod n) (k

je dobro definisano, jer je (−1)20
= −1) i neka je n′ = 2k · t. Tako�e, neka

je n = pa1
1 p

a2
2 . . . p

aj
j . Kako je pi ≡ 1 (mod 2k+1), to je n ≡ 1 (mod 2k+1) i samim

tim 2n′ | n− 1.
Posmatrajmo skupove J = {a ∈ Z∗n | an−1 ≡ 1 (mod n)}, K = {a ∈ Z∗n | an

′ ≡
±1 (mod paii ) za sve i}, L = {a ∈ Z∗n | an

′ ≡ ±1 (mod n)}, M = {a ∈ Z∗n | an
′ ≡ 1

(mod n)}. Jasno su J, K, L, M podgrupe grupe Z∗n i va�i M ⊂ L ⊂ K ⊂
J ⊂ Z∗n. Kako je S(n) ⊂ L, dovoǉno je dokazati da je indeks grupe L u Z∗n
barem 4.

Kako je [K : M ] = 2j i [L : M ] = 2, to je [K : L] = 2j−1. Razmotrimo
slede�a tri sluqaja:
(1) j> 3. Kako je [Z∗n : L] > [Z∗n : J ] · [K : L] > 4, to je u ovom sluqaju tvr�eǌe
dokazano.
(2) j = 2. Doka�imo da je J prava podgrupa grupe Z∗n. Ukoliko je suprotno
tome Z∗n = J iz dokaza Teoreme 13 zakǉuqujemo da n nije deǉiv kvadratom,
pa je n = pq, gde su p > q neki prosti brojevi. Me�utim, ako je g generator
Z∗p i gn−1 ≡ 1 (mod p), to p− 1 | n− 1, odnosno p− 1 | q− 1. Ovo je nemogu�e,
jer je p− 1 > q− 1. Znaqi [Z∗n : J ] > 2, pa [Z∗n : L] > [Z∗n : J ] · [K : L] > 4, xto je
i trebalo dokazati.
(3) j = 1. U ovom sluqaju je n = pa, za a> 2. Me�utim, kako je an−1 ≡ ap−1

(mod p2), to je |J | = p−1, a samim tim [Z∗n : J ] = pa−1 >2, odnosno [Z∗n : L]>4.
2

Slede�a teorema pokazuje da je Rabin - ov test iste slo�enosti kao i
Solovej -Xtrasenov:

Teorema 2. Algoritam Rabin -Milerov se mo�e izvrxiti u vremenu
O(ln2+ε n). 2

Sliqno kao u prethodnom poglavǉu mo�emo dokazati da va�i:

Teorema 3. Verovatno�a da za neparan broj n algoritam m puta uza-
stopno pogrexi je najvixe

lnn

ln−2 + 2 · 4m
.

2
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Iz dokaza Teoreme 1 zakǉuqujemo da je L prava podgupa grupe Z∗n.
Samim tim, uz pretpostavku Produ�ene Rimanove hipoteze, korix�eǌem
Teoreme 13 iz prethodnog poglavǉa, Rabin-Milerov test se na sliqan
naqin kao i Solovej-Xtrasenov test mo�e dopuniti do deterministiqkog.

Kako zbog maǌe verovatno�e grexke, lakxeg koda, a i iz drugih ra-
zloga, u praksi se Rabin -Milerov test pokazuje kao boǉi nego test
Solovej -Xtrasena.
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Deo 4

Test primalnosti pomo�u Gausovih suma

U ovom poglavǉu predstavi�emo deterministiqki test koji je 1981. go-
dine otkrio Lenstra1. Vreme rada ovog algoritma je ograniqeno odozgo
sa (lnn)c ln ln lnn za neku konstantu c, pa s obzirom na spori rast funkcije
ln ln lnn mo�e se re�i da je vreme rada (lnn)O(1), odnosno da je algoritam
,,skoro” polinomijalne slo�enosti.

4.1 Karakteri i Gausove sume

Multiplikativni karakter na F∗p je preslikavaǌe χ : F∗p → C\{0} koje
zadovoǉava uslov

χ(ab) = χ(a) · χ(b), za sve a, b ∈ F∗p.

Nekada je zgodno proxiriti χ na Fp uzimaǌem da je χ(0) = 0.

Jedan od klasiqnih primera karaktera je Le�androv simbol χ(a) =

(
a

p

)
.

Drugi (trivijalni) primer karaktera je ε(a) = 1 za sve a ∈ F∗p. Nije texko
dokazati da svaki karakter ima slede�a svojstva:

Teorema 1. Neka je χ multiplikativni karakter i a ∈ F∗p. Tada va�i:

(a) χ(1) = 1;

(b) χ(a) je (p− 1)-vi koren jedinice;

(v) χ(a−1) = χ(a)−1 = χ(a).

(g) ako je χ 6= ε, tada
∑
t∈Fp

χ(t) = 0.

1Hendrik Willem Lenstra - holandski matematiqar 1949-
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Dokaz. (a) Iz definicije je χ(1) · χ(1) = χ(1), pa je jasno χ(1) = 1.
(b) Neka je g primitivni koren po modulu p. Kako je gp−1 = 1, iz mul-
tiplikativnosti χ dobijamo 1 = χ(1) = χ(gp−1) = χ(g)p−1, pa je χ(g) jasno
(p− 1)-vi koren iz jedinice. Kako za svako a ∈ F∗p postoji prirodan broj k
tako da je a = gk, to je χ(a) = χ(gk) = χ(g)k, pa je i χ(a) (p− 1)-vi koren iz
jedinice.
(v) Imamo χ(a−1) = χ(ap−1−1) = χ(a)p−2 = χ(a)−1, a kako je |χ(a)| = 1, jer je
χ(a) koren jedinice, to je i χ(a)−1 = χ(a).
(g) Iz dokaza dela pod (b) zakǉuqujemo da je∑

t∈Fp

χ(t) =

p−1∑
k=0

χ(gk) =

p−2∑
k=0

χ(g)k =
χ(g)p−1 − 1

χ(g)− 1
= 0.

2

Uvedimo na skupu svih karaktera mno�eǌe: za karaktere χ i λ kara-
kter χλ definiximo sa (χλ)(a) = χ(a) · λ(a). Tako�e, mo�emo uvesti i
inverz karaktera χ−1 sa χ−1(a) = χ(a)−1, za a ∈ F∗p. Ovako definisana
struktura je grupa, taqnije:

Teorema 2. Grupa karaktera je cikliqna grupa reda p − 1. Za svaki
broja a ∈ F∗p, a 6= 1, postoji karakter χ tako da je χ(a) 6= 1.
Dokaz. Posmatrajmo funkciju χ(gk) = ςkp−1, gde je ςp−1 = e2πi/(p−1), a g pri-
mitivni koren po modulu p. Jasno je da je χ multiplikativni karakter
i da je χ(a) 6= 1, za sve a 6= 1, pa je drugi deo teoreme dokazan. Tako�e,
iz dokaza Teoreme 1 zakǉuqujemo da je λ(g) = ς lp−1, za svaki karakter λ i
neki prirodan broj l, pa je jasno λ = χl. Ovim je dokazano da je grupa
karaktera cikliqna sa generatorom χ, a kako je χ(g)p−1 = χ(gp−1) = 1, to je
ǌen red p− 1. 2

Uvedimo i pojam Gausove sume:

Definicija. Neka je p prost broj, a ∈ Fp i χ karakter na Fp. Izraz

Ga(χ) =
∑
t∈Fp

χ(t)ςatp ,

gde je ςp = e2πi/p naziva se Gausova suma na Fp koja odgovara karakteru χ.

Slede�a teorema pokazuje kako se svaka Gausova suma Ga(χ) mo�e pred-
staviti preko Gausove sume G1(χ):

Teorema 3. Za karakter χ i a ∈ Fp va�i

Ga(χ) =


χ(a−1) ·G1(χ), ako je a 6= 0 i χ 6= ε;

0, ako je a 6= 0 i χ = ε;
0, ako je a = 0 i χ 6= ε;
p, ako je a = 0 i χ = ε

.
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Dokaz. Ukoliko je χ = ε imamo Ga(χ) =
∑

t∈Fp ς
at
p , a ova suma je 0 kada je

a 6= 0, odnosno p kada je a = 0. Ukoliko je a = 0 i χ 6= ε po delu (g) Teoreme
1 va�i Ga(χ) =

∑
t∈Fp χ(t) = 0.

Ispitajmo i sluqaj a 6= 0 i χ 6= ε. Tada je

Ga(χ) =
∑
t∈Fp

χ(t) · ςatp =
∑
t∈Fp

χ(a−1)χ(at) · ςatp = χ(a−1) ·G1(χ),

gde posledǌa jednakost va�i jer brojevi at, za 0 6 t 6 p − 1, qine potpun
sistem ostataka po modulu p. 2

Zbog prethodne teoreme uvodimo oznaku G1(χ) = G(χ). Slede�a teorema
pokazuje da je u netrivijalnim sluqajevima vrednost |G(χ)| (pa samim tim
i |Ga(χ)|) jednaka √p, odnosno:

Teorema 4. Za χ 6= ε va�i |G(χ)| = √p.
Dokaz. Izraquna�emo vrednost izraza S =

∑
a∈Fp

Ga(χ)Ga(χ) na dva naqina.

Prema prethodnoj teoremi za a 6= 0 va�i Ga(χ) = χ(a−1)G(χ) = χ(a)G(χ) i
Ga(χ) = χ(a−1)G(χ). Samim tim je Ga(χ)Ga(χ) = |G(χ)|2 i kako je G0(χ) = 0
zakǉuqujemo da je ∑

a∈Fp

Ga(χ)Ga(χ) = (p− 1) · |G(χ)|2.

Sa druge strane, iz definicije Ga(χ) zakǉuqujemo da je

S =
∑
a∈Fp

∑
x∈F∗p

∑
y∈Fp

χ(x)χ(y)ςax−ayp =
∑
x∈F∗p

∑
y∈Fp

χ(x)χ(y)
∑
a∈Fp

ςax−ayp

=
∑
x∈Fp

∑
y∈Fp

χ(x)χ(y)δ(x, y)p = p(p− 1),

gde pretposledǌu jednakost va�i, jer skup {a(x − y) | 0 6 a 6 p − 1} qini
potpun sistem ostataka po modulu p ako i samo ako je x 6= y. Ovde je δ
Kronekerova funkcija (δ(x, x) = 1 i δ(x, y) = 0 za x 6= y).

Iz dva predstavǉaǌa date sume lako nalazimo da je |G(χ)| = √p. 2

U algoritmu koji �e ovde biti izlo�en od velikog znaqaja bi�e kara-
kteri χp,q na Fq definisani sa χp,q(gq) = ςp, gde su p i q prosti brojevi takvi
da p | q − 1, gq primitivni koren po modulu q i ςp = e2πi/p. Odgovaraju�u
Gausovu sumu oznaqava�emo sa G(p, q), odnosno G(p, q) =

∑
t∈Fq χp,q(t) · ς

t
q.

Dokaza�emo i slede�u teoremu koja �e predstavǉati osnovu algo-
ritma:
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Teorema 5. Neka su p, q i n prosti brojevi, takvi da p | q−1 i (pq, n) = 1.
Tada je

G(p, q)n
p−1−1 ≡ χp,q(n) (mod n).

Dokaz. Primetimo prvo da ukoliko je k ≡ l (mod p), da je i χ(m)k = χ(m)l,
jer je χ(m) stepen p-tog korena iz jedinice. Tako�e, va�i (a+ b)n ≡ an + bn

(mod n), a iz Male Fermaove teoreme i np−1 ≡ 1 (mod p), pa dobijamo
slede�i niz kongruencija i jednakosti

G(p, q)n
p−1

=

∑
t∈Fq

χ(t)ς tq

np−1

≡
∑
t∈Fq

χ(t)n
p−1

ς t·n
p−1

q =
∑
t∈Fq

χ(t)ς t·n
p−1

q

= χ(n−(p−1))
∑
t∈Fq

χ(t · np−1) · ς t·np−1

q = χ(n) ·G(p, q) (mod n),

gde posledǌa jednakost sledi iz χ(n−(p−1)) = χ(n) i qiǌenice da brojevi
t · np−1, za 0 6 t 6 q − 1, qine potpun sistem ostataka po modulu q, jer je
(p, n) = 1. Deǉeǌem dobijamo tra�enu kongruenciju. 2

Na kraju navedimo i jednu teoremu koja nije direktno povezana sa
karakterima i Gausovim sumama, ali koja �e nam biti korisna u dokazu
ispravnosti algoritma:

Teorema 6. Ako su m i n prirodni brojevi pri qemu n - m, tada iz
ςjm ≡ ςkm (mod n) sledi ςjm = ςkm.
Dokaz. Ukoliko podelimo kongruenciju i datu jednakost sa ςkm, jasno je
da je dati problem dovoǉno rexiti u sluqaju k = 0. Pretpostavimo da
tada tvr�eǌe ne va�i, tj. da je ςjm ≡ 1 (mod n) i da ςjm 6= 1. Posmatrajmo

polinom P (x) =
xm − 1

x− 1
=

m−1∏
i=1

(x− ς im). Kako ςjm 6= 1, to postoji 1 6 i6m− 1,

tako da je ςjm = ς im, pa iz date kongruncije va�i n | P (1) = m, xto je
suprotno pretpostavci da n ne deli m. 2

4.2 Algoritam, dokaz ispravnosti i slo�enost

Deterministiqki test preko Gausovih suma mo�e se opisati na slede�i
naqin:

Algoritam 4.1. (Test primalnosti Gausovim sumama)
1. [Priprema]

I = 0; F = 1;
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while(F 2 6 n){
I = I + 2;
Isprobavanjem predstaviti I kao proizvod različitih

prostih delioca;

F je proizvod svih prostih q takvih da q − 1 | I;
}
if (n je prost delilac od IF) ispiši PROST;

if ((n,IF)>1) ispiši SLOŽEN;

for (prost q | F) naći najmanji primitivni koren gq od q;
2. [Odred̄ivanje stepena]

for (prost p | I) predstaviti np−1 − 1 = pspup gde p - up;
for (prosti p, q takvi da p | I, q | F, p | q − 1){
Odrediti najmanji broj ω(p, q) 6 sp tako da

G(p, q)p
ω(p,q)up ≡ ςjp (mod n) za neki ceo broj j;

if (broj ω(p, q) ne postoji) ispiši SLOŽEN;

}
3. [Traženje najvećeg stepena]

for (prost p | I) neka je ω(p) maksimum od svih w(p, q) za sve q | F,
gde p | q − 1 i neka je q0(p) minimalno q za koje je ω(p) = ω(p, q);

for (prosti p, q takvi da p | I, q | F, p | q − 1) odrediti ceo

broj l(p, q) ∈ [0, p− 1] tako da je

G(p, q)p
ω(p)up ≡ ς l(p,q)p (mod n);

4. [Test uzajamne prostosti sa n]
for (prost p | I, ω(p) > 2 i l(p, q) = 0 uvek kada q | F, p | q − 1){

for (0 6 j < p){
if ((G(p, q0(p))

pω(p)−1up − ςjp , n) 6= 1) ispiši SLOŽEN;

}
}

5. [Traženje delioca]

for (prost q | F) pomoću Kineske teoreme o ostacima odrediti ceo broj

l(q) tako da je

l(q) ≡ l(p, q) (mod p) za sve p | q − 1;

Pomoću Kineske teoreme o ostacima odrediti ceo broj l tako da je

l ≡ gl(q)q (mod q) za sve proste q | F ;

for (1 6 j < I)
if (lj mod F netrivijalni delilac od n) ispiši SLOŽEN;

37



ispiši PROST;

Slede�e dve teoreme dokazuju da je algoritam zaista deterministiqki:

Teorema 1. Ukoliko je broj n prost algoritam ispisuje PROST.
Dokaz. Neka je n prost broj. Jasno je da u delu Priprema ne mo�e do�i
do ispisa SLOŽEN, jer je tada (n, IF ) > 1, a I, F < n. Tako�e, do ispisa
SLOŽEN ne mo�e do�i ni u delu Odre�ivaǌe stepena, xto sledi iz Teo-
reme 5 prethodnog dela poglavǉa. Daǉe, u delu Test uzajamne prostosti
sa n ne mo�e do�i do ispisa SLOŽEN, jer bi tada postojao delilac broja n
koji bi zbog naqina odabira brojeva ω(p) i ω(p, q) bio maǌi od n. Konaqno,
kako je jasno da ni u delu Tra�eǌe delioca ne mo�e do�i do ispisa
SLOŽEN (tada bi n imao netrivijalnog delioca), za prost broj n algori-
tam ispisuje PROST. 2

Teorema 2. Ukoliko je broj n slo�en algoritam ispisuje SLOŽEN.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je za slo�en broj n algoritam
ispisao PROST. Neka je r najmaǌi prost delilac broja n. Doka�imo da

pω(p) | rp−1 − 1.

Prema Maloj Fermaovoj teoremi tvr�eǌe je taqno za ω(p) = 1, pa mo�emo
da pretpostavimo da je ω(p) > 2. Neka je prvo l(p, q) 6= 0. Kako r | n, to je

G(p, q)p
ω(p)up ≡ ς l(p,q)p 6≡ 1 (mod r),

pa stepenovaǌem na p dobijamo da je poredak broja G(p, q) po modulu r
deǉiv sa pω(p)+1. Sa druge strane, prema Teoremi 5 prethodnog dela
poglavǉa, poredak deli p · (rp−1 − 1), qime je tvr�eǌe u sluqaju l(p, q) 6= 0
dokazano. Ukoliko je l(p, q) = 0, to iz delova Odre�ivaǌe stepena i Test
uzajamne prostosti sa n dobijamo da poredak broja G(p, q) po modulu r
deli pω(p)up i da nije jednak pω(p)−1up, pa samim tim mora biti deǉiv sa
pω(p). Ponovnim korix�eǌem Teoreme 5 prethodnog dela poglavǉa i iz
dela Test uzajamne prostosti sa n zakǉuqujemo da poredak deli rp−1 − 1,
pa je tvr�eǌe i u ovom sluqaju dokazano.

Dokazana deǉivost pokazuje da za svaki prost broj p | I postoje brojevi
ap i bp takvi da je

rp−1 − 1

pω(p)up
=
ap
bp
, bp ≡ 1 (mod p).

Iz Kineske teoreme o ostacima, odredimo a tako da je a ≡ ap (mod p), za
sve p | I i doka�imo da je

r ≡ la (mod F ).
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Iz konstrukcije brojeva l(q) i l u delu Tra�eǌe delioca, dobijamo niz
kongruencija

G(p, q)p
ω(p)up ≡ ς l(p,q)p ≡ ς l(q)p ≡ χp,q(g

l(q)
q ) ≡ χp,q(l) (mod n).

Daǉe, prema Teoremi 5 prethodnog dela poglavǉa i konstrukciji broja
bp dobijamo

χp,q(r) = χp,q(r)
bp ≡ G(p, q)(rp−1−1)·bp ≡ G(p, q)p

ω(p)upap ≡ χp,q(l)
ap = χp,q(l

a) (mod r),

pa na osnovu Teoreme 6 va�i χp,q(r) = χp,q(l
a) za sve q | F i p | q− 1. Samim

tim, ako je r ≡ g
ρq
q (mod q) i l ≡ g

l(q)
q (mod q), to je ρq ≡ l(q)a (mod p).

Me�utim, ovo va�i za sve proste delioce p broja q − 1, pa kako je q − 1
delilac beskvadratnog broja I, to je i q − 1 beskvadratan i samim tim
ρq ≡ l(q)a (mod q − 1). Sada je jasno i g

ρq
q ≡ g

l(q)a
q (mod q), pa je r ≡ la

(mod q). Kako je F beskvadratan, to je i r ≡ la (mod F ).
Me�utim, ovo je nemogu�e, jer bi u koraku Tra�eǌe delioca zbog

F >
√
n > r (r je najmaǌi prost delilac od n) doxlo do ispisa SLOŽEN.

Ovim je tvr�eǌe u potpunosti dokazano. 2

Teorema 3. Vreme rada algoritma ograniqeno je odozgo sa (lnn)c ln ln lnn

za neku konstantu c.
Dokaz. Kako je vreme rada algoritma ograniqeno sa nekim stepenom broja
I, to je ovo tvr�eǌe direktna posledica slede�e teoreme iz analitiqke
teorije brojeva:

Teorema 4. Neka je I(x) najmaǌi beskvadratan prirodan broj I, tako da
je proizvod svih prostih brojeva p sa p − 1 | I ve�i od x. Tada postoji
broj c takav da je I(x) < (lnx)c ln ln lnx, za sve x > 16.

4.3 Jakobijeve sume i mogu�nost poboǉxaǌa algoritma

U prethodnom delu ovog poglavǉa dat je asimptotski veoma brz algo-
ritam, ali je on daleko od praktiqnog. Najve�i problem je xto se sve
operacije vrxe u prstenu Z[ςpk , ςq]. Ovo se mo�e popraviti korix�eǌem
Jakobijevih suma:

Definicija 1. Ako su χ i λ karakteri na Fp izraz

J(χ, λ) =
∑
a+b=1

χ(a)λ(b)
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nazivamo Jakobijeva suma.

Odmah mo�emo primetiti da je J(χ, λ) ∈ Zp[ςn], gde n | ϕ(p). Ovo �e
biti kǉuqno za poboǉxaǌe algoritma, jer je raqunaǌe u prstenu Z[ςn]
znatno lakxe nego u prstenu Z[ςn, ςm].

Slede�a teorema daje osnovna svojstva Jakobijevih suma:

Teorema 1. Neka su χ i λ netrivijalni karakteri na Fp. Tada va�i:

(a) J(ε, ε) = p;

(b) J(ε, χ) = 0;

(v) J(χ, χ−1) = −χ(−1);

(g) J(χ, λ) =
G(χ)G(λ)

G(χλ)
.

Dokaz. Deo pod (a) je trivijalan, dok deo (b) sledi iz Teoreme 1(a).
Doka�imo preostale delove.
(v) Iz definicije dobijamo

J(χ, χ−1) =
∑
a+b=1

χ(a)χ−1(b) =
∑
a6=0

χ

(
a

1− a

)
.

Ako je c =
a

1− a
i c 6= −1, to je a =

c

1 + c
, pa samim tim kada a prolazi

skupom Fp \ {0}, tada c prolazi skupom Fp \ {−1}. Sada, na osnovu Teoreme
1(a)

J(χ, χ−1) =
∑
c 6=−1

χ(c) = −χ(−1).

(g) Primetimo da je

G(χ)G(λ) =

(∑
x

χ(x)ςx

)(∑
y

λ(y)ςy

)
=
∑
x,y

χ(x)λ(y)ςx+y

=
∑
t

( ∑
x+y=t

χ(x)λ(y)

)
ς t.

Ako je t = 0 imamo
∑

x+y=0 χ(x)λ(y) =
∑

x χ(x)λ(−x) = λ(−1)
∑

x χλ(x) = 0
(χλ 6= ε). Ako t 6= 0 smenom x = tx′ i y = ty′ dobijamo∑

x+y=t

χ(x)λ(y) =
∑

x′+y′=1

χ(tx′)λ(ty′) = χλ(t)J(χ, λ).

Sumiraǌem po t dobijamo tra�enu formulu. 2

40



Direktno iz Teoreme 4 sledi i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 2. Ako su χ, λ i χλ razliqiti od ε va�i |J(χ, λ)| = √p. 2

Neka je G Galoaova grupa raxireǌa Q(ςn) poǉa Q. Tada je

G = {σa | (a, n) = 1, σa(ςn) = ςan}.

Kako je Q(ςn) ∼= Q[X]/Φn(x), gde je Φn(X) minimalni polinom za ςn nad Q
(ovo je ciklotomiqni polinom), to σa ∈ G mo�emo zapisati kao σa(X) = Xa

u Q[X]/Φn(x). Sada mo�emo uvesti grupa prsten:

Definicija 2. Grupa prsten Z[G] definisan je kao skup svih f =
∑
σ∈G

fσσ,

gde su fσ neki celi brojevi, sa operacijama

f ± g =
∑
σ∈G

(fσ + gσ)σ

f · g =
∑
σ,τ∈G

(fσgτ )(στ)

Definiximo i dejstvo Z(G) na Q(ςn):

Definicija 3. Za x ∈ Q(ςn) i f ∈ Z[G] dejstvo f na x definixemo sa

xf =
∏
σ∈G

σ(x)fσ ,

za x 6= 0 i 0f = 0.

Zaista, nije texko proveriti da va�i slede�a teorema, qime je opra-
vdana prethodna definicija:

Teorema 3. Ukoliko je x1, x2 ∈ Q(ςn) i f1, f2 ∈ Z[G] va�i:

(a) xf1+f2 = xf1 · xf2;

(b) xf1f2 = (xf1)f2 = (xf2)f1;

(v) (x1 + x2)
f = xf1 + xf2 ;

(g) (x1x2)
f = xf1x

f
2 . 2

Nama je od interesa sluqaj n = pk, gde je p neki prost broj. Kako je G
komutativna, to je i Z[G] komutativni prsten. Neka je

P = {f ∈ Z[G] | ςfp = 1}.

41



Posmatrajmo f =
∑
σ∈G

fσσ ∈ P. Jasno je
∑

a∈(Z/nZ)∗

afσa ≡p 0, pa je P ideal u

Z[G]. Ovaj ideal je i prost i generisan je sa p · 1 i a · 1 − σa, gde je 1
jediniqno preslikavaǌe. U nastavku �emo k · 1 ∈ Z[G] oznaqavati samo sa
k.

Kǉuq testa qini slede�a teorema, koja predstavǉa analog Teoreme 5
iz poglavǉa 4.2:

Teorema 4. Neka je χ karakter na Fq reda pk, neka su a i b celi brojevi
takvi da p - ab(a+ b) i neka je E = (Z/pkZ)∗. Tako�e, neka je

α =
∑
x∈E

⌊
Nx

pk

⌋
σ−1
x

i

β = −
∑
x∈E

(⌊
xa

pk

⌋
+

⌊
xb

pk

⌋
−
⌊
x(a+ b)

pk

⌋)
σ−1
x .

Tada je
G(χ)β(N−σN ) = J(χa, χb)λ.

Dokaz. Neka je Θ =
∑

x∈E xσ
−1
x i neka p - r. Tada je

Θ(σr − r) =
∑
x∈E

xσx−1r −
∑
x∈E

xrσx−1 =
∑
x∈E

(xr)pkσx−1 −
∑
x∈E

xrσx−1 ,

gde je (xr)pk ostatak xr pri deǉeǌu sa pk. Sada je jasno

Θ(σr − r) = −pk
∑
x∈E

⌊
xr

pk

⌋
σ−1
x .

Specijalno, za r = N dobijamo Θ(σr − r) = pkα, odnosno

Θ(σa + σb − σa+b) = Θ(σa − a+ σb − b− (σa+b − (a+ b))) = pkβ,

tj. β(N − σN) = α(σa + σb − σa+b). Po Teoremi 1(g) iz 4.1 je

J(χa, χb) = G(χ)σa+σb−σa+b ,

pa tvr�eǌe zaista va�i. 2

Da bismo iskoristili ovu teoremu potrebno je odrediti pogodne a i
b tako da β 6∈ P. Jasno je da sam uslov p - ab(a+ b) ne mo�e biti zadovoǉen
za p = 2, pa �emo za poqetak pretpostaviti da je p > 3. Uz oznake iz
prethodne teoreme, va�i:

Teorema 5. Potreban i dovoǉan uslov da β 6∈ P je

ap + bp 6≡ (a+ b)p (mod p2).
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Dokaz. Neka je

K = −
∑
x∈E

(⌊
xa

pk

⌋
+

⌊
xb

pk

⌋
−
⌊
x(a+ b)

pk

⌋)
x−1.

Jasno je da je β 6∈ P ekvivalentno sa p - K. Kako p - a, to je skup ostataka
brojeva ax, x ∈ E, jednak skupu E. Doka�imo da je

∑
x∈E

⌊
xa

pk

⌋
x−1 ≡ a

a(p−1)pk−1 − 1

pk
(mod pk). (∗)

Posmatrajamo proizvod brojeva ax, za x ∈ E, po modulu p2k. Tada je∏
x∈E

xa =
∏
x∈E

(⌊
xa

pk

⌋
pk + (ax)pk

)
≡ pk

∑
x∈E

⌊
xa

pk

⌋∏
y 6=x

ay +
∏
x∈E

(ax)pk (mod p2k),

gde je (ax)pk ostatak pri deǉeǌu ax sa p2k. Kako je
∏

y∈E y ≡ 1 (mod pk), to
je
∏

y 6=x, y∈E ay ≡ a−1x−1 (mod pk). Daǉe, kako je
∏

x∈E(ax)pk =
∏

x∈E x, to je
iz prethodne kongruencije

a(p−1)pk−1 − 1

pk

∏
x∈E

x ≡
∑
x∈E

⌊
xa

pk

⌋
a−1x−1 (mod pk).

Kako je
∏

x∈E x ≡ 1 (mod pk), to je (∗) dokazano.
Doka�imo i da je

a(p−1)pk−1 − 1

pk
≡ ap−1 − 1

p
(mod p). (∗∗)

Neka je ap−1 = Ap + 1. Iz binomne formule i pk+1 |
(
pk−1

m

)
(Ap)m, za m> 2,

zakǉuqujemo da je a(p−1)pk−1 ≡ Apk + 1 (mod pk), xto dokazuje (∗∗).
Dato tvr�eǌe sada direktno sledi iz (∗) i (∗∗). 2

Iz prethodne teoreme dobijamo i naredno tvr�eǌe, koje se direktno
koristi u testu:

Teorema 6. Ako je 36p < 6 ·109 i p 6= 1093, 3511 i ako u Teoremi 3 uzmemo
a = b = 1 va�i β 6∈ P. Taqnije za

β =
∑

pk/2<x<pk, p-x

σ−1
x

va�i β 6∈ P i
J(χ, χ)α ≡ χ(N)−cN (mod N),
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gde je

α =
∑
x∈E

⌊
Nx

pk

⌋
σ−1
x

i

c = 2 · 2(p−1)pk−1 − 1

pk
.

Dokaz. U prethodnoj teoremi dokazano je da β 6∈ P ako i samo ako va�i
2p 6≡ 2 (mod p2). Ova kongruecija je detaǉno ispitivana i dobijeno je da
su ǌena jedina rexeǌa maǌa od 6 · 109 bax p = 1093, 3511. Ostatak teoreme
sledi na osnovu relacije (∗). 2

Iako se qini da prethodnu teoremu mo�emo ograniqeno primeǌivati,
ǌena ograniqeǌa su u praksi nebitna. Naime, jox uvek nismo ni blizu
mogu�nosti da faktorixemo brojeve sa 109 dekadnih cifara, a i ukoliko
bismo to mogli ne bi nam bili potrebni prosti brojevi ve�i ili jednaki
od 1093.

Vratimo se na sluqaj p = 2. Ve� smo napomenuli da ovaj sluqaj ne
mo�emo rexiti na isti naqin kao p 6= 2. U ovoj situaciji od koristi �e
nam biti trostruka Jakobijeva suma, tj.

J(χ1, χ2, χ3) =
∑

x+y+z=1

χ1(x)χ2(y)χ3(z).

Sliqno kao u dokazu Teoreme 1 mo�e se pokazati da je

J(χ1, χ2, χ3) =
G(χ1)G(χ2)G(χ3)

G(χ1χ2χ3)

i specijalno za χ1 = χ2 = χ3 = χ

J(χ, χ, χ) = G(χ)3−σ3 .

Slede�a teorema je analog Teoreme 4:

Teorema 7. Neka je χ karakter modula q qiji je red 2k, gde je k>3. Neka
je sa E oznaqen skup svih brojeva x takvih da je 16x < 2k i x kongruentno
sa 1 ili 3 po modulu 8. Tako�e, neka je

α =
∑
x∈E

⌊
Nx

2k

⌋
σ−1
x

i

β =
∑
x∈E

⌊
3x

2k

⌋
σ−1
x .
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Tada, ukoliko N daje ostatak 1 ili 3 po modulu 8 va�i

G(χ)β(N−σN ) = J(χ, χ, χ)α.

Tako�e, β 6∈ P.
Dokaz. Dokaz je sliqan kao dokaz Teoreme 4. Osnovna razlika je xto
(Z/2kZ)∗ nije cikliqna, nego ima cikliqnu grupu indeksa 2, pa je uslov
za N neophodan. 2

Ukoliko je N kongruentno sa 3 ili 7 po modulu 8, ideja je da N za-
menimo sa −N (−N je kongruentno sa 1 ili 3 po modulu 8). Va�i

G(χ)σ−N+N = G(χ)N−σNG(χN)G(χ−N) = (Prema Teoremi 1(v)) = −G(χ)N−σN q.

Sada mo�emo dati ,,dopunu” Teoreme 7:

Teorema 8. Neka je χ karakter modula q qiji je red 2k, gde je k>3. Neka
je sa E oznaqen skup svih brojeva x takvih da je 16x < 2k i x kongruentno
sa 1 ili 3 po modulu 8. Tako�e, neka je

α =
∑
x∈E

(⌊
Nx

2k

⌋
+ 1

)
σ−1
x

i

β =
∑
x∈E

⌊
3x

2k

⌋
σ−1
x .

Tada, ukoliko N daje ostatak 5 ili 7 po modulu 8 va�i

G(χ)β(N−σN ) = J(χ, χ, χ)α(−q)−β.

Tako�e, β 6∈ P. 2

Iz definicije trostruke Gausove sume i ǌenih osnovnih osobina do-
bijamo da je

J(χ, χ, χ) = J(χ, χ) · J(χ, χ2),

xto nam daje efikasniji naqin za raqunaǌe J(χ, χ, χ). Da�emo i slede�e
dve teoreme:

Teorema 9. Neka je ψ proizvoǉni karakter i χ1 karakter reda m. Tada
va�i ∏

06x<m

G(ψχx1) = −G(ψm)ψ−m(m)
∏

06x<m

G(χx1).

Na osnovu ove teoreme dokazujemo i:
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Teorema 10. Ukoliko je γ =
∑
x∈E

σ−1
x i d = 2k−2 − 1, tada

J(χ, χ, χ)γ = qdJ2(χ2k−3

, χ3·22k−3

).

Dokaz. Iz formule za predstavǉaǌe trostruke Jakobijeve sume preko
Gausovih suma dobijamo

J(χ, χ, χ)γ =
∏
x∈E

G2(χx).

Primenimo sada prethodnu teoremu za ψ = χa i χ1 = χ2k−l. Indukcijom po
l dokazujemo da je∏

06n<2l

G2(χa+n2k−l) = q2l−1

G2(χ2la)χ(2)−al2
l+1

.

Pomno�imo li date identite za l = k − 3 u sluqajevma a = 1 i a = 3,
primenom Teoreme 1 dobijamo dato tvr�eǌe. 2

Sada mo�emo dokazati i teoremu koja predstavǉa analog Teoreme 5 iz
4.2 poglavǉa za p = 2. Oznake su kao u Teoremama 7 i 8:

Teorema 11. Neka je δN = 0 ako je N kongruentno sa 1 ili 3 po modulu
8 i δN = 1 ako je N kongruentno sa 5 ili 7 po modulu 8. Va�i

(J(χ, χ) · J(χ, χ2))α · J2δN (χ2k−3

, χ3·2k−3

) ≡ (−1)δNχ(N)−cN (mod N),

gde je

α =
∑
x∈E

⌊
Nx

2k

⌋
σ−1
x

i

c = 3 · 32k−2 − 1

2k
.

Dokaz. Prvo J(χ, χ, χ) = J(χ, χ) · J(χ, χ2), gde je izraz sa desne strane dat
(kao xto je ve� i napomenuto) jer je ovakav naqin izra�unavaǌa efika-
sniji.

Ukoliko je N kongruentno sa 1 ili 3 po modulu 8, teorema sledi na
osnovu Teoreme 7 i kongruencije (∗) za a = 3. Iz Teoreme 8, kongruencije
(∗) i identiteta ∑

x∈E

⌊
3x

2k

⌋
= 2k−2 − 1

dobijamo
J(χ, χ, χ)α1 ≡ χ(N)−cN(−q)d (mod N),
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gde je d = 2k−2 − 1 i α1 =
∑

x∈E

(⌊
Nx

2k

⌋
+ 1

)
σ−1
x . Tvr�eǌe sada sledi na

osnovu prethodne teoreme. 2

Dokazom Teoreme 4 i Teoreme 11 preostaju jox sluqajevi pk, za p = 2
i k 6 2. ǋih razrexava slede�a teorema, koja je posledica Teoreme 1:

Teorema 12. Za p = 2 i k = 1 va�i

q(N−1)/2 ≡ χ(N) (mod N).

Za p = 2 i k = 2, ukoliko je N ≡ 1 (mod 4) va�i

J(χ, χ)(N−1)/2q(N−1)/4 ≡ χ(N)−1 (mod N),

a ukoliko je N ≡ 3 (mod 4) va�i

J(χ, χ)(N+1)/2q(N−3)/4 ≡ −χ(N) (mod N).

2

Teoremama 4, 11 i 12 dat je potpun analog Teoreme 5 iz 4.2. Test
Jakobijevim sumama izvodimo analogno kao i test Gausovim, samo xto
primenu Teoreme 5 prethodnog dela poglavǉa zameǌujemo odgovaraju�om
od Teorema 4, 11 ili 12 ovog poglavǉa.

Zajedno sa testovima eliptiqkim krivama (koji su dati u posledǌem
poglavǉu) test Jakobijevim sumama se najqex�e primeǌuje prilikom doka-
za primalnosti velikih brojeva. Ovim testom se mo�e dokazivati pri-
malnost brojeva sa vixe od 1000 cifara.
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Deo 5

Testovi primalnosti sa delimiqnom

faktorizacijom

U praksi se najqex�e ne koriste osnovni oblici testova primalnosti,
nego se me�usobno kombinuju kako bi dali xto boǉe rezultate. U ovom
poglavǉu da�emo mogu�a poboǉxaǌa algoritama ukoliko je poznata de-
limiqna faktorizacija broja n− 1 ili n+ 1.

5.1 Pepinov test primalnosti

Kao xto je napomenuto u uvodu, jox od davnina ǉudi su tragali za for-
mulom za proste brojeve ili za formulom koja daje neke proste brojeve.
Tako su nastali i Fermaovi brojevi Fk = 22k + 1, za koje je Ferma mislio
da su prosti. Me�utim, iako ǌegova pretpostavka nije taqna (F5 nije
prost), od velike je va�osti ispitati da li je neki Fermaov broj prost.
Prvo �emo dati Lukasovu1 teoremu:

Teorema 1. Ako su a i n > 1 prirodni brojevi takvi da je

an−1 ≡ 1 (mod n) i a
n−1
q 6≡ 1 (mod n) za sve proste brojeve q | n− 1,

onda je n prost broj.
Dokaz. Drugi uslov garantuje da red elementa a u Z∗n nije pravi delilac
broja n − 1, xto nam zajedno sa prvim uslovom daje da je taj red jednak
n− 1. Me�utim, kako je n− 1 6 ϕ(n) jedino ukoliko je n prost broj (tada
va�i jednakost), to je jasno n prost broj. 2

Sada mo�emo dati i test primalnosti za Fermaove brojeve:

1Francois Édouard Anatole Lucas -francuski matematiqar 1841-1891
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Teorema 2. Neka je k > 1. Broj Fk = 22k + 1 je prost ako i samo ako je
3(Fk−1)/2 ≡ −1 (mod Fk).
Dokaz. Pretpostavimo prvo da je Fk prost broj. Iz Ojlerovog kriterijuma
i Gausovog zakona reciprociteta je

3(Fk−1)/2 ≡
(

3

Fk

)
= (−1)

Fk−1

2
· 3−1

2

(
Fk
3

)
=

(
2

3

)
= −1 (mod Fk),

gde pretposledǌa jednakost va�i iz qiǌenice da je 22k ≡ 1 (mod 3).
Obrat teoreme je direktna posledica Teoreme 1. 2

Ovaj test poznat je kao Pepinov test. Najve�i broj za koji je ovim
testom odre�eno da li je prost je F24. Taj broj je slo�en, a interesantno
je da su takvi i svi brojevi Fk, za 5 6 k6 24, za koje je odre�eno da li su
prosti ili slo�eni.

5.2 Testovi sa delimiqnom faktorizacijom broja n− 1

Neka za prirodan broj n koji ispitujemo znamo da je n − 1 = FR, gde je
faktorizacija broja F poznata. Slede�a teorema nam daje osnovu testa:

Teorema 1. (Poklingtonova2 teorema) Neka je a prirodan broj takav
da je

an−1 ≡ 1 (mod n) i (a(n−1)/q − 1, n) = 1 za sve proste q | F. (1)

Tada je svaki prost delilac broja n kongurentan sa 1 po modulu F .
Dokaz. Neka je r neki delilac broja n. Posmatrajmo broj aR. Kako je iz
prve kongruencije (aR)F ≡ 1 (mod r), to je poredak broja aR delilac broja
F . Iz drugog uslova zakǉuqujemo da poredak ne mo�e biti niti jedan
pravi delilac od F , pa je poredak jednak F . Samim tim F | r − 1, xto je
i trebalo dokazati. 2

Ukoliko je F >
√
n iz prethodne teoreme mo�emo zakǉuqiti da je n

prost broj. Iz naredne teoreme sliqan rezultat imamo i za maǌe vre-
dnosti F :

Teorema 2. Neka va�i (1), 3
√
n6 F <

√
n i neka je n = c2F

2 + c1F + 1, gde
su c1, c2 ∈ [0, F − 1]. Tada je n prost ako i samo ako c21 − 4c2 nije kvadrat.
Dokaz. Kako su svi prosti delioci broja n oblika aF + 1, to n zaista ima
datu prezentaciju u bazi F , a kako je F > 3

√
n, to n mo�e imati najvixe

dva prosta faktora.

2Henry Cabourn Pocklington - engleski matematiqar 1870-1952
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Pretpostavimo da n nije prost, tj. da je n = pq, gde je p = aF + 1 i
q = bF + 1. Samim tim

c2F
2 + c1F + 1 = abF 2 + (a+ b)F + 1.

Dokaza�emo da je c2 = ab i c1 = a+b, odakle mo�emo zakǉuqiti da je c21−4c2
kvadrat.

Prvo, kako je F 3 > pq > abF 2, to je ab < F , a kako je ab> a + b− 1, to je
jasno a+ b6F , pri qemu jednakost mo�e va�iti jedino ukoliko je a = 1 i
b = F−1 (ili obrnuto). Me�utim, tada je n = (F+1)(F 2−F+1) = F 3+1 > n,
pa mora biti a+ b < F , xto dokazuje naxu tvrdǌu.

Neka je sada c21 − 4c2 = u2 za neki prirodan broj u. Tada je jasno

n =

(
c1 + u

2
· F + 1

)
·
(
c1 − u

2
· F + 1

)
,

pa je n slo�en. Ovim je dokaz u potpunosti zavrxen. 2

Posledǌe dve teoreme daju jednostavan test primalnosti:

Algoritam 5.1. (Test sa delimiqnom faktorizacijom n− 1)
1. [Pocklington test]

Izabrati proizvoljan broj a ∈ [2, n− 1];
if (an−1 6≡ 1 (mod n)) ispiši SLOŽEN;

for (prost q | F){
d = (a(n−1)/q − 1, n);
if (1 < d < n) ispiši d;
if (d = n) goto [Pocklington test];

}
2. [Test prve veličine]

if (F >
√
n) ispiši PROST;

3. [Test druge veličine]

if ( 3
√
n6 F <

√
n){

Predstaviti n = c2F
2 + c1F + 1;

if (c21 − 4c2 nije kvadrat) ispiši PROST;

else ispiši SLOŽEN;

}

5.3 Mersenovi brojevi

Sliqno kao i u sluqaju Fermaovih brojevi nastao je i niz brojeva koji
se nazivaju Mersenovi3. Ovaj niz zadat je formulom Mn = 2n−1. Jasno je

3Marin Mersenne -francuski matematiqar 1588-1648
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da ukoliko je Mn prost da i n mora biti prost. Slede�a teorema daje do-
voǉan uslov da je Mersenov broj prost, a samim tim i test primalnosti
za Mersenove brojeve. Ova teorema poznata je kao Lukas -Lemerova4 teo-
rema:

Teorema 1. Neka je n neparan broj i niz {Lm} definisan sa L1 = 4 i

Lm+1 = L2
m − 2.

Broj Mn je prost ako i samo ako je Ln−1 ≡ 0 (mod Mn).
Dokaz. Neka je q prost delilac broja Mn i α, β ∈ Fq2 nule polinoma

f(x) = x2 − 2(n+1)/2x− 1

nad Fq. Iz Vietovih5 formula je α + β = 2(n+1)/2 i αβ = −1.
Neka je Lm ostatak broja Lm po modulu q i Vm = αm + βm. Doka�imo

indukcijom da je Lm = V2m.
Za m = 1 dobijamo

V2 = α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = 2n+1 + 2 ≡ 4 = L1 (mod q),

xto je i trebalo dokazati. Pretpostavimo daǉe da je Lm = V2m = α2m+β2m.
Tada je

Lm+1 = (α2m + β2m)2 − 2 = α2m+1

+ β2m+1

+ 2α2mβ2m − 2 = α2m+1

+ β2m+1

= V2m+1 .

Pre�imo na dokaz datog tvr�eǌa. Pretpostavimo prvo da je Mn prost.
Doka�imo da je f(x) ireducibilan u FMn, odnosno da diskriminanta ∆ =

2p+1 +4 ≡ 6 (mod M)n nije kvadrat u FMn. Kako je
(

2

Mn

)
= 1 i

(
3

Mn

)
= −1,

to je
(

∆

Mn

)
=

(
2

Mn

)(
3

Mn

)
= −1, pa ∆ zaista nije kvadrat. Kako je f(x)

ireducibilan, to je ZMn/(f(x)) ∼= FM2
n
, pa je sa xMn dat jedan automorfizam

ovog poǉa. Automorfizmi permutuju nule polinoma f(x), pa kako su one
x i 2(n+1)/2 − x, to je xMn = 2(n+1)/2 − x. Specijalno, ukoliko prethodnu
jednakost zapisanu za α pomno�imo sa α dobijamo αMn+1 = −1 (u FM2

n
) i

sliqno βMn+1 = −1.
Sada je Ln = αMn+1 + βMn+1 = −2. Kako je Ln = L2

n−1 − 2, to mora biti
Ln−1 ≡ 0 (mod Mn).

Doka�imo i drugi deo tvr�eǌa, tako xto �emo pretpostaviti suprotno.
Neka je Ln−1 ≡ 0 (mod Mn) i neka je q najmaǌi prost delilac broja Mn.
Tada je Ln−1 ≡ 0 (mod q) i q2 6 n. Tako�e α2n−1

+ β2n−1
= 0, pa mno�eǌem

4Derrick Henry Lehmer - ameriqki matematiqar 1905-1991
5Francois Viète -francuski matematiqar 1540-1603
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sa α2n−1
dobijamo α2n = −1. Znaqi red elementa α u Fq2 je 2n+1, pa je

2n+1 6 q2 − 1 < 2n, xto je oqigledna kontradikcija. 2

Iz prethodne teoreme mo�emo zakǉuqiti da je vreme potrebno za test-
iraǌe primalnosti broja Mn jednako O(n2+ε).

Najve�i poznati Mersenovi prosti brojevi su M43112609 i M37156667, sa
12978189, odnosno 11185272 cifara. Ovo su i najve�i poznati prosti bro-
jevi.

5.4 Testovi sa delimiqnom faktorizacijom broja n + 1

Sliqno kao u sluqaju da nam je poznata delimiqna faktorizacija broja
n − 1, od koristi nam mo�e biti i poznavaǌe delimiqne faktorizacije
broja n+ 1. U ovom poglavǉu da�emo jedan ovakav test.

Neka su a i b brojevi takvi da broj ∆ = a2−4b nije kvadrat u Zn. Tada
koreni jednaqine x2 − ax+ b = 0 moraju biti razliqiti i jedan od ǌih je

r =
a+
√

∆

2
. Slede�a teorema daje jedno interesantno svojstvo brojeva

rk:

Teorema 1. Va�i rk =
Vk + Uk

√
∆

2
, gde su {Um} i {Vm} nizovi zadati sa

U0 = 0, U1 = 1, Uk+2 = aUk+1 − bUk

V0 = 2, V1 = a, Vk+2 = aVk+1 − bVk, k > 0.

Dokaz. Opxti qlanovi ovih nizova dati su sa

Uk =
rk − r′k√

∆
, Vk = rk + r′k,

gde je r′ =
a−
√

∆

2
, odakle sledi dato tvr�eǌe. 2

Ovako definisani nizovi {Um} i {Vm} imaju i slede�e svojstvo koje
�e nam biti od velike koristi za brzo raqunaǌe Uk:

Teorema 2. Za svako k > 0 va�i

U2k = UkVk, V2k = V 2
k − 2qk.

Dokaz. Ovo tvr�ene direktno dobijamo zamenom opxtih qlanova nizova Uk
i Vk. 2

Uvedimo brojeve r(m) slede�om definicijom:

52



Definicija 1. Za prirodan broj m, takav da je (m, 2b∆) = 1, sa r(m)
oznaqavamo minimalan broj r takav da je Ur deǉivo sa m.

Iz opxteg qlana niza zakǉuqujemo da ukoliko k | l tada i Uk | Ul.
Samim tim, uzimaju�i u obzir prethodnu definiciju, zakǉuqujemo da je
Uk deǉivo sa m ako i samo ako je k deǉivo sa r(m).

Slede�a teorema daje analog Male Fermaove teoreme:

Teorema 3. Ako je p prost broj i δ =

(
∆

p

)
, tada je Up−δ ≡ 0 (mod p), a

samim tim r(p) | p− δ.
Dokaz. Iz binomnog razvoja rp−δ i r′p−δ dobijamo

Up−δ =

p−δ∑
k=0

(
p− δ
k

)
ap−δ−k∆(k−1)/2(1− (−1)k). (∗)

Razmotrimo dva sluqaja:
1◦ δ = 1. Mo�emo pretpostaviti da p - a, jer je u suprotnom oqigledno Up−1

deǉivo sa p. Daǉe, kako je iz Vilsonove6 teoreme
(
p−1
k

)
≡ (−1)k (mod p), i

kako su u razvoju (∗) jedini nenula qlanovi za neparne k, to je

Up−δ ≡ −2

(p−3)/2∑
k=0

ap−1−2k−1 ·∆k ≡ −2a−1

(p−3)/2∑
k=0

b′k (mod p),

gde je b′ = a−2(a2 − 4b). Samim tim, iz
(p−3)/2∑
k=0

b′k =
b′(p−1)/2 − 1

b′ − 1
, dobijamo

Up−1 ≡ 0 (mod p), jer je po Ojlerovom kriterijumu b′(p−1)/2 ≡ 1 (mod p).
2◦ δ = −1. Kako je

(
p+1
k

)
≡ 0 (mod p), za 2 6 k6 p− 1, i kako su u razvoju (∗)

jedini nenula qlanovi za neparne k, to je

Up−δ ≡ 2(ap + a ·∆(p−1)/2) ≡ 0 (mod p).

Posledǌa kongurencija sledi iz Male Fermaove teoreme i Ojlerovog
kriterijuma, jer ∆ nije kvadratni ostatak. 2

Neka su oznake kao u prethodnom delu poglavǉa. Test se bazira na
slede�em analogu Poklingtonove teoreme:

Teorema 4. Neka je n prirodan broj, (n, 2b) = 1 i neka ∆ nije kvadrat u
Zn. Ako je F delilac broja n+ 1 i ako va�i

Un+1 ≡ 0 (mod n), (U(n+1)/r, n) = 1 za svaki prost r | F,
6John Wilson - engleski matematiqar 1741-1793
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tada svaki prost delilac p od n zadovoǉava p ≡
(

∆

p

)
(mod F ). Speci-

jalno, ukoliko je F >
√
n+ 1, tada je n prost.

Dokaz. Neka je p najmaǌi prost delilac broja n i δ =

(
∆

p

)
. Prema Teo-

remi 3 r(p) | p − δ. Tako�e, prema drugom uslovu teoreme, broj r(p) mora
biti deǉiv sa F . U suprotnom postojao bi prost broj q koji deli F , a ne
deli r(p), xto je nemogu�e, jer tada p deli U(n+1)/q. Iz prethdnog zakǉuqu-
jemo da F | p − δ, xto je i trebalo dokazati. Tako�e, ako je F >

√
n + 1,

tada je i p >
√
n, pa kako je p najmaǌi prost delilac od n, to mora biti

n = p. 2

Sliqni testovi se mogu dati i za brojeve oblika n2±n− 1, n2 + 1, itd.
U slede�im zadacima da�emo testove za dva specifiqna skupa brojeva:

Zadatak 1. Na�i deterministiqki polinomijalni algoritam za testi-
raǌe brojeva iz skupa {n |ϕ(n) je stepen broja 2}.

Rexeǌe. Neka je n =
k∏
i=1

paii kanonska faktorizacija nekog broja iz datog

skupa. Kako je 2t = ϕ(n), to iz formule za ϕ(n) dobijamo

2t =
k∏
i=1

paii (pi − 1).

Kako 2t nije deǉiv niti jednim prostim brojem razliqitim od 2, to je
ai − 1 = 0 i pi − 1 = 2ni, za sve 1 6 i 6 k. Iz posledǌeg zakǉuqujemo da su
svi pi neki Fermaovi prosti brojevi, tj. pi = 22mi + 1. Samim tim, broj n
je prost ako i samo ako je Fermaov prost. Dakle, dovoǉno je n testirati
Pepinovim testom. 2

Zadatak 2. Na�i deterministiqki polinomijalni algoritam za testi-
raǌe brojeva iz skupa {n |σ(n) je stepen broja 2}, gde je sa σ(n) oznaqen
zbir pozitivnih delilaca prirodnog broja n.

Rexeǌe. Neka je n =
k∏
i=1

paii kanonska faktorizacija nekog broja iz datog

skupa. Kako je 2t = σ(n), to iz formule za σ(n) dobijamo

2t =
k∏
i=1

pai+1
i − 1

pi − 1
. (∗)

Doka�imo da ai + 1 ne mo�e imati neparnog delioca ve�eg od 1. U supro-
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tnom, ako je ai + 1 = siti, gde 2 - si, to je

pai+1
i − 1

pi − 1
=

(psii − 1)(p
si(ti−1)
i + p

si(ti−2)
i + . . .+ 1)

pi − 1

= (psi−1
i + psi−2

i + . . .+ 1)(p
si(ti−1)
i + p

si(ti−2)
i + . . .+ 1).

Me�utim, tada je psi−1
i + psi−2

i + . . . + 1 neparan broj ve�i od 1, xto je
nemogu�e.

Zakǉuqujemo da je ai + 1 = 2ni, za sve 1 6 i 6 k. Sada je pai+1
i − 1 =

(pi − 1)
∏ni−1

j=0 (p2j

i + 1), pa kako p2j

i + 1 nije deǉivo sa 4 za j > 1, to je ni = 1,
za sve 1 6 i6 k. Sada se (∗) svodi na

2t =
k∏
i=1

(pi + 1),

pa je svaki pi neki Mersenov prost broj. Znaqi, n je prost broj ako i
samo ako je Mersenov prost broj. Samim tim, broj n je dovoǉno testirati
Lukas-Lemerovim testom. 2
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Deo 6

Test primalnosti pomo�u konaqnih poǉa

U prethodnom poglavǉu dali smo neke testove koji su se bazirali na
pretpostavci da znamo faktorizaciju broja n− 1 (odnosno n+ 1). U ovom
poglavǉu da�emo jedno uopxte, tj. test primalnosti ukoliko broj nI − 1
ima ,,veliki” faktor, za neki ,,ne previxe veliki” broj I.

6.1 Ireducibilni polinomi nad konaqnim poǉima

Neka je p prost broj. Primetimo da je za proizvoǉan broj k poǉe Fpk
izomorfno poǉu Zp[X]/(f), gde je f ∈ Zp[X] proizvoǉan ireducibilan
polinom stepena k. Samim tim, korix�eǌem poznatih osobina poǉa Fpk
dobi�emo i neke osobine prstena Zp[X], koje �e nam biti od velike ko-
risti u nastavku poglavǉa.

Osnovno pitaǌe na koje �emo dati odgovor u ovom potpoglavǉu je ko-
liko ima i kako odrediti ireducibilne polinome u Zp[X]. Poǉe Fpk je
korensko poǉe polinoma xp

k − x. Samim tim svi ireducibilni polinomi
u Zp[X] moraju biti delioci polinoma xp

k − x. Uz to ǌihov stepen mora
deliti k, jer je Fpd potpoǉe poǉa Fpk ako i samo ako d | k. Ako je sa
Nd(p) oznaqen broj moniqnih ireducibilnih polinoma iz Zp[X] stepena d,
prethodno nam daje ∑

k|d

dNd(p) = pk.

Prema Mebijusovoj1 formuli inverzije dobijamo formulu za Nk(p), tj.

Nk(p) =
1

k

∑
d|k

pdµ(k/d).

Kako je |µ(m)|6 1, za sve m ∈ N, to je za dovoǉno velike p vrednost Nk(p)

pribli�no
pk

k
. Samim tim potrebno je isprobati O(k) sluqajno izabranih

1August Ferdinand Möbius - nemaqki matematiqar 1790-1868
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polinoma da bismo dobili ireducibilan polinom. Naravno, postavǉa se
i pitaǌe kako prepoznati ireducibilan polinom. Odgovor daje slede�a
teorema:

Teorema 1. Polinom f ∈ Zp[X] stepena k je ireducibilan ako i samo ako
je

(f(x), xp
j − x) = 1, za j = 1, 2, . . . , bk/2c.

Dokaz. Polinom f ima ireducibilan faktor g stepena d ako i samo ako
g | xpd − x i d | k.

Pretpostavimo sada da je f ireducibilan. Ukoliko bi za neko 1 6 j 6
bk/2c va�ilo g(x) | (f(x), xp

j − x), kako je f ireducibilan, to mora biti
f(x) = g(x), pa samim tim i j = d. Ovim dobijamo oqiglednu kontradi-
kciju.

Pretpostavimo da va�i uslov iz teoreme i neka je g(x) ireducibilni
faktor od f(x) stepena d < k. Kako d | k, to je d 6 bk/2c, xto je u supro-
tnosti sa datim uslovom. 2

Sada mo�emo dati algoritam za utvr�ivaǌe ireducibilnosti u Zp[X]
polinoma f stepena k:

Algoritam 6.1. (Ireducibilnost polinoma)
g(x) = x;
for (1 6 j 6 bk/2c){

g(x) = g(x)p (mod f(x));
d(x) = (g(x), f(x));
if (d(x) 6= 1) vrati NE;

}
vrati DA;

6.2 Test primalnosti

Osnovu testa qini slede�a teorema:

Teorema 1. Neka su dati brojevi n, I, F ∈ N takvi da je n > 1 i F | nI−1.
Neka su f, g ∈ Zn[x] takvi da je:

(1) f deli gn
I−1 − 1 u Zn[x];

(2) f i g(nI−1)/q − 1 su uzajamno prosti za sve proste q | F ;

(3) svaki od I elementarnih simetriqnih polinoma od g, g2, . . . , gn
I−1

kongruentan je po modulu f nekom elementu iz Zn.
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Tada je svaki prost delilac od n kongruentan sa nj po modulu F , za neko
j ∈ [0, I − 1].
Dokaz. Neka je r neki prost delilac broja n. Neka je f1 neki ireducibilni
faktor polinoma f nad Fr. Tada je Zr[x]/(f1) = F poǉe. Neka je g element
poǉa F koji odgovara g. Po (1) je gn

I−1 = 1, a po (2) g(nI−1)/q 6= 1 za svaki
prost q | F . Samim tim red broja g u grupi F∗ je deǉiv sa F .

Posmatrajmo polinom p(T ) = (T −g)(T −gn) · . . . · (T −gnI−1
) ∈ F[T ]. Prema

(3) je p ∈ Zr[T ], pa je za svaku nulu α polinoma p i αr nula tog polinoma.
Samim tim gr = gn

j
za neko j ∈ [0, I − 1], pa je jasno r ≡ nj (mod F ), xto je

i trebalo dokazati. 2

Naravno, postavǉa se pitaǌe kako efikasno odrediti polinome f i g i
da li je to uopxte mogu�e. Slede�a teorema daje odgovor na ovo pitaǌe:

Teorema 2. Za svaki ireducibilni polinom f ∈ Zn[X] stepena deg f = I
i polinom g ∈ Zn[X] tako da je (f, g) = 1 zadovoǉeni su uslovi (1) i (3)
prethodne teoreme.
Dokaz. (1) je svakako zadovoǉeno, jer poǉe F∗ = (Zn/(f))∗ ima nI − 1 eleme-
nata. Za dokaz (3) posmatrajmo Galoaovu2 grupu poǉa F nad Zn. Ona je
reda I i odre�ena je Frobenijusovim3 automorfizmima αn

j
. Samim tim,

svaki simetriqan izraz po g, gn, gn
2
, . . . , gn

I−1
fiksira se automorfizmom

na F, pa mora biti u fiksnom poǉu, odnosno u Zn. 2

Ostaje jox da g izaberemo tako da je zadovoǉeno i (2). Jasno je da
svaki genereator poǉa F zadovoǉava relaciju (2), a kako generator nije
texko odrediti sluqajnom pretragom to je ovaj naqin i efikasan. Naime,
postoji ϕ(nI − 1) generatora grupe F, pa je verovatno�a da je sluqajno

izabrani polinom generator jednaka
ϕ(nI − 1)

nI − 1
. Samim tim u O(ln ln(nI))

pokuxaja mo�emo odrediti tra�eni polinom g. Prema algoritmu iz
prethodnog dela poglavǉa ni za odre�ivaǌe ireducibilnog polinoma ste-
pena I nije potrebno previxe vremena, pa ima smisla napraviti test na
osnovu Teoreme 1.

Pretpostavimo da su dati prirodni brojevi n, I, F tako da F | nI − 1
i F > 3

√
n. Test primalnosti pomo�u konaqnih poǉa mo�emo dati sa:

Algoritam 6.2. (Test primalnosti pomo�u konaqnih poǉa)
1. [Odred̄ivanje ireducibilnog polinoma stepena I]

Izabrati proizvoljan polinom moničan g ∈ Zn[x] stepena I;
Ispitati da li je g ireducibilan;

2Évariste Galois -francuski matematiqar 1811-1832
3Ferdinand Gregor Frobenius - nemaqki matematiqar 1849-1917
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2. [Odred̄ivanje primitivnog korena]

Izabrati prozivoljan moničan g ∈ Zn[x], gde je deg g < I;
if (gn

I−1 6= 1) ispiši SLOŽEN;

for (prost q | F){
if ((g(nI−1)/q − 1, f) 6= 1) goto [Odred̄ivanje primitivnog korena]

}
3. [Test simetričnih polinoma]

Zapisati (T−g)(T−gn)·. . .·(T−gnI−1
) = T I+cI−1T

I−1+. . .+c0 u Zn[T ]/(f);
for (0 6 j < I)

if (deg cj > 0) ispiši SLOŽEN;

4. [Traženje delioca]

for (1 6 j < I){
Odrediti delilac broja n koji je ≡ nj (mod F ) i ako takav broj

postoji ispiši SLOŽEN;

}
ispiši PROST;

Iz prethodnog nije texko zakǉuqiti da je vreme da algoritam ispixe
PROST jednako O(Ic + lnnc), za neku pozitivnu konstantu c. Ne�emo raz-
matrati vreme potrebno da algoritam ispixe SLOŽEN, jer nam ovaj algo-
ritam slu�i samo za dokazivaǌe da su brojevi za koje je (br�im) proba-
bilistiqkim algoritmima iz tre�eg poglavǉa utvr�eno da su verovatno
prosti, zaista prosti.

Slede�e pitaǌe koje se jasno postavǉa je kako odabrati I tako da je F
dovoǉno veliko. Naime, u algoritmu smo zahtevali da je F>n1/3, pa treba
odrediti da li postoji prihvatǉivo I koje nam mo�e obezbediti faktor
od nI − 1 tra�ene veliqine. Kako svaki prost broj p takav da p − 1 | I
deli nI − 1, Teorema 3 iz poglavǉa 3.3 garantuje da postoji tra�eni broj
I maǌi (lnn)c

′ ln lnn. Ovo nam daje i ocenu slo�enosti algoritma za proste
brojeve n:

Teorema 3. Postoji pozitivna konstanta c tako da je vreme za koje al-
goritam utvr�uje da je n prost broj maǌe od (lnn)c ln lnn.

Iako ovaj algoritam ima asimptotski istu slo�enost kao algoritmi
iz Dela 4, u praksi se pokazuje da je on dosta loxiji, i da samim tim
nije praktiqan.

U slede�em zadatku pokaza�emo kako se uz pomo� poznavaǌa prostih
faktora broja n−1 do neke granice B u nekim sluqajevima mo�e ispitati
primalnost broja n:

Zadatak 1. Neka je n − 1 = FR rastavǉaǌe broja n − 1 tako da R nije
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deǉiv prostim brojem maǌim od B. Ukoliko za prirodan broj a va�i

an−1 ≡ 1 (mod n), (a(n−1)/q, n) = 1 za sve proste q | F

i (aF − 1, n) = 1, tada je svaki prost faktor od n ve�i od BF . Specijalno,
ukoliko je BF > n1/2, tada je n prost.
Rexeǌe. Neka je p najmaǌi prost delilac broja n, i neka je h poredak

broja a po modulu p. Jasno h | p− 1. Iz drugog uslova F | h, dok iz tre�eg
zakǉuqujemo da ne mo�e biti (h,R) = 1. Samim tim postoji prost broj
koji deli h i R, pa kako je on barem B i uzajamno je prost sa F , to je
p> h+ 1 > BF .

Ukoliko je BF >
√
n, to je p >

√
n. Kako je p najmaǌi prost delilac

broja n, to mora biti n = p, tj. n je zaista prost. 2
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Deo 7

AKS test primalnosti

U 2002. godini tri indijska matematiqara, Manindra Agraval1, Niraj
Kajal2 i Nitin Saksena3, ostvarili su ciǉ ǌihovih prethodnika. Oni su
predlo�ili deterministiqki algoritam polinomijalne slo�enosti qija
se korektnost mo�e dokazati korix�eǌem samo fakultetskih znaǌa iz
algebre. Ovaj algoritam i dokaz ǌegove korektnosti bi�e izlo�eni u
ovom poglavǉu.

7.1 Ideja algoritma

Kao i kod mnogih prethodnih testova, ovaj algoritam zasniva se na slede�em
dobro poznatom identitetu:

Identitet. Neka su a i p uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada je
broj p prost ako i samo ako je

(x− a)p ≡ xp − a (mod p). (1)

Dokaz. Neka je prvo p prost broj. Tada iz binomnog razvoja i qiǌenice

da je
(
p

k

)
deǉivo sa p, za 1 6 k 6 p− 1, dobijamo (x− a)p ≡ xp − ap (mod p).

Tra�eno sada sledi na osnovu Male Fermaove teoreme.
Doka�imo i drugi smer. Pretpostavimo suprotno, tj. da je p slo�en i

da qk ‖ p, za neki prost broj q. Tada
(
p

q

)
nije deǉivo sa p, pa koeficijent

uz xq u binomnom razvoju leve strane nije 0. Ovim smo dobili �eǉenu
kontradikciju, tj. broj p je prost. 2

1Manindra Agrawal -indijski matematiqar 1981-
2Neeraj Kayal -indijski matematiqar 1966-
3Nitin Saxena -indijski matematiqar 1981-
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Prema prethodnoj teoremi, da bismo dokazali da je p prost broj do-
voǉno je proveriti da li prethodni Identitet va�i. Me�utim, u naj-
gorem sluqaju mora�emo da sraqunamo p koeficijenata leve strane jedna-
kosti, pa je vreme algoritma Ω(p). Zato �emo datu jednakost posmatrati
i po modulu polinoma oblika xr − 1. Jasno je da iz datog identiteta za
sve a i r mora va�iti jednakost

(x− a)p ≡ xp − a (mod xr − 1, p). (2)

Me�utim, postoje i slo�eni brojevi p za koje (2) va�i za neke parove (a, r).
Jasno je da se data kongruencija mo�e proveriti u vremenu O(r2 log3 p),
ukoliko koristimo uzastopna stepenovaǌa, ili O(r log2 p) korix�eǌem
metoda iz drugog poglavǉa. Dakle, osnovni problem je povoǉan odabir
broja r. U narednom poglavǉu pokaza�emo kako �emo to uqiniti.

Slede�a teorema analitiqke teorije brojeva bi�e od velike koristi
prilikom odabira broja r. Napomenimo da �e od sada za bazu svih loga-
ritama biti uziman broj 2.

Teorema 1. Neka je sa P (n) oznaqen najve�i prost delilac broja n. Tada
postoji konstanta c > 0 i prirodan broj n0 takav da za sve prirodne
brojeve x> n0 va�i∣∣∣{p | p je prost, p6 x i P (p− 1) > x2/3 }

∣∣∣> c · x

log x
.

7.2 Algoritam i dokaz ǌegove ispravnosti

Prika�imo prvo algoritam:

Algoritam 7.1. (AKS test primalnosti)
if (n oblika ab, b > 1) ispisati SLOŽEN;

r=2;

while (r < n) {
if ( NZD(n, r) 6= 1 ) ispisati SLOŽEN;

if (r je prost)

q je najveći prost delilac od r − 1;

if ( q > 4
√
r log n ) i ( n

n−1
q 6≡ 1 (mod r) )

break;

r = r + 1;
}
for a = 1 to 2

√
r log n

if ( (x− a)n 6≡ xn − a (mod xr − 1, n) ) ispisati SLOŽEN;

ispisati PROST;
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Ciǉ ovog poglavǉa je dokaz slede�e teoreme:

TEOREMA. Algoritam vra�a vrednost PROST ako i samo ako je n prost.

Ovu teoremu dokaza�emo u nekoliko koraka, kroz nekoliko teorema.
Slede�a teorema objaxǌava izgled while ciklusa i bi�e od velike ko-
risti u slede�em poglavǉu. Sa or(n) oznaqen je red broja n po modulu
r:

Teorema 1. Postoje pozitivne konstante c1 i c2 za koje postoji prost
broj r u intervalu

[c1(log n)6, c2(log n)6]

takav da r − 1 ima prost faktor q > 4
√
r log n i q | or(n).

Dokaz.Iskoristi�emo Teoremu 1 prethodnog dela poglavǉa. Broj prostih
brojeva r (zva�emo ih specijalni) izme�u c1(log n)6 i c2(log n)6 takvih da je
P (r − 1) > (c2(log n)6)

2
3 > r

2
3 za dovoǉno veliko r je

> broj specijalnih prostih u [1, c2(log n)6]− broj prostih u [1, c1(log n)6]

>
cc2(log n)6

7 log log n
− 6c1(log n)6

6 log log n
(po Teoremi 1 iz 1.7)

=
(log n)6

log log n

(cc2
7
− c1

)
.

Izaberimo c1 i c2 tako da je izraz u zagradi, c3, pozitivan. Neka je
x = c2(log n)6. Posmatrajmo proizvod

Π = (n− 1)(n2 − 1) · · · (nx
1
3 − 1).

Kako je svaki prirodan broj m deǉiv sa najvixe logm razliqitih prostih
brojeva, to Π sadr�i najvixe log n+ log n2 + . . .+ log nx

1
3 < x

2
3 log n prostih

faktora. Kako je

x
2
3 log n <

c3(log n6)

log log n
,

to postoji specijalni prost broj r koji ne deli Π.
Primetimo da ukoliko izaberemo c1 > 46, to je r upravo tra�eni broj.

Naime, r − 1 ima prost faktor q > r
2
3 > 4

√
r log n, a q | or(n) jer je inaqe

or(n) 6
r − 1

q
< r

1
3 , pa bi Π bilo deǉivo sa r. 2

Sada nije texko videti da algoritam vra�a taqnu vrednost ukoliko
je n prost broj:

Teorema 2. Ukoliko je n prost, algoritam vra�a PROST.
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Dokaz. Kako je za sve r 6 c2(log n)6 i n prost zaista (x, r) = 1, to se u
while ciklusu ne mo�e dobiti SLOŽEN. Prema prethodnoj teoremi ni u for

ciklusu se ne mo�e dobiti SLOŽEN. 2

Iz Teoreme 2 vidimo da je potrebno jox samo ispitati ispravnost
algoritma za slo�ene brojeve n. Obratimo pa�ǌu na r koje dobijamo iz
while ciklusa (ovo je upravo jedan od brojeva r koji se dobijaju iz Teoreme
1). Neka je n =

∏
pαii faktorizacija broja n na proste faktore. Kako

or(n) | NZS({or(pαii )}i), to postoji prost delilac p od n za koji q | or(pα),
pa samim tim i p | or(p), jer je (α, r) = 1. Neka je u nastavku p upravo ovaj
prost broj.

Po zavrxetku while ciklusa, for ciklus uzima dobijenu vrednost za r
i raquna binome (x− a)n, za 1 6 a6 2

√
r log n. Prema delu (v) Teoreme 1 iz

1.6 postoji faktor polinoma
xr − 1

x− 1
, polinom h(x), koji je stepena d = or(p)

i ireducibilan u Fp. Kako

(x− a)n ≡ xn − a (mod xr − 1, n) ⇒ (x− a)n ≡ xn − a (mod h(x), p),

to identiteti sa binomima va�e i u poǉu Fp[X]/h(x). Slede�a teorema
karakterixe grupu koju qine l = 2

√
r log n binoma x− a, za 1 6 a6 l:

Teorema 3. U poǉu Fp[X]/h(x), grupa generisana polinomima (x− a), za
1 6 a6 l, tj.

G = {
∏

16a6l

(x− a)αa |αa > 0 },

je cikliqna i reda ve�eg od n2
√
r.

Dokaz. Kako je G podgrupa grupe (Fp[X]/h(x))∗, ona je cikliqna.
Doka�imo da su svi elemnti skupa

S = {
∏

16a6l

(x− a)αa |
∑

16a6l

αa 6 d− 1, αa > 0},

razliqiti u Fp[X]/h(x). Kako je r > q > 4
√
r log n > l, to ne postoje dva a

koja su kongruntna po modulu p, jer je inaqe p < l < r, xto je nemogu�e
s obzirom da onda u algoritmu mora biti (p, n) = 1. Znaqi, svaka dva
elementa u S su razliqita po modulu p, pa kako imaju stepen maǌi od d,
to su oni razliqiti i u Fp[X]/h(x). Kardinalnost skupa S je(

l + d− 1

l

)
=

(l + d− 1)(l + d− 2) · · · d
l !

>

(
d

l

)l
.

Kako je d > q = 2l i kako je S podskup od G, to je dokaz u potpunosti
zavrxen. 2
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Neka je nadaǉe g(x) generator grupe G i neka je

Ig(x) = {m | g(x)m ≡ g(xm) (mod xr − 1, p)}.

Slede�e teoreme pokazuju osobine skupa Ig(x):

Teorema 4. Skup Ig(x) zatvoren je za mno�eǌe.
Dokaz. Neka je m1,m2 ∈ Ig(x). Tada je

g(x)m1 ≡ g(xm1) (mod xr − 1, p) ∧ g(x)m2 ≡ g(xm2) (mod xr − 1, p),

pa zamenom xm1 u drugu jednakost dobijamo

g(xm1)m2 ≡ g(xm1m2) (mod xm1r−1, p) ⇒ g(xm1)m2 ≡ g(xm1m2) (mod xr−1, p),

jer r | m1r. Sada je jasno i

g(x)m1m2 ≡ g(xm1)m2 ≡ g(xm1m2) (mod xr − 1, p),

xto zavrxava nax dokaz. 2

Teorema 5. Neka je red elementa g(x) u Fp[X]/h(x) jednak og i m1,m2 ∈
Ig(x). Tada

m1 ≡ m2 (mod r) ⇒ m1 ≡ m2 (mod og).

Dokaz. Kako iz m1 ≡r m2 sledi xm1 ≡ xm2 (mod xr − 1, p), to je

g(x)m1g(x)kr = g(x)m2 ≡ g(xm2) ≡ g(xm1) (mod xr − 1, p),

gde je m2 = m1 +kr. Kako g(x) 6≡ 0 to se g(x)m1 mo�e skratiti sa obe strane
kongruencije, tj.

g(x)kr ≡ 1 (mod xr − 1, p).

Znaqi og | kr, pa samim tim m1 ≡ m2 (mod og). 2

Prethodna teorema bi�e od velikog znaqaju u dokazu slede�e teoreme,
kojom zavrxavamo dokaz ispravnosti algoritma:

Teorema 6. Ukoliko je n slo�en, algoritam vra�a SLOŽEN.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da algoritam vra�a PROST. Tada u
for ciklusu uvek va�i jednakost, tj. za sve 1 6 a6 2

√
r log n,

(x− a)n ≡ xn − a (mod xr − 1, p).

Kako je g(x) proizvod nekih binoma (x− a), za 1 6 a6 l, to je prema pret-
postavci

g(x)n ≡ g(xn) (mod xr − 1, p).
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Znaqi n ∈ Ig(x). Prema delu (a) Teoreme 1 iz 1.6 je p ∈ Ig(x) i trivi-
jalno 1 ∈ Ig(x). Doka�imo korix�eǌem Teoreme 4 da je ovo u suprotnosti
sa Teoremom 5. Naime, prema ovoj teoremi postoji najvixe r elemenata
skupa Ig(x) koji su maǌi od og, a mi �emo dokazati da ih pod datim pret-
postavkama mora biti vixe.

Posmatrajmo skup

E = {nipj | 0 6 i, j 6 [
√
r]}.

Prema Teoremi 4 je E ⊂ Ig(x). Kako je |E| = (1 + [
√
r])2 > r, to postoje

ni1pj1 i ni2pj2, gde je (i1, j1) 6= (i2, j2), takvi da je ni1pj1 ≡r ni2pj2. Tada prema
Teoremi 5 va�i i ni1pj1 ≡ ni2pj2 (mod og) odnosno

ni1 ≡ nj2pj2−j1 (mod og),

jer je (p, og) = 1. Me�utim, kako je og>n2
√
r, a ni1 < n

√
r i n|i2|p|j2−j1|6n

√
rp
√
r6

n2
√
r, to se prethodna kongruencija mo�e zapisati i kao jednakost, pa je p

jedini prost delilac broja n. Me�utim, tada je ili n = p ili n = pk, za
k > 2, a u oba sluqaja dobijamo kontradikciju. 2

7.3 Analiza slo�enosti algoritma

Neka je sa Õ(t(n)) oznaqeno O(t(n)poly(log t(n))).

Teorema 1. Slo�enost algoritma je Õ(log12 n).
Dokaz. Prvi korak algoritma, tj. odre�ivaǌe da li je n potpun stepen za-
hteva vreme O(log3 n). Prema Teoremi 2 prethodnog poglavǉa while ciklus
izvrxi O(log6 n) iteracija.

Odredimo koliko je vreme potrebno za izvrxeǌe jedne iteracije u
while ciklusu. Za prvi korak while ciklusa potrebno je asimptotsko
vreme poly(log log r). Za slede�a dva koraka (ispitivaǌe da li je r prost
i odre�ivaǌe najve�eg prostog delioca od r − 1) potrebno je vreme r

1
2 ·

poly(log log n). Za slede�a tri koraka while ciklusa potrebno je vreme
poly(log log n), pa je ukupno vreme while ciklusa Õ(log6 n · r 1

2 ) = Õ(log9 n).
Odredimo i vreme for ciklusa. Za jednu iteraciju, tj. za raqu-

naǌa koeficijenata u (x−a)n ≡ xn−a (mod xr, n), korix�eǌem uzastopnih
kvadriraǌa i brzog Furijevog mno�eǌa potrebno je asimptotsko vreme
Õ(log n ·r log n). Znaqi, ukupno vreme for ciklusa je Õ(r

3
2 log3 n) = Õ(log12 n),

xto je i vreme algoritma. 2

Me�utim, u praksi ovaj algoritam radi mnogo br�e. Dokaza�emo
da pod pretpostavkom slede�e hipoteze ovaj algoritam radi u vremenu
Õ(log6 n).

66



Definicija 1. Ukoliko su r i
r − 1

2
oba prosti, broj

r − 1

2
nazivamo

Sofi-�ermenov4 prost broj. Broj r naziva�emo ko-Sofi-�ermenov prost
broj.

Hipoteza. Broj ko-Sofi-�ermenovih prostih brojeva asimptotski se

ponaxa kao
Dx

log2 x
, gde je D = 0.660 . . . konstanta prostih brojeva blizanaca.

Pod pretpostavkom da je prethodna hipoteza taqna, dokaza�emo slede-
�u teoremu, koju kasnije koristimo umesto slabije Teoreme 2 iz pretho-
dnog poglavǉa:

Teorema 2. Postoji specijalan prost broj r u intervalu

[64 log2 n, c2 log2 n],

za sve n > n0, gde su n0 i c2 pozitivne konstante.

Dokaz. Primetimo da ukoliko je q =
r − 1

2
Sofi-�ermenov prost broj,

tada je or(n) ∈ {1, 2, q, r−1}. Kako n2−1 mo�e imati najvixe 2 log n razliqi-
tih prostih delilaca, to je i broj prostih brojeva za koji je or(n) ∈ {1, 2}
maǌi od 2 log n. Posmatrajmo ko-Sofi-�ermenove proste brojeve r koji
nisu me�u ovim brojevima. Dovoǉno je da

r − 1

2
> 4
√
r log n, tj. r > 64 log2 n.

Doka�imo zato da za dovoǉno veliku konstantu c2 postoji barem jedan
ko-Sofi-�ermenov prost broj u intervalu [64 log2 n, c − 2 log2 n]. Prema
prethodnoj hipotezi konstantu c2 je dovoǉno izabrati tako da je

Dc2 log2 n

log2(c2 log2 n)
>

D · 64 · log2 n

log2(64 log2 n))
+ 2 log n.

Za dovoǉno veliko n posledǌa nejednakost sigurno va�i za c2 > 64 +
8

D
.2

Sada je pod pretpostavkom Hipoteze vreme algoritma jednako

Õ(r
1
2 · (log2 n))(za while ciklus) + Õ(r

3
2 · log3 n)(za for ciklus) = Õ(log6 n).

4Marie-Sophie Germain -francuska matematiqarka 1776-1831
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Deo 8

Eliptiqke krive i testovi primalnosti

U do sada datim testovima raqunaǌa smo vrxili u poǉima Fp, Fp[ςn] ili
Fp[X]/(f). U ovom delu razmotri�emo eliptiqke krive, te za ǌih uvesti
odgovaraju�e grupe i te grupe koristiti u daǉim raqunaǌima.

8.1 Eliptiqke krive

Po�imo od definicije eliptiqke krive:

Definicija 1. Neka je K proizvoǉno poǉe karakteristike razliqite
od 2 i 3. Ukoliko polinom x3 + ax+ b (a, b ∈ K) nema vixestrukih korena,
tada pod eliptiqkom krivom nad poǉem K podrazumevamo skup taqaka
(x, y) ∈ K koji zadovoǉavaju jednaqinu

y2 = x3 + ax+ b

dopuǌen taqkom O koju nazivamo taqka u beskonaqnosti.

Komentari. (1) Uslov da polinom x3 + ax + b nema vixestrukih korena
ekvivalentan je regularnosti krive F (x, y) = y2 − x3 − ax − b, odnosno da

parcijalni izvodi
∂F

∂x
i
∂F

∂y
budu svuda razliqiti od 0 (izvode polinoma

nad proizvoǉnim poǉem mo�emo uvesti na uobiqajeni naqin). Posledǌe
je ekvivalentno sa 4a3 + 27b2 6= 0. Broj 4a3 + 27b2 nazivamo diskriminanta
eliptiqke krive.
(2) Eliptiqke krive mo�emo posmatrati u projektivnoj ravni, kao krivu
zadatu jednaqinom

Y 2 = X3 + aXZ2 + bZ3.

Taqka O odgovara taqki (0 : 1 : 0).

Kao xto smo i naveli u uvodu ovog poglavǉa, eliptiqku krivu �emo
snabdeti operacijom sabiraǌa, tako da tako dobijena struktura bude
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grupa.

Definicija 2. Neka su date taqke P = (x1, y1) i Q = (x2, y2) eliptiqke
krive E. Ukoliko je x2 = x1 i y2 = −y1 tada je P + Q = O. Inaqe P + Q =
(x3, y3), gde je

x3 = λ2 − x1 − x2

y3 = λ(x1 − x3)− y1

i

λ =

{
(y2 − y1)(x2 − x1)

−1, P 6= Q
(3x2

1 + a)(2y1)
−1, P = Q

Konaqno P +O = O + P = P .

Teorema 1. Struktura (E(Zp),+) je komutativna grupa.
Dokaz. Iz definicije sabiraǌa jasno je da je neutral za sabiraǌe O i
da je inverz taqke (x1, y1) taqka (x1,−y1). Tako�e, komutativnost direktno
sledi iz definicije sabiraǌa, pa je dovoǉno proveriti da va�i aso-
cijativni zakon. Ovo se neposredno proverava korix�eǌem formula iz
definicije sabiraǌa. 2

O broju elemenata i strukturi grupe E(Zp) govore slede�e teoreme:

Teorema 2. (Haseova1 teorema) Ako je |E(Zp)| = p+ 1− t, tada je

| t |6 2
√
p.

Teorema 3. Va�i
E(Zp) ∼= Zn1 × Zn2 ,

gde n1 | n2 i n1 | p− 1.

Na slede�em primeru pokaza�emo primenu prethodnih teorema:

Zadatak 1. Neka su E i E ′ eliptiqke krive nad F229 zadate jednaqinama

y2 = x3 − 1, y2 = x3 − 8.

Odrediti |E|, |E ′| i strukture ovih grupa.
Dokaz. Neka je y2 = x3 + ax + b proizvoǉna eliptiqka kriva nad Fp. Iz
definicije Le�androvog simbola broj taqaka na ovoj krivoj mo�emo dati
sa

1 +

p−1∑
x=0

(
1 +

(
x3 + ax+ b

p

))
= p+ 1 +

p−1∑
x=0

(
x3 + ax+ b

p

)
.

1Helmut Hasse - nemaqki matematiqar 1898-1979

69



Odredimo prvo |E| i strukturu grupe E. Neka je

(x3 − 1)(229−1)/2 =
342∑
i=0

aix
i.

Prema prethodnom, koriste�i Ojlerov kriterijum, broj taqaka na E je

230 +
228∑
x=0

(
x3 − 1

229

)
≡ 1 +

228∑
x=0

(x3 − 1)114 = 1 +
342∑
i=0

228∑
x=0

aix
i (mod 229).

Kako je svako x ∈ F∗229 oblika g
k, gde je g primitivni koren po modulu 229,

to je
228∑
x=0

xi ≡229

{
0, 228 - i
−1, 228 | i .

Samim tim va�i

|E| ≡ 1− a228 = 1−
(

114

76

)
(mod 229).

Kako je ||E| − 230|6 2 ·
√

229, to je |E| = 252.
Odredimo i strukturu grupe E. Prvo, svaka taqka P = (x, y) iz E

takva da je (2) · P = O je jednaka O ili je y = 0. Znaqi, ukoliko je P 6= O
mora va�iti 0 = x3− 1 = (x− 1)(x2 +x+ 1). Ova jednaqina ima tri rexeǌa
ako i samo ako jednaqina x2 + x + 1 = 0 ima rexeǌe u F229. Mno�eǌem sa
4 dobijamo ekvivalentnu jednaqinu (2x+ 1)2 + 3 = 0, a ona ima rexeǌa jer

je
(
−3

229

)
= 1. Samim tim, u E postoje barem tri elementa reda 2, pa E

nije cikliqna. Znaqi E ∼= Zn1 × Zn2, gde n1 | n2, n1 | 228 i n1 · n2 = 252. Iz
ovih relacija je jasno da n1 | 6, a iz prethodnog da 2 | n1.

Odredimo i broj elemenata reda 3. Neka je P = (x, y) taqka reda 3.
Tada je x-koordinata taqke 2P jednaka x-koordinati taqke P , odnosno
9x4

4y2
− 2x = x. Zamenom y2 = x3 − 1 dobijamo x(5x3 + 4) = 0. Kako se sva

qetiri rexeǌa ove jednaqine nalaze na krivi, to postoji 8 taqaka reda
3. Odavde zakǉuqujemo da 3 | n1, pa je jasno

E ∼= Z6 × Z42.

Na sliqan naqin kao i u sluqaju krive E, pronalazimo da je

|E ′| ≡ 1− 2114

(
114

38

)
(mod 229),

odnosno zbog ||E ′| − 230|6 2
√

229, da je |E ′| = 252. Tako�e, na sliqan naqin
zakǉuqujemo i da jednaqina 0 = x3−8 ima tri rexeǌa, pa na krivoj postoje
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tri taqke reda 2. Samim tim, E ′ nije cikliqna i ukoliko je E ′ ∼= Zn1×Zn2,
to 2 | n1, n2. Tako�e, zakǉuqujemo i da taqka P = (x, y) reda 3 zadovoǉava
jednaqinu

x(5x4 + 32) = 0.

Me�utim, rexeǌe x = 0 ove jednaqine se ne nalazi na krivoj, jer
(

8

229

)
=

−1, pa postoji najvixe 6 taqaka reda 3. Samim tim 3 - n1, pa n1 | 4. Znaqi,
dovoǉno je odrediti da li je n1 = 2 ili n1 = 4. Posledǌe odre�ujemo
posmatraǌem broja taqaka reda 4. Za svaku taqku P = (x, y) reda 4 je
y-koordinata taqke (2) · P jednaka 0, odnosno

−y +
3x2

2y

(
3x− 9x4

4y2

)
= 0.

Sre�ivaǌem dobijamo jednaqinu x6 − 32x3 − 64 = 0, koja je ekvivalentna
sa x6 − 4x3 − 1 = 0. Ova jednaqina ima 6 rexeǌa, kojima odgovaraju taqke
reda 2 i 4. Samim tim 4 | n1, odnosno

E ′ ∼= Z4 × Z52.

2

8.2 Odre�ivaǌe broja taqaka na E(Zp)

U ovom poglavǉu da�emo polinomijani algoritam za raqunaǌe reda grupe
E(Fp).

Primetimo da su koordinate zbira dve taqke eliptiqke krive raci-
onalne funkcije koordinata sabiraka. Samim tim, homomorfizam na
Fp indukova�e prirodno i homomorfizam na E(Fp). Posmatrajmo zato
Frobenijusov homomorfizam i odgovaraju�i homomorfizam Φ na E(Fp)
(Φ(x, y) = (xp, yp) i Φ(O) = O). Ukoliko sa (n) · P oznaqimo zbir n taqaka
P , va�i slede�a teorema:

Teorema 1. Ukoliko je |E(Fp)| = p+ 1− t, tada je

Φ2(P )− (t) · Φ(P ) + (p) · P = 0,

za svaku taqku P ∈ E(Fp), gde je Fp algebarsko zatvoreǌe poǉa Fp.

Razmotrimo sada taqke P ∈ E(Fp) takve da je (n) · P = O, za dati
prirodan broj n. Za ovaj skup, u oznaci E[n], va�i:

Teorema 2. (1) E[n] je podgrupa grupe E(Fp).
(2) Φ slika E[n] u sebe.
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Dokaz. (1) Iz komutativnosti, ukoliko je (n) · P = O i (n) ·Q = O jasno je
i (n) · (P +Q) = O.
(2) Kako je sabiraǌe racionalna funkcija na koordinatama i Φ homomo-
rfizam, to iz (n) · P = O zaista sledi (n) · Φ(P ) = O. 2

Prethodne dve teoreme daju

Φ2(P )− (t mod n) · Φ(P ) + (p mod n) · P = 0, za sve P ∈ E[n]. (∗)

Osnovna ideja algoritma je da za razne (male) vrednosti odredimo t mod
n isprobavaǌem. Slede�i polinomi pomo�i �e u testiraǌu uslova (∗):

Definicija 1. Eliptiqkoj krivoj E(Fp) sa jednaqinom Y 2 = X3 + aX + b
dodelimo polinome Φn(x, y) ∈ Fp[X, Y ]/(Y 2−X3− aX − b) na slede�i naqin:

Φ−1 = −1, Φ0 = 0, Φ1 = 1, Φ2 = 2Y,

Φ3 = 3X4+6aX2+12bX−a2, Φ4 = 4Y (X6+5aX4+20bX3−5a2X2−4abX−8b2−a3),

odnosno u ostalim sluqajevima sa

Φ2n = Φn(Φn+2Φ
2
n−1 − Φn−2Φ

2
n+1)/(2Y ),

Φ2n+1 = Φn+2Φ
3
n − Φ3

n+1Φn−1.

Osnovne osobine polinoma Φn, kao i ǌihovu vezu sa (n) ·P daje slede�a
teorema. Dokaz teoreme izvodi se direktno iz definicije sabiraǌa u
E(Fp) i date rekurentne relacije za polinome Φn.

Teorema 3. Za neparno n Φn(X, Y ) je polinom samo po X, a za parno n
Φn(X, Y ) je Y puta polinom samo po X. Ako je n neparno i p - n va�i
deg Φn = (n2 − 1)/2, a ako je n parno i p - n stepen Φn po X je (n2 − 4)/2. Za
taqku (x, y) ∈ E(Fp) \E[2] va�i (n) · (x, y) = O ako i samo ako je Φn(x, y) = 0.
Tako�e, ako je (x, y) ∈ E(Fp) \ E[n] va�i

(n) · (x, y) =

(
x− Φn−1Φn+1

Φ2
n

,
Φn+2Φ

2
n−1 − Φn−2Φ

2
n+1

4yΦ3
n

)
.

2

Iz relacije (∗) jasno je da postoji jedinstven prirodan broj t ∈ [0, l−1]
tako da je

(xp
2

, yp
2

) + (p mod l) · (x, y) = (t) · (xp, yp). za sve (x, y) ∈ E[l] \ {O}. (∗)

Ukoliko bismo ovo jedinstveno t mogli da odredimo, znali bismo i da je
ostatak pri deǉeǌu E(Fp) sa l jednak p+ 1− t.
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Sada mo�emo da postupamo na slede�i naqin. Taqke na krivi pred-
stavimo kao parove polinoma po X i Y . Polinome redukujemo po Y 2−X3−
aX − b, tako da je stepen Y najvixe 1. Kako su sve taqke u E[n], polinome
zatim redukujemo po Φn koje izraqunavamo iz prethodne teoreme.

Na kraju dajemo naqin na koji mo�emo izbe�i eksplicitno izraqu-
navaǌe inverza polinoma (koje inaqe radimo Euklidovim algoritmom).
Razmatra�emo racionalni oblik eliptiqke krive. Taqku �emo posma-
trati kao P = (U/V, F/G), gde su U , V , F i G polinomi po promenǉivama
X i Y . Ispostavǉa se da uz date redukcije, taqke koje razmatramo moraju
biti oblika

P = (N(X)/D(X), Y M(X)/C(X)).

Sada mo�emo dati i sam algoritam. Algoritam vra�a ostatak pri
deǉeǌu E(Fp) sa l, gde je l prost broj kojim vrximo testiraǌe (l je mnogo
maǌe od p). Ovaj algoritam zatim ponavǉamo za razne l, sve dok

∏
l nije

ve�e od 4
√
p i zatim Kineskom teoremom o ostacima odre�ujemo E(Fp).

Algoritam 8.1. (Odre�ivaǌe |E(Fp)|)
1. [Slučaj l = 2]

if (l = 2){
g(X) = (Xp −X,X3 + aX + b); //NZD polinoma

if (g(X) = 1) vrati 0;

vrati 1;

}
2. [Relacija (**)]

p = p mod l;
u(X) = Xp mod (Φl, p);
v(X) = (X3 + ax+ b)(p−1)/2 mod (Φl, p);
P0 = (u(X), Y v(X));
P1 = (u(X)p mod (Φl, p), Y v(X)p+1 mod (Φl, p));
Pomoću Teoreme 3 predstavi P2 = (p) · (X, Y )

u obliku (N(X)/D(X), Y M(X)/C(X));
if (P1 + P2 = O) vrati 0;

P3 = P0;

for (1 6 k 6 l/2){
if (X-koordinate P1 + P2 i P3 jednake){

if (Y -koordinate jednake) vrati k;
vrati l − k;

}
P3 = P3 + P0;

}
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Vreme rada ovog algoritma je O(ln8 n). Pa�ǉivijim biraǌem brojeva
l i polinoma fl koji dele Φl, vreme rada algoritma se mo�e spustiti na
O(ln5+ε n).

8.3 Test primalnosti pomo�u eliptiqkih krivih

Kao xto je u prethodnim poglavǉima napomenuto, za test primalnosti je
dovoǉno da za dati broj, koji je skoro sigurno prost, dokazuje da je on
zaista prost. Zato �emo broj koji testiramo tretirati kao prost broj.

Osnovu testa qini slede�i analog Poklingtonove teoreme:

Teorema 1. Neka je N > 1 ceo broj uzajamno prost sa 6 i E eliptiqka
kriva po modulu N . Ukoliko ceo broj m i taqka P ∈ E(ZN) zadovoǉavaju
uslove:
(1) Postoji prost delilac q od m takav da je

q > (
4
√
N + 1)2;

(2) (m) · P = O;
(3) (m/q) · P = (x : y : t) gde je t ∈ Z∗N ;
tada je N prost.
Dokaz. Neka je p najmaǌi prost delilac broja N . Redukovaǌem po modulu
p zakǉuqujemo da je red taqke P u grupi E(Zp) delilac broja m, ali da
nije delilac broja m/q. Kako je q prost zaǉuqujemo da je red taqke P u
E(Zp) deǉiv sa q, pa je q 6 |E(Zp)|. Prema Haseovoj teoremi zakǉuqujemo
da je q < (

√
p + 1)2. Sada, ukoliko je N slo�en va�i

√
N > p, xto dovodi

do oqigledne kontradikcije. 2

Da bismo ovu teoremu mogli praktiqno da iskoristimo moramo znati
tri stvari: kako izabrati eliptiqku krivu, kako odrediti taqku P i
kako na�i broj m, naravno ukoliko oni uopxte postoje. Slede�a teorema
daje nam odgovor na tre�e, ujedno i najte�e pitaǌe:

Teorema 2. Neka je N prirodan broj uzajamno prost sa 6, E eliptiqka
kriva nad ZN i m = |E(ZN)|. Ukoliko je m prost delilac broja q takav
da je

q > (
4
√
N + 1)2,

tada postoji taqka P ∈ E(ZN) tako da je

(m) · P = O i (m/q) · P = (x : y : t) gde je t ∈ Z∗N .

Dokaz. Kako je m red grupe E(ZN), to je prvi uslov zadovoǉen za sve taqke
P ∈ E(ZN). Kako je u algoritmu pretpostavǉeno da je N prost, dovoǉno
je da P odredimo tako da (m/q) · P 6= O.
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Pretpostavimo da �eǉena taqka ne postoji. Tada red svakog elementa
u grupi E(ZN) mora biti delilac broja m/q, pa je eksponent grupe E(ZN)
delilac broja m/q. Daǉe, prema Teoremi 3 prvog dela ovog poglavǉa,
va�i

E(ZN) = Zd1 × Zd2 , d2 | d1.

Prema tome eksponent grupe E(ZN) je d1, pa je m = |E(ZN)| = d1d2 6 d2
1 6

(m/q)2, odnosno q2 6m. Me�utim, na osnovu Haseove teoreme imamo da je
m < (

√
N + 1)2, xto daje kontradikciju sa odabirom broja q. 2

U prethodnom delu poglavǉa dali smo efikasni (polinomijalni) al-
goritam za raqunaǌe reda grupe eliptiqke krive E(Zp), pa sada mo�emo
dati i test primalnosti:

Algoritam 8.2. (Test primalnosti pomo�u eliptiqkih krivih)
i = 0;
N0 = N;

1. [Test]

while (Ni > 230){
Proizvoljno izabrati a i b iz ZNi tako da je (4a3 + 27b2, Ni) = 1;

//E je eliptička kriva sa jedačinom y2 = x3 + ax+ b
m = |E(ZNi)|;
q = m/2;
if (q ne prolazi Rabin-Milerov test ili q 6 ( 4

√
N i + 1)2) continue;

repeat{

Izabrati proizvoljan x ∈ ZNi tako da je

(
x3 + ax+ b

Ni

)
0 ili 1;

Odrediti y tako da je y2 = x3 + ax+ b;
if ((m) · P 6= O) goto Povratak;

} until ((m/q) · P 6= O)
i = i+ 1;
Ni = q;

}
for (p prost, p6 215)

if (p | Ni) goto Povratak;

2. [Povratak]

if (i = 0) vrati SLOŽEN;

else {
i = i− 1;
goto Test;

}
vrati PROST;
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Jasno je da je dati algoritam polinomijalni. Ispostvǉa se da je ǌe-
govo vreme rada O(ln12 n), pa on nije praktiqan. U nastavku poglavǉa
prikaza�emo ideje na kojima se zasniva praktiqna verzija ovog algo-
ritma.

8.4 Etkin-Morenov test primalnosti

U prethodnom testu koristili smo fiksiranu eliptiqku krivu i zatim
raqunali red ǌene grupe. Osnovna ideja kod Atkin2-Moren3-ovog testa
je da uradimo obrnuto, tj. da za fiksirani broj na�emo eliptiqku krivu
qiji �e red grupe biti bax taj broj.

Presudnu ulogu u pronala�eǌu adekvatnih redova grupa imaju kva-
dratna predstavǉa, odnosno, za D < 0, D ≡ 0, 1 (mod 4) i p prost broj,
predstavǉaǌa u obliku

x2 + |D|y2 = 4p.

Neka je za jedno takvo predstavǉaǌe π =
x+ y

√
D

2
, a samim tim i ππ = p.

Pokazaju se da je za prost broj N tada

m = |E(Z/NZ)| = N + 1− π − π = N + 1− x,

gde je E eliptiqka kriva koja jednostavno zavisi od D. Ipak, iako imamo
red grupe E(Z/NZ), treba ispitati je da li on zadovoǉava uslove Teoreme
1 iz prethodnog poglavǉa. Ukoliko to nije sluqaj uzimamo novu vrednost
za D, sve dok ne prona�emo odgovaraju�e m.

Neka su pogodni m i odgovarju�a diskriminanta D prona�eni. Slede�e
xto je potrebno odrediti je eksplicitnu krivu nad kojom �emo vrxiti
testiraǌe. Pokazuje se da za D = −4 postoje qetiri izomorfne klase
krivih, da za D = −3 postoji xest, a za D 6= −3,−4 postoje dve klase
izomorfnih krivih qija je to diskriminanta.

Posledǌe xto je potrebno uraditi je za dato D odrediti koja klasa
krivih je zadovoǉavaju�a. Za D = −3,−4 direktan uslov nije texko dati,
dok je sliqan uslov gotovo nemogu�e dati u tre�em sluqaju. Tada za razne
(sluqajne) taqke P sa krive odre�ujemo da li je (m) · P = O i ako nije
tu krivu odbacujemo. Ukoliko taj uslov jeste zadovoǉen to nam ne daje
garanciju da je kriva prona�ena, ali ipak tu krivu verovatno mo�emo
koristiti u Teoremi 1 iz prethodnog poglavǉa.

Ovaj test nije deterministiqki, ali je praktiqan. ǋegovo vreme rada
je O(ln5+ε n). Uz test Jakobijevim sumama, ovaj test se pokazuje kao najbo-
ǉi za dokazivaǌe primalnosti brojeva za koje smo prethodno utvrdili

2Arthur Oliver Lonsadale Atkin - engeski matematiqar 1925-2008
3Francois Morain - francuski matematiqar
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da su skoro sigurno prosti. Ovim algoritmom mo�e se dokazivati pri-
malnost brojeva sa vixe od 1000 cifara u dekadnom zapisu. Najve�i broj
qija je primalnost dokazana ovim algoritmom ima 20562 cifre i jednak
je:

(((((((23 + 3)3 + 30)3 + 6)3 + 12)3 + 894)3 + 3636)3 + 70756)3 + 97220.
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