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Uvod

Fiksne tacke viSe dimenzionih nelinearnih funkcija,eddgrski varijeteti, razlikovanje
topoloskih prostora bili su neki od glavnih problema kaisu se bavili matematicari
s kraja XIX veka. u potrazi za odgovorima na ova pitanja Hagejedno od najvecih
matematiCkih dostignu¢a XX-tog veka- algebarska togigég Ciji je fundamentalan deo
homoloSka teorija. Njene korene nalazimo joS u XVIII vakpoznatoj Ojlerovoj for-
muli za konveksne poliedre — F + V' = 2, a kasnije i u radovima Henri Poincaré-a.

Moc¢ algebarske topologije lezi u njenoj “grubosti’- aglajuci se samo na informa-
cije o lokalnim svojstvima prostora, mozemo odrediti nekieosobina globalne struk-
ture. Kao ilustraciju ove tvrdnje posmatrajmo poliedarsaipa. Ojlerova formula u
tom slucaju glasi:F — £+ V = 2 — 2k. Sada postaje jasno da brojeti ivice, strane
i temena poliedra (lokalna svojstva), mozemo jednostalo® do broja rupé, Sto je
svakako globalno svojstvo poliedra.

Potencijal ideje da se globalno dobije iz lokalnog brzo jepmznat i dovodi do
razvoja veoma mocne algebarske maSinerije - algebanpkdagije.

Na pocetku XXI veka sve viSe je problema koje izlaze vanrpo matematike, a ipak
imaju topoloski karakter. Ovde imamo na umu probleme iastiracunarske grafike,
biologije, fizike,.. . koje karakteriSe postojanost siséepri malim preturbacijama. Al-
gebarska topologija predstavlja idealan okvir za ovakzeranja. Prakticni problemi
algebarske topologije posmatrani sa racunarskog asp&hktge svakako neophodno u
primenama, dovode nas do definisanja novog koncepta u @ippdeometriji i racunarstvu
: raCunarske homologije.

Osnovna ideja ovog rada je da istaknemo znacCaj racundushk®logije u analizi i
razumevanju aktuelnih kompleksnih geometrijskih proldesa akcentom na komplek-
snim mrezama. U Poglavlju 1. i 2. definiSemo osnovne pognimpologije i ho-
mologije, zadrzavamo se na analizi reprezentacija t@atoprostora simplicijalnim
kompleksima, koji su zbog kombinatornih osobina njihoveldure idealni za imple-
mentaciju u proracunima.



SADRZAJ

U Poglavlju 3. navodimo nove rezultate iz oblasti homolegierzistentnu homologiju
i mogucnosti primene u kompleksnim sistemima.

Poglavlje 4. sadrzi metode za implementaciju. Algoritragatunanje topoloskih in-
varijanti relevantnih za temu ovog rada.

U Poglavlju 5. opisujemo primenu raCunarske homologijgoapleksne mreze.



POGLAVLJE PRVO

TOPOLOGIJA

TopoloSka teorija, u odnosu na druge fundamentalne mai&adeorije, je formalizo-
vanarelativno kasno, tek u XVIl veku. Matim, zbog sveprisutnosti kako u matematici
tako i u ostalim oblastima nauke, razvija se veoma brzo.

Danas se mnogi aktuelni problemi razmatraju sa aspektéogipm Sto ovu matematicku
disciplinu €ini Zivom i dinami¢nom.

Motivacija lezi u tome 5to nam nekada nisu bitne metriGls®bine prostora ili
objekta vet znanje o povezanosti. Da bismo ovo malo giibintuiciji, razmotrimo
sledeti problem:

U ravni su date take A;, Ay, A3 i By, By, Bs. Povezatid; i B; (1 < i < 3,

1 < j < 3)tako dasud;B; i A,DB; nepresacujae.

Ovaj problem poznat je joS i pod nazivom "problem o tri Ki(cgvaku od tri kuce
treba spojiti sa izvorima struje, gasa i vode tako dalmeezama nema presecanja) i
ima mnogo toga zajednickog sa Ojlerovih 7 mostova.

Primetimo da su situacije na Slici 1.2. potpuno ekvivalentddaljenost méu taCkama

Slika 1.1: Dva metricki razliCita objekta, ali ista grafa

ni na koji nacin ne utice na razreSenje problema. SitauwjolakSava ni menjanje ras-
poreda tacaka.
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Slika 1.2: Problem “tri ku€e” ili grafis 3

Posto postaje oCigledno da nam geometrija sistema néaedigpomoci, postavlja
se pitanje koja osobina sadrzi relevantnu informacijiakog nas dovesti do resenja
problema? Da li je to povezanost, orijentacija, ili paktoedrugo? Uz malo znanja
topologije i teorije grafova dolazimo do zakljuCka da nesfaji naCin da se ove tacke
povezu, a da pritom sve linije budu nepresecajuce (Storaoglii naslutiti iz prethodnog
razmatranja).

Dokaz:
Uobicajeni naziv za ovaj graf j&’; ;. Dokaz koristi Ojer-Poenkareovu formulu za pla-
narne grafove:

F-E+V=2,

gdeV oznacCava broj temena grafay ovom slucaju) £ je brojivicaiili linkova 9), a F’

je broj regiona u ravni ogranicenih ivicama koje formiramtvorenu stazu, bez tacaka
u unutrasnjosti.

Neka jeF; broj regiona ograniCenih sa tatwica (F' = ), F;).

S obzirom da svaka dva regiona imaju jednu zajednicku jsladi:

28 = Fy +2F, + 3F5 +4F, + ...
VrednostiF; za posmatrani su:
e F; =0, jer ne postoji taCka povezna sama sa sobom
e Iy =0, jer nikoje dve tacke nisu povezane sa dve ivice.

e F3 =0, jer zaregion ograniCen sa tri ivice moramo imati ivicukog povezivati
dve tacke iste trojke taCakal(ili B), Sto je u kontradikciji sa polaznim pret-
postavkama. |z istog razloga sk, Ce biti nule.



Topologija

Sledi:
2FE = 4F, +6Fs + 8F5 + ...

Iz Ojler-Poenkareove formule imamto=2 — V + E =5, t.J. 4F; + 6F5 + ... > 20.
Kontradikcija sledi iz nejednakosti:

18 =2 = 4F, + 6F; + 8Fy + ... > 20

|

Ovim smo dokazali da je nemoguce spojiti taCke u ravniyazeni nacin, tako da nema
presecanja nma linkovima. Ali, ukoliko isti problem posmatramo na tow seSenje
postoji! Lokalne osobine objekta zavise od njegovog amibégjmog prostora.

Sve pomenuto do sada: povezanost, ambijentalni prostoogmuiSe od toga je tema
topologije.

1.1 Osnovne definicije

lako je metricki prostor viSe struktuiran od topoloSkagozemo ga smatrati evolutivno
korak ispred topoloSkog, istorijski stvari su se razéjaialo drugacijeCovek se bavio
nekom vrstom merenja joS od pec€inskog doba i u skladu seativijao svoju intuiciju.
Zbog toga su nam metriCki prostori prirodni bas kao i zeanfrodimenzionalnosti sveta
u kom Zivimo. Da bi doSli do istog razumevanja topologi@rebno je da ucinimo
korak “unazad”, da ekstrahujemo samo neke od mnostvanrsoija koje nam daje
metrika jednog prostora i da sve ponovo slozimo u druguun®wvezu teoriju koja ce
nam svojom transparentno$cu omoguciti da brze i la&Savamo Citavu jednu lepezu
problema.

Definicija 1.1. Topologijana skupuX je familija skupovar C P(X) takva da vai:
-0, XeT
- AkOUl, U, €T, tadaU1 NU, €T

- Ako{U; |iel} CT,tadalJ,., U, €T

el
Skup X zajedno sa topologijomdefiniSe topoloski prostor (X))
Definicija 1.2. SkupU C P(X) je:

- otvorenako jeU €T

- zatvorenakoU¢ €71

familiju zatvorenih skupova obelevazavafio



1.1 Osnovne definicije

- ni otvoren ni zatvorerakoU ¢Ti U ¢T

Topologiju moZemo shvatiti i kao kolekciju otvorenih skwa na nekom prostoru.
Primer 1.1. (Topoloski prostori)

1. ProstorX = {a, b} satopologijom7={®,{a}, {a,b}}

2. Ako je (X, d) metricki prostor, tadd ={ B(z,r) | x € X,r € R}, gde jeB(z, )
otvorena kugla sa centromuu poluprecnikomr, definiSe jednu topologiju nX'.
Pa sledi da je svaki metricki prostor istovremeno i tog&loObrnuto ne vazi.

3. SkupA = {377 ta; | t; > 0,30 t; = 1}, gde sug; proizvoljne tatke pros-
toraR?, nazivamodvodimezioni simpleksSa topologijomm™={U N A | U C
R? U otvoren uR?} Cini topolo3ki prostor.

Generalno, za svaki topoloSki prostor X mozemo indukioigdologiju na bilo
kom njegovom podskupu i to na sledeci nacin:

Definicija 1.3. Ako je (X, 7) topoloski prostoriA C X,tadajeTa={UNA|U €T}
topologija naA, pa je (A, T 4) takade jedan topoloski prostor i nazivamo gatprostor
prostora (X, 7), a topologijuT ,) indukovanom topologijm n4d iz topologijeT .

Definicija 1.4. (Aksiome separacije)

Prostor(X,7T) je Kolmogorovljewuli Tq ako: (Vz,y € X)(3U €T)(x € UNy ¢
U)V(x¢UAyeU)

Prostor(X,7) jeT; ako:V(z,y € X)(3U,V €T)(x e UNz ¢ Vy e VAy ¢ U

Prostor (X, T) je Hausdorffovili T ako: (Vx,y € X)(IU,V €T)z € U ANy €
VAUNV =0

U klasu topolo3kih prostora spada Sirok spektar prostoreogi od njih su krajnje
siromasni u strukturi i iz tog razloga nece biti predmetiavanja u ovom radu. Radije
¢emo se ograniciti samib, prostore, t.j. prostore u kojima je moguce “razdvojititka.
To nam omogucava da izbegnemo slucajeve trivijalnihtpraskao sto jeé X, {0, X }),
svezane dvotkgPrimer 1.1) i slicnih.

Definicija neprekidne funkcije na topoloskim prostorineayj direktnoj analogiji sa
karakterizacijom neprekidnosti u metriCkim prosotiriotaorenim skupovima:
Neka suX i Y proizvoljni metrtki prostorii f : X — Y neprekidna funkcija, tada je
inverzna slika svakog otvorenog skup&‘iotvoren skup ux.
Slicno:

Definicija 1.5. Funkcija f : X; — X, na topoloskim prostorimaX;, 71) i (Xs, T2)
je neprekidnaukoliko je f~}(U) €T, za svaki skupy €7,



Topologija

Zbog raznolikosti topologija pojam neprekidnosti necekitbiti transparentan i in-
tuitivan kao §to smo navikli do sada. Naime, Cak i idekdifunkcija, na istom prostoru,
ali sa razlicitim topologijama moze biti prekidna. Raznmo sledece primere:

Primer 1.2. (Neprekidne funkcije)
Neka je X = {a,b} i neka su7={0, X} i 7,={0, {a},{b}, X} dve topologije na
njemu.

- Funkcijaid : (X,7T1) — (X, T2), nije neprekidnger jeid~'({a}) = {a}, a taj
skup ne pripada topologijt;
- Dok je preslikavanjeéd : (X,75) — (X, T1) neprekidnd

Medutim, s obzirom da u ovom radu korisitmo saffygrostore, “Cudnih” slu¢ajeva
neprekidnosti nece biti. Sada vet posedujemo dovoljramnda definiSemo analog
izometrijskoj transformasciji:topolosku ekvivalenci)i homeomorfizam.

Definicija 1.6. Neka su &, 71) i (X5, T2) topoloski prostori. Funkcijg : X; — X,
je homeomorfizamukoliko je bijekcijaif i f~! su neprekidne. Za prostoE; i X,
kazemo da stnomeomorfni i piSemoX; ~ X,

Homeomorfizam je relacija ekvivalencije (dokaz je elementy pa deli topoloSke
prostore na klase. On, bas kao i izometrija u metrickinsfmoma zadrzava osnovne 0s-
obine topoloskih prostora. Fundamentalni zadatak tapmgeste karakterizacija klasa
ekvivalencije relacije homemorfnosti.

Slika 1.3: Homemorfni topoloski prostori

10



1.2 TopoloSke invarijante

Slika 1.4: Prostori koji nisu homeomorfni

1.2 Topolaske invarijante

Dakle, glavni zadatak topologije je klasifikacija topdtdsprostora. T.j. potrebno je
utvrditi koji prostori su homemorfni, a koji ne. Najprirogimacin bi bio pronaci pres-
likavanje koje je homeomorfizam za svaka dva prostora iliadaki da takvo preslika-
vanje ne postoji. Méutim, u vecini slucajeva ovaj zadatak se moze pokazatij&iao
tezak, a ponekad i nereSiv. Zbog toga pristupamo drugépdne UoCavamo osobine
prostora koje ostaju nepromenjene pri homeomorfizmimiraada njihovim ispitivan-
jem zakljucujemo da li dva prostora pripadaju istoj kléisié. Ove osobine se nazivaju
topoloske invarijante.

Ovde €emo pomenuti samo osnovne:

Definicija 1.7. Topoloski prostor X, 7) je povezanukoliko ne postoje dva otvorena,
neprazna skup& i V takva da je njihova unija ceo prostof, a presek prazan skup.

Primetimo da je definicija povezanosti u topoloskim prasta ekvivalentna defini-
ciji u metrickim. Slicno vazi i za kompaktnost.

Definicija 1.8. Topoloski prostor X, 7) je kompaktanukoliko se iz svakog njegov
otvorenog pokriveald = {U; | i € 1} maze izdvojiti kon&an potpokriva.

Familija skupovd/ je pokrivac prostor& ukoliko X' C |J,.; U

Primer 1.3. Razmotrimo zasto prostori sa slike nisu homemorfni:

Prostor X, nije povezan, dok prostotk; i X3 jesu. StogaX; nije homemorfan sa
X5 i X3 nije homeomorfan s&,. ProstorX; nije kompaktan, aX; i X, jesu. Sledi
da ni X1, ni X3, nisu homeomorfni s&3. T.. medu prostorimaX;, X, i X3 nema
homemomorfnih.

Ojlerova karakteristika, betijevi brojevi, homotopskp §oS su neke od invarijanti
kojima ¢emo se pozabaviti kasnije u radu.

11
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»3 &7

Slika 1.5: nehomeomorfni prosotri

Globalan utisak jeste da topoloskih invarijanti ima sramm® mnogo i postaje jasno
da njihovo ispitivanje samo u cilju da se proveri homemaostnarostora jeste tezak i
mukotrpan posao. Umesto toga, polazimo lakSim putem i mwogbojam homotopije,
koji sem Sto nam olakSava ispitivanje homemorfnosti,afoniz novih i lepih rezultata.

Definicija 1.9. Neka suX i Y topoloski prostoriif,g : X — Y neprekidne funkcije.
Kazemo da syf i ¢ homotopneukoliko postoji neprekidna funkcij : X x [0,1] — Y
takva:

- (Vx € X)H(z,0) = f(x)
- (Vx e X)H(z,1) = g(x)

u oznacif ~ g

Malo slobodnije posmatrano, funkcije su homotpne ako riegn® mogu “preci”
jedna u drugu.

\

Slika 1.6:u ~v

Definicija 1.10. TopoloSki prostoriX i Y suhomotopski ekvivalentnfX ~ Y") ukoliko
postojef-jef : X —Yig:Y — X takve:

go f ~ ZdX |

fog~idy

12



1.2 TopoloSke invarijante

Homotopska ekvivalentnost prostora moze se interptegiréno homotopiji funkcija:
prostori su homotpni ukoliko postoji neka neprekidna tfarmmeacija koja prevodi jedan
u drugi.

)

IR

Slika 1.7: Homotopni topoloski prostori

() N

Slika 1.8: Prostori nisu homotopni

Homotpija je relacija ekvivalencije na skupu topoloSkioegtora, ali nema difern-
ciacionu snagu homeomorfizma. Dva homotopski ekvivaleptoatora ne moraju biti
topoloski ekvivalentni, dok su svaka dva homeomorfnammashomotopna.
Pokazimo i formalno ovu tvrdnju:

Primer 1.4. Neka suX i Y dva homeomorfna topoloSka prostora, tada su oni i homo-
topni.

Dokaz

S obzirom naX ~ Y postoji funkcijaf : X — Y takva da je neprekidna i bijekcija.
Tadaf=':Y — Xivazifo f~' = idy, asamimtimif o f~! ~ idy. Takade je i
f~ltof=ridx,paf~tof~idy, Cime jetvdenje dokazan®l

Pojam homotopije i homotopskih grupa uveo je Poincaréyiipoceo da klasifikuje
topoloSke prostore na ovaj nacin. Prva homotopska grligaundamentalna grupa,
je svakako najviSe izucavana homotopska grupa, a odraggechomotopnim klasama
zatvorenih petilji.

13
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Definicija 1.11. Neka je X topoloski prostor iz,y € X. Neprekidna funkcija :
[0,1] — X, takvap(0) = x i ¢(1) = y naziva seut izmalu taCakaxz i y. Ukoliko je
»(0) = ¢(1) put nazivamgetlja.

Slika 1.9: Petlje na torusu

Na slici su prikazane tri petlje, v i w. u i v pripadaju istoj klasi, kojoju ne pripada

Sama fundamentalna grupa "broji” koliko razlicitih kkaea jednom prostoru imamo.

Definicija 1.12. Neka jeX topoloSki prostor iz € X. Fundamentalna grupa7 (X, x)
je grupa generisana klasama ekvivalencije petlji ségiom ur.

Ukoliko je prostorX povezan, fundamentalna grupa ne zavisi od izbora tacke
(vidi [2] ), stoga moZemo pisafi; (X).
Pomenimo jos da homotopni prostori imaju istu fundamentagrupu i da se u vetim
dimenzijama homotopske grupe konstruiSu na slicanmk&o za dimenziju 1. Pre-
ciznije, posmatramo klase ekvivalencije n-dimenzionitjpe.j. slike n-dimenzionih
kocki na dati topoloski prostor.
Homotopske grupe su bile prouCavane od strane razligittora uglavhom za dvodi-
menzione i trodimenzione objekte. Klgtim ove grupe ne predstavljaju najlaksi nacin
za klasifikaciju topoloSkih prostora, teskoca je povezsa algebarskom prezentacijom
ovih grupa i njihovim pordenjem (poznati group word problen@ak i za jednostavne
prostore, kao 5to je sfeldl’ vrlo teSko je naci homotopske grupe, (S™).

14



1.3 Simplicijalni kompleksi

1.3 Simplicijalni kompleksi

1.3.1 Geometrijski simplicijalni kompleksi

Definicija 1.13. Neka jeS = {ag, a; ... a;} skup afino nezavisnihtaka uR"™. Naj-
manji konveksni skup koji sadite te&ke naziva sk-simpleks TaCke skupa sutemena
simpleksa.

Ako je o k-simpleks iz prethodne definicije, tada svaki podskug S takode defise
jedan simpleks koji nazivamolice simpleksar, oznakar < o. U tom slucajuo je
ko-licesimpleksar (o > 7)
k-simpleks posmatramo kao topoloSki potprostor prosiitaali mozemo ga videti i
kao kombinatorni objekat.

Jedark-simpleks ima(} ) lica dimenzijel, a ukupnoy_y__, (§]) = 2"+ lica.

Dakle, simpleks je vrlo veliki, ali uniforman kombinatorobjekat. Jedai simpleks
sastoji se od ukupn®® manjih simpleksa. S obzirom na veli¢inu, neprakti¢noije-s
plekse koristiti za racunje ukoliko se operacije vrsectra”. S druge strane, zbog nji-
hove uniformnosti i jednostavnosti u strukturi, predg&ul idealnu reprezentaciju za
koris€enje u racunarstvu.

Definicija 1.14. Geometrijski simplicijani komplekd{ u R" je kona&na familija sim-
pleksa takva da:

- ako jeo simpleks iz, tada je svako lice simpleksatakade iz K
- ako suo, i o5 simpleksiizK, tada je io; N o, takodje izK

Unija svih simpleksa kompleksall, ., o naziva sepoliedar kompleksa K ozneCava
| K.

Pod dimenzijom simplicijalnog komplekda podrazumevamo dimenziju njegovog
maksimalnog simpleksa. t.j. dilh=max{c | 0 € K}.
U praksi, da bi izuCavali topoloSki prostor, poCinjen@orgegovom trijangulacijom.
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Topologija

O\

Slika 1.10: Prva figura je simplicijalni kompleks, dok ostd\ve nisu

Definicija 1.15. Triangulacija topoloSkog prostora X je pdrk, ¢), gde jeK simplici-
jalni kompleks, a : K — X homeomorfizam.

Napomena Ukoliko takvo ¢ postoji tadd K| ~ X i jasno je da prostor iz primera 1.1 (svezana
dvotacka) ne moze biti triangulisan jer je svaki simpéilrii kompleks Hausdorfov topoloSki prostor, dok
svezana dvotacka to nije.

Cak iako posmatramo topoloSki prostor koji jeste Hausmgré pri tom i mnogostrukost ne mozemo
tvrditi da postoji njegova triangulacija. Michael Freedna 1982. godine pronaSao Cetvorodimenzionu
topoloSku mnogostrukogts koja nije triangubilna, dok je pitanje triangulacije za ngostrukosti dimen-
Zije vete od 4 otvoren problem (vidi Andrew Ranicki (ed.)eTHauptvermutung Book)

Figure na sledecoj slici predstavljaju triangulacijukais

Slika 1.11: tri moguce triangulacije diska

Zainteresovani smo za topoloSka svojstva podeljeniar{grilisanih) prostora a, ne
za njihov geometrijski oblik. Zbog toga je znacajno najframzliku medu osobinama
koje dolaze iz kombinatorne strukture objekta i onih kojiade iz geometrije. U cilju
dobijanja kombinatorne definicije objekta apstrahujenmapdicijalni kompleks.
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1.3 Simplicijalni kompleksi

1.3.2 Apstraktni simplicijalni kompleksi

Definicija simplicijalnog kompleksa u prethodnom korisbjpm konveksnosti i ne daje
nam jasnu diferencijaciju topologije i geometrije objekta

Definicija 1.16. Apstraktni simplicijalni kompleksje uredeni par (V, K) gde je V
konaan skup, a K familija njewgovih podskupova sa svojstvima:

- svaki elementiz V je i element K
- ukolikojec € KiT C otadar € K

Primer 1.5. Familije skupovak i K’ su apstraktni simplicijalni kompleksi
K = {{vo}, {v1}, {vo, v1}}

K' = {{vo}, {1}, {va}{vo, v}, {vo, va}}

dok, familijeT" i T" nisu.

T = {{vo}, {vo, vi}} i

T" = {{vo}, {v1}, {va}, {vo, v1, v2}}

Svaki geometrijski simplicijalni kompleks mozZe se apistreati. Ukoliko je K
geometrijski simplicijalni kompleks IV skup njegovih temena, A familija skupova
temena svih simpleksa iZ tada je(V, ) apstraktni simplicijalni kompleks koji odgo-
vara kompleksuy'.

Teorema 1.1.Za svaki apstraktni simplicijalni komplels = (V| X) postoji geometri-
jski kompleksK, Cija je apstrahizacija izomorfna a

Vo

{wo}, {v1}, {ve}, {vs}, {va},
Y4 u {vo,v1}, {v1,v2}, {v2,v3},
{1)3,1}4}, {U47U0}’ {’U17U4}7
{va,v4}, {vo,v1,v4}}

v3 (%]

Slika 1.12: Apstrahizacija jednog geometrijskog simjpiciog kompleksa

| obrnuto, svaki apstraktni simplicijalni kompleks ima geetrijsku realizaciju i
vazi
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Topologija

U1 V0 Vo
v3
V3

Vo V2 vy

Slika 1.13: Homeomorfne geometrijske realizacije apstrads simplicijalnog kompleksak =

{@7 {UO}’ {’Ul}v {U2}7 {U3}’ {U07U1}’ {U07U2}’ {U17U2}7 {U17U3}7 {U07U17U2}}

Teorema 1.2.Neka suK’ i K" dve realizacije apstraktnog simplicijalnog kompleksa
IC, tada su pol, koji ima strukturu Paskalovog trouglaiedi| i | K| homeomorfni.

Apstraktni simplicijalni kompleksi su u osnovi kombinatoobjekti.

1.4 Qjler-Poenkareova karakteristika

Formula za poliedre nezavisno uvedena od strane Ojlera aibeklaje vezu iz
broja temend’, ivica I i lica S konveksnog poliedra

x=T-1+5=2

generalizaciju ove formule na CW komplekse, a zatim i simjaline komplekse
dao je Poenkare:
Ako je K konacno generisan simplicijalni kompleks, tad®j&erova karakteristika data

formulom:
d

X(K) =Y (=1)'n;
=0
gde jen; broj simpleksa dimenzijé ad dimenzija kompleksd .

Napomenimo jo$ da Ojlerova karakteristika ne zavisi odrigulacije objekta t.j.
svi homeomorfni objekti imaju jednakg, drugim recima Ojlerova karakteristika je
topoloSka invarijanta

Na slici 1.14.? date su tri razliCite triangulacije disk3jlerova karakteristika sim-
plicijalnog kompleksa prvog diska j& potpuno ista kao i za ostale dve. Prirodno,
postavlja se pitanje da li Ojlerovu karakteristiku mozesedinisati nezavisno od trian-
gulacije, t.j. u terminima veliCina razli€itih od brojangpleksa.

Odgovor je naravno da i to koriste€i betijeve brojeve prost ali o tom Ce biti reci
kasnije.
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PoGLAVLIJE DRUGO

OSNOVE HOMOLO SKE TEORIJE

HomoloSka teorija daje vezu izmde algebarskih i topoloSkih koncepata prostora, i to
asociranjem prostora sa nizom grupa i asociranjem neprigkigreslikavanja mau
prostorima sa homomorfizmima he grupama.

Poincaré, Veblen i njihovi savremenici su homologiju Videterminima numerickih
invarijanti: Beti brojeva i torzionih koeficijenta. Tek 1Mdina kasnije, zahvaljujuci
radu Emmy Noether homotopija, a s njom i homologija, dobij@prezentaciju u ter-
minima Abelovih grupa. Aksiomatsku konstrukciju (ukljyaci i precizna ograniCenja
ovog koncepta, koja su bila neodena dugo vremena) uvode S.Eilenberg | N.Steenrod
sredinom XX veka.

HomoloSka teorija koristi osobine grupa i homomorfizamaadgasni svojsta prostora i
preslikavanja medju njima. Takva svostva ukljucuju , nangr, veze izmedju razlicitih
"dimenzionalnosti”, izuCavanje koje je zasnovano na lepia isecanja. Drugi deo al-
gebarske topologije, homotopija, koristi deformacije sta svrhu.

Jedna od glavnih prednosti homoloSke nad homotopskonjaege neuporeidvo lakSe
izraCunavanje ovih grupa.

Prva izuCavana homoloSka teorija je simplicijalna homggh,kojom ¢emo se mi bav-
iti u ovom radu. Zatim su predstavljene druge vrste homgdogsingularna, CW,
AlexandrovCech homologija... koje se talte baziraju na konceptu kompleksa, ali
mogu se definisati na proizvoljnim topoloskim prostorin@arazliku od simplicijalne
koja je definisana samo na simplicijalnim kompleksima i ginomeomorfnim topoloskim
prostorima.

2.1 Orijentacija

Definicija 2.1. Neka je K simplicijalni kompleks ioc simpleks izK dimenzijen sa
temenimd’ = {vg, vy, ...v,} i 7 permutacija skupd0, 1, ...n}.

Orijentacija simpleksge klasa ekvivalencije relacije
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Osnove HomoloSke teorije

{vo,v1, . v} ~ {Ur0), Vr(1)s - - Vr(m) } akko je permutacija T parna.

V1 \'%) V3
Vo Vo Vi Vo v

1

Slika 2.1: Jedan izbor orijentacije simpleksa

Relacija~ deli prostor na dve klase ekvivalencije, stoga u skladu sadijom,
Imamo pozitivho i negativno orijentisane simplekse.
Orijentisan simpleks oznaCavamdo], a njemu suprotno orijentisan simplexo].
Koristeci pojam orijentisanih simpleksa mozemo defitiispojam orijentabilnosti
triangubilnihd-dimenzionih mnogostrukosti.

Definicija 2.2. Dvad-simpleksa koja dele jednb— 1 lice o su”skladno” orijentisana
ukoliko indukuju razltite orijentacije nas. Triangubilna mnogostrukost dimenzije d
je orijentabilna ukoliko se svi d-dimenzioni simpleksi mogu "skladno” anijgati, u
suprotnom mnogostrukost je neorijentabilna.

Orijentabilnost mnogostrukosti je tate topoloska invarijanta.

Primer 2.1. Mebijusova traka je neorijentabilna mnogostrukost.

Dokaz

posmatrajmo triangulaciju na Slici 2.2. Pretpostavimoretn i pokusajmo da sve
2-simplekse "skladno” orijentiSemo. Primetimo da u tomcslju orijentacija prvog
simpleksa jednoznacno odige orijentaciju ostalih simpleksa u mnogostrukosti. Nes
laganje orijentacije se vidi vet kod trougloi#3 i 145 Sto svakako dovodi do kontradik-
cije.

Projektivna ravan, Klajnova flaSa su ta@leneorijentabilne mnogostrukosti.
Sfera, disk, torus su orijentabilne.

1za formalan dokaz ove tvrdnje potrebno je uvesti orijemaisit koriste¢i osobinu diferencijabilnosti
mnogostrukosti
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2.2 Granice, lanci, ciklovi

Slika 2.2: PokuSaj orijentacije mebijusove trake

2.2 Granice, lanci, ciklovi

Definicija 2.3. Neka je K simplicijalni kompleksd = [vg, v; . . . v] hjegov orijentisani
k-dimenzioni simpleksGranica simpleksar je:

o — Zf:o(—l)i[vo7...,ﬁi,...,vk] ako jek > 0
() . . .
0 u ostalim sl@ajevima

gdev; ozn&ava da je tékav; izbatena.
Granicu 0-simpleksa (t&ke) definisemo kao 0 (nulu).

Lance i ciklove definisemo na simplicijalnim kompleksimaabkbgno, mogu se
definisati i na CW, singularnim strukturama.

Definicija 2.4. p-lanacje formalna suma p-dimenzionih simpleksa sa koeficijentima
neke grupé&s.

Radi jednostavnosti, za poCetak posmatramo koeficijergeupeZ.
Na sledecoj slici prikazan je jedan dvodimenzioni simidiai kompleks.

Primer 2.2. Neki od 0-dimenzionih lanca na slici 2.4 sy, —vs,v; — 3vg, generalno
svi moguci 0-dimenzioni lanci kompleksa sa slike dati stnfolom sz a,;v;, gde
sua; € Z. Sligno 1-dimenzioni lanci dati su formulof,’, a;a;, a 2-dimenzioni

formulom>>7 |« fi.

Pojam lanca je Cisto formalan i u vec€ini slucajeva nenmangetrijsku interpretaciju.
(na primer: lanaQa; + 7a4 — 3ag)
Skup svih p-lanaca nekog simplicijalnog kompleksaa operacijom "+” formira slo-
bodnu Abelovu grupu, kojoj je neutralni element "0 lanacékV¥u grupu obelezavamo
Cp(K).
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Osnove HomoloSke teorije

V1 Vi
°
o
/ i [vi] = [vol
°
Vo Vo
\'5) V2
02
_ / \ [v1,v2l = [vo, val + [ Vo, V1]
Vo Vi v — Vi
v
V3 3
03
Vs Vs [V'IIV21V3] - [V01V21V3]
+[vo,v1,v3l = [vo,v1,Val
Vo V1 Vo b

Slika 2.3: Granice simpleksa dimenzije 1,2 3

Definicija 2.5. Slobodni lartasti komplekge C' = (C,, 9,):
N R e NG BN N N NG NN

gde suC), slobodne Abelove grupe generisane p-dimenzionim simplaksd, : C, —
Cp—1 homomorfizmi:

817(2 ;o) = Z ;0y(04)
i=0 1=0

gde jed,(o;) granica simpleksa;
Preslikavanje), definiSemo kao nul-preslikavanje.

Dokazimo sada jednu trivijalnu, ali vaznu osobinu gcaioig homomorfizma .
Teorema 2.1.0,_,0, = 0, za svakd: > 1
Dokaz:
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2.2 Granice, lanci, ciklovi

Slika 2.4: Orijentacije simpleksa oznacene su strelicama

ap_lap([’l}(), Uiy ... 7Up]) = ap—l Z(—l)i[’Uo, Uty .. ,’ﬁi, NN ,’Uk]

Posto se kompozicij&,_,0, anulira na svakom p-simpleksu, anulirace se i na lin-
earnoj kombinaciji p-simpleksa(t.j. bilo kom p-lanili)

Ciklovi i granice

Definicija 2.6. Jedanp-lanac, se nazivg-cikl ukoliko je njegova granica nula.
Lanacc je cikl akkod(c) = 0

Primer 2.3. na slici 2.4(ag + a19 — a2) je cikl, dok lanaa; + ag + a5 to nije.
f11 f2 nisu ciklovi, niti je to bilo koja njihova linearna kombiniger.
Generalno, k-ciklovi su:
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Osnove HomoloSke teorije

O-ciklovi || svi O-lanci

1-ciklovi || zatvoreni 1-lanci i

njihove linearne kombinacije
2-ciklovi || 2-lanci koji ograniCavaju neku zatvorenu oblast
i njihove linearne kombinacije

3-ciklovi || 3-lanci koji ograniCavaju neku zatvorenu
4-dimenzionu oblast i linearne kombinacije

Skup svihp-ciklova u odnosu na sabiranje formira Abelovu grupu, kejpgdgrupa
grupep-lanaca. Obelezavamo j&,, a moZzemo je videti i kao jezgro granicnog homo-
morfizma. To jest.

Z, = Kero,

Definicija 2.7. p-lanacg, je p-granica ukoliko postoji jedarp + 1 lanac iz grupeC, 11
Cija je on granica.
p-lanacc je granica akko postoji’ iz C,,, takavd,1(¢') = ¢

Primer 2.4. Na slici 2.4.a; + ag — a4 je granica (lancd), ali (a9 + a19 — ag) nije.
Da bi k-lanac biok-granica potrebno je da ograniCava ngki 1-dimenzioni simpleks
ili da je linearna kombinacija takvih granica.

Sve p-granice formiraju podgrupu grupeciklova, oznakaB, i mogu se videti i
kao:

Bp = ]m0p+1

Slika 2.5: Grupe lanaca, ciklova i granic&;, C Z, C C,

Teorema 2.2.Za grupe cikova, lanaca i granica vazi sledeca inkluzija:

B,cZ,cC,
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2.3 Homolo3ke grupe

Dokaz S obzirom da jeB, = Im(0,4+1) | Z, = Ker(0,), oCigledno je da:B, C
cp(er: Opy1 : Cppr — Cp) 1 Z, C Cp(jer g, : C, — Cp_y).
Ostaje jos da pokazenm®, C Z,:
Iz teoreme 2.1 sledi d@,0,+1 = 0, t.].

Ve € Cpr1 OpOpia(c) =0 Op0p1(Cpi1) =0
Op(Imdys1) =0
Imd, 41 C Kero,

B,C 2, O

T4 4l

Slika 2.5. ilustruje odnos izndel grupa granica, ciklova i lanaca.

Primer 2.5. Posmatrajmo sada prizvoljan simplicijalni kompleksdimenzijen. |
njemu asociran slobodni lanCasti kompleks:

87L anfl 16) O
Cn—> n_lé...HICOHOO

Duzina ovog lanca je + 1 zbog toga 5to ne postoje simpleksi dimenzije- 1 da bi
generisali grupu ciklovd’, . ;.

Iz istih razloga (nepostojanja grupg, ;1) n-ta grupa granic#,, je elementarna (nula).
Primetimo joS da j&, = Z, jer je 0, nul preslikavanje.

2.3 Homolaske grupe
Na prirodan nacin uvodimo relaciju ekvivalencije u grapi(0 < p < n)

Definicija 2.8. Dva p-ciklaz; i z; suhomoldski ekvivalentni (homolognagakko postoji
granicni cikl b € B, takav:
21 = 29 + b

Specijalno, svaka-granica je homologna nuli.
Klase ekvivalencije grup&, mozemo videti i kao kvocijentnu grupt,/ B, koju nazi-
vamohomoloSka grupa

Definicija 2.9. p-ta homoloSka grupa slobodnog Eastog kompleksgC), 9,) je:
H), = p/B:n
gde jeZ, = Kerd,, a B, = Im0,11
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Osnove HomoloSke teorije

S obzirom da su grup€’; konacno generisane Abelove grupe, to stiii B;, pa
samim tim i njihova kvocijentna grupé:.
Jedan od osnovnih rezultata klasicne algebre je:

Teorema 2.3.Svaka konacCno generisana Abelova grapaomorfna je grupi oblika:

(dekompozicija grupe invarijantnim faktorima)
/WL ® .. LIt LS LDL® ... 7

gde sut; celi brojevi vec€i od 1,za koje va#i|t;.;. Rang grupeG je broj Z
sumanada u izrazu, ddk/t,Z Cine torziju grup&s, ili

(dekompozicija prostim faktorima)
Tpy ® ... 0, PLOLD ... L

, gde sup; prosti brojevi ili stepeni prostih brojeva,a brdj sumanada je rang
grupeG2.

Kada govorimo o homoloskim grupama, rang grujpe nazivamon — ti Betijev
broj i obelezavam®,,,a koeficijente, . . . tx, p1, . . ., p, torzioni koeficijenti.

2.4 Invarijantnost

Homologiju smo definisali koriste€i simplicijalne komgke i nadamo se da bilo koja
dva simplicijalna kompleks& i L sa homeomorfnim geometrijskim reprezentacijama
| K| ~ |L| imaju iste homoloSke grupe.

Ako pretpostavimo da se svake dve triangulacije razididipoloskih prostora koji su
homemorfni mogu dalje “triangulisati” dok ne dobijemo isienplicijalne komplekse,
naci cemo se na istom mestu gde je bio Poincaré 1904. gdditha je izneo twtenje:

Tvr denje 2.1. Svake dve triangulacije istog topoloSkog prostora mogiedie podeliti
do istog kompleksa.

Ovo tvrdenje, kao Fermaova poslednja lema, deluje jednostavraakiyaakopou-
los je potvrdio pretpostavku za poliedre dimenzije dva 19&line,a Moyse je 1953.
dokazao za trodimenzione mnogostrukosti. Na Zalost psédwka pada u vecim di-
menzijama za proizvoljne prostore. Milnor je konstruisantkaprimer 1961.godine za
dimenzije Sest i vec€e koristec€i leCaste prostore, dKand Siebenmann su konstruisali

2u ovom slutaju pojmovi direktna suma) i Dekartov proizvod & ) su ekvivalentni
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2.5 Ojler-Poincaréova formula

kontraprimere mnogostrukosti 1969. Ocigledno pretpdstae vazi za topolosSke mno-
gostrukosti, samim tim ne vaZzi ni za topoloSke prostongste! Jasno, ovo nije nacin da
se pokaze invarijantnost simplicijalne homologije!

Da bi se resilo pitanje invarijantnosti uvodi se nova hoos&h teorija : singularna ho-
mologija, koja je generalnijai za razliku od simplicijaldefinisana je na svim topoloSkim
prostorima, jer je definisana koristeci preslikavanja r@zvoljnim prostorima, pa eli-
miniSe diskusiju o reprezentaciji prostora.

lako singularna homologija deluje opStije od simpligi@) Cinjenica je da su one u
vecini slucajeva ekvivalentne.

2.5 Ojler-Poincaréova formula

U ovom odeljku pokazacemo invarijantnost Ojlerove kasaktike koriste€i invarijant-
nost homologije.

Podsetimo se da proizvoljan simplicijalni kompleksuvek ima konacan lan€asti kom-
pleks. Obelezavamo da,.

Takade, Ojlerova karakteristika simplicijalnog komplek&adimenzijen definisana je:

n

X(K) =Y (=1)'n;
=0
gde jen; broji-dimenzionih simpleksa.
U skladu sa prethodnim definiSemo Ojlerovu karakteristakgastog kompleksa.

Definicija 2.10. x(C.) = Y_7_,(—1)"rang(C;)

Ova definicija je trivijalno ekvivalentna sa definicijom zanglicijalne komplekse,
jer su grupe’; generisane i-dimenzionim simpleksima, paje.g(C;) jednak ba3:; ,
i X(K) = X(C.(K))2.
Posmatrajmo lana#. (C.)

0O—H,—H,1—...— H — Hy—0

Preslikavanja méu homoloskim grupama su indukovana granicnim homonmarfia:
preslikavamo homolo3ku klas(t(])u klasu granice jedne od njenih lanow#g; )|).
Ojlerova karakteristikad.(C.) je, prema novoj definiciji,y_.(—1)'rang(H;). Posto
je rang slobodnog dela homoloSke grupe njegov Betijev, mje x(H.(C,)) =
>i(=1)'6:.

Homoloski funktor Cuva Ojlerovu karakteristiku lantag kompleksa.

3Ukoliko posmatrana grupa nije slobodna, njen rang definiskao rang slobodnog dela (bez torzije)
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Osnove HomoloSke teorije

Teorema 2.4. (Euler-Poincare)

X(Cs) = x(H.(C5))

Teorema ustvari tvrdi dg_,(—1)'n; = >.,(—1)"8;, za proizvoljan simplicijalni
kompleksK.
Da bi dokazali teoremu, potrebna nam je sledeca lema:

Lema 2.1. Neka suA, B, C konacnho generisane Abelove grupe.
02 A8 B2 20
gde jeImy; = Kery; 1. Tada jerangB = rangA + rangC'

Dokaz: Primetimo:

Slika 2.6: Kratak tacan niz

(i) 1 Je injektivno preslikavanjed) = Imyy = Kerp,
(ii) o je surjektivno preslikavanje = Keryps = Imps

Osnovnaterorema o homomorfizmima dg® Kery,) = Imps. 1z (ii) sledi( B/ Kergsy) =
C, pajerang(B/Kery,) = rangB—rang(Kerys),arangC = rangB—rang(Kery,).

Iz (i) imamo A = Im(yp1) | rangA = rang(Imep;). Ali, Imp; = Kerp,, pa je
rangA = rang(Kerps). Oduzimanjem dobijamo Zeljeni rezultatngB = rangA +
rangC. [J

Niz iz ove leme se Cesto koristi u algebarskoj topologipgs ima i ime.
Definicija 2.11. Niz izLeme 2.1.naziva se&kratak tatan niz

DokaZEuler-Poincare).Posmatrajmo sledece nizove:

0Lz Lo %B. %0

0% B, L7, % H %0
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2.6 Homologija sa koeficijentima

gde je0 nul-preslikavanje; inkluzija, ¢ preslikavanje koje ciklw € Z, njegovu ho-
molosku klasUz] € Hj. Oba niza su kratka tacha. Primenjujci Lemu 2.1. dobijamo

rangCh = rangZy + rangBy_1
rangZy = rangBy, + rangHy,

Uvrscivanjem druge j-ne u prvu i mnozecisal )*:

(=1)frangCy, = (=1)* rangBy + (—1)*rangBy_1 + (—1)"rangHy,
| sumiranjem pad*:

n

Z(—l)kranng = (—=1)"rangB, + Z(—l)kranng
k=0 k=0

B, je trivijalna grupa jer jeC, .1 = 0, pa sledi:

X(Ci) = X(H.(C5))
U

2.6 Homologija sa koeficijentima

U dosadsnjem radu smo posmatrali homoloSke grupe sa keefima uZ, medutim
postoji vrlo jednostavna generalizacija homoloSke feayde koeficijente uzimamo iz
proizvoljne Abelove grupe G. Vetina rezultata koje smo edasnaveli vazi i u ho-
mologiji sa koeficijentima iz G. Jedina , ali za nas jako bjtrzlika je kada pocnemo
izraCunavanje.

Definicija 2.12. k-ta homoloSka grupa topoloskog prostdtasa koeficijentima u grupi

Koeficijente u lancima _, n;0; uzimamo iz grupé.
Ukoliko G izaberemo tako da jéG, +, *) polje, homoloSke grupe postaju vektorski
prostori bez torzijeH,(K; G) = G", gde jer rang(dimenzija) vektorskog prostof,.
Postavlja se pitanje da li postoji nacin povezivanja hargkih grupa sa koeficijentima
iz Z i koeficijentima izG i ako postoji koji je najefektivniji nacin za taj prelaz. reema
0 univerzalnim koeficijentima daje nam odgovor na ovo p#anjli, pre nego sto je
formuliSemo, potrebno je da uvedemo dva nova funktora kojesti ova teorema. Mi

4Za B_; uzimamo trivijalnu grupy0}
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Osnove HomoloSke teorije

ovde netemo formalno definisati ove funktore, jer oni zasgliredstavljaju obimnu i
vrlo interenstantnu oblast, radije cemo navesti osohim&tbra koji e nam omoguciti
da razumemo teoremu i iskoristimo je za neophodna izra@&nja.

tenzor® torzija x
G ZeGE=d Zx G = {0}
G Z,®G=2G/nG Zp %G = Ker(G 2 G)
Ly 7R Ly = Ui, Z % Loy, = {0}
Ly Ty @ Ly 2 Z)dL,d =nzd(m,n) Ly * Ly = Z/dZ, d = nzd(m,n)
F 7ZF=F Z % F = {0}
F 7Z,® F={0} Z, x F = {0}

Tabela 2.1. Pravila za raCunanje tenzorskog i torzionogpoda za proizvoljne
Abelove grup€?, ciklitne Z,,, i polja F' beskonacne karakteristike.

Prvi funktor koji posmatramo je tenzorski proizvod kojikglidve Abelove grupe u
Abelovu grupu. Tenzorski proizvod dve gruge B, u oznaciA ® B je kao Dekartov
proizvod sem 5to su sve funkcije ia® B bilinearne. Tenzorski proizvod je komuta-
tivna, asocijativna operacija i distributivha u odnosu imaktan proizvod (sumu) grupa.
(6B, 4i)) ® B = @,(A; ® B)). Distributivha svojstva je lakSe shvatiti ako "direktan
proizvod” zamenimo sa "direktna suma”, kao Sto je i slu€ajla su grupe Abelove.
Teorema o univerzalnim koeficijentima koristi tenzorskoigvod da preimenuje fak-
tore proizvoda.

Drugi funktor koji nam je potreban je torzioni proizvod, ktgkode slika dve Abelove
grupe u Abelovu grupu. Intuitivno, torzioni proizvod grugd B, u oznaciA = B daje
torzione osobine grupe A u odnosu n& Borzioni funktor je komutativan i ima dis-
tributivna svojstva. Ako je neka od grupdili B slobodna, tada jel « B = {0}, t.].
trivijalna grupa.

U tabeli 2.1. data su pravila za racunanje torzionog i teskamy proizvoda.

Teorema 2.5. (0 univerzalnim koeficijentima) Neka jeG Abelova grupa. Sledeci niz
je kratak tacan:

0 — H(K)®G — Hp(K;G) — Hp1(K)*G — 0

Po teoremi 2.3. k-tu homoloSku grupu sa koeficijentinfamozemo pretstaviti kao
Ly, @ ...®ZL,, @ 7P, gde jesy k-ti Betijev broj, ap; stepeni prostih brojeva. Koristeci
rezultate iz tabele 2.1. i teoremu o univerzalnim koefidijaa izraCunajmo homoloSke
grupe sa koeficijentima 4, i £'(p je prost broj, F je polje beskonatne karakteristike.)

Suobitajena notacija za funktor * jBor(A, B)
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2.6 Homologija sa koeficijentima

1. SlutajH,,(K;Z,).

I

H,(K)®Z, (Zp, @Zyp) @ ... B (Zy, Lyp) D (LR ZLyp) D ... D (ZRLy)
(Zpy, @Ly) ® ... © (L, @ Lp) B L*

Ly, @ ... D Ly, & L

2

12

gde jep, = nzd(p;, p), pajep; = 1 ukoliko p; nije stepen broja, ap, = p ako je

p; steperp.
Sledi:
Hy(K) ®Zy 2 7 & 7"

gde jen’ broj torzionih koeficijenta koji su stepen brgjaSa druge strane torzioni
funktor eliminiSe ¢lanové. iz proizvoda pa dobijamo:
Hy (K)xZy = (Zyy*Lyp) © ... (Lg% Lyp)
~ 7!
gde jel’ broj faktora méugqy, . . ., ¢; koji su stepeni broja
Konacno, iz osobina kratkog tacnog niza imamo:
(Hi(K) © Zp) & (Hp1(K) * Zy)
4 n'
ZP EB ZP EB ng
Zl’+n’+6k
p

12

Hy(K;Z,)

12

12

Racunajuci homologiju sa koeficijentimaz,, dobijamo k-tu homoloSku grupu
Cija je dimenzijd I’ + n’ + 3, 5to je u opStem slutaju razlicito g8}, te za-
kljuCujemo da Betijevi brojevi nisu invarijantni pri prami grupe koeficijenata.
Primetimo joS da u ovom slu¢aju nemamo torzioni deo grupe.

2. SlutajH, (K; F)

Hi(K)F = (Z,F)®...®(Z,, @ F)®(ZF)®.. (ZRF)
o~ Bk
dok je:
H(K)xF = (Z,xF)®...®(Z,,*F)® (Z*xF)®...®(ZxF)

= {0}
Kratak taCan niz iz teoreme o univerzalnim koeficijentinogtaje:

0 — Hy(K)®@ F — Hy(K;F) — 0—0

8 i, ratunamo sa koeficijentima u polju, samim thfy postaje vektorski prostor
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Osnove HomoloSke teorije

pa, je
Hy(K;F) = Hy(K)® F = [F%

Ocigledno, Betijevi brojevi u slu€aju koeficijenata u jpdbeskonacne karakteris-
tike ostaju isti kao W, ali torzioni deo grupéi, nestaje.

Time smo dokazali sledece tanje:
Tvrdenje 2.2. Ako su H,(K; Z) konacno generisane Abelove grupe tada:

(a) H,(K;Q) = H,(K;Z) ® Q, dimenzijaH, (K;Q), kao vektorskog prostora nad
Q je jednaka rangu,,(K; Z)

(b) za prost brop grupaH,,(K; Z,) se sastoji iz

() Z, sumanda za svakb u Hy(K;Z)
(i) Z, sumanda za svakd,» u Hy(K;Z),n > 1
(i) Z, sumanda za svakB,. u Hy,_;(K;Z),n > 1

U opstem slu€aju homologija sa koeficijentima u polju dagnje informacija od
homologije sa koeficijentima @, ali su neke od osnovnih osobina zadrzane. Ho-
mologija sa koeficijentima W, je jedna od najviSe koris€enih, zbog jednostavnosti
proracuna i kompatibillnosti sa binarnim sistemom. Mnpgigrami za racunanje ho-
moloskih grupa koriste bas ovo polje za koeficijntdapomenimo da takvi programi
rade sa prostorima bez torzije (orijentabilnim) pa se u tludegu zadrzava informacija
I 0 Beti brojevima.

PrimedbaOjlerova karakteristika lancH., (C,) ostaje nepromenjena

X(K) =) (=1)'rangHy(K;Z) = > (—1)'dimH,;(K; F)

% 7

, Za proizvoljno poljeF’

koeficijenti su 0 ili 1 tako da nema potrebe ni za orijentavijgimpleksa, svaki simpleks je sam sebi
inverzl = —1
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POoGLAVLIE TRECE

PERZISTENTNA HOMOLOGIJA

Kao direktna posledica Siroke primene i znaCaja racskeahomologije javlja se nova
homoloSka teorija perzistentna homologija

Prvi put se u literaturi pominje pre 15 godina. Uvedena jeamesno od strane Ferri-ja
i Edelsbrunner-a, a do sada je na njenom razvijanju radile iatrazivackih grupa (A.
Zomorodian, G. Carlsson, J. Harper...).

Perzistentna homologija je naSla primenu u biologijcuaérskoj grafici, kartografiji.
Trenutno nekoliko projekata koristi baS perzistentnu blmgiju kao alat za dobijanje
kvalitativnih informacija o ponaSanju proteina (protithocking) i novi rezultati o ko-
risnosti i efikasnosti ovakvog pristupa se tek ocekuju.

Treba takde napomenuti da efektivni algoritmi za izraCunavanjeiséentne homologije
postoje samo do dimenzije 3, 5to je u skladu sa postojedimegmama.

Poku3aji generalizacije na veCe dimenzije su do sadagbii i neuspesni (u terminima
efektivnosti algoritama za izraCunavanje), ipak ovdesdw® teorijski pristup koji vazi
za sve dimenzije.

3.1 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju definiSemo klju¢ne koncepte koji su pbtreda bi zasnovali teoriju
perzistentne homologije.

Definicija 3.1. Filtracija simplicijalnog kompleks#  je niz kompleksd;, takav da:
l=KycK,C..CK,=K

Proizvoljna filtracija kompleks& definiSe parcijalno ukdenje na skupu simpleksa
koji Cine K. Za nas su od interesa samo one filtracije koje vode do tajalnaienja.
Ovde navodimo dva nacina za ovakvu konstrukciju:

(i) simplekso; dodajemo u filtraciju (recimo u komplekis;) kada su sva njegova
lica ve€ Clanovi nekody; (i < j).
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Perzistentna homologija

(71) filtraciju formiramo tako da sé;/ K;_; sastoji iz tacno jednog simpleksa za
svakoi. Drugacije reCeno simpleksi i&:o4, . . ., 0, su por@ani tako da j&<; =
{o1,09,...,0;} za svakod < i < n. Ovaj pristup se razlikuje od prethodnog
samo po tome Sto zahtevamo da u filtraciju pri svakom korakdachosamo
jedan simpleksSto slu€aji) ne zahteva.

5 Ko K1 Ko K3 Ka

. ‘ LV NIV

n g Ko K1 K2 K3 e X = A
z A kd ks vl el el i
K Ka Ks K6 K7 Ko Kio K11 K12

Slika 3.1: KompleksK, primer filracije K opisan u(7) i filtracija opisana uiz)

Filtraciju mozemo videti i kao metodu gtanja kompleksas iz praznog skupa
dodavanjem simpleksa.

Jedna od prednosti ovakvog nacina predstavljanja siffgdhog kompleksa je 5to
¢e nam to omoguciti da pratimo menjanja topoloskih iijgati u skladu sa evolucijom
kompleksa. Takde cemo imati uvid kada se odiena osobina pojavljuje, koliko traje i
kada nestaje.

Ispostavlja se da je to vrlo bitno u primenama kada smo pamata neke informacije
klasifikujemo kao nebitne (“noise”). Pored toga, filtraggupogodno Koristiti ukoliko
je posmatrani sistem (objekat) dinamicki (promenljiv emenu).

3.2 Perzistentne homoléke grupe
Posmtaramo simplicijalni komplek&™ dimenzijek sa filtracijom kao u slucajuii).

Medu kompleksimaK; = {oy,...,0,} postoji inkluzija, dakle, mozemo definisati
preslikavanje:

D=FKo %K 5. "5 K, =K

Svakom od kompleksA’; asociramo slobodni lan€asti komplek§, a preslikavanja;
linearno produzimo na Abelove grupe lan€astog kompleldssledecem dijagramu ova
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3.2 Perzistentne homolo3ke grupe

zapazanja su prikazana graficki, gde horizontalne s&a@redstavljaju graniche homo-
morfizme méu grupama Wi, a vertikalne produzenje inkluzije e odgovarajucim
kompleksima filtracijé.

cki 2 o, ¢k 2
! !
clm 2 2oof Lo
! !
! !
ckn 2, L ok 2

Za svako0 < i < kinkluzijai : K;_; — K; indukuje inkluziju na lancastim

kompleksima, : CI' — CKi. | vazi:

iz C Zy i(ByY) C By

Teorema 3.1.Preslikavanjgfi—! : H,"~' — HX (indukovano inkluzijom, : C{"~ —
CX4) koje proizvoljnu klasuo] grupeH,ﬁ{H slika u klasu iz grupéffi generisanu istim
cikom [o], je dobro definisano i homomorfizam je.

Dokaz:
Neka jelo] = o + B,", tadafi"'([o]) = [0] = o + B,
Posto jeB " B, preslikavanije je dobro definisano.
Proverimo joS da li je homomorfizam:
FiY(Mo)) = fi7'([Aa]) = [Aa] = Ao + B = Ao + BJY) = A[o], gde jex € Z

Aol +alr]) = £ (o + 7))
= [Ao+n7]
= Ao +n7+ Bl
= Mo+ B+ + B
= [Aa]+[n7]
= Ao] +nl7]

1Slobodni lancasti kompleks pridruzén; je C; — ... — Cy — 0, gde jek=dimK,. Zbog pre-
glednosti svakom lanc@X: ¢emo s leva dodati dif§-dimK;=k—dimK; praznih skupova. Time ne
menjamo niSta u samoj strukturi.
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Perzistentna homologija

zan, A€ Zilo],[r] € Hy''W
Za proizvolino[o] € H, ' vaZi:

[0] ,ukoliko je o granica nekog Ianca(ﬂ;f;'1

£ (lo]) =

[o] ,inaCe

Na ovaj naCin mozemo pratiti pojavljivanje novih homskdi klasa kroz filtraciju i
uociti njihovo eventualno nestajanje, 5to i jeste osr@oMd®ja perzistentne homologije.
DefiniSimo jos preslikavanjg'’ : H) — HJ kao kompoziciju indukovanih inkluzijg,’ =
f]g'—l o...0 f;‘. Sada imamo sve potrebne elemente da uvedemo pojam petzilstieo-
moloskih grupa:

Definicija 3.2. Za svakd) < i < j < k, p-perzistentna homol$ka grupaje:
H)7 = Imf’

Primetimo da za Irfi;’ vazi: Imf7 = Z! /(B] N Z}), gde suZ} i B}, grupa ciklova
i granica respektivno komplekds, filtracije K .2
GrupeH;;j su konacno generisane Abelove grupe za koeficijente izmasts konacno
generisani vektorski prostori za koeficijente iz poljaffelno sledi iz definicije).
Teorija perzistentne homologije, dozvoljava definisamggjévih brojeva i torzionih ko-
eficijenata, potpuno analogno definicijama tih veliCinanaicijalnoj, CW, singularnoj
homologiji.

Definicija 3.3. p- perzistentni betijevwroj kompleksas sa filtracijom() = K, ¢ K; C
...CK,=K]je:
3,7 = rangH,’

57 broji homoloSke klase iHI{‘i koje postoje i nezavisne suiu gruﬁjf(j. Drugacije
receno, perzistentni betijevi brojevi, broje homolo$#ase u kompleksu<; koje su
nastale u filtraciji u kompleks; ili ranije.

Takav jedan betijev broj imamo za svaku dimenziju za svaki par indeks&i, ;)
0<i<j<n.

Da bi vizuelizovali Sta se ustvari deSava uvedimo novucual koja ¢e brojati ho-
molosSke klase koje se daju tatno sa kompleksois, i umiru sa kompleksoni; u
filtraciji.

T = (B = i) — (B9 = i)

2U nekim izvorima perzistentne homolo3ke grupe su defigisanovaj natin: koriste¢i grupe ciklova
i granica, a ne preslikavnjfa}ﬁ Ove dve definicije su ekvivalentne
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3.2 Perzistentne homolo3ke grupe

"+ broji homoloske klase koje se ‘Waju” u k;, a ne nestaju tokom filtracije. Prva
razlika u ovom izrazu daje nam broj klasa homologije ndstali; ili ranije koje pos-
toje i nezavisne su I ;_;, ali nestaju uk;. Druga razlika broji klase nastalei,;_,
ili ranije, koje postoje i nezavisne suii;_,, ali umiru u K;. Sledi day’ broji p-
dimenzione homoloSke klase koje nastaji{ iy a nestaju Ug;.
Jednostavno se proverava daj¢ = 0. Generalnqu;7 uzima vrednostd ili 1, jer se
K; i K, razlikuju tacno u jednom simpleksu,Sto znaci da ngyesina klasa moze biti
“rodena” uk(;, t.j. najvise jedna klasa moze i da umre dalje tokom filfeac

Sada je jednostavno povezafy i G5

kil _ i,j
610 - Z Fop
i<k,l<j

GrafiCki, uxy-ravni ove veliCine predstavljameperzistentnim dijagramom

A
y °

Slika 3.2: Primer p-perzitentnog dijagrama

Svaki par(i, j) za koji vaZiu,’ = 1 obelezimo tatkom. Zbog nejednakosti
j sve taCke ce biti iznad dijagonale = z. Iz ovog dijagrama mozZzemo procitati i
vrednosti zaij’;’l , to jest, dovoljno je izbrojati sve taCke koje se nalazetanobelezenog
pravougaonika da bi dobili traZzeni betijev broj,a s obairda posmatramo homologiju
sa koeficijentima u polju, ovaj dijagram enkodira sve infanife op-dim perzistentnim
homoloSkim grupama. Za razliCite vredngstmamo razliCite perzistentne dijagrame.
Napomenimo jo3 da je veliCinavrlo bitha u sledeCem smislu:

Znajuéiuj;j taCtho mozemo odrediti momenat ttenja” nekog cikla u grupi i vreme
njegovog nestajanja u filtraciji. T.j. tatno znamo dodgeankojih simpleksa kreiramo
nove klase, a kojim unisavamo klase.
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Perzistentna homologija

Pored kompaktne definicije koristec€i dijagrame i Cinjenda se perzistentna ho-
mologija takale moze efikasno izracunatiif poglavlje 4.3. U istom poglavlju istice
se znacCaj perzistentnih dijagrama i veliCime Drugi, sveobuhvatniji, na€in predstavl-
janja perzistentninh homoloskih grupe daju G. Carlsson Zémorodian u [5]. Ovde
¢emo izloZiti samo osnovnu ideju i nagovestiti mogutikagje ovakva teorija nosi.

3.3 Modul-struktura u perzistentnoj homologiji

Podsetimo se par €injenica iz osnovnog kursa algebre oethn”

Definicija 3.4. Neka jeR = (R, +,- ) prsten koji mde biti predstavljen kao direktna
suma nekih njegovih aditivnih podgrupa, .= &, R,3, gde jel skup indeksa, koji
ima strukturu grupoida (u odnosu na operaciy). PrstenR je graduisanukoliko za
svakoi, j € I vazi:

RR; C Ry
ElementiR; se nazivajlhomogenii imaju stepen, degr = i za sver € R;.

Jedan od prvih primera koji ilustruje strukturu graduisgpostena je prsten poli-

noma: -
F[t] = @ F,[1]

gde grup€f; [t] predstavljaju polinome promenjivestepena. OCigledno jeT,[t|IF;[t] C
Fi—i—j [t], Sta Viée, VaiFZ- [t]FJ [t] = Fi—i—j [t]

Definicija 3.5. Neka jeM modul nad graduisanim prstenok = @, ; R,. Ukoliko
postoje Abelove podgrugel; ¢ M, takve daM = .., M, i RM; C M, za
svakoi, j tada je modulM graduisan.

jeJ
U poglavlju “Homologija” smo naveli strukturnu teoremu zanacno generisane
module nad PID. Slicno tdenje vazi i za konacno generisane graduisane module.

Teorema 3.2.Svaki konacno generisan graduisan maduhad graduisanim PID prstenom
R se jedinstveno moze predstaviti u obliku:

(@iR) @ (g} Y R/de> ,

gde sud; € R homogeni elementi, takvi;|d;+1 i a;,7; € Z 1 >." je oznaka zax
-pomeraj udesno u grading-u.

3za svaka- € R, postoje jedinstveni; € R; takvi da jer = dicrTi
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3.3 Modul-struktura u perzistentnoj homologiji

| u ovom slucaju, kao i ranije, teorema nam daje dekompjpesgtrukture na slo-
bodni i torzioni deo.
Neka je:
M = H,(Ky) ® Hy(K1) ® ... ® Hy(K,)

Pokazimo da jél/ jedan graduisani modul nad graduisanim prstefiti?.
Tvrdenje 3.1.M je graduisan modul nad gradusianim prsterigjm

Dokaz:
Neka je[o] proizvolina klasa izH,(K;), i preslikavanjef.’ : H,(K;) — H,(K;)
prethodno definisano preslikavanje indukovano inkluzifjpaedu perzistentnim lancastim
kompleksima. Tada je gé[o] = f7**/([0]) definisano dejstv@[t] naM. t.].

e M je modul nadF¢]
(M, +) je Abelova grupa.
Zat* € F[t]i ([oo],- - -, [on]), ([70], - - -, []) € M vazi:

t* - (([ool, - - o)) + (I], - [7])) = ¢* - ([oo] + [0, - - [o0] + [7a])

= tk-([00+7'0],...,[0n+7'n])
= (0,...,0,f§([00+7‘0]),...,f;([an_k+7‘n_k]))
k

= (07 e '707 f;lj[O-O]v T f;([an—k]))
+ (0,...,0, f5([), - - - 2 ([Tami))
t* - ([oo], . [on]) + 1 ([o], -, [7])

Slicno proveravamo i ostale uslove:

(t" + 1) - ([oo), ., [on]) = - ([o0], - - [ou]) + 1" - ([o0], .. - [on])
(t*¢') - ([ool. - - [on]) = t*(t" - ([o0], -, [o]))
L-([oo], -+ [ow]) = ([o0]; - - - [om])

Sledi da jeM modul nadF[t]

e treba joS pokazati da g [t| H,(K;) C H,(K;+;), ato trivijalno sledi iz definicije
dejstvalF[t] naM i osobina preslikavanj#’

4ovde je vrlo vazno napomenuti dalfepolje! Za slu€aj prstena (kao 5toZ8 tvrdenje ne vazi, t.j. ne
postoji prosta klasifikacija perzistentnog modula @44, a malo je verovatno da ¢e ikada postojati (vidi

(81)
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|

Stoga, direktna suma- homoloskih grupa filtracije je jedan graduisani modul nad
prstenomF[t] i ima dekompoziciju na slobodni i torzioni deo (Teorema 3.1Ako

je klasa[o] “rodena” u K; i ne “umire” tokom filtracije, ona generiSe slobodni deo
dekompozicije modula oblikg "' F[t], a ukoliko “umire” u kompleksuk; generise
torzioni deo moduld " F[t][o]/(t*"7). Sledi da modul-struktura sadrzi sve informa-
cije o perzistentnim homoloSkim grupama! Zomorodian il€an pokazuju da postoji
bijekcija izmedu konatno generisanih graduisanih modulaggi kona¢nim skupom
uredenih parovdi, j) € (Z U {o0})? (i < j) (detaljnije u [5]), §to inspiriSe i vizuelnu
reprezentaciju perzistentnih homoloskih grupa u fdoarkoda.

e E—
\—
Hy
——
—r———

H,y

[

Hoy

.
>

Slika 3.3: Primer barkoda za jednu filtraciju. Rang grithg K;) jednak je broju intervala u pojadi,
koji seku isprekidanu liniju. Perzisteni Beti broj,” jednak je broju linija u pojasiil;, koje seku obe
isprekidane linije i j.

3.4 Primene

Uprkos svojoj kratkoj istoriji perzistentna homologija ye€¢ naSla Siroku primenu i
dovela do mnogih zanimljivih rezultata. Jedan od razlogdej&to se perzistentni
kompleks? prirodno pojavljuju, u praksi, skoro uvek kada je potrebrmondimericki

Skompleksi posmatrane filtracije prostora zajedno sa gramhomorfizmima
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(proracunski) odrediti karakteristike posmatranogesis.
Jedan ilustrativan primer koji €e nam odgovoriti na pigapjimena moze se naci u radu
[6]. Ovde cemo dajemo kratak opis.

3.4.1 Voronoi kompleks proteinske strukture

Esencijalno pitanje za molekularne biologe koji se bavaizstanjem osobina i funkcija
proteina je proces savijanja proteina. Lanci delova ankiselina koji se nalaze u
amorfnom obliku se u ovom procesu transformiSu u “savijestanje, gde su oblik i
geometrija odlucujuci faktori za funkciju proteina.

“What role a protein takes in the grand biological opera
depends on exactly one thinigs shape

For a protein molecule, function follows form.”

G. D. Rose - [7]

Prirodno, javlja se potreba da se taj proces kompjuterskilsia.
_Prvo pitanje jeKako, geometrijski, definisati strukturu koja je rezultabg procesa?
Cak iako pretpostavimo da je protein samo (staticki) skugjils atoma, nije jasno koji
deo prostora protein tatno zauzin&ta je njegova unutrasnjost, a Sta granica?
Jedna od pragmaticnih metoda za reSavanje ovog probletite pd geometrijske real-
izacije atoma kao lopte: jezgro posmatramo kao centar iaionda se elektroni nalaze
unutar lopte. Dve presecajuce lopte predtsavljaju dvajskinvezana atoma. Protein je
unija takvih lopti.

Model proteina ima dual koji je simplicijalni kompleks (\moi kompleks).
Neka je(;_, Bi, B, = (x;,r;) konatna unija lopti koje pretstavijaju model nekog
proteina. “Tezinska” udaljenost proizvoljne tatkec R? od lopte B; je 7p,(z) =
|z — x;||* — r2. Ukoliko je 7p,(z) < 0, tatkar pripada unutrasnjosti lopts;, granici
ako jerp, () = 0, a spoljaSnjosti aka,(x) > 0. Voronoi region proizvoljne lopte iz
pomenute unije je skup tacalky’ za koje je “tezinska” udaljenost najmanja:

Ve, ={z € R’| 7p,(z) <mp,(x), V1<j<n, j#i}

Voronoi regioni razbijaju uniju lopti na konveksne ¢elijés, N B;.

Pretpostavka je da su lopte u opstem polozaju, pa mogu magisSe Cetiri (u ravni
tri) zajedniCke stranice preseka.
Dualni kompleks Voronoi dijagrama je simplicijalni komgkei definisan je:

K ={or|T CS, () (BinVy,) # 0}

z; €T
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,gde jeS = {z1,...,z,}, aocr kompleks definisan temnima iz T.

Svaka dva simpleksa A ili imaju zajednicko lice kao presek ili nemaju presek.
Stavige, ako j& € K, tada su i sva lica elementik, t.j. K jeste simplicijalni kom-
pleks. Na sledecoj slici prikazani su Voronoi kompleksiege skupS isti, dok ser;
razlikuju.

o8 OB &9 5

Slika 3.4: Voronoi kompleksi istog rasporeda tacakRlwza razlicite vrednosti precnika

Ovo je niSta drugo do filtracija. Vet ovde je oCiglednoikolje neophodno znati
“Zivotni vek” jednog cikla u kompleksu, da bismo razdvojibsete elemente strukture
od onih koje klasifikujemo kao “noise” (smetnje).

Ovo je samo jedan od mnogobrojnih primera gde se primengzultati ove grane
matematike. Pomenimo joS i primenu koju je naSla u Morgteariji (bazira na defin-
isanju perzistentnosti za neprekidne funkcije) kao i ptale primene: u vremenskim

serijama, racunarskoj grafici, pokrivanju senzorskihzare. ..

42



| PoGLAVLIE éETVRTO |

ALGORITMI

Ranije smo obrazlozili koliko je u ispitivanju jedne sttuke, znaCajno i neophodno
imati informacije o njenim topolo3kim invarijantama. Uiqenama, najveta paznja
posvecena je homoloSkim grupama i Beti brojevima, izagalSto se do ovih invarijanti
dolazi relativho jednostavno, a one ipak enkodiraju jakndobsobine prostora.

Za reprezentaciju topolosSkog prostora u raCunarstviskae apstraktni simplicijalni
kompleks, i to iz dva razloga:

e apstraktni simplicijalni kompleks je kombinatorni objéka
e granicni homomorfizmi imaju reprezentaciju matricanmjasti elementi—1,01i 1

Naravno, CW kompleksi imaju daleko jednostavniju kombanati strukturu od sim-
plicijalnih, samim tim, na prvi pogled deluju kao mnogo kasknije reSenje za pred-
stavljanje topoloSkog prostora. Uzmimo na primer sf8fu Za njen CW kompleks
dovoljno je uzeti samo dve celije’ i ¢*, dok je kao simplicijalni kompleks opisujemo
sa jednimn- dimenzionim simpleksom, §to znagi:+ 1- simpleks dimenzijé), (";1)
simpleksa dimenzije,. . . Ukupno2"*! objekata, to je moramo priznati daleko vise od

2 koje nam nudi CW struktura. Ali, pitanje je kako opisati gtara preslikavanja CW
kompleksa? JoS uvek nije prateno efikasno reSenje za prevazilazenje ovog problema,
tako da dosadasnji algoritmi i njihove implementacijea&kljucivo sa simplicijalnim

i kubnim! kompleksima.

U ovom poglavlju opisatemo osnovne metode za racunanjeoluskih grupa sa
koeficijentima uZ, Z, i Q. lako Teorema o Univerzalnim Koeficijentima omogucava
prelaz iz prsten&. u bilo koje polje, postojanje algoritama za homologijZy i Q
opravdava:

¢ jednostavnost algoritma

1Kubni kompleksi su po definiciji iste strukture kao simgjdini, sem 3to je, u ovom slutaju, osnovna
gradivna telijan-dimenziona kocka
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e prostori sa kojima radimo su uglavnom bez torzije, stogaggesino da li raCunamo
u Z ili u proizvoljnom polju

e UZ, je onemogucen rast koeficijanata do “overflow”-a zbogdiiige da jed +1 =
0

Takade, datemo prikaz algoritama koji su ve€ implementiranelde programske
pakete, uporediti ih po efikasnosti, kompleksnosti i mamsti da pokriju Sirok spektar
problema.

Jos jednom napominjemo da su sva razmatranja koja sledmaea reprezentaciju
topoloskih prostora apstraktnim simplicijalnim kompsaka.

4.1 Matrice granicnih homomorfizama

Podsetimo se da j&/,, = Z,/B,, gde je H, homologija koja se dobija iz lanCastog
kompleksa:

anfl

0, 1o/
Cn n 1 0

Svaka od grupd’, je konacno generisana simpleksima dimenzgijgosmatranog
kompleksa, pa neizostavno sledi da granicni homorfizamozemo definisati na gen-
eratorima tih grupa, jer su homomorfizmi. 1z linearne algepoznato je da takva pres-
likavanja mozemo interpertirati kao matrice.t.j.@a C, — C,_; postojiD,, € M,,x,
gde dimC, = m idim C,_; = n, takvo da je za proizvoljno € C,: 9,(c) = D,C
Neka je su generatori gruge,: L = {e’f,...,eﬁp} (tj. C, =< e’f,...,eﬁp — >)i
genearatori grup€,_,: LP~' = {f™" et LV (Lj.Cpy =< el erTl | = ),

) Tnp—1 ? T Np—1

Tadao, definiSemo na baznim elementima (generatorima) i to:

P

D)) =D (1),

1=1

gde je simpleks/j;p‘1 dobijen izbacivanjenitog temena iz Pa, je:

T T12 . Lin;
T2 T2 . Lon,;
D, =
Tni a1l Tngyp oo Tng_gn,

matrica preslikavanja granicnog homomorfizma dimenzjje n,,_,,gde su kolone gen-
eratoriC, , vrste generatol,_;, x,,, je 0, 1ili —1.
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4.1 Matrice grani¢nih homomorfizama

Pri tom, vazi sledece:

0 akoe? ! ne pripada granici simpleksg
Tonn = 1 akoer~! pripada granici simpleksd
—1 ako—eP! pripada granici simpleksd,

Klasi¢an rezultat linearne algebre kaze sledece:
Postoje generatori grupaC, i C,_; za koje je matrica preslikavanja 9, dijagonalna.
Poznato je da nad skupom generatora mozemo izvrstitidcanannogo elementarnih
operacija, i da kao rezultat, tatte, dobijamo generatorski skup. Elementarne operacije
nadL, i L,_; indukuju elemntarne operacije nad matricdly, i obrnuto.

\ elementarne operacije/lf \ operacije nad kolonama matri¢g, \
6? — —ef kOIZ — —k0|Z
e — e + kel kol; — kol; + kkol;

)

Tabela 3.1. kqlje oznaka za-tu kolonu matriceD,,a— interpretiramo kadzameniti
sa”

Sliéno, definiS$emo i ementarne operacije nad vrstamau(skupu generatord?—1)

\ elementarne operacijeif—* \ operacije nad vrstama matri¢g, \
r Tt et red — —red,
el ke red — red + kred;

Tabela 3.2. rede oznaka za-tu vrstu matriceD,,a— interpretiramo kadzameniti
Sa”

Teorema 4.1.Neka suG i G’ dve slobodne Abelove grupe i preslikavarije G — G’
homomrfizam. Tada postoje generatori grdpa G’ takvi da matrica preslikavanja
ima oblik:

A1 0
0 Ak

0 0

gde su koeficijenth; € Z ivazi: \;|\;1. Nazivamo jedijagonalna matricschomomor-
fizma f ili Smitova normalna formmatrice preslikavanjd.
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Teorema 4.2. Ako je Dy dijagonalna matrica granicnog homomorfiziiai odgo-
varajuci generatori grup@, i C,—; respektivno{c’, ..., b} {cf‘l, et

A1 0
. 0 Ak
Dy =
Tada su:
(1) {cks1,--->¢h } generatori grupe,, a

(ii) {\ch . A\l ') generatori grupés,_,

Napomend. Ukoliko posmatramo homologiju u poljt, karakteristike nula, grup€;
postaju vektorski prostori ndd, pa je skup generato{a\lcff_l, ce )\kci_l} ekvivalen-
tan{c;!,.... 1}

Dokaz: (Skica)
Posto jeD; matrica linearnog preslikavanig za proizvoljan p-lanac € C,, sledi:

Op(c) = D, C,

gdejeC = (ci,...,¢,,)" zac =Y ;" cxel.

Tada je Kerd, generisan baznim vektorima koji odgovaraju nula-kolonanig; (ele-
mentarno se pokazuje uz osnovno poznavanje linearne algebr

Slicno razmatranje vazii za l@,. B

Dakle, za poznavanje homoloskih invarijanti simpliaijag) kompleksa dovoljno je
znati dijagonalnu formu matrice granicnih homomorfiza$ta, nas dovodi do novog
pitanja: kako najefikasnije izfaunati dijagonalnu formu matrice
U zavisnosti da li racunamo homologiju u polju ili prsteAypristupi ovom problemu
se razlikuju.

Pre nego Sto nastavimo, dajemo kratak rezime slicnoatlika ovih homologija:

e Homologija uZ potpuno je odrdena Smithovom normalnom formom, Beti bro-
jevi, torzioni koeficijenti i generatofisu enkodirani u toj strukturi.

2prilikom procesa transformacije matrice u SNF mozemoaifpiatansformacije baze
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4.1 Matrice grani¢nih homomorfizama

e Homologije uQ i Z, potpuno su odm@dene gornje dijagonalnom matricom koja se
dobija prilikom procesa Gausove eliminacije (tdkamamo informaciju o gen-
eratorima homoloskih grupa prateci transformaciju gateeaC; tokom elimi-
nacije). H, = Q"»—an@p—rangpi1 (f, — 7, e~ ranep—rangbp1y 3

e Za proizvoljan simplicijalni komplekg, vaZi sledece:
Be(K,Z) = (K, Q) # Br(K, Zs)

e Torzioni koeficijenti postoje samoZ..

4.1.1 Smithova Normalna Forma

Na konceptualnom nivou izracunavanje homologije sa kipefitma uZ i Q se raz-
likuje vrlo malo, i to uglavhom iz dva razloga: prv@ je kvocijentno polje odZ i
drugoZ je Euklidski domen. Poslednje svostvo nam govori da su toamscije baze
pri Gausovoj eliminaciji nad. potpuno iste kao i transformacije u odgovarajucoj bazi
nadQ. Standardan nacin za izraCunavanje Smitove normalmesfonatrice je Gausov
eliminacioni algoritam. Ako razmatramo kompleksnost,tppsundamentalna razlika
izmedu Gausove eliminacije ndd i standardne Euklid-Gausove eliminacije riadU
racionalnom slucaju izraCunavanje je polinomijalno uigaosti od dimenzija matrice,
jer mozemo kontrolisati rast koeficijanata (vidi [16]). lu&aju anolognih operacija nad
Z ni rast koeficijenata ni broj aritmetiCkih operacija se nezepolinomijalno ograniciti.
Koriste€i modularne strukture Kannan i Bachem [17] daji polinomijalni algoritam
za izraCunavanje Smithove normalne forme, kasnije mamliéik i unaprden od strane
mnogih autora [18].

Modularni pristup koji je Kannan dao vazi za matrice saproljnim koeficijentima
iz Z. S obzirom na Cinjenicu da su matrice granicnih homomanfiz “sparse” sa elem-
ntima—1, 01 1, uvek je moguce izvrSiti bar nekoliko Gausovih elimir@th koraka i
u vecini slu¢ajeva moguce kontrolisati rast koeficijiana

Zbog toga, u postojece programske pakete, implementamilgoritmi koji rade
na slicnoj osnovi kao Gausov eliminacioni, ali sa modifij@oa. U najgorem slucaju
algoritam radi u vremenQ (n?).

Odlican prikaz tri efikasna algoritma za raCunanje SNEe®e naci u [10].

Metod Smitove normalne forme omugucava izraCunavamedhoskih grupa u prstenu
7, Sto pored informacija o Beti brojevima, daje i torzioneekoijente, ali i mogucnost
nalazenja generatora homoloskih grupa.

3oznake su u skladu sa prethodnim u ovom poglavlju
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Samim tim, ovim metodom dobijamo informacije koje u potpstinopisuju homoloSke
grupe simplicijalnih kompleksa.

4.2 Kombinatorni laplasijan

4.2.1 Dualni vektorski prostori i dualni homomorfizmi

Za proizvoljni vektorski prostol” nad poljemF, definiSemo dual’* kao prostor svih
linearnih funkcionala iz’ uF, t.;.

Definicija 4.1. Vektorski prostor
Vi={p:V—=F | ¢jelinearno preslikavanjg

je dual vektorskog prostord’.

S obzirom da se u ovom radu bavimo konacnim simplicijaln@mbleksima, odakle
proizilaze konacno generisane Abelove grupe slobodnogaktog kompleksa u ho-
mologiji*, zadrzatemo se samo na razmatranjima osobina konadrendionih vek-
torskih prostora.

Tvrdenje 4.1.

V=V
Dokaz:
Neka je{es,...,e,} baza vektorskog prostord. Za bazu vektorskog prostofa*
mozemo uzeti skug = {e!,...,e"}, gde se’ : V — F linearna preslikavanja:
e zai # j
6(61)_{ 1, zai = j

Jednostavno se pokazuje dagejedna baza vektorskog prostové, odakle sledi i
izomorfizam prostor& i V*. &

Tvr denje 4.2.Ukoliko je VV konagno generisan vektorski prostor sa bazbe {e!, . .., e"},
tada je bilinearnom formom:
<,>:VxV-—=>F

0, zai # j
1, zai = j
zadat skalarni proizvod nié.

< e, e >=

4ukoliko radimo sa koeficijentima u poljti; su konatno generisani vektorski prostori
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Tvr denje 4.3. Za proizvoljan linearni funkcionap : V' — T postoji jedinstven vektor
v € V, takav da je:
o(u) =< u,v >,

za svakau € V, gde je<, > skalarni proizvod U/.

Dualnost definiSemo i na linearnim preslikavanjima vegldr prostora. Linearnoj
transformaciji (homomorfizmu) : V' — W asociramdl™ : W* — V*, tako daT™
proizvoljan funkcionalf € W* preslikava uf o T', t.].

T: f+— foT, few* (f:W —=TF)

zasvaka € V,vazi: T*(f)(v) = f(T(v)).
Posto suf i T*( f) funkcionali, iz tvdenja 4.3. sledi:

e postoji jedinstvenay € W, takvo da jef (w) =< w,w > za svakaw € W
e postoji jedinstvena € V, takvo da jel™(f)(v) =< v,v >

t.j. jednakostl™(f)(v) = f(T'(v)) se moze zapisati v,v >=T*(f)(v) = f(T(v)) =<
w,T(v) >, za svakaw € V. U literaturi se moze naci i ovakva definicija dualnog ho-
momorfizma:

Definicija 4.2. Neka jeT : V' — W, tada je dualni operatof* : W — V preslika-
vanje za koje Va:
<Tv,w>=<v,T"w >,

zasvakaw e V

Jednostavno se proverava dfielinearno. A,f*wje nisSta drugo da iz prethodnog
razmatranja.

Stoga, zakljuCujemo da jé* jedinstveno odréeno sal™*, i obrnuto. Matrice tih
preslikavanja su jednake.

4.2.2 Kombinatorni Laplasijan

Podsetimo se da je slobodni lanCasti kompleks triangelaribizvoljnog topoloskog
prostorak’ niz konacno generisanih Abelovih grupasa homomorfizmima;:

Op+1 19) Op—1 ) Ao
Lo p+1p—>Cp—p>Cp_1p—>...—1>C'0—>

ukoliko posmatramo homologiju sa koeficijentima u pdijkarakteristike nula, grupe
C; postaju vektorski prostori ndl, a homomorfizmi linearna preslikavanja.
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Neka jeE; = {e},..., e, } skup svih simpleksa dimenzijekompleksak. Tada jeE;
jedna baza vektorskog prostara Elementarno se proverava da je sa:

7 7
<o, 7T>=< E Trep, E Yre), >= E LYk
k=1 k=1 k=1

zadat skalarni proizvod @;.
Operatord; € L(C;_1,C;), dualan operatorg; € L(C;, C;_1), definiSemo tako da za
svakoa € C;i € C;_; vazi jednakost:

< O, B >=< o, 03 >,

Za dalja razmatranja u ovom poglavlju bice neophodno dapdsgiimo nekih rezultata
elementarne linearne algebre:

Lema 4.1. Za proizvoljan konacno dimenzioni vektorski prostoi linearno preslika-
vanjeT € L(V, V) vazi:
V =Kerl' @ ImT

uopste, ako jé/ proizvoljan potprostor prostond vazi:
VeUgU*,
gde oznakd/+ stoji za ortogonalni komplement vektorskog prostora V.

U daljem tekstu, radi jednostavnosti zapisa, opera?tbrdefinisan u prethodnom
delu, oznacavamo™.

Lema4.2. Ako je T € L(V, W) tada:
(i) Kerl™ = (ImT)+

(ii) ImT* = (Kerl')*

(i17) Kerl' = (ImT*)+

(iv) ImT = (KerT*)+

Dokaz dajemo samo za tienje(i), ostalo se slicno pokazuje.
Dokaz:
Neka jew € W

wekKerT* «<— T'w=0
— <, T"w>=0zasvakw € V

<— <Tv,w>=0zasvakow €V
<~ we(mT)'’

SUt={veV|<uv>=0, YuecU}
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Lema 4.3. Za proizvoljno linearno preslikavanjgé € L£(V, W) konatno generisanih
vektorskih prostord/ i W vazi:

ImT =1Im (T oT")

Dokaz:

Im(ToT*) = Im(T(ImT™))
= Im (T(KerT)*)
= Im7TH
PoSto smo upoznati sa neophodnim metodama, sada moZesfioisati kombinatorni
Laplasijan:

Definicija 4.3. Kombinatorni Laplasijanje homomorfizam; : C; — C; definisan sa:
Ai — 7;_;,_18 i+1 + 6*8
Posto jeC; -2 ¢y, 2, C; i C; i\ i1 By C; preslikavanje/ je dobro
definisano, a homomorfnost sledi iz osobihao*.

Tvrdenje 4.4.(HodZova teorija) Zasvako < i < nvazi:'H; = {c € C;| Njc =0} =
H;( svakom elementt; odgovara tacno jedna klagg i obrnuto).
Pri tom vazi:

Dokaz:
S obzirom da j&/\; € L(C;, C;), na osnovu Leme 4.1. sledi

C;=KerA; &Im A,

KoristeCi Lemu 4.3. i Cinjenicuda sl = 0;0; i T> = 0,410/, vaZiTyT, = 1,1, = 08
sledi:

1%

Im A, Im (0;410;,, + 9;0;)
Im (9,41074,) ® Im (0;9;)

Im 0,41 & Im O

12

12

Dok zaC; vazi po Lemi 4.1.:
C; = Ker 9; @ (Ker o)+,

Ssledi ImI', C KerTy i ImT, C KerTy, paje:C; =ImTi@IlmT, @ A, gde jeA C KerT, N KerTy, sledi
|m(T1 + TQ) =ImT®ImTs
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Pa, sledi:
Kero; @ (Kerd,)- = C; = KerA; @lmA,;
~ KerA;®Im o & Imd;f
>~ KerA; @ Im 9y, @ (Kerg;)*+
T.j. vazi:
C; = Ker 9; @ (Ker9;,)* = Ker A; @ Im 0,1, @ (Ker 9;)*
Dakle,

Kero; =2 Ker A\; & Im 0,14
A, iz poslednje jednakosti dobijamo:

Ker9;/Im 0,1 = Ker A,

Sto tvrdi teoremd

4.2.3 Kogranicna preslikavanja

Sa aspekta kohomoloSke teorije, preslikavalijekoje je osnovni pojam u definisanju
kombinatornog Laplasijana, ima dodatna zanimljiva swajsNaime 0* : C; — C;,q,

u skladu sa razmatranjem u 4.2.1. jedinstveno je delte dulanim preslikavanjem:
o :Cf — Cfy.

Posmatrajmo slobodni lancasti kompleks:

O, oo —
,gde su grup€’s =Hom (C;,G) ={¢: C; = G | ¢ je homomorfizanm Abelove, a
preslikavanja : Hom (C,,, G) — Hom (C,,_4, G) definisana sa:

([0, - vara)) = Y (=1 @([vo, -, T, - -, Unga])
J

Poslednja suma je niSta drugo do(d|v, . . ., vn41]). Pa, imamody = ¢0, za svako
p € Cr.
Operators je dualno preslikavanje granicnog homomorfizéha
To jestd = 9*. Sta vide, ako posmatramo homologiju konagno dimenziimgpli-
cijalnog kompleksa sa koeficijentima u polju, imamo izomzanfin melu homoloskim |
kohomoloSkim grupama.
Interpretacija kombinatronog Laplasijana koristeCidtanicna preslikavanja, nam omugucava
da dublje shvatimo pojam i funkciju ovog operatora, i rawet analogiju sa klasichom
definicijom Laplasovog operatora.
Za uvod u kohomolo3ku teoriju Citaoca upucujemo na [2].
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4.2 Kombinatorni laplasijan

4.2.4 Algoritmi

Ono &to Cini kombinatorni Laplasijan posebno pogodnimmagainanje homologije sa
koeficijentima u polju jeste Cinjenica da kompletne infaije o homologiji( uF )
mozemo dobiti iz matrice preslikavanja;, koja je , u skladu sa razmatranjima u
prethodnom poglaviju:D,., D}, + D] D, , gde je D; matrica grani¢cnog homomor-
fizmao,.

Pokazimo i formalno ovo tvrdjenje:

Tvrdenje 4.5. Matrica preslikavanj&; je transponat matrice preslikavarija

Dokaz: ‘
Nekajex = > )0 are, = (ar, ..., an,)"(ef, ... e},) = AT-E,ap = 3 1) brei ' =
(b1, ... ba, )T (7. €)= BT - E;_y, gde jeE; baza vektrorskog prostor3.
Tada:

< (), B >=< a,0,(8) > (Dy-A)T-B=A".D;-B

2

—
«— (D;- AT = AT . D,
—

(2

AT (DT =A"- D,

(2

— DOH'=D; =

Sada je jasno da Beti-brgj;, dobijamo kao rang.;. Programski paket za MATLAB
“Plex” koristi ovaj metod za dobijanje Beti brojeva simpjatnog kompleksa.

Takade, baza vektorskog prostofg moze se jednostavno dobiti kao baza jezgra oper-
atora\;.

Algoritam za izraCunavanje ranga matrice se zasniva r&aisii principima kao za
ratunanje SNF, stoga je kompleksnost, kao i rartijé;?). Jedina prednost ovakvog
pristupa je Sto matrica preslikavanjg enkodira sve informacije &/;, dok je kod SNF
pristupa potrebno izraCunati SNF dve granicne matrice.

Joel Friedman u [12] koristi kombinatorni Laplasijan i ieknentalni metod za sop-
stvene vrednosti matrice i predlaze algoritam za izratanje Beti brojeva. Osnovna
prednost ove metode je velika usteda memorijskog prastora
Okosnica njegove metode je u efikasnom racunanju rangacengtr—= /\; zasnovana
na poznavanju sopstvenih vrednosti matrice- “the powehott
Za proizvoljan vektow = v, € C;, formira nizv, = A"v | posmatra:

T(w) = < Avp, Avy > < Upg1, Vg1 >
" < Up, Uy > < Uy, Up >

gde je); najvetu sopstvena vrednost matri¢e Niz 7'(v,) konvergira ka\?. Za do-
voljno velikor, T'(v,.) €e biti proizvoljno blizu)?.
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Algoritmi

U istom maniru nastavlja, i kao rezultat ima niz priblizsibpstvenih vrednosti matrice
Ai-
Nakon toga, procenjuje sa veravotnocomkoja je input argument, verodostojnost
rezultata.
Jedan od glavnih nedostataka ove metode je moguénogiegres
Napomenimo jos da je Friedman-ovim algoritmom daleko gstiavnije proveriti da li
je neki Beti broj nula nego ustvari izracunati ga!

Kompleksnost algoritma j©(n;(ng — i) (i + 1)logN), gde jen; broji- dimenzionih
simpleksa,av =max{n;_1,n;,n;.1}.

4.3 Algoritmi Perzitentne homologije

4.3.1 Algoritam za racunanje perzistenthih homolakih grupa u Z,

Algoritam koji €emo prezentirati radi sa koeficijentimay. S obzirom na Cinjencu
da Betijevi brojevi zavise od koeficijenata, kao i homoB$kupe, ovo izraCunavanje
ima ograniCenu primenu.T.j. samo ukoliko radimo sa prasta bez 2-torzije Betijevi
brojevi uZ,, Qi Z su isti.

Algoritam koji opisujemo je verzija redukcije matrice giamog homomorfizma.

Neka je D granitna matrica koja kombinuje sve dimenzije u jednjje kvadratna i
dimenzijen x n, gdej-ta kolona predstavlja simpleks i i-ti red predstavlja simpleks
o

Dli ] = 1 ,akoo; < o;idimo; = dimo; — 1
T 0 inage

Algoritam koristi operacije nad kolonoma da transformm$atricu D u drugu0 — 1 ma-
tricu R.

Posmatrajmg-tu kolonu matriceD-(ay; as; ... anj)T, gde suq;; nule ili jedinice

i uoCimo jedinicu sa najve€im indeksom reda (ukoliko jéok@ ne-nula). Obelezimo
galow(j) (od “lowest one in column”). Ako su svi elementi uocene kwaule, tada
low(j) = 0.

Redukovanu matrici® dobijamo koristeci sledeci algoritam ¢jjseudo-kodledi:

for j=1 to n
while postoji j' < j takvo da low(j) = low(j’) #0
dodaj kolonu j' koloni j
endwhile
endfor.

Ako je low(j') = low(j), dodavanjem kolong koloni j elimiSemo jedinicu sa na-
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4.3 Algoritmi Perzitentne homologije

jvetim indeksom vrste u koloni’

Sada iz matricd? mozemo jednostavno procitati Betijeve brojeve. | to rasti nacin:
Neka je # ero,(R) broj nula-kolona koje odgovaraju-simpleksima u matricik, a
#Low,(R) broj najnizih jedinica u vrstama koje odgovarajisimpleksima. Rang ma-
trice R, broj ne-nula kolona, isti je kao i rang matriég, pa je rand,_, = rangD,=
#Low,_1(R), a rang/, = n,— rangD, = #Zero,(R), gde suB,, Z,, D, matrice
granica, ciklova i granichog homomorfizma , respektivno.

Tada:

rangH,(K) = #Zero,(R) — # Low,(R)

U pozadini ovog razmatranja stoji nekoliko Cinjenica k@etvrduju ispravnost za-
kljuCivanja:

e sve ne-nula kolone matric® su linearno nezavisne

e #Zero,(R) je broj elemenata baze grugg, Sta viSe kolone matricP koje odgo-
varajup-simpleksima, a koje se redukcijom matrice transformigulu predstavl-
jaju bazu grup€z,

e #Low,_1(R) je broj elemenata baze grugse,, broj najnizih jednica u vrstama
koje odgovarajw-simpleksima, predstavlja ustvari broj linearno nezawi&olona
koje odgovarajw + 1-simpleksima.

Bitna karakteristika matricé? jeste da u sebi sadrzi informacije o perzistentnim
Betijevim brojevima, a samim tim i o perzistentnim homd&lios grupama.
Naime, posmatrajmo proizvoljnu kolonumatrice R koja odgovargp-dimenzionom
simpleksu, i pretpostavimo da nije nula. Obelezimo indak$e gde se nalazi najniza
jedinica sgj. Tada jeu;’ = 1.
Koristeti se formulom3y! = 7. . ui/, 85! dobijamo sumiranjem svih najnizih
jedinica u pravougaoniku koji oddeje k-ta vrsta il-ta kolona, bez Clana na mestu
(k,1).

’podsetimo se da radimo u polfly. 1+1=0
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2

K

Slika 4.1: Simplicijalni kompleks

1234512 13 23 34 35 45 123
1000001 1 00 00 O
. . . 2/000001 01 00 0 O
Granicnu matricuD dobijamo na 310000001 11 10 O
veC opisani nacin. Element na 4 8 8 8 8 8 8 8 8 10(1J i 8
mestu (z,]),__matrlce Je.l a_lko je D=121000000 0 0 0 0 0 1
simpleks koji odgovara-toj vrsti 13/1000000 0 0 0 0 O 1
lice simpleksa koji odgovara-toj 23000000 0 0 0 0 01
koloni 34/000000 0 0 O0O0 O O
: 35/000000 00 0O0 0 O
45000000 0 0 0 0 0 O
12300000 0 0 0 0 0 O O
12345 12 13 23 34 35 45 123 Iz redukovane matricd? mozemo
11000001 100 00 0 procitati vrednosti zau!/, kao i
2/00000[1J 0 1.0 0 0 0 vrednosti perzistentnih Betijevih
300000010 1 1 0 O broieva:
rojeva:
41000000 0 0[1] 0 0 O 2,6 3,7 4,9
Ho = ]-7 Ho = ]-7 Ho =
_5/000000 0 0 0[1]0 0O 1 o0 S
R=12/00000 0 0 0 0 0 0 1 e
13/[00000 0 0 0 0 0 O 1 Za (!, potrebno je samo da
23/000000 0 0 0 0 0[1] izbrojima uokvirene jednice u
34/000000 0 0O O O 0 O : :
21000000 0 00 0 0 0 pravougaonlku sa te.m,e.nm(a“,l),
450000000 0 0 0 0 O O i (1,n) ne raCunajuti mogute
12300000 0 0 0 0 0 O O jednince u kolonj.

Pri sabiranju treba biti oprezan i ne zaboraviti da naé;jzlanterusuju samo koeficijenti
1 sa indeksonp. U ovom primeru je:
O1,6 _ 0' 56175 _ 3, ﬁg,ll —0

3,12

S22 =0, 657 =0,80" =1,...
Algoritam se zavrSava posle najvigé koraka (operacija nad kolonama).Vreme
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4.4 Dinamicki algoritam za izracunavanije Betijevih levg

potrebno za izvrSavanje programa je naj\i&e?)

4.4 DinamiCki algoritam za izraCunavanje Betijevih bro-
jeva

4.4.1 Algoritam

Za razliku od prethodne metode, za koju je potrebno izgradd filtrirani kompleks i
sve dobijene podatke pohraniti u jednu matricu, pa tek onmgdupiti raCunanju, ova
metoda daje mnogo efikasniji pristup problemu, u terminiragbnog memorijskog
prostora.

Osnovna ideja je da se sa dodavanjem simpleksa u filtrazijtiraju Beti brojevi kom-
pleksa. Na ovaj nacin u svakom trenutku imamo informacggim Beti brojevima, Sto
nam neposredno daje i vrednosti perzistentnih homolagkipa.

Metoda vazi samo za simplicijalne komplekse koji su pagpod S¢, za nekod € R.
Neka je K = {oy,...,0} jedan takav simplicijalni kompleks. Za svako< : < k
definiSemoK; = {0y, ...,0;}, kao jedan €lan filtracije komplekd& konstruisane kao
u 2. sa pocetka ovog poglavlja.

Maksimalna dimenzija svakog simpleksalizje d, pa raCunamo Beti brojeve u inter-
valu od0 dod.

Pseudo kod:

for 1=0 to d dodeli (5, := 0 endfor;
for i=1 tom
k=dim o;;
if o0; pripada k-ciklu kompleksa K;
then (, =0, +1
else [y :=[p1—1
endif
endfor.
Da bi pokazali tacnost ovog algoritma iskoristicemo Kiasrezultat algebarske topologije:
Mayer-Vietoris -ov niz.
Iz posmatrane filtracije komplekga sledi: K; = K;_ Uo;.NekajeL = K;,_;No;,
tada je Mayer-Vietoris -ov niz z&;:

Jr—1
L. Hk(L) f—k> Hk:(Kz—l)@sz(Uz) — Hk:(Kz) — Hk_l(L) k—> Hk—l(Ki—l)@sz—l(Ui) — ...

Preslikavanjgf; su homomorfizmi,a niz je tacan.
Za proizvoljan niz

/h.&;-A2-9143-*x442£*—’/%
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Algoritmi

koji je deo dugog tatnog niza imamo da je sledeci niz kréagkn:
0— Agllm)\l — Ag — Ker)\4 —0 (1)

sledi: A; = As/Im\; @ Ker\, (2).
Primenjeno na nas slucaj, niz (1) postaje:

0— Hk(Kz—1> () Hk(O'Z)/lmfk — Hk(KZ) — Kerfk_l — 0
Koristeci se analogom jednakosti (2) imamo:

Hy(K;) = Hp(Ki1) @ Hi(o))/Imfy, @ Kerfi_y
Hy (K1) © Hi(o3)/(Hp(L)IKerfr) © Kerfp_:

paje:

rang H.(K;)) = rand H,(K;_1) ® Hy(o;)/(Hp/Kerfy)) + rang(Kerfy._1)
= rang Hy(K;_1) + rang Hy(o;)) — rang H,(L) + rang(Kerf;.) + rang(Kerfx_1)

Koristeti oznakuN, =Kerf; i Cinjenicu da je ran@H,(K)) = [k(K), poslednja
jednaCinu mozemo zapisati u obliku:

Be(KG) = Be(K-1) + Bi(os) — Be(L) + rang Ny) + rang Ny._1)

Na osnovu ove jednacine i razmatranjem svih vrednosti rhibgurednosti za funkcije
O 1 rang, na posmatranim grupama, (za detalje videti [13])ppoom matematickom
indukcijom dokazujemo tdenjell

Jedno vrlo bitno, a joS nerazjaSnjeno pitanjeljako utvrditi da li proizvoljan sim-
pleks pripada nekom cikluPemena, trivijalno, pripadajo-ciklovima, ali Sta se deSava
sa vise dimenzionim simpleksima?

Edelsbrunner u svom radu [13] daje odgovor na ovo pitanjé zmplekse id — 1
-simplekse.

Ocigledno, ova metoda se moze primeniti samo na simafieikomplekse dimenz-
ije dim< 3. Jer, za raCunanje -te homoloSke grupe neophodno je da znamoiklove
i n + 1 -ciklove. Tako da, vet u dimenzijine mozemo dobiti ni informaciju o prvom
Beti broju ovom metodom.
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4.5 Rezime

Vreme i memorija

Sam algoritam, ako vet imamo informaciju da li je neki siekd deo cikla ili ne,
radi u vremenwO(n). Proces markiranja simpleksa u odnosu na osobinu da li swidel
cikla ili ne zahteva potpuno drugaciji pristup i ovde niggmatran(videti [13]).
Kompleksnost celog algoritma procenjuje seMa«(n)), gde jea inverz Akermanove
funkcije?,an broj simpleksa u triangulaciji sfe®® koja je okruzenje za posmatrani sim-
pleks.

Stoga, sam algoritam ima optimalno vreme rada, (imajuédu da je vreme rada stan-
dardnog algoritma za ra€unanje Smithove Normalne fathe’)).

Naravno, pitanje implementacije donosi joS mnogo pitgogsebno: “Koliko mem-
orijskog prostora zahteva ovaj algoritam i koje tipove ga#la koristiti?”

Neki delovi ovog algoritmaimplementirani su kao deo progs&og paketa za racunanje
perzistentne homologije: PLEX.

4.4.2 Sparivanje klasa

Najefikasniji,po svim kategorijama, pristup za racunagogezistentne homologije je
svakako metoda “sparivanja po klasama” koja u sebi sadioiveé dva gore opisana
algoritma. Metod je u potpunosti implementiran u progranpsiket PLEX, radi u vre-
menuO(n?), gde jen broj simpleksa, ali za uzvratimamo informacije o svim psteznt-
nim homolo3kim grupama,a memorijski problemi su delogergkoris€enjem struktura
kao 5to je “hash” tabefaza Cuvanje podataka (vidi [14]).

Napomenimo da su eksperimenti prikazani u ovom radu, da kazhi efikas-
nost algoritma i programa, deani na kompleksima dimenzijg pa je ovakav rezultat
ocCigledan zbog dinamickog algoritma za Beti brojeve.

4.5 Rezime

Svi navedeni algoritmi sa manjim odstupanjima imaju patmjalnu vremensku kom-
pleksnosO(n?), u generalnom slucaju.

Medutim ako dotaknemo pitanje memorijske kompleksnosttavraimo drastiCne raz-
like, Sto direktno dovodi do ogranicenosti primene nekihovih algoritama.

Prakticne razlike se javljaju i priimplementaciji algatina kao deo nekog programskog
paketa. Naime, pristupi memorisanju istih tipova podatakgu se bitno razlikovati u
zavisnosti od software-a.

8Inverzna Akermanova funkcija je sporo-rastuééak i za velike vrednosti argumenta, vrednost
funkcije je mala: npr.«(9876!) = 5 (detaljniji opis same f-je i njene primene mogu se pronati n
http://yucs.org/ gnivasch/alpha/index.html)

%lista pokazivaca

59



Algoritmi

Do sada je razvijeno viSe software-a za izraCunavanjedhagije, pomenimo samo neke
od njih:

e paket programa za APL, napisan od strane J.O. Shallit-aza3hCunanje simpli-
cijalne homologije sa koeficijentimaZy zasnovan je na metodi SNF. Ne podrzava
“velike” simplicijalne komplekse.

e CHomP- softverski paket razvijen od strane “Computati¢t@inology Project”
na univerzitetu Georgia Tech. CHomP radi u Windows okrjizezraCunava
homologiju simplicijalnog i kubnog kompleksa sa koefictjema uQ, Z. Detaljan
opis svih algotritama moZe se naci u [20].

e PLEX programski paket napisan za MATLAB, razvijen od strafire De Silve i
Gunnara Carlson-a na Stanford Univerzitetu. RaCuna hagijalsimplicijalnog
kompleksa sa koeficijentima@ i Z,. Sadrzi i programski paket Afre Zomorodi-
ana za izraCunavanje perzistentnih homoloskih grupa.

¢ "Simplicial Homology” paket napisan za GAP, razvijen prega za raCunanje
homologije velikih simplicijalnih kompleksa u prsteffu Zasnovan je na metodi
SNF.

e Fermat - software dizajniran za rad sa proizvoljno velikielira brojevima i ra-
zlomcima, matricama nad polinomijalnim prstenima. |augsimboliCke proraCune
I druge numericke kalkulacije. Implementirani algortaaSINF efikasno prevazi-
lazi probleme memorije i vremena. Posredno, moze se KoratizraCunavanje
homologije.

Zakraj, uporedi€emo dva najvise koris¢tena softwamesarhe racunanja homologije:
e Programski paket za GAP “Simplicial Homology” baziran jeSidF algoritmu

— daje kompletne informacije o homoloskim grupama: Betijeve, torzione
koeficijente, generatore.
— maksimalna dimenzija kompleksa Cije je homoloSke grupgunde izracunati
ogranitena je raspolozivim memorijskim prostorom rednat°
e Programski paket za MATLAB “Plex”

— raCuna homoloSke grupe i generatore u pQljuZ,

— maksimalna dimenzija kompleksa Cije je homoloSke grupguge izracunati
ne prelazil6 i direktno je ograniCena performansama funkcije “rankplex
mentirane u MATLAB

10y eksperimentima se pokazalo da bez problema racuna hékeajoupe kompleksa dimenzijé
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4.5 Rezime

— ima kompaktnu metodu za racunanje perzistentnih horkibl@gupa za za-
datu filtraciju

Posmatrajuci sve pomenute metode za izraCunavanje lbSkiblinvarijanti: SNF,
Kombinatorni Laplasijan, Dinamicki Algoritam (koji kati Mayer-Viteorisov niz) vidimo
da su razlike u kompleksnosti algoritama male, dok je kadidobijenih informacija i
spektar problema na koje se algoritmi mogu primeniti velispostavlja se da je elimi-
nacioni metod SNF, u vecini slu€ajeva, superioran naaliostviSe sofisticiranim meto-
dama.

Vezano za optimizaciju algoritama “izracunljivih funjeci'! Leonid A. Levin dokazuje
teoremu u [21] o donjoj granici kompleksnosti tih funkckaja tvrdi da svaka izracunljiva
funkcija ima donju granicu kompleksnosti.

Evidentno, naSa funkcija- n-ta homoloSka grupa konatdintenzionog simplicijalnog
kompleksa je izraCunljiva.

Pitanje je da li je njena donja granica, u opstem slucags, dna koju nam daje SNF -
O(n*)?

U slobodnoj interpretaciji, ovo se moZze shvatiti i kao pjeao matematiCkim metodama
koje se ne mogu unapreditMethods from THE BOOK]). Da li postoji efikasniji nacin
za raCunanje hipotenuze pravouglog trougla od Pitagéeoreme i da li postoji alat za
raCunanje homologije koji e nadmasiti SNF?

Hizratunljiva funkcija je ona funkcija koja se moze taamcunati koristeci mehanitki racunarski
sistem sa neograni¢enim memorijskim prostorim i u neagearom vremenu. Ekvivalentno, sve funkcije
za koje postoji algoritam su izraCunljive.
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I POGLAVLIE PETO m—

M REZE

5.1 Grafovi, mreze i kompleksne mree

Definicija 5.1. Neka jeV = {A,,..., A,} proizvoljan skupCije ¢lanove nazivamo
temena
Struktura odrdena sa/ i £, u oznaciG = (V, E), naziva se:

Neusmeren graf ukoliko je £ podskup svih dv@danih podskupova skupa. Elemente
skupaFE nazivamavice.

Usmeren graf ukoliko je £ podskup skupa svih uttenih parova skupd’. Clanove
skupaFE nazivamdukovi.

Multigraf je graf u kome je dozvoljeno postojanje viSe lukova iliayizmeiu dva
temena.

Pseudograf je graf u kome je dozvoljeno postojanje ivica (lukova) abiKA;, A;}
((As, A7)

Prost graf je graf koji nije ni multigraf ni pseudograf, t.. dozvoljene postojanje
samo jedne ivice (luka) izrda proizvoljna dva temena i nema ivica (lukova) ob-
lika {(As, Ai} ((Ai, 4)).

Ono 3to nas u ovom radu interesuje su neusmereni prostiviratoga ih dalje u
tekstu nazivamo kratko grafovi ili mreze. Radi koncizmastodimo i sledecu konven-
ciju u oznacCavanju:

Pod proizvoljnim grafomG = (V, E), podrazumevamo graf Cija su temeha =
{Ay,..., A}, askup ivica,F podskup skupa svih dvoclanih podskupdia

Slede definicije nekoliko osnovnih velicina i pojmova nafgvima koje €e nam biti
potrebne u nastavku.
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5.1 Grafovi, mreze i kompleksne mreze

T Tr

prost graf multigraf pseudograf

Slika 5.1: klasifikacija grafova po broju linkova izidh proizvoljne dve tacke

T T

neusmeren graf usmren graf

Slika 5.2: klasifikacija mreza po usmerenosti

Definicija 5.2. Za dva temena graf&, A; i A; kazemo da ssusednaako je{A4;, A;} €
E

Definicija 5.3. Stepertemenad; € V definiSemo kao broj ivica graf& incidentnih sa
. deg(A;) =|{e € E | A; € e}|
Definicija 5.4. Put u grafuG koji povezujed; i A; je niz ivica(e), iz E, takav da:

- e = {A;, A, }

- e ={Ak,_,, A}, zal <i<m

- em = {Akn_1, 45}
Kazemo da jen duzinaputa odre&lenog nizonte)!” ;.
Ukoliko su sviA; razli€iti put nazivamaorost put
Definicija 5.5. Udaljenost [, taCaka A4, i A; je:
[(A;, A;) = min{d € N : postoji put koji povezujel; i A; duzined}

Srednja udaljenostli srednji putgrafaG je aritmetitka sredina udaljenosti svih parova
temena grafa.
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Pod terminom udaljenost, podrazumevamo duzinu najigrptga izmeéu posma-
tranih taCaka.

Definicija 5.6. Koeficijent klasterovanjaemenaA; grafaG je:

&

(3)

gde jeE; broj ivica mealu susednim temenima temeng a k; = deg(A;). Koeficijent

klasterovanja grafa C, je aritmettka sredina koeficijenata klasterovanja svih temena
grafa.

C; =

Zbog jednostavnosti zapisa dalje u radu koristimo ozrigkaa stepen temené,.
Koeficijent klasterovanja je odnos broja postojecih vezlunsusedima posmatrane
taCke i broja mogucih veza. Ova veliCina je posebno aeLpri ispitivanju strukture
kompleksnih mreza, ali o tome ¢€e biti reCi kasnije.

5.1.1 Matricna reprezentacija grafa

Svakom prostom neusmerenom gré&fu(zadrzavamo oznake iz prethodnog odeljka)

moZzemo asocirati kvadratnu matricu dimenzijx n, kojoj je element na mesty, j),

1 ukoliko postoji ivica izmeéu temena; i A;, a0 u suprotnonh. Matrica je simetri¢na.
Vazno je primetiti da je da su u matrici grafa enkodiraneocwsie karakteristike

grafa.

Za proizvoljan gralz = (V, E) i njemu asociranu matric/,, ,, vazi:

o deg(4;) = Z;Ll M;; Zj M;;.

o O — > jm Mig Mijm M
© 7 deg(Ai)(deg(Ai)-1)

Matrica grafa je nezaobilazan alat kada proucavamo geasdawelikim brojem temena,
koji nemaju regularnu strukturu, jer je na ovaj nacCin osr@karakteristike grafa moguce
dobiti kompjuterskim proracunima.

'matricu je moguce asocirati i prostom usmerenom grafum$to ce njeni elementi biti-1, 1 ili 0
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5.1 Grafovi, mreze i kompleksne mreze

123456789
[1flo11110000[]
2lT00000000
31100000000
4100010000
51100101100
6000010000
7700001001 1
81000000101
9900000011 Q]

Slika 5.3: Simplicijalni kompleks

5.1.2 Motivacija

Mnoge procese u realnom svetu (biologiji, genetici, saggi, racunarstvu, ...) mozemo
opisati strukturama kao Sto su grafovi.

autonomni nervni sistem viSih organizama- mreza neapmvezanih sinapsama

regulacija gena - mreza gena povezana regulativnimipima

proteinske mreze - mreza proteina povezanih hemijskmkeijama

mreza poznanika - osobe povezane poznanstvom

World Wide Web - mreZa web stranica povezanih hiperlinkav

Da bi u potpunosti razumeli ove procese, neophodno je dangipoa njihovu strukturu.
Medutim teorija grafova je dug period posle nastanka bila $itaina na grafove pravil-
nih, regularnih struktura (kompletni grafovi, bipartitgirafovi, stabla, latice,...). U
praksi se obi¢no javljaju sistemi sa velikim brojem elert@n Cija je struktura nereg-
ularna, kompleksna i dinamicki evoluira u toku vremenag gd elementi ngusobno
povezani, a priroda veza nije uvek poznata - kompleksneenr@cigledno, na njih se
nisu mogli adekvatno primeniti postoje€i matematickidab.

Zbog toga se moralo pristupiti trazenju nacina da se tsistemi formalno matematicki
ispitaju, kako bi se rasvetlile njihove esencijalne osebin
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Sredinom proSlog veka, dva idarska matematicara Paul Erdds i Alfred Rényi
uvode pojam slucajnog grafa i time otvaraju vrata Sirgkapeni u grafova u razlicitim
oblastima nauke.

5.2 Osnovni tipovi kompleksnih mreza

5.2.1 Sl&ajne (eng. random) mree

Slika 5.4: slutajna mreza

Erdos i Rényi baziraju teorijsku analizu osobina slagagrafova na primeni metoda
iz oblasti teorije verovatnoce.
Sledi kratak opis najznacajnijih rezultata teorije glunth grafova.

Definicija 5.7. Graf G = (V, F) koji se sastoji odV temena(|V/| = N) povezanih sa
n ivica (|[E| = n), koje su slajno izabrane od}) mogiih ivica, naziva selucajni
graf.

N(N—1)

Ukupno postoji( z ) grafova saV temena in ivica, a to je prostor verovatnoce
u kome je svaka realizacija jednako verovatna.

Aternativno, slucajne grafove opisujemo binomnim modelo
Pretpostavimo da imamo graf satemena . = {A;,..., Ay}). Svaka dva temena
povezujemo sa unapred zadatom verovatnogoBroj ivica ovako konstruisanog grafa
je slu€ajna promenijivay, Cije je matematicko oCekivanjg(n) = p(gv).
Ako je k; broj ivica Cija je jedna od krajnjih tacaka; ( k; = deg(A;)), tada: P(k; =
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5.2 Osnovni tipovi kompleksnih mreza

k)= (V. ")pF(1—p)N~17k. Tj. verovatnoca dogtajak; = k, ima binomnu raspodelu,

odakle potiCe i samo ime ovog modela. Primetimo da je rasladd Poussanova, ako
N — oo. T.j. verovatnocta da sluCajno izabrano teme ima stépenP (k) = Akgfk,
gde je) srednji stepen grafa Raspodela stepena temena jeste jedna od glavnih karak-

teristika u klasifikaciji mreza.

Teorija slucajnih grafova izuCava osobine verovatnggrostora grafova s& temena,
kad N — oo.

Poznato je da skoro svaki graf iz posmatranog verovatnograsjora ima osobinu
Q, ako se verovatnoca za priblizava jednici kadV tezi beskonacnosti.
Erdos i Rényi dolaze do otkrica da: ili skoro svaki grafimsobinu? ili je skoro svi
grafovi nemaju, kadvV — oo. Znaci, prelaz sa stanja: vrlo verovatna, u stanje: malo
verovatna osobina je obic¢no jako brz. Za vetinu takvihstava definiSemo kritiCnu
verovatnocup.(N).

Teorema 5.1.Neka jeG = (V, E), slucajni graf saV temena i) neko svojstvo tog
grafa. Ako jep(NN) verovatnota dé&: ima svostvay i p.(NV) krititna verovatnoca, tada

hm PNJ,(Q) =

N—oo p(N)

pe(N)

{0 za?™ g

pe(N)
1 za — 00

Kao Sto vidimo, u teoriji slu¢ajnih grafova, verovat@ogekog dogdaja zavisi od
broja temena grafdy. Posmatrajmo dva slucajna grafa = (V1, E1) i G = (Va, E»),

koji imaju istu verovatno€u postojanja linka izahedva proizvoljna temenalZl =

(\‘gl\)

22 _ ), i pretpostavimo da j&V;| < |Va|. Tada je i|E)| < |Es|, $to moZe dovesti

(%)
do pojave mnogih osobinadl,, koje ne postoje G, (npr. pojava ciklova). Ovo znaci
da za mnoga svostva grafa ne postoji kritiCha verovatnoGa. koja je nezavisna od
veli¢ine grafa. Stoga, funkcijg., obi€no definiSemo kap.(N — o).

Model slucajnih grafova je decenijama bio vodeca idejaaupavanju komplek-
snih mreza. Ali, rastuce interesovanje za proucavargaam polju, je navelo mnoge
naucnike da joS jednom razmotre da li slucajni grafo\ddstavljaju dobar model za
opisivanje realnih kompleksnih sistema. Da li su realnezeeje predstavljaju kom-
pleksne sisteme kao 5to je celija ili internet, fundarabrd slu€ajne? Intuicija nam
govori da realni kompleksni sistemi moraju imati neki pipnsamoorganizacije, koji ce
se svakako odraziti i na matematicki model koji ga opisuje.

2aritmettka sredina stepena svih temena koji pripadajiugra
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5.2.2 Small-World mreze

Cinjenica je da bez obzira na veli¢inu, vetina mreza irmabinu da je najkraci put
izmedu bilo koja dva temena relativno mali. Udaljenost, ili paimedu bilo koje dve
tackeA;, A; € V (u skladu sa prethodnom notacijom) je minimalan broj ivio&rgban
da bi povezali4; i A;. Jedna od popularnih manifestacija efekta malog svetarjedqut:
“Sest stepeni separacije”, otkriven od strane sociologal8y Milgrama, koji je za-
kljuCio da postoji niz od prosecno 6 poznanika, iztadilo kog para ljudi u US. Efekat
malog sveta karakteriSe mnoge realne kompleksne mrexiitim, iako na prvi pogled
izgleda, on nije posledica nekog organizacionog princifralos i Reny su pokazali da
je prosecna udaljenost izrihe bilo koja dva temena u slucajnom grafu (89, gde je
N =1V].
Koeficijent klasterovanja, veliCina koja daje odnos isiméinkova me&lu susedima pos-
matranog temena i mogucih linkova, pravi razlikudonenrezama koju nije mogla udal-
jenost.

Slucajne mrezZe imaju mali klastering koeficijent, dokmeanreze imaju neuobicajeno
veliki klastering koeficijent.
Posmatrajmo graff = (V, E), u kome sva temena imaju tathosusedak-dimenziona
regularna reSetka). GrafiCki ga mozemo pretstaviti katem taCaka gde je svaka tacka
povezana s&  “najblizih”.

Koeficijent klasterovanja j€; = Zggjfg za svaka) < i < N. Za veliko K, C

regularna mali svet slucajna

Rast verovatnoce

Slika 5.5: Small-World model

konvergira kafll. Medutim, takve strukture nemaju mali srednji put: za posnmaiyeaf
srednji put je pribliznaV'/¥ , to za velikaV, raste mnogo brze od I8¢ Prvi uspesan
pokuSaj da se napravi model grafa koji €e imati dovoljniikeeC', a malol dali su Watz
I Strogatz (1998)F]. Sledi algoritam za konstrukciju WS modela:

e PocCinjemo saV taCaka jdenako raspatenih na kruznici, i svaku povezujemo
sa njenihK najblizih suseda. Da bi izbegli gustu mrezu, uzimamos> K >
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5.2 Osnovni tipovi kompleksnih mreza

In(NV) > 1.

e Slucajno biram@N K/2 ivica, gde je0 < p < 1, i izabrane(4;, A;) zamenimo
sa(A;, Ay), gde je A, teme koje nije sused temend; u pocetnom grafu. Na
ovaj nacin smo dobilp/N K/2 ivica koje su “premreZene” i smanjuju srednji put

medu temenima. Variranjemq mozemo pazljivo pratiti prelaz iznde potpune
uredenosti f = 0) i potpune neurgenostip = 1 mreze.

Small-world mreze karakteriS€jf

e mala srednja udaljenost{N, p) ~ %f(pKNd), gde jed dimenzija regularne
reSetke, a funkcijg : R — R

konstanta za <1
fu) = { In(w)

m zau > 1
o veliki klastering koeficijent:

Cw) ~ S

a, iste osobine pokazuju i realne mreze. ddeém, stepen temena u realnim mrezama
ima eksponencijalnu raspodelu,5to se pokazuje da neag&W model.

5.2.3 Scale- Free model

{
....‘ 'R LER L

Slika 5.6: Scale Free model mreze

Kao Sto smo istakli ranije, najjednostavniji nacin dasiikujemo mreze je posma-
trajuci distribuciju stepena. Kod slucajnih mreza omdata Poisson-ovom raspodelom,
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ali ¢cim primenimo malo komplikovanija pravila za konstaijl, javlja se novi koncept
mreza, naizgled jednostavan. U mnogim sluCajevima r@alpostepena realne mreze
mozemo opisati stepenom funkcijom, 5to dovodi do an@ags kriticnim fenomenima
u kompleksnim sistemima. Zbog toga se, ovaj tip mreza ivaa@mpleksna Pored
toga, kompleksne mreze su dinamicki sistemi, promanljivremenu, a sva njihova
moguca stanja nisu jednako verovatna.

Slucajne i small-world mreza su matematicki modeliigiah mreza, t.j. mreza koje
ne evoluiraju tokom vremena, pritom se pretpostavlja d@jewatnoca postojanjaivice
izmedu bilo koje dve taCke konstantna. Model mreze koji u odnea prethodna dva
najvise odgovara realnim mrezamacale-free (SFenkodira rast i dinamiku realnih
mreza. Algoritam za konstrukciju SF modela [24]:

e rast mreZe: pocinjemo sa malim brojgm) tataka i u svakom vremenskom
koraku dodajemo novu tacku sa(< my) linkova koje je povezuju sa razliCitih
taCaka koje su vet prisutne u sistemu.

e preferencijalno dodavanje (“rich get richer”): verovataoda ¢e nova tacka u
sistemu biti povezana sa temenaty Ciji je steperk; je:

ki
Ej kj

t.j. direktno je proporcionalna broju vet postojecitcaikoje sadrzel;

P(k;) =

Poslet vremenskih koraka ovaj algoritam rezultuje mrezom\sa= t + mg temena i
mt ivica. Numericke simulacije ukazuju na to da ova mrezdw@w@u stanje gde stepen
temena ima eksponencijalnu raspodelu sa eksponehipm- 3. Eksponent skaliranja
je nezavisan odh, koji je jedini parametar modela.

Teorijski pristupi ispitivanja scale-free modela koji wdo eksonencijalne raspodele
stepena koriste teoriju kontinuuma i jednacina rasta.[25]

S obzirom da stepen temena ima eksponencijalnu raspod8la,nnodelu postoji mali
broj taCaka sa mnogo suseda (habovi), i veliki broj taGakealo suseda.

Scale-free mreza ima mali srednji put (osobinu “malog &Yatveliki koeficijent
klasterovanja, koji su karakteristicni za realne mrededutim ove vrednosti nisu do-
bijene analitickim putem vec¢ numerickim simulacijama.

Jos jedna mana modela je konstantnost eksponéam@visnost koeficijenta klasterovanja
od veliCine mreze. Realne mreze imaju razliCite vrestneksponenata, a koeficijent
klasterovanja ne zavisi od veliCine mreze.

Dosada3nji pokuSaji da se SF model unapredi i priblidimen mrezama, rezultirali su
uvodenjem mnostva novih konstrukcionih pravila (pored pesi® dve: rast i prefer-
encijalno povezivanje). Neka od njih su: fitnes, formiraimjada, hijerarhijska organi-
zacija mreze.
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5.3 Simplicijalni kompleksi grafova

5.3 Simplicijalni kompleksi grafova

Kao 5to smo videli u prethodnom odeljku informacije dobgeo kompleksnim sis-
temima, koriste€i grafove kao modele, su brojne. Posiadjpitanje da li su i dovoljne
za preciznu klasifikaciju tih sistema?

Scale- Free model ima neslaganja sa realnim mrezama kajelsnicno prevaziene
uvodenjem mnosStva novih restriktivnih uslova u njegovoj koulsciji, $to nas navodi
na sumnju da mozda postoji kompaktniji naCin opisivanjateksnih mreza.
Znacajan broj matematickih problema je elegantno rédlkenm Sto smo se odlucili da ih
posmatramo u nekom viSe dimenzionom prostoru, od onog eksamnicijalno zadati.
Uzmimo za primer teoriju V. Vassiliev-a, u kojoj je jedna agkacijalnih ideja bila isko-
ristiti rezolventu topoloskog prostora.

Vodecti se istim razmiSljanjem, kompleksne sisteme ¢eagledati sa aspekta sim-
plicijalnih kompleksa. Preciznije, asociramo simplitijigkompleks grafu koji opisuje
neki kompleksni sistem, a zatim posmatramo topoloSkerijavde kompleksa. Na ovaj
nacin smo problem “podigli” u ve€u dimenziju i nadamo secddaj pristup resiti neke
od problema uobicajenih za planarne interpretacije.

5.3.1 Graf kompleksi

Uobicajen nacCin asociranja simplicijalnog kompleksafgme odnosi se na jedan izd-
vojeni slucaj, vet na celu familiju grafova koja posedogieedenu osobinu.
Posmatramo familiju grafov@ sal” = [n| temena Kkoji imaju neku osobiny , i tom
skupu asociramo simplicijalni komplek&, tako Sto svaki graf iz7 = (V,E) € G
identifikujemo sa skupom njegovih ivicl, i uzmemo daF definiSe jedan simpleks
kompleksaA [22].

Neki od ovako konstruisanih kompleksa su:

e Matching kompleksiM,,- kompleks opisuje sve grafove satemena koji ne
sadrze ivice koje imaju zajedniCko teme.

e Forest kompleksF,,- kompleks opisuje sve grafove satemena koji ne sadrze
ciklove

o Kompleksi bipartitnih grafovas,,-kompleks opisuje sve grafove sdemena koji
ne sadrze ciklove neparne duzine.

Ovaj pristup bi teorijski mogao da se iskoristi i u predg@viu kompleksnih mreza,
ukoliko uoCimo osobinu koja €e jednoznacno odreditveaknreze. Rezultat koji bi
dobili opisivao bi celu klasu tih mreza, 5to bi svakako Wiedan rezultat. Ali, trenutno
postoji nekoliko nepremostivih prepreka da se ovaj priseghizuje:
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¢ Koju osobinu mreze uzeti za generatorsku?

e Kako izraCunati homologiju kompleksa napravljenog odeksa koji opisuju
grafove sa viSe desetina hiljada temena i viSe stotigadalivica?

Stoga se ograniCavamo na posmatranje simplicijalnog kelksp konstruisanog od samo
jedne, konkretne mreze.

5.3.2 Klika kompleks

Jedna od prvih ideja za konstrukciju simplicijalnog konksle asociranom grafu je bila
uociti sve potpune podgrafove u posmatranom grafu i sikggl@efinisati tako Sto pot-
punom grafu reda asociramo: — 1 dimenzioni simpleks.

5.3.3 Kompleks susedstva grafa

Laszlo Lovasz je 1978. dokazao Kneser-ovu pretposti&}

Ako sun -podskupovi skupa od2n + k)- elemenata podeljeni i + 1 klasu, tada
bar jedna klasa sadrzi dva skupa koji imaju prazan presek. On jedenje je preveo
na jezik grafova - definisanjem Kneser-ovih grafguazatim konstruisao simplicijalni
kompleks -kompleks susedstvé(G) asociran grafuys.

Definicija 5.8. Neka jeG = (V, E') neusmereni graf. Komplek§i su simpleksi defin-
isani temenima grafd: koja imaju zajedrikog suseda, naziva $empleks susedsta
grafaG.

S obzirom da se kompleksi susedstva mogu asocirati bilg kmjezi, a kao struk-
tura enkodiraju vrlo bitne karakteristike grafa, njihoyaotreba se brzo proSirila.
Specijalno, u nasem slucaju, svakoj kompleksnoj mreacaacemo kompleks sused-
stva.

Kompleks susedstva ima i matricnu reprezentaciju, nakogeagraf zadat matricom
M, tada simplekse kompleksa susedstva mozemo videti kam&ohatricel/. Vezano
za implementaciju u proracunima, primetimo da matrica:

A= MMT

ima sledeca svojstva:

3K G,k je graf kome su temenfa podskupovi skupa od elemenata, a ivice su definisane parovima
disjunktnih skupova. U novim terminima, problem glasi: Kol je najmanje boja potrebno da bi se
obojile sva temena tako da nikoja dva temena povezana ivitemisto obojena (problem bojenja)
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Slika 5.8: Matri¢na reprezentacija kompleksa susedstegen

e A;; je dimenzija simpleksa koji odgovai#oj koloni matriceM

¢ A;; je dimenzija lica koje dele simpleksi koji odgovaraju kadomal\; i M.

5.3.4 Potpuni kompleks susedstva

Potpuni kompleks susedstva dobijamo modifikacijom kongaesusedstva grafa, tako
Sto simpleks definiSemo skupom temena koja imaju zagkdigi Suseda i temenom Ciji

su oni susedi.

Definicija 5.9. Neka jeG = (V, E') neusmereni graf. Komplek§i su simpleksi defin-
isani temenima grafé: i njegovim susedima, naziva kempleks susedsta graf@.

lako na prvi pogled izgleda da popuni kompleks susedstvanesuina kompleks
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Slika 5.9: Potpuni kompleks susedstva

susedstva gubi na strukturi, pokazace se da on zadrz&eaas®bine grafa, koje je
nemoguce identifikovati u kompleksu susedstva.

Matricna reprezentacija potpunog kompleksa susedsedstavljena je incident-
nom matricom grafa kojoj smo dodali jedinicnu matricu,ragliekse, kao u prethodnom
slucaju, vidimo kao kolone novodobijene matrice.

Za matricuh = M - M7 — E, gde jeM = M + E vazi:
o Ay je dimenzija simpleksa koji odgovaidoj koloni matriceM

. /A\ij je dimenzija lica koje dele simpleksi koji odgovaraju kodmma]\/ii [ J\//Tj

5.4 Osnovne topol8ke invarijante dobijene iz simplici-
jalnih kompleksa

U ispitivanju kompleksnih mrezZa reprezentovanih simijalnoim kompleksima, ogranicicemo
se na posmatranje sledecih veliCina:

e strukturnih vektora
¢ Betijevih brojeva
e Homoloskih grupa
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5.5 Staticki rezultati za osnovne tipove mreza

5.4.1 Strukturni vektori

Definicija 5.10. Za simplicijalni komplekg< dimenzijen, kazemo da je-povezarako
svaka dva maksimalna simpleR$@ja imaju neprazan presek dele lice dimengije

Ukoliko je kompleksg-povezan tada su sve njegove homoloSke giiges), 0 <
i < g trivijalne.

Tvrdenje 5.1. Relacija ‘g - povezani” je relacija ekvivalencije i deli simplicijalkdm-
pleks na klas@-povezanosti.

Dokaz ovog tvdenja je elementaran i ovde ga ne navodimo.

Definicija 5.11. Neka jeK simplicijalni kompleks dimenzij%'. Uredena/V + 1- torka
Q= (Qn,Qn_1,--.,Q0), gde jeQ; broj i-povezanih klasa, naziva gevi strukturni
vektor.

Prvi strukturni vektor na izvestan nacin meri strukturig@amicenja u kompleksu, i
ima smisag;-dimenzionog procepa u mrezi.

Definicija 5.12. Drugi strukturni vektor, ili f-vektor simplicijalnog kompleks&, Cija
je dimenzijaN je uredena N + 1-torka: f = (fn, fn-1,---,f0), gde je f; broj i-
dimenzionih simpleksa, kompleksa

Pored ovih veliCina, za analizu kompleksnih mreza koriet Beti brojeve i Ho-
moloSke grupe.
U analizi klika kompleksa, pored navedenih metoda, pridemio i perzistentnu ho-
mologiju.
Posmatramo filtraciju klika kompleks&], po dimenzijama:

KQ—>K1—>...KH_1—>K,L:K
, gde jeK;, i-dimenzioni skeleton komplekda.

Ovim procesom dobijamo grupé’’, gde0 < p <nii<j <p

5.5 Staticki rezultati za osnovne tipove mrga

Eksperimenti u ovom odeljku se sastoje iz ispitivanja wsakretnih kompleksnih
mreza iz jedne od osnovnih do sada pomenutih klasa (sle¢&F), upordivanja rezul-
tata i identifikovanjem osobina koje “vide” razlike dhe njima.

4simplekso je maksimalan simpleks kompleksaukoliko ne postojir € K, takav da jer < 7
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Mreze

nivoi Q-vektor f-vektor geometriska reprezentacija
(prvi strukturni  (drugi  strukturni

s 9
vektor) vektor)
10
q= Q=1 fi=1 11
s 9
9
2
- ” 10
i
1
1

q=3 Q=3 f:=7 2

1 4
3
5
4 4
K m
2 333
)
12
6
1 4
3

8 9
7 11
3 9
7 11
8 9
1
11

q=2 Q,=4 =19

=B

g=1 Q=4 £,=23 A

5
1 4
K U
2 3
7
12
q=0 Qrl fi=12
6

Slika 5.10: Vrednosti strukturnih vektora

Svakoj mrezi asociratemo simplicijalni kompleks (kIk@mpleks i kompleks sused-
stva) i izraCunati osnovne topoloSke karakteristikekote cemo kvalitativhost dobi-
jenih rezultata uporediti sa rezultatima koje je mogudeitisamo iz grafa.

Sve mreze posmatramo u sadasSnjem trenutku, t.j. ne uzinuaozir njihovu di-
namiku.

Homologija kompleksa susedstva izraCunata je korigrerprogramskog paketa
“Simplicial Homology” za software GAP, a homologija klikakpleksa uz pomoc pro-
gramskog paketa za MATLAB “Plex”.
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5.5 Staticki rezultati za osnovne tipove mreza

5.5.1 Sli£ajne mreze

Kao prvi primer, koristimo slu€ajnu mrezu €400 temena i verovatnotom za posto-
janje ivice izm@u bilo koje dve tatke koja iznogi = 0.005. Raspodela verovatnoce
stepena temena data je grafikom 1 na sledecoj slici, i bigmras kao Sto smo dobili
teroijskim razmatranjem.

T T T T T
T T T T T 2000 - AA ’ * w first structure vector 4
0.14- 4 *x ™ A g o
second structure vector
P(g) . *
012 = " B
" 1500 4 *
0.10 = *
]
008+ . q 1000 4 *
0.06 » . *
*
0.04 5004 *
. - M *
0.02 n LI * *
. . o4 v ha 2T T
0.00 - L
T T T T T

Slika 5.11: Distribucija po dimenzijama slu¢ajnog sinsjjéilnog kompleksa (levo)y vektor i f vektor
u funkciji od dimenzije (desno)

Kao §to je poznato, povezanost slucajne mreze kar&ktdrstribucija sa maksimu-
mom koji odgovara broju temena sa prosecnim brojem link@iatribucija vrednosti
prvog strukturnog vektora data je u grafiku desno i pratikoB&love krive, dok za drugi
strukturni vektor imamo potpuno istu situaciju kao i za @glu stepena.
Ocekivano - vektori imaju distribuciju slicnu Poisson-ovoj koja kdateriSe sluCajne
mreze.

HomoloSke grupe i Beti brojevi

e kompleks susedstva

Hy| Hi |Hy|...| Hyn Bo| B | Ba]|...| B
ZZ%% [ 0]0] 0 T [13503] 0] 0] 0

Tabela 5.1: HomoloSke grupe i Beti brojevi slucajne narsd 2000 temena i verovatnotepm:- 0.005

e klika kompleks
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Mreze

Hy | Hi | Hy Bo| B | B
Z |70 1 [ 7847 ] 0

Tabela 5.2: HomoloSke grupe i Beti brojevi klika komplelkslatajnih mreze sa 2000 temena i
verovatnoconp = 0.005

Ko K1 K2

Ho

Hi

H>

Slika 5.12: Barkod slu¢ajne mreze

Zbog Cinjenice da se u slucajnim mrezama temena povealgiom verovatnocom,

sledi da ve€ina temena ima isti stepen, stoga je ovakvo3amij@ Beti brojeva
ocekivano.

e perzitentna homologija filtracije klika kompleksa po dimagama

HY = 2000
Hi=1 H} =8017
HZ=1 H?=7847 HZ=0
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5.5 Staticki rezultati za osnovne tipove mreza

5.5.2 Scale-Free mree

Za primer uzimamo mrezu kojom je pretsavljena razmenalemwaimelu univerzite-
tima uépaniji: Universidad Rovira i Virgili, Tarragona, sa 1138rena. Ona, kao i
vecina realinih mreza pokazuje Scale-Free svojstva.rBrultati dobijeni Q-analizom
predstavljeni su u sledetim graficima: Primetimo da fujak@spodele stepena temena

Slika 5.13: Raspodela stepena temena

ima g-eksponencijalan oblik.
HomoloSke grupe i Beti brojevi

e kompleks susedstva

Hy | Hi | Hy | Bo|l B | B2 | ...
Z | 2™ | 270 ] .. T [ 459 | 1650 | ...

Tabela 5.3: HomoloSke grupe i Beti brojevi kompleksa sasedemail mreze

e klika kompleks

Hy | H, | Hy | Hs3|...| Hn Bo|l B | Ba|Bs]|... | Bu
Z [Z" Tz T 0]...] 0 1 71186 [53] 0 [... ]

Tabela 5.4: Homolo3ke grupe i Beti brojevi klika kompleksaail mreze

e perzitentna homologija filtracije klika kompleksa po dimgama

Skompleks susedstva email mrezgeto dimenzioni. Koristeci Intel Core 2 Duo, 2GB ram, reaiet
za homoloske grupe je bilo moguce dobiti za dimenjjg, 2. Rezultati za viSe dimenzije su u pripremi.

79



Mreze

NG| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 [ 1133

1 1 4319

2 1 1186 2210

3 1 1186 53 1262

4 1 118 53 0 801

5 1 118 53 0 0 553

6 1 118 53 0 0 0 345

7 1 118 53 0 0 0 0 166

8 1 118 53 0 0 0 0 0 55

9 1 118 53 0 0 0 0 0 0 11

10 1 118 53 0 0 0 0 0O 0 0 1
11 1 118 53 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 5.5: perzitentne homoloSke grupe klika kompleksailemreZze. Element na mestte vrste i
j-te kolone oznacava rangte homoloSke grupétog kompleksa filtracije t.]. ranlg;ﬁ = ﬁ;—

Perzistentni Beti brojevi klika kompleksa email mreze (0 < ¢ < 11) takade prate
g- eksponencijalnu raspodelu i dati su u sledecem garfiku:

betti/betti(0)

T T
o :
10 q-dim 10

Slika 5.14: Raspodela Betijevih brojeva po dimenzijama
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5.6 Moguctnosti za dalji rad

Barkod email perzistentne homologije dat je na Slici 1.15

5.6 Mogucnosti za dalji rad

Karakteristike kompleksnih mreza su inicijalno bile “reee” na grafovima i kao rezul-
tat skoro uvek smo imali skalarne vrednosti, koje je nenceganalizarati drugacije
do numericki. Koriste€i simplicijalne komplekse, elefjgo prevazilazimo ovaj ne-
dostatak graf-strukture. Pritom, postoji veliki broj tdpgkih invarijanti koje je moguce
praktiCno dobiti iz simplicijalnog kompleksa. VeliCirleao Sto su Beti brojevi i ho-
moloSke grupe govore mnogo o strukturi povezanosti ursiséemad)- vektori takaile.
Pored toga nova dostignuca u oblasti racunarske honjejéginkretno perzitentna ho-
mologija, tek treba da i svoje mesto u primenama ove vrste.

Do sada smo uspeli da pratimo evoluciju strukture stagdcmmpleksnog sistema
koriste€i se perzitentnom homologijom. S obzirom da s¢ta@aka u realnim mrezama
menja u jako kratkim vremenskim intervalima, postavljaisarpe da li isti alat moZzemo
upotrebiti i u analiziranju dinamike kompleksnih mreza&&/no, sam koncept perzis-
tentnosti nas navodi na potvrdan odgovor.ddeém, tehniCke teSkoce u realizaciji ove
ideje su brojne, Sto je i glavni razlog nedostatka opifijiezultata u ovom polju.
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POGLAVLJE SESTO

Z AKLJU CAK

Za analizu topoloskog prostora metodama racunarske logijekoristimo reprezentaciju
simplicijalnim kompleksima i to iz dva razloga : njegove Koimatorne strukture i jasne
interpretacije granicnih homomorfizama.

Medutim, Cinjenica da simplicijalni kompleksi mogu biti jakeliki kombinatorni ob-
jekti, Sto se u praksi Cesto dadg otvara novo pitanje o efikasnim metodama racunanja
topoloskih invarijanti na ovim strukturama.

Jedna od najstarijih metoda za ove proracune je svakaktn@&mmormalna forma.

S obzirom na nemogucnost kontrolisanja rasta koeficij¢okam procesa Gausove
eliminacije, nemoguce je primeniti metod na velikim oljeia.

Uz izvesne modifikacije Gausovog eliminacionog algoritimaréblemi se mogu pre-
vazicti. Kao rezultat dobijamo algoritam koji radi u vrenued(n?) i zahteva razumne
resurse memorijskog prostora.

Drugi pristupi ovom problemu ukljuCuju sofisticiranije tode od obichog sabiranja i
oduzimanja vrsta i kolona, ali takle imaju kompleksnosb(n?), a pored toga ovim
algoritmima ne dobijamo uvek sve potrebne informacije o blogiji.

Ispostavlja se da je eliminacioni metod SNF, ukoliko ne patsamo neki specijalan
slu€aj simplicijalnog kompleksa, superioran nad ostaliak i u slucaju da raCunamo
perzitentnu homologiju simpleksa dimenzjje3.

Za izraCunavanje perzistentne homologije najviSe tragtizionih kompleksa pos-
toji efikasniji algoritam, implementiran u programski pakelex“, sto je u skladu sa
postojecim primenama perzitentne homologije. Imajugidu nedavni nastanak, a vec
brojne rezultate koje je donela sa sobom, ekspanzija i jgraitentne homologije tek
se ocekuju.

Osnovni razlog je 5to je ova teorija koncipirana na filtiagimplicijalnog kompleksa
(prostora), koja se skoro uvek pojavljuje kada pokuSamisgitamo topologiju realnog
objekta ili sistema. Ne treba zaboraviti ni mogucnosti alemranju dinamickih sistema

perzitentnom homologijom.
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Zakljutak

U poglavlju 5. primenili smo topoloSke metode (nove i stara analizu komplek-
snih sistema. Interpretacija kompleksnih sistema sinjglitm kompleksima ima bro-
jne prednosti nad uobicajenom interpretacijom grafoviffi@poloSke invarijante dobi-
jene iz simplicijalnih kompleksa nam govore o unutrassjojikturi posmatranog pros-
tora, za razliku od veliCina merenih na grafovima.

Pored toga, perzistentna homologija je idealan alat ztvapije statiCke i dinamicke
evolucije u strukturi,pa smo u mogucnosti da pored statibehanike sagledamo i di-
namicku mehaniku kompleksnog sistema.
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