o UHI__VERZITET U PRISTINTI
IRO | |
DNO-MATEMATICI PAKULTE
| T

L0 ,/.-9 gd-
-f Mr Magllum M.Cena
| 5 | | geyIBYA ﬂ"l’ﬂ‘!ﬂﬁﬂﬂll ﬂ'ﬂm" PARM
wmmumv y

A MATEMATIIRY, M[XAHHKY

puMbJaAH OoT
Bpol M,g_glf——’
DaTyw _____,_. 3 ,330.

- 0 NEKIM ERITER
i IJUMIMA INTEGRABILITETA

B KLASE LINEARN
I IH DIFERENCIJALNIH JEDNASINA

- =DOKTORSKA DISERTACIJTA-

PRIIINA,JANUAR 1977,




Duboku zahvalnost dugujem mentoru ovog rada Prof.Dr.
Iliji A.Eapkarevu,koji mi Je sveatran&fpomagao u toku iz-

rade doktorske disertacije,

Isto tako posebno se zahvaljujem Prof.Dr.Dragoslavu
- B.Mitrinovifu,koji me je srdasno primio i doprineo svojim
' savetima i uputstvima da dodje do izrade ove disertacije.

ZahvalJuJeﬁ se ?okradinskoj zajednici za nau¥ni rad
Bocidalistiﬁke11utonomne Pbkrajina Kosova,¥1jim sredstvima
o Jo finansiran najveéi deo ovog rada,

Veliku gahvalnost dugujem mojoj supruzi Féllansze
Cani 1 diagod decl,koji su zajedno seamnom ¥rtvovali trud
' i vreme da bl ova disertacija ugledala'avetloldana. |




SADRZAJ

UVOd.IIII'III.lI.liIl.-i!llI.iliil.'i.ll‘l."ll.l.lll‘ 2

‘Glava 1.0 jednom postupku reduktibilnosti jedne kla-

ge linearnih diferencijalnih Jjedna€ina..... 5
Glava II,0 nekim drugim postupcima reduktibilnosti
linearne Jjedna¥ine Arugog reddcssscccecess 26

Glava l1lIl.Postupak za reduktibilnosti Jedne klase li-

nearnih Jjednal¥ina tredeg redfceeceveceses 42

Glava IV.,Parametarski oblik neki algebarskih i poli-

nomnih re¥enja jedne linearne difefencida—
lne dednauineiinntlnn------_101-.--.1---.-'- _ 63
Bibliog:r.'afida.u”.”uuu...u..uuuu._-...”- 87




UVvVvoD

Teorija linearnih diferencijalnih jednadina na&la je

|  %iroku primenu u mnogubrojnim tehnidkim, fizickim 1 astrono~=

mskim problemima. Stoga je proudavanju tih ;]e'dnaéina posvede—
na izvanredna paZnja. Neke klase linearnih diferencijalnih je—
. dnadina specialnog tipa, koje su od veceg znadenja u primenje—

noj matematici i u takozvanog ma tema Lidkoj f£izici, izazvale
su takvo interesovanje, da u njima danas postoji jedna bogata
1iteratura. Takve su, na primer:

19, Bessel—ova jednadina (videti: (1]):

2

x“y" e xy' + (x2—v2)y= 0 (El)

(v=comst);
20. Hill—ova jednadina (videti: [2]):

- Cy"+[¢(x)+N]y=0 . | (E,)
. gde je |
. A= const;

3%, Hipergeometriska jednaZina ([2]):

x(rl)v"+[(a+ﬁ+1)x??]y'+dﬁvéo - (Ez)

(a,8,Y=const);
u°; l,egendre—ova jednadina ([1]):

' (xz-;l)y"+2xy'—v(v+1)y =0 | (E,)
(v=conat)s .. |

5.0. Laplace~oova jednaé:l.na' ([11)¢
(a2x+'b2)y"+ (alx+'b1)Y'+(3°I+bo)Y =0 (E5)

(a,,b,=cons t._) ;

1 druge.

Nagli razvo] nauke i tehnike uéinio je ovu problematiku

aktuelnom i nametnuo potrebu da ova problematika bude predmet
nasih izudavanja i istrazivanja. |

7 Wedjutim, poznato je, da klasa lirearnih diferencijalnih
jednadina koje se mogu integraliti pomodéu kvadratura Jje veoma
uzana. To znadi da u opstem sludaju, na prvom pogledu, nije mo=
guée prepoznati da 1i je ta jednad¢ima integrabilna ili ne. S

druge strane ne postoje opsSte metode za nalaZenje opstega rese—

b ]
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nja tik Jjednacina u zatvorenom obliku. Zbog toga je bilo po—
trebno na razlidite nacine ustanoviti razlidite metode za in—

tegraciju izvesnih klasa diferencijalnih jednacdina.

Jedna takva metoda, koju €emo primeniti u nekim delo—
~vima ove teze, jeste metoda reduktibilnost diferenci jalnih jed-
nac¢ina.

Naime, koristedi mefodu reduktitilnosti koja se poka—

zala vrlo efikasna mi istraZujemo neke kriterijume integrabili-
teta kod jedne klase linearnih diferencijalnih jednacina,

| U vezi stim polazimo od linearne diferencijalne jedne—
¢ine oblika

Z ai(x).v(“'i) =0,
b=o0

111 bolje obilika

n .

Z a, (x)I" 'y=0, D= d/ax; (31)
L=0 '

gde su koeficijenti ai(x) diferencijabilne funkcije od x u

Jednom intervalu (a,B8) i a A0 (videti: [3]).

iai (x Dn;i

L:O

Izraz

zove 8e obldan linearmil diferencijalni operator n-tog reda, i
moZe se oznaditi sa M(x,D), odnosno sa M, t.j.
n.
M=M(x,D)= Zai(x) i, (32)
L=o
Izraz oblika

> ai(x) Dn—iy’
LA
tL=o0

zove se diferencijalni ili operatorski polinom n—tog reda, i u
ovom sludaju dobija oblik M(x,D)y odnosno My, t.J.




n ' 4
My =M(x,D)y = Zai(x)Dn'—iy. - (33)
t=0
Ako su data dva linearna diferencijalna operatora:

M =u(x, D)_Zai(x)Dn-i N =N(x,D) = Z jgm-a

i=o0

tada proizvod M.N znali da se operator M primenjuje na operator
N, a pak proizvod N.M znaldi da se operator N primenjuje na ope~
rator M.

- Lako se da zakljuditi da Je
M.Ny £ N.My,

t.j. komutativni zakon za mnoZenje diferencijalnih operatora
" ne va%l. Naprimer, ako je n=3 1 m=2 t.3}. ako je

M=a D3+a1D2+32]3+a3
dobijamo:
_ 2 ' \ S
MNy = (aOD3+alD +a2D+a3)(b°D2+b1D+b2,*,v- { .*.=1Q'b‘__:'IJ5 +
' ", 3p |
+[ao(3bo +'b1)+alb°]ﬂ"‘+ [ao(Bbo + 3 1+b2) +
t 1] t

+al(2'b°+'b1)+a2'b0]D3 +[a (D1 +30Y + 30)) +

" t
+a1(bo + 2'b1 + 'b2)+ az(b; +b1)+33'b°]D2+
+[a (] '+3b])+a, (b]+2b})+a,(b]+b,)+azb; ] Dt

+ao'b5'+al'bg + azbé + a3'b2}y,'

Ny = (b0D2+'b1D+'b2)(a D3+a D%+a D+a3)y= {a b D5 +

+ [bo(2a' + a1)+ﬁla ]ﬂ"+[b (a"+2a1+a2)+'bl(a +a1) +
+‘b29. ]D3 + ['b (a" + 2a2 + a3)+b1(a1 + a2) +b231]1)2 +
+ [bo(ag + 233) ;i-'bl(aé + a3)+'b28.2]D+ 'boag + blai +
'l‘bza'j}y!

—odakle se neposredno zakljuduje da Je MNy/Z NMy.
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Znac¢i, komutativni zakon mno%enja operatora M i N, u opstem
sludaju ne vazi,

U vezl sa ovom osobinom diferencijalnih operatora mi
dobijamo razlicCite kriterijume integrabiliteta jedne klase

linearnih diferencijalnih jednadina drugog i tredeg reda.

Problem drugog dela istraZivanja u ovom radu jeste pa—
rametarsko pretstavljanje algebarskih 1 polinomskih resenja
unapred date linearne jednadine drugog reda,




GLAVA I

O JEINOM POSTUPKU REIUKTIBILNOSTI JEINE KIASE LINEARNIH
DIFERENCIJALNIH JEINACINA IRUGOG REIA

1. Posmatramo, prvo, linearnu diferencijalnu j‘ednaéinu
obliim

(c:rtf'2 + ﬁ'-;-?)y"-i-(af2+bf+c)y'+(Af2+Bf+C)y =0, (1.1)

gde su:

By Y,a,b,¢,A,B,C neodredjene konstante 1 f=_f(x) neodre-—
djena diferencijalna funkcija od X,

De bismo dobili kriterijume koje treba da zadovoljavaju
. koeficijenti: a,8,7,a,b,c,A,B,C i funkcija £(x) tako da jednalina
._-_‘(1.1) postane integrabilna, polazimo od diferenci;]alne jednad ine

-o'blika
| n

7: [( Zakr“;" )ote ( i "’kf"; k)vjl' '

k=o | k=0 : |
(S ™) 93wy ] w0, a
+Al[(;ak )y-:;bk ] 0 . (12);
gde su:

ak:bk’Al (k=0’1:231'-:n)3
za gada neodredjene konstante.
Ako se u jednadini (1.2) izvri3i oznadeng diferenciranje

a zatim sredi, ona prelazi u jednadinu

(Z 8 fn_k) "+[Z(n—k)akfn-k_l £1(x)+ Z b £+

K_O K=o0

t =

+ Ay Z fn-k].v +[Z(n=-k)bkf k-lf'(x)+Alzb f“’k]y_o (1.3)

K=0 je=0
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Da bismo dobili pomenute kriterijume integrabiliteta
~ jednadine (1.1), metod koji primenjujemo zshteva da stepeni
polinoma u odrmosu na £ budu jednaki ispred y", y' i ¥y u pos—

iednoj jednaéini,

'Stim u vezi £'(x) mora biti linearna funkcija po f (vr—
deti [h])

£'(x) =pf+q, (p, q = konstante) (1.4 )
Ako f'(x) iz (1.4) zamenimu u (1.3) dobija se jednadina

(Za"fﬂ— prs [Z‘“‘k)ak@f*-q)f"'k' SN bkfn""'k'

r;_. k=o o .
o St [fimmioet o o
- kuo {,. k=0 | e

Jed.naéin.a (1 .2) . smenom. ..

(Z fn-)“(zbk )"""”' - <11.6)

Kz0 .

pralaz:l. u
z' +A15=0. | . (1.7)

Na ovaj nadin integracija jednadine (1.5) svodi se ha
lntegrabilan sistem linearnih diferencijalnih jednadinma prvog

reda (1.6) i (1.7)

U vezli satim, u daljem radu, mi traZimo uslove koje treba
da zadovoljavaju koeficl jenti:

a,B,7,a,b,c,A,B,C
tako da jednadina (1,1) moe da se napide u obliku (1.5),
Dalje, iz jedmdine (1.J4), bitna su ova dva sludaja:

------

oP{x+cy) |
Za p,éo, dobijamo £(x) = —L—C‘J, az p=0, iz (l.Ll.)

imamo £(x) = gx+cye
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- Mi éemo, uzeti za prvi slulaj f(x)=ex, a za drugi slucaj

o e(x) = x.
| Napominjemo da ovim zadnim vrednostima 2za f(x) problem
~Jm:::]i. posmatramo ne g'u‘bi svo ju opS8tenost, a dobija se klasa 1i—
nearnih diferencijalnih jednadina drugog reda, koJi su od veli=

kog znaéa;]a u teoriskim 1 pmkt:.énim pitanjima,

1. U sluZaju £(x) -~ e , jednadina (1.5) prelazi u
n

| [Zak‘e(n-k)x] y'+ {Z['bk-mlakﬁn-k)ak]e(mk)xj y' +

k=0
KmoO

[Z[ﬁb +(n-k)bk]e(n'k)x] y=0, (1.8)

a v aluéa :lu f(x) =x iz (1. 5) dobija. se jednaéina

- i (Z ’k‘ )’""’[E"’HA oyt (ke oy, llxn-k} i

k=o' ST k=0

[}_’[Albk"'(rk"'l)bk—l]xmkj Y = 0 I | (1.9)
.. e o |

SRR (a_s= b_, =0).

Jedna&ina (1.8) bide ekvivalentna sa jednadinom (1.1),
kada se u nju stavi £(x) =ex, ako su zadovoljene sledeée rela-—

clje: . | o o

Z ake(“'k)x= [Z ake(n'k"z)x] (xe®® + Be™ +7), (1.1.1)
ke o |

ztbkmlakar(n-k)ak]e“*“‘)" I:Z (‘*‘H)"] (a0 pe*sc),

| K=0 - g | (1 1, 2)

n | S C -_ ‘
Z[Albk+(n-k)bk]°(n'k)x= (Zake(n- k"2)""__l (Ae® +pe” +C)

k=0 .' k=0 (1.1.3)

(o = konstante); (k=0,1,2,.e .« 2);




.-Odnoam'bol;je,u razvijenom obliku:

| n | | |
"z; ake(n-k)x= Z (Ok—2? + ak;,ﬁ+~aka)e(mk)x, (1.1.1°)
§I  . F=; k=0
n 1 | n
Z[bk+Alak+(“'k)ak]e(rk)x= B%-z°+ak;sb+aaa)e.(n'k3¥,(1-1-2')
k=o K=o
n

Z_ [Albk*'(n-k)bk]e(mk)x Z(ak_zc'l'%_jB'FakA)a(rk)xp (1-1-3')
(0g = aey= 0), |
Iz ovih tr:l.:ju poaledn;]:l.h ;]ednakosti slede respektivno
We relac:l.:]e : |

L gma pveamaa, (k=0,1,2,.00m2);  (1.1.)
| 1 bk +A1&k+(n-k)&k= ak_;zc'*'ak_lb"'ak’ | (111-5)
A (0k)by = Oty Brayh, . (1.1.6)

~ odnosno, kada -vreaxlpst za 8, iz (1.1.4) uvrstimo u (1,1.5) dobija se
| b=t o[ o-A; ¥=(mmk)v]+ay, [0—a) (k) A] +
+oy [ a=Ay o= (nk)a], (1.1.7)

a kada (1.1.7) zamenimo u (1.1.6) proizlazi

{[A+(mk) [y o= (nok)al=AJ o+ [ Ay + (k) [ty A= (k) )
—B}ak_l"'{ [Al"'(&‘k)][c"ﬂl')"' (ﬂ"'k)?] - C}ak_z =0, (1.1.8)

Yo =03 K=1,2,3,000)
.Posledn;]a jedna§im dé.;]e nam moguénost da odredimo nepozmate koefi-
cijente o4, tako naprimer:
za k=0, 1 1z (1,1.8) dobijaju se respektivno ove dve rela—
cije: .
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(A +n) (a=A a= )= A= 0, (1.2.9)

{l (P~_|_+n)"1][ (Er"Alor.— na)+a]-—A} oy +

+[ay+(0-1) J{o=a B (-1)8}-Blae = O. (1.1.10)
Iz Jednadine (1.1.10), prend (1.1. 9) proizlazi

[3 +(n-1)][b—Alﬁ- (-1)81-B

Qe = a (1.1.11)
1 a+a—-2(A1+n)q‘ °/

[a+a-;' 2(Aq+n)ak o]

za Kk=2,3,4y000. dobijamo oatale vrednosti za o TeJe.

- i[A1+(n"2)]['b-Alﬁ"(rr-Z)ﬁ]—B]m+{.[A1+(n"'2)][G'Al?‘(lr'z)?]"ciao

'ﬂ1 fai-:
5 ) 21" e
[a+2a 2(-”L_L+n)a] (1.1.12)

!EA1+(n-3)][‘D—Alﬁ-(n-B)ﬁ]-Bla2+i [A.l+(n-3)][c—A y—(r=3)v}-Cloy

woo _ 3{as3a—2(A +n)a]
H | | (1-1-13)

;- {[A1+(n-k)][b—Alﬁ-(n-k)ﬁ]-"Blﬂk_l*‘i[Al+(ﬂ-K)][0"A1?"'(n"k)7]-G]%_
Gk a——-—-——_——"_———-_—-—_—-——-
k[ a+ko—2 (.A_1+n) o) |

(1.1.14)

Posmatramo sada relacije koje sé dobijaju za posebne vred—
nosti broja n, tako na primer: kada je n=2,3 1 L.

Ispitamo prvo sluéa;] n=2:

Iz relaci je (1.1. 1), (1.1.2) i (1.1.3) sledi da je ox =0,
28 K=1,2,3,...,02; a iz (1.1.4), (1.1. 7), (1.1.9), (1.1.10) 1
(1.1.8) dobija ju se respekt ivno sledeée relacije:

N (1.1.15)
- a,= idr.)g'l | (1.1.16)
N (1.1.17)
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- (b+Alﬁ; Blag 5 | - - (1.1.19)
= (c—Al‘Y)ao, (1.1.20)
(2+A1)(3-A am 2a) - -A=0, (1.1.21)
(1+A1)('b"Alﬁ" £)=B=0, (1.1.22)
Ay (e A7) -C=0 (1.1.23)

Redava juéi poslednje dve jednadine po Ay proizlazi da za Y £ O:

C+(b—p—B)Y
A. =

(Bec+(2 'b . 1.1.24
L de+(28-1)y g *+{2B0)v£0) 5 ( )

;. a iz relacija (1.1.23) i (1.1.21) dobija se -

Al[ac+(l+or-a)?] =aC + (2e=lLa—=A)Y,. | (1.1.25)

__.’-';'__.Na;]z"rad, ‘ako stavimo vrednost za A.L iz ~(1.1.2J4) u relacijama
.(141‘-'25) i (1.1.23) dobijaju se respektivno ova dva uslova:

[m+(ua-a)v][ﬁc+(b—ﬁ- B) v]-[ Bec+(26~b)r][ o+
+(2E-L|-G¢-A )?] =0, ' - (ul)

| c[ﬁc+(2ﬁ-b)7][ﬁC+(b-ﬁ-B)?]-?[ﬁC+(b-ﬁ-B)?] -
' = G[Be+(28-1)¥]1% = 0. (u,)

' Na osnovu navedenih ¢injenica, moﬁe se formulisati slededi

stav:

Stav _I. Diferencijalna jednadina (1.1) je integrabilna,
ako njeni koeficijenti zadovoljaveju uslove (u,) i (u2).

Za sluéaj vY=0, iz (1.1.23) dobijamo

A, =C/c, cf£0. (1.1.26)

Iz relacija (1.1.21) i (1.1.22) imajuéi u vidu (1.1.26),
dobijaju se sledeé¢a dva uslova:

(8¢4C)[e(a2a) = Cl-Ac® = 0, (uz)

(C+G)[c(b¥ﬁ)-ﬁ0 ]""'Bc2 =0. (uu')
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Stay 1. Diferencijalna jedna&ina (1.1),u kojoJ Je v=0,
je :I.ntegrabilna ako njeni koeficijenti zadovoljavaju uslove

(‘l:l 3) i ("-114,)
; Pri mer. Diferenci j jednaCGina

(02x+23x+3)3"+(Ll-ezx+5ex+6)y'+(.3ezx+2ex+3) =0,

.vodlj:l.va Je ra in’oegrabilan sistem linearnih jednalina:

(ePFi2eS+3)y e (e 4e +3):r Zy

z'+2=0,

Ispitujemo slutaj n=3:

P 5 Iz relacija (1.1 .1),(1.1 .2) i (1 1 .3) da se videti dam
:le oy=0, za (k=2,3..-.,n-2), a iz (1.1 .4), (1.1 .7), (1.1,9),

2zll..;l .10) i (1. 1''.8) dobijaju se reapektivno ove relaclje:

& | '.aozaoa, | ‘ I o o | (1.1 .27)
 ay=afeaym, (1.1%.28)
32 ao?-l- a‘lﬁl | - o - | (1:].0.29)

R 33= a1?, (1.10130)

'b = (a- aA.l— Ba)ao, | | | . (1.10.31)
'b1=('b-ﬁA 2ﬁ)ao+(a-aA1—2a)a1 ’ | | (1.10.32)
bz“(c"?Al_?) ao+(b-ﬂA1—ﬁ)a1 » (1-10-33)

b3= (c- ‘YAl)a1’ | ' (1.1013’4)
(3+A,) (e—at,=3a)=A= 0 - (1.1°%.35)
[2(3+A, )oma —a Jay+[ (2+A1 ) (b=A, p~2B)-Blay=0, (1. 19,36)

[ (1441) (b-Ay B-B)-Blaty +[ (14 ) (0mAy W¥)~Clotge0,  (1.1°.37)
A, (c=a,7)=C5i0. | (1.1°,38)

" 7a yA0, 1z (1.1°.38) 1 (1.1°.35) dobija se

oc+(60~a )Y
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a 13 (1-10-38) i (1.1°.36) sledi relacija

[ agBe+(Lhagf= 2aa) = agb) Y]A, =2 BC +
+(aa1 +Ll-aoﬁ+_ao B= 5a; cx_—2aob)?= C, (l.lo-h-O)
dok iz (1.1°.38) i (1.1°.37) dobiia se

(c(“o'?'*- o B)+Y(20 B+ 20,Y—0y C— D) ]A1+g1 YB—

', -y O+ ( Qo Y+ Oy ﬁ—aoo—mb)'}’:O -
(1,1°.41)

Stavlja juéi n=3, relacija (1.1 .11) postaje
(2+44,)(b=a,p-25)— B
a+a—2(3+Al)cx

. Kada se u relacijama (1.1°.uo) 1 (1.10.141) uvrste vrednosti
1z (1.10.39) i (1.10.142), dobi ja ju se sledet¢a dva uslova:

oy @ 5 [a+o=2(3+A,)0£0]. (1.1°.42)

{ [?('b-j2ﬁ)—_ﬁ°][ °ﬂ+(3§“9?¢-A)Y]+[m+?(b—ﬁ-3) |[ac+(6c=a )]},
{{v(b-Lig)Be][ oC+(3e=90mA) Y]+[ AC+v(20-4B-B) ][ oc+(6a—a)v]] +
+{¥(c=¥)[ ac+(6c8) y}~27"[ aC+ (3a-9a=A) Y]} { ¥ (a=5) [ ac+(6a-a)¥] -
- —2ar{ a0+ (3a-9ama)¥]] = 0, (ug)

o[ cC+(3a;9a;A)?]2 + (60'.-.&)[OC+(3&'§G“A)Y][ac+(6&;a)Y] +
¢ (90=3a+A)[ @c+ (6a-2)7]% = 0. O (ug)

Na osnovu izloZenog, moZe se formulisati slededél stav.

Stav II1I1. Diferenci jalna jednadina (1.1l) Jje integrabilna
ako njeni koeficijentli zadovoljavaju uslove (u5) i (u6).

Primer., Diferencijalna jednadina
(262%-3e%+6)y"+2(Le?F45e™+6)y  +2(Le F+2¢%=9)y = 0,
gvodljiva Je na integrabilan sistem Lline arnih jednadina:
(u93x+12 é2x—153r-¥-5h)¥ '+2(£33 x+l.+0':-.23"-"-1-57(=,-J'E+81):)r = 3,

Z'—Z=0.
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Najzad,ippitujemo sludaj: n= L e

1z relacija (1.1 .1),(1.1 .2) i (1.1 .3) odito je a =0,

" ga (K=3,4,55..0,0-2); & 1z (1.17.4), (1,1%.7)s (Lol .9),(1.1 .10)

%¢  ~-,1 (I;Ifia) proizilaze sledeée relacije:
S a,= %ods

a, = Aof + 01 Gy

8y = Go¥ + &1 B+ g%y

33= aY + 038,

O . 1 . -
. b1= (b_ Alﬁ— 3ﬁ)a0+(&—A1a-3a) X1y

by = (cmAy Y= 2Y) ae+(bmAy fr2B) o+

+(&fAla-'2G)ag,
by = (c;AlF?) oy + (b;Alﬁ;ﬁ)aa ,
by, = (c=A; V) oz,
(L+hy ) (a=h, a-lsa)-4 = O,
[2(l4+ay ) omamalar+[ (344 ) (bmhg A-36)-B] 06=0,

- 2[2(u+Al)afa-;2¢] az+ (2+.A.l) (bQAIﬁQQﬁ) - Bloy+
+[ (2+A1)(0-A1Y—2Y)-C]ao =0,

[ (1+A,) (bFAlﬁ;ﬁ);B] az+[ (1+A4) (céﬁ.lw#?}?c]a, =0,

A, (A7) = C=0.

za v£0, 1z (1.1°.57) 1 (1.1°.53), dobijamo
oG+ (4a—~16c-4)7Y

A = , [xc+(Eama)r40]3

ac+(8o=a)Y

(1.1°.43)

(1.1°.44)
(1.1°.45)
(1.1°.46)
(1.1°.47)
(1.1°.48)
(1.1°.49)

(1.1°.50)
(1.17.51)

(1.1°.52)

(1.1°.53)

(1.10.5u)

(1.1°:55)

(1.19.56)

(1.1°.57)

(8)



1L
f ':f:a iz relacija (1.1°.54),(1.1°.55),(1.1°.56), prema (1.1°.57),
- dobl jaju se respektivno sledede jednadine:

[ (DY=67-F0)ag+2aa, Y]A, + [ (8C+307-987=YB)ao+¥(Tama)ay] =0,
(1.1°.58)

[ ( ﬁc+hﬁ'}'-b)’)a1 47 ao—uayaz]A + (uﬁy+yB—2b?-ﬁc)a,+
+2Y{a=6a)as+27(2y=c)a, = (1.1°.59)

[ (ﬁC+2ﬁFb?) aa+272a, ]A1+ (BY+By=br=p5C) ctn+

+7(r~cla, = 0. (1.1°.60)
| ; Relaci je (1.1 .11) i (1.1 .12), za n=L4, posteju:
'3+Aq) (b—A,/-38)~B
o H_(_.::_.:.I.'__(_-__.l__i_)._.__ Ko 3 | (1.10.61)
* a+a—2(Ll.+A1)a . |

[(2+4;) (b—Alﬁ'2ﬁ)"B] as+[ (2+49 )( &AIFQY);C Jog

R = .
2[a+a-2(L|.+A1) o]

¢(1.1°.62)

Iz relacija (1.1°.58), (1.1°.59) i (1.1°.60), prema
- (1.1%,61) 1 (1-1.0.62),do'bija se na;jzad.ualov:
o[ (01-21-pc) (b1l py=pe) 407> [ (b7=68v-pe) Ay +( B0+ 3bY=9p7-BY) 1A -
“C[(bY‘2ﬁY'ﬁ°)(b?—hﬁV-ﬁc)+8aY3][(b}*—6ﬁr-ﬁc)A_| (po6p1-B7)] 4
T4 w’[(a—m)—mll (0-chy )+ Y] (bY-267" ‘3")(‘”*2"”"”5"' BYM
+(‘b‘r'-ﬁ‘}‘-BY+ﬁC) (bv—um—ﬁc)m? (7or—ay—ac) ]| (b?—-6ﬁ)‘—ﬁc JA, +
+(gc+3by-9gv—5y)]+2y3al[(c-zy)(bv—zﬁv-ﬁc)—2v(b?-ﬁ?-B?+ﬁG)]¢
[ (a—Ta)-zaAl]w[ (b?'—ﬁ)*-BY+m) (m+2b?5!-|-ﬁ‘}'-BY)—2Y (a—6a){y~c)]
[ (‘b?-6ﬁ?'-ﬁc )A1+(ﬁC+3'b‘}'—9ﬁY—BY) ]+2‘ir'3 (c=27) (b‘)’-—ﬁ'}’-BﬂﬁC) V
[ (e=Ta)=20A;] =0, | | (u-)

.
(g 1%

a 1z (1.,1°,53), prema (s), proizilazi drugl uslov:
of oC+(Le=160=A)Y]%+ (8a—a)[oC+(Lea—160A) Y]] agt-(8a-a)r] +
+(16a-L|,a+A)[aC+(8cr—a)?]2 =0, (ua)
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\ ;Konaéno, moze se formulisati i Setvrti stav.
Y M' Diferencijalna jednadina (1.1) je integrabilna,
lko n;]e.n:l. koefici jentl zadovoljavaju uslove (u7) 1 (ua)

""""

Z'-3Z=0-

U toku proucavanja ovog problema doSao sam do sledeéih

s (e"+l)y"-.v
;, 'Ho‘buhvaéeni su nasim kriterijumima (ul) i (11 ).

II. Veé:l. broj diferenci jalnih jednadimm koje se malaze u

"?.T‘lkn;jizi-E'.Kamke [1], oblika (1.1), obuhvadeni u nade k.r"iterijume
o mtegra‘biliteta iskazanim stavovima I do IV, Takvi su na stram
k369 zadatak 2,17, str.375, z.2.34; 8t.766, z.237a itd.,

2-0. Ispitademo sada drugi sluéa] posmatranog problemsa,
“naime za £(x) =x, Jjednadina (1l.l1l) transformise se u_(jri_gi¢_‘bi:[12]):

( ax2+ﬁx+?)y“+(ax2+bx+c )y '+ (Ax2+Bx+G )y =0, (1.11)

VR LRy

Jedmadine (1.1') i (1.9) su ekvivalentne, ako su zadovoljene
sledede relacije:

n ' =2

Z ak"n"k= (Z akank-;z ) (ax®+px+v), (1.29.1)

“ k= k=0

>_'[b +A1£lk+(1r-k+l)ak l]xn-.k-_-

K=o

..( Z akxn'h"z )(ax2+'bx+c), . (1.2°.2)
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Z[Al kel )b,y ] “""._.("i n-k-2>(Ax +Bx4C), (1.2°.3)

gde su: | |
o, = konstante, (K=0,1,2, 00 y2);

od.mano u razv:.;]enom cbliku:

Z n-k Z(ak_2Y+ak lﬁ+aka)x , ‘(1.20.1')

K=o

Z[bk:*Alak*(“'k*l)ak-l]x _Z(a""zc"'“k—lb*“ka)x ’
k=0 | k= o (1.2°%.2%)

n

ZEAlb +(1r-k+1)bk__l]xmkl( ak_20+ak_15+ akﬁ.)x . (1. 20 31)

k=0 - =0

| Iz jednakosti (1.2°%.1%), (1.2°.2') 1 (1.29.3%) slede respek-
tivno ove relacije:

Cags %oV Bra  (k0,1,2,.u.,m)., )
‘ 'bk+Alak+(rr-k+l)ak_;1 = %42‘3* %_;1b+ 058 (1.2°.5)
Albk+(n-k+1)bk_'1 = oy _ C+op_ B+ A o (1.2°.6)

Kada a, 1z (1.2°.4) zamenimo u (1.2°9.5), dobi jamo

bk::: 03;2[O';Al?"-r'(n;‘kfl)ﬁ]'f'ak_l[b_ﬂlﬁ;(fr;k+l)a] +
+c¢k(a—A1a)-(n—k+l)chk_3, (1.20.7)

a kada se bk iz (1.20'.7*)* uvrsti u (1.2°.6) dobija se relacija
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[Al (a-Ala)-A] o+ 1[’°-A1ﬁ-a(n-k+1) J+(mie1) (amhy @)=l +

+i1’L_|_[c-A1'>“(ﬂ"k+l)ﬁ]+(ﬂ"k+1)[‘D—Alﬁ-(n-mz Jal=Clo_, +
+{ (rk+1)[ Ay ¥=(nk+2) ﬂ]’Al(Ir‘k+l)Y} ak_j—(zr-k-f-l) (r=k+2) Yoy, =0

(1.2°.8)
(Ek=0)’m k=1’2’3’c--,n » :

Iz poslednje jednadine traZise da se odrede mpozmti koefici-—
Jentli o, Stim uvezi, za k=0,1, iz (1.20.8) proizlilazu ove dve

relacije
‘ -Al(&fAla) A=0, (1.2°.9)
.A.l(‘b"A.lﬁ-na)+n(a—Ala) B=0, (1.2°.10)
. a za k-2 3.14,... do'bija:]u g€ !
ay -Al[aﬁl%(n_l)ﬁh(ml)(b_Alﬁ-m)—c 0  (1.2%.11)

a2 aA.J_

o I-Al[c;Al?“(xr;2)ﬁ];(-xi;2)[Eglﬁ_(n_l)a]‘_c l_a1 .

. i(n-2)['c"A1?'(n-1)ﬁ]-(n-23?Ailaa , (1.2°.12)
i 2(&“‘2%1)

[Al[ c-;Alr—(nék)ﬁ]+(:1-k) [béalﬁ—'(n-k+1)a]-c ;

&, 1+
= k—1
Xy =

+{ (k) céAlF(n-k+1)ﬁ]—Al(n-k)?l orlc_g'?(rr"k) (ﬂ—k+i)1’ak_

SRR St AN DAY SRS b
k(a- 2aA, } ’

(1.2°.13)
(a"'QGA £ D)

4,.1'-
-!"I.h 1

Za, :I.apitivan;je,'bitna su slededi aluéa:jevi n=2, n=3 1i n= u
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| 0 .
ppvi slutad: 22 B=2, iz (1.2%1), (1.2%.2) 1 (1.2°.3)

: Iﬂ'nilihﬁi ak—o’ za k 1,2 ,3, .--,11-2' a iz (l-2 .L[.), (1 2 7)!

(1.20 9)' (1.2 .10) 1 (1. 2° .8), dobijaju se sledeée relacije:

R ao - C!oa, (112 . lLI-)
al= Goﬁ, (1 120.15)
8, = ToY; (1.2°,16)
g v, = (a-A ), (1.2°.17)
L b, = (-4, A-2a)a,, | (1.2°,18)
é g b2 = (C-Al}‘_ﬁ) O:O’ : (1-20- 19)
‘% A (a=A a)-A=0, (1.2°,20)
| A, (b—A, p-20)+2(a~A, a)-B = 0, ' (1.2°,21)

A, (c=p, 7=B)+ (=4, f~20C) = 0. (1.2°,22)

7za a0, 1z (1.2°.20) 1 (1.2°.21) sledi

oBfi=2ac ;. . 2 ., | o
A, ==EBS , (ab-La“~aB £ 0); (1.27,23)
1 ab—~lUo —8ag ’ ' )

a 1z (1.2°.20) 1 (1.2%.22) proizilazi

(ac—Qaﬁ;ay)Al+(ab-2a2+A'r‘-OC) =0e (1.20.2!4)

Ako u jednadimama (1.2°.24) 1 (1.2°.20) uvrstimo (1.2°.23)
dobljaju se,respektivno ova dva uslova:

( ob=2 a2+A?'-ocC) (ab—ua'?-aﬁ) + (aB~pA—2aa) (ac—

-2q(-ay) =0, (ug)
a( aB—ﬁA--2aoc) -a(ab—Lm —af}) (ocB—ﬁA-2acx) +
. s +A(ab—405 "aﬁ) = 0. (ulo)

Znali, veé¢ moZemo formulisati peti stav.




19
Stav V. Diferencijalna jednaé&ina (1.1') je integrabilna,

" ako n;]eni koeficijentl zadovoljavaju uslove (139) 1 (1110)

-k

Pretpostavimo sada da je a=0, |
stamljajuéi a=0 u (1.2°%20), (1.2%.21) 1 (2.2°.22) dobi-
jaju se respektivno ove relacije: |

A, =Ala, 8f0 ' (1.2°.25)
Al(EAlﬁ) + 2a-?B='0, (1.2°.26)
Al(c;Alr;ﬁ)+(b;Alﬁ-C) =0, C(1.2%27) _

odnosno; ako Al iz (1. 2°,25) uvrstimo u (1.20.26) 1 (1.29.27)
dobi:lamo jo8 dva ualova.
aba-pae2a-a%B=0, (uqq)

EOA-'?AQ-2aﬁA+.E2’b-& C=0. | - (1112)

Najzad, mofemo fornulisati 1 Sesti stav.

--------

“ = 0, je integrabilna ako njeni koefici jenti mdovol:]avaju
- palo_ve (ull) i (ulz)

(x +2X+3)y"+(ux2+5x+6).v'+(14x2+2x-—5)y= 0,

svodljiva Je na integrabilan sistem linearnih Jednadina :
(x2+2x+3)y'+(2x2-x"2)3; = Z,

'+2Z =0,

Ibggi sludaj: n=3; iz (1.2 1), (2.2°%.2) 1 (1.2°.3) vidi

.33 da. Je ak—O, Za (k 2 3,-.,,11'"2), a iz (1 2 -Ll-)p (1 2 r?)!
(1. 2°.9) (1.2 ©,10) i (1.2° 8) dobijaju se ove relacije-

o aoa’ (1120l28)
al= Goﬁ +Q4 A .- | (1-20-29)

L

8y = Go¥ + 1 By  (1.2°%30)
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az= o7, | |  (1.2°9.31)
b, = (&;Ala)ao, o (1.2°.32)
b, = (b;Alﬁ?Ba)ao+(a-?Ala)al, | (1.2°,33)
b, = __(c-;-A1?-2ﬁ) o+ (Q—Alp-2a)al, (1.2°.34)
b3 = (c-;Al'}*-ﬁ)o:l-?aos (1.2°.35)
Al(a-;aalya; 0, - | (1.2°.36)
Al(Eﬂlﬁ;Ba)+3(a-Ala)—B =0, (1.2°.37)

| - [A (b=A, 5-2a) +2( &-}-Ala)-B]ql+[A1(c-?Al‘}’-.-2ﬁ) +
o +2(b—A1ﬁ-3a)-C]a°'=0, | (1.20.38)
tAl(*c—A_l')hﬁ)-_l-('b—Alﬁﬂq)-‘c]al+(o-2A1?-'2ﬁ)a° =0, (1.2°.33)
: Pod bfle'tpo'stavkom da je a0, iz (1.2°.36) 1 (1.20.37)
‘sleai _
A, -Lht38am 0B (62,05 0040);  (1.2°.40)
6a2+8.ﬁ"" Gb - .- : o '

”.5'15 (1-20-36) 1 (1.2°9.38) bide:

( aélb - L|.a2_a1+ o, ao—haaoﬁ—aalﬁ-aaoy)ﬂf ( alﬁ+ao‘r‘)A+
+a(2aa1"otlB+2aob~6m°—aoC) =0, (1.20.!4-1)
dok iz #.2%.36) 1 (1.2°.39) dobija se relacija
(aalo— alw-?aalﬁ-2aa° ?)Al-!-( a17A_4- aalb+aaoc-
| "'2a2al"aa10"2moﬁ) = 0, (1020-’4-2)
Stavlia judi n=ﬂ3, 1z Jednadine (1.1"'.11))nalazimo

Ay ( c—Al?'—Qﬁ) +2 (b‘Alﬁ-;:ﬁa)—G '

Qs _(a-aml;éo) ,

% = -
a= 2ad; _ » (1.2°.43)

i
3
i
%
)

gy A T . .
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«* Tl a1 e o kT T

Iz jednadina (1.2°%.41) 1 (1.2°.42), prema (1.2°.40) 1
(1-20.11-3),; dobija se prvi uslov:

| a[*2?(ﬁA+3ga;aﬁ)+ (Zﬁ-c) (6a2+aﬁ—a‘b) 1 (BA+2a0=0B)
(6 o +ap-ob)+(cb-la*-ap)(Aa+3ac-aB)] +
+[ (A}{+ 206 o:2"'oﬁ X { 60:2+aﬁ-a'b )+{ac—hap-ay) (AB+3aa~aB) ]

[ (A?+ab-;2a2-;cuc ) (6a2+aﬁ*;ab )+ ac-2aﬁ;a?) (BA+3ac=aB) =0, (u; )
a iz (1.2°9.36) 1 (1.2°.40) nalazimo drugl uslov
a(&%}am-_aB)z-;‘a(G@-i-aﬁ;ob‘)(ﬁA+3aa—l-a.B)+A'(6a2+aﬁ-ab)2=0 (“1h)
. -Iatraiivan;]a r.nm amoguéuje da formulisemo i sedmi stav,

| . Btav VII. Diferencijalna jednadina (1.1') je integrabi—
"';lna,a.ko njeni koeficijenti zadovoljavaju uslove (u 3) i (u )

......

Pr:l.mer . Diferencijalna je dnaé:l.na

P (x5 —x+1)y"+(3x +x-2)y +(2x +5x-'1)y= 0,
ﬁVDdl.‘liVB. :]e na integrabilen_ eistem. linearnih jednadina:
| 1!3—31 +3x=2)y" +(21 -5x —x+3)y %y

z +Z=04

* Tpedi sludais n=U, ‘
1z (1-2 1), (1.29.2) 1 (1.2°.3) o¥ito je da: i

. =0, 28 K=3,4,55000,12; a iz (1.20‘“‘)’ (1-20-7)!
(1.2°.9), (1.2°.10) 1 (1.2°.8) proizilazu sledede relacije:

&o= QoUy (1‘20.}44) *
aq = 0o+ Qq 0ty (1.20-“_5) :
| AL ALY o (.2%46) ]
= 33= a4y + 08, - - (1.20'47)

By = %2V (1.2°.48)




22
b = (a-ml)au, '
_('b—Alﬁ-ua)tx +(&-Ala)0t1r
=(O—A ‘}4—3ﬁ)a +(b—Alﬁ-3a)a1+(a—A1a)@2:
 by= (c',-Aly-_-gﬁ)af (b=, p-2a) a=270,,
= (C-A-.L?'ﬁ)az-?al!
| Al(a-Ala)fA=0,

: Al(béﬁ.la-ua)+u(a—Ala)-B -0,

o [Al('b-Alﬁ-Sa)+3(a'-Ala)-B] a1+[A1(c-A17‘-3ﬂ) +
+3(b-A1ﬁ-ua)—C]a = 0,

g [Al('b-Alﬁ-Za)+2(a—Ala)—B]a2+[A1(c—Al?-Eﬁ) +.

(1120-49) |

(1.2°.50)
(1.2°,51)
(1.2°,.52)
(1.2°.53)

(1.2°9.54)

(1.2°.55)

(1.2°9.56)

+2(b-A1ﬁ—3a)—G]al+[2(c-A1?-35)—2?A1]a =0, (1.2°,57)

_[Al(eﬂ-Al?“ﬂ)+('b-Alﬁ-2a)—C]a +[ (e—Al?‘-Qﬁ)—‘YAl]al"?m =0, (1 29,58)

:Za aluéaj aZ0, iz (1.2 Sh4) 1 (1.2° .55), dobija se

aB- ﬁA-LI-&a )
m (o: ] 913)40 ) _

(1.2°.59)

a1z (1.2°.54), (1.29.56) 1 (1.2°.57) proizilaze respek ti vho

ove dve relacije:
[ (db-_aﬁ-6a2) o + (ac—ay—-6a8)a O]Al +

| +[(ﬁA+3aa-?aB)a1+(yA+3ab—12a2—ac)a ] =0,

[(‘f‘ﬂﬂ"'ﬁa-h‘:’t2 ) +(a°-?&—uaﬁ)a1-uwa Ja, ¥

. +[(m+gaa-a5)a2+(‘m+2ab—6a -oc)a1+2a(e-35)a 1=0, (1.2°.61) |

(1.2°.60)

- bt

ey " . . . -t .
Yt gt i o G st e 8 Lk e

I - e p

il Ec e D 4 e e — e
Sty g Py A TR - e A RRS
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dok 1z (1.2°.54) 1 (1.2°.58) seledi

[ (ac';;t’a';_2aﬁ) a2;2Wa1]A1+[ ('r'ﬁr;2a2-?o£)a2 +

bt P T g - A w1 YL - A
Sl ity e

+a(c-23)a1—2a7a°] =0 (1.2°.62)

Stavljejuéi n=»4 u (1,1 .11) 1 (1.1".12),one se transfor—
- misu u:

o thank o . N apdadys 1%, -~ B g, mglrighe
TRD e A W

A; (o=A) ¥-38)+3 (b—A, f-ba)=C
a=2ady

ao’ (1-20163)

o =

IEAif e=A;¥=26)+2 (béalﬁfsa)—c Joy +[2(c=p; ¥-38)=27A, Ja,

a4y

2(a-2dA1)
| | (1.2°%,.64)
Iz (1.2°.60), (1.2°.61) 1 (1. 29,62), imajuéi u obzir

-relaci;]e (1 29,59), (1.2°.63) 1 (1.2° 6_LI-)} sledi uslov:
[ (ae-ua,a-w)( aB-ﬁA"Ll-acx)+('ba.-8a2—aﬁ) (2006 02—aC+YA]
| [(ba-aa —aﬁ)(cc-‘)'A-Ba'b+l2a )- ao—6aﬁ-ay)(aB-ﬁA-LLaa)]
" -[(ac—2aﬁ'a?)(aB-ﬁPrhaa)+(ba-8a -ag) - «(bo-2aP=oS+¥A) ] -
"'[ (ab—ua -aﬁ) (aB-ﬁa-u-aa)+ (bor-Ba —aﬁ) (2aa-aB+ﬁA) ].
+ {2002y (bo=80>-ap) 2+ [ a(c—2p) (bo-BaP-ap)-2av( aB-Aa—liac) ] .

o ('ba-Ba -aﬂ) (aC—?A—Bdb+12a )—(ac-ﬁaﬁ—ay) (aB-ﬁA—haa 13-
-[ 2a0 (0—35) ('ba—aa -aﬁ) -l ad ?(b o8¢ —&ﬁ) ( aB-ﬁArLI-aa)]
of (qe=205~ay) (ab-ﬁh-hga)+ (bor—8a -aﬁ) (ob=20°=aC+vA)] = 0, - (uy5)

e 1z (1.2°.54) 1 (1.2°.59),dobija se drugi uselov:

L

- aaB~ga—Laa) °~a ( aB—ﬁA:-nLI-aE_k) (b t_r"squﬂﬁ )+
.?.A(bd-ﬁa2-aﬁ)2 =0, (u16)
Na osnovu izioﬁenih ¢injenica, dobili smo nov stav kojl glasi:

.......
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Stav VIIT. Diferencijelra jednadina (1.1') je integra—
bilm, ako njeni koeflcl;jentl za dovoljavaju uslove (uls) i (“16)'

(x2+2x-l)y"+2 ( x2+3x+2)y Te( x2+lu—l Yy =0,

svodljiva Je na integrabilan sistem linearnih diferencijalnih
jednadina: '

(xu+2.'x3-'% xz—% x+%)?'+(x""—% x2 +'; x=1)y = Z,
2' +2=0,

Na:jzad mpominjemo aledeée Prvo, 1spit1van;]e rek ih posebnih
" sluéa;]eva, kao 8to su: A= 0 i do~8a° —af = 0, nismo uncegili u

| _g.'ﬂ-ovu tezu, zbog racionalnoati same teze., Drugo, postupak kojl

. 8IRO :!.zabra.li u ovo;j glavi moze ae proéiriti 1 za o8 tale sglu=

,'_-éa:]eve, 'l'. :]. z8 N=5,6,..., itd, Poteﬁkoée koje se pojavljuju u
:'adu au samo algebarake prirode,

_. | U toku proucavanja pos matranog pr-bbl ema iz drugog pogla=—
vlja doZao sam do slededih zakljudaka:

| -' 10. U poznato] knj:l.z:l. ﬁ'..Kamkg [1,8t.393], navedeni su
‘kriterijumi H.G8rtler—a integrabiliteta diferencijalne jedna&ine

xy" + (ax‘? + 'bx+c)y'+(A.x2+Bx+C)y =0 (E)

Jedan od njih je, kada koeficijenti ove Jjednadine zadovoljava ju
relacije:

A=a(b+k), B= Dbk :I.C-b(c-l)+k(c—2) (a)

I .
w#ﬂ“* . - .-. ‘_._. - e

| Ova;] kriteri jum obulhvaden ,je kao partikularan gluda j
hadih kriterijuma (ull) i (ulz) iz stava VI; maime, ako u ova
dva kriterijuma uvrstimo f=1ig=¥=0 dobija se uslov pod (a).

. . e e b —

R A L "

8 T v AT e A e o P e At
.

3 e g L e 4 A L
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2°. Kriteri jumi ‘integrabiliteta dcbijenih od nas za

posmatranu klasu diferencijalnih jednadina predstavljaju za

te jednadéine mjopdtije kriterijume 1 da najveéi broj diferen—
cijalnih jednadina koje se nalaze u knjizi [1] predstavljaju
partikularan sludaj posmatrane Jjednadine (1.1') a njihovi koe—
ficijenti zadovoljavaju naSe dobijene kriterijupe, iskazanih
stavovima V,VI,VII i VIII. To je provereno na mnogubrojnim pri-—
merima 'a.:l.atematak'i iskaZanih sa reSenjima u poznato] knjizi

mﬁ v

3, . Neki sluda Jevi integrabiliteta ove Jedna&ine svode
se na 1ntegraci;]u jednaéine tretirane u [8].

4°.H Gortler u svome radu [14] navodi kriterijume inte-

- grabiliteta di:terenci;]alne Jednadine
e 4 +a7+b92u3-0 |
"_Ova ;]ed.na!s:l.na obuhvaﬁena Je kao pe.rtih:laran sluteJ Jedna¥ine
' '(1 1),a n;]esov:l. koetic:l.donti md.ovol;java;jn uslove (“1) 1 (uz),
-.:l.slr.azanin atavom I. | | |

B et B S e g
U~ | g Y

el I ERL R
Lt o T P T R

ry ol Dl 1 PR o A RRE RER R L Y kPl - U

pro———— pr o T e sl vl ke -
L .hﬁm‘_d Ak .l- r“lll'.q- FEERT -y -'-u-q.;_ T etV g = by - i T e T

o g u bl - L Ea o rondicrT T ol - g i Bl [l B
N A T e 1 LA ’ FC - TR
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GLAVA II ' . .

o NEKIM IRUGIM POSTUPCIMA REDUKTIBILNOSTI LINEARNE !
JEINACINE IRUGOG REDA

Na8 cilj rasprave u ovoj glavi jeste dobi;janae novih

kriteri:luma integrabiliteta diferenci jalnih Jednadina dmgog
reda oblika (1.1).t.J.

(ocf'2+ﬁf'+')’)5’"+(af2+'bf+c)y '+(Af2+Bf+C )y =0.

Naime, primenjujuéi metod reduktibilnosti diferenciaalnih
jednadim istrazujemo kriterijume koje treba da zadovoljavaju
koef icl jenti:

Qy By Ysa,yb,c,A,B,C

| :|. difere.nci ;Ja'bilna funkcija £(x), pod uslovom da posma‘brana Jed
__’naéina bude :l.ntegra'bilna.

Z'bog toga polazimo od diferenci;]alne Jednaé¢ine, oblika:

(a f+a1)[(‘o f+b1)y +(c of*+c1)v] ' +(a +a ) (b f+bl)y "
+(ef+e )yl =0, - (2.7)

ak,bk,ck; (k=0,1) neodredjene ‘konstante,

"Ako u jednadini (2. 1) izvrdimo oznadeno diferenciranje,
a zatim Bmd:lmo, ona se tranaformise u :]ed.naéinu oblika-

| ] . J.

[ao cf +(a6bl+aibo)f+aib1]y"+[(ao°o+bodo)f +a b L%

(a,e1+81C +b d +d; 0, )f+a b £+ (a,c9+b14d, ) Iyt +
'[_c dof2+(c d;+a, cl)f+a coff '+ajc fl+c. 4, ]y = 0. (2.2)

Buduéi da stepeni polinoma u odosu na f moraju biti
Jjednaki :I.apred yP,y' iy u poslednjo] jednaélni, proizilazi

,_da..n...fi'n(x).-.tr.e,‘pa da je neka linearna funkcija po f,t. 3.

f'(x) pf+q, (p,q-= const), (2.3)
Ako (2 3) uvrstimo u (2. 2),dobija se jednadina

b o Ll ] L e L ¥t LT} Lkl v r
. . . . - o3 o

Eag Of +(36?1faibo)f+alb113"+[(a.C +b,d +adb0p)f2+

(aocl"'alco"'bldo"'dlbo"‘a oPod+a,b 0p)f+(alcl+hldl+al 2y +
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+(eg (d +a p)f +(c d1+d c1+d a q+as;.l op)f+(cld1+al 0‘1)] 0 (2.4)
Ako u ;]ednaé:l.ni (2,1) uvede.no smenu
('bof+'b1)y +(c0f+c1)y= z, (2.5)

dobijamo
(aof-yal)z'+(dof+d1)z=0. ) (2.6)

To znadi, integraciju jednadine (2.4) sveli smo na inte-

grabilan sistem linearnih dif erencijalnih jedna¢ina prvoga reda.

la bismo dobill uslove koje treba- da za dovo ljavaju koefi—
ci;len'b:l pos matrane jednadire (1.1), da ista postane integrabi-
1na, mi demo za redenje jednadine (2.3) uzeti:

10, £(x) = e 1 2°, £(x) = x,

| z‘bog istih razloga koje smo apomenuli u prvo} glavi, kod jed.na-
R -::U slucaju £ (x) =ex, polazedi od (2.4), dobijamo
” . | ) 2x+

2x X
[a P, +(§0b1+31b°)e +8,0, Jy"+[ (a bo+aoco+b°d°

+ (a cl+alc +a1'b o+'b1d0+dl'b o )ex-g(_alclfbldl) ly '+

+[ (a c +c 4 )e Te(c o +d Ci+ay o)ex+¢1d1].v=0, (2.7)
a u.',sluéaju £(x) =x iz (2.4), sledi

[a6b°x2+(a6b1+aib°)x+aibl]y"+[(aoc0+b;db)x?+

+(ao'b +8,0+81C,+b, 4 +b dl)x+a +alcl+b1d1]3"+

[codox "'(aoco"'codl"'cldo)x + alcoq-cldl]y = 0. (2. 8)

_.11°; Jednadina (2.7) bide ekyivalentna sa jednadinom (1.1),
ako 1 aamo ako, . au zadwoljene sledeée relacije:

i'a-

&°b0=ka 9 ) _ (211011)
agby+a;b, = kA , _ , (2.1°.2)
albl -~ k?, : o | o (.2-.1013)
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aobo".'aoqo"'bodo = ka, (2.19.4)
a,Cy+87C +a1'b +b, d +d'.|.b =kbh, (2. 1?.5)
a,¢;+0, 4y = ke, (2.1°,6)

8,0 +Cdo = KA, (2.1°,7)
(2.1°.8)

Odl+d C1+alb = KB,

¢,d; = kC, (k=const). (2.1°.9)

U nasSem daljem radu, u zavisnosti od konstanata ak’bk’

L -(k=0,1), razmotridemo sledede sluéajeve:
. I, ab,£0, II. a =0, Db £0; III. a A0, b =0,

C Erviﬂluéall; aobo}fO. 12 prve tri relacijé, Tede (2_‘1011) |
 (2:1%2) 1 (2.1°.3), dobijaju se ove dved relacije:

84 S | o
E"HG, | | . (2.1 -10)

0 ] .

B 0
== = & —a, (2.19,11)

: | O
~gde Je -
g +VB=Tcry
G= H
20

a iz (2.1°9.1), (2.1°%.4) 1 (2.,1°.7) proizilaze sledede dve rela—

clje:
' c
-.59- = H (2.1°.12)
o
. d . B ear e v o :
R i (2.1%.13)
| 8g a4 - .-
gde Jje | | - o
- as W2 oA o
H - . ; Y : . r B

20
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dok 1z (2.1%.1), (2.1%6) i (2510,9) nalazimo jo3 dve relacije

A_v, (2.1°%.14)

%o

Qi

0 4

a [£+(G-;-£)V], _ - _ (2.1°.15)
b, NS |

gde Je

—c_-i;'f'52+hé@t G-;ﬁjc |

2(aG)

V=

Kada vrednosti iz relacija (2.1°.10), (2.1%.11), (2.1%.12),
(2.1°.13), (2.1°.14) 1 (2.1°.15) unesemo u (2.1°.8) 1 (2.1°.5)

d_.ob::i.;)a;]u gse na kraju ova dva uslova:

[a:-;-(1+H)a][o+(oﬁ?ﬁ)vl+azﬁﬂ(G+V); @B=0, ()

. | ?::;'[c+(cﬂ-;ﬂ)V]+a2G2(1+H)+G(ﬂ—oﬁ)[&;(1+A)a]+
' ae(av-b)]= 0. (ky)

Tako smo dobili jos jedan novi stav integrabiliteta.

ﬁijﬂx Ii{,' Diferencijalna Jjednacina (1.1) je integrabilna,
ako njeni koeficijenti zadovoljavaju uslove (kl) i (1:2).

- [ . -

| Pﬂmr;. Diferencijalna Jjednadina

;
b
|
i
i
t
r
E
'
!
T
!
j
i

(32x+36x+2)3"+ (Ll-ezx+106x+3 Yy t+( Bezx-:- ge+1)y = O

svodljiva je na integrabilan sistem linearnih jednacdéina:

(ex+l)y'+(39x+l)y =2 ' -
(e*+2)2'42=0,

 Drugi sludaj: a, =0, b A0, Stavljajuéi a =0 u
relacijama od (2.1%.1) do (2.,1°.9), dobijaju se respektivno:

Q
albo-:%:@’_ . ) o (2- 1o 16)
a,01=k7, . (2.1°.17)

L TR LU v P

bodoﬂka' _ -‘ : (2-1 !18)

"y DU el ey ke ™ 1w
SRt EEE RN LI R




* 30

a,C,+a;b _+by d +d,b =kb, o | (2.1°,19)
a1c1+b1d1 = KCy (2.10.20)
c d_ = kA, (21°,21)
¢ody+d cq+a,C =kB, | | - (2.1%22)
¢14,=kC, (k=const), . ' (2.1°9,23)

Kada sistem jednacéina: (2.1 .16), (2.1°9.17), (2. 1°,18),

(2.1%21), (2.1°%.19) i (2. 1°,23) resavamo PO nepoznatim koefi-—
cijgnt:l_.ma- al,'bl,do,co,dl,cl, dobijamo sledede relacije:

Eé, b1=zb d =ka .0 =§b

B "o’ o
bo | 'bo

’

B aﬂ
1 0

a(bB-a7)-F2(asa) )
aﬂbo

c =—4—_——. ¢
1
a(bp-ar)-£>(a+a)
I na'jzad, kada dobljene vrednosti za: ,bl,d 3Cysdy 1

°1 uvrstimo u dve preastale relacige, tej.(2.1 .20) -(2.10.22),
dobi Jaju se:

Y(Eﬁb;az?'&ﬁz -ﬁz A)2¥aﬁ2 (aﬁb—a2?—aﬁ2-ﬁzﬁ_)c+.
+9’2§+C = 0! (ks)

]
*

- - __ia._#%m:mﬁéﬁfﬁ]‘::ﬂ‘ﬁ;ﬂr_‘___,:'u_l_.-_ L— 2 -

A(abﬁ-;a2?'-aﬁ2-;ﬁ2 A)2+a C+aﬁ (abﬁ—a 'r‘-aﬁz—ﬁ2A)A
| -8 5(9,1:5-& %y f2PA)B 2 O (k)
 Stav X. Diferencijalna jednadina (1.1) Je 1ntegrabilm
ako njeni koeficijenti zadovo 1 java Ju uslove (kj) i (kh)
Pr'imer. Diferenci;jalna ;lednaéina
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(eX+2)y"+ (36> +he™=3)y = (667 43¢™=1)y = O,
svodljiva je na integrabilan sistem lineranih jednadina;

(e¥42)y'=(2¢"+1)y = 7,
z'+(3e=1)z = 0.
Treéi slutai: a #0, by=0. Stavljajuéi b =0 u relaci-
Jjama od (2.10.1) do (2.10-9), dobijaju se respektivno sledecde

relac ije:

aby=kf, (2.1°.24)

a;b, = k7, | (2.10-25).

a_c, = ka, - (2.1%.26)
aoclfglc°+b1do = Kb, | (2.1°,27)

8,0, +b; 4, = ke, (2.1°.28)

| aoc°+cod0 = kA, (2.1°,29)

c,d,+d Cy+8,C, = kB, 0 (2.19.30)

¢, d; = kC. | (2.1°.31)

Kada sistem jedna%ina: (2.1°.24), (2.1%.25), (2.1°.26)
(2.1°:29), (2.1°.27) 1'(2.10.28) reSavamo po ﬁl,al,co,do,cl i dl;
dobi Jaju se respektivno:

Ya. _
b - £B; 0 c =£8. g &84

1" a,’ I 0=a° y 8,257 80r (840);
[ abB-A2 (a8 }aZy
C1= » (ﬁ}éO);
aa_f
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d1=aéﬁzév[abﬁ-52§A;a}¥a2?] S
ol

a kada vrednosti za bl,al,co,d s¢; 1 &, zamenimo u (2,1%,31)
1 (2-1 ¢30) proizilaze regpektivno ova dva uslova:

[a'bﬁ'ﬁ2 (ka)?a r]{ acﬁz—Y[ abﬁ-ﬁz .(A—a)éaz?] j -~ e
"‘"325&0 =0, | (35)

2{ acﬁz-;-‘l’[ a't:uB--Iﬁ*2 (A;a);agY] ! +

+ﬁ2{ (A--a)[abﬁ-ﬁz (ﬁra)-a Yii+

+a215‘2(a?'-ﬁ3) 0. o (k6)

Znaéi, na oanovu navedenih &injenica mo%e se formuliaati Jos
_.;]adan stav, |

o gtav XI, Dji‘erenci:]alm ;]ednaéina (1 1) je 1ntegrabilna,
| a.ko nden:l. koeficijenti zadovwol Javaju uslove (kS) i (k6)

Primer. Dif erenci jJalna Jjednadina

(6 ""3)Y""'(6 +2¢€ -B)y +(2e2x+73 "'le)

avodl:j:l.va Je ma integrabilan sistem 1:|.nearn:|.h Jednadina g

-y' 4+ (ex+2)y-.-.- Zg
(ex-3)z'—(:33x—2)z=0.

2°, Jednadina (2.8) biée ekvivalentna sa jednadinom

(1.1?), eko 1 samo ako, su zadovoljene sledebe relacije (vide—
t1 [13)]:

-aobl"'al o = kﬁ, . | (2-2012)
aby =ky, - I (2.2°.3)
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-8, C+b 4, = ka, | | . .(2.20.4)
a b, +a c1+a1co+'b1d0+b ody = kb, (2.29,5)
§1b°+alcl+b1dl = ke, _ (2.2°.6)
¢ dg = ka, - (2.2°,7) |
a o°o+°od1+°1do = kB, | (2.29,8) .
180 + € dl kC (2.2°.9) .

U zavismsti od koeficijenata: 8y rPy,Cp,d, (k=0,1),
a;ﬁ:l.‘r mtereaantno je prouéiti ova tri sluéaja:

e R ! :

I. a, ox.fo,

T oo Lt e erem.

i e

Il. a°=0, b1=09 31)40: b0£ O, a=y=0, 8= 1;.

- III. .aopéo, b,=0, al=0, b, £0, a=y=0, f=1,

L L R - = N —
W L L,

]

3 Prvi siuday: £o. Iz prvi tri relacije, t.j. (2.2°.7) ]

. l

(2.2°a2) 1 (2.2 .3), proizilaze ove dve mlac:l;je' _ * :

| .i | ';;=P! | (2.20110) 1

_l.__.@—p, _ (2-20.11)
bo o

gde Je:
Bt NFhay
pP= . ,

¢

2 1z (2,29%1), (2.2%4) 1 (2.2°.7_),dobijamo sledede dve relaci-
Jje:

d |
~2 = q, - | (2,2%,12)

-

=2 .i -q, (2.2°,13)

r A aman . L L -
[

PP L s e e s e o




a4 B~ ok, :
;
2 |

gdelje:'

Q=

“nr

dok 1z (2.2%1), (2.2°.6) 1 (2.2°,9) slede jo3 dve relacije:

d. | - | |
X .4, B (2.2011)
a, - -
o g -
—-]-‘- - m - M' __l" | (2.20.15)
b, op o® a,
~ gde je | |
. (c-ap)+ =52 -up(ﬁ-ap)(o-apmpq)
M '::5
2(p-op)
Kada; vrednosti iz relacija (2-20'10): (.2-'20:11): (2. 0112): (V)
. __'(2.2 .13), (2.2 .lh) 1 (2.2°.15) zamenimo u (2.2 ¢8) i (2.2 .7) ':i
".do'bi:jamo na, kra;]u orva dva uslova :
| p(a-.aq)(l+t)+l¢-ap-(ﬁ—a:p)t]q-p3=0, o (k-) e
po[ (o=ap)~(fap) t]4p%(e=aq)+ B
+PQ(ﬁ-@)+p(“t-b) = 0, (ks)

Na osnova izloZenih &injenica dobili smo Jjo8 Jjedan
kriterijum integmbilite ta, kojl cemo formulisati u slededen
atavu. |

Stav XII, Djferenci;]alna Jednagina (1.1%) je integra'bilna
ako njenl koeficijenti zadovoljavaju uslove (k7) 1 (ks)

31 sluca;l.' a -bl"'o’ 1}40; bo)éo, a=Y= 0, ﬁ: 1. |
Stavlijajuéi a o= P01 =0, cx=?= 01 2=1u relacijama od
(2.2%1) do (__ﬁ,2.2°-9). dobija ju se respektivno sledede relacije:




bod0= ka,

10 +b dl kb,

. l‘n +8,C, = kc,
°odo = KA,

cod'.l"'cldo = kB,
a1% +cld1 = KC,

Ke.da prvih pet relacija reﬁavamo po alsd ’°l’d1

| aledeée vrednoeti e

(2.20.16)

(2.2°.17)
(2.2°,18)

(2.2°.19)

(2.2°.20)

(2.2°,21)

(2.2%.22) .

nalazimo

. Bl = = d _ - ‘ =-..!£_ é .
1l bo’ °='b° s ©4 (0"'1)b°’ dl . .bo(b" a)r

a8 kada ove poslednje vrednosti uvrstimo u dve preostale

 tede (2.2°.21)'1 (2.2°.22), dobijaju se ove dva uslovas

A(a'b-A)+33(c-1)—a B = 0 ’

A"'(a'b"A) (c-l)—ac 0.

(ko)

" gtav XIII, Diferencijalna jednadina (1.1') pod uslovom

a,=by

50, a1£ O, boﬁo, a=Y= 0 1 ﬁ= l, Je integra'bilna ako

njeni koeficijenti zadovoljavaju uslove (kg) 1 (k;.).

Dreéi sludaj: a A0, b;£0, a;=b =0, a=y=01 g=1.
Ako u relacije od (2.20.1) do (2.20-9) uvrs timo al=b°=0,

Q= Y=0 1 ﬂnl,

dobijaju se respektivno ove Jjednakosti:

o e — L T D leee T

PRIt S '-.ﬁ



: a_b; =k, | o (2.20;523)
8,0, =ka, (2.29.24)
a,Cy+b,d = kb, . (2.2°.25)
b4y = ke, | (2.2°,26)
¢ d,=ka, | | (2.2°.27)
8,Co*Cod; +c,d = kB, (2.2°.28)
d,¢q = kC. (2.29.29)

Reéava;]uéi prvih pet ;]ednakoati Po a ’co‘do’cl i 49, dobijaju

ae aledeée vrednosti :

) k- -
a 0 — C =Eb 9 d - ]
o bl | 0 1 (o} _a‘bl

; Kada posled.n;je vrednosti za ao,c ,d 1 dl uvratimo u
dve preoatale jednakos'bi, dobljaju se reepektivno ova dva

| mltwazﬁ-';' '-
3 _ 2
a”(1l+c)+A(ab~A)— a“B= 0, (k,4)

c(abéA)-?ac =0, (ky0)

Znadi, dobili smo slededi stav.

gtav XIV., Diferencijalna jednadina (1.1'), pod uslovom
a,£0, by £0, a1=b,=0, a=¥=0 1 B=1, je integrabilna ako
njeni koefici;jenti zdovoljava ju uslove (kyq) 1 (k12).

rrrrrr

Ezimer, Dif erencijalna jednadina

| (x “+3X+2)y"+ (le2+7x+3)y' +( 3::2+2x+2 Jy=0 2
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| _svodljiva e na integrabilan sistem 1linearnih jednadina:
| (x+1)y'+xy = 2,
(x+2)2%+(3x+1)z = 0.
Na osnovu nadih istrazivan;ja, ua ovo] glavi dosli smo do
sledeéih vaznih konstataci jﬁ:

1. H.Gdrtler u pozmto] knjizi (1, 8t.393] navodi krite—
rijume integrabiliteta jednadine (E). Dva od njih su kada

konstante :
a,b,c,A,B,C
- zadoirol;lavaju relaclje:
R A=.a('b+k)', B=a(c+1)-;k(b+k), C;-;ck; ~ (b)
A=—ak, B=a(o-l)-k(b+k), C=b(c-1)+k(e=2) (V)
'Lako ge da pokazati da poznati kriterijumi (b) & (v)'

~ dobi jeni od H.GOrtlera pre dstavljaju partilmlame gl uda jeve
pa¥ih dobijenih kriterijuma koji su formulisani u stavu XII,
| 2.. Neki sludajevi integrabiliteta ove jednadine svode se

~ha mtegraciju_ jednagdine koja Je razmatrana u radovima [7] 1

[8]
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J
U ovom dodatnom delu druge glave,obradjivatemo pitaﬁje
integrabiliteta date diferencijalne jedna¥ine (1.1),predsta-
ljajuéi Je u obliku: n | I
( zakfn"k )(.v'- ry)' + Z bkfn-k(y'-ry) =0, (2.1.1)

gde su: k=0 K=0
&k 3 bk,(kﬂo"l,a’--.n) i o

2: 1 éada neodredjene konstante.

Ako u ovo] Jedng&ini,uvedemo smenu
¥ -0y =2, | (2.1.2)
n | n -
(’Z/akfn'k>z'+(2bkfmk)z=o. (2.1.3)
Na taj'nﬁgin,pitanje in=§hracije-39dnaéine (1.1) svedeno
Je na pitanje intesracije'aistema linearnih diferencijalnih
aednaﬁiﬁa pfvog rédg (2.4.2) i (2.1.3).

rJQdﬁaEina.(?.1.1),poale izvr&enog diferenciranja i sredji-~

ddbidamo

iﬂhdd,poétaje . . .
(iak'fn-k) o [i(bk-rak)f"'k] ot = (irbkfn—k ) ge0  (2.1.0)
k=0 k=0 = .

Da bi poslednja jedna¥ina (2.1.,4) bila ekvivalentna sa
datom jedna¥inom (1.1),treba da budu zadovoljene sleded relacije:

n.. D=9
k=0 k=0
n _ ' n—-o - 5
Z(bk-rak)f“‘k, (Zakfn—H) (af"+bf+c), (2.1.6)
k=0 k=0 _
Zrbfn‘k..-— (Z“kfn_kﬂ) (A£“+BL+C); (2,1.7)
k=0 k=0 |

(o4 = konstante)s (ke=0,1,2,.0.,0m2);




59

odnosno bolje,u razvijenom obliku: |

n Il |
D= | '

z' akf k_ Z(ak—aw-ak—,&aka)fn-k’, (2.1.5")

=0 K=0 |
Bbk—rak)f‘n-kB Zsak-zc"' m(—ib + aka)fm-kl | (2-1-6')
k=0 k=0

n n

E‘bxf”"‘ = Z (gl Brogh)e s (2.1.7")

k=0 k=0 (a_'lzﬂ_'.l=0).

Igs ove tri poslednje Jednakosti slede respektivmo ove relacije
ak.ll ah_zwak_aﬁ"‘aka’ (h0,1,2'---’n-2) | (24118)
b~ ray = ak_;2c+ak_j_1b+aka, (2. 1_9.)

| (2.1.1C)

Py == ¢m42°'“k¥15‘“kﬁﬁ
odnosno,kada vrednost za 8, i1z (2.1.8) uvrstimo u (2.1.9),4obija sc

bk-ak;a(r?+c)+ak;1(rﬁ+b)+ak(ra+a) . (2.1.11)
i u vezi s tim,trelia Jjednatina (2.1.10) ,postaje:
(r206+ra+A) a + 1 r2ﬂ+r'b+B) ak;l+ (_r2'}'+rc+c ) O = 0 (2.1.,12)

Iz ove relacije,za k=0,1,2,dobijamo respektivno sledede

uslove:
rPoerath =0 (Vl)
r2BirbsB=0, . (v,)
r2?+r¢+c = 0. (vs)

U vezl sa napred iznetim ¥injenicama,mo¥e se formulisati

gslede&i stav,
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Stav,Diferencijalna jednadina

( ocfz+ﬁf'+?)v"+ ( af3+bf+c )y '+ (A.f2+Bf+C Yy=0

gde sul
«,B8,Y,8,0,¢,A,B,C date konstante,

o f=f(x) neprekidna funkcija od x,moZe 86 gvesti na integrabilan =X
sistem diferencijalnih jedna¥ina:

Y= Ty =2y
- (8 240, 0+8,)2" + (D 24D 240,)% = O;
- ako njeni koeficijentl zadavolj&vadu‘us}ove (71),(v2),(v3).
| Nepoznate koeficijente a,,b, (k=0,1,2) ;dobljaju se iz rela-
odde (2.148)i(2,1.11),%0 Jest: - |

8 _ = ados (2.1.13)
8, = GoB+Gy O | (2.1-?/4’)
a, = coytay B+ dats _ - (2.1.15)
b_ = ag(rata), . (2.1.16)
'b1=ao(rﬁ+b)+al(ra+a), - (2.1.17)
b2=ao(r?+c)+a1(rﬁ¥b)+a2(ra+a), (2,1.18)

gde Je:
r -proizvoljan parametar.

U toku istrafiivanja posmairanog probleme ,doSao sam do

sledeé&ih rezultata:

1,Akxo u relacljama (v1),(v2) i (73) qvrstimo o=y =0,8=1 1
r=k,dobijaju se i setvrtl Gértlerovi uslovi:

(8) A= -ak, B= =k(b+k), Cu=ck.
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2.15 tih I‘elacija za a"BIO’ ‘YI1,B,:O"b-a'c#b’AHO’BIQ’c-d’

dobija se kriterijum integrabiliteta jedna¥ine (2.77):

gzd.-abo-u-ca-O, a £ 0 ;
a koji se palasi u knjizi [1,8t.383] .
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GLAVA III

POSTUPAX ZA REIDUKTI BILNOSTI JE DNE KIASE LINEARNIH
DIFERENCI JALNIH JEINAGINA TRECEG REDA

3, Predmet rasprave ove glave jeste formiranje kriteri;luma

za reduktibilnost jedne klase linmrnih diferencijalnih ;jednaci—
na treceg reda, t.jo jednaéimm oblika:

(€24 f+7)3” "+ (af2+bE+c)y"+ (ALZ4+BE+C)y '+ (DEZ+EE+F ) y=0.

Drugim redima, istraZujemo uslove Koje treba da zadovol javaju
kxoeficijenti: | o -
o By ¥s 8,DyC,A,B,C,D,E,F 1
:I. diferenci;]a'bilna fu.n.kci:]a f = f£(x), tako da s e opSti integral
Jed.naéine (3.1) dobija pomoéu kvadratura. |
Zbog toga, polazimo od dif ere mi;}alne jednadine oblika
[(a°f2+bof+co)y"+(alf +;blf'+ cl) QY +(a2f,+'b2f+c:2)y] +

, 2 2 2 _
4 A'l[ (aof +b°f+co)Y"+(§1f +b1f+c12y'+(a2f +b2f+°2)3']—03 (3.2)

| ¢

' gde ‘su:
‘ . l ' | ak’bk’ck’ (k=0,1,2), A1=k0nﬂt&n‘be @

Ako se u poslednjoj jednadini izvrSil oznaceno diferencijanje,

!
! a zatim sredi, ona se transformise u

(aof2+'bof+co)y"'+[ (a +a Al)f2+(2a f4+b )f‘+
('b1+'boA1)f+(cl+c Al) Jy"+[ (a2+alAl)f2
(231f+b1)f'+(b_2+b1Al)f+(02+c1A1)]y' +
[a2A1f2+(2a2_f+b2)f'+b2Alf+ G2A1]y= 0. (3.3)

jaei- - i da stepeni polinoma u odno s na (f) moraju biti jednaki
jogrul y%y ¥' 1 ¥y u poslednjo] Jednadini, proizilazi da za
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f'(x) uzim mo neku linearnu f-;m-k.ci;j'u 20 £, tede

£1(x) = pE+ay | (3.4)
gde su

(p,q= kon'a,,tan‘te Yo
Ako u jednadini (3.3) uvrstimo (3.4), Gobijamo
- | (aof2+'tinof+co)y"'+[ (al+aoA1+_-2aop)f2 +
+('b1+'boAl+2aoq,+‘bop)f+cl+cohl+boq)y" +
-_!-(‘D1+'b°A1)f+(cl+coA1)]y" + [ (32+31A1+2g1p)f2+
+ (ba"_'b ;A +228,0+D,D )£+ c2+c1Al+'b1q) Jyt +
+[_ a2A1+2a2p)f 2+(b2A1+2a2q+'b2p)f +
+0,A 4byaly =0, -  (3.5)
A.ko u jedna¥ :I..n:l. (3.2), étavimo | . .
(-aof2+'b°'f+co)y"+(alf2+'blf+c1 )y'+ .
I '-'|-(a.2f2 +'b2f+cz)y= % | | | (3.6)
dobijanmo . I
z' +A12=0. - (3.7)

Sto znadi, integraciju jedna&ine (3.5) svodimo na integrabilan
sistem linearninh dif erencijalnih jednaéina drugog i prvog reda,

U vezi 8 tim, mi dalje traZimo uslove koje treba da
zadovol javaju koeficijenti:

a,ﬁ,?,a,b,c,A,B,C,D,E o

" da bi jednadina (3.1) mogla dobiti obiik (3.5)0
1z jednad ire (B.LI-), bitno je uzeti resenja:

'10- f(x) =ex 1 201. f(x) = -
iz istih rezloga kao i u ranij .= ' i*ajevima.
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Za £(x) = ex’ Jjednadina (3,5) prelazi u

2X X 2X
+b e +co)y|nt+[(gao+al+aoAl)e +

(aoe
+ (bo+bl+b oAl ) ex-i- ( 01+COA1) ly" +
+{ (2a1+az+alA1)32x+ (b1+'b2+b1Al)ex+ (ep+cqAg) Iy t+
+[ 82(2+A1)32x+b2(1+ﬂ.1)3x+02ﬂ1]y = 0 » ' | (3- 8)
a za £(x) = x,ona se transformise u
(aox2+b R 0')y" Y4+[ (al+aOA1)x2+ (2a o+bl+b o1 )X+
+ ('b°+cl+co.A.l) Jy"+[ (32+31A1)x2+ ( 2a1+'b2+'b lAl)x"'
+ ('b1+02+c1A1) ]y_'+[32A132+(2aé+b2A1)x+b2+02A1]y=0. (3.9)
Jednadira (3.8) blde ekvivalentna sa jednadinom (3.1),

- ako i samo ako, su zadovoljene ove relecije:

a, = ka, | . - | (3.1°.1)
b, = kb, _ - (3.1°.2)
c, = kv, o (3.1°.3)
28 ,+8 A, +8,=ka, - R (S.ioih)
bo+b, +b A, =kD, _ (3.1°.5)
C,+C A = ke, (3.1°.6)
éal+alﬂl+az = kA, (3,1°.7)
b, +b. A, +b, = kB, - (3.1°.8)
.02+c1Al = kC, . (3.1°9.9)
28, + ayA; = kD, . (3.,1°,10)
b, +Doh, = kE, - (31%11) '

CZ.A.1= kF, (k: cons‘b). I : (3.10112)
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Iz poslednjih ItEiacija"traﬁihb ak.'bk',ck '(k=1,2), tﬁko B
na primer, iz (3.1°.4), prema (3,1°.1), dobija se
a, = k[a=(2+4, )], (3.1°.13)
a 1z (3.1°.7), prema (3.1 °.13), sledi |

a, = k[Ar-(2+A1)a+(2+Al) 24l | (3.2°.14)

1z (3,1°.10), prema (3.1 ©.14), dobija se

or.A.i + (6a~a)A§+(12a~ha+A)Al + | |
+(8CH-2H|-&"D) = 0. | (3-10115)

Iz (3'10'5)’Prem (3-1°i2)’ imam.o
| b1=k[b-(1+A1)ﬁ], | o : (3';0'16)
- a iz (3 1°, 5), pre m (3.1 +3), sledi

k(ﬁ"'ﬁl'}")i o (3- 104J7)
Relacija (3. 1°.8), prema (3 1 .16), posta;je'_ |

b2=k[B_-(1+Al)b+(1+A1)ﬁ], . _(3-_1_0.18)
a (31°.9), prema (3.1°.17), daje

C, = k(o-cAl"'YAi) o - (3. 1°9.19)
1z (3.1°.11), prema (3.10.18), dobija se

Aa34 (36-D)A2+ (36-20+B)A + (B+B-b-E)=0,  (3.1%.20)
a 1z (3.1°.12), prema (3.1°.19),sledl
”‘i" ciL_L2+GA1—F=0. (3,19,21)

Najzad, da bismo redili sistem algebarskih jednacina
(3.1°.15), (3.1°%20) 1 (3.1°.21) po A, postupamo ovako: prvo,
resimo jedradinu (3.1°.21) po Ai’ t.J.
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CA2 - GAI-I'F

| "A]3_=" L - ‘ ”:r" (?;‘-{0), o | (3;1? 2]f)

ovu vrednst za A.i zamenimo u jednad inama (3.10.15), (3.1°.20)
i dobijamo respektivno ove dve Jjednadine:

| ac+?(6a;a) ]A§_+['?_(A-;ha+12 a)=of ]Al +

[dE'+Y(8a+2A_L|.&'"D)] = 0, ’ (3: 10122)

[ Be+v(38-D) ]A:2L+[ ?(3342b+3)- AC1A, + .
+[ AF+7(p+B~b~E) ] = O. (3,1°.25)

Dmgo, poslednju jednadinu resimo Po A?_, tTeoe

2. [ fo—v(3A-20+B) 1A, ~[ AF+7v(p+B-b~E)] (3.1°.231)
| Bc+v(35-b) -
(Bo+7(36-D) £0).

' Kada vrednosti za A% iz (3.19.23') uvrstimo u (3.1%.22),

do’oi:]a se na kraju

[ ac+¥(6c—a) ]l ﬁF‘+Y(ﬁ+B—b—E) ]-;[ Be+Y(38-v) ]l oF +Y( 8a+2A~Lia=D) ]

= ’

[ce+¥(6ama) [ H0-(3p-20+B) J+[ Bo+v (36-0) ][ ¥(12a+A-tia)=oC ]
. (3.1°.24)
[ac+?(6oe#a)][ﬁc?V(3ﬁ?2b+B)] + [Ee+v(3ﬁ-b)]
[y(120+A-La)~aC] £0.

Ako_vrednoat Al 1z (3.10.2h) uvrstimo u relacilje (3.10.23)

1 (3.19,21), dobijamo respektivno sledeta dva uslova:




uy
' Lpesr(36-b) 1{[ ac+7(60-a) ][ AF+¥(B+B-b-E) }-

- pe+v(34-0) 1 oF+7(8a+2a-lia~D)] 12 4
+[7(3p-20+B)-g0 ) {[ac+y(6a-a) ][ AF+¥(B+B-D-E) 1-
~{ Be+v(38-0) 1l aF+v(8a+2a-la—D) J } LI ac+y(6o-a)]
[ Ao=v(36-20+B) 1+ pesv(3p-0) ) [ v(12a+4~ba)}-o ]

o[ Gr4v(B+B-0-E) ] { ac+¥(6aa) ][ O-¥(38-20+B)] +
+[ Bo+7(380) [ ¥(12arh-lia)-oC1}% = O, (1;)

vitacw(ea#a)]ww(ma-b-m [ ge+7(36-0) ]

[aF+Y(Ba+2H&-D)]I - oi[acw(ﬁa—-a)]
[ £7+( p+B-1—E) J-{ po+v (36-0) ][ o +¥ (8 24~Lia=D)] }2
[ ac+7(60=-a) ][ﬁo-?(Bﬁ-2b+B) 1+[ ge+r(38-0) 1 v(120+A—Lia )~

—oﬂ]] +C{[ac+‘)’(6a-a)][ﬁF+?(ﬁ+B-'b—E)]—
~[ ge+y(36-0) J[oF +7(8a+24~La=D) ]} {[ac+r(6a)]

[ﬁo-?(:iﬁ-2b+B) )+[ Be+v(38-0) J[ ¥( 12a+A-Lm)-oc] }om
-Fi [acw(w-a)]Kﬁo-v(sﬁ-zb+s)]+[ﬁc+v(3&-h)]

[ v(12a+A-la)-ag]} = 0. | (1,)

Na osnova izlofenih &injenica moZemo formulisatl glededéi

gtav.

Stav XV, Dif erencijalna jednadina tredeg reda (3.1)

svodl;]iva je na integrabilan sistem linearnih jednac ina
drugog i prvog reda ako njeni koeficijenti zadovoljavau

uslove (il) 1 (12)

Priper, Diferencijalna jednadina treéeg reda
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( 6'2;+2ex+3 dy T ( 7e2x+ %x+9)y" +(15 6%, 12e54+9)y"

+(9e2x+L|.ex +3)y=0,

avodljiva Je m integrabilan sistem linearnih jednadina :

(62x+2ex+3)y"+ (h32x+5ex+6)'y '+

+ (362X .0e™+3)y=2,

Z'+z=0-

20. Za f(x) = X, Jednadina (3.1) prelazi u

(0xZ+Bx+7)y" b+ ax°+bx+c)y"+ (Ax2+Bx+C Jyt+( DxZ+Ex+F )y =0,

_ Jedmadim (3.9) biée ekvivalentna ea jednadinom (3.11)

, ako;: :l aamd_ ako;_ su z_adovoldene r_elac:l..;]e:
. a, = ko,
| b, =kb,
e, = kY,
al"'aoAl = ka,
2ao+b1+'boAl = kb,

'b0+cl+c°A1 = K¢,

32 » al_Al=k.A, 1 '

2&1+b 2+b1Al = kB »

aghy = KD,

. 2ag+'b2A1. = kE,

bo+c, A = kP, (k=parametar).

(3.1%)

(3.2°.1)

(3.2°.2)

(3.29.3)

(3020.0)

(3.2°.5)

(3,20,6)

(3.2°.7)
(3.2°.8)
(3.2°.9)
(3.29,10)
(3.2%.11)

(3,2%.12)
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1z (3.2°.4), prema (3. 20.1%)”,:. dobije se
a; = k(a=a;a) (3.29.13)
a iz (3.2°.7), prema (3.2°.13) sledi

_ | | o
a2=k[ﬁ-ﬂl(a—ﬂla)] (3: 24-1“)
Kada dve poslednje vrednosti za a; 1 a, zamenimo u
(3.20.10), dobija se jednaéina | |
0
_qu- aA§+AA1—D=0. (3.2.15)

Iz (3.2°.5), rema relacijama (3.2°.1) i (3.2°.2),
dobijJa se |

a iz (3.2°.6), prema (3.2°.2) 1 (3.20.3) pledi

c1=k(o-ﬁ-'ml), . (3.25917 )
1 dalje, iz (3.2°.8), prema relacijama (3.2°.13) 4 (3.2°9,16) -
| proizlazi
b=k [AA> + (Lo~b)Aay(B-2a)], (3.2728)

(

a iz (3.29.9), preme (3.20.16) 1 (3.2°.17) imamo

02==k[(G;b+2a)+A1(2ﬁ—c)+¥A§]. (3.2°.19)

Kada se u (3.2°,11) zamene vrednosti za a, 1 b, iz
(3.2°%.14), (3.2°.18), dobija se jednadina

AA3 + (6ab)AS + (B-ha)h +(24~E) =0,  (3.2°.20)
Isto tako, ako u relaciju (3.20.12) uvrstimo vrednosti
12'(3.20-13) i (3.29.,19), doblija se treéa jednadina

va3 + (3p-c)A2 + (C+6a-20)A +(B=2a~F) = 0. (3.2°.21]
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Da bismo reSili sistem od tri algebarske jednadine

(3.29.15), (3.20.20) 1 (3.20.21) poAl: Prvo, redimo jednadinu

(3.2°.15) po 43, t.J.

2
aA. = AA+D
Ai-"—_l_;“}-__s (xf0); (3.2%.22)

drugo, vredrost iz relacije (3. 20.22) zamenimo u Jjednacdinama

. (342°.20), (3.2°.21) i dobidemo respektivno ove dve jednadine:

| (6(!2'-; db'l'ﬁa)ﬂ-?_ + (tm-haa-ﬁA)Af(ﬁDrzaA-aE) =0, (3.20- 23)

(av+3ap-ac )A§+(6a2+oc—2ab-_-m)gl ¥
+ (YDroB=2ae=oF) = 0, o (3.2%20)

2

Dalje, jednadinu (3.2°.23) redimo po A, t.3.

' (Baslyg o-oB +( o .12% - L -
Agr_-( 'FLI'E. )Al ( ﬁD- ) , (6a2_a'b-ﬁ EAO); (3.20-23r)

¥

6°¢2-;db+ﬁa

i uvrstimo u jednadinu (3.2°.24), pa se tako dobija

'(6d2---?ab+ﬁa)(aF+2aa;0§;?D)+(a?+3aﬂlac)(ﬁD+2aA;aE) | o
—_— ' (3.2%.25)

"
._;(a‘)’+3aﬁ-ac)(ﬂA+l+aa-aB)+(6a2—db+ﬁa)(6a2+oC—2db—'rA) |

uslov:
[ (av+3ap=ac)( £A+haa-;aB)+ ( 6 oo cib +pa) (6a2+c£-2 ob—vA) 140,

Kada se vrednost za Ay, iz (3.20.25) zameni u (3.20-23) i
(3.20.22), dobi ja Ju se respektivhno ova dva uslova:

(6a2—a'b+ﬁa)[ (6a2—ab+ﬁa) ( aF‘+2ga—aB-}'D) +
+( a?+3qﬁ-ac) ( ﬁD+2aA-qE) ]2+ (aB-Lao—BA)

[ (60&2 ~ob+pPa) (oF+2ac~aB -?D)+(a'}’+3aﬁ-ac)
(BD+2aa=aE)].[ (ay+3ag=ac) (BA+Lac—a3)+




Sl

+(6°‘2"°ﬂ3 Ba)(6a +cn:,‘-2ab-?A)]+(ﬁD+2ak-oE)
. [(&'}’+3aﬁ‘ac) (BA+Lac=aB )+ (6a --ab+ﬁa)

(602400-200-vA) ]2 = 0, (4

3)
a [ (6« —O:'b+ﬁa) (aF+2aa-aB—YD) +(a?+3aﬁ-ac) (AD+20A~aE) ]3
-a[ (6a —ab+&) (oF+2ac—oB-yD)+(ay+ 3af~ac ) ( AD+20A—=0E) ]

| (a‘r+3aﬁ-ac) (ﬁA+uaa-aB)+(6a —ofb+ﬁa) (6c 2 +a0—20b—vA) ]+
+A[ (60°ob+ga) (aF+2aa-aB—?D)+(a?+3¢1ﬁ"G°) (BD+2ah—0E) )
[@y+3ap-oc) (m+!+aa-aB)+(5a "a'b+ﬁa)(6a +o.0"2ab-?A)] -

_]I(ay+3aﬁ-ac)(ﬁA+L|. ac—oB) +
+(6a - ob+pPa) (6a +0£(J—20t'b—‘}’A)]3=0- S . (ih.)

Zna¢i, na osnovu izloZenog moZe se :t‘ormul:l.aat:l. novi stav.

‘Stav XVI, Diferenci jalna jedna.&ina (3.1') avodljiVa je

na integrabilan sistem linearnih Jednaéina drugog 1 prvog
reda, ako njeni koeficijenti zadovoljavaju us love (13) i

(;u)

| Pﬂ mer ., Dif erencijalna ;jednaé:l.na treéeg reda
(x? +2x+3)y“+(5x +9x+11)y"+(8x2+15x+6)y'+(u.x +
+10x=3)y=0 |

svodljiva je ma integrabilan sistem linearnih jedna&ina:

(x242x+3) 3"+ (4x2+5x46 )y '+ (UxZ+2x=5)y = 3,
Z' + Z = 0-

II. De bismo formulirali nove kriterijume integrabiliteta

diferencijalnih jednad ina oblilka (3.1), polazimo sada od
jednadine oblika:

2 a2
[ (a £ +b L+c )y t+(ayf +b,f4cy )y ]"+a, [ (a°f2+'b0f+co)y'+

2 : R 2 T
+(a]_f +'b11 Coiy ] +A2[(aof +bof+°°)y,+ 3

+(alf2+'b1f+c1)y]==0, o (3.11)
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gde su:
(a,2b,,c07817071C154; 1 A, =necdredjene konstante ).

AKo u (3.11) izvrSimo oznadeno diferenciranje, a zatinm

ared;l.mo, ona ge transform i8e u jednacdinu
2 2 |
(a,f +'bof+c°)ynt+[ (a-1+aoAl)f +2(2a _f+
#bg )L T4 (b b A JE+(c+e oAy ) Iyt +
+2b,+b A, )£ 1+ (2a,8+b )E"+(D A.1+'b°A2)f+
+(°1Al+c°A2)]y + [alAzf +(22,A)F+b, A  +
_ _ +2alf')f'+(2&1f+'b1)f"+ﬁ.2('b1f+cl)]y-o. | (3.21)
.Poéto stepeni polinoma u odnosu na (£) moraju biti jednaki
_Vigpped y" ¥' i y,otuda_proizilazi da za f£'(x) uzimamo ¢
- £'(x) = pf+q, (p,q=const) - (3434)
Ako u jedragini (3.2,) uvrstimo (3.3,), dobijamo
| (aof2+bof+co)y"'+[(al+aoﬁl)f2+2(230f+b°)
- (pf+q)+(b,+D A )E+(c+e A ) Jy" +
+[(a,a +a A X%10(2a) +a A )T (pr+a) +
+2a (pf+q)2+(2bl+b Al)(pf+q_)+(23 f+b )f"+

Af2

+(b A1+'b A2)f+(c A, +C A.z)]:j.r"+[a:L 5

171 o
+(2g1f+bl)f"+2§tl (pf+q)2+A1(2&1f+'bl)
(pf+q) +A2('blf+cl) ly=0. o (3el47)

Ako u Jednagini (3.1,) uvodimo smenu

(aof2+'b°f+co)y‘_+(alf2+blf+cl)y='= zZ, (3-51)
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dobi jamo

z"-pﬁlg'-pAQZ==0. (3-61)

To jest, integraciju Jednadine (3.14.1) svell smo na integra-=
‘bilan sistem linearnih diferencijalnih ednadina (3.5,) 1

(3-61). ‘ |
za dobi janje kriterijure integrabiliteta posmatrane
jedragine (3.1), bitno je uzeti za redenje Jednacine (3.31):

lon f(X) — Bx i 2°- f(x) = x,

iz istih razloga kao 1 pre.
lor. za f(x) = eX jedna¥ins (3.1) 1 (3.)4-1) transformisu
ge respektivno u
2x , X " 2X . X " ex
(ce="+0e" +7)y" '+ (ae“ +be +c)y"+(Ae™ "+
+Bex+C)y'+(Deax+Eex+F)y =0, (3.,1')

2X x
(a e +b,® +co)y’"'+[ (hao+al+aoﬁl)ezx+

(2bo+bl+b oAl) o™+ ( cl+coAl) Jy"+] (L;.a0+l.|.al+

28 0A1+a1Al+a oA'2 ) e2x, (b ot 2b1+'b OAl-l-'b 1A1+b JA 2) eX 4+
(c°A2+clAl) lyt+( 2, (L;+2A1+A2)32x+

'bl(A1+A2+l)ex+clA2] y =0. (3,}4{)

Jednadina (3.!4:1) bide ekvivalentna sa (3.1%) ako su
zadovoljens sledede relacije:

S 0
b°_= kﬂ’ (3#11'2)

COHKY, | (3!1313)
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ha _+a,+a A, = ka, L (3-1?_-L¥) |
2b_+b,+b A, = kb, (3.13.5)
c,+c A, = ke, (3.17.6)
| ,”ao+u31+2aoAl+aoA2*alAl = KA, e (3 .1?_-7)'
| b°+2b1+boAl+boA2+blﬁl = EB, | (3 1({. 8)
cohotClhy = KC, o _ _(3.12.9)_
(14.+2A1+A2)al = kD, ' - (3.1‘{.10)
(1+A1+A2)bl = kKB, , | - (3.15:’.11)
o hp = KF. S (3.27.12)

Iz poslednjih relacija traZimo da dobijemo nepozmte
.ko;jefici:lerrbe apsb)sCprA, 1 A, U vezi & tim :I.z relac:lja

(3. 11'“)' (3. 11-5) 1 (3.19.6), prema (3. 15.1), (341 .2)
(3 1 .3), dobija Ju se respektivno ove Nrrednoa'ti' e

uk[a—(uml)c; I L (3.2 .1_:)
b1=k[b-7(2+A1)ﬂ], _ (;..11_14)
cl_k(c-?Al), | (3.1?_.15)

3

a 1z (3 1 -7) prema (3.1 -1) 1 (3. 11.13), proizilazi
ou;1+ (Ga—a)A —aA2+12a+A—l|-a O. (3.1 .16)

Relacija (3. 11.8) prema (3.1 .2) i (3, 11.1L|.), postaje

m1+(3ﬁ—'b)Al"ﬁA2+(3ﬁ+B"2b) = 0, | (3: 11117)
a (3.17.9) prema (3.13.15), bide
vA2=cA = YA, +C=0. .  (3.12.18)

'Najzed, relacije (3.17.10),(3.17.11) 4 (3.19.12),
Prema (3. l13) (3- -lLl-) i (3.13.15):9081;&311: .

A
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20(!& + 2(6a-;-a)A1+ (ha+Ala-a)Az+ (16d+D-1+a) =0, . (3.1?_.19)
AA24 (36-D) Ay +(28+A, B )Ay+ (2B+E-D) = O, - (3.29.20)

Ag(o—Al‘}’) =F, (3. -21)
Redimo poslednju jednsdinu po A,, tedo

P
A2"—"'"'"" ’ (C'-Al'}";éO).

c-AlY
Stavlja juéi vrednost za A, U jednadinama (3.1 .16),

(313 -17).(3 1 .18) (3.11-19) i (3. 11.20), dobijaju.ae respek-
- tiVnn gledede relacije:

ay Ai’ +{ (6°=';'8)?‘;a°]ﬂ§+[ (e=ba)c+y(120+A~Ua) JAy+
' +[ oF—(120+A-l4a)c] = O, (3.;?.2:2)

: e +[?(EB-b)-ﬁo]A1+[?(.’:ﬁ+B-2b)-c(Bﬁ'b)]Al .
+[BF~(3p+B-2b)c] =0, (3.13.23)

‘ YZAi— 20?A§+(c2+‘}C)A1+(YF—cC) =0, (3 12.21;)

2aiCs2l (6a-a)v-a0 1A+ (1604 D-lim )
~2(6aa)c=aF JA, +[ (a~lbo)F-(16a+D=4a)ec] = O, (3.19.25)

ﬁY-‘-l'*'[ (3ﬁ'b)7“'ﬁc ]A1+[ v( 2ﬁ+E—'b )—ﬂF’—(}ﬁ—b Ye]a,+
+[ (b-2ﬁ)F—(2ﬁ+E-b)c] =0. (3.19.26)

Iz poslednjih jednadina traZimo A,, t.J. iz (3.11.2u)

o3 _ 2c¥AT = (6%+7C) A1+ (cO=7F)
1" .

) {y£0) (3.1‘{.21;')

Ako vrednost za Ai iz (3. l 24t) uvrs'r imo u preostale &etiri
jednaélne (3.11122), (3 11-4:.3)’ (3 1 -L5) i (3 1114.6)’

do‘bi;]a;]u se reapektivno sledede Jedradine:
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vl m+?(6c=';a) ]A?_+[ (a—‘6a)cy+?2 ( 1 2ash~lia)=a(cZ+7C) 1A, +

+[ cyF=v(120+A-La)c+a(cO=VF) ] = 0, (3.;1;-27)

A ﬁc+?(3ﬁ-b)]A1+[72(35+B-2b)"c?(33-b)—ﬁ(0 +7C) JA, +

+[YER=y(3p+B-2b)c+B(cC-1F) ] =0, (3.15.28)

2v( ac+?(5a—a)]ﬁ. +[y (16a+D—LLa)—2?(6a—a)c—mfF—

-2a(c +‘YC)]A1+['}’(a-Ll-a)F-'Yc(16a+D-ha)+2a(00—yF)]-0; (3. 1 .29)

?[ﬁ°+(3ﬁ-'b)')’]ﬁ-l+ [‘Y (2ﬁ+E—b)—ﬁ‘YF-‘Y(36-'b)c—ﬂ(c +‘YC)]A1+
| +[?(b-2ﬁ)M(2ﬁ+E—b)c+ﬁ(cc—?F)] = 0. (31 +30)

1z Jednad ina (3.12.28) 1 (3.13.30),'oduzimanjem prve od
dmge, dobija se

A1=MM; (?(ﬁ+}3b—E)+ﬁF;éO) (3'13‘51)
v{ g+B—3-E ) +AF - | |
a iz (3'.12'27) i (3.'1?_.29), kada prvu Jednaé¢inmu pomnoZimo
sa 2 1 oduzmemo drugu jedna¢imu, dobijamo

[ (BmaA—urD).YﬁF]Al+(Eth-aac--‘ZAc#pac-aF-:-cD) =0 (3.12-32)

Kada vrednost 2za A‘.I. zanmenimo u (3.12.21) dobijamo vred—
nost z Ao

I najzad, ako se vrednost 2za Al iz (3. 1.31) uvrsti u
(3.19.28),(3.19,27), (3.17.32) 1 (3.17.24) dobijaju se

respektivno sledeéi uslovi:

v {8 c+v( 3ﬁ¥b) I ﬁc+Bc+bF43F¥2ﬁF4b c-'-cﬂ:')2+[ y® (38+P~2b )=
-:-c?(sﬁ?b )-8 (c24v0) 1 (ﬁfB;b'E)c+(b';B;2,ﬁ)F,][?(ﬁ+B—
~3b2E) +AF ]+ [ YBF~Y (38+B~20 ) c+8(cC~YF) ][ ¥ (B+B~
Z3-E)+@F ]2 = 0, ' o ¢
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Y] cc+¥(6-8) ][ ( BB=b-E)c+ (b-B-28H %+ (a-Ga)ev+y(12a+A-Lia) =
—a(c 2+v0) 1l (ﬁ+B-b"E)C+(b"B‘-2ﬁ)F][?(ﬁ+B—3b"E)+ﬂ'] +
+[aw—v(12a+A-ua)c+a(cc vF) ][ Y(B+B-3v~E)+&F1° = 0, (1)

[ (_8a+2k-ua—n)?+0¢‘][ (ﬁ+B;be)c+(bf-B—25)F]+[ (La+D-2A-8a)c+
+(60-a)F ][ v(B+B~3tE)+£F] = O, (i)

Y [( ﬁ+B—b—E)c+(b-B—zﬁ)F] —2cY| (ﬁ+B-b—E)c+(b—B-2ﬁ)F]
[y(p+B-3b-E)+fF]+(c 24+7G)[ (B+B=b=E)c+(b~B~28)F]
{ v(B+B~3b=E)+£F] +(w—cc)[?(ﬁ+5-3b—E)+ﬁE']3 =0

Na osnovu izloZenog, moZemo formulisati ale deéi at.av.'

Stav XVII. Diferencijalna jednadina (3.1) Je integrabilna
.'ako, i samo ako, njeni koefici jenti Zadovoljavaju ﬁa.Love (,15),
(190, (1g) 1 (1g).

Primer . Diferencijalna Jjednadina

(2e 3e +1)¥"'+(33 X, 86 +2)y"—(2e +39x+1)y"-
| —-2(Le +l)y 0,

-

svodljiva Jje ma integrabilan sistem linearnih jednadina g
X | |
(26%% .3 +1)y "' = (262 4e™=1)y = 2,

2" 4 z¥=22 =0,

2°, 7a £(x) =x, jednadine (3.1) 1 (3.-.!41), svode se na:

(txx2+ﬁx+?)y" '+(ax2+'bx+c),v"+(ﬁx2+Bx+C)y 4 ( Dx2+EX+F).V =0, (3.1.0;

(a x2+b oX=C, )y'"+[(a +a Al)x +(L|.ao b,+b Al)x+

| '+(2b +C1+C )]y"-:-[(a L8 oA )x +(1+a +2a A1+blA1+b A )x+
+(2a,+2b +D A+eih te, A )].’y +[aja x +(b A +2a,A L)%+

+b1A1+c1A2+2al]y-..0. | (3.4..0

Dve poslednje jednadine bice ekvivalentne ako i samo ako, su
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zadovoljene sledede relacije:

. - - 0
ao=ka, | (3-21-1)
b0=kﬁ, (3‘2?1-2)
Co = k?, | (3!2?_‘3)
l+a A= ka, . (3.2‘{.&)
L|,a +b Al+'b1=kb, (3-2;{'5)
2b_+c A +c, = ke, (3.27.6)
1A1+a A, = kA, (3.27.7)
0
Le,+22 A1+blAl+'b Ao = KB, (3.21.8)
0
2a°+2‘b1+bo.ﬂ.l+clAl+c A2 e kC, (3.21.9)
. 'blA2+2al ) = = kE, '- (3.‘2 .11)
b1A1+c1A +2al.. kF. - (3. 21.12)

1,‘ | Sada treba odreditl parametre ak,'bk,ck,(k-o l), A’.L i A

U_vezia_.stim, relaclje (3.21.!.[.), (3.21. 5) 1 (3. 2.6), prema
 (3.2]41), (3.27.7) 1 (3.27.3) postaju: '

l=k(a-Ala), .(3. 2?_.13)
b -k(b-ucr-Alﬁ), (3.27.14)
c) = k(c=2p-va ). (3.27.15)
Jednad ina (3.21-7), prema (3.2;.13) i (3.22.1), svodi se u
ocaf-? a.Al-F aA.2+A=0, (3.20.16)

a (3.2 .8), prema (3.27.13),(3.2].14), (3. 21.1) 1 (3.27.2),

poa ta ;]e

ﬁA? + (6&-‘0 )Al-ﬁé.z"ua+B'=' O. | (3- 221 17) .
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Iz (3,29 1¢49), (3. 21.10), (3.27.11) 1 (3. 21.12), dobi jaju se
respektivm ove jednadine:

vA2 4 (3p-c)a +6a=Ma2bsC=0, (3.20.18)
Az(a?- aAl)?-D= 0, (3.27.19)

282 (Ang2a)a; + (bab)AgeE = O, (3.2°.20)
ﬁAi + ( 6a+yA2-?-b)Al+( 2ﬂ;c)A2-2a+F = Og (3.2‘;._21)

Redavamo (3.23.19) po A2, t.]»

A21= ' D [ ] (a-'mlﬁ O)I (3- 20119')
| a= oA,

 ‘Kada vrednbst 2 A, 1z (3, 2° 2,.19'), zamenimo u (3.2°.16),

(3. 21a17), (3.21.18), (3. 21.20) 1 (3.29.21), dobijaju se respek-

.,-'.._ti_vno a_le_doée Jednadine:

- 2 . - .
Ay (a0, )" = A(e-ahy )+aD= 0, - (3.2%.22)

aﬂA]s_ + ( 6a2¥cﬁa-aﬁ)A.§+(aB+ab-10aa)Al+ (ha2+ﬁB-aB) =0,
(3.27.23)

4
[ 4

I c:‘)'A‘2+ (3a5-ay—co )A§+ (6 a2+ oC+ac=3af-2ab )Al+

+(28b+yD=6ca=aC) =0, (3.27.24)

20252 - LaoA3+ (2a°+oE~pD) Ay + (bD-aB-laD) = 0, (3.29.25)

aﬁAl (6a -oﬂa-aﬁ)A1+(ab+003h?D—8aa)Al+
+(2a 2 .cD-28D-aF) =0. (3.22.26) |

Poslednje jednestine predstavljaju sistem algebarskih

jednadim treéeg stepena po Al'

Da bismo redili ovaJ sistem .‘]edxméina po Al, prvo resimo
_(3.2§a22g po.Ai, teje .




60

20043 ~ (a2 cn) A, + (aA~aD)

2
o

3
Al=

’ (a;éO),' (3125-27)

drugo, vrednost 2za Ai iz (3.22.27) zamenimo u (3.22523), (3.2?_.2&)

(3.27425) 1 (3.29.26) 1 time dobijamo:

. a(ﬁ?‘z"; ab-g-aﬁ)ﬂgf[ (B-%lOa)a?+ (ab;ﬁ_ﬁl) a-;_@az]A1+
+[a(L|-aa+ﬁA—'aB)] = 0! | (3- 2?_' 28)

. a(3q6+aWac)Al+[6a +(0—2‘b)a +(ac—-3aﬁ-‘}’A) a-?az]Al
-a[éaz’-+(o-2b)a-m] =0, (3.27.29)

 - (@;@;2@)Al+(2aA+hD;6aD;aE) =0, | ' (3'_' 2?__'30)
. 3(6012—6&:+aﬁ)A1+[ (F—Ba)q.z-l-(ab-BA-TB)a:-Ba ) gt

| L +(afA-308D+2082+ a0 D-a0F ) = O.
- Iz (3.27.30) sledi

A= M&ﬂ:@-(aﬁ-ﬁkzmﬁ 0) o - (3.29.32)
7 oE~pD-20A
Kada vrednost za 4, 1z (3.2?_.32). zamenimo u (3.22.19')'} dobi jamo
2

 Ako vredmst za Al’ zamenimo u jednadinmama (3. 21.28],
(3.27-29), (3.2].31) 1 (3.27.27), dobijamo na kraju sledede

us love:

a(6a2-;ab+_-aﬁ) (6@&2u—b D) 2+[ (B~10a) cx2+(ab-ﬁA) a-ﬁaz]
(6aDraB~284~bD) (oB=5D=20A ) +a (Lao+pa—aP)
(aE—ﬁD'2ch)2-0, | (19)

a(3aﬁ+a?“a°)(6aD+aE-2aA—bD) 6oc3+(c-2b)a2+(ac-_3&ﬁ-m)a_
"'?32] (6“D+EE‘29~A‘°D) ( of~gD=20A )= 6ac +(a0—2ab)a—a‘m]

L (aE-ﬁD-2aA)2—0, (110)
| ]
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(6D+aB~2a-bD) ( aE-FD-20A) ( @B-208—0F+YD) + (cB=BD-2A)°
(282+38D+aF—-aB~cD) = 0, (. 1qq)

. a(6aD+aE—2a.A—'bD)2[6a D+(23A-aE-bD) a+2aﬁD] +
+(oB~pD-20A) °[ (LA+E) Do®+(6a -bA—ﬁD)Da+a(a2E-2a A—abD+ BAD) ]=0.
(1,52

Tz naSeg istrafivanja moZe se formuliseati jos jedan novi

stav.

-------

o (I -2x+2)y"'+(5x —6x+8)y"+(7x +2x+)_|.)y +
. +(3x 2,6x+2)y =0,

avo dl:] :I.va Je na integrabilan sistem 11nearnih ;]ednaéina

(x —2x+2)y'+(3x -6x+8)y= Z,
| z" + 2z2%+2 =0,
| U toku prbuéwan:]a ove glave doﬁa; sam do sledecih
| 'zakl;]u_éaka: |
I. Sistematskl je proverenoc da sve diferencijalne Jjedna—

dine tredeg reda, koje se nalaze u knjizi [1,8tr.460~470],
predstavljaju partikularan sludaj naSe posmatrane jednadine

I (3;'1), a njihovi ko’ef:l.ci;]énti zadovoljavaju kriterijume 1z

stavova XV, XVI, XVII i XVIII, I

- 1L Neki sludajevi integrablliteta ove‘;]edméine svode se
na iptegmci ju Jedna&ine ispitane u radu [0 ].-.

‘I‘
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III. Postupak koji smo primenili za formiranje kriterijum
integrabiliteta linearnih diferehcija.:.n:l.h jednaéiqe drugog i tre—
éeg reda, moééino prosSiriti 1 nma jednadine &detvrtog, petog i mtog
reda, Ovim metodom mogu se, praktiéno, formirati kriteri jumi inte-
grabiliteta jednadine detvrtog, petog 1 :;-;tog reda, uz normalne

hapare algebarske prirode;
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GLAVA 1V

PARAMETARSKI OBLIK NEKI ALGEBARSKIH I POLINOMNIH
RESENJA JEINE LINEARNE DIFERENCITALNE JEINACINE
IRUGOG REDA
L. Posma tra jmo diferencijalm jedna¥inu (4.1)
T | .
(Ixx2+&+?)y"+(ax2+bx+c)y'+(Ax +Bx+C)y =0 (4o1)

i traZzimo uélove koje treba da zadovoljavaju kosficlijenti

a,ﬁ,?,af yD,C,A,B,C,

(4.2)
a ,ﬂl’az,as’b ,bl’bngs :
-'Lda b:l. data Jednaéim imala partikularna reéen;]a cblika
- 3
= a.t8, t+a 'b +azxt
X = agt8 vre2" 753 (13)

' - 2 3

| Zaﬁb; alko u jednadini (4.1), zamenimo

j . . .-x

‘oha éé 'transfbr'miée u jednadini oblika

(_.axa-i-m-i-?) (%= itj)+(ax2+'bx+c )i2§+(Ax2+Bx+C)i3y = O, (4.1')
odnménb, posto Je:

o | ' 1+2a t+3aht3 p 4 232+6a3ts

b, +2b t+3b3t2

2
! B2y m 2a12+6a13'b+6a2 v ;
x x
a1+2a2§+3q3t2 (a,+28pt+3a3b )

gde Je

| - sy (1,k=0,1,2,3),
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~ Jednadira (L.1) prelazi u jedna&inu oblika
. )
(ox®+ @K +7) (2a12+6aut+6q231;2 ) + (ax2+bx+c) (b +2b,t430587) .
(a1+232t+3a3t2)2+(Ax2+Bx+C)(a1+2a2t+333t2)3(b0+blt+b2t2+b3t3)=o
(L4e1)

Ako se vrednosti za x i y iz relacije (L.3) zamene u poslednju
Jedna&inmu, dobija se Jedna algebarska jednadinma petnajestog

stepena po (t), a koju éemo nazovati jednadina (F).
_Ih‘bi pomoéu.(u.3) bilo definisano jJedno reéénje jednadine
' (h.l) potrébno 1 dovoljno je, da se jednadina (F) identidki

_amJ.lirB.. |
Za odred:jivan;]e zavisnosti konstanata (L.2) dobi;]a ge

o 'aiatem od ﬁesna;]aet jednadina 1 to:

DR Lm(as 2+ua2b3) =0, N ©
| -'j.a A(Sazb +12a 3'b +19ag‘b +9a 9.31) )= o, | (3) .
 a A(a3b +108a2a2b +171&2a3 .+81a azb +13h&gb3+ .
.-.‘*2523 a2 3 3+5ha &5b3)+27a“b (a+B) O. | (L)

(171a a2b +81a agb1+13uaga +2523 a2a3 2+

+108&233b +2913.1 333 3+90&2 2b +52aL|'b +5L|,a agb 4

173 73
+16230a2a2b3)-a A+27a3 (a3 at+385 3)3 + , (5)
+18a3(a +532'b3)a= O, | |

(17la 33b +81ala3 +13h32a2b +252a 2a§b +
Hi
+291alaza§b2+90al §b2+20ual 2a§b3+52a2 3 2+
+lh8a 233 3+8agb +5L8 a%b +162a a2a3b24-
+180a a 2b +1083 ala3b )A+9a3(3a3b1+932 3 ot
+10&2 3'!'6&1 3b )B+3aj(332b +20& 3b + '

+37a2b3+2ha133b3)a =0, " - -~ {6)




2_3

, (1zua3a2b +2528, 8,830, +291a 2a2b ,+50a2a2b, +

17571
+2OMa a a2b +h6a aab +52aL2"a3 1+1h8a 3233 5t

+153&§ g 3 3+Ba5b +2Ba.a“b +5ha aub +162& a, aﬁb 1+

+27a 3)A+a (27a3b +813233 l+90a a3 2+5ua azb +
+uua3b +117a1 023 3+27a asz)B+2a3(1532a2b +37a 33 ot

+2hal §b2+87a1 583 5+30a3b +27a aab )a +

.f(291a1 2a2h +90&1a3b +20halazazb +u6a a2b +

l* 2 2.2 % +68a3

 } €+52&2a3 °+lu83 3233b1+153a13233 2 122 3 37
-'_ ;_.,335 +28ala""b +38alag‘b3+lﬂoa a2a§bl+108a a a§b1+

2

, ;+8Ba a3a5b2+23“a a,8 2a%b2+162a032a3b0+168a ala§a3 3+

_fT?' +72a alazb +163.dhb +27a 33 2+5ua azﬁzb )A&
.  :  4903 a?b +ﬂ+a1 %b +hua353 2+117a1 o8 3 2+8132a3b +

r 1+8ua1 2 3 3+363 a2b +8ayb +27a a3b ,+5he azagbs)B +

+27a3(a3b +2aéb3)0+6a3a23a'+

+2(1ua232b +12a,8 %b1+5331 23§b2+3331a2b3+2oa2a3 ot

+6931 235 3+6ahb +63a azazb +18a a3b2)a4-

+933(233b2+7a2 3)b = 0’

(7)

(8)
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(20&32a23§5'4h633§2b +1; 8a agajb +153a§a233 .+

3 L 5
. +68a 2 83 2+11a.ajb3+382b0+28aldgbl+38alagb2+

| +25aia§b3+180a a a2b +108a alajb +88a a3 3 .
2

¥234a al 2 §b1+1683 al 2 3 2+72& 31 2b 3y 102 a 3132 3 3

+16a a#b o +h0a, a132b3+27a a3b1+5ua032&3 2+363 33 3

+27a aiazbs)ﬂnb(90a azb +5hala3b +huagaj 1+

+8L4a, 8, 3 1+3h&132a3 2+36&13§b2+83hb +51a§a2a3b3+
f +20alagb +27&0agb1+5uaoa2a§b2+3630azajb3+2730313§b3)B+

;ga (332'b +6a2a3'b2+ua2b +331a31§ )C+ .
'? +2(29&1 232b +22a§ §b2+10a3a3b1+u6a a§a3b2+5132a2§3b3+

;??5ﬁ+uayb 18& 33b z+%8 ajbl+h2a°aza2b +L8a a2a3 3

'j?~l;?f;+45a alasz)a+3a3(3a2b1+1ha233 2+163?b +15a 193 3)b+

| = _+6a (a5a13 +2a2a23 )guo ()

1
(hﬁa azb +153a a +68333283b1+11& &3b?+28&1&gb0+

3 0

';_+383 a3b +25a1a2b2+883 a333 0+2Suaoala233 ot

a2q 2 2 2 3
+168a al 283 1+72a a1a3b1+102a 8y a, jb2+20a a133 3

| +8a§&2 3+16a aub +M0a a a3b +36a a§a2b3+27 agb0+

+548032a§b +36a ag 3b2+27a alagb +Ba aib +363 02182 3 3)A+
+(hhagajbofll7a azb +8ua 2 3 1+363 a3 1+5lala2 3b2+

+103{&3§3+8a%bl+203132b2+183132 3*2730 gb +dha 022 3 1*

+36a 52a3b2+27a a, a2b +8& a2b3+36a a, 3b3)B+(27a3b +

+54a 33 1+363 283 2+27a azb +8a2b3+36a a2ajb3)c+




| ?,+56a azgj l+27a a1a3 1+8a a

V;(6333 a,b +11ah' b +38a1a3b +2533a2b +168a ala2

- +72a,8283p +102a %880, 4208 gD+ el
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(22ala§bl+h6ala§a3b1+68a23233b2+2u3333b3+uagb1+

+2ha, azb, +39a 2‘b3+h2a azazb +6l4a 8 a3'b +

.+60&oala3 2+132a ala233 5+2ha a b3+273 azb )a+

+(21a azb +32a 583 2+30a 8 2+66& 32 3 3+1233b +

2731

-+27a0a2'b )b+2732'b c 4+

> 5

. +2(33a12+63233a13+63 33%34-3&2323) a=0) _(10)

a,830,t1l8585Y) 283P,

a1&2 2+

f.:+a5b3+163 dub +h0& alasb +36a a§a§b2+lha ajasb 3

3
20, +36a 08,85 3 2+ |

' '+5ha a aeb +12a alazb +9a a 18 bj)AuP

   +(3ha.a2 3 °+36a azb +51a agggb1+103333 2+83yb +

1
2

 ;+203 a3b +18a a2b +(a1a2 3+36a a8 3 1+27& ala3b1+83 33b

'=+363 a1a235b2+5ha a ajb +12a alazb +9a &13'53)3*-
" +(36a2 a3 b, +278a,83b l+8a3b +36a,8, ay 2+5hq2 2b +

| +12&1a§b3+93 as 3)G+

+2(179.1 2 3 1+8a3a3 2+63 ay 1+13a132b ;16& a2a3 1*

2
+15a a1a3 l+hha 8,858, b,+2la,8 183 3+9ala2 3+

+8a a3b +2ha al 2b3+9aga2b +18a a ajb3)a

2 3
+(15& 33 1+15a agb +hhal 083 2+2la1 3 3+8aéb2+2hala§b34-

'“+1833(33 2+2a (2a2 3a12+6a a3a13+3a2a134-

468 350:2 +6a1 2a23)a+6a3a23ﬁ=0, - (11)
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L 3 2 .2 3
(11a1a3 0+25a 2b0+102ao 185 5b0+2030a1a3b1+

+8a§ a, l+a%b +140a alagb +363 azazb +y4a 33 éb2+

2 2y

o 3
- 4+2a al 3+36803233b +273 3133 +Ba ajb +36& alazajbl+

2°1
2 2
+12a ala2b2+9aoa133b2+6aoalaéb3)Aﬂp

,+(51 2 3 0+1033a3b1+20a a3b +18a2 2 +7ag 2b2+

1 a0
+ahb +E6a a2 083 o+27a a &ab +8a ij +363 02192 3 1¥

' 2
+12aoa1a§b2+93 ala3 2+6a ala'bs)Ba-

‘-;54(3632a3 o+27a as °+833b +36a1aaa,b1+12a a2b
_+931a3 a+6a2 b,)C+

19273
2.

,.?f;j;+(lual 3 1+ITa azb 1+56a 3132 3 1+28& a1a3b2+20a a b2+63hb ¥

' ‘ ?f?+16a a3b +h8a alazb +36a a1a2 3+93 33b1+2ua 52 3 2+12a ab%r

2

“ '. +18& 8183133)& +

) | +(2231a233b1+u|-31 3 2+L"aj‘b +16a azb -!-15&. b3+930a§b1+

+24a a2a3b2+12a a‘b3+183 8,85 3)'b+

 +3(332b +8a 83 2+h&2b3+63133 3)c+

+2(28, 3“12*33“12*63033“13+6a 8,0 3+38] 03468 8, 0y3) @
+6(a3013+a2a23)ﬁ= 0, (12)

"~ 3

(20a 3333b +8a%32 +a5b +36&0 1 agb +1lia ala2b1+2aoa%b2+

22'22 2 2 D 3
b _+12a’a, ash,+% a7 jb1+6a a;8,b,+a587 3)A+

+Ba a3b +36a a a2a3

+(10a1 :ﬁb +18g azb +731 2 1+3LLb2+8ao 2b +36a 0?2182 3 ot

+12a0a1'?§b +%a al 3 1+6a alaz 2+aoa:fb3)B+
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+(833b t§6a a2a3b0+12ala§b1+9ala3bl+6a &, 2+a3b3)0-+
2 3 2
+2(7a a133 1+Salaébl+a€b2+8a031a§b1+10aoalaéb2+3aoaib3+
2 2
+6g032 3 1+haoa§b2+630alajb2+6a0alaéb3)a

+(7al 3 1+Ba azb +10a2 +3&3b3+12& a 83 1* +8a azb +

1 271 12 2 2
+12&balq3b2+12a°ala2b3)b-&
+Ll-(35233b1+2a§b +3a,830,+38,8,03)C +
+é('2a°a3a12+2ala2a12+3a1a13+6a0a205_ +6a alaas)c&

. "*2(53“12453942%3*3“1“23)‘5“ O, | - (13)

22 o2 o
(ah'b -l-ll.l.aoala b +2a 331; +12&°a§bo+9adalas'b°+

':f; +6a a.a,b +a.a2b o)A+

1 21

+al(7al ébo+aib1+123 Ezb +9& & 3 +68 alaéb1+a ﬁ§b2)3+

: - +a1(1232}3 +9al 3 0+6a 8, 1+a§b2)c-p o

| +(agh +108. ala2 b.+ha a3b +ha0a2b +53 ajasb 4+

+8a a,8,b,+3a a%bj)a-p
+(5ala2b1+2aib2+ua°a§b1+6aoalajbl+8a°a1§2b2+3a03§b3)b+.
+(uagb1+6a183b1+83aéb2+3a§b3)c+ |

+2(a§a12+2a az°i2+6a a “13*3a§“é3)"

-1;2(32%2+3afu13+3a0a23)ﬁ+6a23?=0, | (1)4-)

1(2& a%b +6a aéb +a§a )A&
+al(a b, +68 ab +a aibl)Bq-

+af( 632 °+§1b1)c +
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+284 ( goa%bl+ 2aza2bl+azal ” Ja +

2
+a4 al'b1+1+a oa2blﬂ-230a1'b2 )b+
+28a4 (!ql'b2+2a2bl Jc+2 (2a°a1a12 +38° -t 3) a+

+2(a£a12+330013)ﬁ+6a13‘}&0’ : (15)

aaaz'b &a a3b B+a3b C+a a2‘b a+a az‘b b+

1b1°+2a°a12a+2aoal2ﬁ+2a12?— Q. _ (16)

o U zaviqnosti od koefici;]enta (4.2), u daljem radi moramo
e pmmatra t:l. aedam aluéa;jeva- | |
;éo 'b3=0, A= 0, Ll-."a3='b3=A=0; |

5. a 3:.0 b ,éo, A;éo, 6o 8540, b;=0, A£O,

3
7-._ =‘~b3—0 A}g Oe
' (3) su zadovoljem.

Iz jednaZine (4), dobija se

a+B = 0, . | (Ll-nl.l)
a iz (5), prema (h.l;l), imamo |
| atys = 0. | (Le142)

Ova relacija biée zadovoljena ako:
. 1.a,£0, a23-°’ 2°, a=0, a3 £ O, 3% a=o0, a5z =0,
19, 1z ;]ednaéine (6), prema (Le1.1) 1 (4.1, 2), dobija se
i o =0 (4.1°.1)
IZ a"ifj.o 13237:0 -ua'12=0, tade alb2=a2b1




| Iz-"reiaci:le (7), prema (u.l_.i), (hel.2) 1 (4.1%.1), dobi ja
ge prvi uslov
' - aa_ 5+0(b+C) = 0, ._ (4o 1°.2)
a iz (é);'ﬁrema (4.1.1), (4.1.2) i (4.1°.1), proizilezi '
9a 3(b+C)+(Ba2 3+a3a62)a 0, . (u.io;B)
| dok iz (9), prema (4,1.1), (L.1.2) i (4.1 ©,1), imamo |

3a3(3a1 3+Sa )(b+c)+[5a2 3%, ot

+(10a +9ala_3) 3]a O. | (h-io-’-l-)

o Uporedju;juéi (1.1°.2) sa (4.1°.3) 1 (4.1%:4) da se zakljuditi
 _ da ;}e Jedna ;]ednaéim posledica druge jedna&ine, |
Jednaéim (10), prema (L.1l. 1), (1. 1. 2) 1 (14.. _.1), postaje

[a3(28a +218)85)a, o+ (1683427883 3+96a1 2a3)a 3]34-
+a3(27a3b +117a1 3 2+hha 2)G+27a3 30+

o o

+a3(27aoa3'b3+117a1 soytlisaZp b= 0. (4b1°.5)

: -‘_;[z ;]qdnaéina (4.1%2) 1 (Ll..l e5) 1do'bi:]a se na kraju sledeci

uelovy | | -

bjc—a°30=0. ' | (’-I-llols)

| Jednadine od (11) do (16), prema (4. 1.2), (4.1%.1),
(L|..1°.2) i (L|..1°.6) su zadovol jene,
Na osnovu izloZenih dinjenica moZemo formulis ati sledeci
stav. |
Stav XIX. Diferencijalna Jjedrmaina (4L 1) ima partikularnih
‘reSenja oblika (L|..3), ako su zedovoljeni uslovi ( L.1.1), (Ie1° ¢6 )y

0 »:
(&, 2271"1.1 i gludai a3b3}40s A=0, agjéé 0, a=0. Iz (L.1. 1)

dobi Jaju se B=0.
_ Ovaj} siudaj je ispitan od strane prof.Ilije A.éapkareva u
radu [10,813131),a kojl sam ja koristio u ovome radi.
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-------------

ofa;j 8luda ‘se svodi na rezultate dobl jenih ur['-;[o’.a'.q.rg{la

f’ﬁniéf . Diferencijalna jednadina

2 (M2+ﬁxMy"+(IOx2+x-2)y'—2(5x-2).v = 0
1 ima parukuiafan integral definisan sa:

5

! X = —l+t+2t2+3t :

¥y = —2(1—2‘0—L.Lt 26t°)

.........................

za a3=A=0, jednadine ad (1) do (7) su zadovol;]ene.

Iz ;]ednaéine (8), za a, £0, dobija se
2B+ 3a=0,

- ' ﬂ 15 (9): Prema (L|. 2. 1), gle di

o (3a'b3—2a.b Ja=0.
Posled.n;la relaci;]a je zadovoljena ako'
1°. a£0, 3a,b;~2a50,=0,

2 ._a=o, 3a1b3—2a 2;40,

.(u§2nl)

(’-’-i 2i ?)

1%, 1z relacija (10), (11), (12), (13), (14), (15) i (16),
prema (4;2.1’) i 10-, dobija ju se respektivno sledeée ;Jedngé iqe:

(aibe-ha2b1+6a ob )a+6'b3'b +L1.'b30+3'b3o,=0 ,

(2a1b2+12a a, 2—-6a2b 9a1a2‘b1)a+12&2'b2b+

(533b +56a 021 asb +2L|.a2a2b3—603 azb -28&1&2 1~
-Ba azb )a+1632(a b +2a1 2)C+2L|,a 3c+L|.a (2a2 1+
+13a b2+6a 3)b+l+a (o +6ab 2+6a b3)o:+1232 38=0,

(’-—'»0211011).

(4.2.1°.2)

(4.2.1%.3)




[

2 5L|-a —214 3b°

(au“b +28a a1a2b2+3za azb - 99‘1a

-Lua. 08182 1)a+l+(!+a}‘b +6a a2’b +533b )C+32a b c+

+8&2(231a2 1+3a2b +La 022 2)b+8a (azb +4a 8, 2+ala12)a+
+16az'b2ﬁ 0, (4.241%.4)

(2a a§a2 1+5& a%b2+832a2 1+2032a1a2b2 2132&2bd-
‘—ah‘b -56& laz‘b )a+2a1(1232b +69‘1 o 1+a1 2)C+

+2(5a agb1+2a3b +ha aab +10a al 2b2)b+h32(2a2 1+5a1 2)c+

#4[ (& +2a 32)a12+ha a,a5b, +38° 82 3]a+ua2(a12+2a1 o3 b3)ﬁ+
+12a,b3Y =0, (42,1°.5)

(a azb +LLa a, b +Ba -85 1—183 alaQ'b 3&3'0 )a+ ,
| +2aL (63.213 +al'b1)0+2(a 'b1+14a a b1+2aoa1'b )b+
| +L|.(2a2 1+al'b2)c+ha (2a12+3a oP3) a+L|.(a12+3a ha)ﬁ-i-
' | -' +12b3?= 0’ | (LI-I 2410¢‘-‘)
- 3 | : ._ _ |
a a1(2a —3albo)a+233b C+2a azb 'b+ |

| +2azb c+ha al_a+ua0a123+u4l2y=o , *(LL.2.1°.7)

Iz jednadina (L.2.1 ©01) 1 (4e2.1 1°.2) kada prema jedna&i-

nu pommiimo 88 (—39.1) i saberemo sa drugom jednaéinom, ima;]uéi

u vidu 1 1 , Gobija se uslov:
azb "'33-1 1+682b = Q, ' 1(’4—-2-1018)

ReSavajudéli Jednadinu (Lh.2.1 .1) po © dobija se

| c,w (4.2.1°.9)
o LFb3

o 0
- Kada u relacijam (L.2,1 °.3), (4.2. lo-h). (4.2.12 5)s
(b 2. 1 6) 1 (4.2.1°.7) zamenimo vrednost za C 4z (4.2.1°.9) 2

koristeé:l. jo8 uslove 1% 1 (h 2,1%.8), do'bi;]a;]u se respektivno
mve_ je dnad ine: -




T4

+2Db (a b ua2 1+6a b )('b+ct)+12b3c:+6'b3ﬁ 0, (4L.2.1°.10)
(l6a b,b 3+BaLLb b1+12alagb§+l2aoal §+2031a‘3 bbs.
3 2
+alaébib3 32a alagbib3 2agb bs)a+24al éb3¢+ o
+Qa2 5(& hal +I4a a, 2)(b+a)+1231 2 3,8-0. (L|..2.1°.11)
. (hBaQa L{bl'b3 -10La 3232 ib3+283 aBbéb3+16g§a§bib +

+L40a alaéb b3-11a132 1P2 3&3132 bz)a-+
| +2b5(7a1b +ﬁa 32b 1+20a alaéb'—26ala bl)b +

4b3(11a3b hha 182 1+h8a alaéb 16a a2b +2ua a2 3)a&

; +8&2 3(2& l+5al 2)°+88¢ 3(3&1 2 32 l+3a bj)ﬁ-!-zl-l-& bynlzo,

(L.2.1%.7
(8& aibéb3+16a a 1P 3 1031 éb b2+16a -—533b b2
-'L|.0a a2b 34*83. a%b2)a+2b3(83 a2b1+L|.a &llb "'&1 1

| ~18a,8,b ot
.+b3(163 a12+2ha2b 189.1 ~D '—3a2bl)a+8b3(2aébl+al 2)c+

+8b3(a12+3a0b3)ﬁ+2hb3?= O, | (Lo 24 10-13)

a2 (LaZb (P5+ha a0, b~ .12a_8,b 'bj-a%b by)a +
2 -
+2a b3(2a b, 384D )b+b3(8aoa12 3b
+L|.a2'b b3c+8a 3ﬁ+8'b a'.l.2?= 0. | (14--2.10.]-&)

Iz jednaciran (u.2.1_°.1o) 1 (4.2.1°.11), kada prvu jednacinu
pomnoZemo -Sa (—Qalaz) 1 saberemo sa drugom jednac¢inom korise teci
Jo8 i.usldve 1° 1 (2.2,1.8), dobija se relacija:
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a,b,= 3a,b; =0 (4.2.1°.15)

koja predstaVLJa treéi uwslov.,
Kada uslove (4.2.1°%.8), (4.2.1°.15) i 1° resimo kao
gistem jednaéina po 'b 'b i bo dobijaju se ove relacije:

3a1 ai o .
2a 3
o 232 :

Ako se vrednosti;za'bz,bl i bo iz (u.2.1°.16) zamene u jednadi-—
nama (4.2.1°.10), (4, 2.1°%.12), (4.2.1°%.13) 14 (4.2.1%14) dobijaju
se respektivno sledeée relacije:
| 2 2
(d?-8a°a§a2+h8aoa2)a+.4a (12a a2 al)(b+a)+
+48a2c+2ua23= 0, (4.2,1°.17)

1(5&% hOa a§a2+274a252)a+hal a,(68a_a,~5 i)b+_

+2a,(128a_a3a, ~11%1,80282) as 27202820+

.0

f32a2(hal+33082)ﬁ+95&'27=0, (Le242 410)
I ' .
ai(a§+80a§a§—-8a alaz)a+ual 5(20a 8.~ l)b+
+2a2(323 a§a2+u83 32-3a )a+80a g

)B 63? 0 (4.2.19.19)
+32&2(a1+33 a,)F+9ba , 2.1
aiaiaq.aoa%b +L|.a§32t.'!+a§c +L].aoaQﬁ+L|.52'}‘=0 y (L{. 2 e 10 «20)

I na kraju, kada vrednosti iz relacije (4.2.10.16)
uvrstimo u (h.2.1°.9) dobi Ja se Jjednalina:

b= 6a,a-8a,C = 0 (4e2.1%421)

2 |
a 12a032)a 12a,

( 1
Ako 1z jednadine (h.2.l°.18) oduzmemo (u.2.1°.19),
dobija, . se Jednaéina (u.2.10.17). B
Iz jednadina (4.2.1%.18) 1 (4.2.1°,20), kada drugu
jednadimu pomnoZimo sa (~24a3) 1 ssberemo sa prvom jedna¥inom,
dobija se:
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(5aLll'—L}0a0&§_a +2L|.8a a2)a+ha2(623.032 531)b+

0 )
+2a, (12 Baoaz-ll al.) 0‘-+2L|.Ba2c+12 8a2ﬁ=0 y (LL_. 2,1 .22,

a iz jednadina (L4.2.1%.17) i (4.2.1°,22), kada prvu jednadinu

pomnoZimo sa (=16), a drugu sa 3, pa ih saberemo, dobija se

relaclija:

(Baoagaz-a%—zuagag )a+ua2(a§_- ba 082 )b -

2

5 .
- zalaza-mazc = Q. (4. 2.10.23)

- Na osnovu izloZenog vidimo da Jje broJ dobi jenih jednacina za
3 ma.t_l:]:l. od broja nepozmtih (a,b,c,a,ﬁ,?,c),pa ¢emo tri od njih

smatrati proizveljnim (a,b,a), da bismo dcbill ostala detird
gne'pqzmte.'.

'I'ako iz jednadina (4.2.1%.23), (4.2.1%.21), (4.2.1 ®.17)
- 1 (1&:24'1_.20) dobi jaju se respektivno ove vrednosti:

c [(83. 3132_ ﬁ)il. al)a""-l-az(al- Ga az)b-
2la 2
-28132a] ’ (’-I- 2 J?LF)
Ce 8 [(a -12a az)a-12a2'b-6a2a], (LL.2¢1_°._25)
82
Ba— -——-—-2L;S[ (a)il'-.- Baoaiaz-l-ll-ﬁaiag)a+h32(125032"‘3§) (b +o)+
+u8a301; ' (4-2.10.26)
Y= 1 (a 2a+a azb+L|.a a,a+a c+l+a a,5) (Lt 2,19 27)
| 8 2771 2 seeme

LLa2
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NaSa istrazivanja . omoguéuju da formuliemo sledeci stav

Diferencijalna Jjednat ina (4se1) ima partikularnih

‘Stav XX,
©,8) 1

reSenja oblika (4.3) ako su zadovoljeni uslovi 19, (L4.2.1
(u 2 1°.15).
Primer. D:Ii'ermci;]aina je dnad ina

2x(3x=1 )y"-;(2x2+x+1)y' +(3x=1)y=0 |

im partikularen integral definisan sa:

x = 1+2t+t°

lllllllll

R 2a,b, 3&1 3,40,
' acbija’se iz (4.2.1) B= 0, tude
| .1 a=A=B=0, |
‘Ova ) a.l.uéa:) se svodi nma rezultate dobijenih u radu [10,3,2-,-*"1.]'.

1 ovaj siudaj Je ispiten (videti: Bp,2.21).

3, a3£0, bz=0, A =0

Za bfo i1 A= O jednacine (1), (2), (3) 1 (4) su zadovoljene,
Iz jJednadine (5) sledi |

2a+3B= 0, | | (l1.3.1)
a iz (6), prema (4.3.1), dobija se _ |
' (2a,05-38301)a = 0, | (4e342)

Ova relaci:)a bide zadovoljena ako:

{
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1°, aéog 2a,b 3a3 1-0;
20#.&:0; 28. " ,40,
3%, a=0, 2a2'b -3a3 1_0.
Jedna&ina (;), prema (2.3.1) 1 19, postaje:
Ll-albg 32 1 633 =0- | (LI--3-10-1)
Iz jednadina (8), (9), (10),(11),(12),(13),(1),(15) 1 (16),

prema relacijama (4.3.1),1° 1 (4.3.1°.1), dobijaju se respektivno
sledeée ;]ednaéine

(al —La b +6a b2)a+9b2c—2'b2a+6b b =0, (4e3.1°9.2)

(18a a3 1+7a b 12a 1230, 7321:) )a+27a3 ,C+
+18azb b—6a3 la =0, | (L|-.3.l°-:3)

(111a2a3b +918a a1a3 5 19833_&2&313 —-12LL2a asb -
-'61+a3‘b )a+81&7(11a1 p = 2385 b, )C+-
+5ua3(17a ~23a3b )b-
—183 (13&1 5 179. )o: =0, (hd-‘lu-h)

- 2(378a ala§b1+92aiaj 2+27aza§b "'270& 9.2321) -

| ‘-BaLl.b _15331 3b 7231 2& b )3-4'27&3(“-13 bl 263 )C’l"
+9 33(833 b, +6a b "'563. b )b+5LI-93 2

O
| 36&3(7&Ib1+a.b thI%;fFQBazbaﬁﬂD’ (h.3'1 .5)
2 | 3
5(186a,27a 5P 52704 a1a3b0+11a azDy 2ua1 X 8.4h o
=248 a§a3 0+27a 33'0 —Balag'bo)a+9a (139&1 uazbo—

_l953133 oh&ﬁ}“ﬁﬁﬁ.zajblﬁuﬂﬁnzi2+hﬂ%bl
+458,8501 ) P+135a3D; o-3(138, 85850, ¢
+2ala3 2+2&3.b1+303 azbl)a

| "L|»58. ﬁ = 0, | | (h.3f10-6)
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2&1(93 a2b1+81a a3'b2 11& a 3b )a+

+3a 32(22&1 o+3a,p 1)C+3a3(63 a;b,+ 123, a,b +3532‘b -
—~2la,) 850 b, Yo+5las (38D -lash, )o=36a5(a101+38,8105"

—a 8,0 80830, ) a= 18a3(3a1b~hash ) A = O

2 2 |
(3,4-& ala2b2+123 a%b 268 th +218a al 2bl+a1 1—

..1)43332 °)a+3al(37a b2—-2733b0)0+6(1133‘b +6a 818,05+

__+18(2a 3 0+Ll-a a2as'b° a{b -5a 3133'01 30331"2)“"‘
_-9a3(53 1—ua 2, a)ﬁ-wa_{ngvao, '

' 2a1(3a al 2+2a a2h a3b -ba 848, b +"5a2a2bl)a+.

i7 )gf+3ﬂ1(6“ +a1 1)G+3a (a2b,+28,%1b,+ka aébl)b

+18a1(3a éﬂha o)c+18a (alaib 2a2b a'ajbl)a+

| +13(23133b0'31b2 8ga3 l)ﬁ-laaz 5¥= 0y

| R ._:a"- a%(:’:a "bl'k""2a b )'a+333b °C+39.°a§blb+ - -

+3a2'b10+63 Ol 2a+6aoa12ﬁ_+ 6a12‘)’_ = Q.

(434157)

(h-3$1018)

(hi3.i”,w)

(4.3.1°.10)

1z jednadina (L.3.1 ©.2) 1 (4.3.1°.3), kada prvu pomnoZimo
sa (-2a,) 1 saberemo sa drugom, koris teéi uslov 1%, dovija se

treéi uslov:

2 2
Dobl jeni uslovi !
) 69~3b0-f!.|.a1b2+32'b1 = 0,
y - =2a,bp+383b; =0, -

220 a%bz | =0,

(4e3,1°,11)

(u.3.10¢12)
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daju nam jedan linearan sistem homogenih Jjednacina po bo’bl 1D,

Kao 8to Je poznato, sistem jednaéina'(h.3;1°.12) je redSljiv
ako 1 samo ako, determinanta sistema bide Jjednaka nuli

ba; 8, -la

2 | 2 '
odnosno
(ag— 3&1&3)2 =0 =» ag = 3&133 (“-03.110-13)
| Znaéi, ddbijaju ge sledele tri relaciJe
2 300 by e 22 i b= P (140 302°.14)
3&3 32

-Tedméim (u.s 1°.2), prema (4.3.1 .1&), poata;)e-
2(3a a2-al)a+9a20—2a2a+ 6a b=0, (bz;é 0)s (4.3.1°.15)

Jednaéina (L. 3.1 .2) i (h.3 1°.3) su saglasne. Jednac ina
(4.3.1°%U4), prems (u 3,1°%.14), poetade

| lh(3a 85~ al)a+53a20+h2a2b-11a2a==0. (L4.341°, 16)
1z dve posled.n;]e jednatdine, kada (4.3.1 -15) pomnoZimo sa (~7)
i saberemo sa (k4.3.1°.16), dobija se relacija:

332a=0 - =0, Za az;é O, | (h.3.1°.17)2
Jedma dina ?h.S.lo 15); prema (L.3. 1°.17), postaje:

2(3a, al)a+9a20+6a b=0. (4o301° 0 18)
Kada u ;jednaéinama(li- %,1°;5)4(4.3.1°.6) zamenimo(4.3.1°.14)

i 9

i (4 3510.47) dobidaju g8e respektivno ove relacide:

— -y - . - -

(162a a1a2+27a 85~ 55al)a+252ala20+27a3c+
+3(558 8,+9a 85)b=9838=0, (L.3.1 .19)
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o a3 o7g2 2
(108a_aja,~13a a2+273032a3)a+1893133¢,+273é&3c+

173 1 |
+9(l}a§a3+3a032&3)b—9a233ﬁ = Q, ('4--3 110*620)

Iz poslednje dve jJednadine, kada (L.3 .1°.19) pommoZimo sa
(~85) i saberimo sa (4.3.1°%.20) dobija se relacija

2(7a,85~638_aj)a~189a;0-li2asb = 0. (4a3.2°,21)

Kada sisteni jednadina (U4.3.1°.18), (4.3.1%.21) s
6a,b+98 ,C ==2(3e 8-87)a,
h2&3b+189&30 = 2(731&2-633033)3
__reéiiﬁd jbo b i C dobijamo:
R D, = 7568583, D =0 1 D0=168a3(al 3%&2)3,
o "_od'n@dg’tlﬁ dobijaju vrednosti za b 1 G, t.J.
2(&*—-3&&)
 beo tCa—t—0Z  (w.3.1%22)
- L S8 _
Jedradins (4.3.1%,7) prema relacijama (.3.2%.14), (L. 3.1°:17),
posteje: . |
30 o 2 | | 0
: (503~ 30a 83 1,+2438%a5)a+135a;c-45a38 = O. (Le3s1 .23)
| Kada vrednostl 1z (LI--3-1°.22) zamenimo u jednaéini

(’4--3 .10-19) I dobija se relacijas

(ai-— Gaoa132+27a§33)a+27a3c-933ﬁ = 0, (LI--3-10.2}4)
a kada jednalinu (h--3-1°.2h) pomnoZimo sa (=5) 1 saberimo ssa

(14.3.10.23) dobija se na kraju relacija:

135a§33& =0 = ao =0, (Ll.. 3..10-25)

jer su az40 1 af0 po pretpostavci,

|

|
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 Jednadine (4.3.1°.8), (4.3.1°.9) 1 (4.3.1°.10), prena
relacijama (4.3.1°.14), (4,3.1°.17), (4.3.1°.22) 1 (4.3.1°.25)

postaju respektivno:

10&5_ d +2?0a§a30- Blaiaaﬁ; 27a,83Y = O, (4e3.2°426)
| 5 ala+13531 30—27:& asﬁ-Eha a3?= 0. . (4e3.1°.27)
aga+27a$a30+ 272,857 = 0. (403.1°.28)

Kada vrednost za a, 1z relacije (4.3.1°.25) zamenimo u |
(hi:’:'.lc’l;éh) dobija se:

'aga+2’7’a3o-."933ﬁ =O, | | (LL.3.1°¢29)

Ako vrednost.i = B iz poslednje Jedna&ine uvrstimo u

.'(’4-3 1 -26) i (LI-.3 1 .27) dobija se, u o‘ba slugaja, jedradina

| .(hcsa _.23) F .

| 1z :]ednaéina (P °,29) 1 (4.3.1°,28) dobija se relacij:
ﬁ"g‘?'o - ﬁ' 9?: | ' (’-h}i 130)

Na osnovu navedenih éinjenioa moZe se formulisati sledeéi stav:

Stav XXI, D:Ii'ereno:l.:]alna jednaédina (L4.1) ima partikularnih -

reéen;]a ob 1ike (h 3), ako su zadovolleni uslovi 1°, (43,1 °1) 1
(4.3.1°%.11).

9(9x+1)y"-(81x -'28),v'+6(9x-1)y = 0
ima partikulaeran integral definisan sa:
x = =(1=3t+3t2)t,

Y= 1=6t+ 91’:2;.




e3
a=0, 285 2-"333 1‘0’
dobija se prema (4.3.1):

b)

a=z=A=B=0,
t.3. sludaj se svodi na rezultate dobijene u [1Q,4.3.

iiiiii

nije intereaantan za razmatmn;]e Jer poata:ja gamo trivijalna

| reéenja.

L B5=0, by=0, A=O.

Jeamattne (1),(2),(3),(4),(5),(6),(7) 1 (8) s az=b3=A=0 su

| zadoﬁol;]m.

Iz aedhaéine (9) doblja se:
B+a=0, za azﬁo i1b,A0. (4Ji.1)
' Jednadina (10) prema (Lelbel), poa.ta:]ez

= . : -!- .
. ¢y o8 =0, (’-I-..L )
lo;._aé 0, a12=0#
20- aHO, 0:12140

1°, Jednatine (11) 1 (12), prema (W.4.1) 1 1%, postaju:
a02a+'b2(b+0) =0, (U4olyo1°.1)
a,[ o p84b,(b4C)] =0. _ (4 4.1°.2)

Jednadine (4.4.1°%.1) 1 (L.4.1°.2) su saglasne.
Jednstine (13), (14), (15) 1 (16) prema relacijama
(h-h;l))-i 10, respektivno postaju:

[CT: 2+9a1a01)a+(ua o+98,b7)C+(9a,b; +ha b, )b+ibye=0,
l . (4alta1%.3)

I
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2
(78‘1"‘12 3032 ) aOla+al ( 12 32b0+731b1)c+

.D |
+(7a§+12a°&2)b1b+12&2b10 = 0, (LI"LL.:L 'Ll')

(8,0, 46 8_c ,)a+(6a,b +a1b; )C+ (8 P1+6a,by)b+6byc=0,
(LI-. Lh 10-5 )

. | o 6
&oaola+alhoc+aoblb+b1° O (Ll-- Ll'l 1 . )

Eliminacijom ¢ 1z (L.4.1%.3) 1 (L.4.1°.4) dobija se relacija:
a,18+D, (D+C) = O (Lo1,1°.7)

Jed.tiaéine. (L4.4.1°%.2) 4 (4.4.1°.7) su saglasne, jJer Je jednadi
na (h';h';lo_tiZ) ekvivalentna sa Jednadinom -
apla, a+b, (040)] = O,
- odnoano .
- 8518+07 (b+C) = 0
K&dﬁ?iz :ie'dn,aéii:la (Lol 01%.3) 1 (L4.4.1°:5) eliminifemo c dobiji:
se rélac;ja: |

| | 'aola+'b1.('b+0)-0 (L;.LL.IO.S)
t.J. proizitazi da su Jednadine (h-.h-.loﬂ)_ i (u.u.l".e) jednake,

" Ako eliminiBemo ¢ iz jedna&ina (2.4.1.3) 1 (2.4.1.6)
dobija se takodje

a°1a+b1('b+C) = 0 (Ll-n L1, 10' 9)

t.4. jednadine (L4.4.1%.7),(L.ks.1°.8) 1 (L..1°.9) su jednake.

Ako Jjednalinu (4.4.1°%.7) pomnoZimo sa (—ao) i saberemo sa
(LL.LL.IO.G), dobija se 1 tredi uslov:

0
aolc"'b10=0- | - (’-I..Ll-.l .10)
Zra i, mojemo formulisatil 1 sledeéi stav (XX11).

!
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Stav XX11. Diferencijalna jednadina (4.1) ima

partiku larnih refenja definisano sa (4. 3) ako njenih koefl-
cijenti zadovoljavaju uslove (L.4.1), (L.b. 19 7)s (boltel .10) i 1"

Ilustracije radi, dokazujemo poelednji stav:

1z uslovsa 1°:

. a:
- a) - L
aIE= 0 = Hlbz- a2'b1 - - -b-g = " b

'1.

Kada uvrstimo vrednosti za b, i by U relaci;ji (4e3) :I.ma;]uéi
. vidu 33-b3= 0, doblja se:

) .
%=1 +a1t+a2t ] . yh'bo

—— g X8 9
| ) k O
- ¥y=b,, +k(a t+a, b )

bdﬂoﬁn@tr_
. y=b +k(xa) | ()
J’z_m(l*_)_ tratimo y' 1 y", t.J.

y'=ks; y"=0, | (**),
Ako vrerhoati za y,y' 1 y" iz relacija (*) 1 (**) zamenimo
u posmatranu jednadinu (4.1), dobija se:

(ax2+bx+c)k+(Bx+c)[bo+k(x—ao)] 0 =

, S .
k(a+B)x"+(bk+b B—a kB+kC ) x+(ck+b C—a kC }=0.

Poslednja jednadina bide identicki jedneka nuli ako, i samo
akoy su zadovoljene gledec¢e relacilje:

1. k(a+B)=OH E-I-B:O’ jer je kﬁO,
~ II. bkeb B-a kB+kC=0, k=b,/a;,
odnosno ¢

10
B-bl(b-l*C) =Q,

'blb+B. b _B—-a blB-l-blC =0 o

“ol
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III. ck+bOC-a JKC=0 = Db,c+a

1" 10

b G- B_.oblc =0 =

étb je i trebalo da pokazujemo.

2°. U slugaju: az=bz=0, A=0, a, %0, b, A0,
a=0, a;2£0,
dobijamo, prema (2.4.1):
. a=z=B=A=0,
t..‘]. dbbija se slutaj koji je istrafivan u radu [10;4.7T1.

. QIlléaﬂ 33=b3—0, A= 0’ a=0, a*]g:o’ a }£0, b AO’

-. _takod;]e je isp:l.tan u radu 0,4.2 ],

Na kraju napominjemo da, na osnuvu nasih :Lst.raz:.van:]a,

_'"-'.tvrdimo da u ostala tri sluéa.‘lai t.d. 5°. a.’J“Q" b3£0’ A O’

_.-&3,{0, ~‘3=0r AAO: 1 7 . 33—b3=0, AAO, postn,]e gsg

| trivi :jalna raéenja

U toku iatraz:lvan;}a ove' glave doﬁao sam do sledeci

'fzakljuéaka~

I Svi razultaf.i doblienl sa strane profesora I,Sapkareva

u radu [101 sadriani su u rezultatima koje smo mi dobili 1 ovaj

" 813\’19.3311 Jednad&ina posmatrana u Hol je specijelan sludaj od nas

posmatrane jedmadine (4.1).

II. U ovo] glavli nasie teze zbog ekonomidnostl same teze

'nisu douhvadeni neki podsludaji koje sam inade ispitivao.

- 111, Pmblem koji tretiramo moZe se prodSiriti i na difererm
cija.me ;jednaéine tredeg (videti:[11]), detvrtog 1 n-tog reda, vz

normalne napore algebarske prilrode,
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