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IIpearosop

I'eoMerpuja pemaBa MHOTe TIpakTUYHE Mpodieme ca kojoM ce cpehe woBek. Crapu ['puu cy
reOMETpHjy HM3ydaBaJd ca CHHTeTHYke Tauke rnenumra (Eyximmpnosu ,Enementn®). OBa
SYKITUJICKAa TCOMETpHja je BWIIE OJl JBE XWJbaJe TOAMHA OWiIa jeJIMHa TeOMETPHja KOjy je
JOBeK M3y4aBao. ¥ 17. BeKy ce mojaBa KOOpAWHATA y TeOMeTpHju npunucyje Jlekapty u Ha
OBaj HAYMH C€ CTBApajy YCJIOBH 32 AHAIMTUYKO H3ydaBame reomerpuje. CHHTETHYKH
MPHUCTYN je OWO TOTroJaH 3a W3ydyaBame TUMEH3Hja JBa M TPH, aJId Pa3BOjeM JIMHEAPHE
anredpe omoryheHo je jeTHOCTAaBHO YOIIITaBaWkhe EYKIUJCKE T€OMETpHje Ha MPOCTOpE ca
Bume aumesdja. Kpajem 19. Bexka bossa) m JloGaueBcku OTpKpuBajy XHUNEPOOTHUKY
TreOMETPHJy U TUME Cy OTKpUBEHE HOBE MOTYNHOCTH r€OMETpHje.

VY mkonama y CpOuju je 3acTymsbeH ,,EpiaHreHcku® mpuctyn , koju je nao Kiaju y cBom
,»EPIAHTEHCKOM TporpaMy* M KOjU KOPHCTH Tpyle TpaHcopManmja 3a TpOydaBame
reoMerpuje. Y OBOM pajy je, CEM CHHTETHUYKOI MPHUCTYyNa, YHOTPeO/beH M KOOPAWHATHU
NPUCTYN 3aJaBamby IpeciuKaBama. YBeIAeHE cy JepUHUIMje U OCHOBHE OCOOMHE
M30METPHUJCKUX TpaHchOopMalrja, all akileHaT je cTaB/beH Ha peduiekcuje. Kpos teopujy u
3a/laTKe Be3aHe 3a peduIeKcHje, WIyCTpOBaHE Ccy ocobmHe m MoryhHOcTH pediekcuja y
pocToprMa JUMEH3HUje /1Ba, TPH M HAKOH TOTa y MPOCTOpPHMAa NMPOU3BOJBHUX IUMEH3H]A.

VY mpBoj raBuW OBOT paja Cy yBeJIeHE OCHOBHe neduHUIMje W TeopeMe Koje he Outm
nmoTpebHe 1a O ce TeMa OBOT pajia MOoTJIa 3arno4yeTH U pazpahuBaru. Ty cy HaBeneHE TeopeMe
1 neduHUIIAje KOje C€ THIYy OCHOBHHMX OCOOMHA M30METPH]CKUX TpaHchopMalidja U BUXOBa
noJjieNia Ha JUPEKTHE M WHIUPEKTHE.

VY npyroj rinaBuW je yBedeHa AcPUHHUIIM]a M JOKa3aHE TEOpeMe Koje Cce THYy OCHOBHHX
ocobuHe peduiekcuje y npoctopy EZ, omHocHO, pedrekcuje urja je OCHOBA NpaBa y PaBHH.
Takohe, momeHyTe cy M ocTaje M30MeETpHjcke TpaHCchopMmanuje y paBHH U HEKE HHHXOBE
OCHOBHE OCOOMHE, jep ce CBaka M30METpHja y PaBHHM MOXeE IMPEICTaBUTH KAa0 KOMIIO3HIIHja
KoHa4yHOr Opoja ocHux peduekcuja. Ilpu kpajy oBe riaBe je ypahena wmacudukanuja
M30METPUjCKUX TpaHchopmalrja y paBHU U HBUXOBA MMojeja Y OJHOCY Ha Opoj Tayaka Koje
HE Memajy cBoj mosioxkaj. Ha xpajy oBe riase cy ypahenu 3ajganu Koju nNpukasyjy NpuMeHy
ocHe pediekcuje y HEKMM NpWIMKama Kojeé Ce MOTY CPeCTH CBaKOJHEBHO, NPHMEHY Y
KOHCTPYKTUBHHM 3aJalliMa y OCHOBHO] M CPEIb0j IIKOJH, NMPUMEHY OCHE peduiekcHje y
JOKa3UBaby HEKUX 0COOMHA FeOMETPHjCKHX (HUrypa y paBHH, JOKa3HBamy HEKHX O0COOMHA
M30METPHjCKUX TpaHchopMalija U IpUMEHY Y HEKUM €KCTEpMalHUM NpobiiemMuma. Benuku
Opoj OBHX 3ajaTaka MOXe OMTH YKJbYUeH KaKko y PEJOBHY, TaKO U Yy JIOJIaTHY HACTaBy Yy
OCHOBHO] HIKOJIH.

V 1pehoj rnasu je yBenena nepununuja pediexcuje y npocropy E3, omHocro peduekcuje y
TPOAMMEH3MOHATHOM EYKJIUACKOM MpPOCTOPY YHja jé OCHOBa paBaH. Y OBOj IJIaBU CY
HaBejieHe JIeUHHIIN]E U TeOpeMe KOje ce THUY U OCTAINX U30METPUJCKUX TpaHchopMalja y
npoctopy E3, kao u muxoBa Knacu(puKalMja Ha JUPEKTHE U MHIMPEKTHE.




YerBpTa riaBa yBOAW MPUCTYN pediekcujama mpexo adpuHHUX MPOCTOpa M TO 3a MPOCTOpPE
MIPOM3BOJHHHUX JTUMEH3H]jA. Y OBOj IJIaBU CY, MPUCTYIIOM MPEeKO adUHUX MPOCTOPa, TOKA3aHe
TEOpeMe KOje ce THUYYy OMIITUX O0CcoOMHa pedieKcHja U TO 3a MPOCTOPE MPOU3BOJEHUX
muMmen3uja. Tako, Ha mpumep, Teopeme 2.1.5 m 3.2.2 nmajy tBphema Be3aHa 3a ocoOuHY
WHBOJYTUBHOCTH pediekcuja y mpocropuma aumesuja 2 u 3, nok teopema 4.1 maje oBo
TBphewme 3a MPOCTOp NPOM3BOJbHE auMeHswje. Mnmm, Ha mpumep, Teopema 4.3 a) naje
noTpedaH M JOBOJBAH YCIOB Aa OM MOTIPOCTOp OMO MHBApHjaHTaH 3a HEKY pediaekcujy u To
y TIPOCTOpPY HPOU3BOJBHE NUMEH3H]je, MoK Teopeme 2.1.4 u 3.2.4 najy ucre ycioBe camo y
cily4ajy mpocTtopa JuMeH3uja 2 u 3.

Y O0BOj TNaBW, CEM CHHTETHYKOT, KOPHUCTH C€ W KOOPJMHATHH TIPUCTYIl 3a/1aBamba
npecinukaBama. OBaj MPUCTYN Takohe KOPUCTU U MaTPUUHU HAYUH 3aJaBama MpeCiIKaBamba
U MOXe€ OWTH 3aHUMJBHMB 3a ynotpeOy y HACTaBH y CpPEABUM CTPYYHUM IIKOJIaMa W
rUMHa3yjama. 3a MpOCTOpEe JUMEH3HUje JIBa, OBa] MPHUCTYI MOXE€ OWUTH YHNOTpeOJbEH U y
OCHOBHO] IIIKOJIM HAaKOH 00pajie cUcTeMma JIMHEapHUX jelHauMHa ca JIB€ Hermo3HaTe. 300r
Kopuihema MaTpuia, Moxe OUTH U yoTpeOJbeH U y nHpopmaTHukoj nHAycTpuju. Ha kpajy
oBe riase je ypahen oapehen Opoj 3amaTaka KOju KOPUCTE KOOPJIUHATHU MPUCTYT 3aaBamka
NpecInKaBamba M TaKBU 3aJall MOTY OMTH UCKOPHIThEHH Y OCHOBHO] IIKOIHM (3axaum u3 E2)
U cpemoj mKoau (3amany u3 E3 M y BUIE IMMEH3Uja) HA PEJOBHO]j U JOJATHO] HACTABH.
CBe umycTpalije y 0BOM pazy Cy KpeupaHe KopuiihemeM mporpamckor nakera GeoGebra u
JeJI0 Cy ayTopa.

[TocebHy 3axBaIHOCT AyryjeM CBOM MeHTOpy mpod. nap Mupjaaun bBopuh Ha cBecpaHOM
3aJlaramy, YTPOIIIEHOM BpPEMEHY M MOMONM KOjy MU je MPYKHJIa Y TOKY H3pajie OBOT paja u
Ha KOPHUCHHUM CaBETMMa KOJU Cy JIONPUHEIW Ja OBaj pan Oyne jemHa CMHCICHAa H
(GyHKIIMOHATTHA IICJIMHA.

[Tpod. np MupocnaBu AHTuh ce 3axBajbyjeM Ha Ma)XJbHBOM YHTamy pajia, Ha CyrecTujama u
caBeTUMa KOjU Cy JOTPHHENH Ja 0Baj paja Oy/e joul KBaTUTCTHHU]H.

Ip Munomy Dopuhy ce 3axBajbyjeM Ha OpOJHMM CaBeTHMMa W CyrecThjamMa W BEJHKO]
noMohn OKo crnpemama 3ajaraka Koju Cy HIyCTPOBAM IMPHMEHJBHBOCT peduiekcuja y
OCHOBHHM U CPEIBHM IIKOJIAaMa U HEHY MPAKTUYHY NPUMEHIBHBOCT.




1. YBona

1.1 H3omerpujcke TpaHchopMaluje

HMepunnumja 1.1.1: TlpeciukaBame J: E™ = E™, n € N, koje je Oujexnyja H Koje CBaKe
nBe tauke A u B mpocropa E™ mpecinukaBa y tauke A’ u B’ Takse na je (4,B) = (A, B’)
Ha3MUBa Ce UsoMempujcka mpancgopmayuja Wi usomempuja npocropa E™.

Ha ocHoBy aedunuuMje, TOMEH M KOJOMEH M30METPHUJCKUX TpaHChopMalrja MOKe OUTH
SYKIHJICKA TIPOCTOP MPOU3BOJHHE JMMEH3H]E.

Nepununmja 1.1.2: TlpeciukaBame &: E™ — E™ xoje cBaky Tauky A INpeciukaBa y camy
cebe 1j. (VA € E™) £(A) = A HasuBa ce kounyuoenyuja.

Hepununmja 1.1.3: Tauka A je ¢uxcha Wi umeapujaHmua Tadyka HEKE H30METpHje
J.E™" - E™, n € N, ako je I(4) = A.

W3 came nepuHHIMje MOTY c€ H3BECTH HEKa HENOCpelHa CBOJCTBA H30METPHJCKUX
tpancdopmarmja. Kako 3a cake ase tauke X, Y € E™ Baxu (X,Y) = (X,Y), kouHuueHnumja
&, K0ja CBaKy Tauky mpocrtopa E™ mpeBoau y Ty UCTY TayKy, MpeICTaBJba M30METPHJCKY
Tpanchopmaljy Tor MmpocTopa.

VY napennum teopeMama he OMTH HaBeleHE HEKE 0COOMHE M30METPH)CKUX TpaHchopmalinja
koje he Hamasbe OuTH KopuirheHe, anu ce oBae Hehe MOKa3WBAaTH jep TH JTOKAa3UW HHUCY O]
BEJIMKOT 3Hayaja 3a Temy oBor pana. Jlokasu ce mory mponahm y [3] u [8] (mormenmatu

JUTEpaTypy).

1.1.1 Teopema:
a) Kommnosunuja aBe m3omerpujcke Tpanchopmanumje npocropa E™ je takohe m3omerpujcka
TpaHnchopmanuja.
0) MuBep3na TtpanchopMmalyja H30METpHjcke TpaHchopMmanuje mnpoctopa E™ je Takohe
M30MeTpHjcKa TpaHcopMalija TOT MPOCTOpa.

O
1.1.2 Teopema: Ckymn CBUX H30METPHjCKUX TpaHcpompanuja mpocropa E", n € N
npejcTaBiba Tpymy. Ta rpyma ce obenexasa ca G(J).

O
1.1.3 Teopema: Ako cy A, B nBe pasnuuute Tauke Heke npase p u A', B’ Tauke npase p
takse 1a je (A,B) = (A',B’), taga mocroju jenMHCTBEHAa W30OMETpHUjcKa TpaHchopMmarimja
J: p > p TakBa mga je

JA) =A u JB) =1

O
IMocnenuma: Axko u3omeTpujcka TpaHchopmanuja J mpaBe p Mocelnyje IBE pa3IuyuTe
WHBapHjaHTHE TauykKe OHA MpPEJCTaBJba KOMHLUACHIH]Y.




1.1.4 Teopema: Axo cy A, B,C Tpu HexonuHeapHe Tauke paBuu pasau EZ u A',B',C’
Tayke Te ucre paBuu TakBe ga je (A,B,C) = (A',B',C'), tajma mocroju jeaMHCTBEHA
usoMerpujcka Tpancopmanuja J: E? — E? Taksa 1a je
JA) =4, JB)=B, J)=Cc.
O
IMocaeauua: Axo uzomerpujcka Tpancopmammja J: E? - E? uMa TpU HEKOJIMHEapHE
MHBAPUjaHTHE TayKe, OHA MPECTABIba KOMHIMICHIIH]Y.

1.1.5 Teopema: Axko cy A,B,C,D 4eTupu HEKOMIUIaHapHE Tauke mpoctopa E3 wu
A',B’,C',D" tauke Tor mpocropa takse na je (4,B,C,D) = (A’,B’,C',D"), Tana mocroju
jenuHCTBeHa M30MeTpHjcka Tpancdopmamuja J: E® — E3 TakBa na je
Jga) =4, JB)=B, Jl)=c, J() =D’
O
IMocaeauua: Ako usoMerpujcka Tpanchopmanuja J: E3 — E3 yma deTupu HEKOMILIAHAPHE
MHBAPHjaHTHE TadyKe, OHA MPECTaBIba KOMHIUICHIIH]Y.

1.2 JlupekTHe M WHAMPEKTHE M30MeTpPHjcKe TpaHchopMaumje
npocropa E?

Hepununuja 1.2.1: Usomerpujcka tpanchopmannja J: E? - E? je dupexmmua ako ,uyBa‘
opujeHTalmujy paBHM EZ, Tj. cBakM TpOyrao Te pPaBHH NpECIHKABA y TPOYrao MCTE
opujentanuje (Cnuka 1.a).

Usomerpujcka Tpanchopmanuja J: E? - E? je unoupexmua ako cBakM TPOYrao T€ PaBHU
MpEeCIIMKaBa y Tpoyrao cynpoTHe opujeHTanuje (Cnuka 1.0).

Cnuka l.a




Cnuka 1.0

[To3uBajyhu ce na Tteopemy 1.1.4 ycraHoBJbyje ce Aa je AUpPEKTHA (WMHIUPEKTHA)
u30MeTpujcKka TpaHcpopmanuja paBau E? jeqHo3HauHO ozpeheHa ako cy 3a1aTa JBa rnapa
oarosapajyhux tadyaka. Kao crmenmjanan cimydaj Tor TBphema A00Hja ce 1a je TupeKTHa
u30MeTpujcka TpaHchopManuja papau E? ca JBe pasnMuuTe MHBApHjAHTHE TadyKe YBEK
kounuaeHnuja. Tpeba jour moOMeHyTH Ja KOMIIO3WIM]ja JIB€ HHAWPEKTHE H30METPHU]CKE
TpaHchopmalje yYBEK TpecTaB/ba JUPEKTHY HW30METPHJCKY TpaHcopMaiujy, 0K
KOMIIO3UIM]ja jeJTHE ITUPEKTHE U jelHEe WHIAUPEKTHE H30METPHUjCKEe TpaHchopmaliije
MpeACTaB/ba MHANPEKTHY U30METPH]CKY TpaHchopMannjy.

2. OcHa pedekcuja papuu E?

2.1 Jlebpununuja u ocoduHe

Pa3BpcraBame M30METPHUjCKUX TpaHC(HOpPMaLMja HAa JUPEKTHE M MHIMPEKTHE je caMo jelaH
BUJI pa3BpcTaBama. Kajga je pasmarpaHo TBpheme Mo KojeM M30MeTpujcka TpaHchopmarimja
paBuu E? ca Tpu HEKOJMHEapHE HMHBAPHMjaHTHE TAuKe IIPEACTaB/ba KOMHIHUIEHIH]Y,
OPUPOJHO je OWJI0 TIOCTaBUTH IUTAlkE KOje Cy TO HEHJICHTUYHE H30METPHjCKE
TpaHcopMalyje Te paBHU KOja UMajy JIBe, jeIHY WIH HUjeHY HHBapHjaHTHY Tauky. Cazna he
OMTH pa3MaTpaHe HEWJIECHTHYHE N30METpHjcKe TpaHcdopmaruja paBau EZ koje mocenyjy aBe
pa3nuuyuTe HMHBApUjaHTHE Tadyke, a CaMMM THM M jeAHY IIpaBy KOjO] Cy CBE Tauke
WHBapUjaHTHE.

Nedpunuumja 2.1.1: Heka je p mupaBa pasuu EZ. Heumentuuna u30MeTpHjcKa
TpaHcdopMalMja 3a KOjy je cBaka Tauka IpaBe P MHBapHjaHTHA Ha3UBa Ce OcHa pegiexcuja
Te paBHUM M O3HayaBa ce ca S,. IlpaBa p ce HasuBa oca peguexcuje.




2.1.1 Teopema: CBe ¢ukcHe Tauke OcCHE pedeKcHje Cy Ha Ocu Te pediekcuje.

Jloxas: Heka je Tauka A MHBapMjaHTHa TayKa 3a OCHY peduekcujy S, Takpa 1a A & p. Heka
cy Tauke B u C Tauke ca npaBe p. OHE cy MHBapHjaHTHE 1O JCPUHHUIMA OCHE pediieKcHje
Sy,. Y Tom ciy4dajy cy Tauke A,B v C Tpu HEKOJIMHEAPHE W MHBAPHMjAHTHE TAYKe 33 OCHY
peduexcujy S,, ma mpema nocneaunu teopeme 1.1.4 ocha pediexcuja S, mpencrabiba
KOMHIUACHIIN]Y, & TO je Y KOHTPaIUKIHUjU ca AeGuHUIjoM ocHe peduiekcuje. Jlakie, mopa
outu A € p.
O

2.1.2 Teopema: Axo je S, ocHa pedJieKcHja HEKE PABHH M 32 HEKY TauKy X T€ PaBHM BaXH
na je S,(X) = X'm X # X', tana je oca p Memujarpuca nyxu XX'.

Joxas: Heka cy Tauke AuB ca oce p. Kako je S,(A) = A4, S,(B) =B, a S, je
usoMmeTpHjcka Tpancopmanuja, mopa outu (4,X) = (4,X') u (B, X) = (B,X'). OBo 3Hauu
na tauke AW B mnpunamajy memmjatpucu ayxu XX', a Kako je MemujaTpuca JIyKH
jemancTBeHa, a A ¥ B cy ca oce p, oHjia MOpa OMTH TIpaBa p Meaujarpuca ayxu XX'.

O

2.1.3 Teopema: Ocna peduexkcuja S, paBHH E? je WHIUPEKTHa H30METpHjcKa

Tpanchopmanuja.

Jlokaz: Hexka cy Tauke A, B 1Be pazinuuTe Tauke NpaBe p U Heka je Tauka C € E? BaH mpase
p. Heka je S,(C) = C'. Tama je mpaBa p memujarpuca ayxu CC'. Tauke C u C' cy ca
pa3IMUMTUX CTpaHa IpaBe p M ca Taukama A u B Qopmupajy tpoyrnose ABC u ABC'.
JloObujenn TpOYyrjaoBM Cy CYNPOTHOCMEDHHM IIa je OCHa peQiekcuja S, HHIMPEKTHA

M30MeTpHjcKa TpaHchopmaluja.




2.1.4 Teopema: Jeqmne mpase Koje ce OCHOM peduiekcujoM S, pasuu E? mnpecinkaBajy y

cebe cy oca Te pedrekcrje u CBe IpaBe HOPMAIHE Ha Ty OCY.

Jlokaz: Jla ce oca pedrekcuje TmpeciukaBa y cebe cueadm 1Mo ACOUHHIIH]H.
Heka je s nmpasa paBuu E? TakBa ja S HUje HOpPMalHa Ha P W HeKa je X Tadka Ipase S.
Hexka je mpaBa s MHBapHjaHTHA y OJHOCY Ha OCHY peduiekcHjy Sy, Tj. S,(s) = s.
Axo 3a Tauky X Baku na je S,(X) =X'mX # X', ouma m X' €s wu Tajma je oca p
Meujarpuca xy:ku XX npema teopemu 2.1.2. Kako je p meaujatpuca xy:xu XX' To 3Hauu 1a
jep LXX'. CoO3upomma X Esu X €s,T03Haun 1a je p L s, a To je y CYyIpOTHOCTH ca
MPETIOCTAaBKOM JIa S HUJje HOpMaiHa Ha p. Jlakie, ako je S mpaBa Koja je MHBapHUjaHTHA Y
OJIHOCY Ha OCHY pedJiekcujy Sy, onIa Mopa outu p L s wim p = s.

O
WHTYUTHBHO je jacHO Ja aKo ce HeKa ocHa peduieKkcHja JiBa MyTa MPUMEHHU, OHJa CE CBaka
Tauka ,,Bpaha* Ha cBoje mMecTo. To 3HA4YM Ja je KOMIIO3HIIMja OCHE pedieKcHje ca caMOM
coO0OM KOMHIIMJICHIIHjA Tj. /1a j€é MHBEpP3HA M30METPHjCcKa TpaHcPopMalrja ocHe pediekcuje
jeHaKa ympaBoO TO] OCHOj pedIIeKCH]H.
Ommocro: Sp =S,° S, =¢ u St =S5,
Cse TpaHchopmamije Koje TOCemyjy OBY OCOOMHY C€ Ha3WBaJy UHBONYYUOHE
mpancghopmayuje M UHBOIYYUje.

2.1.5 Teopema: Ocna peduexcuja S, paBau E 2 je nHBOMYLH]A.

Joxas: Hexa je Tauka X mpousBosbHa Tauka paBHu E2 u tauke X' u X' takse ma je S,(X) =
X' n S,(X)=X".
Ako X €Ep,onmaje X=X u X' =X", maje X =X".
Ako X € p,onma je X # X' u X' # X", na je npasa p memujarpuca ayxu XX u nyxu X'X".
OBo 3maum na je X = X"
VY cBakom ciydajy, nobuja ce

Sp =e¢.
na je ocHa pedJiekcrja MHBOIYIIH]A.

O

2.1.6 Teopema: Ako MHIMpEKTHA u30MeTpHjcka Tpancdopmanuja J paBuu E? uma Oap
jeIHY WHBapHjaHTHY TadykKy A, OHJa Ta U30METPHjCKa TpaHCopMalrja MpeACTaBba HEKY

OCHY peduekcujy S, umja oca p Cafpu Ty MHBapHjaHTHY Tauky A.

Hoxkaz: O63upoM Ja je € MUPeKTHa, a J UHIAMPEKTHAa U30METpHjCKa TpaHcpopMalrja paBHH

E?, onna je J# €. Tana mocroju Tauka X taksa na je J(X) = X' u X # X'. Kako je Tauka A

unBapujantHa Tj. J(A) = A, onma je (4,X) = (A,X') na tauka A mpumaza MeaujaTpUCH

nyxu XX'. Heka je npaBa p meaujarpuca ayxu XX'. Tama u A € p u BaXH joiun
S,°IJA)=A n S,°IX) =X

na Tpancpopmanuja S, °J UMa B MHBAPHJAHTHE TAuKe.
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S, ©J je nupeKTHa WM30METpHjCKAa TpaHc(hopMaldja, jep NPEeACTaBba KOMIIO3ULM]Y JIBE
WHIMPEKTHE H30METpHjcKe TpaHcopmanuje W MMa JIBE WHBApUjaHTHE Tadyke Ia IpemMa
nocieauiy Teopeme 1.1.4 oBa KOMIIO3UIMja j€ KOUHIIUCHIIH]A.
Hakne S, © J= ¢ ommocro S, = J.
O

2.1.7 Teopema: Ako cy S, u S, nBe ocHe peduiekcuje ca pasTauTUM OcaMa p U (¢, OHJIa je
jeMHa MHBapHjaHTHA TauKa KoMIosuuuje S,° S, Tauka npeceka oca p ¥ q (yKOIHMKO CE OHE
ceky). pyrum peunma

5°5,X) =X o Xepngq.

Joxasz: Heka je Hajmpe S,°S,(X) = X.
Axo je S;(X) =X m X # X' omma je S,(X') =X. OBo 3Haum na cy oGe mpase p U q
Mmequjarpuce ayxxu XX'. Kako Iy MOXe HMAaTH caMo jeHy MEIMjaTpHCy, OBO 3HAYM Ja je
p=qwmje X = X'. C 063upoM Ja cy oce p ¥ q pazinuure, oHaa Mopa ourtn X = X' ma je
SqX)=XnS,(X)=X ma Xepngq.
Heka cama X €pnNngq.
Axo X € p onna je S,(X) = X. Axo X € q onnma je S;(X) = X.
Tana je

Sy °5;(X) = S5,(X) = X.

O

Hapennom Teopemom he OWTH pa3sMoTpeHa mpancmymayuja WA npeobpaxcasarbe OCHE
pebnekcuje OWIO KOjOM HM3OMETPHjCKOM TpaHchopmarujoM. TpaHCMyTanuja HEKe
TpaHchopMmanuje f HeKoM TpaHcHopMaIjoM g je KOMIIO3HIIHja

fr=9°f°g"
2.1.8 Teopema: Heka je p npousBoJbHA IpaBa paBHu E2, S, ocHa pediiekcHja Te paBHU U
J 6uno xoja mzoMerpHjcka TpaHcopmalmja Te UCTE paBHU. AKO je p’ mpaBa y Kojy ce
npeciuKaBa mpaBa p TpaHchopMmanmjom J Taaa je

J°S5,°J'=S,

Jloxas: Heka je Y mpousBobHa Tauka mpase p' u X = J(Y). Tana Tauka X npumnana npasoj

p maje S,(X) = X. Jlaxne Baxu: J° S, ° I (Y) =3°S,(X) =I(X) =Y.

Wzomerpuja J ° S, © I je nnmpextHa ca 6ap jenHoM dukcHOM TaukoM Y. Tasa, Ha OCHOBY

Teopeme 2.1.6 oHa mpejacTaBiba HEKY OCHY peduieKCcHjy 4Mja oca CaAp)KU Ty (PUKCHY TauKy.

Tauka Y je mpou3BoJbHA TayKa Mmpase p’, Ma TO 3HAYM Jia CY CBE TAYKe NpaBe p’ MHBAapHjaHTHE

3a nsomerpujy J °S, ° I a To moBnaun ga je oca cumerpuje Gam mpasa p’, 0JHOCHO
J°5,°9=S,




O
2.1.9 Teopema: JIse ocHe pediekcuje paBHu E? KOMyTHpajy ako M caMo ako Cy MM OCeE
HOpMAaJIHE MU jeJIHAKE, Tj. aKO Cy P U g npase paBHu E?2 oHpa je
5¢°5p=5°5 < (@LlqVp=q).

Hoxas: Heka je Sq°S, =5,°S, . Tana je

S$¢°8,°8¢ =35, (*).
Heka je mpaBa p’ TakBa na je p' = Sy(p). Tama, mpema 3aKOHY TPaHCMYTallMje OCHE
pedrexcuje S, ocHoM peduekcujom S,, nobuja ce

S¢°Sp°Sq =5,  (*%)

Ha ocHoBy jennaxoctn (*) u (**) ce no6uja na je S, = S,, , a camuM TUM U p = p’, na je
Sq¢(p) =p. Axo je p = q, oHza je kpaj. Ako jep # q,oHmajep L q.
O6parHo, Heka je p L q V p = q. Onasze cnemm na je S,(p) = p , ma npema 3akoHy
TpaHCMYyTaIje ce aoomja

OAHOCHO

2.2 lIlpeacraB/bame HM30METPUjCKUX TpaHcdhopMaumja paBHH
E? nomohy ocuux pedJexcuja

Jenna on HajouTHUjMX 0cOOKMHA OCHUX peduiekcuja paBHK EZ jecTe a ce cBaka M30METPHUjCKa
TpaHchopMalja Te paBHU MOXKE NPEACTaBUTH y OOIMKY KOMIIO3MIMje KOHAdyHOr Opoja
ocHuX pe¢uekcuja. Ha ocHOBy oBora, 1ena TeopHja M30METPUJCKUX TpaHcopmaluja ce
MOXK€ M3TPaauTH moia3ehu on ocHUX peduiekcuja.
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221 Teopema: Csaka wusomeTpujcka tpancpopmamuja J pasau E? moxke ce
MPEJICTAaBUTH KA0 KOMIIO3UIMja KOHAYHOT Opoja OCHUX peduieKcHja, TpU YeMy ce Te OCHE

peduiekcrje yBeK MOTy M3a0dpaTu Tako Jia BUXOB Opoj He Oyne Behu ox Tpw.

Jloxaz: Hexa je J: E? - E? usoMerpujcka TpancdopManuja paBHU. IIlpemMa MakcHMaaHOM
Opojy MHBapHjaHTHUX HEKOJIMHEAPHUX Tadyaka M30MeTpHjcke TpaHcopmanuje J, pasiukyjy
ce cinenchu ciydajeBu:
1° Uzomerpuja J pasun E? Moxe MMaTH HajBHIIE TPU HEKOJIMHEAPHE MHBAPUjaHTHE TadKe.
AKO WMa Ta4HO TpW JIMHEAPHO HE3aBHCHE WHBAPHMjaHTHE Tadyke, Taga je OHa, IMpema
nociequi Teopeme 1.1.4, xounnuuenuja, 1j. J= €. Tama ce, 300T HHBOJIYTUBHOCTH OCHE
pednekcuje S, , 3a OuI0 KOjJy paBy p, Moxke pehu na je

J=¢e=S5,°S,.
2° Axo m3omerpuja J mMa JBe MHBapHjaHTHE Tadyke, HeKa cy To Tauke A U B. Axo je J
TUpPEKTHa TpaHcpopMmalyja, oHJa je J KOMHIMJAEHIMja ImpeMa mocienuiu teopeme 1.1.4.
Axo je J nunaupekTHa, ona je J ocHa peduiekcuja Sy, unja oca p caapxku Tauke A U B npema
Teopemu 2.1.6.

3° Heka uzomerpuja J uma jelHy MHBapHUjaHTHY Tauky A. AKo je J UHIUpEeKTHA N30METpHja,
OHJIa je OHa, npema Teopemu 2.1.6, HeKa ocHa pediiekcuja peduiekcuja Sy, urja oca p CaapKu
Ttauky A. Mehyrum, ocHe pediekcrje nMajy 6eCKOHaYHO MHOTO MHBAapHjaHTHUX Tadaka (CBe
Tauke ca oce peduiekcuje), ma J He MOKe OUTH OCHa pedJekchja jep mMa camo jeHY
WHBapHWjaHTHY Tauky A.

Jlakne, Heka je J aupekTHa TpaHchopmanuja. /J[ogatHo, HEKa je p mpaBa Koja CaapKu TauKy
A xoja je wuHBapujanTHa 3a wusomerpujy J. OcHa peduekcuja S, je HHIMPEKTHA
tpanchopmanuja, J je NMpeKTHaA, na je Kommosunuja S, °J MHIMPEKTHA M30METPHja KOja
nMa Oap jeaHy uMHBapujaHTHY Tauky A. Tama, Ha ocHOBY Teopeme 2.1.6 oBa KOMITO3HIIH]a
IpEACTaBba HEKy OcHy peduekcujy S, uuja oca q caapxu Tauky A. Jlakme

$,°9=8;, 1. I=8,°8,.
4° Ako m3omeTpuja J HEMa MHBAPUjaHTHUX Tadaka, OHJA 3a IPOU3BOJbHY Tauky A paBHu E?
Baku J(A)=A" u A+ A Heka je mpaBa p wmenujatpuca nayxu AA'. Ounma je
S,°J(A) =S,(A") = A, na je Tauka A HMHBapMjaHTHAa Tayka 3a MNpecIUKaBame S, °J.
Ha ocHOBY NpeTXOHUX Clly4ajeBa, TO 3HauH Ja Ce NPECIHMKaBame Sy ° J MOKE IPEACTaBUTH
Kao0 KOMIIO3MIMja HajBMIIE ABE OCHE peduekcuje Tj. S, °I=S, wm S, °IJ=5,° S, ma je
J=5,°S;am J=5,° 5,° S,.
O

Ha ocHoBy oBe Teopeme, ako je HeKa nu3oMeTpuja J NpeAcTaB/beHAa Ka0 KOMIIO3UIMja BUILE

oJ1 TpH ocHe peduiekcuje, mTo je Moryhe, yBek ce Mory Hahu Heke JIpyre oce Tako Jia lbUXOB
0poj y kommo3unuju He Oyne Behu ox Tpwu.
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Nedunuumja 2.2.1: Cpaka KOMIO3MIHMja KOHa4HOr Opoja ocHuX peduexcuja paBHu EZ
KOJOM je TpeICTaB/beHa HEKa H30MeTpHjcKa Tpanchopmanuja J Te paBHH ce Ha3uBa
OCHOpeghiekcusHa WIH CuMempujcka penpe3eHmayuja Te HU30METpHje.

AXO je Ta CHMETpHjCcKa perpe3eHTalfja cacTaBJbeHa U3 MHHUMATHOT Moryher Opoja OCHHX
pedrekcuja, OHIa ce€ OHAa Ha3uBa MUHUMAIHA WIA  ONMUMAIHA — CUMEMPUjCKA
penpezenmayuja T€ W30METpH]eE.

W3 nokasza Teopeme ce 3akibydyje Jia ce CBaka JMPEKTHA M30METpHjcKa TpaHchopmanuja J
paBHU E2 MoKe IpeicTaBUTH Kao KOMIIO3HIIUjA ABE OcHe peieKcHje Tj. = Sq°S, . Axoje J
nMa Oap JBe MHBapHjaHTHE Tayke, OHJA je J KOWIUACHIIN]a, Ia je P = (.

[Ipema Teopemu 2.1.9 , ako J uMa jeHy UHBApHjaHTHY Ta4yKy, OHJIa CE MPABE P U g CEKY Y
TOj Taukh. AKO HeMa (PUKCHUX Taudaka, IpeMa HCTO] TeopemH je pl|q.

Ako je J wuHaMpeKkTHa u30MeTpujcka TpaHcdopmandja paBHuM E?, oHa je wiamM ocHa
peduiekcHja WM ce MOXKe MPEACTaBUTH Kao KOMIO3UIIMja TpU OocHE pedrekcuje. Ako J nma
(uKCHUX Tadaka, oHJa je J CUTypHO OCHa pedrieKcuja.

VY HapenHoMm onesbKy he OMTH HCIHMTAaHO TOJ KOJUM YCJIOBHMa KOMIIO3UIIMjE TPHU OCHE
peduiekcuje mnpeacTaBba OCHY pediekcujy.

2.3 IlpamenoBu npaBux y pasuu E?

Hepununuja 2.3.1: Ckyn cBuX npaux y pasHu E? koje ce ceKy y jenHoj Tauku O Ha3uBa ce
npameHr KOHKypeHmuux npasux ca cpeaumiteM O u cumbonuuku ce obenexana ca Lo.
Ckyn cBuX npaBux paBHM EZkoje cy mapaneiHe ca HEKOM IPAaBOM P T€ PABHH CE Ha3MBa

npameHr napaieiHux npaeux u o3HaudaBa ce ca Lp.

U3 nepunmumje HemocpeaHo crneau ga je mpamen Lo npaBux paBHH E? jeaHO3HAYHO
onpehen cpeaumrem O, a mpameH &p NmapalieIHUX MPaBHUX je jeJHO3HA4YHO ojpeheH OuIo
KOJOM CBOjOM IIPaBOM DP.

Nako cy mnpameHoBM mpaBuX JOe(UHUCAHU HE3aBUCHO OJ TIOjMa HU30METPHjCKE
TpaHcopmMmalje, OHH C€ MOTY JOBECTH y Be3y ca H30MeTpujama, MOCeOHO ca OCHUM
peduekcujama.

2.3.1 Teopema: Heka cy a,b,c ueke mpase paBuu EZ. Kommosuimja S, °S, ° S,
NpeJCcTaBba HEKY OCHY pediekcujy Sy ako M camMo ako Ipase a,b,c mpumaaajy jeIxHom

npameny &. Ilpu Tome, oca d ocHe peduekcuje S; Npunaza UCTOM IpaMeHy.

12



Crnuka 2.a Cnuka 2.0

Jloka3z: Hexka ce Hajrpe nipaBe a U b cexy y Hekoj Tauku O (Cruka 2.a). [Ipema Teopemu 2.1.7
u3 penanmje a N'b = {0} ce no6uja na je Tauka O jenvHA UHBAPUjaHTHA TaYKa KOMIIO3HIIH]jE
Sy °S, . Kakoje S.°5,°S, =S4,1). $,°S, =5.° S;, onna 3Haum Aa je tauka O takohe
jeIHa WHBAapHjaHTHA Tayka kKommosunuje S. ° S; a To 3Ha4M W Jia ce mpaBe ¢ U d CeKy y
tauku 0. [lakie, cBe yeTnpu npase ce cexy y Tauku O mna npurajajy npaMeHy KOHKYpEeHTHHX
npaBux Lo.
Axo cy mipaBe a U b melycobHo mapanenne (Cnuka 2.0), Heka je mpaBa p OWIIO Koja TpaBa
paBuu E? mopmanna Ha npase au b. Tana je S, °S,(p) = p. Kako je S.°S,°S, =S,
Tj. §,°8, =S5.° Sy, T038aun na je S, ° S;(p) = p, maje p L c,d, nacy cBe 4eTHpH IpaBe
HOpMaJlHE Ha TIpaBy P W CBE UYETHPU TMPHUIMAJAjy IMpaMeHy MapaiedHux mnpaBux Lp.
O6patrno, Heka je X mpaMeH KOHKYPEHTHHX TIpaBUX ca cpeaumreM y Tadkd O
(Cnuka 2.a). C o63upoM na cBe Tpu TpaBe a,b,c mpurmanajy oBOM MpaMeHy, Tajaa je
$.°5,°5,(0) =0 T1j. O je uuBapujanTHa Tauka oBe KoMmosuiuje. OBa KOMIO3ULHU]A je
cacTaBJbeHA OJ TpHU OCHE peduieKcHje, Tj. O]l TPU MHAUPEKTHE TpaHcopManuje ma je 300r
TOra M caMa MHJIMPEKTHA ¥ UMa WHBapujaHTHY Tauky 0. Ha ocHOBY Teopeme 2.1.6 , Tama oBa
KOMIIO3HIIMja TIPEACTaB/ba HEKy OCHY peduiekcujy S; 4Hja oca d cajpKu Ty WHBApUjaHTHY
tauky 0. Jlakne, S.°S,°S, =S, u de .
Axo je & mpamen napanenux npasux (Cnuka 2.6) M Heka je mpaBa p npasa paBHU E2
HOpMajHa Ha mpase a,b,c. V3 uumenune na p L a,b,c ciemu na cBaka OJ OCHHX
pebnekcuja S, S, , S, TPEBOIM MPaABY P Y Ty UCTY NPABY U MEHa BEHY OPHjCHTAIH]Y Jep CY
Se, Sy , S, maaMpexTHe. 3aTo Kommo3unuja S.° Sy ° S, Takohe mpeBoau mpaBy p y TY HUCTY
IIPaBYy U MEa BHEHY OpHjeHTalujy. 300T Tora cieiy Ja Ha [paBoj p MOCTOJU UHBapUjaHTHA
tauka D. [lakne, kommo3unmja S.° S, °S, je MHIUpPEKTHa HM30MEpHjcKa TpaHchopmaluja
paBuu E? u uma umHBapujanTHy Tauky D € p, ma npema teopemu 2.1.6 oBa KoMmo3unuja
MpeJicTaB/ba HEKY OCHY pediekcujy peduekcujy S; yuuja oca d caapXu Ty WHBApPHjaHTHY
Tauky D.
Ded ndlpmnaomatmeud€ X usS.°S,°S, =S,
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2.4  llenTpaina poTamuja paBHu EZ

Beh je peueHo 1a ce ClOkKeHMje BPCTE M30METPHJCKUX TpaHc(opmainuja pasHu E2 mory
M3y4aBaTH MPEKO HHXOBUX MUHUMAJIHHX CHMETPUJCKUX perlpe3eHTanuja. JeaHa o1 TakBHX

U30METPUjCKUX TpaHcopmanuja pasHu E? je 1eHTpaaHa poTaluja.

Jedunnnunja 2.4.1: Heka cy S,u S, nBe ocue peduekcuje paun E? guje ce oce p U q CeKy
y Hekoj Tauku O M w yrao jeJJHaK BOCTPYKOM OpHjeHTHCaHoM yriy p0q, 1) w = 2¥p0q.
Kommnosunuja S, ° S, ce HasuBa cpeduuirbe obpmaree WK yenmpania pomayuja paBuu E Zy
osHauu Ry, . Tauka O ce Ha3uBa yewmap, a w y2ao yewmpaiHe pomayuje .
Haxne, nzomerpujcka Tpancpopmanuja Ry, je oapehena pemanmjom

Row =5¢°S, (O=pngq, w=24p0q).

C o03upoM Ja je IEHTpaJIHA pOTalHja KOMIIO3HWIMja JIBE€ OCHE pediekcuje, makie
KOMITO3UIMja JIB€ HMHIMPEKTHE H30METpHje, OHa IMpeJcTaBa’ba JAUPEKTHY H30METPHUJCKY
tpanchopmanujy paau E2. Kako ce oce p M g ceKy y Hekoj Tadku O, Ha OCHOBY TeOopeme
2.1.7, To 3Ha4n Ja je Tauka O jeIMHA WHBAPUjaHTHA TauyKa KOMHO3uuuje S, °Sp,, a caMuM
TMM U portaunuje Ry, . Jakie, nmeHarap poranuje je jeIMHa MHBAapHjaHTHA Tayka IICHTPAIHE
poTaruje.

Haname, Teopeme Hehe 6utn nokasuBane, Beh uynranamn moxke mponahu oarosapajyhe mokase
y [3] u [8] (mornematu nmurtepatypy). 3a oapeheHe Teopeme MoKasu he OWTH HU3BEIACHU Y
rnaBu 4 rae he Ta TBphema OMTH J0Ka3aHa 3a MPOCTOPE MPOU3BOJHPHUX TUMEH3HM]Ja KOpucTehn
MPUCTYI TPEKO aQUHUX SYKITHIICKUX IIPOCTOPA.

2.4.1 Teopema: [lpe uenrpanne porauuje Rp, u Rg, o ucTe paBuu E? cy jemnaxe
mehycobHo ako u camo ako je 0 =0'u w = w'.

O
2.4.2 Teopema: Axo IUpeKTHa H30MeTpujcKka TpaHchopmanuja J pasaum E? wuma
JeIMHCTBEHY MHBApHUjaHTHY Tauky O, oHja je J LeHTpaliHa poTaluja.

O
2.4.3 Teopema: Potaimja R, ,, je jenHoHauHO oxapeheHa cBojum neHTpoM O M YIIIOM W U
MOJKE C€ TPEACTAaBUTH K0 KOMIIO3HIIM]ja IPOU3BOJBHUX OCHUX pediieKCHja p U q 4Hje ce 0ce
ceky y Tauku O u ojnpel)yjy OpHjeHTHCAHH Yrao jeJHaK Yriy “)/2.

O
2.4.4 Teopema: Heka je J usomerpuja u R ., poraumja papuu E%. Ako je 0' = J(0), tana
je
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2.4.5 Teopema: J[ge uentpanne porauuje Ry, u Rpp pasuu E 2 ¢y KOMyTaTUBHE aKO U
caMmo ako ce cpeauiuta A U B TuX poTtainyja mokianajy, Tj. BaXu
Rpp°Raa = Ran “Rpp <& A=B.
O
2.4.6 Teopema: Heka cy Ry, u Rp g IBE LEHTpATHE poTaluje paBHu £ 2 rtakse 1a je a +
B #0°ua+p +360°. Tana komnosuunja Rg g ° Ry, MpeacTaBba poTanmjy 3a yrao « +

p ca nentpom y tauku C, rae je KCAB = % u IABC = g

2.5 llenTpamna peduexcuja paBau EZ

Kao mocebna BpcTa M30MeTpHje ce mocMmaTpa IEHTpaJHa poTalja ca yrioM poTaluje O]
180°.

HNepunuunja 2.5.1: Llenrpanna poraunja Ry, pasun E? 3a yrao w = 180° ce HasuBa
yeumpanua pegaexcuja ca yenmpom O y o3Hanm S,. [akie, nentpanHa peduekcuja S, je
KOMIIO3ULIMja IB€ OCHE peduiekcuje S, U S, paBuu E 2 yuje ce oce p M q ceky y Tauku O T0J

[PaBUM yIJIOM, OJHOCHO
So=5,°5,=5,°8;, ((@nq={0}, plaq).

JlupektHo W3 neuHUIMjE ciienu na je HeHTpaiHa pediekcHja NUPEKTHA H30METPHjCKa
tpanchopmanuja papuu E? jep je koMmnosuiuja ase ocHe peduekcuje. Takohe, reHTpanHa
pedaekcrja uMa jeIMHCTBEHY MHBApHjaHTHY TauyKy, a TO j¢ HeH 1eHTap. CBaky Ipyry Tauky
X € E? nenrpanna pednekcuja Sy npeBoay y Tauky X' TakBy 1a je Tauka O CpeIMINTE JyKH
XX'. Jlakne, nenrpanna pediekcuja Sy je jennosnadno oxpehena tauxom 0.

S,(X) v

SgX¥)

25.1 Teopema: llenrpanna peduekcuja S, paBen E?  je  uHBOJyIMja.
O
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2.5.2 Teopema: Y uenrpannoj peduekcuju S, paBru E? mnpaBa p Koja Ipojasd Kpo3
uentap O ce ciMka y Ty HCTYy IpaBy. AKO IpaBa p He cajapku Tauky O, Taja ce Ta mpasa p
CIMKa y mpaBy p' Tako jga je p Np’' = Q.

O
2.5.3 Teopema: llenrpanna peduekcuja S, u ocHa pediekcuja S, pauu E? cy ise
KOMYTaTHBHE TpaHC(hopMaImje ako 1 caMo ako Tayka 0 mpurmaja npasoj p, Tj. Ouhe

$,°850=5°S, & 0€p

O
2.5.4 Teopema: Komnosuuuja Tpu nentpanne pediekcuje pasau E? je omer nesrpanHa
pedrnekcuja Te paBHU. Y ciydajy Ja Cy LEHTPU TUX HEHTPATHUX pediieKcrja HEKOJTHMHEapHE

Tauyke, IeHTap JoOHjeHe IeHTpaTHe pedIieKcHje je YETBPTO TeMe mapajenorpama.
di c

a b g

2.5.5 Teopema: Kowmmosuuuja HemapHor Opoja IeHTpanHuUX pediuekcuja paBHH E2
MpeAcTaBJba Takohe MeHTpaHy pedIeKCH]y T€ PaBHU.

O
2.5.6 Teopema: Ako cy S, u Sz JBe pasauuute LeHTpanHe pediuekcuje paBHu E? u Sy
ocHa peQJekcHja Te MCTE PaBHHM, TaJa KOMIO3uuMja Sg ° S, °S, NpencraBba HEKYy OCHY
pedaekcujy S; ako u camo ako je AB L p, oqHOCHO

Sp°S,°Sa=84 <& AB lp.

O
2.5.7 Teopema: Axo cy S, um S, mBe ocHe peduekcuje paBuu E? u S, ueHTpanHa
pediekcrja Te UCTe paBHH, Taja Kommosuiuja Sy °S¢ ©S, IpeacraBiba HEKY IEHTPATHY
peduekcujy Sp ako U camo ako cy mpaBe a U b mehycoOHo mapanense, Tj.

Sp°S5:°S, =S, <& allb.
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2.6 Tpancianuja pasun E>

IlenTpanHa pedrekcuja je KOMIO3WIHja ABE OCHE pediiekchje 4mje ce OCe CEeKy y jeaHOj
tauku. Cama he OuTH TpoydeH cirydaj KOMIIO3UIIMjE JIBE OCHE pediekcuje duje ce oce He
CEKY.

JMedununnja 2.6.1: Heka cy S, u S, nBe oche pednekcuje paBuu E?kojuma cy oce p U q
napanenne. Heka je mpaBa s takBamaje s Lp,q u snNp={P}, snqg={Q}.
Kommnosuumja S, ° S, ce HasuBa mpanciayuja paseu E 2 3a Bektop V = 2PQ. OBakBa
TpaHclayja ce o3HadaBa J— Tj. I 2TQ> . Haxue,
%

e j— o

Io= Sq°Sp.
N3 nedunuimje ce jacHO BUIM J1a je TpaHCIalMja JUPEKTHA U30METpUjcKa TpaHchopmalirja
Kao KOMIIO3MIIMja JB€ OCHE pediekcuje.
Kako ce oce oBe naBe ocHe pediiekchje HE CeKy, TO 3Hauu Ja TpaHClIaluja HeMa

WHBAapHjaHTHUX Tayaka. Mebhyrtum, TpaHcnanuja 1mocenyje  OECKOHAYHO — MHOTO
WHBApHjaHTHUX MPABUX U TO Cy CBE MpaBe napajenHe npasoj PQ.

2.6.1 Teopema: [IBe TpaHcianuje J 27(5 ng 2 cy Mel)ycoOHO jeTHaKe ako M CaMO aKo CY

nyxu PQ u RS mehycoOHO moaynapHe U HCTOCMEPHE.

O
2.6.2 Teopema: JlupekTHa M30MeTpHjcka TpaHchopmanuja paBHu E? koja HeMa HUjeIHY
WHBApHWjaHTHY TadKy j€ TpaHCIaIHja.

O

2.6.3 Teopema: Tpancnamuja J Es je jenHosHa4yHo oxpeheHa cBOjUM BEKTOPOM V M MOXKE

ce MPEJCTaBUTH Kao KOMIIO3WIIMja JBE MPOU3BOJbHE OCHE pediekcHje uuje cy oce IBe
napaeHe Ipase p U ¢, TakBe 1a 3a Heke aBe Tauke P € p,Q € q, PQ L p Baxu 2PQ = V.
O

2.6.4 Teopema: Usomerpujcka Tpancdopmanuja J paBau E? mpeacrapiba TpaHCIALK]Y aKO
U CaMO akKO C€ MOXKE MPEACTAaBUTH Ka0o KOMIIO3HUIIHja JBE PA3JIMYUTE IIEHTPaIHE peduieKkcuje

TE€ UCTE PaBHHU, OJHOCHO, aKko je vV = 2P(Q onua
5_>: SQ ° SP'
v
O
2.6.5 Teopema: Heka cy §— u 9— nse tpancnauuje pauu EZ 3a Bektope vV u U. Tana
4 u

BAXKHU
1° §lo= G- ;

v -V
2°9->°Fo>=3g- ,rne je @ =V +uU
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2.6.6 Teopema: Ako je §— Tpanciauuja pasuu E?, V = 2@ u J 6o Koja u3oMeTpujcKa
%
TpaHcdopmanmja Te paBuy, 3atum P’ = J(P), Q' = J(Q), Taga Baxu

Jeg- °gl=9-
v v/

rae je V= 2P'Q".

O
2.6.7 Teopema: Tpauncnauuja I =, ¥ = 2PQ u ocHa peduexcuja S, paBuu E? xoMyTHpajy
aKo W caMo ako je mpaBa PQ mapaiienHa ca npaBom p. Jlakie, ouhe

Sp°57=57°5p < PQ||p.

2.7 Kuauzajyha pedaexcuja papun EZ

Caza he OMTH peun M O W30METPHMjCKMM TpaHcopMmanujaMa paBHu E? uMja ce MUHMMAIHA
CUMETpPHjCKa peNpe3eHTaIfja CacToju O TpU OCHE peduiekcuje. AKO TpH OCEe TPHUNAAA]y
JeIHOM TIpaMeHy, OHJ/Ia KOMIIO3HIIHja TPU OCHE peduIeKCHje ca TUM ocaMa MPeACTaBba OMeT
ocHy pediekcrjy. A Kaja Te TpU OCe HE MPUIIAJAjy UCTOM TIpaMeHy, OHJa ce J00Hja HOBa
M30METpHUjCKa TpaHcopMalmja.

Hepunnnuja 2.7.1: Heka je §— Tpancnanuja 3a BEKTOp V = 2P—Q) u Spo OCHa pediiekcuja ca
4
ocoM PQ. Komnosuumnja I ° Spq ce nazusa knusajyha pegrexcuja paBuu E 2 1 o3HauaBa ce
v
ca Q—>. Jlakie
G Mae,
—=9- °Spp.
C}ZPQ v P
[IpaBa s oapehena Taukama P ¥ Q ce Ha3uBa oca peghrexcuje QZTQL

X X,

Cnuka 2.8
W3 nebununumje je jacHo na je kiamsajyha peduexcuja ojpeheHa CBOjOM OCOM M CBOJUM
BEKTOPOM.
Taxkolje, kako je oca ocHe peduieKkcuje Spy TapanenHa ca BeKTopoM v = 2PQ, To 3Haun na

TpaHcnanuja J— u ocHa peduiekcuja Spo KOMyTHpajy (caMka 2.B) npema Teopemu 2.6.7, Tj.
4

— =9 °Spy, = Spp ° I
gZPQ v PQ PQ v
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W3 yumennie Aa je TpaHclanuja J— JUPEKTHA H30METpHjcKa TpaHcdopMmalvja, a OCHa
%

pedrekcuja Spy MHAMPEKTHA, N0OMja ce na je kamsajyha peduexcuja ngQ) = J- °Spg
%
MHIMPEKTHA U30METpHjcKa TpanchopManuja pasan E2 kao KOMIO3UIUjA jeIHE TUPEKTHE M

jeIHe HHIMPEKTHE H30METPHjCKe TpaHChopMalluje.

2.7.1 Teopema: Kmmsajyha pedunekcuja QZT(; paBuu E? HeMa WHBAapWjaHTHHMX Tadaka.

[Tocenyje jenHy WHBapHjaHTHY TPaBy H TO je oca peduiekcuje PQ.

O
2.7.2 Teopema: AKO HUHIMpPEKTHA M30METpHjcka TpaHcopMmauuja paBHu E? Hema
WHBAapHjaHTHUX Tadaka, OHJA je To kiu3ajyhy pedrexcuja.

O
2.7.3 Teopema: Kommosunuja cactaBjbeHa oJ TpH OcHe penduekcuje paBHu E? umje oce
HE TpUNaaajy jeJHOM MpaMeHy MpencTaBiba kinu3ajyhy pednekcujy. Jlakmie, ako cy p,q,r
Tpu mnpaBe paBHH E? Kkoje He NIpHIIajajy MCTOM MpaMeHy, Tama je Sy °S, ° S, kimsajyha

pednekcuja Te paBHH.

2.8 Kuaacudpukanuja wuzoMeTpMjcKuX TpaHchopmanuja paBHU
EZ

VY nperxomHuUM pazmaTpamuMa je 00yxBaheHO BHIIIE BPCTE M30METPHUJCKUX TaHC(OopMaIuja
paBuu E?. Usomerpujcke TaHchopMaluje Cy MOJEJbEHE Ha JUPEKTHE M WMHIWPEKTHE, a
Ttakohe cy m kimacudukoBane mpema Opojy CBOjUX MHBApHjaHTHUX Tadaka. Jla nm cy oBuUM
oOyxBaheHe cBe M30METpHjcKe TaHCopmaruje?

2.8.1 Teopema: Cpaka [uMpeKTHa u30MeTpujcka Tpancdopmanuja J paBHu E?
MpeCTaBIba KOMHIIUCHIIN]Y, TPAHCIIAIN]Y WU IICHTPAITHY POTALIH]y.

Hokaz: C o03upoM na je J nupekTHa H30METpHjcKa TpaHcdopmallija, OHa ce MOXKe
IIPEJCTaBUTH KAa0 KOMIIO3UIMja 1Be OcHe penekcuje. Heka je
j— o
IJ=5,°8,.
VY 3aBucHocTH oA MelycoOGHOr mojioxkaja oca p U q, pasiukyjy ce cieaehe moryhHocTH:
1° Ako cy oce p ¥ q UCTOBETHE, Tj. p = q , Taja je J KOMHUUAEHIMja jep
— o — o —
IJ=5,°8,=8,°S,=¢
300r MHBOJYTMBHOCTH OCHE pedieKcHje.
2° AKo cy oce puq IBE pasIMYUTE M MapaielHe IpaBe, Taaa KOMIO3uuuja S, °S,

IpeJIcTaBiba HeKy TpaHcnanujy J— pasau E2, rneje PE€p, Q €q, Vv = ZW uPQ Lp,q.
v

Haxe, nobuja ce

J==S

POS

= 9.
q v
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3° AKo ce oce p M q ceKy y HeKoj Tauku O, Taja KOMIIO3MIMja OCHHX peduiekcuja Sy ° S,
IIpe/ICTaBIba LEHTPAIHY HeKy potaunjy Ry, paBHu EZ, rie je w ABOCTPYKH OpUjEHTHCAHH
yrao mmely mpaBux p u q. Hobuja ce
IJ=5,°5;=Ro-
O
2.8.2 Teopema: CBaka HHIMPEKTHAa H30METpUjcka TpaHcpopmanuja J paBun E?
MpeJICTaBJba OCHY WK Kiu3ajyhy pediekcujy.

Jokaz: Y 3aBUCHOCTM O] TOra Jia M HM30METpHjcka TpaHchopmanmja J WMa WM HeMma
WHBapHUjaHTHUX Tadaka, pas3liMKyjy ce ciaaehu ciydajeBu:

1° Axko wuHAupekTHa u3oMeTpujcka Tpancdopmanuja J pasau E? mnocemyje 6ap Heky
WHBAapHjaHTHY TauyKy, npemMa TeopeMu 2.1.6 oHa mpeacTaBiba HEKY OCHY pediekcujy paBHU
E?.

2° AKO MHIMpEKTHa u3oMeTpHjcka Tpancdopmanmja J paBau E? Hema HWHBapHjaHTHHX
Tayaka, mpeMa Teopemu 2.7.2 oHa MpeacTaBiba Kin3ajyhy pediaekcujy Te paBHH.

OBne Tpeba HAmOMEHYTH Ja Ce€ IEeHTpaidHa pediekcHja HEe TMOMHUIbE EKCIUTMIUTHO Kao
noceOHa n3omeTpujcka Tpanchopmanuja. CBaky HeHTpanHy pedriekcujy Tpeda nmocmaTpaTu
Kao crenyjaiad oONHK IEHTpaHE POTAIHje 3a ONPYXKEH yrao.

Jlakne, mpeMa TpeTXOAHE IBE Teopeme, KiIacu(puKaiuja W30METPUJCKHX TpaHCchopMariuja
paBuu E? ce Moxe NpenCcTaBUTH U TabIMYHO.

W3omerpujcke Tpancdopmanuje pasau E?
JupexTHe n3oMeTpujcke TpaHchopMalmje WnaupexTHe W30MeETpHjCcKe
TpaHcopmanuje
Bpoj bap nBe Tauno jenna | Hujemna bap jenna Hujenna
WHBapHjaHTHUX
Tayaka
Bpcra Kounnuunennuja | Llentpanna | Tpancnamuja | OcHa Knuzajyha
H30METpHje € poranuja J- pedaekcuja | peduiekcuja
Ro,w v Sp c—
(Crer. 2PQ
CITy4a]
IIEHTpaHa
peduexcuja
Ro)
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Pa3uu 3amanm v paBHM E?

3aparak 1: [lara je mpaBa p u Tauke A U B koje He nmpumnaaajy npasoj p. OapenuTu mnpase
aub Tako na A € a,B € by na npaBa p MOJNOBU yrao Koju o0pasyjy mpaBe a u b.
Pememe:

Hexa je S,(B) = B;. Axo mpaBa p Tpeba Ja m0JI0BH yrao u3meljy npaBux a ¥ b To 3Hauu 1a
je ona cumertpana yria usmehy mux. Tana je S,(b) = a, a camum Tum u B; € a jep B € b.
Axo je B; # A ,3a mpaBy a ce y3me npaBa a = p(4, B;).

Axo TIpaBa a cede mpaBy p Hekoj Tauku C, OHJA je TO TpaKeHa IpaBa a, a IpaBa b je mpasa
b =p(B,C).

Ako je al|lp onma Hema pemieme.

Axo je 6am S,(B) = A, Taza ce 3a Tauky C MOXe y3eTn OUJIO KOja Tauka ca IpaBe p, NpaBa
a he outu npaBa a = p(4,C), a npasa b je npasa b = p(B, ().
(]

3anparak 2: Jlar je omrap yrao pOq u 'y memy tauka A. Oapenutu tauke Pep u Qeq Tako na
obum Tpoyria APQ Oyne MUHUMAJaH.
Pememe:

i

y

IIpBo ce koHCTpyHIy Tauke A1 U Az Tako Ja Oyay OCHOCUMETpUYHE Taukh A y OJHOCY Ha

kpake Op u 0q. 3aTuM ce KOHCTpYHILE MpaBa Koja caapku Tauke A1 v Az. Y mpeceky Te
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mpaBe ca kpakom Op ce moOuja Ttauka P, a y mpeceky ca kpakom Oq ce nobuja tauka Q.
Tpoyrao APQ je TpaXxeHH TPOYTrao ca MUHUMAIHUM OOMMOM.

3amro Gam Taj TpOyrao mMMa MUHHUMaJIaH oOumM?

N ‘i N
O6um Tpoyraa APQ je O = AP + PQ + QA, axako je AP = A;P u QA = QA, oHza je obum
0 = AP + PQ + QA,, a To je ynpaBo ayxuHa qyxu AA,.
Axko Ou ymecto Tadaka P u Q y3enu Omio koje npyre aBe tauke P;u ; oHma 6u oOum TOT
tpoyria AP;Q; 6uo O, = AP; + P;Q; + Q1A, axako je AP, = A;P; u Q14 = Q,A, tana 6u
obum tpoyria AP;Q, 6uo O, = A;P; + P,Q; + Q,4,, a Ta u3nomMsbeHa JIMHHU]A j€ 3aCUTYPHO
ayxa on nyxu AA,.

O

3aparak 3 : Jlate cy Tauke A u B yHyrap omrtpor yria <mOn. Ha kpanuma paror yria
oapenut Tauke M u N TakBe na usnomibeHa JuHUja AMNB Oyne Hajkpaha moryha.
Pememe:
Heka je A" =S,,(A)uB =S, (B) .
Heka je {M}=p(A,B)nm u{N}=p(4,B)Nnn.
Tana je ounrinenno AM = A'M u NB = NB'.
HyxuHa uziaomibene aunuje AMNB je:
| AMNB |= |AM| + |[MN| + |NB|

= |A'M|+ |[MN| + |[NB’|

= |A'B’|
JlobujeHo je nma je myxuHa msnomibeHe juauje AMNB ynpaBo jeqHaka ay:xuHu nyxu A'B’.
3amito je oBo Hajkpaha moryha nyxuna?
Axo ce Ha KpauuMa mun y3Mmy Owio koje npyre asBe Tauke M;u N; , Tama je:
AM; = A'M; n N\B=N,B’".
Onpa he gyxuHa Te uznomibene nunuje AM;N,B Outu:
|AM{N.B |= |AM;| + [M;N;| + |N;B|

= |A'My| + |[M;N;| + |N;B’| > |A'B’| = AMNB

jep ayxu A'M;, M{N,u N.B" ca nyxu A’B’ rpane ueTBOpoyrao, ma je 30Mp AyKHHa TpH
CTpaHMIIe YeTBOpYTJa yBeK Behu oJ] Ay>KWHE YETBPTE CPaHHIIE.

22



-
>

Baxu u kama cy tauke M; u N; ca pasuumx crpana mnpase p(A’,B’). Tama je nyxuna
n3nomsbeHe swmHHje AM;N;B jenHaka nyXuHU u3nomsbeHe smHHje A M;N;B’ mTo je
ounrnenno ayxe ox |AMNB| = |A'B’
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3anarak 4: Jlokazaru ga mely cBum tpoyriioBuma AABC ca uctom ocHOBUIIOM AB u patom
JY’)KUHOM BUCHHE h, jeTHAKOKpaKH MMa HajMambH OOWM.

Pememe:

Heka je AABC jemnakokpak u Heka je AABC; Tpoyrao ca MCTOM OCHOBHIIOM AB W WCTOM
JTY)KUHOM BHUCHHE h.

Cy c

Heka je mpaBa p TaxBa na je p||[ABuC,C; € p. Heka je S,(B) = B;. Tana cy rauke

A, C v By KoJIMHEapHe.
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ABB;C je jemnakokpaku (BC = B;C) ma je o6um Ttpoyrina AABC jenHax:
Opppc = AB+ CA+ BC = AB+ CA+ B,C = AB + AB,.(%)
ABB; C; je Takohe jennakokpaku (BC; = B;C; ) na je ooum tpoyria AABC, jenHax:
Opapc, =AB+ C; A+ BC, =AB + (C; A+ B.Cy).(*)
Kana ce mocmarpa AAB,C; Bumu ce na je C; A + B;C; > AB;.(***)

Cama, kaga ce MCTOBPEMEHO mocmarpajy jeanakoctu (¥) ,(**) u (***) mobuja ce:
OAABC1 = AB + (ClA + Blcl) > AB + ABl = OAABC
(]

3anparak 5 (O aBa 6poaa): /Ipa 6pona (6poxn A u 6poxa B) ce Hamaze ycuapenu Ha mopy. Ca
Opona A damiiem Tpeba a ce mpeBe3y MyTHHIM 10 00ajie, MyTamoM Koja je TPaBOJTMHH]CKOT
o0nuka W na moroM 4damar nohe mo 6poma B. Oapenutu myrtamy Hajkpahe myXuHE KOjOM
yamarl Tpeda na ce kpehe.

Pememe:

Jlakne, 0e3 ymamema OIIITOCTH, CUTYallljy MOXEMO MPEACTaBUTH Kao Ha ciuuu. Tpeba
npBo Hahm Tauky A’ Koja je oCHOCHMMeTpHuyHa Tayku A y omHocy Ha obamy. Tama ce y
npeceky mnpaBe A'B u oGane nobuje Tauka C. Ilyrama Hajkpahe nyXuHE je IMyTama
cactaBjbeHa o yxu AC u CB.
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3amro je Gam 0BO myTama Hajkpahe myxune?
Kako je tpoyrao AACA” jennakokpaku u AC = A’C noOwuja ce aa je qy’KuHa MyTame jeHaKa:
AC+CB=AC+(CB=AB.

Ako ce Ha o0au y3Me Omio koja Tauka D pasnuuuta oj tTauke C (AADA’ je jemHaKOKpaku u
AD = A’D), Tana Ou yKynHa AyXKuHa Te HOBe mytame Owna: AD + DB = A'D + DB > A'C
jep je 30up ayxuHa OWJIO KOje JABE CTpaHWIE Tpoyria Behm on mayxuHe Tpehe cTpanwmie.
Hcro oBo Baku u kaja je Tauka D ca apyre crtpaHe Tadke C.

O

3anarak 6 (buaujapckm cro ca aBa oadHjama 01 CyceqHUX cTpaHuna): OnpeauTtu
nmyTamy KojoMm Tpeba ma ce kpehe mara Omnmjapcka jontuma A, na 6w, MOMITO yaapu O JBe
CycelHe UBHIIE MPaBOYTaoHOT OMJIMJapCKOT CTOJA, yAapuiia y jJontuuy B.

Pemense:

Heka je KLMN npaBoyriu Ounmjapcku cto v Heka je Sg (A) = A" u S;,(B) = B’. Heka
npaBa A'B” cede uBune KL u LM y taukama P u Q.

N M
B B'
® — .
190;
?a
A
°
907 TP
” (o0 i
A ®

VY taukama P u Q he nontuna A yqapuTy UBHUIE CTOJA MIPe HErO IITO yJapu y JONTUily B.
Joxka3z:
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Tpoyrao AAA'P je jennakokpaku (AP = A'P) na je neo nyxu KL Kxoju ce Hajla3u yHyTap
AAA’P BucuHa Koja oAroBapa OCHOBHIM AA’, a caMMM THUM TIpUIIaJia CHUMETpPAH yria
2APA’ (¢APK = £A'PK). £A'PK = £LPQ jep cy yHaKkpcHH, Ia ce J00Hja J1a je

LAPK = £LPQ.
AHaJOTHO pa3Marpame Baxku W 3a Tpoyrao ABQB’, ma ce mo6uje na je £LQP = £BQM.
CnuyHo pa3marpame Om Omino kama Ou ce jomTuma A oxbujama o cycemane uBuie KN
u MN.

O

3anarak 7 (buwianjapcku €TO ca aABa 0a0Mjama 0] HACHPaAMHHUX cTpaHuua): Onpeautu
nmyTamy KojoMm Tpeba nma ce kpehe mara Omimjapcka jontuna A, na 6w, MOMITO yaapu O JBe
HacIpaMHE MBHIE IIPABOYraoHOT OHIIMJApCKOr CTOJIa, yaapuia y jontuny B.

Pemense:

Heka je KLMN npasoyriu ounujapcku cto u Heka je Sgy(A) = A" u S, (B) = B'. Heka
npaBa A'B’ ceue uBune KN u LM y taukama P u Q.

“loop

VY taukama P u Q he nontuna A ygapuTH MBHILE CTOJIA IIPEe HETO IITO YAApH y JonTtuiy B.
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Jokas:

Tpoyrao AAA’P je jennakokpaku (AP = A'P) ma je neo nyxu KN koju ce Hama3u yHyTap
AAA’P BucHHa K0ja oiroBapa oCHOBUIM AA’, a caMUM THM TpUTIaia CUMeTpanu yria ZAPA’
(¢APK = £A’PK). £A’PK = £NPQ jep cy yHakpcHH, na ce nobuja ma je LZAPK = £NPQ.
AHaJIOTHO pa3MaTpame BaXW W 3a Tpoyrao ABQB’, ma ce nobuje na je £LQP = £BQM.
CnuyHo pa3matpame Om Oumno kaga Ou ce jmontuma A oxbujana ox Hacpamue usuie KL u
MN.

O
3anarak 8 (buwiaujapckum cTo ca oadujakeM O] CBe 4YeTHPH CTPAHMLE CTOJIa):
Onpenuty myramy KojoM Tpeba nma ce kpehe mata Ownmjapcka jonTuiia A, pa Ou, TOMITO
ylapu O CBE YETHPH HBHIIC TPAaBOYTaOHOT OWJIMjapCKOT CTOJA, yaapwia y Jontuny B.
Pemense:
Heka je KLMN npasoyriu ouinujapcku 1o U Heka je Sgy(A) = A" u Sk (A7) = A". Jlawe,
neka je Syy(B) = B u S;),(B") = B". Heka npaBa A"B" ceue uBuue KL u LM y taukama Y
u Z. Heka nyxx KN ceue A’Y y Tauku X, a ny»)x MN ceue B'Z y Tauku T.

Jlontuiy A Tpeba yaapuTu Tako Jia MpBO yAapH Tauky X, ra he oHaa oHa yaapuTH y Tauky Y,
na y Tauky Z, na 'y tauky T u Ha Kpajy y jontuiy B.
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Jokas:

Kao y mponutom 3amatky AA’AX, je jennakokpaku (AX = A'X) nma je u £AXN = 2£A’XN.
VYrnoBu £A'XN u £YXK cy yHakpcHu na je ZA'XN = £YXK.
Ananorno, AA’A"Y jennakokpaku (A"X = A’X) ma ce mobuja na je

¢XYK = £A'YK = £A"YK
a yroBu £A"YK n £LYZ cy ynakpcHu mna je ZXYK = £LYZ.
Hcto pa3maTpame Baxku U 3a Tpoyrao AB'ZB" na je £LZY = £MZT.
CnuaHo ce nobuja u 3a Tpoyrao ABTB” na je £MTZ = «NTB.

O

3aparak 9: JlokasaTtu ga Cy Tadke, Koje Cy CHMETpUYHE OPTOLECHTPY H mMpom3BOJHHOT
tpoyrna AABC y oaHOCYy Ha CTpaHHUIE TOT TpOYIJa, MpPUIAAajy OMHCAHOM KpYyry TOT
Tpoyra.
Pemene:
Hexka je Sgc(H) = Hy, Syp(H) = H,, Syc(H) = H; v Heka cy Ay, B; ¥ C; OIHOXK]ja BUCUHA
n3 temena A,BucC.
Ha npumep, 3a moyerak, nocmarpaTtu Tauky Hz. Ako ce mokaxe na je yetBopoyrao ABCH;
TETUBaH TO 3HAYM J1a Tauka H; JIeKu Ha Kpyry Koju je onucad oko Tpoyria AABC. JIoBOJbHO
je nokasatu aa je

£CH3;A = £180° — 2CBA.
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Tpoyrao AHCHj; je jennaxoxpaku u HC = H3C. Tporao AHAH; je jeqHaKOKpaku u
HA = H;A.
W3 oBux pasmora je yerBopoyrao HAH;C nenroun ma je £CH3;A = £CHA (%).
Hame, 2CHA = £AHC; (jep cy yHakpcuu) (**).
Kana ce mocmarpa yetBopoyrao A; HC;B no6uja ce na je
4B =360°— (£Cy + £H + £A;) = 360° — (90° + £H + 90°) = 180° — £H,
Tj. £A,BC; = 180° — £LA;HC,. OpnocHo £A;HC; = 180° — 2A,BC; (***).
Cana, kana ce croje jenankoctu (*),(**) u (***) modbuje ce:
2CH3;A = £CHA = £A{HC, = 180° — £A;BC; = 180° — £ABC
mTo je U Tpebajao IoKa3aTH.

Cnnuan noka3 Baxu M 3a Tauke H, n Hima ce nobuja 1a U OHe MpHMnajajy Kpyry onucaHoM
oko Tpoyrna AABC.
O

30



3aparak 10: [Ipoxyxenu kpakoBa AD u BC jennakoxpakor tpane3a ABCD ce cexy y Tauku
S. Jloka3atu na ce Kpyrosu onucaHu oko tpoyrioBa AACS n ABDS ceky y ueHTpy Kpyra
ONMCAHOI OKO JaTor Tparesa.

Pememe:

Hexka je Tauka O meHTap ommcaHe KpYKHHIIE OKO nmaTor Tpames3a. [IpaBa OS je cumerpaia
ocHoBunila AB u CD. 300r cHMETPHYHOCTH Tpare3a y ogHocy Ha mpaBy OS TOBOJBHO je
JoKa3aTu 1a je yetBopoyrao AOCS TeTuBaH.

.

" (e S p———

Kaxo je AO = BO = CO = DO nobwuja ce na cy tpoyrioBu AAOD u ABOC jenHakokpakw, a
300r cumerpuje u noxynapHu. M3 tora ce moxe 3akbyunutu na je L0AD = £0CB ma 360r
£285C0 + £0CB = 180° nobuja ce ma je £SCO + £0AD = 180° ma je 3akjbydak na je
gyerBopoyrao AOCS tetuBaH (jep cy yrimoBu £SCO u £0OAD yrinoBu Hag uctoMm TeTHBOM SO).

i
i
i
D
I
i
i
i
i
i
i
i
i
I
I

AmnanorsHo ce no6uja u jaa je yersopoyrao OBSD TtetuBaH.

Kako je nyx SO 3ajeaHuYKa TETHBA 3a KPYroBE OMMCAHE OKO OBUX YETBOPOYIJIOBA, TO 3HAUU
u 5a je SO 3ajelHUYKa TETHBA KPY)KHHUIA omHcaHuUX oko TpoyrioBa AACS u ABDS, a 1o
3HaYM Ja 00e KpyXHHIE Mposa3e Kpo3 Tauky O.
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3aparak 11: Heka cy M u N tauke cumerpuuHe temeHy C tpoyrina AABC y ogHocy Ha
cuMmeTpasie yrioBa a U . Jlokazatu 1a je Tauka S y K0joj yIHCaHU KPYTr TPOyria J0Iupyje
ctpanuny AB, cpenuire ayxxku MN.

Pemense:

Hexa je s,cumerpana yria a , Sp cumerpana yrna 8 u s, N sp = {0}. OBo 3Haun 1a je Tauka
O vuBapujaHTHa U 3a peduiekcujy Sg, U 3a peduekcujy Sg 5

Kako je M = Ssa(C), To 3HauM Ja je OC = OM. Tauka C neXHU Ha JeAHOM O] KpaKoBa yria
a, a KaKo je S, CUMETpaja Tor yria To 3Hauu jga Sg_(C) nexu Ha Ipyrom Kpaxy MCTOT yria.
3aro Tauka M nexu Ha crpaHuuu AB.

Kako je N = SSB (C), o 3Haum na je OC = ON. U3 uctux pasiora Kao 3a Tauky M, U Tauka

N nexwu Ha cTtpanuuu AB.

OC =0M u OC = ON , nakie, ON = OM.

W3 mperxomHuX jeAHAKOCTH ce€ 3akibydyje na je Tpoyrao AONM jenmHakoKpak.
VYnucanu kpyr noaupyje tpoyrao AABC y tauku S, a To 3Hauu Aa je 1y)X AB TaHreHTHa ayx
na ca mnoJiynpedHukoMm OS rpaau InpaB Yrao.

Kako tauka S yjenHo npunazaa u nyxxu NM , Tj. cTpaHunM jeqHakokpakor Tpoyrina AONM u
Ty ce ¢opMHpa MpaB yrao, To 3Hauu Ja je Ayx OS BucuHA jenHaKoKpakor tpoyrina AONM
Koja oarosapa ocHoBui NM, ma je MOAHOXKje T€ BUCHMHE YBEK Ha CPEIUILUTY OCHOBHIIE, Tj.
Tauka S je cpenuiure xyxu NM.
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3anarak 12: V paBHU Ccy nare mpaBe m U n, Koje ce cexky u tauka O BaH wux. Oapenutu
Tpoyrao AABC xome BucuHe u3 TeMeHa B v C npunanajy peoM mpaBuM m U n, a Tauka O je
LIEHTap OIHKCAHOT Kpyra.

Pememe:

Heka je AABC tpaxkeHu Tpoyrao U HeKa cy m ;4 n; cumerpaie nyxu CA u AB.

Tama 0 € my,n; , my|lm, nyl||n. Hame je S, °S,,,(C) =B, nma xako C€n u

B €m, nobuja ce ma je mnNS, °S, (n)={B}.
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IIpBo ce KOHCTpyHIine mpasa S, °Sp, (1) =m’ u ca B 03Ha4uMO TauykKy Npeceka MpaBHX
mum’. O”e ce ceky, ceM y caydajy 2(m,n) = 120° Ako je £(m,n) = 120°, rana je u
£(my,ny) = 120° na je xomnosummja S, °S, YycTBapu poramuja 3a yrao 240°. Tana je
2(m/;m) = £(m',n) = £(m,n) + 22(my,n,) = 120° + 240° = 360° u onxa je m||m’  u
3aJaTak UMa penieme (M To OeCKOHaYHO MHOrO) camo ako je m = m’. OBaj crneuujairHu
Clydaj HacTaje caMo Kaja tauka O MpUIajga CHMETPAJIH OITPOT yriia u3Mel)y mpaBux m u n,
1 10 y3 ycnoB £(m,n) = 120°. Hakon tora ce koHctpyunry tauke A v C Ha cienehu HaynH:

A=S, (B)u C=S, (4.
[To xoHCTpyKIMjH Ccy mpaBe Ny U mycuMmerpane nyxxu AB u CA u O je ueHtap ommcaHorT
kpyra. 30or B € mum||m; , mje npaBa Koja caipXu BUCHHY W3 TeMeHa B. 30or n,||n
Tpeba jom nokazarn na C € n. To creqm U3 4MmbeHMIE 1a je Sy, °S, (m) =n,B € m’,na
n3S,,°S,, (B)=C.

3agarak 13: Jlate cy nBe mpaBe b u ¢ koje ce ceky u Tauka A BaH muX. OIpeauTn Tpoyrao
AABC xome cy mipaBe b u ¢ cuMeTpaie yHyTpammux yriaosa XABC u XACB.
Pememe:

Axo mpaBa b Tpeba ma Oyne cumerpana yria XABC, a Tauka A ce Hana3u Ha JEAHOM O]
KpakoBa TOT yIJia, TO 3Ha4M Jia Ha IpyroM kpaky BC mocroju Ttauka A; Koja ce no0uje o1
Tauke A OCHOM pediekcujom y OAHOCY Ha mIpaBy b.

W3 ucror pasnora, Ha Kpaky BC nocrtoju u Tauka A, koja je o]l Tauke A y 0IHOCY Ha IpaBy C
no01je 0OCHOM pe(IIeKCHjOM.

IIpaBa Ha ko0joj ce Hamaze TeMeHa B u C je onpehena npaBom A4, u temeHa Bu C ce
N00Hjy y IpeceKy OBe MpaBe ca IpaBama b u ¢ peoMm.

Kouctpyuiiy ce npBo tauke A 4 A, takse na je A; = S,(A) , A, = S.(A). Temena B u C ce
nobujy Ha cnenehun mHaumn: p(Aq,A,) Nb ={B}, p(41,4,) nc={C}.
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3aparak 14: Jlat je xpyr k u mpaBe a,b,c Koje mpoiase Kpo3 IIEHTap JaTor Kpyra.
Onpenutu Tpoyrao AABC ommcan oko kpyra k, Tako Jga My TeMeHa TpHUNAAajy PeaoM
nmpaBama a, b, c.

Pemense:

[IpernocraBumo na je Tpoyrao AABC xoHcTpyucaH u Heka je O meHtap kpyra. Heka cy
M,N,P nonupHe Tauke cCTpaHuIla Tpoyria ca gatuM kpyroM. Heka cy C; u C, Tauke
cumerpuune ca C y ognocy Ha npase a U b. Tana je S;(CP) = C;M u S,(CN) = C,M. 3ato
je CtM = C,M, na je tpoyrao C,C;0 jenHakokpak, a IOJYNPEYHUK Kpyra k mpwurmana
cumerpanu yrina XC,0C;.

Jo6wujeno je ma je p(0C;) = S,(c), p(0C,) = S,(c). Kana ce koHCTpyHIly OBe JBE IpaBe
p(0C;) v p(0C,), KOHCTpyHILIE Ce CUMETpaa yrila KOju Te JBE MpaBe Tpaje, Tj. CUMeTpaa
yrnma <XC,0C; w Yy Tpeceky Te cuMmerpaie ca Kpyrom k ce pgoOuja Tauka M.
Kako je tauka M ponupHa Tadyka TPOYIJla M HETOBOT YHUCAHOT Kpyra, TO 3Ha4M Ja je
CTpaHUIla TPOYIJia TAHT'€HTA Ha IaTH KPYT U Ja ca noiaynpeunukoM OM dopmupa mpas yrao.
Cana ce koHCTpyHIlle HOpMana Ha ripaBy OM y Tauku M u y mpeceky Te HopMaJje U Tpase b
ce nobuje Teme B. Y mpeceky Te HopMmaie U IpaBe a ce n1oduje teme A.

Teme C ce nobuje Tako mro ce u3 Tauke A (M B, cBejeIHO) KOHCTPYHILIE TAHT€HTa Ha JaTH
KpYyr U y IpeceKky Te TaHT'eHTe U mpaBe ¢ ce noduja teme C.
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3aparak 15: [lat je tpoyrao AABC. KoHctpyucatu ocy knusajyhe cumerpuje, Koja je
KOMIIO3HIMja OCHUX peduiekcuja y ogaHocy Ha mpaBe BC, CA, AB.
Pememe:
Jlakne, Tpeba Hahu ocy kimu3He pediekcuje Koja mpencTaBba KOMIO3UIHU]Y Spe® Sca°Sap-
IIpaBe onpehene nyxxuma BC,CA,AB He mpumanajy UCTOM IpaMeHy IMpaBHX.
Heka je mpaBa p TakBa 5a je C € p u p je HOpMaJIHa Ha MpaBy ojpeheny ca Taukama A U B.
Tanma mpaBa p mnpumajga KUCTOM IMpaMeHy Kao M mpaBe oapeheHe ca mapoBUMa Tadaka
BucCrTji.CwuA.
Kako xommosumnuja Tpu ocHe pediekcuje oca Koje MpHIaaajy UCTOM MpaMeHy MpeacTaBiba
OMeT jeAHY OCHY peduiekcHjy, TO 3Haud Ja IOCTOjU MpaBa t Koja MpUMaZa HUCTOM TOM
npamMeHy MIpaBMX TakBa Jda je Spc° Sca®Sp, =S¢ .
Heka je p np(A,B) = {F}.
Tana je Spc®Sca®Sp(F) = Spc® Sca(F) = Spc(F) = F”.
Takobe, mopa 6utu S;(F) = F”', na je npasa t cumerpana nyxu FF”.
Haxie, nobuja ce: Spc® Sca®Sp = St Tj. Spc°® Sca = S:°Sp 1 mame je
Spc® Sca’Sap = StOSpOSAB = 5:°Sk.

Heka je Tauka D momHOXje HOpMaie u3 Tauke F Ha mpaBy t (D # F jep Ou ce y CynmpoTHOM
npase p Y t MOKIJIONHJIE ), M HEKa je npaBa b HopmanHa Ha nipaBy DF y tauku F. Tana je:

Spc® Sca®Sap = St°Sr = S¢°Sp°Skp :55; °Srp :C}E
na je oca kiuuzajyhe pecdnexcuje mpaBa DF.
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3anarak 16: Heka je k xpyr u a, b, ¢ nmpaBe Heke paBau. Onpeautn Tpoyrao AABC ynucaH y
Taj Kpyr wumje cy wuBune BC,AC,AB napamense mnpaBama a,b,c peaom.
Pemense:

AKO Ccy HEeke JIBe o] IpaBux a, b, c mel)ycoOHO mapasiesHe, OH/Ia OBaj 3a/1aTak HeMa PeIIeHe
jep He TMOCTOju TPOYyrao KOJjU MMa JBE CTpPaHUIIE IapayicHE.

Jlakne, HUKOje TPH OJ TPaBUX @, b,C HUCY MNapajeiHe.

Heka je Tauka O uenrap kpyra k.

[IpBO ce Ha cBe Tpu mpase a, b, c KOHCTPYHIIY HOPMAJIe TaKo Jia OHE Iposia3e Kpo3 Taduky O.
Heka je a” Hopmana Ha a, b” HopMana Ha b , ¢” HOpMaJa Ha C .

Tana Te Tpu HOpMalie MpUIAIajy MpaMeHy MpaBuX ca IEHTPOM Yy Tauku 0.

[IpernocraBuMO fa je 3aAarak ypaheH u aa je 100ujeH TpakeH! TPOyrao.
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Kako cy a’,b”,c” Hopmaine Ha a,b,c a crpanuine tpoyrina AABC mapanense ca a, b, c, 1o
3Ha4YW Ja ¢y a’,b’, ¢’ yjemHo HOpMaje W Ha CTPaHUIE JAaTOT TPOYTJa.
C 0063upom na Temena nator Tpoyria AABC nexe Ha matom Kpyry k, To 3Ha4m na he Temena
B v C 6utH cUMeTpHYHA Y OJTHOCY Ha HopMaity a’, TeMeHa A ¥ C OMTH CHMETpHYHA Y OJTHOCY
Ha HOopMany b’, TemeHa AW B OuTu cuMeTpuuHa y ofHOCY Ha HopMmany c¢. OBo naje
3aKJbydyak Ja cy mpaBe a’,b’,c’ Memwjarpuce onaropapajyhux crpanmma tpoyria AABC.
To 3naum na je :

Sae(B)=C, Sy(C)=4, S-(A) =B,
na ce nqobuja na je

Sa’ (SC'(Sb’(C))) = Sa'(SC'(A)) = Sa’(B) =C.
OBo3Haum na je Tauka C WHBapHjaHTHA Tayka 3a KOMIO3ULH]Y S, ° S, ° Sp.
OBa KOMITO3MIIMja UMa jOIIl jeIHYy MHBApHjaHTHY Ta4yKy a TO je IleHTap npameHa, Tauka O.
OBa KOMIIO3MIIM]ja C€ CacTOju M3 TPU OCHE pediekcHje W TOMTO Oce TUX pedIeKcHje
a’,b’,c’ npunanajy UCTOM IpaMeHy TO 3HAYM Jia je ’UXOBa KOMIIO3UIIMja OMET HeKa OCHA
pednekcuja Sg uMja oca S mpumaza ucroMm mnpameHy. Kako kodmosuivja uma JBe
uHBapujantHe Tauke C u O, To 3Hauu Ja oca peduekcuje Sy caapxu ode tauke C u 0. Jlakne
teMe C ce Hala3W y MpeceKy Kpyra k u oce S.

Heka je Tauka F mpou3BoJbHa Tauka Ha Kpyry K.
Tana je
So(F) = Sq (S (Sy(F))) = Sur (S (F)) = S (F) = F”.
Hakne, tauka F ce ocHOM peduekcujom ciauka y Tauky F'°. To 3Haum na je mpaBa s
Meaujatpuca nyxu FF™’. 'V mpeceky Te mpaBe u kpyra k ce Hanazu teme C.
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Cana ce kpo3 TeMe C KOHCTPYHINY IIpaBe KOje Cy mapajieHe ca mpaBamMa a U b u y mpeceky
THX TpaBHX ca kpyroM k ce mooujy temeHa A v B. TloBe3umBamem TtemeHna A,BuC ce
no0uja TpaKeHH TPOYTrao.

O
3aparak 17: Heka cy k v | 1Ba kpyra ca ucte cTpaHe npase p Heke paBHU. OpeuTH TauKy

A Ha mpaBoOj p TakBY Jla pa3IMYMTE TAHTEHTE U3 T Tayke Ha KpyroBuma k u [ ca mpaBom p
oapelyyjy moaynapHe yriose.

Pememe:

Hexka cy k u l nBa xpyra ca ucre cTpaHe mpaBe p Heke paBHU. [IpBo ce KOHCTpywHIne Kpyr [
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Takas j1a je [” = 5,(1). 3aTum ce KoHCTpyHMIIe mpaBa t; Tako jga Oyde 3ajeHMYKA TAaHICHTA
kao Ha cimiu. Heka je Tauka {A} = p Nt; . Heka te T; noaupHa Tauka Kpyra k v TaHT€HTE
t, u Heka je T, JDOAMpPHA Tauka Kpyra l” M TaHreHTe t;.

Tanma je omrap yrao <T;Ap jemmak omrpoM yray <T,Ap.

Kako je [ cnmka kpyra [, a mpapa t; je Tanrenra Ha " onzja he mpasa t, = S,(t;) Outn
TaHrenTa Ha Kpyr | m ca mpasBom p he rpamutv MCTM OmITAp yrao Kao Ipasa t,.

Naxne <T,Ap = <T,Ap u Tauka {A} = p Nt; je TpaxeHa Tauka.

3agarak 18: Ban nate mpase p nare cy tauke A U B. Oapenutu Tauky P Ha MpaBoj p Tako
Jla pa3liiKa BEeHHUX pacTojama o Tavaka A U B Oyne HajMmama. 3atum, Oapenutu Tauky Q
MpaBoj p Tako Jia je pa3jivKa HBEHHUX pacTojama oJ Taukaka A u B Hajseha.
Pememe:
Heka je mpaBa s cumerpana nyxu AB.
IIpernnoctaBumo npBo 1a ¢y A U B ca ucTe CTpaHe npaBe p.
Kagna ce konctpyumy Tauke P u Q oHna ce nobujajy tpoyriaosu AAPB u AAQB.
OBze TpeGa KOPUCTUTH HEJIHAKOCTH Tpoyria 3a Tpoyrao AAPB:

|IPAl - |PBI| < |1AB|
Axo je s = p, oHZa ce 3a TauKy P y3Me Tauka Koja mpejcTaBjba CpeauiTe Ayxu AB, ma
kako je onga |PA| = |PB| nobuja ce na je :

|IPA| —|PBI| =0

U TO je HajMama Moryha pa3imka BeHMX pacTojama oJl Tayaka A U B.
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AKo je s # p, oHga ce 3a Tauky P y3me Tauka {P} =p Ns. C o03upoM 1a je mpasa S
cumerpana nyxu AB, ouna je tpoyrao AABP jennakokpaku u Baxu jaa je |PA| = |PB| na je
IOHOBO

|IPA| — |PB]| = 0.
\
\
\
\ .
\ )
\ ) /.B P p/ -
" /\9;0/ o / -
A,—""’ \\ / ////
\ \ / > g
\\\ \ / W //
\\\\ \ / 74 /// 7
\\\\\ //'// >
X
7
/”/ \

Ako je s||p, onma ce 3a tauky P y3me Tauka {P} = p N p(4, B). C o63upom na je s||p u
p(A,B) L s, tanaje p(4,B) L p. be3 ymamema OMITOCTH, HEKA je Tayka B Oimka mpasoj p.
Tana je |PA| = |PB| + |AB| na ce mo6Guje
|IPA| — |PB|| = |AB].

Tauka Q Tpeba ma Oynme TakBa Ja je pasiiuKka BeHUX pacTojama o1 Taukaka A U B Hajseha, To
3Haun u j1a pasnuka |QA| — |QB| mopa na 6yne Hajseha moryha, ma kako u Tauka Q Mopa aa
3a/l0BajbaBa HEJIHAKOCT

|lQAl - 10BI| < |AB]
oHJa je Hajseha moryha pasimka kaza je ||QA| - |QB|| = |AB| 1j. xana je:
|QA| — |QB| = |AB| onakne ce noouja |QA| = |AB| + |QB| wmu xana je

|QB| — [QAl = |AB|
omakine ce pobuja |QB| = |AB| + |QAl.
OBo 3Haum ga cy tauke A, B u Q xonuneapHe. To 3Hauu ga ce Tauka Q goOHja y mpeceky
npase p u npase p(4, B).
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Axo cy Tauke A M B ca pasnmuuyuTHX CTpaHa MpaBe p, OHJA ce jeaHa o Tadaka A uau B
Mpecinka OCHOM pedIIeKCHjoM y OJHOCY Ha MpaBy p. be3 ymMamema ONIITOCTH, HEKa je
Sp(A) = A

Axo ce tauke A’ ¥ B paznukyjy, Tajga ce tauke P U Q oape/ie HA KCTH HAYMH Ko y IMPOIILIHUM
ciydajeBuMa, caMo ce caja nocmarpajy tauke A’ u B. Tana je |PA| = |PA'| u |QA| = |QA’|.
Axo ce Tauke A' 1 B mokinanajy, Tajia je mpaBa p yjeaHoO U cumerpania ayxu AB, oHna ce 3a
Tauky Q Moxe u3abpaTH jenHa of Tadaka A uiau B. be3 ymamema ommrtoctd, Heka je Q = A.
Tama je |QA| = 0 mna je onna ||QA| — |QB|| = |QB| = |ABI.

Beh je o0jammeno kako ce oapehyje Tauka P y ciyyajy Kaza je mpaBa p cUMeTpaia JTYyKHU

AB.
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3anarak 19: IIpaBa s je cumerpana jeHOT 011 YriioBa ojapeheHor mpaBama a ¥ b ako U camo
ako je Sp°S;°S, =S,. Jloka3arn.
Pemense:

Heka je a N b ={0}. Tana u O € s.
Heka je Hajmpe mpaBa s cumeTpana jeIHOT oj yriosa onapeheHor mpaBama a u b.

To 3naun na je «sOa = «sOb. [loGwuja ce:
Sp °Ss°8a°Ss = (Sp °Ss ) ° (54°Ss) = Raas0p°® Roasoa = Raason® R-zasop = €
rZie je € WISHTUYKO IpecinKaBame. To 3Hauu ja je:
Sp°Ss°8,°Ss =¢ 7.
Sp°Ss°Sy =S

O6paTtHO, Heka je Tauka X € a U HEKa je

Sp°Ss°S, =S85, T

Ss°Sa=585,°Ss .

Tana je
S5 (Sa(X)) = Sp( Ss(X))

OJIHOCHO
Ss(X) = Sp( S;(X)).

OBO 3HauH Ja je 3a OCHy peduekcujy S, Tauka S;(X) MHBapHjaHTHA Tauyka, a TO je Moryhe
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camo ako S¢(X) € b. C o0O3upoMm ja je tauka X € a Owna npousBosbHa, a S¢(X) € b
oHJIa TpaHCcopMaIHja S; CBaKy TayKy ca MpaBe a MpeciukaBa Ha MpaBy b, a To 3Ha4M Ja je
mpaBa S CHMETpaJia jeIHOT O] yriioBa onpeheHor mpaBama a u b.

HUcro ce mobuja m ako ce kpeHe on Taduke X € b.

3agarak 20: Axo cy mpaBe p;, Pz, .-, Pn HEKE PaBHH KoOje ce m3oMeTpujoM J Te paBHU
MpeciuKaBajy y mnpase p;’, Pz, -, Pn  JOKa3aTH Ja je:
J°Sp, 0w ©8,,°8,, °T =8, 28, °S,
Pememe:
Kopuctu ce Teopema 3akoHa TpaHCMyTallHje KOja Kaxe:
Axo je J nuzoMerpuja HEKE paBHU M p IpaBa Koja c€ TOM M30METPHUJOM IpEeciIUKaBa y MpaBy
p oHmaje:J7°S,°I7 =8, .
To 3nHaum ma je :
J°8p, % °8,,°8, °T7 =
(7 °S, 07-1) o(g °og 07-1) o o (g °S, 07-1) 0 (g °S, 07-1) _

Pn-1

(o} (o} (o}
Spy 0w % 8p, % Sy,

O

3anarak 21: Ako je J uHAMPEKTHA U30METPHja PaBHU Koja Tauke A, B mpeciukaBa peaom y
tauke B, A nokazatu na je J ocHa pediekcuja.
Pememe:
Ako je J(A) =B, 3(B) = A, onna je
7(3(4)) = 3(B) = 4, 3(3(B)) =9(4) =B
na usoMerpuja J? ¥Ma JBe UHBapUjaHTHE Tauke A U B.
Kako je J MHIMpeKTHa M30MeTpHMja PpaBHHM, OHjAAa je J? JMpeKTHa M30MeTpHja Kao
KOMITIO3UIIMja JBE WHIUPEKTHE H30METPH]eE.
J? je IMpEKTHA M30METPHja ¥ MMa Oap ABE MHBapHMjaHTHE Tauke A, B Ia mpema TeopeMu oHIa
je J% xoWHUUIeHLH]a, Tj.
J2=¢
aTo3Hauu na je J uHBOIyLH]a.
Jenune nBe M3oMeTpHUje KOje Cy MHBOJIYLMjEe Cy OCHa peduieKcrja U LieHTpanHa peduiekcuja.
O063upoMm na je HeHTpaidHa pediekcuja TUpeKTHa u3oMeTpuja, a J je MHIUpeKTHa, oHjga J
MOke OuUTH camMo ocHa pedrekcuja.
O

3agarak 22: Jlokasatu Jia 3a rpaBe p, ¢, HEKe paBHU BaXH S, ° Sq ° Sp = Sp ° Sq ° S, ako
M caMO aKo OHE MPUIA/Ajy jeTHOM MpaMeHy.
Pememe:
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Heka je $,°5,°8S, =5,°5,° Sr.
Sy, 8q,Sp ¢y ocHe pediiekcuje na cy MHBOJIYLH)E Tj.
St=¢,S5=¢,5}=¢cmaje
S,=81  S,=8;,8,=5"
Onma je (S,°S,°S,)  =S;1°871°571=5,°S,°S, a To 3Haun 1a je
(S:°5,°8,) = (5,°5,°8,)° (S, °S,°S,) =5,°S,° 5, °5,°5,°S, =&,
na je xommosuuuja S, °S, °S, HMHBOJIYyLH]a.
Axo mpaBe p,q,r TpUNanajy jeIHOM IpamMeHy (IpaMeHY KOHKYPEHTHUX IMpaBUX WIH
npamMeHy MapajeHuX MpaBKX), OHIA je Komnosuuuja S, ° S, ° S, = Sp; Tj. ONET HeKa OCHA
pednekcuja S, uYMja oca M IpUINlaJa TOM HCTOM IpaMeHy U S, je MHBOJIyLIHja Kao U
Sy °84°Sp.
Ako mpaBe p,q,T HE NpPUINAJAJy jeHOM MpaMeHy (HM IMpaMeHY KOHKYPEHTHUX IpaBUX, HU
npamMeHy MapajiejHuX MpaBux), OHAa je KoMmmnosuuuja S, °S,;°S,  Heka kiusajyha

pednekcuja Qm: J— °S,p a xu3ajyha pednekcuja HIje UHBOJIYIH]A jep

2AB
2 — o — T o o« o —
—) = @— —s= 99— °S g—°S,, =
(quB) QZAB gZAB 2AB 24 4B
T—°F— °Sup°Sup =
2AB 24AB AB ~AB
J—° G—oF ¢ .
4AB 2AB

3anarak 23: Heka je ABCDE teruBan neroyrao, takaB na BC||DE u CD||EA. Jloka3atu na
Teme D mpumnanga MeaujaTpucu crpaHuie AB.
Pememe:
Heka je O uenrap ommcaHe KpyXHHUIIE OKO Jaror neroyria. Heka cy p,q,r menujarpuce
penom crpanunia AB,BC,CD. Kako je Tauka O 1eHTap ONHMCaHE KPYXKHHUIIE, OHA je
MOJjeTHAKO yJa/beHa OJl CBUX TeMEHa JaTor MeTOoyrjia, ma u3 Tor pasnora O mpumnaaa u
MeaujaTpucama p,q,7, Ia OBe MeaujaTpuce MPUIAajy jeTHOM IpaMeHy.
Kako je q L BC u BC||DE, 1o 3naun na je u q L DE. llentap O je moajeHaKko yAaJbeH U O]
tadaka D u E ma je oHaa mpaBa q yjenHo u MenujaTpuca nyxku DE.
Kako je v L CD u CD||EA, To 3Haun na je u r L EA. llentap O je moajeHaKO yIaJbeH U OJ1
Tayvaka £ m A ma je OHJa mpaBa T yjeAHO M MeaujaTpuca ayxu EA.
Cana ce mocmatpa kommosunuja S, °© $4°85,°5-°8, . Tana je

S, °54°8,°8.°5,(D) =

S, °54°8,°S(E) =

S, °54°8,(4) =

Sy ° Sq (B) =

S.(C)=D
C o03upoMm na mpaBe p,q,r TpUNaNajy jeHOM IMpaMeHy, Taja je Ha OCHOBY NPETXOJHOT
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3afgatka S, ° S, ° S, = 5,° S, ° S, ma ce nodwuja :
D=25,.°5,°5,°5.°S,(D) =
S;°854°84°S,°5,(D) =
5,(D)

a 0BO Baxxu camo ako D € p, 1j. D npunana menujatpucu nyxu AB.

3aparak 24: JlokazaTu 1a ce MeIWjaTpHCe CTPaHHUIA TPOyria CeKy Yy JeIHO] TauyKH.
Pemene:
Heka cy Sup, Sac, Spc Memujatpuce crpanunia AB,AC v BC penom.
Hexa je sy,5 N sy = {0}. OBe nBe npaBe ce Mopajy cehw, jep ako ce HE CEKy TO 3HAYH J1a je
Sag||Sac, @ Kako 00e oBe TpaBe rpaje MpaBe yrioBe ca CBOJUM oAroBapajyhumM crpaHuiiama
Tpoyryia To oHjaa 3Hauu 1a je AB|| AC, a To je Hemoryhe.
Hakie, Sy N Suc = {0}
Kako O € s,p 10 3Haum 1a je (4,0) = (B,0) (*).
Kako O € sy¢ 10 30aun ga je (4,0) = (C,0) (**).
Kana ce cnoje jemnakoctu (*) m (**) mobuja ce

(B,0) = (A4,0) = (C,0) 1j.

(B,0) = (C,0)

na tauka O mpumnaaa u Meaujarpucu ayxu BC, 1j. O € sgc.
Tama je Ss,.°Ss,c° Sspc(0) =Ss,,°Ss,.(0) =5S;,,(0) =0. Jakne, tauxka O je
MHBapHjaHTHA 338 KOMNO3ULH]Y S,,.°Ss,.° Ssp.-
cacToju oJ Tpu OcHe pediekcuje U uma Oap jeqHYy MHBApHUjaHTHY TauyKy, Ma Ha OCHOBY

OBa KOMIIO3UIMja je MHAUPEKTHA jep ce

Teopeme 2.1.6 oBa KOMIO3MIMja MpeICTaB/ba HEKY OCHY pediexcujy S, u Baxu O € m.
Tama je Sy, =S, ' m je
S

— — -1 _
SAB - Sm - Sm -

-1
o ) _ —-1o -1o0 -1 _
(SSAB SSAC SSBC) _SSBC SSAC SSAB -
o o
SSBC SSAC SSAB'
Ha ocHoBy 3amatka 22, 0BO 3HAuu Ja MPABE Sup,Sac, Spc NPUNANAJy JEAHOM IpaMEHy.

°S

SAC

°S

SBC

Jlakne, oBe TpH MeAMjaTpHUce MpHIaJajy MpaMeHy KOHKYPEHTHHX MpaBuX ca cpeaumreM 0.
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3agarak 25: Jlokazatu fa ce OMCEKTpUce YHYTPAUIBUX YIJI0Ba TPOYria CEKy y JeIHOj TauKH.
Pememe:
Heka cy syp, Syp, Syc OucekTpuce peaom yrioBa koj temeHa A, B, C.
Hexka je syp N sy = {0}. OBe aBe mpaBe ce Mopajy cehu jep ako ce He CeKy TO OHJa 3HA4H
na je Sgal|Sqp ma je %A+% = 180° , ogHocHO XA + B = 360° a 10 je Hemoryhe 3a
YHYTpallllb€ YIJIOBE TPOYIJa.
Jlakne, OMCEKTpUCE Syp U Syp C€ CEKy Yy Hekoj Tauky O.
Heka je 0, mogHoxje HOpMasie u3 Tauke O Ha cTpanuiy AB, 0, OAHOXK]je HOpMaJIe U3 TauKe
O na ctpanuny BC, O; nonHoxje HopMaiie u3 tauke O Ha crpanuiy CA.
Kako O € s4,, To 3Haum na je Tauka O mojjenHako ynajbeHa o crpanuria AB u CA, na je

(0,0,) =(0,03) ().
Kako O € s,p, TOo 3Haum na je tauka O mojjenHako ynmajbeHa oja ctpanuna ABu BC, na je

(0,0,) =(0,02)  (*).
Kapace cnoje jemnakoctu (*) um (**), moOuje ce

(0,05) = (0,0,) = (0,0,) Tj.
(0,03) = (0,0,),

onHocHo Tayka O je moajeqHako ynasbeHa oj crpanuna CA u BC 1j. O € s4¢.

Tama je Ss,,°Ss,;°Ss,.(0)=5,,°Ss,,(0)=S5,,(0)=0. J[akne, tauka O je
MHBapHjaHTHa 3a Komnosuuujy Ss ,°S; .°Ss. .. OBa KOMIO3WIMja je MHIMPEKTHA jep ce

cacToju O] Tpu OCHe peduiekcuje W MMa Oap jeHYy MHBApUjaHTHY TayKy, Ma Ha OCHOBY
Teopeme 2.1.6 oBa KOMIO3MIMja MpeICTaB/ba HEKY OCHY pediexkcujy S, u Baxu O € m.
Tama je Sy, =S, ' m je

S

SqA

°S

o
S4B S

_ _ -1 _

Szc Sm = Sm =
-1 -1 -1 -1

o o _ ) o _

(Squ SS{B SS{C) _Ssqc SS{B SS{A -
) )
SS{C SS{B SS{A'

Ha ocHOBy 3amarka 22, OBO 3HAuM Jid TPABE Syp, Sgp,Sgc NPUNAAAJY jEJTHOM IPAMEHY.
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Jlakiie, OUCEKTPUCE Sy, Syp, S¢c NPUINATAJy IPaMEHy KOHKYPSHTHHX IMPaBUX Ca CPEAUIITEM
0.

3aparak 26 (®amanoB npodjem): [Ipobrem kxoju je mocraBuo HoBanm Pamano 1775.
rojuHe. 3a AaTH OMTpOyriau Tpoyrao ABC oapeny Tpoyrao MUHUMAJIHOT 00MMa 4ija TeMeHa
P,Q u R nexe Ha cTpaHuuaMma omrtpoyrior tpoyria ABC.

Pemene:

OpurnHaJIHO pelemhe ce O0a3supaio Ha padyHy, aldd KacHHje C€ JaBWJIO HEKOJIUKO
TreoOMETpUjCKUX Aoka3za. HajmoszHaruje pememe je nao Xepman IlIBapir.

Heka je mat A ABC u Heka je A PQR Tpoyrao umja Ccy TE€MEHa TOJHOXja BHUCHHA TOT
Tpoyria, a A MNK npou3BoJbaH TPOYrao 4rja TeMEHa JIeKe Ha cTpaHuiiama tpoyria AABC.

Cmuka 1
Cana, Tpeba HAmpaBUTH MPBO HEKOJIMKO HAMIOMEHA.

£HPCwu £HQC cy jennaku u npaBu. Ctora je \UXOB 30Up jeHAK ONPYKEHOM YIiy, Ha je
yerBopoyrao HPCQ tetuBaH dyerBopyrao. Kako ce OKO TETHMBHOTI YETBOPOYIJIAa MOXeE
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OMMCaTH KpYXKHUIA, To cy yrinoBu ZHPQu £QCH jennaku jep cy oHM mnepudepujcku
YIJIOBU HAJ] KCTOM TETHBOM Y TOM KpYTYy.
Bynyhu na je yrao £RAC nonyna yrna ZRCA no nipaBor yria, kao u £QPC yrna £APQ onu

cy nonynmapau Tj. £ZA = £QPC.

CnnuHo ce nokasyje 1a je £A = £RPB,na je ZRPB = £QPC.

Amnanorso ce nobuja u 1a je: £PQC = £LRQA n £PRB = £LQRA.

[IpecnukajmMo cama tpoyrao AABC kommo3suiujom ocHuX peduiekcrja Ha cienehu Ha4YWH:
SceoScaeSeacSeceSac(AABC).
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Cnuka 2

[Ipumerumo na je ¢uHanmHa mo3unMja cTpaHule AB mapanenHa OpPUTHHAIHO] TO3UIIM]H.
raBuine, U opujeHTalMja je 3aapkaHa. To cienm U3 4YHMIBEHUIIE Ja CMO YCTBapu
cTpanuily AB Hajpe 3apoTupaiiv 3a yrao 20, y MO3UTHBHOM CMEPY, 3aTHM 3a yrao 2[5 takohe
y TIO3UTUBHOM CMEpY, a 3aTUM 3a yrao 2a u 23 y HETaTUBHOM CMeEpYy.
Kako cy temena tpoyria A PQR momHokja BHcHHa Tpoyria A ABC Baxu na je yrao
£2PQC jemnak yrmy £RQA, a camuMm tuM U yrioBuma £CQP; u £AQR; .
306or Tora cy Tauke R,Q u P; Tpu konuHeapHe Tauke U QP; = QP. AHaJOrHO, W Tadke
Q,P;u R, cy xonuneapue u P; R, =R{P; = PR . Jlakne, no6uja ce na je:

RQ + QP; + PRy, = RQ + QP +PR = O,pgr
CnnyHOo Baku M 3a ocTane peduiekcuje ma je mepa ayxu RR" jenHaka IBOCTPYKOM OOMMY
Tpoyria A PQR.
bynyhu na cy crpanune AB'y TOYETHOM M KpajibeM II0JI0XKajy MapajenHe (ciaukal),
nyxu RK u R"K" cy mapanense u jennake (ocHa pediekcuja yyBa pactojambe mehy Taukama).
Crora je uerBopoyrao RKK"R" napanenopam, a ayxu cy RR" u KK" nogynapue. Mehytum,
Kako je nyxkuHa usnomsbeHe nuHuje KK", xoja je jemHaka JBOCTPYKOM OOUMY Tpoyria
A MNK, Beha unu jemHaka on nyxkune ayxu KK", a camum TuM u oa ayxune ayxu RR"
KOja je jeJHaKa ABOCTPYKOM obumy Tpoyria A PQR, u3 cBera Tora 3akjby4yjeMo Ja je 00um
Tpoyna A PQR Mamwu uiu jeqHak o1 oouma tpoyria A MNK.

2:0,pgr=I| RR" |=| KK" |< 2 Opmnk

OAPQR < OAMNK Od
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3. Pasancke peduexcuje npocropa E3

3.1 JlupekTHe M HMHIUPEKTHEe H30MeTpHjcke TpaHchopmanuje
npocropa E3

Jla Ou ce neduHHCaTe OBE [BE BPCTE H30METPHjcKMX TpaHchopmauuja npocropa E3
HEOIXOJIHO je TIOMEHYTH TBpheme mpeMa KojeM CBaka H30MeTpHjcka TpaHchopmalija
npoctopa E3 npeBoau uctocMepHe TETpaeape y HCTOCMEPHE TETPAEIpPE, a CYPOCTHOCMEPHE
TeTpae/pe y CynpoCcTHOCMepHe TeTpaenpe. JJoka3 oBor TBphema je BpIo CIIOKEH Te ce OB
Hehe HaBOAWTH.

U3 Tor TBphema clieau a IocToje IBe BPCTe H30METPHjcKUX TpancdopMaluja mpoctopa E3:
Oupexmue uzomempujcke mpancgopmayuje XKoje He Memajy opujeHTamujy npocropa E3 u
UHOUpEeKmMHe U30Mempujcke mpancphopmayuje Koje MeEmajy OpHJEHTAIM]y TOT MPOCTOpa.
Jla 61 ce YCTaHOBUIIO JIa JIU je HeKa M30METpHUjcKa TpaHc(opmanuja mpoctopa E3 nupekTHa
WIM WHAWPEKTHA, TOBOJPHO je YCTAaHOBHUTH Ja JIM HEKe JBe OoAroBapajyhe deTBOpKe
HEKOMIUTAaHAPHHX Tadaka ojpel)yjy ucTocMepHe WIH CylpOTHOCMEPHE TeTpaepe.

Tako Ha mpumep, Ha cimiy 1.a ucrocMepHn mnonxynapHu terpaeapu ABCD u A'B'C'D’
oapelyjy mupekTHy, a Ha ciunu 1.6 cynmpoTHOCMEepHHM momynapHu Tetpaenpu ABCD u
A’B’C’D’” onpelyjy HHAUPEKTHY H30METpHjcKy TpaHchopMalujy mpoctopa E3.

Cnuka 1.a Cmunka 1.6

[To3uBajyhu ce Ha Teopemy koja kaxe: Axo cy A,B,C,D uemupu nexomnianapHe mauxe
npocmopa E® u A",B’,C’ v D’ mauxe moz ucmo2 npocmopa maxee 0a
(A,B,C,D) = (A,B’,C’',D),

maoda nocmoju_jeouncmeena uzsomempujcka mpancpopmayuja J- E3 - E3 maxea oa je:

JA) =4, IJB)=B, J)=C, IMD)=D,
HEMOCPETHO Ce YCTAaHOBJbYJE Jla je TUpPeKTHAa (MHAMPEKTHA) M30METpHjcKa TpaHcopmalrja
npocropa E3® jennosHauno onpelieHa ako cy 3amare JABe TMOIyJapHE 4YETBOPKE
HEKOMIUIAHApHHUX Tayaka.
[lraBumie, kao creuyjajgaH ciiydaj TOr TBphema Hajga3suMoO Ja AUPEKTHA H30METpHUjcKa
tpancdopmanmja npocropa E3 ca TpM HEKOJMHEapHE WHBAPUJAHTHE TayKe MPEICTaBIba
KOMHIMAeHIK]y. [loMeHnMoO jour u TBpheme mpeMa KojeM KOMITO3HUIIMja cacTaB/beHa O JBe
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JTUpPEKTHE WIM JIBE HHIUPEKTHE H30METpUjcKe TpaHcopmauuje npocropa E3  ysek
NpeACcTaB/ba JTUPEKTHY M30METPUJCKY TpaHcopmanmjy TOr mpocrtopa. Hamportus,
KOMIIO3MIIMja CacTaBJbeHa U3 jeAHE JAUPEKTHE U jeHE WHIUPEKTHE H30METPHUjCKE
tpancpopmanmje mpocropa E3  yBeKk  mpeacTaBba  MHIMPEKTHY — H30METPHUJCKY
Tpancopmaijy Tor mpocropa. To cBojcTBO oMoryhaBa ja ce yCTaHOBH Ja CKyIl CBUX
JIMPEKTHUX HM30METPUjCKHMX TpaHcdopmanuja mpocropa E3 mnpencraBiba HEKOMYTATHBHY
noarpyny rpyne G(J) cBux mzomerpujckux tpancdopmanuja E3. Ta moarpyna ce HasuBa
Ipylna JMPEKTHHX M30METPUjCKHX TpaHchopManmja mpocropa E3 u cumOonmukm ce
obenexana ca G(J7).

3.2 Pasancka peduexcuja mpocropa E3

JIMpeKTHe ¥ UHAUPEKTHE M30MeTpHjcke Tpancdopmanuje npoctopa E3 mpencrasibajy camo
jenaH BUJ pa3BpcTaBamba M30METPUJCKUX TpaHchopMalirja TOT nmpoctopa. PazBpcraBamy TuX
TpaHnchopmalidja MOXKe € MPHUCTYIUTH M Ha JPYrd HAYMH.

Kanma je pasmarpanHo TBpheme mpeMa KojeM H30METpHjcKa TpaHchopmaldja ca YeTHPH
HEKOMIUTAHApHE WHBApHjaHTHE Tayke TMpEACTaBJba KOWHIIUJCHIIM]Y, OWIIO je TPHUPOIHO
MMOCTAaBUTH THUTamkE KOje CYy TO HEHJICHTHUYHE M30METPHUjCKE TpaHChOpMaIije TOT MPoCcTopa
KOje Tocenyjy TpU HEKOJWHEapHE WHBApHWjaHTHE TadKe, OJHOCHO JBE, JEJHY WU Hyja
WHBapHjaHTHUX Tadaka. OCHOBY Jajper pa3marpama IpejacTaB/bahe ynpaBo HEUICHTUYHE
u3oMeTpujcke TpaHchopmauuje npocropa E3 koje mocemyjy 10 TpH HEKOJIMHEApHE
WHBapHWjaHTHE Tayke, Ma IpeMa TOME W JeIHY paBaH KOjO] Cy CBE TauyKe HHBApHjaHTHE.

Hepununuja 3.2.1: Pasancka pegnexcuja nma paeancka cumempuja npocmopa E3 ca
ocHoBoM T C E3 je HemmenTuuHa u3oMmeTpujcka Tpanchopmanuja Sp: E3 — E3 kojoj je
CBaKka Tayka paBHM 7T WMHBApHUjaHTHA.

U3 oBe medunummje ce 3aKibydyje aa paBancka peduekcuja S, npocropa E3 BaH paBHu 7T
HEMa MHBapMjaHTHHX Tadaka. AKo y paBaHckoj peduekcuju S, npocropa E3 tauku X € E3
ozrosapa Heka apyra Tauka X~ € E3, mako ce Jokasyje 1a je T MeaujanHa paBaH ayxu XX
Axo ce obenexu ca A,B,C Tpu HekoJMHeapHe Tauke paBHMU 7T, J00Mjajy ce penaiuje
AX=AX, BX=BX, CX=CX

na je cBaka oj tadaka A,B,C y menujannoj paBau ' ayxu XX . Kako cy Tauke 4,B,C
HEeKoJIMHeapHe, oHe o/ipel)yjy camo jeaHy paBaH na je m = 1. I3 0BUX cBojcTaBa clieay Ja je
paBaHCKa pediekchja jeTHO3HayHO ojpeleHa CBOjOM OCHOBOM T HWJIM MaK jeJHUM IapoM
ojrosapajyhx HEHCTOBETHUX Tadaka.

V nacraBky he OuTv HaBeJeHe Heke ocoOuHE paBaHcke peduekcuje nmpocropa E3.
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3.2.1 Teopema: Papancka peduekcuja S, npocropa E3 je MHIMpEKTHa H30METPHUjCKa
Tpanchopmarmja.

Cnuxka 2

/Jloka3z: Axo oGenexumo ca A, B, C Tpu HEKOJIMHEapHe Tauyke paBHU 7T, ca D OMIlo Kojy Tauky
BaH paBHU T U ca D’ Tauky TakBy na je S,(D) = D’, 6uhe D # D’ u m MeaujaiHa paBaH
nyxu DD’(Cnuxka 2). W3 tor pasnora cy Tauke D u D’ ca pa3nu4uTuX CTpaHa PaBHU TT 1A Cy
onrosapajyhu terpaenpu ABCD u ABCD’ cynpoTHOCMEpHH U TIpeMa TOME je paBaHCKa
pednekcuja S, WHAUPEKTHA TpaHChOpMaIHja.

O

3.2.2 Teopema: PaBancka pednekcuja S, npocropa E3 je mHBOMyLMOHA TpaHChOpMAaLH]a.

Jokaz: Heka je X mnpoussosbHa Tauka mpoctopa E3, m X', X" Tauke TakBe na je
S:X)=X wnu S;X)=X"
Ako je X€m, Tama je X=X'uX =X" ma je X=X". Axo je X &m, Ttama je
X#X uX +# X" mnaje ocHoBam paBaHCke pediekcuje S, MeaujaliHa paBaH CBaKe O
ayxu XX u X'X", maje X = X". OBuM je m0Ka3aHO Jla y CBAKOM CiIy4ajy BaKu pesauja
S2=c¢
ma je paBaHcka pediekcuja S, HWHBOJYIHMOHA TpaHchopMmaluja.
O

3.2.3 Teopema: AKo HHAMPEKTHA H30METPUjcKa TpaHchopmanuja J npocropa E3 mocenyje
JIBE€ pa3He WHBapUjaHTHE Tauke A U B, oHa TpejicTaB/ba HEKy paBaHCKy pediekcujy Sy
npocropa E3 kojoj ocHoBa 7 canpxu obe Tauke A u B.

Cinuka 3
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Jloka3z: C 003upom n1a je J MHAUPEKTHA U € TUPEKTHA H30METPHjcKa TpaHcopmaiuja, ouhe
J +e
3aro y mpocropy E3 mocroju Tauka P TakBa ga je J(P)=P u P #P.
IIpu tome je (P,A) = (P’,A) u (P,B) = (P’,B), na ce cBaka oj Tauaka A u B Hanasu y
MeaujanHoj paBHu m nyxu PP (Cnmka 3). Kako cy S; m J WHIMPEKTHE U30METPHjCKE
TpaHcopmaije, KOMIIO3UIHja Sz°T NpEICTaB/ba JTUPEKTHY H30METPHUJCKY
tpancopmanujy npocropa E3. Ta Ttpancpopmamuja mocemyje TpH HHBAPUjaHTHE
HEeKoJMHeapHe Tauke A,B u P, Te mpeMa paHHUje HM3BEICHO] TCOPEMH, OHA MPEACTaBJba
KOWHITUICHIIH]Y.
Nlobuja ce ma je S;° IJ=¢ 1. I = S,.
O

3.2.4 Teopema: Ako je S, paancka peduiekcuja npocropa E3 u p npasa koja ce Hanasu y
TOM TIPOCTOpY, a He MpHUMaJa paBHU T, Tajaa je

S«(p)=peplm

Hoxkasz: Axo je S;(p) = p, Taga je p N # @. Ao Ou Baxkuna penauuja p N T = @, Taga ou
uctoBeTHe mnpaBe p u Sp(p) Owie ca pasHUX cTpaHa paBHH T, WITO je Hemoryhe.
3aro je p N # @. U3 Te penamyje u penamnuje p ¢ 7 cieau Jia paBa p Ipoaupe paBaH Ty
Hekoj Tauku 0. Ako je P Tauka mpaBe p pazmunta ox O u P’ mweHa ojarosapajyha tauka y
paBaHckoj pedaexcuju S, Baxku na j P # P’ u P’ € p, na je m MeaujaiHa paBaH ayxxu PP’ u
npema tome p L .

O6parHo, ako je p L m y Hekoj Tauku O, tazxa je S,(p) = p. EBo u 3amro0. Ako je P Tauka
npaBe p paznmuuta o O u P’ meHa oarorapajyha tauka y paBaHcKoj peduiekcHju S,, OHJIa je
P # P’, na je m Menujanna pasad xyxu PP’ te je PP” L m. 3aro je P’ € p, nakie S, (p) = p.

(]
3.25 Teopema: Axko cy S, u Sg JBe paBaHCKe peduiekcuje NpocTopa E3 ca pasnum
OCHOBaMa 0  f3, a X Tauka TOT HUCTOT MPOCTOpPa, Taja je
S°Se(X)=XeXE€an p.

Joxas: TIpso, Heka je Sp°S,(X) = X. Axo ce ca X obenexu Tauka Taksa j1a je Sq(X) = X
ouhe Sg (X") = X. MaaupeKTHUM TIOCTYIIKOM Tpeba jokazatu 1a je X = X'
Axo 0Om, HampoTuB, Bakuia penanuja X # X', Taga OuM mocTojajie BE pa3HE MeAUjATHE
paBHH o u S ayxu XX mTo je Hemoryhe.
Batoje X = X', maje Sp(X) =XuSp(X) =X, mX €a n f.
OO6patHo, aKo ce MPeTIOoCTaBy Ja je 3a/10BoJbeHa penanrja X €Ea N B, Tanaje X Eau X €
B, maje So(X)=X u Sp(X)=X.
O

3.2.6 Teopema: Ako je S, paBaHcka pediekcHja eykIuackor npocropa E3 u J 6uno koja
M30MEeTpHjcKa TpaHchopMalija TOr UCTOT MPOCTOpa, 3aTUM T~ paBaH Koja y u3oMeTpuju J
OJIrOBapa paBHHU T, TaJa BaXH peJaluja:

J °S;° J'=S,.
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Crnuka 4
Jokaz: Tlpema nedpuHWnMjun paBaHcKke pedrekcuje, 3a cBaky Tauky X € m Kkoja y
nzoMetpuju J oaroapa Hekoj Tauku X € 1 no6uja ce (Cruka 4)

SLLINX) =X.
Axo 00e cTpaHe OBE jeIHAKOCTH TOMHOXHMO C JieBa ca m3oMerpujoM J, moOmja ce
IS T X)=9°IJ'X)=eX)=X".

Ha Ttaj maumn, xommo3unuja

J °S° gt
MIPEBOJIM CBAKy TauKy paBHH 7Ty Ty UCTy Taduky. C 003UpOM J1a Ta KOMITO3HITH]a TIPECTaBIha
UHIUPEKTHY, JIaKje HEMAEHTHYHY, U30METpHUjcKy Tpancdopmaiujy mpoctopa E3 kojoj je
CBaka Tayka paBHU 7T~ WHBapHjaHTHA, OHA IPEJCTaBJba PaBaHCKY pediekcujy S, .
Jakite, Ouhe

Jos.egi=5. . . 0

3.2.7 Teopema: [Ipe paBancke peduekcuje Sy ¥ Sg €YKIUICKOT TpocTopa E 3. ca pasHuM

OCHOBama o W f5, cy KOMyTaTUBHE aKO W camo ako je, @ L [ Tj. Ouhe
a#*Pf > Sp°Se=5,°Sp & alp.

Jloxaz: Hexka je
Sp°Se = Sa°Sg,
Tj. Sg°Se°Sp =Sy (%)
Axo ce obenmexu caa’ paBan onpehena pemamujom Sp(a) = @, Tpema 3aKoHY
TpaHCMyTalMje paBaHCKe peduiekcuje S, PaBaHCKOM peQIEKCHJOM Sp, HANIA3MMO Ja je
Sp°Sa°Sp = Sor (*%).
U3 jennaxoctu (*) u (**) cnenu ma je S = Sy ma je a = a’, 7j. a = Sg(a). U3 opora u u3
penanmje @ # [ 3akibydyje ce na je @ L f jep 3a pediekcujy Sp jeAMHE MHBApHJaHTHE PABHU
Cy cama paBaH 8 M paBHU KoOje cy HopMasiHe Ha BYy. Kako je @ # [5, onna mopa outu a L .
O6partHo, Heka je cama « L . 13 oBe penanmjce nobuja ma je Sg(a) = a, ma mpema 3aKoHy
TpaHCMyTallMje paBaHCKe peduiekcuje S, paBaHCKOM peduiekcujoM Sg, 100Hja ce
Sp°Se°Sp = Sq
Tj. Sg°Se = S4°Sp .

55



3.3 IlpeacraB/bame M30MeTPUjcKUX TpancdopManuja npocTopa
E3 nomohy paBamckux peduiekcuja

JeHo BeoMa 3HAaYajHO CBOJCTBO M30METPHU]CKHX TpaHc(pOpMalmja eyKIuackor mpocropa E3
jecTe Ia ce CcBaka HW30METpPHUjCKa TpaHCPopMalyja TOT TPOCTOpPa MOXKE MPEACTABUTH Y
00JMKYy KOMMO3MIMja KOHAuHOr Opoja paBaHCKMX peduiekcuja. UM jomr y3 TO, MOxke ce
JTIOKa3aTH J1a MUHUMaJIaH Opoj paBaHCKUX peduiekcHja TOMOhy KOJUX c€ MOXE MPEICTAaBUTH
OMJIO KOja yHampen 3ajaTa M30MeTpHjcka TpancdopMamuja npoctopa E3  Huje Behu ox 4.

3.3.1 Teopema: Csaka wusomerpujcka Tpancpopmamuja J npocropa E3 wmoxke ce
MPEACTAaBUTH Ka0 KOMIIO3HIMja KOHAYHOT Opoja paBaHCKuX peduiekcuja. Mumumanan Opoj
paBaHCKUX pediieKcHja 3aCcTyIUbeHUX Y TaKBOj KoMIo3ulju Huje Behu on 4.

Jloxaz: Tlpema MakcuMaiHOM OpOjy WHBapHjaHTHUX Tauyaka M30METpHjCKe TpaHchopMmaimje
J, pa3nuKyjeMo HapeaHuX TeT CiydajeBa.

1° WU3omepujcka TpaHcpopmanuja J Moxke Ja Tocelyje YEeTUPH HEeKOMIUJIaHapHe
WHBapHjaHTHE Tauke, obenexxeHe HIp. ca A,B,C,D. Ha ocHOBY mo3Hare Teopeme, TakBa
M30METpHUjCKa TpaHcpopManuja TpencTaB/hba KOWHIMACHIM]Y, Ta ¢ 003upoM Ha

MHBOJYTUBHOCT OMJIO Koje paBaHcke pedmexcuie S, mpoctopa E3 3akbydak je na je
g Cmmka 5

Cnuka 5

2° Hexka cama u3omeTpujcka TpaHchopmanuja J moceayje HajBHILEe TpU HHBApHjaHTHE
HEKOoJIMHeapHe Tauke, obenexene ca HIp. 4, B, C. Te Tauke cy HeKoJIMHEapHe, na ojapehyjy
Heky paBaH 1t (Ciuka 5). C 063upoM J1a BaH paBHU T M30METpUjcKa TpaHCPopmanuja J Hema
MHBapMjaHTHUX Tadaka, 1o6uja ce aa je J # . U3 tor pasmora, nocroju tauka X € E3 taksa
na je J(X) =X un X # X'. llpu ToMe Baxke pernarmje
A4,X)=@4,X), BX)=@BX) (X)) =(CX),

na je mwwMeaMjanHa paBaH ayxu XX . Kommosummja S,° J mpencraBiba HM30METPUJCKY
TpaHchopMalMjy Koja uMa 4eTUpU HEKOMILJIaHapHe WHBapujaHTHe Tauke 4, B, C , X ma je xao
y MPeTXoJHOM ciyuajy S;° J= &, u npema tome J= S;.
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Cnuika 6
3° Heka u3omerpujcka TpanchopManuja J Ioceayje HajBUINE JIBE MHBAPHjAHTHE TadKe,
obenexene ca HIp. A 1 B. Te tauke cy paznuuute na ozapelyjy Heky npasy p. C o03upom na
BaH IpaBe P M30METpHjcKa TpaHchopmanrja J HeMa WHBAPHjaHTHHUX Tadaka, TO 3HAYH JIa je
J#e. Tana nocroju Tauka X € E3 taksa ma je I(X) = X" v X # X'. Ilpu Tome je

4,X)=4,X), (B,X)=(BX),

ma je cBaka oj Tadaka A M B cajapkaHa y MemujanHoj paBHu 1, ayxu XX (Cnmka 6).
Komnosuuuja Sy ° J uma uHBapujaHTHe Tauke A, B U X 1a caMUM THM U CBE Ta4yKe PaBHU
ABX. Jlakne, koMmnosunuja Sy, ° J je niid KOUHIMICHIMJA € UM paBaHcKa paduekcuja Sy, .
He moxe OuTH KOMHLMICHUHM]A jep OM Chuka 7  18Jy Bakuia penaumja Sy ° J= &€ T1j.
penanuja J= S, , na 6u uzomerpuja J nocenoBana TpU HHBAPUJAHTHE HEKOJIMHEAPHE TAUKE,
ITO je CympoTHO mpeTrnoctaBiu. Crora, fo0uja ce aa je

Sp,°J= Sy, ma je

J=S8,° Sx,

Ciuka 7

4° Heka cama uzomerpujcka Tpanchopmanuja J mocenyje jeAMHCTBEHY UHBApUjaHTHY TauKy
oGenexeny ca A. C 063upom 1a je J#¢, nocroju tauka X € E3 taka na je J(X) = X" u X #
X'. Ilpu Tome je

(4,%) = (4,X),
na je Tauka A y MenujanHoj pasuu 1y ayxu XX . Tama xomnosuumja Sp ° J nocenyje ase
WHBapUjaHTHE Tauke A U X.
Ban npase AX xomnosummja S ° J HEMa MHBapHjaHTHHX Tayaka. AKO OM Ta KOMIIO3HIMja

noceioBajia YeTHPH HEKOMILIAHApHE MHBApHjaTHE Tauke, BaKWiia OM pernainmja
o j—
Sqz,° I=¢
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Tj. penammja J= Sy,
na Ou wm3omerpwja J TmocenoBaja BHUIE WHBAPHUJaHTHUX Tadaka, WITO je€ CYIPOTHO
MpeTnocTaBy. AKO OM MOMEHyTa KOMITO3HUIIMja MOCeAO0Baja HajBUIIE TPU HHBAPHjaHTHE
HEKOJIMHEapHEe Tadke, OHAa Ou mpema cirydajy 2° mpeacTaBibalia HEeKy PaBaHCKy pedIeKCujy
Sz, T€ Om w3 penaumje S ° J=S,, cnenuna penanuja
J=S87,° Sn,.
Kako je J(A) = A, 1j. S;,° S,(A) = A, npema panuje 10Ka3aHOj TeOpeMH HMaMo Ja je A €
m; N 1,. Kako paBHU TT;M T, TOCENyjy 3ajeMHUYKY TadKy A, OHE TOCeayjy HajMarme oI
JenHy 3ajeIHMUKy Tauky B. Y Tom ciydajy ce mobuja aa je
Sz,°Sy,(B) =B, 1j. J(B) =B
na 0u m3omMerpuja J ceM Tauke A moceaoBasia joIl MHBAPHjaHTHUX Tadaka, IITO je CYIPOTHO
MPETHOCTaBIM J1a J Toceayje jeAMHCTBEHY MHBapHjaHTHY Tauky. OBHM je TMOKa3aHO Jla BaH
npase AX kommosuuMja S; ° J HeMa MHBApUjaHTHHMX Tadaka.
Jlakie, npema ciydajy 3° nsomeTpujcka Tpanchopmanmja Sy ° J MpencTaBba KOMIO3UIHU]Y
JiBE paBaHcKe pedieKcuje Sy, U Sy, KojuMa ce OCHOBE T, M T3 ceKy 1o npasoj AX(Cnuka 7).
U3 penanwje Sy, ° IJ= Sy, ° Sy, nobuja ce na je
I=5,°Sz, ° S, -

5° Hexka caga uzomerpujcka TpaHcopmaiuja J yonmTe HeMa MHBapUjaHTHUX Tayaka. Y
TOM cClIydajy u3omeTpuja J ce MOXke MPEACTaBUTH Kao KOMIIO3UIIM]ja CacTaB/beHA U3 JIBE, TPU
WM YeTHpH paBaHcke pediekcuje. Cana Tpeba oBo mokazatu. Heka je X € E3 mpoussosbHa
Tayka, a X' mweHa ojaroBapajyha tayka W 7w, MeaujanHa paBaH ayxH XX
Komnosuumja Sy ° J npencraBba H30METPHJCKY TpaHchopmanujy mpocropa E 3. koja
rmoceayje MHBAapHjaHTHY Tauky X.
Ta xommo3uija He MOXKE UMaTH YETUPU HEKOMIUIAHApHE WHBapHjaHTHE Tadke, jep Ou Taja
BaXuWa penaumja Sy, ° J= € Tj. penauuja

I= Sz,
na Om m3omeTpuja J MMalla MHBAPHJaHTHUX Tadaka, IITO j€ CYMPOTHO MPETIIOCTABIIH.
Axo 6u komnosuumja Sy, ° J m0cen0BaIa HajBUILE TPU HEKOJIMHEAPHE WHBAPUJAHTHE TAuKe,
oHa Ou mpema ciydajy 2° NpeacTaBibala HEKY PaBaHCKy peduekcujy Sy, .
U3 penanwmje Sm,° J= S, Crenuna O0u jeIHAKOCT

I =S87,°Sg,.
[Tpu ToMe Ou Bakuia penanuja 1, N 1T, = @, jep OM y IPOTUBHOM CBaKa 3ajeJHHYKA TayKa
paBHM T{U T, OWJa MHBApHjaHTHA Tauyka HW30MeTpHje J, ITO je CYNPOTHO MPETIOCTABIIH.
Axo 6u KommosuiMja Sy ° J ToCenoBaa HajBULIE [BE MHBAPHMJAHTHE TauyKe, OHAa OM mpema
Cciydajy 3° mpencTaBibaia KOMIIO3MIHM]Y IBE paBaHCke peduekcuje, Hup. Sy, U Sp,. OcHOBe
M, U T3 Te JABe pediekcuje ceKy ce Mo MpaBoj X Koja je ojpeheHa NOMEHYTUM
VHBAapUjaHTHUM Tadkama. W3 jenmakoctu Sy ° J=S;, ° S, mobuja ce na je

I=57,° S¢,°Sn,.

IIpu Tome, mpaBa X He HpPOAUpPE paBaH T, jep OM Taga MPOJOpHA Tayka MpeJCcTaBbaia
3ajeIHNYKY TauKy paBHU T1, T, U T3 U IPpeMa TOME MHBapUjaHTHY Tauky uzomepuje J, mro
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jeé CYImpOTHO MPETIOCTAaBIIH.
Axo 6u Kommosumuja Sy ° J nocenopana jeMHO MHBAapHMjaHTHY TadKy X, oHa Ou ce mpema
ciryyajy 4° MOrJIa IpeICTaBUTH Kao0 KOMITIO3HIIM]ja TPH]y paBaHCKUX pediekcuja, 00eaekeHnX
HIp. ca Sy, , Sy, Sy, - U3 jemnaxocru Sy ° J= Sy, © S;.° Sy, nmobwuja ce na je
I=87,°Sz,° Sp,° g,
O

Jepunnnmja 3.3.1: Cpaka KOMIO3UIMja KOHAa4HOr Opoja paBaHCKUX peduiekcuja
eykuckor npoctopa E3 kojoM je mpeacTaBibeHa Heka M30MeTpHjcka TpaHcdopmanuja J
TOT TIPOCTOpa HA3MBA C€ PABAHCKOPeIeKCUBHA WU CUMEMPUjCcKa penpe3eHmayuja Te
usomerpuje. CuUMeTpujcKa perpeseHTanuja u3omerpuje J mpocropa E3 cactaBbeny us
HajMamer moryher Opoja paBaHCKHMX pediieKcHja Ha3uBa CE€ MUHUMAIHA WIU ONMUMATHA
cumempujcka penpeszenmayuja. bpoj paBanckux pedrekcuja u3 KOjux ce cacToju MUHUMAaJTHA
CUMETpPHjCKa pempe3eHTaIja n3oMeTpuje J Ha3uBa ce ped uzomempuje.

3.4 IIpameHoBu paBHH y mpoctopy E3

C 003upoM Ha y3ajaMHM MOJIOKA] PAaBHH, y TeoMeTpuju npocropa E3 pasnukyjy ce paBHH
KOje c€ CEeKy IO jeJHO] MpaBOj M paBHU Koje cy MelhycoOHO mapanenHe. Tum y3ajaMHUM
MOJIOXKAjUMa OJIroBapajy JBa TpaMeHa pPaBHU: NMPAMEH KOAKCHJAJIHUX PAaBHU W TIPaMEH
napajeHUX paBHH.

Nedpunuumja 3.4.1: Ckyn X cBux pasuu npocropa E3 koje ce ceky 10 jeqHoj mpaBoj S
HA3UBAMO HNPAMEHOM KOAKCUjaTHUX paéHu ca OcoM S U cuMOonnuku obernexaBamo ca Ls.
Cxyn & cBux pasuu mnpocropa E3 Koje cy mapasense ca HEKOM PaBHM 0, U ITpeMa ToMe Mehy
coOOM, Ha3MBAMO MNPAMEHOM NAPANEIHUX PAGHU W CUMOOJIMYKU obOenexaBamo ca L.

W3 nedununuje HemocpeaHo cienu na je npameH IsjeqHO3HAUYHO ojipeheH ocoM s, a mpaMeH
Xs jenHo3HauHO oxpeheH Ouno KojoM cBojoM paBHM o. Mako cy NHpaMEHOBU paBHU
neuHuCaHM HE3aBHCHO O I0jMa M30METpHjcKe TpaHchopMmalije, OHU ¢ MOTY JOBECTH Y
TECHY Be3y ca TMM TpaHc(hopMalijama, IoceOHO ca paBaHCKUM peduieKcrjama.

3.4.1 Teopema: Axo Tpu paBuu a, 3,y npocropa E3 npunanajy nexom npameny &, tana
Kommosuuuja S, ° Sp ° S, MpecTaB/ba HEKY paBaHCKY pediiekcujy Ss K0joj ocHoBa § Takohe

npunaga npameny L.

59



; " 6 8 s | A o] 9 D B
° s’ A 5 c' D' ; B'
Cnuka 8.a Cnuxka 8.6

Jlokaz: Hexka je Hajnpe &L mpamMeH KOAaKCHjATHHX PaBHU; HEKa je S merona oca (Cnuka 8.a).
C 003upoM Ja mpasa S MpUIaaa CBakoj OJ1 paBHU «, 3, Y, CBaKa Tayka IIpaBe S MHBApHjaHTHA
je y komnosuumju Sy, ° Sp ° S, . Ha Taj HauuH, UHIMPEKTHA U30METPHUJCKa TpaHChopmaluja
S, ° Sp°Sa

rocenyje Be pasHe MHBapHjaHTHE Tauka, Ma IMpeMa MO3HATO] TEOPEMHU IpEeJCTaB/ba HEKY
paBaHcky peduiekcujy Ss. Ilpu Tome s € §, u mpema Tome 6 € X.

VY apyrowm ciydajy, Heka je can &L npamen napanenaux paBHu (Cnuka 8.0). Heka cy s u s”
JIB€ pa3IU4YUTe IMpaBe HopMmaiHe Ha paBHU «a,f,y. C 003upoM Ja cBaka OJ] paBaHCKHUX
pednekcuja S, , Sg, S, MPEBOAM CBaKy OJl IPAaBUX S U S’ y Ty UCTy TIpaBy, Memajyhu meny
OpHjeHTalujy, W KoMmosuuuja Sy, ° Sp ° S, Takolhe mMpeBoaM CBaKy OJ NMpaBUX S U S° y Ty
HCTY MpaBy Mewbajyhu \eHy OprjeHTaln]jy. 3aT0 KOMITO3HUIHja

S, ° Sp°Sa
Mmoce/yje Ha CBaKO] OJl MpaBUX S M S MO jeJHY HWHBapHjaHTHY Tauky. byayhw na Ta
KOMIIO3MIIMja MIPEICTaB/ba HHAMPEKTHY H30METPHjcKy Tpanchopmanu]jy npocropa E3 ca nse
pa3He WHBapHjaHTHE Tayke, MpeMa I03HATO] TEOPEeMH, OHa MPEACTaB/ba HEKY PaBaHCKY
pednekcujy Ss. Ilpu Tome je § L s, u npema tome 6 € .
(]

3.4.2 Teopema: Ako kommosuuuja Sy, ° Sp ° S, cacTaB/beHa U3 TPU PaBAaHCKe pedieKcuje

npoctopa E3 npencrasiba HeKy paBaHCKy peduiekcujy Ss , Taga ocHOBE @,f3,Y,8 THX
paBaHCKUX peduieKcuja MPUMNaAajy jeAHOM IpaMeHy.

okaz: Heka ce Hajupe paBHU a U [§ ceKy 1o jenHoj npaBoj s (Cnuka 8.a). [Ipema no3natoj

TEOPEMH, Y KOMIIO3UIUjU Sg ° S, CBaka Tauka npase S je uBapujanTHa. Kako je
S,°8°S, = Ss

1. Sp°Sy =S,° Ss, ny xomnosuumuju S, ° S5 Ouhe cBaka Tauka NpaBe S MHBAapHjaHTHA.

3aro ce paBHHM Y U § CeKy IO MpaBoj S, 1a CBE paBHU «, B,Y, § NMpHUNagajy jeITHOM IpaMeHy.

VY npyrom ciyuajy, Heka je a||f (Cnuka 8.6). Axo ce obenexu ca S HeKa mpaBa HOpMaHa Ha

paBEE a U f§, nobuja ce Sp °S,(s) =s. Kaxo je
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S,°8°S, = Ss
Tj. S °S, =S, ° Ss, ouhie u S, ° Ss(s) = s. Jlakne, npaBa s je HHBApHjaHTHA, ald HE U
mene Tauke. Ha ocHoBy Teopeme 3.2.4 axo je S, ° Ss(s) = s onna je y,6 L s, ma cee paBHH
a,f,v,0 npunanajy jenHoM mpameHy.
O

3.5 Ocna poramuja npocropa E3

Beh je moMmenyTo na ce m3padyHaBamy CI0KEHHX BPCTa M30METPUJCKUX TpaHcopMaiimja
EYKIIMJCKOT mpocTopa E3 MoKe NpUCTYNHTH pa3sMaTpameM Crielu(pMYHAX BHAOBA HHXOBHX
MUHHMAaJHHUX CUMETPHUJCKUX penpe3eHTanuja. OcHa poTalyja je jeaHa o]l THX H30METPH]CKUX
Tpanchopmanuja.

HNedunumja S.1: Heka cy S, u Sp nBe paBaHCKe pedieKkcHje €yKIMACKOr mpocropa E 3

KOjUMa Cce OCHOBE ¢ U [ CEKy IO HEKOj MpaBoj S. OchHum obpmarbem Wi OCHOM POMAyUjom

npocropa E3 oko mpase s 3a yrao w HasuBa ce Tpanchopmarmja R, oapeheHa penauujom
Rsw = Sp°Sa (s=anp, w=2x(ap)).

IlpaBa s ce Ha3uBa oca pomayuje, a OPUJEHTHCAHU YTa0 W Ha3uBa ce yeao pomayuje R, .

Crnuka 9
W3 came neguHuLMje U paHUje T0Ka3aHUX TEOpEMa MOXKeE C€ YCTAHOBUTH HU3 0COOMHA OCHUX
poranuja. C 063upoM 1a je paBancka peduiekcuja npoctopa E3 MHIMpEKTHA M30METpPHjCKa
TpaHchopMalja, KOMIO3UIIMja IBe paBaHCKe peduiekcuje, IpeMa TOME M OCHa poTaluja
npocropa E3, peicTaBiba JUPEKTHY M30METPHCKY TpaHchOpMAaLmjy.

3.5.1 Teopema (danaméep, 1743.): Cpaka qupekTHa H30MeTpHjcKa TpaHchopMmaimja J
npoctopa E3, Kkoja mocenyje HajMame jenHy WHBapujaHTHY Tauky O, TIpeacTaBiba

KOMHIMEHIIN]Y UK HEKY OCHY poTauujy R, K0jojoca s caapku Tauky O.

Joka3z: Ako je = &, TBpheme cienyje HemocpeaHo. Y ciaydajy kaaa je J# &, moCToju Tauka
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P € E3 rtaksa na je J(P) = P'u P # P’".Heka je m; Meaujanna pasan ayxu PP’
C 0063upomM aa y uzomeTpujckoj tpanchopmanuju J taukama O u P oaroBapajy peioM Taduke
Owu P’, Baxu penauuja OP = OP’, na je tauka O y MeAMjalHO] paBHU T, Ayxku PP’
3aTo KOMITO3HUIIHja

Sz, ° T
nocenyje ABe pasHe mHBapujaHTHe Tauke O m P. bynyhm na je J aumpexTHa, a paBaHCKa
peduexcuja S, HMHIMPEKTHA HW30METPHjCKAa TpaHcpopmanuja, Kommosumuja Sp °J je
WHIMPEKTHAa HM30MeTpHjcKa TpaHchopmanuja. Ha Taj HaumH, WHAMPEKTHA H30METpPHUjCKa
Tpancpopmanmja S, °J mocemyje aBe pasHe uHBapujaHTHe Tauke O M P, ma mpeMa panuje
JI0OKA3aHO] TEOPEMHU MPENCTaB/ba HEKY PAaBaHCKY pedueKkcujy S;,K0joj OCHOBA T, CaJIpkKH
tauke O u P. U3 Tor pasnora je S; °J=S,,, mna mpema TOMe

I=58;,°Sg,.
N3 penatmje P € my u P € m, cneaun na je my; # m,. C 003UpoM Ja JIBE€ pa3IMuUTE PaBHU
T4 T, UMajy 3ajeJHUUKy Tauky O, OHE ce CeKy N0 HEeKOj MpaBoj S Koja CalpKHU TauKy
0. 3aro xommnosuuuja Sy, ° Sy, Tj. H30METpHjcKa TpaHchopmanrja J IPeACTaB/ba HEKY OCHY
poraumjy R, mnpocropa E3.

O

3.5.2 Teopema: Ckynm R Koju ce cacToju M3 UACHTUYHE TpaHCPOpPMAIM)je U CBUX OCHUX
poranuja npoctopa E3, koje MMajy 3ajenHMUKy oCy S, IPEACTaB/ba IPYIy.

Jloxaz: Heka cy Rsou RgpOuno Koje IBe OCHE porauuje u3 ckyma R, a Heka je T
MPOM3BOJbHA paBaH KOja CaJApXH TMpaBy S U WU,V paBHU onpehene pemamujama
Rsa =Sz°Sy m Rgp =85,° S,
Kopucrehu oBe penaruje nobuja ce ma je
Rsp®Roa = 5° Sz°S7° 5, = 5,° S,
W3 yumeHule 1a paBHU U UV CEKYy paBaH T IO IPaBOj S, PaBHU U UV UMajy 3ajeAHUUKY
IIpaBy S, IpeMa TOME OHE Cy MCTOBETHE WJIM CE CeKy IO IpaBoj S. Ako je 4 = Vv, Taja je
Sy° S, =€ ako je u N v = s, Komnosuuuja S,° S, NPeACTaBba HEKY OCHY poTauujy R, .
OBuUM je I0Ka3aHO Ja y CBaKOM CIy4ajy Ba)Ku peraifuja
Rsp®Rsa ERs.
Axko ce ca R, obenexn 6MI0 KOja OCHA poTalMja U3 cKyna RgH ca 4 MV paBHHM NIPOCTOpa
E® rtakse ma je R, = S,° S, Ouhe
RsL = (5,°5)" =5.°8, €R;.
C o03upom 1a TpaHchopmanuje u3 ckyna R mpeactaBibajy enemente rpyme G(J) cBux
M30METPHjCKHX TpaHcopMmalmja npoctopa E3, M3 J0Ka3aHMX CBOjCTaBa CIENM Ja CKYII
R npeacraBiba Takohe rpymy.
O
Jepununmja 5.2: I'pyny koja ce cactoju M3 UIEHTHYHE TpaHchopMmaiyje U CBUX OCHUX
poranmja npoctopa E3, koje uMajy 3ajelHUUKY OCYy S, Ha3UBAMO 2DPYNOM OCHUX pOMayuja
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npocmopa E3oxo npase s, n cumbonuku obenexasamo ca G(Rg).

3.5.3 Teopema: I'pyna G(R,) ocHux porauuja nmpocropa E3 oko npase S je KOMyTaTHBHA.
JIpyrum peunma, 3a cBake JBe OCHe portamuje Ry, u Ry pus rpyne G(R;) Baxu penamuja
:Rs,ﬁ *Rsa = Rsa ° :Rs,ﬁ :

Hoxaz: Heka je T mpou3BoJbHA paBaH Koja CaIpXKH NpaBy S, 4 UV PaBHU TaKBe Ja je
Roa =Sz°Sy u Rgp =85,° Sy,
Kopucrehu oBe jegmakoctu, mobuja ce aa je
Rsp° Roa = $° Sz°S°8, = 85° S, ,
Rsa’Rsp = Sa°Su°85,° S
C 003upoM ga paBHU U MUV CEKy paBaH T TO HCTO] MpaBOj S, PaBHU T, [k TPUIIAIAJY
KOAKCHjaTHOM TpaMeHy paBHu Xs , a Komnosuuuja S ° S, ° S, TIpelcTaBiba HEKY PaBaHCKY

pediekcujy, nakine MHBOIYIMOHY TpaHchopmanujy mpoctopa E3. To 3Haum na KBajgpar Te
KOMITIO3UIIMje TpeAcTaB/ba KOMHIMIEHIM])Y, na he Outu

$:°8,°8,°8:.°5,°S, =¢

1. 57°5,°8,° 8, =5°S,.

N3 oBe m mperxomHMX penanuja 100Hja ce ma je
:Rs,ﬁ °Rsa = Rga ° :Rs,ﬁ-

3.5.4 Teopema: Ako je R, OocHa poTanuja u J Ouio Koja M30MeTpHjcKa Tpanchopmaruja
eykmuackor npoctopa E3, 3atum s” mpasa koja y mzomeTpuju J oAroBapa npaBoj S U @’
OPHMjeHTHCAHH yrao KOju y HM30MeTpuju J ojaromapa yriy w, Taaa je

J°Rsp°I'= Ry

Jloxas: Ako ce ca U ¥V obenexe paBHH eyKImackor poctopa E3 Takse 1a je
Rsw =S°S, ,
Taja ce PaBHH [ U V CEKY I10 MPaBoj S 1o yriaom X(u,v) = %w. Axo ce 3aTUM 00enexu ca
U UV’ paBHU Koje y n3zomerpuju J 0aroBapajy peCreKTHBHO paBHHMA [ U V, TaJia C€ PaBHU
U MV ceKy Imo mpaBoj s” mox yriaom X(u”,v") = %a)', na ce 1o0uja na je
ge Rs,w o gl=go (Svo Su)o g1
— jo(Svoj-lojoSM)oj-l
— (.7051,0 ‘7-1 )o( g e SM o j-l)
=S, °Sy =Re -
Heka cy Au B rauke mpase s, a A'v B’ wuxose ciuke. Kako J ciuka yriose y mHMa
Ho/IyIapHe yrioBe, w U @' ¢y moayaapuu. [Ipu TOM, ako je w OpHjeHTHCaHH yrao Koju ca
BEKTOPOM AB onpelyje jemHy opujeHTalHjy (HOp. MO3WUTHBHY) OHMA je @' OpUjEeHTHUCAHU

yrao koju ca Bektopom A’'B’ oxpelyje Takohe mosutuBHY opmjenTanmjy. Tama, ako je J
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JTUpPEKTHA TpaHc(opmallija, 0JHOCHO YyBa OpUjEHTAIN]Y, OHJIa Cy OPUJEHTUCAHH YTIIOBU W U
w' HCTe OpHjeHTaLH]e.
O
3.5.5 Teopema: OcHa porauuja R, ¥ paBaHcka peduekcuja S, eKauackor mpocropa E3
Cy JIB€ KOMYyTaTWBHE TpaHC(opMallMja ako ¥ caMo aKo je MpaBa S HOpPMalHa Ha paBaH T,
OJTHOCHO BaXKH
St°Rsw =Rs0°Sx  © slimV(scm Aw=180") .

Jloxaz: Hexka je Hajpe
St *Rsw = Rsw ® Sn Tj. St ®Rsw®Sn = Rsw -

Axo ce ca s” obOenexu mpaBa Koja y paBaHCKO] pediekcrju oJIroBapa mpaBoj S U ca @’ yrao
KOJU y TO] UCTO] peduieKCHju oJaroBapa yriy w, IPUMEHOM IPETXOTHE Teopeme noluja ce
St *Rsw®Sn = Rew -

W3 oBe M mperxojHe jeaHAKocTH jaobuja ce na je Rg, = Ry, . 3aT0 Ccy oce SHUS

HCTOBETHE.
OO6patHo, Heka je s L m. Ako ce ca S’ o0enexu mpaBa Koja y paBaHCKO] peduiekcuju Sy
0JIrOBapa MpaBoj S M ca @’ yrao Koju y Toj UCToj pediekcrju oarosapa yriry w, ouhe mpase
SHU S’ WCTOBETHE, a OPHjCHTHUCAHW YIJIOBH W M @ TOAYAapHU W HCTOCMEPHH, Ma je

Rsw = Rsw -
Hakon npumeHe nmpeTxoaHe Teopeme 100uja ce 1a je

St Rsw =Sn " Rsw°Sn°Sn = Rew ° S = R0 ° S -
O
3.5.6 Teopema: Jlge ocHe porammje R, U Rpp €YKIHMACKOr MPOCTOpA E3, xojuma
VIJIOBU @ U B HUCY ONPYKEHHU, IPEICTaBbajy KOMyTaTHBHE TpaHcpopmalmje ako U camo
aKo ce oce TUX poTanuja mokiamnajy. [Ipyrum pedmma, Ouhe
Raa °Rop = Rpp° Raa = a=b.

Axo cy yrioBu a ¥ ff onpykenu, tana Ry, ¥ Rj,p KOMYTHPajy aKko Ce OCE CEKy I0[

MIPaBUM YTJIOM.

Jlokaz: Heka je Hajupe
Rb,ﬁ ° Ra,a = Ra,a ° :Rb,ﬁ’ Tj. :Rb,[f ° Ra,a ° :Rl;%? = :Ra,a .

Axo y ocHoj potauuju Ry, s paBoj @ OAroOBapa HeKa NpaBa a’, a yrily @ OJroBapa HEKH yrao
a’, IpeMa TeopeMH MMaMo Ja je
:Rb,[? ° :Ra,a ° :Rl;%i’ = :Ra',a' :

na je motpebHo na Baxku a = a’. [Ipu ToMm, Heka ¢y A U B tauke npase a, a A’ B wuxose
ciuke. AKO a U b Hemajy 3ajeTHUUKUX Tavyaka (TapajesHe cy MM MUMOWIasHe), Heka je MN
BUX0Ba 3ajeHuuKa Hopmana. Tana Ry, g ciuka M y camy cebe, npaBy a 'y cebe, na U JIyx
MN vy cebe, 1j. N ce ciuka y camy cebe. Kako N He npunana b, to je moryhe camo ako je
poraumja 3a 360°, Tj. ako je Rjp KOMHIMJACHIM]a, IITO CE MCKJbydyje Kao Moryhnocr.

O
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3.6 Ocna ped.excuja npocropa E3

Ocre poranuje npoctopa E3 y ommreM cirydajy HuCy MHBOJNynHOHE Tpancdopmanuje. One
Cy WHBOJYIIMOHE CaMO y CICIHUJATHOM CJIy4ajy KaJla Cy UM YIJIOBH POTAIUje OIMPYKCHH.
TakBe ocHe poTammje Ha3UBaMO OCHHM peduiekcrujama. 300T CBOje MHBOJYTUBHOCTH OHE
pacmojiaXXy HA30M CeHH(PUIHUX CBOjcTaBa Koje he oBae OMTH MpoyUeHE.

Hepununuja 6.1: OcHom peduekcujom S, mpocropa E3 HasuBa ce KOMIO3UIMjA JIBE
paBaHCke peduekcuje S, u Sg npoctopa E 3 xojuMa OCHOBe @ Y f§ 3a[J0BOJbaBAjy pelalujy:
alf u anf=s.
Ha Taj nauun ce nobuja na je:
Ss= S °Sa=5,°5s (anp =5s).

U3 nepuHuIMje HEMOCPeIHO cileau aa ocHa peduekcuja S npoctopa E3 mpencrasiba ocHy
poTamujy kojoj je yrao portamuje jemHak 180°. Kao TakBa, oHa mpejicTaBiba IUPEKTHY
U30METpUjcKy TpancdopMmaiujy mpoctopa E3 k0joj cy MHBapujaHTHE jeJIMHO Tauke OCeE S.
Huje Temko 10Kka3aTu Ja je y ocHoj pediekcuju Sg npoctopa E3 MHBapHjaHTHA cBaka paBaH
KOja caJIp>KH OCy S, Ka0o M CBaKa paBaH Koja jeé HOpMaJHa Ha OoCy S. Y paBHU KoOja CaIpiKU OCY
s ocHa peduiekcuja Sy MHIYKYje OCHY peuieKCH]y, a Y paBHHU KOja jeé HOpMaJIHa Ha OCy S OCHa
pebnekcuja S¢ WMHIyKyje LEHTpadHy pedieKcHujy.

3.6.1 Teopema: OcHa peduecuja S, mpoctopa E3 je mHBOIyIHMOHA TpaHChOpMAaLHja.
Jokaz: Axo ce ca auf obenexe e paBHH mpoctopa E3 Koje 3a10B0JbBajy penaiuje
alfuanf=s
buhe Sg = Sp ° Sq.
Kopucrehu pemanmjy a L , nobuja ce na je
2 =(Sp ° Sa)°(Sp ° Sa) = (Sp ° Sa) ° (Su°Sp) = <.
O

3.6.2 Teopema: PaBancka pediekcuja S, u ocHa peduiexcuja S, mpoctopa E*, kojuma oca

p HE TpUIIaJia OCHOBHU TT, TIPEJICTaBJbajy JIBE KOMYTaTUBHE TpaHc(opMallije ako U caMo aKo
je mpaBa p HOpMaJHa Ha paBaH 1. Jpyrum peunma, 6uhe
pEmT = S8 =8°8S & plm

Hoxkaz: Heka je Hajmpe
(*) Sp°S,=S8,°Sy T $:°5°8.=S,.
Ako ce ca p° obenexu mnpaBa oxapehena pemammjom S;(p) =p’, mnpema 3aKoHY
TpaHCMyTaluje ocHe peduekcuje S, paBaHckoM peduekcujom S, nobuja ce na je
(**) Sp° S5,° Sp =S8,
U3 jemnaxkoctu (*) u (**) mobuja ce na je S, =S, U Npema ToMe je U p =p’.
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C o03upom jia mipaBa p HE MPUIIPAJA PABHU T JeIHAKOCT P = p’ BaXH CaMo Y CIydajy Kaaa
jeplm.
O6parno, Heka je p L . U3 te penauuje ce noduja na je S,(p) = p, na npema 3akoHy 3a
TpaHCMyTalujy ocHe peduekcuje S, paBaHckoM peduekcujom S; nobuja ce

Se® S° Sp =Sy, T Sp°S,=5,°5g.

O

3.7 OcnoporanuoHa peduiekcuja npocropa E3

Jlo cama je oOpahena camo jemHa BpcTa MHAUPEKTHHX H30METPHU]CKUX TpaHchopmaiimja
npocropa E3, a To je paBaHcka pediekcuja.

To je HenmeHTHYKa M30METpPHjCKa TpaHCPOopMalMja KOja pacrojiake ca paBHHUMA KOjuMa Cy
CBe Tauke WHBapHWjaHTHe. Ha Taj HaumH, cBaka paBaHCKa peduiekcHja moceayje 0eCKOHAYHO
MHOTO WHBapHWjaHTHHX Tadaka. Cama he Owtm oOpaljeHe WHIUPEKTHE W3O0METPH]CKE
TpaHchopmallrje Koje Mmoceayjy camo To jeJHy WHBapHUjaHTHY TauKy.

[IpoyyaBawy oBUX TpaHchopManyja TPETXOAU yBOheme HOBE BpPCTE HWHIAMPEKTHUX
M30METPU]CKHX TpaHc(opMalHja T3B. OCHOPOTALMOHUX pediiekcrja mpocTopa npocropa E3.

Hedunumja 7.1: Komnosuuuja cactapjbeHa U3 jeiHE OcHE poTtanuje R, W jeIHE paBaHCKe
peduexcuje S, mpocropa E3, mpu yemy je s L7, HasuBa ce OCHOpOmMAayuoHa W
pomayuona pegprexcuja npocropa E3 koja ce cumGonnuku obenexasa ca Ry g, -
Ha taj Hauun ce mo6uja

Re;sw = Sn°Rsw = Rsw ® Spe
PaBan 7 ce Ha3MBa OcHo6a, IpaBa S ce Ha3WBa oca, Tauka {0} = T N S ce Ha3uBa cpeduume
WIH yenmap, a OPUjEHTUCAHH yrao w CE€ Ha3UBa y2ao ocHopomayuone pegpnexcuje Ry, .

X / \Rsﬁw(X)

S

$,(X) / \ Rr: 6 )

Cimuxka 10
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U3 neduHuIMje HEMOCPENHO CIIEIU Ja je ocHoporaurona pediekcuja R, s, mpocropa E3
jemHo3HAYHO ojnpeheHa OCHOBOM 7T, OCOM S W OpHjEHTHCAaHHM YrioM . Kako je ocHa
poTanMja JUPEKTHA, a paBaHCKa pediiekcrja WHIANPEKTHA HM30METpHjcKa TpaHcopMaliyja,
BHX0Ba KOMIIO3HIIM]a, PEeMa TOME ¥ OCHOPOTAIOHA pedIieKCcHja, MPEICTaB/ba HHIUPEKTHY
M30METPHjCKy TpaHchopManujy mpocropa E3.

Jlako ce moxasyje 1a ocHopoTanuoHa peduekcuja Ry, s, npocropa E3 nocenyje camo jeamy
WHBApUjaHTHY TaukKy, TO je Tauka {0} = m N'S. AKO yrao w HUje ONPYKEH, OHA MOCELYje
JeIMHCTBEHY WHBApHUjaHTHY MpaBy — ocy s. Takolhe, mocenyje u jeAMHCTBEHY MHBAPHjaHTHY
paBaH — TO jeé OCHOBA TT.

3.7.1 Teopema: Cpaka MHIMPEKTHa M30MeTpHjcka TpaHcdopmanuja J npocropa E3 koja
MMa JeIMHCTBEHY WHBApHjaHTHY Tauky O TIpelIcTaB/ha OCHOPOTAIMOHY pediieKcujy ca
cpequmteM O.

Jokasz: Heka je X Ttauka mpoctopa E3 Taksa na je J(X) =X u X # X'. U3 penauuje
(0,X) =(0,X)

cienqu na Tauka O npunaza MeaujanHoj paBHM 7y ayxu XX . Kommoswuwmja Sp °J
HpeCTaB/ba JUPEKTHY M30METpPHjcKy Tpancdopmanujy mpoctopa E3 ca nse pasmuunte
nHBapujanTHe Tauke O u X, na npema J[amaMOepoBOj TeOpeMH IpeIcTaB/ba KOMHITUACHITN]Y
WM HEKy OcHy portauujy R, Kojoj oca s caapxku tauke O u X. He mMoxe npeacraBibatu
KOMHIM/ICHIHM]Y, jep OU y TOM ciydajy u3 penammje Sy, ° J= € cnemuna penauuja J= Sy,
na 6u Tpancpopmanuja J cem tauke 0 UMala joul UHBApPHjaHTHUX Tadaka, IITO je CYMPOTHO
MPETHOCTaBIU. 3aTo je

Sn, ° J=Rsw
U TpemMa Tome

J=Sq,°Rs -
C o03upom na mpaBa S caapxu Tauky O Koja ca Haja3W y paBHU T, U Tayky X Koja ce
HaJla3u BaH paBHH Ty, MpaBa S Mpoaupe paBaH m; y Tauku 0. Ako jes L my,
Tpancopmanyja J o aepUHULIUjU TIPEACTaBIba OCHOPOTAIIMOHY pediekcujy. Ako Huje s L
1, 00CJICKHUMO ca T, paBaH Koja CaJpH MpaBy S, a HOpMaJHA je Ha paBaH 1T, U ca T3 paBaH
TakBy Ja je

Rsw = Sn, ° Sp,-

C 003upoM 1a cy paBHHU TT; U T, HOpManHe Mel)ycOOHO, OHE Ce CeKy IO HEKOj MPaBoj S;. AKO
je 81 paBaH Koja ca JpXH IpaBy S; a HOPMaJHa je Ha paBaH T3, 3aTUM §, paBaH TakBa Ja je

Sr, °Sp, = S5, ° Ss, :
KomIosuuuja Ss, ° S5, NMPEICTaB/ba HEKY OCHY poTanujy R;g K0joj je oca t HOpMajHa Ha
paBaH 6, ma je

J= S, °Sp,° Sn, = Ss,°Ss,° S5, = S5, *Reg = Rs; 0 -
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3.7.2 Teopema: CBaka qupekTHa n3oMeTpujcka Tpancdopmanmja J npoctopa E3 moxe ce
MPEJICTAaBUTH Ka0 KOMITO3UIIMja JIBE OCHE pedUIeKCHje TOT MPOCTOopa.

Jloxaz: Ako je J= €, Tana 300r MHBOJIYTUBHOCTH OCHE pediekcuje 3a cBaky npaBy p C E3
BaxH 11a je J= S, °S,. Axo je J# &, Tana nocroju Tauka X € E? TakBa ma je J(X) = X" u
X # X'. Heka je my memujanaa paBan ayxu XX'. C o03upom na je J HOuUpekTHa u
Sy, MHIMPEKTHA wW30MeTpHjcKa TpaHcdopmanmja mnpocropa E3, xommosummja S, °J
NpeJCTaB/ba HMHIUPEKTHY HM30METPUJCKY TpaHcopmanujy TOr mpocTtopa. M3 pernanuja
JX) =X n S; (X)) =X nobuja ce na je y komnosuuuju S, °J Tauka X WHBapHjaHTHA.
Axo xomnosuumja Sy, °J nocenyje cem tadke X jom HEKy MHBAPUjaHTHY Taduky Y, mpema
TeopemHu 2.3 OHa MPEJCTaBba HEKY PAaBAHCKY peduiekcujy Sy . Y TOM ciydajy, U3 penanuje
Sz,°J =Sy, cnenn na je § = S ° Sp,. Axo ce ca T 00eseKM paBaH HOMpaHa Ha 00€ paBHH
Ty UT,, a Ca M U N MpaBe M0 KOjUMa OHA ceue Te€ paBHH, Ouhe

J=Sr,°Sn, = (Su, °Sz)°(S2°Sn,) = Sm°Sn .
Ako xommosunuja Sp °J cem Tauke X HeMa JPYrMX WHBApMjaHTHHX Tayaka, Npema
IPETXOJIHOj TEOPEMHU,0HA TNPEJCTaB/ba HEKY OCHOPOTAMOHY peduekcujy Rp,; s, K0joj je
cpenumte Tauka X. Heka je m, paBaH koja caJp>kKu MpaBy S ¥ KOja je HOpMajHa Ha paBaH T4,
a HeKa je T3 paBaH TakBa ja je R, = Sg,°Sy,. V ToM ciydajy OGuhe

Su, °I =81,°82.°Se, T J =S8z, °5,°S2,° S, -
U3 penanwmja my; L m,, m; L m, u jeAHaKoCTH T; N T, = m, T3 N 1T, =N, 100HUja ce 1a je
J =5,°S,

3.8 IlenTpanna peduexcuja npocropa E3

OcHopoTannoHa pedieKcrja y OMIITeM cllydajy HUje HHBOJIyIIMOHA TpaHchopmanrja. OHa je
WHBOJIYIIMOHA JEIMHO Yy CIy4ajy Kaja je yrao poTaldje OIpY>KeH.

HMepununumja 8.1: Komnosunuja jeque ocHe peduekcuje Sg U jeqiHe paBaHcke pediekcuje Sy
npocropa E3, npu uemy je s L m y Hekoj Tauku O € E3 HasuBa ce yenmpanna pegaexcuja
S, mpocropa E3.
Ha Taj HauuH, ako je mpaBa S HOpMmaJiHa Ha paBaH 1T 'y Tauku O, 6uhe

So=S8S:°Ss=5,°S,
Henocpenno u3  nepuHimje ciemu jaa HeHTpaiHa peduekcuja npoctopa E3 mpencrasiba
OCHOPOTAIMoOHy pediekcujy kojoj je yrao potamuje 180°. Kao TakBa, oHa mpeacTaBiba
VHIMPEKTHY H30METPHMjCKY TpaHcdopmanujy mpocropa E3 koja uMa camo jeaHy
WHBapHjaHTHY Tauky, a To je cpeaumute O Te neHTpaiHe peduekcuje. CBakoj APYyroj Tauku
X e E3 oaropapa tauka X € E 3 takBa nma je Tauka O cpemumrte ayxu XX .

3.8.1 Teopema: Llenrpanna peduekcuja S, npocropa E3 jennosnauno je oxpelena cBojum
cpenumteM O.
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Cmuka 11
Jloxaz: JIOBOJHHO je IOKa3aTH Jia 3a CBaKe JIBE MpaBe M U N Koje ce ceKy y Tauku 0 U paBHU

UuUv Koje cy y Tauku O HOpMaJHE Ha TIpaB€ MMUN BaXH peraiuja
S,°Sm =58,°S, (Cmuka 11).
Axko ce ca 1 obenexu paBaH oapehena mpaBama m U n, a ca S mMpaBa Mo KOJOj C€ CeKy paBHU
uunv, omhe s L m. Axo ce 3aTum obenexe ca 4 UV’ paBHHU ojpeleHe mapoBUMa MpaBHUX
m,s U n,s nobuja ce na je

S, °8Sm=8,°Sy °Sx=8°8:=8,°85,°5:.=57°$,

3.8.2 Teopema: Illentpanna peduekcuja So mpocropa E® je wuHBOIyLHOHA
Tpanchopmanuja.

Hoxkaz: Axo ce ca m o0nexu Ouio Kaja paBaH Koja caapxu Tauky O U ca S IpaBa Koja je y
tauku O HOpMallHa Ha paBaH 7, Ouhe Sy, = S; °Ss ma je
S(% = (Sno'gs)o (Srl:o'ss) = (Srro 1'1:)O (Ss OSS) =¢&
O
3.8.3 Teopema: Y nenrpannoj peduexcuju S, npocropa E3 mpasoj x koja caapxku tauky O
OJIroBapa Ta MCTa IpaBa, NPaBOj X Koja He caapku Tauky O oAroeapa mpaBa X TakBa Ja je
x||x” 1 xNnx"=0Q.
oka3z: Heka je Hajnpe O € x. Ako ce ca  o0enexxu paBaH Koja je y Tauku 0 HOpMaiHa Ha
MpaBy X, OHJA je
So(x) = Sr ° Sy (x) = Sn (x)=x.
VY npyrom ciyuajy, ako O € x u ako je w paBaH ojpehena penauujama 0 E tum L x , U ako
je p mpaBa koja je y Tauku 0 HOpMallHa Ha paBaH 7T, OHJA je
So(x) =85,°S, (x) =5, (x) =x
Bbynyhu na y ocHoj pednekcuju S, npasoj x koja 3a10BoJbaBa penauuje x||[p u xNp =0
oJlroBapa Jipyra mpaBa X  Koja 3a/JI0BoJbaBa penanuje X'||p u x ' Np = @, nobuja ce na je
x|lxum xNnx =0
O
3.8.4 Teopema: Y uentpannoj peduekcuju S, mnpocropa E3 paBHu 7 Koja caapKu Tadyky
O oxaroBapa Ta MCTa paBaH, paBHH T KOja He caJpku Tauky O oaroBapa paBaH 7' TakBa Ja je
wllt"u TN =0
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Jokaz: Heka Hajupe O € m. Ako ce ca p oOenexu mpasa Koja je y Tauku O HOpMaiHa Ha
paBaH, oHJa Baku Sp =S, ° Sy, ma je
So(m) =5,°S, () =S, (m) =m.

Y npyrom ciydajy, kama O € m, ako ce ca p oOenexu mpaBa onpeheHa pananujama
O€Epup Llmucad paBan koja je y Tauku O HOpMaiaHa Ha TpaBy p, OHAa he OutH
So(m) =S5°S, (m) =S5 () =1’

U3 penammja Ss () =7 u mNS =@ ciean Ja Cy paBHU T U 77 ca PA3jIMUMTUX CTPaHa

paBau 8, ma je wm|ln'u N =0 .
O
3.8.5 Teopema: Axo je S, uentpamHa peduiekcuja u J OWIO KOja H30METPHjCKa
tpancdopmanmja npoctopa E3, 3atum O” tauka Taksa ga je J(0) = 0’, tana je
J°S5,°I'=Sy -

/lokaz: Heka je mpaBa p npou3BoJbHA MpaBa Koja caapxu Tauky O U T paBaH Koja je y Tauku
O HOpMayTHA Ha TpaBy p. Ako y Tparcopmaruju J mpaBoj p oAroapa mnpasa p’, a paBHH T
oaroBapa paBaH 7', oHAa he Outu p” L m" y Hekoj Tauku O’. 3ato je
J°Sp°It=9°5,°S,°J?
= (J°S, °g)° J°s, °g-1
=Sy °Sy =Sy
O

3.8.6 Teopema: llentpanna peduekcuja S, 1 paBancka pednekcuja S, npocropa E3 cy nse
KOMYyTaTUBHE TpaHcpopmalje ako u camo ako Tauka O npunazna pasHu 1. [laxne, 6uhe
Sz°So =S50°S: & O0E€Em.

Jloxasz: Heka je Hajupe

(*) Sz°So=S50°Sx T Sz°So°Sp =50
Ako ce ca O° obenexu Ttauka oxpehena panmanmjom S,(0) = 0°, npema 3akoHy
TpaHcMyTalje LeHTpainHe pedruekcuje S, paBaHcKkoM peduiekcujoMm S, noOuja ce Aa je
(**) Sz ° S0 ° Su = So -

W3 jemnakoctu (*) m (**) cnemu na je Sy, = Sp- , ma npema tome na je O = 0°, mro je
Moryhe camo y ciydajy kaaa ce tauka O Hala3u y paBHU TT.

OGparHo, Heka je cama O € 1. U3 oBe penanuje cieau aa je S;(0) = 0, na nmpema 3akoHy 3a
TpaHCMYyTallMjy LEHTpaiHe pedrekcuje Sp paBaHCKOM pediekcujom S, nobuja ce na je

Sz°So°Sp =S80 Tj. Sp°So=S50°S; .
O

3.8.7 Teopema: ILlentpanna pednekcuja Sy, u ocHa peduekcuja S, mpocropa E* cy mse

KOMYTaTHBHE TpaHcopMalyje ako U caMo ako Tauka O mpumazaa npasoj p. Taga he Outu:
S$,°So =50°S, & OE€p.
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Jlokaz: Hexka je Hajupe
(*) $5°50=5°S, T. 5,°Sp°Sp=So.

Axo ce ca O° mobenexu Tauka oapehena pemanmjom S,(0) = 0°, mpema 3aKoHy
TpaHCMyTaluje LeHTpaine peduekcuje Sp ocHOM peduekcujom Sy, nobuja ce na je

(**) S5,°S0 °Sp=So .
W3 jennakoctu (*) u (**) cnenu na je Sp = Sy , ma npema tome na je 0 = O, mto je moryhe
camMo y ciIy4ajy kKama ce Taduka O Halla3Wm Ha TPaBoj p.
O6parHo, Heka je O € p. U3 ose penanmje ciemu na je S,(0) = 0, ma mpema 3aKoHy
TpaHCMyTalKje LEHTpaHe pediekcuje Sp 0CHOM pediiekcujom S, 1o6uja ce na je

Sp °So °S5p=50 Tj. S$,°S0=50°S, .
O

3.8.8 Teopema: Komnosunuja Tpu uenrpanHe peduekcuje mpocropa E3 mpencrapiba
Takohe meHTpanHy pedeKCH]y TOT MPOCTOpa.

d c

A B

Cnuika 12
Joxas: Heka cy nate Tpu uenrtpaine peduekcuje Sy, Sp, S eyknuackor npocropa E3. Axo je
nmpu tome A = B wuau B =(, Tama HeENoCcpeAHo cleayje aa kommosumuja Sq °Sg° Sy
MpeAcTaB/ba Takohe MEeHTpaaHy pediIeKcHu]y.
[Ita ce nemaBa kana je A # B wnu B # C? (Cnuka 12).
Axo ce ca m oOenexu paBaH Koja caapxu Tauke A,B,C u ca a,b,c npaBe koje Cy y TUM
TaykamMa HOpMaJIHE Ha paBaH T, OHJA je
Sc°Sp °Sa=(Sz°5)°(Sp°Sn)® (S ®Sa) =Sz °(Sc°Sp ° Sa)-
C oG3upom na cy mpase a, b, c HOpManHE Ha paBaH 7T, IpeMa paHHUje T0KA3aHO] TEOPEMHU,
koMmmo3uija S, ° S, ° S, mpencraBba HEKY OCHY peduiekcujy Sy K0joj je oca d HOpMaiHa
Ha paBaH 7. AKO NPOJOPHY TAauKy Ta OCe ca paBHU T obenexumo ca D, 6uhe
Sc°Sp °Sa =Sz °(Sc°Sp ° Sa) =Sz ° Sa = Sp.

O
3.8.9 Teopema: Cpemumra AyKH Koje cHajajy onaroBapajyhe Tauke MHIUPEKTHE
uzometpujcke Tpanchopmanuje J npoctopa E3 npunanajy jeanoj pasHu.

Jloxaz: Heka je P € E3, J(P) = P’ u O cpenumire nyxu PP’ (Cnuka 13). C 063upom 1a cy
J n S, uHmMpeKkTHE M30MeTpHjcke Tpanchopmamuje mpocropa E3, xommosunmja S, ° J
NpeJCTaB/ba JUPEKTHY HM30METPUJCKY TpaHchopmaiujy. Y TOj JUPEKTHO] H30METPH)CKO]
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Tpanchopmanuju Tauka P je nHBapujaHTHA, na npeMa JlamamOepoBoj TeopeMH MpeacTaBba
HEKy OCHY potauujy R, npu yemy P € p.

Ciuka 13

Heka je paBan m oxpehena pemanmjama O € t uw L p. Heka je ca X oGenexxena 6mio xoja
Tauka mpoctopa E3, pasnuunra on Tauke P, u ca X' Tauka TakBa ga je J(X) =X mcaY
cpequmre ayxu XX  y paBHU 7. 3aucTa, ako ce crasu 1a je Sp(X') = X, 6uhe

Rpw X)) =X".
Crora MenujasiHa paBaH 6 ayxu XX canpku mipaBy p. [Ipasa oapehena cpenumruma O u Y
nyxu X' X m X'X mapanenna je ca qyxu XX ', v mpema TOMe HOpMajIHa Ha paBaH &, JaKie u
Ha mpaBy p € §. Onarie cienu na je Y € m.

O

Jedpunumja 8.2: PaBan m ko0joj mpumaaajy cpeauinta Iyku oapeheHux oxarorapajyhum
TaukaMa MHIMPEKTHE U30MeTpHjcke Tpancdopmauuje J npoctopa E3 HasuBa ce ocnoea Te
M30METpHjcKe TpaHchopMaluje.

3.9 Tpancaanuja npocropa E3

Nedpunuumja 9.1: Heka cy S, uSp nBe paBaHcke peduekcuje MpocTopa E3 kojuma cy
OCHOBE @ Y [f HOPMaJIHE Ha HEKy MpaBy S y JBe pa3ziauuuTe Tauke A U B 1 Heka je
A" = S(A). Iapanennum nomeparem WM Mpanciayujom 1O TIPaBOj S 32 OPUjEHTUCAHY
nyx PP’ C s Ha3uBa ce TpaHchopmaiuja
J—: B - E,
PP’
onpehena pemnanujom

go>=5,°S .
pp P @
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W3 rope HaBeAeHOT ce BUIOM Ja, CEM OCHHUX pOTaldja, TOCTOjH jOII jeHa BpCTa
M30METPHjCKHX TpaHcdopMmaruja mpoctopa E3 Koje ce MOTy IpeIcTaBuTH Ka0 KOMIIO3HIIMja
JIBE paBaHCKEe peduieKcHje.

Henocpenno w3 nmeduHunMje ce BUOM Ja je TpaHClAlMja AUPEKTHA HW30METPHjCKa
TpaHcopMalja Kao KOMIIO3WIIMja JBE paBaHCKe pedUIeKCHje Koje Cy WHIUPEKTHE
Tpancopmarmje.

Bynyhu na je « N B = @, xomnosuumja Sg ° S, MpeMa TOME | TpaHCIAIMja J— npocropa
PP’
E3 mema unBapujanTHUX Tauaka. Tpancnamuja 9 — mpoctopa E3 mpeBoau cBaky mpaBy
PP’

x||PP’ y Ty ucty npaBy, He Memajyhu leHy OpHjeHTaIHn]y.

3.9.1 Teopema: HU3omerpujcka Tpancdopmanuja J npocropa E3 npencrasiba TpaHciauujy
TOr' MPOCTOpPA aKO M CaMO aKO C€ MOXE TPEICTaBUTH KA0 KOMIIO3WIMja JBA Pa3IHYMTE
LEeHTpajHe peduieKcHje TOT UCTOT MpOoCTopa.

Hokaz: Heka Hajupe m3oMmeTpHjcka TpaHcopmanuja mpoctopa E3 mpencraBiba HEKy

TpaHcianujy J— Tor mpocrtopa. Ako obeneskumo ca Q cpeamiute ayxku PP, ca s mpaBy
PP’

onpeheny taukama Pu P’, a ca @ ¥ § paBHM HOpPMallHE Ha MpaBy S y Taukama P u Q,
puMeHoM Teopeme 6.1 mobuja ce na je

To=5,°8, = (55°5,)°(5,°S,) =Sg°Sp .

OGpaTHO, Heka je caja M30oMeTpHjcka TpaHcdopMamuja J mpoctopa  E3 mpencrabiba
KOMIIO3UIH]y  JIBE pazIuuuTe [IEHTPaJTHE pednekcuje. Heka  je HIIP.
IJ=5¢°Sp .

Axko ce ca s obenexu mpaBa oapehena taukama P u Q, ca a ¥ f paBHH Koje Cy y Tauykama
P u Q nopmanne Ha paBy S W ca P’ Tauka TakBa ja je Sg (P) = P’ , npumenom teopeme 6. 1

nobuja ce
So°Sp=(S5°85)°(Ss°8,) = Sp° Sy = 9'P—P>,
O
3.9.2 Teopema: Ckyn J Koju Ce cacToju W3 HIEHTUYHE TpaHcPOpMaluje M CBHUX
TpaHciauuja mnpocropa  E3 mpenctaBma moarpymy rpyme  G(Jt) CBHX MPEKTHHX
M30METPUjCKUX TpaHChOopMallrja TOT UCTOT MPOCTOPA.

Jloxaz: Heka cy §— u J— 6uno koje ase Tpancnamuje u3 ckyna J. Ako je E Tauka koja
AB cD

y Tpancnanuju J = oarosapa Tauku B, umamo na je I—== J— . Ako cy M u N cpeaumira
cD cD BE

nyxu AB n BE, a M’ Tauka cumeTpuuHa Tauku M y ogHocy Ha Tauky N, 6uhe
IJo°To=9>°F>=8,°5;°S5°Sy =Sy° Sy = I—€ J.
€D AB BE ap TN "B TB UM N MM’
Ha Taj HaYMH KOMIIO3MIMja CBake ABe TpaHcdopMamuje u3 ckyma J MpencTaBiba Takohe
tpancdopmanujy u3 ckyna J.
Axo je J— mpousBosbHa TpaHcpopMmanuja u3 ckyna J u R cpemuinre mayxu PQ, umamo 1a
PQ

je
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-1
Jlo=(s5,°S = 5,°S, = J—>€E 4.
PO (Q R) R 2Q 0P

W3 Ttor pasnmora mHBep3Ha TpaHcdopmanuja Ouio koje Tpanchopmanuje u3 ckyma J
npescTaBba Takohe Tpancpopmauujy u3 ckyna J.
C 063upom aa Tparcopmanmje U3 U3 ckyna J npeacTaBibajy enemente us rpyne G(J+), us
JIOKA3aHMX CBOJCTaBa CJIEAH Ja je CKyll J HOArpymna Te TpyIle.

O
3.9.3 Teopema: I'pyna tpancnamuja G(J) npocropa E3 je komyratusHa. JIpyrum peunma,

3a cBake JBe TpaHcnamuje J— u J— mnpoctopa E3 Baxku penauuja
AB )
I °F-o>= J-o °I-o.
) AB AB )
Jloxaz: Hexa je E Tauka xoja y Tpanciamuju J— onrosapa Tauku B. Ilpema panwuje
cD

J0Ka3aHoj TeopeMu go6Hja ce 1a je == J— . Ako cy M u N cpeaumra nyxu AB u BE,
0 BE

npuMeHoM Teopeme 9.1 nobuja ce

Fo°F-o=9-5°T->=5,°55°5°Sy, =Sy ° Sy,

cD AB BE AB
o °F-o=9- °F>= 5;°5,°Sy°S; .
AB cD AB BE

[Ipema panuje nokazaHo] TeopeMu, Kommosuimja Sg°S) °Sy TpencraBba IEHTPATHY
pedrexcujy pasuu E?, nakiie HHBOJIYLHOHY TpaHC(POpPMALH]jy. 3aTO KBAAPAT Te KOMIIO3HUIH]E
npeAcTaB/ba KOMHIUACHIH]Y. [lakine Ouhe

Sp°Su°Sn° Sg°Sy°Sy=c¢

Tj. Sp°Sy°Sny°Sg =Sy° Su.

N3 oBe u peTXxoHE IBE JeTHAKOCTH CIIEIH /1A je JC—D> ° 5;3): 5;; ° ffc—D> .

O

3.9.4 Teopema: Heka je 5 oy TpaHcnanja U J U30MeTpHujcka TpaHchopMalyja mpocTopa

E3. Ako cy A" u B’ tauke npocropa E3 takse naje J(A) = A’ , I(B) = B’ onna je

Jeg—o °gl=9—.
AB AIBr

O
3.9.5 Teopema: Tpancrnauuja J ) ¥ paBaHcKa peduexcuja S, mpoctopa E3 xomyrupajy

aKo M camo ako je npaBa AB napanenHa ca paBHH 1. Jlakie,

S:°I—-=9->°S, & AB||r.
AB  AB

O

3.9.6 Teopema: Tpancnanuja g - 1 ocHa poratmja R g, mpocropa E® komyrupajy ako u
camo ako je cy npase s u AB napanenne. [lakie,

R CFo-=9->°R < MN|s .
0 © TD= 92 "R, I
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3.10 Kauszajyha peduiexcuja nmpocropa E3

Jlo caja cy mpoyyaBaHe MHIMPEKTHE M30METpUjcKe TpaHcopmauuje mpoctopa E3 koje cy
MOCEIOBAJIC jeIHY WIJIM BHUIIC WHBapHjaHTHUX Tadaka. Camga he OWTH peun O MHIAUPEKTHUM
M30METPHjCKUM TpaHCopManyjama Koje HeMajy HHBapHjaHTHUX Tadyaka.

HMepunnumja 10.1: Kommosuiyja cactaBjbeHa U3 TpaHcHamuje J - M paBaHcke peduiekcuje
S, mpoctopa E3, rne pasan m canpxu npaBy AB, masuBa ce xnusajyhia peghnexcuja wnm

mpanciamopna pegrexcuja. O3HadaBa ce ca G z; 2 Haxue,

j— o ¢ — o
(}7[;—>—S Jo-=9->°8
AB T T 4B AB

PaBan m ce Ha3uBa ocHosa, opujeHTHCaHa IpaBa AB ce Ha3uBa oca, a opujeHTHCaHa 1yX AB

ce Ha3uBa mpanciayuona oyic kiusajyhe pegnexcuje G r; e

Crnuka 14

Henocpenno u3 nedununmje ce youaBa aa je knusajyha peduiekcuja G z; -7 Tpocropa E3

jenHo3aH4YHO onpeleHa ako je 3amaTa OCHOBA T U TPAaHCIAMOHA yx AB.

Knuzajyha pednekcuja je umHAMpEeKTHA H30METpHUjcKa TpaHchopmanuja jep MpeaAcTaBiba
KOMIIO3UIM]y TpaHCIanuje (IMpeKTHa W30METpHUja) M jeJAHE paBaHCKe peduiekchje
(MHIUpEKTHA H30METPHja).

Knuzajyha pednekcuja G z; 7 mpocTopa E3 Hema uHBapMjaHTHHX Tadaka. MiMa GeCKOHAYHO

MHOTO MHBapUjaHTHUX MPaBUX U TO Cy CBE MpaBe Koje MpHUIMajajy paBHU T U MapajieiHe cy
npaBoj AB. VIma nBe mHBapujaHTHE paBHHU a TO Cy OCHOBa pedieKcHje T W paBaH o Koja
caJip>ku nipaBy AB 1 HOpMallHa je Ha paBaH T, TaKO3BaHa npomusocrosa. TpaHcnauuja J o
paBaHcka peduiekcuja S, Cy y OBOM cliyuajy KomyTaTuBHe TpaHchopmanuje (jep je m||AB )
HITO jé WJIYCTPOBAHO MPETXOJHOM CIIHMKOM.

HapeanuM Teopemama cy HCKazaHa joIl HEKa CBojcTBa Kiusajyhe peduiekcuje G rz; e
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3.10.1 Teopema: WuaupektHa HM3oMeTpHjcka Tpancdopmanuja npocropa E3 koja Hema
WHBapUjaHTHUX Tayaka Mpe/IcTaBba Kiu3ajyhy pediuekcujy.
O

3.10.2 Teopema: Axo je G 7z, - xiu3ajyha peduekcuja npoctopa E3 u p npasa koja je y
cpemuiuty Q myxu AB HOpMaliHa Ha paBaH 7T, Taja je

Gm2=5,°51= S5°S,.

3.11 3aBojuo kperame mnpoctopa E3

Jlo caja HHUCY pa3MaTpaHe JNUPEKTHE M3oMeTpHjcke Tpancdopmanuje npocropa E3 umja ce
MHUHHMaJlHa CHMETPHjCKA pENpEe3CHTAIMja CacTOju W3 YETHPU paBaHCKe pediekcuje.

Hedpununmja 11.1: Komnosumuja cacraBjbeHa U3 TpaHCuanuje J 3 moche porammje Ryp 4
npoctopa E3 HasuBa ce 3a60ju0 Kpemarve WU XeIUKOUOHO Kpemarve.
OsHauyaBa ce ca Z— .
AB
Hakne, nobuja ce

2> o=R °CFo=9-> °R .
4B @ AB,w AB AB AB,w

]
]

Cnuka 15
OpujeHtucana npaBa AB ce Ha3uBa ocom, OpujeHTUCaHa TyX AB ce Ha3uBa mpaHiayuoHa

0yorc, a OPHjEHTHCAHU Yrao w Ce Ha3MBa y2do 3a60jHO2 Kpemarba 2;9) o .
Axo je yrao w OHIpYXEH, 3aBOJHO KpeTame ZB ® CE€ HasuBa 3d60jHO noxyodpmarve.

Henocpenno u3 nedunuimje ce youana /ia je 3aBOJHO KPETame Z;; ,® jemHo3Ha4YHO onpeheHo

76



TpPaHCIAMOHOM JyXu AB u yrimoM . 3aBOJHO KpeTame MpeAcTaBiba JUPEKTHY
M30METPHjCKY TpaHchopMaiujy npoctopa E3 jep je kommosuimja jeiHe Tpancuanyje u jeaHe
OCHE poTaiuje, a 00e oBe TpaHchopMalirje Cy TUPEKTHE.

O

3.11.1 Teopema: 3aBojHO KpeTame ZE o Tmpocropa E® ce MoOXke INpEICTaBUTH Kao

KOMITO3UITHja JIBe OCHE pedIeKCHje TOr IMPOCTOpa MpPH 4YeMy Cy oce Tux pediekcuja
MelycoOHO MHUMOUIa3He.
O

3.11.2 Teopema: Komnosuuuja J cacraBibeHa O] JBE OCHE peduieKkcHje S, U S, mpocropa

E3, xojuma Cy Oce p U @ MEMOWJIA3HE, PEICTABIbA 3aBOJHO KPETARLE.

. Q ,
q
UT o
s 2
U B
P P
Cmuka 16 a

Yuranan moke mnpoHahw mpeocrajge aokase oaroBapajyhmx teopema y [7] (mormemaru
JTUTEPaTypy).
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3.12 Knacudukanuja u3oMeTpujcKux Tpanchopmanmja
npoctopa E3

VY mperxosHUM pa3MmarpamuMa je yBeaeH oapeheH Opoj m3oMmeTpHujckux TpaHcopmanmja
npocropa E3. TloctaBba ce nmTame: ga U Cy oOyxBaheHe CBe HW30METPHjCKE
Tpanchopmarmje?

3.12.1 Teopema: Csaka uMpeKTHa wu3oMeTpHjcka TpaHcopmanuja J mnpocropa E3
MpeACTaB/ba KOMHIIUACHIIN]Y, TPAHCIAIN]y, OCHY POTAIlH]y WU 3aBOJHO KpPETambe.

O
3.12.2 Teopema: Cpaka MHIMpPEKTHA H30MeTpHjcka TpaHcopmaunuja J mpocropa E3
MpeACTaB/ba PAaBAHCKY, OCHOPOTAIIMOHY WK Kin3ajyhy peduekcujy.

O

Ha ocHOBY oBe JiBe TeopeMme, Knacu(pHKaLuja H30MeTPHjCKUX TpaHcopmanuija npoctopa E3
C€ MOXKE TPEICTAaBUTH M TaOIWYHO.

Nsomerpujcke Tparchopmanuje npocropa E£3

NuaupexTHe HN30METPH]JCKE

JlpexTie msomeTpujeke TpaHCHOPMALIE | by e

Kounmuaenmnuja
Tpancnanuja
OcHe poTarmje
3aBojHa KpeTama

PaBancka peduiekcuja
OcHopoTanroHa pedriekcuja
Knuzajyha peduiekcuja

OBzne ce He MCTHUYY NOCEOHO OCHE CHMETpHje; OHEe ce cBpcraBajy mely ocHe poranuje.
Hucy moceOHO moMeHyTe HHU OCHOpOTaloHe cuMmeTpuje Mely kojuma ce Hanasu u
LeHTpanHa pediekcrja MpocTopa; OHE ce CBpcTaBajy Mel)y ocHopoTanuoHe peduiekcuje
npocropa E3.
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4. Peduexkcuje y eyKINACKHUM apUHUM N-AMMEH3HOHUM
IPOCTOPUMA

4.1 OcHoBHE JiepuHUIIN]E U TEOpEME
Nepununmja 4.1.1: Adunu npocmop nan Hekum nojbem K je cBaka ypehena tpojka
(A, V, +) Hekor ckyma f yuju eISMEHTH Ce HAa3UBajy mauke, N3BECHOT BEKTOPCKOT IIPOCTOPA
V Hax youenum nosbeM K u jeqHOT mpecnukaBamba

(4u)»A+u AeA,ueV.

ckyna A X 'V y cam ckyn #, koje 3amoBospaBa cienehe ycinoBa wim akcuome:

Al. A+0=A 3a cBaky Tauky 4,
A2. (A+u)+v=A+ (u+v) 3acsaky tauky A u cBako U,V € V ;
A3. 3a cBaku map Tadyaka A U B mocToju TavyHO jeiaH BekTop U € V TakaB maje B = A + u.

Cam BekTOpcKM TpocTOp VY Ce HasWBa Oupekmpuca YOUYSHOT aHuHOT MpOCTOpa
A=A, V, +).
300r jeqHOCTaBHOCTH 3amuca, apunau mpoctop (A, V, +) Hax mossem K he Outn o3HauaBan

HCTUM CHUMOOJIOM Ka0 W CcaM CKyN HErOBHUX Tadaka, TO jecT ca .

Nepunuumja 4.1.2: Heka je A=(A, V, +) 6mno xoju apuau mpocrop Hag mosbem K. 3a

HermpasaH CKym Tadaka I1 u3 A ce kake 1a je agunu nomnpocmop WM caMo nomnpocmop 'y

TOM apMHOM IIPOCTOPY, aKO TOCTOjU ¥ HeKH BekTopcku notmpoctop U ox V takas na je ca
(P,u)->P+u (Pell, ue U)

nebuHrcaHo U jeaHo mpeciukaBamwe + ckyma I1 XU y Taj ckyn I, rae P 4 u uma ucto

3HAUYCHE Kao U y caMoM apuHOM mpoctopy .

Axko je aduHM TIpoCcTOp AUMEH3Hje N, apUHU MOTIPOCTOpU AuMeH3Hje 0 cy caMe Tadke TOor
npocTopa, ahuHM MOTIPOCTOPH JuMe3nje | ce Ha3uBajy npase, MOTIPOCTOPH TUMEH3H]e 2 ce
HA3MBAJy pagHu, a TIOTIPOCTOPH JUMEH3Uje N — 1 ce Ha3uBajy XxuneppasHu.

Nepununmja 4.1.3: Heka cy caga A u B Owio koju ahuHM mpOCTOPH HAJ UCTUM MOJHEM
ckanapa K u ca gqupekrpucama vV u W. Axo je P ¢ukcupana tauka u3 #, 3a cBaku BEKTOp U
n3 V mocroju TayHO jemHa Tauka M u3 S 3a kojy je u =M — P. Tume je, 3a cBako
npeciukaBamwe o: Sl = B, ca

1) L(M — P) = oM — oP M e )
nepUHHCAHO W jeAHO TpeciukaBame L came aupektpuce V aduHOor mpocropa S vy
nupextprcy W adunor mpocropa B. lakie, Ty je

(2) L(PM) = oPoM (M € A).
Kako je u =M — P, 1o 3Hauu 5a je P+u =M, na ciaenu aa je

o(P+u)=0cP)+ L) (uev).
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Kama je mpecnukaBawe L: V — W numHeapHo, OHO HE 3aBUCH OJl camMe Tadke P.
3a npecnukaBame g: A = B adhunor npocropa A y apunu npocrop B Hax uctium nosbem K u
ca aupekrpucama vV u W ce xaxe na je aguno axko je 3a 6ap jenny tauky P u3 A ca (2)

neuHCaHO | JIMHEApHO TpechukaBame L: V—-W.

Nepununmja 4.1.4: Eykiuocku ekmopcku npocmop je CBaku peaHd BEKTOPCKHU mpoctop V
KOHAa4YHEe JUMCH3Hje y KOMe je JedUHUCAH jeJaH CKaJapHU TPOW3BOMA, Tj. JEIHO
MPECITUKABAHE

(w,v) »u’v (u,vev)
ckyma VXV y camo mosbe R, TakBO Ja 3a MpOM3BOJbHE BEKTOpPE U, U, W U3 V M CBaKH CKajap

a BaXwu:

1) u+v)°w=u°w+vew;
2) (au)°v =a(u°’v);
 uv=vouy
Hu+0=>u’u>0.

Jaxme, ahuHU MPOCTOPH 4YHje Cy JAMPEKTPHCE HEKH CYKIHJICKA BEKTOPCKH MPOCTOPH Ce
Ha3UBaJy eyKIUOCKU ADUHU NpOCmopu WA CaMO eyKIUOCKU NPOCMOPU.

HMepunnumja 4.1.5: Ypehen nap Oe = (0,e) Heke Tauke O € A m Omio koje Oase

e = [eq, ... e,] mapexTpuce V aduHOT IpocTopa A, Ha3UBa ce aghuHu penep WIH CaMo penep
ca noyetkoM O u 6a3om e.

Jlasbe, Heka ¢y Re u Sg 6wino xoju penepu apunux mpocropa A u B max uctum mossem K,
rae cy e =[eq, ... ex] 1 g = [g1, ---» Gm] 0aze wuxoBux mupekrpuca V um W.
Ako je L nuHeapHu neo aduHOr TpeciukaBama o: A — B, mpema mperxomHoM je H
o R+u)=c(R)+L(w) (weV). (¥
Ca npyre crpane, ako je L(eg) = ay591 + +++ + AmsGm, Tana je A = [a,5] ¥ jequna matpuia
3a KOjy je
a1 0 Qin

[Ley, ..., Ley] = [g1, - gml | ¢ " P,
Om1 " Amn
To ject L(e) = gA. 30Be ce jour u mampuya moe iuneapHoz npeciukagarva L, kao u camor

apuHOT TpeciuKaBama O, y OJHOCY Ha youyeHM map ©Oaza (e,g) M oO3HayaBa ce ca
A =[L]eg = [0]eyg- Ona je popmara m X n ¥ HWeHa S — TaKOJOHA j€ YNPaBO KOJOHA
koopauHara Bektopa L(eg) y omHocy Ha 6asy g.

Jlasbe, aKo je U, KOJOHA KOOpJMHATa BEKTOpa U = ), X,€, y OJHOCYy Ha 0a3zy e, Ouhe

L(u) = Zer(er)l
1. u=-eu, u L(u) = L(e)u,,
Ia je jacHo Taja Ja je Tajga U
L(u) = gAu,, L(u),= Au, (u€V).
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Ortyna, ako je X KonoHa KoopauHaTa Tauke R + u = M y onHocy Ha peniep Re, 6uhe X = u,,
a Tume u L(u); = AX. Ha taj nauun, mpema (*) Baxku H

Y =Y, + AX,
rae ¢y Yu Y, komone koopauHare Tadaka oM u oR y oaHoCy Ha perep Sg y mpoctopy B.
IIpu ToM, ako je X = (x1,...,xn), Y = V1, e, Vi) ¥ Yy = (a4, ..., x,,), Tama ce u cama

nperxoaHa pemamuja Y =Y, + AX nmame cBogm Ha
Y1 =0t X+t agpXy

Ym = Up + Au1X1 + o+ App Xy

HNepununmja 4.1.6: Heka je E 6110 KOju €YKIUIACKH IPOCTOP Ca TUPEKTPUCOM VYV JAUMEH3H]E
N W JaTUM CKagapHuM npousBojgoM (u, v) = u ° v. CBakoM BekTOopy U €V oarosapa jeaan

o

peanan 0poj |u| =Vu°u wu Ttaj peanan 6poj ce HasUBA HOpMa WIH OyJcuHa BEKTOPA U.

Heka cy cama Tauke A,B u3 E. IlpecnukaBame 6:FE X E = R pmaro ca:
8(A,B) = |4B|
KOje HCIyHhaBa YCIIOBE:
Ml1) 6(4,B) =0,
M2) 6(A,B)=0 ©A=B,
M3) 6(4,B) =6(B,A),
M4) 6(A,B) +6(B,C) = 6(A,C),
ce Ha3uBa eyKIUOCKO pacmojare WU CaMoO pacmojarbe 'y eyKIHJICKOM mpoctopy E.
Peanan 6poj 8 (4, B)ce HasuBa pacmojarwe usmely tauaka A u B.

Hepununuja 4.1.7: IIpecnukaBamwe o: E — E ce Ha3uBa uzomempuja €yKIUuJICKOT MPOCTOpa
E ako uyBa pacrojame Tauaka, Tj. ako 3a Mpou3BoJbHE Tauke A,B u3 E u muXoBe CIHKe
0AuoB Baxu

6(A,B) = 6(0A,0B).

Jepununmja 4.1.8: Heka je [1 = p +U Owio kxoju moTmpoctop eykiuackor mnpoctopa E.
Axo je M 6uno xoja Tauka u3 E u S meHa oproroHaiHa npojekiuja Ha I, Taga y mpocropy E
HOCTOjM TauHO jeaHa Tauka M’ Taka na je S cpemuiure ayxu MM'. Tume je ca o: M —» M’
no0po aeduHucaHo jenHO TpeciukaBame o: E — E. Ilpu Tom, OHO je OMjeKTHMBHO U BaXKu
o(M) =M ako u camo ako M € II. OBako ae(pHMHHCAHO NPECIMKABAE O CE Ha3HMBa
cumempuja eyKInuackor npoctopa E y onHocy Ha youenu notnpoctop I1. O3nauaBa ce ca oy
WIA camo J.

Cumerpuje o eykiuackor npocropa E, 4uje cy OCHOBE XMIIEppaBHH, Ha3WBajy ce€ jOoIl U
pednexcuje.

Jloka3 na je oBako ne(MHUCAHO MpECIUKaBamke M30METPHUja unTanal Moxe npoHahu y [5]
(mornepatu nuTeparypy.)
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4.1.1 Teopema: WMzomerpuja o: E — E eykimuackor npocropa E je cumempuja ako u camo
aKo je MHBOJYTHBHA, Tj. aKo je 0% =€ .

/Jlokaz: Hexka je uzomerpuja ¢ # € nHBOJIyTUBHa U1 M Ouio koja Tauka u3 E 3a xojy je oM =
M' # M. 360r 6% = ¢, Tana je u M’ = M, na ako je S cpenumre napa (M, M') 6uhe u oS
cpemumre napa tadaka (oM, oM"), 1o ject (M',M). Oryna je 0S = S, a TUME M CKYIl CBHX
¢ukcHUX Tawaka P wum3oMmerpuje o jeman motmpoctrop Il mpocropa E, xoju campxu S.
V3 to0, 360r P' = P, 3a cBaky Tauky P u3 Il Baxu 6(P,M) = §(P,M"). 3aro cy oHe u y
Mmenujatpucu X ayxu MM',. Tume je u Il € X, ma Kako je Ta Jy) OPTOrOHaJIHA Ha X, OHa je
oproronaina u Ha I1. ITpu ToM je meno cpemumre Sy I1, ma Tako je u cama tauka M’ = oM
cuMeTpu4Ha Tauku M y omHocy Ha notmpoctop II.
O

Hanomena: Teopeme 2.1.5 m 3.2.2 pajy ciauvHe 3akJbydyke, ald OBJE J& YCJIOB
WHBOJYTUBHOCTH TIOTpeOaH M JOBOJhAH Ja OM HEKa H30MeTpuja Oujia CHUMETpHja.

Hepununuja 4.1.9: Jluneapau omeparop L ce Ha3uBa OpmocoHAlaH aKO 4YyBa CKaJlapHU
MIPOU3BO/I, Tj. aKO 3a MPOU3BOJbHE BEKTOPE U U UV BaXKHU

Lu°Lv=u°v.
Tana je |Lu| =|u| kaom u L v © Lu 1 Lv.
OBo 3HauuW J1a je JTUHEapHU ornepaTtop L opToroHangaH ako M caMO aKO Cy TaKBe U HErOBe
MaTpHIle Yy OJHOCY Ha OpTOHOpMHpaHe Oasze.
Jlaxine, ako je A MaTpulla OpTOrOHAIHOT onepaTopa L, Tana je A - AT = E rne je E jenunuuna
MaTpHIia.

Jedpunuuja 4.1.10: Heka je a Oniio Koju BEKTOp U3 TUPEKTpHce YV eYKIUICKOT mpocTtopa E
u 1: E - E npeciukaBame onpeheno ca T(M) = M + a. Tanma 3a cBake jBe Tauke S U M
BaXKHU
MtM)=a, ©(S)t(M)=SM.

OBako neduHUCAHO TpECIUKaBambe CE€ Ha3MBa mpauciayuja eyKIUACKOT mpoctopa E u
O3HaYaBa ce ca T, HWIU caMoO T.

Tpaunaumja je Takohe wusomerpuja, jep axo je T(S)T(M)=SM tama je

5(z($),7(M)) = [c(S)z(M)| = [SM| = 5(5, M).
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4.1.2 Teopema: IlpecnukaBame w:E — E je u3oMerpHja ako U camMo ako je u aduHa
TpaHcopMmalmja TOT MPOCTOpa, YWjH je JIMHEAPHH Je0 L HEKH OPTOTOHAJaH OIepaTop

SYKIIMJICKOT BEKTOpCKOr mpoctopa V= E.

Hoxka3: Heka je P ¢uxcupana tauka u3 E u Q = w(P). Ako je T Tpancnanuja npocrtopa E
onpehena ca T(Q) = P, yo4yeHO NpeCiIUKaBame @ j€ U M30METPHja aKo M CaMoO akKo je TO U
KOMITO3UIja 0 = T ° w.

Tana je 0(P) = P na je I0BOJGHO JOKa3aTH Ja TEOPEMA BaKU 3a CBAKO MNPECIMKABAH-E
0:E - E koje uma 0Oap jeqHy MBapHUjaHTHY TauKy.

Heka je, 3a mouerak, TpeciUKaBame O U30OMETPHja, Tj. |0A0B| = |E|, a TUME H
(1) |PoB — Pod| = |PB — PA|

3a cBaku map tayaka A, B u3 mpocropa E. Kako je oP = P, 3a noka3 na je oHo u aduHO,
JOBOJPHO € JIOKa3aTh Ja je ca
) L(PA) =PgA (A€E)
neUHICAH jeJlaH JIMHEPaHHW OIepaTop Ha BeKTOpckoM mpoctopy V. Ha ocHoBy (1) mpBo
cienu nma 3a Tako oapeheno L Baxu
3) IL(v) — L(W)| = |v —ul,
rae cy u = PAnv=PB pon3BoJbHU BekTOopHu M3 V. Takohe, ako je A = P, penamyje (2) u
(1) ce come ma L(0) =0 u |L(v)| = |v|, na ce xBampupamem penaunuje (3) mobuja

Lu°Llv=u‘v
3a CBako U UV W3 VY. AKO je BEKTOp a 00JMKa
4) a=L(w)—L(u)— L),
Tana je u a ° a cyma ckanapa oosmka +(Lx ° Ly). 3amemyjyhu cBaku o1 mux ca +(x °y), Ha
Taj HAuMH ce j06uja 1a je u a®a = |w —u — v|?.
IToce6no, w = u + v, mopa 6utn a = 0, a Tume u L(u + v) = Lu + Lv.
N cmmuno 3a L(au) = aL(u), na je yodeHo mpeciukaBame L:V—-V u auHeapHO H
OPTOTOHAITHO.
N obpuyTo, ako je o aduHa TpaHchopManMja €yKIHACKOT mpocTtopa E, ca OpTOTOHATHUM
JMHEApHUM JejoM L W WHBapujaHTHOM TaykoM P, tama Baxu (2), xkao u |Lw| = |w|.
3a w = v — u, nocienmwa penanuja ce ceoau Ha (3). JacHo je na taga Baxku u (1), ma je o u
jemHa muzometpuja npoctopa E. Otyna u TBphewe y uenuHu jep Tpancopmaiuje w u ¢ =
T°w uMajy UCTU JHUHeapHU zaeo L.

O

Jepunnnmja 4.1.11: 3a 1Ba BeKTOpa U U ¥ ce Kaxe Jia cy opmozonainu ako je u ° v = 0, 1j.
aKko je UXOB CKaJlapHW MpOW3BOA jeaHak Hymu. To ce o3HadaBa ca u Ll v.
3a BEKTOp U ce Kake J]a je OPTOrOHAJNaH M Ha HEMpa3HOM CKymy A BekTopa u3 vV ako je
OpPTOTOHAJIaH Ha CBUM BEKTOpHMa TOT ckyna. Tama ce mume u L A.

Ckyn cBUX BEKTOpa KOjU Cy OPTOTOHAIHM Ha A ce Ha3uBa Opmo2oHAL YOUSHOT CKyma A.
Optoronan ckyna A ce ozHauaBa ca Al. Jlakie, Al={u € V:u L A}.
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4.1.3 Teopema:

a) [loropocrop I' eyknunackor npocropa E je MHBapujaHTaH y OJHOCY Ha CUMETPHJY O ca
ocHoBoM Il ako W camo ako je merora oproroHamHa mnpojeknuja Ha Il ympaso IINT.
6) 3a cBaKy M30METpHjy T, KOHjyraT w =T°0°7T  nare cuMmerpuje o ca ocHoBoM Il je
cumeTpuja ca ocHoBoM TII (Teopema o TpaHCMyTaIUju).

Jlokas3: a) 3ajenno ca TaukoM M, motnpoctop [ campxu v H0j CAUMETPUIHY TaYKy y OJTHOCY
na I ako u camo axko caapku U cpeaumre S mapa tadaka (M, oM). Ilpu ToMm je Ta Tauka S
yIIpaBO OPTOTOHAJIHA Tpojeknuja Tauke M Ha mortmpoctop II, ma je Tako ¥ OpTOroHagHA
npojekuuja notmnpocropa I' ynpaso IITNT.

Hanomena: Teopeme 2.1.4 u 3.2.4 najy ucte oBakBe 3aKJbyUKe CaMoO y clilyuyajeBUMa Kaja je
MMOCMaTpaHu MPOCTOP TUMEH3HjEe 2, OJHOCHO 3.

6) Kaxo je 02 = &, Ha OCHOBY IIpeTxojiHe TeopeMe u3 w? = 7° 02 ° 1t 1 = & npBo cneau 1a je
U w CUMETpHja, a 3aTUM M Jia je CKYyIl HEeHMX WHBAapHjaHTHUX Tadaka ympaBo Tll. Tume je
w=0,T.0°T=1°0, ako u camo ako je tll = IL.

Hanomena: Teopeme 2.1.8 u 3.2.6 najy ucte oBakBe 3aKJby4Ke CaMO y CIIydajeBUMa Kaja je
MOCMaTpaHu MPOCTOP TUMEH3Hje 2, OJHOCHO 3.
O

Ca nmpyre cTpaHe, ako cy € = [ey, ... ex] u € = [g4, ..., gm] OMIIO KOje OpTOHOpMHUpaHE Oaze
mapektpuce U mormpocropa I1 € E u menor oproronana UL | Tama je u e = € U € jenna
opToHOpMHpaHa 0a3za mpocropa V= U @ UL .

Ortyna, ako je L nuHeapHH JIeo cuMeTpuje o mpocropa E y omHocy Ha Taj mpoctop I, Ouhe

Le, =e, uLgs; = —gs 32 CBAKO " U S, & CAMUM TUM HU
Ej, 0
A= [0 _Em]

IEroBa MaTpulla y OJHOCY Ha Ty 0Oazy e.

IIpu Tom je E) jenunuuna matpuina pena k = dimIl, xkao u m = n — k, rue je n numeHsuja
npocropa E.

U obpartno, ako aduna Tpanchopmanuja w: E — E uMa 6ap jenHy UHBapujaHTHY Tauky, Ha
npuMmep P u ako HEeH JMHEapHU Je0 MMa Ha3HaueHy MmaTtpuily A y OJHOCY Ha HEKy
OpTOHOpMHpaHy 0a3y [ey,... e,] , Taja ce oHa Mojaymapa ca CUMETPUJOM 0 y OJIHOCY Ha
notmpoctop Il =P + 2(eq,... e,), e je (2(eq,... ,) JTUHEAPHH OMOTA4Y OJ €y, ... €.

4.1.4 Teopema: Apuna tpanchpopmanuja o: E — E je cumerpuja eykiIuackor npocropa E
JMMEH3Mje N aKO U caMO aKo MMa Oap jeJHy MHBapUjaHTHY Tayky P M ako, y oJHOCYy Ha 0ap
jenan oproHopmupanu penep Oe, uma marpuny A = E @D (—E,,).
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Axo je det (A) = 1 TakBa H30METpHUja Ce HA3UBA OupeKmHa U30METpHja. Y CYIPOTHOM, aKo
je det (A) = —1 TakBa U30METPHja CE€ HA3ZUBA UHOUPEKMHA.

[Toce6uo, o6G3upom na je 1y detA = (—1)™, cumerpwja 0 eyKIMicCKor mpocropa E
TMMEH3Hje n, ca ocHoBoM [1 mumensuja k, je TUpEKTHa ako U caMo ako je m = n — k mapaH.
Axo je, Ha mpumep, Il xuneppaBan, Taga je m = 1, na je cuMeTpUja ¢ WUHIUPEKTHA.

4.15 Teopema:

a) Uzomerpuja o eyknuackor npoctopa E je pediekcuja ako U caMo ako je CKYIl CBUX lbeHUX
WHBAapHjaHTHUX Tayaka jefHa xuneppaBaH y E.

0) Uzomerpuja o eyknuacke paBHU E je pedrekcuja ako U camo ako je MHIAUPEKTHA U aKO
uMa Oap jeAHY MHBapHjaHTHY TauKy.

Jloxaz: a) Heka je xuneppasan [l ckynm CBUX MHBapHUjaHTHHX Tayaka H30METPH]jE 0 U HEKa je
M 6uito xoja tauka u3 npocropa E koja uuje y I1. Taga je oM = M' # M u 3a cBaKy Tauky
P €11 Baxu oP = P, a tume u §(P,M) = §(P,M"). To name 3naun na je [1 € X, rue je =
mequjarpuca ayxu MM'. Kako je u £ xuneppasan y E, onga mopa 6utu I1 = X. Onaszue
caenu u camo TBpheme, jep cy Tume Tauke M u M’ cumerpuure 1 y ogHocy Ha I1, na je Tako
I[1 ocHoBa m3oMeTpHje O.

Hanomena: Teopema 2.1.1 naje uctu oBakaB 3aKJbydak camo y Cllydajy Kaja je IocMaTpaHu
npoctop aumensuje 2. CrenujanHo, Kaja je AMMEH3Mja IOCMAaTpaHor Impocropa 2,
oarosapajyha teopema je Teopema 2.1.1. Kana je mpoctop aumensuje 3, y IpUCTYILy KOjU je
kopuinheH 3a W3ydaBame€ OBUX IIPOCTOPA, paBaHCKa pediekcuja je neduHHcaHa Kao
HEUJIEHTUYHA M30METpHjcKa TpaHchopMalja 4uju je CKyNl WHBAapMjaHTHHUX Tadyaka paBaH.

6) IlpBo, kKako je M30MeTpHUja O WHIMPEKTHA, OHA HMje KOMHUUACHIUja, Na MOCTOju Oap
jenna tauka A 3a xojy je A = A’ # A. Axo je P Guiio Koja MHBapHjaHTHA Ta4yKa O 0, Kao
y  OpeTXoIHoM, cieaqd Jga  je  oHa Ha  Memwjatpucu 1 gyxu  AA'
Cama je w = op°o u3omMmerpuja koja ¢uxcupa Pu A, a TMMe U cBe Tauke npaBe PA.
Jlajbe, Kako je Ta M30MeTpuja w JUpeKkTHa U mpaBa PA xuneppaBaH y E, Ha OCHOBY a)
cieau na npaBa PA HMje 11e0 CKyNl MHBAapHjaHTHHMX Tayaka M30METpHje w. 3aTO OHA MMa U
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HEKy MHBapHjaHTHY Tauky () koja HHje Ha npaBoj PA. Tume w ¢ukcupa u cBe Tauke paBHU
(P,A,Q) =E, na je Tako w =&, Tj. 0 °0 =&, a TUME U O = 0.

O
Hanomena: Teopema 2.1.6 naje uCTH OBakaB 3aKkJbydak caMo y clyd4ajy KaJa je mocMaTpaHu
IPOCTOp IUMeH3Hje 2.
[IperxomHoM TeopeMOM je JaTa Kapakrepusanuja pediiekchja eyKIUACKor mpocropa E.
Hapemnom Tteopemom he OuTm mare Bese peduiekcHja ca OCTaMM CUMETpHjama.

4.1.6 Teopema:

a) Ako ocHoBa A cumetpuje 0, HHje Y ocHOBH I pednekcuje o mpocropa E, Tana je ckym
CBUX MHBAapHjaHTHUX Tayaka KOMIO3UIHje @ = g, ° oy npecek 4 N II.

0) Pednekcuja o komyTupa ca CUMETpPHjOM 0, Tpoctopa E ako u camo ako je A C I unu
A LT

B) AKO Cy OCHOBE peieKCcHje oj U HEKEe CUMETpH]e 0 yIpPaBHE, Ta/la j€ ¥ KOMIIO3UIHja @ =
0p ° 0 cuMeTpuja y oAHOoCy Ha mwuxoB mpecek ['=4NII.

r) TpaHcmanuja 3a BEKTOp a = AB j& KoMTo3uIlrja 0p ° 04 TEHTPATHUX CUMETPHU]a T4 U Op,
rae je P cpenumre nyxu AB.

n) Tpancnanuja T 3a He-HyJia BEKTOp a4 = AB je xoMro3uiuja or ° o pediaekcuja oy U or,
rae je I' memujatpuca oq AB u Il xumeppaBaH koja caiapku A u koja je mapayenHa ca [ .

Jokas:

a) IpBo, ako je wA = AnopgA =B, tanaje u opB = A. Y3 To MOpaOutn u B = A, jep ou y
CYNpPOTHOM, y MeaujaTpucu nyxu AB, Tj. xuneppaBau I Oune u cBe Tauke u3 A. 3aro je
Tauka A my [l m y A, na je ckyn cBMX WHBapHjaHTHHUX Tadyka M30MeTpHuje w mpecek 4 N II.
Hanomena: Teopeme 2.1.7 u 3.2.5 najy ucte oBakBe 3aKJbY4KE Camo y CllydajeBUMa Kaja je
MoCMaTpaHu MPOCTOP TUMEH3HUje 2, OJTHOCHO 3.

0) [Ipema Teopemu 2. peduiekcuja T = o KOMYTHPa ca CUMETPHJOM 0p aKO M CaMO aKo je U
4 = A. Axo nornpocrop 4 = S +W cangpxu u Heky Tauky A kxoja Huje y I, u3 penammje
TA=A cnenu na OH caapku W Tauky TA, a TuMe u cBe Tauke mpaBe [ = (4,7A).
Kako je Ta mpaBa optoroHanHa Ha xurneppaBuu I1 = P +U , mena nupekrpuca mMopa OUTH
UL . Cagpa ce Tc A cBomu va Utc W | ma je tana u 4 =A+W ynpaBao Ha II.

Hanomena: Teopeme 2.1.9 u 3.2.7 najy ucte oBakBe 3akJbydke camo y cilydajeBUMa Kaja je
MIOCMAaTPaHU MPOCTOP TUMEH3Hje 2, OJHOCHO 3.

B) Kako je 4 L 1, 6uhe u oy; ° 04 = 0 ° 0 = w, ma je u w? = ¢. [Ipema TeopeMu 2. TUME je
U w ¥ jeaHa cumetpuja. [Ipu Tom je, Ha OCHOBY a) BeHa ocHoBa yrpaso 4 N I1.

r) Ako je M Ouino koja Tauka mpoctopa E u o4M =S, 0pS = N, Ha ocHoBy Tayiecose
teopeme je u MN: AP = 2. Kaxo je P cpemumurte ayxu AB, To ynpaBo 3Ha4M jJa Ty Mopa

outu u MN = a. Oryna je tT,M = N, a caMUM THUM U T, = 0p ° 0.
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1) Kako je mpaBa A, omnocHo mpaBa AB oproronanna Ha xumneppaBHuma Il u [, mpBo Ha
OCHOBY B) CJIETH Jla je 0p°0p =04 U Op °0p = Op, @ 3aTUM M Ha OCHOBY T) Ja je
or ° o = 0p ° 04 yIpaBO TpaHCIAlUja T,.

O
Cama ce mperxogHa TeopeMa MOXKE Jlako TIpedopMynucaTH 3a eyKIUACKe mpoctope E
nuMeHsuja 2 u 3 u oaroBapajyhe ocHe M paBaHCKE CHMETpH]e.

1) U3oMerpuja w eyknujcke paBHu E2 je lleHTpaiHa CHMETPHja, OJHOCHO TPAHCIALM]ja aKO U
caMO ako je KOMIO3HWIlhja w = 0p ° 0, JABE OCHE CHUMETpHje 4YH]je Cy OCE OpPTOTOHAJHE,
OJTHOCHO TapajeiHe.

2) UsomMerpuja w eykmuackor npocropa E3 je meHTpanHa cuMeTpuja ako M caMoO ako je
KOMIIO3UIM]a jeHe peduiekchje o U jeJTHE OCHE CUMETpPUje 0, uuja je oca A opTOroHaiHa
paBuu II.

3) UszomeTpuja eykaujackor npoctopa E3 je TpaHcnanmja ako M caMo ako je KOMIIO3MIMja
or ° oy; HEKe JBe WeroBe pediiieKkcrje or Y Oy ca MapajieTHUM OCHOBama, Tj. XUIIeppaBHUMA
Murl.

4.1.7 Teopema: Cpaka M30METpUja 0 EYKIUACKOT TpocTtopa E numeHsmje n ce Moxke
MPEe/ICTaBUTH Kao KOMIO3WIMja HajBuuie n + 1 mweroBux pedrexcuja.

Jloxaz: Ywurananm Moxe Hahu 1oka3 oBor TBphewma y [S](morimemaTu JauTEpatypy).
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4.2 Tlpumepu 3amaTaka

421 3amarak : Heka je pgara Tauka M(3,4) u mnpaBa p:y+2x—3=0.
Onpenu koopaunare Tauke M'(x’, y") nacrane ox rauke M ocHOM pedIeKCHjoM y OJHOCY Ha
paBy p.

Pemewe :
[IpBO jenHauMHy mpaBe p MpPEeBEeIEeMO Yy eKCIUIMIUTHU oOmuk. [{obuje ce p:y = —2x + 3.
Haxe, koedummjeHT mpaBa oBe mpase je k; = —2.

Tauke M u M' ce nanase Ha mpaBoj | koja je HOpMmaiHa Ha mpaBy p. OBo 3HauM jaa je
koedunmjeHT mpaBma mpase [ jemHak k, = —k—11=%. Haxne, mpaBa | wma jegHAYUHY

1
l:y=5x+n, rae ciiobojaH wiaH n TeKk Tpeba 1a ce oapenu.

Kako u mpasa | caapsku Tauky M(3,4), To 3Ha4M W Jia KOOpauHATe Tauke M 3a10BOJbABA]jY
jenHadnHy TIpaBe | ma kaja ce meHe KOOpJIUHATe YBPCTE Y jeTHAYMHY IpaBe [ moduja ce:

3
4==4n
2
ma ce ogamae noOuja

5 1
n=-=2-.
2 2

Haxne, npaBa | uma jenHauuny l:y = %x + g
[IpaBa [ je HopmanHa Ha TpaBy P, Na Ce HBUX JBE Mopajy cehu y jemHoj Tauku. Heka je 1o
tauka N. Ta tauka N je cpequmre xyxu MM'. Koopaunare tauke N Tek Tpeba oapeanTH. 3a

MmoYeTak, X —KoopauHara Tauke N ce no0uje Kaja ce u3jeHadye jeqHadyruHe MmpaBux [ u p.
JHobuja ce:

1 5
—2x+3=-x+-=
2 2

Ia ce pellaBamkeM OBE jeIHAYMHE T00Hja

1
X ==
5

Yy —KoopauHaTa Tauke N ce nobuje kaja ce x —KoopAuHaTa Tauke N yBpCcTH y OWUIIO KOjy
jeaHaunHy on npasux [ u p. Hup, yBperu ce y jeanaunny npase p:y = —2x + 3. JloOuje ce:
1
y = -2 E + 3
2
y=—- E + 3
=13
==
1 13
Haxkne, tauka N uma koopauHate N (E ,?).
Beh je peueno na je tauka N cpemumte nyxu MM', oqHOCHO, leHE KOOpPAMHATE CE MOTY
3+x’  4+y' )
2’2

nooutn u Ha cienehu Hauun N(x,y) = (

(1 13)_(3+x’ 4+y')
s’s) \ 2"’ 2 )

Kako je oBo jemnakoct aBe ypehena mapa, onasae ce no0ujy cienehe jenHadymse:

OJHOCHO
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3+x’

4+y

=
U‘lw |

2 =15+ 5x'
26 =20+ 5y’

Jlaxne, koopaunate tauke M'(x',y") cy: M ’(—2%, 1&).

4.2.2 3aparak : Heka tauka M € E? uma koopmunare M(x,y). Onpeautun Qopmyie
npeciInKaBamba 0cHOM peduiekcujoM y E? y KOOpPAMHATHOM U MaTpHYHOM OOIIMKY aKo je oca
pednekcuje:

a) x —oca;

0) y —oca;

B) MpOU3BOJbHA MpaBa m: ax + by + ¢ = 0;

r) mpaBa y = X,

1) MpaBa y = —X.

Pemene:

a) Heka je Tauka M'(x',y") macrama ox tauke M(x,y) ocHOM peIeKCHjOM y OJHOCY Ha
X —ocy.

Kao 1miro ce MoKe YOUuTH ca CIIMKe, X — KoopauHaTa Tauyke M’ ce He pasjiuKyje y OJHOCY Ha
X — KOOpAMHATy Tauke M.

Kako je Tauka M U3 ropme NoypaBHU Mpelia y J0bY U leHO PacTojame 0] X —OcCe ce HUje
POMEHMJIO, TO 3HAYW Jia je Yy —KOOpJAMHATa Tauke M’ WcTe arncoiyTHe BPEIOCTH Kao W
Y —KOOpJMHaTa Tauke M, caMO CyMpOTHOT 3HaKa, a TO YIpaBO 3HAYM Jia je Y —KOoOpJIuHaTa
tauke M’ jenHaka -y.

Jaxne, tauka M(x,y) ce npecnukaBa y tauky M'(x,—y), na he dopmyre npecnukaBarma
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outu cnenehe:

x'=x

==y
Hctu 3akspydak ce no0Hja Kajga ce, y MOYETHOM TOJI0XKajy, Tauka M (x,y) Halaszu y JI0HO0j
nostypaBuu jep je - (—y) = y.
Y MaTpu4HOM OOJIMKY, TPECIUKaBambe je MOTpeOHO mpeacraButu y opmu Y = AX + B, rae
je A wmarpuma mpeciuKaBama, B clMKa KOOpJWHATHOT ToYeTka, a Y u X wMarpwie
koopauHara tayaka M’ u M. JloGuja ce :

Fl=1o S1G)

OBne Hema Matpulie B jep ce KOpAUMHATHU MoYeTak Beh Hamasu Ha X —OCH.

0) Heka je tauka M'(x',y") macrana ox tauke M(x,y) ocHOM pedeKCHjoM y OJHOCY Ha
y —ocy.

-2

-3

Kao mro ce MoKe yOUnuTH ca CIIMKe, Y — KOOpAMHaTa Tauke M’ ce He pasiuKyje y OJHOCY Ha
Y — KoopauHary Tadke M.
Kako je Tauka M W3 jecHe MoypaBHU IpelUia y JEBY U BEHO pacTojame 0J Y —Oce ce HHje
HPOMEHMJIO, TO 3HAYM Jia je X —KOOpAMHATa Tauke M’ WcTe ancojyTHe BPEIOCTH Kao W
X —KOOpAWHaTa Tauke M, caMO CyNpOTHOT 3HaKa, a TO yIpaBO 3HAYM Ja je X —KOOpJHHATa
tauke M’ jennaka - x.
Jlakne, tauka M(x,y) ce npecnukasa y tauky M'(—x,y), na he Qopmyse npeciukaBarmba
outu cueneche:

x'=—x

Y=y’
Hctu 3akipyyak ce 100Mja Kajga ce, y MOYETHOM MoJioxkajy, Tauka M (x,y) Halas3u y JieBoj
nosypaBaH jep je - (—x) = x.
VY matpuyHoM o0nHKy, q00Uja ce :

(-T2 S

OBze Hema MaTpulle B jep ce KOpJJMHATHU MOYeTaK Beh Hama3u Ha y —OCH.
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B) Heka ce Ttauka M(xq,y;) mnpeciukaBa oBoMm peduiekcujom y Ttauky M’ (xy,ys,).
CBaka npaBa, 1a u 1paBa m, UMa CBOj BEKTOp HOpMalle N,, KOjU je YBEeK HOpMaJlaH Ha 1Yy, Ma
aKo je mpaBa m 3ajaTta jenHauuMHOM ax + by + ¢ = 0, meH Bekrop he mmaTu KoopauHarte
—

n,(a,b).

C o03upoM nma cy Tauke M u M’ cumerpuuHe y OJHOCY Ha IpaBy M, TO 3HA4YM Ja j€
npaBa MM' HopmanHa Ha mpaBy m, ma he OWTH TapajielHa ca BEKTOPOM M,,. Kako oBa

npaBa MM' mopa na mponasu u Kpo3 Tauky M(x,,V;), jelHauMHa OBe mNpaBe he OUTH
XX _ Yy
P =

Cinuno kao y 3anaTtky 4.2.1, nocroju tauka N (xy, Yy ) Koja je cpemumre ayxu MM' u koja

npumnaga npaBoj] m. Jla 6u ce oxapemwie koopauHate Tauke N, MOTpeOHO yHMoTpeOuTH
onpehene cucreme jeaHaunHa. [IpBo ce jenHadynHa npaBe p U3jeIHAYM ca HEKUM [1apaMeTpoM
t. Hobwuja ce :

a b
OnaBne ce m3pakaBameM MPOMEHJBHBUX X M Y TIPEKO mapamerpa t nobuja cienehu cucrem
jenHaynHa:
x =ta+x;
'y=tb+y,
Cama ce OBakO W3paXeHH X MYy ymnorpebe y jemHaumHH mpaBe m: ax + by +c = 0.
JHlobwuja ce:
m:a(ta+x)+b(tb+y,)+c=0
Canma ce omaBae u3pasu mapamerap t Ha cieiehu HayuH:
ta? +ax, +th? + by, +c =0
t(a?+ b?) = —ax; — by, — c

—ax1—byi—c
t = 1 1

a2+b?
CaL[a C€ OBAaKO H3paXCH IapamMeTap t yHOTpe6I/I y CUCTEMY
x =ta+ X1

na ce noowuje
—ax,—byi—c

X=—>5—S—-a+x
a?+b? 1
—ax,{—by,—c b
y a?+b? Y1
Y Ha OBaj HaYMH Cy J0OHjeHe KoopAuHaTe Tauke N.
Jakie
—ax,1—by;—c
Xy=—T7—>—a+x
N a?+b? 1
—ax,{—by,—c b
yN a2+b2 yl
OJIHOCHO

__ (—axi—-by;—c —ax,1—by;—c
N(xpy,yy) = (—a2+b2 at X, — b+ yl).

C 063upoM Ja je Ta Tayka ympaBo cpeauinte ayku MM', To 3HauM Ja ce meHe KOOpAuHaTe
MOTy 1o6utu u Ha crneaehu HaunH

N(xy,yn) = (szr—xz; y1J2r_3/2)
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Kama ce oBO M3jemHaun ca MPETXOIHHUM IPEACTaBIbalkbeM KoopawHata Tauke N moOuja ce

X1+Xo y1+y2) (—axl—byl—c —axi—-by;—c
B AR = (A by, , — 2 h oty ),
( 2 72 aZ+b? 10 a%+b? Y1

Ha ocnoBy ToTra ce nobuje cucrem

X1+X2 —ax1—by,—c
= aTXx
2 a?+b? X
Y1tyz _ —ax;—by;-c b
2 a?+b? T
X =2.(Lbyl-c.a+x )_x
2 a%+b? 1 1
—ax1—by;—c
S (e )
Y2 a2+b2 + Y1 Y1

—ax,1—by;—c
a?+b?
—ax1—byi—c

Y2 =2b-— o5+

X2=2a' +x1

U Ha 0Baj HauYMH ce 100ujajy koopaunare Tauke M'(x,,y,).
Cana oBe jenHaunmHe Tpeba pa3/IBOJUTH MO X, U Y.
—ax,1—by,—c
X, =2a - ————
2 a?+b?
—ax,—by,—c

Y2 =2b-———5—+n

+ x4

—2a%x,—-2aby,—2ac

X, = + x
2 aZ+bp? 1
—2abx,—2b%y,—2bc
= +
YZ a2+b2 yl

—2a?x,-2aby;—2ac+xq(a’+b?)

x2:

a2+b?
__ —2abx;—2b%y;—2bc+y;(a?+b?)
Y2 = a2+b?
—a%+b? 2ab 2ac
X2 = a2+b2 X1~ a2+b2 Y1~ a2+b?
2ab a®-b? 2bc
Y2 =~ a2+b2 X1+ a2+b2 Y1~ a2+b?

OBo cy ¢opmyne kojuma je 3amara ocHa peduekcuja y E? xojom ce tauka M(xq,V;)
npeciukasa y tauky M'(x,,v,) y omHocy Ha mpaBy m: ax + by + ¢ = 0.
VY MmarpuuHOM OOJHMKY, OBO MpECciIMKaBame OM MMajo OOIMK

9 e (s B B )

na OM jenHauMHe npeanKaBa}La oune
((b? — a?) - x; — 2ab -y, — 2ac)

——(—2ab-x; — (a* — b?) -y, — 2bc)

X2 = 2+b2

Y2 = a2+b2
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r) Heka ce Tauka M(t,z) ciuka y tauky M(t',z").

Axo ce mocMmatpa mpaBa y = X, oqHOCHO -X +y =0, Bumu ce na jea=—-1,b=1,c =0
na 3a

= a2-1+b2 ((b* —a?) -t —2ab -z — 2ac)
"= ——(-2ab -t - (a® - b?) - z - 2bc)
Kana ce yoarmm a = —1,b = 1,c = 0 6uhe

OJHOCHO

z =t
OnaBne ce BuaM 1a Ou 32 OBY MPaBy OBO MPECIUKABAKBE Y MATPUUYHOM OOJIMKY OMIIO J1aTo ca
t'1_[0 177t
[z’] 11 0] [z]
W oBo ce ykmama ca MaTpHWIIOM TIpeciMKaBama y Koja je maTa y OJHOCY Ha MPOW3BOJBHY
npaBy m: ax + by + ¢ = 0, jep je y oBoMm ciydajy a = —1,b = 1,¢ = 0.

« M(zt)

n) Kao cnenujanan npumep, MOXe ce MOCMaTpaTH U OcHa pediiekcrja y OJHOCY Ha MpaBy

y =—x,01nH0cHO X + y = 0. OnaBne ce Bummu naje a=b =1uc =0.
Haxkie, 3a

, 1

t'=—— ((b? —a?®)-t —2ab -z — 2ac)
"= ——(=2ab-t - (a® - b?) - z - 2bc)
kana ce yoamu a = b = 1 u ¢ = 0 6uhe

V4

U Ha Kpajy

t'=—-z
z'=—t

O,Z[aB,Z[e CC BUAU Oa ou 3a OBY IIpaBy OBO IPCCIIMKABAKBLC Y MATPUIHOM 06J'II/II(y om0 JaTo ca
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ty_[10 -—17.¢t

=15 L
OBo ce ykJIamna ca MaTpUIIOM IIPECiIMKaBama y Koja je JaTa y 0JHOCY Ha IPOHU3BOJbHY IPaBy
m:ax + by +c =0, jep je y oBom ciydajy a =b =1uc = 0.

VY cBUM OBHUM cCilydajeBUMa, ACTEPMUHAHTHA MaTpulle NpeciuKaBama je jeaHaka —1, mTo
MOTBphyje /1a je OBO TpECIUKaBamke jeAHa M30METpPHja M TO HHAMPEKTHA.
O

4.2.3 3aparak (JpxkaBHO Takmu4deme 3a ydyeHuke VIII pa3pena ocHOBHHX IIKOJIA,
14.05.2022.): Hdare cy Tauke A(0,4) u B(—1,5). Ha mpaBoj y = —x oapeau tauky P Tako 1a
30up nyxuHa nyxu AP u BP Oyne MUHHMMAlaH.

Pememe: Ako ce mano 6osbe youu, o0e Tauke A U B ce Hanase ca UCTe CTpaHe MpaBe y =
—x. Takohe, Tauka P ucrnymaBa HCTe yciaoBe Kao Tauka C y 3amaTky 5 (0 nBa Opoja) Koju je
ypahen mely 3amanuma y E2. Jlakne, npouec oapehusama koopauHata Tauke P ce Moxke
MMOMCTOBETUTH ca mpoiiecoM onapehuBama Tauke C y 3agaTKy 5, camo mpuiaroleHo Ha oBaj
npucrtyn. [IpBo Tpeba Tauky A npeciaukaTi 0CHOM peduIeKCHjOM Yy OJHOCY Ha MpaBy y = —X.
Y nmperxonHOM 3aJaTKy, y HpUMEpPY 1), j€ YIOpaBO PEUYeHO Kako wuisrienajy dopmysne

IpeciiuKaBama y OCHOCY Ha JaTy IpaBy.
x' =~y
y'=—x
C o063upomM 1a Tpeba npeciukaru tauky A(x,y) = A(0,4), mena ciuka A'(x',y") he umaru
koopaunare A'(—4,0).

Tpaxxena Tauka P Hama3u y TIpeceKy IpaBe y=—x u upase p(4’,B).

0-5

Jennaunna npase A'B je: p:y — 5 = (x — (1)), onHoCHO p:y = gx + 23—0.

“a(-1)

5 20
Jlaxie, Tauka P ce Hanasd y MpeceKy OBHX MPaBHX Y = —X M p:y = X + — Ia ce WeHa
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X —KOOpIuHaATa J00Hje MpEeKo jeTHadYuHE:
5 20
X =-x+—.
3 3
: : 5 .
M pellaBambeM OBe jeHadqmHe ce fo0uja x = — . Caja ce 0Ba BPSIHOCT yIoTpeOH y HEKOj 0
. 5 20 . . .
jemHaduHa y = —x uma p:y = Zx + —. Jlakime je y jeqHaunHu y = —X, ma ce nobuja na je
. 5 5 5
Yy —KOOpJIMHaTa Tauke P jeqHaka y = p Hakne, Tauka P uma koopauHare P (_E’E)'
VY 3agatky 5 je Beh mokaszaHo ga je Tauka P jeqwHa Tauka TakBa jaa je AP+BP MUHHMAIHO.
O

4.2.4 3anparak : Jlare cy dopmyre mpecirKaBama:
A — —

x' = (5x — 12y — 16)

y' == (-12x — 5y — 24)

Jlokazatn nga je natuM (QopMynama neuHHcaHa jenHa peduekcuja y EZ.

Pememe:
JHlate dopmyne ce Mory 3amucatu u y cieachem oOmuky:
, 5 12 16
X'==x—-—=y—-=
13 13 13
, 12 5 24
= ——Xx———V7y — —
13 13 13

OpaBne ciaenu Ja ce y MAaTPUYHOM OOJMKY OBO IPECIIMKABambe MOXE IPEICTABUTH Ha
cienehn HauuH:

5 12 16

, s> _16
x| _| 13 13| [* L 1
yI|_12 syl
13 13 13

3a mouerak, oBne ce kopuctu Teopema 4.1.2 koja kaxke: I[IpecnmkaBame w:E — E je
M30METpHja aKo M caMoO akKo je W aduHa TpaHchopMalyja TOT MPOCTOPa, YHjU j& JIMHCAPHH

—
neo L HEKM OpTOrOHANaH ONepaTop CYKIMIACKOT BEKTOpCKOr mpoctopa V=E.

HaKJ'Ie, KaKO JIMHCApHHU €O OBOI' IIPCCIIMKaBamba Tpe6a Ja 6y,[[€ OPTOI'OHAJIaH OII€paTop, TO
3HAUM MW Jda MaTpuaa OBOI' IIPpCCIIHMKaBamkba JaTa Cca

5 12

_ | 13 13
A= 12 5
13 13

Tpeba ma Oyae OpTOroHajgHa Tj. Ja BaXH A-AT = E. OBo ce naKko MOKaxe:

[ 5 12 5 12
AT — | 13 13| 13 13| _
A-AT = ol =

[ 25 144 60 60 169
160 T160 169 T169| _ |10 © 1 0
169 169 169 169| _ |169 _ ] - F
__ 60 60 25 144 0 169 0 1 :
169 169 169 169 169
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Haxne, nmpema Teopemu 4.1.2, 0BO mpeciukaBame je U30METpPH]a.

5 12
13 13 25 144 169
(4) 12z 5 169 169 169

13 13

ma je OBa HM30METpHja HHIUPEKTHA.

Cana TpeGa oJpenuTH CKYNl WHBApUjaHTHUX Tadaka. 1o Cy CBe Tadyke 4Hje KOOPJWHATE
3a]I0BOJbABAJy CHCTEM jeJHAYMHA

x'=x
’ —
y =Yy
OJTHOCHO
5 12 16
X=—x——y——
13 13 13
12 5 24
Yy="7 13 13

PemaBamem oBOT cucTema jemHauymHa ce J100Hja:
13x =5x — 12y — 16
13y = —12x — 5y — 24

8x + 12y +16 =0
12x + 18y + 24 =0

2x+3y+4=0
2x+3y+4=0

a 0BO, Y CTBapH, 3Ha4H Ja je jeqHaunHoM 2x + 3y + 4 = 0 ympaBo 3ajara jeiHa mnpasa Koja
je MHBapHjaHTHA y OJHOCY Ha OBO IIpecirKaBame. Kako ce 0Bo mpecnukabame oasuja y E2, a
npaBa 2x + 3y +4 =0 je auMeH3uje jenaH, TO 3HA4YM Ja je noOMjeHa MpaBa yIpaBo
XuneppaBaH y Ipocropy EZ2.
Ha ocnoBy Teopeme 4.1.5 koja Bpau: M3zomerpuja o eykinuackor npoctopa E je pediekcuja
aKo M caMo aKo je CKYIl CBUX IEHUX MHBApHjaHTHUX Tauyaka jeHa xureppasaH y E, nobuja
ce Jla je MpeciuKaBame 3aJaTo ca gopmyliama
x' = =(5x — 12y — 16)
y' = —=(-12x — 5y — 24)

3aucra pedrekcuja. Oca oBe pedrnekcuje je mpaBa p:2x + 3y +4 = 0. ad
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4.2.5 3anparak

a) [lokazaTu J1a je KOMIO3UIIHja BE OCHE pediIeKcHje unje ¢y oce peduiekcrja x — ocam y —
oca jeHa IIEHTpallHA CHMETpHja W Hahu HEeHTap Te CUMeETpuje;

0) [Tokasaru na je KOMIO3HIIHja ABE OCHE pediekcuje drje cy oce pediekcHja mpaBe ti:y =
X" t,;y =—Xx jeAHa IEHTpallHa CUMeTpWja W Hahu meHTap Te CUMeTpHje;

B) Heka cy mare mpaBe p;:y =3x+2 u p,:y = 3x — 1. Jlokazatu ga ce KOMIIO3HUIMjOM
nBejy ocHuX peduekcuja S, °S,, 4uje Cy OCHOBE OBE JIBE IIpaBe J00Mja jeHa TpaHCIaluja 1
OJIDEIUTH BEKTOpP TpaHCIHALH]E.

r) Ilokasaru ja je Komnosuuuja S; °S;, JBe OCHE peieKcHje urje Cy oce pediekcuja npase

tiry =+3xm t:y = X Jemsa poranmja u Hahu 1leHTap Te poTaluje U yrao poTaiuje.

Pememe:
a) MatpuuHu 3ammc npecivKaBamba OCHOM pedieKCHjoM y OTHOCY Ha X —ocy je Beh ypahen
y 3a7aTKy 4.2.2 a) ¥ OH u3IJe/ia OBAKo :

Fl=1o 516

MatpudHu 3anmc npeciuKaBamba OCHOM pedUIeKCHJOM Yy OJIHOCY Ha Y —ocy je Beh ypahen y
3amatky 4.2.2 0) ¥ OH U3IJeaa OBaKoO :

=0 3Gl

Ha ocnoBy Teopeme 4.1.6 06) rae ce TBpau: Pednekcuja o KoMyTupa ca CHMETPHJOM Op
npoctopa E ako u camo ako je A c Il umu 4 L I1 , nobuja ce na ocHe peduiekcuje y OTHOCY
Ha OBE JIBE MpaBe KOMYTHPAjy jep Cy KOOpAMHATHE OCe HOpPMaIHE jenaHa Ha Apyry. [akie,
HUje OWTHO KOjuM penmocienoM he ce oBe aBe peduieKCHje CTaBUTH Y KOMIIO3HIIH]Y.
Hexka cy Sy u S, ,penom, pediekcuje y 0OJHOCY Ha X —OCy M Y —OCy U Heka Oyzme Sy ° S, .

MEEAR(FHENE
[_01 —01] ) [;]
4= [_01 _01]

U IbeHa JEeTepMHUHAHTA je jeAHaka |, IMITO 3HA4YM Ja je OBa KOMIIO3WIIMja jeHA IUPEKTHa
M30MeTpHjcKa TpaHchopMalivja.

JHlobuja ce:

Martpuiia oBe KOMIIO3HUIIH]E j€

Ha ocHoBy Teopeme 4.1.6 a) rae ce TBpau: Ako ocHOBa 4 cumeTpuje o, Huje y ocHosH II
peduekcuje oy mpocropa E, Tana je cKynm CBUX MHBAPHJaHTHUX Tadaka KOMIO3ULHUjE w =
o, ° oy pecek 4 N 11, nobuja ce na je ckyn GUKCHUX Tadyaka jeIMHO MpPEeceK OBUX JIBEJy oca
pednekcrja, OAHOCHO  jeAMHa  (UKCHA  Tayka  je  KOOPAMHATHH  TOYETaK.
Ha ocroBy mnocnenune teopeme 4.1.6 rae ce tepau: U3omerpuja w eykimacke pasau EZ2 je
LIEHTpaJIHA CUMETPHja, OJTHOCHO TPaHCJAIMja aKo U CaMO aKO je KOMIO3UIMja w = dp ° g,
JIB€ OCHE CHUMETpHje UHhje Cy OCe OpTOTOHAJHE, OJHOCHO MapajenHe, J00Hja ce Ja je oBa
KOMIIO3MIIMja jeJTHa EHTpaJIHAa CUMETPH]ja U LIEHTap TE LIEHTPAJIHEe CUMETPH]e je HheHa jeAnHa
WHBapHjaHTHA Tayka, OJHOCHO KOOPJIMHATHU IOYETaK.
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Maxne, nobuja ce :Sy ° Sy(x) = Sp(x) u

X1 -1 071 %
[y’] B [ 0 —1] y]
na GopMyse OBOT IMpeciIuKaBama U3IIIenajy

X =—X

!

y_

I
I
<.

0) MaTpuyHU 3amuc MpeciIuKaBamba OCHOM pedICKCHjOM Yy OJHOCY Ha TpaBy t1:y = X je
Beh ypahen y 3agarky 4.2.2 1) U OH U3IJIEeJla OBAKoO :

L= ol bl

MaTpu4H# 3anuc npecinkaBamba OCHOM peqmeKCHJOM Yy OJIHOCY Ha TIpaBy t,:y = —Xx je Beh
ypahen y 3anatky 4.2.2 1) ¥ OH H3TJIe/Ia OBAKO :

x' 0 17 [*

[y’] - [—1 0 ] ' [y]
[TonoBo, Ha ocHOBY Teopeme 4.1.6 6) rae ce TBpam: Peduiekcuja ogkomyTupa ca CHMETpUjOM
op mpoctopa E ako m camo ako je A C Il wmm 4 L I, nobuja ce ga ocHe peduiekcuje y
OJIHOCY Ha OBE€ JIB€ TpaBe KOMYTHpAjy jep Cy mpaBe t,u t, HOpPMaJHE jeAHA HA JIPYTYy.
Ormet, HHje OMUTHO KOJUM pemocienoM he ce oBe aBe pediiekcHje CTaBUTH Y KOMIIO3HUIIH]Y.
Heka Oyme S ° S;, . Hobuja ce:

=10 ol (1 BN -
[o _1]'[3/]'

OBne Hema MaTpHile Koja MoKasyje IIITa je CIMKAa KOOPAMHATHOT MOYETKa jep KOOpIMHATHU
MOYETaK MPHIIAJIa M JeHO] U APYroj ocu peduiekcuje.
Martpuiia oBe KOMITO3UIIH]E je

A= [—1 0 ]

0 -1

U BCHA JICTEPMUHAHTA je jeHaka |, mTO 3HAa4Yu Ja je OBa KOMIIO3MIMjA jeHA TUPEKTHA
M30MeTpHjcKa TpaHchopMalivja.
Omnert, Ha ocHOBY Teopeme 4.1.6 a) r1ie ce TBpau: AKO OCHOBa 4 CUMETpHje O, HHjEe Y OCHOBU
I1 pe(bJIeKCHje o poctopa E, Taja je CKyn CBHX MHBapUjaHTHUX Tauyaka KOMIO3UIUjE w =
o, © o npecek 4 N I, nobuja ce aa je ckyn PUKCHUX Tadaka jeJMHO MPECeK OBHX JIBEJy Ooca
pednekcrja, OAHOCHO  jeAuHa  (UKCHA  Tayka  je  KOOPAMHATHH  TOYETaK.
Ha ocroBy mocneaune teopeme 4.1.6 rae ce tepau: U3omerpuja w eykiuiacke pasau EZ2 je
[[EHTpajTHa CUMETPH]ja, OJTHOCHO TpaHCIallMja aKo M CaMO aKo je KOMIIO3UIja w = 0, ° 0,
JIBE OCHE CHUMETpHje 4YHhje Cy OCe OpTOTOHAlHE, OJHOCHO MapalieiHe, Jo0uja ce Ja je oBa
KOMIIO3MIIMja jeJTHa EHTpaJIHa CUMETPH]ja U LIEHTap TE LIEHTPaJIHEe CUMETPH]e je HhEeHa jeAnHa
WHBapHjaHTHA TaykKa, OJHOCHO KOOPJAMHATHU TIOYETaK.
Maxne, mobuja ce :S; ° S, (x) =Sp(x) u

=13 26

na (opMysae OBOI NpPECIHKaBama H3IJIENa)y OBAaKoO:
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x'=—x

y' ==y
W3 mpumepa a) u 6) ce BuaM 11a je y oba ciaydaja J0OHjeHa UCTa MAaTpUIlA MPECIUKaBamba U
ucte popmyne npecnukaBama. Mcro 6m ce mobuio kaga Ou Omiia mocMarpaHa KOMIIO3UIUja
OoCHHX pediiekcrja y OJHOCY Ha JIBE MPOM3BOJEHE HOPMAJHE MpaBe YHja je IMpecedHa Tadka
KOOpIHATHU moueTak. Jlakie, cBaka IIEHTpallHA CHUMETpHja CE€ MOJXKE IPEICTaBUTH Ha
0eCKOHaYHO MHOTO HauMHa Kao KOMITO3MIIM]jA BE OCHE pedIIeKCHje Uhje Cy 0ce HOpMAIIHE U

CeKy Ce€ Yy LIEHTPY T€ CUMETpHje.

B) OBe gaBe mpase y paBHu E? jecy XumeppaBHM W TapajlelHE Cy jep HMMajy HCTe
koepuuujeHTe npasua (3), ma Ha OCHOBY mnocieauie Teopeme 4.1.6 BHUXOBa KOMIO3UIMja
Beh jecte jenHa TpaHcnamuja. Auid, Xajae Ja Cc€ OBO IOKaXe EeKCIUIMIMTHO.
Ha ocnoBy 3agarka 4.2.2. o B) marpuiia ocHe pediiekcrje unja je OCHOBa MpaBa p; U3IJiena
oBako (a =—-3,b=1,c=-2):

w
s 1 |w

JlerepmuHanTHa oBe Martpuie je —1 mrTo u TpebGa ma ce aecu jep je ocHa peduiekcuja
WHIUPEKTHA TpaHchopMaimja.
Y MarpuyHOM OONIHKY, Ha OCHOBY 3a7aTKa 4.2.2. OBO MpeCINKaBame UMa O0JIUK:

Y=A4,X+B
OJIHOCHO
4 3 6
, _x 2 _°
MR REE R
y' 34 ly 2
5 5 5
Ha ocHoBy uctor 3amaTka, MaTpuiia ocHe pediiekcrje yija je OCHOBA MpaBa p, M3rieaa UCTO
kao mpornuia jep je a=-—3,b=1,c =1, a y marpunu koehunujeHT ¢ He QurypHUIIe.
Haxkie,
4 3
_| 5 s
A =13 4|
5 5

HapaBHno, nerepmunarna je omer —1.
Y wMmarpuyHoM OOJIMKY, Ha OCHOBY 3amaTka 4.2.2. OBO MpeciuKaBamke HMa OOJHK:
Y=A4,X+B

. 3
'[y]+ _53'
5

OSP1

OJHOCHO
4

3|7

5

ulbs u|lw

Kommosumnmja oBe  nBe  pedumekcuje S he wumatm cnemehu  oOnuKk:

D2
4
Hl=|
n = 3
y 2
5

4

5 X

y]+_2E +] %=

vl ;| w
|
vl v w
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_oE] [l o2 + 3] [_s] [
N P RS P P R B
5 5 5 5 s| |s | s

RS

R E S A

25] | sl

Lol s |l s oLl
PR R I Y el PR R M B
5 5 5

Martpumia xKommno3uiiije oBe ABe ocHe pediekcuje A, , ce Jo0uja Kao Mpou3BOA MaTpuiia A,
u A,. OHa u3riaeaa OBaKo:

4 3 3
|75 sl |5 s 1 0
A2 =137 4l s 4 [0 4
5 5 5

a OBO je jeNMHMYHAa MaTpuua | ¥ WeHa JeTepMHUHaHTHA je 1, a To 3HauM Ja je oBa
KOMIIO3UIMja jelHa TUPEKTHA H30METpHjcKa TpaHchopmaiimja.
®opmyre oBOT IpeciaukaBama Ou Oue:

9
x’=x+g

, 3
y =yY—-3
a OJIaBlie C€ BHIM J]a OBO INPECIUKaBamke HEMa WHBAPUjaHTHUX Tadyaka.
Jlakne, oBO je jemHa IUPEKTHA M30METPHjcKa TpaHchopmaldja Koje HeMa WHBApUjaHTHHX
Tayaka, Ta jeé OHa YyIpaBO jelHa TpaHCIalluja.

5 . .
Marpuna B =| °;| mnokasyje 1Ta je ciOMKa KOOPAMHATHOI IOYETKA IPUIMKOM

5
NPECINKaBaba KOMIIO3ULMJOM  Sp, °S, , OJNHOCHO, TIOKasyje 3a KOJu BEKTOp C€

MOMepHO(TPaHCIMPa0) KOOPAUHATHU MOYETAK U TO j€ YIPaBO TPAKEHU BEKTOP TpaHCIaIH]je.

r) AKo ce Tmocmarpa mpaBa t;:y = \/§x, OHa y HMIUTMIUTHOM OOJIMKY HMa 3aIuc
ty: —/3x + y = 0, ma Ha ocHOBY 3ajaTka 4.2.2 B) Kaja ce y3Me a = —\/§, b=1,c=0men
MaTpUYHU 3aIuC je:

1 V3
MR
yI- (e o bl
2 2
Kama ce mnocmarpa mpaBa t,:y = ?x, OHa y WMIUIMIIMUTHOM OONWKY HMa 3aIluc
V3 V3
ty—5xt+ty= 0, ma Ha ocHOBY 3ajaTka 4.2.2 B) KajJa ce y3Me a = — ?,b =1,c = 0 meH

MaTpUYHU 3aIlucC je:

N ER I
X
[y’]: é _21 [y]

2 2




3a paznuky oj mpumepa a) u 0), mpaBe t{U t, HIUCY HOPMAJIHE jeJHa Ha APYTY, Ma je OBJEe
OuTaH pefociel] BUXOBUX OCHUX pediieKCHja Y KOMIIO3UIH]H.
Axo ce nmocmarpa S;, °S;,nobuja ce

1 43 1 3
[x']=[_5 2.2z 2 .x]=
y' v3i 1| |v3 i W

2 21 Lz "2
1 V3

2 Tl

Vi1 yI

2 2

Martpuiia oBe KOMIIO3UIIH]E j&
1.8
2 2
A= 51
2 2

U BeHa JeTepMHUHAHTHA j€ jefHaka |, MTO 3HA4YM Ja je OBO jelHAa TUPEKTHA M30METPHjCKa
Tpanchopmanuja.

[TonoBo, Ha ocHOBY Teopeme 4.1.6 a) rae ce TBpau: AKO OCHOBa A CHUMETpHje O, HUJE Y
ocHoBu Il pednekcuje o mpoctopa E, Tama je CKyn CBHUX HWHBApHUjaHTHUX Tadaka
KOMIO3UIHje w = 0, ° oy ipecek 4 N II, nobuja ce ma je ckyn (UKCHUX Tayaka jEIMHO
MpeceKk OBHX JBejy oca peduieKcHja, OJHOCHO jelrMHa (UKCHA Tadka je KOOPJAMHATHH
MOYETaK.

Jlakne, oBa KOMIMO3WIMja j€ NUPEKTHA HM30METpHja W WMa JeIHY HWHBApPHJaHTHY TauKy.
Oce pedrekcrja y OBOM Cilydajy HHUCY HOPMaJIHE, Ia OBa KOMIIO3HWIIMja HE MPEACTaBIba
LIEHTPAITHY CUMETPHU]y. JeIUHO MITO IPEOCcTaje je Aa OBa KOMITO3HIMja TIPEICTaBba POTAIU]Y
YMji je LEHTap yNpaBo Ta HWHBapvjaHTHa Tavka. Jlakne, osa kommosuiwja Sy °S;,
Mpe/ICTaB/ba POTALIM]y OKO KOOPAMHATHOT MOYETKAa U Yrao poTaluje je jeJHaK TBOCTPYKOM
yriy usmelyy npaBux t U t,.

VYrao koju rpaam mpaBa t; ca X —OCOM je& JedHaK: qp = arctg(\/g) =

old wlla

VYrao koju rpaam mpasa t, ca X —OCOM je jefHaK: a, = arctg (?) =
Vrao msmely npasux tijut, je: a; —a, = g—% = %,
OBo 3HAuM Ja je yrao oBe poTaluje jenHak: = 2-— = g = 60°".

ol

Hakine, nobuja ce : S;,° Sy, = Rpg .0 =g u
1 V3
[x’] _|z 7%, [x] _ [cos@ —sin 9] _ [x]
y' V31 y sin@ cosf 1 Ly
2 2
na cy Qopmyne TIpeciuKaBama

X' =5 (= V3y)
Y =;(Bx+y)
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Hanomena: Matpuua
[cos 6 —sin 9]
sinf@ cos@
je MarpuIia poTaiuje 3a Mpou3BOJbaH yrao 6.

4.2.6 3aparak : Y npocropy E3 je 3anato npecnukasame GopMynama
=§(2x—2y+z—3)
=§(—2x—y+22— 6).
= 2(x+2y+22+3)

Wcnurtatn na nu je 0BO M30METpHUja U, aKO JeCTe, OJAPEAUTH CKYNl MHBApPHJaHTHUX Tadaka.
Pememe:
Kana ce ¢opmyne oBor mpecinkaBama 3alylly Ha CIMYaH HaYuH J00Hja ce

x’=§(2x—2y+z)—1
y' =3 (=2x—y+22) -2
2 =(x+2y+22)+1

Ma je MaTpuyHu OOJUK OBOT IPECIIMKaBamba

x' . 2 -2 1
y’=§— —1 2

z' 1
IITO 3HAYW JIa j€ MaTpUIla OBOT IMPECIHKaBamha
2 -2 1
A= § -2 -1 2].
1 2 2

Kao u y mperxomHom 3amarky, npema Teopemu 4.1.2, Tpeba nokaszatu aa je marpuna A
OpPTOTOHAJIHA, OJTHOCHO Ja je A - AT = E. OBO ce 1ako MoKaxe:

J2 -2 11 ;2 -2 1] 9 00 1 0 0
A-AT=§—2 -1 2 5— —12 090=010=E.
1 2 2 ’lo 0 o9 0 0 1

Jlakie, OBO MpecIuKaBame jecTe I/I30M6TpI/I_]a npeMa Teopemu 4.2.

12 _2 1
3 3 3
2 1 2 4 4 4 1 8 8 27
det(A) =|-2 -2 S|=—=—-=— 241 _8_ 38 =2 _-_
( ) 3 3 3 27 27 27 27 27 27 27
1 2 2
3 3 3

Ia je oBa M30METpHja MHIMPEKTHA.
Cama Tpeba oJpeauTH CKYN HMHBApHjaHTHUX Tayaka. 1o Cy CBe Tauke 4uje KOOpIMHATE

3aJI0BOJbABAJy CHUCTEM jeTHAYMHA
!

x'=x
[
y =Y
z'=2z

OJHOCHO
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x=-Qx-2y+2)—1
y==(=2x—y+2z) -2
z=§(x+2y+2z)+1

PemaBamem oBOr cucTema jeqHaunMHa ce no0uja
3x=2x—-2y+z-3
Jy=—-2x—-y+2z—-6
3z=x+2y+2z+3

x+2y—z=-3
2x +4y —2z=-6 /2
—-x—-2y+z=3 [/ (-1)

x+2y—z=-3
x+2y—z=-3
x+2y—z=-3
OJIHOCHO, OBJIE YYECTBYje CaMO jeJHa jemHauymHa X + 2y —z = —3, a OBO je¢ jeJHAUYMHA
paBuu x + 2y —z+ 3 =0. To 3Haun na je paBaH m:Xx + 2y —z + 3 = 0 pemiewme OBOT
crcTeMa jeJlHaYMHa, OJHOCHO, PaBaH T je CKYNl MHBApHjaHTHUX Tadaka OBOT TPECIINKaBamba.
Kako je oBo nmpecnukaBame y E3, a paBan 7 je 1uMeH3Mje [Ba, TO 3HAUYM Ja je paBaH T jeJHa
xuneppasan y E3.
[ToHOBO, Ka0 y IPETXOAHOM 3a/1aTKy, Ha OCHOBY Teopeme 4.1.5 ce nobuja ga mpecnukaBame
nato (Gopmynama
x' =§(2x—2y+z—3)
y' =§(—2x—y+22—6)
z' =§(x+2y+22+3)

jecte pednekcuja. thena ocnoBa je paBan m:x +2y—2z+ 3 =0.

4.2.7 3aparak : Oppemutu (GopMmyle IpeciuKaBama paBaHCKOM peduekcujom y E3 y
OJIHOCY Ha MPOU3BOJBHY paBaH T: ax + by + cz +d = 0.

Pememe:

Heka ce Tauka M(xy,Y;,2;) mpeciukaBa oBoM peduiekcrjoM y Tauky M'(x,, Vs, 25).
Csaka paBaH, I1a U paBaH 77, IMa CBOj BEKTODP PaBHU T,; KOjU je YBEK HOpMaJIaH Ha by, I1a aKo
je paBaH T 3a7ara jemHa4MHOM ax + by + cz + d = 0, mweH BekTop he MMaTH KoopauHaTe
n,(a,b,c).

C o03upom ga cy tauke M v M' cuMeTpuuHe y OJHOCY Ha paBaH 7, TO 3HAYM Ja je
npasa MM' nopManna Ha paBaH 77, na he 6MTH mapajenHa ca BEKTOPOM PaBHU N,. Kako oBa

npaBa MM' wmopa nma campxu Ttauky M(Xxy,Y;,Z;), jenMHauMHA OBe mpaBe he OuTH

X—X1 Y—V1 Z—2Z3

p'a_b_c
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Cnnuno kao y 3amatky 4.2.1, y npocropy E2, nocroju Tauka N (xy, Yy, Zy) KOja je CpeaumiTe
nyxu MM' u koja npuniana pasuu 7. la 6u ce oapeanie koopauHare tauke N, moTpeGHO je
U3jeHAYNTH jeJHAYMHY IpaBe p ca jeAHadynHOM paBHU 7. [IpBO ce jeaHaynHa mpase p
u3jeTHauYd ca HEKuM mapamerpoMm t. JloOuja ce :

X=X1 _Y=)1 Z—27y

= =t

a b c
Opnanie ce m3pakaBameM MPOMEHJBUBUX X, Y, Z MPEKO mapamerpa t go0uja cienehu cucrem

jenHaunHa:
x =ta+x,
z=tc+ 2z

Cama ce oBakoO M3paXEHH X,Y,Z yINOTpede y jeAHaYMHU paBHHU 7T:ax + by +cz+d = 0.
JHobuja ce:
m:a(ta+x,)+b(tb+y)+c(tc+2z,)+d=0.
Cana ce onmaBne u3pasu mapamerap t Ha cieiaehu Ha4YHH:
ta? + ax, + tb> + by, + tc> + cz; +d =0
t(a® + b?>+c?) = —ax; — by, —cz; — d
£ = —ax,1—byi—cz1—d
a?+b%+c?
Cana ce 0Bako M3pakeH mapamerap t ynoTpedu y cuctemy
x=ta+x,
y=tb+y,
z=tc+2z,

ma ce jnoouje

—ax,—by,—cz,—d
X = a+x
aZ2+b2+c? 1

—ax,—by,—cz,—d b
= b+
y a?+b%+c? Y1
__ —axi—by;—cz1—-d .

aZ+b2+c?

Y Ha OBaj HAYMH Cy J00HjeHe KoopauHare Tauke N.

Haxne
—axq—by;—cz,—d
Xy = a+x
N a2+b%+c2 1
—ax,—by,—cz,—d b
YN a?+b2+c? Y1
—ax1—by,—cz,—d
Zy = ‘c+z
N a2+b2+c? 1
OJHOCHO.
NQcy, yn, zy) =
—ax,1—by,—cz;—-d —ax1—by,—cz1—d —ax,—by;—cz,—d
a+x b + c+2zy )
( a2+b2+c2 b a?+b2+c? Vi a2+b2+c2 1

C 003upoM J1a je Ta Tauka ynpaBo cpeauinTe ayxu MM', To 3HauM Ja ce meHe KOOpAUHATE
MOTY JAOOMTH W Ha cielehu HayuH:

X1+x + +
N(xN'yN'ZN) — ( 12 2'3’123’2,21222).

Ka;[a CC€ OBO I/I3jCIIHa‘{I/I Ca NpPCTXOAHUM INPCACTAaBJbalbeM KOOPAWHATA TAYKC N I[06I/Ija ce€
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(x1+x2 y1t+Y2 21+Zz) _

) )

2 2 2
—-axq{—byi—cz;——d —ax,1—by,—cz,—d —ax,—by,—cz1—d
a+x b+ c+ 2z, ).
( a?+b2%+c? 1 a?+b2+c? Vi aZ+b2+c? 1
Ha OCHOBY TOra c¢ IlO6I/Ije CUCTEM
X1+x —ax,—by,—cz{—d
= a+x
2 a?+b?+c? 1
YitYy2 —axi—by;—cz;—d b
2 a?+b%+c? Y1
Z1+2Zy —axq1—by,—cz,—d
= ‘c+z
2 a?+b?+c? 1
—ax,1—by,—cz,—d
Xy =2+ ( at+x ) —-X
2 a?+b?+c? 1 1

—ax1—by,—cz{1—d
—2-( . )-
Y2 aZ+bh2+c2 b + 1 Y1
—axi1—byi—cz1—d )
Z, = 2 ( . Z1)— 2
2 a?+b2+c? ¢tz 1
—ax1—byi—cz1—d
=2a-
X2 a a?+b%+c? X
—ax,1—byi—cz1—d
=2b-
Y2 b a?+b2+c? T
_ . —ax,—by,—cz,—d
Z, = 2c ez T4

U Ha 0Baj Ha4YMH ce n00Mjajy koopaunate tauke M'(x,, Vs, Z,).
Cama oBe jemHaumHe TpebOa pa3aBOJUTH TI0  Xq, Y4, Z1.

—ax1—by,—cz,—d

X, =2a- +x

2 a?+b2+c? 1
_ . —ax,1—by;—cz,—d

Y2 = 2b a2+b%+c? T
—ax,—by,—cz,—d

Zy = 2C* +z

2 a2+b%+c2 1

__ —2a?x;—2aby;-2acz;—2ad

Xy, = + x
2 a?+b2+c? 1
__ —2abx;—2b%y; —2bcz;—2bd
Y2 = a?+b2+c? T
—2acx,—2bcy,—2c?z,-2cd
Zy) = +z
2 a?+b2+c? 1

_ —2a?x;-2aby;—2acz;—2ad+x1(a®+b%+c?)

X =
2 a?+b%+c?
__ —2abx1-2b%y;—2bcz;—2bd+y; (a?+b%+c?)
Y2 = a2+b2+c2
7 = —2acx,—2bcy;—2c%z1-2cd+z,(a®+b%+c?)
L a?+b2+c2
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—a?+4b?%4c? 2ab 2ac 2ad

X2 = aZ+b2+c? X1~ aZ+b2+c? Y1~ a%+b2+c? Z1 a%+b2+c?
2ab a?-b2+c? 2bc 2bd

Y2 =~ aZ+b2+c? X1 a%2+b2+c? Y1~ a%+b2+c? Z1 a%+b2+c?
2ac 2bc a?+b?%—c? 2cd

== a?+b?+c? X1 = a?+b?+c? Y1 a?+b%+c? 21~ a?+b?+c?

OBo cy popMyie KojuMa je 3aaaTa paBaHcka peduekcuja y E3 xojom ce tauxa M (xyq,yq,2;)
npecirkasa y Tauky M'(x,, y,,Z,) y oaHoCy Ha paBal 7: ax + by + cz+d = 0.
Y marpudHOM OOJIHKY, OBO IpECIMKaBame O MMaiao 00K

X2 ) —a® + b? +c? —2ab —2ac X1 —2ad
Vo|=5—= —2ab a? — b% + ¢2 —2bc Y|+ |-2bd]| ).
a“+b“+c
) —2ac —2bc a’ + b? —c? Zq —2cd
O

4.2.8 3aparak : Oxpemu Qopmye npeciukasama y E3 paBanckoM pedriekcHjoM umja je
OCHOBa XY-paBaH.

Pememe:

a) PaBan xy cede z-ocy y Tauku (0,0,0) u HOpMasiHa je Ha Z-0Cy. 3a CBE Ta4yKe U3 T¢ PaBHU
j€ 3ajeqHUYKO Ja je BHXO0Ba Z KOOPAMHATA jelHaka Hyld, ogHocHO Zz = (. YmpaBo Tako u
IJ1aCu Je[IHAYMHA OBE PABHU Tlyy:Z = 0, OMHOCHO, Tyy: 0x + 0y + 2z = 0.

N3 jeqnaunne ce Bumu naje a = b = 0,c = 1,d = 0. Kaga ce To yBpcTH Y MaTpUYHU OOJIHK
MpecinKaBama 100mja ce:

X2 1 0 O X1
)’2] = [0 1 0 Vil.
Z7 0 0 -1 Al
Axko je
1 0 O
A=1|0 1 0 ]
0 0 -1
Taga je
1 0 O 1 0 O
A-AT =0 1 0][ ] [010
0 0 -1 -1 0 0 1
IITO Ha OCHOBY Teopeme 4.1.2 3Hauu /12 je 0BO npeanKaBa}Le jenHa U30MeTpHja.
1 0 O
det(A)=(0 1 0|=-1
0 0 -1

na je oBa M30METpHja MHAUPEKTHA.
Jakine, GpopMmyiie npeciinKaBama M3IIe1ajy 0BaKo:

x2:x1
Y2 =DV1.
22:_21

AHaNoOrHO, aKo ce Kao OCHOBa pedrieKkcuje MmocMmarpa XzZ-paBaH, HEHa jeHauMHa Ou Oua
My, y = 0,00HO0CHO T,,: Ox + y + 0z = 0, na ce ogaBae BUAM Ja je
a=0b=1c=d=0.
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Tanma Ou MaTpu4HU OONMK IMpecIHKaBamba OHO:

X2 1 0 O Xq
Y2l=|(0 -1 0] |
Zy 0O 0 1 Zy

na Ou gopmyse mpeciarKaBama Ouie

Xy = Xq
Y2 = 1.
ZZ = Z1

U oBne je A- AT = E, ma je 0BO M30METpHUja U TO MHIMPEKTHA.

Ako ce kao ocHOBa pedrekcuje TmocMarpa yz-paBaH, HHEHa jelqHauynHa Ou Ouia
Tyz: X = 0,0IHOCHO TT,,: X + 0y + 0z = 0, ma ce onane Bumu na je a = 1,b =c =d = 0.
MatpuyHu 00JIMK OBOT NpeciiKaBamba o1 0no

X2 -1 0 0 X1
Yz] = [ 0 1 Of-h
) 0 0 1 zZ
na 6u dopmyine npeciarkaBama Ouiie
Xy = —Xq
Y2 =Y1.
Z =7

U oszie je A+ AT = E, na je 0BO U30MeTpHja U TO MHUPEKTHA.

429 3apmarak : Y 4YETBOPOAMMEH3MOHOM EYKJIHJICKOM TMPOCTOpPY 3aaara je
JBOJMMEH3MOHA paBaH «a: X+ x, = 0,x3+x, =0. Axo je Tauka P;(x;', %, x5, x,")
cumerpuyHa Tauku P (X, X, X3,X,) Yy OJHOCY Ha paBaH &, U3Pa3UTH KOOpAUHATE Tauke P; y
GyHKIMjH O]l KOOpJauHara Tadyke P.

Pememe:
PaBan a ce moxe mapamerpu3oBaTd Ha cieichu HaywH:
x1+x,=0
X3+x4=0
X1 = —X3
X3 = —X4

ma ako ce y3Me Ja je:
Xy =p x3=¢q, p,qER

nobuja ce Aa je x, = —t, x, =—q, p,q €R.
Ha ochoBy Tora je (x1,%;,%3,%4) = (0, —p,q,—¢q) = (p,—p,0,0) + (0,0,9,—q) =

p(1,-1,0,0) + q(0,0,1,-1).
na ojronapajyhu BEKTOPCKH MOTIPOCTOP F€HEPUIY BEKTOPH

a;(1,-1,0,0) u a,(0,0,1,—1).

Jlasbe, Heka je Tauka N MoJHOXje HopMmasie u3 Tauke P(xq,x,,X3,X,4) Ha paBaH a. Taga cy
koopaunare ose tauke N(p,—p,q,—q) 3a Heke p,q € R.
Tana je BexTOp PN(p — x4, —p — X3, q—X3, —q — X4) HOpMaJaH Ha BEKTOpEe a;, U Q.

36or Tora je PN - @; =0 u PN - @, = 0, 0HOCHO
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p-x1+p+x2=01/1q—x3+q+x4=0
ma ce ogapjae nobuja ma je
X1—X2 X3—X4

= —u = —
p > q 2
U KoopauHare Tauke N Cy mpemMa ToMme

X1—X2 X1—X2 X3—X4 X3—X4
N — —
( 2’ 2 o2 2 )
C oO3upom ma je N cpemummte nyxu PP; To 3Ha4u 1a je
X1+xq/ _ _ X1—X3
2 P
Xo+Xo! _ _ X1—X2
2 - 2
X3+x3/ _ _ X3—X4
2 17
XatXel _ — _X37Xa
2 - 2

ma ce ojasae aobuja ma je

X1+x1/ _ X1—X3
2 2
Xop+Xo! _ X1—Xp
2 2
X3+Xx3/ _ X3—X4
2 2
Xa+Xy! _ X3—Xg4
2 2

OJIHOCHO
X1+ X1 =X — Xy

Xy + Xy = —X1 + X,

X3+ X5 = X3 — Xy

Xy + X4 =—Xg+ X,

1 OJIaBJIe c€ KOHAYHO J00Mja TpaXkeHa Be3a u3Mel)y KoopauHara

X; = —Xy
Xy = —Xq
X3 = —X4
X4 = —Xg3

4.2.10 YV neToaMMEH3MOHOM eyKIMJICKOM mpocTopy E° je mara xumeppaBaH

a:x;— Xy +2x3 +x4 +3x5 = 19.
Axo je tauka M;(x;',x;',x3",x,4", x5") nacrana pedpnexcujom on tauxe M(5,0,—3,4,0) vy
OJIHOCY Ha XHUIeppaBaH «, OJpeaAd KOOpAuWHaTe Tauke M.
Pememe:
CnMyHO Kao y ABOJMMEH3HOHATHOM U TPOJUMEH3MOHAIHOM MPOCTOPY, M XUIIEppaBaH @ UMa
CBOj BEKTOp HOpMmaJie. theH BekTop HOpMaie je ng(1,—1, 2, 1, 3). IIpaBa p koja caapxu
Tauke M U M, je HOpMallHa HA XMIIEPPaBaH (&, 114 je ¥ MapajieiHa ca BEKTOPOM HOpMAJIE M.
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Haxne, jemHaunHa npaBe p he Ourtu:
. X1—5 _ x40 _ x3+3 _ x4—4 x5—0

1 -1 2 1 3
Kao u y nmperxogHum ciryuajeBuMa, octoju tTadka N Koja mpecTaBiba cpeauiire 1yxu MM,

¥ Ta Tauka N je MpeceKk XWIIeppaBHH @ W TpaBe p. Tpebda onapemutn KoopauHate Tadke N.

[IpBo ce jemHauMHa TpaBe p H3jeIHAYM Ca HEKUM MapameTpom t.
xX1—=5 _ x2+0 _ x3+3 _ x4—4 _ x5—0 __ t
T -1 2 1 3 7

OpaBe ce u3pakaBamkbeM IPOMEHJBUBHX Xq, Xy, X3, X4, X5 IPEKO mapamerpa t moOuja

cinenehu cucrem jeqHavyMHA:

X, =t+5

X, =—t (m)
x3=2t—3

X, =t+4

XS=3t

Cana ce oBako M3PaXKEHH X1, Xy, X3, X4, X5 YIOTpEOE y jeTHAYMHU XUTIEPPABHU
a:x; — X, +2x3 + x4 + 3x5 = 19.
JHlobuja ce:
at+5—-—(-t)+22t-3)+t+4+3-3t—19=0.
Canma ce omaBae m3pa3u mapametap t Ha cienehn HauWH:
t+5+t+4t—-6+t+4+9t—-19=0
16t =16
t=1
Caga ce oBako M3pakeH mapamerap t ynorpebu y cuctemy (M) ma ce noouje
x,=1+5=6
X, =—1
x3=2-1-3=-1
Xy =1+4=5
x5 =3-1=3
M Ha OBaj] HaUMH Cy JN0OHMjeHe KoopauHaTe Tauke N.
Hakne, tauka N(xl,xY,x¥, xV, x¥) uma xoopaunare:

C 003upoM J1a je Ta Tauka ynpaBo cpeauinTe ayxu MM', To 3HauM Ja ce meHe KOOpAUHATE
MOTY JOOMTH W Ha cielechu HayuH:

N N .N .N N 5+x1/ 0+Xy/ —3+Xx37 4+x4’ 0+Xxs5/
N(xy', x5, x3,x5,x2) = (
1,%X2,%43,%4,4%5

2 7 2 2 2 2)'

) ) )

Ka;[a CC OBO I/I3jCI[Ha‘-II/I Ca MPCTXOAHUM MNPCACTABJbAILEM KOOPpAWHATA TA4KE N I[06I/Ija ce.
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=6
2
0+x21 — _1
2
—3+x3/
Y= 1
2
4+x4! — 5
2
0+xg/
=-3

OJITHOCHO
x,=12-5=7
Xy =—2
x3=—2+3=1
x,=10—4=6
xs'=—-6
Haxie, Tauka My (x,',x5", x3", x4', x5") uma xoopnunare M,(7,-2, 1, 6,—6).
O
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	3.8.2 Теорема: Централна рефлексија  ,𝑆-𝑂. простора ,𝐸-3. је инволуциона трансформација.  Доказ: Ако се са 𝜋 облежи било каја раван која садржи тачку 𝑂 и са 𝑠 права која је у тачки 𝑂 нормална на раван 𝜋, биће ,𝑆-𝑂.=,𝑆-𝜋.   ,𝑆-𝑠 . па је  ...
	3.8.3 Теорема: У централној рефлексији ,𝑆-𝑂. простора ,𝐸-3. правој 𝑥 која садржи тачку 𝑂 одговара та иста права, правој 𝑥 која не садржи тачку 𝑂 одговара права 𝑥´ таква да је                                                           𝑥||𝑥´   ...
	3.8.4 Теорема: У централној рефлексији  ,𝑆-𝑂. простора ,𝐸-3. равни 𝜋 која садржи тачку 𝑂 одговара та иста раван, равни 𝜋 која не садржи тачку 𝑂 одговара раван 𝜋´ таква да је 𝜋||𝜋´  и   𝜋∩𝜋´=∅   .  Доказ: Нека најпре 𝑂∈𝜋. Ако се са 𝑝 обе...
	3.8.5 Теорема: Ако је  ,𝑆-𝑂. централна рефлексија и I било која изометријска трансформација простора ,𝐸-3., затим 𝑂´ тачка таква да је I,𝑂.=𝑂´, тада је               .                                                                     I   ,𝑆-�..
	3.8.6 Теорема: Централна рефлексија ,𝑆-𝑂. и раванска рефлексија ,𝑆-𝜋. простора ,𝐸-3. су две комутативне трансформације ако и само ако тачка 𝑂 припада равни 𝜋. Дакле, биће                                               ,𝑆-𝜋.   ,𝑆-𝑂.=,𝑆-𝑂.  ...
	3.8.7 Теорема: Централна рефлексија ,𝑆-𝑂. и осна рефлексија ,𝑆-𝑝. простора ,𝐸-3. су две комутативне трансформације ако и само ако тачка 𝑂 припада правој 𝑝. Тада ће бити:                                                    ,𝑆-𝑝.   ,𝑆-𝑂. =,𝑆-...
	3.8.8 Теорема: Композиција три централне рефлексије простора ,𝐸-3. представља такође централну рефлексију тог простора.                  .               .                                       Доказ: Нека су дате три централне рефлексије ,𝑆-𝐴., ,𝑆...
	3.8.9 Теорема: Средишта дужи које спајају одговарајуће тачке индиректне изометријске трансформације I простора ,𝐸-3. припадају једној равни.               .  Доказ: Нека је 𝑃∈ ,𝐸-3., I,𝑃.=𝑃´ и 𝑂 средиште дужи 𝑃𝑃´ (Слика 13). С обзиром да су I ...
	3.9 Транслација простора ,𝑬-𝟑.               .               .               .  Дефиниција 9.1: Нека су ,𝑆-𝛼. и ,𝑆-𝛽. две раванске рефлексије простора ,𝐸-3. којима су основе 𝛼 и 𝛽 нормалне на неку праву 𝑠 у две различите тачке 𝐴 и 𝐵 и нека...
	3.9.1 Теорема: Изометријска трансформација I простора  ,𝐸-3. представља транслацију тог простора ако и само ако се може представити као композиција два различите централне рефлексије тог истог простора. . .    .    . .    .    . . .    .    . .    . ...
	3.9.2 Теорема: Скуп T који се састоји из идентичне трансформације и свих транслација простора  ,𝐸-3. представља подгрупу групе 𝐺(I+) свих директних изометријских трансформација тог истог простора. . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    . ...
	3.9.3 Теорема: Група транслација 𝐺(T) простора  ,𝐸-3. је комутативна. Другим речима, за сваке две транслације T,,𝐴𝐵..    и T,,𝐶𝐷.. простора  ,𝐸-3. важи релација. .    .    . .    .    . . .    .                                                  ...
	3.9.4 Теорема: Нека је T,,𝐴𝐵.. транслација и I изометријска трансформација простора ,𝐸-3.. Ако су 𝐴′ и 𝐵′ тачке простора ,𝐸-3. такве да је I,𝐴.=𝐴′  ,  I,𝐵.=𝐵′  онда је. .    .    . .                                                           ...
	3.9.5 Теорема: Транслација T,,𝐴𝐵.. и раванска рефлексија ,𝑆-𝜋. простора ,𝐸-3. комутирају ако и само ако је права 𝐴𝐵 паралелна са равни 𝜋. Дакле, . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    .                                               ...
	3.9.6 Теорема: Транслација T,,𝐴𝐵.. и осна ротација ,ℛ- 𝑠, 𝜔 . простора ,𝐸-3. комутирају ако и само ако је су праве 𝑠 и 𝐴𝐵 паралелне. Дакле, . .    .    . .    .    . . .              .   .    . .    .    .                                      ...
	3.10 Клизајућа рефлексија простора ,𝑬-𝟑.. .    .    . .    .    .  До сада су проучаване индиректне изометријске трансформације простора ,𝐸-3. које су поседовале једну или више инваријантних тачака. Сада ће бити речи о индиректним изометријским тра...
	3.10.1 Теорема: Индиректна изометријска трансформација простора ,𝐸-3. која нема инваријантних тачака представља клизајућу рефлексију. . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    .                                                                 ...
	3.10.2 Теорема: Ако је G π; ,,𝐴𝐵.. клизајућа рефлексија простора ,𝐸-3. и 𝑝 права која је у средишту 𝑄 дужи 𝐴𝐵 нормална на раван 𝜋, тада је . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    . ...
	3.11 Завојно кретање простора ,𝑬-𝟑.. .    .    . .    .    .  До сада нису разматране директне изометријске трансформације простора ,𝐸-3. чија се минимална симетријска репрезентација састоји из четири раванске рефлексије.  Дефиниција 11.1: Композиц...
	3.11.1 Теорема: Завојно кретање Z,,𝐴𝐵. .,ω простора ,𝐸-3. се може представити као композиција две осне рефлексије тог простора при чему су осе тих рефлексија међусобно мимоилазне. . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    .                 ...
	3.11.2 Теорема: Композиција I састављена од две осне рефлексије ,𝑆-𝑝. и ,𝑆-𝑞. простора ,𝐸-3., којима су осе 𝑝 и 𝑞 мимоилазне, представља завојно кретање. . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .      .                                     ...
	3.12 Класификација изометријских трансформација. .    .    . .    .    .  простора ,𝑬-𝟑.. .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    .  У претходним разматрањима је уведен одређен број изометријских трансформација прос...
	3.12.1 Теорема: Свака директна изометријска трансформација I простора ,𝐸-3. представља коинциденцију, транслацију, осну ротацију или завојно кретање. . .    .    . .              .   .    .                                                             ...
	3.12.2 Теорема: Свака индиректна изометријска трансформација I простора ,𝐸-3. представља раванску, осноротациону или клизајућу рефлексију.              .              .                                                                                  ...
	4. Рефлексије у еуклидским афиним n-димензионим   .        просторима . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    .
	4.1 Основне дефиниције и теореме . .    .    . .    .    . . .    .    . .    .    . Дефиниција 4.1.1: Афини простор над неким пољем K је свака уређена тројка   (A, V, +) неког скупа A чији елементи се називају тачке, извесног векторског простора V на...
	4.1.1 Теорема:  Изометрија 𝜎:𝐸→𝐸 еуклидског простора 𝐸 је симетрија ако и само ако је инволутивна, тј. ако је ,𝜎-2.=𝜀 . . .                 . . .                 .                                  Доказ:  Нека је изометрија 𝜎≠𝜀 инволутивна и �..
	4.1.2 Теорема: Пресликавање 𝜔:𝐸→𝐸 је изометрија ако и само ако је и афина трансформација тог простора, чији је линеарни део 𝐿 неки ортогоналан оператор еуклидског векторског простора V=,𝐸.. . .                 . . .                 .  Доказ: Нека...
	4.1.3 Теорема:  а) Потпростор Г еуклидског простора 𝐸 је инваријантан у односу на симетрију 𝜎 са основом П ако и само ако је његова ортогонална пројекција на П управо П∩Г. б) За сваку изометрију 𝜏, конјугат 𝜔=𝜏   𝜎   𝜏 -1 дате симетрије 𝜎 са о...
	4.1.4 Теорема: Афина трансформација 𝜎:𝐸→𝐸 је симетрија еуклидског простора 𝐸 димензије 𝑛 ако и само ако има бар једну инваријантну тачку 𝑃 и ако, у односу на бар један ортонормирани репер 𝑂𝑒, има матрицу 𝐴=,𝐸-𝑘.⊕(−,𝐸-𝑚.). . .             ...
	4.1.5 Теорема:  а) Изометрија 𝜎 еуклидског простора 𝐸 је рефлексија ако и само ако је скуп свих њених инваријантних тачака једна хиперраван у 𝐸. . .                 . . .                 . б) Изометрија 𝜎 еуклидске равни 𝐸 је рефлексија ако и сам...
	4.1.6 Теорема:  а) Ако основа 𝛥 симетрије  ,𝜎-Δ. није у основи П рефлексије ,𝜎-П. простора 𝐸, тада је скуп свих инваријантних тачака композиције 𝜔=,𝜎-Δ.   ,𝜎-П. пресек 𝛥∩П. . .                 . б) Рефлексија ,𝜎-П. комутира са симетријом ,𝜎-...
	4.1.7 Теорема: Свака изометрија 𝜎 еуклидског простора 𝐸 димензије 𝑛 се може представити као композиција највише 𝑛+1 његових рефлексија. . .                 .  Доказ: Читалац може наћи доказ овог тврђења у [5](погледати литературу). . .            ...
	4.2 Примери задатака. .                 . . .                 . . .                 .
	4.2.1 Задатак : Нека је дата тачка 𝑀,3,4. и права 𝑝: 𝑦+2𝑥−3=0.  Одреди координате тачке ,𝑀-′.,,𝑥-′., ,𝑦-′.. настале од тачке 𝑀 осном рефлексијом у односу на праву 𝑝. . .                 . . .                 . . .                 . . .       ...
	4.2.2 Задатак : Нека тачка 𝑀∈,𝐸-2. има координате 𝑀(𝑥,𝑦). Одредити формуле пресликавања осном рефлeксијом у ,𝐸-2. у координатном и матричном облику ако је оса рефлексије: а)  𝑥−оса; . . .                     . . . .                 . . . .     ...
	4.2.3 Задатак (Државно такмичење за ученике VIII разреда основних школа, 14.05.2022.): Дате су тачке 𝐴(0,4) и 𝐵(−1,5). На правој 𝑦=−𝑥 одреди тачку 𝑃 тако да збир дужина дужи 𝐴𝑃 и 𝐵𝑃 буде минималан.                  .   Решење: Ако се мало бољ...
	4.2.4 Задатак : Дате су формуле пресликавања:        . . . . .                 .                                                      ,,𝑥-′.=,1-13.,5𝑥−12𝑦−16.-,𝑦-′.=,1-13.,−12𝑥−5𝑦−24.. .                 . Доказати да је датим формулама дефинисан...
	4.2.5 Задатак :  а) Показати да је композиција две осне рефлексије чије су осе рефлексија 𝑥−оса и 𝑦−оса једна централна симетрија и наћи центар те симетрије;  .                 .       . б) Показати да је композиција две осне рефлексије чије су осе ...
	4.2.6 Задатак : У простору ,𝐸-3. je задато пресликавање формулама      .         .      .         .                                                    ,,𝑥-′.=,1-3.,2𝑥−2𝑦+𝑧−3.-,𝑦-′.=,1-3.,−2𝑥−𝑦+2𝑧−6.-,𝑧-′.=,1-3.,𝑥+2𝑦+2𝑧+3... . Испитати да ...
	4.2.7 Задатак : Одредити формуле пресликавања раванском рефлексијом у ,𝐸-3. у односу на произвољну раван 𝜋: 𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐𝑧+𝑑=0.      .         .      .         .      .         . Решење: Нека се тачка 𝑀(,𝑥-1.,,𝑦-1.,,𝑧-1.) пресликава овом рефлек...
	4.2.8 Задатак : Одреди формуле пресликавања у ,𝐸-3. раванском рефлексијом чија је основа 𝑥𝑦-раван.      .         .      .      .                 .   .      .         . Решење: а) Раван 𝑥𝑦 сече 𝑧-осу у тачки  (0,0,0) и нормална је на 𝑧-осу. За ...
	4.2.9 Задатак : У четвородимензионом еуклидском простору задата је дводимензиона раван 𝛼: ,𝑥-1.+,𝑥-2.=0, ,𝑥-3.+,𝑥-4.=0. Ако је тачка ,𝑃-1.(,𝑥-1.′,,𝑥-2.′, ,𝑥-3.′,,𝑥-4.′) симетрична тачки 𝑃(,𝑥-1.,,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑥-4.)  у односу на раван 𝛼,...
	4.2.10 У петодимензионом еуклидском простору ,𝐸-5. је дата хиперраван      .         .                                                 𝛼: ,𝑥-1.−,𝑥-2.+,2𝑥-3.+,𝑥-4.+,3𝑥-5.=19.  Ако је тачка ,𝑀-1.(,𝑥-1.′,,𝑥-2.′, ,𝑥-3.′,,𝑥-4.′,,𝑥-5.′) настала...

