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Glava 1

Uvod

Dokaz je od centralne vaznosti u matematici i njenim primenama. Ipak, njego-
va uloga u matematici osnovnih i srednjih skola je tradicionalno marginalizovana
i jedini dodir daka sa njim je iskljuc¢ivo kroz geometriju. Nedostatak dokaza izvan
geometrije prouzrokuje pogresno predstavljanje prirode matematike i predstavlja
znacajni defekt u modernom edukativnom sistemu. Suprotno verovanju danasnjeg
nastavnog programa, dokaz nije stvar odvojiva od matematike, ve¢ esencijalna kom-
ponenta u razumevanju, komunikaciji i razvoju matematike. Takode, predocavanje
deci vaznosti deduktivnog zakljuc¢ivanja naspram empirijskog, koje im je intuitiv-
nije, ali, vrlo ¢esto ih dovodi do nepravilnih zakljucaka, je imperativ u njihovom
obrazovanju i pravilnom formiranju nacina razmisljanja.

Osim §to je dokaz neophodan za pokazivanje ta¢nosti tvrdnje, njegov znacaj ne
staje tu, ve¢ pojedini primeri dokaza predstavljaju uvod u nove tehnike za resa-
vanje matematickih problema ili pruzaju razumevanje neceg Sireg i drugacijeg od
originalnog konteksta.

Uzimajuéi u obzir sve ovo, ovaj rad ¢e se fokusirati na dokazivanje teorema
i pravila, kao i davanje primera njihove primene, koja se deci u skolama obi¢no
predstavljaju bez pokazivanja tac¢nosti, stavljanjem u prvi plan ne samo da li je
nesto tacno, vec i zasto je tacno, Sto je veliki korak u oformljavanju kritickog mladog

uma.



Glava 2

Deljivost celih brojeva

2.1 Osnovni pojmovi

Definicija 2.1.1. Ceo broj a deljiv je celim brojem b, razli¢itim od nule, ako postoji

ceo broj ¢ takav da je a = bg. Ako je broj a deljiv brojem b, pisac¢emo bla (,b deli

a(() .

Teorema 2.1.1 (Osnovne osobine deljivosti). Neka su a,b,c,d celi brojevi. Tada

vazi:

1. ala, za a #0

2. Ako alb i blc, a # 0, b # 0, onda alc.

3. Ako alb i bla, a # 0, b # 0, onda |a| = |b].

4. Ako alb, a # 0, onda albe, za svako ¢ € Z.

5. Ako alb i alc, a # 0, onda a|bx + cy za sve x,y € 7

6. Ako za cele brojeve a i b, a # 0, b # 0, vaZi a|b, onda |a| < |b].

Dokayz. 1. Trivijalno, iz definicije, a = a - 1.

2. Po definiciji, ako alb i blc, onda jeb=a-k ,ac=0b-1, za neke k,l € Z. Tada
je ¢ = a(kl), odnosno alc.

3. Po definiciji, ako a|b i bla, onda je b = a-k , a a = b-1l. Tada je a = akl,
odnosno 1 = kl. Dakle, k i [ moraju oba biti ili 1 ili —1, jer je u svim ostalim
slu¢ajevima proizvod kl # 1.

4. Ako alb onda je b = a - d za neko d € Z, odnosno be = a(dc), odakle je jasno
da albc.

5. Po definiciji, ako alb i a|c, onda je b = a-d , ac = a-l, za neke d,l € Z.

Odavde imamo da za neke cele = i y vazi bx = adx i cy = aly, odnosno
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bx + cy = adx + aly = a(dx + ly), tj. a|(bx + cy).
6. Neka je b = a-d. Odatle sledi |b| = |a| - |d|. Kako je b # 0, vazi |d| > 1, iz Cega
sledi tvrdnja.

O
Sledi jedna od osnovnih teorema u teoriji brojeva.

Teorema 2.1.2 (Teorema o deljenju sa ostatkom). Svaki ceo broj a mozZe se na

jedinstven nacin pomocu celog broja b, razlicitog od nule, prikazati u obliku
a=>bg+r,0<r<|b,

gde su q i r celi brojevi. Pri tom se q naziva kolicnikom, a r ostatkom pri deljenju

broja a brojem b.

Dokaz. Posmatrajmo skup celih brojeva
S ={a—bz|lx €Z}

i izaberimo u njemu najmanji broj koji je prirodan ili jednak 0. Neka je to r i neka
vazi r = a — bq.
Tada je

a=bg+r, 0<r<|bl,
jer bi u slucaju r > |b| vazilo0 <r —|b| =a—bg— |b| =a—b(¢£ 1) € 5, tj. broj
a—bg — |b|, koji je manji od a — bq, bi bio prirodan ili jednak nuli. Time je dokazana
egzistencija brojeva ¢ i r. Dokazimo jedinstvenost tih brojeva. Pretpostavimo da
postoji jos jedan par (qi,71), takav da je a = bg; + 11 1 0 < r; < |b]. Oduzimanjem
dve jednakosti dobijamo

0=>b(qg—q)+ (r—r1),
odnosno b|r — ry. Zbog |r — r1| < |b| imamo da je r —r = 0, tj. 7 = r, a zbog toga

iqg=aq. O

Definicija 2.1.2. Ceo broj d je zajednicki delilac brojeva a i b ako d|a i d|b. Najveci
zajednicki delilac brojeva a i b je ceo broj d > 0 ako vazi:

e d je zajednicki delilac a i b

e Za sve ¢ € Z takve da c|a i c|b vazi i c|d.

Najveci zajednicki delilac brojeva a i b ¢emo obelezavati sa (a, b).

Definicija 2.1.3. Zajednickim sadrzaocem celih brojeva a i b, razli¢itih od nule,
nazivamo svaki broj koji je deljiv i sa a i sa b. Najmanji zajednicki sadrzalac brojeva
a ib je ceo broj s > 0 ako vazi:

e s je zajednicki sadrzalac a i b
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e Za sve ¢ € Z takve da alc i blc vazi i s|c.

Najmanji zajednicki sadrzalac brojeva a i b ¢emo obelezavati sa [a, b].

Definicija 2.1.4. Za cele brojeve a i b kaZemo da su uzajamno (relativno) prosti
ako je (a,b) = 1.

Definicija 2.1.5. Ceo broj p > 1 je prost ako p nema nijedan delilac d, 1 < d < p.

Ceo broj m > 1 je slozen ako nije prost.
Teorema 2.1.3. Ako je p prost broj i p|lab, onda pl|a ili p|b.

Teorema 2.1.4 (Osnovni stav aritmetike). Svaki prirodan broj a veci od 1 moZe se

jednoznacno (do na poredak) izraziti u obliku proizvoda prostih cinilaca.

Dokaz. (Egzistencija): Tvrdenje da postoji razlaganje broja a > 1 na proste faktore
dokazujemo totalnom indukcijom. Za a = 2, tvrdenje vazi jer je 2 prost broj. Pret-
postavimo da svi brojevi iz 2,...,a — 1 imaju bar po jedno razlaganje na proizvod
prostih brojeva.

Ako je sam broj a prost, tada nema sta da se dokazuje; u suprotnom, neka je p > 1
najmanji netrivijalni delilac broja a. O¢ito, p mora biti prost broj, jer bi u suprot-
nom a imao delilac manji od p, Sto je u suprotnosti sa izborom p. Prema tome,
vazi a = pa’, gde je 1 < a’ < a. Induktivna pretpostavka je primenljiva na a’, tj.
a’ je proizvod prostih brojeva: @’ = pips...p,. Tada je a = pp1ps...p, Sto je trebalo
dokazati.

(Jedinstvenost): Pretpostavimo da je a = p1ps...p, = ¢1G2...qs. Bez umanjenja op-
Stosti neka je r < s. Posto p1]q1¢2...qs 1 p1 je prost broj, sledi da je p; = gj,. Isto
zakljuc¢ivanje se moze ponoviti i za ps,...,p,, pa za svako 1 < i < r postoji indeks
Ji tako da je p; = gj,. Pri tome su svi indeksi ji, ..., j, medusobno razli¢iti. Ukoliko
bi bilo r < s, tada bismo dobili da je 1 = g,...qx,_,., Sto je o¢ito nemoguce. Dakle,

mora biti r = s. O

Ako se u razlaganju broja a neki ¢inioci ponavljaju, pa se, recimo p; javlja ay

puta, po javlja ay puta, ... , pr javlja o puta, onda se oblik
a=pitpy?..ppt

zove kanonski oblik prirodnog broja a (kanonska faktorizacija).
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Teorema 2.1.5. Neka je n > 1 prirodan broj ciji je kanonski oblik dat sa n =

p1tps?..p. Tada din ako i samo ako je
d=p)"py .y
gde je 0 < B; < «; za svel <i <k.

Dokaz. ( = ): Ako d|n, tada je n = dq za neki pozitivan ceo broj ¢; stoga se
kanonski oblik broja n dobija mnozenjem kanonskih oblika brojeva d i ¢. To znadci,
izmedu ostalog, da je svaki prost faktor p koji se pojavljuje u kanonskom obliku
broja d sa nenula eksponentom prisutan i u n sa najmanje onolikim stepenom kao
u d. Odatle mora biti 0 < §; < «; za sve i.

(«<=): Ako je d oblika kao u formulaciji tvrdenja, tada za

a1 —pB31

q=p° ”ka_ﬁk e 7+

vazi n = dg, tj. d|n. ]

Posledica 2.1.5.1. Broj pozitivnih delilaca broja a = p{'ps?...pp* (ukljuc¢ujuéi i 1
i samo a) je
(Oél -+ 1)(0{2 -+ 1)<Ckk + 1)

Dokaz. Po prethodnoj teoremi, d je delilac broja n ako i samo ako je d = py* p§2 pf’“
za neke 0 < B; < ay, 1 <1i < k. Prema tome, svaki niz brojeva (1, ..., 8x) sa datim
ogranicenjima opisuje jedan delilac broja n; osnovna teorema aritmetike obezbeduje
da razli¢iti nizovi eksponenata daju razli¢ite delioce. Broj §; se u tom nizu moze

izabrati na «; + 1 nacina. Kako su svi razli¢iti izbori nezavisni, rezultat sledi. O

Definicija 2.1.6. Ukupan broj pozitivnih delilaca prirodnog broja n ozna¢avamo
sa
7(n) = (g + 1)(az + 1)...(ax, + 1)

ako je n = p{'p3?...pp* njegova kanonska faktorizacija.
U sledecoj tablici date su vrednosti funkcije 7 na nekoliko prvih prirodnih brojeva

n 123456 78 9 10 11 12
tn) 1 2 23 2 42 43 4 2 6

Teorema 2.1.6. Ako je proizvod dva uzajammno prosta prirodna broja kvadrat celog

broja ab = 2, tada su a i b kvadrati celih brojeva, tj. a = a3 i b = b3.
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Dokaz. Broj je potpun kvadrat ako i samo ako su mu svi eksponenti u kanonskoj
faktorizaciji parni. Kako su a i b uzajamno prosti, svaki prost delilac broja ¢? se
javlja ili u a ili u b, ali ne u oba. Zato, prosti faktori brojeva a i b moraju imati

parne eksponente. O

2.2 Primeri

U ovom odeljku ¢e biti predstavljen odreden broj primera ¢ijem reSavanju se

pristupa direktnim koris¢enjem teorema i njihovih posledica iz prethodnog odeljka.

Primer 2.2.1. Dokazati da je proizvod tri uzastopna cela broja deljiv sa 6, proizvod

Cetiri uzastopna cela broja deljiv sa 24.

Resenje. Od tri uzastopna prirodna broja, jedan je deljiv sa 3 i bar jedan je paran,
pa je proizvod deljiv sa 6.

Od cetiri uzastopna prirodna broja, jedan je deljiv sa 3, dva su parna i to su uza-
stopni parni brojevi, pa je jedan deljiv sa 4. Zbog toga je njihov proizvod deljiv sa
3-2-4=24.

Primer 2.2.2. Dokazati da je broj m® —m, m € N, deljiv sa 30.

Resenje. Kako je m®> —m = m(m—1)(m+1)(m*+1), a proizvod tri uzastopna broja
mora biti deljiv sa 6 (po prethodnom primeru), dati broj je deljiv sa 6. Ako je broj
m oblika bk, 5k + 1 ili 5k — 1, onda je m, odnosno m — 1, odnosno m + 1 deljivo sa
5. Ako je m oblika 5k + 2 ili 5k — 2, onda je m?*+1 = (5k+2)>+1 =5(5k? + 4k +1)

deljivo sa 5.
Primer 2.2.3. Dokazati da je broj n® + 2n deljiv sa 3 za sve prirodne brojeve n.
Resenje. Moguci ostaci pri deljenju sa 3 su 0, 11 2, pa imamo 3 slucaja:

1. n =3k keNnd+2n=(3k)?®+2-3k = 27k + 6k = 3(9K> + 2k), §to je
deljivo sa 3.

2. n=3k+1,k € Nn®+2n = (3k+1)3+2-(3k+1) = 27k3+27k*+9k+1+6k+2 =
3(9k3 4+ 9k* + 5k + 1), $to je deljivo sa 3.

3.n=3k+2,keNn’+2n=3k+2)?>+2-(3k+2) = 27k* + 54k* + 36k +
8 + 6k + 4 = 3(9k3 + 18Kk? + 14k + 4), §to je deljivo sa 3.

Primer 2.2.4. Odrediti sve proste brojeve p takve da je i broj: p* 4+ 1999 prost.
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Resenje. Proverimo prvo za p = 2: p? + 1999 = 2003, &to je prost broj.

Svi ostali prosti brojevi moraju biti neparni (2 je jedini paran prost broj), pa su
oblika p = 2k + 1.

Broj p? + 1999 = 4k* + 4k + 1 + 1999 = 2(2* + 2k + 1000) je deljiv sa 2, pa mora

biti slozen.
Primer 2.2.5. Odrediti prost broj p takav da je broj 8p? + 1 takode prost.

Resenje. Proverimo prvo za 21 3.
o p=2, 8% +1=233=3-11, dakle 2 nije trazeni broj.
e p=3,8p*+1="73, sto je prost broj.
Prosti brojevi vec¢i od 3 mogu da daju ostatke 1 i 2 pri deljenju sa 3. Zato imamo
dva slucaja:
o p=3k+1,8p*+1=_8(9k?+6k~+1)+1=T2k*+ 48k +9 = 3(24k*+ 16k + 3),
Sto je deljivo sa 3; dakle, broj je slozen.
oep =3k+2 8 +1 =80k +12k+4)+1 = T2k* + 96k + 32 + 1 =
3(24k? + 32k + 11), to je deljivo sa 3; dakle, broj je slozen.

Zakljucujemo da je jedino resenje p = 3.

Primer 2.2.6. Nadéi sve proste brojeve p takve da je svaki od pet brojeva p + 2,
p+6,p+8 p+ 121 p+ 14 takode prost.

Resenje. Lako proverimo da brojevi manji od 5 ne zadovoljavaju uslove zadatka.
Ako je p =5, imamo proste 7, 11, 13, 17 i 19.
Ako je p > 5, p moze biti oblika:

e p =5k + 1. Tada je p + 14 deljiv sa 5, dakle slozen.

e p =5k + 2. Tada je p + 8 deljiv sa 5, dakle slozen.

e p =5k + 3. Tada je p + 12 deljiv sa 5, dakle slozen.

e p =5k + 4. Tada je p + 6 deljiv sa 5, dakle slozen.

Jedino reSenje je p = 5.

Primer 2.2.7. Dokazati da zbir kvadrata 5 uzastopnih prirodnih brojeva ne moze

biti potpun kvadrat.

Resenje. Neka su to brojevin—2, n—1, n, n+11n+2. Imamo da je (n—2)?4(n—1)*+
n?+(n+1)2+(n+2)? = n*—4n+4+n®—2n+1+n*+n’+2n+1+n+4n+4 = 5(n’+2),
Sto je deljivo sa 5. Posmatrajmo broj n:

e n = 5k. Tada je n? + 2 = 25k% + 2 $to nije deljivo sa 5.
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e n =5k + 1. Tada je n? + 2 = 25k? + 10k + 3 &to nije deljivo sa 5.

e n = 5k + 2. Tada je n? + 2 = 25k% 4 20k + 6 $to nije deljivo sa 5.

e n =5k + 3. Tada je n? + 2 = 25k* + 30k + 11 $to nije deljivo sa 5.

e n = 5k + 4. Tada je n? + 2 = 25k? + 40k + 18 &to nije deljivo sa 5.
Dakle, broj n? + 2 nije deljiv sa 5, odnosno posmatrani zbir je deljiv sa 5, ali nije
sa 25, pa ne moze biti potpun kvadrat.

5 2
Primer 2.2.8. Odrediti sve proste brojeve p takve da je 5 > — > =
p

5 6
Resenje. 1z datog odnosa medu razlomcima sledi da je — > b > —. ProSirimo date
175 14p 60
lomke tako da ih doved jednake i joce: — > — > —
razlomke tako da ih dovedemo na jednake imenioce: —- 0 0

175 60
175 > 14p > 60. Odavde je 1 P> PR jep e {b,7,11}.

Primer 2.2.9. Svaki prost broj veéi od 5 je oblika 6k + 1 ili 6k + 5, za neko k£ € N.
Dokazati.

, odnosno

Resenje. Sve prirodne brojeve veée od 5 mozemo predstaviti na jedan od sledec¢ih
Sest nacina:

6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5, 6k,
gde je k prirodan broj. Kako su brojevi oblika 6k+2, 6k+4 i 6k deljivi sa 2, to su oni
slozeni. Brojevi oblika 6k + 3 su deljivi sa 3, pa su i oni slozeni. Ostaju samo brojevi
oblika 6k + 1 i 6k + 5, medu kojima su prosti brojevi. Ovde je bitno napomenuti da

nisu svi ovakvi brojevi prosti, ve¢ da su svi prosti brojevi ovakvi.

Primer 2.2.10. Zbir dvocifrenih brojeva ab i ba je potpun kvadrat. Koliko ima

ovakvih brojeva?

Resenge. Tvrdenje: ako je p prost i pjn? = p?In*.

Naime, ako p|n - n onda, po teoremi 2.1.3 vazi p|n, a samim tim i p*|n.

ab+ab = 10a+b+10b+a = 11(a+b) = n?, odakle vidimo da 11|n?. Po prethodnom
tvrdenju mora biti i 121|n?. Posto su a i b cifre a+b € [0, 18], tj. n? = 11(a+b) < 198,
vidimo da je jedina moguénost n? = 121, odnosno n = 11 = (a+b). TraZenih brojeva
ima 8 i to: 29, 38, 47, 56, 65, T4, 83, 92.

Primer 2.2.11. Naéi najmanji prirodan broj koji pomnozen sa 450 daje kvadrat

prirodnog broja.
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Resenje. Rastavimo broj 450 na ¢inioce. 450 =2-3-3-5-5 = 2! . 32 . 52
Da bi broj bio potpun kvadrat neophodno je da ima sve parne eksponente u kanon-
skom obliku; vidimo da samo broj 2 nema parni eksponent, pa je broj 450 neophodno

pomnoziti sa 2 da bi se dobio potpun kvadrat.
Primer 2.2.12. Sa koliko nula se zavrsava 100!?

Resenge. Da bi se broj zavrSavao sa n nula, mora biti deljiv sa 10". Dakle, trazimo
koliko desetki imamo u proizvodu 10!. Svaka desetka je dobijena kao proizvod 2 i
5, pa brojimo ukupan broj takvih parova. O¢igledno je da petica ima manje i zato
prebrojavamo njih. Kako je svaki peti broj deljiv sa 5, u prvih 100 brojeva ih ima
100 = 20. Takode, moramo uzeti i u obzir i brojeve koje u faktorizaciji imaju 5% i
to su: 25 = 52, 50 = 2-52, 75 = 3-5% 1 100 = 4 - 5%: oni proizvodu dodaju jos 4 nule,

Sto sve ukupno ¢ini 24 nule.

Primer 2.2.13. Nadi faktorizaciju najmanjeg prirodnog broja koji ima tacno 2015

razli¢itih pozitivnih delilaca.

Resenje. Neka je n prirodan broj i n = p{'p5*...pe*

njegova kanonska faktorizacija,
gde su p; prosti brojevi, p; < py < ... < pg, o € N, i € {1,2,...,k}. Broj delilaca
broja n je 7(n) = (o1 + 1)(a2 + 1)...(ay + 1).

Kako je 2015 = 5- 13 - 31, moguca predstavljanja broja 2015 su:

2015 = 2015, 2015 = 5 - 403, 2015 = 13 - 155, 2015 =65 - 31, 2015 =5-13 - 31
Svakom od ovih predstavljanja odgovara po jedan najmanji prirodan broj sa ta¢no
2015 razli¢itih delilaca. Uporedivanjem njihovih faktorizacija:

ny = 2201 — 9402 34y, 0151 312 964 330 o 930 312 54
zaklju¢ujemo da je ns najmanji od ovih brojeva. Trazena faktorizacija najmanjeg
prirodnog broja koji ima tacno 2015 razli¢itih delilaca je 239 - 312 . 54,

Primer 2.2.14. Ako su pq, ps, ..., p, medusobno razli¢iti prosti brojevi, dokazati da

1 1 1 .. .
— 4+ — + ... + — nije ceo broj.
D1 D2 Pn

Resenje. Svedimo navedene razlomke na zajednicki imenilac.
1 1 L paps--pn + P1ps---Pn + P1pPo--Pn1

— 4 — 4+ —
D1 D2 Dn DP1P2---Pn

Vidimo da su svi sabirci u brojiocu, osim prvog, deljivi sa p;, zbog ¢ega brojilac nije
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deljiv sa p;. Posto je imenilac deljiv sa p;, posmatrani razlomak ne moze biti ceo

broj.
Primer 2.2.15. Na¢i prirodan broj a ako 3la i 4|a i 7(a) = 14.

Resenge. Ako je a = p'p5?...p,* kanonska faktorizacija broja a, imamo da je njegov
broj delilaca 7(a) = (o +1)(ag+1)...(a+1). Kako je 14 = 2-7, mora biti oy +1 = 2
iy +1=7,0dnosno a; =1, a ay = 6. Dakle, a = p1p,°®. Kako 3|a i 4|a, mora biti

p1 =3, a ps = 2, odnosno a = 192.

Primer 2.2.16. Prirodan broj n ima ta¢no 80 prirodnih delilaca, ukljuc¢ujucii 1 i

n. Dokazati da je proizvod tih delilaca jednak n*°.

Resenje. Neka su ti delioci kq, ko, ..., kso. Posto svaki od k;, i € {1,2,...,80} ima svog
parnjaka u skupu delilaca n, takvog da je njihov proizvod jednak n, imamo da je
(k?lkg...kgo)(k’lk’g...kfg()) = 7180, odnosno k?ll{?g...kigo = 7’L40.

Primer 2.2.17. Ako m|(m — 1)! + 1, tada je m prost broj. Dokazati.

Resenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da m ima prost delilac p, p < m. Tada bi bilo
p|(m — 1)1, odnosno broj (m — 1)! 4+ 1 ne bi mogao da bude deljiv sa p, pa samim

tim ni sa m. Dakle, m mora biti prost broj.
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Glava 3

Kongruencije 1 primene

3.1 Relacija kongruencije

Ako ceo broj a delimo sa 2, mozemo dobiti da je broj deljiv ili da daje ostatak
1. Na osnovu ovoga mozemo skup celih brojeva podeliti na dva disjunktna skupa,
parne i neparne. Prirodno se namec¢e da posmatramo deljenje bilo kojim prirodnim

brojem m i moguce ostatke pri tome.

Definicija 3.1.1. Neka je dat prirodan broj m, vec¢i od 1. Dva cela broja a i b su
kongruentna po modulu m ako daju isti ostatak pri deljenju sa m. Simboli¢ki se to

zapisuje a = b(mod m).
Teorema 3.1.1. a = b(mod m) ako i samo ako je a — b deljivo sa m.

Dokaz. Ako je a = b(mod m), onda, na osnovu date definicije, a i b pri deljenju sa m
imaju jednake ostatke, tj. a = km+rib = Im+r. Tadaje a—b = km-+r—(Im+r) =
m(k —1). Dakle, a — b je deljivo sa m.

Obrnuto, neka je a = pm +r; ib=gm + 1y, 0 < 71,79 < m i neka je a — b deljivo
sa m, tj. neka je a — b = km. Tada se oduzimanjem jednakosti dobija a — b =
pm 411 — (gqm +13) = m(p — q) + r1 — ro = km. Kako je desna strana jednakosti
deljiva sa m, to mora biti i leva, pa je r; — ry deljivo sa m. Tada je, zbog uslova
0<ry,ro <m,r; —ry = 0. To znaci da su r; i ro jednaki, pa a i b pri deljenju sa

m imaju iste ostatke, a to znadi da je a = b(mod m). O

Teorema 3.1.2. 1. Ako je a = b(mod m) i ¢ = d(mod m) onda je ax + cy
bx + dy(mod m) za svaka dva cela broja x, y.

2. Ako je a = b(mod m) i ¢ = d(mod m) onda je ac = bd(mod m).

11



GLAVA 3. KONGRUENCIJE I PRIMENE

3. Ako a =b(modm) i m = ad, d > 1, onda je a = b(mod d).

Dokaz. 1. Po prethodnoj teoremi, imamo da m|a—b i m|c—d. Takode, m|z(a—Db)
i m|y(c — d) za neke cele brojeve = i y. Sledi da m|z(a — b) + y(c — d) =
ax + ¢y — (bx + dy), odnosno ax + cy = bx + dy(mod m)

2. Po prethodnoj teoremi imamo da je a = b+ mt; i ¢ = d + miy za neke cele
brojeve t; i to. Mnozenjem dobijamo da je ac = bd + mts za t3 = t1d + t2b +
mitita, pa je ac = bd(mod m).

3. Kako vazi m|a — b, odnosno, po tvrdenju, ad|a — b, jasno je da vazi i dja — b,
odnosno a = b(mod d).

O

Teorema 3.1.3. Relacija kongruencije po modulu je saglasna sa operacijama sabi-

ranja, oduzimangja, mnoZenja i stepenovanja (prirodnim brojem).

Dokaz. Ako je a = b(mod m) i ¢ = d(mod m), onda je a —b = km ic—d = Im.
Sabiranjem jendakosti se dobija a—b+c—d = km+Im, tj. a+c— (b+d) = m(k+1),
a to znac¢i da je a + ¢ = b+ d(mod m). Na slican na¢in se dokazuje saglasnost sa
oduzimanjem.

Neka je, opet, a = b(mod m) i ¢ = d(mod m). Posmatrajmo razliku ac — bd =
ac — be + be — bd = ¢(a — b) + b(c — d). Kako vazi m|a — b i m|c — d, to znadi
da i m|c(a — b) + b(c — d), odnosno m|ac — bd, tj. ac = bd(mod m). Saglasnost sa

stepenovanjem je direktna posledica saglasnosti sa mnozenjem. O
Teorema 3.1.4. 1. Akoje (a,m) =1 iax = ay(modm), onda je v = y(mod m).

@m)

3. x =y(mod a) i x = y(mod b) ako i samo ako x = y(mod [a,b]).

2. ax = ay(mod m) ako i samo ako x = y(mod

Dokaz. 1. Ako je ax = ay(mod m), onda je a(x — y) = km. Posto je (a,m) = 1,
mora biti x — y = am, odnosno = = y(mod m)
2. Neka je (a,m) = d. Kongruencija ax = ay(mod m) ekvivalentna je uslovu

m|a(z —y). On je, dalje, ekvivalentan sa %Kz — y)g.

Posto je (%, %) = 1, gornja deljivost vazi ako i samo ako %kc — vy, odnosno
x = y(mod %)

3. Ako je z = y(mod a) i z = y(mod b) onda je t —y = aa i x —y = b, odnosno
x — y je zajednicki sadrzalac brojeva a i b, pa prema tome x —y = 7v|a, b].
Onda je x = y(mod [a, b]). Obrnuti smer sledi iz treée stavke teoreme 3.1.2.

]

12



GLAVA 3. KONGRUENCIJE I PRIMENE

3.2 Sistemi ostataka

Svi celi brojevi koji su medusobno kongurentni po datom modulu obrazuju jednu
klasu brojeva. Tako po modulu 3 imamo 3 klase brojeva:

e klasu brojeva oblika 3k, koji su deljivi sa 3,

e klasu brojeva oblika 3k + 1, koji pri deljenju sa 3 daju ostatak 1 i

e klasu brojeva oblika 3k + 2, koji pri deljenju sa 3 daju ostatak 2.
Neka je dat prirodan broj m > 1. Posmatrajmo klase celih brojeva koji su redom
kongruentni brojevima 0, 1, 2, ..., m — 1. Jasno je da je na ovaj nacin skup celih
brojeva razdvojen na m klasa koje medusobno nemaju zajednickih elemenata. Svaka
od ovih klasa je okarakterisana brojevima 0, 1, 2, ..., m — 1, pa ih mozemo izabrati
kao reprezente svojih klasa. Skup izabranih reprezenata se naziva potpuni sistem
ostataka po modulu m. Jasno je da odabir reprezenata nije jedinstven, ali se najcesce
koriste navedeni ,sistem najmanjih nenegativnih ostataka“, kao i ,sistem ostataka
najmanjih po modulu®“ koji za neparno m ¢ine:

m—1 m—1

a Za parno m:

ili
m m
——, .., —10,1,...,— 41
2 2
Od posebnog je znacaja posmatranje svedenog sistema ostataka koji se dobi-
ja kada se iz potpunog sistema ostataka po modulu m odstrane svi brojevi ko-
ji nisu uzajamno prosti sa m. Na primer za m = 18 svedeni sistem ostataka je

{1,5,7,11,13,17}.

3.3 Qjlerova teorema

Definicija 3.3.1. Broj prirodnih brojeva koji nisu veéi od datog prirodnog broja
m 1 relativno su prosti sa njim, tj. broj elemenata svedenog sistema ostataka po

modulu m se oznacava sa ¢(m). Funkcija ¢ se zove Ojlerova funkcija.
U sledecoj tablici date su vrednosti funkcije o na nekoliko prvih prirodnih brojeva

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pen) 11 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4

13



GLAVA 3. KONGRUENCIJE I PRIMENE

Kako su za prost broj p svi elementi skupa 1, 2, ..., p, sem p, uzajamno prosti sa

p, to je p(p) =p — L.

Teorema 3.3.1. Neka je (a,m) = 1 i neka je {aq,aq,...,ax} proizvoljan potpun
sistem ostataka po modulu m. Tada je i {aay, aqy, ..., acy} potpun sistem ostataka

po modulu m.

Dokaz. Brojeva ac; ima koliko i brojeva o, pa treba dokazati da je ac; # ac;
ako je ¢ # j, odnosno da brojevi ac; i aa; pripadaju razlic¢itim klasama. Ako bi
bilo ae; = aa;(mod m), zbog (a,m) = 1 po teoremi 3.1.4. imali bismo da je
a; = aj(mod m), §to je nemoguce. Ako se radi o svedenom sistemu ostataka, tj. ako
je (aj,m)=1zai=1,2,....k, onda jei (aa;,m) = 1, paiskup svih aq; predstavlja

svedeni sistem ostataka po modulu m. O

Teorema 3.3.2 (Ojlerova teorema). Neka je n prirodan broj. Za svaki ceo broj a

uzajamno prost sa n vazi

a?™ = 1(mod n).

Dokaz. Neka je {1, s, ..., )} svedeni sistem ostataka po modulu n. Onda je,
prema teoremi 3.3.1. i {aoy, aqy, ..., ac,m)} svedeni sistem ostataka po modulu n.
Prema tome, za svaki broj a; postoji jedan i samo jedan broj «; takav da je ac; =
a;(mod n). Ako pomnozimo sve kongruencije ovog oblika (ima ih tacno ¢(n)),
dobijamo da je

a@(”)alag...aw(n) = a1Qa...Qu ) (mod n).

Posto je (a;,n) = 1 za i = 1,2,...,¢(n), to se prema prvoj stavci teoreme 3.1.4.

moze izvrgiti skrac¢ivanje, pa je a®™ = 1(mod n) O

Teorema 3.3.3 (Mala Fermaova teorema). Neka je p prost broj i neka p ne deli a.
Onda je
a’~t = 1(mod p)

Dokaz. Posto je (a,p) = 11p(p) = p—1 za svaki prost broj p, ovo je samo specijalan

slucaj ve¢ dokazane Ojlerove teoreme. O

3.4 Primeri i primene

U ovom odeljku ¢e biti predstavljen odreden broj primera ¢ijem reSavanju se

pristupa direktnim koris¢enjem teorema i njihovih posledica iz prethodnog odeljka.
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GLAVA 3. KONGRUENCIJE I PRIMENE

Primer 3.4.1. Dokazati da je broj 72°°° — 1 deljiv sa 10.

Resenje. Dokazimo tvrdenje na dva nacina:

(I) Posmatrajmo poslednju cifru stepena broja 7:

broj cifra jedinica
7! 7
72
73
74
75
76
77

W O© 3 = W ©

Primetimo da se ciklicno ponavlja poslednja cifra i to kao ciklus 1, 7, 9, 3,

odnosno svaki ¢etvrti stepen brpja 7 ima istu poslednju cifru.

broj cifra jedinica

7 1
74k:+1 7
74k+2 9
74k+3 3

Posto je 2000 deljivo sa 4, broj 7?°% se zavrSava jedinicom, pa se 7290 — 1

zavrsava nulom, odnosno deljivo je sa 10.
(II) Kako je (7,10) = 1, mozemo da primenimo Ojlerovu teoremu: ¢(10) = 4 i
7 = 1(mod 10), odnosno 7% = 1(mod 10), tj. 72 — 1 je deljiv sa 10.

Primer 3.4.2. Dokazati da je broj n® + 2n deljiv sa 3 za sve prirodne brojeve n.

Resenje. Ovo je primer koji je veé predstavljen u Glavi 2, ali éemo ga ovde uraditi
primenom kongruencije. Koriste¢i osnovne osobine konkruencije imamo da broj n

moze biti kongruentan sa: 0, 1 ili 2 po modulu 3.

n 0 1 2
2n 0 2 1
n? 0 1 2
n+2n 0 0 0

15



GLAVA 3. KONGRUENCIJE I PRIMENE

Vidimo da je 2n onda kongruentan sa 0, 2 ili 1 po modulu 3, tim redom, a n? je
kongruentan sa 0, 1 ili 2 po modulu 3, tim redom. Njihov zbir je u sva tri slucaja

kongruentan sa 0 po modulu 3, odnosno deljiv sa 3.
Primer 3.4.3. Postoji li prirodan broj n takav da je broj n? + n + 1 deljiv sa 57?

Resenje. Kao i u prethodnom primeru, posmatrajmo ostatke koje daju brojevi n i

n? +n + 1 pri deljenju sa 5.

n 01 2 3 4
n? 0 1 4 4 1
n4+n 0 2 1 2 0

Primetimo da broj n? + n daje ostatke 0, 2 ili 1 pri deljenju sa 5. Posmatrajmo,
onda, tri slucaja:
(i) n?+n = 0(mod 5), odnosno n? +n + 1 = 1(mod 5)
(i) n? +n = 2(mod 5), odnosno n? +n + 1 = 3(mod 5)
(iii) n® +n = 1(mod 5), odnosno n? + n + 1 = 2(mod 5)
Zaklju¢ujemo da ne postoji n € N takvo da 5[n? +n + 1.

Primer 3.4.4. Dokazati da jednacina 22 — 5y = 10z + 3 nema resenja u skupu celih

brojeva.

Resenje. Posmatramo poslednje cifre leve i desne strane, tj. ostatke pri deljenju sa

10. D =10z + 3 = 3(mod 10)

z(mod 10) 0 1 2
2mod10) 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

Vidimo da z? moZe davati ostatke iz skupa {0, 1, 4, 5, 6, 9} pri deljenju sa 10, a
znamo da 5y moZe davati ostatke 0 ili 5, odnosno 22 — 5y moze davati samo ostatke
iz skupa {0, 1, 4, 5, 6, 9} tj. nikada ne moZe biti 3 kao na desnoj strani. Dakle,

jednacina nema reSenja.
Primer 3.4.5. Dokazati da je broj 222255 4- 55552222 deljiv sa 7.
Regenje. Kako je 2222 = 3(mod 7), to je 2222555 = 35555(mod 7)

3'=3(mod 7) 3*=2(mod 7) 3% =6(mod 7)
3*=4(mod 7) 3°=5(mod 7) 3°= 1(mod 7)
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Dakle, 35 = 1(mod 7), odnosno 3% = 1*(mod 7) = 1(mod 7). Ovde treba na-
pomenuti i da smo sa nalazenjem odgovarajuceg stepena mogli da stanemo jos kod
3% = 6(mod 7) jer je 3* = 6(mod 7) = —1(mod 7). Kvadriranjem poslednje kongruen-
cije dobijamo 3% = 1(mod 7). 39955 = 36:925+5 — (36)%2.35 = 35(1110d 7) = 5(mod 7).

Na sli¢an nac¢in imamo 5555 = 4(mod 7). Dalje je
4' =4(mod 7) 4% =2(mod 7) 4% = 1(mod 7)

Dakle, 4% = 1(mod 7). 42222 — 4374042 — (43)™0 . 42 = 42(mod 7) = 2(mod 7)
Kona¢no 22225%° + 55552222 = (5 + 2)(mod 7) = 0(mod 7)

Primer 3.4.6. Pronadi poslednje dve cifre broja 991,

Resenje. Kako je 99 = —1(mod 100), koris¢enjem osobina kongruencije imamo da
je 99'% = (—1)1?3(mod 100) = —1(mod 100) = 99(mod 100).

Primer 3.4.7. Odrediti poslednju cifru broja 77

Resenje. Kako je 7 = —1(mod 4), to je 77 = —1(mod 4), jer je 77 neparan broj.
Dakle, 777 = 4k +3, za neki k € N. Posto je 72 = —1(mod 10), to je 74 = 1(mod 10),
pa je 7%* = 1(mod 10). Dakle,

7

7777 — 7443 _ 74k 73 = 73 = 3(mod 10)

Primer 3.4.8. Dokazati da 13|27 + 3.

Resenge. Po Maloj Fermaovoj teoremi, imamo da 2'? = 1(mod 13), odakle sledi
260 = 1(mod 13). Kako je 2° = 6(mod 13) sledi da 2'° = —3(mod 13). Dalje sledi
270 = 260. 910 = 1. (-3)(mod 13) = —3(mod 13).

Sa druge strane, 3* = 1(mod 13), odakle sledi 3% = 1(mod 13) i 37 = 3(mod 13).
Dakle, 270 + 3™ = (=3 + 3)(mod 13) = 0(mod 13), odnosno 13|2™ + 37, sto je i

trebalo dokazati.

Primer 3.4.9. Dokazati da ako za neke cele brojeve a, b i ¢ vazi 9|a® +b* + 3, onda

barem jedan od brojeva a, b, ¢ mora biti deljiv sa 3.

Resenje. Neka nijedan od a, b, ¢ nije deljiv sa 3, odnosno, neka su oni oblika z =
3k £ 1. Njihovi kubovi su tada oblika 2® = 27k® & 27k? + 9k £ 1. Vidimo da oni
tada daju ostatak 1 ili -1 pri deljenju sa 9. Odavde sledi da ako nijedan od a, b, ¢
nije deljiv sa 3, onda zbir a® + b3 + ¢ daje ostatak +1 + 1 £ 1 pri deljenju sa 9, tj.
ni za koju kombinaciju znakova + i - nije deljiv sa 9. Dakle, pocetna pretpostavka

je netac¢na, odnosno barem jedan od a, b i ¢ mora biti deljiv sa 3.
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Primer 3.4.10. Dokazati da je broj n — n deljiv sa 24 za svaki neparan prirodan

broj n.

Resenje. Kako je 24 = 8 - 3, dovoljno je dokazati da je n™ — n deljivo sa 3 i sa 8.
Primetimo prvo da je n™ —n = n(n"~* —1). Kako je n — 1 paran, a n neparan i kako
kvadrat neparnog prirodnog broja daje ostatak 1 pri deljenju sa 8, to je n"~! — 1
deljivo sa 8. Dalje, ukoliko je n deljivo sa 3 tada je i n" —n = n(n""' — 1) ocigledno
deljivo sa 3. Ukoliko n nije deljiv sa 3 tada, kako je n — 1 paran, to n" ! daje ostatak

n—1

1 pri deljenju sa 3, pa je n" " — 1 deljiv sa 3.

Primer 3.4.11. Za koje prirodne brojeve n je 2" — 1 potpun kvadrat. A 2" + 17

Resenje. Za n = 1 imamo da 2! — 1 = 12. Ako je n > 1, broj 2" je deljiv sa 4, tj.
2" — 1 = 3(mod 4). Kvadrati prirodnih brojeva daju ostatke 0 ili 1 pri deljenju sa

4, §to se moze videti u sledecoj tablici:

z(mod 4) 0
r?(mod 4) 0

Dakle, n =1 je jedino resenje.

Posmatrajmo sada brojeve oblika 2" + 1. Ako je 2" + 1 = k? za neki ceo broj k,
imamo da je 2" = k> — 1 = (k—1)(k+ 1), odnosno k — 1 =2, a k+1 = 2™ za
neke prirodne k i m. Jasno je da je 2 = 2™ — 2!, odnosno mora bitim =1, a l = 2.

Dakle, n = 3 je jedino resenje.

Primer 3.4.12. Dokazati da postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n takvih

da n|2™ + 1. Naci sve takve proste brojeve.

Resenje. Dokazimo da tvrdenje vazi za sve prirodne brojeve oblika 3%, gde je s
prirodan broj, koriste¢i indukciju.

Imamo da vazi 3|23 + 1.

Ako za neko prirodno m vazi 3™[23™ + 1, onda je 23™ = 3™k — 1, gde je k prirodan
broj. Sledi da je:

23m+1 _ (3m/<3 _ 1)3 _ 33mk53 _ 32m+1k2 + 3m+1k 1= 3m+1t —1,

gde je t neki prirodan broj. Dakle, 3123 41, pa, po indukciji vazi 3™(23" +1 za
m = 1,2, .... Dakle, brojeva koji zadovoljavaju trazeni uslov ima beskona¢no mnogo.
Neka je n prost i vazi n|2" + 1. Po Maloj Fermaovoj teoremi imamo n|2"~! — 1, tj.
n|2" — 2. Kako vazi i n|2" 4+ 1, mora biti n|3. Posto je n prost, mora biti n = 3 i to

je jedino resenje.
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Primer 3.4.13. Nadi sve proste brojeve p, q i r koji zadovoljavaju jednacinu p? +

Q@ =r.

Resenje. Brojevi p, ¢ i r ne mogu svi biti neparni, jer ako bi bili, sa leve strane
jednakosti bi bio zbir dva neparna broja koji je paran, a sa desne neparan broj. Znaci,
bar jedan od njih je paran, pa kako je i prost on je jednak 2. Kako je p? 4+ ¢P > 2,
to ne moze biti r = 2, pa je jedan od brojeva p ili ¢ jednak 2.

Neka je p = 2. Data jednacina postaje 29 + ¢*> = r. Kako je r > 2, to je r neparan,
pa je i ¢ neparan. Kako je ¢ neparan, to je 27 = 2(mod 3), pa ukoliko ¢ nije deljivo
sa 3, njegov kvadrat daje ostatak 1 pri deljenju sa 3, odnosno 3|29 + ¢*. Medutim
tada i 3|r, pa je r = 3, §to je nemoguce, jer je 2¢ + ¢* > 3. Zna&i mora biti ¢ = 3.
Sada je r = 23 + 32 = 17.

Sva reSenja su trojke (2,3,17) i (3,2,17).

Primer 3.4.14. Da li jednac¢ina z° + y° + 2° = 2006 ima reSenja u skupu celih

brojeva?

Resenje. Prema Maloj Fermaovoj teoremi, za svaki broj koji nije deljiv sa 11 vazi
7' = 1(mod 11), tj. 11|z — 1 = (2° — 1)(z® + 1). Samim tim z° = £1(mod 11), pa
su jedini moguéi ostaci pri deljenju petih stepena sa 11 jednaki 0, 1, -1. Kako 2006

daje ostatak 4 pri deljenju sa 11, to je oc¢igledno da data jednacina nema resenja.

Primer 3.4.15. Dokazati da 21|a* + b? povlaci 441|a? + b%.

Resenje. Kako 21|a?+1?, to 3|a®+b* i 7|a* 4 b*. Kako su ostaci kvadrata pri deljenju
sa 3ili 01ili 1, to i @i b moraju biti deljivi sa 3, pa je a? + b* deljivo sa 9. Takode,
kako kvadarati pri deljenju sa 7 daju ostatke 0, 1, 21 4, to i a i b moraju biti deljivi
sa 7, pa je a® + b? deljivo sa 49. Znadi 9 - 49 = 441]a® + b%.

Primer 3.4.16. Nadi sve prirodne brojeve n > 1 takve da je 1" +2" + ... 4+ (n—1)"

deljivo sa n.

Resenje. Neka je n neparan broj veéi od 1. Tada je pozitivan ceo broj i za

1
k=12 .. %

a # —b, onda vazi a + bla*™ ! + p*™*1) lako vidimo

kao posledicu leme 4.1.1.(2), koja sledi (ako su a i b celi brojevi i

nlk™ + (n— k)"
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Dakle, n|1" +2" 4+ ...+ (n — 1)™.
Neka je n paran broj i neka je 2° najveci stepen 2 koji deli n (s je pozitivan ceo

broj). S obzirom da je 2° > s, za parne k imamo 2°|k"™, odakle sledi
2"+4"+ L+ (n—4)" + (n—2)" = 0(mod 2°),

1
a za neparne k (broj takvih k£ usekvenci 1, 2, ..., n—1 je §n) imamo, prema Ojlerovoj
teoremi, k2 = 1(mod 2°) (jer je p(2™) = 2™~1). Odavde sledi &” = 1(mod 2°) (jer

mora biti 2°7|n). Stoga

"+3"+..+(n=3)"+(n—-1)"

N —

n(mod 2%),

odakle sledi

"+2"+ ..+ (n—2)"+ (n—1)" = —n(mod 2°),

N | —

Sada, ako bi bilo n|1" 4+ 2" + ... + (n — 1)", onda koriste¢i 2%|n, imali bismo da je
—n = 0(mod 2%), odakle 2°|=n i 2°T!|n, §to je u kontradikciji sa definisanjem s.

2
Stoga, za parno n: n{ 1" +2" + ...+ (n — 1)".
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Glava 4

Kriterijumi deljivosti

4.1 Osnovni kriterijumi

Teorema 4.1.1. Za prirodan broj n = Gpntm_1..-a109 vazi 2k|n ako i samo ako

k
2 ]ak,lak,g...alao.

Dokaz. n = (a,,10™ + ...+ a10%) + (ap_1 101 + ... 4+ a1 - 10+ ap). Svaki od sabiraka

u prvoj zagradi je deljiv sa 2¥ pa n i ap_110F ' + ... +a; - 10 + ag = Gp_1Gs—2...010G0

daju isti ostatak pri deljenju sa 2*. O]

Posledica ove teoreme su dobro poznata pravila za deljenje sa 2 (prirodan broj
n je deljiv sa 2 ako i samo ako mu je poslednja cifra deljiva sa 2), 4 (prirodan broj
n je deljiv sa 4 ako i samo ako mu je dvocifreni zavrsetak deljiv sa 4) i 8 (prirodan
broj n je deljiv sa 8 ako i samo ako mu je trocifren zavrSetak deljiv sa 8) itd.

Vazi i slicno pravilo za deljivost broja stepenom broja 5 i s obzirom na sli¢nost

sa prethodnim dokazom, teorema ¢e ovde biti samo navedena.

Teorema 4.1.2. Za prirodan broj n = Gmm,_1...a1aGy va 5*|n ako i samo ako

k
5 ]ak_lak_g...alao.

Teorema 4.1.3. Svaki prirodan broj n i zbir njegovih cifara S(n) pri deljenju sa 3

1 sa 9 daju iste ostatke.

Dokaz. Ako je n = ag+10a; +10%as+...+10%ay, onda je S(n) = ap+a, +as+...+ay.
Kako je 10 = 1(mod 9), onda je i 10* = 1(mod 9), odnosno a,10¥ = ax(mod 9) za
svako prirodno k. Dakle, imamo da vazi: n = ag + 10a; + 10%ay + ... + 10%a;, =
ap+ay +as+ ... +ar = S(n)(mod 9). Iz ¢injenice da je n = S(n)(mod 9) sledi da n

i S(n) imaju isti ostatak pri deljenju sa 9. Analogno ovome se dokazuje i za 3. [
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Lema 4.1.1. Neka su a i b celi brojevi. Tada vazi:
1. a—bla™ —b", gde je a # b
2. a+ bla* ! + "1 gde je a # —b

Dokaz. 1. Vazia™—b" = (a—b)(a" ' +a" 20+ ...+ ab" 2+ b""1). Kako je desna
strana deljiva sa a — b, mora biti i leva, tj. a — bla™ — b"
2. Vazi a*" ™' + 0" = (a + b)(a®" — a® b + ... — ab® ! + b*). Kako je desna
strana deljiva sa a + b, mora biti i leva, tj. a + bla®" ™! + p?**1
O

Teorema 4.1.4. Broj n = @p,a0,_1..-a1a¢ daje isti ostatak pri deljenju sa 11 kao i

razlika suma njegouvih cifara na parnim i neparnim mestima.

Dokaz. Kako je 11 =10 + 1 = 10 - (-1), po prethodnoj lemi, imamo 11]10% — (—1)*.
Broj 10* daje isti ostatak kao broj (—1)* pri deljenju sa 11. Sledi n = G @,_1...G1G0 =
U 10™+ ...+ a1-10+ag = ap(—1)"+apm_1(—1)" "1 +...+a1(—1) +ag, §to je zapravo

razlika sume cifara na parnim i neparnim mestima broja n. O]

Teorema 4.1.5. Broj je deljiv sa 7, 11, 13 kada je razlika izmedu zbira trocifrenih
klasa koje u broju stoje ma neparnim mestima i zbira trocifrenih klasa koje stoje na

parnim mestima deljiva sa datim od brojeva.

Dokaz. Neka je n = @,,a,,_1...a1a¢ 1 neka je s broj koji se dobija na nacin opisan
u teoremi, odnosno: s = ag + 10a; + 100as — (ag + 10as + 100as) + (ag + 10a; +
100ag) — (ag + 10a19 + 100a;) + ...

Posmatrajmo razliku

n—s = ag+ 10a; + 100as + .. + 10™a,, — (ag + 10a; + 100az) + (a3 + 10ay + 100as5) —
(ag + 10a; + 100ag) + (ag + 10ajp + 100a11) — ...)

= a3(10® 4+ 1) + 10a4(10® + 1) + 100a5(10% + 1) + a(10° — 1) + 10a7(10° — 1) +
100ag(10° — 1) + ... + ag(10° + 1) + 10a;0(10° + 1) + 100a1, (107 + 1) + ...

= (103 +1)(az+ 10a4 + 100as) + (10% — 1) (ag + 10az + 100ag) + (10° + 1) (ag + 10ayo +
100aq; + ...).

Vidimo da su sabirci oblika ((10%)F — (=1)%)(as;, + 10asgs1 + 100asgs2).

Koriste¢i lemu 4.1.4. imamo da je (10%)% — (—1)* deljivo sa 1001. Kako je 1001 =
7-11-13 onda 7, 11 i 13 dele svaki od sabiraka u n — s, odnosno n je deljiv sa 7, 11

i 13 ako i samo ako je s deljivsa 7, 111 13, tim redom. ]

Na primer, broj 539 693 385 ima razliku ovih klasa 539-693+385=231, pa je
deljiv sa 7, 11 1 77, a nije deljiv sa 13, 91, 143 i 1001.
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4.2 Primeri

Primer 4.2.1. Proizvod Sest uzastopnih prirodnih brojeva je sedmocifreni broj

216*16*. Odrediti nepoznate cifre zamenjene zvezdicama.

Resenge. Proizvod Sest uzastopnih prirodnih brojeva je deljiv sa 2, 3, 4, 5, 6, kao
12-5=1019 (posto imamo dva broja deljiva sa 3). Ako je deljiv sa 10 mora se
zavrSavati nulom, pa je poslednja zvezdica 0. Ako je deljiv sa 9, zbir cifara mu je
deljivsa9:24+146+*+14+6+0= 16+ *. S obzirom na to da su ovde u pitanju

cifre, jedina moguénost za * je 2. Trazeni broj je 2162160.

Primer 4.2.2. Odrediti sve petocifrene brojeve oblika 34x5y koji su deljivi brojem
36.

Resenge. Da bi broj bio deljiv sa 36, mora biti deljiv sa 4 i sa 9. Da bi broj bio deljiv
sa 4, njegov dvocifreni zavrSetak mora biti deljiv sa 4. Jedine moguénosti su nam
521 56, tj. y € {2,6}.
(i) Ako je y = 2, broj 34252 mora biti deljiv sa 9. Da bi broj bio deljiv sa 9, zbir
njegovih cifara mora biti deljiv sa 9. Imamo da S(34252) = 3+4+x+5+2 =
14 4+ x mora biti deljivo sa 9. Kako je x cifra, jedina moguénost nam je x = 4,
odnosno n, = 34452.
(ii) Ako je y = 6, broj 34x56 mora biti deljiv sa 9. Imamo da S(34256) = 3+ 4 +
x4+ 546 = 18 4 x mora biti deljivo sa 9. Kako je x cifra, jedine moguénosti
sunam z € {0,9}, odnosno ny = 34056 i ng = 34956.

Primer 4.2.3. Koliko ima ¢etvorocifrenih brojeva oblika *97x koji su deljivi brojem
457

Resenge. Da bi broj bio deljiv sa 45, mora biti deljiv sa 5 i sa 9. Da bi broj bio deljiv
sa 5, poslednja cifra mu mora biti 0 ili 5. Da bi broj bio deljiv sa 9, zbir cifara mu
mora biti deljiv sa 9.
(i) Ako je poslednja zvezdica 0, tj. imamo broj *970, zbir cifara broja je 9+7 = 16
i zbog deljivosti sa 9, jedina moguénost za prvu zvezdicu nam je 2, odnosno,
trazeni broj je 2970.
(ii) Ako je poslednja zvezdica 5, tj. imamo broj *975, zbir cifara broja je 9+7+5 =
211 zbog deljivosti sa 9, jedina moguénost za prvu zvezdicu nam je 6, odnosno,

trazeni broj je 6975.
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42 x 4% 32 % 60
Primer 4.2.4. Vrednosti razlomaka 7*2 * 5*6 predstavljaju prirodne broje-

ve. Koji od razlomaka je veéi?

Resenje. Posmatrajmo prvi razlomak. Broj 42 * 4x mora biti deljiv sa 72, odnosno sa
81isa 9. Zbir njegovih cifara je 10+ %+, Sto mora biti deljivo sa 9. S obzirom na to da
su * cifre, mogucnosti za zbir *+x* su nam 8 i 17. Takode, vazi i da trocifreni zavrsetak
*4* mora biti deljiv sa 8. Isprobavanjem svih moguc¢nosti dobijamo kandidate: 42048,
42246, 42444, 42642, 42840, 42948 (posmatramo samo parne brojeve zbog deljivosti
sa 8). Proverom vidimo da su samo 42048 i 42840 deljivi sa 8, pa su samo oni i
resenja.

Posmatrajmo sada drugi razlomak. Broj 32 * 60 mora biti deljiv sa 56, odnosno sa 8
isa 7. Zbog deljivost sa 8, *60 mora biti deljivo sa 8, pa su kandidati: 32160, 32360,
32560, 32760 i 32960. Proverimo sada da li su ovi brojevi deljivi sa 7:

Broj Provera deljivosti Deljiv sa 7

32160 160 - 32 = 128 ne

32360 360 - 32 = 328 ne

32560 560 - 32 = 528 ne

32760 760 - 32 = 728 da

32960 960 - 32 = 928 ne

42840 42048

Dakle, vrednost prvog razlomka je: ili = 595 ili = 584, a drugog:
32760
5 - 585. Vidimo da poredak ova dva razlomka nije jednozna¢no odreden.

Primer 4.2.5. Broju 10 dopisati sleva i zdesna po jednu cifru tako da dobijeni broj
bude deljiv sa 36.

Resenje. Neka je trazeni broj 10y . Da bi broj bio deljiv sa 36 mora biti deljiv i sa
4 1sa 9. Zbog deljivisti sa 4, cifra y moze biti 0, 4, ili 8. Zbir cifara je tada =z + 1,
x4+ 5ili x + 9. Prema tome z je tada 8, 4 ili 9, tj. radi se o brojevima 8100, 4104 i
9108.

Primer 4.2.6. Dat je broj 19911991...19911991 (1992 puta je napisan broj 1991).
Dokazati da je dati broj deljiv sa 33, a nije deljiv sa 66 ni sa 99.

Resenje. Broj 19911991...1991 (1992 puta) ima zbir cifara 1992 -20 = 3- 664 - 20, pa

je deljiv sa 3, ali nije sa 9. Zbir cifara na parnim mestima jednak je zbiru cifara na
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neparnim mestima pa je broj deljiv i sa 11, tj. deljiv je sa 33. Broj nije deljiv sa 66

jer je neparan, pa nije deljiv sa 2. Nije deljiv ni sa 99 jer nije deljiv sa 9.

Primer 4.2.7. Neki broj se piSe u dekadnom zapisu pomoéu 300 jedinica i izvesnog

broja nula. Moze li on biti potpun kvadrat?

Resenje. Zbir cifara datog broja je 300. Kako 3|300 i 9 1 300, dati broj ne moze biti
kvadrat prirodnog broja.

Primer 4.2.8. Ako je broj deljiv sa 99, tada zbir njegovih cifara ne moze biti manji
od 18. Dokazati.

Resenje. Posmatrani broj je deljiv sa 9 i sa 11. Neka je x zbir cifara broja na parnim
mestima, a y zbir cifara broja na neparnim mestima (z > 0, y > 0) i neka je x > y.
Tada, po pravilima deljivosti za 9 1 11, vazi 11|z — y i 9|z + y. Iz prve deljivosti je
x—y € {0,11,22,...}. S obzirom da je zbir z+y deljivsa 9, z+y € {9,18,27,...} (ne
moze biti 0 jer je bar jedan od brojeva x i y veéi od 0). Ako jex —y =0, tj. z =y,
ne moze biti x +y = 9. Ako je x — y > 11, njihov zbir ne moze biti manji od 11,
jer su u pitanju nenegativni brojevi. Dakle, x + y > 18. Ako je x < y, posmatramo

y — x koje je iz skupa {11,22,...}, pa se slucaj svodi na prethodni.
Primer 4.2.9. Dokazati da 5[9'%0 + 4101,

Resenge. Broj je deljiv sa 5 ako mu je poslednja cifra 0 ili 5. Posmatrajmo poslednju

cifru stepena broja 9:

Broj Poslednja cifra

9! 9
92 1
93 9
94 1

Primetimo da se cikli¢no ponavljaju zavrseci 91 1 i to: kada je eksponent paran, broj
se zavrava sa 1, a kada je neparan sa 9. Dakle 9'% se zavriava sa 1. Posmatrajmo

poslednju cifru stepena broja 4:

Broj Poslednja cifra

4t 4
42 6
43 4
44 6
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Primetimo da se cikli¢no ponavljaju zavrseci 4 i 6 i to: kada je eksponent paran,

4101

broj se zavrsava sa 6, a kada je neparan sa 4. Dakle se zavrSava sa 4. Sledi da

se zbir 9190 4+ 4191 zavr§ava sa 4 + 1 = 5, odnosno posmatrani broj je deljiv sa 5.

Primer 4.2.10. Svi dvocifreni brojevi od 19 do 92 su ispisani jedan za drugim
i time je dobijen prirodan broj n = 19202122...909192. Neka je 3* najvedi stepen

broja 3 koji je ¢inilac broja n. Pronaci vrednost k.

Resenje. Za zapisivanje svih brojeva treée desetice upotrebljeno je 10 dvojki (za
cifre desetica) i cifre 0, 1, 2, ... , 9 za cifre jedinica. Sli¢no je i za brojeve Cetvrte
desetice, gde je upotrebljeno 10 trojki za cifre desetica i cifre 0, 1, 2, ... | 9 za cifre
jedinica, itd.

Neka je S(n) zbir cifara broja n.
Sn)=14+9+(10-240+14+2+..49)+(10-3+0+1+24+..+9)+ ...+ (10-
84+04+14+24+..4+9)+94+0+94+14+94+2=14+94+94+04+94+14+9+2+10(2+
3+44+...+8)+7(0+14+2+..49) =40+ 10- 35+ 7-45 = 705. Zbir cifara broja
705 je 12,1 12 = 3(mod 9), pa broj n nije deljiv sa 9, ali jeste deljiv sa 3, tako da je
k=1.

Primer 4.2.11. Dat je izraz

*¥1 % 3% 32 % 3% x ... x 32021 4 32022,

Ana i Branislav naizmeni¢no zamenjuju po jednu zvezdicu sa + ili -. Branislav
nastoji da broj koji se dobije posle zamene i poslednje zvezdice, bude deljiv sa 7.

Moze li Ana da ga spreci ako ona prva igra?

Resenge. Dokazimo da vazi 73" + 3""3 za n > 0.

Kako je 3" + 3" = 3" . (1 +33%) = 3"- 28, vazi 7|3" + 3" zan > 0.

Anina taktika ¢e biti sledeca: prvim potezom ona zamenjuje prvu zvezdicu(ispred
broja 1) znakom +. Zatim preostalih 2022 ¢lana grupise u 337 Sestorki uzastopnih
stepena, a u okviru svake Sestorke formira tri para oblika (36511, 36k+4) (36k+2 30k+5)
(30k+3 36k+6) (k. = 0,1,2,...,337). Kad Branislav zameni zvezdicu nekim znakom,
Ana zamenjuje istim znakom zvezdicu ispred drugog broja iz istog para. Dobijeni

broj pri deljenju sa 7 daje ostatak 1.

Primer 4.2.12. Dokazati da je cifra stotina broja 2199 4 22000 4 92001 parna,
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Resenge. Kako je 21999 422000 4 92001 — 91999 .7 "t je dati broj o¢igledno deljiv sa 8,
pa mu je trocifreni zavrSetak deljiv sa 8, a dvocifreni sa 4. Odredimo ostatak datog
broja pri deljenju sa 25. Kako je 21 = 1024 = —1(mod 25), to je 22° = 1(mod 25) pa
je 21999492000 4 92001 = 1341 4 2(mod 25) = 16(mod 25). Sada je jasno da dvocifreni
zavrSetak broja mora biti jedan od brojeva 16, 41, 56, 81, pa kako on mora biti deljiv
sa 4, jedine mogucnosti su 16 i 56. Ukoliko je abe trocifreni zavrdetak datog broja,
on mora biti deljiv sa 8, pa kako je abc = 100a + bc, a be je jedan od brojeva 16 ili

56 koja su oba deljiv sa 8, to mora biti i 100a deljivo sa 8. Samim tim je a paran.
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Zakljucak

(Cilj ovog rada je da se na jednom mestu sakupe, objasne i pobroje tipi¢ni zadaci
iz teorije brojeva. Akcenat je na dokazivanju svih teorema i posledica teorema koje
se dacima u osnovnim i srednjim Skolama samo navode. Osim toga, na kraju svake
glave je obradeno gradivo primenjeno u primerima ¢ija tezina je takva da se pocinje
od onih najlaksih, prikladnih mladim razredima osnovnih skola, preko onih malo
ozbiljnijih koji se mogu raditi u starijim razredima, pa do onih najtezih, koji se
mogu obradivati u srednjim Skolama. Ideja rada je da predstavlja dosta skra¢enu
verziju priruc¢nika za sve zainteresovane za teoriju brojeva. Moze predstavljati izvesni
vodi¢ predavacima, kao i izvor informacija i instrukcija ucenicima.

U drugoj glavi su izlozeni osnovni pojmovi iz deljivosti brojeva i dokazane osnov-
ne teoreme o svojstvima deljivosti, kao i uvedeni pojmovi delilaca, prostih brojeva i
kanonske faktorizacije. U tre¢oj glavi su uvedeni pojmovi kongruencije, njene osnov-
ne karakteristike, sistema ostataka kao i dve znacajne teoreme u teoriji brojeva:
Ojlerova teorema i Mala Fermaova teorema. Cetvrta glava sadzi najcesée koriscée-
ne kriterijume deljivosti. S obzirom na to da se oni prvi put obraduju u osnovnim
Skolama, tvrdenja su dokazana tako da ih i mladi u€enici mogu razumeti.

Od velike je vaznosti predstavljanje dokaza uc¢enicima u ranom dobu, da bi dobili
priliku da sagledaju njegovu ulogu i dobiju osec¢aj sta je prihvatljivo kao dokaz i kao
logika u pozadini. Iskazivanje sumnji treba ohrabrivati i razvijati argumentovane ra-
sprave sa ciljem da ubedimo druge (a i sebe). Dokaz treba posmatrati kao argument
dovoljno jak da ubedi razumnog skeptika.

Ne predstavljaju svakako sve hipoteze i teoreme dobru osnovu za konstrukciju
dokaza koji mogu biti od edukativnog znacaja, ali je na predavac¢ima da njihovu

vaznost prepoznaju i izvrse selekciju onih najkorisnijih. Ako predavaci stvore prilike
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za edukaciju uc¢enika o raznim tipovima dokaza, u¢enici mogu razviti ne samo dublje
razumevanje materije, ve¢ i dublje razumevanje same matematike. U¢ionice u kojima
su ucenici ohrabreni da predstave svoja misljenja i u kojima svi doprinose procenom
tudih opazanja pruzaju bogato okruzenje za ucenje matematickog rezonovanja. Na
kraju, istinsko razumevanje zahteva da daci vide zasto je nesto slucaj, tj. zasto je
nesto tacno, kao i, zasto nesto uvek mora biti tacno, a razumevanje ovoga je najbolje

kroz matematicki dokaz.
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