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Glava 1

Uvod

Funkcionalni nizovi predstavljaju bitan deo kursa Analize 2 na Matematic¢kom fa-
kultetu, odnosno kurseva matematike na visim godinama studija tehnickih i prirodno-
matematickih fakulteta. Buduéi da su osnov za izgradnju mnogih drugih, dosta
apstraktnijih, matematickih teorija, od velikog je znacaja dobro usvojiti fundamen-
talne ideje ove oblasti. Od posebne vaznosti je i odnos razli¢itih vrsta konvergencije
funkcionalnih nizova (na primer, konvergencije tacka-po-tacka i ravnomerne konver-
gencije). Ovaj rad ima za cilj da se osnovni pojmovi teorije funkcionalnih nizova,
konkretno razli¢ite vrste konvergencije, predstave na $to jednostavniji nacin, uz do-
sta primera. Rad je osmisljen delom i kao metodicki priru¢nik za izvodenje nastave
uvodnih pojmova ove oblasti, odnosno dodatak za studente u cilju lakSeg pracenja
kursa i usvajanje osnovnih ideja pojma konvergencije funkcionalnih nizova kao uvod
u apstraktnije oblasti. Znacaj ove teme ogleda se u metodickom doprinosu obra-
divanju pomenute teorije upotrebom modernih edukativnih alata. Bi¢e upotrebljen
vizuelni pristup, sa visSe grafickih prikaza nego $to je to inace slucaj kada se ova
tema obraduje. Izlaganje ¢e biti zasnovano na velikom broju autorskih interaktivnih
dinamickih apleta izradenih pomocu softvera GeoGebra. Za potrebe rada kreiran je
i veb sajt sa responzivnim dizajnom (optimizovan za upotrebu na desktop i laptop
ra¢unarima, kao i tabletima). Sadrzi kompletan materijal izloZzen u radu, mnostvo
interaktivnih primera u vidu GeoGebra apleta, kao i zadatke i vezbe za samostalni
rad.

U poglavlju ,Realni nizovi“ izloZene su samo osnovne definicije i tvrdenja vezana
za realne nizove. Nastojanje je bilo da se Sto sazetije predstave osnovne ideje, u pr-
vom redu pitanje konvergencije, ¢ije ¢e se analogije korisititi u narednom poglavlju

prilikom izlaganja centralne ideje ovog rada — konvergencije funkcionalnih nizova.
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Buduéi da je tema rada sadrzana u okviru kursa Analize 2, odreden nivo pred-
znanja je pretpostavljen, te je u kratkim crtama izlozen samo neophodan materijal
radi ostvarivanja prirodnog kontinuiteta gradiva pri prelasku sa realnih (brojevnih)
na funkcionalne nizove. Definicije samog realnog (brojevnog) niza kao i granic¢ne
vrednosti, prate i odgovarajuéi GeoGebra primeri u kojima je nesto detaljnije izlo-
Zena suStina pojma grani¢ne vrednosti i njenog odnosa sa pojmom epsilon okoline,
budué¢i da je to razmatranje kljuéno za kasnije razumevanje pojma konvergencije
funkcionalnih nizova kao i suptilnih razlika izmedu tipova konvergencije. Najvise sa
ciljem da se sadrzaj rada ne optereti suviSe, uzimajuéi u obzir centralnu temu, stav
i tvrdenje koje se odnosi na Kosijev princip konvergencije, samo su navedeni, bez
dokaza, dok teoremu 2, koja se odnosi na Kosijev princip konvergencije za funkcio-
nalne nizove, u treéem poglavlju, prati odgovaraju¢i dokaz. Takode, iz isth razloga
nije razmatrano ni pitanje konvergencije Kosijevih nizova u proizvoljnim metrickim
prostorima, ve¢ samo u sluc¢aju nizova u R.

U poglavlju ,Funkcionalni nizovi“ detaljno su obradeni pojmovi obi¢ne (tacka-
po-tacka) i ravnomerne konvergencije funkcionalnih nizova, uz obilje primera tj.
autorskih interaktivnih GeoGebra apleta. Posebna paznja usmerena je na razvijanje
vizuelne predstave o pojmu funkcionalnog niza kao i manifestacije razli¢itih tipo-
va konvergencije i izgleda grafika odgovarajée granicne funkcije. Poglavlje takode
sadrzi i pregled nekih osnovnih funkcionalnih svojstava grani¢ne funkcije. Teoreme
koje se odnose na funkcionalna svojstva familije funkcija (zamenu mesta limesa, ne-
prekidnost, diferencijabilnost i integrabilnost grani¢ne funkcije), modifikovane su i
prilagodene tako da se odnose funkcionalne nizove. Na kraju poglavlja nalaze se i
reSeni zadaci za samostalni rad. Svaki zadatak, osim detaljnog reSenja, prati i odgo-
varajuci grafi¢ki prikaz, realizovan kroz upotrebu odgovarajuéeg GGeoGebra apleta.

U poglavlju ,,Kreiranje i implementacija interaktivnih sadrzaja koriS¢enjem pro-
gramskog paketa GeoGebra“ detaljno je razmotren tehnicki aspekt, odnosno nacin
realizacije interaktivnih onlajn sadrzaja, koji prati kreiranje odgovarajué¢ih GeoGe-
bra apleta, kao i njihovo postavljanje na autorski veb-sajt. Poglavlje sadrzi i pregled
osnovnih funkcionalnosti veb-sajta, kratak pregled veb-tehnologija koris¢enih pri-
likom izrade, kao i pojednosti vezane za implementaciju matematicke notacije u

veb-strane.



Glava 2

Realn1 nizovi

Pre razmatranja pojma funkcionalnih nizova, neophodno je prethodno razmotriti
i poznavati osnovna svojstva nizova realnih brojeva tj. realnih (brojevnih) nizova.
U daljem tekstu bi¢e navedene samo osnovne definicije i tvrdenja (bez dokaza)

neophodna za dalja izlaganja. Izvestan nivo predznanja je pretpostavljen.

Definicija 1. Svaka funkcija a : N — R koja preslikava skup prirodnih brojeva u
skup realnih, predstavlja niz realnih brojeva.
Vrednost a(n) funkcije a u tacki n € N oznacava se sa a,, i naziva n-tim élanom

tog niza, dok se sam taj niz oznacava sa (an)nen, ili krace (ay).

Primer 1. Neka je (a,) = (2), tada su clanovi tog niza brojevi: a; = a(1) = 1,

as = a(2) = %, az = a(3) = %a ey @ = a(n) = %’
) &
Qp = —
n
1
a0 = 54
20
axo h, e ‘ 00
— . .;1‘”.”‘ .

Slika 2.1: Grafik niza (a,) = (%)
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Klju¢no u ovom razmatranju, Sto se Cesto ispusta iz vida, jeste percepcija niza
kao funkcije, sa domenom N, koja svakom prirodnom broju dodeljuje realni. Njen
grafik predstavlja skup tac¢aka u dvodimenzionalnom koordinatnom sistemu (Slika
2.1). Treba istaci da se u praksi najéescée koristi drugacija graficka interpretacija niza,
pomocu brojevne prave, koja zapravo reprezentuje samo osu ordinate, odnosno osu

vrednosti niza posmatranog kao funkciju jedne (prirodne) promenljive (Slika 2.2).

1
20

@noce—0—0-0-o
@noce

a20 as a2 ai

1

p =l
p ol =
p o —

Slika 2.2: Niz (a,) = (+) na brojevnoj pravi

Definicija 2. Tacka a € R je limes' ili graniéna vrednost niza (a,) realnih

brojeva, u oznaci a = lim a,, ako i samo ako
n—o0

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)(n > ng = |a, — a| < ¢).

Niz (a,) je konvergentan ako i samo ako postoji granicna vrednost a = lim a,,.
n—oo
Tada se za niz (a,) kaZe da teZi ka a kad n tezi oo i pise: a, — a(n — o0).

Niz je (a,) divergentan ako nije konvergentan tj. ako ne postoji granicna vrednost
a = lim a,. Specijalno, kazemo da niz (a,) divergira ka +oo i piSemo lim a, =
n—o0 n—0o0
+00, ako za svaki broj K > 0 postoji ng € N takav da za svako n > ng vazi a, > K.
Analogno, kaZemo da niz (a,) divergira ka —oo i piSemo lim a, = —oo, ako za

n—oo

svaki broj K < 0 postoji ng € N, takav da za svako n > ng vazi a, < K.

Drugim re¢ima, tacka a je limes niza (a,) ako i samo ako za svaki proizvoljno
mali pozitivni broj € postoji takav indeks ng niza a,, pocev od kog se svi elementi
sa indeksom veé¢im od ng nalaze na udaljenosti manjoj od ¢ od vrednosti a. Dakle,
moze se rec¢i da se u proizvoljno maloj okolini tacke a nalazi beskona¢no mnogo
¢lanova niza a van te okoline samo kona¢no mnogo tj. u e-okolini tacke a nalaze se
skoro svi ¢lanovi tog niza. Pritom, klju¢no je istaé¢i da je tacka a limes niza realnih

brojeva, realan broj.

Himes (lat.) - granica
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Primer 2. Vrednosti niza (a,) = (), iz prethodnog primera, su (ocigledno) sve

mangi pozitivni brojevi kako se indeks n povecava. Lako se moZe proveriti da je niz

(an,) konvergentan, a tacka a = 0 limes ovog niza kad n tezi co.

lim a, =0
n—oo

Slika 2.3: Grani¢na vrednost niza (a,) = ()

A

Primer 3. Na slici 2./ prikazan je GeoGebra aplet pomocu kog korisnik moZe me-
njati Sirinu €-okoline tacke 0 4 tako jasno videti od kog ¢lana niza se svi naredni

nalaze u toj okolini.

@]

— Clan a6 se nalazi u

odabranoj € — okolini tacke 0.

Slika 2.4: GeoGebra aplet sa promenljivom e-okolinom



GLAVA 2. REALNI NIZOVI

Primer 4. Neka je dat niz sa opstim élanom a, = (—1)". Vrednosti ovog niza su
iskljucivo brojevi —1 ¢ 1, dakle niz ima dve tacke nagomilavanja. Takav niz nema
granicnu vrednost tj. divergentan je, jer se beskonacno mnogo clanova niza sadrzi u
okolinama obe tacke nagomilavanja. Samim tim, iskljucena je moguénost da se van
e-okoline jedne tacke nalazi samo konacan broj clanova.

Na slici 2.5 vidi se GeoGebra aplet pomocu kog korisnik, pomerajuci slajder pro-

menljive n, jasno mozZe steci vizualnu predstavu o prethodno navedenom ponasanju

niza.
o
n =100
®
a, = (—1)"
Tacka nagomilavanja 14" & 6 8 8 & ® e 8 6 6 8 6 & 8 & 6 8 8 6 & 8 & & & ¢ o 8 &
100
ajpo=(—1)" =1
Niz nema grani¢nu vrednost |
TaCkanagomilavanja .14e s e s o s o ® @ ® @« & ® 8 & s & s & & & & & s s s & & &
®
Slika 2.5: Divergentan niz
JAN

Definicija 3. Niz (a,,) realnih brojeva je Ko&ijev* ako za svako € > 0 postoji indeks
no € N, takav da je |ay, — a,| < € ¢im su indeksi m i n veéi od ng. Dakle, (a,) je
Kosijev ako i samo ako (Ve > 0)(3Ing € N)(Vm,n € N) (m,n > ng = |a,, — a,| <
g). Opisno, moglo bi se reéi da je niz (a,) Kogijev, ako su mu ¢lanovi sa dovoljno

velikim indeksima proizvoljno blizu jedan drugom.

Niz iz primera 2 je KoSijev. Zaista, neka je za svako € > 0, ng € N takav indeks

niza (+) da je ng > 2. Tada za sve m,n > ng vazi

1 1

m n

<1+1<€+€<
“—m n 2 2 =

2A. L. Cauchy (1789-1857), francuski matematicar

|G — an| =
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Na sli¢an na¢in moze se utvrditi da niz a,, = (—1)" iz primera 4 nije Kosijev. Naime,
pretpostavimo suprotno, neka je dati niz Kosijev i neka je ¢ = 1. Tada postojing € N
takav da za sve m,n > ng vaz |(—1)™ — (=1)"| < e. Medutim, ako je na primer

m=mngin=ng+ 1, onda je
(D)™ = (=) = [(=D)" = (=)™ = |(=)"] - [1 = (=) =1-2>¢

¢ime je polazna pretpostavka opovrgnuta tj. niz nije KoSijev.
Naredna tvrdenja bi¢e navedena bez dokaza. Zaintersovani ¢italac odgovarajuce

dokaze moze pronaci u [1] ili [2].
Stav 1. Svaki konvergentan niz je Kosijev.
Teorema 1. (Kosijev princip konvergencije ) Svaki Kosijev niz u R je konvergentan.

Treba istac¢i i da prethodno tvrdenje ne vazi ako umesto skupa R razmatramo
neki drugi skup. Na primer niz aproksimacija broja v2 : a; = 1.4; ay = 1.41;
as = 1.414; ay = 1.4142; ... (n-ti ¢lan niza je broj v/2 zaogrugljen na odgovarajuci
broj decimala) jeste Kosijev niz racionalnih brojeva ali nije i konvergentan u
Q (jer se njegova grani¢na vrednost, broj v/2, ne nalazi u skupu Q). Takode,
razmatrajuc¢i ponovo niz iz primera 2, ovoga puta na skupu (0, 1], uocava se da on
ne konvergira na tom skupu jer njegova grani¢na vrednost 0, nije sadrzana u skupu

(0, 1].
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Funkcionlni nizovi

U prethodnom odeljku bilo je rec¢i o nizovima ¢iji su ¢lanovi realni brojevi. Me-

dutim, ¢lanovi niza mogu biti i elementi nekog drugog skupa, ne nuzno brojevi.

Definicija 4. Ako su clanovi niza realne funkciye f, : D — R, D C R, n € N,
tada je re¢ o nizu realnih funkcija odnosno o funkcionalnom nizu (f,). Takav
niz definise se kao funkcija koja preslikava skup prirodnih brojeva u skup realnth
funkcija jedne promenljive. Vrednosti takvog niza, odnosno njeqovi clanovi, su
realne funkcije. Opsti clan funkcionalnog niza obeleZava se sa f, ili sa f,(x) (ukoliko

se zeli naglasiti da je f, funkcija promenljive x).

Primer 5. Neka je dat funkcionalni niz sa opstim clanom f,(x) = £. Tada su

clanovi tog niza funkcije: fi(x) =7 =, fox) =35, f3(x) =3, ..., falz) =2, ...

fule) =

h@ =7

Slika 3.1: Grafici ¢lanova niza (f, (7)) = (£)
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3.1 Obi¢na (tacka-po-tacka) konvergencija

Grani¢na vrednost (konvergentnog) realnog niza je realni broj. Analogno, gra-

ni¢na vrednost (konvergentnog) funkcionalnog niza je funkcija.

Definicija 5. Neka je D C R i (f,(2))nen niz realnih funkcija f, : D — R, n € N.
Niz (fn(z)) konvergira ka funkciji f : D — R na D kad n — oo ako za svako
r €D vazi

f(x) = lim f,(z).

Za niz (fn(x)) jo§ se kaZe da konvergira u obiénom smislu odnosno tacka-po-
tacka ka funkciji f i pise se fn(x) = f(x) (n — o0) na D. Formalno:

fo(z) = f(x) (n = o0)na D <=
(Ve > 0)(Vz € D)(Ing € N)(Vn € N)(n > ng = |fu(z) — f(2)] < &).

Drugim re¢ima, funkcija f je grani¢na vrednost funkcionalnog niza (f,(z)) ako
za svaku fiksiranu vrednost promenljive z, npr. za x = xo, brojevni niz f,(xo) tj.
niz vrednosti funkcija f, u tacki xr = xy, konvergira ka vrednosti funkcije f
u istoj toj tacki. Na taj nacin, obi¢na konvergencija funkcionalnog niza svodi se na

pitanje konvergencije realnih nizova.

Primer 6. Neka je dat funkcionalni niz sa opstim clanom f,(x) = ¥ iz prethodnog

primera.
Clanovi tog niza su funkcije:

file)=F =2, folz) =3, fs(x) =3, ..., fulz) =2, ...

Niz (fu(x)) konvergira u obiénom smislu ka konstantnoj funkciji f(x) = 0 ¢ija je

vrednost jednaka nuli u svakoj tacki domena (Slika 3.2).
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38

fi(=) =%

Slika 3.2: Grani¢na vrednost niza (f,(z)) = (%)

Razmotrimo ovaj primer detaljnije. Neka je x = 1 fiksirana vrednost promenljive
x. Tada u tacki x = 1 postoji niz vrednosti funkcija fi1(1) =1, fo(1) = %, f3(1) = %,
e fa(1) =2,

Niz (f,(1)) je realni niz, sa opstim clanom f,(1) = L

n’

broju 0, §to je ujedno i vrednost granicne funkcije f u tacki x =1 tj. f(1) = 0.

it kao takav, konvergira ka

Zapravo, za bilo koju fiksiranu vrednost v = xy imacemo realni niz (f,,(xq)) sa opstim
clanom fr,(x0) = . Kako je xo konstanta, jasno je da ce svaki takav niz konvergirati

ka vrednosti 0, Sto se opet poklapa sa vrednoséu granicne funkcije f u svakoj tacks
x = xo (Slika 3.5).

10
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Z

i@o) = 7

H) =1

— T
fro0(z0) = 100

s

flzo) =0 flx) =0

Slika 3.3: Konvergencija za fiksirane vrednosti promenljive
A

Primer 7. Na slikama 3.4 1 3.5 vide se dva GeoGebra apleta, ¢ijom upotrebom se
korisnik moZe i sam uveriti u prethodno navedene zakljucke. Prvi aplet se ponovo
odnosi na 1sti funkcionalni niz 1z ranijth primera ali ovoga puta korisnik ima apso-
lutnu slobodu u odabiru vrednosti promenljive © (tacku x je moguée pomerati misem
ili strelicama na tastaturi, nakon selektovangja). Pomeranjem slajdera n mogudée je
videti ponasanje prvih 150 élanova funkcionalnog niza (slajder n moguce je pomera-
ti na prethodno opisan nacin). Korisniku je na ekranu vidjiva vrednost konkretnog
¢lana niza u posmatranoj tacki (uw svakom trenutku na ekranu) kao i limes niza tih
vrednosti (kada slajder dodje do kraja). Dugme TRAG omoguéava korisniku isti-
canja svih tacaka grafika koje odgovaraju vrednostima clanova funkcionalnog niza
u posmatranoj tacki x (na taj nacin stice se bolji vizualni doZivalj niza). Dugme

OBRISI vraca aplet u pocetni polozaj i iskljucuje opciju TRAG.

11
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I
xr n=
fn(l') _ ﬁ i .150
|
|
TRAG
: A=) =1
. )
. ' fiw) =3

5 fola) =
|

N :

1, fs(w):

J1olx) =
L] ‘5 7 il 0 ] 16 Fl 0

| m=5.71
|
} Ji{&fﬂ(S.Tl):rgi_'rg%: f£(5.71) =0
l
|
|

Slika 3.4: GeoGebra aplet (1) sa varijabilnom pozicijom tacke x
Drugi aplet funkcionise po istom principu ali je zastupljen funkcionalni niz f,(z) =
sinx—k% odabran tako da granicna vrednost ovoga puta ne bude konstantna funkcija

f(z)=0.

n=150

|
|
[
l
| =sin(0.64)
3 £(0.64) = sIn(0.64) = 0.6
|
I
I

Slika 3.5: GeoGebra aplet (2) sa varijabilnom pozicijom tacke

A

Osvrnimo se sada i na formalnu definiciju. Dakle, niz (f,(x)) konvergira tacka-
po-tacka ka funkciji f na D C R ako i samo ako za proizvoljno mali pozitivan broj
e i za svaki realan broj x iz D, postoji takav indeks ny niza (f,(x)), pocev od kog

je udaljenost vrednosti svih ostalih ¢lanova niza (tj. funkcija f,(x)) sa indeksom

12
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veéim od ng u tacki x, na udaljenosti manjoj od € od vrednosti grani¢ne funkcije f
u tacki x. Drugim recima, za svaku vrednost promenljive x iz D postoji funkcija f,,
pocev od koje ¢e se vrednosti svih narednih funkcija u tacki x iz tog niza nalaziti
u e-okolini vrednosti grani¢ne funkcije f u tacki x tj. unutar intervala (f(z) — ¢,

f(z) + €) za proizvoljnu pozitivnu vrednost e.

Primer 8. Razmotrimo ponovo funkcionlni niz (f,(z)) iz primera 6. Neka je ¢ =
1.01, tada za fiksirano x = x1 = 2, vrednosti u tacki x = 2 svih funkcija pocev od
indeksa n = 2 (tj. vrednosti fi(2) za it = 2,3, ..., n, ...) se nalaze na udaljenosti
manjoj od 1.01 od vrednosti granicne funkcije f u tacki 2.

Neka je sada fiksirana vrednost promenljive x = xo = 6, tada ée se tek pocev od
indeksa n = 6, vrednosti svih funkcija u tacki v = 6 nalaziti na udaljenosti manjoj
od 1.01 od vrednosti granicne funkcije f u tacki 6 (Slika 3.6).

Kljucéno je istaci da je za razli¢ite vrednosti promenljive x potrebno odabrati
razlicite indekse ny da bi vaZila definicija. Upravo zbog toga se i kaZe da niz kon-

vergira tacka-po-tacka.

Ao =7
Fla) = 5
Fu@) =3
Folw) =
éé - — —
T T2 flz)=0

Slika 3.6: Konvergencija za razli¢ite vrednosti promenljive x
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7] ® h@) =5 )
B =3
fs(m)zg
Jo(z =2
A—- — = — —
1 ) f(xz)=0

za istu vrednost €, vrednosti svih funkcija u tacki xs pocevsi od fg
su na udaljenosti manjoj od € od vrednosti graniéne funkcije f(x) u tacki o
indeks funkcije (pocevii od koje su sve ostale na udaljenosti manjoj od € od f(x)),

zawvist od vrednosti promenljive x

Slika 3.7: Konvergencija za razli¢ite vrednosti promenljive z

A

Primer 9. U ovom primeru, ilustracije radi, bice predstavijen i jedan niz koji nema
graniénu vrednost. Neka je dat niz f,(v) = x*— 2. Korisnik ce, pomerajuci slajder ili
pokretajuéi animaciju (dugme u donjem levom uglu), koristeéi opcije za prikazivanja
traga tacke i funkcionalnog niza, uz moguénost promene poloZaja tacke x, jasno videts

da za svako x € R wvrednosti funkcija f,(x) teze ka —oo kad n — oo.

Ful@) =a? =2

Slika 3.8: Niz f,(z) = z* —

w3

14
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Primer 10. Razmotrimo niz f,(x) = cos (117;2) na [—1,1]. Za svako x € [—1,1]
vidimo da vrednosti funkcija f,(x) sve vreme osciliraju, dostizuéi vrednosti na y osi
izmedu —1 i 1. Prateéi GeoGebra aplet (slika 3.9) prikazuje dve proizvoljno odabrane
tacke 1 = —0.5 i x5 = 0.8 7 promenu vrednosti niza funkcija u tim tackama. Kori-
snik ima opciju prikaza € pojasa za proizvoljno odabrano e (za potrebe ovog primera
e = 0.3) kao i opciju prikaza jedne ili obe tacke x1 i xo. Takode, klikom na odgo-
varajuce dugme, korisniku je vidljiv trag (jedne ili obe) tacke u odnosu na promenu
vrednosti n. Jasno se vidi da vrednosti funkcija u datim tackama konstanto ulaze 1
w2laze 1z € pojasa, te da niz ocito dwergira jer ni za jedno n € N nece bili ispunjen

uslov iz definicije 5.

[ TRAG | - i

L J ) — cos[ |

i X falz) = 1+ 22 ' Prikazi e — pojas
0BRISI i e=0.8 v

Y, ./ &
Prikazi 2y [/ Prikazi [
= =0, wy = 0.8
TRAG) TRAG
ISKLJUCI ISKLJUCI

Slika 3.9: GeoGebra aplet koji prikazuje niz f,(x) = cos (117;2)

Na drugom apletu (slika 3.10) ponovo je re¢ o istom nizu ali se ovog puta mogu
videti promene vrednosti funkcija za x = 0. Primeéujemo da je f,(0) = cos(nm) =
(—=1)"™ pa ée takav niz imati samo dve vrednosti —1 i 1 koje su i njegove tacke nago-
milavanja. Sada je i na ovaj nacin ocigledno da niz f,(x) nema graniénu vrednost.

Takode, korisnik ovde moZe prepoznati realni niz 1z primera 4 koji je koriséen upravo

vvvvv
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OBRISI

Slika 3.10: Vrednosti niza f,(z) = cos (IT;Q) zax =0

A

Primer 11. Neka je f,(z) = a™ opsti clan funkcionalnog niza. Ocigledno je da

lim f,(x) postoji ako i samo ako x € A = (—1,1] i da je
n—oo

0,z € (—1,1),
f(z) = lim f,(z) =
n—oo
1,z =1.
Ovaj primer ilustruje situaciju kada su sve funkcije f,(x), n € N neprekidne (ele-
mentarne stepene funkcije sa prirodnim eksponentom), dok je grani¢na vrednost niza

(fu(x)) prekidna funkcija (Slika 3.11).

16
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08+

oG+

0.4+

02+

I o 02 0.4 0.6 0.e 1 12 14

024

044

f(@) = lim fo(x) = { Lt

-0.5

084

14

Slika 3.11: Grani¢na vrednost niza f,(z) = 2"

0, z € (—1,1),

17
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3.2 Ravnomerna konvergencija

Definicija 6. Neka je D C R i (fn)nen niz realnih funkcija f, : D — R, n € N.
Niz (f.(z)) ravnomerno (uniformno) konvergira ka funkciji f : D — R na D

kad n — oo ako vazi
(Ve > 0)(Ing € N)(Vz € D)(Vn € N)(n > ng = |fu(z) — f(2)] < g).

U tom slucaju pise se fn(x) = f(z) (n — o0) na D ili samo f, = f (n — o0) na
D.

Dakle, niz (f,(x)) ravnomerno konvergira ka funkciji f na D ako za svako € > 0
postoji indeks ny niza (f,(z)), takav da za svaki realan broj z iz D vazi da je uda-
ljenost vrednosti svih narednih ¢lanova niza (tj. funkcija f,(z)) sa indeksom veéim

od ng u tacki x, na udaljenosti manjoj od € od vrednosti grani¢ne funkcije f u tacki x.
Razlika izmedu obi¢ne i ravnomerne konvergencije

Klju¢na razlika izmedu definicije ova dva pojma lezi u suptilnoj zameni uslova u

formulaciji dveju definicija.

Obi¢na : (Ve > 0)(Vz € D)(3Ing € N)(Vn € N)(n > ng = |fu(z) — fx)] < &)

Ravnomerna : (Ve > 0)(3ny € N)(Vz € D)(Vn € N)(n > ny = |fu(z) — f(z)| < €)

Izrazi (3ng € N) i (Vx € D) menjaju mesta. Drugim re¢ima, raspored ovih izraza
u definiciji obi¢ne konvergencije sugeriSe da za svako posebno odabrano x € D
postoji neko ny € N koje odgovara samo tom posebno odabranom =z, dok
uslov u drugoj definiciji zahteva da postoji neko ny € N koje odgovara svim
vrednostima promenjlive z tj. koje je isto za sve vrednosti promenjive x na D.
Dakle, indeks ng u prvoj definiciji pored toga $to zavisi od € zavisi i od promenljive
x 1 mora joj se prilagodavati, dok u drugoj definiciji ne zavisi od x ve¢ samo od ¢.
Zapravo, ako niz ravnomerno konvergira ka f na D, za € > 0 i dovoljno veliko n,
kompletni grafici svih funkcija (po¢ev od indeksa n) tog niza nalazi¢e se unutar
e-pojasa (f —e, f +¢) (formalno D x (f —e, f + ¢)). Treba istaci i ¢injenicu da

izrazi (Ve > 0) i (Vo € D) u definiciji obi¢ne konvergencije mogu zameniti mesta.

18
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Neposredna posledica definicije ravnomerne konvergencije je i implikacija

(fn =)= (fa = f), (0= ).

Ako niz (f,(x)) konvergira ravnomerno ka f na D, onda konvergira i ta¢ka-po-
tacka ka f na D.

Primer 12. Neka je f,(z) = v+ . Tada je lim f,(z) = .
n—oo

fn(a:)zz—f—% f1

fa) ==
lim fu(@) = #(z)

Slika 3.12: Grani¢na vrednost niza (f,(x))

Neka je ¢ = 0.5, tada ée vrednosti svih funkcija iz f,(x), pocevsi od indeksa n = 2
nalaziti u intervalu (f(x)—e, f(x)+¢) za sve vrednosti promenljive x. Niz f,(z)

konvergira ravnomerno ka funkciji f(x) (Slika 3.13).

Slika 3.13: Ravnomerna konvergencija

19



GLAVA 3. FUNKCIONLNI NIZOVI

Primer 13. Neka je f,,(x) = sin x+"7+1. Tada niz konvergira ravnomerno ka funkciji
f(z) =sinz+1, z € R.
Na slikama 3.14 © 3.15 vidi se promena indeksa ng za razlicite vrednosti € 1 kako se

grafici svih funkcija f,,(x) sa indeksom veéim od ng nalaze u e-pojasu Rx(f—e, f+e¢).

i

n+1

fn(w) =smx + T 25

(L]
X\\

@
®
o
5
@
S
°
&
b
o

fn(m) — Sinm + n—_H 2 ==
n
: f(zr) =sinx

Slika 3.15: e-pojas za € = 0.2

20
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Primer 14. Neka je f.(z) = {522, © € R. Tada je lim f,(z) = f(z) = 0 2a
n—oo
svako © € R. Pritom, |f,(z)] = 5= - 11’25’12 < 5= za svako x € R.

Kako bez obzira na vrednost broja €, vazi % < € za dovoljno veliko n, sledi da ée se

grafici svih funkcija sa indeksima veéim od n nalaziti unutar e-pojasa Rx (f—e, f+¢)
tj. u ovom slucaju unutar e-pojasa R x (—¢, ), pa je zakljucak da niz (f,) konvergira

ravnomerno ka funkciji f(x) =0 na R.

Na slict 3.16 vidi se prvih nekoliko ¢lanova niza f,, kao i graniéna funkcija

f(x) = 0.

fl

f2
024 f3
flll

S8 14 -12 -1 -08  -06 0 = 0 f10002 04 08 08 1 12 4 6 8 2 22

Slika 3.16: f,(z) = —=

14+n2z2

Slika 3.17 ilustruje minimum i maksimum svake od pojedinacnih funkcija f, tj.

njthovu ogranicenosti vrednostima :I:%.
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08

101
06 (_’ o
1 2n
maxr — fo(zs) = wm [ *
1 02
T =——
L 9
] 24 2 18 1 14 12 -08 0. 04 0. 02 04 0. 08 1 12 14 1 18 2 22 4
1
-02 T2 = —
n
04 1
IR X fal@) = -5« min
1 1 06 n
(_;7 2")

som vecim od n nalaziée se unutar pojasa R x (—3

Slika 3.17: Ekstremne vrednosti funkcije f,,
Buduéi da niz f, konvergira ka funkciji f(x) =0, grafici svih funkcija sa indek-

—35 —1—%) Tada ée za proizvoljno

e > 0 wuvek postojati dovoljno veliko n takvo da se grafici svih funkcija sa indek-

som veéim od n nalaze unutar e-pojasa R X (—¢,¢), tako da niz zaista ravnomerno
konvergira ka f na R (Slika 5.18).

= = = = = —— O
i 1
max — fu(w:) = 5 X7 R M
1 2ny, | I
i
€ > maxr = — !
2n !
1 0.2 :
r=— — d
n 0 .
22 P 18 16 14 12 1 -08 08 04 0.2 0 0.2 04 08 [k:) 1 12 14 16 18 2 2
‘ 1
, -024 Ty = —
i n
i
i
— 1 04 1
i .
! B RLELLEE X fal®1) = — — «— min
- e e e e e e e e e e e e L
08

Slika 3.18: Ograni¢enost funkcije f,,(z) e-pojasom R x (—¢,¢)

Na slict 3.19 vidi se da se za konkretno € = 0.2 grafict svih funkcija pocev od funkcije
f3 nalaze unutar e-pojasa R X (f — e, f +¢) tj. (kako je f(x) = 0) unutar pojasa
R x (—¢,¢).
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hi

A

Primer 15. Niz f,, = 7 iz primera 6 ocito ne konvergira ravnomerno jer za razlicite

Slika 3.19: Ograni¢enost niza (f,(x)) e-pojasom R x (—0.2,0.2)

vrednosti promenljive x, razliciti su indeksi funkcija ¢lanova niza, ¢ije vrednosti za-
dovoljavaju uslov iz definicije 5. GeoGebra aplet prikazan na slici 3.20 istice ¢injen-

cu se grafici funkcija f,(x) ni za jedno n € N nece u celosti sadrzati u proizvoljnoj

e-tract.
.................. P
Ovi delovi grafika funkeija
se ne sadrie u & - pojasu! =
\ filz) =7 o) T
a(z) =3
x
fis(z) = 3
Jelz) = :
. L x .. oz . SN .
Slika 3.20: ¢lanovi niza f,(r) = £ i proizvoljni e-pojas
A

Primer 16. U primeru 11, za x € (0, 1), ma koliko bilo veliko n, kriva y = z"

ée wvek imati deo (kad je x dovoljno blizu 1) koji ¢e izlaziti izvan trake ogranicene

T-080M 1 pravom Yy

e pa niz fo(xr) = x", iako konvergira tacka-po-tacka, ne

konvergira ravnomerno ka f(x) na (0, 1) (Slika 3.21).
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— e o o e e o e e e e o Mol e o — — -

0.6

0.4

0.24

0 e
T
-0.2 of 0z o4 oG o8 1 1.2

f@) =0

0z

Slika 3.21: Konvergencija niza f,(x) = 2™ za x € (0, 1)

A

U nastavku bi¢e navedena joS jedna formulacija uslova ravnomerne konvergencije.
Za dati niz f,(x) funkcija f,(z) : D — R, n € N vazi:

falw) = f@)(n = 00)na D & (Yo € D) lim |f,(x) - f(z)| =0,
[ul@) =5 f(@)(n = co)na D & Tim sup|fu(x) = f(2)] =0,

€D
pa je i odatle jasno da f,, = f povlaci f, — f, ali da obratno ne mora da vazi.

Primer 17. Neka je f,(x) = % zan € N iz € R. Za svako fiksirano x = x

.. .. sinnzg : o : : o .
bice lim = 0 (limes je jednak nuli kao proizvod nula-niza i ogranicenog
n—oo n

niza). Dakle niz f,(x) konvergira u obicnom smislu ka graniénoj funkeiji f(x) = 0.

Uzimajuéi u obzir prethodno navedenu formulaciju bice

_sng = lim — = 0.

1
n—00 \/ﬁ

lim sup |f,.(z) — f(x)| = lim sup

n—oo zeR n—oo zeR

Sada je evidentno da f, = f.
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Koristecr funkcionalnosti apleta prikazanog na slici 3.22, korisnik moZe videti da
se amplituda vrednosti funkcija za proizvolynu poziciju tacke x smanjuje kada se n
povecava 1 postepeno ulazi u proizvolini € pojas. Slicno prethodnim apletima, korisnik
ima moguénost pomeranja tacke duZ x ose, menjanja velicine € pojasa, ukljucivanja

vidljivosti traga tacke © funkcija kao i pokretanja animacije.

*
TRAG sin(nz
fala) = S0
vn 1 .
TRAG TACKE
POKRENI ANIMACIJU ‘ ISKLJUCI
ZAUSTAVI ANIMACIJU

AN ANANE AN AN ANVANIAN
VAAVARVALY RV VALVARVARY,

Slika 3.22: Niz f, () = S22

A

Primer 18. U ovom primeru ilustrovan je niz ¢iji se tip konvergencije menja u

zavisnosti od izbora domena. Niz f,(x) = e ™ (slika 3.23) konvergira tacka-po-

tacka ka funkciji f(x) =0 na x € (0,400) kad n € N. Zaista, za svako fiksirano
1

=0.

x = € (0,400) bide lim e ™ = lim
n—00 n—oo €Nnro
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*—
fo(x) =™ Prikazi e — pojas
£=05
,,,,, O,,,,,,,,,,,,,,,
TRAG
,
TRAG TACKE
ISKLJUCI

Slika 3.23: Niz f,(x) = e ™

Ako posmatramo ponaanje niza na (0,1) uocavamo da ée za x = + biti f,(x) =
fn(%) = %, tako da svakako nece biti ispunjen uslov

lim sup | f(2) — f(2)| = 0.

n—oo zeD

Dakle, niz ne konvergira ravnomerno na (0,1). Ova situacija moZe se proveriti
i graficki. Posmatrajuéi aplet na slici 5.24, gde se vide samo restrikcije funkcija
(¢lanova niza (f,)) na (0,1), moZe se primetiti da se njihovi grafici nece u potpunosti

sadrZati u proizvoljnom e-pojasu pocev od nekog dovoljno velikog n € N.
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n=31

@.
fn(z) —e ™

Prikazi e — pojas
€=02

TRAG TACKE
ISKLJUCI

Slika 3.24: Konvergencija niza f,(z) = e ™ za z € (0, 1)

Medutim, ponasanje niza na [1,4+00) je malo drugacije. Imamo

—nx

lim sup |fu(z)— f(x)]= lim sup |e = lim sup

n—00 11, 1 oo) n—00 11, 1 oo) n—00 11, 1 o0) n—oo en

—‘— hm—:O.

Oc¢igledno, niz f,(xr) konvergira ravnomerno na [1,+00). To se moZe uociti i
na grafickom prikazu na slici 3.25. Vrlo brzo, veé posle nekoliko clanova, grafici
svih ostalih clanova, tj. njihovih restrikcija na [1,+00), u celosti ée se sadrZati u

proizvoljno odabranom c-pojasu.
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2"
®
xr)=e ™"
fn( ) PrikazZie — pojas ’Z
" [TrRac
*
’
TRAG TACKE
ISKLJUCI
®

Slika 3.25: Konvergencija niza f,,(x) = e "™ za x € [1,400)

A

Kosijev princip konvergencije

Kao iu slucaju realnih nizova, Kosijev princip konvergencije funkcionalnih nizova
omogucava da se o njihovoj ravnomernoj konvergenciji zakljuc¢uje na osnovu pozna-
vanja osobina samih ¢lanova (realnih funkcija f,(z)), ne nuzno imajuéi informaciju

o grani¢noj funkciji f(z).

Teorema 2. (Kosijev princip konvergencije) Funkcionalni niz (f,(x)) realnih funk-
cija f, - D — R, D C R, n € N, ravnomerno konvergira na D kad n — oo
ako za svako € > 0 postoyi indeks ng € N, takav da za svako x € D wvazi da je
| fry (%) = fry ()| < € éim su indeksi ny, ny veci od ng. Dakle: fn(x) = f(x) (n — 00)

na D ako i samo ako

(Ve > 0)(3ng € N)(Vny,ny € N)(Vz € D)(ny,ne > ng = | fu, () — fu,(2)] < €.

Dokaz. Pretpostavimo da f,(x) = f(z) (n — o0) na D. Za dato € > 0 odaberimo

indeks niza ng € N takav da za svako x € D i svako n > ng vazi | f,(z) — f(z)] < 5.
Tada ¢ée za proizvoljne nq,ny > ng i za svako x € D vaziti:

e €

[f (2) = fra (@)| < |fur (@) = f(2)] 4+ 1f(2) = fua(2)] < 5 + 5

9~ ¢
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pa je uslov teoreme zadovoljen. Obratno, fiksiranjem = € D, iz uslova teoreme, niz
fn(x) posmatran kao funkcija od n € N, zadovoljava Kosijev uslov (za realne nizove)
za postojanje grani¢ne vrednosti lim f,(x) = f(z). Nejednakost | f,,, (z) — fn, (z)] <
5, kao 1 u prethodnom slucaju, 3;2010 za svako x € D i svaki pogodno izabran par
indeksa nq,ny. Kako je liin fno(x) = f(), bice |fn,(x) — f(z)| < § < € za svako
x € D, §to povladi (f, :n;f)oo(n — 00) na D. ]
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3.3 Neka funkcionalna svojstva granic¢ne funkcije

U ovom odeljku bice reci o ispitivanju nekih osobina same granic¢ne funkcije funk-
cionalnog niza, kori$¢enjem osobina opsSteg ¢lana tog niza. Bi¢e razmatrani dovoljni
uslovi pod kojim je moguca zamena poretka dva limesa, kao i uslovi koji garantuju
neprekidnost grani¢ne funkcije. Takode, naveden je i Dinijev stav koji se ti¢e spe-
cijalne situacije kada je ravnomerna konvergencija neophodan uslov neprekidnosti

grani¢ne funkcije.

Zamena mesta limesa
Vratimo se ponovo na primer 11 gde je funkcionalni niz zadat opstim ¢lanom
fo(z) = 2™. Kao §to je to ranije navedeno, taj niz konvergira u obi¢nom smislu za

x € (—1,1] ka grani¢noj funkciji:

f(z) = lim f(z) =

n—oo
1, z=1.
Pitanje neprekidnosti funkcije f(z) u tacki z = 1 se u stvari svodi na pitanje tac¢nosti

jednakosti:
lim lim f,(z) = lim limofn(ﬁ).

z—1-0n—o0 n—oo r—1—
Ovakva zamena mesta grani¢nih vrednosti u opStem slu¢aju nije mogucéa bez dodat-
nih pretpostavki. Naredna teorema definiSe dovoljne uslove koji obezbeduju takvu

Zamenu.

Teorema 3. (Zamena mesta limesa) Neka je (f,(x)) niz realnih funkcija f, : D —
R, D C R, n € N izxy € R tacka nagomilavanja skupa D. Ako
1° fulz) = f(z) (n — 00) na D;
2° za svako n € N postoji le fn(z) = by,
tada postoje lim f(z) i lim bz z'xovazvz' lim f(x) = lim b, tj.
20 n—yo0 n—yo0

T—T0

lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

T—To N—00 n—o0 T—To

Dokaz. 1z uslova 1°, na osnovu definicije 6 sledi da se za dato € > 0 moze odrediti
indeks niza ny € N takav da za sve indekse ny, ny > ng i svako x € D vazi | f,, (x) —
fno(x)] < e. Iz uslova 2° dobijamo da za sve ni,ns > ng vazi i |by, — by,| < e.

Dakle, niz brojeva (b,) zadovoljava Ko$ijev uslov za realne nizove (definicija 3 i
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teorema 1) za postojanje grani¢ne vrednosti lim b, = b. Treba jo§ dokazati da je i
n—oo

lim f(x) =0b. Za proizvoljno n € N i z € D vazi:

[f (@) = bl < |f(2) = ful@)[ + [fu(@) = bul + |bn = b].

Svaki od sabiraka na desnoj strani moze se uciniti proizvoljno malim. Na osnovu 1°
moze se odrediti takav indeks niza ng € N pocev od kog za svako n > ng i za svako
v € Rvazi |f(x) — fu(2)] < 5. Na osnovu nhg)lo b, = b, slino se moze izvesti i za
tre¢i sabirak. Moguée je odrediti takav indeks my € N da za svako n > mg vazi
b, —b] < £. Dalje, za proizvoljno n > max{ng, mo}, na osnovu 2° , mozemo odrediti
okolinu W tacke xq takvu da je |f.(z) —by| < 5 za sve x € W N D. Za takve  je

onda i |f(z) —b| < e pavazi lim f(x)=b. O
T—T0

Neprekidnost grani¢ne funkcije
Neposredna posledica prethodne teoreme je i slede¢e vazno tvrdenje koje se od-

nosi na pitanje neprekidnosti same granic¢ne funkcije.

Teorema 4. (Neprekidnost grani¢ne funkcije u tacki) Ako niz (f,(x)) realnih funk-
cija fr, : D = R, D C R, n € N neprekidnih u tacki xqg € D, ravnomerno konvergira
na D kad n — oo ka funkciji f : D — R, onda je sama funkcija f neprekidna u

tacki xq.

Dokaz. Kako je za svako n € N funkcija f,, : D — R neprekidna u xg € D, sledi da
je
lim f,(z) = fu(xo)

T—T0
za svako (fiksirano) n € N. Primetimo da je f,(z¢) realni niz. Prema teoremi o
zameni mesta limesa sledi da postoje lim f(z) 1 lim f,(xo) i pri tome vazi
T—T0 n—oo
lim f(z) = lim fu(zo)
T—x0 n—oo

odnosno kako je

lim f,.(z0) = f(z0)

n—oo
dobijamo
Tim f(2) = (o).
Dakle funkcija f je neprekidna u tacki xg. O]
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Posledica 1. (Neprekidnost grani¢ne funkcije na segmentu )
Ako niz (fu(z)) realnih funkcija f, : D — R, D C R, n € N neprekidnih na
la,b] C D, ravnomerno konvergira na [a,b] kad n — oo ka funkciji f : D — R, onda

je sama funkcija f neprekidna na [a,b].

Stav 2. (Dini')

Neka je D C R kompaktan (tj. zatvoren i ogranicen) skup i neka je za svako x €
D niz (fu(x)),en monoton (po n) niz neprekidnih funkcija na D. Ako f,(x) — f(z)
(n = o0) na D i ako je f: D — R neprekidna funkcija, tada f, = f (n — o0) na
D.

Dokaz. Neka je, bez umanjenja opstosti, niz (f,(z)), o rastuciniz tj. pretpostavimo
da pocevsi od nekog n za svako z € D vazi f,(zr) < foy1(z). Neka je ¢ > 0
dati realan broj. Za svako x € D moguce je nac¢i indeks n, € N, takav da vazi
0 < f(x) — fu,(x) < e. Funkcije f,, i f su neprekidne u tacki x, pa ¢e i nejednakost
0 < f(y) — fu.(y) < € vaziti za y iz neke okoline U(z) tacke z. Takvu okolinu
U(x) mozemo izabrati za svaku tacku = € D i dobijena familija {U(x)|z € D}
¢ini pokriva¢ kompaktnog skupa D otvorenim skupovima U(z). Kako je skup D
kompaktan, moze se izdvojiti kona¢no mnogo tacaka zi, xo, ... , xr € D, takvih da

okoline U(xy), U(z2), ... , U(xy) same pokrivaju D. Neka je sada
no = max{Ny,, ..., Ny, }-

Tada ¢e zan € N, n > ng vaziti 0 < f(y) — fu(y) < € za sve y € D $to znadi da niz
funkcija f,(y) ravnomerno konvergira ka funkeciji f(y) na D kad (n — o0).
0

Integracija i granicni prelaz

Teorema 5. (Integrabilnost grani¢ne funkcije) Neka su f, : [a,b] = R, [a,b] C R,
integrabilne funkcije za svako n € N. Ako f, = f (n — o0) na [a,b], onda je i f

integrabilna funkcija na [a,b] i vaZi

b b
/ f(z)dr = lim fulz)de.

n—o0 a

Dokaz. Prilikom dokaza integrabilnosti funkcije f bi¢e koriSéen kriterijum izlozen u

teoremi 8.1.1 iz [1].

1U. Dini (1845-1918), italijanski matematicar
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Na osnovu ravnomerne konvergencije niza f,, za dato € > 0 moze se odabrati takvo
no € N da za svako n > ng i svako = € [a, b] vazi

Jn()

- < @) < fule) + . 1

Za svako takvo n, moze se odabrati § > 0, tako da za Darbuove sume S(f,, P) i

s(fn, P) funkcije f,, pri proizvoljnoj podeli P segmenta [a,b] za koju je A(P) < §

S(fn, P) — s(fn, P) < e. (2)
Iz (1) sledi da je

S(f,P)ZS(me)—g (3)

S(f,P) < S(fn,P)+e. (4)

Zatim, prosirujuc¢i obe strane nejednakosti (2) sa 2¢, na osnovu (3) i (4) sledi da
je S(f, P) — s(f, P) < 3e za sve podele P za koje je A(P) < ¢. Prema pomenutoj
teoremi (8.1.1 iz [1]) funkcija f je integrabilna na [a, b].

Na osnovu prethodnog bice

‘/abfn(x)dx—/abf(x)dx

odnosno

[ i) - ras| < [(15.0) - sl <<

n—oo

/b f(z)dr = lim bfn(x) dzx.

Diferenciranje i grani¢ni prelaz

Naredna teorema opisuje dovoljne uslove za diferencijabilnost kao i za odredi-
vanje izvoda grani¢ne funkcije. Treba ista¢i da u opstem sluc¢aju pretpostavljena
ravnomerna konvergencija funkcionalnog niza nije dovoljan uslov, iako to jeste bio
slu¢aj u prethodnim situacijama kada je razmatrana neprekidnost i integrabilnost

grani¢ne funkcije.

Teorema 6. (Diferencijabilnost grani¢ne funkcije) Neka su f, : [a,b] — R, [a,b] C
R, diferencijabilne funkcije za svako n € N. Ako

1° niz (f.) konvergira za neko xq € [a,b] kad n — oo;

2° niz izvodnih funkcija (f)) konvergira ravnomerno na [a,b] kad n — oo,

onda niz (f,) takode ravnomerno konvergira na [a,b] ka nekoj diferencijabilnog funk-

ciji f i za svako x € [a,b] vazi f'(x) = lim f, (z).
n— o0
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Dokaz. Prvi deo dokaza odnosi se na ravnomernu konvergenciju niza (f,,) na [a, b].
Za dato € > 0, na osnovu 1°, moze se odabrati takvo ng € N da za sve ny,ns > ng
vazi

[Fon(@0) = s (w0)]| < . o

Primenom teoreme o srednjoj vrednosti (teorema 6.6.2 iz [1]) na razliku funkcija

fny — fn, na intervalu [z, z| za proizvoljno = € [a, b], bice

(fm (CL’) — fm(x)) - (fnl ([Eo) — fnz(xo))

T — X9

= fu () = [, (0),

odnosno
fm(x) _ fm(l') — fnl(xo) + fm(x())

r — 2o

= fu(€) = fr, (), (2)

za neko ¢ € (xg,2). Na osnovu 2°, pogodnim izborom indeksa ng, moze se postici

da za sve ¢ € [a, b] vazi

10,0 = 120 < 55—y )

Tada iz (2) sledi

- |x— x|

| for (2) = fao (@) = fuy (0) + fao(x0)| < 20h—a) <3 (4)

Zatim, kako je

‘fm(x) - fnz(‘x” < |fm(x) - fn2<x> - fn1($0) + fn2($0)| + ‘fm(xo) - fnz(xo)‘

na osnovu (1) i (4) bice |f,, (z) — fo,(2)| < € za svako x € [a,b] i sve ny,ny > n,
Sto znaci da niz (f,,) ravnomerno konvergira na [a, b] kad n — oo, ka nekoj funkeiji
f :la,b] — R, ¢ime je prvi deo dokaza zavrsen.

Neka je sada x proizvoljna tacka iz [a, b] i neka je funkcija

on(h) = fulz + h})l - fn(x)’

definisana za one h € R\{0} za koje je z+h € [a, b]. O¢ito je da je }lir% on(h) = fl(x).
—

Potrebno je jo§ dokazati i da niz (¢,) ravnomerno konvergira po h kad n — oo

na pomenutom skupu. Primenom teoreme o srednjoj vrednosti na razliku funkcija

fny — fn,, OVOga puta na segmentu [z, z + h|, dobija se

(1) = puy() = I =8 el =l )
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za neko ¢ € (x,x + h), pa iz (3) sledi

[on(h) = onalh)| < 57—

za proizvoljno, unapred zadato € > 0 i sve ny, ny > nyg.

Primenom teoreme 3 na niz (¢, (h)) moze se zakljuciti da njena grani¢na funkcija

flx+h) - fx)
h

ima limes kad h — 0 i da je on jednak lim lim p,(h) = lim f,(x). Dakle, funkcija
n—oo

n—00 h—0
f je diferencijabilna u tacki x i vazi

f'(x) = lim [ (z).

n—o0

]

Treba istac¢i znacaj uslova 1° prethodne teoreme. Razmotrimo na prmer niz
fn(z) = z4+n. Kako je nh_)rrolo(m%—n) = o0 tj. niz odredeno divergira za svako x € R, niz
oCigledno ne konvergira ni za jedno x € R. Medutim niz izvodnih funkcija f) (z) =1
ravnomerno konvergira (ka konstantoj funkciji h(z) = 1) na R kad n — oo. O¢ito
je da zakljuc¢ak teoreme ne vazi jer niz f,(x) = x + n ne samo da ne konvergira
ravnomerno, ve¢ kao Sto je ranije istaknuto, odredeno divergira na R kad n — oc.

Slican se zaklju¢ak moze izveti i na primeru niza f,(x) =  + (—1)". U ovom
slu¢aju niz divergira za svako x € R kad n — oo (€lanovi ovog niza naizmeni¢no su
funkcije: fi(z) =2 —1, fo(z) =2+ 1, f3(z) =z —1, fa(zr) = x+ 1, ...) dok niz

izvodnih funkcija f](z) = 1 takode ravnhomerno konvergira na R kad n — oo.
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3.4 Zadaci za samostalni rad

U ovom odeljku nalazi se 10 zadataka predvidenih za samostalni rad. Svaki
zadatak prati i odgovarajuéi interaktivni GeoGebra aplet (na veb platformi) koji
korisnik moze upotrebiti da stekne intuitivnu predstavu o resenju zadatka. Klikom

na dugme RESENJE prikazuje se odgovarajuce analiticko resenje zadatka.

Zadatak 1. Neka je ¢ > 0 dati broj. Odredi najmangi indeks n niza (f,(x)) pocev
od kog su svi ostali clanovi tog niza na udaljenosti manjoj od € u tackt r1 odnosno

Za.

Odgovaraju¢i GeoGebra aplet na veb platformi omogucéava korisniku da unese
vrednost za n koju smatra ta¢nom. U slucaju unete netacne vrednosti, prikazuje se
dugme PONOVO ¢ijim se pritiskom omoguc¢ava novi unos za promenljivu n. U slu-

¢aju tacnog odgovora, na ekranu se pojavljuje odgovarajuca informacija (slika 3.26).

n=6
TRAG @
Prikazi e — pojas
N_.n
folz) =
Prikazi =, (V] Prikazi a,
z,=—0.5 25 =0.8
Unesi trazeni Unesi trazeni
indeks niza : indeks niza :
PONOVO TACNO!

Slika 3.26: Aplet koji prikazuje zadatak 1
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Zadatak 2. Neka je ¢ > 0 dati broj. Odredi najmangi indeks n niza (f,(x)) pocev
od kog su svi ostali clanovi tog niza na udaljenosti manjoj od € u tackt r1 odnosno

To. Na osnovu toga izvesti zakljucak o konvergenciji datog niza.

U ovom sluc¢aju aplet funkcioniSe na isti nacin ali je promenjena vrednost za .
Na ovaj nacin korisnik moze proveriti da li je zaista razumeo fundamentalne kon-

cepte ove oblasti.

TRAG ®-
PrikaZi e — pojas
falz) = 2"

Prikazi z; Prikazi w;

= —0.5 z=0.8

Unesi trazeni Unesi trazeni
deks niz indeks n.

n =3 n=

TACNO! TACNO!

Slika 3.27: Aplet koji prikazuje zadatak 2

Zadaci koji slede predstavljaju klasiéne (racunske) zadatke koji se mogu sresti
na ispitima i kolokvijumima. Novina je ta, Sto je svaki zadatak propra¢en odgo-
varajuc¢im interaktivnim GeoGebra apletom. Na taj nacin podstice se vizuelni pri-
stup reSavanju problema, dublje razumevanje samog pojma (funkcionalnog niza) i
omogucava formiranje inicijalne pretpostavke o grani¢noj vrednosti odnosno vrsti

konvergencije.
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Zadatak 3. Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza f,(z) = —5

n24z?”
1 * n=16
Ful@) = . M
‘ PrikaZi e — pojas
e=o1
14 Qe
TRAG
2
TRAG TACKE

ISKLJUCI

Slika 3.28: Aplet koji prikazuje zadatak 3

Resenge.
Veé¢ posmatrajuéi grafike clanova niza, moze se izvesti zakljucak da je grani¢na
funkcija ovog niza f(x) = 0. Zaista, kako je | f,(z) — f(2)| = |52 | < |72| za svako
x € R, bice

lim sup |f,(z) — f(z)] = lim sup |———| = lim iQ = 0.

N0 peR, n=o0 zeR [N+ X n—00 N

Dakle f, = f na R kad n — oo.
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2,2

Zadatak 4. Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza f,(x) = Tinegr NG
a) (0,1);
b) [1,00).

(@) =1 e B N S B S S *— [ iskvdl |

Prikazi e — pojas
TRAG N -
Slika 3.29: Aplet koji prikazuje zadatak 4

Resenge.

- N g
Kako je nlg{)lo falz) = nhj& 1o = 1za x € (0,1), grani¢na funkcija je f(z) = 1.
a) Uzimajudi u obzir da je fn(%) = %, bice

1 1 1
sup fn'r —1 > fn(_)_l':‘——].’:—;éo
xe(m)l () =1 - 5 5
odnosno
lim sup [fu(z) — f[#0
n—=+00 z¢(0,1)
pa niz nece konvergirati ravnomerno na (0, 1).
na?
b) Grani¢na funkcija je ista ali sada z € [1,00), paje lim sup |——— —1| =
n—00 2€[1,00) 1 + n<x
. 1 . 1 .. .

lim sup ——— = lim = 0 tj. niz konvergira ravnomerno na [1, 00).

N300 111 00) 1+ n2x2 n—oo 1 +n2
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In(nz)

Zadatak 5. Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza f,(x) = N

a’) <O7 1);

b) [1,00).
_ In(nx) P
Fn(z) = \/ﬁ
28 'Iiv"ikaz'ie—pojas
A
Slika 3.30: Aplet koji prikazuje zadatak 5
Resenge.

a) Posmatrajuci grafike funkcija f,,, moze se intuitivno zakljuciti da je grani¢na
funkcija f(x) = 0. Isto tako, korisnik mozZe videti da se njihovi grafici na intervalu

(0,1) nec¢e u potpunosti sadrzati u proizvoljnom e pojasu ni za jedno n € N. Tako

In(nx
da je re¢ samo o obi¢noj konvergenciji. Analiticki, kako je lim (nz)
n—oo +/NIT

fiksirano = € (0, 1), oc¢igledno je da je f(x) = 0 grani¢na funkcija datog niza. Tako-

= 0 za svako

de, imajuéi u vidu da je f,(55) = —v/nlnn i tezi —oo kad n tezi oo sledi da limes
supremuma razlike opsteg ¢lana niza i grani¢ne funkcije nece teziti nuli. Tako je i na
ovaj nacin potvrdeno da niz ne konvergira ravnomerno ve¢ samo u obi¢nom smislu

tj. tacka-po-tacka na (0, 1).
b) Kako je f! = 22-Inm) o gvako € [1,00) i n € N, lako se zakljuc¢uje da svaka

24/ (nx)3

od funkcija f,, dostize maksimum na [1,00) u tacki z = % i da je max
z>1 nT

In(nz) _

P

Dakle niz nec¢e ravnomerno konvergirati ni na intervalu [1, o).
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nx
Zadatak 6. Ispitali konvergenciju funkcionalnog niza f,(x) = <1 + n—lm) na (0,1)
1\™ n=13
O I R S — &
Prikazi e — pojas /)
D

Slika 3.31: Aplet koji prikazuje zadatak 6

Resenge.

Grani¢na funkcija niza f,(z) je

lim f, () = lim (1+ i)” = lm (1+ %)t = e = f(x).

n—oo n—oo nx t—o0

Medutim, kako je fn(%) = 2, konvergencija nije ravnomerna jer limes supremuma

razlike opsteg ¢lana niza i grani¢ne funkcije necée teziti nuli. Odnosno
1

fn <_> — €
n

lim sup |fu(z) — f] £0.

n—=+00 z¢(0,1)

=12—e|#0

sup |fn(z) — €| =
z€(0,1)

pa je
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Zadatak 7. Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza f,(x) = i na
a) [0,00);
b) 0,12].
€T Téﬂg
fn(ﬂ:) = T+ n ” PrikaZie — pojas
. > ‘
.
. —
Slika 3.32: Aplet koji prikazuje zadatak 7
Resenge.
Granitna funkcija niza f,(z) je lim f_ =0 = f(x) za svako z € [0, 00).
n—oo I n
a) Clanovi niza f,(z) su rastuce funkcije (jer je f/(x) = m > 0 za svako
z € [0,00)in € N). Kako je lim = 1bi¢e lim sup |fu(z)— f(z)|=1+#0.
=00 L+ 1N n—00 2€[0,00)

Dakle, niz ne konvergira ravnomerno na [0, co).

b) Kako je ve¢ ustanovljeno da su ¢lanovi niza f,(x) rastuce funkcije, maksimum ¢e
T 12
biti dostignut u rubnoj tacki tj. u x = 12. Tada ¢e biti max =
zefo,12lx+n 124 n

izraz tezi nuli kad n — oo pa je lim sup |f,(z) — f(z)| = 0. Dakle, niz konvergira
=90 2¢[0,12]

. Ovaj

ravnomerno na [0, 12].
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Zadatak 8. Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza f,(v) = 1=z na [0, 00).

nr 66
f1l(w):1+n212 » Prikaf“ie—pojas
| TRAG TACKE
Slika 3.33: Aplet koji prikazuje zadatak 8
Resenge.
nw
Grani¢na funkcija niza f,(z) je lim ——— = 0 = f(z). Kako se maksimal-
n—oo | + n2x?
na vrednost funkcije f, dostize u tacki x = % i iznosi fn(%) = %, jasno je da
1

lim sup |f.(z)— f(z)] = = # 0, odnosno niz neée konvergirati ravnomerno na
=00 4c[0,00) 2
0, 00).
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Zadatak 9. Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza f,(x) = % na (0,00).

. 51
s nr
fo(z) = 11 ne | ’ Prizk;-‘z-‘z: € —pojas
| e
|
z

Slika 3.34: Aplet koji prikazuje zadatak 9

Resenge.

Granifna funkcija niza f,(z) ponovo je f(z) = 0. Kako je f,(5-) = 2% bice

sin nx

su
xe(O,Iczo) 1 + nx

no na (0, c0).

-0 > |fn(%)| = 2—0—% # 0, tako da niz ne konvergira ravnomer-
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Zadatak 10. Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza f,(x) = /2% + %
fu(z) = /2% + nZ @
Prik — pojas
TRAG =02
OBRISI ——
TRAG TACKE
ISKLJUCI
Slika 3.35: Aplet koji prikazuje zadatak 10
Resenge.
Niz f,(x) tezi ka funkciji f(z) = |z| kad n tezi co na x € R. Kako je
/ 1 % 1
sup [\/2? + — — |z[| = sup n? ==
zeR n @€R /o2 4 # + m n

bi¢e lim sup |f,(x) — f(z)| = 0. Dakle f,(x) = |z| na R.

n—oo z€R
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Glava 4

Kreiranje 1 implementacija
interaktivnih sadrzaja koris¢enjem

programskog paketa GeoGebra

4.1 Programski paket GeoGebra

GeoGebra je interaktivni matematicki softverski alat koji objedinjuje elemente
geometrije, algebre i matematicke analize. Na to ukazuje i sam naziv koji predsta-
vlja kombninaciju rec¢i geometrija i algebra. Dizajniran prvenstveno kao sredstvo u
nastavi matematike na svim nivoima obrazovanja, efikasno doprinosi unapredivanju
nastavnog procesa i u drugim granama prirodne i tehnicke orijentacije. Idejni tvo-
rac je prof. Markus Hohenvarter koji je u sklopu svog master rada 2001. godine, na
Univerzitetu u Salcburgu, zapoceo razvoj ovog programskog paketa. Unapredivanje
programa nastavio je kroz izradu doktorske disertacije. Danas je GeoGebra vodeci
svetski OpenSource projekat u domenu nastave matematike u ¢ijem daljem razvo-
ju ucestvuju desetine programera iz celog sveta. Dostupan je na preko 50 svetskih
jezika (ukljucujuéi i srpski) i dobitnik brojnih nagrada na polju edukacije sa preko
100 miliona korisnika iz vise od 190 zemalja (|21]). Pisan je u programskom jeziku
JAVA i kompatibilan sa svim desktop i mobilnim operativnim sistemima, kao i in-
ternet pretrazivaCima u §iroj upotrebi. Za izradu apleta zastupljenih u ovom radu
kao i na veb-sajtu [31] koris¢ena je verzija GeoGebra 5 Classic [22]. U nastavku bice
istaknut samo mali skup funkcionalnosti koje GeoGebra obezbeduje tj. ona svojstva
i pojedinosti neposredno vezane za kreiranje pomenutih apleta. Zainteresovani ¢i-

talac moze se podrobnije upoznati sa mogucénostima softvera pomocu [13], [36] i [12].
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SADRZAJA KORISCENJEM PROGRAMSKOG PAKETA GEOGEBRA

4.2 Upotreba softvera i kreiranje interaktivnih

primera

Jedna od osnovnih funkcionalnih prednosti GeoGebra softverskog paketa jeste
¢injenica da program omogucéava razlifite prikaze matematickih objekata (poput
algebarskog, geometrijskog, tabelarnog...) pritom ¢uvajuéi njihovu povezanost. 1z-
mena objekta u jednom od prikaza rezultuje automatskom adekvatnom promenom
u ostalim. Na slici 4.1 moze se videti istovremeni algebarski i geometrijski prikaz.

Geogebra nudi veliku fleksibilnost u radu kroz brojna dostupna podeSavanja.
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Slika 4.1: Algebarski i geometrijski prikaz GeoGebra radnog okruzenja

Funkcionalni nizovi i GeoGebra

Kreiranje funkcionalnog niza je jednostavno buduéi da GeoGebra podrzava op-
ciju viseparametarskog definisanja funkcije. U slu¢aju funkcionalnog niza, prilikom
definisanja pomo¢u komandne linije naglasavamo da je u pitanju funkcija po = u
¢ijem zapisu figurira parametar n. Tom prilikom automatski se defini§u dva objekta

u algebarskom prikazu, realna funkcija koja zavisi od parametra n, kao i broj n. Isto-
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vremeno se na grafickom prikazu generise slajder za promenu vrednosti promenljive
n kao i grafik funkcije f za zadato n (slike 4.2 i 4.3).
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Slika 4.2: Zadavanje funkcije preko komandne linije

€7 GeoGebra Clssic 5 _ x
N AN
k] &7 A Bel o) <) N =) @)

n=1
® f(x) = cos 1"1‘ =1

\

® n=1
® f(x) = c-:usl:;

1+ =2 _.'l

Slika 4.3: Algebarski i geometrijski prikaz zadate funkcije
Za svaki kreiran objekat na raspolaganju su brojne opcije dostupne desnim kli-
kom na objekat (u bilo kom od prikaza). Odabir poslednje stavke Object Properties

otvara prozor sa desne strane ekrana i omogucava pristup svim funkcionalnostima

48



GLAVA /. KREIRANJE I IMPLEMENTACIJA INTERAKTIVNIH
SADRZAJA KORISCENJEM PROGRAMSKOG PAKETA GEOGEBRA
objekta (slika 4.4). Opcija Show trace je od posebnog znacaja za vizuelnu reprezen-

taciju funkcionalnog niza.

Show trace

Function f: cos((n ) / (1 + x%))

>.| Show Object [ T
A~ Show Label

& Trace On

] Rename
/. Delete

i Object Properties .. /

Slika 4.4: Object Properties i Show trace opcija

Show trace opcija omogucava prikazivanje traga objekta, u ovom sluc¢aju gra-
fika funkcije, te se promenom parametra n vide svi prethodni grafici funkcija (za

svaku vrednost n dostupnu na slajderu). Upotreba ove opcije vidi se na slici 4.5.
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Slika 4.5: Generisanje grafika ¢lanova funkcionalnog niza upotrebom opcije Show
trace

U slucaju realnog niza, ovaj efekat generise ,tackast” grafik bududéi da je domen

realnog niza skup prirodnih brojeva (slika 4.6).

Slika 4.6: Generisanje grafika realnog niza upotrebom opcije Show trace

Vidljivost objekta

Naredna opcija ¢eSto koriséena u izradi ovih apleta je i moguénost opcionog
prikazivanja i sakrivanja objekta. Odabirom kartice Advanced korisniku je dostupna
mogucénost zadavanja uslova pod kojim ¢e odredeni graficki element biti vidljiv.

Uslov moze biti jednostavan ili pak prilicno slozen logicki izraz. Na slici 4.7 vidi se
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upotreba ovog uslova u okviru primera 13 gde je oznaceni tekst vidljiv samo kada

je vrednost promenljive n = 19.
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Slika 4.7: Definisanje uslova vidljivosti objekta

Uslov moze predstavljati i boolean vrednost koju automatski generise checkboz.
Na slici 4.8 vidljivost e-pojasa i odgovarajuceg slajdera uslovljena je true vrednoSéu
promenjljive ¢ koja odgovara checkbozr objektu na slici.
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Slika 4.8: Definisanje uslova vidljivosti objekta

Kreiranje podesivog s-pojasa

U primeru 3 podesivi e-pojas predstavljen je poligonom (pravougaonikom) sa

temenima L, M, K, J (slika 4.9).
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Slika 4.9: e-pojas predstavljen poligonom
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Promenljiva veli¢ina poligona realizuje se tako $to su y koordinate temena zavisne

od . Radi preglednije vizualizacije zavisnosti, slajder za € je postavljen vertikalno i

duZine koja odgovara stranici pravougaonika. (slika 4.10) .

MName:
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Name

Definition:

Name:

Definition:

Name:

Definition:

(-0.5, €)

L
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E f

Line
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Basic Slider Color Position Algebra Advanced Scripting 'IurE rt“:al S
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Min: -0.1 Max: 0.1 Increment. |0.01

Slider

M Fixed []Random| Vertical

Slika 4.10: Temena poligona zavisna od ¢

U primeru 16 promenljivi € pojas realizovan je kao presek dve nejednakosti, ¢ija

je vidljivost uslovljena true boolean vrednoséu checkboz-a (slika 4.11).
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Slika 4.11: e-pojas zadat kao presek nejednakosti

Promenljiva pozicija tacke x

U primeru 7 koriS¢ena je osobina tekstualnih objekata da sadrze i zavise od
promenljivih. Na taj nacin tekst koji saopstava vrednost funkcije u tacki zavisi od
promenljivih n, d i § (slika 4.12). Takode primetna je i kompletna podrska za LaTeX

zapis 1 simboliku, kao i za srpsku latinicu.
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Slika 4.12: Upotreba promenljivih u tekst objektima
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Korisnik ima moguénost manuelnog pomeranja tacke x uz istovremeno ocitava-

nje vrednosti funkcije u toj tacki. Kad vrednost promenjljive n dostigne 150, aplet
prikazuje i odgovaraju¢u grani¢nu vrednost preko tekstualnog objekta kreiranog na

sli¢an nac¢in kao na prethodnoj slici (4.13).
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Slika 4.13: Upotreba promenljivih u tekst objektima

Programibilnost objekata

U primeru 9 moze se videti vise objekata tipa BUTTON (dugme). Odabirom
kartice Scripting (u okviru panela opcija objekta) korisnik moze progamirati metodu
OnClick() koja se izvriava onda kada se na objekat klikne. Dugme TRAG u okviru
OnClick() metode sprovodi funkciju SetTrace(f1, true) koja zapravo ukljucuje trag
za objekat f1. Dugme OBRIST pak, u okviru OnClick() metode sadrzi tri naredbe:
ZoomlIn[1] koji se resetuje graficki prikaz na ekranu, SetTrace(f1, false) kojim se
iskljucuje trag za objekat f1, kao i naredbu n = 1 koja vraca slajder u pocetni
polozaj (4.14).
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Slika 4.14: Upotreba OnClick() metode
Dugme TRAG TACKE omogucava vrlo lep graficki prikaz konvergencije za fik-

siranu vrednost promenljive z. Realizuje se pozivanjem funkcije SetTrace(presek,
true) ali za ulazni argument presek koji predstavlja tacku preseka funkcije f,(z)
i prave paralelne y —osi koja sadzi tacku x (4.15). Dugme ISKLJUCI funkcionige
na slican nacin kao i dugme OBRISI sa tom razlikom $to samo zaustavlja dalje

iscrtavanje traga ali ne resetuje ni grafi¢i prikaz ni slajder za n.

26



GLAVA /. KREIRANJE I IMPLEMENTACIJA INTERAKTIVNIH
SADRZAJA KORISCENJEM PROGRAMSKOG PAKETA GEOGEBRA

€ PrimerGNekonvergentanNizGlup_final.ggb

File Edit View Opfions Tools Window Help

A B OO L) N e,
i <]

v iv|B Large % A

fo(z) = z?— %

<
THa B ®
Boolean Val

sic  Ted  Color Stile
Position Awvanced  Scripting

TRAG TACKE
ISKLJUCI

c
! P
o On Click On Update Global |lv28cmp‘
ution
1

KLJUCI 1 | SetTrace( Presek, true)
n

3

\ On Click OnUpdate Global.

‘ 1 | SetTrace( Presek, true)
2

45 GeoGebra Script -
150 hd

Slika 4.15: Upotreba OnClick() metode

U primeru 16 vidljivo je dugme POKRENI ANIMACIJU koje pozivom funkcije
StartAnimation(n) automatski pokrece slajder za n i sa njim sve zavisne elemente.
Dugme ZAUSTAVI ANIMACIJU zaustavlja animaciju pozivom iste funkcije ali sa

dodatnim parametrom false (4.16). Kompletna dokumentacija dostupnih funkcija

moze se naéi na [23].
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File Edit View Options Tools Window Help
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Slika 4.16: Upotreba StartAnimation(n) metode

4.3 Generisanje GeoGebra apleta

Nakon $to je GeoGebra fajl kreiran, da bi mogao biti ugraden na veb-sajt, po-

trebno je sprovesti nekoliko koraka:

e uciniti fajl dostupnim onlajn preko zvani¢nog GeoGebra portala www.geogebra.org;
e generisati link za ugradivanje u izvorni html kod veb-strane;

e ugraditi link u html kod.

Postavljanje GeoGebra fajla na GeoGebra portal

Postavljanje (upload) je moguce izvesti na nekoliko nacina. Ovde ¢e biti pred-

stavljen jedan od njih. Postupak je sledeci:

e potrebno je da korisnik ima aktivan nalog na geogebra.org;

e klikom na sliku u gornjem desnom uglu otvara se stranica sa materijalima

korisnika;

e klikom na dugme CRFEATE otvara se padajué¢i meni sa opcijom UPLOAD
(slika 4.17) nakon ¢ega se otvara prozor za postavljanje .ggb fajla (slika 4.18).
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Slika 4.17: Postavljanje .ggb fajla na www.geogebra.org

Upload Resource

Upload File
Choose a file from your computer. Just files with extension gegb, ggt,
csv, mp3, mid are allowed. Files should not be larger than 2

megabytes.

Choose File | No file chosen
Upload

Slika 4.18: Postavljanje .ggb fajla na www.geogebra.org
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Generisanje linka potrebnog za ugradnju na veb stranu

Nakon uspes$nog postavljanja, fajl ¢e biti vidljiv na panelu materijala korisnika.
Klikom na tri tacke u donjem levom uglu ikonice postavljenog fajla otvara se prozor

sa opcijama. Potrebno je odabrati opciju DETAILS (prikazanu na slici 4.19).

= Ge@Geer Q,  search Classroom Resources < Share
® Publish
RESOURCES
B Moveto
ﬁ Home
FE News Feed + CREATE 2 OpeninApp
/' Edit Activity
a Resources
Resources
F[] Copy Activity
z Profile
o Details o
- People
a Classroom B Delete
o App Downloads
ACTIVITY ACTIVITY ACTIVITY
Primer 13 Primer 14 Primer O
G2 Shared with Link GD Shared with Link s G2 Shared with

Slika 4.19: Generisanje linka za ugradnju na veb stranu
Klikom na opciju SHARFE otvara se prozor sa dodatnim opcijama za deljenje
materiajala. Odabirom opcije EMBED generiSe se link za ugradnju apleta, u formi

html koda u okviru <iframe>> etikete (slika 4.20). Aplet ¢ée biti vidljiv na veb-strani

nakon kopiranja linka u html kod Zeljene veb-strane.
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Slika 4.20: Generisanje linka za ugradnju na veb-stranu

4.4 Veb-sajt

Pregled osnovnih funkcionalnosti

Za potrebe rada kreiran je veb-sajt sa responzivnim dizajnom, u potpunosti prila-
goden za upotrebu na svim platformama i velicinama ekrana (desktop, laptop, tablet
i mobilni uredaji). Dostupan je na adresi http://alas.matf.bg.ac.rs/ "ml05184.
Sadrzi sve primere i kompletan matematicki sadrzaj izlozen u ovom radu. U nastav-
ku teksta bi¢e naveden pregled osnovnih funkcionalnosti sajta.

Na slici 4.21 vidi se pocetna strana koja sadrzi navigacijski meni (navbar) kao i
bo¢ni osnovni meni (sidebar) pomocu kog se moZe pristupiti celokupnom matema-
tickom sadrzaju rada. Bo¢ni meni se u svakom trenutku moze sakriti iz vidnog polja
klikom na dugme SADRZAJ i na taj nadin progiriti centralni prostor koji sadrzi

izlagani materijal (slika 4.22).
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1 Uvod

reaninei | sidebar navbar

3 Funkcionalni nizovi

4 Zadaci za
samostalni rad

GeeGebra C

Slika 4.21: Pocetna strana veb sajta

Kontakt Linkovi

tema obradjuje.

Upotreblien je vizualni pristup, sa vise grafitkih prikaza nego 3to je to inace slucaj kada se ova tema obradjuje.
1 Uvod

Irlaganie jelbaziranc na velikom brojuautopskih interaktivnih dinamiZih apleta izradenih Izlaganje je bazirano na velikom broju autorskih interaktivnih dinamikih apleta izradenih pomocu softvera GeoGebra. Na
2 Realni nizovi o e ry Al GeaC b Naltail atin P edetaV alevo suretar T etodihildoprinoa e e anitl taj natin predstavlja svojevrstan metodicki doprinos izlaganju klasiéne teme upotrebom modernih edukativnih tehnologija.

ey et e e CArEL, Dakle, rad je osmigjen delom kao metoditki priruénik za izvodenje nastave, odnosno dodatak za studente u cilju lakéeg

Dakle, rad je osmisjen delom kao metodiéki priruénik za izvodenje nastave, odnosno dodatak za ~ Pracenja kursa i usvajanja osnovnih ideja pojma konvergencije funkcionalnih nizova kao uvod u apstraktnije oblasti.
4 zadaci za studente u cilju lakéeg pracenja kursa i usvajanja osnovnih ideja pojma konvergencije ¥
samostalni rad funkcionalnih nizova kao uvod u apstraktnije oblasti. f (a:) 1 x J
() = ———
P - 1 + n2x? “

Fa(@)

=1+nm2

1 2 % @ —min
e et 3

Slika 4.22: Prikazan i sakriven bo¢ni meni

Sajt sadrzi veliki broj autorskih dinamic¢kih GeoGebra apleta integrisanih u veb-
strane (slika 4.23).
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1 Uvod
2 Realni nizovi

3 Funkcionalni nizovi

3.1 Obi¢na
konvergencija

3.2 Ravnomerna
konvergencija

3.3 Neka funkcionalna
svojstva granicne
funkcije

4 Zadaci za
samostalni rad

Kontakt Linkovi ~

Primer 7. U naredna dva GeoGebra apleta, korisnik se moZe i sam uveriti u prethodno navedene zakljucke.

Prvi aplet se ponovo odnosi na isti funkcionalni niz iz ranijih primera, ali ovoga puta korisnik ima apsolutnu slobodu
u odabiru vrednosti promenljive x (tactku x je moguce pomerati misem ili strelicama na tastaturi, nakon
selektovanja).

Pomeranjem slajdera n moguce je videti ponasanje prvih 150 ¢lanova funkcionalnog niza (slajder n moguce je
pomerati na prethodno opisan nacin).

Korisniku je na ekranu vidjiva vrednost konkretnog élana niza u posmatranoj tacki (u svakem trenutku na ekranu)
kao i limes niza tih vrednosti (kada slajder dodje do kraja).

Dugme TRAG omogucava korisniku isticanja svih tataka grafika koje odgovaraju vrednostima ¢lanova
funkcionalnog niza u posmatranej tacki x (na taj nacin sti¢e se bolji vizualni doZivalj niza).

Dugme OBRISI vraca aplet u poéetni polozaj i iskljuéuje opciju TRAG.

:
- ‘ n=10
ST ‘ —
Jalz) = — ‘ .
I
: I
‘ i
I
| A} =7
‘
: z
L | fale) = 5 -
: fs(z) =
|
i : ;
JelL] ==
///n o
= —_— =
2 3 4 ’ 5 8 7 8 ] 10 11 T rn ; = - L
| T =447
|
|
4.4695
| f10(4.4695) = 1?; 5 0.4460
I
|
I

Slika 4.23: Implementirani GeoGebra aplet

Dokazi teorema kao i reSenja zadataka za samostalni rad u primarnom prika-

zu nisu vidljivi, veé je ta opcija omogué¢ena klikom na odgovaraju¢e dugme. To je

uradeno iz metodickih razloga. U prvom ¢itanju, korisnicki ekran ne bi trebalo pre-

opteredivati formalnim dokazima veé istac¢i sustinu kroz teoreme i primere, dok su

reSenja zadataka van vidnog polja da bi se podstaklo samostalno resavanje zadataka

koje se naravno, u svakom trenutku moze proveriti klikom na odgovaraju¢e dugme
(slike 4.24 i 4.25).
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Sadrza

1 Uvod
2 Realni nizovi
3 Funkcionalni nizovi

3.1 Obléna
konvergencija

3.2 Ravnomerna
konvergencija

3.3 Neka funkclonalna
svojstva granicne
funkelje

427adaci za
samostalni rad

Kontakt Linkovl ~

Teorema 3. (Zamena mesta limesa)
Neka je (fu(x)) niz reainih funkeija fu: D~ R, DC R, n & N iz R tatka nagomilavanja skupa D. Ako je:
1° £,(z) = f(a) (n — o) na D

2° 2 svako we N postofi lim f,(z) = b,  vati lim (2

Jim

Neposredna posledica ove teoreme je i sledce vazno tvrdanje koje s a5 ¢ neprekidnosti same graniéne
funkelfe.

Teorema 4. (Neprekidnost graniéne funkeije u tacki)
ko iz (£,(z)) reainih funkeila f,: D - R, D C Ryn ¢ N neprekidnih u tatki 2o ¢ D, ravnomerno Konvergira na D
kad 1 -5 00 ka funkeiji f : D — R, onda je sama funkeija J neprekidna u tacki an.

Posledica 1. (Neprekidnost granicne funkcije na segmentu)
Ako niz (f,(z)) realnih funkeifa £, : D R, D C R, n & N neprekidnin na [a, 6] C D, ravnomerno konvergira na [a,b]
kad .+ oo ka funkelfl £: D~ R, onda e sama funkelfa £ neprekidna na [a,bl. B

Stav 1. (ini)
Neka je D C R kompaktan (4. zatvoren i ogranicen) skup i neka e niz (f,(x)),..y monoton (po n) niz neprekidnin
funkelja na D. Ako f,(z) —+ f(z) (n — 0c) na D i ako je f : D= R neprekidna funkcije, tada f, = f (n = 00) na D.

3.1 Obiéna
Konvergencija

3.2 Ravnomerna

Kontakt ~Linkovi ~

Teorema 3. (2amena mesta limesa)
Neka e (£,(z)) niz realnih funkelfa £,: D B, D R, n ¢ N1y ¢ R taéka nagomilavania skupa D. Ako fe:
19 f,(#) 4 f(z) (n — o) na D

2° Za svako ' N postoji lim ()

b i vaZi lim f(z) — lim b, ],

lim lim £,

ki) Lzl )

3.3 Neka funkcionalna
svofstva granitne

47adaci za
samostalni rad

1z uslova 1°, na osnovu teoreme 2. sled da se za dato ¢ > 0 moze odredit Indeks niza ng © N takav da za sve
indekse 1,z > g | svako @ & D vzl |fo,(x)
1z uslova 2° dobijamo da za sve ny,ma >

0 V231 1 b, — b < =. Dakle, niz brojeva (b,) zadovoljava KoSijev uslov
za realne nizove (definicija 3 | teorema 1) za postojanje graniéne vrednost lul;l( b, = b. Treba jos dokazati da je |
lim f(z) ~ b

Za proizvoljno n € N i z € D vazi

|f(=) = bl < |f(z) = ful@)] + |fule) = bal + b~ bl.
Svaki od sabiraka na desnoj strani moze se éiniti prolzvoljno malim. Na osnovu 17, moze se odreditl takav
indeks niza o & N pogev od kog (v > n)(¥ & R) ve () ~ fu(#)| < - N osnovus Jim by b, sliéno se moze
T2vesti | za tredl sabirak. Moguée Je odrediti takav Indeks my ¢ N da za svako n > mq vazi [b, — b] <
proizvolio n > maz (o, m), na osnovu 2°, mozemo odreditl okalinu W tatke o takvu da e |f,(z) —
svez € WND. Za takve z Je onda | |£,(x) — bl < < pa va2l im f(z) = b. W

Dalje, z2
52

Neposradna posladica ove teorame je | sledecs vazno tvrdenje koje se odnosi na pitanje neprekidnosti same graniéne
funkelje.

Slika 4.24: Prikazivanje dokaza

Poletna strana Kontakt Linkovi ~

Zadatak 4. Ispitati konvergenciju funkcionalnog niza f,(z) = {257 na:
a)z € (0,1)
b) z € [1,00).
it TRAG TACKE
Iol@) =17 7
1+ ni? IsKLUE |

TRAG

[ ///,

]

n?a?
So@) =y
TRAG
—
T

Poletna strana Kontakt Linkovi ~
TRAG TACKE |
|

a) lim fu(z) = lim

konvergira favnomerno.

b) Granina funkei

Jim -
im ——
nox 14 n?

=0y

n’z?

T 1, dakle graniéna funkcija je f(z) = 1. Medutim, kako je f.(%) = %, niz ne
% 1+ nlz

2,2

n 1
ija je ista ali sada z € [1,00), pa je lim suj —_— lim up ————— =
o3 o ltoo) pae fin sup |0 1= i swp s

. niz konvergira ravnomerno.

Slika 4.25: Prikazivanje resenja

Osim odeljaka zastupljenih u ovom radu, na sajtu se nalazi i u potpunosti funkci-

onalna kontakt strana, kao i kartica sa linkovima ka veb-stranicama Matematickog

fakulteta u Beogradu, GeoGebra centra, odnosno ka veb-stranici radne grupe za

obrazovni softver pri Matematickom fakultetu.
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Pocetna strana  Linkovi ~

Geogebra centar
:> Matematicki fakultet
et e Obrazovni softver
nesite Vade ime * e VaSe prezime *

Slika 4.26: Linkovi

Responzivan dizajn

Dizajn veb-sajta je u potpunosti responzivan, odnosno sadrzaj strana je, ukljucu-
juéi aplete, navigacijske elemente, tekst itd., prilagoden radu na razli¢itim veli¢inama
ekrana. Bo¢ni meni na manjim ekranima, zbog preglednosti postaje deo navigacij-
skog menija, koji se i sam transformise u odgovarajuc¢u svedenu verziju na mobilnim
uredajima (hamburger menu). Na narednim slikama vidljiv je izgled veb-strane na

ekranu mobilnog telefona (6”) kao i na ekranu tableta (107).
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0,z ¢ (-1,1)
fa) = lim fu(z) =
n-—sc0
1, z=1.
Pitanje neprekidnosti funkcije f(z) utackiz = 1
se u stvari svodi na pitanje tacnosti jednakosti:
ST nle) = S, TS )
Ovakva zamena mesta grani¢nih vrednosti u
opstem slucaju nije moguca bez dodatnih
pretpostavki. Naredna teorema definiSe dovoljne
uslove koji obezbeduju takvu zamenu.

Teorema 3. (Zamena mesta limesa)

Neka je (fn(z)) niz realnih funkcija f, : D — R,

D C R,n € Nizj ¢ R tatka nagomilavanja

skupa D. Ako je:

1° fa(z) = f(2) (n = co) na D

2° Za svako n. € N postoji Illﬂzl fo(@) = bnivazi
=Ty

lim f(z) = lim b, tj.
a— n—o0

lim lim f,(z) = lim lim fu(z).
&= n—o0 n—oo 2=

Zadatak 4. Ispitati konvergenciju funkcionalnog

niza f,(z) = I'J:n—ﬁiz na:
a)yz € (0,1)
b) z € [1,00).

e O

grani¢na funkcija je f(z) = 1. Medutim, kako

je fa(+) = 4. niz ne konvergira ravnomerno.

b) Grani¢na funkcija je ista ali sada z € [1, 00)
22

G

1+ n2z? ‘

=1, dakle

,paje lim sup
1= ze1,00)

lim sup

———— = lim =0tj.
n=00 pell00) 1+ 0222, n—0 14 n? L

niz konvergira ravnomerno.

] @ |

1 Uvod
2 Realni nizovi

3 Funkcionalni nizovi

3.1 Uvod
3.2 Obi¢na konvergencija
3.3 Ravnomerna konvergencija

3.4 Neka funkcionalna svojstva grani¢ne funkcije
4 Zadaci za samostalni rad
Kontakt

Linkovi ¥

Primer 5. Neka je dat funkcionalni niz sa opstim
¢lanom f,,(z) = . Tada su ¢lanovi tog niza
funkeile: fy(z) = & =z, fole) = %, fala) = &,
con ful@) =1

Na osnovu apleta koji prikazuje ¢lanove niza,
student ve¢ moZe intuitivno izvesti zakljuke o
limesu niza.

Slika 4.27: Izgled veb-strana na ekranu mobilnog uredaja
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r Konvergencija funkcio % +

0 < X A alas.matf.bg.ac.rs/~ml05184/index.html w ¥
Kontakt Linkovi =
1 Uvod

2 Realni nizovi

3 Funkcionalni nizovi

4 Zadaci za samostalni rad

GeaGebra

Kontakt Linkovi =

S0 unutar trake (f — =, f + ¢) tj. (kako je f(z) = 0) (—e, ) ili krace unutar trake |y| < «.
Kao i u svim ostalim apletima, koraci su vidljivi pomeranjem slajdera n (misem ili strelicama na tastaturi,
2 Realni nizovi nakon selektovanja).

3 Funkcionalni nizovi x

Fale) = 1+ n2z?
3.1 Obicna konvergencija

3.2 Ravnomerna
konvergencija

3.3 Neka funkcionalna
svojstva graniéne funkcije Jilz) =,

4 Zadaci za samostalni rad

Slika 4.28: Izgled veb-strana na ekranu tablet uredaja u horizontalnom polozaju
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Primer 15. Neka je f,(z) = 2" opsti ¢lan funkcionalnog niza. O€igledno je da Jim. Falz)

postoji ako i samo ako z < 4 = (—1,1] ida je

0,z € (-1,1)
f(@) = Jim folw) =

1, z=1}

U pitanju je jo$ jedan primer niza koji konvergira u obi¢cnem smislu ali ne i
ravnomerno. Za « € (0, 1), ma koliko bilo veliko , kriva y = 2" ¢e uvek imati deo (kad
je z dovoljno blizu 1) koji ¢e izlaziti izvan trake ogranicene z-osom i pravom y — = pa
niz f.(z) = =, iako konvergira tacka-po-tacka, ne konvergira ravhomerno ka f(z) ha
(0, 1).* Takode ilustruje i nesto jos bitnije, injenicu da grani¢na vrednost niza
neprekidnih funkcija ne mora biti i sama neprekida funkcija. Naime, sve funkcije
fi(x), i € N su neprekidne (elementarne stepene funkcije sa prirednim
eksponentom), dok je graniéna vrednost niza (f,(z)) prekidna funkcija.

fulz) =3"
TRAG

-
Proizvoljni € - pojas

0BRISI

Granicna funkcija:

[ 0, ze(-1,1)
1, z=1

1 Uvac
2 Realni nizovi
3 Funkcionalni nizovi ~

3.1 Uvod

3.2 Obiéna konvergencija

3.3 Ravnomerna konvergencija

3.4 Neka funkcionalna svojstva grani¢ne funkcije
4 Zadaci za samosta
Kontakt
Linkovi ~

Jalz) =

z
1+ na?

——— X A = o

Iz same definicije ravnomerne konvergencije oigledno je da ona povlaéi i obiénu
(tacka-po-tacka) konvergenciju. Svi prethodni primeri ravnomerno konvergentnih
nizova ocito su i kenvergentni u obicnom smislu. Medutim, obrnto ne mora da vazi.
Ako niz konvergira u obiénom smislu, to ne znaéi da on konvergira i ravnomerno.
Sledeci primer ilustruje upravo tu ¢injenicu.

Primer 14. U narednom apletu dat je niz f,(z) = £ ¢ija je konvergencija (tacka-po-
tacka) ve¢ razmatrana u ranijim primerima. Aplet prikazuje da iako taj niz
konvergira, on ne konvergira ravnomerno.

Slika 4.29: Izgled veb-strana na ekranu tablet uredaja u vertikalnom polozaju

Funkcionalnost apleta je zadrzana i na ekranima manjih dimezija buduéi da je

u svaki aplet inkorporirana opcija prikaza preko celog ekrana (fullscreen opcija).

Vedina apleta ima ugradenu i opciju pokretanja animacije jer na manjim ekranima

kontrola slajdera promenljive moze predstavljati otezavaju¢u okolnost.

68



GLAVA /. KREIRANJE I IMPLEMENTACIJA INTERAKTIVNIH
SADRZAJA KORISCENJEM PROGRAMSKOG PAKETA GEOGEBRA

\

f”(i:) = z"

| TRAG |

| OBRISI

Slika 4.30: Opcije za pokretanje animacije i prikaz apleta na celom ekranu

Veb-tehnologije kori$éene prilikom izrade veb-sajta

Za izradu veb-sajta koriS¢ene su veb-tehnologije poput HTML (Hyper Text Mar-
kup Language), CSS (Cascade Style Sheets), JavaScript programski jezik koji pro-
gramira dinami¢no ponaSanje veb stranica sa klijentske strane, Bootstrap 4, radno
okruzenje koje funkcionisSe na bazi HTML, CSS i JavaSript komponenti za kreiranje
veb stranica ¢iji je prikaz prilagodljiv na uredajima svih rezolucija, kao i u manjoj
meri PHP (PHP: Hypertext Preprocessor) serverski orijentisan programski jezik ko-
riséen u izradi kontakt strane. Vise o ovim tehnologijama dostupno je na: [32], [33],
[38], [39] i [40].

Implementacija matematic¢ke notacije u veb-stranu

Sav matematicki tekst realizovan je upotrebom MathJaz javascript mehanizma
otvorenog koda za prikaz LaTeX, MathML i AsciiMath notacije koji obezbeduje
podrsku za sve veb-pregledace u Siroj upotrebi. Na slici 4.31 vidi se kod u okvi-
ru <script> etikete u zaglavlju html dokumenta koji se odnosi na implemetiranje
MathJax funkcionalnosti, kao i primer konkretnog koda odnosno njegove grafice

interpretacije na veb-strani.
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fa(z) = f(z) (n = co0)na D <
(Ve > 0)(Vz € D)(3ng € N) (Vr € N)(n > ng = |fu(z) — f(z)| < €)-

Slika 4.31: Izvorni MathJax kod i njegova vizuelna interpetacija na veb-strani
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Zakljucak

Stanoviste da studenti bolje usvajaju matematicke sadrzaje ako sadrze vizuel-
nu komponentu nije novost. Brojna istrazivanja i ¢lanci poput [15], [24], [26], to
potvrduju. Poseban znacaj upotrebe vizuelnih alata prisutan je kod obrade sloze-
nijih, apstraktnijih tema naprednih kurseva matematike (poput kurseva na viSim
godinama studija Matematickog fakulteta). Uzevsi u obzir da je veliki broj tema na
vis§im nivoima izucavanja matematike tesko, ili cak nemoguce, adekvatno vizuelno
predstaviti, potrebno je iskoristi §to je moguce viSe, sve one situacije gde se neki ma-
tematicki elementi ipak mogu vizuelizovati. Takve prilike su dragocene, te ih ne bi
trebalo propustati u nastavi. Tehnoloski razvoj, kao i razvoj kvalitetnih softverskih
alata, umnogome je olaksao moguénosti graficke realizacije matematickog sadrzaja.
Takode, nedavna pandemija virusa SARS-CoV-2 unela je tektonske promene i u
nacin na koji percipiramo i pristupamo izvodenju obrazovnog procesa. U momentu
kada se teziste nastave premesta iz Skolskih okvira u kuéne uslove, jos je izrazeni-
ja potreba za dostupnos$éu onlajn materijala, pogotovo interaktivnih. U praksi se
pokazalo da GeoGebra predstavlja odlican alat za izlaganje matematickog sadrza-
ja. Gotovo da nema oblasti matematike koja se ne moze efikasno obraditi pomocu
ovog softverskog alata. Poseban je znacaj upotrebe vizuelnih alata poput GeoGebre
prilikom obrade tema matematicke analize. Buduéi da osnovni koncepti i ideje ove
oblasti cesto predstavljaju kamen spoticanja za veé¢inu studenata i vrlo brzo pre-
rastaju u dosta apstraktnije i slozenije konstrukte, od velikog je znacaja dobro ih
razumeti i usvojiti u ranoj fazi ucenja. Geometrijske interpretacije fundamentalnih
pojmova poput grani¢nih vrednosti, izvoda, odredenog integrala itd.([10], [11], [14],
[18], [29], [35]) vrlo se lepo i jednostavno mogu realizovati pomoc¢u GeoGebre i na taj

nacin predstavljaju izuzetno vazan doprinos laksem savladavanju ovih pojmova. Po-
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zitivni efekti na razvoj, pre svega, konceputalnog znanja i intuitivnog razumevanja
pojmova su o¢igledni (¢lanci poput [4], [5],[20], [30], [34]). Uzevsi u obzir sve navede-
no, kao i ¢injenicu da se matematicki sadrzaji na visim nivoima, retko kad temeljno
vizuelno obraduju, posebno u domacoj literaturi, ovaj rad predstavlja pokusaj da
se ostvari doprinos na tom polju. Izbor je pao na razmatranje pitanja konvergencije
funkcionalnih nizova, jer su oni veoma pogodan, sa stanovista mogucénosti vizuelne
obrade teme, primer apstraktnijeg pojma familije funkcija. Sve klju¢ne ideje, koje
se kasnije mogu translirati na apstraktnije i manje vizuelno dostupne tipove familija

funkcija, mogu se adekvatno graficki predstaviti na primeru funkcionalnih nizova.
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