YHUBEP3UTET Y BEOI'PAJTY
MATEMATHUYKU ®AKVIITET

IIpo0JuieMcKH 3a1a4 0 MOJJMHOMUMA HA
MATEeMATHYKUM TAKMHYEeHUMA
CpeA0IIK0JIAIA

MACTEP PA]]

IIpodecop: np I'opan Bankopuh Crynent: Harama hypunn 1117/2020

beorpan, 2022.



HpO6J’IeMCKI/I 3aaly O NOJJMHOMHMMA HAa MATCMATUYKHUM TaKMHUYCHUMa CPEAHONIIKOIaa

IHPEAT'OBOP

VY oBoMm pany hemo ce yno3Hatu ca 0a3MYHHM I10JMOBHMA, KOjU C€ THUY IOJHMHOMA,
OJTHOCHO, TMOKymahy Ja jeJHUM JIpYradujuM MPHUCTYIIOM HPUOIMKHM CBAaKOME KO Oyze Ipiao
OBaj TEKCT Y pyKaMa OCHOBHE OIlepallrje KOje ce KOpUCTEe y paxy ¢ moauHoMuMma. Takohe Omx
)KeJiena Ja u3pa3uM Hajay ja hie 0BO ITHBO OMTH OJ1 KOPUCTHU CPEAHOIIKOJIIMMA U TAJICHTOBAHUM
VYCHUIIMMA, KOjUMa je TPBEHCTBEHO HAMEHEHO, Al Takohe OWUTH W 3aHUMJBUB YBHUJ O
MOJIMHOMUMA KOJIETaMa, HapO4YMTO OHMMAa KOJU TEK 3allouydiby aBaHTYpy IOJAydaBama U
HpI/I6J'[I/I)KaBaH)a HUCTUX aJIlyMHHUMaA.

Pax je opraHu3ammoHO TOJE/EH HA TET JeioBa. Y TPBOM JIeNy je KpaTak OCBPT Ha
BpEMEHa y KojuMa Cy TIoYelia TakMUYemha y Hallo] 3eMJbU y opraHusanuju Jlpymrsa
Maremarnuapa CpOuje, ka0 ¥ ToceOHM MOJIENIM TPHUCTYINA YUCHHUIIMMA KOJU Cy 3aMHTEPECOBaHU
3a ydenrha Ha UCTUM, Tj. Y KPATKHM I[pTama Cy H3JI0KEHe IICUXOJIONIKE U TIe/IaroIlIKe OCHOBE pajia
Ca TAJICHTOBAHHUM YYCHHIHMMA 3a MaTCMAaTUKY.

VY npyrom neny ce yBOAM I0jaM MOJIHMHOMA.

s Tpeher nena je na ce capianajy omneparyje 3a paja ca MoJMHOMHUMA, aJlaTh KOjU HaM
KOPHCTE 32 pelIaBamke 3aaTaKa.

UerBpTHu neo ce 6aBu  (aktopuzanujom nosmHoMa, OCHOBHUM CTaBOM airedpe, Kao u
yIIO3HaBamkeM ca BujeroBUM mpaBmiMMa, Kojd MMajy W3Y3eTHY NMPHMEHY W 3acCTYIJbCHOCT Ha
TaKMHUYCHUMA.

[Tera nenmHa caapKu 3a/1aTKE ca TAKMUAYEHA.

YacT Mu je 1a u3pa3uM JyO0OKY 3aXBaTHOCT MOJUM POJUTEIbUMA, KOJU CY TOKOM II€JI0T MOT
IIKOJIOBama OMIIM OHAj (pakTOp KOjU MU je JaBao Berap y Jieha u omoryhaBao /1a CBaku CTENEHUK
Ka BpXy Oyze crabuiaH ¥ CUTYpaH B 'y QYHKIHJH IITO YCIIENTHU]ET 3aBpIlIeTKa 3a104eToT.

Bbuma npuapyxyjem cBor cynpyra, Hemamy, MOjy CUTypHY JIYKy y CBAKOM TPEHY, Ydja
Oe3pe3epBHA MOJAPIIKA HE M30CTaje HUJEIHE CEKYHJIE M KOJH j& CBOJUM MPUCYCTBOM YIOTITYHHO
0Baj “KpyT JXMBOTA”, Yy IIEHTPY ca HamoM hepkom, Aypopom, Ha KOjy caMO jellaH IOTJIea Jaje
CHAary W BOJbY 3a BHUIIIE U 00JbE.

Taxole, BenuKy 3aXBaJHOCT JYT'YjeM U Kojerama, npujaresbumMa, MEHTOpY M WIaHOBHMa
KOMHUCH]€, CBUM JbyJMMa KOJU CY Y MOM JKUBOTY, [IPU YEMY j€ CBAKO Ha CBOj HAUMH J1a0 U3BECTaH
JOIIPUHOC, YECTO U HE 3Hajyhu, 3a CBaKu MOj HAIllop U HEU30CTaBaH ycIeX KOjH je IOTOM YCIIEIHO.
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HpO6J’IeMCKI/I 3aaly O NOJJMHOMHMMA HAa MATCMATUYKHUM TaKMHUYCHUMa CPEAHONIIKOIaa

1. YBOJA

Mu nuxao ne nocmajemo mamemamuuapu, 4ax u ako Hay4umo cee myhe ookase, ako Hawl ym
HUje ocnocobmen 0a CamoCmanio peulasa nocmasbene npooieme.
Pene [Iexapr

OmnTe je MO3HATO J1a MaTeMaTHKa UTpa BaXKHY YJIOTY y TOME Kako he mojeuHan pemuTa
pasnuuuTe IpobsieMe TMOCIOBHOT U JPYIITBEHOT )KMBOTA. Bepyje ce ha akTHBHO aHTaXOBambe
yUeHHKa y MaTeMaTHYKUM HJejamMa, JOBOAM 10 pa3Boja cCHenu(pUIHUX CIIOCOOHOCTH W
UICHTHUTETA.

OBaj paj je OCMMIIJBLEH Ka0 U3BECHA BpcTa MoMohu y mpunpeMu ydeHuKa 3a MaTeMaTu4Ka
TaKMHYCHA, Ka0 U Yy pady C€a TAJICHTOBHHUM YYCHUIIMMA. Ha rotoBo cBMM TakMHYEHHNMa H3
MaTeMartuke, y 00sactu anredpe, jaBibajy ce 3aal Wik mpoodiieMu u3 00JacTu MOJIMHOMA.

Hume pama je mpencraB/bake MOJMHOMA Ha 3aHMMJBMB M IMPHJEMUYUB HAauMH KOjU he
JOJJaTHO MOTHMBHCATH W AHTaXOBAaTH Y4YEHUKE, a HEKE CBOJUM JpyradujuM, HHOBAaTUBHUM
MPUCTYIIOM U TIO MPBU YT 3aUHTEPECOBATH 32 TAKMHUUCHE.

[TomuHOMM ce mpoBIade Kpo3 MHOTE T'paHe MaTeMaTHKE. JeHa oJ] IPBUX CTBApH, Koja je
Hay4yeHa B€3aHO 3a T€OMETpH]y, je MOBPIIMHA KBaIpaTa, yija je popmysa MoJIUHOM, Ka0 U MHOTE
apyre GopMyse 3a MOBpUIMHY U 3anpeMuHy. DyHKIMje KOje YMHE HEeKe peajHe KOHCTAaHTe U
MIPOMEHJbMBA Cy IMOJMHOMH, & HHXOBa MPUMEHA je IIMPOKa, Ma CBE HOBO IITO CE€ HAy4YHd O
moJMHOMHUMa Ouhe 01 KOPUCTH 3a TpakeHhe HOBUX HAUMHA 3a PElIaBamke MOjeIMHNUX 3a1aTaKa.
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2. TAKMHUYEIHA

2.1. MaTeMaTH4YKa TAKMUYewha cpeamomkoaana 'y Cpouju

[IpBa maremarnuka Takmuuema y CpOuju y opranmsauuju JlpymrTBa mMaTemarudapa
CpOuje: mIKOJICKO, OMITHHCKO, OKPYKHO U PEIy0IndKo, 0JIpikaBajy ce oa 1958. romune.

[IpBo CaBe3no takmuueme CDPJ onprxkano je 1960. roqune y beorpanmy, Tama camo 3a
YUYEHHKE CTapHUjuX paspesa cpeamux mkoiia. [IpBu u npyru paspen cy ykibydenu 1970., o1HOCHO
1974. romuue. Exumna 3a melhyHapoana TtakmMudema ojapehuBana je Ha ocHoBy CaBe3HOT, a 1O
MOTpedU T0JaTHOT U30OPHOT TaKMUYEHa, T3B. Mane onmumnujane. Ox 1999. roguHe TakMuuema
Cy mojieJbeHa Ha A (YYCHHIIM MaTeMaTHYKUX IIKoia/onesbewma) u b kareropujy (octamm). Ox
2007. ronune CaBe3HO W H300pPHO TakKMHUYEHE 3aMemeHH cy CprckoM MaTeMaTHYKOM
oymmmMnujaoM. JlonaTHo 300pHO TaKMHUUEH:E j€ TOHOBO yBeaeHo 2017. roaune.

Marematnuka TakMUYeHa MOMaxy Yy pa3BHjalby aHaJIUTHUKOI pasMulllbama. Ha
TaKMHUYEHUMa C€ I0jaBJby]y 3aHUMJBMBU M HECTaHAAPAHU 3a/lalld KOjU MOpEe] MaTeMaTUYKOT
oOpa3oBama 3axTeBajy M KpeaTuBHOCT. [loHekan cy To mpaBu Manu HaydHH pajgosu. Hajsap,
npunpeMe U ydenihe Ha TaKMHUYEHUMa MPECTaBJbajy 3a0aBy U M3a30B KaKaB peJOBHA HacTaBa
HUJe y MOTYhHOCTH J1a IPUYILTH.

Kaxo je pexao uwyBenn matemaruuap Llopur [lospa:,,... m pu HaQjCKPOMHUJEM 3a/1aTKy, aKO
OH OyIM WHTEpecoBame, ako Mokpehe MTOBUTIBMBOCT, M aKO T'a YUEHHK pellaBa COICTBEHHM
cHarama, nokuBehe HameTocT u Tpujymd npoHamazada. TakBU JOKHUBIbAJU Yy MEPUOTY KOJH je
MPHUCTYIAYaH YTHCIMMA MOTY CTBOPUTH CKJIOHOCT Ka YMHOM pajy U YTUCHYTH JOKHBOTHH yX U
KapakTep. ...Jep, OKycH Ju jeJTHOM paJiocT y MaTeMaTuIld, Hehe je mako 3a00paBuTH...”
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2.2. IlcuxoJiolIKe OCHOBE paia ca 1apoOBUTHM YY€HUIIUMA

Jla Ou ce m3Bena MeTOIUYKA TpaHCcOpMaIHja caapkaja pajaa, HEONMXOAHO je TIO3HABAE
MHTEJICKTYyAIHUX KapaKTePUCTHKA YYCHHKAa IIOCMATPaHOI y3pacTa, KOME je MeTOIHYKa
TpaHc(hopMaIija HaMebeHa.

2.2.1. Oniure MHTEIEKTYaTHEe KAPpAKTePUCTHKE ajoJieciieHaTa

Jo6a anonecnenyje, y3pact o 14 no 18 roauna, je 700a HarjaoOT UHTENEKTYAIHOT pa3Boja
CBaKOT TIOjeIMHIIA U TIPEJICTAaBJba M3y3€THO BayKaH MEPUO/I.

Ha ocHoBy uctpaxkuBama, 100HjeH je pe3yaTaT Ja Ce€ MUILBEHE a0JecIieHaTa pa3IuKyje
0J1 MHUIIJbEH-a JIeTeTa. AJIOJIECIIEHT je Yy CTamy Ja TpaJd CHCTEeME U TEopHje, y CTamy je 1a
(dhopmupa cBoje MUIIIJbEHE U TEOPHjE, YeCTO HEeBelTe U HeopurnHaiaHe. OBO je 3Ha4ajHO jep ce
aJI0JIECIIEHT yKJama y CBET ojapaciux. To je 3a mera OWTHO jep moBehaBa MOTHMBHCAHOCT 3a
CTUIIalb€ HOBUX 3Hamka M KOHCTPYKIM]y HOBUX TeopHja. [Iporec mcrpaxknBama Tpeba Ha CBe
HayWHE TMOJICTUIATH, YTHYYhH Ja c€ XaOTUYHOCT KOja je KapaKTepUCTHYHA 3a OBa] MEPHUO]I,
yCMepH Ka CHCTEMaTHYHOCTH. Y OBOM IIEpHOTy 3paXKEHA je TeXKba Jia ce YAPYXKY]y ca CIMIHIMA
ceOwu, Ima ce Tako CTBapajy akKIMOHE U JIMCKYCHOHE TPpyIe, TO oMoryhaBa TUMCKHU paj.

VY noba agosnecuieHIyje, ma ¥ paHuje, YIeHUK je Croco0aH J1a pa3MHUIILJba aliCTPAKTHO, Ja
MOCTaBJba XUIIOTE3€, Ja JOTHYKU HCIpaBHO 3akibydyje. [locnme merHaecte roiwHe, MIIAAH Cy
WHTEKTYaJTHO CIOCOOHU Ja ca JeAyKIMje JOKaTHOT KapakTepa mnpely Ha CTpOro AeTyKTHBHO U
AKCOMAaTCKO MUIILJBEHHE.

2.2.2. uTelieKTya/IHe KAPAKTEPUCTHKE JAPOBUTHX YYeHUKA

Batnep u Bpen y cBojoj kmu3u ,,HactaBa MaTemaruke y cpenmoj mkonu” [10] maBone
OTIITE U MoceOHe 0COOMHE KOje TOCeny]y YUCHHUIIN HaJapeHU 3a MaTEMaTHKY.

Omnute ocoOMHE yYeHHKA:

¢ bp3o mpasu aconyjanuje

e bp30 yoyaBa CIMYHOCTH U pa3inKe

e 1I3BpcHO namheme, 60raT peYHHK, IUPOK PACTIOH MAKEHE

e lIMa BHCOKY CIIOCOOHOCT yuema, CIeH CBOja MHTEPECOBamba ca OTPOMHOM E€HEpPrujoM H
MOKPETaYKOM CHarom

e (CBoje c1000/1HO BpeMe KOPUCTH IPOTyKTUBHO

CnenuduuHe ocoOMHE yUeHUKa:

e bp30 youaBa airopuT™Me U y)KUBa y pasMHILIbakby U YOIIITABAY
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e PenatuBHO nako kiacuukyje moceOHEe ciaydyajeBe Kao crenuuyHe CirydajeBe OMIITHX
cUTyanuja

e Moe J1a mpaTu Ayre HU30BE PE30HOBama, YecTo npeasubajyhu u najyhu cBoj nonpuHoc

e Yecro nocraBspa CyIITUHCKA IUTamba

e Moske J1a ynTa MaTeMAaTHUYKY JTUTEPATypy KOja je UCIpe]] TpajrBa 3a CBOj pa3pel

e YecTo je HECTPIUBKB ca yBEXKOABAKEM H JIeTaJbuMa 3a KOje cMaTpa J1a Cy HEeBaXKHH

e CrocoOHOCT MpoHaNlaXKekha OPUTHHATHIX ITOCTYIIaKa 3a peraBambe mpoodiemMa

e JIOCEeTJBHMBOCT JIa C€ je[]aH 3a/1aTaK PEeIly Ha JBa WM BHUIIE PA3TMUYUTHX HAYMHA

¢  VYIOPHOCT, CTPIJBMBOCT U UCTPAJHOCT y pajly KaJ pelieHhe HUje Ha BUIUKY

e (CnocoOHOCT aHaIM3€ M CUHTE3€, CIelMjaln3alyje U reHepaan3anyje, kiacupukanuje u
aTniCTpaKInje

Jla 6u nere OWIO YCIEIIHO, TOPEN WHTENEKTYaTHUX CIIOCOOHOCTH, TOJJEIHAKO j€ BaKHO
MOCeI0Bamk-e BOJbHO-paHUX ocoOuHa. [IpumukomM paga ca OBakKBOM JIEIIOM 00aBE3HO j€ Y JeTHAKO]
MepH pa3BHjaTH WHTEIEKTyalHe, BOJAHE MW pajJHE CIIOCOOHOCTH Kako OW ce JOmIIo JI0
MaKCHMAaJTHUX pe3yiTara.

2.2.3. Ilenaromike 0CHOBE Paja ca 1apOBUTHM Y4eHUIIIMA

Pasmarpajyhu uctpaxkuBama Buiie ayropa llledker ApcnanoBuh y cB0joj KBbU3H ,, ACTIEKTH
MaTeMaTHKE 3a HaJapeHe YUeHUKe CPEamOMKOICKor y3pacta” [11] nHaBoam 16 HezaoOmmasHuX
KOMITOHEHTH KOj€ YHHE OCHOBY JOOPOT pajia ca JapOBUTUM YUYEHULIUMA!

e Kpanureran MmaTeMaTUyKu CaJpxKaj

[IpeuusHo mianupame TemMa Koje Cy JOTHYKH U MaTeMaTHYKHU MOBE3aHe paau yIHHKA Tj.
OUYEKHMBAHMX PE3yJITaTa.

e lcmpaBaH nenarouiky NpucTyIl

O6nauuM u Merojzie, KOjU ce KOPUCTE y pajly ca JapOBUTHM y4YEHHULMMa, MOpajy OUTH
NaXJbUBO 0/1a0paHM U IITO Pa3HOBPCHUJH, Y CKJIaJy ca MaTEMAaTHUYKHUM CaJipyKajeM Ha KOju
ce npuMmemyje. He cme ce 3aHeMapuTH 1 YMIHEHULIA J1a YYEHUIIM YTUUYY Ha IIpodecopa ITo
YMHU Ja paJl ca JApOBUTHUM YUYEHHUIIMMA Oyze jelaH HHTepaKTHUBaH Ipoliec.

e CnocobHoct npodecopa
Jenan o1 OCHOBHMX ycJIOBa pajia ca MIIaIMM MaTeMaTHyapuma je nmpodecop Koju je 106ap

METOoAn4Yap, NOo3HaBajiall ICUXOJIOMKUX U NTEAArOINKUX OCHOBA, KAKO HACTABEC, TAKO U palla
Ca TAJICHTOBAHUM Y4YCHUIIUMA.
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e VYcMepeHOCT Ha pellaBame polieMa U IpUMeHe

Kaxo ce »HBOT CBOAM Ha pemIaBame IpodiaeMa, o/l H3y3eTHOT 3Hadaja je a ce YYCHUIH
ocrioco0e 3a To, Kao U Ja CTEKHY 3Ha4ajHO METOJIOJIONIKO UCKYCTBO 32 pellaBame HOBHX
npobsiemMa ¥ IpUMEHY Hay4eHOT.

e YCMEpEeHOCT Ka BULIMM HUBOMMA MUILJbEHA
3HayajHa KapuKa y pady ca TaJeHTOBAaHHM YYCHHIIMMA PaJi IMOCTABJbalba BHUIIET IIHJbA,
paay HOBUX pe3yiaTara u oTKpuha.

e JloOpa KOMyHHUKAITM]CKA BEIITHHA

OgBa BemTHHA je jeaH O]l OMTHUX YCJIOBa 3a YUY€H€ MaTeMaTuKe, Ja OW yueHUln Ouiu
CIIOCOOHM J]a YMTajy W MHILY, TOBOpE M MHUCJIE Kao mMareMaruyapu, moryhe je jeauHo
n100poM KoMyHUKaI#joM u3Mely mpodecopa u yueHuka, ajau U peamnijoM yIeHUK yIeHHUK.
CaBpemeHa cpeJcTBa KOMYHUKallMje, y MPBOM peay HWHTEpHET, Jo0pa cy momoh, mpu
ocrnioco0JbaBaky JApOBUTHX YUEHHKA 3a MAaTeMaTHYKO KOMYHUIUpame, ald u
KOMYITUPAHE YOIIIITE.

e BemrnHa yuema 1 pajiHe HaBHUKE
[ToxpasymeBa ce 1a JApOBUTH YUEHUIIH MTOCETY]y BUIIHA HUBO CIIOCOOHOCTH yUeHa U TO j&
MOTPeOHO pa3BUjaTH, TOJCTUIIATH W YycaBpmaBaTd. [loceOHY maxkmy NOTpeOHO je
MMOCBETUTH J00POj OpraHU3aIMju ydewma MU CJIO0OJHOT BpEMEHAa y IWJbY pa3BHjamba
OJITOBOPHOCTH IPEMa COTICTBEHUM 00aBe3ama.

e VuauBuayaiHe pasziuke
TaneHToBaHMM MITAMM MaTeMaTHYapuMa Tpeda NMPYKU MOJPIIKY u moMoh aa npoHaly

cebe Kako y MaTeMaTHYKOM CBETY, TaKO M y CTBAPHOM CBETY, jep Tpeba BOJUTH payyHa O
COILIMjaJTHOM CTaTyCy TAaKBUX YUEHHUKa, a OM U3paciu y yCIelIHe JbYe.

o [Iloactuname Kp€aTUBHOCTHU

Wucnupucatu fa Hajlaze HOBE UEje, PelleHa, J1a UCKa3yjy CBOje YTHCKE, Jja UCTPaxXYy]y,
EKCIIPUMEHTHITY.

e [lomohna cpeactBa
ITomohHa cpezcTBa 3a yuewe (MareMaTHyKa JIUTEpaTypa, YaCOMUCH, KOMIJYTepH, paauo,

TeJ'IeBI/IBI/Ija, mraMiia 1 OCTajla CPEACTBaA KOMYHI/IKaHI/Ije) Cy HCU30CTaBHA KO I[06p0
IUIaHHUPAHOT Yaca Cca TAJICHTOBAHUM YUYCHHUIIUMA.
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e Uurterpamuja caapxkaja

[loBe3aHOCT MaTeMaTHYKHUX Cajpkaja, ajdd W HWHTErpandja ca JIPYrdM HaCTaBHUM
IpeaMETUMA.

e [Inanupame u pas3Boj

[Iporpam pama mMopa OUTH pa3BOjHM M YCMEPEH Ka OTKpHBalmby HOBHX IOTEHIIHjasa
TaJeHTOBaHUX yueHuka. [lnan tpeba aa caapxu nedrHrcame HACTaBHUX Ca/ipKaja.

e [lpomnena peanuzanuje miaxHa
[Iponena peanuzaiyje miaHa y CMHUCITY AMHAMUKE W KBAJUTETA j€ jelaH KOHTHHYHUPAHU
3a/IaTak y paay ca MIIQJIUM MaTeMaThdapuma jep Taj mporec o00e30ehyje eduracan
Harpezak, Te je moTpedHo 1a Metoae nmpahema Oy1y pa3HOBpPCHE.

e bpura 3a yuyeHUKe
OBa KOMITOHEHTa jeé HEM30CTaBHA, MPodecopr KOjU paje ca AAPOBHTOM JACIIOM MOPaAjy
MMaTH pa3yMeBama 3a BUXOBE MHAUBUAYATHE TOTpede U mpobieme. Jeman o musbeBa je
3allTUTa O] IPYIITBEHE U30JIalije U UCKJbYUYHBO yCMEpaBamke CaMO Ha MaTeMAaTUKY.

e  MoOumHOCT U JIEKCHOMIIHOCT TTporpama

[ToTnyna cino6oaa ydenrha cBakor JapOBUTOT YIEHHUKA Y OKBUPY MJIAHUPAHUX aKTUBHOCTHU
U TIpOLEAypa U U3BAH HUX.

e Craryc nporpama 3a paj ca JapoOBUTOM JIELIOM
Y4yeHuMMa U HaCTaBHUIMMA j€ BEOMa Ba)KHO Jla OBaj Mporpam Oyje ycrheliaH, 3aT0 UM

Tpe6a NPpY>XXUTU HMAHCY Oda TO U OCTBApC yqemheM Ha TaKMHU4YCHHUMA, CMOTpama,
KOHKYpCHUMa " CIIMYHO.
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3. HIOJIMHOMM — nepuHunuja 1 0CHOBHE 0COOMHE

Ca mojMoM NOJMHOMA YYSHHIIM Ce TPBH MyT cycpehy y ceaMom paspery OCHOBHE LIKOJIE.
Tanma yanmo hake 1a cy moJIMHOMH MaTeMaTUYKH 00jeKTH CacTaBJLEHH 0] OpOjeBa, IPOMEHIbUBUX
Y 3HAKOBA 3a olepanyje. cabupama, 0Jy3uMama 1 MHOXKema. Tajga ce yBoje u IOjJMOBH MOHOM
(TToTMHOM y YHjeM 3alluCy HeMa orepalirje cabupama U 0y3uMamba), OMHOM (CacToju ce OJ1 1Ba
MOHOMa), TpuHOM (cacToju ce o Tpu MoHoma). Peu OGunom (binomium, binomius, binome,
binomial) je nacrana npBa oj naTuHCKe peun DIS mto 3HauM ABanmyT M pedr NOMEN IITO 3HAYH
ume. [Ipedukc MOHO - BOJIM TIOPEKIIO OJ] TPUKEe pPedrd MONOS - jeaaH, JeAuHu. Y CIO0XKEHO] pedun
O3HayaBa jeJlaH, JeJHO, JEAUHCTBEHO, caMo. [Ipedukc momu - BoaM MOPEKIO OJ IPUKe peuu 3a
MHOTO, a Kao JIe0 CIJIOKEHHIIE TPEICTaB/ba MHOIITBO, BHIIECTPYKOCT OHOTA INTO je MCKa3aHO
JPYTUM JIEJIOM PEYH.

®pancoa Bujer (1540 - 1603), ppaniycku maremMaTHyap KOjH je yIapHo TeMeJbe Pa3Bojy
anrebpe, MpBH je ynorpeduo u3pas nonmuaom (polynomial). On je momynapu3oBao yBoheme cioBa
y 70 TaJia peTopHuKy anredpy (e cy npobiieMu U peliemha 1aTd peurMa) i CUHKOIIATCKY alredpy
(Tme ce mojenMHU MOJMOBH M OTEpaIlfje 03HavyaBajy ckpahenuiama).

®pancoa Bujer 1540 — 1603

HMepunnumja. [Ipcren je cTpykTypa y K0joj cy neduHucaHe ABE acollMjaTUBHE omepanuje + u -,
[I0Be3aHe JUCTPUOYTUBHUM 3aKOHOM OIlepaliyje * mpemMa onepauuju +. 3a cabupame BaKu joul U
KOMYTaTUBHHU 33aKOH.

[Toctoju Heyrpanuu enemenT 0 € K TakaB na je x + 0 = x, 3acBe x € K. 3a cBako x € K nocroju
cynporhu enement x' € K takas na Baxu x + x' = 0.

Jepununmja. ITosbe je mpcTeH y KojeM MOCTOje HEYTPAIHU U MHBEP3HU €JIEMEHT U 3a Ollepalujy
*, Ka0 U KOMYTaTUBHOCT MHOKEHA.
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CBako 1oJbe je yjeTHO U MPCTEH, 0OPHYTO HE BAXKU.

Y HaCTaBKYy K o3Hnauasa INPCTCH LECIUX, pPAalMOHATIHHUX, PCATHHUX HWJIN KOMINICKCHHUX
OpojeBa (YKOJIMKO HHUje MOCEeOHO HariameHo mnojapasymeBa ce jga je K mosbe KoMIUIeKCHUX
OpojeBa).

Hedunuumja. /lorunom no npomensusoj x nao npcmenom K je uzpas
n

P(x) =ax"+ap_x" 1+ +ax+a,= Z agxk
k=0
npu uemy jen € Ny u ag,aq,++,a, € K. Axo je a, # 0 6poj n ce nazuea cmeneHom noauHoma
P(x), cabupax a,x™ ce nazueéa najcmapujum uiaHoM mo2 NOIUHOMA, CADUPaK Ay CLOOOOHUM, d
Koepuyujenm a, najcmapujum koegpuyujenmom. Osnaxa 3a cmenen:n = deg{P(x)}.

Ipumep. P(x) = 4x3 + 3x?> —5x + 7
» OBaj IOJIMHOM je CTeleHa 3, HajcTapHju KoeHIHjeHT je 4, CIIO00THY WwiaH je 7.

Ilpumep. 3a cBE MOTUHOME BaXKH

» Ci000IHY YiIaH ce Jo0uja KajJ ymecTo X ctaBuMo 0
P(0)=4-03+3-02=5-0+7=7-P(0)=7
P(x) =a,x"+ ap_1x" 1+ -+ a;x+ay — P(0) =aqa,
» ako ymecto x craBumo 1 umamo P(1) = a, + a4 + -+ + a; + ay.

IMonuuom P(x) je HopMupaH (MOHHMYAH) aKO M CaMo ako d, = 1.

IMomuroM 0 - x™ + 0-x™""1 + -+ 0-x + 0 je Hyna-MOJIUHOM, @ CTEIIEH TOT MOJMHOMA j& — 0O,

Teopema. Axo je K[x] ckyn ceux noaunoma no x nao npcmenom K, onoa je (K[x],+,”) ucmo
npcmen. Taj npcmen je

®  KOMYymamueaw
® ca jeouHuyom
® 0Oe3 denumesna Hye

axo u K nocedyje oozosapajyhe ceojcmeo.
okas.

Cabupame ¥ MHOXEHE Cy YHYTpAlllihe, KOMyTaTUBHE W acolujaTuBHE omneparuje. O6e
oreparije cy acolujaTUBHE, a BaKH U TUCTPUOYTHBHOCT. HeyTpaiHu eneMeHT 3a cabupame je
HYJIa-TTOJIMHOM, a CyIpoTHH noymHoM 3a P(x) je —P(x) := —ay — a;x — -+ — a,x™.

U3 nepuHuIMje MHOKERA CIIEIM 1A C€ KOMYTaTUBHOCT npeHocu ca K Ha K[x], kao u na
je jenuuuna u3 K(ako mocToju) HEYTPAIHH eIEMEHT 3a MHOKeme ¥ K [x].
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Ako y K nema nenutessa uysie u P(x),Q(x) cy He-Hy/Ia MOJMHOMH, OHJIA HU TTOJUHOM
P(x) Q(x) nuje myna moauuoM. 3aucra, ako ¢y P(x) 1 Q(x) pemoM creneHa m v n, oHIa Cy
oarosapajyhu koedunujeHTH a,, u b, pa3auuuTH 01 HyJE. 3aTO MPOU3BOI A, b, HUjEe HyNIa, Ta
je crenen nmoymuoMa P(x) Q(x) 6poj mn. m

Heka je P(x) = apx™ + ap_1x" 14+ 4+ ayx+ag u Q(x) = bpx™ + by x™ 1+ +
byx + by. Homuuomu P(x) u Q(x) cy ,,hopManno” jeJHAKH aKO Cy UCTOT CTENEHA U aKo je d, =
b, 3a cee n, 0 < n < degP(x). C npyre crpane, momuaomu P(x) u Q(x) cy ,,QyHKIMOHAIHO”
jeIHaKu aKo 3a cBe BpeaHOCTH npoMmensbrBe Baxku P(x) = Q(x). Mcnocrasiba ce 1a Cy OBe 1BE
neunummje jenqaakocTH (y ciydajy npcrena Z, Q, R iy C) exkBuBanieHTHE, Tj. IBa IOJUHOMA CY
,,(POPMaITHO™ jeTHAKK aKO M CaMo aKo CY ,,yHKIIMOHATHO ’ jeTHAKH.

Canma hemo mpukaszaTH joIl jeJlaH Ha4yMH, €KBUBAJCHTAH MPETXOJHOM, /1a YBEIEMO MOJHMHOME.
Hcnocrapba ce 1a je oBaj HAUMH MOTOHU]U 32 AePUHUCAHE OTIEpallfja ca MOJIMHOMUMA.

byayhu na nonunoMm onpel)yjy meroBu KoeQUIMjeHTH U3 IPCTEHA, OH ce Ae(PUHUILIE Kao
Hu3 Ha caenehn HaywmH.

Hexka je K xomyratuBaH npcTeH ca jeauaunoMm. Hus (aq, aq,++,ay, 0,0,+-+) Hag K xoju
“Ma caMO KOHAYHO MHOTO He-HyJIa eleMeHara je moiauaoM Haa K. Ako je (ag, aq,++,a,,0,0,+++)
MIOJINHOM U @, j€ €JIEeMEHT ca HajBehuM MHIEKCOM KOjHU je Pa3IMyuT O] HyJle, OHJa Ce Taj UHIEKC
N Ha3WBa CTEIeH MOJIMHOMA. /[Ba MoMHOMA Cy jeTHaKa aKo UM CE PEeJIOM TOKJIaajy YWIaHOBH.
Ckyn noinuroMa Haj K o3nauasa ce ca K[x] .
OBakBU HM30BU Cce cabupajy U MHOXKE 0 KOOpIHaTama
(ag,aq,ay,,am,0,+++) + (bg, by, by, *++, by, 0,++): = (apg+by, a;+by, ay+by )

(ag,as,as =+) - (by, by, by =) = (Co,€1,Ca,*++) TAC j€ Cii = Apby + A1bj_1 + -+ + ayby.

3a a € K, nomuaom (a,0,0,---) o3nauasa ce ca a. 3a nomuaom (0,a,0,0,--+) yBoau ce o3HaKa
ax, nomuom (0,0,a,0,0,--+) npeacrasiba ax?, ur.

Bynyhu na K uma jenununy, y ckiany ca nperxoxauM je x: = (0,1,0,0, --+ ). Onatie ce nobuja

x-x=x2=(00,1,0,--), x3=(0,0,0,1,0,-~-) wuTa. BenuuuHa X U HEHHU CTENEHH Cy JaKIe
camo monuHOMH. Tako je

— n
(ag,aq,az,+++,ay,0,:+) =ag +ayx + -+ a,x
1 J0OHjeH je MOJIMHOM MpeMa MOYEeTHO) NeUHUIU]H.
OBakaB HauuH Ae(uHNUCaka TOJTUHOMA MO3HAT je Kao anredapcka AeGuHUIIMja MOIMHOMA.

ITonuaoMm
P(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ a;x + aq

u3 K[x], rae je K npcren, onpehyje monmHoMHy QyHKIH]y, MpecinkaBame fi: K — K,
nedunucano Ha cnenehu HauMH:

3acBako b € R,

(D) = apb™ + ay_ 1" 4+ -+ ayb + a,.
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YobuuajeHo je ma ce GyHKuMja f,, 03HaYaBa MCTO Ka0 M MOJNMHOM, fakie ca P(x). Ympkoc ucroj
O3HAIlY, TOJIMHOMHA (DYHKIIM]ja U MTOJIMHOM CY JIB€ Pa3IMuUTe CTBAPH, jep je OBaj 1o JAeUHHULIU]I
camo popmasHu u3pas.

3.1.1. Ksaapat 6mHOMAa

Kana je peu o monmHOMUMA, Y HACTABU MaTeMaTHKE MOCTOje IBe (popMylie Koje ce 4ecTo
Kopucte Gopmyna 3a KBaapaT OmHOMa U GopMysia 3a pa3nuKy kBajapara. [I[pumemyjyhu 3Hame o
MOJITHOMHUMa C€ U3BOJIE.

(a+b)>=(a+b) (a+b)
(a+b))=a-a+ab+b-a+b-b
(a+b)? = a? + 2ab + b2.

KBagpar 6uHOMa jenHak je 30upy KBaapara MpBOT YiaHa, TBOCTPYKOM MPOU3BOIY MIPBOT
U JpYror WiaHa U KBajpara APYyror 4iaHa.

a b

b ab b’ b

a a- ab a

a+b

Kaza ce nocMaTpa noBpIInHa BEITUKOT KBajJpaTa, lerope crpanuie cy a + b. Iloppmmnna
KBaJ[paTa ce MOXK€ [OCMAaTpaTH M Kao 30Mp JBe MOBPIIMHE KBajpaTa jelaH CTpaHHLEe a APYrH
CTpaHMIIe b U JIBa MPaBOYraoHHUKa yuje cy cTpaHule a u b. Onatie cnenu ¢popmyra 3a KBaapar
O6uHOMa a + b. AHaNOTHO ce reOMEeTPUjCKH JIoKa3yje popMmyra 3a KBaJapar ouHoma a — b.
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Ipumep. Onpenutu kBaapaT Ounoma B ako je B = 2m + 5n.

Ha ocnoBy popmyne (2m + 5n)2 = (2m)? + 2 - 2m - 5n + (5n)?, 1j.

(2m + 5n)? = 4m? + 20mn + 25n2.

dopmyia 3a kajpar pasiuke 6unoma (a — b)2 = (a — b) - (a — b)
(a—b))=a-a—a*b—b-a+b-b

(a — b)? = a? — 2ab + b?.

Ilpumep. Onpenutn kBagpat 6uHoma R ako je R = 7n — 3.

Ha ocnoBy popmyine (7n —3)? = (7n)? —2-7n-3 + 32, 1j.

(7n—3)%2 =49n? —42n +09.

3.1.2. Pa3nuka kBajgpata

Paznuka kBagpara 1Ba MOHOMA je/THAKa j€ IPOU3BOAY HUXOBOT 30Mpa M pa3JIMKe U TJIacu

a’? —b?> =(a—b)(a+Db).

a

b b
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[TocMaTpajMo reOMETPHMjCKY MHTEpIpeTanujy oBor mojMa. Heka je a? moBpmmHa KBajapara
crpanuue a ¥ b? nospmmHa kBajgpara cTpaHmue b, u Heka je a > b. Ham 3amarak je na
OJIpeIMMO pa3JIMKy MOBPIITUHA OBa JBa KBaapaTa. Ca ciuke ce BUIM Ja je OHA jeJJHaKa JBOCTPYKO]
MOBPILUHM TPABOYIJIOT Tpare3a 4uje Cy OCHOBUIIC a U b, a BUCMHA a — b. YKianameM Ta JiBa
Tparnesa, 1001MjaMo MpaBOyraoHMK 4YHje Cy CTpanule a +b ua — b.

[Topen reomerpujcke UHTEpIIpeTaiuje, GopMmylia 3a u3pas paszirKe KBajpara MOXKe ce JJOKa3aTH U
MaTEMaTHYKH, MHOXCILEM IBa OonHoMma:

(a—b)(a+b) =a®?—ab+ab— b? =a?—b>.

Ipumep. @opmyna 3a pa3uKy KBaJpaTa MOKE OJIAaKIIaTH pauyHamhe HEKHX OpOjeBHUX U3pa3a

15-25= (20 —5)(20 + 5) = 202 — 52 = 400 — 25 = 375.

3.1.3. 306mp u pazauka KyooBa

[Topen jemnakocTu 3a pa3MKy KBaapara, Mo3Harta je u popmyna 3a 30up u pa3iuKy KyooBa
a® + b3 =(a+b)(a? —ab + b?),
a® — b3 =(a—b)(a? + ab + b?).
Jloka3 ce JIako M3BOIM MPHUMEHOM 3Hamba O MHOXKEHY TIOJIMHOMA.
(a+ b)(a? — ab + b?) = a® — a®?b + ab? + ba? — ab? + b3,

(a + b)(a? — ab + b?) = a® + b3.

(a — b)(a? + ab + b?) = a® + a?b + ab? — ba? — ab? — b3,

(a+b)(a? —ab + b?) = a® - b3.
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3.2. Jle/beme mMoJIHHOMA

Jlesberbe MOJMHOMA C€ BPIIM 0 aJrOPUTMY, KOJH je CIMYaH MOCTYIKY JeJbeha LEInX
OpojeBa, TaKo Ja MOJCETUMO Ce JIeJberba IeNTuX OpojeBa.

2597:19 = 136
=19
69
=57
127
—114
13 — ocraTak
Mo>kemo 3anucaTu

JeJbeHUK ocTaTak

————— = KOJIMYHUK + ——

JeauJar Jeaunarl
2597 13

19 136+E
Wmm 2597 = 19-136 + 13.

Teopema. ([Iesbeme ca octaTkom) 3a ceéaxa osa nonurnoma P(x) v G(x), nao npcmenom K,
maxkea 0a G (x) nuje nyra-noaunom, nocmoje jeouncmeenu noaurnomu Q(x) u R(x) maxeu da je

P(x)=G(x) - Q(x) + R(x)

npu uemy R(x) je nyna-nonunom unu je degR(x) < degG(x) (cmenen nonunoma R(x) mareu 00
cmenena nomunoma G(x)). Honunom Q(x) ce nasusa xomuunuxom, a R(x) ocmamxom npu
oemervy nonunoma P(x) nonunomom G(x).

Jokas3.

Ako je P(x) Hy/a-nmoJjMHOM, WM aKo je cTerneH noauHoMa P(Xx) Mamu 0J1 CTeNeHa MOJIMHOMA
G (x), onya je TBpheme o mocrojamy nommHoma Q(x) u R(x) tauno, jep je
P(x) =G(x)-0+ P(x),
na ynory nosmaoma Q(x) u R(x) wurpajy pemom 0 u P(x).
Heka je m cremen momunoma P(x) = ay + a;x + -+ a,,x™ Behu win jemHak on
crenieHa n noymHoma G(x) = by + b;x + -+ + b, x™. Tana je cTeneH MOJIMHOMA
a
R,(x) =P(x)— b—mxm‘"G(x)
n
MamH 01 m jep ce oa P(x) omysuma Bojehu winan a,, x™. 3aro je ucmyrmeHa jeIHaKoCT
P(x) = G(x) - Q;(x) + Ry (x),

a _ .
—=x™" a crenen nosmHoMa R, (x) mamu o1 crernena nonuaoma P(x). Ako je

rae je Q,(x) = ™ X

Mamkbu 1 0N J0Kas je roTOB, a aKo HI/IjC, Ha aHaJlIoraH Ha4uH CC noxasyje Ja BaXXu
Ri(x) = G(x)Q2(x) + Ry (x),
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rae je cremeH nojmHoMa R,(x) wMamu on cremena moiamHoma R;(x). Hacrassamem oBOr
nesbema 1oouja ce uu3 nomuaoma Ry (x),R,(x),-+  ca omagajyhuM cremneHuMa, CBE IO HEKOT
R, (x) umju je crenen Mamu o crenena n noaunoMa G (x). Ilpu Tome je
Ry—1(x) = G(x)Qr(x) + Ry (x).
W3 npeTxoaHUX jeTHAKOCTH CIICIH
P(x) = G(x) - (Q1(x) + -+ Q(x)) + Ry (x)
na ako je Q(x) = Q;(x) + -+ Qx(x) u R(x) = R,(x) noka3 mpBor jena je rOTOB. 3auCra,
crened noauuHoma R(x) = R, (x) je mamu ox crenena mnoaunoma G(x) wim je R(x) = 0.
[MToTpeOHo je jomr nokaszartu jeaurcTBeHoCT nosmaoMa Q (x) u R(x). [lpernocraBumo na je

P(x) =G(x) Q(x) +R(x) u P(x)=G(x) Q" (x) +R'(x),
npu yemy je crened noaunaoma R(x) u R'(x) mMamu ox crenena nonuaoma G (x).
Cnenu

G(x) Q(x)+R(x) = G(x) Q' (x) + R'(x),
G()(Q(x) —Q'(x)) =R'(x) — R(x).

Crenen nmomuaoma R'(x) — R(x) je mmm 0 winu je mamu ox crenena nojausoma G(x). Cnenu na
nosmeoM Q(x) — Q'(x) Mopa GUTH HyJIa-MOJIMHOM, jep O y IPOTUBHOM CTEINEH MOJIMHOMA Ha
JIECHO] CTPaHM jeIHaKOCTH 6MO Behu WM jeanak of crenena nojauaoma G(x).

Hakne, Q(x) = Q'(x), aomgatne R(x) = R'(x).m

na je

Hepunnuuja. Hexa P(x), G(x) € K[X]. Hoaunom P(x) je demus nomunomom G(x) axo je
ocmamax npu demerwy P(x) ca G(x) jeonax nyna nonunomy u osnauasea ce G(x)|P(x).

Ilpumep. Anroputam ejbeHa C€ MOXKE NPEICTABUTHA OBAKO

(2x?=5x+6):(x—2)=2x—-1

—(2x% — 4x)
—x+6

—(=x+2)
4

KOJIMYHHUK ocTaTak

(2x2—5x+6)=(x—2)- 2x—D+ 24
Moske ce 3ala3uTH Ja Ce Y CBaKOM KOPaKy FOpber Jiesberba 100ujajy nommHomu Qq (x) u Ry (x),

Q,(x) u R,(x), 6amr xao y g0Ka3y MPETXOJHE TEOPEME.
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3.2.1. Bbe3yoB cTaB

BesyoB craB. Ocmamak npu Oesmersy noaunoma P(x) 6unomom (x — a) usnocu P(a), umu
nanucano gopmynrom R(x) = P(a), rae R(x) npedcmaswa ocmamak npu Oemersy nOIUHOMA
P(x) 6unomom (x — a) u nowmo 3namo da ocmamak mMopa GumMu ROIUHOM Yuju je cmenern 6ap
3a jeoan maru 00 CMenena NOAUHOMA Oenuoyd, a CMeneH NOJUHOMA 0eIUOYd y 080M CILVUAjY je
1, cneou oa cmenen norunoma R(x) mooice bumu jeouno 0 mj. R(x) je koncmanma.

[okas.
VY ommTeM ciy4vajy, CHTyaIrujy Kajaa Ou ce IPHINKOM JeJbeha MOJTHHOM P (X) HeKuM
nosmaoMoM Q (x) 10610 koimuHuK G (x) u octatak R(x) MoxeMo 3anucary Ha cieiehu Haunn
P(x)=G(x)-Q(x)+R(x).
V noce6HOM city4ajy, Kana mosuHoM P(x) aennmo 6unomoM (x — a) Tj.kaza je
G(x) = x — a 1o 3ammcyjeMo
P(x)=G(x)-(x—a)+ R(x)
VYBpiITaBameM BPETHOCTH A YMECTO X Y TOPHY JEAHAKOCT J00HjaMO
P(a) =G(a) (a—a)+ R(a)

P(a) = R(a)
A  momro je R(x) xoucranta, camum TaM he R(a) =R(x)ma  ciemm
P(a) = R(x)

u TMe je besyoBa Teopema nokaszaHa.

ol (28

Etjen Besy 1730-1783

Mocaexuua. [omunom P(x) nao npcmenom K je odemwus bunomom (x — a) axo u camo ako
P(a) = 0, a 6poj a ce 306e nyna unu kopex 0amoz HOAUHOMA.

[okas.
(=) IpermocraBumo 1a je momuaoM P(x) mesbus 6uHom (X — @) Taja Baxu

P(x) = (x — a) Q(x), 3a nexu nommnoM Q (x) € K[X], onga P(a) = (a — a) Q(a) 1j.P(a) = 0.
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(<) Hpernocrasumo na je noauaoM P(a) = 0. IIpema nperxoauoj Teopemu R(x) = 0 1j. P(x)
je nesbuB aMHEapHUM OuHoMOM (x — a).

Ipumep. Onpenutu peanan napamerap k tako aa nomusoMm P(x) = x° + kx3 + 3x2 — 2x + 8
Oyze nesbuB ca x + 2.

Oppenumo Hyny OmHOMa X + 2,aTO je x = —2 Tj.a = —2. Jla Ou 1aT MoJTMHOM OMO JIeJbUB
OMHOMOM, HyJ1a OMHOMA je yjeaHo U Hy/a aaTor nojuaoma P(x), Tj.

(=2)°> + k(—=2)3 + 3(—2)2 — 2(—=2) + 8 = 0,0aH0cHO — 8k —8 = 0.Cnenu na je k = —1.

Omnmrruje ox besyoBor craa je ma momuHoM P (x) nespuB je mosmHOMOM Q(X) ako u caMo ako je
cBaka Hy’a @ moiuHOoMa Q(x) yjeaHO W Hyja MoJauHOMa P(X) | IpU TOM pell BUIIECTPYKOCTH
Opoja @ kao Hyne monuHoMa Q(x) Huje BehM 0 HEroBOT pela BUIIESCTPYKOCTH Kao HYJIE
nosimHOMa P ().

Ipumep. He u3Bonehu nememe nokasatu aa je nomunoM P(x) = (x3 — 8)5 + (x? — 4)3 nemus
cax — 2.

Pememe.
Kopucru ce nocnenuna besyoBor ctaBa, Tj. 1a 01 MOJIMHOM

P(x) = (x3 —8)° + (x? — 4)3 6uo nemus ca x — 2, norpedHo je ga P(2) = 0 jep ce u3 x — 2
3aKJbydyje 11a je a = 2.

ITomrro je P(2) = 0.
Cremu na je noausoM P(x) neJbUB MOJMHOMOM X — 2.

Ipumep. 3a xoje n je nonuuom x™ + x — 1 nesbuB ca x2 — x + 1.

1+iV3
.

Pememe. Hysne mommnoma x —x + 1cy g, =

Ako x? —x + 1 genu x™ + x — 1, oupa cy & , Hyse noauHoma x™ + x — 1

1. =1—¢ = ej_l 3aj € {1,2} onakie je 8}”1 = 1. Kako je 8}‘ = 1 akko 6|k onrosop je
= —1(mod 6).

Teopema. [lonrunom je uneepmubunan axko u camo aKo je KOHCMAWmaw U pasiudum oo Hyna-
NOJIUHOMA.

Jlokas. Camo 3a KOHCTaHTaH MOJMHOMA 1 # 0 MOCTOjU APYTH, UCTO KOHCTAHTaH T, Tako Ja je
rr' = 1. Bynyhu na je r € K, 1’ je 0uMTO H€roB MHBEP3HHU €IEMEHAT Y TOM TI0JBY.
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3.2.2. XopHepoBa 1emMa

Enrneckn Marematnuap XOpHEp HampaBUO j€ IIEMY 3a  JEJbEIbE MOJIMHOMA
P(x) = apx™+ a1 x" 1+ +ax+agcax—ec.

Nnejy je no6uo y TeopeMu 0 jeAHAKOCTH JBa moJimHOoMa: [0JIMHOMY Cy HIEHTUYHH aKO U CaMoO
aKo Cy MCTOT CTEIeHA U aKO CYy UM KOC(HIIMJCHTH y3 HCTE CTCIICHE X jEeIHAKU.

Kana nennmo noaunaoM nojmaoMoM P(x) = a,x™ + a,_1x™" 1 + -+ a,x + a, koju je n — ToT
crenena ca x — ¢ gobujamo mommuHoM Q(x) = b, x™ 1 + b,_,x™""% + .-+ b;x + by crenena
n — 1 uocrarakr.

Hamucano gopmynom P(x) = (x — ¢)Q(x) + r. Onartne godujamo P(x) + cQ(x) = xQ(x) +r.

XopHep je mobuo oxapehene dopmyrne cpehuBamem U u3jeaHAUYaBambeM KoedullMjeHata y
MOCJIE/IH0] JETHAKOCTH.

Penom nobujamo b,_1 = a,, by_1 =ay+c-b,, k=1,2,..,.n—1,r =ay+ c-b,.

[IlemaTcku mpukas

a, an_, e a, a,

c | byq by, =apn_q1+c by | ... 'bk_1=ak+c-bk ....... r=ay+c- b,

Ipumep. Tonenntu nomunom P(x) = 2x* — x3 + 3x%2 —4x + 1 cax — 1.

Pememe. U3 nomunoma P(x) = 2x* — x3 + 3x% — 4x + 1 cnenu na je

a, =2
a; =-—1
a, =3
a; = —4
a, =1

Amx—1najec=1.
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XopHepoBa 1meMa

a, as a; a, ag
c b, b, b, b, T
2 -1 3 —4 1
1 2 —1+1-2 4 0 1
=1

2x* —x3 4+ 3x2—4x+1=(x—-12x3>+x%>+4x) + 1.

3.3.  Hajmamu 3ajeTHHYKH caap:Kajal U HajBehu 3ajeHUUKY e nJian

N3mely mommHOMA Hal MPCTEHOM Z | CKyTIa IIeJuX OpojeBa uMa JIoCTa CIMYHOCTH, a OBO CY je/IHE
O]l BhHX.

Hebununmja. Hajmarou 3ajeonuuxu caopacanay y oznayu H3C 0sa unu suwe norunoma Hao
npcmenom K je nonunom najuudicee cmenena Koju je 0ebus ca c8aKum 00 mwux u yuju je ooehu
Koegpuyujenam 1.

Ipumep. Onpenuty HajMaU 3aje IHUUKY caapxanan noaunoma A(x) = x3+x?>—4x—4mn
B(x) = x? +4x + 3.

PacTtaBuMo Ha unnuone nomuHoM A(x) = x?(x + 1) — 4(x + 1),

AX) = (x + D (x2 - 4),

Ax) = (x+ D(x —2)(x + 2).

PacraBumo Ha urHMoIE nojuHoM B (x) = x? 4+ 4x + 3, 1j.pemmhemo kBagpatHy jeaHaYUHY

x°+4x+3=0

_ —41V4%2-43
X12 =7
2
_4,_\/1
X12 = —, » MAKJe, peliera cy X = -1 wu X, = —3.

IMocne daxroprcarma moauHoM u3rieaa oBako B(x) = (x + 1)(x + 3).
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Hajmamu 3ajelHMUKK caapiKaall caapKu cBe Gpakrope koju cy o6mio y A(x) 6uno y B(x). Hup.
3a noarHoMe A(x), B(x) Koje cMO ynpaBo BHIEIH BaKH
H3C(AGx), B(x))= (x + 1)(x — 2)(x + 2)(x + 3).

Hepunnmuja. Axo cy P(x) u Q(x) osa nonunoma nao npcmenom K u axo je R(x)| P(x) u
R(x)| Q(x) kascemo 0a je R(x) 3ajeonuuru denunay nonurnoma P(x) u Q(x).

Hepunnuuja. [Tonunom d(x) je najeehu sajeonuuxu denunay, y osnayu H3JQ, nonunoma P(x) u
Q(x) nao npcmenom K axo je d(x)| P(x) u d(x) |Q(x) u axo je céaxu 3ajeonuuxu oenunay
R(x) nonunoma P(x) u Q(x) maxohe denunay u norunoma d(x).

Axo je d(x) najeelhu sajeonuuxu denunay norunoma P(x) u Q(x) maoa je ad(x),a # 0 maxohe
H3/] mux nonunoma.

Teopema. 3a 6uno xoja 0sa ne-nyna noarunoma Hao npcmenom Z. H3/[ nocmoju, ou je jeouncmeen
ca maynowhy 00 jeOHe MyIMunIUKamueHe KOHCmanme.

Jokas3.

Heka je n = degP(x),m = degQ(x) u n = m. Ilpumenumo EykauaoB ajaropuram.
ITpu nemery nmonuaoma P(x) ca Q(x) mobujamo kommunuk Q;(x) ca ocratkom R, (x).
Vkonuko je R, (x) = 0, Tana je Q(x) Hajsehu 3ajenunuku genmnan noaunoma P(x) u Q (x).
Vkomuko je R;(x) # 0, nacraBbamo moctynak u aenumo Q(x) ca R;(x). Heka je KomuMuHUK
Q,(x) ca ocratkom R, (x). IlpoayxuMo oM 0Baj mocrymak, nobujamo ocrarak Ry (x) xoju ce
CaZp>Ku Y MPETXOAHOM OCTaTKy Ry _; (x).

P(x) = Q(x)Q1(x) + Ry (x)
Q(x) = Ry (x)Q2(x) + Ry(x)
R;(x) = R,(x)Q3(x) + R3(x)

Ri—2(x) = Ry (x)Qp (x) + Ry (x)
Rj—1(x) = R (x) Q41 (x)

Joxazahemo na je Ry (x) najsehm 3ajenunuku menwmnan moaumaoMa P(x) m Q(x). Ha ocHoBy
MOCIIE/Eba JIBA MIEHTUTETA T00HjaMo

Ri—2(x) = Ry (x) Q41 () Qi (x) + R (x)
Ri—2(x) = Ri(x) (Qre+1 () Qi (x) + 1)
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Omnocro ciexu aa Ry (x)|Ry—, (x).

3 nnenturera
Ri—3(x) = R () Qx—1(x) + Ry_1(x)

no6ujamo Ry (x)|Rie—1 (x) 1 Ry (X)| Ry (x)
Hame ce mobwuja

R 0O |Ri—4(x), R (0)|Ry—5 (x), ..., Rie (0)1Q (%), Ry (x) [P (x).
OBuM je nokasano n1a je Ry (x) sajemamuxu menunan nojuaoma P(x) u Q(x).

JlokaxxumMo caja ja je u Hajsehu 3ajenamuky nemunan. Heka je r(x) memunan noauaoma P(x) u
Q(x), tama r(x)|R,(x), r(x)|Ry(x), ... ,7(x)|Ry(x). CBaku memunan r(x) nmomusoma P(x) u
Q(x) je ucroBpemeno u aenuai moiauHoma Ry (x) ma Ha ocHoBy nperxonane aeununuje Ry (x)
Hajsehu 3ajemanuku aenunan noausoma P(x) u Q(x).

JlokaxuMo Haj3ajn ga je Hajehu 3ajemumuku menwmnain noauaoMa P(x) m Q(x) jenmucTen ca
taugomhy 10 jemHe MyATUIUIMKatMBHE KoHcTaHte. Heka cy dq(x) md,(x) nBa najseha
3ajequuuka geauona noauaoma P(x) u Q(x). Tama mopa 6utu dq (x)|d,(x) u d,(x)|d;(x), aTo0
je moryhe ako u camo axo je d,(x) = Cd,(x), C = const.

Tume je noka3 3aBpIicH. B

Nebununmja. /[esa norunoma nao npcmenom K cy yzajammo npocma axo um je 1 najeehu
3ajeOHUYKU Oenunay.

Ipumep. Onpenumo HajBehu 3ajeTHUYKA JIETHIIAIl IOJTMHOMA.

a) Heka je A(x) = x? —7x + 10 u B(x) = x? + 7x + 10. ®akropu3auujoM AaTHX IOJMHOMA
nobujamo A(x) = (x —2)(x —=5) u B(x) = (x + 2)(x + 5).

Oga j1Ba nosHOMa Cy y3ajamuo mipocti Tj. H3(A(x), B(x)) = 1.

06) Heka je A(x)=x?—-9=(x—-3)(x+3) u B(x)=x>+2x—-3=(x—1)(x+3).
dakTopuszanujom aatux nojauHoma gooujamo A(x) = (x —3)(x + 3) u B(x) = (x — 1)(x + 3).
3ato je H3/[(A(x),B(x)) = (x + 3).
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3.4. H3Boja mosmHoMAa

Hedpunnumja. /3600 y mauku a peantre uiu komniekcHe gyukyuje f oegpunucane na ckyny R

umw C je f'(a) = ltirglw, ako nocmoju, u 3a makey ynkyujy f xasxcemo oa je

oughepenyujabunna y mauxu Q.

Teopema. 3a nmpousBoJbHe Audepeniujadbunte Gpyaknuje f u g u ¢ € R Baxn

(cf) = cf’,
(c+f)=c+f,
(fg) =f'g+fg,

N _ flg-rg’'

(E) _—ggzg ,gth.

Teopema. Axo je nonunom P(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ ayx + ay 6uro xoju norurnom u3z
K[x], maoa je nonunom P'(x) = na,x™ ! + -+ + 2a,x + a; u3600 norunoma P(x).

Hepunnumja. [Ipeciuxasarwe P — P’ nasusa ce oupepenyuparem y npcmeny K|x].

4, DPAKTOPU3ALINJA
4.1. OcHOBHH CcTaB aJjiredope

Hepunuuuja. Hyna (kopen) norunoma P(x) nao npcmenom K je 6uno xoje pewerve jeonauune
P(x) = 0y npcmeny K.

[TocebHO MecTO y MCTOpHjH MaTeMaTHKE 3ay3MMa MUTAE Ja JIM CBAaKM He-HyJa IMOJIHHOM ca
koeduimjeHTHMA U3 rpcTeHa K nma Gap jenny Hys1y y TOM IpcTeHy. J[0BOJbHO je yOUUTH IMOJTMHOM
x% + 1 ca neno6pojHuM KoepuIMjeHTHMA KOju HeMa KopeHe y Z, Q uiu R. Y mosby KOMILIEKCHHX
OpojeBa cuTyallyja je qpyraduja.

Teopema. (Ocnosnu cmae anzeope) Ceaxu norunom cmenena n = 1 ca koeguyujenmuma u3z
no/ba KOMIIEKCHUX Opojesa uma 6ap jeony uyny y nosy C.

[TocToje pa3Hu moKa3u OBOT cTaBa oJ Kojux je camo l'ayc mao werupm (1799, 1815, 1816,
1849.roaumue).

Hoeja ookaza. Heka je

P(z)=az"+apn_1z" '+ +a;z+ay a, #0,n>1
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npousBoJban mojuHoM Haja nojkeM C. Kako je P(0) = a,, npermocraBibamo aa je ag # 0, y
npoTUBHOM je 0 TpaXkeHa HyJia IIOJIMHOMA U JI0Ka3 j€ TOTOB.

ITpomensbuBa z W BpeaHoct P(z) oarosapajy Taukama y KOMIUIEKCHO] paBHU. TBpheme je
JIOKa3aHO aKo ce MOKaXe Ja je 3a HeKO Z BpeaHocT (tauka) P(z) Gam KOOpAMHATHH MOYETAK,
HyJa.

Kana tauka z onucyje kpuBy, tajga ce u P(z) kpehe no nekoj kpuBoj. KoHkpeTHo, ako z onmcyje
KPYXKHUILY TIOJYIPEYHHKA T OKO KOOPAMHATHOT IOYeTKa, OHja Tauka P(z) omucyje y Toj
KOMIUIEKCHO] paBHU HEKY 3aTBOpeHY KpuBY. Kako je 7 Mo/1yo KOMIUIEKCHOT Opoja z, Kajga 1 TeXU
HYIIU, OHJIA ¥ Z TEKH HYJIM, a KPY)KHMIIA ce caxxuma y Tauky 0. Tazma ce u kpuBa kojy onucyje P(z)
CBOJIM MCTO Ha TauKy, Tj.Ha a, (360or P(0) = a,).

an— an— a
Hanummmo cana nonunom y o6muky P(z) = apz™(1 + ==+ 2=+ - + —2),
anz anz? anz™

Heka z u nmasee ommcyje KpyKHHITYy TTOJTyIIpeuHuKa r. Ako ce r nmoBehaBa, BpeHOCT y 3arpaau
ao

. . An— An— .
npuOIMKaBa Ce jeMHMIIM, jep ce BPEIHOCT 30upa —— + a"—zi + 4 CMamYyje, 3a JJ0BOJHHO
n

anz anpz™
BEJIMKO 7T MOXKE€ C€ CMaTrpaTH Ja BPEIHOCT TOJHMHOMA IPHUOJIMKHO OJArOoBapa BpPETHOCTH
yraHa a,z". U 1ok z onmcyje KpyKHUILY OKO Hylle, a,Z" o MoaBpoBoj popMyiau omucyje n

MyTa KPY>KHUILY, Takole OKO KOOPAWHATHOT MOYeTKa.

HNmamo nakie KpyKHHILY MOJYIPEUHUKA 7 KOJy OKO HyJe ONKCYje TauKa Z U 3aTBOPEHY KPUBY
(mpuOIMKHO KPYKHUILY), KOjy OKO Hylle 1 myTa onmcyje P(z). Ako ce cama r cMamyje U TEXH Ka
0, oH1a ce oBa 3aTBOpEHA KpPHBa Ca)XKUMa y TauKy d,, OMUCyjyhu, ca mMpOMEHOM TOJIyIPEeYHUKa T,
3aTBOpeHe KpMBE y KOMIIIEKCHO] paBHHU. 360r HenpekuaHocTu' ¢ynximje P(z), jemHa on THX
3aTBOPCHHUX KPHBHUX MPOJIa3H KPO3 KOOPAWHATHU MoYeTak. BpeaHoct z,, 3a xojy je P(z,) = 0,
jecte TpakeHa Hysa onuHoma P(z).

4.2. dakTopu3anuja mojJuHoOMa

Hedunuumja. Axo je x, nyna nonunoma
P(x) =apx™ + ap_1x™ 1+ -+ a;x + a
PA3IUKA X — X1 308€ Ce KOPeHU YUHWIAY Wiy JuneapHu pakmop noaunoma P(x).

Teopema. Ceaxu nonunom P(x) demus je ceaxum 00 c6ojux KopeHux wuHuiaya.

/oka3. Cnenn n3 besyosor crasa.

1 To je jenaH oa M30cTaB/bEHMX AE10BA Y NOTNYHOM A0Ka3y TBpherba.
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Teopema (Teopema o pakropuzanmju noaunoma). Ceaxu noruHom
P(x) = apx™+ ap_1x™" 1+ -+ a;x + a

cmenena n =1 ca koepuyujenmuma uz noma KOMRAEKCHUX Opojea uma mauno N Kopena y
MoM nomby, NPU Yemy je C6aKu KOpeH PAauyHam OHONUKO KOJIUKA je 1be206a 6UUeCmpPyKOCn, nij.
maj nonunom ce mooice npeocmasumu y oonuxy P(x) = a,(x — a;)(x — ay) -+ (x — a,,), 20e ¢y
Ay, ap -y € C mweeose nyne.

Mosxe ce necutu na cy HeKd on OpojeBa aq,a, '@, ]jeIHAKM Ila CE€ HaBelIeHa
daxropusanuja Moxke Hanucatu y oomuky P(x) = a,(x — a;)*1(x — ay)*2 - (x — a,,)*m, rne
Cy ay,Qp *** Qpy MehycoOHO pasnmuuuTe Hylne  noiauHoMa, ky,k, -+, k, cy npuponnu
OpojeBu u ky + k, +--+k, =n, a oBakBO MNpe/CTaBhalkh¢ CC Ha3MBa KAHOHCKA
¢axropusanuja noaunoma P(x).

Joxkas3.

IIpema ocHOBHOj Teopemu amreOpe, P(x) wuma Oap jeany Hyay. Os3Haummo je ca a;, a
P(x) oznaunmo ca P, (x). IIpema Bezyosoj teopemu P, (x) je nesbus ca (x — ), a 0Jatiie Cleau
B,(x)=(x—a;)Q(x), cax Q(x) o3mauumo ca P,_;(x) Koju mpema OCHOBHOj TEOpPEMH
anre0pe, nma 6ap jenHy HyNy o5, HACTaBJbaMO aHAJIOTHO.

Pn(x) = (x— al)Pn—l’
P,(x) = (x —a))(x — az) Py,

B,(x) = (x—a)(x—ay) - (x —a,), mro je u Tpedano goka3atu. M

4.3. HyJe noauHomMa

Teopema. bpoj a je nyra norunoma P(x) nao npcmenom K axo u camo x — a| P(x) oonocro
P(x) = (x — @)Q(x) 3a nexu nomunom Q(x).

Joka3. Tlpema neduauimju 6poj « je myna moaunoma P(x) ako P(a) = 0.

P(x) = P(a) = (x — a)Q(x),
rae je Q(x) TosMHOM YHMjM je cTerneH 3a 1 Mamu o cTeneHa mojauHoma P(x). Ako je a Hyna
noymHoma P(x), tama je P(a) =0 m P(x)— P(a) = (x — a@)Q(x) mnocraje
P(x) = (x —a)Q(x) omaxne cnemu x — a|P(x).
Ako je x — a|P(x), To 3Haum 1a je ocrtarak gesberba P(x) cax — a jeanax 0, mTo moBiaun
P(a) = 0. laxine, a je wyna moauaoma P(x). m
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Teopema. Axo cy @ u . 06e paznuuume nyne noaunoma P(x) nao npcmenom K maoa je P(x)
oemus ca (x — a)(x — p).

Jokaz. Ha ocHoBy nperxoue Teopeme cieau aa je P(x) = (x — a)Q(x). Ako x = B 3aMeHHMO

nodujamo P(B) = (B — a)Q(B) 1j. (B —a)Q(B) = 0, mowro je B # a, ouna je Q(B) =0, ma

OIIET KOPUCTUMO MIPETXOAHY TeopeMy u3 koje ciaeau Q(x) = (x — B)R(x).
Jo6ujamo P(x) = (x — a)(x — B)R(x) u na ocuosy tora (x — a)(x — B)|P(x).

Nedunuumja. Kpoj a je nyna k moz peda nonunoma P(x) axo je (x — a)¥| P(x) u
(x — @)t t P(x).

Ipumep. Onpenutn Gap jenaH IMOJIMHOM 4Ydja je TBOCTpyKa Hylda @ = 1 m npyra Hyma f§ = 2.

P(x)=(x—-1)>2*(x-2)
P(x)=(x*—-2x+1)(x—2)
P(x)=x3—2x>—-2x2+4x+x—2
P(x) = x3—4x% + 5x — 2.

4.4. Bujerose ¢popmyie

BujetoBe dhopmye moBesyjy koepuIiiijeHTe MOJIMHOMA Ca FBheTOBUM HyJlaMa.
BujeToBe hopMynie 3a KBaApaTHH TPHHOM d,X2 + a;x + aq (a, # 0)

a a
cy X1 + x, = —a—:, X1t Xy = ﬁ , KO CY X1 U X5 KOPEHHU MOCMATPAHOT MOJIMHOMA.

CBaKH IOJHMHOM CE€ MOXKE IIPEACTaBUTH y 00Ky P(x) = apx™ + ap_1x™ 1 4+ -+ a;x + aq,

a, # 0. Hakon daxropuzanuje nmomunom usrieaa P(x) = a,(x — x1)(x — x3) -+ (x — x,,), rae
Cy X1, Xg,***, X, HyJIC TIOJITMHOMA KOje Mel)ycoOHO MoTy OUTH jeTHaKe.

P(x)=apux™ + ap_1x" 14+ ax+ag=a,(x—x)(x—x5) - (x — xy)
n=>2
ax?+ax+a;=a,(x—x)(x—2x,), a, #0
ayx? + ax + ag = azx? — a, (g + x)x + ayx,x,.
U3jennaunmo u gobujemo BujeroBe hopMyne 3a KBaipaTHH TPUHOM.
Qo

ai
x1+x2:_a_2, xl'x2=;.

VcTu mocTynak ce IpuMerbyje U Kaja je MoJuHOM Tpeher cTeneHa:
P(x) = azx® + ayx? + a;x + a, u gobujamo
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a
X1+XZ+X3=_a_2,
3

a

xl'xz‘l' XZ'X3+ xl'X3=a—:,
— _%
xl'xz'x3——a_3.

Yonmrrenn 06uk nojuaoMa P(x) = ap,x™ + a,_1x™ 1 + - + a;x + a, usjexnaunmo ca
P(x) = an(x — x1) (x — x3) -+ (x — xp)
a, # 00pojeBu  Xq,X, ***, X, Cy KOPEHU IOJMHOMA U J0OHjaMO

an—1
X1+X2+"'+Xn=— )
aTl
an-2
X1Xy + X1 X3+ -+ XX, = ——,
aTl
an-3
X1XX3 + X1 XoXg + o+ Xy 2 Xp_1 X, = — ,

a
X1Xp " Xpn = (-2
an
Ipumep. Jly>xuHe CTpaHHIAa HEKOT TPOYTJIa Cy pellieHha jeTHAYNHE

x3 —42x? + 587x — 2730 = 0. Hahu nospimmHy TOT TpOyTJIa.

Pemewe. Ha ocnoBy BujeToBux dopmymna

a

x1+x2+X3=__,

as
aq
xl'xz‘l‘ xz'x3+ xl'x3=—,
as

@

1 2 3 a3,

x1+x2+x3:42,

xl'x2+ xz'x3+ xl'x3:587,

x1 ' xz * x3 = 2730.

[Tonyo6um Tpoyria je s = % = — = 21, na npumenom XepoHoBe popmye 3a

nospuuHy gooujamo P? = s(s — x1)(s — x,)(s — x3) = 21(21 — x1)(21 — x,)(21 — x3)

Tj. PZ :214_213(x1+ x2+ x3)+212(x1'x2+ xz'x3+ xl'xg)_Z].' xl'xz'x3,
onakie je P = 84.
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5. IOJIMHOMHU HA TAKMUYEBUMA CPEABHOLIKOJIALIA

5.1. BujeroBe ¢opMmyJie H HyJIe IOJHHOMA

1. (Onmrunacko Takmuuewe 21.1.2012., Tpehu paspen - A kareropuja) Odpeoumu cse
a € R 3a xoje kopenu Xy, x5, X3 norunoma x> — 4x? — ax + a 3a006o6a6ajy jeonaxocm
(X1 - 2)2 + (xZ - 2)2 + (x3 - 2)2 = 0.

Pememe.

Ha ocnoBy BujeroBux dopmyna Baxe je JTHAKOCTH
X1 + Xo + X3 = —(—4‘)

AX1Xy + Xyx3 +X1X3 = —a,
a u3 ycioBa 3agatka uMamo (x; — 2)% + (x, — 2)% + (x5 — 2)2 = 0.
Kopuctumo a? + b? + ¢? = (a+ b + ¢)? — 2ab — 2bc — 2ca.

Jlobujamo
(X1=2)%+(x2-2)%+(x3-2)% =

(X1=2+xX2-2+x3-2)?-2(x1-2) (X2—2)-2(x1-2)(X3-2)-2(x2-2) (x3-2)=
(X1+X2+X3-6)2=2(X1X2=2X1—2X2+4) -2 (X1X3—2X1—2X3+4) -2 (X2X3—2X2—-2X3+4)=
(X1#+X2+X3)2=12(X1+X2+X3)+36-2 (X1X2+X1X3+X2X3) +8(X1+X2+X3)—24=
(X1+X2+X3)2=4(X1+X2+X3) -2 (X1X2+X1X3+X2X3)+12.

Buaun, 0 = (x; — 2)% 4+ (x, —2)? + (x5 — 2)? = 4?2 — 4 -4 — 2(—a) + 12, onaxue je
0 =2a+ 12, 1j. a = —6 je peuiewme 3a1aTka.

2. (Ommruacko Takmuuewe 5.2.2022., yetBptu paspen — b kareropuja) Hexa cy oamu
b,c,d € R. Odpeoumu cee a € R, makse oa cy ceu KopeHu noiuHoma
p(x) = x® —16x° + ax* + bx® + cx? + dx + 36
npupooHu bpojesu.

Pememe.

Ha ocnoBy BujeroBux mpaBuina je xq + -+ x5 =16, x1+ -+ - x4 = 36, rae cy
x]_ 2 A 2 x6 (*)
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Kopenu nosrHoMa p(x). Kako cy y nuramy npupoanu 6pojeBu Mopajy OuTH aenuonu Opoja 36,
oaHocHo M3 ckyma {1,2,3,4,6,9,12,18,36}. Co03upomM Ha HejeaqHakocTH (*)  CIeau 1a je
x; €{3,4,6,9,12,18,36}.

He moxe outn x; = 36 u x; = 18 jep Ou y Tom ciryuajy 36up 6uo Behu ox 16.

Yxonuko je x; = 12, Tafgaje x, =+ X =3 U X, = 3,0octaymcy 1, maje x; + -+ x5 # 16 ma
HE TOCTOjH MTOJIMHOM C HaBEJICHUM 0COOMHaMA.

VYkonuko je x; =9, Taflajex, " - *Xg=4uXx, =4, X3 =X, =Xs=Xg=1m

X1 + 4+ X¢ # 16 Ma He OCTOjU MOJTUHOM C HaBEACHUM OCOOMHAMa WJIH

Xy = X3 = 2,X4 = X5 =X = 1,

X1+ +x4=16 mTOo je y OBOM CiIy4yaJy HCIHYHEHO U JIOBOJM JIO pelieHmha
(xl,xz,xg,x@ x5,x6) =(9,2,2,1,1,1).

VYKkonuko jex; =6, Tajajex, - - *Xg =6 Ta je WIHX, =6 X3=X,=Xs=Xg =11
X1+ -+ xg = 16 mrT0 K0BOAU N0 pellema (xl,xz,x3,x4,x5,x6) =(6,6,1,1,1,1) nmm x, = 3,
X3 =X4 =2,X5s =Xg =1,%x1 + -+ Xg # 16 11a HE IOCTOjH MOJTUHOM C HABEACHUM OCOOMHAMA.

VYkonuko je x; =4, Tajajex,: X =9 OHmA Je X =X3=3, X, =Xs=Xg=1m
X1 + -+ x4 # 16 1 HE TOCTOjU MTOJTUHOM C HaBEJACHOM OCOOMHOM.

VYkonuko je x; =3, Taja je X, - "Xg =12 oHma jex, =3, Xx3=x, =2, Xs =X =1m
X1 + -+ x¢ # 16 Tako Ja HU y OBOM CIIy4yajy HE MOCTOJU MOJMHOM C HaBEIEHOM OCOOMHOM.

[TocToju nBa mosMHOMA Ca HABEJCHUM OCOOMHaMa

(x—9)(x—2)*(x —1)% =x°—16x>+82x* — 196x3 + 241x% — 148x + 36
(x—6)*(x —1)* = x°®—16x>+90x* — 220x3 + 265x% — 156x + 36

na je a € {82,90}.

3. (Oxpyxuo takmudeme 19.2.2017., npyru paspen - b kareropuja) Oopedumu epednocm
napamempa k € R maxo da 3a pewerva xq U X, jeOHauuHe
2x*+3x+3k+1=0
sadcu 2x; — x5, = 3.

Pememe.

Ha ocnoBy BujetoBux dopmyna crneau na je xq + x, = —g 1. 2(x1 + x3) = —3.

JennakocT 2x, — X, = 3 HamuiIeMo Jpyrauduje aa oucmo uckopuctuian Bujetose popmyie

3 = 2(x; + x;) — 3x, = —3 — 3x,, omakie je x, = —2.

VBpctuMo X, = —2 y nonasHy jennaunny. Jlooujamo, 2(—2)? + 3(—2) + 3k + 1 = 0, onaxine
JaKo Hanasumo k = —1.
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4. (Oxpyxno takmuuewe 24.2.2007., tpehu paspen - A kareropuja) Hakhu ceée noaurnome
obnuKa
xTEx" x4kt 1
YUju Cy C8U KOPEeHU Peantil.

Pememe.

Heka cy X4, ", X, KOpEHH HOMMHOMA X™ + @y X" 1 + - + a;x + ay, rae je a; = +1.

VY cnyyajy n = 1 cy pemiewsa x + 1. [IpernocraBumo cana aa je n > 1.

Kopucrehu Bujerose Gpopmyne nmamo

x4 xZ 4t x2=(x;+ o+ x,)2 = 2000, + o+ xpqxy) = Ak — 24, =1+ 2.

Ha ocHoOBY ycnoBa 3aiaTka, CBU KOPEHH Cy peajiHu, 30Mp KBaJapaTa Mopa OWTH HEHEraTHWBaH, Ma
umamo 1a x2 + x2 + -+ x2 = 3,a,_, = —1. C 063upoM J1a MO OAPEIUIH 30Mp U MPOU3BOJL
opojeBa x72,i = 1, ..., 7, 101a3UMO Ha UJIEjy Jia HICKOPHCTHMO HejeTHAKOCT n3Mel)y apuTMeTnake
U T€OMETPUJCKE CPEIUHE.

Cnununo je x% - x5 - -+ x2 = a3 = 1. Kopucrehu Ty HejeaHakocT 1061jaMo:

3 1 n
3 ;(x12 + -+ x2) = YxZ - x2 = 1, mTo MMIIMIUpPa

n

3>1.
n

Opatine jen < 3, mpu yeMy jeJHAKOCT N = 3 BaKH aKO U CAMO aKo X2 = x2 = --- = x2 = 1.
Cnenu na 3a cinydaj 1a je n = 3 apa pemessa (x2 — 1) (x + 1). V cayuajy n = 2 nako ce 1061jajy
jom aBa pemema x2 + x — 1, 10k y ciydajy n = 1 umamo Takole Ba perera x + 1.

5. (Oxpyxuo Takmuueme 23.1.2016., yerBptu paspen — b kareropuja) Heka je P(x)

NOJIUHOM CA PeanHuM KoepuyujeHmuma cmenena n yuje cy cée Hyie peaire u eehe oo 1.
P(1)
Pl

Hokazamu 0a P(x) uma nyny koja Huje mara 00 1 + n |

Pemreme.

Heka cy xq,x5,+'+, X, HyJe IOCMaTpaHOT MOJMHOMA, U HEKa BaXKu, 03 yMamema OIMIITOCTH,

X1 S X S S Xy (%)
P(1)
P'(1)

IIpY OBUM O3HaKaMa, Kako je X, Hajseha Hyina, Tpeba gokasatu x,, = 1 +n . Uneja je na
p Je Xy HaJ y p n Ja J

samumiemMo P(x) = c(x — x1)(x — x3) - (x — x,,) jep Tama umamo
P'(x) = c(x —x)(x — x3) -+ (x — x) + ¢l —x)(x — x3) -+ (x — %) + -+ c(x —x1) (x —

xz) (x - xn—l)
P'(x)

P(x)

na he xommyHUK UMaTH 00JIMK U3 Kojer heMo J1aKko BUAETH pelIeHe.

Hmamo
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P'(x)

P(x)
_ cx(x —x2) (o —x3) - (= x) + el —x)) (= x3) - (x —x) + -+ c(x = x) (X — ) -+ (x — xp—y)

c(x = x1)(x = x5) - (x = xp)

P'(x) _ 1 4 1 - 1
P(x) x—x; x—2x, X=X,

YBpmraBajyhu x = 1, no6ujamo
P(1) 1 N 1 oy 1 ( 1 N 1 s 1 )
P1) 1-x; 1-—x, 1-x, \x;—1 x,—1 X, — 1)’

[Tomrto cy cBe Hyne peande u Behe ox 1, cBu caOupiy y 3arpajau Cy MO3UTHBHU, I1a HA OCHOBY
HEjeTHaKOCTH (*) Jlajbe UMaMo

P 1 1 11 1 1 n
P1)| x—1 x,—-1 X, —1 x,—1 x,—1 X, —1 x,—1

Omasne cienu

x,—1 |P(1) 0
no - |P’(1) ’
P(1)
Xn-—l.Z n E;ZIS,
P(1)
Xp=14n P(D)

[To je u Tpebano moKazaTw.

6. (PemyOmuuko Takmuuere 19.3.2006., yeTBpTH paspen - A kareropuja) Ako cy
x; (i=1,2,---,48) nyre nonunoma P(x) = 18x*8 + 3x + 2006,

48 Xi
=1 1+xi'

uspauynamu Y,

Pememe.

X
1+

Uneja je na ; Oya1y Hyle HEKOI ApYror HoJMHOMa, Ma Jia OHJa UCKOpHCTUMO Bujerome
i

(I)OpMyJ'Ie 3a Taj ITOJIMHOM.
Xi 1
1+x; 1+x;

Harama hypunn
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Kopucrumo cneznehe aBe unmeHuUIe:

a) Ako cy y; # 0 Hyne monunoma A(X) N —Tor cTeleHa, OHAA Cy y; © Hyje HOJMHOMA
x™A(x™1).

0) Axo cy y; nyne nomnoma A(x), ouna cy y; + 1 nyne noaunoma A(x — 1).
U3 a) cnenw na cy x; + myne nommnoma Q(x) = x*8P(x~1).

U3 6) cienm ja ¢y 1 + x; ! nyne momanoma R(x) = Q(x — 1).

1
Konauno, u3 a) cnenu na cy — HyJIe IOJINHOMa
i

1+x
xBR(x™ D) =xBQ(x 1 — 1) =x¥(x"1 - D*®P((x™1 — 1)™1) xoju je nasme jemrHax

x*R(x™1) = 18x*8 + 3x(1 — x)*” + 2006(1 — x)*8. Ha ocHoBY GuHOMHE PopMyIEe T0OHjaMO
x*R(x71) = 2021x*® — 96147x*” + --- + 2006.

. . . . . 96147
N3 BujeroBux hopmyrna 3a 0Baj MOJIHMHOM, J0OHUjaMO Ja je TpaXeHu 30Up jeTHaK oo

7. ([dpxaBuo Takmuuerse 17.3.2012., uerBpTH paspen - b kareropuja) Hexa je P(x) noaunom
ca peannum Koeuyujenmuma. Hahu 30up xeadpama re2o8ux nyia yKoauKko je no3Hamo
oa saxicu

P(x)% = x° + agx® + a;x” + agx® + asx® + ayx* + azx® + a,x? + 15x + 1
3a Heke Qy,ds3,d4,ds,dg,d7,dg € R u 0a je 36up xoeuyujenama nonunoma P(x)3
jeownax 216.
Pemrewe.

Kako je P(x)? nomHoMm zeBertor crenena, o je P(x) nmoauHom Tpeher crenena, na je

P(x) =ax®+bx?>+cx+d, 3a meke a,b,c,d € R. IlocmarpameM KoeduuujeHta y3 x°
nomiHoMa P(x)3? no6ujamo na je a® = 1,Tj.a = 1, a cnoboaHor ynana gobujamo aa je d3 = 1,
1j. d = 1. Onpeaumo xoeduimjeHt y3 x nommnoma P(x). Jla 6ucMo y pa3Bojy

(ax3+bx?+cx+d)-(ax3+bx?’+cx+d)  (ax3+bx?>+cx+d)

b

JIOOMIM MOHOM IIPBOT CTETEHa, MOTPEOHO je 1a U3 IBa YMHHIIAIA IaTOT MPOu3Boja ,,u3adbepemMo’
. . . 32 .
d, a u3 jenHor cx. Jlakie, y pa3Bojy mocroje T 3 Tpu MOHOMa cTerneHa 1 U CBaku O] BhUX je

jennak cd?x, ma je 3cd? = 15, 1j. ¢ = 5.
Jasbe, kaKo je 36up koeduimjenara nomiaoma P(x)? jennak P(1)3 umamo na je
6=P(1)=13+b-124+5-1+1, 1. b = —1. Tume cmo no6mIM 1a je

P(x) = x® —x?+ 5x + 1. Jlasbe, u3 BujeroBux ¢GopMyna umMamo ga je x; +x, +x3 =1 u

5 .
X1Xz + X1X3 + XpX3 = 7, TAC CY X1, Xp, X3 HyJIC HOJTHHOMA P(x), naje
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x2+x2+x2 = (3 +x, +x3)% — 2(x12x, + x1%3 + x,x3) =12 —2-5 = -9,

8. (Momarno u3bopHO TakMuyeme 328 MMO, Beorpan, 16.5.2012.) Hexa je P(x) nonurnom
cmenena 2012 ca peannum Koeguyujenmuma, maxas oa 3a cee peaitne opojese a, b, c 3a
koje je a + b + ¢ = 0 sadcu:

P(a)® + P(b)® + P(c)® = 3P(a)P(b)P(c). Moxce nu noaunom P(x) umamu mauno
2012 paznuwumux pearnux Hyia?

Pememe.

C 0031upoM Ha HejeTHAKOCTH Kojy Tpeba nokaszaty (gaxropuimumo uspas x> + y3 + z3 — 3xyz na
cnenehu HaunmH

x3+y3+Z3—3xyz=%(x+y+z)((x—y)2+(y—z)2+(z—x)2), cleny aa je
x3+y3+z3>3xyzakoncamoakojex+y+z=>0 wmx =y = z.

IIpema ToMe, yciI0B 3a/1aTKa je eKBUBAJIEHTAH ca.

P(a) + P(b) + P(c) =0xkanronjea+hb +c = 0. (*)
Jlokaxkumo ja nosmHom P (x) = [[3%5 (x -1- ﬁ), koju uMa 2012 peanHux HyIa,

3a/10BOJbaBa yCiIoB (*).

e Zax<lumx>> je P(x) = 0 mrraBumie,3ax <0 je P(x) > 1.
2

k .
° 3a1<x<E Ba>1<1/1|x—1—— <l 3a0< k<1, tejeP(x)>— Zilz'
2 4022 2 2

Ako je a + b + ¢ = 0, 6ap jeman ox Opojesa a, b, ¢ penumo a, Huje no3utuBax, te je P(a) > 1,
1 ojatie je

1 1
P(a)+P(b)+P(c)>1—22W—22W>O.

9. ([pxaBuo takmuuewe 5.3.2016., uetBpTHU paspen — b kareropuja) Jam je norunom
P(x) =3x>+ax*—35x3+bx?+32x+ ¢
yuje cy 0ge nyne X1 = 1 M X, = 2 u 8asicu X3X4X5 = 2.
Hahu xoepuyujenme a,b,c € R u npeocmane nyne.
Pewreme.

Ha ocnoBy BujeroBux ¢opmyna cieau na je

c

X1XoX3X4 X5 = —3
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Ha ocHoBy yciioBa 100ujaMo X X,X3X,Xs = 1+ 2+ 2 1j. —% =4,c=-12.

IMowrro ¢y x; = 1 1 x, = 2 xopenu 3Ha ce 1a je P(1) = 0 u P(2) = 0 u na Baxu

P(1)=3+a—-35+b+32—-12=0 wu P(2)=96+16a—280+4b+64—12=0.
Ha ocHoBy Tora je a+b =12 u 16a + 4b = 132. PemaBameM OBOr CHCTEMa jeHAYMHA
nobujamo a =7ub = 5.

VYBpuiraBameM a, b, ¢ Hala3uMoO J1a j€ je MOJTHHOM

P(x) = 3x>+ 7x* — 35x3 + 5x2 + 32x — 12.

(Bx5+ 7x*—35x3+5x2+32x —12): (x —2) =3x* + 13x3 —9x? —13x + 6

-3x> + 6x*
13x* — 35x3
—13x* + 26x3
—9x3 + 5x2
9x3 F 18x?
—13x2 + 32x
13x%2 F 26x
6x —12
—6x + 12
0

Ananorno (3x* + 13x3 — 9x2 — 13x+ 6): (x — 1) = 3x3 + 16x% + 7x — 6.

Moo ¢y x; = 1 ¥ x, = 2 Hyle noJMHOMa, HaKOH Jesberba P(x) ca (x — 1) u (x — 2) nobuja
ce J1a noyMHOM P (x) MOeMo 3amucaTi y 00IuKy
P(x)=(x—1)(x—2)(3x3+ 16x%2 + 7x — 6).

Kaxko Baxu
3x3+3x24+13x2 4+ 13x—6x—6=3x?(x+ 1) + 13x(x + 1) —6(x+ 1) =
(x+1)(Bx?+13x—6)
OHJIa je joul jeJiHa Hyda x3 = —1.

[Tocnenmwe nBe Hyne 100MjaMO pellaBakeM KBAIpaTHE jeJHAUYUHE
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3x2+13x— 6 =0,

—b +Vb?% — 4ac
X45 = 2a ’

-13+ /132 —4-3-(-6)

a5 = 2.3 ’
—13 £ V241
X4_’5 = f
Jlaxie, cBu kopenu nosHoMa P(x) cy x; = 1,x, = 2,x3 = —1,x, = #,xs = %.

10. (JIp>xaBHO Takmuueme 28.2.2015., ueTBptH paspen - b kareropuja) Oopedumu cee mozyhe
gpeonocmu napamempa a € R maxee 0a cee Hyne norunoma
P(x)=x*+ax®*+a’x—1
umajy mehycobno jeonake mooyie.

Pememe.

Hexka je a TpakxeHa BpEIHOCT MapaMeTpa M HeKa CYy X1,X,,X3 U X, HYJE IaTor mojmHoma. M3
BujetoBux gopmyna umamo x; - x5 - X3 - X, = —1, ogaxne cieau

4
lx1 " = lxyxp2x3%4| = | — 1] = 1.

V [IpeTXoIHO] jeIHAKOCTU KOPUCTHIIM CMO YCIOB 3aJaTKa Ja CcBe Hyse nonmHoma P(x) umajy

jemnake Mmoxayie. Omarne mobwjamo |x;| = |x,| = |x3| = |x4] = 1. Tlocmatapmo ¢yHKIH]jY

P:R - R, nedunucany ca P(x) = x* + ax? + a’x — 1. Osa dyHKUH]ja je HEMPEKUIHA, 1A KAKO

Baxu P(0) = —1<0 u lim P(x) = oo, 3akpydyjeMo 1a uma Gap jelHy Hyldy Ha HHTEPBAIy
X—00

(0,00). Mehyrum, Kako cy Hyje jeAMHMYHOT MOIyla noOujaMo na 6poj 1 mopa GuTu Hyna
nocmarpator nonuaoma. M3 P(1) = 0 manasumo a = Owmama = —1. Ocraje ma 3a oBe
BPEIIHOCTH TPOBEPHMO JIa JIM CY 3aKCTa peliekha 3a1aTka. 3a a = 0 1moJia3Hu MOJIMHOM je/IHAK je
P(x)=x*—1=(x—1)(x+ 1)(x—i)(x + i), ma cy 3aucTa CBE HEroBe Hyjle KCTOI MOIYJIA.
3aa = 1 nonasuu nmoymuoM jenHak je P(x) = x* —x?+x—1=(x— 1)(x3 +x% + 1).

[Momuuom Q(x) = x3 + x2 + 1 uma Gap jenHy peanny HyIy, Kao MOJUHOM HEMAPHOT CTEIEHA ca
peanaum koedunmjentuma. Kako Baxu Q(1) # 0 u Q(—1) # 0, 3akmyuyjemo na 1 u -1 Hucy
peanre Hyrne. Jlakie, peaqna Hyna moauHoMa Q (X) HUje jeIMHUYHOT MO/IyJIa, IITO 3HAYH JIa HUCY
cBe Hynme monuaoMa P(x) ucror moayna, a Tume a = —1 Huje pelewe. JeauHa BPEIHOCT
TpakeHor mapameTpa a je a = 0.
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11. ([pxaBuo takmuuewe 19.3.2011., tpehu paspen - A kateropuja) Hexa cy aq, ay, ...,ay
HYyJle NOIUHOMA
1+x+x2+-+x™
Ilponahu najmareu npupooan 6poj m makas oa mauxe ay’, ay’, -+, an’ y KOMNIEKCHO]
pasHu aedxce Ha ucmoj npasoj, ako jen = 2011.

Pememe.

VY KOM UJIEHTUTETY ce HojaBibyje uzpas 1 + x + -+ + x2911? [lIra cy penrema u KoJIMKO MX HMa
jennaunna x2°12 — 1 = 0 u rae ce Hanase y KoMIuiekcHoj pasuu? A rie he ce Hana3suTH BUXOBU
m-tu creneHu? [lomto ce y 3amaTky Tpaxku J1a oHM Oyay Ha jJeJHO]j MpaBoj, Kajaa je To Mmoryhe?
Hexka je P(x) = 1+ x + -+ + x2911, Kako cy 6pojeBu ay, *+, dy911 Hyde nomuroma P(x), To cy
ayine u nojuHoma x2%12 — 1 = (x — 1)(1 + x + -+ + x2°11) na je Momyo cBakor o1 HBUX jeHAK
1. HakoHn cTeneHOBama ca m, \UXOB MoJIyo he u nasbe OuTH jeaHak 1, oqHOCHO, oHe he OuTH Ha
jenuHMYHOM Kpyry. [IpermocraBumo na cBu OpojeBu ai’,ay, -+, ayy,,; MpUNanajy HeKoj mpasoj
p. Kako npaBa p Moxe Jja mpecena jeJUHIYHN KPpYT Yy HajBUILIE JABE pa3iuuuTe Tauke, A u B, cieau
na cBaku o OpojeBa ap‘,ayt,---,ajy;, Mopa outu jenHak A wim B. Be3 ryOuTKa OMIITOCTH,
MOXEMO TpeTrocTaButT 1a je 6apem 1006 ox OpojeBa ai*,ay’, -, ayy,,; jenHako A, penumo
att,alt, -, atbos- Tama cy OpojeBu aq, a,, -+, Aq90e HyJIE IOJHHOMA X — A, TIa je 3aTo

m = 1006. la je m = 1006 yBepaBaMoO Ce U3 YHILEHHUIIE Ja Cy OpOjeBH a4, Ay, **,Ay011 HYJIE

noymuoma x2012 — 1 = (x1906 — 1)(x1%% + 1) 3aro je cBaku oz Gpojesa ai®®®, a3®%, -, ald9®

jennak win 1 wim -1, 0THOCHO CBH MPHUIIAAjJy jeTHO] TIPABO].

12. (M36opHo Takmuuerme 3a ekumy CpOuje 3a EBporcky maremMaTHuKy OJMMITHjaay 3a
neBojke, beorpan, 15.11.2015.) Hahu cee nonunome P(x) nao npcmenom R maxee oa
sadicu (x + 100)P(x) —xP(x + 1) =1 3a ceéaxu peanan 6poj x.

Pemreme.

VBoaumo cmeny P(x) = Q(x) + Klo KOJOM CMO HACJIyTHIIU Ja he ce HEITO MOjeIHOCTABUTH U
no6ujamo (x+100)Q(x) = xQ(x + 1). Yoauusamem x =0 u x = —100 mobujamo
Q(0) = Q(—-99) = 0.

HNameszax =—1 u x = —99 go6ujamo 99Q(—1) = —Q(0) =0wu
0 = Q(=99) = —99Q(—98), maje Q(—1) = Q(—98) = 0.

CnnyHo,3a X = —2 u X = —98 nobujamo Q(—2) = Q(—97) = 0, urxa. [Tocne 50 utepanuja
umahemo Q(0) = Q(—1) = Q(—2) =+ = Q(—99) = 0, Taxo 1a je

Qx)=x(x+1D(x+2)-(x+99)R(x).
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3aMeHa y noJjasHy jeqHaunny 3a Q
x(x+1D)x+2)(x+99)R(x) =x(x+ 1)(x+ 2) - (x + 99)R(x + 1) naje
R(x) = R(x + 1), onmatie je R(x) = ¢ xoucranra, jep 61 y cynpoTHoM nojuHoM R(x) umao

1

0eCKOHaYHO MHOIO pazanuuTux Hyia. [Ipema tome, P(x) = cx(x + 1)(x +2) - (x + 99) + ™

5.2. lebuBOCT U (pakTOpHU3aIHUja

1. (Ommrunacko takmuuere 13.1.2018., npyru paspen — b kareropuja ) Axo je nonunom

x34+3ax?+3bx+c
oenvus  NOAUHOMOM

x% 4 2ax + b,
a,b,c € R onoa je npeu nonunom nomnyn Kyo, a opyeu nomnyH keaopam. Jlokazamu.

Pememse.
(x3+3ax?+3bx+c):(x?+2ax+b)=x+a

—x3 F 2ax® ¥ bx
ax? + 2bx + ¢
—ax?F2a’xFab
(2b—2a?*)x+ (c —ab) <« ocrarak

JleJbemeM J1Ba 3a/1aTa IOJMHOMA JI00Mja ce KoMMYHuK X + a u ocrarak 2x(b — a?) + (c —ab).
[TowTo je NMPBM MOJMHOM JE/bMB IPYIMM OCTaTak Mopa Ooutu 0, JaKkie, MMaMo jeIHaKOCT
2x(b — a?) + (c — ab) = 0, onaxne no6ujamo na mopa 6utu b —a?=0 u ¢ — ab = 0. 3Haun,
b=a’?uc=ab= a-a®*=ad.

Jakune, npeu noauHoM uzHocu x3 + 3ax? + 3a?x + a3 1j. (x + a)3, a npyru x2 + 2ax + a? 1j.
(x + a)?.

2. (Oxpyxno takmuuewe 27.2.2021., npsu paspen - A kareropuja) Oodpedumu cee
8PEOHOCMU PealHoe napamempa a 3a Koje je noauHoM
P(x) =x%%21 —2x2+x+a%—a
oemus nonunomom Q(x) = x?> — (a+ Dx + a.

Pememe.

IMomrro je Q(1) = 0, cneau aa je mommuaoM Q (x) mesbuB ca x — 1, ma ce mesbemeM J00Hja j1a je
Qx) = —-Dkx—a).

Vkonuko je momuaom P(x) nmesbus ca Q(x) cnemu na je nesbus u ca(x — 1) w ca (x — a),
oaHocHO 1 U a cy Hyse monuHOMa. 3a @ = 1 mupekTHO mpoBepaBamo aa Q(x) e genu P(x).
Kakoje P(1) =1221 —2-12+14+a*—a=a®—a=a(a*—-1)=ala—1)(a+ 1), cnemu
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ala—1)(a+1)=0=> ae{-1,0, 1}.

Tamaje P(x) = x(x?°20 — 2x + 1) = x(x — 1)R(x), rue je
2020 _
R(x) = x — L %2019 4 52018 | ... 4y — 1.

Ouwrnienno aa je pememe a = 0. To je u jenuno pememse. 3aucta R(—1) u R(1) cy pasauuutu
on nyne, na a € {—1, 1} Hucy pememna.

3. (OpxaBHo Takmuueme 5.3. 2016., npeu paspen - b kareropuja) IHoaunom x8 + x* + 1
npeocmasumu Kao npou3e00 mpu noiunoma cmenena oap 1 nao npcmernom R.

Pememe.

Uspas x® + x* + 1 moaceha na Gpopmyiy 3a kBagpaT OMHOMA, 112 MOKYIIABAMO JIa HA EbY CBEIEMO
x®+x*+1=x8+2x*+1—x* Kopucrehu u QopMmyny 3a pasaMKy Kajapara, peioM
nooujamo

x8+xt+1=(0x*+1)?—-(x?)?2=
x*+1—-x)x*+1+x)=((x*—x?>+1D(x*+2x2+1—x?) =
(x*—x2 4+ Dx*+2x24+1—-x) = (x*—x2+ D((x?+1)2 —x?) =

x*—x2+ D2 +1—-0)?+1+x)=x*—x2+ D2 —x+ D (x%>+x+ 1).

4. (Cprncka MatemaTHyKa OJIMMIIMjaZa yUeHHKa cpeamux Imkoja, 24.8.2020.) Halu cee
monuune nonunome P(x) € R[x] maxse oa je nomunom P(x)? — 1 dewus nonunomom
P(x—1).

Pewewe.
MoHnYaH MOJMHOM je MOJIMHOM YHjH je KoehuldjeHT y3 Hajeehu cTenen jeanax 1.

Bumumo nga cy momunomu Q(x) =1 u R(x) = x — ¢, rlie je ¢ KOHCTaHTa, CUTYPHO pEIICkha.
IIpernocraBumo  ga  je  P(x) = (x — x1)(x — x3) -+ (x — x,) HEKOHCTaHTaH TIIOJHHOM,
X1, X2, .., Xp € C. OnpeheHoctu paay NpeTHoCTaBUMO Jia X; UMa peaHu €0 MambH O] PEaTHUX
nenoBa Opojea Xy, ..., X,. CTaBUMO X; = C.

ITo ycnoBy 3amatka, x — (1 —¢) nmemn P(x)? —1,paP(1 —¢)? = 1 onakne je P(1 —¢) = +1.
C apyre ctpane, 3a 2 < i < n Baxu |[c —1 — x;| = 1, Ha ocHoBy u3bopa c,na je |P(c — 1)| =

*olc —1—x;| = 1, ato je moryhe camo ako je [c —1 —x;| =1, 1j. x; = c 3acsel.

Cnemu na je P(x) = (x — c)™. Mebhyrum P(x + ¢)? — 1 = x?™ — 1 uuje nemuso ca P(x + ¢ +
1) = (x + 1)™ ako je n = 2 ma je jequna Moryhxoct n = 1.
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Hamomena. Ako ce UCKJbY4YH yCIIOB MOHUYHOCTH, UMa M HETPUBHjATHUX periema. Ha mpumep, 10
Ha 3aMeHY ITPOMEHJBHBE X ca X + C, (jeaAuHa) peliema crenena 3 u 4 cy

3
P(x) = % (x3 — 3x? + 8x), oqHOCHO

1 iv2 33
P(x) =§(x4—2x3—x2—10x—12) u P(x)=%(x4—2x3+8x2—x+:), JIOK
peliewma cTeneHa 2 Hema.

5. (ITpunpeme 3a MMO — beorpan, jyu 2016.) Odpedumu cee peanne noaunome P, makse oa
gaoxcu P(x?) = P (x + %) (x - %), 3a cee X.

Pememe.

Jenunu TakBu KOHCTaHTHU nojmHOMHU ¢y P = 0 u P = 1. [IpernoctaBumo fa P HUje KOHCTaHTaH

. . 1 .
U TOCMaTpajMO HEroBy HyNly ¢ Hajsehum MoayioMm. 3amMeHoM X = ¢ + > nobujamMo 1a cy u

(e£3)

. . . 1 1 . 1. 1.
0BO je Moryhe jeauno ako je (¢ + 5)2 =cu(c— 5)2 = —c, 7j. ¢ =i Creqm jia oy + i nyne

) 1 1\2
< |c|. Mehyrum, xako je (¢ + 5)2 - (c — E) = 2c,

1\2 .
ct >) HyJIe MoIMHOMa P, na je

1 1 .
nomiHoma P,ma x? + ;1P(x). Crasmamem P(x) = (x? + DQ(x) y mnomasny jennauumy,
no6ujamMo aa U moJuHOM ( 3a10BOJhaBa YCJIOBE 3a7aTka. Ha oBaj HAUMH WHIAYKTHBHO OOMjaMO

: 1
71a cy jequHa periera 3agatka P = 0u P = (x? + Z)", 3an € N,.

6. (PenyOmuuko Takmuuere 28.2.2015., npeu paspen - b kateropuja) Axo je nonurnom
ax® + bx* + bx3 + ax?® + cx — 62
deswus nonunomom 2x? — 5x + 2 uspauynamu
3a+2b, a,b,c € R.

Pememe.
Osnaunmo P(x) = ax® + bx* + bx3 + ax? + cx — 62 n Q(x) = 2x% — 5x + 2. IIpumeTnmo
na ce moxke Q dpakropucaru 2x% — 5x + 2 = (x — 2)(2x — 1), ma cy merose Hyjie 2 1 % Byayhu

: 1
na je monuHoM P(x) nespuB nonuHoMoM Q (X) ciiequ 1a Cy U BeroBe Hyne 2 U >

Venosu P(2) =0 u P(%) =0 cecomenaldba+24b+2c—62=0mu

b . )
:—Z + ?1’—6 + % — 62 = 0. YBoaumo cMeny t = 3a + 2b. Tana ce nobujeHe jenHaunHE CBOJIE HA

12t +2c—62=0n—+<—62=0.
32 2

PemaBamem gator cuctema gobujamo t = —16.
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7. (M360pHO Takmuuewe 3a u300p exune Cpouje u Lpue I'ope, Hosu Can, 20.4.2003.) Hexa
je p(x) nomunom. Osznauumo p™(x) = p(P(-p (x)-)). Hokazamu oda je nonurom

n
2003 (x) — 2 p2992(x) + p2°°1(x) oemus ca p(x) — x.
Pememe.
Mosnaro je ma p(x) — x | k,(x) = p™"*1(x) — p™(x) 3acBakon € N,: 3amcTa, aKo 3alUIIEMO

p"(x) = Zoaix!,  ommaje ky(x) = p"(p(x)) — p"(x) = T a; (p(x)' — x) npu uemy
p(x) — x| p(x)! — x' 3a ce i. 3aTo je m

P2003 (x)—2 P2002 (x) + onm(x) = kzooz(x) - k2001(x) ACJbUBO Ca P(X) - X.

8. ([MomatHo m3060pHO TakMmuuerme 3a ydemhe Ha 33. BMO u 57. MMO, 5.4.2016.) Hus
noaunoma B, (x) je oopehen ycnosuma Py(x) = x3 — 4x u
Ppii(x)=B,(1+x)B(1—x)—1.

Hoxazamu oa je nonurom Py16(x)  Oemus nonunomom x2°1°.

Pememe.

3an = 1u3 peKypeHTHE Be3e CJIEeNHU Ja je oJUHOM P, mapaH, oTyaa

Ppir(x) = (P2 + x)P,(—x) = (B2 —x)B(x) —1) — 1=

Py (2 + x)Py(2 = x)PZ(x) = (P, (2 4+ x) + B, (2 = x))P, (x), omasne P, | Py
[Momuuom P, (2 + x) + B,(2 — x) je nemwus ca x axo x — 2| B,(x).

buhe nemus u ca x? 3aro mro je mapas. Jaxie, ako x*(x — 2)| P,(x) 3a Heko k > 2, oH1a
XH2(x = 2) | Pry2 (%),

Kaxo je P, HEmapaH MoJMHOM,

Py (x) = Po(x + 2)Py(x — 2)Py(x)? + (Py(x + 2) + Po(x — 2))Py(x), onasne
x2(x — 2)|Py ().

Jlasbe jenqHocraBHa uHAyKIHja gaje x™ (x — 2)|B,(x) 3a 2|n,n € N.

9. (57. MMO, Xour Konr, Kuna —onenespax, 11.7.2016.) Ha mabau je nanucana jeOonavuna
(x—1D(x—-2)(x—2016) =(x—1)(x —2) - (x —2016) ca no 2016 auneapnux
¢axmopa na ceaxoj cmpanu. Koja je najmarea speonocm k 3a kojy je mozcyhe obpucamu
mauno K 00 osux 4032 nuneapnux ghakmopa maxo oa Ha céaxoj cmpanu ocmane d6ap jeoan
Gaxmop u 0a npumom 0obujena jeOHa4uHa Hema pearnHux peuersa?

Pememe.
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[Tomrro HUjenan GakTOp HE CME JIa Ce M0jaBH HAa 00€ CTpaHe jeTHaYnHe, MopaMo oOpucatu 6ap
2016 dakropa. [a 6ucmo mokasanu aa je 2016 noBossHO, oOprcahemo ca neBe cTpane pakrope
x —kcak = 2,3 (mod 4), a ca necue crpane pakrope x — L cal = 1,4 (mod 4).

Jo6ujamo jennaunny A(x) = B(x), rue cy

AX) =8 (x—4i—1)(x—4i—4)n
503

B(x) = ﬂ(x —4i—2)(x—4i —3).

i=0
TBpanMo 51a oBa jeJHAUMHA HEMA PEATTHUX pelleHha.

1) 3ax=1,2,-+,2016 jeana cTpaHa ropme jeiHaYMHE je HYJIA, a Apyra HHje.
2) 3a2k—1 <x <2k,3amexok =1,2,--,1008, onga je A(x) <0 < B(x).

3) Hexajex < 1wmmux > 2016 w4k < x < 4k + 1, 3amexo k =1,2,---,503.
Tama Baxu:

O<(x—-4i—-1Dx—-4i—-4)<x—4i—-2)(x—4i—3),3ai=0,1,---,503, a MHOXEHmEM
OBHUX HEJeTHAKOCTH JI00H]ja ce:

0 <A(x) < B(x).
4) Hekaje 4k +2 <x <4k +3, 3anekok = 1,2,---,503. Taga Baxu:
(x—1D(x—-2016) < (x—2)(x—2015)<0wu

(x—4i))(x—4i—-1)>(x—-4i+1)(x—4i—2)>0,i=0,1,---,503, a MHOXKEHEM OBHUX
nejennakoctu gobduja ce A(x) < B(x) < 0.

OBuM cy cBu ciyudajeBu ucnutanu. Oarosop je 2016.

Hanomena. Ako je A(x) # B(x) 3a cBe x € R, nako ce Buau ja usMel)y cBake JBe HyJE jeIHOD
MOJITHOMA MMa TiapaH Opoj Hyia npyror. OBo HaBOJM HAa KOHCTPYKIU]Y U3 PeUICHA.

10. (Cpricka matemarnuka omummujaga 31.3.2018.) Jokazamu oa nocmoju mauno jeoaw
noaunom P(x) ¢ peannum xoepuyujenmuma 3a Koju_je nOIUHOM

(x + y)1%% = P(x) — P(y)

0emU8 NOTUHOMOM XY — X — Y.
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Pememe.

Tpaxumo nomanome P(x) = Ylopix’ u  Q(x, y) =X a;;x'y/ Taxse ma je A(x,y) =
(xy —x—y)Q(x,y) = (x + y)1°°° — P(x) — P(y). Ipumerumo na je degQ < 998. 3amucra,
axo je a;;x'y’ monom najseher crenena y Q(x,y), onzna je xoeduumjent y3 x'y/ y A(x,y)
jemnak a;; # O,maje i +j+ 2 < 1000. Cnean na je degA < 1000,na je u degP < 1000.

U3jennavyaBame Koedunujenara y3 x'y/ y

Alx,y) = (xy —x —y)Q(x,y) = (x + y)1°90 — P(x) — P(y) naje jennaxoctu

a_jo1 = ("%°) sai+j=998,(i,j>0),a;_1-1 = aj_1,j + a;j—1 32 i +j <998(i,j > 0)
Ma;_109 = Qgi—1 = P;, OJAKIIE je[HOCTABHOM MHIYKIIUjOM HalIa3uMO

ioqjon = (P990057) mi+j < 10000, j > 0) u p; = (), Tj.

P(x) = 21000 4 (1000)999 4 (1001)998 4 ... (1958

W3 koHCTpyKLIMje caen Aa 0Baj MOJIMHOM 3a7J0BOJbaBa yCIOBE 3a/JaTKa.

11. (M36opHo Takmuueme 3a u3bop exune Cpouje u Lpue I'ope 3a MMO, 31.5.2005.)
Hahu cee nonunome ca peannum xoeuyujenmuma, maxkeée 0a 3a C8aK 0 PeaiHo X 6AlCU
P(x*+1)=P(x)*+1.

Pememe.

U3z P(x)2 =P(—x)?2 =P(x?+ 1) —1 cnemu xa je noaunom P(—x) uneHtnuku jeqnax P(x)
nw —P (x).

Ako je P(x) = —P(—x) 3a cBe x, 3amenoM x = 0 gobujamo P(0) = 0. Jepunummmo Hu3
Xo =0 MXpyy =x2+1.

Wupykujom cnemu P(x,) = x, 3a cBe n, na kako je Hu3 (x,) pacryhu, cieau na je P(x) = x
3a 6ECKOHAaYHO MHOTO OpojeBa X, jakie P(x) = X mITO OYMIIIEHO 3310BOJbaBa ATy jeJHAKOCT.

IMpernocraBumo cana na je P(x) = P(—x) 3a cBe x.
Heka je P(x) = ay + a;x + a,x? + -+ + a,x™. Tana je nonunom

P(x) — P(—x) = 2( a;x + azx® + --+) unentnuku Hyna, na je a; = az = =0 1. P(x) je
nomHoM 1o x2. Ciemu na nocroju nonueoM Q Takas na je P(x) = Q(x? + 1).

Tamaje Q((x? + 1)2+ 1) = Q(x? + 1) — 1, wrro ce cmenoM x% + 1 = y cBoau Ha

Q(y*+1)=Q(y)*+ 1 1j. Q 3a10BOJbaBA WCTY MOJMHOMHY jEHAYMHY Kao P, anu je Mamer
CTEICHA.
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HacraBibaBajyhu oBaj moCTymak 3ak/by4yjeMo Ja Cy CBa pelliera HoJIuHoMH 1o X, rae je T(x),
T(T()),T(T(T())), - raeje T(x) = x2 + 1.

12. (Ip>xaBHO Takmuuere 24.3.2007., yeTBpTH paspen - A kareropuja) Jokazamu 0a nocmoju
NOAUHOM 00OIUKA
x™ +2007x"1 + -
koju denu noaunom x™ — 1 3a nexo m € N.

Pememe.

Axo je p npoct aenunarn 6poja m, oga noauHoM xP~1 4+ xP~2 + ... + 1 nenm xP — 1 wTo aenu
x™ —1. Heka je cag m = pyPy *** Paoo7, TAC Cy P; Pa3IvuuTH mpocTtH OpojeBu. CBaku o
nomHoma P;(x) = xPim1 + xPi=2 4 ... + 1 nenm nomanom x™ — 1. Takole, cBaka 1Ba moIMHOMA
P, m P; (i # j) cy y3ajaMHO 1pocTa, jep HeMajy 3ajeHIUKe Hyle (Hy/le OPBOT Cy NPHUMUTHBHH
p; — TH KOPEHH jeIMHMIE, a HyJe APYror p; — TH KOPEHH, a OBa JABa CKylla Cy HapaBHO
nucjyaktau). To 3Haun jga je x™ — 1 nessuB 1 pou3BoIoM Py (x) P, (x) «++ Pygo7 (x) umju je npBu
koeduiujeHT u3a Bojeher ympano jeaHak 2007.

5.3. [osimHOMH ¢ HeJIUM KoepuIHjeHTHMA

1. (Onmtunacko Takmuderse 6.2.2021., yerBpTH paspen - b kateropuja) Ilocmoju u norunom
f(x) ca yerum xoepuyujenmuma maxas oa je

f=f6G)=-1, fR)=f@=2u f(3)=20217?
Pememe.

IMowro je f(1)+1=03ax =1ux =5, nmomunom f(1) + 1 je nesvus ca (x — 1)(x — 5). To
sHayn ga je f(x) = (x—1)(x—5)g(x) —1 npu yemy mnoiuHOM g uMa Takohe 1eie
KOe(pHIMjEHTE IITO CIIEIH U3 CTAHAAPAHOT AITOPHTMA 32 JIEJbEHE OJIUHOMA.

Mehytum, 3amenom x =3 gobuja ce 2021 = f(3) = —49(3) — 1, omakie je masbuUM

cpehuBamem 2022 = —4g(3) /: 2. Oso ummmmnupa g(3) = — %, wTo je Hemoryhe.

[Ipema ToMe, OITOBOD je HE.
2. (Oxpyxno Takmuueme 11.2.2012., mpBu paspen - A kareropwuja) Jamu cy noauHomu
Px)=x3+x?+x+2 u Q(x) =x3—x+ 3. Ja au nocmoju yeo 6poj m maxo oa
Q(m)| P(m)?

Pememe.

I[IpeTmocTaBUMO Ja MOCTOjH 11eo 6poj m tako ma Q(m)| P(m). Umamo na
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0x)=x3—-x+3=x(x?-1)+3=x(x—1D(x+1)+ 3.
3namo, Q(m) = m(m — 1)(m + 1) + 3 je nemwuso ca 3 (m(m — 1)(m + 1) je npoussox Tpu
y3acTomnHa Opoja na je aesbuB ca 3), a onga cieau aa 3 | P(m) u na 3 nenu pasiuKy I0JMHOMA

P(m)u Q(m).

Hakne, 3| P(m) —Q(m) =m? +2m—1=3m+ (m? —m — 1), naumamo na 3 jm? — m — 1.
Buaumo na 3 + m. Ilomro m Huje nespuso ca 3, Baxu m? = 1(mod 3) na umamo

m? —m—1 = 0(mod 3), OJTHOCHO m=m?—-1=1-1=0 (mod3) Tj.
3|m. KonTtpamukuuja.

3. (dpxaBuo Takmuuewe 19.3.2011., uetBptHu paspen - b kareropuja) Heka je a yeo 6poj.
O0pedumu Hyne noruHoMa

x3 4 ax —13x + 42
aKo je nosnamo 0a cy cee one yenu 6pojesu.

Pememe.

Heka cy p,q, 7 € Z nyne nonuaoma x> + ax — 13x + 42. IIpema BujeToBum npaBunmma je
pqr = —42n

pq +qr+rp=-13.
N3 mpBe MokeMoO 3akJbyduTH Ja je Oapem jemaH on OpojeBa p,q,T Ie/bUB ca /, HeKa je 0e3
yMamemha omutoctu 6poj r. Caza je us npse jennakoctu |pq| = |— 4r—2 < 6 maje

—7 =2 —13 —pq = —19. U3 npyre jenHakoctu 3akibydyjemo na je r(p + q) = —13 — pq, na
Ha OCHOBY TIpeTXoaHoT —13 — pq = —7 uam —13 — pqg = —14. PazmoTpumo oBa J1Ba ciy4aja:
[IpBu ciyuay.

Nmamo pq = —6, onHocHo r =7, ma u3 Apyre jeaHaunHe p +q = —1. Camum TuUM, MO
BujeToBUM IPaBUIKMMAa P U ¢ Cy KOPEHH KBaJpaTHe jeqHaunne t2 +t — 6 = 0, na je

{p,q} = {2, -3}, a kopenn maror nmonuuoma cy 2, -3 u 7.

HApyru ciy4aj.

Nmamo pq = 1, omHOCHO 7 = —42, 1a U3 Apyre jeiHayuHe p + q = é, mIto je Hemoryhe, jep cy

p u q uenu O6pojeBu. Jlakie, Hyse 1aTor NoJuHOMa cy 2, -3 U 7.

4. (HpxasHo Takmuuere 15.3.2014., nmpBu paspen - A kareropuja) Oopedumu cee noiurome
R(x) uuju cy ceu rxoepuyujenmu uz cxkyna {—1,1} u 3a xoje eaxcu R(3) =130 u

R(—2) = —45.
Pememe.
Heka je R(x) = a,x™ + Ap_1 X" 1+ +ax +a, MOJIMHOM Ca HaBeJIeHUM OcoOMHama.
Ounrto R(x) HUje KOHCTAHTaH MOJKMHOM. AKO je a, = —1, Taxa Baxu

n

2
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ITo muje moryhe. 3ato je

3" -1 3"+1

130 =R(3) 23"~ 3" +3" 2 4431+ 1) =3" —— 2

W3 wejequakoctu 130 > 3112_“ nobujamo n < 5.3an < 5 Baxu
130 =R(3) <3*+33+32+3'+1 =121, teje n = 5. 3namo as = 1. Kako je

35+3%-33-32-3—-1>130 s3akmyuyjemo naje a, = —1. Cana je
130 = R(?)) = 35 - 34 + 27(13 + 9a2 + 3a1 + Ao, OTHOCHO 27a3 + 9a2 + 3a1 + ag = —32.

Ha cnuuan HauumH Hanasumo na Baxu az; = —1,a, = —1, a; = 1luay = 1. Hdaxne, jeaunu
MOJIMHOM KOjU MOXKE 1a 3aJ0BOJbaBa CBe ycioBe 3amatka je R(x) = x°> —x* —x3+x + 1.
Henocpennom nposepom yrBphyjeMo n1a 3a mera Baxku v R(—2) = —45, Te je OH jeIMHH TOJTHUHOM

ca TpaXKeHUM OCcoOMHama.

5. (CaBe3no Takmuuere 15.4.2006., npsu paspen) Tamjana je samucauna noaurom P(x) uuju
cy koepuyujenmu uz ckyna Ng. [Januya scenu oa oopeou maj noaunom. Ouna y jeonom
nome3sy useosapa yeo 6poj k, a Tamjana joj je caonwmuna epeonocm P(k). Hahu
Hajmaru Opoj nomeza nompedbHux Jlanuyu oa omkpuje noaunom koju je Tamjaua
3amucauna.

Pememe.

JlaHuI1a MOKE J]a OATOHETHE TIOJIMHOM Y JBa 1oTe3a. Ha mpumMep, 1a y mpBoM MOTE3y 3aTPaxH 01
Tatjane na joj caommuru P(1) (oBo murame Tpeba Ja NPOLEHU BEIMYMHY KoedulujeHara
nosuaoma P(x); kako je monuHoM ca koeduuujentuMa u3 N, cBaku koepuumjeHt je He Behu ox
a), a 3atum uup. P(10%), rae je a = P(1).

Heka je b = P(10%). CBaku mpupojaH Opoj UMa jeIMHCTBEHO INPEACTABILARE Y CHCTEMY Ca
ocHoBoM 10%, ma kaxko je 10¢ > a, koepunujeHTr nomuroma P(x) cy ,,uudpe” y npeacraBibamy
Opoja b y cucremy ca ocHoBom 10¢.

[ToTpe6HO je jomr moka3aTH Ja je jeJjaH MoTe3 HeAOBOJbaH aa JlaHuma yTBpIM 3aMHIILIbEHU
MOJIMHOM, Tj. Jia 3a cBako k € Z mocTtoju Oap /1Ba mojduHOMa ca koedpunujeHtuma y Ny,  koju
uMajy jenHake BpeqHocTH y k. Ako je k > 0 TakBu nosiuHoMu cy 2k ux + k, azak < 0 TakBu
cyx + (k) ux? + (—k + Dx + (—k).

6. (Hdpxasuo takmuyewe 24.3.2007., npyru paspen - A kateropuja) Hexa je P(x) nonunom
ca yenobpojHum Koepuyujenmuma. Axo 3a Heke pasnuyume yeie opojese a u b sascu
P(a) - P(b) = —(a — b)?,
ooxazamu da je P(a) + P(b) = 0.
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Pememe.

Kopucrehu unmeHuIly 1a 3a cBaka JBa pasjiuuura 1eia 6poja aub u P € Z[x] Baxnu

a — b|P(a) — P(b). Haxne, nocroju k € Z rako na je P(a) — P(b) = k(a — b). 3aro je

P(a) - (P(a) — k(a — b)) = —(a — b)?. ocnenmwa jennaunna je xpagparua (mo P(a) u nako
3aKJby4yjeMo Jia HeonxoaH ycioB aa ou P(a) 6uo 1eo 6poj, aa neo 6poj 6yne u

VD = |a — b|Vk? — 4. laxne, Vk2 — 4 € Q onaxune je Vk2 — 4 € 7. Huje Temko 3aK/byunTH 1a
je u3pa3 MoTITyH KBajpat camo 3a k = +2 . VI3 momeHyTe KBajgpaTHe jeAHAYUHE je Tajaa

P(a) = +(a—b) re uz P(a) — P(b) = k(a —b) mnanasumo na je P(b) = ¥(a — b) . Osum je
noxkasano aa je P(a) + P(b) = 0.

7. (bankancka matematudka onuMmmujaaa, 7.5.2016.) Odpeoumu ceée monuune norurnome f
ca yenum xKoeguyujenmuma xoju umajy cieoehe ceojcmeo: nocmoju npupooar 6poj N
maxaeé oa je 2(f(p)!) + 1 dewuso ca p 3a céaxu npocm opoj p > N 3a xoju je f(p)
npupooat opoj.

Pememe.

JacHo je na monuuoM f Huje koncranTan. C 1pyre ctpaHe, U3 yciaosa 3anatka cienu p + f (p)!, 1j.
f(p) <p3aceep > N,namopa6utudeg f = 1, omakie je f(x) = x — ¢ 3anexo ¢ € N. Kako
je mno BunconoBoj reopemu

20-)=-1=(@-D!'=(D"c—D!(p-c)! (modp).
3a cBaku npoct 6poj p > N, cnemu maje (—1) (¢ — 1)! = 2 (mod p),

1. (—1)¢"1(c — 1)! = 2, onaxne je ¢ = 3. IIpema Tome, f(x) = x — 3.

5.4. Pa3no

Y moceGHOM 0J€JbKY WIYCTPYJEMO Ba)KHOCT IOJIMHOMA Ha MPUMEpPY 3aJaTKa KOju HHUje U3
MOJIMHOMA, aJIi C€ MPEKO HUX pellaBa.

1. (Cpricka MaTeMaTHuKa OJIMMITHjaj1a yYeHHKa Cpeambux mKoia, 6.4.2019.) Huzosu (a,)meo

u (bp)po  Oeqhunucanu cy peKypeHmHuM perayujama

2018
a0=0,a1=1,an+1=T an+an_1 36177.21,

u

by =0,by =1,by14

2020
= b, +b,_; 3an=>1.
Hoxazamu.:

b1010 _ A1009
1010 10009.
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Pememe.

[Tpumerumo na cy HuzoBu (a,) u (by,) neduHUCaHU CIMYHUM pelanujama, 300T Tora J0JI1a3|uMO
Ha HJejy 1a Ae(hUHUIIEMO HU3 (cm’n) ca IBOCTPYKHM MHJIEKCHMA Tako Ja ¢y Hu30BHu (a,) u (by,)
canpxanu y 03y (Cpp ). Jdedunumeno ums (¢, )(m,n € Ng) yemosuma

2m
Cm,O = Ol Cm,l = 1' Cm,n+1 = T Cm’n + Cm,n—l 3an = 1.
Tana je an, = C1010n ¥ bp = C1009,n-

. 2n3+n .
Buaumo n1a je HOp. €1, =M, € =N% U C3p = — TBpaumo aa 3a ceako m € N nmocrtoju

MOHHWYaH NoJuHOM P, (x) TakaB 1a je
Pax+ 1D =P+ Px -1 (1)

Pm(n)
P (1)’

oo je ounrienuo P, (0) = 0, nrgykimjom he ciaemuTu ¢, , =

Jlema.  Jlebpunumemo Hu3  moimHoma P, ycaosuma  Py(x) = 0,P;(x)=x wm

Pri1(x) = xPp(x) + k(k4_1) * Py_1(x). (2) Tama nmonuaomu P, 3amoBosbaBajy (1).
ira e, Barn Py (x + 1) = 2P (x) + P(x — 1) = =2 P ().
2k—1

U3 (2) cnean na momuaoM Qp(x) = 0 u Qi(x) = P, (x) 3amoBosbaBajy Be3sy

(k—1)!
Qr+s1(x) = %x Qr (x) + Qg1 (x) ma uagyKUHjOM Q) (X) = XC\ s JOOHjaMO 3a cBe X € N.

. k—-1)! 1 P
Oz[aBL[e]e Pk(x) :(Zk—_l).xcx,k Hcm_n :__M_M: Cn,

, 1M
n n Pp(1) C1m m '

TBpheme 3angaTka ce qoduja3zam = 1010 u n = 10009.
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6. 3AKJbYYAK

Nneja oBor pana je Ouna J1a ce MOJIMHOMU YBEAY Kao TojaM, Kao U Jia ce MPUKAXKE lUX0Ba
34CTyIIJbEHOCT HAa TAKMUUCHNMA PA3JIMIUTUX HUBOA Y CpeZIH)Oj IKOJIN.

Ca mosmMHOMMMA C€ YYCHHIM YIIO3HAjy JOII Y CEIMOM pa3pely OCHOBHE ILKOJIE, Kaa Ou
Tpebasio M HampaBuTH 0a3zy 3a J00pO pasyMmMeBame OBHX MaTEeMAaTHYKUX TpolrneMa W
MHTEPECOBAKE 3a HAJIOTPAby KOje ce Orjiefia Y J0JaTHOM yCaBpIIABamy U JKEJbH 32 OJUIACKOM
Ha MaT€éMaTH4YKa TaKMHYCHA.

Y oBoM pajay cy, y IPBOM peiy, AaTH MPAKTHYHU CABETH 3a CaBJIaJIaBalbe OCHOBHUX
omepaiuja 3a pajJ ca MOJUHOMHUMA, O0jallllbeHH ajlaTh M MOJENIM KOJU CIIY)KE€ 3a pellaBame
3aJaTaka, a 3aTHM, Ka0 BUIIIM HUBO M CBOjJEBPCHA HAJOTPa/Iiba 3a TAJICHTOBAHE YUCHUKE U OHE KOjU
ce crpeMajy 3a TakMH4Yema. Kpo3 1eo paj mpoBejaBa BelMKa jKeJba ayTopa Jia TOJMHOME
HpI/I6J'II/I)KI/I CBAKOM YYCHHKY, TAJICHTOBAHOM HJIM Malkhb€ TAJICHTOBAHOM U Hala J1a he ce mrro Behn
Opoj BHUX 3apa3WTH MaTEeMaTHKOM  KpO3 yIIO3HABamke Ca OBHM CKPOMHHUM JIEIOM HayKe,
3BAHUM — ITOJIMHOMMU.

3apmmmhy oBaj pag [TukapoBoM MOPYKOM CPEAEHOMIKOJICKO] OMIIaIUHA

[MukapoBa nmopyka cpeImOIIKOJICKO] OMIaAUHN

..M3rnema na cmMo mm y DpaHIyCKO] HApOYMTO OCET/BMBH HAa [IyX, JKUBOCT W Oiecak
WHTEIUTCHIIM]e, IOK Mame IEHHUMO CTPIUBMBOCT M OJBAKHOCT y Hamopy. Mehytum, oBe nBe
0COOMHE TOMUHHUPA]Y Y CBaKO] KapHjepH.

.../IHTenureHnja y *KMBOTY HHjE jeMHA CHara W MMa MHOTO TpUMeEpa TJAe jeé OHa ocTaia
HerutoiHa. KoJIMko Mitaqux WHTEMTCHTHHUX JbY/H, BPJIO TAJICHTOBAHUX, HUCY T OHO IITO CE
0J1 BUX oueKkuBajo! JIyro CTprybeme je€ HEOIXOHO 1a OU YIMHUIIO TUIOTHUM HajcpehHuje mapoBe:
OHO caMoO Mo ceOu HHje TeHHje, aJlh je TOHeKa TajeHaT. [la Ou ce CTBOPWIIO jeTHO IO WA
M3BPIIMJIA jJeHA aKIK]ja, Tpeba UMAaTH UCTPAjHY U HEMPEKUIHY BOJBY.

CramauMm pajnom u3rpal)yjy ce 100pu U3Taean YHju IJI0I0BH MPUITA/Iajy OHUMA KOJU CYy UX Jyro
TPKWIIN: OBAa HCTHHA CUMOOJT30BaHa je y tbyTHOBOM 0IroBOpY KOjH je peKao Jia je 3aKOHe CBeTa
OTKPHO Ha HAYHH IIITO j€ O lbUMa CTAIHO MHUCIIHO.

U3 6ecene kojy je [Tuxap oapskao 30. jyna 1898. yuenunuma uysenor nuieja Xeupu 1V y [lapusy.
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