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I'maBa 1

YBOJI

Y oBoM paxy hemo BuaeTH mTa cy TO budypkayuje y KOHTEKCTY TUHAMUYKHX CHCTEMA,
yro3naheMo ce ca OCHOBHUM THIIOBHMa Ondypkaluja Koje ce jaBjbajy y jeTHOJIMMEH3HO-
HAJTHUM U JIBOAMMEH3UOHATHIM JUHAMUIKAM CHCTEMHMA W BUIeNeMO FhUXOBY MPUMEHY
HA HEKOJIMKO KOHKPETHHUX HpUMepa U3 Pa3/JUIUTUX HAYIHUX O00JIACTH.

Jla 6u ce MOTJIO TOBOPHUTH O OUdypKalujaMa, HeoIXodaH je oapehenn HUBO NpeI3HAIbA, U3
obacTu oOMIHUX audpepeHInjaTHuX jeJHAINHA, Ca aKIEeHTOM Ha JUHeapHUM W HeJInHe-
APHUM JIMHAMAYKUM (ayTOHOMHEM) CHCTEMHMa. Y OBOM pajy mnocmarpaheMo nuHaMudKe
cucteme y R, ommocHo R?, ca eyKIHICKOM METPHKOM W CTaHIADAHOM AndpepeHInjadn-
JIHOM cTpyKTypoM. Kako ce najsehin jieo mojMoBa ca Kojuma hemo ce cycperaTu u BayKHUX
TBpherma y Be3u ca muMa odpalyje Ha OCHOBHUM KypceBUMa, JudepeHIujaainX jeTHaYnHa,
Ha MarematuukoMm dakynrery, To he ce y 0BOM pajly TH MOjMOBU W TBphema CMaTpaTu
HO3HATHM, y3 MPEMOPYKY Ja ce 3a mnojaceharme u npomupuBame 3Hama U3 00IaCTH TUHA-
MUYKHX CHCcTeMa W oOM9HuX audepeHnunjasnux jenHadynHa yornmre moraena [1], [2], [5],
[6]. ¥V oBoj ri1aBu hiemMo ce ymo3HaTd camo ca MOjMOM TPaHUIHOL MUKJIa, Oyayhu 1a ce Ha
OCHOBHHM KypceBHMa JudepeHIujaJInnX jeJHauYnHa OH 4decTo He oOpabyje, a Ouhe Ham
HEOIIXO/aH Y HEKUM JIeJIOBUMA OBOT' PaJa.

Jlpyra riaBsa oBor paJjia nocsehena je Ondypkamnujama y jeHOIUMEH3NOHATHUM JUHAME-
gykuM cuctemuMa. JeraspHo heMo ce ymos3HaTn ca HajBaXKHUjUM TUIOBUMa OBUX Onyp-
Kallfja: CeJI0O—9IBOP, TPAHCKPUTHIHUM U BHJIACTUM OMpypKaiumjama.

Y 1pehoj raBu odbpammhemo Tunose GuypKanmja KapakKTePUCTUIHE 33 JIBOIUMEH3HO-
HastHe JiuHaMuuke cucreMe. Hajipe hemo pazmorpuTn OCHOBHE THUIIOBE JIOKAJIHUX Oudyp-
karuja (npu gemy he majBurre naxkme 6uru nmocseheno Xondosum Gudypkanmjama, Koje
cy creruduvHe HCK/BYYUBO 32 cucTeMe nuMensuje Behie o1 1), a 3aTUM U HEKOJMKO HajBa-
JKHUJUX THIIOBA IJIobaIHuX OudypKamuja.

[Tocneama, yeTBpTa rasa nocsehena je npumenama OmdypKaija y MoIeI0BaIby pas/iu-
qynTuX HaydHux (penomena. OBa IyiaBa MojesbeHa je Ha JIBa OJe/bKa — HPBH je mocsehen
JEeTHOAMMEH3UOHAJHUM JIMHAMUYIKUM CUCTEeMUMa U Ty cy obpahena jiBa npumepa, jeJan us3
dusuke u jegan u3 6uosOTHje, a APYru JIeo je mocBelieH JIBOJUMEH3HOHATHAM CUCTEMUMA,
rje je NpuKa3aH NpuMep U3 00JacTH XeMuje.
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1.1 T'panmyH; OUKJI

Jlar je HeJiMHEApPHH JIBOAMMEH3NOHAJHN JIMHAMUYKH CUCTEM

L fay)

Vi Z, )

dt ! (1.1)
dy

E - g(xay)7

re je f,g € CY(D), D C R? ut € R. T'paamynm muky junamudkor cucrema (1.1) je
U30JI0BaHa 3aTBOPeHA (ha3Ha TPajeKTOpHja TOT CHCTeMa. EIuTeT u30.4068aHa 3HAYH Ja Y
IbEHOj OKOJIMHH He II0CTOoje JApyre 3aTBOpeHe TpajekTopuje, Beh ce, KAKO Bpeme IIpoJiasi,
cBe Tpajekropuje cucrema (1.1) cnupasnno npubiuzKaBajy WM yaa/baBajy ol Te 3aTBOPEHE
TpajeKkTopHje.

Mpanmynn uka Moxke ja Oyje crabuyian, HecTabUIAH WM TTOJTYCTAOUIAH, ¥ 3aBUCHOCTH
0J1 TOTa JIa JIU Ce TPAjeKTOPpHje U3 HeroBe OKOJIUHE NPUOINKABAjy WU yIa/baBajy Ol Ihera
(ciuka 1.1).

(i) crabuman (il) mecrabunan (iil) mosrycrabunan

Chuka 1.1: CtabuiHOCT rPaHUYIHOT ITHKJIA

I'panuvHu 1UK/IM Cy BeOMa BaykKHU €& HAy4IHOI CTAHOBUIITA — OHU MOJEJIY]y CHCTEMe y
KOjUMa TIOCTOje camMoo0potcuse ocuuaqyuje. TAKBI CHCTEME OCHUJIY]y 9aK M y OJICYCTBY
crosbHe nepuojudne cuie. Heku npumepn oBakBHX CHCTEMa Cy: OTKYIIAjH CPIA, JTHEBHE
MpoMeHe TeMIlepaType Tesla U JIydemha XOPMOHA KOJI Y0BeKa, XeMHjCKe peakIije Koje CIo-
HTAHO OCITUIY]Y, MOTEHIINjATHO ONAacCHe BHOpAIlje ¥ MOCTOBHMA M KPUINMA aBHOHA HUT.
Y cBakoM 0J1 OBUX CJIydajeBa IOCTOjU CTaHJap/lHa OCIUJIAIAja 33 KOjy je MO3HAT MePHO/I,
00K Tajaca u aMILuTyaa. Ako y cucremy gohe 10 mase neprypbarnuje, o he ce Hamo-
CJIETKY YBEK BPATUTH Y CBOj CTAHJIAPIHHU MHUKIYC.

['paHuYHN NUKIH CY HCKJBYIMBO HEJIMHEAPHE 10jaBe — OHU ce He MOT'Y II0jaBUTH Y JIMHEeap-
HUM JIMHAMUYKKMM CUCTeMuMa. Hapasho, juHeapuu guHaMudku cucrem obauka X' = AX
MOKe Ja UMa 3aTBOpPEHe TpajekTopuje, ajam oHe Hehe dutu u3ososeare, jep 3a JuHEapHe
JMHAMHUYKE cucTeMe BazKu ja ako je X (1) mepuognvHo perneme JaTor CHCTeMa, OHJa je
¢ - X(t) Takolje mepuoIUIHO pelllerhe TOT CHCTeMa, 3a cBaku peasan 6poj ¢ # 0. Crora je
cBaKa 3aTBOpeHa (pa3Ha TpajeKTopHja JUHEAPHOT JUHAMUYKOI CHCTEMa OKPYZKeHa jeIHO-
napaMeTapckom pamMuianjoM 3arBopeHux rpajekropuja. [locsienuiia oBe ynmenuiie jecre
Jla je aMILTUTY/1a OCIHJIAIM]a KOJI JIMHeAPHUX JAWHAMUYKUX CHUCTeMa IMOTIYHO ojipehenHa
MOYeTHUM yCJOBHMA; CBaKa W HajMama IPOMeHa aMILIATY/Ie je TpajHa, Tj. 3a/prKaBa ce
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zayBek. Hacynpor Tome, ocruianuje rpaHuIHIX UKAIA Cy O/ipeheHe CTPyKTYypPOM CaMor
CUCTEMA.

3a morpebe OBOI pajia BaKHO je Ja BHJAMMO KaKO MOXKe Ja ce JIOKazKe Jia y JaTOM JH-
HaMHYKOM CHCTEMY IOCTOjU 3aTBOpeHa TpajekTopuja. Hapemna Teopema jgaje jelTaH o
MaJI00pPOJHUX Pe3yaTaTa KOju ce OJHOCe Ha 0Baj MpobJeM, a TaKohe IpeacTaB/ba jeJaH O
KJ/bYYHUX TEOPHUjCKUX Pe3y/ITaTa HeJuHeapHe JuHaMuke, Oyayhn jga uMIjunupa ma raoc
ne mooce da ce jasu y pasnoj paenu (Tj. y JTBOIUMEH3HOHATHUM JTHHAMUYKUM CHCTEMHU-
Ma).

Teopema 1 (IToenkape—Benaukconosa' Teopema). Hexa je R C R? sameopena u
ozpanunena obaracm, F € CY(R) u nexa obracm R me cadpotcu nosodtcaje pasromesice
dunamuuroz cucmema X' = F(X). Hawe, nexa nocmoju dasna mpajexmopugja v moe
duramuuroe cucmema xoja je ,,3apobrena’” y obaacmu R, y cmucay da y novemmom mpeny-
mxy to kpehe us nexe mauxe obaacmu R u ocmaje y moj obaacmu 3a ceaxo t > ty. Tada
uAU Je Y 3ameopena mpajexmopuja 0amoe OUHAMUNKOZ CUCTEMA UAU Ce OHA CNUPGAHO
NPUOAUINCABA HEKO] 3AMBOPEHO] MPAjeKmopuju moe cucmema kad t — 0o. Y ceaxom
CAYNATY, MOCOJU 2PAHUMHY YUK Y obaacmu R.

Hanomewna: Iloenkape-BernankconoBa Teopema BayKu W KaJi UMaMO CYITPOTHY BPEMEHCKY
OpjeHTaIujy, Tj. KaJ IOCTOjU TPAjeKTOPHU]ja Y KOja y MOYETHOM TPEHYTKY to Kpehe u3 Heke
Tauke obsactu R u octaje y obmactu R 3a cBako t < ty.

[loenkape—-bBenaukconoBa Teopema CYIITHHCKH Kazke JIa je AUHAMHUKA y (a3HOj paBHH
BPJIO OI'paHuYeHa: ako je has3Ha Tpajekropuja ,,3apodsbera’ y orpaHuydeHoj obacTu y Ko-
joj HEMa TOJIOXKaja paBHOTeZKe, OHJIa Ta TPajeKTOpHja Y HEKOM TPEHYTKY MOpa TeKUTH
HEKO] 3aTBOPEHO] TPajeKTOPHjM WM je OHA cama 3aTBOpeHa Tpajektopuja (Huje morylie
HUKAaKBO KOMILTHKOBaHHUje MOHAIIAaMke o/ Tora). To, Meljyrum, BaxKu uCK/byIuBO y (hasHOj
PaBHU, OJHOCHO Y JIBOAUMEH3WOHAJTHUM JWHAMUYKUM CHCTEMHUMA. Y CHCTEeMHMa JTHuMe-
u3uje Tpu uau Buiie [loenkape-bBenjukconoBa Teopema mpecraje jia Baku, IIITO CTBapa
MOTYRHOCT TIOTIIYHO HOBOT ITOHAIIAIbA: TPAJEKTOPHje MOTY Jia ,JIyTajy  OKOJIO 3ayBeK YHY-
Tap orpaHuveHe o0JIACTH, He MPUOINKaBajyhu ce HU y jeTHOM TPEHYTKY HEKOM IOJIOXKA)Y
PABHOTeXKe WJIM 3aTBOPEHO] TPajeKTOPHUju. Y HEKUM CJIydajeBUMa TPajeKTOpHuje IMPUBJIa-
YU CJOXKEH TeOMETPHUjCKN 00jeKAT KOju ce Haszupa cmpanyu amparmop. OceT/bUBOCT Ha
HOYETHE YCJ0BE UMA 3a MOCJCIUILY JIa je KPeTame JyrOpOYHO HEIPEIBUINBO — OBa 110jaBa
HA3HUBA CE TAOCOM. 3a YMO3HABAILE Ca OCHOBaMa Teopuje xaoca moryenaru [1] u [2].

"Henri Poincare (1854 — 1912) — dbpanmyckn MaTemMaTndap u busmaap
Ivar Otto Bendixson (1861 — 1935) — mBencku MaremMaTHIap
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budypkamnuje y jegHoauMeH310OHAJTHIM
JIMHAMUYIKAM CHUCTEMIMA

2.1 V¥YBoxg

Hexka je mar jemHOAMMEH3UOHAIHA JUHAMUAYKA CUCTEM

= f(x,r), (2.1)

re je v = z(t) nenosnara dbyukmuja, r € R napamerap u f € C'(D), npu gemy je D ue-
KH OTBOpeH noackyn o R?. AKo ce KBaIuTaTHBHA CTPYKTYpa TOKa JUHAMUYKOL CHCTEMa,
(2.1) Mema ca IPOMEHOM BPEJIHOCTH IapaMeTpa T, KazkeMo Ja joja3u 10 oudypkamu-
je. Tlapamerap r Ha3UBAMO KOHMPOAHUM NAPAMEMPOM, & BPETHOCT MapaMeTpa 3a KOjy
noaas3u 10 Oydypkanuje 6udyprkayuoHom maukom W Oudyprayuornom epedHouwhy.

Y jeIHOIUMEH3UOHAJTHUM JIMHAMUYKUM CUCTeMHMa MOryhe ¢y jeJimHo T3B. AokaAHe Ou-
dypkanumje: To cy 6udypkainmje Koa KOjuX ycJael MpoMeHe BPeTHOCTH HapaMeTpa J10J1a3u
JI0 TpoMeHe Opoja MM CTAOMTHOCTH TOJIOYKAja PABHOTeZKe. Y CAyYajy BUIIETNMEH3MOHA-
JIHUX JIMHAMUYKIX CUCTEMa, 101 JOKaJIHUM OndypKalumjama 1mojipa3yMeBajy ce u impomMeHe
Opoja wan cTabMIHOCTH TDAHUYHUX IUKAJIA YCJIeJ npoMeHe Bpejnoctu napamerpa. [lo-
peJi JIOKAJIHUX, IOCTOje U 2406aate dudypkaiuje — To cy oudypkaiuje Ko Kojux ce Behu
MHBADH]AHTHH CKYN (HIOP. TPAHUYHE NUKJI) CyJapa ca MoJIo¥KajeM paBHOTexke, noBojelin
JI0 TJIODATHUX MPOMEHa y CTPYKTYPHU TOKa, a He caMo JI0 TPOMEHA Y OKOJHHU CaMOT IMO-
JIOYKaja paBHOTEXKEe, OJHOCHO TPAHWYHOI NMWKJIA, aJld OHE Ce jaBJba]y caMoO y CHCTEMUMA
Behux anmensuja.

Y nacraBky hemo pera/bHO PasMOTPUTH TUIOBE GUypKaIyja KOju CYy KapaKTePUCTHIHI
3a jeIHOJIMMEH3NOHATHE TUHAMUYIKE CHCTEME.
2.2 Cepao—uBop Oudypkaliuja

[IpBu u HajjeaHOCTABHUjU THI ODHMYpKaIlKje KOju MOXKe Jia ce jaBH YV jeJHOJIMMEH3UOHA-
JHAM JUHAMHYKAM CHCTeMHMa jecTe ceaso—asop 6udypkamnujal. ITopeksio oBakBor

'saddle-node bifurcation (enr.)
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CUCTEMUMA

HasuBa Ouhe jacHuje ka/a OyjeMo mocMaTpasu JIBOAUMEH3NOHAIHE JIMTHAMUYKE CHCTEME.
JeaH 01 OCHOBHUX IIPUMEPA, je THOIMMEH3HOHATHOT JTUHAMIYKOT CHCTEMA ¥ KOjeM JI01a3H1
Jio oBe budypkaruje je

a' =1+ 1? (2.2)

r7e je r peaJJHu KOHTPOJHH IMapaMeTap.

Ilo/10:kaje paBHOTexke jeqHaunHe (2.2) Hala3uMO pellaBaibeM jeiHadune r + x° = 0. 3a
r < 0 mocroje aBa MoIOKaja paBHOTEXKE, TF = —\/—1 u x5 = /—r (comka 2.1(i)). Houxo-
BY CTAOMTHOCT MOYKEMO YTBDJUTH HA JiBa HaunHa. [[pBu nauwn mogpasymeBa pasmMaTparme
cMepa TOKa Ha £—O0CH (TOK je ycMepeH HaJecHo Kazaa je o' > 0, a HaneBo kaja je x’ < 0)
u yTBphuBame Ja Ju Cy TPajeKTopuje ycMepeHe Ka W O] T0JI0Kaja paBHoTexke. Ipyrn
HAYWMH jecTe Ja ce uenmta 3Hak uspasza f'(x}), i € {1,2}, rue je f(x) = r + 2% Wcnocra-
BJ/bA Ce Jla je MOJIO¥KAj paBHOTeKe r] cTabmiaH, a ry HecTabmwraH. CTabuaHe MOJOXKaje
paBHOTEeXKE 1pejcTaB/baheMo IIyHUM KpyKuhuma, HecTabu/iHe HPa3HuM, a HoJLycTabuite
HAIIOJIa UCIYILeHUM KpyzKuhuMma.

Kana r — 07, napaboaa f(z) = r + x?

ce TIoMepa HaBUIIe, a JIBA 10JI0YKaja paBHOTEXKe
ce meljycobro npubamkasajy (caumka 2.1(ii)).

Ba r = 0 umamo camo jefaH mosoxaj paBaorexe r* = 0 u oH je moiycrabunan (cauka
2.1(iii)).

Konauno, kaaa je r > 0 jeqnaunna 22 = —r HeMa peajJHUX pellema, OJaKIe CJAeIN 12 CH-
crem (2.2) Hema mosiozkaje paBHorexke. Kako je raga 2’ > (0, cBe TpajeKTOpHje Cy yCMepeHe

cJIeBa HaJIECHO, OJTHOCHO Texke Ka +0o (cauka 2.1(iv)).

(i)r<0 (ii) r — 0~ (iii) r =0 (iv) r>0

Crmka 2.1: @aszuu moprper jenaqnHe (2.2) 3a pasjindauTe BPEIHOCTH HapaMeTpa I

Jakse, y oBoM ciyd4ajy g0 Oudypkaiuje 10J1a3u 3a BpegHocT mapamerpa r = 0, jep cy
dazuu noprperu 3a r < 0 m r > 0 KBaJIUTATUBHO pasjuduTH: 3a r < (0 mMaMo jBa
0JI07Kaja paBHOTeKe (jean crabuian, Ipyru Hectabuwian), 3a r = 0 oHu ce ,cynapajy” u
cranajy y jejaH 1oJjycrabuiiaH 110J107Ka) PaBHOTEZXKEe, KOjU HOTOM Yy HOTIYHOCTU HECTaje
KaJja r 1mocrane pehe o HyJe.

I'paduuko npeacraBpame oudypkamnuja llocToju Buille pa3imInTHX HAYUHA 4 CE
obudypkanuje npejcrase rpaduuku. nak, najuenthe ce npejcrap/bajy y paBHH, TAKO IITO
ce KOHTPOJHH TlapaMeTap 1 y3Me 3a He3aBHCHO NMPOMEHJbUBY, T€ Ce HAHOCH Ha allCINCY,
JIOK ce MOJIOYKAjH PaBHOTEXKe T* Y3UMAajy 3a 3aBUCHO MPOMEHJ/bUBY U FUXOBE BPETHOCTH,
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y 3aBHCHOCTH OJ I, HaHOCE ce Ha opjuHary. [Ipm TOM ce mcnpekuaHuM JTUHUjaMa O3HA-
4aBajy HeCTaOW/IHU, a IMyHUM JUHAjaMa CTaOWUIHU MOJ0XKAju paBHOTEX)e. Tume ce jgo0uja
13B. budpypkanumonu gujarpam. Ha ciaumnu 2.2 npukasan je 6udypKaiuonu jaujarpam
jeTHOTMMEH3HOHATHOT TUHAMUYKOD cucTeMa (2.2).

Cmuka  2.2:  Budypkannonn Cmuka  2.3:  Budypxamumonn
nujarpam jegHadunse (2.2) Jaujarpam jenHadunse (2.3)

JoI jeman mpuMep jeITHOANMEH3NOHATHOT JUHAMITIKOT CHCTEMA, Y KOjeM J0Ja3H 0 CeJII0—
4yBop Oudpypkaiuje 1at je ca
' =r— a2’ (2.3)

Ananu3om nostoxkaja paBHOTexKe jenHaunHe (2.3) u BHUXOBE CTAOMIHOCTH, AHAJIOTHO Kao
3a jegHaunHy (2.2), g01a3MMO J0 3aK/bydka Jja 3a r < ( Hema noJozkaja paBHOTEXKe, 32
r = 0 mocToju jemaH MOIycTaOWIaH TOJIOXKA] paBHOTexRKe =¥ = 0, 10K 3a r > 0 mMamo
JIBa MOJIOXKAja PABHOTEXkKe: T = /T, KOjU je cTabujian u x5 = —/r, KOju je HecTabuIaH.
Budypkanmonn nujarpam jeganaunse (2.3) npukasad je Ha caunm 2.3.

[Tocmarpamwem OudypKanuoHux jiMjarpaMa Ha ciankama 2.2 u 2.3 nocraje jacHO 3allTo ce
3a OBaKBe II0jaBe KOPUCTH TEPMUH Oudyprayuja, KOju N3BOPHO 3HAUU PAu6athe, 2PAHAE.

Ucnocrabiba ce Jga cy cucreMu JgaTh jenHaunsama (2.2) u (2.3) penpe3eHTaTHBHE 32 CBe
jeTHOIMMEH3NOHAIHE THHAMUYKE CHCTeMe KOJ KOJUX J0Ja3u J0 CeJI0—9IBOp Oudypka-
nyje. 3aTO ce OBU MPUMEPH YeCTO HA3WBA]y HNPOTOTHIICKUM ITPUMEPUMA WA HOPMAAHUM
dopmama ceamo—aBop Oudypxkamuje. [Ipe Hero mro gamo objanrmeme OBOI TBphema y
OTINTEM CJIy4ajy, PAa3MOTPUMO jeJaH IPUMED.

IIpumep 1. /laT je fMHAMUYKA CUCTEM MPBOT peja
¥=r—xz—e” (2.4)

r7ie je r peajJHu mapaMerap. /lOKaykuMO Ja KO/ OBOT CHCTeMa J0JIa3u J0 CeIJI0—IBOD
budypkaiuje.

[Tosoxkaje paBrorexe z* cucrema (2.4) Hasa3sumMo Kao periera jeguadune r —r—e * = .
MebhyTum, y oBoM cirydajy HE MOXKEMO eKCILIMITUTHO U3Pa3uTH £y (PYHKIMjU OJ1 7', CTOra
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heMmo ce oBJie TOC/Iy XKUTH N€OMETPHUJCKUM HPUCTYIIOM, KOju he Ham oMoryhuru jia Ha MHOTO
jeTHOCTaBHUjU HAYWH JoheMo 10 3aKJ/bydaka o0 OpOjy W CTaOMJITHOCTH T10JI0XKAja PABHOTEXKE
cucrema (2.4) y 3aBUCHOCTH OJl BPEJTHOCTH MapaMeTpa 7.

Hawnme, npumeTnMo Ja je MHOTO jeJIHOCTaBHUje CKUIUPATH rpaduke pyHKIHjA §y =7 — T

T T

ny = e * wero dyukuuje f(r) = r —z — e *. Ako ckunupamo rpacduke OBUX JBE]Y

dyHKIM]ja y HCTOM KOOPIMHATHOM CUCTEMY, T—KOOP/IMHATE TAYaKa IbUXOBOT Iipeceka jahe

HaM YIpaBo MoJioxkaje paBHoTexke cucreMa (2.4), 6yayhu qa y Tum Tadkama Bazxku Ja je

r—ax — e = (. Takohe, ca ckuie MOXKEMO Jia BHJUMO M KaKO he OUTH ycMepeH TOK

x

cucrema (2.4): 6ulie yemepen HaeBo kaja je ' < 0, OMHOCHO 1 — & < e~ %, mTo rpaduaku

xT

3HAYMW Ja je mpaBa y = r — r HCIOJ rpacduka Kpube y = e~ %, 10K he ToK 6UTH ycMepeH

T

HA/IeCHO KaJa je © — x > e~ %, 0JHOCHO KaJa je mpaBa y = r — T W3HaJ[ I'paduKa KpuBe

y=-e "

Axko, Ha mpumep, y3mMeMo Jia je 3a noderak r > 1, umaheMo aBe npecedne tauke, 0JIHOCHO
JiBa moJIozKaja pasHoTexe (canka 2.4(i)) — jesan HeraTHBaH, KOjU je HeCTaOWJIAH U JIPYIH
HO3UTUBAH, KOjU je cTabu/iaH.

SamMucIuMo caja 1a moCTeNeHo CMarbyjeMo BpeIHOCT nmapaMerpa r. Tajga mpaBa y = r —x
,KJIU3U’ HAJI0JE, YCIIe/l dera Ce MOJI0XKajH PaBHOTEeXKe MPHUOJNZKABA]y jeJan apyrom. 3a
HEKY ,KpUTHYHY BPeTHOCT Tapamerpa (r = 71.) mpasa y = r — x 3ay3elie TadHo Ta-
HIEHTHH 0JI0Kaj Y OJiHOCY Ha KpuBy y = e % (camka 2.4(ii)). Taga umamo camo jenan
H0JI0ZKa] PABHOTEXKE, KOjU je MOJIyCTabuIaH.

T

Konauno, kama r mocraHe Mame Of I'., IpaBa y = T — & U KpuBa y = e * Bumie Hehe

MMATH IPeCeYHX Tadaka, MITo 3Ha4d Ja cucreM (2.4) HeMa mosiozxaje paBHOTeXke (CJIUKa,

2.4(iii)).

(i) r>1 (i) r=1 (iii) r < 1

Cmuka 2.4: I'padunm dyHKIMja y =7 — 2 1 y = e ¥ 3a pa3jIuduTe BPeIHOCTH T

HakJse, 3a r < r. HeMa TOJ0XKaja PaBHOTEXKe, 38 T = T, MOjaBJbyje ce je/laH MOJIyCTabu-
JIAH 110JI07Ka] PABHOTEXKE W KOHAYHO, 32 7" > 7', UMaMO JIBa 1I0J07Kaja paBHOTeXKe — jeJlaH
crabuiaan u Apyru Hectabmiaan. OBaKBO MOHAITAE CHCTEMa HOTIYHO jé ¥ CKJIAJY Ca To-
Harmmamem cucreMa (2.3). Crora 3akspydyjemMo Ja Kox cucrema (2.4) 1o1a3u 10 ¢e7Io—4BOp
oudypKalyje 3a BpeJJHOCT IMapamMerpa r = ..

Ja 6ucmo oxapeanin 6udypKanmony BPeIHOCT 7' , IPETIOCTaBUNEeMO J1a ce Ipad Il KpH-
BUX Yy =7 — X U Yy = € % I0Iupyjy. 3a £—KOOPJIUHATY JOJAUPHE TauKe TaJa MOPa BaXKUTH
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re —x = e *. Ho, Kako npaBa y = r, — T TaHrupa KpUBy ¥y = € * y TaukKu x*, a 3HaAMO
Jla BPEJIHOCT MPBOT M3BOJIa HEeKe (PYHKIUje y HEKOj TaYKU IPEeJICTaB/ha yIPABO Koedu-
MUjeHT [IpaBlla TaHTeHTe Ha rpaduk Te (GyHKNHUje Yy TOj TAYKH, TO MOPA BaXKUTU U 1A

je d—(e*’”) = —1 (koedunujent npasna npase y = r. — x je —1). Jakie, y Tauku
z r=x*

noampa Mopajy Bazkutu cirenehe jenmaxkocTn:
re—a*=e ", (2.5)

—(e™)| =-1 (2.6)

T

Kaxko je d—(e_z) = —e™ ", 10 u3 (2.6) namazumo nxa je x* = 0. Crora u3 (2.5) mobujamo
T

Ja je r. = 1, mTo je ynupao TpakeHa OudypKanuoHa BpeHOCT KOHTPOJIHOT apaMerpa.

HapapHno, /10 ucrux 3ak/bydaka O Opojy W CTaDMJIHOCTH I10JI07Kaja PaBHOTEXKE CHUCTEMA,

(2.4) mormm cmo mohu u ckuiupamem rpaduka dynknuje z’'(z) = r — x — e~* nomohy
padyHapa 3a pasauduTe BPeJIHOCTH mapamerpa 1 (cauka 2.5). A
o+ x’ x
< < | S
X x xr

i)r<1 (i) r=1 (iii) r > 1

Cruka 2.5: I'paduk bysknuje 2'(z) = r —x — e~ 3a pasiamduTe BPEIHOCTH IIapamMerpa 7

Panuje cMo pekiu ja jennaunte (2.2) u (2.3) npeacrapibajy HopMaiHe dbopme 3a CBe je-
JHOIUMEH3UOHATHE NUHAMHIYKE CHCTeMe y KOjuMa J0JIa3’ 0 CeI0—4IBOp OudypKaimje.
Mebyrum, cucrem (2.4) U3 HPeTXOAHON PUMEPA OYUIJIETHO HUje TAKBOT 00JMKa (aHAIH-
THYKOT M3pa3a), a UIaK CMO BHJIEIH JIa U KO Hera J0Ja3u 0 ceJyio—4Bop oudypKarmje.
Cagna keJnMo j1a MOKaXKeMo Kako ce moMohy TejimopoBor pa3Boja y OKOJTHHU MOJIOXKAja
paBuorexke ¥ = 0 u oapeheHUX KOOpAMHATHUX TpaHcdhOpMalnja Taj CUCTEM MOKe CBe-
CTH Ha jeJlaH 0J HOMEHYTUuX Hpororuiickux obsinka. Haume, pasBojem dynkiuje e * y
TejopoB peji y okoJimHE 10J107Kaja paBHOTEeX)ke ©° = () y Kojem jos1a3u 10 budypxranuje,
3aKJ/byYHO Ca KBaJpaTHUM WIaHOM, H00ujamMo 1a je

x? 1

d=r—xrx—e=r—x— (1—1‘4—54-0(352)) :(7"—1)——12—1—0(1’2).
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[Tpumenom moromane KoopamHathe Tpaucdopmarmje uzpas ' = (r — 1) — §x2 ocTaje

2

eKBUBAJIEHTAH U3pa3y 2z’ = m—z*, IITo jecTe HOpMaJIHa dpopMa cel10—4Bop budypKaimje.

OBy npu4y MOXKEMO M Ja YOIIITHMO. IIpermocraBuMo Ja je JaT jeJHOIAMEeH3HOHAIHN
JuHAMAIKE crereM (2.1), Kom Kojer JoJasu Jo cemno-4Bop Oudypkammje 3a r = 1. u
r = z* (2" je monoxaj paBHoTexke garor cucrema). Paszsojem y Tejuopos pen dyHkImje
f(z,7), mocmarpane kao GyHKIMje O/ 1Ba apryMeHTa, y OKOJIMHE Tadke (¥, r.) mobujamo

, of
r = f(xvr) = f(x*arc) + (‘T—x*)%

) 01
(9302(

(x — ") + ...,

x* 7TC)

1
2

+(T—Tc)87 +

(z*,re) (z*,re)

re CMO 3aHEeMADUJIM CBe WIAHOBE Pa3Boja KOjU HHUCY TPEHYTHO HaBejeHH (KBajpaTHe
no (r —r.), Kybue no (xr — x*) u memosuTe wianose). Kako je x* 10Ji07Kaj paBHOTEXKe
cucrema (2.1) 3a BpegHocT mapamerpa r = r., 1o je f(x*,r.) = 0. JomarHo, TaHTeHTHI
ycsioB cemto—4aBop 6udypkanuje (kpusa f(x,r) Mopa na TaHrMpa T—OCYy Kaja je r = 1)

0
Jlaje 1a MOpa BaXKUTH 1 (‘3_f = 0. Ako yBejsieM0 o3HaKe
x
(z*,rc)
of 10%f
a=— u b=-—
2 Y
8T (w*,?"c) 2 aﬂf (CE*,TC)
JobujamMo Ja je
v ~a(r —r.) + bz —2*)2 (2.7)

Jepnaauna (2.7) ce nomohy norojHo 0jabpaHux KOOPAMHATHUX TPAHCHOPMAIMjA MOZKE
cBecTH Ha HOpMaJHy dopmy (2.2).

2.3 Tpanckpurudna oudypkaiuja

[Tocroje oapehenn HayYHn Wan MPAKTUYHA TPOOJIEMH Y YMjUM MAaTEMATHIKAM MOJETUMA
MOJIOYKaju PaBHOTEYKE MOPajy Jia MOCTOje 3a CBe BPEIHOCTH KOHTPOJHOT TapaMeTrpa, Tj.
HUKaJI MOTIYHO He HecTaHy. Ha mpumep, v JIOTUCTHYKOM MOJEAY H APYTHUM MOJETUMA
pacTa IomyJaluje HeKe BPeTe, YBeK MOCTOju Oap jeaH IMOJ0Ka] paBHOTEXKe, 6e3 ob3upa
Ha, BPEJHOCT CTOIE pacTa Te HOoIyJaluje, a TO je Kaja je OPOjHOCT IOoIyJalluje jeiHaKa,
HYJI, OJIHOCHO KaJla HeMma jeJMHKH y moiynaanuju. MehyTum, Taj mosozkaj paBHOTEKe
MOZKe JIa IPOMEHH CBOjY CTabDWJIHOCT, OJIHOCHO Jia Ca IPOMEHOM BPEJIHOCTH IapaMmeTpa
npebhe u3 crabmrHoOr y HECTAOMIHO cTarbe uian obparno. CTaHgapIHu MeXaHu3aM 33 TaKBe
npoMeHe CTabUIHOCTH IPe/ICTaB/ha TPAaHCKpUTHYHA OudypKaiuja.

OcCHOBHU pUMeD jeTHOAMMEH3NOHAJTHOT IUHAMUYIKOT CHCTeMa KOJ KOjer J0Ja3u J0 Tpa-
HCKpuTu4yHe dudpypkaiyje j1ar je jeJHauuHOM

v =rr — 2? (2.8)

IJ€e je r peajlHu KOHTPOJIHU IapaMeTrap.
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[Mostoxkaju pasaoTexke jenuaunse (2.8) npejacrabibajy pemiema jeaunadnue x(r — x) = 0.
Jacno je ma je x] = 0 momorkaj paBHOTeXKe 3a CBe BpeIHOCTH napamerpa r. Kaga je r =0
TO je U jeJMHE II0JI0YKa] PaBHOTEXKe, JIOK 3a 7 # () UMaMO U JIPYTH MOJI0XKAj PABHOTEXKE
x5 = r. Mozke ce mokasaru ga je 3a r < 0 mosoxkaj pasHoTexke ] = 0 crabunan, a x5 =1
HecTaOWIaH, 70K 3a r > () oBa JIBa MOJIOXKaja PABHOTEXKEe , Pa3MEIbyjy’ CTabUIHOCT — ]
nocraje Hecrabunam, a rh crabmwian (ciauka 2.6).

i) r<0 (i) r=0 (iii) 7 > 0

Crnuka 2.6: @azuu nmoprper jepnadnte (2.8) 3a pasjindure BPEJHOCTH TTapaMerpa r

Jlaxse, TpaHCKpUTUUIHY Oudypkanujy Kapakrepuirne ciaenehe: 3a r < r., rae je r. ou-
dbypramuona Tauka (y oBoMm ciaydajy 7. = 0), iMaMO 1Ba MOJIOZXKAaja PABHOTEXkKe — jeIaH
crabuaaH, Apyru HecTabWIaH; 3a T = . Ta JBa I0J0XKaja PaBHOTEXKe ce ,cyaapajy’ u
CTanajy y jelaH MOJTYCTAaOWIHU TOJO0XKa] paBHOTEXKe, JOK 3a I > 7. MOHOBO UMaMO JBa
0JI02Kaja PAaBHOTEKE, CAMO IIITO CY OBOI IIyTa OHH IIPOMEHUIN CTaOHIHOCT Y OJHOCY Ha
ciydaj KaJja je r < r. — oHaj Koju je Ouo nHecrabusan cajia nocraje crabusian u 0OpaTHO.

Crmka 2.7: Budyprarmonu aujarpam jegnadnde (2.8)

Can4ano Kao KoJI celJIo—aBop OudypKalldje u OBJIe ce UCIOCTaB/ba Ja Ce jeJIHaYuHe CBHX
JeTHOIMMEH3NOHATTHUX TUHAMUYKIX CHCTEeMa KOJ KOJUX J0JIa3W 0 TPAHCKPUTHYHE OU-
dypkanuje norojuumM Tpancdopmalujama y ou3nnun 6udypKammone Tauyke MOry CBeCTH
Ha 00siuK (2.8), Koju ce cTora Ha3uBa HOPMATHOM (DOPMOM TPAHCKPUTHYHE OudypKaIuje.

Ncrakuumo jorrr jeJHOM BaykKHY pas3/uKy u3Mel)y cejio—4BOp U TpaHCKpuTHIHE OudypKa-
Iuje: 3a PasjimKy o/l ceIjI0—4BOp OudypKaluje, rjae y jeJHOM TPEeHYyTKY I0JIOZKaju paBHO-

10
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TexKe HeCTajy, KOJ TPAHCKPUTHYHE Ce TO HUKaJL He joraha, Beh moJI0:Kaju paBHOTEKE CAMO
,pa3Memyjy” cTabuJIHOCT.

IIpumep 2. /lar je juHaMUYKU CUCTEM IPBOI' pejia
d=z(l—2°)—a(l—e"), (2.9)

rie cy a u b peasinu napamerpu. [Ipe csera, npumerumo ja je 7 = 0 110/10kaj paBHOTE)KE
cucrema (2.9) 3a cBe BpenHocTH napamerapa a u b, Gynyhu jga je

0-(1-0*)—a(l—€)=0-a(l—-1)=0.

3a BpeHOCTH T KOje cy OJIMCKe Hy/IU MOYKeMO TpuMeHuTH TejjiopoB pa3Boj 3a (PyHKIH]Y

e " u nobujamo 1a je

—b. b2I2 2 122 2
l—e™=1- 1—bx—|—7—|—0($) :bx—§bx + o(x?).

Crora je
/ 3 L 2 1oo) o 2
r=x—x —abx+§abx +o(z*) =(1—ab)x + iab z* + o(z?),

IITO MOKe JIa ce CBejie Ha HopMaJsiHy (bopMy TpanckputudHe dudypkanuje. Kako je oBjie

2(1 —ab
r= %, 3aKJbydyjemMo fa 1o oudypkarnuje nomaasn kajaa je 1 —ab =0, 1j. ab = 1.
a

OnpeaumMo pUOIHKHO U JIPYTH, HETPUBHjAJTHE II0JI0Ka] paBHOTe)Re cucrema (2.9). o-

ouhemo ra permaBameM jeanaunne 1 — ab + 3 ab’z =~ 0, ofaxie je

. 2(ab—1)
P ~ T

2.4 Bwunacra oudypKamnuja

Jor jeman Tun OudypKaluje KOju MoxKe Ja ce jaBH KOJ jeTHOTUMEH3UOHAJIHUX JTIHHAMUI-
4KHX CHCTEeMa jecTe T3B. BuJacTa 6udypkanmuja®. Thena ocnoBHa KapaKTepHUCTHKA je
Ja ce ycJeJl MpoMeHe BPeJIHOCTH TapaMeTpa ITOJIOXKaju paBHOTEXKe T0jaBJbY]y, OJHOCHO
HECTa]y Y CHMETPHYHUM MapOBUMa. 3aTO je oBaj THI OudypKkanuje TuIrIan 3a GU3AIKe
cHCTeMe y KOjUMa MOCTOJH HEKH BUJI CUMeTpHje (HIP. IPOCTOPHA CHMETPH]ja JIEBO—IECHO).

[Tocroje npa Tuna Buiacre Gudypkanuje: HATKPUTUYHA (CYHEPKPUTHIHA) U TIOTKPH-
tuuHa (cyOKpuTHUYHA) BusacTa 6udypkanuja. ¥ HacTaBky fieMo ux 3ace6HO pa3MOTPUTH.

Zpitchfork bifurcation (emr.)

11
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2.4.1 HarkpurndyHa BmjaacTta dudypkaimja

Hopwmanna ¢gpopma Harkpurnyane Busacte budypkanmje je
N (2.10)

IJe je r peajHU KOHTPOJIHHU IapaMeTap.

ITpe cBera, npumeTnmo Ja je jequnadnna (2.10) nHBapujaHTHA IPU CMeHH T — —z. 3aucTa,
UMaMo 13 je

(o) = =& = r(=2) = (=)} = ~(ro = a?),

MITO HAKOH MHOYKema obe cTpaHe jenHakocTw ca —1 gaje ynpaso jexnaquny (2.10). Osa
YHILEHUIIA [IPEICTAB/bA MATEMATHUKA U3PAYKEHy CUMETPH]Y KOJy CMO PAaHHje CIOMEHY.JIH.

OnpeauMo cajia mosoxkaje papaoTeke jennadnte (2.10). Fbux wHagasumMo Kao perema je-
naauune rr — 2 = 0, 1tj. x(r — 2?) = 0. Jacno je ma je r} = 0 mos0xKaj paBHOTEKE 32
CBe BPEJHOCTH IapaMeTpa 7. 3a r < 0 jenHaumna r? = r HeMa peajHux pellerba, CTOra
je 7 = 0 y ToM cayuajy jenumHH TOJI0)Ka] paBHOTE)Re (1 TO cTabmiaan). Mero Baxku u 3a
r = 0. Aun, 3a r > 0 110jaBsbyjy Ce jOII JBa MOJIOYKAja PABHOTEXKE: Ty = /1 U x5 = —\/T,
KOjU ¢y CTaOWJIHH, JOK je Taja v] = ( HecTaOWIaH 10T0Ka] PABHOTEXKE.

(i)r<o0 (i) r =0 (iii) r > 0

Comka 2.8: @azun noprper jeganadnte (2.10) 3a pasimaure BPeIHOCTH HapaMerpa r

IlopekJio Ha3zuBa ,BujIacTa’ jacHHje je Kaja ce Iorjiela OUdYpKAIMOHH JHjarpaM OBe
oudypkanuje (ciuka 2.9). Enurer ,HarkputnaHa” (Win ,,cynepkpuTudHa’) Mmorao 6u ce
00jacHUTH TUMeE IITO J0 ,, paduBama’ I0Ja3u HaKOH TPOJACKA Kpo3 OUMypKAIMOHY TAUKY
r = 0, 7j. 3a BpegHOCTH Tapamerpa 1 usHnad (omHocHo sehe 0d) budypkaiuone (KpuTH4aHe)
BPETHOCTH.

12
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Ciuka 2.9: Budypkannonu gujarpam jeganaqunne (2.10)

2.4.2 IlorkputndHa BmJjacTa dudypkaimja

Hopwmanna gpopma norkpurnyane Busiacre budypkanmje je
v’ =rr+2°, (2.11)

IJe je r peajHu KOHTPOJIHU IapaMeTrap.

[Tosi0kaje pasHorexke jejnauune (2.11) nanazumo pemasamem jeanauune x(r + r?) = 0.
JacHo je ma 3a cBaky BpPeJIHOCT TapaMmerpa r UMaMo Oap jejiaH IMO0JI0¥Kaj] PaBHOTEXKE
i =0.3ar <0 jennaunna r + 2 = 0 uMa JiBa peajHa pellemba, Koja IpeJcTaB/bajy JBa
JIOJIATHA T0JI0ZKaja paBHOTeXRe: Th = —\/—1 u x} = /—r. Onpehusamem 3uaka f'(x}) 3a
i€ {1,2,3}, rme je f(x) = ro + 3, yrBphyjeMo CTaGHIHOCT OBUX TOJI0KAja PABHOTEZKE —
ucrnocrasuhe ce Ja je o} crabmian, QoK cy mpeocrasia asa Hecrabuina (cauxa 2.10(i)).
3a r = 0 mmamo caMo jeJaH 10JI0Ka] paBHoTexke x; = 0, KOju je HecrabusiaH (C/JauKa
2.10(ii)), a ucro Baxku u 3a r > 0 (camka 2.10(iii)), 6yayhu na jemmauuna r + 2% = 0y
TOM CJIy4Yajy HEMa PeaTHHX Pelierba.

(i) r<0 (i) r=0 (iii) 7 > 0
Couka 2.10: ®@aszuu nmoprper jeganadnte (2.11) 3a pasjudure BpeJHOCTH apaMeTpa r
Ha caunum 2.11 npukasan je oudypkaluoHu Jujarpam HOTKPUTHYHE Bujacre oudypka-
nuje. Herpusujannn monokaju paBHOTeXe Ti = —+/—7 U T3 = /—7 [0jaBbyjy ce 3a

BPEJHOCTH MapaMeTpa ucnod (Tj. marve 00) dudypkarmone (Kputnane) Bpeasoct r = 0,
na OTyja MOTHYe enuTeT , MOTKpuTuIHa” (Wi ,,cyOkpuTudHa”).
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Couka 2.11: Budypkarmonu aujarpam cucrema (2.11)

Jaxse, y ciaydajy HOTKpUTUYHE BHUjacTe OudypKaluje, Kao U y CJIydajy HATKPUTUYHE,
x] = 0 je crabmwran monozkaj paBaOoTeKe 3a 7 < 0, a Hecrabunan 3a r > 0. MehyTum, 3a
Pa3JIMKy 0/ HATKPUTUYIHOL CJIydaja, OBJe HeroBa HeCTabUIHOCT 3a 1 > () HHje mocseauna
KyGHOTr wiaHa jeqHadnne (2.10); HATPOTHB, KYOHU WIAH caa JOMPUHOCH JIa TPAjeKTOPH]e
nny y 6eckonaanoct. OBaj eeKatr T0BOMH 10 ,, eKCILTo3uje” : HCIocTaBba ce aa r(t) — 0o
3a KOHA4HO Bpeme, 6e3 o03upa Ha nodernu ycioB z(0) = xg # 0.

Bancra, nocmarpajmo Kormmumjes npobiem

7' =rr+2°, (2.12)

2(0) = o, (2.13)

rae je v > 0 u zg # 0. Jeanauuna (2.12) je nudepennmjanna jeHadnna Koja pas/paja
Cr

m, rae je C > 0.

POMEHJBHBE W FeHO OIINTe periere je obnnka x(t) = +

2
)
2 7
)

13 mouernor yciaosa (2.13) manazumo jga je C' = Te je pelleme MOCMATPAHOT

KormujeBor nmpobsema aaTo ca

0 xir
W= (23 4+ r)e=2rt — 22

ako je xg > 0, oaHOCHO

/ JJ%T
N e

ako je xg < 0. V oba cayuaja mobujeno KommjeBo pelere Te@UHUCAHO je Kaja je
x4
In ‘;g
2r )
kaga t — ¢, mmamo ga (z2 + r)e ?" — 23 — 0T, re crora z(t) — +oo axo je xo > 0,

(23 + r)e 2" — 22 > 0, onnocuo t € (—o0o,t.), vue je t. = . Caga je jacmo na

onuHocHO x(t) — —00 ako je xg < 0.

Y peasinuM HU3NUKUM CUCTEMUMA, OBAKBO] €KCILIO3UBHO] HECTAOMIHOCTH ce OOUYHO CY-
NPOTCTaB/ba YTUIA) YIaHOBA BUIEr peja. Kako XKeJIuMo Jia CUCTeM OCTaHe WHBAPHUjaAHTAH
Yy OTHOCY Ha CMeHYy T +— —x, IPBH cTabmamsupajyhnm wian mopa outn 2°. Tako mo6m-
jaMo jelaH jeTHOIUMEH3UOHAJTHH TUHAMWYIKH CHCTEeM KOJI KOjer JIOJIa3’ JIO0 MOTKPUTHIHE
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BuJacre oudypkarmuje:
' =rz+2° —1°, (2.14)

rie 6e3 TyOHTKa OMIITOCTH MOYKEMO Ja IMPeTHOCTaBUMO 1a cy Koedunnjentn y3 x° n a°

jemnaku 1 (ako Hucy, oaroBapajyhnm ckaaupameM GHCMO CBeJIM CHCTEM Ha OOJIHK Y KOjeM
jecy).

Ananu3upajMo caja mosoxkaje paBHoTexke cucrema (2.14) u BUXOBY CTaOHJIHOCT y 3aBH-
CHOCTH OJ] BpeJHOCTH MapamMeTpa 7. Kaxko je

re+2° —2° = 2(r + 2% — ),

To je 2] = 0 mos0ykaj paBHOTE)KE 3a CBe BPEJHOCTH Tapamerpa r. AKo jedUHHUITEMO
byukuujy f(z) = rax + 2® — 2°, nanasumo sa je f'(x3) = 7, na je za r < 0 noJsioxaj
paBHOTexKe T} cTabWIaH, 10K je 3a 1 > () HecTaOWIAH.

[Tpeocran mo0zKajn paBHOTEZKE MPEICTAB/bAjy Pellerba ONKBAIPATHE jeHATINHE
ot — 2% —r=0. (2.15)

1
Kaxko je nuckpumunanTa jeqnadnse (2.15) jemnaka 1 + 4r, 3ak/bydyjeMo ga 3a r < 1

jemnaunna (2.15) HemMa peasHUX DeIlerma, CTOra y TOM CIyYajy HeMa JAPYTUX MOoJIozKaja

1
pasHoTrexke ocuM x] = 0. Kaj je r = vk jemraunna (2.15) mMa jeJIHO JBOCTPYKO pelllerhe

1
r? = 2 OJTaKJIe CJIeIN Jla y TOM CJIydajy IMOCTOje JBa J0/JaTHA IOJ0YKaja PABHOTEXKE

cucrema (2.14), x5 5 = :I:E. Ucnocrasulie ce na cy omnu moaycrabuanu (To ce HajIaxime
1
B ca ckune rpaduka Gynkuuje f(x) zar = — 7 mTo je npukazano Ha caunu 2.12(ii)).

1
3ar > g jennagmme (2.15) Hasazumo 1a je

, lxyI+dr

Ir = 9

1++1+4r

Bar >0 jel—+/1+4r <0, Tako 12 IpeocTaje caMo perrerme 12 = 5

, OJTaKJIe

3aKJpydyjemMo jia 3a 7 > () mocToje joIlr JiBa M0JI02Kaja paBHOTezKe

. 1+ +1+4+4r . 1+ +/14+4r
Ty = — — 0 5= —

1
3a 1 < r < 0wumamo na je 1 —+/1+4r > 0, crora Tajga, nope rj, £ U T3, HOCTOje jOII
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['JIABA 2. BUOYPKAIIMJE ¥V JEAHOAVMMEH3MOHAJ/THUM JVHAMNYKNM
CUCTEMUMA

) 1—+1+4r

, Tj.

2
. 1—+1+4r . 1—+v1+4r
Ty = — — u ;= —

Wcnurajmo caga cTabMIHOCT OBUX IOJI0XKaja paBHOTexKe. Hasmaszumo na je

JIBa TOJI0ZKaja PaBHOTEXKe, 3a KOje BaxK! Ja je T

@) = fl(a3) = —(1+4r) = V1+4r <0

1
3a CBe BPEJHOCTH I > vk OJlaKJjIe CAeIH A Cy HOJIOXKaju PABHOTEXKe T5 U T3 CTAOWUIHU.

C apyre crpane, uMaMo J1a, je
fl@y) = flag) = V1I+dr — (1+4r),

1
Te je f'(x}) > 0 3a ~2 < r < 0, 3a KOje MOJOXKAjH PABHOTEXKE T) U Ti TOCTOje, OJaK/Ie
3aK/bydyjeMo jia Cy OBa JiBa 10J0YKaja paBHOTEXKE HeCTabW/IHA.

Jo 3aksbydaka o 6pojy U cTaOHIIHOCTH TOJI0ZKaja paBHOTEXKe jenHaunHe (2.14) Mmorim cMo
Johu u Ha JaKIK HAYWH, CKAIIMpameM (Pa3HOT TOPTPeTa Te jelHadrmHe TOMONY padyHapa
3a pasJuduTe BPEJIHOCTH mapamerpa r (cauka 2.12).

N

’
@

. 1 ..
(i) r < - (ii) r = ~1
1 .
(iii) —Z<T<O (iv)r>0

Comka 2.12: ®@azuu noprper jegnadnte (2.14) 3a pazjmdure BpeJHOCTH HapaMeTpa r

Ha caunu 2.13 npukasan je 6udypkanuonn aujarpam jepnaumue (2.14). Bpegnoct 7,
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1
KOja je O3HAuYeHa Ha CJIUIH je 3alpaBo ~7 Kana je r = 0, y cucremy (2.14) nonaszu

JIO MOTKPUTHYHE BUIAcTe OmdypKalmje, IMITO ce BUJAM U Ca IIPUKA3aHOr OUdYpPKAIHOHOT

Jydjarpama.

Cinka 2.13: Budypkarnmonn aujarpam jeanaunse (2.14)

3a r. < r < 0 nocroje JBa KBaJIUTATHBHO PA3JINYNTA CTA0MIHA CTama — jenHo je 7 = 0, a
JIPYTO TIpeJCcTaBibajy HOJI0Kajiu paBHoTexKe x5 U 3. Kojem of] 0BEX cTabUIHHEX MOJIOZKAaja
paBHOTeKe Nie Te:KUTH TpajeKTopHje JuHAMHYKOr cucreMa (2.14) kam t — 400 3aBucH
ox, nouerHor ycjaosa x(0) = xg. Oparie MOKEMO 3aK/by YUTU A j€ KOOPMHATHU 1104€TAK
crabujian y OJHOCY Ha MaJie rneprypbaruje, aau He Uy OJHOCY Ha BEJUKE — JIaKJe, OH je
AOKQAHO cTaOWIaH, aJIi He W TJIODAJIHO.

[TocTojame paznuauTux CTAOWIHUX CTamba oMoryhasa ma ca MPOMEHOM BDEIHOCTH Ta-
pamMeTpa r JI0Ja3d 0 HojaBe CKOKOBA U zucmepesuca (OJCYCTBa PeBep3UGIIHOCTH PU
IIPOMEHH BPETHOCTH TTapaMeTpa r).

[Ipumerumo j1a OudypKaimja Koja ce japiba 3a 1 = 1, jecTe ceJJIo—4Bop budypkaimja, jep
ce CTaOUIHM M HECTAOWIHU TI0JI0XKAJH PABHOTEXKE I0jaBbyjy ,,Kao TPOM U3 Beipa Heba”,

MITO je TUITMYHO 33 0Baj TUIl OudypKaluje.
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I'maBa 3

budypkanuje y aBoanMeH3n0OHAJTHAM
JIMHAMUYIKAM CHUCTEMIMA

3.1 V¥YBox

Y caydajy TMHAMHUYKAX CUCTeMa JuMeH3Hje Behe o] 1 KOju 3aBHcCe O jeTHOT UJIU BHUIIE
napaMeTapa, ycJe Bapujalyje BpeTHOCTH TapaMeTapa He caMo Ja MozKe Tohu 10 TpoMeHe
Opoja myim cTabMJIHOCTH 110JI02Kaja paBHOTexKe, Beh cajia To ucTo MOXKe Jia ce JIeCH U Ca

3aTBOPEHNM TpajeKTOpHjaMa — TPAHUYHUM IMUKJIAMA.

Hexka je nar qmHaMWYKHd CHCTEM
a' = f(x, p), (3.1)

npu vemy je x = z(t) = (z1(t),...,7,(t)) nenoznara sekropcka dbyuknuja, n > 2, 4 € R*
napamerap u f € CY(D), rze je D orsopen mojckyn om R"F. Yobuuajena medbununn-
ja Gudypkarmje y BUNIeUMEH3HOHATHOM JUHAMHYIKOM cucTeMy (3.1) yK/bydyje KOHIEMT
MONOAOWEKE EKEUSAACHMHOCMU: KaXkeMo a y cucremy (3.1) monasu jgo 6udypkanuje 3a
BPEIHOCT MapaMeTpa [l = [y AKO IIOCTOJH IapaMeTap [t IPOU3BOHHO OJU3Y IapaMeTpa
fo Takap Jga quHamudakn cucremn ' = f(x, pg) w ' = f(x, p1) HECY TOTOJIOIKY €KBUBa-
JIEHTHH.

Y 0BOM TIOTJIaBJbY NeMO ce OrpaHHYNTH Ha JBOJAMMEH3HOHAJIHE TUHAMUYKe cucteMe. Pa-
smorpuliemMo pasiauunte THmoBe GudypKalmja KOju MOTy Ja ce jaBe y muMa (Maja ce
aHaJorHe GudypKalmje mojasbyjy u y cucremnmMa Behux aumensuja). Kao mro je pedeno
y YBOIHOM JIeJIy TJiaBe 2, KOJ JBOJMMEH3MOHAJHUX CHCTEMa, TOPEe JOKAJTHIX, MOXKe 12
nobhe m o rimobasiaux budypkainja, Te hemMo BUX Takohe pa3sMOTPUTH Y HACTABKY.

3.2 Cenmo—uBop dudypkammja

Budypxkamnuje koje cMO pasmarTpaju y TJIaBu 2, TUIUYHE 33 jeIHOUMEH3UOHAJHE JU-
HAMHYKe CHCTeMe, UMajy CBOje IaHJaHe U y cucTreMuMa Behux aumensuja. IIpsa o Tux
oudypkaimja je cemo—aBop oudypKaiuja, Koja mpeacTaB/ba OCHOBHA MEXaHU3aM 33 CTBa-
pambe, OJHOCHO YHUIIITaBahe 110J102kaja paBHorexke. [Ipororuncku npuMep JIBOJMMEH3HO-

18



['JTIABA 3. BUOYPKAIIMJE ¥V JIBOAVMMEH3MOHAJ/THUM JTVMHAMNYKNM
CUCTEMUMA

HAJIHOI' JIMHAMHUYKOI' CHCTeMa y KOjeM /10J1a3u JI0 oBe OudpypKarmje jgar je ca
Iz = - :UQ,

/

Yy =Y,

(3.2)

Ile je [ peaJHu KOHTPOJIHHU Tapamerap. [IpuMeTuMo Ja npBa jeHadnHA cucTeMa (3.2)
npejcraB/ba paHuje pasmarpaHy HoOpMaJiHy dopMmy cea1o—4Bop Ooudypkanuje 3a jeHo-
JUMEH3WOHAJHE JIMHAMHUYKE CHUCTeMe, JIOK je JIpyra jeJqHadnHa JIMHeapHa W BaXkd /14
y(t) — 0 xam t — +oo. To 3anpaBo 3Ha4n Ja je AuHAMUKa cucreMa (3.2) CYIITHHCKH
onpehena MpBOM jeTHAYMHOM TOI' CHCTEMA.

Ananmuzupajmo dasHu MOPTpeT TUHAMUYKOT cucTeMa (3.2) ¥ 3aBHCHOCTH OJ BPEJIHOCTH
napamerpa (. 3a g > 0 jgaTu cucrem uMa JBa nojaoxaja pasuorexe, (\/i,0) u (—,/1,0).
JakobujeBa marpuia cucrema (3.2) je

J(z,y) = {‘3”7 _OJ .

Kaza y marpuiy J(z,y) yBpcTHMO KoopJuHaTe 10/102Kaja papHoTexe (\/i,0) u (—,/1, 0),
JI00MjaMO MaTpHUIEe

:J(\/ﬁ,O):[ 2Vh _OJ 0 gy = J(—/E,0) = ﬁ{ﬁ _OJ

Comncrpene BpennocTn marpune J; ¢y —2,/u m —1, koje cy obe peanne W HeraTHBHe,
oflaK/Ie Ha OCHOBY TeopeMe JbamyHoBa caenn Ja je momoxaj pasHorexe (/i,0) acummTo-
TCKH CTabW/IaH U IpeacTaBiba crabmiran uBop. C apyre crpane, MaTpuia Jo HMa CONCTBEHE
BpepHocTn 2,/p0 m —1, koje cy Takohe peanne, anium pasIMIHTOr 3HAKA, TE je MOJIOXKA]
pasHoTezke (—,/f,0) HecTabuIan u npejcTaBsba ce/1o (cauka 3.1(1)). CmamuBameM Bpe-
JIHOCTH TIapaMeTpa (4 CeJIJI0 U YBOP ce NpHOINzKaBajy jeJIHO JIPYroM, cTanajyhu ce y jegan
nosycrabuian noaoxaj pasuorexe (0,0) kaga je p = 0 (cauka 3.1(ii)) u Haj3am HecTajy
3a p < 0, kaga cucrem (3.2) mema nosoxkaje pasorexke (camka 3.1(iii)).

AR

Hp>0 n=0 (i) p <0

<+

»

Ciuka 3.1: @asuu noprper cucreMa (3.2) 3a pa3jinauTe BPEIHOCTU MApAMETPA [

Yak w HAKOH INTO Ce MOJIo¥Kaju paBHOTexRe Melycobno ,nonumre” (3a p < 0), oHE Ha-
CTaB/bajy Jla YTU4y Ha (ba3HU HOPTPET — y OKOJHHE MECTa IUXOBOT ,,cyaapa’ J0Ja3H 10
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nmojase T3B. yckoe epaal, Koje ce HaszmBa M Jyx? W NPEJCTAB/ba Y3aK PErMOH KOjH ,,yBila-
4’ TpajeKTopuje W 3HAYAjHO yCIopaBa HBUXOB IpPOoJIa3aK KpPo3 Taj jieo da3He paBHU.

Wcnocrasspba ce j1a cy (pa3uu mopTpeTn CBUX JBOJAMMEH3MOHAJIHUX CUCTEMA Y KOjUMa J10-
JIa3uW JI0 CeJI0—9IBOp OndypKaluje CJIMIHA OHNMA ITPpUKa3anuM Ha caniu 3.1. Pazmorpumo
caja onmTuju caydaj. Heka je maT nBoIuMeH3NOHATHN IWHAMUAYKT CUCTEM

(z,9),
9(z,y),

I
~

(3.3)

x/
/
)

KOjH 3aBHCH OJI PEAJTHOT mapamerpa (. [IpermocTaBumo ja ce 3a HEKY BPEIHOCT mapame-
Tpa [ T—HYJA U Y—HY/Ia U30K/JIUHA JATOT CHCTEMa CeKy Kao IITO je TPUKA3aHO HA CJIUIN
3.2. CBaka mpecedHa TadKa HW30KJIWHA OJIOBapa jeTHOM IOJOXKAjy PABHOTEXKe CHUCTeMa
(3.3), jep je y woj ucroppemeno f(x,y) =0 u g(x,y) = 0. Crora, ga GHCMO 3aKJ/by IUITH
KAKO Ce IIPU IPOMEHU BPEJIHOCTH IIapaMerpa (i Memba 0poj U CTabMIHOCT M0JI0ZKaja PABHO-
Texke cucreMa (3.3), Z0BOJBHO je Ja mocMaTpaMo ITa ce goraha ca mpecedHuM TadKaMa
M30K/IMHA 33 PA3ININTE BPEJIHOCTH JATOT mapamMerpa. [IpermoctaBumo cajia aa ce ca mpo-
MEHOM BPEeTHOCTH MapaMeTpa [t W30KJIUHE yIa/baBajy jeaHa o ApyTe, nojaa3ehu y jeTHOM
TPEHYTKY, 3 BPEIHOCT NapaMeTpa (L = [l., Y TAHTeHTHH MoJ02Kaj. FbuxosuM yrabaBa-
IEeM 10JIOZKAjU PABHOTEXKE, Tj. IpecevdHe Tayke U30KJjmHa, ce Mehycobno npubiinzKkasajy,
sCynapajyhu” ce u cramajyhm y jeIMHCTBEH TI0/107Kaj paBHOTeZKe Kana je i = (.. Ca ma-
JHOM TTPOMEHOM BPEIHOCTH TIapaMeTpa (i W30KJINHE ce TIOTIIYHO Pa3/iBajajy, TaKo /1a BUIITEe
HeMajy MpecevHuX Tadaka, Te CaMHM THM cucreM (3.3) BHIIe HeMa MOJI0ZKaje PaBHOTe-
:ke. CBH cECTEMH KOjH MpOJa3e KPO3 CeJI0—4BOp OMdyPKAIN]y JOKAJIHO ce MOHAIIA]y Ha

OIINCaHM HaYHMH.

Crwuka 3.2: x—HyJIa U y—HyJIa W30KJIMHA JUHAMIIKOr cucrema (3.3)

'hottleneck (emr.)
2ghost (enr.)
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3.3 TpamnckpurudHe u Bujacte dudypkamuje

HpOTOTI/IHCKI/I npuMepu ABOJUMEH3UOHAJIHUX AUMHAMHYKUX CHUCTEMa KO/ KOjI/IX J0JIa31
JI0O TPAHCKPHUTHUYHE WM BujacTe OmdypKaiuje KOHCTPYHUIIY Ce aHAJOIHO KAao y Cayda-
jy cemno—uBop budypkanuje. IIpema Tome, onu cy gatu ca:

o =px -2, Y =—y (TpanckpuTHaHa OGudypranuja)

d=px+ad, Yy =—y (morkpurnuna Bustacra oudypranuja)

o =pr -, Y =—y (HaTKpuTHYHA BHIacTa OudypKamja)
ABanm3a CBaKOT OJ HABENEHHX CHCTEMAa OJIBHja Ce II0 HCTOM IIabIoHy, TaKo aa hemo
oceOHO pa3MOTPUTHU CAMO HATKPUTUYHY BUACTy Oudypraiujy.

7Kejiumo, jlakJe, j1a CKUIupaMo (pas3tu moprper JUHAMUYKOL CUCTEMA,

&' = px — 23,

(3.4)
Yy =-y

3a Pa3JUYdTe BPEJHOCTH peaHOr mapamerpa f. llpuMermmo 1a je KOOpAWMHATHU MO-
YeTaK je/laH TOJIOYKA] PABHOTEYKe JIATOT CHCTeMa 3a CBe BPEJIHOCTH IMapaMeTpa (i, JTOK
L—KOOPJIUHATE MOTEHINjATHUX TPEOCTATNX MOJ0YXKAja PABHOTEXKE TMPEJICTABbAjy pellre-
ma jennaunne r2 = p. Omarie 3aksbydyjemo na Kaga je 1 < 0 He mocToje ApyTH MOJo-
Kaju papaorexke, ocuM (0,0), 10K 3a g > 0 mMamo JBa J0JaTHA MOJI0KAja PABHOTEXKeE,
(—=v/1,0) m (\/,0). JakobujeBa marpuna cucrema (3.4) je
2
sa =" 0

BamenoM KoopiuHaTa 1mo/102xkaja pasaorezxke (0,0) y marpuny J(z,y) gobujamo Marpuily

J(0,0) = {’5 _OJ ,

4yuje corncrrene Bpejanoctu cy p u —1. Ilpema tome, kaz je pu < 0, onrosapajyha Jakobu-
jeBa MaTpHIA MMa peajiHe ¥ HeraTUBHE COIICTBEHE BPEeIHOCTH, OJAKJIE Ha OCHOBY TEOpeMe
Jbamynosa cienu fa je monozxkaj pasaorexke (0,0) y TOM cIydajy acCHMITOTCKA CTaOHIAH
u npejcrapiba crabunan uBop (camka 3.3(i)). C apyre crpane, kaz je pu > 0, coucrpene
BpeHOCTH ojiroBapajyhe Jakobujese MaTpuiie cy peaJiHe, ajau CYyIIPOTHOI 3HAKA, 11a y TOM
caydajy nonozxaj papaorexe (0,0) je HecTabuaan n mnpeacrabba ceano (canka 3.3(iii)).
3a p = 0 KOOpAMHATHH IOYETAK je cTaOMJIaH 4BOp, Kao U 3a 4 < 0, ajm y ToOM ciaydajy
IMAMO BEOMa CIOPO ONAJarhe y IPABIY T—O0Ce, YMECTO MOTAJAIlLer €KCIOHeHIN]AJIHOT
omagama (0Ba 110jaBa HA3UBA CE KPUMUYHUM Ycnopasarvem) (ciuka 3.3(ii)).

Kana y marpuiy J(x,y) yBPCTUMO KOOPAMHATE MPEOCTATA JBA TOJ0KAja PABHOTEKE CH-
crema (3.4), Koja moctoje 3a p > 0, 100HjaMO MATPHILY
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(= 0) = (V. 0) = {—su _01] |

YHje CONCTBEHE BPEJHOCTH Cy —2j M —1, JaKje, peajHe Cy U HeraTUBHe, OJaKJIe CJIeIH
Ja mosozKaju paBHoTexe (—/it,0) u (y/1,0) npejacrapbajy crabuime IBOpoBe (CIHKA

3.3(iii)).
SR
; " — eSO
. a 3

(i) p<0 (ii

=
+—>

0 (i) u >0

B~ B
I

Cruka 3.3: @azuu moprper cucreMa (3.4) 3a pasjaudaure BpeIHOCTH HApAMETPa [

Y ri1aBu 2, KaJ cMO TOBOPHJIM O BUJIACTUM OMypKalgjamMa y je 1HOIUMEH3HOHATHAM JIHHA-
MUYKHM CHCTEeMUMa, PEKJIH CMO Ja CY OHEe KapaKTePUCTUUIHE 33 CHCTeMe Y KOJUMA IIOCTOjH
HEKHN BUJ CI/IMeTpI/Ije. AHaJIOFHO BazXKM 1 3a BHIICJAMMCH3MOHAJIHE JMHAMHUYKE CUCTCME —

HapeJHW TMTPUMEDP TO U WIYCTPYje.

IIpumep 3. /lar je IMHAMWYIKA CHCTEM

¥ =pr+y+sinz,

, (3.5)
Yy =z —y.

[Tokazahiemo na y cucremy (3.5) monasu 10 HATKPUTHYIHE BUsacTe GudypKaimje v 0 CKu-
nupaliemo dasHu HOpTPeT JATOr CUCTeMAa Y OKOJUHU KOOPIMHATHOT TOYeTKa (32 BPETHOCT
napamerpa f 6aucKy 6udypKanuoHoj BPETHOCTH [i).

[Ipumerumo Hajupe ja je JaTh CHCTEM WHBApUjAHTAH IIPU CMEHH T —> —I, Y — —U,
MMTO 3HAYNM Ja he meros (pa3zuu noprper OWTH MEHTPAJIHO CHMETPUYAH Y OJHOCY Ha KO-
OpJMHATHY movYeTak. KOOpIMHATHY MOYeTaK je MOJI0XkKa] paBHOTeXKe cucTeMa (3.5) 3a cBe
BPEJIHOCTH TapaMeTpa ji. JaKoOHjeBa MaTpHUIa JATOr CUCTEMA, je

+cosz 1
J(z,y) = [u ]

1 -1

a KaJl y by yBPCTHMO KOOp/uHaTe 1osozkaja papaorexke (0,0) mobujamo marpuiry

+1 1
Jo = J(0,0) = [“1 _J.

Kakojep=TrJy=p u g=det Jy = —(u+2), re je A =p> —4qg = (u+2)> +4 > 0,
3aK/bydyjeMo jia je nosoxkaj pasaorexe (0,0) 3a p < —2 crabusan 4BOp, a 3a 1 > —2
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cemyro. Crora y cucremy (3.5) gomnasu o 6udypkaiuje 3a BpeHOCT napamMerpa fi. = —2.
Jla 6ucmo mokaszasin Ja je y nhTamy BUacTa OudypKaluja W YTBPAWIA Ja JU je OHa
HATKPUTUYHA UJIU HOTKPUTHYHA, HOTPeOHO je 1a npoHaheMo map CHMETPUYHUX MOJIOXKAja
paBHOTexKe y OJU3WHU KOOPJAWHATHOT TOYeTKa W Ja BUIUMO JIa JIU Ce OHH TOjaBJbY]y 34
BPEIHOCT TrapamMeTpa i Mamy uan Behy of p.. Ilomoxaju pasroTexe (z,y) Mopajy ma
3aj10Bo/baBajy jeanaunny x —y = 0, 1j. v = y. Kaga y jeaqnauunu pr + y + sinz = 0
craBUMO Ja je y = x, nobujamo jeanaunny (u + 1)z + sinz = 0. Jemno permeme oBe
jemnaunne cakako je x = (0, asim oHO HaM jaje mo3HAT 1moJoxkaj pasaorexke (0,0). Cana
HAC UHTepeCyjy HeTPUBHUjaIHA pellierba OBe je/IHaYnHe, ald Koja cy OJIMcKa HyJIH, 1a iemo
npuMennTu Maxiopenos pa3Boj Ha dbyuKIujy sin z. Jlodujamo

3
x
(p+ 1)z +z— §+0(m3) = 0.
Jle/bembeM TocIeiibe jeJHAUNHe ca & | 3aHeMapuBaibeM WIAaHOBa BUIIEr pPeaa J00HjaMo

72
w+2——=0,
6

OJIaKJIe HAJIA3UMO JIa Cy T—KOOPJMHATE TPAZKEHOI TTapa CHMETPUYHHUX MOJIOZKAja PABHO-
Tezke y OJU3MHH KOODIMHATHOL TMO4YeTKa TpubIMKHO jare ca x* &~ +1/6(u+2) 3a u
Mmaso Behe o p. = —2. Crora 3akspydyjeMo na je oudypkanuja a0 Koje J0JIa31u y CUCTe-
My (3.5) 3a BpeJHOCT mapaMerpa (i = [, = —2 HATKPUTHYHA BHJIacra (Ja je y nuramy
HNOTKPUTUYHA BUIacTa OudypKaluja, nap CAMETPUYHUX T0/10ZKaja paBHOTEXKe OU TOCTO-
jao 3a p < pu.). Ha ocHoBy cBojeTBa HaTkpuTHuYHe Buitacte Oudypkaimje, 6e3 mocebHOr
UCIUTHBAaMKkA, 3HAMO JIa CY JBa HOBOHACTAJA TOJI0XKaja PABHOTeKe CTAOWTHA.

Ha 6ucmo ckurupasu dasau noprper cucreMa (3.5) y GJIU3MHI KOOPUHATHOT MOYETKA 32
BPEJIHOCT IapaMerpa i Majao Behy oa —2, morpazkuheMo ColcTBeHe BeKTope JakoOujene
marpuie jgaror cucrema y rauku (0,0). To Moxke ja ce ypaju U HPENU3HO, aad MOKEMO
U Ja ce TOCJTYZKUMO jeITHOCTABHOM AIPOKCHMAI]OM Jia je [ ~ —2, oflaKJie CJIe/n J1a je
nomenyTa Jakobujea maTpuia mpubdbJIMKHO JlaTa ca

-1 1
Jo = .
=[]
Concreene Bpemnoctu marpunie Jy cy 0 u —2, a ogarosapajyhu comncrsenu BeKTOpU Cy
(1,1) m (1, —1), pemom. 3a BpegrOCT Hapamerpa p Masao Behy om —2 KOOpAMHATHH HOUYe-

TaK TOCTaje CeJI0, MITO 3HAYM JIa HYJITa CONCTBEeHa BPEeIHOCT mocTraje mosutusHa. Cama
HMaMO JI0BOJbHO MHpOpMalmja 3a ckuily dasnor noprpera cucrema (3.5) (cauka 3.4).
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Cruka 3.4: @azuu oprper AUHAMUIKOr cucTeMa (3.5) y GJIM3uHI KOOPJIMHATHOD OYeTKa
3a BPEJIHOCT IapameTpa ji MaJjo Behy ojg —2

[Ipumerumo 7a je 300r anmpoKCHMalldja KOje CMO HAIPaBWIN CJAUKA 3.4 BajuHA CaMO
JIOKAJTHO, KaKO y ITapaMeTapcKoM, Tako Uy ha3zHoM mpocTopy. /lakie, ako ce He HATA3UMO
Yy OKOJIMHM KOODJIMHATHOT MOYeTKa WJIH BPEJHOCT TapaMmeTpa [t HHje Oau3y . = —2,
3aKJBYUIHA JI0 KOJUX CMO JIOTILTH BUIIIEe He BaKe. JAN

3.4 Xormndose dudypkarmuje

Y oBoMm oze/bKy OaBuheMo ce jegHUM THUIOM OudypKalnja KOju je KapaKTepHuCTHYaH
HCK/BbYUHBO 3a AMHAMHIUKe cucTeMe nuMensnje sefie o 1. To cy T3B. Xondose?® 6udypka-
nuje, MyTeM KOjUX IMOJI0XKA] paBHOTEXKe MOKe Ja M3TYOH CBOjy CTAOMJIHOCT 0e3 ,cyaapa-
wa’ ca APYIUM HOJIOZKAJeM PABHOTEZKE.

ITpermocraBumMo j1a JIBOANMEH3UOHAIHN JTUHAMHYKNA CHCTEM KOJU 3aBHCH OJI PEAJTHOT Ta-
paMmeTpa p uMa cTabmiiaH MOJ0YKa] PaBHOTeXKe 3a HEKY BPeTHOCT TOr mapamMerpa. Pa3zmo-
TPUMO Ha KOje HaUWHe Taj MOJI0¥Ka] paBHOTEeXKe MOXKe fa Oyie jJectabman3oBad. OaroBop
ce KpHje y COICTBEHUM BpeaHOCTHUMA JakoOWjeBe MaTpUIle TOT AUHAMUYKOT CUCTEMA Y
OCMaTPAHOM TI0JIOXKa]y paBHOTEXkKe. KaKko CMO MpeTnocTaBu/In Jia je 1moJjioyKaj paBHOTeKe
crabmiaaH, To obe colcTBeHe BpeHOCTH OjroBapajyhe JakobujeBe marpuiie mopajy Jie-
JKaTH y JIeBOj MOJypaBHE KoMILiekcHe paBuu (e je Red < 0) wiam usyseTHo jeaHa o
BUX MOXKe OuTH jeqnaka Hysu. [Ipema ToMe, concTBeHe BpeIHOCTH MOpajy OuTH wiam obe
peasne u HerarupHe (camka 3.5(1)) WM IPEACTABILATH KOHjYIOBAHO-KOMILIEKCHE Gpoje-
Be Ca HeraTuBHUM peaqHuM jgeioM (csmka 3.5(ii)). /la 6w nmosnoxaj paBHOTeRe H3ryOHO
cTabMJIHOCT, TOTPEOHO je Jia ycJie/l MpOMeHe BPEJIHOCTH MapaMeTpa [i jeJiHa win obe co-
ncTBeHe BpejHocTu Jakobujese marpure ,upehy” y mecny nosaypasan. Koj cBux jo caaa
pasmarpanux 6udypkanuja (ceaI0—IBop, TPAHCKPATHYHE ¥ BUTACTE), Y TPEHYTKY KaJl ce
obudypkaiuja jemnaba, oap jejgHa concTBena Bpejanoct Jakobujese marpuiie Ouiia je jeHa-
Ka Hysm. /Ipyrum pedmma, j1o Oudypkarmje je joJra3nio Kajl bap jeHa peasiHa CONCTBEHA,

3Hexan ce Ha3uBajy u Iloenkape—AHnponos—XormdouM 6udypKarmjama.

Henri Poincare (1854 — 1912) — dpannyckn maremarndap u dpusngap

Antexcannp Asrekcanaposuda Aujponos (1901 — 1952) — cojercku MaTemaTuyap u dbusndap
Eberhard Hopf (1902 — 1983) — aycrpujcku MaTeMaTudap U acTPOHOM
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BpeaHoCcT npohe kpo3 Tauky A = 0 Ha peasHoj ocu. OBae hemo pasMorpuTu Apyra Mo-
ryhu crieHapno, y KojeM JiBe KOHjyroBaHO—KOMILIEKCHE COTICTBEHE BPEIHOCTH HCTOBPEMEHO
npeJjiasze MpeKo KMarmHapHe Oce y JEeCHY MOJIypaBaH KOMILJIEKCHE PAaBHHU.

[m Im &

h N

—s—es—F——> Rel Re &

(i) (i)

Cimka 3.5: Cornicrene BpeiHOCTH JakobujeBe MaTpuiie y CTAOUTHOM I10JI0XKA]y PABHOTEZXKE
JBOJMMEH3NOHAJHOT TUHAMUYKOI CUCTEMa IIpe/ICTaB/beHe Y KOMIIJIEKCHO] paBHU

[Tocroje apa Tuna Xondosnx 6udypkaimja: HATKPUTUIHA (CYyNEPKPAUTHIHA) 1 TTIOTKPH-
tuuHa (cyOkpuTnuna) Xomdosa Gudypkraiuja.

3.4.1 Harkputuuna XondoBa dudypkamnmja

Jlo markputuune Xormdose OudypKamuje 101a3u Kajaa cTabuaal (POKYC MOCTaHe HeCTa-

ouan PpoKyc, OKPyKeH MaJiuM, CTA0UJIHUM I'PAHUYIHUM ITUKJIOM.

HpI/IMep ABOAMMEH3HNOHAJHOTI JUHAMUNYIKOT' CUCTEMA Y KOjeM A0J1a31 10 HATKPpUTHUYHE XO—
ndose dudypkaluje gaT je y MoJapHEM KOOpPJIHHATAMa Ca,

v = pr — 13,
0 = w+ br?, (3.6)

rje ¢y [, W u b peaanu mapameTpu.

Jla 6ucMo BHJEIH KAKO ce Mema THI W CTabHIHOCT MOJIOYKaja paBHOTexke cucreMa (3.6)
ca IPOMEHOM BPE/IHOCTH IapaMeTpa i, Hajimpe heMo 1a OJpeIuMO ONIITE Pelleme JATOr
cucrema. IIpBa jeqnadnna cucreMa (3.6) mpejcrasba JAudepeHIEjanty jeHAYuHy Koja
pas/iBaja MpOMEHbUBE U MOXKE ce TIOKA3aT! Ja je THeHO OIIITEe Pelrerhe 00THKa

!

20\ _
() = 1 — Ce2ut’

OnaBne 3akmyuyjemo ma 3a pu < 0 Baxu ma r(t) — 0 kam t — +oo, 70K 3a pu > 0
umamo ja r(t) — p kag t — 400, ogakje cienu jga r(t) — /i kag t — +oo (jep je
r(t) > 0 3a cBako t € R), a r(t) — 0 xax t — —oo. Jpyra jeamaunua cucrema (3.6),
by

1 — Ce21t’
Judepennujaina jeJHadMHa KOja pa3/iBaja IPOMEH/bUBE, Te je U by JIako pemutu. Jobuja

2

KaJ 3aMEHIMO H3pa3 KOju CMO J00mIn 3a r*, mocraje ' = w + IITO je Takohe
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ce Jla je IeHO OIIITe perreme 00InKa

b
0(t) = wt + 3 In | — C.

Omnasne je jacuo ga |0(t)] — +oo kam t — +oo. llpema tome, 3a 1 < 0 KOOpAWHATHH
noderak je crabusian hOKyc, 4uju cMep POTalje 3aBUCH OJ] 3HAKA Iapamerpa w (CJauKa
3.6(i)), mok je 3a ju > 0 koopauHATHE HOYeTaK HecTabuian (OKyc, a y r = /[l IOjaBbyje
ce crabmian rpannany nuki (cauka 3.6(ii)).

Ba pu = 0, aHAJTOMHUM TOCTYIIKOM JIOJIa3W Ce JO 3aK/by9Ka Ja je KOOPJAWHATHH MOYeTaK
crabmian pokyc.

\
(i) p<0 (i) p > 0

Cimuka 3.6: @asnm moprper auHamMudkor cucrema (3.6) 3a pasaumduTe BpEJIHOCTH
napamMeTpa [

la 6ucmo Buesim Kako ce y TOKy OudypKalmje moHarmajy corncTrBeHe BpeaHocTn Jakoou-
jeBe MaTpuIle, HATUIMUMO JuHAMAYKE cucreM (3.6) y JlekaproBum KoopauHaTtama. AKO
YBPCTUMO Ja je x = rcosf u y = rsinf, modbujamo

A Ay R A = et A NSOy 2Y () — 22 _ 2 2
' =r'cosf —rsinf-0 = (ur —r’)cosd —y(w+br*) = (u—1r*)rcosd —y(w + b(x* + y~))

=(p— (@2 +yH))x — y(w+ b(@? + y?)) = pz — wy + Kybuu wianoBU

M aHaJIOIHO
Yy = wx + py + KyOHM YIaHOBH.

Opnagae crenn na je Jakobujepa marpuia cucrema (3.6) y KOODAMHATHOM TOYETKY JaTa,

ol ]

Hberose concrrene BpeanocTu cy A = & 1w. Kao 1mTo je u 04eKuBaHO, KaJ Ce BPEJIHOCT

ca

napamMeTpa (4 Merha U3 HeraTUBHE y IMO3UTHUBHY, COIICTBEHE BpeIHOCTH JakoOujeBe MaTpu-
e mpeJjia3e U3 JeBe y JecHY MoJypaBaH KOMILIEKCHe DaBHMU.

L, aeanu3soanu” ciaydaj HATKpuTU4IHE Xo1poBe OudypKalmje, npeJacTaB/bed TMHAMAIKHM
cucremoM (3.6), WIycTpyje JBa CBOJCTBA KOja BayKe TEHEPATHO 3a CBAKY HATKPUTHYHY
Xondosy oudypkamnujy. [Ipso, Beanunna rpaHuYIHOr TUKJIA PACTe MTPOMOPIUOHAIHO Ca

VIt — [be , 32 BPEIHOCT mapameTpa (i 0mucky 6mdypKammonoj BpeJHocTu fi. . Jpyro cBo-
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jerBo je na je dbpexBennuja rpaHugHOr nuKJa (yraona (KpyzkHa) dpexBennuja) nupubim-
KHO farta ca w = ImA, 3a u = p. . [Ipenusnuje, naBeena jeTHAKOCT je TAYHA Y TPEHYTKY
HACTAHKA IPAHUYHOL IUKJIA, & 38 BPEJHOCT HapaMmerpa i OJu3y fi. OJCTYIIAHme O] jeJHa-

2T
koctn je pena O(p— pi.). Crora je mepuo/ TpAHIIHOT KA Jat ca 1 = ﬁ+ O(p— pte)-
m

MebhyTum, nocmarpanu ,,u/1eaTU30BAHN CJIy4aj UMa M HEKa BEITavka CBOjcTBa. [Ipe cBe-
ra, y HarKkputuaauM XomdosuMm Oudypkaiujama Koje ce cpehy y mpuMenama, rpaHddHE
IUKJI je eJUICAacT, & He KPYKaH U HeroB OOJUK IMOCTaje JleTeHepHCaH KaKo ce BPEIHOCT
napamMeTpa [ yiabaBa o1 OudypKanuone BpeIHOCTH L. . Jlakie, IpuMep KOju ¢MO pa3Ma-
Tpaau TUIWYAH je y TOMOJIONIKOM, a/li HE U y TeOMeTPHUjCKOM cMmuchay. JIpyro, y Harem
UJI€ATU30BAHOM CJIy4ajy COICTBEHE BPEJTHOCTH JakobHujeBe MAaTpHUIIE Ce ca MTPOMEHOM Bpe-
JTHOCTH MapaMeTpa (4 TIOMePajy 1o MTPaBoj JHHUJU Y KOMILJIEKCHO] PaBHH, 38TO IITO BUXOBH
UMarvHapHU JIeJIOBU He 3aBuce o mapamerpa (. MehyTtnMm, y Behunu peaanux curyarumja
COIICTBEHE BPEJHOCTU Ce Kpehy 10 KPWBO] IyTarbu, KOja MMArMHAPHY OCY HPEeCerna IO/
HAruboOM pazauauTuM of HyJe (camka 3.7).

ImA

w\/

)

ReA

Cnuxka 3.7

3.4.2 IlorkputuuHa XondoBa dudypkamnmja

Kao n xox Butactux 6udypkaimja, Koje Takohe 101a3€ y HATKPATHIHOM B TOTKPATHTHOM
00JIMKY, 1 OBJIe je IOTKPUTUYHU CJIy4aj CJOXKEHH)U, 11a YaK W MOTEHIMjaJIHO OMACaH Ka/l
Cy y MUTamy MpuMeHe y WHKemepcTBy. Hanme, HAKOH 1ITO ¥ HEKOM JTUHAMUYKOM CHCTEe-
My Jgobe 10 norkpurndne Xormdose budypkaimje, TpajeKTOpHje TOI CUCTeMa ,,CKady’ Ha
yIaJbeHH aTPAKTOP, IITO MOXKe OUTH CTabHJIaH MOJI0XKA] paBHOTEXKe, CTaOUIaH IPAHHIHI
IUKJI, OECKOHAYHOCT WX — V CAYYajy AUHAMUYKHX CHCTEMa JUMEH3Uje TPU WU BUIIE —

XaOTUIHHA aTPAKTOP.
[TocmaTpajmMo ABOAMMEH3NOHAJHE JUHAMAYKI CUCTEM JIAT Y MOJJaPHUM KOODJIMHATAMA Ca

= pr 4+ —1r°,

3.7
0 =w+ b, (3.7)

rie ¢y [, w U b peamHn mapamerpu. BuTHa pasaunka u3mely cucrema (3.7) u (3.6) jecre

3 uMa necTabu-

y TOMe IITO, 32 Pa3iauKky oj cucreMa (3.6), y cucremy (3.7) KyOHu wian r
qusupajyhu edpexar, Tj. OH TOIPUHOCH OIBIAYECIGY TPAJEKTOPH]ja O MOJI0XKAja PABHOTEXKE
KOjH je KOOPJUHATHYU MOYETaK.

1
3a 1 MaJIo Mabe OJ1 HyJ1e (Mpelu3Hmje, 3a ~1 < i < 0, 0 gyemy he butu pedn MaJIo KacHuje,
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KaJ1 Oy/IeMO TOBOpWIIN O ce/[7Io—4Bop OudypKanujama 1uKasa) Hocroje jJBa arpakropa —
cTabujIaH TPAHUYHU UK U CTAOU/IAH TI0JI0YKa] PABHOTEXKE KOJU je KOOPJAMHATHU MOYETAK.
Usmely mux ce Hagasu HecTaOWJIAH TDAHUYHU UK/, Koju je Ha caunu 3.8(i) mpemcra-
BJbEH HCIpPEKHIaHoM JuHujoM. Kako ce BpeanocT napamerpa p noehaBa, HecTtabuinu
IUKJI ,,cTekKe 00pPyd” OKO cTabMJIHOT moJoxKaja paBHoTexke. o morkputuune Xomdope
oudypkanuje jgoJia3u 3a BpeaHocT napamerpa i = 0, Kaja ce aMILUIUTY/a HEeCTaOUIHOT
[UKJIa CMalbyje Ha HYJIy, Tj. HeCTAOMITHU TPAHUYHY [IUKJ HEeCTaje, ,,IPOTYTaBIIN /10 Ta1a
cTaOMJIHK I10JI0KA] PABHOTEXKE Y KOOPJIMHATHOM IMOYETKY, KOjH HAKOH TOra IOCTaje He-
crabmiad. 3a g > 0 cTaOWIHU IPAHUYHH UK/ OCTaje jeIMHU aTPAKTOP y MOCMATPAHOM
cucremy (cauka 3.8(ii)). Tpajekropuje Koje ¢y panuje 6usie y GJIU3UHH CTAGUIHOT TOJIO-
JKaja PABHOTEZXKEe y KOODIUHATHOM MOYETKY Caa Cy HPUMOpPAHEe Ha OCIIIANNjE BEJUKHUX
AMITIJIUTYdA.

(i) p<0 (i) >0

Cmuka 3.8: @asHu moprperd JUHAMUYKOr cucreMa (3.7) 3a pasjudure BPEIHOCTH
napamMeTpa [

VY cucremy (3.7) ca HpOMEHOM BPEJIHOCTH MapaMeTpa ji MOzKe jia johe 10 XUCTepesnca —
JEeJTHOM KaJi OCIHJIAIMje BEJIUKHX AMILUIATY/a MMOYHY, OHE C€ He MOTY IIPEKWHYTH jeIHO-

CTaBHUM BpahameM BpEJHOCTH ITapaMeTpa [t Ha HyJIy. 3alpaBo, UCIOCTaB/ba ce ja he ce

1
OBe OCIUJIAINje HACTABUTH CBe JOK He MOcTaHe (1 = ——, Kaja he ce cTaOWIHU U HecTa-
4

OWJIHU IPAHUYHU IUKJ ,CyJIapuTu’ u anyaupatu. [Iporec ., yHuImTaBama” ocIiIaNja ca
BEJIMKIM aMILTATY1aMa OJ[BUja ce IyTeM jeJHOr Apyradujer Tuna oudypkamuje (y nuramy
je eaobaana Gudypkanuja), o Kojem he GuTH pedn Majo KacHuje.

[TocTaBma ce mUTame KaKO /1, YKOJUKO 3HAMO J[a Y HEKOM JTUHAMHYKOM CUCTEMY J0JIa31
jio Xorpore dudypkanuje, yrBpnMo Ja Ju je Ta OudypKaimja HATKPUTHIHA WA TO-
TKpuTHYHA. JIuHeapu3anuja ITUHAMHYKOr CHCTeMa HaMm He Ou jaja oarosop, oOyayhu ga
y oba ciydaja map KOHjYTrOBAHO—KOMILIEKCHUX CONCTBEHHUX BPEIHOCTH TIPEJA3U U3 JieBe
y JIeCHY MOJIyPABaH KOMILJIEKCHE PAaBHU. AHAJUTUIKU KPUTEPUjYM KOjU OM HAM ITOMOTAO
MIOCTOj!, aJIU OH je OOMYIHO KOMILIMKOBaH 3a npuMeny (Bugetu [1], crp. 289). Muoro 6pxkun
HAYUH /13 J0[)eMO JI0 0JIr0BOPA Ha OBO HMHUTAIHLE JeCTe JIa Ce MOCJTYKIUMO PAIYHAPOM U CKU-
upamo ¢asHe HOPTPeTe JATOT CUCTEMA 33 HEKOJIUKO PA3THIUTUX BPEIHOCTH KOHTPOJIHOT
napamMeTpa, Mamux U Behux on 6mdypKammone BpeIHOCTHA. YKOJIUKO Ce MaJl, CTAOUIAH
IPAHUYHU IUKJI 1I0jaB/byje 0/IMaX HAKOH IITO MOJI0YKA] PABHOTEXKE MMOCTAaHe HecTabujiaH u
aKO Ce HheroBa aMILINTY/a CMambyje 10 HyJie KaJi ce BPeJHOCT mapaMerpa Bpaha Ha mnpebha-
MY, V IUTamy je HaTkpuTuaHa Xomdoa dudypkanuja. Y cynporHoM, budypkamnmja je
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HajBEPOBATHHjE TIOTKPUTUYHA U Y TOM CJIydajy HajOJuzKu aTpakTop (crabuiaH rpaHindIHT
IMKJT) MOXKe OWTH JAaJeKo O MoJozKaja paBHOTe:Ke W MozKe mohm 10 xmcrepesuca mpu
Bpahamy BpeJHOCTH MapaMeTpa Ha Ipehamrmy. PadyHapcku ekcnepuMeHTH HHUCY J10Ka3,
aJIM MOTY HaM MOCJYKUTH Ja BU3YAJNU3yjeMO IMpoMeHe y ha3HOM MOPTPETY CUCTeEMa TPU
IPOMEHH BPEIHOCTH TapaMeTpa W Ja Ha OCHOBY Tora Johemo 70 ofapeheHUX pa3zyMHUX

MPEeTTIOCTABKH.

Baxkuo je HamoMeHnyTu Jia, mopeji HATKPUTUYHE U HOTKPUTUYHE, [IOCTOjU U T3B. JeTreHe-
pucana Xomndosa 6udypkanuja. [Ipumep quHaMudIkor cucreMa y KOjeM ce jaBba OBa
oudpypkalmja je MoJe 1 IPUryIIeHUX OCIUIAIKja KIaTHA:

2" + px’ + sinx = 0.

Ca mpoMeHOM BpemHOCTH HapaMeTpa f (Koju npejcTaBba KoeUIUjeHT TPerbha) OJ1 MO3H-
TWBHE Ka HETATUBHO]j, TOJIOYKA] PABHOTEXkKe Yy KOOPAWHATHOM MOYETKY MpeaasH U3 cTabu-
auor y Hectabminan dokyc. Mehyrum, 3a ¢ = 0 memamo npaBy Xomndoy 6udypkamujy,
jep HeMa rpanuvHUX 1uKaJia o 3a 4 < 0 #Hu 3a 1 > 0. YMmecro Tora, kaz je u = 0, Koop/u-
HATHHU TMOYETAK je TeHTap, IITO 3HAYM Ja je OKPYKEeH HEIIPEKUTHOM , TPAKOM~ 3aTBOPEHUX
TpajekToprja (a TPAHUYHE TIUKII je U304064HA 3aTBOPEHA TPAJEeKTOPH]A).

IIpumep 4. Heka je gar aBoJMEH3NOHAIHHA JIUHAMIYIKH CHCTEM

o = pr—y+ xy’,
, : (3.8)
Y =x+puy+y°,

r7ie je p peajHu mapametap. OQUuUrienHo je na je KOOPJAWHATHU MOYETaK jeJaH TMOJI0ZKaj
paBHOTEKE JIaTor cucrema. JakodujeBa MaTpuiia Jaror cucrema je

p+y: =1+ 2y

3ameHoM KoopamHara moJokaja papaorexe (0,0) y marpury J(z,y) mobujamo MaTpuiy

%:ﬂmmzﬁ‘j}

Umvmamo majep=TrJy=2u, gq=detJy=p>+1>0 u A =p?>—4g=—4 < 0. Ogatae
cJaeu J1a KOOPJAWHATHU TodeTak 3a u < 0 mpeactaBpa ctabmian ¢okye, a 3a g > 0
necrabuian ¢okyc. Crora 3a u = 0 moaas3m jio vekor Tuna Xomndose dudypramnuje. Cana
JKeJIMMO JIa YTBPAUMO KOJU je TUI y TUTAbY.

Banumumo cucrem (3.8) y nosapHuM KoopamHartama (3anpaBo, Guhe Ham TOBOJBHO Ja
onpeaumo camo demy fie 6utn jennako r'). CraBibameM Ja je © = rcosf u = rsinb,

2

uMamo 1a je 2 = 2% + y%, ogakie nudepennupamem Jobujamo aa je rr’ = xa’ + yy'.

Bamenom z’ u Yy u3pasuMma ca JeCHUX CTpaHa jenHadnHa cucrema (3.8) Hasaszumo jaa je
I . 2 .2 : : 3 33
rr’ =rcosf (m’cos@ —rsiné + rcosf - r°sin 9) + rsinf (rcos@ + prsind + r° sin 9) ,

OJTHOCHO
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' = prcos® 0 — rsinfcos @ + 13 cos? G sin® 6 + rsin 6 cos 0 + prsin® @ + 3 sin 4

= pr(cos® O +sin®0) + r3sin® (1 — sin®0) + r3sin? 0 = pr + r3sin® 6.

pur ( ) ( ) pr =+ S
Onapze 3akspydyjemo aa je r’ > ur, mro 3uaqu ga 3a p > 0 r(t) pacre y HajMamy pyKy
jemmaxo 6p30 kKao roett, a xako 3a p > 0 mmamo ga roett — +oo Kanm t — +00, TO 3HAUA
aay ToMm caydajy u r(t) — 400 Kag t — 400, Tj. CBe TpajeKkTopuje Ouajy ,o/By4eHe” y
beckonaunoct. Crora kasm je pu > 0 curypuo mehe mocrojaru 3aTBOpeHe TpajekTopwuje,
OJIHOCHO, Tpelu3Huje, HecTabuIHu (POKYC Y KOOPJMHATHOM MOYeTKY Hehe OMTH OKpY KeH
CcTaOMJIHUM T'PAHMYHUM IHKJIOM, OJaKJje 3aK/bydyjeMo ja Xordosa dudypkamuja 10 Ko-
je mosiazu He mMoxke Ouru HarKpuTudHa. Takohe, He MOxke OWTH HU JlereHepHUCcaHa, jep je
HEOITXO/aH yCJIOB 32 TO Jia KOOPAWHATHHN moderak 3a i = (0 Oyme HeqmHeapHu meHTap. Me-
hyTum, oBre nmamo ja je ' > 0 BaH x—oce, TAKO Ja OCTOjalbe 3aTBOPEHUX TPAjeKTOPH]ja
uuje moryhe. Meto1oM eJIUMUHAIIA]E TOJA3UMO JI0 3aK/byUKa Jia je XomndoBa budypkau-
ja Koja ce jaB/ba y cuctemy (3.8) HajBepoBaTHEje moTKpuTHYHA. [la GUCMO ce yBepuin y
oBaj 3aKksbydak, ckunupahemo (momohy paaynapa) dasuu noprper cucrema (3.8) 3a, Hup.,
p = —0.2 (cauka 3.9). Ca cauke 3.9 BuauMo na HecTaOUIAH TPAHUYHHU TUKJ OKPYZKY]je
cTabmjiaH MOJIOXKa] PaBHOTEXKe, DATl KAO TITO je U OYEKHBAHO 3& MOTKPUTUIHY XOIM(pOBY
oudypKaImjy, 3a BpeJHOCT ITapaMeTpa MaJjio Marby oJ1 OMdYpKaIuoHe BPeIHOCTH. A

Al
N

Crnuka 3.9: @azuu nmoprper quHaMudKor cucreMa (3.8) 3a = —0.2

3.5 Imobanne bmdypkalje mMuKaja

Y ABONMMEH3WOHAJHUM JHHAMUYKAM CHCTEMUMA MMOCTOje YeTHPH yoOWdajeHa HAUWHA 14
IPAHNYHY NHUKJIW HACTAHY WJIN HecTaHy. JemaH of muX jecTe myTeMm Xordope Ondypka-
nuje, JIOK Cy OocTajia TPpU HA4YMHA HENITO TeXKa 3a OTKpuBambe, Oyayhu ja 3axresajy 1o-
cMaTparbe IOHAIaba CUCTeMAa Y BeJIMKUM objacTuMa (asmne paBHH, YMECTO CaMO y He-
HOCPeTHO] OKOJIMHU TT0J02Kaja paBHOTexKe. CTora ce OHH Ha3uBajy riiobanaumMm o6udyp-
Kanmjama. Y HacTaBKy NeMo pasMOTPUTH IMPOTOTHIICKE TpUMepe TWHAMUIKUX CHCTEeMa
y KOjUMa JOJa3H JI0 CBaKe o1 TpH riobasaHe budypkaiuje Kojuma heMo ce 6GaBUTH.

3.5.1 Cenajo—uBop 6mdpypKkalnuja mukaja

budypkamuja Ko/ Koje ce jiBa rpaHrmYHa NHUKJIA cyAapajy u mehycobHo any/mpajy Ha3uBa
ce ceao—4Bop OmdypKaluja 1MuKasaa, o aHaJIoOTHji ca CAUNIHIM (PEHOMEHOM KOJ
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noJiokaja papHorezke. [Ipumep juHamMudKor cucreMa y Kojem J10J1a3u Jo ose budpypkaruje
Beh cMo pazMaTpaJsu Kaji CMO TOBOPUJIH O TOTKPUTHYIHO] X01hoBoj OudypKamujun — 1axie,
ped je o cucremy (3.7), 1aTOM y HOJJADHUM KOODJMHATAMA €A

= pr+r—1r°,

0 =w+ br.

MebhyTum, 3a pas3auky oj paHuje aHaJu3e, rjae cMo Ouan (POKyCHPaHH HA MOTKPUTHIHY
Xondosy budypkranujy kKoja ce moraha kaa je p = 0, caga hemo ce 6aBUTH JTUHAMHKOM
Jator cucreMa 3a p < 0.

5

Jennaumny r’ = pr 4+ r® — r® MoxkeMo HocMaTpaTH Kao jeJTHOIUMEeH3NOHATHA IMHAMIUKN

cucreM. Y TOM CHCTeMY JIOJIa3d JI0 CeJI0-4BOp OudypKaluje 3a BPeIHOCT HapamMerapa

1
= —— = lI., IIITO je jacHO KaJI ce Ioryeaa CKUIa (a3Hor IOpTpeTa jJaTe jeHaduHe 3a

4
pazauduTe BpeAHOCTH apamMerpa i (ropu pes Ha cauiu 3.11). TTosozxkajuma paBHOTEXKE

5

jeIHOMMMeH3HOHAMHOT chcTeMa 1 = pr + 13 — r® KOju ¢y pas/mauTH ol HyJe 0JroBapajy

KPYKHU TPAHUIHU [UKJIH [OJA3HOT, JBOJAUMeH3noHa HOr cucteMa (3.7). Ha caumu 3.11

° u oarosapajyhu dbazuu nop-

npuKasanu cy (pasHu NOpTpeTu jemnauunne r’ = ur +r3 —r
Tpern cucreMa (3.7) 3a paziuunuTe BPEIHOCTH ITApAMETPA [L.

Kan je p = p., nosycrabujinu rpaHMYIHU TUKJI T0jaB/byje ce ,, Ka0 I'POM U3 BeJpa He-
6a” (ceTumo ce Ja je T0 GUJI0 KADAKTEPUCTUYHO U 32 MOJI0¥KAje PABHOTEXKEe KO JTOKAJTHUX
cemro—aBop Gudypramnuja). Ca mopeliambem BpeTHOCTH MapaMeTpa ji OH ce , pauBa’ Ha JBa
rpaHITHA UKJIA, 0T KOjUX je jeJlaH cTabuyiaH, a Apyru Hectabmaan. AKo 6ucMo mocmarpa-
JM caTyarmjy y obpHyTOM cMepy, mosaszehn ox p € (fe, 0), Moram 6ucmo pehu ga ce nBa
rpaHnYHa IUKJIa, cTabuiaan u HecTabuiaaH, Mel)ycoOHO npubJmkaBajy Kako ce BPeIHOCT
napamMeTpa ji cMambyje, 3aTUM ,cyaapajy’ KaJ je it = (i, ¥ KOHAYHO HeCTajy KaJi BPEeJIHOCT
napamMeTpa [ MOCTaHe MAamba O [ .

©)
©
©

(1) p < pe (i) po = pre (iii) pe < p <0
Ciuxa 3.11: ®@aszun noprpetr jemnauune 1’ = ur + r3 — r5 u oxrosapajyhe monamame

cucrema (3.7) y da3Hoj paBHE 33 Pa3nIuTe BPEIHOCTH TTAPAMETDA [i
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[Ipumerumo jorn ga y TPEHYTKY CBOI HACTAHKA TPAHUYHU UK/ UMA aMILIATYILY DPelia
O(1), 3a pasauky oz Xondose OudypKaiyje, rjie rPAaHUYHE UK Y TPDEHYTKY HACTAHKA,
uMa MaJy aMILIATYILY, IPOHOPIUOHAIHY Ca /L — [l -

3.5.2 DBudypkamnuje ca 6eCKOHAYHUM IIEPUOIOM

[TocmaTpajMo JMHAMHYKY CUCTEM JIAT Y MOJAPHUM KOOPJUHATAMA Ca

! 2

r=r(1 .7" ), (3.9)

0 =y —sind,
rje je [ peajian HeHeraTwBaH napamerap. Jlatu cucrem je KomMOMHAINMja JIBA jeIHOIUME-
H3WOHATHA JUHAMHUYKA CHCTEMA, KOja MOYKEMO OJBOjeHO ja aHaju3upamo. CKAMHPAHEM
dbazHor MOpTPeTa jeHOANMEH3UOHATHOT IuHAMIIKOr cuctema 1’ = r(1—7r?) (cauka 3.12)
JIOJA3UMO 710 3aKJbyUKa Ja je r* = 0 HecTabwiaH, a r* = 1 cTabmwiaH MOJI0XKA] pPABHOTEXKe
OBOI' cHCTEeMA. 3a JBOJMMEH3MOHATHN cucTeM (3.9) To 3HAYM J1a CBE IHEeroBe TpajeKTopuje,
ocum 7 = 0, Texke jeauHUaHOM Kpyry (r* = 1) Kax t — +00.

J

Ciuka 3.12: ®@asznu noprper jeanaqnne 7’ = r(1 — r?)

Ha ocHoBy ckure dasnor moprpera jeanaqute ' = p — sinf (cauka 3.13) 3ak/bydyjemo
Ja 3a p > 1 gata jetHaYMHA HEMa TOJ07Kaje pABHOTEXKe W CBe TPAjeKTOpHje yeMepeHe CY
HAJECHO, KaJ je i = 1 HmOCTOju je/iaH MOJIyCTAaOUIAH I0JI0XKa] PABHOTEXKE U KOHATHO, 3a
0 < 1 < 1 mMaMo JIBa TIOJI02Kaja PABHOTEXkKe, jeJJaH CTaOWIaH, IPYTH HECTAOWIAH.

o 9 g

0

(i) p>1 (i) p=1 (i) 0< <1

Cinuka 3.13: ®asuu noprper jeanadnne §' = p — sin f 3a pasjindure BPEJHOCTH [

3a JBOJINMEH3NOHATHY THHAMAYKE cucTeM (3.9) To 3HAUM J1a ¢y 3a 1 > 1 ¢Be TpajekTopuje
YCMEPEHe Y MATEMATHYKHI MO3UTUBHOM CMepPY (CYIPOTHO OJ] CMepa KpeTama Ka3a/bKu Ha
cary), ok 3a 0 < p < 1 nocroje aBa moryha cmepa tpajekropuja. Crora ce ca IpoOMEHOM
BPEJHOCTH TTapamMerpa (i (pas3HH TOPTPeT ANHAMUYKOD cucrema (3.9) Mema Kao Ha CJIUIN
3.14.
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cnopo AN

&
&)

(i) p>1 {)o<pu<1

Cmuka 3.14: ®asum moprper amHaMudkor cucrema (3.9) 3a pasjamauTe BpPEIHOCTH
napaMmeTpa [

Kaza p — 17, Ha rpasumusoM nukiy r* = 1 mojaBibyje ce ycKo rpJjo 3a 0 = z, KOje CBe
BUIIE yCIIOpPaBa TPajeKTOpHje, OJHOCHO MPO/yKaBa MEePUOJ ociuianuje. 3a (4 = 1 = f,
MepHo/i OCIWIAIMja MMOCTaje ODeCKOHAYaH U TaJa Ce Ha KPYTY TojaBjbyje MOJ0YKa] paBHO-
texke. Crtora ce oBaj Tun OudypkKanuje n Ha3uBa OmdypKanumjom ca HECKOHAYHUM
nepuoom. Kajia ;1 mocrane Marbe 0 1, Taj M0JI07Kaj paBHOTeXKe pavBa ce Ha JBa (Ce11o
i crabH/IaH 9BOD).

Kaxko ce mpubsmzkasamo 6udypKainoHoj TauKl, aMIUTATY/Ia ociutaiija ocraje peaa O(1),

aam Tmepuoj ce nosehapa mpomopuuonanno ca (u — fi) /2,

3.5.3 XomomnukJjgn4dHa o6udypkaimja

Koz osor Tuna ryobannux oudypkaiuja, Je0 rpaHHIHOr HAKJIA Ce CBe BUIIE ITPUOJIHKA-
Ba CEJIy, & Y CAMOM TPEHYTKY Oudypkanuje oH A0AUPYje CemI0 M TOJA3U 10 HACTAHKA
XOMOIUKAnYHEe TpajekTopuje. OBO je Takohe Omdypxramumja ca OECKOHAYHUM IIEPHOIOM,
aJu je CYNITHHCKHM Pa3InduTa OJ OHUX KOje Hoce Oall TakaB Ha3WB, I1a Jila UX HE OMCMO
MeTiau, oBe Oudypkamuje HazBalieMo XoMOmMKJIMYHUM Oudypkanmujama. 3a 0OBaj
TN OudypKalmja TeIKo je mponahu mpuMep Koju 6u OHO MOTOJAH 3a aHAIN3Y yobudaje-
HUM QHAJIMTUIKAM METO/aMa, 11a NeMO ce HOC/IyKUTH PAdyHAPOM KaKO OUCMO JOILIN JI0
onpehennx 3akspydaka. [locmarpahemo nuHAMUYKT cuCTEM
7=y,

3.10
y =y +x— 2’ +ay. (310

Ha camnu 3.15 npukasanu cy dasnu noprperu cucrema (3.10) upe, y TOKy n HakOH Ou-
dypxranuje.
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(i) p = pe

(iii) 1 = pe (iv) > pe

Cauka 3.15: ®@aszun noprpern jguHamudkor cucrema (3.10) 3a pasjmdure BpeaHOCTH
napaMmerpa [

Hymepuukum MeTomama J01a31 ¢e 0 3aK/bydKa aa je OudypKammona BpeIHOCT KOHTPO-
JIHOT mapamerpa (. ~ —0.8645. 3a u < ., Ha npumep = —0.92, cTabuian rpaHTIHA
IUKJT TIPOJIa3u OJU3Y ceyia y KOOpAUHATHOM moveTKy (camka 3.15(1)). Kako ce Bpeanoct
napaMeTpa (i CBe BUIe NpHOIMKaBa 6udypKAIUMOHO] BPEIHOCTH ., TPAHUIHA UK Ce
nosehasa u npunasu cee O6auzke cemry (cauka 3.15(ii)). Kaga mocrane p = pi., oH ,yna-
pa”y cemjio, Npu YeMy HacTaje XOMOIUMK/INYHA TpajekTopuja (camka 3.15(iii)). 3a p > .
BE3a Ca Ce/IOM Ce MPEKHIa U XOMOIMKINIHA TPajeKToprja Hectaje (cauka 3.15(iv)).
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I'mtaBa 4

budypkamnuje y npumenama

4.1 JeaHoaAMMeH3MOHAJHU JUHAMMWYKN CUCTEMU

4.1.1 Kpetame nepJie o porupajyhem odopyuay

Y oBOM 0/1eJbKY ieMo Ha jeJIHOM peJIATUBHO je JHOCTABHOM IIPUMEPY MOKA3aTH KAKO H3TJIe-
J1a 6udpypKalroHa aHaJIN3a jeJHOT jeIHOIUMEH3NOHATHOT JUHAMUYKOT CUCTEMa KOJHM ce
mozieatyje oapehena dusnaka nojasa. [IpernocraBumo ja ce mnepJa (Wi HEKO JIPYTo KPyTo
TeJI0) Mace M Haja3w Ha 00pydy MOJIyIpedHHKa 7, KOjH POTHPa KOHCTAHTHOM YIaOHOM
OP3MHOM W OKO BEpTUKAJHE OCe KOja MPoJia3u Kpo3 IMeHTap Kpyra KOju oJroBapa oopydy.
2KemuMo J1a aHaJIm3upaMo KpeTarbe epJe, Koja hie KJIu3uTu ayzK odpyda JI0K ce OH POTH-
pa, ako MPEeTIHOCTABUMO JIa Ha by JeIYjy TPABHTAIIMOHA, HEeHTPUQYraJIHa U CUIa TPermba.
ITpu ToM MOzKeMoO j1a cMaTpaMo Jia je TO TPehe CYBO TPeHe KJIM3amha MU, 1aK, IITO HaM
je TorojiHMje 3a Jla/be pa3sMaTpamme, J1a 3aMUCJIHMO J1a je 11e0 HAIl CHCTEeM , VPOHeH Y HeKYy
BPJIO BUCKO3HY TEYHOCT (HA MPHUMED, MeJ), Te je TO TPEeHe 3alpPaBO BUCKO3HO TPEHe.

Heka je ¢ yrao mamelhy BepTuKajme oce obpyda M Ipasia IepJa—ieHrap obpyda. Cma-
tpahemo fa je —m < ¢ < T, jep TaKO CBAaKOj MO3UIUjH MepJie Ha 0OPYUy OJroBapa TaTHO
jeman yrao ¢. JlonaTHo, 03HAUMMO ca p pacTojame IepJie oj BepTukaine oce (cauka 4.1).
JacHo je ja je p = rsin ¢.

ww

Cnuxka 4.1
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Mn/p HaM je ja nmpumeHumo jgpyru HbyTHOB 3akKoH Ha JlaTw cHCTEeM, KOju he HaM JlaTu
jeqHaunmHy KOja MOeayje Kperambe nepse. CTora Hajupe MOpaMO aHAJU3HPATH KOje CBe
cuse JeIyjy Ha Iepiay Yy CBAKOM TPeHYTKY HeHOr KpeTama o oopyuy. llpe cBera, mmamo
IPaBUTAIMOHY CUJIY, HHTEH3UTETa Mg, Koja je yeMepeHa Hagmose. /lasbe, Ty je W NMeHTpu-
dyraHa cmia, Koja ce jaB/ba Kao IMOCIeINIa poTalije o0pyda OKO BepTukaJHe oce. Fben
1paBall je opToroHajJlaH Ha OCy poTaluje, a ycMepeHa je oj oce poraruje. VlHTeH3uTeT
mu?

HeHTPUdyTajIHe CuiIe jeJIHaK je ——, IJe v IpeJcTaB/ba JUHAJCKY Op3uny mepse. Mebhy-
TUM, KAKO MU YKEJIIMO & H3pa3HI1l\)/10 UHTEH3UTET OBE CHJIe MPEKO yraone Op3uHe mepJe,
To hiemo mckopucruT Bedy u3melhy yraowe u mHEjcKe Gp3uHe (v = pw), YuMe T00UjaAMO
Na je WHTeH3HTeT MeHTpudyTagHe cuie Koja jJeayje Ha mepay jeaHak mpw?. Konadmo,
MOCTIE/[Eha CHJIA KOJY YK/BYUYjeMO Y OBO pa3MaTpame jecte cuia (BUCKO3HOT) Tpema, Koja
je cpasmepHa O6p3uHU Kperaba 1epiie 1o 06pydy (¢'), iMa TAaHIeHTHHU IIPABall y OJHOCY Ha
0o0pyd, a cMepa je CyIpOTHOT OJ cMepa BekTopa Op3une nepse. Heka je meH mHTEH3UTET
jennak bg', e je b > 0 KoeUIUjEHT TPEbA.

IIpu oBOM pa3smaTpamy OJ HHTepeca Cy HaM caMoO CHJIe Koje JeTyjy AyzK TAHTeHTHOT Ipa-
BIIa Ha 0OPYY, TAKO Ja heMo cBe cuje Koje Jedyjy Ha MepJy Pa3loKWTH Ha KOMIIOHEHTE
Koje Jiezke Ha ojroapajyhem ranrenraom npasmy (ciauka 4.2).

mpw® cos ¢

bg'

Cnuka 4.2: Cute Koje Jie/tyjy Ha MepJy JyzK TAHTE€HTHOT ITPaBIA

Kaxko naTeH3UTET TAaHTeHTHOT yOp3ama mnepje usnocu r¢”’, mpumenom japyror HbyrHoBor
3aKOHa JI0OMjaMO J1a BazKH

mr¢” = —bg' — mgsin ¢ + mpw? cos ,
OJIHOCHO, KaJ1a UCKOPUCTUMO JIa je p = 1 sin ¢, jobuja ce
mr¢” = —b¢' — mgsin ¢ + mrw?sin ¢ cos ¢. (4.1)

Jennaunna (4.1) je nudepennujaina jennaduna apyror pejga. Meljyrum, wam nus je na
YTBPIUMO JIa JIK ¥ O KOJHUM YCJIOBAMA CMEMO JIa ,,3aHeMapuMo” wiaH mr¢”, Te 1a yMecTo
jemnaunne (4.1) mocMaTpamo jeJIHAYMHY MPBOT pejia, Koja fie OUTH jeIHOCTaBHE]a 34 JIAby
anasn3y. Hapasno, oBo Hehe yBex 6utn moryhe, ayim 3a caj hemo camo 3aHeMapuTu 41aH
KOju HaM ,cMeTa’, a KacHHuje hemo JieTa/bHO Pa3MOTPHUTH KOJU YCJIOBH MOpajy ja Oyay
3a/I0BOJHEHH J1a OM TaKaB IOCTYIIAK OMO BaJIu/IaH.
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4.1.1.1 Amnajnm3a cucrema IIpBOT peja

Hakie, 3a nouerak hiemo y jemmaunmum (4.1) onbanutu” aman y kojem ce jaBma ¢’ u
JIOOUTH jeTHAUHHY

rw?
b = —mgsin ¢ + mrw? sin ¢ cos ¢ = mgsin ¢ (—COS ¢ — 1) . (4.2)
g

Onpeaumo nostozxaje papHorexe jeganaqdnte (4.2) (To je JUHAMUYKE CHCTEM HPBOT PEJIa).
NuryntusHo je jacHo na he nepsia OuTu y paBHOTEXKHOM TOJIOZKAjy Kaja ce Hahe Ha camom
JIHY, OJIHOCHO BPXy 0bpy4a — jakJje, 3a ¢ = 0, onnocuo ¢ = m. Crora hie ¢7 =0 u ¢ =7
OUTH JBa MOJOXKAja PABHOTEXKE, IITO Ce JIAKO BUIM U u3 jeqnadnne (4.2), jep je ympaso
3a Te BpeJHOCTH sin ¢ = 0.

rw?

Ocrann mos0Kaju paBHOTEXKE MPEIACTAB/bAjy pellema jeqnaanae —cos ¢ — 1 = 0, Tj.

g
cosp = —. 4.3
6= (4.3)
Ja 6u jeanaqanna (4.3) nmasa pererba, Mopa j1a Oyjie % < 1, omaoCcHO 00pYY MOpa, 1a ce

porupa dososro 6p30. Bpoj pemema jegunaanne (4.3) oapeauhiemo momohy reomerpujekor
2

rw
npucTyna. YBeIuMo Hajupe o3HaKy v = — . JennaunHa (4.3) caga nocraje
g
1
cosp = —. (4.4)
Y
CkurupajMo y paBHu ([Je BPEIHOCTH ¢ HAHOCHMMO Ha anciucy) rpaduk dyHKImje
1
y =cos¢ (3a —m < ¢ < 7) M KOHCTaHTHe (DYHKIMje y = — 3a PA3TUIUTE BPEIHOCTH 7y

(cimka 4.3). Anciuce npecevHnX Tavaka Ta JBa rpaduka npejcrapbalie TpazkeHa perema
jemnaunne (4.4), OHOCHO JOJATHE MOJIOXKAje paBHOTeXKe jeaHaqdnne (4.2).

1y, v<1
: 1/v,v=1
/ \\ 1/% > 1

cos¢p

Cnuxka 4.3

1
Kao mro cmo u ouekuBasu, 3a — > 1, 1j. v < 1 HeMa npeceyHux Tavdaka, 1a jeJHadYnHa
v

(4.4) Hema perrierba, MITO 3HAYH Ja CY TaJja jeJMHN MOJ0KAjH paBHOTeXkKe jeaHaqnHe (4.2)
6 =0 g5 =m.
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3a v = 1 nuMamo TavHO je/iHy IIPEeCcevHy TauKy, ajJud OHA HAM He Jiaje HOBU HOJIOZKA] PaBHO-
S
Texke (MOHOBO ce nobuja ¢} = 0).
Konauno, kas je v > 1, mocroje gBe mpecedHe Tadke, Koje J1ajy /iBa JOJaTHA MOJIOZXKaja
paBHOTe)e jeanaunue (4.2): ¢f = —arccos — u ¢ = arccos —. OBe JBe Tauke Cy 0YH-
g

IJIeJTHO cuMeTpudHe y onHocy Ha ¢] = 0. llpumernmo jom ma Kam 7 — 400 BaxK# Ja

T s
3 — —= 1=
o3 2739254 5

Ucnurajmo caja cTabUIHOCT OBHX I0JI0ZKaja paBHOTexKe. Heka je

mrw mg

flo) = 2 sin ¢ cos ¢ — Tsingb,

OJHOCHO, HAKOH IITO 3aME€HHUMO 77 — —,

fl9) = mgvsind)cosqﬁ— ?sin(b.

Hakite, jennaunna (4.2) cama rnacu ¢' = f(¢). Hanasumo na je

(o) = ? (7(2 cos® ¢ — 1) — cos gb) .

Kako je
mg

767 = 10 =570 =),

caenn na je ¢f = 0 (qHO 06pyua) crabuaaH MOJOKA] pABHOTEXKe KaJl je 7 < 1, a Hecrabu-
JlaH Kag je v > 1.
JaJjbe, Kako je

myg

£163) = F'(m) = =2+ 1) > 0,

TO je MOJIO¥Kaj paBHOTEXKe ¢5 = 7 (BpX 00pyua) yBeK HecTaOuJIaH.

Octaje jom ma mcouTaMo CTAaOMIHOCT HOJIOXKaja paBHOTEXe ¢y, , 3a KOje BaKH Ja je

1
Cos ¢34 = ; U Koju 1octoje camo 3a 7y > 1. Hasazumo 1a je

L Stts
f (¢374) - b v )

OJIaKJIe je OUWIJIeTHO /14 je f’(¢5§74) < 03a vy > 1, Te cy oBa JBa MOJIOXKaja PaBHOTEIKE

cTabuIHA.
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(i) y<1 (i) v > 1

Cnuka 4.4: [Tonoxkaju paBHOTEXKe Ha 00pYUy 3a Pas3IMINTe BPETHOCTH 7y

AKo TpecTaBUMO y pDaBHH CBe IT0JIO¥Kaje paBHOTexke jenHaunue (4.2) y dbyHKUmMjn of
napamerpa v, nobuhiemo oxrosapajyhu 6udgypkanunonn mujarpam (cauka 4.5).

[

&

T7 e e mm mm mm mm mm ommom

Cruka 4.5: Budypkarnuonu jujarpam jejnaqnde (4.2)

Ca cauke 4.5 ce Buam Ja 3a 7 = 1 1071830 10 HATKPUTUIHE BUIACTe OndypKaImje: moao-
’Kaj paBHOTexke ¢] = (, Koju je 10 Taja 6mo crabusiaH, ,,mpeaaje’ CBOjy CTAOMIHOCT ABaMa
HOBOHACTAJIUM I0JIOKAJUMa PABHOTEZKE.

Pasmorpumo caja ¢Gpu3sudKy HHTEpHpeTaIujy J0caJallibuX 3aK/bydaka. Kako cMmo v je-
dunECcaM Tako j1a ce moBehaBa ako ce yraoHa 6p3uHa obpyda nosehasa, To yciaoB v < 1
3aMpaBo 3HAYM JIa ce OOPYY POTHUPA CIIOPO U TaAa MeHTPUMYTaIHa CUIa HUje TOBOJBHO jaKa
na u3baJaHCupa TPABUTAIMOHY CHJIY — CTOTa he mepJsia moj yTHUIajeM TPaBUTAIHOHE CHJIe
Ja CKJIM3HE Ha JHO o0pyda (crabuiaH Mmosozxkaj paBHOTexke) n na octane Ty. Mehyrnwm,
VKOJIUKO je 7 > 1, obpy4 ce kKpehe T0BO/BHO OP30 Jia AHO 0Opyda MOCTaHe HECTAOWTHO.
Kako naTeH3uTeT neHTpudyraine ciuie pacTe ca ylabaBameM mepJe of jJHa oopyda (jep
je oH cpasMepaH pacTojarby LepJie 0l BepTHKaIHEe oce 00pyda), To he 6usio KakaB nomepaj
nepJie, KOJUKO Tojl Majan 6mo, obutn mojavan, 36or dera mepsia 6usa ,mpuMopana’ ga ce
kpehe y3 006py4. To kperame he ce jienmaBaTu cBe JIOK I'PaBUTAIMOHA CUJIA He U30aJlaHCupa

. g .
neHTpudyranty, mro ce goraha Kaxa je ¢ = @3, = tarccos — . ¥ Kojem he ce o oa

JIBa MOJIOKaja paBHOTeXKe nepsa Halin 3asucu o7 ¢(0).
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[Ipumerumo ja cy JieBa u JeCHA IIOJOBUHA 00pydYa MOTIIYHO CUMETPUYHE — Ta CHMETPHUja
orje/a ce y mHBapujanTHocTH jegraqdnna (4.1) u (4.2) y ognocy Ha cMeny ¢ — —o. lakae,
OBaj MpUMEP MPeICTaB/ba J0OPY UIYCTPANK]Y paHEje IIOMEHYTe YUIHeHuIe Ja Cy BUIacTe
oudypKalmje TUIIHYIHE 32 IPobJIeMe Y KOjUMa IOCTOJU HEKH BUJI CUMETpPH]e.

Cana hemo ce mo3a0aBUTH MUTAEKEM MOJ KOjUM YCJIOBUMA je OMPABIAHO 3aHEMapHBAIHE
unepiuonor dpaxkropa mr¢” y jenuaunuu (4.1). [Ipupoano ce namehe ujeja ma mocraBumMo
ycsioB ga m — 0, mehyTum, Tama O u rpaBUTANMOHA U MEHTPUQYTATHA CUIA TEXKUJIE
uyau, Oyayhu ja cy oHe cpa3mepre macu nepse. Crora MOpaMo MOTPAKUTH HEKH JIPYTH,
NPUXBAT/HUBHJU YCJIOB.

Kaxko 6ucMo Jo1uim 10 TpaskeHor 0roBopa, rpancdopmucahemo jennaunny (4.1) y 6e31u-
MeH3HOHATHU 00uK. [IpeanocT 6e3nuMeH3n0OHATHOT 00INKA je IIpe cBera y ToOMe IITO HaM
omoryhasa Jsia jeJlHOCTaBHO JeUHUIIEMO IOjaM ,,MaJjaor’ — ,MaJjo’ he OUTH HEeIITO IITO
je muOTO Mame ox 1 (a Behe ox Hyse). Takobe, cBoljerem Ha Ge3qMMEH3MOHATHN OOJIHNK
cmamuhemo 6poj napamerapa kKoju durypuity y jeanadunu (4.1), tako mro hemo ux rpy-
nucatu y 6e3aMMeH3HOHATHe CKYTIIHE.

Croheme Ha Oe3auMeH3MOHAIHU O0UK 3amouehemo medunmCameM 0e3aIMMeH3MOHATHOT

t
BpeMeHa T = o, e je T' KapaKTepHCTHYHA BpeMeHCKa cKaJja Kojy heMo HaKHaJIHO W3a-

Oparu (Kaja Buammo mra he 6utn Hajuoroanuje na yamemo 3a 1'). Ako T omabepemo Ha,

dp  d?%¢ . '
NpaBU HAYWH, H3BOAM — U — Owhe pena jeaunuie, tj O(1).
dr dr?

Ha ocnoBy npapujia o judepeniupaiby cjioxkeHe pyHKIHje HAJIA3UMO Ja je

, dg dp dr 1 do
CCU T W T @

¢~_dZ_¢>_i do) _d (1 d¢) d (1 dg) dr 1 &%
Code2 dt\de)] &t \T dr) dr\T dr )] dt T2 dr2’

Kaya ose Bese uzmely , HoBux” u ,crapux” u3Boga yBperumo y jeanaauny (4.1), nobujamo

mr d%¢ b do ) 5 .

— T, = o T — mgsin @ + mrw- sin ¢ cos @.

a7 4 mosing ¢cosg
[Momenumo cajia moCJaemby jeHaduHy ca mg (TuMe hemo eUMUHHCATH TUMEH3Hje Y TOj
jemuaunnn). Jobujamo jeTHAUUHY

r\ ¢ b \do rw?\
ﬁ = m—gT E_smqﬂ— 7 sin ¢ cos ¢. (4.5)

Jennaumma (4.5) npeacrabiba Ge3nuMen3uoHANHN 00K jeqHaqnHe (4.1) KojeM cMo Te-
JKIJIH — CBH U3DA3U y 3arpajiaMa IpeIcTaB/bajy Oe31nMeH3noHaIHe CKYHHe (IPHMEeTHMO
J1a je 6e3aMMeH3MoHaIHa CKYIIMHA Y TOCJAeheM dIaHy Ha JIeCHOj CTPAHH jeIHAKOCTH 3a-
IpaBo Hallle paHuje JeUHUCAHO 7).

Caga KeiuMoO Jla YTBPAMMO yCJIoBe moj Kojuma he jiesa ctpana jegnaunne (4.5) 6Gutn
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3aHeMap/buBa y nopehemy ca OCTAJMM YTAHOBUMA Y jeHAYMHU, & CBU YJAHOBH HA JIECHO]
CTpPaHU jeJHaYMHE OUTH WCTOr peja BeamdwHe. Kako cy m3Boju, mpema MpeTnocTaBI,
peaa jenunure, 1j. O(1) u kKako je sin ¢ ~ O(1), morpebHO je 1a BazKu

b
e~ O) (4.6)
u
L1 A7
ﬁ<< . ( . )

b
T=—
mg
Cana ycios (4.7) mocraje
2
r { mg
- =2) <<1 (4.8)
g\ b
nJin, eKBUBAJICHTHO,
b’ >> m?gr.

13 mocsiember yesiosa 3aK/bydyjemMo Ja je 3a OlpaBarmhe 3aHeMapuBambha HHePIUOHOT 114
Ha y jenHaunnu (4.1) morpebGHO Ja Tpere Oy/ie BeoMa jako HJIH, TaK, ja Maca nepJe Gyie
BEOMa MaJia (IITO CMO HA MOYETKY M HACJIY THJIH).

Yeaos (4.8) MoTuBHIe HAC Ja YBEJIeMO Oe3TMMEH3MOHATHI TapaMeTap

m2gr
€=
Jennaunna (4.5) cama mocraje
d?¢  do : 19
EF——E—SIDQﬁ—i—’}/SIH(ﬁCOS(f). (4.9)

Jennaunna (4.9) je ounrsienno jegHoctaBHUja of jenHaunse (4.1) — 5 mapamerapa u3 je-
auaanne (4.1) (m, g, r, w 1 b) cy caga 3aMereHn ca camo 2 napamerpa (£ u 7).

Jlakiie, 1a 3aK/bydnMO: y yCJOBUMA KaJa je Tpeme Besuko (1j. kag € — 0), jenaunna
apyror pena (4.9) mozke ce 106pO AMPOKCHMEUDATH jeTHAYHHOM TIPBOT pPeJia

do

= —sin ¢ + ysin ¢ cos ¢ = sinp(ycosp — 1).
-

4.1.2 Hecaspniene 6udypkaluje u Karacrpode

Kao mro cmo Beh Buiiie myTa pek/in, Buiacte dbudypkalije cy KapaKTepHCTHIHE 3a CHUCTe-
M€ Yy KOjuMa TIOCTOJU HEKH BU/I CAMETPHje — y TTPodIeMy TiepJ/ie Koja KJIu3u 1o poTupajyhem
00pyd4y HOCTOjaJia je cuMeTpHja u3Mely JieBe u jiecne crpane obpyda. Mehyrum, y Behunu
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clydajeBa y peajiHOM »KMBOTY OBa CUMETPHU]ja je caMo Hpub/inKHA — MaJia HeCABPIIEHOCT
HApPYyIIaBa Ty CUMETPHjy. Y HACTABKY heMoO pa3MOTpHUTU HPUMEDP JUHAMUYKOT CUCTEMA Y
KOjeM je TpUCyTHA TaKBa HECABPIIEHOCT.

ITocmaTpajmo je IHOAMMEH3NOHAHN INHAMUYKN CUCTEM
' =h+rz—a° (4.10)

rjae ¢y h v r peajqHu napameTpu.
3a h = 0 jennauuna (4.10) mocraje y crBapu jegnaqduna (2.10), Koja mpecraB/ba HOpMa-
JaHy hOpMy cucTeMa ca HATKPUTUIHOM BIJIACTOM OudYpKAIMjoM. Y TOM CJIyYajy, JaKJe,
uMamo caspineny cumerpujy mimely x u —x. Mehyrum, kama je h # 0, oBa cumerpuja
ce HapylaBa. 3aTo ce mapamerap h HeKa/ HA3UBA NAGPAMEMPOM HAPYULGBAI6E CUMEMPUJE
UJTA NAPAMEMPOM HECABPULEHOCTNAL.
Jennaunna (4.10) je KOMIUIMKOBaHHja 3a AHAJIU3Y OJ] OCTAJIUX jeJHAYMHA MPBOT Pejia Ko-
juMa c¢Mo ce 1o can bauan, Oyayhu ga y moj durypuiny gsa He3aBHCHa mapamerpa. a
OMCMO MaJIO MOjeTHOCTABUJIN CUTYAIN]y, MOXKEMO je/IaH OJf lapaMerapa, Ha IIpuMep 1, Jia
dbukcnpamo, a 3aTHM Ja pazMaTpaMo ToHammamke cucreMa (4.10) kaga ce BpeHOCT Ipyror
napamerpa (h) Mema.
OppeaumMo Hajupe moJoxkaje papHoTexke cucrema (4.10). Fbux HamazuMo Kao perierba
jeiHAuYMHE

h+rz—a*=0. (4.11)

Onu ce, HApPABHO, MOT'Y OJIPE/INTH U eKCImnuTHO, nomohy Kapaanosux dopmysa 3a Ko-
pene KybHe jeJiHaYMHE, MITO heMO U ypaJuTH MaJo KacHuje, KaKO OMCMO MOTJIU JIa HaIp-
TaMo ojrosapajyhe oudypkanuone aujarpame. Mehyrum, 3a moderak camo KeJuMO Jia
AHAJU3UPAMO IHUXOB OpOj M CTAaOUIHOCT ¥ 3aBHCHOCTH OJI BPEJIHOCTH ITapaMeTapa h u r, a
3a Ty CBPXY jeTHOCTaBHUje je Ja KOPUCTUMO Te€OMETPHjCKH MPUCTYI pellaBamba jeTHaun-
He (4.11). Hajupe hemo y mcrom KoopAuHATHOM cucTeMy CKuIupaTn rpaduke QyHKIHja,
y = rx — a3 uwy = —h, a 3aTUM pa3sMaTpaTH OGPOj MPECEeUYHHX Tauaka THX rpadmuxa.
T—KOOpJUHATE MPECeUYHNX TavyaKa IpeJicTaB/balie yIIpaBo MoJoxKaje paBHOTE)Ke CHCTeMa
(4.10), Gynyhim ga ome 3a10B0sbaBajy jennauuny h + rz — x> = 0.

Kaga je r < 0, 3a cBe BpeanocTu napamerpa h mocrojahe tadno jejHa mpecedHa Tadka
npase y = —h u kpuse y = rx — 2> (cauka 4.6(i)). lak/ie, y 0BOM c/iydajy IOCTOjH CaMo
jeran mosoxkaj papaorexke jegnaanne (4.10), Koju je crabuiaH.

Cayuaj r > 0 je HemTO CIOXKEHWjU 3a aHAIN3y. Taja Opoj mMpecevyHnX Tavaka MOZKe Ja
Oyme 1, 2 wnm 3, y 3aBUCHOCTH O BpejHocTH TMapamerpa h (cauka 4.6(ii)). ['panuaan
caydaj je Kaja npaba y = —h 3ay3uMa TauHO TAHICHTHH 110/10YKaj Ha KPHBY Y = 1T — T°
¥ TadKaMa BEeHOT' JIOKAJIHOI' MaKCUMYyMa, OAHOCHO MHUHUMYMA. ﬂa 6I/ICMO oJpeanjin Ta-
9HEe BPEeIHOCTH mapamMerpa h 3a Koje ce TO JermaBa, IPUMETHMO Ja Y TadKaMa JIOKAJTHUX

3

ekcrpeMyMa (byHKIMje y = rx — x° BaxKH J1a je

d
—(rz —2%) =0,

dx
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OJIaKJIe HAJA3MMO Jia cy ojrosapajyhe BpejHOCTHM T—KOOpJuHATA 3a KOje IIOCMaTpaHa
dpyHKIM]a JTOCTHKE JIOKAJTHE MAKCUMYM, OJTHOCHO MUHUMYM jeJHAKe

r r
Trmax = 3 OTHOCHO Tmin = —1\/ =.

3

Oarosapajyhie Bpegnoctn GyHknyje y = re — x° y THM TauKaMa, Cy

2r |r 2r |r

max — o -, OAHOCHO Ymin = —— = -
4 3\ 3 ™ Y 3\3

HakJje, ako 03HAYMUMO €a,

3 V3
MOZKeMO J1a 3aKJby9iMO 11a 3a |h| < h.(r) mocroje Tpu nosnoxkaja pasaorexe, 3a |h| = h.(r)
JBa, 10K 3a |h| > h.(r) mocroju camo jemam mosoxkaj pasHorexe jennadnue (4.10).

77777777777777777 y=—h, b > he(r)
g y=—h, |h| = he(r)

B y = —h, |h] < he(r)

Yy=rr—2c

(ii)) r>0

Cmuka 4.6: ITlonoxkaju pasHOoTe:ke jemnaunue (4.10) mpum duKcHpaHoj BpEIHOCTH
mmapaMeTpa 1 3a pasjinduuTe BPEIHOCTU HapameTrpa h

Jla 6ucmo ucnuTa I CTabUIHOCT T0JI0YKaja paBHOTEXKe 3a r > (), HajjeHOCTaBHHjE je 1a
ce IMOHOBO IMOCJIY?KHMO IeOMETPHjCKUM IIPHCTYIIOM, Te J1a Ha OCHOBY 3HaKa &’ yTBPIUMO
cMep ToKa Iy r—oce. [Ipumernmo 1a je 2/ < 0 ako u caMo ako je rx — z° < —h, oJHO-

3 masiasu mcnoj npase y = —h u Tajga he

CHO, I'€OMETPHUJCKH, aKO Ce KpUBa Yy = 1T — &
TOK OMTH ycMepeH HaJieBO. y CyIpPOTHOM, TOK he Outu ycmepen najecuo. Ha ciesehoj
CJIVIM TPpWKa3aHu ¢y cBu moryhu ciayuajesu. CtanmapaHo, cTabMIHA TOJIOXKAJA PABHO-
TeXKe O3HAYEHHU Cy MyHUM KpyzKulnMa, HeCTaOWIHU MPA3HUM, & IMOJYCTAOHIHUA HAMOJIA

UCTIYEHeHUM KPYKuhnMa.
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(iv) h = he(r) (v) h < —he(r) (vi) h > he(r)

Cruka 4.7: @azum nmoprper guHamudkor cucrema (4.10) mpu (bUKCHpaHO] BpeIHOCTH
napameTrpa r > ( 3a pasjnyunTe BPeIHOCTH HapameTpa h

Cajza KeJIuMo Ja J0CaJalllihe pe3y/aTare mpeacTaBuMo rpaduaku nomohy oudypkaiuo-
Hor jujarpama. [Ipu Tom, jga Gucmo jnobuyim Kjiacudan OudypKamuonu Jujarpam, jejJaH
napamerap hemo moparn fa (pukcupamo, a 3aTUM Jia MOJ0ZKaje PABHOTEKE ITPeICTABUMO
Kao DYHKIHU]Y oJ apyror napaMerpa. [lokaxkumo, Ha npumep, Kako ce Jiojaasu 10 oudyp-
KAI[MOHOT JijarpaMa KOju pe/ICTaB/ba 3aBUCHOCT MOJI0YKaja paBHOTexke x* cucrema (4.10)
0] TapaMeTpa 1, 3a (pUKcupaHy BpPeIHOCT mapamerpa h.

ITpe ceera, Beh cmo pexin ga 3a h = 0 cucrem (4.10) mpegcrasba HOpMaaHy hopmy
HATKpUTUYHE BUjaacTe Oudypkamuje, na y ToMm ciay4ajy Beh 3maMo Kako he jga wmsriea
oudypkanuonu gujarpam (canka 4.8).

Cruka 4.8: Budypkarmonu gujarpam jemnauute (4.10) y 3aBUCHOCTH O BPEIHOCTH
napamerpa r Kaj je h =0

Heka je cama h # 0 u durcupajmo ra. Ha npumep, meka je h = 1. Cucrem (4.10) tana

nocraje obJimKa
' =1+rz—2a° (4.12)
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1a cy ojrosapajyhu 1oJiozkaju paBHOTeXKe peliemha KyOHe jejHadnHe
2 —rz—1=0. (4.13)

Ananu3upajmMo caga npupo/y periema jeaaadune (4.13) y 3aBECHOCTH 01 BPEJHOCTH I1a-
pamerpa 7. /[MCKpUMHUHAHTA OBE jeTHAYMHE je

Opnarie caenu aa je D > 0 ako u caMo ako je 1 < % = r. u Taja jenHaunsa (4.13)

MMa jeJIHO peasiHO perierbe, a cucreM (4.12) uma jeman nostoxaj pasaorexke z*. TTomohy
Kapmanosux dopmyna MozxKeMO eKCIUTAIIATHO /1a U3PA3UMO TO pelleme Y (DYHKIUJI O, 7

1 1

mTo Ham oMoryhaga Jia momMmohy padynapa ckunupamo oudypkanuonu qujarpam 3a r < re.

HNcnmrajmo ctabuiHOCT OBOT TOJIOZKaja paBHOTeke. Heka je

f(z)=1+rz—2°

N | —
+
S
N——
+
W
N
N —
|
S
N——
+
[\
| —
|
T

Haxkon kpaher pauyna nobuja ce jga Baxku

2 2 2
flz) <0 <<= 27—r3+% 3<%+\/5>+3<——\/5> > 0.

, 3 , 27 27
Kako je r < r, = TO je 17 < —, Te je 27 —r® > 27 — ik 0. IIpema Tome,

VA 4

2 2
r2 [ (1 (1
nejeqnakoct 27 — r3 4 9 0 <§+ @) + 4 (5— \/5) > 0 je TauHa, omaKme
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caenu ga je f'(z*) < 0, 1j. nosoxaj parorexe xr* je crabusan 3a r < T..

Kana je r > r., 6uhe D < 0, ma tajga jenHaunua (4.13) uMa Tpu peasHa W pa3jinduTa,
pelema, 0JHOCHO cucreM (4.12) uMa Tpu pasjnduTa MOJI0XKaja paBHOTEe)Re X, 1 = 1,2, 3.
OBa pemema cy 00JuKa

. r %) . r Y+ 27 . r o +4r
x] =2 §COS§’ Ty =2 gcos 5 U Ty =2 gcos CH

( 2v/=D
p = arctg | —

rie je

) = arctg2v —D.

AnanmmsupajMo cajga cTabMIHOCT OBHX I0JIOXKaja paBHOTEKe. Kako je

4dr
f'(z})=r—3- Ecos2 g =7 (1 — 4 cos? g) ,

1
mvamo ga je f'(z7) < 0 ako m camo axo je COSQ§ > 7 OAHOCHO aKO I CaMo aKo je
p 1 4 Mel - T oo P
COs —~ < ——= WiIn cos 7 > —~. Mebhyrum, Kako Je U < ¢ < =, 10 Je U < — < —, OJlaKJie
3 5 373 yTHM, J v <510l 3§ O

3 2 2
x] je cTabmiaH.

e (V3 e 1 : .
caean jga cos — € | —, 1 |. Hakue, cos 3 > — 1e je f'(x7) <0, Tj. mONT0KA] PaBHOTE)KE

Cau4ano ce yTB je J1a je 110JI0Ka] paBHOTEezXKe T Takohe cradbusan OK je IOJIOXKA] Pa-
2 5
BHOTEZKE .T;’ HeCTa6I/IJIaH.

Ha ocHOBY mperxojHOr pa3MaTrpamba MOYKEMO Jia CKUIHpaMO Ou]ypKaIUOHN Tujarpam
jemnaunne (4.12), vae je h = 1 dbukcupaHo, a MOJ0Kaju PABHOTEXKe CY TPeJICTAB/LEHH Y
3aBUCHOCTH O] BPEJTHOCTH MapaMeTpa 7.

Cruka 4.9: Budypkarmonu aujarpam jegnauute (4.10) y 3aBUCHOCTH O BPEIHOCTH
napamerpa r Kaj je h =1

AurrepHaTuBHO, MOIIM GHCMO Jla TIPEJCTABUMO MOJIOXKaje paBHoTexke cucrema (4.10) y
dyurIMju ox mapamerpa h, 3a puKcHpaHy BpegHOCT mapamerpa r. CINYHO Kao y mpe-
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TXOJ/IHOM pa3Marpaby, J0Ja31 ce 10 OudypKanuoHnX jAujarpaMa MpUKa3aHuX Ha CJIHUIN
4.10.

x*A 7
h e [Nhe T h
(i)r<0 (i) r > 0

Cauka 4.10: Budypkannonu nujarpamu jennauuse (4.10) y 3aBHCHOCTH 0] BPEIHOCTU
napamerpa h npu puKcupaHoj BpEIHOCTH IIapaMeTpa 1

Joir jenan HaumH rpadUIKOr IIPeICTaB/balkba J0CAMAIIBIX Pe3y/ITaTa aHAJIM3e JTUHAMU-
akor cucrema (4.10) y 3aBUCHOCTH 0] BpIHOCTH TTapamerapa r u h jecre nay (r, h)—paBHu
ckunupamo oudypramnnone kpuse h = +h.(r). Tako nobujena ciuka Ha3WBa ce gujarpam
cTabMIIHOCTH — OH MOKa3yje KaKo ce Meba MoHallamke Tpajekropuja cucrema (4.10) kasia
ce kpeliemo y mapamerapckom mipocropy (1, h) (cauka 4.11).

h
h = he(r)

1 nonoxaj paBHoTEXE

3 nonoxaja paBHoOTeEXe

T

h = —hr)
Crmka 4.11: Tujarpam crabumHnocTr 3a quHaMudakn cucreM (4.10)

[Ipumerumo ga ce ape OGudypkammone KpHBe Ha IPETXOJHO] CJIHIM JOJUPY]Y V TauKH
(0,0) — oBa Tayka HasWBa ce Tauka—mMIbAK' . Ha caumm 4.11 o3uavene cy u obgactu na
Koje budypkanuone kpuse gese (r, h)—paBaH, a Koje ce pas3jiukyjy mo 6pojy mosozxaja
pasrorexe. [Tyx 6udypranmonux Kpusux h = +h.(r) ce jaBmajy ceamo—4asop oudypka-
1yje, OCUM V TAUYKH-IIU/bKY, TJIe ce jaB/ba T3B. Oudypkanmja KoguMeH31je 2 — TaKo ce
HA3WMBa 3aTO IITO HACTAje MOJEIIAaBAeM BPEIHOCTH JIBA PA3INUNTA lIapaMeTpa, 3a pa3J/iu-
Ky o1 octajuxX OmdypKalmja Koje CMO 0 Cajl CIIOMHUIhAJIH, Koje cy Ouae oudypKaiuje
KoauMeH3uje 1, jep cy ce jaB/pajie Kao MOCIEINIA BapUpama caMo jeJHOT IapaMeTpa.

3a Kpaj oBOT 0e/bKa PA3MOTPHNEMO jOIIT jeTaH HAUNH [IPEICTAB/hAhA PE3YITATA 10 KOJHX

Lcusp point (enr.)
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cMo Jronuin 6udyprannoHoM anaau3om cucrema (4.10) — y TPOANMEH3HOHATHOM IIPOCTO-
py. Ilpemaa je To jocta ciioXKeHHje 3a CKUIMPAahe, YKOJIUKO OMCMO HaIpTaJIN T0JI0XKAaje
paBrorexke cucrema (4.10), mocmarpane kao dbyHKIHje 0J [Ba aprymMeHTa r u h, 1oouim
OECMO TOBPII KOja ce Ha3uBa Imibak—kKaractpoda? (ciaumka 4.12).

Cruka 4.12: TloBpin mmubak—KaTacTpoda

[TpojekToBamem NpeBoja MOBPINH Mnbak-KaTacTpoda Ha (1, h)—papan mo6uim 6uemo Gu-
dypkanuone KpusBe npukasane Ha caund 4.11. [lonpedynn nmpecek mospinu 3a pUKCUpaAHy
BpeJHOCT mapamerpa h jgaje cauke 4.8 u 4.9, 710K nonpedHu npecek 3a (HbUKCHPaHy Bpe-
JHOCT nmapamerpa r gaje cauky 4.10.

Tepmun ,karacTpoda” y Ha3uBy OBe TOBPIIH OJHOCH Ce€ HA YHUIHLEHUILY Ja Ca IMpPOMe-
HOM BPEJIHOCTH Tapamerapa crame cucreMa (4.10) Moxe y jeJHOM TPEHYTKY Ja ,,IIpe-
Tpur’ HPeKO FOpibe MBUIE MOBPIIHM, HAKOH Yera OHO HAIVIO ,,1aja” Ha JOIU JIe0 IMOBPIIN
(cnuka 4.13). OBaj mag Mozke 6UTH 3amcTa KaTacTpodalaH KajJa ce paju O MoJI0XKajuMa
PABHOTEZKE HEKOT MOCTA HJIH 3UPaJie.

r

Cmuka 4.13: Tlamg crama cucTeMa ca rOpiber Ha JIOU JI€0 IMOBPIMH IIbaK—KaTacTpoda

Y HactaBKy hieMo pa3sMOTPHUTH jeaH IpuMep HecaBpliene Oudypkaiuje u karactpode u3
obJtactu 6uoJiornje — Haje3y jejiHe BPCTe MHCeKaTa.

2cusp catastrophe surface (emr.)
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4.1.2.1 Haje3nga uHcekaTa

Y oBoM ojie/bKy OaBuheMoO ce aHaJIu30M JUHAMUYKOr MOJesa pacTa TOIYJallje BpCTe

3

WHCeKaTa JaTuHcKor HazmBa Choristoneura fomiferana® — 1o je jeman on HajBehmx miTe-

tounHa Mely mHCeKTHMa, KOju TUOUYIHO HANaJIa BPCTY YeTHHapa 1o uMeny Abies balsa-
mea?, a KapaKTepuCTHYaH je 33 MCTOYHE [eJ0BEe CEBEPHOAMEPHYKOI KOHTHHeHTa. Kar
nobe 1o Besukor mopehama moiynaiyje OBOr HHCEKTa (KOje Ha3uBaMo Haje3dom ), TITo ce
JlellaBa y pesIaTUBHO MPABUJIHUM BPEMEHCKHUM IIePUOINMa, OHU MOTY JIa VHUIITE T'OTOBO

quTaBy momyiannjy Abies balsamea y jenHOj MIyMu 3a OKO 4 roauHe.

Jlynsur u ap.® cy npeoxkuau jegan o Moryhnx monena unrepaxnuje Choristoneura fo-
miferana u Abies balsamea y jemsoj mrymu. IIpe mero mro mpehemo Ha aHAIM3y camMor
Mojiesia, pehu heMo HemTo 0 OCHOBHUM IIPETHOCTABKaAMa KOjUMa Cy €€ OHM CJIyKUJIM [IPH
KOHCTPYKIAju oBor Mojena. [Ipe cBera, cBakoM oJ1 mapamerapa 0 KOjuX 3aBUCH Ta WHTEe-
pakimja, OJHOCHO mpomena Opojuoctu monynaiuje Choristoneura fomiferana, moxe ce
OPUIPYKUTHA KapaKTepUCTUYHA BpeMeHCKa cKaJja, TOKOM Koje oapehenn mapamerap Oe-
JIeZK7 3HaYajHUje TpoMeHe. JIyaBur u Ap. ¢y pa3BOjUIN CBe TapaMeTpe KOjU YIeCTBY]Y V
dopMmupatby MOe/Ia Y JIBe KaTeropuje: oHe KOju ce pa3Bujajy Ha OP30j U OHE KOjU Ce Pa3Bu-
jajy mHa cmopoj Bpemenckoj ckasu. lomymanuja Choristoneura fomiferana moxe yseharu
CBOjY I'YCTHHY HETOCTPYKO y POKY O/ TOAMHY JaHa — 3aTO he HHCeKTUMa OUTH HPUIDYKeHA
Op3a BpeMeHcKa ckaJa y MecermmMa. C apyre crpane, ctabauma Abies balsamea moTrpebHO
je 7— 10 roamua jia MOTHYHO 3aMeHe CBOje YeTHHE, a IbUXOB IPOCeYaH KUBOTHU BEK, y
oacycrBy mrerodnta, n3nocu 100 — 150 ronura. Crora hemo cmarparn na ce mapamerpu
KOju ce omHOCe Ha Abies balsamea Memajy Ha CIOPO] BPEMEHCKO] CKaId y JeleHujama.
OBo 3ampaBo 3HAYM J1a, KaJla ce TOBOPU O JIMHAMHUIIA WHCEKaTa, apaMeTpH KOjU ce OTHO-
ce Ha japselie MOTy Ja ce TpeTHpajy Kao KOHCTaHTe (3aTO IMTO ce Ha 6P30j BPEMEHCKO]
ckasim oun Hehe 3Havajuo npomenntn). Mnak, npen kpaj anaimse gomnycruhemo Ja ce u
OBHU MapaMeTpH I0JaK0 Memajy n BujaeheMo kako he Te npoMeHe yTunaTu Ha MOy IaIH]y
Choristoneura fomiferana.

Kao mojsenr 3a pact momynamuje oBuX mHcekaTta JIygaBUT m Jp. TPEJIOKUIN Cy MO3HA-
TH JIOTUCTHYIKA MOJIeNT — JakJje, ako ca N(t) o3Ha4nMO OPOJHOCT MOTMYyJIaldje MHCEKATA
y TpeHyTKy t > 0, ca R cromy pacTa oBe TomyJjalfje, a ca /K KalanuTeT TOIYJIalyje,
ojroBapajyhu mojes 6uhe jgar jeHaYnHOM

vorv(1-2) (4.14)
K

Kanarmuret momysanugje npeicraB/ba MaKCUMaIHy OPOjHOCT IIOMYyJIallje KOjy pecypcu Ipu-
pPOJIHE CpeJiuHe MOTY Ja M3JpzKe — Y OBOM CJIYYajy OH 3aBUCH 07 Opoja deTwHa Koje Cy
npeocrase Ha crabauma Abies balsamea y tymu (3aro mro ce Choristoneura fomiferana
XpaHW yrpaBo mbiMa), Te je K mapamerap Koju ce omxocn Ha apsehe, 1j. Koju ce Mera Ha

3spruce budworm (emr.)

‘balsam fir (enr.)

5D. Ludwig, D. D. Jones, C. S. Holling, Qualitative analysis of insect outbrake systems: the spruce
budworm and forest, Journal of Animal Ecology, 1978
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CIIOPO] BPEMEHCKO] CKaJIH.

MebyTum, Ha TUHAMEIKY MOIYyJIAIMje MHCeKATa YTHIy U Ipab/biBIH, Tj. IpeaaTopu (mpne-
HCTBEHO NTHIE) KOJU Ce XpaHe IHMa U TaKO JOBOJE JIO Olajiatba OPOJHOCTH HHXOBE I10-
nyaanuje. 3ato fiemo y jeanadnny (4.14) yK/bYIUTH U yTHUIA] PeJATOPA, TAKO MTO fieMo
OJ1 JlecHe cTpaHe jenHakocT (4.14) omy3eTw T3B. CTOIY CMPTHOCTH KOja 3aBHCH OJI CAMOT
Opoja nHCEkaTa y JaTOM TPEHYTKY, YuMe J00ujamo ciegehu Mojiesr:

N N
= RN {1- =] —p(N). (4.15)

Kaxko 6u ornpuinke Tpebaso jga usriega dyuknuja p(N)? JacHo je na Kaa nHCEKaTa HMa,
BPJIO MaJI0, IpeJiaTopa roToBo Ja Hehe 6utu — onu he BepoBaTHO XpaHy 3a cede NOTPAYKUTH
Herje JApyrie, The je mMa BUIIe, a UHCEKTe e JOBUTH TeK cropaiguydno. MehyTum, kama
nomysianuja wHCekaTta jgocrurte oxpehenn xpurwanum wuBo N = A, yrunaj npeparopa
he marjo moderu ja pacre, 3aTo MmMTO he OHU, Kaj cxBare Ja Mehy WHCEKTHMA UMajy
3HaYajaH U3BOP XpaHe, CBe BHUIIE HaMEHCKH Ja JioBe Oamr mux. Mmak, Taj pact ce Hehe
HACTABUTH HEOIPAHHUYEHO, Tj. CTONA CMPTHOCTH YCJeJ yTHIaja mnpejgaropa Hehe pacru
Cpa3sMepHO MOPACTy MOMIyJIallije WHCeKaTa — HauMe, Y jeTHOM TPEeHYTKY KO MpeaaTopa
he mgohu 0 3acuhema, ogHocHO OHU he jecTu OoHOJIMKO OGP30 KOJMKO Mory, 0e3 ob3mpa
HAa TO TITO WHCeKaTa mMa cBe Bumie. /lakye, crona cmpraoctu Choristoneura fomiferana
ycaes yTHIaja mpejgaropa Ouhe orpanumdeHa OJ03r0, OJHOCHO IpubanzKkapahe ce HeEKOj
Bpeanoctu B kamx N — +o00. Ha ocHOBY cBera HaBeJeHOT, MOXKEMO J1a 3aKJbyIUMO JIa
rpaduk dynkuuje p(N) Tpeda ja usrieja CJAUIHO KAO MITO je HPUKa3aHo Ha ciuiu 4.14.

N p(N)

S
=

Cnuxka 4.14

Jlynsur u ap. npejoxuau cy ciaenehn anamuruaku obauk dyuknuje p(N):

BN?

PN = e

rie cy A, B > 0. Bamenom oBor u3pasa y jeanauuny (4.15) mobujamo jegHaquny

N'=RN (1 al BN 4.16
“ENImR ) Eae (4.16)

Panuje cMo ciomenynu mojam Hajesdde mHCEKaTa — HHTYUTHBHO, MOT/IN OucMo pehu ma j10
Haje3/e JI0Ja3K Kajia yeJie ]l IIpoMeHe BPeJHOCTH IapaMeTapa OpOojHOCT MOILy/Ialuje HarIo
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CKOYHM Ca ,,HUCKOI” Ha ,BUCOK HUBO. Mehyrum, namehe ce nurame Kako jia mHTEpIPETHU-
pamo IITa je TO ,HU3aK , a IITa ,BUCOK HUBO IMOIYyJallije Y OBOM KOHTeKCTY. /la Oucmo
OJICOBOPUJIM HA OBO muTame, Tpancdopmucahiemo jegnadunny (4.16) y Ge3auMen3noHatan
00JTHK.

Y jennauunu (4.16) dburypumy 4 mapamerpa: R, K, A u B. Wneja je ga ceoljeme Ha
Oe3auMeH3noOHaIaH 00/IMK U3BPIIAMO TAKO 3 €TUMUHUAIIEMO B TTapaMeTpa, OJHOCHO /1a
Yy HOBOHACTAJIO] jeaHaunau (hUTYPHUIITY CAMO JBa Oe31MMEH3MOHAMHA MapaMerpa, U TO 1a
oba Oyay y ,,JIOTHCTHYKOM jeday’ Te jegHadube. /lakie, KeJauMoO j1a HOTHYHO €JTUMHUHU-
eMo TapaMerpe u3 ,npegaropekor jgena” jennaunse (4.16), a pasior Takse xkejbe Oulie
jacan ycKopo.

[Mpumernmo 1a K u A mmajy ucry aumesnjy — oba mapamMerpa OIHOCE ce Ha OPOj jeMHKI
nomysanuje nacekara. Crora 3a 6e3TMMEH3MOHAHE HUBO MOIYJIAINje HHCEKATa MOYKEMO

N N N

JIa y3MeMo OMJIO KOju OJ1 U3pasa e I — . Y3MUMO, Ha TIpuUMep, 1

A

3a 6e31UMEeH3H0-
HAJTHU HUBO ITOIYJIaIje.

Ja 6ucmo ce permuin napamerapa y ,,pegaropckoM geay” jearadnne (4.16), momeanmo

obe cTpaHe oBe jelHAYMHE ca B W yBeIUMO CMeHy T = 1 obwuja ce

Adr R e (1 Ax x?
Bat BT\ T K 1y
Bt
VBe Mo cajia 0e3MMeH3u0HAJIHO BpeMe T = ik 0e3/uMeH3n0HAJIHE TTapaMeTpe
RA " K
r = ? n = Z

Caa moc/ieimba jeIHAYNHA, TOCTaje

dx x x?

e 1-2) - .
dr e k 1+ 22

(4.17)

Jennaunua (4.17) npeacraB/ba KOHaYaH Oe3IMMEH3HOHAJHE ODJUK KOJH CMO KeJIeIH Ja
106ujeMo W KOjU je 3HATHO jeJHOCTABHUjU 3a Ja/by aHaju3y of jennadumbe (4.16). Ila-
pameTpu r # kK y OBOj jelHAYUHH NpEACTaB/bajy PeJoM Oe3IMMEH3NOHAJIHY CTOIY pacTa
HOIyJIalnje WHCeKaTa U 0e3IMMeH3NOHAIHI KallallUTeT IOIyIalnje I OHH CYy YBeK IO3H-

THUBHMH.

Ananu3upajmMo caja nosoxaje papaorexe jenHaunte (4.17) u BUXOBY CTabUIIHOCT y 3a-
BHCHOCTH OJ BpeJHoCTH napamerapa r u k. Kako je

1 X X
r=x\r _k —1+x2

Y

o1
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1o je x7 = 0 yBeK jejan mosoxaj papHorexke jenanaqune (4.17). Ako o3HaqMMO ca

T x?
ﬂ@:”xG_E)_T?ﬁ’

, 2r 2x
f@=r == Gy

re je f'(0) = r > 0, omakie cjenu Ja je nonoxkaj pasaorexe x; = 0 yBek HecTabHIAH.

HaJIa3uMO J1a je

Ocraim mo/I0Kaju PaBHOTEKE TPEICTaAB/hA]y Pelienha je THATNHE

OJTHOCHO

1 * ° 4.18
U e R e S (4.18)

Bpoj periema jennaunne (4.18) y 3aBUCHOCTH OJ BPEIHOCTH HapaMeTapa r u k HajjeHo-
craBuuje hemo oapenuTu momohy reoMeTpHjcKOr HpUCTYIIA, CKUIMHpambeM rpaduka ¢y-
HKITFja KOje Cy 3a/iaTe aHAJUTUYKAM W3pas3uMa Ha JiIeBOj W JeCHO] CTPAHHU Te je/IHaYNHe
u oapeljuBamem 6poja mpecednnx Tadaka THX rpaduka (duje he z—koopauHaTE yIpaBo
OJINOBAPATH TPAYKEHUM MOJIOKAJUMA PABHOTEIKE).

I'pacduk dbynknmje Koja je 3ajaTa aHAIATHIKAM H3PA30M Ha JIEBO] CTPAHU jeTHAYHHE

r

(4.18) mpencraBba npaBy Yy = 7 + r, Koja r—ocy cede y Tauku k, a y—OCy y Tadku

r, JOK rpaduk (pyHKIMje KOja je 3ajara aHaJUTUYKUM U3Pa30M Ha JIECHOj CTPAHU UCTE
jeTHaYMHEe TpecTaB/ba KPUBY KOja HE 3aBHCH Ol BPEIHOCTH mapamerapa r u k (cauka
4.15). Crora fie ce BapuparmeM BPEIHOCTH HapaMeTapa I U k IOMepaTu caMo IpaBa, JTOK

X

KpHWBa Yy = 72 octaje (bUKCHA, IITO 3HATHO OJAKIIABA JUCKYCH]Y O OPOJy IIpecedHux
x
tagaka. OBO JIENIO CBOJCTBO YIIPaBO je W OWJI0 MOTHBAIUja 334 eTMMUHUCAE lapaMerapa

u3 ,peaaropckor jgena” jennauuse (4.16).

Ciuka 4.15
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Ca cauke 4.15 je jacHo ga he 3a 10BO/BHO MaJjIy BPeAHOCT HapaMerpa k IMOCTOjaTH TadHO
jeHa mpecevHa Tadka, Tj. TAYHO jeJaH MOJIOXKA] paBHOTexke jegnaqmne (4.17) (mopen,
HapaBHo, ] = (), 6e3 063upa KouKO je r. MelyTum, 3a BeJUKYy BpeTHOCT mapamerpa k
(kacHuje hieMo MPeIU3UPATH IITa MO/ BEAUKUM TOJPA3YMEBAMO) BGPOj MIPECeTHNX TadaKa
Mozke 6uTu 1, 2 win 3, y 3aBUCHOCTH OJ1 BpeJHOCTH napameTpa r (canka 4.16).

Cnuxka 4.16

Jla 6ucMO YTBPAMIM KOJHU IOJI0XKAj PABHOTEKE CY CTAOUJIHH, & KOJH HECTAOUIHH, IPUMe-
TUMO J1a hie TOK Ha —ocH OUTH yCMepeH HaJecHo Kajaa je x' > 0, Tj. kaga

T

1-— > —
" 1+ 22’

>R

OJTHOCHO, TEOMETPHJCKH, KaJ ce mpaBa y = 1 | 1 — : HaJIa3W W3HAJ KpUBe Y = L,
k 1+ 22
JIOK he OWTH ycMepeH HaJjIeBO KaJ je IpaBa WCIOJ KpuBe. Y TBphuBameMm ja Jin Tpaje-
KTOpH]je TexKe Ka MOJ02Kajy PaBHOTEXKE WIN ,U3BUPY M3 Ibera, J0Ja3UMO JI0 3aK/bydaKa
0 CTaOUJIHOCTH IOJIOXKaja paBHoTexke. Hajmpe, ako cy BpeaHocTn napamMerapa r u k Ta-
KBE JIa [I0CTOje 3 IpecedHe Tadke, OHJIa MMaMO YKyIHO 4 1moJoxKaja paBHoTexke (jegan
jeTHaK HyJM W TPU TMO3WTHBHA), YHja Ce CTAOWIHOCT HAM3MEHHYHO Mea: HecTabHJaH

— crabusan — #ecrabuman — crabmian. Ca cMamUBAKBEM BPEIHOCTH Tapamerpa r, 3.

T
4. 1mosI07Kaj paBHOTEXkKE ce Npub/InzKaBajy, cBe J0 TpPeHyTKa Kaj mpaBa y = r | 1 — T
) x
3ay3Me TAa4YHO TAHTMeHTHU I0JI0KA] Y OJIHOCY HA KPUBY Y = T2 Tama ce oBa jBa
x

M0JI0YKaja paBHOTEXKE CTalajy y jeaaH, Koju je moaycrabuaan. Ca Ja/bUM CMambHBAHEM

BPEJIHOCTH TIapamMerpa 7 Taj TMOJYCTAaOWIHU TOJI07Ka] PaBHOTEXKe HecTaje, Ta IMPeocTajy

caMo JIBa II0JIOKaja paBHOTerKe: HecTabmwiIHN ] = 0 U je/IaH MO3UTUBAH KOJH je cTabuIaH.
x

Jlakjie, MOKEMO IPUMETUTH Ja y TPEHYTKY Kaja npasa y =1r [ 1 — T JOJNPYje KPUBY

x
y = T cucrem (4.16) mposiazu Kpo3 ceio—aBop 6udypkranujy.
x

YKOIUKO OMCMO KPeHYyJIH O] BPEJHOCTH Iapamerapa r W k 3a Koje MOoCToje 3 IOJI0XKa-
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ja paBHOTerKe pasJImunTa OJ HyJe, a 3aTUM HOCTelleHo moBehaBasm BpeHOCT napamerpa
7, aHAJOTHO OMCMO JONLJIN [0 3aKJ/bydKa /la Ce IPH TOM IpBa /IBA O3WTHBHA MOJIOXKAjA
PaBHOTeXKe CBe BHUIle MPUOJINKABA]y je/laH JIPYroM, JO TPEeHYyTKa KaJja IpaBa TaHTHPA
KPHUBY, KaJI €€ CTalajy vy jeJaH Kpo3 cejIo—dBop OudypKalujy, a IOTOM HECTajy, Kala ce
BpPEJIHOCT mapameTpa r jomr noseha.

3a BpeJHOCTH IapaMeTapa 3a Koje IOCTOje 3 IMO3UTHBHA IMOJI0Kaja paBHOTEXKE, O3HATH-
MO Te I0JI0ZKaje pesoM ca a, b, ¢ (a < b < c¢). Tlosoxkaju paBHoTexke a u ¢ cy crabu-
Jiau, 10K je b mecrabmman. Mamn cTrabmwiHEN MOJI02Ka] paBHOTEXKE ( Ce HA3uBa 0e30edHUuM
HUGOOM TIOJIyJIAllAje WHCeKaTa, JOK ce Behu cTabMJIHE 110JI02Ka] PAaBHOTEXKE ¢ HA3UBA H-
s00om Haje3de. Ca CTAHOBUINTA KOHTPOJE IITETOUYWHA, OWIO OM MOXKEeJbHO Ja MOTYJIAIlN]ja
Choristoneura fomiferana 6yme oko a, a mro game of ¢ (yreso). Ha mu he gohu no maje-
3/1e myim he ce momyJiaruja ojpzKaBaTu OKO 6e30e/IHOr HUBOA, 3aBUCH OJ1 II0OYETHOI YCJIOBA
zo = x(0). Ako je xo > b, Tpajektopuje cucrema (4.17) rexuhe xa ¢, mro 3ua4dn J1a he
nocJsie ojpehenor BpeMmena johu jio Haje3e.

Hajezma Mozke HACTYIUTH U Kao IIOCJIEINIA CEIT0—IBOP DU ypKalHje: aKo ce MapaMeTpH
r 1 k TaKo Memajy Ja y jeTHOM TPEeHYTKY TI0/I0¥Kaj PABHOTEXKE @ HeCTaHe, HUBO MOTTYIaIlN-
je he marmo ckounTn Ha HUBO Haje3ne c¢. OBre je npucyTan u epeKkaT XUCTEPE3NCca — YaK H
aKko ce TapaMeTpHu BpaTe Ha CBOje BPeTHOCTU HEMOCPEHO TIpe Haje3/e, HUBO MOTyJaluje
nehe onmax onactu Ha Oe30e1aH HUBO, Beh he OuTH MOTPEOHO HUXOBO J0JATHO CMAIbEHHE
Kako OH ce TO IeCHuJIo.

Onpenumo cama kpuse y (k, ) IpocTopy Koje MpeICcTaBbajy CKYIl BPEJIHOCTH MapaMeTapa
k u r 3a koje cucrem (4.17) nposasu Kpo3s ceiio—aBop 6udyprarujy. Ncnocrasuhe ce na
nehemo Mohm ekCIJIMIIMTHO j1a W3pa3suMo r Kao PpyHKIWM]y o k uwan odbpuyTo, Beh hemo
JOOUTH jeJJHAYMHE TParXKeHNX KPUBHUX y TapaMeTapckoMm obauky, Tj. kao (k(z),r(x)), rae
jex > 0.

x
YeqoB 3a cemyio—uBop Ooudypkamnujy jecte ma mpasa y = r | 1— T TaHTUPa KPUBY
x
Yy = . Ctora 3axTeBaMo /1a BaxKe ciefiehu ycaoBH:
1+ a2
1 - ! 4.19
"\VUTE) T2 (4.19)
d . x d x 490
| \'TR)| T @ || (4:20)
U3 (4.20) namazumo ga je
r 1—a? Lol
T (421)
Bamenom (4.21) y (4.19) nobujamo na je
1—a? x

T+

I+222"  1+a2’

o4
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OJIaKJIe CJIeJIA J1a je
23

Konauno, u3 (4.22) u (4.21) narasumo jga je

23

2 -1

L —

(4.23)

36or ycaosa ga je k > 0 3akpydyjemo jga mopa 6urun x > 1. Jeguauune (4.22) u (4.23)
necdunuity Tpaxkene dudypranuone kpuse. Ha caunum 4.17 npukasane cy oBe dudypxa-
IIMOHe KPHBe W O3HaveHe oaropapajyhe obiacrum Ha koje Te kpuse jgene (k,r) mapame-
TAPCKU MPOCTOP, YUMe je JOOHjeH JAujarpaM CTaOMIHOCTH AUHAMUIKOr cucrema (4.17). Y
,0e30e1H0]” obacTu (rje je r Majo) jeJuHN CTaOUIaH T0JI0¥Ka] paBHOTeXKe je Ge36e Hu
HHUBO (paHmje O3HA4YEH ca a), y obsacTu ,Hajesne” jeJMHU CTaOUIAH 1I0JIOKA] PABHOTeE-
JKe je HUBO Haje3ze (paHHje O3HAUEH ca ¢), T0K ¥ ,,0ncTabminom” pernoHy nocroje oba
cTabmTHA 10JI0ZKaja PABHOTEZKE.

Haje3na

6ucrabunHo

6e3beaHo

Couka 4.17: Tujarpam crabuiHOCTH JuHAMUYKOD cucrema (4.17)

3a Kpaj 0BOT' 0/IeJbKa YKEJIUMO JIa BHIUMO KOje CYy TO BEPOIOCTOjHE BPEIHOCTH Oe3ImMe-

RA K

H3UOHAJIHUX TTapaMeTapa r = Nl k= 1 ca buojtomkor cranopuiTa. OBU mapaMeTpu

ce TOJIAKO Memajy KaKo ce Memajy yeaosu y myMu. llpema Jlyasury m ap., BpemnocT
napamMeTpa r ce mopehaBa Kako IIyMa pacTe, 0K BPEIHOCT mapameTpa k octaje (pukcHA.

Haunwme, meka je S mpocedna BeJIWYHMHA JpBeTa, cxBaheHa Kao yKyIHa MOBPIIHHA 00Y-
xpahena rpanama jejuor jpsera. Kamamurer nonysanuje nacekara K TpebaJso ou ja Oye
IPOMOPIMOHAIAH KOJIMYWHN YeTHHA Ha rpaHama japseha, koja je cpa3mepra moBpimHT S,
CTOT'a 3aKJbYydyjeMo Ja O Tpedasio j1a BaxKu ja je

K =K'S. (4.24)
Couano Baxku u 3a napamerap A u3 mpegaropckor jgena jeanadwne (4.16). Tpaxkehn

MHCEKTe, NpejaTopu (MOMyT NTUIA) TpeTparkyjy rpaHe apselia, a He YuTaBY HOBPIIHHY
myMe, Tako jga o6u A’ Tpebaso ma mMa IuMeH3H]y Opoja jeIMHKH WHCEKATa 110 jeIMHUIIN
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HOBPIIKMHE KOjy oOyxBarajy rpane jpseha, omakse ciaeqau ja je
A=AS. (4.25)
13 (4.24) u (4.25) namasumo ja je

RA K’

ExcrepuMeHTaIHIM MyTeM JIONLIO ce JIO 3aK/bydka jia 3a Miaady mymy Abies balsamea

1
Baxn ga je b ~ 300 u r < 3 Ca cauke (4.17) MoxKe ce 3aK/BYYUTH Ja Taja TadKa

(k,r) mexu y OucrabuaaoMm permony. Kam je myma miama, mpegaTopuMa je JIako 1a
nperpazke pejlaTUBHO MaJjIu OpOj 'paHa 1o jeJUHUIIH TTOBPIITHHE IITyMe, T€ OHU IOy IAIN]y
Choristoneura fomiferana onprkasajy Ha HECKOM HuBOY. MehyTum, Kako myma pacre u
ysehasa ce, moBehasa ce u S u Tauka (k, ) ce moMepa Harope y mapaMeTapcKoM IIPOCTOPY,
npubsnzkasajyhn ce obractu Hajesme (cauka 4.17). Jlyasur u Ip. IpeTHocTaBbajy Ja 3a
HOTIIYHO 3peJiy IIyMy BaxKu Ja je r ~ 1, mrro oarosapa obsiactu najesse. Hakon mro ce
Haje3na gecu, crabsaa Abies balsamea ymMupy u HIymy y DOTIYHOCTH IIPEY3WMajy crabsia
opese. Mehyrum, Opesa je mame edpukacHa y Kopuiihemy XpaH/bUBUX MaTepHja, TaKO Jia
ce HIIaK y HEKOM TPeHYTKY ctabia Abies balsamea Bpaliajy u MOHOBO mpey3uMajy mIyMmy.
Huxos onopasak Tpaje 50 — 100 roanHa.

4.2 JIBoaymMeH3MOHAJIHU JUHAMUYKN CUCTEMU

4.2.1 OcomiaTopHa XeMHjCKa pPeaKInja

Ce mo aBagecerux roguna 20. BeKa ce cMATpaJo Ja Y TOKY XeMHUjCKe DeakIyje KOHIle-
HTpallije peakTaHara MOI'Y jeJUHO Ja MOHOTOHO OIaJlajy, KOHIIEHTpAIUje IPOoyKaTa Ja
MOHOTOHO PacTy, a aKo ¢e XeMHjCKa Peakiija OJBHja MPEeKO HHTePMenjepHUX BpcTa, (Xe-
MUJCKHAX BPCTa KOje HACTAjy M HECTajy y TOKY peakiiuje), duje cy KOHIEHTpAIHje y mode-
THOM TPEHYTKY jeJiHaKe HYJIU, KOHIIEHTpallije TUX BpcTa he Hajpe MOHOTOHO JIa pPacTy,
y HEKOM TPEHYTKY he Ja JTOCTUTHY CBOj MAKCHMYM, & IIOTOM MOHOTOHO Ja omnasnajy. Me-
hyTum, modeTKoM ABajeceTuX TOAMHA MPONLIOT BeKa, aMepudakn xemmuap Bpej® youmo
je HeMOHOTOHO (TavyHHje Kackadno) HACTajarhe MACOBUTOI KHCEOHWKA MPH Takohe HeMo-
HOTOHOM (KaCKaIHOM) pasJiaramby BOJOHUK—IEPOKCHU/IA Y KHCEJO] CPEJUHE Y IPUCYCTBY
jodaTa, IMTO ce cMaTpa MPBOM OTKPHUBEHOM OCITUJIATOPHOM XeMUJCKOM PeakKIIHjoM, jep ce
OHa OJIBHjaJIa IIPEKO MHTEpMejujepa duja ce KOHIEHTPalldja y TOKY peakiiije MemaJia
NepHOANYHO (HAM3MEHUTHO je Pacja U OHajaja y MPABHIHHM BPEMEHCKHM PasMAaliMa).
JlakJte, ociuiaTopHe XeMHjCKe PeakIlije jecy XeMHjcKe peakiije y KojuMa ce KOHIeHTpar-
MHje peaKTaHaTa U MPOAYKaTa Membajy KacKaJIHO, a KOHIeHTpalluje WHTepMeTujepHuX Bp-
cTa MEePUOINTHO, Tj. OCIUIATOPHO.

Y oBoMm noryiaB/by anajinzupaheMo jeJHy KOHKDETHY TakKBY XEMHJCKY peaklujy, a To je
peakinja HaCTAHKa XJOP—IHOKCH/-joa—ManoHcke Kuceaune (ClOy — Jo — MA). Moaen

SWilliam C. Bray (1879 — 1946)
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OBe XeMHIjcKe peakiuje npeaaoxun cy Jlenrjea n ap.” 1990. rojgune u oH je gaT ciaegehum
jemrHaudmHaMa;

MA+Jy,— JMA+J + H*; dlJa] ki [MA][J5]
2 ; J— _

A&tk + ]
B 1 d[Cl1O,] B
ClOy+J7 = ClO; + 5y ——— = —hk[ClON[J7];
ClO; +4J  +4H" — Cl~ +2Jy + 2H50;
dIC10] ot -1 . [J7]
—a = salClO I = kalClOR [Tl

Tunudase BpeJHOCTH KOHIEHTpAIMja (BPeJIHOCTH 3ajaTe y YIJACTHM 3arpajiaMa) U KuHe-
THYKHUX TapaMerapa Mory ce nponalin y nesmma Jlenrjena u ap. (1990), omsocHo JleHrje-
ja u Eucrajua (1991)%. Mehyrum, nasejenu Mosen nuje morogan 3a anaiusy. la 6u ra
nojearocrasuan, Jlenrjen u ap. (1990) cy mckopucruam orkpmhe 10 Kojer cy JONLIH Y
CBOjUM cuMyJianmjaMa: KoHnenrparmje peakranata (M A, Jo u ClOy) Memajy ce 3HATHO
criopuje Hero KounenTpaiuje uarepmenujepa (J~ u ClO; ). ApoKcuMaIijoM KOHIEHTPa-
IHja CIIOPHUX peaKTaHaTa KOHCTAHTaMa, V3 jOII HeKe pa3yMHE IPEeTIOCTAaBKe, YCIEIHn CY
J1a PeJIyKyjy MoJIa3Hu MOJEs Ha cucteM ca jse mpomensbuie. [locse cBohema na morojgan
0e3nMeH3nOHAIHN ODJIUK, JTOOUIN Cy JUHAMUYIKH CHCTEM

y (4.26)
/

pr— 1 —_—

Y bx ( = 5132> ,

rJie T U Y npeJcTaB/bajy Oe3anmensuonasane kournenrpanuje J- u ClO;, pegom, a napa-

MetTpu a, b > 0 oapehyjy ce eMnupujckum u 3aBuce O/ MPETIOCTAB/HEHNX KOHIIEHTPAIIH]a,
3a CIOpe peaKTaHTe.

Hajupe hiemo ma mokazxkemo ja cuctem (4.26) mma 3aTBOpeHy TpajeKropujy (3a Kojy lie
Ce WCTIOCTABUTH Jla je cTabWJIaH TPAHUYIHU [UKJ) Yy MPBOM KBAJPAHTY, YKOJIHKO Hapa-
MeTpHu a U b 3amoBosbaBajy oapehene ycaose. To hemo mokazaru mpumenom [loenkape—
Benaukconose Teopeme. Crora je moTpeOHO na KOHCTPYHUIIEMO 3aMKY 3a TPajeKTOPH]Y
cucrema (4.26), koja he 3ajoBosbaBaTH ycioBe oBe Teopeme. KpPEHUMO 07 HATAXKeHa je-
JIHAYMHA U30KJIMHA JIATOI CHCTeMa. T—HYJIa U30KJIUHA 33/I0BO/baBA je THATHHY

dxy
142

a— )

1. Lengyel, G. Rabai, I. R. Epstein, FExperimental and modeling study of oscillations in the chlorine
dioxide—iodine—malonic acid reaction, Journal of American Chemical Society, 1990

81. Lengyel, I. R. Epstein, Modeling of Turing structures in the chlorite—iodide-malonic acid—starch
reaction, Science 251, 1991

57



['JTIABA 4. BUOYPKAIIMJE ¥V ITPUMEHAMA

(a—2)(1+2?%)
4x

, JIOK y—HYyJIa U30KJIUHE 3370B0ObABA]y jeTHATNHY

Y
1 - ==
bz ( 7 $2> 0,

oflaK/Ie caeam Ja ¢y To y—oca (npaBa z = 0) u mapabona y = 1 + z%. Ha caumu 4.18

Tj. Yy =

NpUKa3aHe cy r—HyJda W y—Hy/la u30KJguHe cucrema (4.26), ca HA3HAYEHHM CMEPOBHMA,
TpajeKToOpHja y CBaKoj ox obnacTu (bacena) HA Koje Te W30KJIHHE JeJie TIPBU KBaJIPAHT.

Y

Cruka 4.18: x—Hy/na U y—HyJIa U30KJINHE U CMep TpajekTopuja cucreMa (4.26)

YouuMO MpaBoyraoHy obJiacT 0O3HaUeHy UcnpekuganoM juaujoM Ha cauinu 4.19(i). To Te
yIpaBo OUTH TparkeHa 3aMKa 3a TpajeKropujy cucrema (4.26). 3amcra, mpuMeTHMO Ja
cy cBH BeKTOpH Ha PyOy oBe 00JIaCTH YCMEpEeHM K& HhEeHOj YHYTPallbOCTH — crora he
cBe TpajekTopuje cucrema (4.26) Koje 3am0uniby y OBOj 00JIACTH OCTATH CBE BPEME Y HOj
,3apobpene”.

Y

Comka 4.19: Bamka 3a Tpajekropuje cucrema (4.26)
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Nako cMmo ycmen ga KOHCTPYHUIIIEMO YKeJheHY 3aMKY, jOIl yBEK HE MOYKEeMO Ja MPUMEHU-
Mo [loenkape-BeHIUKCOHOBY TeopeMy, 3aTO IITO Y YHYTPAIIHOCTH HAIle 3aMKe MOCTOjH
I0JI0ZKa] PaBHOTeKe (OH Ce HATA3W y MpeceKy r—Hysa U y—Hyjaa u3okaune). Melyrum,
YKOJIMKO OM ce UCIOCTABUJIO JIa je Taj I0JI0XKa] PaBHOTEXKe HecTabUJIaH, MOTJIA OUCMO JIa
HPUMEHUMO TY TeopeMy Ha npobdyuieny 00JACT, Koja ce Jo0Hja TaKO IMTO U3 MPBOOUTHE
obacTu, Tj. 3aMKe H30AIIMO TI0JI07Ka] DABHOTEKE Ca FheIrOBOM MAJIOM OKOJIMHOM (OCeHdqe-
Ha obsact ca canke 4.19(ii)). ,,Pyna” koja Hacraje nsbanuBameM 10J07Kaja pABHOTEXKe je
nHUHATEINMATHA, aTi ¢MO je Ha caunu 4.19(ii) manpraau sehy 36or nperieanoctu. Cpe
TPajeKTOpHuje U3 OKOJIMHE M0JI0KAja PABHOTEXKE, KO je OH HecTabUIaH, OUBajy OIBYyUYeHEe Y
OCEHYEHH JIe0 0071acCTH, a 300T cMepa TpajeKTopHja Ha pyOy Te 001acTh, He MOTY je HUKA
HamycrTuTu, Tj. ouhe ,3apobsbene” y mwoj. Kako y TOM OCeHUYeHOM Jiesy HeMa MOJI0ZKaja
pPaBHOTEXKE, UCIYHHEeHN Cy CBU ycjoBu 3a npumeny [loerkape-BengnkcornoBe Teopeme, Ko-
ja HAM TapaHTyje [OCTOjame 3aTBOPEHe TpajekTopuje cucreMa (4.26) yHyTap Te 061acTu.
Cajta hemo j1a oJipeInMo ycJI0Be Koje mapaMeTpH a i b Mopajy Jia 3a10B0Jbe J1a O 10JI0KAaj]
paBrorexe cucrema (4.26) 6uo mecrabuian. Hahumo majupe koopiunare Tor nosozxaja
paBHOTeKe, Koje hemo oznaduTu ca (z*,y*). One npeacTaBbajy peleme cucTeMa jeTHa-

YU Ha

dxy
1422

)
br | 1— =0. 4.2
x ( o x2> 0 (4.28)

U3 jennaunne (4.28) nanazumo ja je x = 0w y = 1+ 22, Kako je a > 0, pememe z = 0

. . . 4 (1 + 2?)
onbamyjeMo, a 3amenoM y = 1 + 22 y jeanauuny (4.27) mobujamo a — v — iz - 0,
x
Tj. a — bxr = 0, ogakae HAJTA3UMO Ja je T—KOOpJAMHATa TPayKeHOT IMOJIOXKaja paBHOTEXKe
a
Tt = 5 Cajla J1ako Hasla3uMo J1a je ojrosapajyha y—koopaunara jata ca y* = 14 (2%)? =

0, (4.27)

a—x

2
a
=14 —, Te je TpaxkeHU MOJ0KA] PABHOTEIKE

25
.. a . a?
(", y") = 5 +% .

OnpeaumMo cajia ycroBe MoJ KOjuMa je ToJI0zKaj paBHoTexe (z*,y*) Hecrabunan. JakoOu-
jeBa marpuia cucrema (4.26) gara je ca

1—z? Az )
J([p y) _ —1—4y- (1+x22)2 T 14z _ 1 —1—?[72—4y' }_ng —4x
’ b—by-(lt—w@)Q —% 1+ a2 b+bx2—by-;§2 —bx
B3aMeHOM KOOpJAMHATA II0JI0JKaja paBHOTexKe, y3 Kopumheme peramuje y* = 1 + (2%)?%

JobujamMo 1a je
1 3(x*)? -5 —4da*
B 20(x*)?  —bx*]|’
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Cajta Ha/1a3UMO J1a Cy Tpar | jieTepMuHanTa JakoOujese MaTpuIle y 1moJI0Kajy PaBHOTEKE
jeTHAKT

3(z*)? — 5 — bx* 5bx*

FuFSE u q=det(J(z",y") = — > 0.

Kaxko je ¢ > 0, To nosioxkaj papaorexke (r*,y*) He Moyke GHTH ceJ10. 3aK/bydyjeMo Ja
je he (z*,y*) 6burn HecTabusIan MoJI0XKaj paBHOTe)Ke (HecTaburan GOKyC WM HecTabHIAH

a
4BOp) yKOUKO je p > 0, 1j. 3(x*)? — 5 > bx*, omakie, KaJa 3aMeHAMO T* = 3 J100mjaMo

YCJIOB KOjI MOPAajy Jia 3a10BOJbaBajy mapaMeTpu a u b:

3a 25
b < e be. (4.29)
Hakite, kaj je ucnymwen ycios (4.29), [oenkape—BeHIMKCOHOBA TeopeMa HaM rapaHTyje
IIOCTOjatbe 3aTBOPEHe TpajeKTopuje yHyTap mpobymuiene obiactu ca cauke 4.19(ii). Ucno-
craBuhe ce Jla Ta TPAjeKTOPUja LpeJICTaB/ba CTabu/Ial PAHUYHY UK/, IITO he 6uTn jacHo
YCKOpO, KaJ{ moMolly padyHapa ckunupamo dasuu noprper cucrema (4.26) 3a oarosapa-
jyhe BpeanocTu napamerapa a u b.

3a 25
Ako y (a,b)—paBuu ckunupamo Kpusy b = b(a) = R n1o0ujaMo AujarpaM CTabuIHO-
a

cTH ipukasan Ha caunu 4.20, Ha KojeM cMO HazHa4YWIu 00JIaCTH KOjUMa rmapamMeTpu a u b
Tpeba Ja mpunagajy kako 6u cucreM (4.26) ©Mao cTabuIaH M0JI07Ka] PABHOTEZXKEe, OJHOCHO
cTabujIaH TPAHUYHE UK (M HeCTAOUJIaH MOJI0XKa] PABHOTEKE).

50

40

cTtabunaH
30 nonoxaj
paBHoOTEXE

crabunaH
rPaHUYHWN LMK

Couka 4.20: Jdujarpam crabmiHOCTH 3a JuHaMUYKH cucreM (4.26)

Caza hemo mokasarm ja 3a BpegHocT mapamerpa b = b, y cucremy (4.26) mosnasu o
Xondose budypKalyje u yrBpAUTH Ja JiH je Ta budypKanuja HAaTKPUTHIHA WA TOTKPHU-
tuana. Ckurnupajmo momoly padysapa jgpa dasua noprpera cucrema (4.26) 3a, Ha npu-
Mep, a = 10 u 3a b mMame, onHocHO Belie on omrosapajyhe spegunoctu b.(a) (nobuja ce
na je y Tom caydajy b. = 3.5). Ucnocrasma ce ga 3a b > b, (cmka 4.21(1)) crabumnn
I0JIOZKA] paBHOTEXKe IpencTaBba crabuiran dbokyc, 10K 3a b < b, (camka 4.21(ii)) mo-
JIOXKaj paBHOTEXKe MpeJICTaB/ba HecTabmIaH (POKyC, a CBe TPajeKTOpHje Texke CTabMIHOM
IPAHUIHOM TUKIY. OBaKBO MOHAIame ofropapa Xondosoj oudypkamnuju, u TO je y nu-
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Tamy HaTKpuTHdHa Xondosa 6udypKalyja — HAKOH MITO 10J0Ka] paBHOTeke (crabuian
dboxkyc) mocrane HecTabuIaH, MOjaBbyje ce CTaOUIAH TDAHUIHU IUKJ KOjH I'a OKPYZXKYyje.
CkurupameM dasuux noprpera cucrema (4.26) kaq b — b. 0103710, MOXKe e BUJIETH Ja
ce aMIUTATYAa CTAOUTHOT TPAHUIHOT IIUKJIa CBE BUIE CMAyje, CBe JTOK O] Fhera He OCTaHe
camo Tauka (kaj mocrane b = b,).

Ya y
10
84
8
64
6_
44
4
24
2 ctabunax
rPaHU4HK LMKN
l 2 3 4 X I‘ 5 '3 T )X
(i)a=10,b=4 (ii) a =10, b =2

Crmka 4.21: ®azan moprpetn JuHAMUIKOr cucrema (4.26) 3a pasjmamre BpPEIHOCTH
napamerapa a u b
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