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HacaoB macrep paga: Xaprman-I'poOmaHoBa TeopemMa U IpuMeHe

Pezume: Jeman o neHTpa/iHEX MOjMOBa Koje hemo obpajiuTu Ouhe mojaMm JrmHaME-
YKOT' CUCTEMA Tj. CUCTeMa y KoMe (PYHKITHja OIUCYje BPEMEHCKY 3aBUCHOCT ITO3UIIN]e
TavyKe y eHOM aMOUjeHTHOM ITPOCTOPY.

VY npBoj riiaBu nmocmarpaheMo 0coOMHe HEJIMHEAPHUX CUCTEMA JTnDePEeHIINjaTHIX
jemHadnHa. AKO CHCTEM ca MOYeTHUM yCJIOBOM MMa pellleme, OHga he outn moryhe
npe/IBUJIeTH Tie he ce HeKa Tadka cucteMma Hahu mocsie ojpeheror Bpemena, Tj. mohn
hemMo mocMaTpaTu TpajeKTOpHje CUCTeMa - IyTame KOjy OIucyjy ojipeheHe Tadke
cucTeMa TOKOM BpeMeHa. Kako MHOre HeJlmHeapHe JudepeHInjaaHe jeJHadInHe He
Mory ouTu perniene pokycupaheMo ce Ha reOMETPUjCKY UJIN KBAJUTATHUBHY TEOPU]Y
HeJnHeapHux AudepeHnnjaliux jeHadnna dnju je sadernuk Anpu Iloenkape!.

Hwb he mam OuTH J1a OMUIIEMO KBAJUTATHBHO IOHAINAE CKYTa Pellerha I0-
CMaTPAHOT CHCTeMa IudepeHIja HIX je/IHaYNHa, YKJ/bYydyjyhn m mHBapujaHTHE
CKYTIOBE, TPAHUYHO TOHAIIAEe JTUHAMUYKOT CUCTEMa WM TOKA JIe(PUHUCAHOT TOM
nudepennyjagnom jeanadnnom. Jla 6ucmo ocTBapuiIM IUJb MOPAMO IIPBO 3aCHO-
BaTH JIOKAJTHY TeODPHjy HeJNHeapHUX JIWHAMWYKNX cucTeMa. Kacuuje hemo moka-
zatn XaprmaH-I'poOMaHOBY TeopeMmy Koja he Ham HemTo pehm o KBajuTaTUBHOM
[IOHAIIAILY Pelleiba CUcTeMa OONYHUX HEJTMHEAPHUX jeTHAYNHA Y OKOJIUHU XUepOo-

JIMYKOT eKBUJINOPHUjyMa CUCTEMA.

Y apyroj riaBu heMo M3JI02KUTH KJacudHu 1npuctyn MopcoBoj Teopuju u onu-
caru Be3y u3mely kpuruaaux radaka Mopcose yHKIMje U came TOOJIOTHje MHOIO-
crpykoctu M. UcrnioctaBuhe ce jia hemo na ocaoBy Mopcose dyuknuje na M mohun
na pexkonctpyuiemo C'W-komiieke koju hemo npuapykutu MHOTOCTpyKOCTH M.
Bunehemo u j1a cBakoj KpuTuvHOj TauKM WHIACKCA k ojroBapa TadHo jeana k-henuja
y CW nexkomnosunuju. Takobhe hemo onmcaru BaxKHe ocobune rpaJinjeHTHOr TOKA,
[MOBE3AHOCT Ca KPUTUIHUM TadkKaMa ITO he HaM y HacTaBKy omoryhutu jia ce 6a-
BUMO MOpPCOBOM XOMOJIOTHjOM.

Y tpehoj ryraBu hemo nmocmarpaTu MpoCcTOp I'PAJ/INjeHTUX TPajeKTOpuja Koje Io-
YUY Y JeJTHOj, & 3aBPINaBajy ce y JIPYroj KpUTHIHO] TAYKU W BUJIETH KAKO MOYKEMO
U3BPITUTH KOMIAKTUDUKAIIH]Y ITPETXOJIHO IIOMEHYTOT IPOCTOPa KOPHUIThEheM U310~
MJ/bEHUX TPAjeKTOpHja, IPH YeMy heMO OBO OIpaB/iaTh KOpHIlhemeM XapTMaH-
['poomanose teopeme. Takohe hemo ompasmaTru mocrojarme MopcoBor JandacTor

KOMILJIEKCa KOjU YMHE JIAaHJacTe TPyIle TeHepHUcaHe CKYIIOM KPUTHIHUX TadaKa je-

! Jules Henri Poincaré (1854-1912) - dbpaniycku matemaTuaap



JIHAKOT MHJEKCA U TPAHUIHOT OllepaTopa KOjU ce 3aCHUBa Ha Opojamy I'pajijeHTHIX
TpajeKTopuja n3Mely KpUTHIHUX Tadaka 4duja je pa3jnka mHjekca jeganaka 1. Ilo-
CJIeJTUIIA IIPETXO/IHOT he OUTH pazMaTparme XOMOJIOIHje OBOT' JIAHIACTOI KOMILJIEKCA.
[Tap mpumepa he mam jgaru wmuejy aa he ce MopcoBa xomosioruja IOKJIOIUTH Ca
CTAH/IAP/IHOM CHHI'YJIADHOM XOMOJIOTHMjOM M MOTHBUCAHU THME heMo (hopMy/InucaTu
BakKHy TeOpeMy Koja KaxKe Jia Cy CHHTYyJapHa U MopcoBa XOMOJIOruja 3a1paBo u30-
MopdHe U BHIlE JieTaba O MPeTXOJHOM ce Moxke Halim y [16] wmm y [17].

[Tomohy Xaprman-I'pobmanose TeopeMe qoKazaheMo TeopeMy O paciaiaarby Tpa-
JeKTopuja, Koja YMHU BarkaH KOpaK y ONHCY TPaHUIle MPOCTOpa TpajeKTopHuja, Koja
ce nak kopucrtu y jgedbunuiuju Mopcoe xoMmosioruje.

Ha kpajy Omx xkejeo Ja ce 3axXBaJjiuM CBOjoj MeHTOpKH np Jemenn Karwnh, na
IIPE/IJIOYKEHO] TEMU W BEJIMKOj TTOCBENEHOCTH, CTPIJbEIbY U CABETUMa TOKOM U3PaJIe
oBor pajia. Takobe ce 3axBasbyjem wianoBuMa Komucuje jip Josanu Hukomwh u jip

Uropy ¥YibapeBuhy Ha CBUM KOPUCHUM CyTeCTHjaMa IMPUINKOM YUTAba PaJia.

Kibyune peun: Iunamudku cucreM, jaudepeHnujasHa jeJHadnHa, TOK JudepeH-
IHjaJIHe jeJIHaYnHe, BEKTOPCKO T0Jbe, (pa3Hu MpoCTop, (pa3HU MOPTPET, EKBUIUOPH-
jyM, xoMmeomopdmuzam, Xaprman-I'pobmanosa teopema, MHOTOCTPYKOCT, Mopcosa
Teopuja, KPpUTUUIHE Tadke, XOMOTOICcKu cjioj, C'W-KoMILIeKe, T'pajrjeHTHa Tpaje-

KTOpHja, JJAaHIACTU KOMILIEKC, XOMOJIOTH]a.
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I'maBa 1

Henuneapnu cucremn

1.1 VYBonx

Heka je U orBopen nojckytr ox R™, I unrepsan Koju cagapxku tou F': U x [ —
R"™ HenuHeapHO BEKTOPCKO IoJbe. [locmarpamo citeehu cucrem pudpepeHInjasnnx

je,ZLHa‘II/IHa Ca IIOYE€THUM YCJIOBOM:

&= F(x,t) (L.1)

z(to) = wo.
Axo je F knace C! na U x I Tana cucrem (1.1) uma jesuHcTBEHO pererse jedu-
HUCAHO HA MAaKCUMAaJHOM MHTepBasy ersucreniuje (a, ) C I. Ako F He 3aBucu o

t ped je 0 ayTOHOMHOM HeJIMHEAPHOM CUCTeMY JupepeHInjaJ HIX jeTHAInHA.

Hedbunumnuja 1.1. [pecaurasare ¢ : R — R™ dedpunucaro ca

d
(@) = Florfa).
do(z) =x

ce HA3UBA TNOKOM CUCMeMa JuPepeHyujasHus JedHauHa Uil mok dedpunucar 6ek-

mopckum nomem F'.

Pemmeme cucrema (1.1) y Tauku ¢ je jenmHcTBEHO OfipeljeHO TOUETHUM YCIOBOM
x(ty) = xo u JeduHUCAHO je HA HEKOM MHTEPBAJIY KOJU 3aBHUCH OJf TadKe o, CTOTa
[IPeCIMKaBambhe U3 MPEeTXo/He JedUHUINje MOKEMO BUJIETH Kao IIPEC/INKABAbE TUju
je momen J X B, rje je B yonta oko jare Tadke u J WHTEpBAJ rje je J1edUHUCAHO

peleme, KOju IPUTOM 3aBUCH O Xo. MehyTuMm, ucrocrapiba ce j1a MOKeMO ITOCTHNT



I'JIABA 1. HEJIMHEAPHU CHCTEMH

Jla WHTepBaJ J He 3aBUCU O] TadKe T(, IITO rapaHTyje ciaejeha TeopeMa, Yuju ce

Jetasbal JoKa3 Moxke nahu y |9].

Teopema 1.1. Hexa je U omsopen nodckyn od R™ u eexmopcko nowe F : U X [ —
R™ nenpexudno u aokaaro ynugopmmno (not € 1) Jlunwuyoso no x € U. Tada 3a
ceaxo xro € U nocmoju xyaaa B ca uyenmpom y xog nosynpeunuka 6g > 0, maxo da

Jjeonanumra
T = F(z,t)

z(to) = Yo
UMG JeQUHCMBEHO PEUCHE
Yy [to —(50,t0+50} —U
dedpunucano 3a ceaxo yy € B.

Hapene Teopeme koje hemo naBectn 6e3 Jlokaza J1ajy KapaKTepU3allnjy IPeciu-
KaBama ¢; y 3aBUCHOCTU OJ] BEKTOPCKOr 1osba F'. Jlerasbuu mokasu mpejicrojehinx

Teopema ce Mory Halim y [9].

Teopema 1.2. Hexa je F xaace C' na U x I. Tada je npecauxasarve ¢ ougepe-

HUUJAOUAHO.

Hanomena 1.1. Axo cy 3adosomenu ycao6u npemrodne meopeme Modice ce “ak

nokasamu da je mox xaace C' na U x I.

Teopema 1.3. Axo je F' aymonomno eexmopcko nowe xaace C*, onda je npeciura-

sasare ¢; jednonapamemapcra pamuasuja dugpeomoppusama.

V¥ nacraBky hemo nogpazymesaTu ja je F' ayTOHOMHO BEKTOPCKO TOJBbE.

Hedbunumuja 1.2. Hexa cy UV CR" u F: U - R", G: V — R" 2aamxka se-
KmopcKka nowa . 3a moxose ¢, Uy dedpunucane sexmopcrum novuma F u G xasrcemo
0a cy KOHJY208AHU UAU EKBUBAAEHITIHY, GKO NOCTMOJU OUJEKMUGHO NPECAUKABATE

¢ : U — V mako da saorcu: ¢ o ¢y =10 p.
HonarHo:
e AKo je (p TuHEeapHO OHJIa KaXKEeMO J1a Cy TOKOBH ¢, 1)y TUHEAPHO €KBUBAJIEHTHH.

e Ako je ¢ xoMeomopdu3zaM OHJA@ KarKEMO Jia Cy TOKOBHU @y, 1)y TOIOJIOIIKH

CKBHBaJICHTHH.
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e Axo je ¢ mudeomopduzam OHIA KaXKeMO J1a CY TOKOBH @y, 1y 1n(epeHIIn]aTHo

CKBUBaJICHTHH.

Hedbununuja 1.3. Hexa je p : U — R™ dugpepenyujabunro npecauxasarve u F :

U — R" sexmopcko nowe. Bexmopcro nose o, (F) damo ca:

ce naszusa pushforward sexmopcroz nowa F npecaurasaroem .
Cnenehu cTaB ce J1ako IpoBepaBa.

CraB 1.4. Tokxosu ¢, Vy dedpunucaru sexmopckum novuma F u G cy dugpepen-
yujaano exsusasenmuu axo u camo ako G = o, F, 2de je ¢ dupeomoppuzam u3
depunuyuge (1.2).

Hapesna TeopemMa NOTIyHO OIKCYje TOK BEKTOPCKOT T0Jba Y OKOJIMHU Ta4dKe X

3a Kojy Baxku F'(xg) # 0.

Teopema 1.5 (Ucmpasbusoct BekTopekor nosba). Axo je F': U — R"™ sexmopcrko
nose mako da F(zg) # 0 3a ¢ € U, mada nocmoju oxoauna V mawke xg, xo € V C

U u dugpeomoppusam ¢ : V — (V) mako da je ¢, F = 6%1 =(1,0,...,0).

Hedbnannuja 1.4. Tauxa x., € U C R" ce nasusa eksuaubpujym uiu Kpu-
muywHa mawka cucmema © = F(x) axo je F(x,) = 0. Exeusubpujym x, € U je

runepboaunry axo 3a ceaxy concmeeny epednocm N mampuue DF(x,)' easrcu

Re X # 0.

Hamomena 1.2. /13 npemzodne meopeme caedu da je mok 6eKmopcroe nowa y oKo-
AUHU HEKPUMUYHE MAYKE EKBUBAAENAH MPAHCAGUUJU. 3aMO je NoHaAULaIbE CUCTNEME
Y OKOAUMU KPUMUYHE MAYKE 3GHUMMDUBUJE 0 YeMmy 2060pu caedeha meopema, Koja

je jedar 00 2AQ6HUT PE3YAMAMA ONUCAGHUL Y 080M PaIY.

ICucrem X = AX, tie je A = DF(z,) ce HasuBa IuHeapusamnuja cucreMa & = F(z) y Tauxu
z, € U.



I'JIABA 1. HEJIMHEAPHU CHCTEMH

1.2 Xaptmas-I'poOMaHOBa TeopeMma

Teopema 1.6 (Xaprman®-I'pobman’). Hexa je E omeopen nodckyn 0d R™ xoju
cadpoicu koopdunamnu novemax. Hexa je F € CY(E) u ¢y mox neauneapnoz cu-

cmema

&= F(z). (1.2)

Axo je F(0) = 0 u axo 3a ceaky concmeeny epednocm A mampuye DEF(0) saorcu
Re A # 0 mada nocmoje omsopenu ckynosu U,V C R™ xoju cadpoice xoopdurnammu
novwemax u romeomoppusam H : U — V maxo da 3a cearo xg € U nocmoju omeopen

unmepsan 0 € Iy C R maxo da je:
H o ¢y(x0) = eMH(xg), 20e je A=DF(0)
3a cearxo xg € U ut e lj.

Hanomena 1.3. Teopema sasicu u axo je exsusubpujym ., # 0. Haume moorcemo
youumu mpancaauyujy T, (1) = x — . u sexkmopcko nove G = (T, ) F wmo nam
daje: G(x) = (T_,,) F(x) =dT_,, (x+z.)(F(r+x,)) = F(x+x,) 0daxse je G(0) =
F(z,). Aaxae xada nahemo romeomoppusam us meopeme 3a G u exeusubpujym 0,

aymomamcku dobujamo u romeomoppusam 3a F u x, # 0.

Joxas. Tlocmarpamo cucrem (1.2), F € CY(E),F(0) = 0w A = DF(0). oxas
hemo 1osies Tt Ha KOpake:

IIpBu kopak (IIperasak na 2KopganoBy Hopmasiny dhopmy )

2Kopanosa Teopema HaM rapaHTyje Jia IOCTOjU NHBepTUOMIHA MaTpuna D Tako 1a

BazKH

P 0
Q

IJie 3a CONCTBEeHe BPeIHOCTU A, Marpurne P Baxku Re \,, < a < 0, 3a JIoK concrrene

/

D'AD =

BpeHOCTH Ay, MaTpune Q Baxku Re A, > 3 > 0.

Haxue, marpurie A u A’ cy cimdse mrTo uMIUTMIIpa Ja cy cucreMu & = Az u
& = A'r jmHeapHO eKBUBAJIEHTHM, & CAMUM THM U TOIOJIONIKH, Ma 0e3 yMamberma

OIMIITOCTU MOXKEMO CMaTpaTH Jia je:

P 0
0 @

2Philip Hartman (1915 - 2015) - amMepudkn MaTeMaTHgap
3David Grobman - pycku MaTeMaTHIap
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Hpyru kopak (/ledunncame npecinkasama Y u Z)

Heka je ¢, Tok nesmneapror cucrema (1.2). Taza je:

e R"”

t
x(xo,t) _ ¢t(x0) _ 3/(3/0720, )  mmeje wp= Yo
Z(y07Z07t) 20

npu yeMy yo € E° (crabmnan normpoctop ox A) u zg € E" (Hectabusian moTIpocTop
om A)L.

Hanomena: 3a caky marpuiy A Baxkun: R" = E*@@ E* @ E°, tae cy E*, E", E°
cTabuHu, HecTabuIHu, MeHTpa Hu norupoctop ox A. Kako je y mamem ciy4ajy
MaTpura  xunepbosmika Baxku E¢ = 0 mro nosiaaun ja je R" = ES@ E" u 3a
cBako x € R" pasnarame © = (y, 2) je jeJIMHCTBEHO.

A

Younmo cajia u3pas x(rg, 1) — ey Koju KaJj| 3aluIieMo y MaTPUIHOM OOJIUKY

y(o, 20, )| e 0| |wo| _ [¥(t0,20,1) — e o
2(Yo, 20, 1) 0 €9 |2 z(yo,zo,l)—eon'

Crora younmo ciejieha /iBa IpecanKaBamba:

JI0061mjamo:

Y (4o, 20) := y(¥0, 20, 1) — "0, Z(y0, 20) 1= 2(¥o, 20, 1) — €92.

Kaxko je 0 exkBummubpujym cucrema to nosiadu ga je x(0,t) = 0
nomaun ga Y (0) = 0 u Z(0) = 0. Taxobe Bazku ma je DY (0) = 0 u DZ(0) = 0.

[perxonna TBpama je expusagentHa ca 0 = d(¢;(z) — ez)(0) = dp1(0) — e na

IITO ayTOMaTCKH

je nososbHO fokazatu fa je doi(0) = et. Crora younmo criesehy Bapujarmony
jeTHaunHY:
d
— (&) = A(t)ee(E)
dt
wol(§) =€

rae je A(t) = LF(¢y(x)). Bamenom z = 0 godujamo A(t) = LF(0) = A, na

X
ce pelraBambe MIPEeTXo/He BaphjallioHe jeHaUnHe CBOJM Ha PENIaBarbe %(pt = Ay,

4t U3 nokaza Teopeme 1.2 3mamo 1a je @, = d¢1(0) crora

sak/Byayjemo ma je doi(0) = e, amme cMo ompaBaaam HaBeJeHy TBPIIbY.

4uje je pelieme o = e

4Crabmian moTIpocTop on A IpescTaB/ba JIHHEAPHH IIOTIPOCTOP MeHEPUCAH COIICTBEHIM BEK-
TOPUMa KOJU OJIN0BApajy COICTBEHUM BPEIHOCTUMA KOje 3a10BosbaBajy Re A < 0, 10K je HecTabuian
reHepucaH COIICTBEHNM BEKTOPHMMA UHje COIICTBEHE BPEIHOCTH 33aB0osbaBajy Re A > 0
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Y (yo, 20) 1 Z(yo, 20) ¢y Hempekmano mucdepeHnujabuina Ipecinkabamba jep je F

kinace C'ua F ma na koMmaktaoMm ckymy |yo|? + |20] < s0? mmamo:
IDY (yo, 20)ll <@ 1DZ(yo, 20)l < a

KOHCTaHTy a I10 HOTpe6I/I MOKEMO CMAILUTH TaKO IIITO NeMO CMambUTH S0- ,HGCI)I/IHI/I-
meno rrarke bynxuuie Y (yo, 20) u Z (Yo, 20) ca Y (yo, 20) m Z (Yo, 20) ma [yo|* +20|* <

(%2)? u mymom Ha |yo|* + |z0|*> > s0°. Kaxo je DY orpanmueno na R" reopema o cpe-

JIEb0j BPEJIHOCTH HaM 3a CBaKo (Yo, 29) € R maje:

Y (90, 20)| = [Y (%0, 20) = Y'(0,0)] < av/]yof* + [20* < a([go] + [20])

u camano |Z(yo, 20)| < a(|yol + |20])-

Tpehu kopak ([ledunncame npecinkasamwa L u T')

Y oBoM Kopaky hemo uckopucTuTu nomoliny Jsiemy, uuju ce poka3 moxke nahu y [9].

JIema 1.1. 3a ceaxo e > 0 mampuua A je cauuna mampuyu P 4-eQ’, 2de je P'4Q'°

Kopdarosa® nopmanna dopma mampuue A.

Axo cy A, 1 A, concrsene speanoctu Marpuna P u Q u3 xopaka 1 (Re ), <
a <0,Re);, > B >0), rama cy e u M conereene BpennocTn Marpuna B = ef

u C := e npu ueMy BaxKu:

0 < ‘6>\pj| _ |€Re)\pj+i1m)\pj‘ — |6Re>\pj|’€ilm>\pj| < e < 17 |€)\qj| > 65.

3a € > 0 nema 1.1 Kazke ja mocroje maBepTudbmane marpuiie N1 u Ny Tako ja:
_ -1 _ _ —-1nH—1
N7 'BN; = M7 PN v Hopmy ' < et N, LO-INy = N2 Q7 N2 g HOpMY

< e7P*2. Ba noBosbHO MasIo € MozkeMo mocTrhn Ja
b=|B|| <1, e=]|CTY| <L
JedunuiieMo mpecinKaBamba:

By
Cz

By +Y(y,z)

Ly 2) = Cz+Z(y, z)

, o T(y,2) =

) T =

1j. L(z) = eAx u nokammo T(z) = ¢y ().

SMarpuma P’ ce cacToju oJ COICTBEHHX BPEIHOCTH, JOK Marpuiy (' caummasajy Hysle n
€BEHTYaJIHO 110 HeKa jJeJMHUIA U3HAJ, J¥jaroHaJe.
6Marie Ennemond Camille Jordan(1838-1922) - dbpaniycku maremMmaTuaap
7 _ n i A —
[|A|| = max (ijl |aij\), rie je A = (ai;)} =y

1<i<n
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Jlema 1.2. Ilocmoju xomeomopguzam H : U — V', 0 € U,V maxo da sasicu:
HoT =LoH.

[Iperxoany semy hemo jokazatu y koparuma 4 u 5.

YeTBpTHU KOpaK:

Heka je:
)
U(y, 2) z
Tana je HoT' = L o H eKBUBaJIEHTHO ca:
Be(y,z) = ®(By +Y(y,2),Cz + Z(y, 2)) (1.3)
CW(y,z) = W(By +Y(y, 2),Cz+ Z(y, 2)). (1.4)

3a JIpyry jeIHadYnHy peKypeHTHO Jedunuinemo Hu3 Wy:

Wo(y,2) =2 (1.5)
Up1(y,2) = C "By + Y(y,2),Cz + Z(y, 2)). (1.6)

Uuayknujom hemo nokaszaru ja cy dyuknuje Wi (y, z) HEpeKUIHe U 3a/10BOJbABA]Y
Ui(y,2z) = z3a |y| + |2| >2s93a k=0,1,2...

— Oaza:
Uy(y, z) je HEMPEKUIHO Kao MPOjeKInja U CBAKAKO 33/I0BO/baBa yCJIOB 3a
lyl + |z| = 259

— KOpak:
Onmax mmamo Ja cy W (y, z) Hempekuae. 3a So TOBOJBHO MaJjo (HIIP. Marbe
on 1) Baxku sp? < 8¢9 < 28¢ u 360r HauMHa Kako cMo jedunucan byHKIHjy
Z(y,z) Baxu Z(y,z) =0 3a |y| + |z| > 2s¢ mTo Ham gaje:
Uiy, 2) = OBy + Y(y,2),Cz + Z(y,2)) = C7H(Cz + Z(y,2)) =
2+ C ' Z(y,z) = z 3a |y| + |z] > 2s0

Taxkobe, kopucrehn nHAyKIHUjy HoKazaheMo
05y, 2) = Uja(y. 2)] < Mri(Jyl + )’ j=12,...

e cy r = c(4max(a, b,¢))’,0 € (0,1) noBosbHO Maso Taxo ja r < 1 (mrro je moryhe
jepc<1)u M = ac(2s9)*~%/r.



I'JIABA 1. HEJIMHEAPHU CHCTEMH

Kako je 3a |y| + |z| > 259 Vi(y,2) = 2z 3a k = 0,1,2... oqmax cuenun Ja je
Uii1(y,2) = Vi(y,2) =2 — 2z =03a k=0,1,2... rako ga hiemo y cienehem moxaszy

cmarparu ja je |y| + |z| < 2so.

— baza (j = 1)

W (y, 2) — Wo(y, 2)| = |[C " Wo(By + Y (y,2), Cz + Z(y, 2)) — 2|
=|CHCz+ Z(y,2)) — 2| = |C Z(y, 2)]
<IC7H1Z(y, 2)| < callyl + |2])

r(lyl + z])

r(lyl + [2])°

ca _
< —(2s0) O (Jy| + |2])°

T
= Mr(ly| + |2])°

(lyl + 11)°

Q
IS

— Kopak
|\Ijk+1(y7 Z) - ‘Ijk<y7 Z)’ <

< |CTN(By + Y (y,2),Cz+ Z(y,2)) — C 'y (By + Y (y,2),Cz + Z(y, 2))|
< ICTHI(By + Y (y, 2), C2 + Z(y, 2)) — Vra(By + Y (y,2),Cz + Z(y, 2))]

" M 1By + Y (1,2)| +1C3 + Z(5. )
< etr* (bly] + 2a(ly] + |2]) +clel)
< eMr* (bly) +121) + 2a(ly] + |21) + ellyl + |=D)
— c]\/[ﬂ“((\y[ + 12])(2a + b + c))6
< eMr* (1max(a,b,0)) (y] + |21)
= My + |,
9uMe CMO JOKa3aJIn 2KE/bEHO TpreH;e

||‘I’k:+1 - ‘llkHoo = Sup|q’k+1(yaz) - ‘I’k(?/a 2)| = Sup Mrk+1(|y| + |Z|)6
zER™ lyl+]2]<2s0

2 1-46
_ Mrk+1(280)5 _ Mrkﬂ(zso)‘; = 2acsork —0, k— o0
T

Jobumm cmo na je ¥y, Kommjes® y mpocropy (C(R”;Rm), [| - ||OO> Kaxko je mpe-

TXOJIHO MOMEHYTHU IpocTop Komiuieran Wy kouBeprupa ka dyakuuju ¥ (y HOpMU

8 Augustin Louis Cauchy(1789 - 1857) - dbpaHycKn MaTemaTadap



I'JIABA 1. HEJIMHEAPHU CHCTEMH

Il 1l) Tj- ¥} paBHOMepHO KOHBeprupa ka dyukmuju V. Ilymramem ma t — +00 y

(1.6) mobujamo ma rpanmana dyukimja V(y, z) 3am0Bo/baBa jeaaadnny (1.4).

Iletn kopak:

Ha xpajy apyror Kopaka jokazasu cMo |Y (o, 20)| < a(|yo| + |20]) (cmmano 3a
Z(y, z)). 3a moBospHOo MaJio @ (ITo MOKeMo HOCTHNE cMalbuBaIbeM sg) nmahemo 1a
cy Y u Z (noxamno) Jlummuiose’. To he 6utu gososbho qa T uma unseps (jerasban

JIOKa3 oBe TBpJIbe ce Moxke Hahu y [5], [7]):

B7'y +Yi(y, 2)
Clz+ Zi(y, 2)

B_ly

T 'y, 2) =
(y,2) o1

Y

. -1 —
] , U cBakako mMamo: L7 (y,z) =

Cagna he uspas H o T = L o H 6utn exsupajenTan nzpasy L 1o H = Ho T 1.

Kama oo pacrumiemo BuuMo i jegaadnHa (1.3) 3anmpaBo eKBUBaJCHTHA Ca
B ®(y,z) = ®(B 'y + Yi(y,2),C "2 + Zi(y, 2)).

VY3 yeioB @y, 2) = y UPeTXOHY jeHAUNHY MOXKEMO DElTUTH METOJOM HTepa-
mje (kao 3a V), a To hemo mohu jep b = ||B|| < 1.

,D;aKJIe ,ILO6I/IJII/I CMO TPazKE€HO HEIIPEKUIHO ITPpEC/INKaBabe

®(y, 2)
U(y, z)

OBu nTepaTWBHU TOCTYIIIN Cy 3allpaBO UMHUTaIja JToKa3a BaxHaxoBor craBa o ¢dhu-

H(x) =

kcHOj Tauku. Hawmmve W(y, z) he 6urn dukcHa Tadka npecvkaBamba v, TJe je
a(F)(y,z) = CT'F(By + Y (y.2),C2 + Z(y, 2))

u cimano 3a $(y, z). JemuncTBeHOCT (bUKCHE Tavke jnaje jeauHcTBeHO H.
C apyre crpane, y3 3ameny mecta L u T mobujamo jeamncrBenn Hi 3a Koju BaxKu

T o H = Hyo L. Kparkum padayHoM J1001jaMo:
HoT=LoH=L'oH=HoT™,
ToH =HoL=H'oT'=L" oH".

U3 mpeTxo/tHe [Be jeTHAKOCTH 3aK/bydyjemo qa H uw H; ' ycrmocraBibajy MCTy KOH-

jyrarmujy 1a 300r jeJIMHCTBEHOCTH CJICJIN:

Hil - Hl-

9Rudolf Otto Sigismund Lipschitz(1832 - 1903) - memadxkn MaTeMaTHIap



I'JIABA 1. HEJIMHEAPHU CHCTEMH

Kako je Hy menpekuiHo jep je J0OHjeHO Kao PABHOMEPHU JIUMEC HEIPEKHTHUX

dyHKIMja MOXKEMO 3aK/bYIUTH J1a je H xoMeoMopdu3aM.

IIlecTu Kopak:
Youumo xomemopduszam uz jgeme (1.2) u ozmaummo ra ca Hy. Heka cy L' u T*

jennomnapamerapcke dpamminje geduHucane ca;
L (z0) = ey m T (x0) = ¢¢(0)

u jgeduHUIIEMO Tpec/nKaBame H 1= fol L=°H(T* ds.
Kparkuwm padyrom jobujamo:

1 1 1—t
L'H = / L' H,T* ds = / LI Hy 5t dsTt 2= / L™YHyT" dyT"
0 0 -

t

0 1—t
- ( / L~ HyT* ds + / L~ H,T* dy>Tt
0

—t

(*) 1 1—t
&) ( / L~HyT* ds + / LHyT* ds)Tt
1—t 0

1
_ ( / L~ H,T* ds)Tt — HT'
0

Kaxko je Hy = L~'HyT Taja Baxn:

/ O L™ HoT*ds = / 0 L™ Hy T ds 2= / 1 L™V HoT" dy
—t —t 1-t
na je (x) ompapiaHa.

Jaxne noxasam cvo H o Tt = Lo H unu eksusasientro H o ¢y(zg) = e H ().
Ba t = 1 nocneama jepnakoct nocraje H o T(xg) = Lo H(xg). Xomeomopduzam H
3a/10BOJbaBA, IIPETXOAHY jeJHAKOCT M IHEroBa jeIMHCTBeHoCT uMiLmnupa H = Hy.

Jobuan cMo TpazkeHu XoMeoMopduzaM, IuMe CMO KOMILIETHPAJIH J0Ka3.

10



I'JIABA 1. HEJIMHEAPHU CHCTEMH

IMpumep 1.1. Pazmompumo caedehu cucmem dupepenuujasiur jedHauuna
y=-y
=z 4192
Nako nppyra jeanadmaa 3aBUCH OJT 4, OBaj CUCTEM MOXKEMO PENIUTU TAKO IITO
pEIINMO CBaKy jeaHadmay mouaocob. Hawmme, mpsa jegHaunba je audepeHIujaana
jeaHaunHA KOja pas3jBaja IMPOMEHJbUBE, JIOK Ce 3aMEHOM Y JIpyTa jeJHadnHa CBOJIN
Ha JIMHEApHY JudepeHnuja ity jeHaunny npsor peja. [lociie kpaTkor padyHa J10-

OujaMo Jia je pelehe CUCTeMa:

Y =yoe "

w2
z = ze' + go(et —e ),
Jacuo je ma Tauka 0 ekBumbpujyMm jrator cucreMa u Kako je jorr A = DF(0) =

-1 0
0 1] BUJIMMO JIa je ped O XUIepOOJMIKOM eKBUINOPU]yMY.

[Iperxoana Teopema HaMm TrapaHTyje Ja IOCTOjH jeJMHCTBeHH Xomeomopduzam H
y OKOJIMHU KOOPJMHATHOI' IIOYeTKa Ca rope OIMUCAHUM CcBOjcTBUMA. VMuTnpamem
UTEPATUBHOI TIOCTYIIKA U3 MPETXOJHE TeopeMe heMo ra eKCIUTUIUTHO U3padyHaTH
1 IIOKa3aTU Ja je y OBOM CJIy4dajy ped O IVI00AJHOM XOMEeOMOPGU3MY KOjU CINKA
peleba OBOI' HEJIMHEAPHOT CUCTEMa y pelleiba HeroBOr JTUHEAPU30BAHOTI CUCTEMA
3a ceako v € R% ¢t € R.

Kaxko je marpumna A Beh y 2?Kopmanosoj dopmu jgo6mjamo:

B=c¢"=¢! b=|B|l=1<1l C=e?=¢c=¢ c=|C}=1<1

Hapesnnu kopak ce ofuocu Ha onpehuBare npecinkaamwa Y (Yo, z0) 1 Z (Yo, 20)-

Y (v0, 20) = y(1,%0, 20) — epyo = yoe_l — yoe_l =0

= > e —1
Z (Yo, 20) = (1,90, 20) — €QZO = Zp€ + %(6 - 6_2) — 20€ = kyg, k= 32

Kopuhemwem ,,bump” dyuknuja, Tj. 3acenameMm Kao y Teopemu jgobujamo Y un 7.

Pemasame
CV(y,z) =V (By+Y(y,2),Cz+ Z(y, 2))

Ce CBOJIM Ha pPelllaBaibe

U(y, 2) = e (e y, ex + ky?).

11



I'JIABA 1. HEJIMHEAPHU CHCTEMH

Caﬂa MO2KEeMO Ja IIPUMEHUMO UTePpaTUBHU HOCTyHaK Ja 6I/ICMO HalllJIX IIpeJINKaBaibe
v,
\IJO (ya Z) =z
Uiy, 2) = e " Uyle My, ez + ky?).

Uy (y,2) = e 'Wole ty, ez + ky?) = e ez + ky?) = 2 + ke 'y
Uy(y,2) = e "Wy(e y, ez + ky®) = e ez + ky? + e ke ?y?) = z + ke ' (1 + %)y

\I’n(y7 Z) =z+ ke*1(1 + 673 + ...+ (6*3)n71)y2.

[Iymramem 1a n — 400 U CyMUpameM MIPETXOIHOT TeOMETPHUjCKOT pejia J1I001jaMo
maV,(y,z) = Yy, 2) =2+ % yuudopMHO 3a cBako (y, z) € R?. Ciuuno gobujamo

®(y,z) = y 3a cBako (y, z) € R?, na je rpaxkeno npecimkasame Hy garto ca:

Y

Hy(y,z) =
(Y, 2) Z_i_y;

Jacno je ma je Hy HenmpekuHO U Ja My je UHBEp3

Hy (. 2) = [ y]

Ay

Koju je takohe Hempekujan. U3 Teopeme 3namo ja je Hy = H m Kako mMamo
PaBHOMEDPHY KOHBepFeHL[I/ij Ha IIeJIOM JOMEHY, HalllJIi CMO €KCIIMIUTHO >KEeJbE€HU

robaHn XoMeMopdu3aM KOju OCTBapyje MOTpeOHY KOH]yTalln]y.

z

|
[

/ y .
//’/—T e, N ' o
o NN
m’;/\ /—\ N o
y 4 AN -1
. , N\ H Y
-
"

|

4

A
<

—————
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I'JIABA 1. HEJIMHEAPHU CHCTEMH

Ha nperxo/iHoj ciaumm cy jgatu ¢pa3Hu MOPTPETH MOCMATPAHOT HEJIUMHEAPHOT CHU-

cTeMa U merose juHeapu3anuje. [[pumernmo na ce mpaBa 2z = 0 TUHEApHOT CUCTEMA

2
ca H™! ciuka na Kpuny z = — 4% mermmmueapror cucrema. Ilpasa y = 0 ce ca H -1

cJMKa Ha caMy cebe, JIOK ce TpajeKTOpuje JUHEeAPHOTr cucTeMa O0JINKa 2 = % ca H™!

CMKajy Ha Tpajexropuje z = . — 4.

13



I'1aBa 2

IIpernen kiaacuane MopcoBe Teopuje

2.1 VYBoJ

Heka je M muorocrpykoct jgumensuje n u f : M — R rinatka dyHKIH]A.

Hedbununuja 2.1. Tauka p € M je kpumuvwrna mawka pyrrkyuje f axo je df, :

T,M — R nyaa npecaurasaroe.

Heka je (U, ¢) kapra oko Tauke p € M u f = foe~ ! Tanaje p € M kpuruuna

TadyKa aKO BazKM:

of
8@'

(¢(p)) =0

3a CBaKo ¢ = 1,n.

Hedbunnnnuja 2.2. Kpumuura maukap € M je nedezenepucara axo je Mampuya
dpyeoz u3600a 3
- an

D= | )

7= [gmae (o)

Hedezenepucana, 00HOCHO PaH2a M.

1n

Kako cMmo HezmerenepucanocT pedunucann y KapTu, 3aHIMa HAC IITa Ce JIeNaBa
Ka/1a TTPOMEHUMO KapTy Tj. JIa JIM ce MOXKe JIECUTHU JIa Y HEKO] KapTu u3ryonumMo Heje-
reHepUCcaHOCT MaTpuIle Jpyror m3Boja. lcmocraBrba ce ia Henerenepucanoct nehe
3aBUCUTHU O] KApTE€ W OBY TBP/IbY hemo olpaBiaTu yBohemeM HapeIHOT OunHea-

PHOI' IpEC/INKaBakba.

14



I'VIABA 2. IIPEI'JIE]] KJIACHYHE MOPCOBE TEOPUJE

Hedbunumnuja 2.3. Xecujan 2aamxe pyrxyuje f y xpumuunoj mauwku p € M je
cumempuuno ouauneapro npecaukasarve Hy(f) : T,M x T,M — R dedunucano ca
Hy(f)(X,,Y,) = X(Yf)(p), 2de cy Y, X : M — TM npoussomna éexmopcra noma
xoja sadosomasaju Y (p) = Yy, X (p) = X,,.

Hamomena 2.1. Ilpumemumo da u3 wurenuue da je p € M xpumuuna mauka

dobujamo X,(Y f) =Y, (X f) = X(Y f)(p) =Y (X £)(p) = [X,Y](p)(f) = df,[X,Y] =

0 my. saorcu:
X, (Y f) = Y,(X ).

Kaxo aesa cmpana npemzodne jednarxocmu we 3asucu 00 npodyotcerva X, a decta 00
npodyoicerva Y 3axnyuyjemo da obe cmpane He 3asuce 00 npodyocera X,Y . axae

npemxodna dedpunuyuja ne 3asucu 00 usbopa npodyicersa X,Y .

Ako y3memo npousBosbHy Kapty (U, ¢) y Kpurwdasoj tauku p € M, Ty hemo

uMaTH JeduHrcaHe IaplujaiHe u3Bojie Koju pazanumwy 1,M crora nobujamo:

%= (o) o= Yn(a).

) , rue cy a;,b; rnarke dynkimje.

Opnatne ciaean
H,(F)(X,.Y, }jaljaxax o(1).
i0T;

Axo younmo apyry kapry (V) @) y KpUTUIHO] TAYKU p TAKO Ja je ¢ = P o p, 3a

nekn jiucpeomopduzam ¢ u ]?: f o ¢! KpakTEM padyHOM T0OHjaMO.

0? 8gb 0o 0¢
&Uﬁx] Z 8y18yk &Ul oy, Z 8yk 8:cl<8xk>

Kako y kputu4noj tauxku p apyru cabupak HecTaje, 3aKjpydyjemo ja he Xecujan

y HeJlereHEepPUCaHOj TauKN OUTH M3parkKeH MPEKO MaTpUIle APYror n3Boga (QPyHKIHje
f. Ca apyre crpaHe 3HaMO Ja je y pUKCHPaHO] O6a3u OMIMHEAPHO IIPEC/INKABAIHE
onpeheno cBojom MaTpuioM u Ja he MHBEPTUOMIHOCT CAMOr IIPECINKaBamba OUTH
€KBHUBAJIEHTHO Ca WHBEPTHOMIHONINY MaTpuUIlle, Y HAIlleM CJIydYajy MaTpUIle JIpyror
n3BO/Ia DYHKITHjEe f

Cajia BUIMMO J1a je HeJIereHEePUCAHOCT KPUTHIHE TadKe y CMUCTY JePUHUTM]e
(2.2) ekBUBaJIeHTHA ca HeJlereHeprcanoniily Xecujana, a Kako je oH JeduHucan rio-
OaJTHO W He 3aBUCH 0J1 M300pa KapTe TaKO HU HeJIeT€HePUCAHOCT KPUTUIHE TauKe He

3aBucH oj n30opa Kapre. MoTuBHUCAHN MPETXOHUM YBOJUMO cjiejehy neduHumjy.

15



I'VIABA 2. IIPEI'JIE]] KJIACHYHE MOPCOBE TEOPUJE

Hedbunumnuja 2.4. Kpumuuna mauka p eaamxe gyruxyuje f : M — R je nedeze-
nepucana axo je det(My(f)) # 0, 2de je My(f) = < 0 f (c,p(p)))
nxn

Ox;0x;

Hanomena 2.2. Mampuya M,(f) je cumempuuna ca peanrum concmeerum epe-
dnocmuma u 3naKosy concmeenux epednocmu cy oopehenu ca Hy(f), dok fie jeduro
epedrocmu 3asucumu 00 uzbopa xkapme. Odasde npumehyjemo da y no2odnoj Kapmu

nPeMTodny Mampuyy mootcemo sudemu xao dujazonarny ca £1 wa dujazonanu.

Y napennuM nedunuimjama jgedunncahemo mojMose Koju he OuTu K/bydHU 38

Hare Jiajbe pasmarparme Mopcose Teopuje.

Hedununmja 2.5. Jumensuja makcumannoz nomnpocmopa 00 T,M 2de je H,(f)

HezamueHo degiunumcm Ha3uUBa ce uHodexc KpumuvHe mavke p.

Hedbunannuja 2.6. [wamxa gynxuuja f: M — R je Mopcosa axo cy cee remne

Kpumusre maywke Hede2enepucate.
Mozxke ce mokasaru jga Baxu ciaeaehe rBpherbe, qmju ce JoKa3 Moxke vahu y [11].

Teopema 2.1. wamxa pyruxuyuja f: M — R je Mopcosa axo u camo axo je dughe-

1

peryujan df mpanceepsasar HG HYAMO ceuerve KomaHnzenmmoe pacaojerva 1 M.

Y HacTtaBKy hemo J0Ka3aTwm OUTHY OCOOMHY KPUTHYIHUX Tadaka Mopcose dy-

HKITHjE.

CraB 2.2. Hedeeenepucare xpumuune mauke aaamxe pyruxuyuje [ M — R cy

U30/4060HE.

/lokxas. Heka je p € M nenerenepucana KpuTudHa Tadka ¢ynkiuje f. Be3 yma-
memba ommmroct younmo kapry (U, ) y Tauku p nienrpupany y wyiam 1j. ¢(p) = 0.

[Tocmarpajmo npeciukaBatbe F @ p(U) — R™ naro ca

F@) = (30 ¢ )@ s (S 097)(0)

Ipumernmo na je F(0) = 0u DF(0) = M,(f). Kaxko je Tauxa p HeJerenepucana
Ha OCHOBY T€OpeMe O MHBEP3HOj (PYHKIN]H 3aKJ/bydyjeMo Jia mocTtoje okosune Uy 3 0

n U, 2 0 rako 1a je F' [y, mudeomopduzam, na cremujaaao nu 1 — 1. Tana 3a

Hlpecmukasamwa F : R — M u G : S — M cy tpaucsepzaina ako je F(R) N G(s) = ) um
ako je Fi(a)To(R) + G (b)TpS = T, M, 3a cBe a,b,p taxse na je F(a) = G(b) = p. Crenujamuo
npeciaukaBame F': R — M je TpaHcBep3aJjHO Ha moaMHOrocTpyKocT S C M ako cy F u uHKIIy3uja
ig : S — M TpaHCcBep3aJIHA [IPECINKABAHA.

16



I'VIABA 2. IIPEI'JIE]] KJIACHYHE MOPCOBE TEOPUJE

ceako x € U; \ {0} mvmamo F(x) # F(0) = 0 u3 dera 3aKk/bydyjeMo Ja y OKOJIHHU
HyJIle HeMaMO KPUTHYHHUX Tauaka, Tj. T HHUje KPUTHYIHA Tauka of f o o 1. Jlaxie,
3aKJbyyjeMO JIa MOCTOjH OKOJIMHA TAauKe P Y KOjOj HeMa JAPYIUX KPUTUYHUX Tadaka
yukuuje f.

[

IMocnemuua 2.3. Mopcosa ¢pynxuyuja f: M — R na xomnaxmmoj mrozocmpyro-

cmu Uma Koratar 6p0j Kpumu1YHur ma4aka.

/loxas. TlpernocraBumo jga Mopcoa dyHKImja f nMma 6€CKOHAYHO MHOIO KPHUTH-
gHux Tadaka. llopehajmo ux y Hu3 m o3Hadymmo ra ca x,. Kako je M kommakTHa
MHOT'OCTPYKOCT Taj HU3 nMa KoHBeprupajyhm monnmus z,, — x. Yumenuma na je
df HempekuHO TpecsnKaBame mosiaadn jga je df () = 0, Tj. x je KpUTHIHA TadKe
dyuknuje f. Kako je ona jnobujena u3 rpaHuvIHEe BPEIHOCTH IOIHU3A HEJET€HEPU-
CAHUX KPUTUYIHUX TadakKa, OHA He MOXKe OUTH M30JI0BaHA INTO je KOHTPAJAUKIIAja Ca

MIPETXO/THUM CTaBOM. O

VY nacraBky hemo BujieTn nap ocHOBHUX IpuMepa MopcoBux dyHKII]a.

Ipumep 2.1. Hocmampajmo dynxuyuje f,g: R — R dame ca f(z) = 2° u g(x)
22, Tauka 0 ie 6umu jeduna kpumuuna 3a obe dynxyuje, asu xaxo umamo f”(0) =0

u ¢"(0) = 2 zaxwyuyjemo da je g Mopcosa, dox [ nuge.

ITpumep 2.2. Hexa cy f,g:S™ — R ¢pynruyuje dame ca

fz1, 29,0 Tpy1) = Tpya, g1, T2, . Tny1) = (Tny1)?
Tauke (0,0,...,£1) fie 6umu jedune kpumuune mavke gynxyuje f rxoje he bumu
nedezenepucane, na he f o6umu Mopcosa. Ca dpyee cmpane mauxe (0,0,...,+1)

u cee mauxe ca exeamopa buhe kpumuune mavke 3a ynkuyugy g. Kaxo je chepa
S" Komnaxmmua na ocnosy npemzodue nocaeduye 6Poj KPUMUMHULT Ma4aka 6U MO-
pao bumu xornauan. Dynkuyuja g uma beckonavwar OPO] KPUMUMHUT MAYAKA UWMO

nosaavu da ne moorce bumu Mopcosa.

Cana moxkemo moctaButu cienehe murame. Kosmko mocroju Mopcosux ¢dy-
HKIFja, Tj. Ja JII Ha CBAKOj MHOIOCTpYKOCTH MoxkeMo Hahu MopcoBy dyHKIHI]jy?
Ouxroeop he mam jgartu ciezielie Teopeme unju ce JerasbHu jiokasu mory Hahnm y [2]
wm y [16].

Kako cBaky myiaTKy MHOTOCTPYKOCT JIMMEH3HUje 1 MOxkeMo yiaoxutu y R™ 3a

HEKO m > n (3a Jerasbe norsenaru |3]) mMoxe ce jokasaru ciejelia Teopema.
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I'VIABA 2. IIPEI'JIE]] KJIACHYHE MOPCOBE TEOPUJE

Teopema 2.4. 3a ckopo cee (ai,as,...,an) € R™ y cmucay Jlebezose® mepe na
R™ dynxuyuja f: M — R dama ca f(x1,29,...,2Tm) = 121 + a2Zs + -+ - + Ay, je
Mopcosa pynruuja.

Crenehia Teopema onpasiasa ersucreniujy Mopcosux (pyHKIMja Ha 3aTBOPEHO]>

MHOTOCTpyKOCTH M .

Teopema 2.5. Ckyn ceuxr Mopcosuxr dpymrxuyuja Ha 36MEOPEHO] MHO20CTPYKOCTIU

je omeopen u ceyda eycm y C*(M).

2.2 MopcoBa jema

Ako mocmarpamo 6eckoHadHO TyTa raarky dyskimjy f @ R®™ — R 3namo ga y

okonmuan () Hamma dyHKIMja uMa ciaegehn obmk
1
f(z) = f(0) + dfox + éde2f0x +o(||z|*)

IJIe CMO KOPHUCTUJIA MaTPUYHY HOTAIU]y 300T jeJHOCTABHUJEr 3aIIHCA.

Cagna mocMaTpamMo (OYHKIHjY Ha MHOTOCTPYKOCTU. Y HeJIereHepUCcaHoj KPpUTH-
qHoj Tauku nmahemo 1a je dfy = 0 g0k hemo y mOrojiHoj KapTu UMaTH & je Ma-
Tputia XecujaHna jaujaronasHa ca +1 Ha gujaroHaan. Ajim 300T HEJET€HEPUCAHOCTU

KPpUTHUYIHE Ta4YKeE Bakuhe u BHUIIE O 9EeMy I'OBOPpH Hap€/IHa JIEMa.

‘nema). Hexa je p € M nedezenepucana Kpumuuma mavka

JIlema 2.1 (Mopcosa
dynryuge f: M — R undexca k. Tada y p € M nocmoju xapma (U, @), p(p) =0

maxo da sascu

-1 2 2 2 2
foo (1,29, xn) = f(p) —21" — - — 2" Fpp” 1y
/loxas. Kaxko je TBpheme JokaaHOr KapakTepa mMoxkeMo nmocmarparu M = R™. Ta-
kobe, 6e3 yMamema OIIITOCTH MOXKeMo Hpernoctasutu ja je p = f(p) = 0, jep y
IIPOTHBHOM MOXKEMO U3BPIIUTU TPAHCHOPMAIH]Yy KOOPJIMHATHOT CUCTEMa TaKo Ja

TO BazKM.

Heka je g(z) = d*>f(0)(x, ) u gedunnmenmo wy = dg,w; = df.

2Henri Léon Lebesgue(1875 — 1941) - dbpaniyckn MaTeMaTuaap
3MHOroCTPYKOCT je 3aTBOpeHa aKo je KOMIIAKTHA U 6e3 IPAHHIIe
4Harold Calvin Marston Morse(1892 — 1977) - aMmepudkn MaTeMaTHIap
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Jla bucMmo JroKazaJm 2KeJheHO TBpheme M0Bo/bHO je Hahu qudeomepduzam ¢ Koju

3a,10B0/baBa ¢*w; = wy u ¢(0) = 0 jep Tajma mobujamo
Pwi =wy < ¢"df =dg < d(fo¢)=dg

mro HaM y3 yeaoB ¢(0) = 0 maje fo¢ = g u y3 MOroJHy JuHEeapHy TpaHCHOPMAI]y
JI0OMjaMO >KeJbeHH Pe3yJITarT.

Younmo dbamuiujy audepennujaninnx dopmu w; - M — T*M nedunucany ca
wy = wo + t(w — wp). Ako jemHomapamerapcka damuimja audeomopeduzama ¢y

3aJ10BOJbABA ¢ Wy = Wy, Po(T) = = TO MOBJIAYM JIa je
d
—¢r'wy =0

dw
Ca mpyre cTpane Kako je d_tt = w; —wp u dwy = 0 (360r TauHOCTH HOPMU W U
wo) Kapranosa dopmyra Ham iaje

0= %(bt*wt = ¢ (d(ix,wi) + ix,dw; + %) = ¢ (d(ix,we) +d(f —g)) =

= ¢ (d(ix,we + f —g)))

. Caja je moBO/bHO Hahl BEKTOPCKO II0JbE TAKO /18 BarKu:

itht :g_fa Xt(0> =0

mro he Ham ayTomMaTcKu jaTu TpaxkeHu gudeomopduzam. OBako mMo/be ce MOXKE
wahu u 3a jerasbe norsenaru [2]. O

2.3 I'pamumjenTau ToK u TomoBa JdekoMmIo3uINja

Hedbunumuja 2.7. Hexa je f : M — R 2aamxa dynrxuyuja na Pumarnosoj mmo-
eocmpyxocmu (M, g). I'padujenm o0 f y odnocy na mempury g, y oznayu V[ je

jedurcmeeno 6exkmopcko nosve Koje 3ado60.na6a

g(Vf, V) =df(V)

3a ceaxo eexmopcko nove V. na mro2zocmpyxocmu M.
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[TocmaTpajmo ¢ : M — M jennonapamerapcky bamuimjy audeomopduzama

renepucany ca —V f, OIHOCHO ImocMaTpaMo ¢y Koja je pelleme jeIHadnHe:

d
a@(x) = =V f(¢())
do(z) =x

KOje Ha3uBaMO IPDAAMjeHTHHM TOKOM, JOK 3a dukcupano r € M wumrerpasmy
kpuBy v : (a,b) — M nary ca v(t) = ¢:(x) HasuBamo HeraTWBHa I'DaJMjEHTHA
TpajeKTropuja.

VY nacraBky hemo pa3zMoTpuTH HEKe BaKHUje OCOOMHE I'PAJINjeHTHOT TOKA.

CraB 2.6. [wamka gynxuuja f: M — R na Pumanosoj mrozocmpyrkocmu (M, g)

onada dyotc neeamuene epadujenmme mpajexmopuje.

Joxas.

d

T 0 0u)) = (1) (5 () = (T F(0u(x), ~ F ()

S o) =2

= —[[Vf(¢(2)[I* < 0.
O

Hanomena 2.3. Kpumuuna mayxa Mopcose ¢ynkuyuje je xunepbosuiru exeuu-
bpujym epadujenmmoe cucmema, jep je Xecujan Auneapudauuja 2padujeHmmoz eek-

mopcroe noma.

Kako cmo y panmjuMm mnorjiaB/buMa Iokasaju Ja cy Kputudde tauke Mopcose
dyHKIMje n30J0BaHe MOXKe ce ToKazaTu ciejehe TBpheme duju ce jieta/bal JI0Ka3

mozke mporahu y [10], mwmm y [17].

Jlema 2.2. Heka je f : M — R Mopcosa pyrxuyuja ra xomnaxmmoj Pumaroso)
mnozocmpykocmu (M, g). Tada ceaxa epadujernmmua mpajexmopuja novwure u 3a6p-

wasa ce y kpumuuno] mavwku dynryuje f.

Heka je f : M — R Mopcosa ¢dyuknnuja, p € M KpuTudHa TadKa U ¢ TEHEPUCAHO
ca —V f. Tana nedunurremo:

W(p) = {z € M| lim_¢(x) = p}
W¥(p) = {z € M| lim ¢(z) = p}
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cTabujIHy U HecTabHJIHY MHOTOCTPYKOCT Tadke p, pecteKTuBHO. Axo ca Crit(f)
O3HAYUMO KpUTHUYHE Tauke (PYHKIHje f, Ha OCHOBY IPETXOJHE JIEME YOUaBaMO JIe-

KOMIIO3UITHU]Y:

M= |J ww).
peCrit(f)
Hanmomena 2.4. I[Ipemnocmasumo da ce narazumo y R™ u nocmampajmo aure-
apru cucmem X' = AX, 2de je A zunepbosuvka mMampuya, 00HOCHO MAMPUUA KOJA
sadosomasa Re X # 0 3a cearxo N € o(A)®. Tada ce cmabuana u necmabuina mHo-

20CmMPYKOCM, KOOPOUHANHOZ NOYEMKS JePUHUWLY HA UCTNU HAYUN:
W0) = {a € B lim_ou(z) =0)
W*0) ={x € R”]tlim ¢i(z) = 0}.
——00

Mooicemo ce aaxo ysepumu da e sascumu: R™ = W5(0)eW*(0) u W*(0) = R*,
wW*(0) = R"* 20e je k 6poj concmeenux epednocmu mampuye A ca neeamuerum
DEAAHUM OENOM.

3aucma, axo npemnocmasumo da je A = diag[Ay, ..., \,|, maxea da je
Re(A1,. -, M) < 0 u Re(Agy1,---5 ) > 0, 3a k < n mada je mox 2ope nasederie

Auneapre JedHavure 00AUKa:

di(x) = (eMlay, ... eMiay),  20e je x = (x1.09,...,2p).
Aro x € W¥(0) no dedpurnunuju snamo da je ¢y(x) ——= 0.
Kaxo e’\’ﬂ“twkﬂ, ety oo, 0, onda je x € W*(0) exsusarernmmo ca 1 =
Ty = - =1x = 0. Jaxasre umamo:

W) ={(0,...,0, Tps1, ., Tn)|Thst, ..., Tn € R} ZR"F,
Caunro, W3(0) = R*.

Hedbunannmja 2.8. Mopcosa ¢pynrxuuja f: M — R na xonauro-dumensuonoj Pu-

Mmano60j mrozocmpyrocmu (M, g) je Mopc-Cmejaosa axo 3a0060m6a6a
W#(p) h W*(q),

3a cee p,q € Crif(f).

50 (A) - cKyT CBUX COICTBEHUX BPeJHOCTH MaTpuie A
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Hamomena 2.5. Axo Mopcosa dynrxuuja f na mHozocmpykocmu He 3a0060.5a6a
npemxoony depuruyujy, mozyhe je ys mane nepmypoayuje pynxyuje f nocmuhu da

OHG 3000606460 NPEMIOOHO HABEIEHU YCAO8.

Y3 nperogny eduHUIMjy MOXKe ce IOKa3aTH Jla je Tope HaBeJeHa JIEKOMIIO-
3UIUja MHOTOCTPYKOCTH M XOMOTOICKM €KBWBAJEHTHA NEeNjCKO]j JTEKOMIIO3UITI]N
MHOT'OCTPYKOCTH KOjy hieMo BUJIETH y HApeHOM IorJiaBsby. O MPETXOIHOM 3a BHIIE

Jerajba moraeaaTu |2].

2.4 'henmjcka JeKoMmOo3uIija OPUAPY2KEHA
MopcoBoj dbyHKInjn

Heka je f: M — R Mopcosa ¢dynknuja. [Tocmarpamo ckyn

M = fN(=o0,r] = {& € M|f(x) <r}.

Sannmahe HaC KaKo IpoMeHa BpeJIHOCTH 7 € R yTude Ha TPOMEHY XOMOTOIICKOT THIIA
M. Ucnocrasuhe ce ma hemo ua ocaoBy Mopcose dyuknuje na M Mohu ja peko-
ucrpyuiemo C'W-komiieke koju hemo npupyxkutu Mmuorocrpykoctu M. Kako of
paHuje 3HaMO Jia I'PaJiijeHTHE TPajeKTOpHje TIOUNbY U 3aBPIaBajy ce y KPpUTUIHAM
TadkaMa, Bujiehemo j1a ce cama TOIOJIOTHja ITPOCTOPa HE Memba u3Mely 2 KpUTUIHe
TavKe, JOK he ce 3Ha4ajHe MpoOMeHe JIelaBaTh MPEJIACKOM ITPEKO KPUTUIHE TadKe.
Taxobhe Bujiehemo Be3y KpuTHIHIX Tavaka ojrosapajyher unjekca u ogrosapajyhmux
hemuja® y namoj gexkommnosuruju. IIperxoane nojmose hemo jetasbHUje pasMOTPUTI

Ha ciesnehem mpumepy.

IIpumep 2.3. Iocmampamo f : T? — R dynxuujy eucure na mopycy.

@

6V ommrem cayuajy k— heanjy MokeMO CXBATHTH Kao yHyTpammHocT aucka DF.
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Henerenepucane Kputuane Tadke Hale (DyHKIMje Cy HA CJAUNN O3HAYEHE ca a,b, c u
d. Panuje cMo pazmMaTpasm WHJIEKC KPUTUYHUX TavdaKa, KOJU MOYKEMO CXBATUTH KaO
Opoj JIMHeapHO HE3ABUCHUX IIpaBalla JIyxK Kojux GpyHKIUja onaja. Jlako BugmMo jga
je muanekc Tavuke a jeaHak 0, Tauke b m ¢ cy mHIeKca 1, a Kako 3a TayKy d MMaMO
JIBOJAMMEH3UOH IIOTIIPOCTOP IIpaBalia Jy:K KOjuX (DyHKIHja Omaja, 3aK/bydyjeMo JIa
je men ungekc 2. Ilormemajmo mra ce memasa ca M y 3aBucHoctu of r. mahemo
4 cnyudaja.

1. f(a) <r < f(b)

12

Kaxo je M" xomeomopduo aucky D?, a aucK KOHTpaKTHOMIAH 3aK/bydyjeMo Ja je

xoMmororicku tun o7, M" 3anpaso 0-henuja.

2. f(b) <r< f(c)

VY osom caygajy M" je xomotonno ca D? U el. TlpumeTnmo j1a Kako CMO HPOILIH

KPUTHYHY Tadky wHAeKca 1 Ha M" u3 mpeTxofHor ciaydaja Jenumo 1—hemujy.

3. f(e) <r < f(d)
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Kako omer nmposiazumo Tadky mHjeKca 1 Ha IpeTXoaHo jgenuMo 1-hemujy.
4. r > f(d)

Y nocueimeM cIydajy Mpea3uMo IPEeKO KPUTUYHE TadKe MHIEKCa 2, CTOra Jie-
Mo 2—hesnnjy Ha TPETXOMHO U KAaKO CMO IMOKYIUIN CBe KPUTHYHE TadKe YCIIENTHO

CMO PEKOHCTPYHUCAJIN I0JIa3HY MHOTI'OCTPYKOCT.

Nnejy w3 npeTxogHor npuMepa heMo yourTuTH HapeHUM TBphemuMa.

Teopema 2.7. Hexa je f: M — R aaamra ¢ynryuja. Hexa cy a,b € R, a < b u
nexa je cxyn f~1[a,b] Komnaxman xoju ne cadporcu kpumuune mauxe. Tada eaicu:
1. M je dugpeomopgrio ca MP°

2. M*® je depopmavuoru pempaxm 00 M?

3. Ilocmoju dugpeomopgpuzam F maxo da nwapednu dujazpam xomymupa

xlf

[, b]

Jloxas. ledpunumemo rinarky dynakmujy a: M — R ca a(x) = m na f~a,b]
KOja ce aHy/JIMpa BaH KOMIIaKTHe okosmHe cKymna [~ '[a, b]. Kako ckyn f~![a, b] nema
KPUTHYHUX Tadaka, Ty ce rpajujeHT V f He aHyJImpa cTora je mperxomHa (pyHKIIja
KOPEKTHO JebUHUCAHA.

Younmo BekTopcko nosbe X sedunncano ca X (r) = a(z)V f(x) n jennonapa-
MeTapcky damuanjy audeomopduzama reaepucany ca X Tj. mocmarpamo P, koje

3a,10BO/HABA

d
Zu(x) = X(®i(x)

Dy (z) = x.
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I3 Ilukapose’ TeopeMme 3HAMO Ja HOCTOjH jeMHCTBEHO pellleibe Ha HeKOM WH-
TepBaJly, aji KaKo je BEKTODPCKO Iojbe X ca KOMIIAKTHUM HOCAdYeM, OBO PEIIehe
he 6utu nedunucano 3a crako t € R, Tj. umahemo ryobasny jegHonapaMerapcky
dbamumjy mudeomopduzama. O IpeTXoIHOM Bullle JeTaba ce Moxke Hahu y [9] win
y [2]-

Ba dukcupano x € M nocmarpamo Kpusy ¢ necdunucany ca c(t) = f(Py(z)). Ha

OCHOBY IIPETXOHOT KpUBa ¢ je jedunncana 3a ceako t € R. I[Ipumernmo 1a je:

d d

S 6(0) = df(8u(2)) (7 8u(2)) = g(VF(2u(2)), X (24(2))).

Crora 3a ®;(z) € f~![a,b] nobujamo:

Vf(®(r))
IV f(@i())]2

Hame, u3 c(t) — c(0) = fot Le(s)ds =t u c(0) = f(Po(x)) = f(z) 3akmydyjemo na
jer

Celt) = (V@) X (@,(2))) = g(V(2,(x)) =1

c(t) = f(x) + t.

Ako npernocrasumo ja je f(x) = a, raga je ¢(t) = a+t u cienn ga c(b — a) =
a+ (b—a) =b. Makne unmennna qa r € f~'(a) u y = ®_,(x) nosnaum na je
f(y) = b. Cama MokeMO JIOKA3aTH IPBU JIEO TEOPEME.

Younmo gudemopdpuzam P, , : M — M. VYV muperxogHOM paszMaTrparby CMO
BUJIeNN Jia ce cBako x € M 3a koje je f(x) = a cimka y y 3a Koje Baxku f(y) = b.
Takobe ako je f(z) < a mama je: f(Pp_o(z)) = f(z) + b — a < b mro 3HAUM Ja
Dy, (x) € MP.

3 mperxomHor 3akibydyjemo ja P, comka M® wa M w camaamMm pe3oHOM
saksbyayjemo ja (@ o)t = @,y comxa M® ma M®. Jlakie nocmatpajyhu pectpu-
kiujy audeomopdusma Oy, ma M? 3axsbydyjemo ga cy M u M° mudeomopdnm.

YV cBpXy JloKasuBama Jpyror jeja Teopeme youmhemo H : MP x [0,1] — M®

x, xr e M*
H(z,t) = ) .
(I)t(a—f(a:))(x)7 reM \ M

JaTO ca:

H je nobpo nedbunucano jep 3a z € M°\ M? umanmo:

f(@ua—p@y (7)) = f(z) +ta = f(z)) < f(2) +a— f(x) <a,

"Charles Emile Picard(1856 — 1941) - dbpamiyckn MaTeMaTuaap
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mTo 3HaIn Ja Py ) (x) € M®. Ilpumernmo u 12 je HENPEKHIHO jep ako je
f(x) = a rana je Pyq_fa)(x) = Po(z) = .

Heka je r : M® — M® naro ca r(z) = H(z,1). Ipumerumo 1a je roi = Idya
mro 3Haun ja je r perpakuuja. C jpyre crpane kako je H(x,0) = Idys u H
HEIPeKMTHO 3aKJbydyjeMo Ja je H xomoronuja usmely ¢ o r u Idyp, mmo HAM Jaje
na je r nedpopManmona perpaxuuja, oggocno M? je necdopmarmonn perpaxT o MP.

3a jokas Tpeher nema Teopeme motpebno je nahu audpeomopduzam F : f~1(a) x
[a,b] — f~!a,b] Tako ga ropmu jujarpam Komytupa. Mozke ce nposeputn ja he
F(z,t) = &;_4(z) 6urn Tpaxkenn gudeomopdusaM u 3a BHUIIE TEXHUIKAX JETAba
noryieaTy |2|.

]

IMocnemnunia 2.8. Hexa je M xomnaxmmua mmozocmpykocm maxsa da je OM =
AUB,AN B = 1. IIpemnocmasumo da nocmoju esamxa ynwrkyuja f: M — [0, 1]
K0ja HeMa KPUMUYHUT mavaka U Koja 3adosonasa f~1(0) = A u f~1(1) = B. Tada
je M dugpeomopgpmno ca A x [0,1] ~ B x [0, 1].

Iocneagnua 2.9. Heka je M 3amsopena mmozocmpyrkocm dumensuje n U Heka
je f + M — R Mopcosa ¢ynrxuyuja ca maurno 2 xpumuune mavke. Tada je M

romeomoppro chepu S™.

Hamomena 2.6. Huje ysex mozyhe ycnocmasumu dugpeomopdpusam udmehy M u
S™. Henocmasna ce da nocmoju mrozocmpyrkocm xoja je xomeomopdna cdhepu ST,

aau nuje dugeomoppra. 3a euwe demaswa nozaedamu [15].

Ha ocnoBy mnperxojHe Teopeme 3HAMO Jla C€ HUINTA 3HAYAJHO TOIOJIOIIKUA HE
JIelliaBa, y CJI0jy Tjie HeMaMO KPUTHYHUX Tadaka, JOK he HapegHa Teopema pehu
HEITo BuUIe O ciaydajy Kajga y f~'[a,b] umMaMo jejHy KpPUTHUHY TadKy U y TOM

caydajy sumehemo Besy mamehy M® u MP.

Teopema 2.10. Hexa je f: M — R a2aamxa pynryuje v a < b. Ilpemnocmagumo
da je f~[a,b] xomnaxman u da cadporcu jedny wpumuuny mauky undexca k. Tada

je M° xomomonno ca M® ca sarenmenom k—heaujom eF.

Ckura J10Kasa.
Heka je p € int(f~1[a,b]) jemuncreena kpuTnuna Tauka u Heka je f(p) = c. Morylie
je koucrpyucatu pyukiujy F' : M — R koja he ,yimautn”’ #Ha mosiazny QyHKIU]Y

f. Hamme, moxkemo noctuhu jia cy mnomenyTe jBe (pyHKIUje jeTHAKE CBYJIa OCUM Y

26



I'VIABA 2. IIPEI'JIE]] KJIACHYHE MOPCOBE TEOPUJE

MaJIOj OKOJIMHY KPUTUIHE Tadke rje he Baxkutu F' < f. O mera/snnjoj KOHCTPYKITHT
dbyukmje F mormenaru [2].

3a majio € > () MoxKe ce TTOKa3aTu:

1° FlY(—o0,c+e| =Mt

2° F7lc—¢€,c+ €] Hema KpUTHUHUX Tadaka.
Ha ocnoBy 2° u Teopeme 2.7 3namo ja je F~'(—oo, c — €] aedopmarmonn perpaxt
on F~(—o0,c+ €] 1j. om M ma ocnosy 1°.

[pumerumo ga F ! (—o0, ¢ —e] Moxkemo mammcarn kao F~!(—oo, c—¢g] = M¢U

H,rneje H= F~1(—o00,c—¢]\ M. Ucnocrasspa ce fay ckymy H moxemo nahu
k—henujy xoja ce jenu na M€~ u 3a kojy Baxku 0ef C f~1(c —¢). Takobe, nuje
TEIKo ToKazaTh Ja je M U e* nedopmarmonu perpakr ox M°¢ U H, na na
OCHOBY TIPETXOJIHOT 3aKJbydyjemMo na je M~ Ue* nedbopmanmonu perpaxr ox MeHe,
na camum TuM 1 ox M® jep f[c + ,b] Hema KpUTHUHUX TavaKa Ha OCHOBY IIpe-
triiocraske. Taxobe, f~1[a, c — €] HeMa KpUTHIHEX Tauaka Ma y3 MaJjo pa3MaTparba
MOZKEMO 3aK/byunTH Ja je: M® U eF xomoromno ca MP.

Ha ocHoBy MaremaTuvke WHIyKIIAje W IIPETXOIHE TeOpPEMe Ce MOKe IOKa3aTh

cinesehe TBpheme.

Teopema 2.11. Axo je f : M — R aaamxa dynxuuja u f~1(c) = {p1,...,m},
2de cy pi,. .., P Hedezenepucare Kpumuure mavke undexca ki, ..., k; pedom u nexa
3a 006010 mano € > 0 cxyn f~[c — e, ¢+ €] nema dpyeur Kpumuunur mavara u

womnaxman je. Tada je Mt xomomonno ca M Uekr U--.Uek.

Y HacraBky hemo HaBecTH jeJiHy JjieMy Koja he OUTH 3HaYajaH ajgaT y JIOKa3UBaIbY

IJIaBHE TeopeMe OBe CeKImje. 3a Jerasbe moryenaru |12].

Jlema 2.3 (Xunron). Axo je o : ¥ — X dynruyuja sennera, onda ce cearxa womo-
moncka exsusareruyuja f: X — Y moorce npowupumu do xomomoncke exeusane-

nyuje 2 X U, ek =Y Ufop ek,

Cajia MOXKeMO JIOKa3aTu TIJIaBHY TEOPEMYy OBE CeKIifje, Koja he HaMm rapaHTo-
BaTu Jia hemo momohy KpuTudHux Tadaka MopcoBe (DyHKIHje Y MOTIYHOCTH MoK
OJIPETUTA XOMOTOIICKU THUIl KOMIIaKTHe MHOrocrpykoctu M. Teopemy hemo ¢do-
pMyJICaTH 33 MHOTOCTPYKOCT 0€3 T'paHulle, ajil y3 MaJje M3MEeHe TeopeMa Ce MOXKe

JO0Ka3aTU U 3a MHOT'OCTPYKOCT Ca I'PaHHUIIOM, IIOIVIEeJaTH [ ]
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Teopema 2.12. Hexa je M xomnaxmma mmozocmpyxocm 6e3 epanuue u f + M — R
Mopcosa pynruuja. Tada M uma cmpyxmypy CW xomnaexca maxo da 3a ceary

Kpumusny mawky undexca k nocmoju mauno jedna k—heauja e*.

Jloxas. Y MpeTxoH0j CEKIUj CMO BUJIENH Jia je Opoj KpUTUIHUX Tadaka Mopcose
dyHKIMje KoHAYaH, ITa cCaMUM TUM KMaMO U KOHa4daH OPOj KPUTUYHUX BPEJIHOCTH U
HEKa Cy TO €1 < Cy < +++ < Cpy.

Kako je M kommnakTHa, f rjaaTka, CaMUM THM U HEIIPEKUIHA Y HEKUM KPUTUIHIM
TadkaMma he ce IocTU3aTH MUHUMYM U MakcuMyM. Heka je ¢; = munf, u ¢,, = maz f
u npumernmo jia je M = f~1(c;) u M = M.

Cineniehy TBp/bY hemo JloKa3aTu UHILYKITTjOM:
Cno1 < a < ¢, = M® uma ctpykrypy CW komiuiekca  (x).

Baza: Ako je a < ¢, taga je M = (), na M rpusujanao uma CW crpyKTypy.
Heka je ¢p_1 < @’ < ¢, < a < Cpyq1 ¥ mpernocrasumo ga M® nva crpykrypy CW
komiekca. [lorpebro je mokasaru ma u M uma crpykrypy C'W KomILIekca.

13 mpeTmocTaBKe 3HAMO JIa IOCTOjU XOMOTOIICKa ekBuBasientmja ' : M* — K,

e je K CW xonmiieke. Younmo € > 0 Tako Jia BaxKu:
a <cp,—e<cp<cpte<a<cp.

Kako je ckyn f~![c, + ¢, a] KomnmakTan n 63 KpUTUYIHAX TadakKa Ha OCHOBY TEOPEMe
2.7 mobujamo ma je M€ mudeomopdHO, ma caMUM THM M XOMOTOICKH €KBHBa-
nentHo ca M®, mro smaun ma he M® 6urn CW tuna ako u camo je je Me+e
CW Tuna. Cimuno, kako je f~'[d’, ¢, — €] komnakran 6e3 KpUTHYHUX TadaKa 3a-
KJbydyjeMo ma je M@ xomoromHo ca M ¢ Tj. IOCTOJH XOMOTOIICKA eKBHBAJICHIT]a
h: M= — M |

Axo cy p1,...,p € f~Y(c,) KpuTnuHe Tauke ca uHjgekcuMa ki, ..., k;, oHja Ha
ocHoBy Teopeme 2.11 nobujamo ma je M€ xomorommo ca MU, ety ‘U, ekt
e ¢y ¢;,i = 1,1 ogrosapajyhe dyukimje nempema. Kako ¢y h n A’ XoMoTOINCKe
exkBUBaJIeHIje oua je u h' o h : M ~° — K XOMOTOIICKa €KBUBAJEHIINja Koja Ce

Ha OCHOBY JieMe 2.3 MOzKe IIPOJLy?KUTHU JI0 XOMOTOIICKE eKBUBAJICHIH]e
H:M" Uy, e u---Uy, e - KU My...u K
. o1 € o € h'ohop, € h/ohoy; € -

Bpahajyhu ce ynazan sakmpyayjemo ja je M* CW rtuma, crora cMo Jokasam ().
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Konauno kako M® mma CW cTpyKTypy 3a CBako a € [Cp_1,Cn] U KaKO je Ha
ocHoBy Teopeme 2.11 M = M = M*U ek U --- U ef zakmyuayjemo 1a je M CW
THUIIA, YUME CMO KOMILIETUPAJIN JOKAa3.

]

Bakspyvak: Kako cmo pannuje Bujenu, ckyn MopcoBux (byHKIHT]a je ¢By1a ryCT
y C%(M), cTora Ha 3aTBOPEHOj MHOTOCTPYKOCTH MozkeMo Halin Mopcosy dyHKIH]Y,
IIPUMEHUTH TIPETXO/IHY TeopeMy U 3akbyunTtn jga M uma crpykrypy C'W kowmruie-

Kca, T/ie KPUTUYIHA Tadka nHjaekca k oxrosapa k—henuju y C'W mekoMIio3uriuju.

2.5 MopcoBe HejeITHAKOCTN

VY oB0j ceknuju Bujehemo jady Be3y u3Mehy came TOMOJIOTHje MHOTOCTPYKOCTHU

M wn xputnunnx Tadaka MopcoBe dyHKIH]e.

Hedbunaunuja 2.9. Hexa je X CW xomnaerc dumensujen, mj. X = X" uF nowe.

Heduruwemo k—me Bemujese bpojese ca:

be(X;F) = dim(H,(X;TF))
bi(X*, XFL ) = dim/(Hy (X%, XF1 ),

2de je Hy(X;TF) k—ma xomorowsra epyna npocmopa X u Hy(X*, X1 F) k—ma

zomonowrka 2pyna napa (X*, X*1) ca xoeunujenmuma y nowy F.
Hamomena 2.7. V nacmasxy hemo uzocmasmamu F padu jednocmasnujez 3anuca.
3a moueTak JoKazahemMo je/lHOCTaBaH CTaB.

CraB 2.13. Ako je X CW xomnasekc dumenduje n mada 6asiciu:
br(X) < b(XF, X571,

Jokas. Kaxo je X*72 C X*1 C X* rpojka (X*72, Xk~1 X*) y xomosoruju uny-

Kyje JyT'd TaqHu HU3.
S H(XL X S (00, X B H (0, X

~Y

[IpBa Teopema o msoMopdusmy rpyna Ham mpaje Hy(XF, kaz)/ker(j*) = im(j.),

a m3 TadHocTn Husa umamo im(i,) = ker(j.). Kombunyjyhu mperxomro mobujamo
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na je dim(Hyp(X*, X*2)) —rank(i,) = rank(j,). Kaxo je panr unkmysuje najsumre
jeTHAK JIMMEH3UjU JIOMEeHa M KaKO je PaHT MPOU3BOJbHOI IPECNKaBabha HajBUITIE

JIMMEH3H1je KOJIOMeHa KOHAYHO J00HjaMo:
be(XF, XP72) < by (XF, XF7Y) 4 b (XL XR2),

Osznaaumo X' = ) u ma tpojky (X', X" ! X™) npumeHnMo IpeTXOiHU PE3OH.

V3 mMaJio pa3zmarpama WHIYKIIIjOM J00MjaMo:
be(X™, X1 <) Chp(XL X,
1=0

[pumverumo na je H,(X) = H,(X™) = H, (X", X~ ') mro nosnaum by (X", X 1) =
br(X). Ca apyre crpane kaxo je Hy(X* X)) =0, 3a ¢ # k xonauno mobujamo

be(X) < bp(X*, X1,
quMe CMO KOMILIETUPAJIN JIOKa3. [

Osnaunmo ca cx(f) 6poj kpurnunux Tadaka Gyakuuje [ ungekca k. Taga Baxu

caesieha Teopema.

Teopema 2.14 (Cnabe Mopcose nejennakoctun). Hexa je f : M — R Mopcosa
dynrxyuja. Tada je:
be(M) < ci(f).

Jloxas. Heka je X hesmjckn KoMmIuieke npujpyzen Muorcrpykocru M (Teopema
2.12). JHame, Hy(X* X*1) je cnobomna AbGemosa rpyna koja je y Gujekimju ca
ckynom ceux k—henmja hemujckor kommiekca (nornegaru [3|) mro nosradu jga je
dim(H,(X*, X*~1)) jenmax 6pojy k—hemuja, omrocno umanmo ¢ (f) = b (X*, X*71).
Ca apyre crpane, Kako je M ~ X nobujamo by (M) = by (X) mrro Ham y3 mpeTxoaHn

CTaB KOMILIETUPA JIOKa3. ]

Hamomena 2.8. [Ipemxodna meopema umniuyupa

n

> alf) = be(M).
k=0

k=0

IIpumemumo da cx(f) 3asucu 0od Mopcose dynryuje f: M — R, aau ne 00 nowa
F. Jlox ca dpyee cmpane bp(M) 3asucu 0d monosoeuje mnozocmpyrocmu M, nowa

F, aaru ne 3asucu 0d Mopcose ¢ynruyuje.
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Hedbunumnuja 2.10. Ojaeposa xaparxmepucmura mHozocmpykocmu M je

n

X(M) = (=1)¥be(M).
k=0
Teopema 2.15 (Jake Mopcose nejennakoctu). 3a ceaxy Mopcosy dynruujy f -

M — R Ha xomnaxmmoj mMHo20cmpykocmu OuMeEH3UJe N 6aAHCU:

1) Yro(=DFe(f) = Doio(=1) bp(M)
2) S (=DM (f) > S (1) (M), sa csaxo m = 0,n.

Jloxas. Tlornenaru [12]. O

Hanomena 2.9. Panuje cmo eudeau da cx(f) ne 3asucu 0d noswa, na na ochosy deaa
1) npemzodne meopeme sakwyuyjemo da Ojaeposa Kapaxmepucmuka nehe 3a6ucumau

0d nowa F, uaxo camu Bemujesu bpojesu 3asuce 0d noma F.

IMocaeguua 2.16. Axo je M xomnaxmma mHozocmpykocm wenapre JuMeH3uje

onda je x(M) = 0.

/oxas. Heka je dimM = n. Younmo npousBospbHy MopcoBy ¢yukuujy f wa M
U TPOU3BOJbHY KPHUTHYHY Tadky p uHjekca k. To 3Haum j1a y TOj Ta4Ku MMAaMO
k—nuMmensnonu mpocTop mpaBalia JayK Kojux dynknuja [ omaga. Ilocmarpajmo
caga dyukiujy —f. IIpBo mro moxkemo nmpuMeruTu ja oBe MYHKIMjE UMA]y UCTE
KpUTHYHE Taduke. Kako cMo IpOMeHNIN 3HaK, y Tadku p uMaheMo (n—Kk)-IiMeH3noH
pocTop IpaBara Ay Kojux dyHkiuja —f onana. [lakie, 3akpydayjemo cx(f) =

Cn—k(—f). Crora, nmamo:

= (=1)" Y _(=Dfer(=f) = (=1)"x(M).

k=0

CaJia Kako je n HemapHo 3ak/pydyjemo Ja je x(M) = 0. L]

Y nacraBKy oBe cekIyje jaheMo joI jeJHy eKBUBAJIEHTHY (POPMYJIAIHjy TeopeMe

2.15 u y Ty cBpXy JedunuiieMo Hape e nojMose. I[locmarpajamo:

P(M) = i by (M)t*
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n

Mi(f) = 3 el )t

k=0
P,(M)— Tloenkapeos monuroMm, M, (f)— Mopcos nonmaom. Mozke ce mokaszaru ja

Bazku cjiesieha Teopema.

Teopema 2.17 (Ilosmuomujasna Mopcosa mejennakocr). Hexa je f : M — R

npoussonrna Mopcosa dynxuyuja. Tada je:
M,(f) = P(M) + (1 +t)R(?),
2de je R(t) = Z;(l) rith, rn€Z ur, >0, 3a ceaxo k =0,n — 1.

Hanomena 2.10. Mopcosy gynkuujy xoja 3adosonasa My(f) = P,(M) nazusamo

caspuwena Mopcosa dynruyuja.

[Iperxonna Teopema Ouhe ekBuBajeHTHA Teopemu 2.15. 3a Buire jeTtasba O IpeT-

XOJIHMM TeopeMama ¥ [OjMOBHMa TOrie[aTh |2|.
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I's1aBa 3

MopcoBa xomoJioruja

3.1 V¥YBoJ

Y nperxoHUM TyIaBaMa CMO pa3MaTpaJu 1mojaM cTabuIHe U HeCTaOU/IHE MHOT'O-
cTpykocTu kKpurudne taike Mopcose dyHKIHje.
Heka je f : M — R Mopc-CwmejioBa dbyHKIMja Ha KOMIAKTHO] OPUjeHTAOUIHO]

muorocrpykocru (M, g) numensuje n. ledunummmmo
My = W (z) N W3 (y)

CKYII CBUX T'Pa/INjeHTHUX TPajeKTopHja Koje TIOUYNIby Y & U 3aBpIIaBajy ce y y. Mowxke
ce nokazaru j1a je dimW"(z) = ind(x) u dimW?*(y) = n—ind(y), tae ind(x) uind(y)
O3HaYaBajy MHJEKCe KPUTHYHUX Tadaka T U ¥y, peJoM. /Jlasbe, y3 YnmeHUIly Ja ce
y3 Mauie reprypbariuje Mopcose dyHKIMje 0Baj TPeceK MOyKe HAIPABUTU TPAHCBEP-

3aJTHUM J100MjaMo Ja je:
dimMy, = dimW"(x) + dimW?*(y) — n = ind(z) — ind(y).

AKo youuMoO NpPOM3BOJ/LHY KPUTHUHY Tadky z € M, MoKeMO u3abparu Hpowu-
3BOJbHY opmjeHTanujy Ha W"(z) Koja he jgatu opujeHTanujy Ha KOMILIEMEHTAPHO]
muorocrpykoctu W#(z). Vcenocrasiba ce ga he nperxogHo 6uTu JI0BOJLHO JIa 3aK/by-
qumo ga he u M,,, 6utu opujenrabuino 3a cako z,y € Crit(f).

Hasme, Heka je a € (f(z), f(y)) upousBo/bHa peryjaapHa BpeIHOCT Tajla JeduHu-

IINMO

—

M:py = 'X/l\xy(f7g7a’) = Mwy N f71<a>'
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[Iperxomno medunncan CKym mIpecTaBiba OAll IMyTame HEraTUBHOT TI'DAJUjeHTHOT
TOKa Koju Kpehy W3 x u 3aBpIIaBajy ce y Y, jep CBaka IyTamba cede HUBO XHIle-
PIIOBPIIK caMO jeJIHOM. 300I caMor TOKa oJjiroBapajyhu CKyroBu M\wy( f,g,a) he
OUTH TPUPOTHO WACHTU(MUKOBAHH 3a pasjmdauTe u3dope a. Moxke ce mmokas3aTu Jia je
dimMa, = dimMa, — 1.

Y nacrtaBky hemo BujeTu Be3y usMmely TOIOJIOIIKE I'PDAHWUIE MHOIOCTPYKOCTHU
M, 1 KaKo HaC TO JOBOJANM IO IPUPOJIHE KOMIIAKTHhUKAIT]je M\Iy. O najennocra-

BHEjeM ciiydajy Tj. Kaja je ind(x) — ind(y) = 1 roBopu HapeHU CTaB.
Cras 3.1. Axo je ind(z) —ind(y) = 1 mada je /T/l\zy KONGUAH CKYN.

Jloxas. Ha ocnoBy mperxojHe QucKycuje 3HaMo n1a je My, MHOIOCTPYKOCT JuMe-
H3Mje HyJIa, CAMUM THM H30JI0BaH CKyl Tadaka. AKo 61 oBaj cKyIr 0o GeckoHadam,
3007 KOMITAaKTHOCTH IOJIa3HE MHOTOCTPYKOCTH M Om cienmyio Jla OBaj CKYIl HMa

TaYKy HaroMmjaBamba, IMTO je KOHTPA/IUKIII]a ca YUHEHUIIOM Jia je U30J0BaH. [

Ca spyre crpane ako je ind(z) — ind(z) = 2 Bunehemo na cy nosesane KOMIIO-
HEHTe .//\/\lm mudeomopdue 1—cdepn win uarepsay (0, 1), a oBa TBp/Ima CJIen 13
YHEbEHUIIE JIa CY OBO jeJIMHA JiBa THIIA II0BE3aHe je/IHOAMMEH3MOHE MHOIOCTPYKOCTHI
6e3 rpaHuiie.

Bunehemo 51a cBakoM Kpajy OTBOpeHe KOMIIOHEHTE M. oroBapa TauHo jenan
nap M3JIOMJbEHHUX TpajekTopuja (u,v) € /ny X M\yz rJie je Yy KpUTHIHA TauyKa WHJe-
Kca ind(z) < ind(y) < ind(x) n'y oBoM mesry hieMo Kao je/Hy O aJaTKi KOPUCTHTH
Xaprman-I'pobmanoBy Teopemy.

Y HapeHoj ceKiuju heMo pasMOTPUTH OUIITHJU CIYYa).

3.2 KoMIIakKTHOCT 1 JiellJbemhe

Hedbununuja 3.1. 3a nodckyn P C M\wy Kascemo 0a je Komnaxmar 0o Ha u3Ao-
mpene mpajekmopuge, axo ceaku nu3d {pxtren C P uau xousepaupa xa esemenmy
u3 ./\//\lxy, UAU MOCTNOJU 16€206 NOOHUS(UCTNO 03NAYUEH CG Pk) U NMOCMOJE KPUMUYHE
mavke T = T, T1,...,T =Y u nosesyjyhe mpajexmopuje u’ € /\//ij_lxj, g=1,...,1

maxse da pr — (ul, ..., ul) xad k — oo uau npeyusnuje:

(Ve > 0)(3ko € N)(VEk > ko) = O(pr) C U-(Ou*) U---O(uh)).

34



I'/IABA 3. MOPCOBA XOMOJIOI'HJA

Hanomena 3.1. V npemxodnoj dedpunuyuju U.(S) osnauasa e-oxoauny nodckyna
S C M, dox O(p) 3a mpajexmopujy p npedcmasna mpae mj. cxyn {p(t)|t € R}.
Taxohe xasicemo da mus py, Komeepeupa xKa usrommenoj mpajexmopuju (ul,. .. ul)

peda [.

r=1=Iy

I =

U.(O(u}) UOu2)) )

Ha mperxomHoj cauiy je npukasaHa KOHBEPreHIIMja HU3a Py Ka U3JIOMJBEHO] Tpaje-
kropuju (u',u?) pena 2.
Y nHacrtaBky hemo HaBecTu OUTHY TeopeMy YHjU Ce JOKa3 3aCHUBa Ha XapTMaH-

['pobmanoBOj TEOpeMU.

Teopema 3.2. (Komnaxmmuocm) Axo na xomnaxmmuoj mmozocmpyrocmu M umarmo
Mopc-Cmejnosy pynxuyujy onda je My, komnaxmmo do na udirommene mpajexmo-

puje peda najeuwe ind(x) — ind(y).

Zloxas. IIpBu Kopak.

duxcupahemo peryjapHy BPeIHOCT @ O [ U yOIMMO /T/l\xy = My, N f(a).
[Ipermocrasuhemo ma je ind(x) > ind(y) jep he y cynporrHOM 360T TpaHCBEP3ATHO-
cTu crabuyiHe U HecTabUITHE MHOTOCTPYKOCTU OUTH M\xy = () unme 6u goKa3 6GUoO
3aBpIIEH. 3a MIPOU3BOJBHO youeH HU3 {pi }ren C M\xy IIOCTOJU IIOJIHN3 KOjU KOHBE-
prupa Ka HEKOM eJIeMEHTY U ¥ Taj JOOUjeHH IOJHU3 heMo MCTO O3HAvaBaTH Ca Dg.
Jlaspe 3HAMO J1a ce u HaJla3u Ha HEKOj I'PaJIMjeHTHO] TPajeKTopHju v, rje je v € M/,

3a HEKe KPUTHUYIHE Tadke z,z’, Ha OCHOBY JjieMe 2.2. Kako je ¢; HEIpPeKuJHO CJien

Jla ce ¢yu HaJla3|M y 3arBopemby My, 3a cBako t € R mro 3naunm ga u z € My,

Joxkazahemo fa 3a z # y mocroju v € W*(2) N My, npu demy je v # z.
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Heka je U, okonuna Tauke z n3 Xaprman-I'pobmanose Teopeme. be3 ymamerma
OTIIIITOCTA MOYKEMO TPETIIOCTABUTHU Ja u,Pr € U,, jep y CYIPOTHOM 3a JIOBOJHHO

Besimke k u T > 0 moxkemo noctuhin ga ¢r(py) € U,. Kako snamo ma cy W¥(z) n

M, HHBapHjAHTHH y OHOCY Ha& ¢p I1€0 PE30H MOxKeMO HpuMenuTtH Ha ¢r(M). ¥

HACTaBKy IOCMaTpajMO JIMHEAPU3aInjy HETaTUBHOT I'PAJUJeHTHOr 110/ba Y TAUYKU Z
X' = AX,
rie je A = diag[Aq, ..., \,], HeJlereHeprcana u BaxKu
Re(A1,. .., ) <0, Re(Agg1,-..,An) > 0.

Axko oBJie yeniemo jia Halemo v To hie 6utu oBosbHO jep hie nam h~ ! (v) kKommeTHpaTH
Jlokas, rje je h xomeomopduzam n3 Xaprman-I'pobmanose Teopeme.

[pumverumo ga py & W*(2), jep pr € Wo(y) u We(y) "N W3(z) =0, 3a y # =.

Panu jennocraBHOCTH IpeTIocTaBUMO Ja ce HajgasuMo y R” u z = 0 u 3ajpKa-
heMo ucTe o3HaKe 3a u U py MPH IIPeCcTuKaBaiby h.

Kako u3 nperxomsor 3uamo na pr ¢ W*(0) nanomena 2.4 HaMm rapaHtyje na je
w(0) # {0}.

I[IpermocraBuMo CyHIpOTHO, OAHOCHO ja Bazku W*(0) N M., = (). Oxaszae 3namo
na cBaka tadka n3 W"(0) uma okomHy Koja je nucjyHKTHA ca My, Younumo cdepy
S. mosynpeunrka € y W*(0) u cBakoj Tauku cepe IpUIpyKUMO OKOJIUHY KOja He
ceue M,,. Kako 3namo Ja je cdepa S; KOMIAKTHa II0OCTOjU KOHAYHO MHOT'O JIOITH
Koje je mpekpuBajy. OJ1 CBUX TUX JIOIITU YOUNMO OHY Ca HAjMAUM ITOIYIIPETHUKOM 1
Taj TOJIyIIPETHNK o3HaInMo ca 0. [asme, 3uamo ma ckyn Us = {z € R"|d(x, S.) < 4}
nehe cehn M,,,.

Kaxko ce ¢;(u) npubimzkaBa KOOPIMHATHOM MOYETKY KakKo ¢ pacre IOCTOjU JI0-
BoJbHO Besiuko T > 0 TakBo na je ||or(u)|| < 0.

Osuaunmvo u' := ¢r(u) u P, = or(pk).

300r HENPEKUIHOCTH TOKa 3HAMO J1a ), koo .

Axo osnaunmo A~ := diag[\y, ..., M|, AT = diag[Aps1, ..., o], B7(t) := et

B~ (t 0
u Bt (t) := e’ taga je et = (®) :
0 BT(t)
Ba k > ko mmanmo ||p}|| < 0 mrro nosmaun u ga je || B~ (¢)(p))|| < 6, jep B~ (t)(p},)

omnajia 3a ceako t > 0 jok ca jpyre crpase ||BY(t)(p))]] 2F somazat >t

umamo ga je ||BY(t)(p})|| > e.
B=(t) 0
0 Bt(t)

U3 nperxoHor MoxkeMo 3ak/byuuTu ja ellp) = P, cede OKo-

sunry Us mMTO je KOHTPaIUKIIN]ja.
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/
1 (0)

W (0)

pyru Kopak.
[IperiocTaBuMo f1a je z # y W Kao y NPETXOJHOM PE30HY 3HAMO Ja IMOCTOjH

v € M, e je ind(z) > ind(Z"). Ako ce Z” He nokiamna ca y oHja he Kao u
y mpBOM Kopaky mocrojatu v € W*(Z") N /\/l_xy Kako mocroju koHaYHO MHOTO
KPUTHIHAX Tadaka M KaKO WHJIEKC Y CBAKO] UTepPAIMji Olajia OBaj MPOIEC ce Mopa
3aBPUIATHA Y .

Kpaj camor jokaza ce cBojiu Ha OlpaB/iaBaibe PABHOMEpPHE KOHBepreHiumje. 3a

ocTaie TeXHUIKe JjieTasbe noraeaaru |1 7]. O

Hakie, ako je ind(x) — ind(z) = 2 cBaKOM Kpajy KOMIIOHEHTe M. oxrosapa
TAYHO jeJIaH map M3JIOMJbeHUX Tpajekropuja (u,v) € ./(/l\xy X M\yz rJe je Yy KpUTHuIHa
tadka uHjgekca ind(z) < ind(y) < ind(z). Hame, moryhe je nedunncarn mpecsu-
kapame Kiaace C'! koje napy (u,v) 1 HEKOM IIO3UTHBHOM PeaHoM Gpojy p J1o1e/byje
jeJIMHCTBEH eJleMeHT 13 .K/l\m, a ry1aBHE asatr he Ham OuTH noBe3yjyhe mpecankaBame
nosHaruje kao gluing map o yemy roBopu HapejHa TeopeMa Unji ce JeTa/baH J0Ka3

moxke nahu y [17].

Teopema 3.3. (Jlenwerwe) Hexa je f Mopc-Cmejaosa dynryuja u nexa cy ,y, 2
kpumuywne mavwke pynkuyuje f undexca k + 1,k k — 1, pedom. Tada nocmoju nosu-

musar peanar 6poj Py U YAa2aree

—

# : Mmy X [p0> OO) X M\yz — M\mz (u,p,v) = U#p?},

maxso da

uF#,v — (u,v), ®ad p— o0

HImaswwe, nujedar nwus y M. \ (U#[p5,00V) HE KOHGEP2UPA Ka (U, V).
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3.3 Mopc-BureHoB KoOMILIEKC

[Ipermocrasumo j1a je M xkommnakTaa Pumanosa muorocrpykoct u f Mopce-Cwmejiiosa
dyuknmrja. Y HactaBky hemo jecdunucaru MopcoBy xomosiorujy ca Zo Koedurimje-
uruma. Moryhe je nedbunucaru je u Haj Z KoedunujeHTUMA, ajal TO 3aXTEBa CJIO-
JKeHY KOHCTDPYKIIU]y WH/IyKOBaHE U KOXEPEHTHE OpHjeHTaIyje o deMy HeheMo roBo-

puTH y oBOM pajy. Bure gerasba 0 mpeTxojHOM ce Moxe Hahn y [10].

Hedbunnaunmnuja 3.2. k-ma Mopcosa sanvacma epyna dedpunucara Mopcosom dyrriyu-
jom [ ca Zo woedpuryujenmuma je carobodna Abeaosa 2pyna 2eHEPUCAHA CKYNOM KPU-

muyrux mavaxae gynryuje f undexca k

CMy =CMy(M, f):= € Zsx), keN.
zeCrit(f)

Hamomena 3.2. Kaxo cmo doxasanu da je 6poj kpumuurux mavaxa Mopcose dymnryu-

je Konauar onda cy 06€ epyne KOHAYHO 2eHEPUCAHE.

Hedbununuja 3.3. Mopc-Bumenos 2parusru onepamop
8k : CMk<M, f) — CMk_l(M, f)

HA 2eHEPamopy T je dam ca:

Ok = Z n(z,y)y, n(x,y):= #{/ny}(mod2)

yeCrity_1(f)

Hanomena 3.3. #{M\xy}(mon) npedcmas.na 6poj 2padujeHmHUT Mpajexmopuja
Koje nowury y T u 3a6pwasajy ce yy, aaedarno no modyay 2. Ha ocnosy wurenuye
da je xpumuunuz mavaxa Mopcose pynruuje Konmauno Mmno20 3axpyyuyjemo da je

npea cyma wKOHAYHA.

VY nacraBky hemo ompaBIaTH YMIHCHUILY 14 je 0 TPAHUYIHU ONEePaTop U JI0Ka3aTh
na je 02 = 0. Youuhemo z € Crity(f) u 2 € Crity_»(f). Kako sznamo 1a je jau-
MEeH31ja ﬂm jenmaka 1 merose nosesane kommnonenre M’ Te 6utn nudeomopdue

unrepsaiy (0,1) umm chepu St.
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xr
M,
y M,
v v
Z
Z

Teopema 3.4. 0, 0 0,1 = 0 3a ceaxo k € 7.
Zloxas.
Op—10kT = 8k—1< Z n(z, y)Q)

yeCrity_1(f)

= Y (X nynse))

yECTity_1(f) 2€Crity_2(f)

- > (X @)

z€CTit_o(f) yeCTite—1(f)
DY
= 0z
z2€Critp_o(f)

=0

Axo ompasiamo (%) TrMe fieMO KOMILIETHPATH JIOKa3. 3a MovYeTak 3HAMO JIa (9/sz
IIpeJicTaB/ba M3JIOMJbeHe TpajeKTopHhje Koje Uy O T, Kpo3 HEeKY KPUTUIHY TadKy
Y, JI0 Z, JTOK ZyeCritk_l(f) n(x,y)n(y, z) npencraspa wUXoB 6poj. [IperxomHo mo-
MEeHyTe TPajeKTOpHje HUCY I'PaJIMjeHTHe jep MpoJja3e KPo3 KPUTHIHY TadKy, aau Ce
cacToje oJi JiBe I'paJidjeHTHe TpajekTopuje. Kako 3HaMO J1a IoBe3aHe KOMIIOHEHTE
o1 M\xz MOYKEMO BHUJIETU Kao KPYXKHUILY WM WHTEPBaJI, TPAHUIIA GM\IZ he nmaru
napan 6poj enemenara, 0 wiu 2 pejgom 1mTo he cBakako jgaru 0 jep ¢Be mocMaTpamo

o mMojyty 2. Jlakie Baxu

Z n(x,y)n(y, z) = 0(mod2)

yeCTrity_1 (f)
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3a CBaKO z, YAMe CMO OIPABIATIH (*).

]

Kaxko cmo nokaszasmn j1a je 0% = 0 MozKeMO FOBOPUTH 0 JJaHn4dacToM Kominiekey C =
(C' My, Ok )ken, Koju ce jom Hasusa Mopc-Cmeji-BUTeHOB JlaHUIaCTH KOMILIEKC.

Caﬂa MO2KEMO I'OBOPUTHU O XOMO.HOFI/IjI/I OBOI' JIaH49aCTOI' KOMIIJIEKCa.

Hedbunnunmja 3.4. Hexa je M 3zameopena, eaamika, KoHawHo OUMEH3UOHG MHO20-
cmpykocm, g npouseonna mempuka, f Mopcosa dynruuja maxo da je (f,g) Mopc-
Cmejnos nap.

k-ma Mopcoea xomoaowka epyna ca Zs xoehuuyujenmuma je dehuHucana ca:

kero,

im0k

HM,(M; f,9:Z,) = ., keNp.

Y HacTaBKy MOIJIEJIajMO Iap IpuMepa.

ITpumep 3.1. IHocmampajmo f: M — R pynruujy sucune na degpopmucanoj chepu
SQ

3a novwemar cpavwynajmo eparuyune onepamope. Kako je yxy = x3 u oo = T3
dobujamo Oy(x1+x9) = 223 = 0(mod2). Hawe Oyx3 = 2x4 = 0(mod2) u mpusujanro

Ooxs = 0. Cada dobujamo:

k
HMy(M; Zg) = 2% _ e, — 7,
imos
kero;
HM,(M:Zs) = =
1( ) 2) Zmag 0
k
HM0<M7ZQ) = .67“80 = Zg.
mao;
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IIpumep 3.2. Hexa je f : S?* — R ¢pynxuujy sucune na chepu S.

T

IIpumemumo da y 060M CAYHATY UMAMO 2 KPUMUYHE MAYKE T1 U Ty undexca 2 u 0
pedom. Kaxo xpumuunuzr mavaxa undexca 1 nema 0; je mpusujanram.
Jlawe umamo Ooxy = 0 u Opzy = 0, wmo snauu kerdy = Zg(x1) u kerdy =

Zo(xs). U3 npemxodnoe caedu:

k

HMy(M; Zy) = 2% _ 7,
imos
kero;

HM,(M;Zs) = _

1( ’ 2) Zmag 0

HMy(M: Z) = 2% _ 7,

mo

QyHKIMje BUCHHE HUCY UCTE, &N Ce OIeT JI00Mja UCTU pe3yaaraT y XOMOJIOTUjH
KOjH ce TIOKJIalla ca CUHTYJIAPHOM XOMOJIOTHjOM ca Zg Koedunujentuma. VaenTuano

O6u OMJIO J1a CMO CUTYAIUjy MOCMATpaJu ca Z KoedUInjeHTuMA.

IIpumep 3.3. (Hckpuswenu mopyc)

Cmandapona pynruyuja eucune na mopycy wehe 6umu Mopc-Cmejnosa, jep ou
Y MOM CAYHAJY NOCMOJaAA 2PAdUjeHMa MPajekmopuja Koja noeesyje mavke Ty U T3
Koje cy undexca 1 wmo 6u aymomamcky 3navwuro da je My, ., dumensuje O wmo je
nemozyhe. Aau nocmoju manra nepmypbavuja dynryuje sucure maxo da dobujemo

Mopc-Cmejnosy dpynxuujy, wuje ce epadujenmmue mpajexmopuje sude na caedehoj
CAUYU.
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Zy

N R

Y nacmasry hemo cpauynamu epanuune onepamope u odpedumu Mopcose xomo-

aowxe epyne. Jupexmmuum pauyrom 0obujamo
Doy = 2w + 223 = 0(mod2), Oy = O1x3 = 224 = 0(Mod2),

Cada aaxo moorcemo sudemu wma cy Mopcose xomonowke epyne

k
HMy(M: Zg) = 2% _ e, — 7,
imos
k
HM, (M; Zg) = 20 erty = 7, 0 7,
1m0y
k
HM()(M,ZQ) = .67‘80 = ]{567"80 = Zg.
mao;

80134 =0.

Taxobhe u y nperxogaoM npumMepy BuuMo jia ce MopcoBa xoMoJioruja rmokJjara

ca CUHTYJIAPHOM XOMOJIOTH]jOM TOPYCa, O 9eMy IoBOpH cjejeha TeopeMa.

Teopema 3.5. HM,(M;Z) = H:™(M;Z).

Hokaz [17] wmm [2].
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