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[Ipenrosop

Tjypurroa MaImmHa IpeCTaB/ba MATEMATHYKN MOJIEJT padyHama Koju JeduHuIIe
AICTPAKTHY MaIlIMHY KOja MaHUITYJIAIIE CUMOOIMMa Ha Tpaly nomrtyjyhu ogrosapa-
jyha mpasuna. Ha moj ce 3acHuBajy MHOTOOpOjHE CTBapu JAaHAIILUIE KOjU
JbYJIA y3UMajy 37paBO 3a I'OTOBO MOIYT padyHapa u MoOmaIHux Tesiedona. Mako
je JerasbHO M3ydaBaHAa, YBEK IIOCTOje HOBE WHTPHUTE KOje 3arojuliajy MaIlTy,
MHTEPECAHTHHU JeTa/bu KOje panuje HucMo pasmarpasu. OBaj paj ce 3acHUBa Ha
110je/THOCTAB/bEY OBUX I'MIraHaTa W pa3MaTpamby HajMambuxX 1jypUHIOBUX MallnHa
Koje Ou mpejicTaB/bajie HajjeJHOCTABHUJU MOJIE/I 3a PadyHarme, KOjH je JOBOJHHO
mohaH j1a u3padyna OUJIO KOjy U3padyH/BUBY (DYHKITH]Y!

Teza je nmomemena y tpu ojiesbKa. [IpBu nma 3a nu/b 1@ yIyTw 9uTaola y TO IITa
je 3ampaBo yHupepsaJsna Tjypunrosa mamuna. JIpyro ynyhyje maso jietapHuje
0 TOMe IITa 3HA4YN HajMamba MallliHa, YBOJAU Tar CUCTEM U OIHUCYje KOHCTPYKIINA]Y
Tjypunrose mammunne Koja MOXKe JTa CUMYJIUPa pa/ji 2-Tar cucrema. llocitenmn oiesbax
TOBOPH O BPEMEHCKO] CJIOYKEHOCTH 2-Tar CUCTEMa M O TOME Jla je OBO eduKacHa

TpanchopMalyja, jep CUMyJIupa PaJl y MOJHHOMUIjATHOM BPEMEHY.
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[1aBa 1

Yuupepzajna 1jypunrosa Marmuna

Y oBoj ritaBu 6uhe nedunucana TjypuHrosa mMamimHa U perucrap MallliHa, BE3a
u3Mehy BUX U OJHOC ca MMaplnjaJHO PEKPY3UBHUM (DYHKIHTjaMA.

Buhe objammena npuMUTHBHA pEKYP3UBHOCT Ca IPUMEPUMa, U JIETa/bHO 00Pa3/I02KEeH
IOCTyTHAaK JepUHUCAa apUTMETA3AIje PerucTap MaIlnHe OJHOCHO (hopMuparme
yHUBep3aJiHe peructap u TjypuHrose mammae. Y pajy Hehe OuTu pazMarpaHa

HEJIETPMUHUCTUYKA, Bel UCKJ/bYYIUBO JICTEPMUHUCTUYKA TjypuHroBa MalinHa.

1.1 Tjypunrosa mammHa

Koncrpyknuja Tjypunrose mammue pabena je mo ysopy Ha [3|. 3a mouerax,
3aMUCIUMO OeCKOHAYHYy TPakKy, MojieJbeHy Ha henuje. Y cBaky hesmjy MozKeMO
YIHICATH TATHO jeJaH cuMOOJT HeKor yHampes sajgaror andabera I = {s1,..., s, }.
Y andabery nocroju u crernujaaan cuMboI1 - O1aHKo 3HaK ‘L7,

[Topes Tora, 3amMucIMMO Jia IOCTOjU U YUTaY UHCTPYKIMja Ha3BaH riasa. Ona
YNTa KOHAYHN HU3 MHCTPYKIHja (1, ...,Jn KOjU HasuBaMO 1jypHHIOB IIPOTDaM.
Moy nnCTPYKIMjOM ¢; TOApas3yMeBaMoO HU3 ypeheHux meTopKu 4uju je g; I049eTHH
cumboJ1. Y CBAKOM TPEHYTKY IJIaBa MOXKE Jia IIPOYHUTa CajpxKaj caMmo jegHe hesuje

U 3aTUM U3BpIIN jeqHy nHCTpyKnujy. CBaka MHCTpyKNHuja g; je cieneher obimka:
!/
qi | s151D19p

/!
SmSm DmAjm
nJjm

qi STOP



BHauerme nHCTPyKIWje je Ja ce yunranu cumbos s; 6pumte (1 <1 < m), na
HErOBO MECTO YIHCYje s;, Jla ce ryaBa moMepa Ha JieBo (ako je Dj jennako L), necto
(ako je Dj jemnaxko R) 3a jenHo 1o/be miin ocTaje Ha UCTOM Hoby (ako je Dj jeanako
P) u na ce npe/asu Ha U3BpIIaBatbe NHCTPYKIHje 4j, (s1, S; elL0< 1, ..., jm <n).
Nucrpyknuje mpBor obJIMKa MOXKEMO 3alicaTd W Kao HuU3 ypeheHuX MeTopKu
(qi,sl,sll, Dy, qjl), el (%’/ sm,S;ﬂ, Dy, qjm). Hasbe y TeKCTy KOPUCTUMO cKpaheHn
3aIUC 3a IeTOPKEe, Tj. 0]1'515/1D1q]'1- OsHaky MHCTDPYKIIMje HA3UBAMO U CTAHHEM,
opu 9eMy O3HaKy OHe KOjoM Tpeba 3alodeTd U3BpIaBame nporpama (0OHaHO
qgo) u3mBajaMo Kao mnoderno crame. Osmake csux STOP uncrpykiuja nasusamo
3aBpIIHIM cTamuMa. Kala KaykeMo ja ce IvIaBa HaJla3d y CTalby (f;j, TO 3HAUH
Ja Tpeba m3BpmuTH HHCTPYKIWjy ;. Kondurypammujom Tpake Ha3mBaMoO caJiprKaj
cBUX hesmja Tpake, 1M0JI0XKaj TJIaBe U CTarbe y KOJeM Ce OHA TPEHYTHO HAJIa3U.
SapiHe koHduUrypaimje cy one KoHduUrypalyje y KOjuMa je rjaBa y HEKOM
3aBPIITHOM CTalby. ¥YKOJIMKO Koudwuryparuja C Huje 3aBpiiHa, onja je 1jypuHroBum
nporpaMoM TOTIyHO ojpehena napenna kouduryparmja NEXTr(C). ITpumep

KOpaka m3padyHaBama 1jypuHroBe MalllHe MOXKe ce BUJIeTH Ha cjuim 1.1
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Cauka 1.1: Kopak um3padyHaBama IpUKasaH y Caydajy Jda napamerap D y3uma
Bpeanoctu R, L unn P pegom

Nzepmapame TjypuHrosux mporpama rnocMarpaheMo y curyarujaMa Kaja je
Ha MOYeTKYy Ha TPalld YIUCAHO KOHAYHO MHOTO PEYU yHAIpes oapeheHor yra3Hor

andabera ¥ C T'\LJ, npu yemy cmarpamo Ja cy:
— cuMO0JIM CBaKe pedr YIHCAHU CJIeBa HaJIeCHO y cycenne heumje Tpake,
— peun MehycoOHO pazjiBojeHe jeHUM OJIaHKO 3HAKOM U

— y cBe octaJjie henuje cy ynucanu 6JIaHKO 3HAIN.



OBako ozpehen oueTHn cajiprKaj Tpake, y3 IMPETIOCTAaBKY Ja IVIaBa y MOYeTHOM
cTarby CKeHUpa MpPBY hesnjy ciieBa o Koje MOYNbe YHOC yiia3a Ha3uBaMoO MOYEeTHOM

koHuryparmjom Tpake. AKo Ha yiasy Tpeba yHetu k pednm ajdabera X, wi =

1 .1 .1 — o2 2 Q2 _ ok ok Gk : :
81,80, 8] s+ - W2 = 51,8%,8} , ... Wk = 81,83, , oziroBapajyha moverHa Konpuryparyja

je mpukazaHa Ha cyuiy 1.2.

qo
7
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Cruka 1.2: Tlouerna xouduryparuja Tjypunrose marrmme

Y caydajy jia je wq npas3Ha ped, IJaBa y MOYETHOM CTalby YUTa IIPBU CJIEBA
OJIAHKO 3HAK UCIIPE]T W).

Tjypunrosa mammmua (nm kpahe TM) jecre ypebhena ceamopka T = (Q, g0, F, T,
LI, %, T). Q upejcrapiba CKyII CTaba, Tj. CKyIl CBUX HHCTPYKIIUja Iporpama, go € Q
je TIOYeTHO cTame, Tj IPBa NHCTPYKIHja KOJOM Ce 3all0UN-e U3BPIIaBahe IIporpaMa,
F C Q ckyn 3aBpinHux crama, Tj. ckyn STOP-uncrpyknuja, I' je andaber Tpake Tj.
CKyII cBuX cumMbosia Koju Mory 6utu yrucanu y hemujy rpake, & C T'\{U} je ynazuu
andaberu T: (Q\F) xI = ' x {R, L, P} x Q npencraspa HyHKIHM]y TpaH3uIH]e,
1j. Tjypunros nporpam. DyHKINja TpaH3UIIje ONUCYje HHCTPYKIIAje KOje HUCY
STOP-uncpykuuje. 3a ypeheny meropxy gss Dg saxu 7(g,s) = (s,D,q ).

Hajsnauajuuju jieo TjypuHroBe mMalmnae jecte HEH ITPOrPaM.
Csaka Tjypunrosa mammna T = (Q, q0,F, T, U, %, T)3a ynaz W = (wq,...,wg) €
¥k 1. 3a omrosapajyhy mouermy xouduryparujy Cg, M€HEpHIIE jejaH HU3

KoH(buUryparuja:
Cw — NEXT(Cy) — NEXTp(NEXT1(Cy)) — ...

Hwus kondwuryparuja je:

— KOHAYaH aKO ce y HU3y I0jaBU 3aBPIIHA KOHMUTYpallnja; Taja MUIIEMO

T(w) | u xkaxxemo T ce 3aycraBba 3a yjaa3 W, uin

— OeckOHAYaH aKO ce Y HA3Y HUKaJla He M0jaBJ/byje 3aBpITHA KOHMUTryparuja;

taga nmmemo T (W) 1 u kazkemo T ce He 3aycTaBsba 3a ymias w.



Axo T(w) |, xonauan uu3 kouduryparuja Cg, Cq, . . ., C4, HA3MBAMO U3paUyHABAHEM
vammie T 3a yras @ u mmmemo C —4 Cy. Axo T(w) T, 1j. Hus xouduryparmja
je beckonavaH, u3padyHaBame Mainae T ce He 3ayCTaB/ba 3a yja3 W U MUIIEMO
Cg =

Cgw je moderHa KoHUTypalyja ojpehena yaa3oM W, JiBe y3acToIHe KOHMUryparmje
Ha3MBaMO padyHCKUM KopakoM, a Cy mpejicraB/ba 3aBPIIHY KOH(MUTYPAIIH]Y.

VBemhemo cajia opmasino nojmose Kouduryparuje u dyaxmuje NEXT.
Koudurypanujy oznatasamo kao ped jesuka I'*QI'T u mmahe obmuk wpqwp,

omuocao wy € I'* m wp € I'". Kondurypanuja je mpecrasbeHa Ha, canmm 1.3.

q
Vv
|_| I_l S'r 1 ! S'F__-,' SE[ 5({] SIIH e EEEA. u I—l e
AN 3
A L
., W

Cnuka 1.3: Banuc kouduryparmje

Y oBoj bopMmysanuju, wWp MpeacTaB/ba ped KOjy YMHE CBU CHMOOJIN JIECHO OJI I'JIaBe
o3HaveHe ca , yKpy4dyjyhn u cumbosr Ha Koju riaBa mnokasyje. Y ciaydajy Ja cy
cBU cUMOOJIM jeTHAaKU OJIAaHKO 3HAKY, OHJIA je Wp = LJ; wy mpejicTaB/ba ped Kojy
qMHe CBU CHUMOOJIE JIEBO OJI IJIaBe, He YKJbY4dyjyhu TpenyTHu cumbos. AKo cy cBu
cumb0oI1 jeHaku OJIAHKO 3HAKY, OHJIA je W) = €.

Yaumajyhu y 003up 0BaKBO O3HaUYaBambe KOHMUTypalinja mpon3BosbHe TjypuHrose
vamuae T = (Q, g0, F,T,U, %, T), dynkmujy NEXTyp : I*(Q\F)I'" — T*QI'"

nedunnmeMo Ha ciaeaenn HavIwH:

( 1t .
wrs g wp, ako je T\g,s

(
(

ro .
wrsq L, axo je 7(q,s

) =

) =

NEXTr(wrgswp) = qu/sis/wD, axo je 7(q,s) =
q/ Uswp, ako je1(gq,s) =

(9,8) =

1 .
(wLq s wp, axo je T(q,s

Hedunmnuja Oyuxmuja f : ¥k 5 T* je TM-u3padyH/bUBa aKO HOCTOJI

Tjypunrosa mammua T ca ymazaum andaberom X TakBa Jjia ce 3a CBE Pedu


Stamp

Free Hand


wi,..., W € pIR dow1 L. Uy —>akl~ qSTOPf(w)
Hedunnunmja Cryn A € NFK je TM-omyuus ako je TM-u3padyH/bHBa HEroBa
kapaxTepucraana dbynxmmia x4 : NK — {0,1}.

xa(mn,...

1, (nl,...,nk) €A,
rnk) =
0, (nl,...,nk) %A.

1.2 Perucrap Mammune

Perucrap marmne cy amnctpakTHe MalllmHe ,HOBHje reHeparuje’. KoHcTpykiuja

perucrap Maruse pahena je 1o y3opy Ha [3]. 3amucinmo Tpaky Koja je HeorpaHHdYeHa,
caMo ca jeJiHe cTpaHe U u3Jie/beHa Ha peructpe osnadene Rq, Ry, Rz, ...

VY cBaku perucrap Moxke OUTHU yIMCaHa YMTaBa ped yHampe nzadbpaHor ajadadera

Y ={s1,...,5m}. Cem Tpake, nocroju u 6pojad y Koju ce yHOCU HPUPOIHU OPO]

pazauaut of mysae. Taj O6poj mpejcraB/ba peanun 6poj MHCTPYKIUje ojiroBapajyher

[porpama.

3aMUCINMO 1 JIa TOCTOJU MeXaHU3aM KOjU MOKe Jla UNTa CaJIpXKaj PerucTpa u Jia

U3BpIIaBa jeaHy o1 mHCTpyKnuja RM-mporpama - KoHa9HOT HU3a WHCTPYKITHja

HyMmepucanux Opojesuma ox 1 jo mekor n : Iy,...,I,. Cpaka mHcTpyKimja I;

cineneher obuka:

iR (sexl>1)
NJIn
i'Rk_ € Iy (lo, lh...,L, > 1)
S1 11
Sm Lm

[IpBa nHCcTpyKIMja MMa 3HAYEHE Jia ce y peructap Ry jonucyje cumb0s1 § HA Kpaj
peun u mpejia3u Ha M3BpIIaBambe WHCTPYKIUje [;; Ipyra nMa 3HavYee Jia ako je
IpasHa ped ylmucana y perucrap Ry mpenasu ce na mHCTpyKuujy I, a y cynmpoTHOM,
Opuie ce mocsie/ by CuMOOII Sj U IIpeslash Ha NHCTPYKIHU]y Il]--

Kondurypanujy npejcrasmpa Hu3:

(C) r;, wy, wy, ws, ...

YMjU je UPBU 9iIaH NPUPOAHU Opoj pasamaur on Hyste (ynucan y 6Gpojad),

a oCTajM YJIAHOBH cy pedn u3 X* (ymwmcane pejom y permcrpe Ry, Rp, ...).


Free Hand

Stamp

Free Hand


3aBpiiHa KOHGUTYpallFja IporpaMa je oHa KOjy Taj IporpaM He CaJp:Ku, OJIHOCHO
HHCTDYKIMja ' 3a Kojy Baxku r > n. Axo (C) Huje 3aBpriHa KoHdUryparumja
nporpama [P, onya je osum nporpamom oxapeben jeauucrsenn ciaeadenunk NEXTp (C),
Tj. KoHduUryparuja Koja ce jobuja 3aBpiaBameM nncrpykimje I,. Comka 1.4

IIpeJicTaB/ba KOPaK M3padyHaBambha PErucTap MallluHe.

R;‘. Rg R.&-

¢ [ Tl 3 [ T 3 [_Ie]

r. ..H;'_ ?_!([] T. .I{R .::E[}

r R :
Sit; ?ffi

g R,

[=

Ry I Ry

W
NEXTs(C) [£] ] lws] —§ [4] | [w] 3 [t

¢

Cnuka 1.4: Nnycrpanuja Kopaka n3padyHaBaba PErucTap MarllimHe

Pang RM-tnporpama IP : [1, I, ..., I, mocmarpahemMo MCK/BYYMBO 3a MOYETHE
KoHduUryparnuje y kojuma je y 6pojady ymucan 6poj 1 u y KOHATHO MHOTO perucrapa
cy ynucane Heke pedu ajidabera X, a y CBUM OCTAJNM je ayTOMATCKU YIIHCAHA

npasna ped. One cy obuka:
(Co) L, wy,..., w, €, €, €, ...
Csaku RM-niporpam P 3a ynas (wy, ..., Wwy) renepuine jegan Hu3 KoHbuUrypanuja:

Co — NEXT]P(C()) — NEXT]P(NEXT]I)(C())) — ...

Hwus koudwuryparuja je:

~ KOHauvaH aKo ce y HH3Y II0jaBU 3aBpIIHa KoHdurypamuja 3a mporpam IP;
taja mmmemo P(wq, ..., wy) | n kaxemo nporpam P ce 3aycrasiba 3a yia3s

(wl,. . wk); nim

— OeckoHa4YaH aKO ce y HU3Y HHUKa/la He T0jaBJ/byje 3aBpITHA KOH(MUTYpaIlnja;
rajia numemo P(wy, ..., wg) T u kaxemo nporpam [P ce He 3aycrasba 3a

ynaz (wy, ..., wy).

Axko P(wy, ..., wg) |, konauan nu3 xoudurypamuja Co, Cy, ..., Cy Ha3UBAMO
uspadyHasameM nporpama [P 3a ymas (wy, ..., wy) u mmmemo Co —p Cy.
Co je nmouerna koudurypammja ogpehena ymasom (wy,...,Wy), JABE y3aCTONHE

KOH(MU- Typaliije Ha3uBaMO padyHCKuM KopakoMm u Cj mpeJicTaB/ba 3aBPIIHY



kouduryparujy 3a P. 3apaj Oosber paszyMeBarma Perucrap MallrnHa, YBOIUMO

IpuUMep I3padyHaBamba.

IIpumep’ Heka je IP nporpam nas andaberom {0,1}:
1R, | e 4
0 2 2R |1 3R |1

1 3
Ba yaaz (001, 110) mporpam rerepurie ciejehin Hu3 KoHUryparmja:

1,001,110 — 2;001,11 — 1,0010,11 — 3;0010,1 — 1;00101, 1
— 3;00101,¢ — 1,001011, ¢ — 4;001011, ¢

Kaxko je nocnenma kouduryparmja HaBeJeHOr HA3a U 3aBPIITHA KOH(MUTYypaIija 3a

nporpam P, 3akipyuyjemo ga nporpam [P KoHBeprupa.

Bynyhu na je ceaku RM-mporpam P konavan HU3 MHCTpYyKIMja HABEIEHOT
o0JINKa, Y HeMY Ce TIOMUIbe CaMO KOHAYHO MHOTO PErucTapa U CaJIp:Kaju caMo
TUX perucrapa Mory OUTH U3MemheH! TOKOM u3BpInaBaba porpama P. Hajmamn
npupogan 6poj ||IP|| rakas 1a ce y nporpamy P momumy camo peructpu R;, i < ||IP||,
HasmBa ce jiyomHa nporpama P. ¥Ysumajyhm y o03up ja je Ha MOYETKY Y CBUM
perucTpuMa IoveB 0] HEKOT' yIHCaHa Ipa3Ha ped, 3aK/bydyjeMo jia he u TOKOM
YUTABOI M3padyHaBarba, CajpKaji caMoO KOHAYHO MHOI'O perucrapa OUTH pa3induTu
OJI IIpa3He pevun. 3aTo, CBe JIOCTHKHEe KOH(Urypalyje TOKOM paJia nporpama P
MOZKEMO O3HAa4YaBaTH KOHAYHUM HU30M 1, W1, ..., Wy, d = max{n,|P|}, tue je n

nybuna ynasa, a ||IP|| qy6una nporpama.

1.2.1 RM-nporpamu 3a yHapHu yjias3uu ajdader
[Toemarpajmo RM—uiporpame 3a yuapuu andaber X = {1}. Cxyu peun jeguauanor
yHapsor asdabera X = {1} npejcraspa ckyn npupogaux 6pojesa IN, 1j. peu 1"
nocmarpamo kao 1. Mucrpykmuje RM-tporpama ce 3a andabder {1} npummano
110j€THOCTABJbY]Y.

— Wucrpyknuja R]‘("|l 3HAYN JIa ce cajpkKajy perucrpa Ry nomaje 1 u npesnasu

ce Ha W3BPIIaBam-e€ MHCTPYKIWje Ynju je peaau 6poj L.

— Uncrpyxkimjy


Stamp

Free Hand


kpahe zanmcyjemo Ri | Ip, I1. OBa uncTpykimja 3uaun ciaegehe: ako je caapxkaj
peructpa Ry jeanax 0 mpesa3u ce Ha U3BpIIABAbE MHCTPYKIUjE YUjU je PeJTHE OPOj
lp, a ako je cajgpxkaj peructpa Rj pasaumaut o 0 ymamyje ce 3a 1 u npejasu ce Ha
U3BpIIaBaihe NHCTPYKIIMje Yuju je pegau 0poj .

Axo je andaber jeqnax {1}, kondurypanuje nocrajy Hu30BI IPUPOIHUX OPOjeBa
YUjU Cy CBH WIAHOBHU II04YeB OJ] HeKor jegnaxu Hyn. Hexka Conf o3nadasa cky
cBux kouduryparnuja rpake 3a andaber {1}. Csaku RM-uporpam P onpebyje
dbyukmjy NEXTp : Conf — Conf. ®ynkunja NEXT:

e Vpehasa k-Tu perucrap 3a jejian u 1peJjia3u Ha U3BpIIaBambe [-Te HHCTPYKIIH]e,

aKoO je TpeHyTHa WHCTPYKIIAja Rk+|l,

e [Ipenasu Ha usBpiIaBambe [p-Te HHCTPYKIKje, aKO je TPEHyTHA MHCTPYKIIH]ja,

R]:”O/ll nre=0,

® VYmambyje k-Tu perucrap 3a jejaH u npeJiasu Ha U3BpIlaBarbe [1-Te nHCTpyKIyje,

ako je TpenyTHa uHcrpykmmja R |lo, [y n r # 0,
e 3appiraBa ca pajoM akKO TPEHyTHa MHCTPYKIIMja HE MOCTOjU

Hedunmummja Oyuxiuja f ¥k 5 3% je RM-uspauynbusa, ako mocroju RM—
nporpam P rakas ja 3a cBe Wy, ..., wy € L Baxku P(wq, ..., wi) | f(wy, ..., wy).

Hedbununuja Cxkyn A € N¥ je RM-omryuus axo je RM-uspauymbusa merosa
kapaxtepucraana dbynxmmia x4 : N — {0,1}.

1, (ny,...,n) € A,

XA(nll.“,nk): {0, (nl,...,nk) ¢A

Tepheme Caku RM-1porpam moxke ce cumysuparn TjyprHHIOBOM MaIInHOM.
Tspheme Cpaka Tjypunrosa marmmna Moxke ce cumyaupatu RM-tiporpamom.
Koncrpykiuja oBux nporpama moxke ce vahu y [3].

ITocneauna 3a ceaky byHKInjy f : ¥k 3K pasku:

f je RM-u3zpauynpuBa akko je TM-uspadyrnbusa.

1.3 Tlapmujaane RM-u3pauynbiause pyHKIM]je

Cpaxu RM-nporpam P 3a csaxo k > 1 oxpebyije jeman monckyn ckyma INK koju

caJpK1 CBe OHe K-TOpKe IPUPOJHUX OpojeBa 3a Koje ce IP 3aycraiba.
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W = {(x1,...,x) € NP (xy, ..., x5) L}

Ykomuko P(x1,...,X;) 3aBpiiaBa nu3padyHaBarbe, 3a Pe3yJITaT Y3UMaMO CaIprKaj
perucrpa Ry, y 3aBpiHoj Kordurypanuju. Jlakie, nporpam P, 3a cako k > 1

onpebyje jenuucreeny bynkmjy 4,%‘) : W]%,k) SN,

Ly . . .
¢p (X) = canpxkajy peructpa Ry y 3aBpIIHOj KOH(BHUIYPAIM]I H3paTyHABAbA

nporpama IP.

Y3umajyhu y 063up Bpcry dbynkmuja koje ogapehyjy RM-mporpamu, naxisy
ycMepaBaMoO Ha T3B. HaplujajsHe dyHKIMje U Ha HbUX npormpyjemo mnojam RM-
uspauyHbuBocTr. [lapuujanne k-apHe dpyHKIuje cy oHe Koje HuCy jedpUHUCAHE Ha
nestoM ckyiy INK.

Heka je ¢ napuujanna dynknuja aprocru k. 3a men gomen D Baxu D C IN.
Ako X npunaza gomeny D kaxkemo Ja GyHKIHja ¢ KOHBEPrupa, a y CyIpOTHOM
museprupa. Cxyn Bpennoctu dysknmje R je R € IN. Axo dbynkimja ¢ konBeprupa
3a yHOC X W jeqHaka je spexsoctu Y, mnumemo ¢(X) | y. Popmyna ¢(X) =~
P (X) sHaun jna uiam obe BpeJHOCTH HUCY JedUHUCAHe Wi Ja ¢y 00€ BPeTHOCTH
Jnedunucane u jejgHake. JegHake Mory OUTH caMo JiBe TapiyjajHe (PyHKIje UCTe

Iy KUHE:

def ) )

¢ =¢ < VX(p(¥) = p(¥)

Hedunumuja [Naprujanna k-apra dyukimja ¢ je RM-n3padynpusa ako nocroju

RM-nporpam P rakas na 3a cse X € IN paxu ¢(X) ~ qbﬁjk ), OJTHOCHO:

® ako X € D, onjia ce usBpinasame nporpama P 3a yjia3 X 3aycraBmba U CapKaj

perucrpa Ry y 3aBpinoj koudurypanuju je ¢(X);
® ako X ¢ D, onyia ce usBpinaBame nporpama P 3a yyias X He 3aycraBiba.
JIema™ Ocnosre dbynknmje:
e Hyna-bynknuja 0 : IN — IN,0(x) =0,
e Cuenbenuk s : IN — IN,s(x) = x+1,

e Ipojexmmje IT5 : INF — IN, IT (xq, ..., x) = x;(1 < i < k),

*IToka3 ce Moxe Halin y [3]
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jecy RM-u3pauynsbuse.

VYBemthemo ommre npunmuie jgedunucama (HYHKIHMja 3a KOje je CKYI CBHX
RM-uzpauynmpnBux OyHKIMja 3aTBOPEH KAKO OMCMO MMOKa3a/Iu HBIUXOBY IMIUPUHY U

Moh.

1.3.1 Cyncrurymuja

IIpBu HpUHIMI KOju HABOAUMO je cyucturynuja. Axo cy g1,...,9m Heke k-apHe
naprujaiae GpyHkuje u b Heka m-apHa naprujaina QyHKIHja, OHIa 3a k-apHy

byuximjy f nedbunncany ca
f(%) ~h(g1(¥),..., gm(%)), ¥ € Nk

KazKeMo J1a je jjobujena cyncturyiujoM dyeknuja g1, . .., gm v h n mumemo f =
Sup% (h;81,.-.,8m). Ako cy g1,...,9m Heke k-apHe dyHKIUje, KOje n3padyHaBajy
pesom mporpavu G, ..., Gy, u h je Heka m-apua RM-uspadynpuBa QyHKIH]jA,
Kojy m3padynasa mporpam IH, ormga ce moxke cacrasutu mporpam [F koju 3a yia3

X € N¥ pauyna h(g1(X),...,gm(%¥)). Hporpanm FF uparn crexehy mponemypy:
— kopucrehu nporpame G; pauyna dyukuuje ¢;(X) u nobuja pesymnrare y; =
8i(%);
— kopuctehu pesynrare u nporpam H padyna byuxuujy h(yy, ..., Ym) 1 Bpaha
pesynrar z = h(y1,...,Ym)

Moryhe je ma ce HaBejeHH TOCTyIAK HUKaja He 3aBpIIaBa yKOJIUKO Ce He
zaycraB/ba Hekn oj1 mporpama Gy, ... Gy, nwin H 3a ogrosapajyhe ynase.

Dopmasay jgedununnujy cyncrurynuje Moryhe je mahu y [3].

1.3.2 IlpumuTusHa pekypsuja

Ako je Heka k-apua napuujasna dyskiumja u h Heka (k + 2)-apHa naprujaiHa

dyukimja, ouja 3a (k+ 1)-apuy dyukuujy f nedunucany ca:

KazKeMo Jia je jobujeHa IPUMHUTHBHOM DPeKyp3ujoM (QyHKIMja § U I U IHIIeMO

f= Reck+1 (g, h). Kopucrehn nporpame G u H koju pesom uspadynasajy k-apHy
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byukyjy ¢ u (k+ 2)-apuy dyukuujy h, Moxe ce cacrasuru nporpam F koju
sa ynaz (¥%,y) € N paayma dynxmujy f(%,y). Hporpam F obasma crenehn
3agaTak Kopucrehu mpoMer/buBy £, npu demy je naunumjaano t = 0:

— kopucrehu nporpam G pauyna dyukuujy ¢(¥) u nobuja pesynrrar z = g(X)

— ako je y = 0 Bpaha pesynrar z, y cynpoTHoM, ymambyje i 3a 1

— kopucrehu nporpam H pauyna h(X,t,z), ysehasa f 3a 1(+ = t + 1) u npenasu

Ha JIDYTU KOPakK.

1.3.3 Heorpanmiena MuHIMN3AINI]a,

Heorpanuuena MuHuMu3aImja OArosapa MoCTYIKY MOTPare 3a PeliemnheM X jeHATIHe
obsmka g(x1,..., Xk, x) =0, rae ¢y x1,. .., Xx uapamerpu, a g je vexka (k + 1)-apna
RM-uszpauyn/buBa pyHKIIT]a.

Axo je g neka (k+1)-apma nmaprujanna Gyuxnmja, onga 3a k-apny dbyuxmmjy f

TaKBYy Ja je:
( t, tje majMamu npupojiaH 6poj Takas Jia je

g(X,t) = 0 u Baxu
(V2 < 1)(8(%,2) L Ag(T,2) £0)

(T, wunave.

KazKeMo Jia je Jobujena HeorpaHUueHOM MUHUMU3AIjoM (DYHKIUje ¢, ¥ IHUIIEeMO
f = Min*(g).

Hexa je G RM-mporpam koju m3padynasa §. Cacrasumo mporpam F xoju,
3a 3ajlare Xi,...,Xg, TPaxK HajMambe pelleme X jeJIHaInHa g(xl, e, X, x) = 0.
Ba ynaz ¥ € NK, F kopucru nporpam G Jia u3padyHa BpeIHOCTH g(X,1),i €
{1,2,3,...} jenmy 3a apyrom. Y tpenyTky Kajga g(X,7) = 0, nporpam Bpaha usia3
i.

[Ipumerumo ma je moryhe jia ce HaBeJEeHU IMOCTYIAK HUKAJA HE 3aBPIIA U
3a TO IocToje aBa pasjora. llpeu je "sarnmaB/pbuBame'" y HeKoM Kopaky 3601
HezaycTaB/bamba nporpamMa G. Jlpyra oko/JHOCT MOxKe OUTH Ta Ja Ce YCIIEeNTHO
padyHajy cBe BpeJHOCTH (QYHKIHje g, ajlu Jla ce HUKaJa He Jobuja BpemnoctT (.

Hednnnmuja CKynr napnujaaHo peKyp3uBHUX (QYHKIMja je HajMambl CKYyI y
CMUCY WHKJIy3Uje KOju caJpKu ocHOBHe dbyHKuuje (Hyma-pyHkimjy, dyHKImM]y
cJeJ0EHUKA 1 MIPOJEKITHje) M 3aTBOPEH je 3a CYICTHTYIH]Y, IPUMUTHBHY DEKYD3Ujy

U HeOIpaHUYeHY MUHUMU3AIIN]Y.
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Teopema Cpaka napumjanno pekypsusHa dyHknuja je RM-uspadaynbusa.

Jlokaz. /IupeKTHa MMoc/IeInIa TPETXOHNX Pa3MaTparba. 0

1.4 IlpuMuTuBHO pekypsuBHe PYHKIN]je U IPUMEPU

Hedunummja Ckyn IPUMUTHBHO PEKYP3UBHUX (DYHKIIMja je HajMAmbU CKYI Yy
CMUCJTy WHKJTy3Uje KOju cajpKu ocHoBHe dyHKImje (Hyna-QyHKimjy, dyHKIHI]y
cJeI0EHUKA 1 TIPOjEeKIInje) W 3aTBOPEH je 3a CYNCTUTYIN]Y ¥ IPUMUTHBHY DEKYDP3H]y.
Cpaka IPUMHUTHBHO peKyp3uBHA (DYHKIHja je ToTajiHa (JeduHncana Ha 1eJ0M
ckyrmy IN) u kako je maprujasano pekypsusHa ona je u RM ognocno TM-uspauynibusa.
[IpuMepn TPUMUTHBHO PEKYP3UBHUX (PYHKITHja:
3a npoussBosbHe dyurmmje k > 1 u m € IN, koncaruTna k-apua dyHKIHTja
my = INF — IN, m(¥) = m jecre IPEMHUTHBHO PEKYD3UBHA.
Cabuparbe, MHOXKEIHE U CTEIIEHOBAILE jecy MPUMUTHUBHO PEeKyp3uBHE (DYHKIIH]E.

daxTopujesi je TIPUMUTUBHO PEeKyp3uBHA (DYHKIHjA

0l =1,
(s(x))! = x!-s(x).

[IpeTxoaHUK je TPUMUTUBHO pEeKyp3uBHA (DYHKIHja *:

pd(0) =0,
pd(s(x)) = x.

Momnyc je TpUMATHBHO peKyp3WBHA QPYHIIKHja

pd: N — IN

x=0=x,

x=s(y) = pd(x ~y).

-~ :N? 5N

Hedunumuja Cxkyn R € IN* (k-apma penammja ckyna IN) je mpuMuTuBHO

pekypauBaH (-Ha) ako je TakBa ojarosapajyhia kapakrepucrudna dbyHKIUja XR :

N — N,
@ 1, ¥ER,
XR(X) =
0, X€R.

Cxynosu N u {0} jecy npuMUTHEHO peKyP3UBHE. 3a HXOBE KAPAKTEPUCTUIHE

*1 = Rec! (1, Sup3(-; I13, Sup? (s; I12)))
*pd = Rec!(0,112)
*+ = Rec?(I1}, Sup? (pd; I13))
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dyHKImje XN+ 1 X {0} YBOAUMO nOCeDIE O3HAKE I HA3UBE, IPBY Ha3UBaMO (hyHKIH]OM
3Haka n o3nadasamo sg: IN — IN, a jpyry HazuBamo (pyHKIIHjOM OOPHYTOr 3HAKA

u o3HagaBamo Sg © : IN — IN:

Ypehewa < u > cy IPUMUTUBHO peKyp3usHe pesanuje: X< (X,y) = sg(x -~ vy)
u x> (x,y) =sg(y = x).
Crpora ypebhema < u > cy Takohe IDUMUTUBHO PEKyp3uBHe penarmje: X< (X,y) =
1= x>(xy) uxs(x,y) =1+ x<(x,y)

Jlema KoMiuieMenT IpuMUTHBHO PEKYP3UBHOT CKYyIIA j€ HIPUMUTHBHO PEKYP3UBAH
CKYII.
Toxas.  xpe(®) =1+ xx(¥) 0

Jlema Vunmja n npecexk mpuMHTHBHO PEeKyP3UBHHX CKYIIOBA, jeCy HPUMHTHBHO
PEKYP3UBHU CKYTIOBH.
Hoxas. xpro(X) = xp(%) - xo(¥); PUQ = (PCNQS)C u

Hedunmmpmja Heka je R C IN¥+1 neka pesaumja, pesanuje yHEBEP3aIHOD I
ersucreniumjainor orpanudenor ksantudukaropa U, E C INFH nedununmeno ca
U(%y) = (vVz < y)R(Z2) n E(Z,y) = (3z < p)R(Z,2).

Jlema Axkoje R C INk+1 MIPUMUTHBHO PEKYP3UBHA pesalija, OH/1a Cy TPUMATHBHO
PEKYpP3UBHE pejialiije orpaHnyeHe KBaHTHhUKAIIHje.
Toxas.  xu(Zy) =[[xr(¥2); xe(@y) =sg| ) XR(J‘C’,Z)) O

z<y zsy

Hdedunnuimja Heka je f : INF1 — N neka dyukiuja, onga dyukuujy M :

Nk—|—1 — N,

u, u<t f(¥x,u)=0mun
M5 ) = (12 < D(f(E2)=0) ={ (Vo <u)f(%,0) £0,
t, wunade,
Ha3uBaMO (DYHKIIMjOM OrpaHUYeHEe MUHUMU3AIIH]E.
JIema Axo je f: N1 — IN npumureBHO pekypsusHa BYHKIH]a, O je u
dyukruja M : N1 — N npumurusno pexypsusna.

*sg— Rec!(0,15)
*sg— Rec!(1,0,)
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Hoxkaz.

Mp(%,t) = ) [ Tsef (% u)

v<tu<v

0

[He100pojHu KOJIMYHUK, Y3 JIOTOBOD JIa je L%J = 0, jecTe IPUMUTHBHO PEKYP3UBHA

dynkmja:
2] =se(x) - (uk < y)(y < (k+1)x).

Ocrarak, y3 gorosop ja je rm(0,y) = y, jecre NIPUMUTUBHO PeKyp3uBHA QyHKIHM]ja:

i) == (2] 2).

X

Jle/bUBOCT je IPUMUTHUBHO PEKyp3UBHA Pesialinja, jep BayKu
X/, y) = sg(mm(x, )
Ckyu npoctux 6pojesa P = {2, 3,5, 7, 11, ...} je IpUMUTHBHO PEKyp3UBaH.
P(x) x>2ANMy<x)(ylx=y=1Vy=x).

Hus npocrux 6pojeBa je IpUMUTUBHO PeKpy3uBaH, jep ce dynknuja p : IN — IN,

HedopMaHO jebuHUCAHA Ca
p(x) = px = “(x + 1) — u upoct 6poj”,
MOZKE OIHUCATH Ha CJIeJiehu HAUIWH:

po =2,
Pri1 = (ny < p! +1)(P(y) Ay > pa).

QyHKIMja pacTaB/barmba Ha ITPOCTE YUHUOTIIE

(x,y) = (¥)x = (uk < y)(Ply A= (5 y))

j€ TPUMUTUBHO PEKYP3UBHA.

DyHKIWja KoJupama HapoBa Ipupoaumx opojesa, (.,.) : IN? = N,

<X1,JC2> = 2{(29(2 -+ 1) — 1,
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jecre npuMuTHBHO pekyp3usHa. UnBep3na dbynkuuja (., .) ~1 onpeljena je npumuTUBHO

pexypsuHuM dyukiujama (.)1, ()2 : N — NN,

x+11 -1
(x)1 = (x+1)o,(x)2 = V%J ,x € N.

Bunapna penpesentanuja o6poja: Cpaku x € IN nma jeauHCTBEHN TPUKA3 00K
x =Y ;2 ¢ € {0,1}. Hus (c;, x) jecre 3ampapo jeHa MPUMATHBHO PeKyDP3HBHA

dbynkmuja ¢ : IN x N — {0,1},¢(i,x) = rm(2, BZJ) Axko je x > 0, onga mocroju

jeJIMHCTBEHN TIPUKa3 00JInKa
x =20 42 420 < <by<... (bk) =1 (*)
Oyukmuja lh: IN — IN, kojom ce 3a x > 0 onpebyje k y ropmem npukazy (*):

k azy (*) ,x >0,
1h(x):{oprHK Y()x_o

jecre npumuTuBHO pekypsusaa: lh(x) = Y, c(i,x). Taxsa je u dyukuuja

b:IN x N — IN, kojom ce oapeljyjy uzmoxuonu b;:

‘ b;, y npukazy (*), x>0ul<i<Ih(x),
b(i,x) =

0, nHaYe.

(uk < x) (Zc], i>, x>0ul<i<Ih(x),
= i<k

0, nHadve.

Konupame Konadaux HU30Ba IPUPOJIHUX OpojeBa:

[()] = 0(xdx npasuor nusa je 0)
(xlr o ,xk‘| =% | 2x1+xz+1 4.4 2x1+x2+...+xk+k—1
=(10...01...010...0)2
S~ SN~
X Hyna X1 HyJIa
Oyukimja [.] Huje npuMuUTHBHO peKyp3uBHa Oyayhu 1a je mbeH JoMen UkZOINk )
aJIi MIOCTOje IPUMHUTUBHO PEKyp3uBHE (DYHKIIHje KOjMa ce PEKOHCTPYUIIe HU3 YUjU
je KO/ 3aj1aT:

lh(x) = ayxuna HU3a Ynju je KOI X,
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JIOK HaMm cjejieha NpuMUTHBHO peKyp3uBHa (yHKIHja omoryhasa ojpehuBambe

WIaHOBA HU3a YUjU je KO 3a/1aT:

‘ i-tn wian HE3a duju je kKO X, x > 0,1 <7 <lh(x),
(i, x) = [x]; =

0, MHAYE.

0, nHayge.

{b(i,x) = (b(i=1,x)+1), x>0,1<i<Ih(x),
Axo je x >0, omma je x = [[x]1,..., [X]m(x)]-

1.5 Cpaka RM-uzpauyn/buba dyHKIM]a je mapIiujaHo
PEKyP3UBHA

Caja okasyjemo jia je ceaka RM-uspadyrspuBa GyHKIM]a TapIHjaJHO PEKYP3UBHA.
[Tocmarpamo dyuknujy NEXTp : Conf — Conf,
NEXT]p(i,‘i’l,. NPT ..,rd,O. . )

( (Lry,...,me+1,...,74,0,...), i-ta nncrpykuuja y P je R]ﬂl,
(lo;71, -« s Thse -, 73,0,...), i-ta mncrpykimja y P je R |lp, [y n
re =0,
B (7, ..., e —1,...,74,0,...), i-ta macrpykmmja y P je R |lo, I1 n
re # 0,
\ (0,71, Tkye ey 743,0,...), i-ta uaCcTpyKImja y P He mocToju.

Ckyn cBux koudurypanuja Conf maentudukyjemo ca ckynom CBUX HHU30Ba
IPpUPOJTHUX OpojeBa YUjU Cy WIAHOBH IIOYEB OJI HEKOT jeJTHAKU HYJIH, & MOYKEMO
KOJIUpaT CBe KOH(UIrypaluje TPUPOJHUM OpojeBuMa (CBAKOj KOHMUIYpPAIH]ju

jeJTHOZHAYHO TPUJIPYIKYjeMOo KOJI Te KOH(Uryparmje):

(i,r1,72,...,74,0,0,0,0...) — pépgl...p;d

Heka je ¢ TpenyTtna kouduryparmuja

— 4l 1 Tk
C_popl ...pk...
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Kopucrehu ysesieno kogupaibe gedunncaheMo IpUMATHBHO PEKYP3UBHY (PYHKIIN]Y

nextp : N — IN, TakBy na 3a cBaxy koudurypammjy C Baxku nextp (kd(C)) =
kOn(NEXTp(C)).

e Ako je y nporpamy IP i-ta mHCTpYKIIHja PkJr |I:
c

nextp(c) = —= - pb - i
Po

* Axo je y nporpamy IP i-ta uncrpykuuja P |ly, [ w g # 0:

c

nextp(c) = eI pf)z

P(() " Pk

* Axo je y nporpamy IP i-ta uncrpyxmuja P |li, [ u rp = 0:

c
nextp(c) = o ~pél
Po

® Axko je y nmporpamy P He mocToju i-Ta MHCTPYKIHja:

nextp(c) = 0
Po

JIema 1 3acaku RM-tporpam P dynkiuja nextp : IN — IN jecre npuMuTunaO
PEKPY3UBHA.

Teopema Csaka RM-uspauymbnba dyHKIMja je HaplujaaHo peKyp3HBHA.
Hokas ce mozxke wahu y [3].

IHocaemuna Oynknuja je RM-uspadynibamsa akko je HapiujagtHo pekyp3uBHa.

1.6 Knunujesa Teopema 0 HopMmaJiHO] popMU

[Taprujana dbynknuja f je HHTYHTHBHO U3PAtyH/bUBA KO HOCTOJHU ,,KOHAYAH OIIC
[OCTYIIKa N3padyHaBama BpeHocTH Te pyHkimje. [Ipema nperxomgaum pesyararuma
[I0CTOje Pa3/JIMIUTU Mel)ycOBOHO €KBUBAJIEHTHU IIPOCTYIHN Y JIe(pUHICAY KOHAYHOT
omnmca noctynka m3padynasarma - TM, RM,. .. Hajsaxknuja unmenura cBojcTBeHa
CBAKOM OJI IIPUCTYTIA jecTe MOCTOjarhbeé YHUBEP3aIHOD MOCTYIIKA peajin3aliuje Ouimo

KOjer oJ1 ,,KOHaYHOT omuca’ 3a 3aJlaTh yJia3.
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YHuuBep3aaHu MOCTyHaK NeMo OMucaTh jeIHOM HapIUjaJIHO PEKYyP3UBHOM (DYHK-
IIIjOM, KaJia IPUPOJIHUM OpojeBUMa UCKoupamMo cBe 1mro yunu RM-tiporpame u

IbUXO0Ba U3pavdyHaBalba.

1.6.1 Komupame uncrpyknuja RM-mporpama

[Iporpamu cy KOHAYHH HU30BH WHCTPYKIHja, CTOra NEMO MPBO HUX KOIAUPATH
npupoauM Gpojesuma. Ilogcernmo ce ma je (-, +) dbyHKImja Koaupama naposa ca
14. crpane. Hedunumenmo 6unjeknujy [-] koja csakoj RM-uncrpykimju jojemyje

IpUPOJIaH OPoj - KO/ T€ MHCTPYKIIH]E:

[Ri|) = (2(k—1),I),k>1,1>0, n
Ry |, b)) = (2(k—1)+1,(l;, b)),k > 1,11,1, > 0.

3a cBaku mpuposaj 6poj #, jesHOCTABHO je Hahlm MHCTPYKIN]Y 9uju je KO 1.

Hexonuparse H_l je ompebheno ciegehum jegHAKOCTAMA!
R?HM]H‘(@Z' axo 2 | (n);
=
le]ﬂ‘«”hh, ((n)2)2, ako 2 1 (n);

1.6.2 Komgupame RM-niporpama

Kopucrehn ysesneno komgupame RM-uncrpyknuja, ceakom RM-tiporpamy npuiapyxy-
jeMo KOJI Hu3a KOju duHe KOJIOBU MHCTPYKIHja TOT Iporpama: mporpamy P =

I, I, ... I, nonemyjemo KO
[P = [Th], (1] ..., ] = 208 2 HEHT 4y ol il om-1,

Oyuxumja [[-] jecre Gujekmmja ckyna ceux RM-mporpama u cKyma IpupoHuX
OpojeBa. 3a OWI0 KOju MpUpPOJAaH OpOj 1, da OMCMO OJPEININ KOjU IIPOrpam
oJiroBapa JaToM KOy 1, Hajupe Tpeda OJpe T HU3 Yuju je KOJ jeqHaK 1, 3aTUM

OJIPESINTN WHCTPYKITNje YMji CYy KOJIOBU YJIAHOBU TOT HU3A:

18



(
KOJ[ IpBe MHCTPYKIWje IporpaMa duju je KO jeamax #1,1j. [[n]] !

[~ =

KO/J1 TIOCJIE/IIbe MHCTPYKITUje IIporpaMa duju je K01 jeiHaK 1,

[ TJ- H”th(n)]_l

1.6.3 Koaupame kondurypamnuja n GyHkimja next

Csaka KOHUIypalija MOXKe ce TOCMaTpaTH Kao HU3 MPUPOJIHUX OpojeBa KOoju
Cy TIOY€eB OJI HEKOT jeJIHAK! HYJIU, WIyCcTpalfja ce MOyKe BUJEeTH Ha CJUI| 1.5.

Kondurypanuje kogupamo npupogaum OpojeBuma Behum o1 nyJie:

C:[7) [ [ [ra]0--

Cauka 1.5: Ciiuka KoHUIypaliije perucrap MalliHe

[C] = popt' - Py
CBakoj kouduUryparuju IpujapyzKyjeMo jeITMHCTBeHN KOJI, & CBAKU ITPUPOJIAH
Opoj pa3IMYIuT OJ1 HyJIe jecTe KOJI jejiHe KOH(Urypalimje Kojy J1001jaMo pacTaB/barbeM
Opoja Ha IPOoCTe YNHUOIIE.
Yuuep3aanu noctynak 3anpaso je 3acuoBan Ha GyHkimju NEXT unju je npsu
aprymenT RM-miporpam, a apyru Heka KoHdurypammja. 3a ceaku RM-mporpam P

u cBaky Koudurypamujy C,

NEXT(IP, C) =«kondurypanuja koja ce mobuja uz C u3BpuiaBambem

ojroeapajyhe uncrpykiuje nporpama IP.

Pazmarpama u3 Jleme 1 ykasyjy Ha yHUBEP3aJIHOCT apUTMETH3AIINje CBUX (DYHKIII]ja
NEXTp. To moBomu o apurmeruduke Bepauje dpyukimje NEXT, 1j. 10 dpyukimuje
next: IN X IN — IN, takse ya 3a cBaku mporpam u cBaky konduryparmjy C Baxkn
jennaxocr next([IP], [C]) = [NEXT(PP,C)]:
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next(e,¢) = ko Hapeane Koudburypamuje y oJHocy Ha KOHGUIYpaImjy

qnju je KOJI ¢ TOKOM U3BPINaBama IIporpamMa duju je KOJ e.

Jlema Tlocroju npumuTusHO pekyp3usra dyukmuja next: N2 — IN raxsa 1a

3a caku nporpam P u cBaky koudurypaimjy C saxu jemuaxkoct next([IP], [C])
= [NEXT(PP, C)].

Jokas ce mozke mahu y [3].

1.6.4 Komupame m3padyHaBama 1 KJIMHUjeBU 1TpeuKaT

CsakoMm koHauHoM HU3y KoHurypamnuja | = Cq,Cy, ..., C, upuapyxyjemo KO
Hu3a Koju umHe KooK nojexunnx wianosa [J]| = [[C1], [Ca), ..., [Cn]]. Hocrasma
ce nuTame, 1a i Konadan Hu3 kouduryparnuja Cy, . . . C, Ipe/cTaBma H3padyHaBabe

nporpama P 3a yiaz ¥ € N,
e IIpso nposepasamo na s je Cp oarosapajyha xondurypamuja 3a ynas X.
e Barum ja au je NEXT(P,C;) = Ciyq, 1 <i < n.
¢ Ha kpajy, 1a s je C, 3aBpinHa konduryparuja 3a nporpam P.

Kopunihemewm pocaanmmsnx Koguparma, HAJIa3uMO apUTMETUYKY BapUjaHTy OBOT
IIOCTYTIKA MTO3HATy Kao KimHujeB mpeukar:

— def . ~ . . A —
Ti(e, X,z) & z je kO U3padyHABaE-A IPOIPAMA I je KOII € 3a yaa3 X

< o |z|1 je kO nouerne koudrupyanuje 3a yiaa3 X, tj. y 6pojady je ynmcaHo
1, X je ymucano y Ry, ... Ry, a y ocTajuM perucTpuMa, KOju ce IIOMUEbY y IIPOrpamy

e, je ynucana 0,

(2o =1,

e 3a 1 <i<Ih(z), |z]is1 je KOz crenbennka Kouduryparmje |z |; Tokom
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U3BpIIaBalba IIporpaMa dmju je KO/ e,

next(e, |z];) = |z]ir1,1 <i<lh(z)

® [z]i(z) je KO 3aBpmHe Konduryparyje mporpama mujn je KO e.

(I2Jne) ), > 1@V (12lm)) =0

[penuxar Ty (e, X, z) je KOHjyKIuja CBUX HaBeJEeHUX (GOPMYJIA, CTOTA jé IPUMUTUBHO
pekyp3uBaH. Pesynrar m3padynaBama Hekor RM-mporpama 3a 3amatn ysias
cMaTpaMo CcaJIp:Ka]j peructpa Rq y 3aBpIIHOj KOH(UTYpaIuju, 1epUHUIINMO DYHKIIH]Y
U:IN—N:

U(z) = cazpxkaj peructpa Ry y nocseumnoj Kondurypanuju quju je K1 z,

Tj. U(z) = ([2)m@=)1-
Teopema (Knunujesa reopema o nopmasnoj ¢dopmu) [locroju npuMuTuBHO
pekypsusHa Gyakmuja U : IN — IN u 3a cBako k > 1 NIpUMHUTUBHO PEeKyp3UBHA

(k + 2)-apua penaruja Ty Tako ga 3a cBaxo X € INF pazxu:
e X € dom(cpék)) & JzTi(e, X, 2),
k —
. cpé ) ~ U(uzTy(e, X, z)).

IMocneauna 3a caxo k > 1, napuumjasnna (k + 1)-apua dbyukuuja

(e/ f) — U(ptsz(e, 9_C)/Z)) (*)

(k)

jecre nmamujaino pexypsusna. Oynknujy (*) osnagasamo Py’ 1 HazmBaMo yHEBEP3aI-

HOM (PYHKIMjOM 3a k-apHe mapimjajaHo pekyp3uBHe QyHKIM]e, jep je
CID(L][()(E, X) ~ gbe(k)(a_c’), 3a cee e € N, ¥ € NF.

@(k) 7\ 3 RM . . A -
U (e,X) je pesynrar msepmasama RM-mporpama 4ujir je K071 e 3a yima3 X axo ce
k - .
TO U3pavdyHaBaIbe 3ayCTaB/ba, a y CYIPOTHOM CID(U) (e, X) uuje nedunucano.
Mozkemo KopupaTu cBe Morylhie yaasze Tako ITO CBAKOM X € UkzllNk JIOJIETTAMO

k6 [¥]. To 6u mac moseso 10 pexypsusuor npegukara T C IN3:

T(e,x,z) < z je KO U3pauyHaBaba IIporpaMa uuju je KO/ € 3a y/jaa3 duju je KOI X.
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Bunapna dyuakiuja ® nedbunucana ca
P(e,x) ~ U(uzT(e, x,2)),

jecre maprmjaJiHO peKyps3uBHA, a rnoctoju RM-niporpam U koju je m3padyHasa.
OBaj mporpam HazmBamo yHuBep3aaanM RM-mporpamom.
OBoO ce ucTrde Kao KJ/bYUHO 3allayKarmbe Koje je TOKPEHYJIO U3rPAIhy MOJIEPHUX

padyHapa.

1.7  VYuusepsanna Tjypunrosa maiinna

[Ipe nedunucama ynusepsasne Tjypunrose maimae, MopaMo cse TjypuHrone
MAaIlliHe Ja KOJAUPaMO pevunMa YHAIpe 33/1aTor ajadadera.

Cse TM wmory ce xopuparu peunma aidabera {0,1}. Cramwa Tjypunrose
MalllTHE O3HaYaBaMo ca (;, a CHMOOJIe Tpake ca §;, 3a HEeKH IpupojaH 6poj i. 3a
ceaky Tjypunroy mammuy T = {Q, qo, F,T, U, %, T}, mory ce uzabparu upupoau
6pojeeu m > 0un >0, u ckyu {iy,..., i} C {0,...,m} raksu ga Baxu:

Q=190 gm},

F={qi,.-.,qi},

I'={so,.--,5n},
Ll = sp,

Y ={s1,...,5u}

OyuKIWMjy npesasa T upejacrasba Hu3 ypehernx meropku obmuka (Q\F) x T’ x
I'x {R,L,P} x Q. Cpaka meropka OBOI' HI3a MOPa Jla UMa jeJIMHCTBEH Iap NpBe

JIBE KOODJIUHATE.
Crame gq;, komupamo pedjy gbin(i) tj. g0 = 90,91 = q1,92 = q10,q3 = q11, ...
a cuMb0o1 s; pedjy sbin(i), ananorso. Caky TM mozkemo 3a1aTu Kao ped andabera
{0,1,9,5,R,L,P,; } xoja je caeneher obimka:
gobin(m); go; gbin(i1)bin(ix); sobin(n); sp; sbin(1)bin(n); T (*)

Ipu 4eMy je T ped JiobujeHa HaJ 0BE3UBAHEM pevn

gbin(i)sbin(j)sbin(j") Dgbin(i’)
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KOje Cy IPeBOJiu oJiroBapajyhnx meTopku qis]-serq]-/ nn3a T. Konupamem cumbosta

andatera {0,1,4,s,R, L, P,; } TpocioBauM peunma:

0 1 q s R L p ;
000 001 010 011 100 101 110 111

peu obsmka (*) npesogumo y peu asndabera {0,1} kojy hiemo HassaTu Kd0M
Tjypunrose mamune T u obenexasaru je [T]. TocToju 6ecKOHAIHO MHOTO pevn
uas {0,1} koje uucy konosu mujeaue Tjypunrose marmume.
Ckyn
Syntax = {t € {0,1}"|t je k01 meke TM}

je pexypsuBan. Ckura jokasa y [3].

Ha ocnoBy naBejsenor kojupama TM Koampamo m pedn yiasHor aJiabdera.
Ynaz w = (wy, ..., wy) € >k koju mpencrasiba oxrosapajyhn mouerH caapiKaj
Tpake

w Uwy U .. Uwy (+)

ornmcyjemo HaBojehn pesioM KoJloBe CBUX cMMOOJIa KOjU ce T0jaB/byjy y (+) u

na Taj Haunn dbopmupamo ko ynaza [w] € {0,1}*.

Jlema Jesuk

Input = {(t,w) € {0,1}*?|t je kb1 Hexe TM 1 W je KO KOHAYHOD HU3A PeUN

ynasHor asndabera Tjypurose maise auju je kO ¢}

j€ peEKyp3UBaH.

Craky peu C koja moxke 6utn koudurypanuja neke TM KogupaMo Ha UCTH
waunn. Taj kO ozumadasamo ca [C].

Teopema Ilocroju Tjypunrosa mammuna U raksa jna 3a cBaky TjypunroBy

Marmuay T ¥ KOHAYHM HU3 W pevdr HheHOr ya3Hor ajdabera BaxKu:

U([T], [@]) 1 axxo T(w) 1;

ako U([T], [w]) |, onna je saBpuina kondurypanuja oBor uspadnHaBamba jeJIHaKa
qgfop [C], rze je C 3aBpmma kordurypamja nspadyHasamba Mammae T 3a ytas .
Jlokasz oBe TeopeMe cjie/i U3 OCcTOjarba yHuepsaanor RM-miporpama u ogHocy

TM u RM-nporpama.
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['1aBa 2

Hajmarbe ynupepsadie Tjypunrose

MalllnHe 1 'lar cucreM

Y oBoM moryiaBsby he 6mTH 00jalllIbeHO IITa TO MPEJICTAB/bajy MOjMOBHU HAjMAHe
yHUBep3aJsiHe TjypwHTOBE MallmHe, Tar CHCTeMa U Be3a n3Mely mapIyjaaHux
PEKYpP3uBHUX (PYHKIIMja U Tar CHCTeMa. 3aTUM heMO OIHncaTdu KOHCTPYKIIH]Y

Tjypunrose Marmue Koja CUMYJIIPa PaJl 2-Tar CUCTEMA.

2.1 Hajmame maimnne

Hedbunucamu cmo yuuepsanany Tjypuraropy mamunay. OHa je 3alpaBo KOHAUHN
ayToMaT ca OECKOHAYHOM TPAKOM KOja CUMYJIUPa OUJI0 KOjy APYTY MAIIUHY YKOJIUKO
jOj je maT meH KOJI.

36or opora je moryhe ma mocmarpameMm jegne TM 3ak/bydnMoO HEIITO HOBO
o uekoj apyroj TM. Yuusepzasina Tjypunrosa maimna MoyKe u3padyHaTu OMUJIO
KOjy peKyp3uBHY (DYHKIIHjY U Ipero3HaTh OMJIO KOju pekyp3uBaH je3uk. [Ipema
Yepu-Tjypunarosoj re3u, mpobdieMu PemuBy YHEBEP3aIHOM TjypHHTOBOM MaITHHOM
Cy YIpaBO OHH 3a KOje IIOCTOjU aJIropuTaM Wu epeKTUBHU METO]I U3padyHaBaba.

QacruHAHTHO je Jila TaKO HEIITO He caMo Ja mocToju, Beh moxke ja Oyne u
MOTTPUJTNIHO jeTHOCTABHO y €B0jOj cTpyKTypu. Kiom IlleHOH" je MpBU eKCIIUIATHO
IIOCTaBUO THUTalbe HAJIaXKemha HajMabux MOIyNUX MaIllnHa Koje Cy YHUBEp3aJIHe
Tjypunrose mammmnae 1956. rogmne. /[okazao je jga mocToju MallnHa KOja KOPUCTH
caMo JIBa CTalba aKO MMaMO JIOBOJbHO cuMboJIa Tpake u obparHo. Takobe je jokazao

Ja YBEK MO2KEMO pasMeEbuBaTU cuMbouie TpakKe 3a CTaiba, KaO0 U YUILECHUILY Jda HE

*Claude Shannon - amepuykn mMaremMaTnydap, HHKEHEP U KpUIrorpad
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ocToju yuusepsasna TjypuHroa MammHa ca jeHuM crambeMm. Mapsun Muncku® je
OTKpHUO yHUBep3aJHy TjypuHTroBy Mamuny ca 7 ctama 1 4 cumbosia Kopuctehu 2-tar
cucreme 1962. ropune. Ako oznaummo ca (M, 1) Kiaacy ynusepsaanux Tjypunrosux
MallliHa ca M cTamba 1 1 cuMbosia, 10 caja cy orkpusene: (15,2), (9,3), (6,4), (5,5),
(4,6), (3,8) u (2,18).

Axo yormmmTumo Mojies1 ctangapaae TjypuHroBe MalinHe, joll Mambe YHUBEP3aJHe
Marune cy moryhe. Jejna oji renepaJinzaiija o6uia O J103BO/baBarkhe OECKOHATHO
nouas/bajyhe peun ¢ jeane miam obe crpane yuoca Tjypurrose marmmae. OBo
6ucemo HazBasu "mosy-caaboM", ogHOcHO "cabom" yHuBepsasHonhy. Masa ciaabo
yHUBep3aJiHa 1jypuHroBa MalmHa Koja Moxe ja cumysaupa [Ipasuio 110° moxke ce

nanpasutu ca (6,2), (3,3) u (2,4) crame-cuMO0OII TAPOM.

2.2 Tar cucrem

Tar cucrem je JeTepMUHUCTUYKH MOJIET U3padyHaBamba Koju je jpedunucao Emumr
[Toct 1943. rommue. IlpencraB/ba ancrpakTHy MamnHy, HaszBaHy llocToB Tar
CUCTEM, KOja mMa KOHadaH Opoj cTarma 1 OECKOHAYHY TPaKy Koja (hyHKIIMOUHUIIIE
o FIFO mpunmumy Taxo mro guta cuMO0JI ca Bpxa peja, opuiie oapehern 6poj
eJleMeHaTa ca BpxXa U JI0Jlaje HA PEell HI3a CEKBEHILy ejieMeHaTa Koja y HOTIIYHOCTH
3aBUCH O] YUUTAHOI cUMOOIa. Y HEKOj O/l PaHUjUX Bep3uja IMpobdsemMa, Tar CUCTEM
Huje Opucao ejleMeHTe HaKOH YhTara IJIaBe, Hero je IocTojao 3HaK KOju ce IoMepa,
3a ojipehenu OPoj 1o3uIKja HAJIECHO U ojipehyje JIOKIe CMO CTaIu ca 00PAJIOM PEUH.
Crora je pemiaBambe 1mpobsemMa O6uI0 yrBphuBame Jia Jin he 3HaK CycTUhU JIECHI

Kpaj pedn, Kao Jednja urpa 'Mmyre’- [a je TAKO I HACTAJIO HMe .

2.3 Hedunummja

Tar cucrem ce cacroju oj1 ajichabera cumboJIa A1,y,, U CKyIla TpaHcdopMaIuja y
=P,

cumbouta u3 ucror aydabera. Ceksenna P; cagapku #1; cumM0b0J1a U JTyKUHA MOYKE

3aBUCHOCTH OJ] THX cuMOo/Ia. 3a cBakKu CUMOOJI @ OCTOjU CeKBEHIA d;,, - - . , j,

1
Jla Bapupa oJ1 cuMbosia J1o cumbosia. Tar cucrem Takohe KapakTepuiie u 11eo 0poj
P. TlpernocraBumo Ja je jata nmovderHa ped. durta ce HajaeBbU cUMOOJI. AKO je

TO cuMboJI 4;, nofaje ce P; Ha Kpaj peun. 3atum ce bpwuiie rnpsux P cumboJia ca

*Marvin Minsky - amepuraru mpodecop emekKTpoHuKe 1 nHMOpMaTHIap.
*ayToMarT Koju je 3a onpehenu yunoc TjypuHr KoMIieTan
1Ltabg - myra
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IIO04YeTKa pedr 1 UuTepupa ce I1Ipouec. Hpouec ce IIpeKnJaa akKo IeJjia peqd HecTaHe

WM ako Hamhemo Ha rocebaH 3aycraBibajyhu cumO60s1 agy.

ITpumep TTocmatpajmo 2-tar cucrem ca asbykom X = {a,b,c, H}. Heka cy
[paBuIa;
a — ccbaH
b — cca

c — CC

8a ynoc w = baa, nocrynak uspadyHasaiba he 6uru cieaehu:
baa — acca — caccbaH — ccbaHcc — baHcccc

— Hcceeceeea  (halt)

2.4  EXBHUBaJIGHTHOCT Tar CHCTeMa Ca IaplnjaJsiHo

PEKYP3UBHUM QPYHKITjaMa,

Ba cBaky mnapuujasno pexypsusny dynknujy T(k) moxemo mahu Tar cucrem
exsusasentan T(k) y cnemehem cmmenry - Heka asbyka Tar CHUCTEMa CapIKH
bap caenehe cumbose a, A,b, B ca ocobunoMm: AKO cuCTeM NIPUMEHUMO Ha, Aa®
u axo je speanoct T(k) medunucana, tar cucrem he remepucaru ped Bbzm),
pu ueMy cuM0OojioM B He mounmbe HU jeJiHa JIpyra HUCKa - B je 3aycrapibajyhu
cumboJ1 Koju 3aBpinaBa nporec. Tar cucrem n napnujanna dyuknmja T(k) cy
ekBuBajieHTHU. (OBaj pe3yJiTaT KOPUCTUMO Jla CBEJEMO MPOOJIEM KOHCTPYKIIHje
YTM-a na ekBuBajienTan mpodseM KoHcTpykiuje TM-a koju Moxe Jla cuMysinpa

PaJ IIPpOU3BOJLHOT' Tal' CUCTeMa.

Hasoaumo npumep 2-tar cucrema Koju ozroapa rpobsemy Kosamnose® xunorese”.

“Lothar Collatz - Hemauku maTemarudap
“Komarnosa xuroresa - noHaB/kajyhu HapeiHe JiBe omnepanuje Ha sl 6OpojeM, hemo Jjin ukaja
TpaHCHOPMUCATH TPOU3BOJHAH II€0 OPO]j y jeMHUILY:
n .
5 if n = 0(mod2)
3n+1, if n=1(mod2)

f(n) =
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ITpumep Tlocmarpajmo 2-tar cucrem ca azdbykom X = {a,b,c}. Heka cy

[IpaBuJIa:
a — bc

b—a

c — aaa

3a yHOC W = aaa, NMOoCTylaK u3padyHaBama he butu ciejehu:

aaa — abc — cbc — caaa — aaaaa
— aaabc — abcbc — cbcbe — cbeaaa
— caaaaaa — aaaaaaaa — aaaaaabc — aaaabcbe
— aabcbcbe — bebebebe — bebebea — bebeaa
— bcaaa — aaaa — aabc — bcbe — bea

—aa — bc —a  (halt)

2.5 Koucrpyxiwmja (6,6) Tjypunrose maniune Koja CuMympa

paji 2-Tar cucrema

C ob3upom J1a 3a CBaKy MapIiujaHo PEKYpP3uBHY (DYHKIIH]Y TOCTOJU Tar CUCTEM
KOjU jOj je eKBHBaJIeHTaH, IIpO0JIeM Tpakera yHuBep3aJiHe TjypuHrose MalllnHe
MOKEMO 3aMEHUTHU TPOOJIEMOM Tpazkerma TjypruHroBe MallimHe Koja CUMYJIPa PaJl
IIPOM3BOJHHOI' Tal' CUCTEMA.

Y mapeiHEM ceKImjaMa hemo ce OaBUTH KOHCTpYKIMjoM TjypuHroBe mMalmne Koja

CUMYJIpa paJ 2-Tar CUcTeMa U o0jalllbaBambeM KakKo OHa (DyHKIIMOHUIIIE.

Tabemna npesaza (6,6) TjypunroBe Maruse je NpuKasaHa y MPOJLYZKETKY:

2.5.1 Omuc Tpake

Tpaka yHUBep3ajiHe MalllMHE je MOJe/beHa Ha cemaM peruja. l[lodesmmu cresa,

HaJla3Hu Ce:

1. Tepmunupajyha perwuja:
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cTame
q1 q2 q3 g4 95 g6
XL | XRqs | ALgqy | XRqs | YLqs | HALT
BR | BRg; | BR | ILg» | BR IR
XLgy | BR | AR | AL | AR | ORqq
IL IL - IL - AR
YR | BLgs | XR XL XR OR
XL XL YR YL YR OR

ydquTaHun cuMO0J1

S| S >~ O

Tabena 2.1: Csaka henuja mpejicraB/ba yIUCaHU CUMOOJI, CMep KpPeTama U HOBO
crame (YKOJIMKO Ce CTarhe Merba)

O]X[I[A[A[O]

OBa cekiuja ce KOpucTu 3a Bpaharme ycjaoBa Ha MOYETHE HAKOH OpHUcamba
pedn ca IovYeTKa HHUCKe HaJl KOjJOM TPEHYTHO PaJiiMO, Kao U 3a KOHATHO

3aycTaB/barbe Kajla Hanh)eMo Ha 3aBPITHU CUMOOJI.

2. Peruja Gpucama:

OBy perujy kapakrtepuiie Beoma BeJiuK 0poj, Q, [-oBa. Kopucrtu ce npu

Opucarby.

3. Ilpomyknuona peruja:

(Pn)(Pru—1) - - (P1)

OBaj peruon cagpxku mudpy 3a Ipou3Boheme HUCKU 3a CBAKH CUOMOJ 4;.

Cacroju ce ox O-oBa u [-oBa. CBakoM cuM0OOJIy 4; Tar cucrema, npucraje 6poj

N; xoju hemo nedunncarn masno kacauje. Heka je a;, .. ., a;, T3 cumbosia y

KOJU ce @; Ipec/auKaBa y Tar cucremy, Tj. d; — dj,,...,4;, . Taga he crpunr
1

P; y nposiykiimonoj peruju umMatu 00K
(P) = 1100l 10M2010M0

P; canpxu n; + 1 I-oBa.

4. PaznBajajyha permja: OBa peruja cajaprku Beauku 0poj R, [-osa.

II11---111=1IR
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Cuyku Jla HapaBu JIOBOJbHO Besnke Opojese N; , nedunucahemo ux KacHuje.

5. Obpucana peruja: Cacroju ce oj O-oBa U IMpejCTaB/ba MECTa TJE je Tar

cucreM obpucao cuMboJIe ca IoYeTKa HUCKE.

6. Peruja tpenytne peun: OBa permuja cajpKu CUMOOJIUYIHY PElPE3eHTAIIN]Y

HUCKE Ay, . .., 0, HAJ KOjoM Tar cucteM onepuiie. Mma obuK:

YNe AYNg AYNy ... Ay N

7. Ilpazan npocrop: OBo je ocTaTak jecHOr jiejia Tpake, cajapxu O-ose.

[ena Tpaka numa ciemgehu ob/IuK:

| OXIAAO | IR [ (Py) - (P) [IR] 000 ---000 [ YN+ A - .- AYNe | OOO - - -

I IT III IV \Y VI VII

2.6 Onuc nporeca

JelaH Kopak m3padyHaBarba Tar CHCTeMa MOYKEMO MOJIEJINTH Ha YeTUPU KOHIIEITYATHA
Kopaka pajia TjypuHrose marmme:

(1) guramme npBor cuMboJIa pajiHe HUCKE U JIOIUPabe oJropapajyhier mpojyKIuoHor
(P;) peruona

(2) mpaBiberbe Komumje IpoyKinnone Hiucke (P;) ca jecHe crpaHe pajiHe HHUCKE

(3) Gpucame P cumboiia, ca MoveTKa pajiHe HUCKE U

(4) axkypupare ycJIoBa Ha CTakbe Kao Ipe MOYeTKa OBOI MPOIeca Tj. MPHUIpPeMa
3a HapeJHy UTeparujy
Da3za (1) ce usBpiIaBa yKIamameM Y-a ca modeTka peruje 6 u TparkemeM oJroBapa-
jyhe nponykrmone uucke y peruju 3. Ilaxkmuso remmupanu 6poj N, jeHOZHATHO
oapelyje Jokanmjy mpoIyKImoHe HUCKe. 3aBpIiaBaMo (a3y HaWIarKemeM Ha IPBO
A peruona 6.

®aza (2), 1j. dasza konuparma, BpIIN Komuparme OpOyKinoHe Hucke (P;)
JIOIIpaHe y MPeTXOoTHOM KOopaky, v perujy 7. Ilpso O perwmje mpasnor mpocropa
nperBapa y A, jok ocrajne O-oBe nperBapa y Y-e. Y TPeHYTKY HaWIaXKera Ha
asocrpyko I (HasHake kpaja (P;)), Konupare ce npeku/ia.

Caya nounme dasa (3). Ona 6pumie P cuvbosta ca moveTka pajHe HUCKe. JegaH

cumboJ1 je Beh obpucan y 1pBoj da3u. Bpucame ce BpImm MeXaHU3MOM U3 IIpBE
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daze. Bpure ce jeman no jeqan cum0O0JI ca MOYeTKa PeYd HAJl KOjOM PAJIUMO U
“rpaxkn’ ce oaroapajyha MpOIyKIMOHA HECKA. 300T KOHCTPYKIIAje MAIHE, CBAKN
cumbout oxt ipyror 1o P-tor (mpsu cumbou1 y npBoj dasu ycuena!) uehe nanhn na
CBOjy TpPOJyKInoHy HEcKy, Beh he ce mahu y peruju 2 - peruju 6pucama. Y 10j ce
He Hasiaze O-0BH, IITO 3HAYHU Jla C€ HUKAKBO KoIuparhe Hehe uzsprmru. [lykuna
peruja 2 u 4 je oxpebhena Taxko ja obpuie Tadno P cumb0s1a 1 HAKOH TOra IIpoduja
y perujy 1.

[Mocneama, daza (4), monasu y perujy 1, 3arum Bpalia Tpaky y cranmapiaHu
dopmaT u 1eo mporec ce MOHABIbA. 3ayCTaB/baibe Mpoleca he ce JIeCUTH y JIBe
OKOJIHOCTH: aKO MallliHa CTaHe TavdHo Ha HajemmeM O 1pBe peruje miTo ce JenaBa
caMoO yKOJIMKO HamheMo Ha 3aycTaB/bajyhu cumO0s day opuruHajne TjypuHrose

marie T, uin aKko HecTaHy CBU CUMOOJIM paJiHe HUCKE.

2.7 Jletasbu onunca Tpake

[Mponykuumona nucka (P;) cagpxu (n; + 1) I-jesa, 3a jeano Bumie oj 6poja cumbosia
HUCKe y KOjy ce cuMmboJ1 a; Tar cucrema mpeciukasa. ledbunummmo N; va cienehn

Ha4UH: 1
i
N; =) (nj+1)+R,

j=1
R hemo masio kacuuje jnedbunucaru. Kaga 6ucmo npedbpojasiu N; [-jeBa moueBim
0/1 JIeCHE CTpaHe 4eTBPTEe Peruje HaJIeBO, CTUTJIH OMCMO JI0 TOYeTKA MPOIYKITHOHE

N;

mucke (P;) wa Tparmu. Crora kopuctumo ceksenre Y 3a onrosapajylie a; y peruju

6. dedunurmmo 6poj S kao 6poj ceux I-jeBa y peruony 3:

S —

NgE

2 (ni+1)

1

Il
—_

u jpedunummmo R = PS, rue je P 6poj tar cucrema (2 y ciaydajy 2-Tar cucrema).
3a cBako 1 Baxknu ciaegehe: R < N; < R+ S. Tlocmarpamo mponsBo/bHE HE3 O P
cumbona, Nj, N;,, - -+ Nj, n gobujamo cnenehy peranujy:
p-1
ni+1+ ) N <S+((P-1)(R+S) =S5+ (P-1)R+(P-1)S =
j=1

(P—1)R+ PS = PR,
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JOK C Opyre crpane muMaMoO

P
ni+1+) Ni>n+1+PR>PR.
j=1

N3pasu c jieBe cTpane npejcTaB/bajy 0poj I-jeBa o3HadeH mpu odpaju pejioM
P —1 u P cumbona. ITocrasumo Q = (P —1)R — S, na 6u Toranan 6poj I-jesa y
pernonunma 2, 3 u 4 6uo tauno PR. OBe nBe HejenakocTu 00e30ehyjy /1a 3aBpImmmo
y peruju 1 Hakon P cumboJia 1 IPUTOM TapaHTYjy Jila ce TO He MOXKe JOTOJUTHU
HakoH P — 1 cumbos! OBe unmennrie ocurypasajy ja ce tadno P cumbosa Gpurie

Yy CBaKOj UTEpaIju IPOIeca.

2.7.1 Cumbos 3aycTaB/barba

Jla Ou ce u3BpIIaBambe MMpoIeca 3aBPIIUIo, MoTpedbaH HaM je mocebaH cuMOOJT Jia,
KaJla ra yIuTaMo, MAIUHA [IPEKUHE Ca PAJIOM. 3ayCTaB/bahe MOXKE JIa Ce JIOT0U
y JiBa cJiydaja O]l KOjUX ce IIPBU JlellaBa Kajla HecTaHe Iiejia pajiHa Hucka. Taja
MammHa Kpehe 13 IIpBe pernje HaJeCHO y CTaly (g, Hamtasn Ha npBo O mpasHe
peruje u 3aBpIiaBa ca pajioM.

Jpyra okosinocT ce joraha ako MallnHa IIpUCTUTHE Ha Hajentme O peruje 1y
cramy 2. OBo ce nmoraha ako mperxomHa ¢a3a O3HAYM TAvHO TOciedrme [ ca
JIEBE CTpaHe JIpyre peruje, Tj. ako MaIlinHa o3Ha4du TadyHo PR [-o0Ba y TPEHYTHO]
urepanuju mporeca. Cumbos N; je cuernumjanno ogabpan Jjia ce oBo He joraha y

peryjapHUM OKOJIHOCTHMa, TO HaM I'apaHTy]y HejeJHaKOCTU

pP-1 P
Y <PR<Y..

Jla bucmo m3/1ejCTBOBAJIN 3ayCTaB/bathe, MOPaMO JIa HATEMITIPAMO JIa Ce O3HATABAIE
3aycraBu TadHo Ha Kpajy peruje 2. To hemo mocruhm xopucrehu crenmjaany

TepMuHUPajyhy ceKBeHILy, MPOIYKITNOHY HUCKY
(Py)=I10"R 0100

IIpeTocTaBUMO fa ce IpoayKinja uckomupa u aa ce mucka AYPRAYPR waasu
y pazanoj peruju. Kana crame g nporecyupa npsu YPR 6ok, nm he 3aBprmaTn
ca paJIOM Ha JIEBOM Kpajy peruona 2, octBapyjyhu ycjioB 3aycraBibarba, Wid he
y cramy 41 yhn y perumon 1, HIOYHCTUTH U BPATUTU TPaKy y IIOYETHO cTame. Y

JIPYTOM CJIydajy, HakoH orepucama nas apyram AYPR Grokom, Mmapkupame fie ce
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3aBPIIUTU TAYHO HA YKEJHEHOM MECTy, U 3aycraBibarbe he nacrynuru. Crora (Pp)

KOPHUCTHIMO Kao MPOJIYKITMOHY HUCKY KOja OroBapa CUMOOJIY 3ayCTaB/barmba df].

2.7.2 Jlerapn pyHKIMOHUCAHA

[Tomoh pasymeBamy 1 CIUKOBUTHjEM pa3Marpaiby JdeTasba (PyHKIMOHUCAmka Ouhe
ucnuc nporpama (KO mporpaMa ce Moxke Haliu y JIOJaTKy) KOjU CUMYJIADA PaJi
Tjypunrose marmae Ha KOHKPETHOM IIPUMEPY ca ciauke 77.

Haunwme, a3byky uune X = {a,b, c}, upasuna upenasa cy a — bc, b — a u ¢ — aaa,
a ToveTHa ped je w = aad.

Koncranre pegom oapebyjemo: P =2 n; = {2,1,3},S=9,R=18, Q=9 u
N; = {18,21,23}.

Nuunujanna KoHUrypaluja Tpake je jata Ha ciauim 2.7.

ITporec mounme y cramy g1 Ha npsoM Y y peruju 6; OBo Y mpenaszu y X u
MmaruHa ce Mpa Hasteso (Memajyhn O y X) cBe jok we maube Ha I, koje mema y B.
Tana kpehe nagecuo (Memajyhu X y Y) nok we naube na Y.

Mema Y y X u nmonoso kpehe nayieBo Tpaxkehu HoBo I. Kaa uie HajgeBo, Mema
YuOy XuByl, akana uge nagecuo metba X y Y u [ y B. 3a upBy dazy
ojpehuBama JoKalje IpoyKIIMOHe HUCKe JOBOJBHO je jeqano crame. Crnka 2.1

MIyCTPYje KaKo 3a CBaKO Y MallliHa O3HaYaBa jeHO JeBjbe [.

IITTTIIITITIITIIITIIXYYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIIITIBXYYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIIITIBYYYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIIITIBYXYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIIITIBXXYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIIITIIXXYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIITIIBIXXYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIITIIBBXXYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITIITIITIITIIBBYXYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITIITIITIITIIBBYYYYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITIITIITIIIIEBBYYXYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTITIIITIITIITIIIIBBY XXYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIITIIBBXXXYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIIIIBIXXXYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITIIITTIXXRXYYYYYYYYYYYYYYYA
IITTTIIITITIITITIIBIIXXXYYYYYYYYYYYYYYYA

Cnmuka 2.1: CBaku peJi mpejcTaB/ba JIeO TPaKe Yy CYCEJIHUM HTeparujama
n3padyHaBama. lpBena juHuja nmpukasyje nomepare 1yiase 1jypruHroBe Marmme
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Y TpeHyTKy Hamjakema Ha IIPBO CJIOBO A, MalliHa Meba CTalbe Ha (p U MOYUILE
daza Konmparma, WiIycTpaluja Ha cjunud 2.2. Y TOM TPEHYTKY je 0O3Ha49eHO CBako |

JIO TIoveTKa ojroBapajyhe mpojyKIiMoHe HUCKE.

II000000000000000000000000I0000000000000000
COOQOOBBBEBRBEBEBBEBBEEBBEBERBBY YYYYYYYYYYYYYYYYYA

A

Cnuka 2.2: Jleo Tpake je mojes/beH y JiBa peja 3apaJi mnperseanoctu. llpsena
CTpeJIMIa O3HAYaBa I10JI0XKaj IjiaBe. ¥ TPEHYTKY HaujIacka Ha A 1pesasu ce y
crame (2, a cumboiu B nupekTHO yuylyjy Ha JIOKanujy of Koje IIOUnIbe KOIUPaihe

Daza (2) mporeca u3padyHaBarba KOPUCTH CTamba 2,3, 44 1 g5. Crama g3, q4
u g5 ce baBe KoluparbeM, JOK §2 CIyzKH Ja OJIydn Ka/Jla ce KOIHUPalbe 3ayCTaB/ba.
Marmuna ce nomepa HaJjleBO y cTamby 2 JoK He Hambe na O, Taja IIpejla3u y cTame
g3, wiycTpanuja Ha caunu 2.3. Y ToM cramy ce Kpehe HaslecHO U ucnucyje A Ha

HoveTak Ipa3He peruje. 3aTUM IpeJIa3n y CTambe ]4.

OOOBBEBIIIIITIIIIIIIT I X KKK
OOOBBEBIIIIIIIIIIIIIT IO
OOOBBIIIIIIITIIIIIIITIXOOKMOOKIOCCOOOOOOX
OOOBIIIITITITIITIIIIT TXOXOXICOOXX
OOOIIIIITIITIITIIIIIIT IO

(2 mocTCcIeHo Hamnasn Ha O

OOXITIITITIITTITITITITT IXXMROORRMIIKOOOKKIHHX
QOXBIIIIIIIIIIIIIIITIXOXOXXOOOOOXIIOOIXXK
OOXBEIIITIITTITITITITT IXXMOORNIRNIIKOOKKHHX
OOXBBEIITIITTITIITITITT IXXMOXRIMKXIH KO KKHKX

IOTOJINO Ce Ipefa3ak y 3 MallnHa HJle HaJleCHO
Jla HelHIe A a JeCHH Kpaj HICKe

Cmmka 2.3: Ilpenasak u3 crama 42 y 43

Crame g4 ce xpehe nasieBo Tpaxkehn O umu I. Ako mambe ma O, npenasu y

gs. Y TOM CTamy HcIucyje Y y Ipa3aH PerHoH U IIpesiasu y craimbe 4. 1lap crama
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(94,95) xommpa 6mito Koju 6poj O-oBa HPOLYKIMOHE peruje y Y-oHe MpasHe peruje.
Axo g4 xpehyhu ce maneBo Hanbe Ha I, Bpaha ce y crame gy, I IOMepa ce HAJEBO.
Axo gy npounta O, ucnucyje ce HoBo A y Ipa3HOj PErUji U HACTAB/ba Ce KOIUPAILE
(kormmpamMo HOBU CHUMOOJI MPOJYKIIMOHE HUCKE). Y CYHPOTHOM, ako mnpodnta I,
TO 3HAYM JIa CMO HAHWILIM Ha Kpaj IMPOJIYKIIMOHE HUCKE Tj. Ha JIBOCTPYKO [, 1ma
npesa3uMo y craibe §p. Mirycrpanuja jesia IpogyKIuoHne peruje Koje ce 0JHOCH Ha

IIPBO IIpaBUJIO 2-Tar cucrema mu3 npuMepa MO2Ke Ce BUJIETHU Ha CJINIA 2.4

0000000000000 00000000000IN000000000000000000000

Cnuka 2.4: AKO ce BpaTUMO Ha CJUKY jeJHE OJ] MPOyKIIMOHUX HUCKU, BUIUMO
paznuky uzmely jemnor I u nBoctpykor I1. JIBocTpyko o3HauaBa Kpaj IPOIYKIIHOHE
HHUCKe, & CaMoO jeJIHO TIpeJIcTaB/ba pasMak m3Mely pazmmaurux cumbosia mucTor
IIpaBmJIa

daza (3), omaocHo daza Opucama, je Beh cagpxkana y daszu (1). Pasza (3)
he “nojecru” jomr P — 1 cumbost, anm 3a pasnuky ox dase (1) koja 3aBpiiaBa
y IPOAYKIMoHO] peruju u Kornmpa O-0Be Ha JeCHU Kpaj pajHe HUCKe, OHA 3aBPIIaBa
y peruju jiBa, u HeMa ImTa ja komupa (jep ce y moj Hamaze camo cumbosn I).

daza Bpahama ycjoBa ce joraha kajia mammaa Hanhe Ha 1pBo A peruona 1
y cramy (1, wirycrpanuja Ha caunu 2.5. Mcemmcahe X koje he 6utn gerekroBano
JiBa, KOpaKa KacHHje y CTalby (2, U Iocjalie Mmamuny y crame (g. B-oBu Koju cy
yIpaBo HamnucaHu he Outu msmermenu A-oBuma, ceu O-oBu u [-oBu BpaheHnu y
[MOYETHO CTarhe W CBU HEMCKOpUITNEHN Y-OHM ca MoveTKa Inecte peruje he 6mtu
obpucanu. [Ipu cycpery ca npsum A u3 peruje pajia TPeHyTHE HUCKE, MAIIIHA I'a
Opuie, Bpaha ce y IO4eTHO CTalbe 1 U OTHOYHUILE HAPEJIHN KOPaK M3padyHaBalba.
IIpousBoj pajia MaIllMHE y CTamby (g MOXKe ce BUAeTH Ha cjunu 2.6.

Crame gg MoxKe Ja Hanbhe Ha O caMo y CHeIUjaTHIM OKOJTHOCTAMA ¢ 003MPOM

na cy O-oBu u3 pernja of 2 710 6 cMemenn X-oBuMa y nperxoganM dasama. O Koje
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OXIAAOBBBIIIIIIIII
OXIAAOBBIIIIIIIIII
OXIAAOBIIIIIIIIIII
OXIAAQIIIIIIIIIIII
OXIAAXIIIIIIIIIIII
bamxiMo ce cuMO0Iy A MOUeTHE pernje

y cTamy (1

OXIAXXIIIIIIIIIIII
OXIBXXIIIIIIIIIIII

300r ciumOoa A mpenasuMo v cTame
q2, a I1Ba Kopaka 3atum y q6

OXIBBXIIIIIIIIIIII
OXIABXIIIIIIIIIIII
OXIAAXIIIIIIIIIIII
OXIAAOIIIIIIIIIIII

VY cTamy 6 ce moMepaMo HaJaeCHO I
Tpaky ce Bpaha Ha IIOUeTHE YCI0BE

Cnuxka 2.5

J6 CTame MOXKe BHJIeTH je modeTHO O, y OKOJIHOCTUMA Ja CMO YIIA Y TY Perujy
y cramy (o, uin upso O permje mpasHor' IIPOCTOPa Y CIy4ajy Ja je Tar CUCTEM

"nporyTao’ ey paJiHy HUCKY, YUMe je u3padyHaBarbe 3aBPIIeHO.

2.7.3 Tlpumep (4, 7) mamune

Mapsun MuHcku je ycrieo j1a KOHCTPYUIIIE W JeJITHOCTABHU]Y MAIIMHY Ca MambUM
IpOM3BOJIOM cTamba u cuMboma (4,7). OBo ce 3acHUBAJIO Ha OTKpHUlly hera u

[Tona Koyka® ma mocroje yuupepsainu Tar cucremu ca Opojem Opucama P=2.

*John Cocke - amepuaku nadopMaTHIap.
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Cnmuka 2.6: Tpake cy mome/bene y nBa jeia paju nperseganoctu. [Ipsa
TpaKa IIpeJICTaB/ba IOYETaK pajia CcTama (g, JOK JpyTa IpeJcTaB/ba Kpaj. Y
TpeHyTKY Memama A y O MallnHa [pesla3n y CTambe (] U IOYNEbe HAPEeIHH KOPaK
n3padyHaBamba. 3eJIeHOM 00joM je O3HAUYeH HajJellhi Kpaj MPOJIyKIINOHe peruje,
IIPBEHOM peruja pas/Bajamba, J0K je HapaH[IaCTOM O3Ha4YeH [T0YeTaK pPeruje TpeHyTHe
pedn, Koja je y OBOM TPeHyTKY obprcaHa ¥ mocrajia obprucana peruja (0BO 3HAYM
Jla ce paJii O IPBOM Opucalby, OJIHOCHO KPajy YIIPaBO IPBOI' KOPaKa U3padyHaBarba
2-tar cucrema).

Esmvunancane cy 1, 2 u 4 peruja, ocuM Tora cTarbe Tpake je UCTO CEM INTO Ce CBAaKU
npoaykuuonu 6,0k P; 3aspmasa ca I, Nj je 1+ Z;;%(ni +1) u (Py) je IIOIOI.

CrpykTypa Mamune je

CTambe
1 92 q3 94 95 6 a7
OL | OLg | YL YL YR | YR OR
OL YR HALT YRq5 YLq3 ALq3 YRq6
ILg; | AR | AL | ILg; | AR | AR | IR
IL | YLgs | ILgs | IL | IR | IR | ORq

YIUTAHU CUMOOJT

>~ O =
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Cnuka 2.7:

[IpBa ciimka o3HaYaBa MOYETHU PEIHOH

Jlpyra o3nadaBa peruon Opucarba

Hapenne Tpu npejicraBibajy TPOJYKIIMOHA PErHOH, IO jeJIHA 33 CBAKO ITPABUIIO
U JlaTa je uiaycTpaliuja Koja IpuKa3yje Koja IPOAyKIIMOHA HUCKA OJIroBapa KojeM
[IPaBUITY

Nnyha osnadyaBa permon pasjBajarba

(obpucana peruja He MOCTOjH, jep CMO TEK TOYEJN U3BPIIABAE U3PadyHABAbA )
Ce/iMa 03HaYaBa PErMOH y KOjeM pajuMo HaJi 3aj1aToM peun. llpukazano je na ta
ped Ha HallleM pumepy riacu "aaa'"

[Tocnemma o3nadaBa mpa3aH MIPOCTOP
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[1aBa 3

Bpemencka ciioxkeHocT cumysianuje 2-tar

CUCTEMOM

OTBOpeHO mNHUTame KOje je MyUmIo JbyJe derpiaeceT rojauHa 6wio je, "Jla ym
HajMarbe Mo3HaTe yHuBep3aJine 1jypruHroBe MaruHe Mory epuKacHO CUMYJIUPATH
pax Tjypurrosux mammaa?". OBO je TeCHO Be3aHO ca IIPOOJIEMOM BpPEMEHCKE
cioxkenocTn 2-tar cucreMa. Koyk u Muncku cy okasaJsu Jia 2-Tar CUCTeM CHMYJIPa
TjypunroBy Marmumny, ajii €KCIIOHEHIUjaIHO CIIOPO.

Masta ¥YTM cumynupa pajn Tjypunrose mamune nparehn ciaejgehn HU3 cuMysiamja:
TM — 2-tar cucrem — wmasma YTM (*)

rjie A — B 3uaun 1a je A cumysimpano oj crpane B. Kopucrehu texuuky cumynaruje
(*) Poroxkun® u Muncku cy orkpusu Y TM-oBe pasaux crame-cumbos1 maposa (3.1)
Koju epuKacHO CUMYJIUpajy 2-tar cucreMe. Ajm ¢ 003UpoM Ja je Taja CUMYyJIalm]ja
Tjypunrosux mamnHa 2-Tar cucTeMuma Onjia eKCIIOHEHIMjaJHO CIIopa, HHUje ce

3HAJIO J1a JT HajMarbe Y I'M Mory jia cuMmyaupajy paj, y HOJMHOMUjaTHOM BPEMEHY.

3.1 Ilpuctyn

Jla 6ucmo Jjokazasim Jia je cumysaruja Tjypunrose mammie majgom Y T'M-om

edukacHa, mocMarpaheMo cienehn HEU3 cumMyammja;

Tjypunrosa maImmia —> UKJIMIHE Tal CUCTeM —» 2-Tar cucreM — Maja Y 1M

“Yurii Rogozhin - nuadopmaruaap
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D explicitly constructed
6 4 polynomial time UTMs
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of Minsky, Rogozhin, et al.
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Cnuka 3.1: I'pacduk Koju npukasyje BpeMeHCKY cjoxkeHocT Mayux ¥ TM-oBa.

[Tosmmnomujanna cumynamuja TM-a IUKJIXYIHEM Tar CUCTEMOM JIOKa3aHa je y
[2]. OBae hiemo nokazaTn eduKacHy CUMyIANNjy 2-Tar CHCTEMa IUKJIMIHIM Tar

CHUCTEMOM.

3.1.1 VBomHa TepMHUHOJIOIH]A

Heka je N = {0,1,2....}, ¥ o3nauaBa konauny a30yKy M € O3HAYABA HPA3HY
pea. Dyuknmja || - || : ¥ x ¥ — IN nanucana kao ||wi, wp|| oznatasa 6poj
nojaBsbuBama peun wy y wq. Ha npumep |[1101001,01|| = 2. Csu Jsorapurmu
nmajy ocHoBy 2. Cumbosn a u # cy koncranre u X u X; € {0,1}. Jledunumenmo
HapHOCT pedn Ja Oye HellapHa aKo je HeH HajaeB/bu cuMbos1 6e3 Tauke, mapHa y
CYTIPOTHOM.
OBae he outn popmynucana aarebapcka aeduHUIIja 2-Tar CUCTEMA.
Hedununuja (2-tar cucrem) Tar cucrem ce cacroju oj KoHauHe asbyke L,
KOHA4HOI' cKyla npasuita R : X — X* u 6pojem Opucama B € N, B > 1.
Kon 2-tar cucrema f = 2. IlocMaTpaMo HCK/BYYHBO J€TEPMUHHUCTHYKE 2-Tar

cucreme. l3padynasarme 2-Tar cucremMa BpINH ce HAJL PeUjy W = 0107 ...0;. ey
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KOHUTypaIujy npejcTaB/ba ped w. Y KOpaky m3padyHaBarba, CHMOOJIN 0107 ce
OpHIILy 1 aKO MOCTOjU HPABHUJIO 33 07, HIP. 01 — 041 ...014¢, CYDUKC 0741 ... 014¢
je mojar Ha ped w. 3anucyjeMo wq F wy Kaja KoHdUrypaimja wy MpoucTeKHe U3

w1y npaTehn jeslaH KOpak M3padyHaBarba:
010203 ...0] - 03...010141...011¢

OpH YeMy 01 — 0741 ...074c € R. 2-Tar cucrem 3aBpiasa n3padyHaBaibe aKo:
L jw| <pB
2. ybemo y Hu3 nonas/bajyhux kKoHduUryparmja
3. He TOCTOjU MPABUJIO 3a HAJJIEB/bU CUMOOI.

Mepeme BpeMeHCKe U IIPOCTOPHE CJI0YKEHOCTH je CTaHAapHO. 3a JaTy ped
W, KOPUCTHMO TEPMUH 3a0KPYZKUTHU JIa, OIIMIICMO f‘zﬂw KOpaKa m3padyHaBarba Ja
poheMo Kpo3 W TAIHO jeTHOM. YTJIABHOM 3aIlMCYjeMO CUMOOJIE 2-Tar CUCTeMa Y
naposuMa. Jpyru (mapuu) cum6os1 nMa Tadky Ja O ce pasJmKoBao O HpBOr. Y
IPOLY?KETKY KOIumpaMo bunapHe Gpojese Ha ciaemelin madmn - 1 kommpanmo ca 11 n
0 ca 00. Taxobe jejmHCTBeHN TIAP CHMOOJIA PA3IUKY]EMO O OCTAJIUX Ha [IHHIjOM:
00 mm 11. [Ipumep kogupama pean 11010 je 1111001100.

Jlema Heka w = Fokox1xz...% € {00,11}{0,1}*. Omza nocroju 2-rar
cucrem T Koju mpoBepasa Ja Jin je |w| mapanm mam Henapad y TadHO L@j +1
KOpaka.

Hokas. Heka 2-tar cucrem uma 6 npaswia, R = {¥ — 91231?,36 — 6,31? — ch} rje
x € {0,1}. Ha mouerky T uwmra Hajuesbn cumboa Xg peun w. Hakon jemmor

KOpaka, aKo IPOYUTaHK CUMOOJI UMa TadKy, OHJIa je u3j1a3 cuMOOoI X o3Hadapajyhu
1

Ja je |w| nemapua. Y CyIpOTHOM je U371a3 X osHagaBajyhu na je |w| napua. [

3.2  HUKJIMIHKE Tal CUCTEeMU

Huknane rar cucreme je ocvmucano Kyk* [1].

Hedumammja (mukmmamm rar cucrem) [ukimann tar cucrem C = g, a1, . . ., Xp—1
je smcra GunapHux peun &y, € {0,1}* HazBaHUX HpOLYKeIH.

Konduryparuja muk/JmIHOr Tar cCUCTeMa ce cacTOji O MapKepa KOju IoKa3yje

Ha TI0jeJIMHAYHU TIPOjyKeTak dy y C, u peun w = xox1; € {0,1}*. Jlucra C

*Matthew Cook - nnpopmaruaap
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IIpeJicTaB/hba MporpaM Ha KOju MapKep MoKa3yje y HHCTPYKIUU &,. Ha moderky
paJja, MapkKep Ioka3yje Ha IPOJIyKeTaK &g, a W IPeJICTaB/ba OMHAPHY yJIa3HY ped.
Hedununuja (kopak mspadyHaBaba UKIAYHOL Tar CHCTCM&)‘ Kopak u3pauayna-

Balba je AE€TEPMUHUCTUYIaH U MOXKE€ C€ U3BPHIUTU Ha je,ZLaH O/l IBa HadYMHa:

® ako je x9g = 0 omjia xo OpuiremMo m moMepamMo MapKep Ha ITPOLyKeTakK

“(m—i—l)modp'

® ako je xg = 1 onya xq Opuriemo, ped &y, J10JajeMo Ha JIECHU KPaj pedu W, a

MapKep MOMePaMO Ha PO KETAK & (y;41)mod, -

Hukyimanm Tar cucteM 3aBplliaBa U3padyHaBAIbe aKo je W Mpa3Ha ped WM aKo
ybe y nonas/pajyhn nu3 koudwurypaimja. BpeMeHCKYy U TPOCTOPHY CJIOKEHOCT
JedbuHueMo Ha yoOmdajeH HavduH.

ITpumep (m3pauynasamse nukimganor rar cucrema) Heka je C = 00,010,11
IIUKJINYHU Tar cucteM ca rmodetHoM pedjy 011. Venosn je naBejieHO IPBUX HEKOJIMKO
Kopaka m3padyHaBamba. C jieBe cTpaHe Haja3e ce POy KeI, MapKUPAHU TTPOJLY-

JKeTaK je y 3arpajiy, a ca JilecHe CTpaHe HaJla3u ce ped HaJ| KOjJOM PaJIiMo.

(00),010,11 011 + 00,(010),11 11
- 00,010, (11) 1010 F (00),010,11 01011
- 00, (010),11 1011} - - -

Kopak uszpauynasama y onmrrem ciy4ajy uma ciejiehn obmk

Xoyeoo s &p—1, (“m)/“m—i—l/---/“p—l X0X1] (1)

Fao, e 01, O, (tXm+1),---,1Xp—1 X0X11X141 * Xl

upu gemy X € {0,1}, axo je xog = 0 oHzA Xj 174 = €, Y CYIPOTHOM aKo je xo = 1
oHJIA je Xj41/4c = &m € {0,1}¢,¢c € N.

Teopema 1 Heka je M nerepmunuctrdna TjypuHrosa MallliHa ca jeHOM
TPaKoOM, KOja BPINN W3padyHaBame y Bpemeny t. OHIa 1OCTOjU TUKJIATHU Tar
cucrem Cpq Koju cumysmpa mspadynasame M-a 3a speme O(t3 logt).

Buiie o oBome ce moxke nahu y [2].
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3.3  2-tar cucremn epUKACHO CUMYINPA]y NUKJINIHU Tar

CHUCTEM

3.3.1 Komupame

Huknuaau Tar cucreM Kopuctu bunapuu ajdabder. V3BpinaBame mporpama KOHTPO-
JIAIIEe yYuTaHu cUMOOJI U BPEJIHOCT MapKepa MHCTPYKIHja. 2-Tar CUCTeM U3IJIe/Ia
OTIIIITHjE OJI IUKJTMIHOT Tal CUCTEMA, jep je POU3BOJHLHO BenKa a30yKa JI03BOJbEHA.
C apyre crpane, 2-Tar CHCTEMU MMAjy BUIIlE OFPAHUYECH>A 10 MUTAay KOHTPOJIE
TOKA, jep 3aBHCE CaAMO OJ] YUUTAHOT CUMOOJIa. 300 OBOI' OrpaHUYerha KOPUCTUMO
BEeJIMKH OPOj cuMOOJIa Y KOHCTPYKIUjU. Bpoj cumboa je KOHCTaHTa HE3aBUCHA
0J1 JIy?KWHE YHOCA, aJIM 3aBUCHA, O] aJI'OPUTMa CUMYJIAIMje U BEeJIMIUHE IPOrpaMa
CUMYJIMPAHOT IUKJIUYIHOT Tar CUCTeMa. Y KOIUPArby, CUMOOJIMMA JOJIajeMO TauKe
(x, %), magupre (¥) n nog-nugekce (x). OBu mofany ce KOPHCTE 3a AJTOPUTAM
KOHTPOJIE TOKA. !

Hedunmmja 1 (kogupame ynoca 2-tar cucrema) [JoueTHa HUCKA IUKJINIHOT

tar cucreMa w = XoX1, € {0,1}* je kojupana Kao ped 2-rar cucrema

W = XoXoxX1X] X2X2 ... XpXpad ada ... ad
1 11 11 11 1111 11

(1411 y nonarue Gemue u3mely naposa

rre je Gpoj ad naposa y @ ||, aa|| = 2108
cuMb0JIa Cy CTaB/bEHE MCKJbYIMBO 3000 IIPEr/IeIHOCTH.
OBo Kofupame je N3padyH/bUBO Y JIorapuTaMcKoM tpoctopy. Ilogpea ad aa ... ad
lie ce kopucTuTH Kao Gpojad u merosa BpegHoct je ||W,adl|. Ilpomssossua (He
HY>KHO [TOYeTHA) [UKJINIHA PaJiHa ped je KoaupaHa cimdaHo jgedunurmju (1) cem
mITo ce Opojau Hasta3u 'yHyTap w. KoHKpeTHO, ako je W = XgX1 ... X] OHJIA

W = XoXox1X1 ... X;X;aa ... aa Xit1Xiy1 -.. XX

AV jjoai ijogoi i

saneko i € {0....0} uj € N. Jame, Bpesroct Gpojaa je CTereH JBOjKe, CTPUKTHO

sehn or |
||, aa|| = 208" (3.1)

rnel’ €N, I > 1.
Y oBoj cumysnaruju, opojad nehe npeswuire pactu. Kao mro he 6urn rnokazano,
BpegHOCT Opojada HuKajia Hehe OuTu Beha o1 JIBOCTPYKe JIy’KUHE Haj/IyKe Pedn

KOja ce TI0jaBJbyje y U3padyHaBamwy NUKJITIHOD Tal CUCTEMA.
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3.4 Cumynamnuja

[Tokazahemo Jia 1ocTOjU 2-Tar CUCTEM KOjU CUMYJIMPa PaJi IPOM3BOJHHOT KOPAKa
n3padyHaBamba IUKIMIHOD Tar cucreMa nedunncasor y uspasy (1). Pacunamyjemo

u3pas (1) y Tpu KoHIenTyaHa Kopaka:

1. ako je xg = 1 onja cuMyIupaMo MPABUIO Xg — Kz TAKO IITO JI0/1ajeMO

Om = X141 - - - X[ 4c5
2. mojenraBamMo X1 Jia Oyiae HOBU yuuTaHu cuMOOJI u Opuiiemo X,

3. ysehaBamo Mapkep M1 Tako Ja ciaenehn npojyzkerax 6YI€ & (1 1)modp-

[Mounmenmo Tako mro cumysupamo (2). Hedbopmasao nema (1) TBpau ga nocroju
2-Tar cucreM Koju epUKaCHO MpJia HaJIIpPTy HAIPe 3a jejaH nap cuMobosia. [JiaBHa

norerkoha je pasJmKoBame X1X1 OJ1 APYyTUX cuMOoJia Oe3 Hajpre XpXp, ..., X1XJ.
11 11 11
OBa jiema BaxKu y ciIy4ajy Ja je BpeaHocT Opojada ciaenehn cremen mBojke Behn o

JIy2KuHe mudpoBaHe pedn.

Jlema 1 Heka je mara ped obmka

0X0X1X1 ... XjX;ad ... ad Xj11Xiy1 ... XX
1 1111 11 1 1 11

=

W =

—_

1ocToju 2-tar cucteM 1 Koju m3padyHaBa

>>

W= X1X1... X;X;ada ... aa Xit1Xit1 --. X1X]
6 6 66 66 66 6 6 6 6
y Bpemeny O(llogl). Osge ||, ad|| = ||d,aa|| = 2M°8(+D1 i € {0}.

Nneja nokaza - [locroju 5 dhaza osor anropurma. Heka je Wy = @ u neka Wy
o3HavaBa m3Ja3 u3 k-te urepaiuje 5 daza. ¥ daszama ox 1 j10 3 k-Te ureparuje
padyHamMo (ML TAKO IITO O3HAYABAMO CBAKU JPYrH map XX cumbosa (o3Ha-
gaBamo mapie napose). Onga y dbazama 4 u 5 nonosumo 6pojad ||Wy_1,ad|| Tako
[ITO 03HAYABAMO CBAaKU JIPYTU Hap ad cumboia (omer o3HavYaBaMoO HapHEe MapoBe).
Bpahamo ce y dasy 1 u urepupamo cse noK ||y, ad|| = 1. Tauza 6pojad uma
HelapHy BPEJIHOCT TI0 MPBH IIyT. Bpoj MOTIYHO U3BPIIEHNX UTepalyja U KOHAYHA
speaHoct k je k = log ||@, aal|. Y oo TpenyTKy X1X1 je jesuHu map HeO3HAUEHHX
xx cumbosia y W, TaKo Ja je X1X1 jeIMHCTBEH O] OCTAINX [apoBa cuMboa y peun .
Bpumemo XgXg. JeIMHCTBEHOCT X1X] JIO3BO/baBa YCIECNTHO U3BPIIABAIbe TPABHIIA
{x1 — fofo}.

Herampu jnokaza: Heka x npunaga {0,1}. Opje KoHkperusyjemo npasuja 2-tar
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CHCTEMa U MOKA3yjeMO HUXOBY MIPBY UTEpalnjy. 3apaji uwiycrpaimje neka je i = [,

Y daszu 1 mounmemo ca pedjy obmKa

W = XgXoX1X1 XoXp ... XjXjda ad ... ad
1111 11 111111 11

Q@aza 1 ce cacToju oJ1 IIpaBuUa;

{f—mfj'c, X — XXX, % ﬁ a—>aa ? ZZ}
1 22 1 222
y3 joIIl Imap npaBuja Koja he Outu HaBe/ieHa HakHaHO. Hakon mpse daze jgodujamo

f()]_(f'()xlx'lfl XoXoXo ... xlx'p'c'l aaaa ...aa (3.2)
22222 222 2222222 22

[IpaBuia daze nBa cy
RS AL UEAT A BT A O R
It I S 1 e A

HacTaBbajyhu of (3.2), HAKOH jeIHOT HpOJIazKera BUIAUMO Jia je CBAKH JIPYTH

(mapan) map xX o3HaveH

XX X1X1 XpX X3x3x ce XX X(X{ aaaa ... aa
3 3 33 3 3 33 33 33

rie (3apaj mpukasa) mpernocTaBbamMo na je | mapro. IIpasuna dase 3 cy:

X — XX x— xx, — XX, a—aa, — 44,
3 44 3 44 3 44

X— #xXx, x — xx, ¥— ¥¥, a—>aa

3 44 3 44

Ynazumo y dasy 3 unrajyhin cumbosr ca TadkoM (ocTao je Hemapas 6poj HeO3HATEHHX
xX maposa nocye dase 1) wm cumbosr 6e3 Tadke (ocrao je mapaH 6poj HeO3HAUECHUX
xX maposa nociie daze 1). Paza Tpu M0UKHE TIPOBEPOM OBOTA Y JeJHOM KOPaKy; aKo
je Opoj mapam, oHJIa 2-Tar CUCTEM YHhTa CUMOOJIe ca TaYKOM, TaJia JIo/iaje cuMOoJT #
u Bpaha mapuoct Ha Henap HakoH npBu dasze. Hakon 3asprerka dasze 3, auramo

cuM00J1I 6e3 Tauke:

XXX Xp X3X3 X, ..xl 1x11xx aaaa ...aa
4 4 4 4 4 44 A A 44 44 44
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Y dazama 4 u 5 k-Te ureparnuje oJ0BUMO BpeHOCT Opojada (padyHamo || Dy, ad|| =

—”w"‘zl’“a” ), Ha CIUYaH HadnH Kao y dazama 1 1o 3. [Ipasmra daze 4 cy:

{f—)fi‘c, X — XX, a—)aaa — }
4 55 4 55 555
IITO HaM HAKOH M3BPIIIaBamba Jiaje

XoX0X1X1 XBX: x{x{ aai aad ... adai
5555 555 555 555

[IpaBuiia daze 5 mosoBe BpemsHOCT Opojata:

XX x — xx x — xx x —
1 S i
aa, a—4q, d—€, 4—4dq, —
oo el iy
Hacrasipajyhu Hale mspadyHaBame 1001jaMo:
XoXoX1X1 XBXB ... X[X aa gj .. aa Z
1111 11

u Bpahamo ce y dazy 1. Csaka ureparnuja oBux 5 dasza moJI0BU BPETHOCT Opojada.

X —
5

a—r
5

Hakown log ||®, ad|| nrepanuja Bpeanoct 6pojada he 6utu 1. 360r oBora n3ias u3
daze 4 he 6urn Henapan o npsu nyT. [laprocT m00uja mapHy BpeIHOCT 3a BpeMe
daze 5, mTo JlerekTyjemMo Ha moueTKy dase 1 mpaBunMa:
{x=#ix—xx §— xx, a—>aa —>aa}
1 1 66 66 1

[IpBo npasuso Opuiite xg y jeanom kopaky. Ipyro npebaiyje vaganpTy Ha ciegehu

mmap cumboJ1a, a HapeIHa JiBa IIPaBU/Ia CKUIA]y O3HAKY Ca MPEeOCTAJIMX CUMOOJIA.

=

1X1X0Xy ... XjXjaaaa ... aa
6 6 6 61616666 66

(o)}
—_

Cumbon # Bpaha mapHoCT Ha Hemap Tako Ja duramo cuMbosie 6e3 Tadke (OBO je
BE3aHO 3a KaCcHUja u3padyHaBama). Ha npumepy je npernocras/beHo Jja je i = [.
Axko je peu @ ommrrujer obiuka i € {0,...,1}, Moxkemo y6anuTu 6pojad yHyTap
pedn u ucTu joka3 he BaXKUTH ¢ 0O3UPOM J1a TO HE YTUUe Ha MAPHOCT W KOHTPOJLY
TOKA aJITOPUTMA. (]

Hapena iema he nam 06e36eutn Behuny Mexannzama MoTpeOHIX 38 CUMYJIAIH]y

Jlo/laBamba Ipojlyzkerka (IpBy Tadky noryaeiba 3.4). Cumynanuja JonaBarba je
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npaBoJiMHUjcKa, HajBehu mpobiem je ojpxkaBambe jejHakocTn uspasa (3.1). Crora,
HaKOH JI0JlaBarba MIPOJIYKEeTKa, aKO CUMY/JIUpaHa ped uMa JIyKUHY Oap jeHaky
JyzuHA Opojada, yaymaahemo 6pojad ma 6u 3amoBosbuian uspas (3.1). Creneha
JeMa je hopMyrcaHa ca IPeTIIOCTaBKOM JIa je MHUIMjaIHa BPeIHOCT Opojada mpBu
CTEIleH JIBOjKe Behu o1 JIy2KUHE KOJUpaHe PEUH.

Jlema 2 Heka je para ped obamka

W= ﬁxlx'l e xl-xi aa ...aa xi+1xi.+1 .. xlx'l
0000 00 00 00 o 0 00
npu wemy ||, aa|| = 2M1°80+DT i € {0,...,1}, onma nocroju 2-rar cucrenm T Koju
U3padyHaBa
W =11x1x1 ... X;X;aa ...aa xi+1x,-'+1 S XX xl+1xl'+1 NN x1+cxl'+c
88 8 8 8 88 88 8 8 88 8 8 8 8
rae ¢ < 20108V |, aa|| = 2Mel+e+D1 T ysppmasa oso n3pauynasame y

spemeny O(1 logl).

Hokaz. Ilpumemyjyhu mpasusio

T = xp105 - XX e 11
0 0 0 0 0 11

na @ jobujamo ped, oznauuhenmo je wo. Oma je cmana @ ocum mrro ||do, ad|| =
2Mog(+ D1 10 jeer Gpojau jom ysex muje axxypupan Ha Bpeamnoct ||d,ad|| =
2Mog(I+e+ 1)1 Ocrarak moxasa he ce 6apurm axKypupamem Gpojada. Heka Wy
osnavasa k-ry urepanujy oz 4 dasze. Ilpasuia 3a dasze ox 1 10 4 cy caudne OHEMA,
U3 IIpeTxojHe JjeMe 1a ux Hehemo oHOBO HaBoaAUTH. II0YHMMO H3padyHaBabe HaJl
b, 3 k- - o, aall = [@e1adll
wWp. 3a Bpeme 1pse sBe dasze ox k-Te urepanuje, padynamo ||y, adl| = >,

osHauaBajyhu cBaku npyru nap ad cumbosa (03HaUaBaMO CBe MapHe mapose). Y

dazama 3 u 4 uzpadyHaBamo

||wk—1/xx||J (33)

e, ] = |13

TAKO IITO O3HAYABAMO CBAKM JIPYTH map XX cuMbosia (OBJe O3HaYaBaMo HelmapHe
mapose). 3arum ce Bpahamo Ha dasy 1 u urepupamo nocrynax cse Jok ||, ad|| =
1. Bpojad cajia mMa HermapHy BPeJIHOCT 1O IPBU IIyT U TO JIeTEKTYyjeMo y a3u
3. Bpoj normyno usspiiennx urepanuja he 6urnu k, npu yemy k = log||dy, aal| =

[log(I 4+ 1)]. Hdonarna dasa spaha napuoct (Tako mro yBoju gogaTHu cumbos #
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u Gpuile ra HAKOH jejiHe PyHjie) Ja 6ucMo dnraiu cuMbosie 6e3 rauke. 3aTuM Wy

je obmka

Y oBoM TpeHyTKY 6poj ||y, xX|| HeosHawenux xX naposa 3agososbasa 0 < ||Wy, xx|| <
1. Jla Bumumo oo, upumernmo ia ||dg,ad|| = 2M0sU+D1 y ¢ < pflg(+1D)]
pemasajyhu uspas (3.3) 3a k = [log(I +1)| nobujamo 0 akko

0 < ||g, xx|| = [ + ¢ < 2Moet+1)]

n 1 akko
2{log(l+1ﬂ < HwO/ xxH =l4c< 2ﬂog(l+c+1)].

He nocroje apyre moryhe spennocru 3a ||@g, xX|| na tpeba mna nposepumo na i
je ||o, xx|| jennaxo 0 mwam 1. a 6ucmo ce npunpemuin, y jse Hapejne dbase

MIPUMEhY]eMO TTPaBUIA

{In ey

nu
1—11,x — xx, ¥ = €, — x%,§ — x%,
6 776 776 77 77
a—aa,a— aa,q — aa,qd — aa
6 776 77 77 77
Osa npasuta nomepajy untajyhy riaBy Ha Tadkacrte cumbose akko ||y, xx|| = 1.

HonaTHo, oBa IpaBuia Ol03HaYaBajy CBe O3HadeHe CUMOOJIe, jep TO BHIIE HUje
norpedno. Ilocroje jBa cirydaja:

IIpeu - ako ||y, xX|| = 0 omma mema morpebe Ja MemaMO BPEIHOCT Gpojada
Jia 6ucmo 3a080spuaH u3pas (3.1). Y osom ciaydajy gerexryjemo ||, xx|| = 0

unTajyhn nagsydenn cumbos 6e3 Tauke 1. [la 3aBpHINMO H3padyHABAILE IIPUMEILYjEMO
7

npaBuia
{T — 11, x — xik,a — ac’z}
7 88 7 88 7 88
Hpyru - ako ||, xx|| = 1 aynmpamo 6pojau jga 6ucmo 3a1080/6umm u3pas (3.1).
Y oBoM ciyuajy gerekryjemo ||y, xX|| = 1 Tako mTo dnraMo HaJAByUeHH CUMOOIT

ca TaukoM 1. 3aTuM BpahaMo HapHOCT Ha Hemap ! JyIUIIPaMO BPEJIHOCT Opojaua
7
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npuMerbyjyhu ciegha mpaBuia;

{i—>#ﬁ,x%xx,a—>aaaa}
7 88’7 887 8888

3.5 DBpeMmeHcka cJI02KEeHOCT

Teopema 2 3a 3azaru mukianaan tar cucreM C KOju BpIIM M3PadyHABALE Yy
Bpemeny t(n), yroc myxune n (rje 1 npejicrasba 6ap myKuny C-0BOI HajLyKer
[POJLYKeTKA), mocToju 2-Tar cucreM Te Koju cuMynupa uspadyHasambe C y BpeMeHy
O(t?(n)logt(n)).

Hoxka3z. IIpernocrasipamo ja je C-0B YHOC JIy:KUHE 11 yradak Oap KOJUKO HeroB
HAaj/IyKu 1pojryKeTak. Kao jieo mudpoBama yHOCA 2-Tar cucreMa y JeduHUIIjn
(1), mame yHOce hemo JomyHuTH 70 OoBe nyzkuHe. Ilomcernmo ce JeKOMIO3HUIH]je
KOpakKa u3padyHaBama IUKJIXIHOD Tar CHCTeMa y TPH IOJKOpaKa ca MovYeTKa
ceknmje (3.4) .

Jlema (2) obGesbeljyje anropuram 3a NpBU KOpak y ciaydajy Ja je ¥o = 1. YV
caydajy na Baxku ¥y = 0 mpeckademo npsu Kopak. PazmyumBame usmely oBa 1Ba
cIytaja je JIako - IoflelllaBambeM IapHOCTH Ha, Hap akKo Xg = 1.

Jlema (1) o6e3bebyje rasHu asaT 3a Apyru mojkopak. HakoH mpumene Jjieme
(1) magByuenu map xX je win ca jese (i > 0 u3 TBpherma jeMe) WIN MPecKOIn
npeko O6pojada u Hasasu ce ca jecue crpane (i = 0). Jlema (2) npermocrasiba ja
ce IJ1aBa HaJIa3u ca JjeBe cTpaHe. 1o Tpeba 06e30euTn Kako OUCMO je TTPUMEHUIN.
Crora ocrarak Jpyror jiea JApyror mojkopaka je ciejaehn - y jeHoM mposiazkersy
POYUTAMO eIy ped W U PEIIUKYjeMO je, CeM IITO HOJAMHIEKce yBehaMo U Ty KuHYy
HaJBy4eHe nojpedn nosehamo ca 2 Ha 3 nIpaBuaoM ¥ — XXX

Axo y cregehem mposazkermy anTaMo TadkacT cumbos 6pojada (4), oHIa je
rJ1aBa ¢ JieBe crpaHe Opojada; y HApeIHOM MPOJIayKery HOoJIelaBaMo apHOCT Ha
Herap 1 TUMe 3aBPIIaBaMoO 110Cao.

C apyre crpasne, ako anTaMo cumboJie 6pojada 6e3 Tauke (a4), OHJA MOJENTaBAMO
MAPHOCT Ha HENap y jeJJHOM IIPOJIaKeIby, a IIOTOM YHTaMO Opojad oI jeTHOM KaKo
61CMO Ta MOCTABUJIN HA JIECHY CTPaHy Y OJHOCY Ha TJIABY.

Jleme (1) u (2) TBpae na BpegHOCT Gpojada Tpeba ja Oy/le MPBU CTENEeH JIBOjKe
Behu ox | nykune peun C-a. OBu JI0Ka3y Bazke W 3a OIIITHUjA CIyd4aj, IIe je

BpeiHOCT Opojada 6uiio Koju creren jBojke Behu ox [. To je passor 360r Kojer
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JIOKa3e MOYKEMO IMPUMEHUTH 9aK U ako ce jy:kuHa pedn C-a JpPacTUIHO CMAIbU.
Y ToMm ciiydajy BpeMeHCKa CJIOKeHOCT Hehe 3apucuTu Buiie oj [, Beh o qyKuHe
6pojaua. O63upom ja je Bpemuoct 6pojada O(t(n)) oBo He yTHue Ha aHAIU3Y
KOMILJIEKCHOCTH.

3a tpehn mojKopax yBOJMMO HOBe O3HaKe 3a cuMboje 2-Tar cucreMa. Jlo oBor
TpeHyTKa ux je Ouio g, ajan caja nosehasaMo Taj 6poj Ha pq, rje p npeacTraBiba
6poj npojyxkeraka C-a. Hampasuhemo HOBU cKyll cumbosia o3HavYaBajyhu cBaku
cumbon y € {%,X%,x,%,%,x,X,a,a,d,d,4,#} 2-rar cucrema nesum Gpojem m 3a
csako 0 < m < p. Kopucrehn oo, Hame Koaupame IPOX3BO/BHOT IUKITIHOT Tar

cucrema he nmodburu 0b6aUK

XoXo X1X1 -+ XiX; 4 d
jiojoid i
m m m m m m

AN
AN

a .- aa XppXipq oo XX
J1 g j joi

i
mm mm m m m m

S
I

[Mogxopamm 1 m 2 ce cuMmynupajy UrHopumryhwm BpefHOCT m. 3aTuM | gobuja
BPE/IHOCT KOja CUTHAJIM3UPA JIa CY U3BPIIEHA IIPBa JBa MOJKOpaka. 1 pehu mojkopak

(MHKpEMEHTOBake TIPOrPAMCKOT MapKepa) ce CUMYJIUpa IIPaBUInMa OOJIHKA:

{

riae m’ = (m+1)mod,. IIpumena osux npasmia 3a garo k 3axresa O(I) BpemencKux

—

=i
A

i i

! !

]
/ m/ m m’ m/ m mm

SR

,x—>xx,a—>aél}

S

Kopaka. Y aHaJM3u BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH M3padyHaBarba 1c-a, MPOU3BOJbaH
Bpemerckn kopak C-a nporemyjemo l-om, I = O(f(n)). Crora npumemyjyhu
aeme (2),(1) u oBaj joKa3, 3ak/bydyjeMo Ja Te cumynupa jegan kopak C-oBor
uspadynasama y Bpemeny O(f(n) logt(n)). O

Kama 6ucmo auperrno npumenmin teopeme (1) n (2), mobmmm 6ucmo Ja je
BPEMEHCKa cJIoxkeHOCT cumysanuje Tjypunrose mammne ciaoxenocru O(t), 2-
tar cucremom jemmraxa O(t8(logt)?). Task/puBHjoM aHATM30M, MO GHCMO Jia
JIOOMjeMO OIPAHUYIEHHE HABEJIEHO Y HAPE/IHO] TEOPEMU.

Teopema 3a nary gerepymunuctudky Tjypunrosy mMamuny T ca jeJHOM TPaKoM,
KOja BPIIIM U3padyHaBIbE Y BpeMeHy f, mocToju 2-tar cuctem 1jf Koja CUMYJIUPa
uspagynasame T y spemeny O(t*(logt)?).

[Tocaemuma Hajmame Tjypunrose mamune MUHCKOT M OCTAIMX CY HOJTHHOMY-

jammam O(t8(logt)*) cumynaropu Tjypunrosux MammHa.
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1

2
3
4
5

© o N O

10
11

12

13
14
15
16

Joarak

[Tporpam koju ucnucyje u3padyHaparba 1jypuHIoBe MalllnHe

KOja CUMYJupa 2-Tar CUCTeM

Omie je mar KO/ mporpama KOju je KOpuIinheH 3a aHaJn3y 2-Tar CUCTeMa U3 JPyror

noryiaBsba. Mcnumcan je y mporpaMckoM je3uky [ava.

// Zakomentarisan kod je koriscen kao pomagalo u svrhe
analize rezultata

public class masterTezaAutomat {

/>e>e

* Funkcija koja vraca novu traku u kojoj na poziciju
pokazanoj glavom

* Tjuringove masine upisuje simbol c.

* @param traka Traka Tjuringove masine

* @param glava Broj trenutne celije

* @param c Novi simbol koji ce biti upisan na traku
*/

public static String zameni(String traka, int glava, char
¢) A{

return traka.substring (0,glava) + ¢ + traka.substring(
glava+1);

/**
* Pojenostavljeni ispis trake koji za svaki niz od tri

ili vise istih
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17 * simbola ispisuje dva, sa tri tacke izmedju njih.
18 * npr AAAAAABBBBBCCCCBA —> A ... AB ... BC ... CBA
19 * @param traka Traka Tjuringove masine

20 =/

21 public static void ispisTrake(String traka) {

22 int i=0;

23 try {

24 for(i = 0; i < traka.length() ; i++) {

25 // ispisujemo trenutni simbol

26 System.out . print (traka.charAt(i));

27 // u trenutku kada ima tri simbola ista zaredom, gutamo

simbole sve dok ne naidjemo na razliciti

28 if (traka.charAt(i)==traka.charAt(i+1))

29 if (traka.charAt(i+1)=traka.charAt(i+2)) {

30 System.out.print (" ... ");

31 while (traka.charAt(i+1)=traka.charAt(i)) {

32 1++;

33 }

34 // ispisujemo poslednji simbol od istih i onda
prelazimo na naredni u sledecoj iteraciji

35 System.out . print (traka.charAt(i));

36 }

37

38 )

39 }catch(IndexOutOfBoundsException e) {

40 System.out.print (traka.charAt(i)+ "\n");

41 //System.out . println ("verujem da smo stigli do ovde");

42 }

43 )

44

45 /%

46 * Funkcija kao i prethodna, samo sto ispisuje traku
crvenim slovima.

a7 %/

48 public static void ispisTrakeCrveno(String traka) {

49 int 1=0;
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95
o6
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58
29
60
61

62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79

80
81

try {
for(i = 0; i < traka.length() ; i++) {
// ispisujemo trenutni simbol
System.err.print (traka.charAt(i));
// u trenutku kada ima tri simbola ista zaredom, gutamo
simbole sve dok ne naidjemo na razliciti
if (traka.charAt(i)==traka.charAt(i+1))
if (traka.charAt(i+1)=—traka.charAt(i+2)) {

System . err.print (" ... ");
while (traka.charAt(i+1)=traka.charAt(i)) {
14+

}
// ispisujemo poslednji simbol od istih i onda
prelazimo na naredni u sledecoj iteraciji

System.err.print (traka.charAt(i));

}

}
}catch (IndexOutOfBoundsException e) {

System . err.print (traka.charAt(i)+ "\n");

//System.out . println ("verujem da smo stigli do ovde");

}

public static void main(String || args) {

// simboli tag sistema su ai = { a, b, ¢ }
/) a—> bc

// b—> a

// c¢—> aaa

// pocetna rec je "

// ako je debug = 1 ispisuju se neke informacije poput
izgleda produkcione regije

int debug = 0;

// ako je ispisPriPromeniStanja = 1 ipsiujemo infomracije

o traci svaki put kada se promeni stanje
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82
83
84
85

36
87
88
39
90
91
92
93
94

95

96

97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115

int ispisPriPromeniStanja = 1;
String pocetak — "OXIAAO";

String brisanje =
String produkcija =
“Ni,1 O

nn.

Y

e /) (Pi) = 11 O°Ni,ni OI... 10

// ima ni+l I-ova

String razdvajanje =
//String obrisana =
String sinteza = "";

String prazanProstor

nn. // IAR
nn.

//Y~ Nalfa A ~ Nbeta

. nn.
- I

A Y"Nomega

int N[] = {0, 0, 0}, P=0,R=0, S =0, ni[] = {2, 1,

String Pi[] = {"II",

/* LR I I S

IIIIH HIIH}.

L R O R G I I

+ ODREDJIVANJE KONSTANTI SPQR =

% 3k Sk Sk X 3k Sk Ok X X Sk ok X Xk 3k

B N N N */

// radi se o 2-tag sistemu

P = 2;

for (int niTmp : ni)
S 4= niTmp+1;

}

// Konstanta regije

R=P =+ S;

// Konstanta regije

Q — (P-1)+R-S:

for (int i=0; i < ni.
int tmpSum = 0;

for (int j=0 ; j <
tmpSum+—=ni | j]|+1;
}

N[i] = tmpSum + R;

{

razdvajanja

brisanja

length ; i++) {

i; j++) |
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116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151

if (debug = 1)

System.out . println ("N"+i+" = " + N[i]);

}

if (debug — 1) {
System.out.println ("Q = " + Q) ;
}

if (debug — 1) {
System.out . println ("R = " + R);
}

if (debug — 1) {
System.out.println ("S = " + S);
}

/* L I i IR SR i i I i i I i i

+ KONSTRUKCIJA PRODUKCIONE REGIJE =

*******X—*X—X—>{->{->{->{->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->6/

Pi[0]="TI";

//dodajemo ¢

for (int i=0;i<23+1;i++)
Pi[0] +="0";

Pi[0] ="1";

// dodajemo b

for (int 1i=0;i<21+1;i++)
Pi[0]+="0";

Pi[1] = "II";

// dodajemo a

for (int 1=0;1<18+1;i++) {
Pi[1]+~"0";

}

Pi[2] = "TI";

// dodajemo a

for (int 1=0;i <18+1;i++) {
Pi[2]+="0";

}
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152 Pif[2]+="1";

153 /) dodajemo a

1564 for(int i=0;i<18+1;i++) {

155 Pi[2]+="0";

156}

157 Pi[2]+="1";

158 // dodajemo a

159 for(int i=0;i<18+1;i++) {

160 Pi[2] +="0O";

161}

162

163 produkcija = Pi[2] + Pi[l] + Pi[0];
164 if (debug = 1)

165 System.out . println (produkcija);

]_66 /*>(->%>(->(->(->(-*******************************
167 + KONSTRUKCIJA REGIJE TRENUINE NISKE *
168 >(->(->6>6>(->(->(->(->(->(->(->(->(->(->6>6>6*********************/

169 for(int i = 0; 1 < 3; i++) {
170 for(int j = 0; j < N[0]; j++) {

171 sinteza 4+= "Y";
172}
173 sinteza += "A";
174}

175 sinteza = sinteza.substring (0,sinteza.length()-1);
176  if (debug =— 1)

177 System.out . println ("Regija sinteze je " + sinteza);
178

179 /*>(->(->(->(->(->(->(->(->(->(-*X->(-************************
180 + KONSTRUKCIJA REGIJE BRISANJA *
181 **>6>(->6>(->6>6>6>6>(->6>(->6************************/

183 brisanje += "I";

184

185 /*>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>(->e>e>e>e>e>(—>(->e>e>e>e>(—>(—>(—>e>e>(—>(—>(—>(—>(—>e>(—>(—>(—
186 + KONSTRUKCIJA REGIJE RAZDVAJANJA *
187 >e>e>e>e>e>e>(->e>e>e>e>e>e>e>e>(—>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e>e/
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188
189
190
191
192
193
194

195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222

for (int 1 = 0; i < R; i++)

razdvajanje += "I";

/**************************************

+*KONSTRUKCIJA REGIJE PRAZNOG PROSTORA *

B R R U O R S R R s */
// 10000/6 — 600 je empirijski dobijena aproksimacija
potrebnog prostora za ovaj konkretan slucaj tag sistema
for (int i = 0; i < (10000/6) —600; i++)

prazanProstor += "O";

/**************************************

* KONSTRUKCIJA TRAKE *
EE S R G O i R R T */
if (debug =— 1) {

System.out. println ('

'Regije trake redom:");
System.out. println (pocetak);

(

(
System.out. println (brisanje);
System.out. println (produkcija) ;
(

System.out . println (razdvajanje);

System.out. println (sinteza);

System.out . println (prazanProstor);

nn

String traka = ;

traka += pocetak;

traka += brisanje;

traka += produkcija;
traka += razdvajanje;
traka += sinteza;

traka += prazanProstor;
ispisTrakeCrveno (traka) ;
//14 20

/>(-**********X—******X—X—*****
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223
224
225
226

227
228
229
230
231
232

233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255

+ KONSTRUKCIJA AUTOMATA =

LRI IR R R G R R R R I R R R R */

int glava = pocetak.length () + brisanje.length ()+
produkcija.length ()

+razdvajanje.length () ;

String stanje = "ql";
//System.out . println (zameni("papaja",2,’c’));

int 1=0;

if (ispisPriPromeniStanja =— 1) {
System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ", a
glava pokazuje na celiju " + glava+t". Iteracija je broj
")
System.out . println (traka);
}

System.out . println () ;
System.out . println (traka);
System.out.println () ;

// kraj na 2,221,856 iteraciji izracunavanja
//while (i <50000) {
while (true) {

1+
switch (traka.charAt(glava)) {
case 'O’:

switch (stanje) {

case "ql":

traka = zameni(traka, glava, 'X’);
glava ——;

break ;

case "q2":

traka = zameni(traka, glava, 'X7);

glava-+-+;

stanje = "q3";
if (ispisPriPromeniStanja =— 1) {
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256

257
258
259
260
261
262
263
264
265

266
267
268
269
270
271
272
273
274

275
276
277
278
279
280
281
282

283

System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",
a glava pokazuje na celiju " + glava+". Iteracija je
broj " + 1i);

System.out . println (traka);

}

break ;
case "q3":
traka = zameni(traka, glava, 'A’7);
glava ——;
stanje = "q4";
if (ispisPriPromeniStanja — 1) {
System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",
a glava pokazuje na celiju " 4 glava+". Iteracija je
broj " + i);

System.out.println (traka);

}

break ;
case "q4":
traka = zameni(traka, glava, 'X’);
glava-+-+;
stanje = "qb";
if (ispisPriPromeniStanja — 1) {
System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",
a glava pokazuje na celiju " + glava+". Iteracija je
broj " + i);
System.out . println (traka);
}break;
case "gb":
traka = zameni(traka, glava, 'Y’);
glava ——;
stanje = "q4";
if (ispisPriPromeniStanja — 1) {
System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",
a glava pokazuje na celiju " + glava+". Iteracija je
broj " + i);

System.out . println (traka);
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284 }

285 break ;

286 case "q6":

287 System.out . println(i);

288 System.out . println (traka);

289 System.out . println ("HALT! Kraj kakav treba biti!");

290 return;

291 default :

292 System.err.println ("Neispravno stanje kada je glava na
karakteru O");

293 return ;

204 }

295 break ;

296 case ’'I7:

297 switch (stanje) {

298 case "ql1":

299 traka = zameni(traka, glava, 'B’);

300 glava+4-+;

301 break;

302 case "q2":

303 traka = zameni(traka, glava, 'B’);

304 glava++;

305 stanje = "ql1";

306 if (ispisPriPromeniStanja =— 1) {

307 System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",
a glava pokazuje na celiju " 4 glava+". Iteracija je
broj " + i);

308 System.out.println (traka);

309 }

310 break ;

311 case "q3":

312 traka = zameni(traka, glava, 'B’);

313 glava-+-+;

314 break ;

315 case "q4":

316 traka = zameni(traka, glava, '17);
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317
318
319
320

321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333

334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344

345
346
347

glava ——;

stanje = "q2";

if (ispisPriPromeniStanja =— 1) {

System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",
a glava pokazuje na celiju " + glava+". Iteracija je
broj " + i);

System.out . println (traka);
}
break ;
case "gb":
traka = zameni(traka, glava, 'B’);
glava++;
break;
case "q6":
traka = zameni(traka, glava, '17);
glava-+-+;
break ;
default :
System.err.println ("Neispravno stanje kada je glava na
karakteru I");
return;
}
break ;
case 'A’:

switch (stanje) {

case "ql":
traka = zameni(traka, glava, 'X’);
glava ——;
stanje = "q2";
if (ispisPriPromeniStanja — 1) {
System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",
a glava pokazuje na celiju " + glava+". Iteracija je
broj " + 1i);

System.out . println (traka);

}
break;
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348 case "q2":

349 traka = zameni(traka, glava, 'B’);

350 glava-+-+;

351 break ;

352 case "q3":

353 traka = zameni(traka, glava, 'A’);

354 glava-+-+;

355 break;

356 case "q4":

357 traka = zameni(traka, glava, 'A’);

358 glava ——;

359 break;

360 case "gb":

361 traka = zameni(traka, glava, 'A’);

362 glava++;

363 break;

364 case "q6":

365 traka = zameni(traka, glava, '07);

366 glava-+-+;

367 stanje = "ql1";

368 if (ispisPriPromeniStanja =— 1) {

369 System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",
a glava pokazuje na celiju " 4 glava+". Iteracija je
broj " + i);

370 System.out.println (traka);

371 }

372 break ;

373 default :

374 System.err.println ("Neispravno stanje kada je glava na
karakteru A");

375 return ;

376 }

377 break ;

378 case 'B’:
379 switch (stanje) {
380 case "ql1":
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381 traka = zameni(traka, glava, '17);

382 glava ——;

383 break ;

384 case "q2":

385 traka = zameni(traka, glava, '17);

386 glava ——;

387 break ;

388 case "q3":

389 System . err.println ("Nemoguca konfiguracija , B, q3.");

390 return ;

391 case "q4":

392 traka = zameni(traka, glava, '17);

393 glava ——;

394 break ;

395 case "gb":

396 System . err. println ("Nemoguca konfiguracija , B, g5");

397 break ;

398 case "q6":

399 traka = zameni(traka, glava, 'A’);

400 glava-+-+;

401 break;

402 default :

403 System.err.println ("Neispravno stanje kada je glava na
karakteru B");

404 return;

405 }

406 break ;

407 case 'X':
408 switch (stanje) {

409 case "ql":

410 traka = zameni(traka, glava, 'Y');
411 glava-++;

412 break;

413 case "q2":

414 traka = zameni(traka, glava, 'B’);
415 glava ——;
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416
417
418

419
420
421
422
423
424
425
426
427
428
429
430
431
432
433
434
435
436
437
438
439

440
441
442
443
444
445
446
447
448

stanje = "q6";

if (ispisPriPromeniStanja —

1) A

System.out . println ("Promena stanja u " + stanje + ",

a glava pokazuje na celiju " + glava+". Iteracija je

broj " + i);
System.out . println (traka);
}
break ;
case "q3":
traka = zameni(traka, glava
glava+-+;
break;
case "q4":
traka = zameni(traka, glava
glava ——;
break ;
case "gb":
traka = zameni(traka, glava
glava+-+;
break;
case "q6":
traka = zameni(traka, glava
glava-+-+;
break;
default :

System.err.println ("Neispravno stanje kada je glava

karakteru X");
return;

¥

break ;

case 'Y':

switch (stanje) {

case "ql":
traka = zameni(traka, glava
glava ——;

break;
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449
450
451
452
453
454
455
456
457
458
459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470

471
472
473
474
475
476
477
478
479
480
481
482

case "q2":
traka = zameni(traka, glava, 'X’);
glava ——;
break ;
case "q3":
traka = zameni(traka, glava, 'Y’);
glava-+-+;
break ;
case "q4":
traka = zameni(traka, glava, 'Y');
glava ——;
break;
case "gb":
traka = zameni(traka, glava, 'Y');
glava++;
break;
case "q6":
traka = zameni(traka, glava, '07);
glava-+-+;
break;
default :
System . err . println ("Neispravno stanje kada je glava na
karakteru Y");
return;
¥
break ;
default :
System . err.println ("Nepoznat karakter na traci");
return ;
}
//ispisTrake (traka);
/)it (i>2230000)
System.out. println (traka);
//System.out.println ("");
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483 //System.err.println("Izasli smo iz while petlje silom
prilika");
484 )
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3axBaJiHule

SaxBasmo O6ux ce mpeBacxoHo MeHTOPY, Hebojmm MkonumaoBuhy, Ha capaimu 1
noMohu y nmcamwy MacTep paJjia, a IIOTOM IOPOJUIN U IpHjaTe/buMa, KOju Cy y3
MeHe y JI00py U 31y, KaJ 3alllKPHUIId, a U KaJ CYHIe cuja. be3 jake moJpIIKe U
BeJIUKUX Jieha Koja duHe, He OMX HUINTA ITOCTUTAO!

Crernmjasina 3axsayiHocT apyrapunn Arum Mutposuh mTo je yrpkoc MHOTOOPOjHIM
JKUBOTHUM ODaBe3aMa M3/IBOjUJIa TOMUJIY BPEMEHa Jia TIOMOTHE OKO pPEBU3Uje U

caBeTa 3a IIHCalbe OBOI' pa/ia, XBaJla TI/I.I)
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