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YBOJ|

Kom0OunaTopuka je o0acT MaTeMaTuKe Koja ce 0aBu Mpo0ieMUMa €r3UCTCHIINjE U CHYMEPAIIH]je
o0jekaTa M CTPYKTypa Koje UCIIyHaBajy HeKe 3ajare ycioBe. JeaHa ol KapaKTepHCTHKa KOMOMHATOPUKE
je la TIOCTOjU HEKOJIMKO Pa3IHMYUTUX HAYMHA Jld CE HEIITO JOKake. ¥ OBOM MacTep paiy 4ecTo hemo
KOPUCTHUTH MEPMYTAIHjCKy METOly U METOY JABOCTPYKO Opojarbe.

Excrpemanna koMOMHATOpHKA je TpaHa KOMOWHATOPUKE KOja je MOCIEAbUX HEKOJIHKO JICIeHUja
JOXHBENA BPJIO MHTE3WBaH pa3Boj. Has3ue ,,ekcTpemMaiHa‘ ToBOpU O IPUPOIH IpodsieMa KojuMa ce OaBH.
[Ipobsiem kojuM ce 0aBH ekcTpeMaliHa KOMOMHATOPHKA je ofpehuBarmbe KOJUKO BEIMKA HIIM KOJMKO MaJia
je KOJeKIMja KoHauHuX oOjekata (OpojeBa, rpadoBa, CKyIoOBa, BEKTOpa UTI.), IPH Y€MY Ta KOJEKI[Hja
MOpa Jia MCIYHHM 3aj1laTe YCJIOBE. 3HayajaH €0 eKCTpeMaliHe KOMOMHATOPUKE C€ OJHOCH Ha Kiace
ckymoBa. Ta o0nacT ce HasMBa EKCTpEMallHa TeopHja CKyMoBa. Y EKCTPEMajHOj TEOPHjU CKYIOBa
OCHOBHH 00j€KaT je KOJIeKIHja MOJCKYIOBa HEKOI KOHAYHOT CKyTIa.

Koneknuja moackynmoBa MMa pa3jiuuTe Ha3WBE Kao CHUCTEM CKYINOBa, (aMuivja TMOACKYIIOBa HIIH
xuneprpad. He nocroju Gpopmanna paznuka u3mel)y nmojma gaMmimja cKynoBa, OJHOCHO CHCTEM CKYIOBa
u nojMa xumeprpada. Pasnuka y pasnmmuntuM yrnorpebama rojMoBa je Buiie (riio3odcka, a 3ampaBo
Hema (opmaiiHe pasiuke u3melhy nojmosa. Koj xuneprpacdosa je Buile OKyc Ha MOJICKYIIOBE YBOPOBa
KOjU MpeICcTaBsbajy TpaHe xuneprpada u Ha ogHoc u3Mmehy rpaHa. Y damuauju ckyrnoa (GoKyc je BHIE
Ha TEOPUJCKUM OCOOMHAaMa CKyIMoOBa, Koje (paMHiiMja CKyllOBa MMa WM HeMma y oipeljeHOM OmHOoCy
CKYIIOBA.

Excrpemaina Teopuja cKymnoBa je myHa jienux Teopema, n3neHal)yyjyhux Be3a u oTBopeHunx
npoodsema. OHa ce 0aBu nutamuMa Tuna: Koju je najsehu 0poj k-Townanumx moackymosa n-
TOYWIAHOT CKYINAa TaKo Ja ce cBaka aABa nmojackymna ceky? Koju je Hajsehu 0poj moackymoBa Tako aa
HHMjeJaH HUje moAcKyn apyror? Y oBoMm pany hemo ce 0aBUTH TaKBMM NHUTalkHUMa M MpoOIeMUMa.
Jlakie, Halll IJIaBHU 3ajaTak hie OUTH Ja OJpEeaMMO MaKCHMaJHy KapAWHAIHOCT (haMHIIHje CKYIIOBa Koja
HCIyHhaBa HEKe yCIIoBe.

Ymozahemo ce ca nBe OWTHE TeopeMe W3 eKCTpeMaliHe KoMOmHaTopuke. Peu je o Teopemama
Epnemr — Ko — Pamoa u Illmeprepa, koje Ccy WHCIMpmcaiae MHOTe JApyre MaTemarhdape na ce OaBe
EKCTPEMATHIM ITpodIeMuMa.



I XUITEPTPA®OBH

OB1e ce ynmo3HajeMo ca 03HaKaMa U OCHOBHUM TIOjMOBUMA Koje heMo KOPUCTUTH y JajbeM pay.

Hepununuja 1. I'pad G je ypehenn nap (V,E), 1j. G = (V,E) tae je V konayan Hempasan ckym, a E je
KOHAYaH CKYIl pasMunTuX Heypehenux maposa pasimuutux enemenara ckyma V. Ckyn V ce 30Be ckym
4YBOpOBa (TeMeHa) a cKym E ce 30Be CKyIl I'paHa (MBHIA).

dopmaiHo, ckynosu V u E Mory ce 3anucati Ha cieichu HauuH:
V={v:veG}
E={e:e=vurgev,u € G, v+ u}.

Hdepunnuuja 2. Heka je X konawan ckyn. Xumeprpag H Ha ckymy X je ¢damwmiuja HempaszHHX
noxackynosa ckyna X, 1j. H € P(X). EneMentu oBe pamuimje ce 30By Xuneprpane (MBULE WM TPaHE
xuneprpada) a eneMeHTH u3 cKyna X ce 30By UBOPOBH (TEMeEHa).

HanomeHa 1. Y oBoM pajy yecto heMo mocMaTpaTd xureprpad Ha n-To4JaHOM CKYIY, OJHOCHO
Ha CKYITy KapJMHAIHOCTH N YUjU Cy eJIeMEHTH MO3UTHBHU 1enu OpojeBu. Takap ckyn hemo o3HauaBatu
ca[n], 1. [n]:={1,2,..,n}.

Xwuneprpad ce Ha3uBa CHUCTeM CKymoBa Wid ¢amuidja moackynoa ckyma X. YUecro xumeprpad ce
o3HauaBa nucanuM ciosoM F. Bpoj xuneprpana xuneprpada F ce o3Hauasa ca |F|.

[Mpumernmo na y rpady cBaka IpaHa criaja camo JiBa 4BOpa, 0K y xuneprpady rpana Moxe Jia caapku
BHIIIE 071 1Ba uBopa. Jlakie, rpad je crenujaiaH ciydaj xuneprpada Kaja je cBaka rpaHa KapAHHAJIHOCTH
JBa.

3a pasnuky on rpagoBa, xuneprpadoBu ce TEIIKO MPeACTAB/bAjy IPTEKOM HAPOUHUTO AKO
cajp:ke Behu Opoj rpana. Ykoauko cy epamne kapounannocmu 1, onoa zpana oozosapa nem.vu. Ako cy
cee zpane xunepzpagha KapounanHocmu 2 oHod je y Rumarny cmanoaponu zpag. Y mom cayuajy zpane
npeocmeawamo nunujama Koje nosesyjy osea usopa. Ako zpana xunepzpaga uma suuie 00 2 usopa,
OHOA ce 2pana npedcmas.ba NPOCMOM 3AMEOPEHOM KPUGOM.

Koo xunepzpagha 0sa usopa cy cyceona axo nocmoju xunepzpana Koja caopicu oda ueopa.

YBopoBu: X1,X7,X3,X4, X5, X6-
Xuneprpane: @ = {x1,%2}, b ={x5}, ¢ = {x3,x3, x5}, d = {x4,x6}.

CyceHHI/I YBOPOBU CY: X4 U Xg ; X1 U X3 ; X2, X3 U X5 .

Crnuka 1. Xuneprpad ua ckymy X = {Xx;, X5, X3, X4, X5, X }-

Ha cmunm 1. je mpukasan xumeprpad Ha ckymy X = {xq,X5, X3, X4, X5, Xg}. Taj xumeprpad cmo
MPEACTaBMWIIM Y PaBHM Tako IUTO CMO BPXOBE, OJHOCHO €IEeMEHTE M3 cKyna X MICHTH(HUKOBAIU ca



I XHUINEPTPA®OBU
Taykama paBHH, a TpaHe xumeprpada HICHTU(PUKOBAIM ca CKYNOBUMAa KOjH cajp)Ke BPXOBE KOjU
MPHIIAAAjy TOj TPaHy U O3HAYMIIM CMO MX CJIOBUMA.

XwuneprpadoBu ce MOry mpeAcTaBuTH momMohy matpuiie HHIUACHIMje A = [ai j], /€ j-Ta KOJIOHA
matpuie A oarosapa xurneprpanu E; a i-ta Bpcra mMarpuie A oaroapa elIeMeHTy v;.

Jaxne maTpuna je neguHucana Ha cienehu HaumH:

{ 1, aKko v; € Ej
a =
Y 0, WHaye.

Hexu yBop wnwm 1iena xuneprpaHa MoXe OMTH CaJp)kaHa y JPYroj XUIeprpaHy, U OMIIO KOJU YBOP WIIK
OWJI0 KOja XHUIeprpaHa MOXKe OMTH 4iaH BUIIE Of jenHe xumeprpane. Takohe, y xumeprpady OuiIo Koju
YBOp WJIM OMJIO KOja XUTIeprpaHa He Mopa OUTH cajJpiKaHa y IPYroj XUIeprpaHH.

Ha ciauim 2. je npukasan xuneprpad) ca CKyIoM 4YBOpoBa {Vi, Uy, Vs, Uy, Us, Vg, U7} M XHIIEprpaHama

{171, VU2, U3} ) {UZI U3} ’ {U3, Us, v6} ) {U4} '
——
e ey e3 ey

o,

7

Ciuxa 2. Xuneprpad Ha cKyny {vy, V,, Vs, Uy, Us, Vs, V7 } Ca TpaHaMa {€;, €, €3,e,}.

Ca cnuke 2. BUOUMO:
- YBOp V3 CE HaJla3W Y TPH XUIIEPrpaHe, Tj. eIEMEHT je XUIIeprpaHa eq, €;, €3;
- Xuneprpana e; = {V,, U3} je NOACKYIl Xureprpane e, = {vq, Vy, U3};
- YBOp V7 HHUj€ eIIeMEHT HHjeIHE XUIeprpaHe (3a TaKaB YBOp Ka)KEMO J1a je M30JI0BaH);

- Xurmeprpana e, = {v,} Huje caapxaHa y HEKOj JAPyroj XUreprpaHu.
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Matpuiia MHIIUJICHIIHjE KOja oAroBapa xuneprpady ca ciuke 2. je

A=lay] =

SO OR R M
coocoRr RO
ORROoOROO
cooroo o

Hdepunuuuja 3. Ilpazan xuneprpad je xuneprpad takas 1a je X = @ 1 HeMa XUIeprpaxa.
Hpyrum peunma, xuneprpad 6e3 uBopoBa u 6e3 rpana je npaszan xuneprpad.
Hedunnuuja 4. Tpusujanan xuneprpad je xuneprpad Takas qa je X # @ 1 Hema XuIieprpaHa.

Jaxie, xureprpad Koju uMa cBe CI000IHE YBOPOBE 30BE CE TPUBH]jaJIaH.

"

Cuuxa 3. Tpusujanan xurneprpad Ha ckyny {vq, Uy, Us, U}

JMedununuja 5. Xuneprpad koju vMa cBe XHIIEprpaHe KapaAUHAIHOCTU K, OJHOCHO CBaka XHUIIEprpaHa je
BennuuHe k, HazuBa ce k-yHudopman xuneprpad.

[Ipumepn: 2-yaudopman xuneprpad je knacuyas rpad

3-yaudopman xuneprpad je ckym HeypeheHuX TpojKu



1 HNPECELHAJYRA ®PAMUJINJA CKYIIOBA

ButHy ocobuny hamunuje moackynoBa HaBoAuMO y cieaehoj nepuHuInju.

Jledpunnunja 6. Gamvumnja noackynosa F € 2™ (1j. dpammmnja moxckymosa ckyma [n]) masmea ce
npecenajyha ¢pamusmja axo 3a cBe ckynose A,B € F saxu AN B # Q.

Hanomena 2. He Mopajy cBu CKynoBY U3 GpaMuiIHje 1a IMajy UCTE 3ajeMHIYKE eIIeMEHTE.

Ha npumep, {{1, 2},{1,3}, {2,3}} je mpecenajyha ¢gamuiarja ¥ HeMajy CBH CKYIOBH HCTE 3ajeTHHUYKE
enemente. OBo je 2-yHu(popMan xuneprpad, jep cy CBe rpaHe KapJAWHAIHOCTH JBa.

2 3
Cnuxka 4. 2-yaudopman xuneprpad

[Mpumerumo na je nedununmja 6. ekBuBaneHTHa ca cieichom pedenuiiom: F je xuneprpad Ha
ckymy [n] Tako ja HHKOje [BE XHIIEPTPaHe HUCY JUC]YHKTHE.

Caza pukcHpamo jeraH eIeMeHT U3 CKyna [n] u mocmarpamo (GaMuiMjy MOACKYIOBa cKymna [n] tako na
CBaKM CKyIl caapku Ta] pukcupanu enemenT. OmHOCHO mmocMaTtpamo dhammmjy F, = {A C [n] |x € A}
3a HeKo (pukcupano x € [n]. JacHo je na je oBo mpecenajyha dhamuiuja, jep CBaku CKyIl CaapKu eIEMEHT
x. Bennuuna ose npecenajyhe pamumnuje je 21 1j. |F| = 2" 1. Taksa npecenajyha gpamuimja 308e
ce 3Be3Ja.

Jla ma ce moxxe Hahm Beha mpecenajyha damumja? Oarosop Ha To MUTamkE Naje cieneha Teopema.

Teopema 1. Heka je F xuneprpad Ha ckyny [n] Takas aa ce cBake aBe xuneprpane cexky. Tana je
|F| <2m 1,

Jokas. ITomro ckym [n] wma n enemenara, onpa je Opoj moackymoBa ckyma [n] jemmak 2". Te
MOJICKYTIOBE, KOjUX MMa 2", pacmopeinMo y MapoBe Tako Ja CBaKH IOJCKYI IMOBE&KEMO Ca HErOBUM
KoMIieMeHToM. TakBUX mapoBa yKynHO uma 271,

Cpaku Taj Tap MOACKyNoBa je mucjynkradH. Hamme, ako A € F ouma A = [n] \ A He Moxe Outn y

npecenajyhoj havumuju F, jep je AN A = @.

Jobujamo na F mma HajBHUIIE jeaH CKYIl U3 CBAKOr TOT mapa. 1o 3Haun na Opoj xumneprpana xumeprpada

F ue moxe 6uTu Behu o1 6poja TMX maposa, Tj. ox 2™~ 1,

Haxue, |T | <21 g



1 HNPECELHAJYRA ®PAMUJINJA CKYIIOBA

Teopema 2. Iocroju xuneprpadg F Ha n-TowIaHoM cKyny Koju mma 2™ ! xumeprpama Tako aa
HHMKOje IBe XHIleprpaHe HUCY IUCjYHKTHe.

Jokas: Heka je X = {1, 2, ..., n} n-rounan ckym.

Heka je F xumeprpad TakaB Aa cy XuIeprpaHe MOJCKYHNOBU
ckyma X koju caapxke uBop 1. Mmycrpaiuja tor xuneprpada je Coka 5. Caxa xumeprpana

jiaTa Ha CIMLH S. O xumeprpada F campx 1.

[ITa je MakcuMajHa BenuuuHa npecenajyhe pamunmje F Koja ©Ma caMmo eJIeMEHTE BelnIuHe k?

e Axoje k =1, oHJa je jacHO Ja MOXKEMO 0/1a0paTh caMo jelaH CKyIl. 3aTo IITO ¢y OWUJIO Koja JiBa
pa3nuuMTa jeqHOWwIaHa cKyna (CKyn BeduuuHe 1) AMCjyHKTHA, Ma ako Ou (aMmivja umaia JiBa
eJieMeHTa OH/Ia He OucMo umaiu npecenajyhy dpamunmjy.

e Ako je k = 2 (ckynoBu cy ABOYIaHH), OHJIA CE JIAKO BHJH Jia je 1 — 1 Hajooska Moryha BennunHa
3an # 3. Jlo Tor 3ak/pyuka cMo jgouurk kopucrehu ckynose {1, 2}, {1, 3},{1,4}, ..., {1,n}.

3an = 3 Hajbospa Benuuuna je 3. [Tocmarpanu cmo ckynose {1,2},{1,3},{2,3}.

Ja 1 uaejy u3 oBe KOHCTPYKIHje MOKEMO yBek mpuMeHnuTr? [IoTBpaaH oArOBOp Ha OBO NMHUTAME Jaje
crneneha nema.

Jlema 1. 3a cBaku mo3uTHBaH 1eo 0poj k € [n] nocroju k-ynudopman xuneprpad F una [n], koju
nma (,':11) XHIIEPrpaHa TAKO /12 HUKOje IBe XUIeprpaHe HUCY AUCjyHKTHE.

Jlokas: TpakeHO CBOjCTBO MMa xureprpad Koj Kora je cBaka XuIeprpana K-ToduiaH MOACKyIl ckymna [n] u
CBaka XHIeprpaHa cajapxu 4op 1. O

Mosxe nmu 6osbe on1 Tora? OnroBop Ha To muTame naje reopema Epmem — Ko — Pago, xojy cy namm Epnem
(mahapcku maTemaTudap), Ko (kuHeckn matemarmdap) U Pago (Oputancku maremarndap). OBa TeopeMa
TOBOPH O MAaKCHMAJHO] BeNMMUMHH K-yHupopMHor xumeprpada koa Kora ce cBake JABe XHIIeprpaHe
ceky. Teopema je mokazana 1938. romune, anu je Tek objaBibeHa 1961. roguue. Jenan o pasiora 3amTo
HUje oAMax o0jaBJbEHA je Taj MITO je Y TOM MEepPHOIy IOCTOjai0 PEATaTHBHO Majl0 WHTEPECOBamE 3a
KOMOWHATOPHKY W MHCIIWIIHU Cy Ja TeOpeMa HHje T0BOJHHO 3aHHMJIBHBA.

Teopema Epoewt — Ko — Pado je ochoenu pezynmam y ekcmpemannoj meopuju ckynoga. Qsa meopema
je yopzana pazeoj excmpemanne xKomounamopuke. Q0 200une Kao je oodjaswena na ceée 00 0aHac
nponalenu cy 6pojuu paznuuumu 00Ka3u, yORuwimera u npowiupersa meopeme.
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Teopema 3. (Teopema Epaemn — Ko — Pago) Heka je F mpecenajyha ¢ammauja k-tousanmx
noackymoBa ckyna [n]. Ako je 2k <n onaa npecemajyha ¢avmiamja F uma HajBuine (',::i
wianoBa, 1j. |F| < (',::1 .

Ozpunannu ookas, koju cy oanu Epoews, Ko u Paoo, kopucmu uoejy 3amene zpane xunepzagha Hoeom
XURnepzpanom maxo 0a cy Heke KbyuHe ocobune cayysane. Y o0Hocy Ha opzuHannu 0okaz Kamomna je

1972. 200une oao kpahu, jeonocmasnuju u enezcanmuuju 0okas. Taj 0oxas ce 3acHu8a Ha 060CMPYKOM
opojamy. Y nacmasxy naeooumo oba ookasza.

Hamomena 3. Cnyyaj 2k > n  je TpuBmjanaH. 3aTo IITO CBaka JBa k-TowiaHa MOJCKYyNa Nn-
TOWIAHOT CKyIla UMajy 6ap jeaH 3ajeqHUYKU eIeMEHT. 3aKkibydyjeMo aa je |F| < (Z)

[IpBu n0Ka3 (OPrUHAJIHH J0Ka3): Y OBOM J0Ka3y KOPUCTHMO METOHy 3ameHe. IIpBo hemo nepunucaru
(i, j)-3ameny ckyna A y pamumuju F u (i, j)-3ameny dpamunuje noackynosa F, a satum hemo mokazatu
na je S;j(F) npecenajyha gpamuaunja u reopemy 3.

Heka je F damununja k-TowIaHMX TIOACKYIIOBA N-TOYIAHOT CKyNa. 3a IPOM3BOJBHE I,] € [n]
nedunnmemo (i, j)-3ameny ckyna A y pamumju F ca

5.;(A) ={(A\{j})u{i}, akoj €A ig Au(A\{HulileF

A, WHayve.

Hakie, S; ; eneMent j 3amemyje eneMeHToM [ Kaj rox je To Moryhe. Ilpumernmo na 3a cee A € F
BaXKH |Si_j(A)| = |A]|.

Tana je (i, j)-3amena damumije noackynosa F nepunncana ca S; j(F) = {s; A :AeF }

Ipumernmo na axo je F damunuja k-rounanux mozxckynosa, onna je S; j(F) takohe damunuja

nofickymnoBa ucte sennumne. Baxw |F| = |S; ;(F) |.

Jlema 2. Ako je F npecenajyha dpammanja k-rounanux moackynosa, ouna je S; ;(F) npecenajyha
dhamuinja 3a cee i + j.

Jloxas neme 2. Heka cy A, B € F. Jlokasyjemo na S; ;(A) N S; j(B) # @.
HNedpunnmemo F' ={A€e F:jeA,i¢ A (A\{j}) U {i} ¢ F}. Umamo Hekonuko moryhHocTH.

pBu cavuaj: A, B € F\ F’

Haxne, A, B € Ful,B & F'.
To 3nauun na S; ; (A =An Sij (B) = B, 1j. ckynoBu A 1 B cy ocTaiy HENPOMEEHH.

Haje Sl,](A) N Sl'](B) = ANB i@

N —’
ITowrto A,BEF,
OH/Ia Ce OHU
CeKy.

N—— N——
3aMeHuMOo 3aMeHHUMO
caA. caB.
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Jpyru cayuaj: A, B € F'

To3maun na S; ;(A) = (A\ D u{i}us;;(B) =B\ {P u{i}.
Hpumernmo na i € S; j(A) N S; ;(B), ma je

S;j(A)nS; ;(B) # 0.

Tpehu cayuaj: A€ F uBeF\F

To 3naun 1a S; ;(A) = (A\ {j}) U{i} uS; ;(B) = B (Ckyn B je ocTao HenpoMereH. )

1) Axoli € B=5;;(B) | ounaje S;;(A)NnS;;(B)=(A\NU{B)nB*0.
2) Axo[i & B], onnaje
S, (A NS ;(B) = (AN U{)nB=U\{DNB.

2.1) Ako , onma S;;(A)NS;j(B) =(A\{jHNnB +0.

2.2) Mpernocrasumo [j € B]

IMomro A € F', ro3naun na i € Au j € A.

IToro B € F\F' ui & B, j € B ouna mopa (B \ {j}) U {i} € F.

Maje S; ;(A) NS;,;(B) = A\ {GHNB=AnB\{D =An(B\{HU{i}) # 0.0

Mowro A,(B\{jDU{i}eF,
OHJIa CE OHHM CEKY.

Ako y3actonHo npumersyjemo S; ;(F) 3a cBaku 1 < i < j < n, I7e eIEMEHT j 3aMebyjeMO MamHUM, Ha
kpajy he F mpecratu na ce mema. Jobujamo na je S; j(F) =F 3a cee 1 < i <j <n. Hasus Takse
(hamunmje HaBogUMO Y cienehoj nebuHUIHjN.

JMedunnnuja 7. Ako 3a cBako i < j Baxu S; j(F) = F, ouna ce F 30Be crabuina pamuinja.

JHoxkas teopeme 3. [Ipema memu 2. JOBOJBHO je IOKa3aTd Ja TeopeMa 3. BaXKH 3a cTabuiny pamununjy F.
Hexka je F mpecenajyha ¢amunmja k-TowraHux moAcKynoBa n-towiaHor ckyna. lIpermocraBumo na je F
cTabniHa hamumja.

[Mocmatpajmo cnydaj kama je 2k =mn. llomro je F mpecenajyha damunuja k-Tounmanux
MOJACKyNoBa 2k-TOwraHor cKyna, OHma F CcaJpKH HajBUINE II0 jeJaH CKyll W3 CBakor Iapa
(5,{1,2,...,2k} \ S). Ilpema Tome, 1o6ujamo 1a je

7] S% () =G5 =G
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OBo Baxxu 0e3 003upa na i je F crabuimna Gamuiuja.

Cana mnpermocraBumo na je 2k <n,1j. 2k <n—1. MateMaTHUYkOM HHIYKOUjOM IO N
. . -1
nokasyjemo na je |F| < (371).

(BU) Axo je n =3, ouza je k = 1. Taga TBpheme TpUBUjaaHO BaXKH, jep Cy eneMeHTH y F
jeMHOWIAHU CKymoBU M momro je F mpecenajyha damuwivja onga F He Moxe Ja UMa JBa jeIHOUWIAHA
ckyma. lakie, |F| = 1. OBo Baxu 6e3 003upa aa i je F crabuinna damuimja.

(MX) Heka je n > 3 u HeKa TBpheme BaXKu 3a CBE BPEAHOCTH KOj€ Cy Mambe O M, Tj. BaXKH 3a CBE
m < n.

(MK) Joxasyjemo na TBpheme Baxku 3a n.

Nepunumemo Fo ={SEF:n¢ StuF; ={S € F:n €S} Tosnauu na cMo pammwinjy F noaenuin
Ha JBe noadamuimje: npea je dhaMuiIrja CBUX CKYIOBa KOjU HE cajpXe n a japyra je GamMuirja CBUX
CKYIIOBa KOjJH CaJpixKe 1.

®amumja F, je mpecenajyha ¢pamunuja k-rounanux moxackynosa (n — 1)-umanor ckyna. Ipema (MX)
nobujamo na je |Fol < (377).

Tepheme 1. ®amunuja F; je npecenajyha damuimja k-TOWIaHHUX IOJCKYNOBAa N-TOWIAHOT
ckyna. Bennunna pamunuja F; Huje Beha ox (z:g , T | Fal < (Z:; .

Nedunnmemo F,' = {S\ {n}: S € F,}. lIpumernmo ma je |F,'| = |F4l.

Tepheme 2. Heka je F mpecenajyha dpavmmmja. F,' je npecenajyha pamummja (k — 1)-umanux
nozackynosa (n — 1)-4jaHor ckyma.

Jlokas Tephema 2. [IpeTrocTaBuMo CympoTHO, Tj. Heka F;  Huje mpecenajyha damummja. Tama mocroje
ckynioBu A, B € F tako na A N B = {n}. Jlobujamo na je

|JAUB|=|Al+|Bl—|ANBl=k+k—-1=2k—-1<n-1.

ITomro je |AUB| <n—1, ouga nocroju Heko i € [n] Tako ma i € AU B. Tlomro je F crabuiana
damunnja, onga umamo maje A;, = (A\ {n}) U {i} € F.

Cana mocmarpamo A;, NB = ((A\{nHU{iH)nB=A\{n)NB=9. To je xomrpamukumja ca
ycnoBoM 1a je F mpecenajyha gpamunuja. O

Jakne, F,' je npecenajyha pamumja (k — 1)-unanux noackynosa (n — 1)-unanor ckyna. Ilpema (MX)
nobujamo na je |F;' | < (::: )

ITI=|ToUT1|=ITo|+|T1|=Iﬂ'"o|+|9’1'|S(ZZf)+(ZZ§)=(ZI}-

Kopuctumo ocoOuny OnHOMHUX KOS(HUIIM]EHTA : (2) = (";1) + (2:1) O
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Hpyru nokas (Karona): Y oBoM J0Ka3y KOPUCTHMO ITUKIHYHE IEPMYTAIlHje.
[Moncernmo ce neduHUIIMje TUKIHYHE IEPMYyTaIlHje.

Hdepunuuuja 8. Heka je X xonauan ckym. [lepmyranuja Ha ckyny X je Oujexumja uz X y X. Ilepmyranuja
T je IUKIMYHA [IePMYTallHja aKo BAXKH X1 P Xy P =+ B X, P Xq, THE CY X1, X3, ..., Xy, CIEMEHTH U3 X y
HeKoM penocieny. Lluknuuna nepmyranuja ce 3anucyje kao (xqx; ... Xp,).

Jlakiie MKIIMYHA IEpMyTalija 7 Ha [n] je pacnopen enemMenaTa Tor cKyma, Tj. opojesa 1,2, ...,n
Ha KpYT'y TJe He pa3lIiKyjeMo KpyKHe IIpoMeHe (poTatiuje).

Ha npumep, (531642) = (316425). 5531

T I
24446

Bpoj uukianunmx nepmyranuja ckyna [n] je (n — 1!

Kaxkemo na je ckyn A C [n] unTepBan ako ce €JIEMEHTH M3 CKya A IM0jaBbyjy Y3aCTOIIHO y HEKOM
pacropeny y nepMyTaiuju 7.

Ha npumep, Heka je nata nepmyranuja 7 = 25341.

Cxkyn A ={1,2,4} je unrepBan, jep ce eneMeHTH M3 CKyma A y mepmyrtanuju m = 25341
y3aCTOITHO T10jaBJbY]y Y HEKOM pacropeny.

Ckyn B = {2,3,4} nuje unrepBa, jep eIeMeHTH U3 cKyna B y nepmyranuju m = 25341 nucy
y3aCTOITHH.

Tephemwe 3. Heka je F npecenajyha pamuanja k-rounanux moackynosa ckyna [n]. Taga je 3a 6uito
KOjy UMKJHYHY mnepMyTamujy 7 Opoj ckynmoBa A € F, Koju ce jaB/bajy Kao HHTEpPBaJI Yy
nepMyTanuju 7 Hajuiie k.

JHoxkas tBphema 3. Oukcupamo jenan k-towranu ckyn Ay € F xoju ¢popMupa HHTEPBAT HA MIEPMYyTaIHjU
7. To 3HauM n1a cy eeMeHTH 13 CKyna A, y3acTOImHO pacnopeleHu y HeKoM penociieny y HepMyTaluju 7.
be3 rybsbema ommnTocTH, HeKa ce eneMeHTH ckymna Ay = {xq, X, ..., X;} T0jaBIbyjy JyX Kpyra y cMepy
KazaJbKe Ha cary.

Hampramo ra mpeHoM 60joM.

Ha unycrpanuju (Cnuka 6.) je k =5un = 12.

Crnuka 6. CKyroBH Koju (hopMHUpajy HHTEpPBAII Ha LIUKIMYHO] ITPEMYTallHjH.
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[lomro je F mpeceuajyha damunmja, onga cBaku wiaH u3 ¢damunuje F Mopa mpecehu ckym Ag.
[penusnuje, cBaku ckym U3 F Mopa WM 3all0YeTH WITH 3aBPIIMTH Y LIPBEHOM HHTEPBAIY.

[Mocmatpajmo k-tounanu ckyn B € F xoju Ttakohe popMupa mHTEpBal Ha MEPMyTalUUjU 7T U KOjU je
paznuuut ox ckyma A, (Ha wmnycrtpanumju (Cnuka 6.) je HalpraH IiaBoM OojoM). 3ak/bydyjeMo Jia
nocroju 2(k — 1) uzbopa 3a takas ckyn B, ognocro (k — 1) ckym mpecena ckyn A, Ha CTpaHu Kpyra y
cMmepy kaszasbke Ha carty u (k — 1) ckym mpecenia ckynm A, Ha CTpaHH Kpyra y cMepy CYIPOTHOM OJ
Kperama Kasajbke Ha caTy. OBUM cMO 001K TpuBHjainy rpanuiy 2(k — 1).

Caja ymapuMo CKyIoBe, OJHOCHO HWHTEpBaJIe KOjH MOYHEbY WIIH 3aBpIIaBajy eleMeHTHMa U3 CKyma A, Ha
cienechu HaunH:

3a cBako I, rne 2 < i < k — 1 unHTepBaN IyXHHE K KOjU CE 3aBpIlIaBa eNEeMEHTOM X; Tpeba Ja
Oy/ie ylmapeH ca MHTEPBAJIOM JY)KUHE K KOjU MOYHUELE SIEMEHTOM Xy 1.

[Mpumernmo na ce ynapeHW MHTEpBaJM HE ceky, jep je 2k < n. To 3Hauu na oba MHTEpBajga HE MOTY
UCTOBpeMeHO na Oyamy wianoBu ¢Gammiuje F. Jlakie, U3 CBaKkor mapa ynapeHHX WHTEpBasia HajBHIIEC
jenan on wux je y F. OBum cmo nob6wmm na F vuma Hajsuine k — 1 unanoBa. Pauynajyhu u ¢ukcupanu
cKkym Ag, 1obujamo na F viMa HajBHIIE K CKYIIOBa KOjU OJroBapajy nepMyTaluju . O

Caza OpOjUMO KOJIMKO IyTa Ce OO Ja HUKIMYHA epMyTalldja 7T caap)Ku wiaHa Hamie damunnje F
kao uHTepBan. OMHOCHO, ofipel)yjeMo KapIMHAIHOCT CKyIa

P :={(m, A) : mje nuKan4YHA nepMyTanmja ckyna [n] u A € F je uHTepBas y nepMyTaluju  }.

e [IpBu HayuH:
dukcupaMo npousBosbad k-Touwnad ckyn A € F. BpojuMo y KOJUKO HUKIMYHUX IIepMyTaldja ce jaBjba

Taj CKyI Kao uHTepBal. EnemenTH ckyna A mMory ce Ha k! HauWHa pacriopeuTH Ha y3aCTOITHA MecTa YK
kpyra. [Ipeocranu enementu u3 ckyna [n] \ A mory ce va (n — k)! HaunHa pacrnopeanTy Ha MpeocTana

Mecra. [IpemMa ToMe, Opoj IUKIMYHHUX MepMyTaIuja y kojuma ce A € F jaBiba Kao WHTEpBa je jenHak k! -
(n—kK)

Jaxie, cBe 3ajenHo naje na je

|P| = Z{n | y IepMyTal|ju T CKyTI A je I/IHTepBaﬂ} = Z kKl-(n=k)!'=|F|l-k'-(n—-k)! (x)
AEF AEF

L ﬂ[zy!l/l Ha4HWH:

OuKcHpaMo MPOW3BOJFHY NHUKIMYHY TEpMyTanujy 7. bpojumo kommko je uimaHoBa w3 (pammnmje F
vHTepBan y nepmytanuju 7. [lpema TtBphemy 3. umamo ma F canpku HajBUIe K CKyNoBa KOjH c€ Y
MIEpMYTAIHjH 7T TI0jaBJbY]y Ka0 WHTEPBAIH.

Haxie, nobujamo na je

|P| = Z|{A EF | CKynl A oJiroBapa nepMyTanuju n}| < Z k=m-1D!"k  (xx)
Vs s

11
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Vuopehyjyhu (x) u (**) nobuja ce
|Fl-kl"-(n—k)'< (n—1)!k,

OAHOCHO

(n-Dl'k (n—1)! _ (n—1
|T| = kl-(n-k)!  (k-D! - (n—k)! (k—l

mTo CMO U Tpe6aJ'II/I Ja JOKa>XEMo. O

Cnenehu mpumep mnpenctaBjba WIycTpalujy nokasza Teopeme Epjaem — Ko — Pamo. ITomohy mprexa
(Cnuka 7.) U3 HapeAHOT IpUMepa HIycTpoBaheMo oIl jeHy Bep3Hjy J0Ka3a TeopeMe.

Heka je X = {1,2,3,4,5,6,7,8}.
VY oBoj miryctpanuju je n = 8 (ocMowIaH cKym) u kK = 4 (CBU MOJICKYIIOBH Cy KapAWHAHOCTH 4).

EnemenTe ckyna X pacmopenumo Iy Kpyra Tako mTo GUKCHpaMo elleMeHT 1 a mpeocralie elneMeHTe u3
ckyma X pacrmopenuMo Ha mpeocrana mecta. Enementn ckyma X \ {1} mory ce ma 7! Haumna
pactopeauTH.

[epmyranmja 12345678 [epmyranuja 17364582

O N E WN -
-0 N0 A WN
N = 0N O & W
W N =200 ~NO O S
N OO & O W N =
- N O " s O W
N SN hAE O W
W N =N A D

Cnuxa 7. Hukmmaae nepmyrammje ckyna X = {1,2,3,4,5,6,7,8}.

JlBe TakBe mepMyTanyje cy nprukasaHe Ha CIULHU 7..

12
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Cnojuune (muauje u3melhy OpojeBa Ha Kpyry) O3HAYMMO KPYroM Kao IITO je Ha MPHUKa3aHUM CIHKama.
Onpna Hu3 ox 4 y3acTonHe crojHuile (JIMHMje) aaje moAckym ckyna X kapaunanHoctu 4. [Ipema tBphemy
3. Mmoxxemo Hahu HajBuIIe K = 4 MOACKYIA TaKO JIa Ce CBaKa JIBa MpeKIianajy, OIHOCHO UMajy 3ajeJHHYKY
crojuuIty (uHujy). Ha 00a kxpyra mMaMo yKymHO 8 CKyIoBa KOjU Cy KapJUHAIHOCTU 4 U MPEICTaB/bEHU
Cy ca 4 y3acTOIHE CIOjHUIlE (JTUHH]E).

33 3CJICHU prr TO Cy: {1F2F3F4}1 {2!3!4! 5}1 {3! 4'! 5; 6}1 {4!5P6P 7}1 {SP 6; 7) 8}1 {11 6! 7! 8}1 {1121 71 8}1
{1,2,3,8}.

Ha cnumm 3eneHor kpyra MapkupaHa cy aBa ckyma miasom oojom ({1,2,3,4}, {3,4,5,6}). Moxemo
nahu jomr jgBa CKyma Tako Ja BakM OCOOMHA Ja ce cBaka JjBa ceKy. Heke ox moryhHoctu cy:
{{2,3,4,5},{4,5,6,7}}; {{6,7,8,1},{8,1,2,3}}; {{2,3,4,5},{8,1,2,3}}; {{4,5,6,7},{6,7,8,1}}.

He moxemo y3etu ucropemeno u {2, 3,4, 5} u {6,7,8, 1}, jep cy OHU JUC]jyHKTHH.

3a miasu kpyr 1o cy: {1,3,6,7}, {3,4,6,7}, {3,4,5,6}, {4,5,6,8}, {2,4,5,8}, {1,2,5,8}, {1,2,7,8},
{1,2,3,7).

Ha cinunm muiaBor kpyra MapkupaHa cy aBa ckyma mpsexom 6ojom ({1,3,6,7}, {3,4,5,6}). Moxemo
Hahk jomr JBa CKyla Tako Ja BauW OCOOMHA Ja ce cBaka 1Ba ceky. Heke ox MoryhHoctH cy:
{{3,4,6,7},{4,5,6,8}}; {{1,2,5,8},{1,2,3,7}}; {{3.4,6,7},{1,2,3,7}}; {{4,5,6,8},{1,2,8, 7}}.

Cymupajyhu npeko csux (n — 1)! NMKIMYHKX IepMyTanuja 3a cBaku npecenajyhu ckym (kojux
“Ma HajBUINEe Kk 3a jeAHy ILUKIMYHY MepMyTaldjy) noOujamo aa je mpecenajyha damuimja
KapauHanHoctd Hajsumie k - (n — 1)!. Amu oBo he cUTypHO yKJbYYHTH IyIIO OpoOjame HEKHMX
ckymoBa. Ha mpumep, Ko mepMyTanuja npukazaHux Ha caummu 7. ckyn {3,4,5,6} cmo
opojaau aBa myra. JIako ce Moke pedpojaT KOIMHMKO decTo hie ce JSCUTH Ja eleMeHTe OpojuMo
nymio. Caku mozackyn uma k enemeHata, ma moctoju k! HauMHa Ja ce pacmopesic HEroBH
eJIEMEHTH. 3a TIPeocTalle eEMENTE, KOjuX uMa n — k, mocroju (n — k)! HaynHa 1a ce pacropene.
TakBa (hamunja cKyrmoBa HeMa AUCJyHKTHHUX TapOBa U KapAWHAITHOCTH j& HajBHIIIE

k-(n-1! _ (n—l

k!- (n—k)! k-1

[Tocroje mHOTa yormTema u npomupema TeopeMme Epnemr — Ko — Pamgo. V HacraBky HaBOmuMO jenHy
TeopeMy Koja je yommreme Teopeme Epmemr — Ko — Pago. Ayrop Teopeme je OpuTaHCKM MaTeMaTHYap
bena BonoGar.

Teopema 4. Heka je F k-ynudopman xuneprpad Ha ckyny [n] koju uma 2m xunmeprpaHa Tako aa
Cy H-eroBe xuneprpane ckynosu X, Xy, ..., X, nY, Y5, ..., Y, 32 koje Baxn ycaos X; N Y; = @ ako

u camo ako i = j. Taga je m < (Zkk)-

Jokas. Kopuctumo Meromy ABOCTpYKO Opojame. Jlepuuummemo P ckyn mnapoBa (p,i) rae je
P = P1D2 - Pn, TEpMyTalMja eneMeHaTa ckyna [n], i € [m] u cBu eneMenTH cKyma X; Cy MCHpEI CBHX
enemenaTa ckyrna Y; y mepmyranuju p. Hamomena 4. Caky mepMmyTanujy p = pp, - Pn CKyma [n]
MOXeMO uaeHTUduKoBaTH ca oujekuujom p : [n] — [n] 3a kojy je p(i) = p;.
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Bpojumo konmko enemeHara uma ckyn P.

[peu waumn: Duxcupamo i € [m]. Taga cy ¢ukcupanu u ckymosu X; u Y;. Bpojumo konuko wma
nepMyTalyja 3a Koje Bakdl J1a Cy CBU €JIEMEHTH CKyMa X; UCIPE/ CBUX elleMeHaTa cKyma Y;.

Kaxemo ja cy aBe mepMyTalje q U q' eKBUBAJCHTHE, Tj. ¢ <& q' ako 00e mepMyTainuje uMajy
WCTH CKYII TIO3WIIH]ja elleMeHaTa Koju pumnaaajy ckymny X; U Y;.

Hamomena 5. He 3axteBaMo aa cBaku eleMeHT Z € X; U Y; Oyae Ha KMCTO] MO3MIHU Y 00€
repMyTaIuje.

Ha npumep. [Tocmatpajmo ckym {1,2,3,4}. Hekacy X; = {1} nY; = {3}.

[Mepmyranmje 1234 u 1432 cy ekBUBaJCHTHE, jep cy y o0e mepMyTaiuje €IEMEHTH M3 CKyIla
X; UY; = {1, 3} na ucrum nosuimjama. Takohe, mepmyranuje 1234 u 3412 cy eKBUBAJICHTHE,
jep cy y obe nepmyTaiuje enementy u3 ckyna X; UY; = {1, 3} Ha uctum nosuiujama.

[Moctoju (27;{) eKBUBAJIEHTUX KJIaca U CBaKa Ta KJlaca CaJipxkKu

k! - k! -(n—2k)! nepmyrauuja.
Ha‘;wI;I‘Ha Ha‘?ﬁ}{a Ha4vYWHa
za ce na ce za ce

pacnopene pacnopene pacnopene
€JIEMEHTH €JIEMEHTHU npeocCTanun
us X; usY; €JIEMEHTH
Jpyrum pednma, moCcToju (27;{) MoryhHOCTH 3a U300p CKyIa MO3MIMja eJIeMEeHATa KOjU NPUIAajy CKYILY
X; UY;. Kana ce uzabepe Taj Ckym Mmo3uildja, oHIa k elemMeHaTa W3 CKymna X; Mopajy OMTH y HpBOj
MTOJIOBMHM CKYyIla IO3UIlMja Y HEKOM pacropeny 4 k eleMeHaTa M3 CKymla Y; Mopajy OUTH y Opyroj
MOJIOBUHY CKYIIa MO3MIMja Y HEKOM pacriopeny. [Ipeocranu eqeMeHTH KOjU He mpunaaajy ckymy X; U Y;
MOT'y C€ TIEpMYTOBATH Y OHUIIO KOjeM pacropeny.

ITomro 0BO BakH 3a CBaKo i € [m], mobujamo na je

|Pl=m-(J) ki k! (n—2k)! =n!-(;”—k>.
k
Jpyru HaunH: Oukcupamo nepmyTanujy p. bpojuMo KOMTMKO WMa CKYNoBa ca TPaKEHOM OCOOMHOM Y
TepMyTanuju .

Tephemwe 4. Heka cy X, X5, ..., X, Y, Yy, ...,Y,,, k-Tounanu ckynoBu 3a Koje Baxxu ycjioB X; N
Y; = @ ako n camo ako i = j. Taga nocroju HajBuIIe jeaH WHAEKC i TAKO 1a Cy y HepMyTaluju

P CBHM eJleMEeHTH cKyna X; ucnpeja CBHX ejJeMeHaTa ckyna Y;.

Hoka3 tephema 4. [IpernoctaBUMO CynpoTHO, Tj. IPETIOCTABUMO Jla UMaMo JBa TakBa MHAekca. Heka cy
TO uHAEKCH i U j. be3 rybspema ONIUTOCTH, MPETHOCTaBHMO Ja CE€ y MEPMYTALUjH P KpPajlbH JIECHU
€IIEMEHT M3 X; HaJla3u 0JIMax II0CIE KPajHer IECHOT eneMenTa us Xj. Mirycrpanuja Tora je npukasaHa Ha

CIINIIHA .
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4 Xy & Yi
L_JoRo} JoX Joi 0O O O O
XiXi  x, X

Cnuka 8. Axo ce X; 3aBpuiaBa npe X;, onzia je X; qucjynkran ca ;.

Jaxie, y nepMyTaluju p 3a UHACKC | UMaMO Jla Cy CBU €JIEMEHTHU M3 X; UCIPE] CBUX elieMeHaTa u3 Y; u
300r TOPE>€ NMPETIOCTABKE Y TEPMYTALUU P CBH €IEMEHTH M3 X; MOpajy OWTH MCHpPE] CBHX €leMeHaTa

u3 Y;, jep ce X; 3apasa npe X;. To 3naum ma X; N'Y; = @, koHTpajmKumja. O

[Ipema nokazaHom TBphewmy 4. OCTOjU HAJBHIIE jelaH UHJEKC [ 3a CBaKy mepmytaiujy p. [lepmyranuja
n-rounanor ckyna uma n!. [Ipema Tome, noOujamo na je

[P|<1-n!'<n!
Jlakme, Baxu

n'-—~=|P|<n o
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3AJIALIA

Heka je F ¢pamuimja moackynoBa ckyna [n] tako aa 3a 6uiio koja aBa ckyna u3 F muxosa
yHHja HHje jeqnaka ckyny [n]. lokazaTu aa je |F| = 2" 1,

Pememe: Heka je F = {4 : A C [n],1 € A}. Jlakne, enementu y F Cy KOMIIEMEHTH MOJACKYIOBA
ckyma [n] koju campxe ermement 1. pyrum peunma, y damunmju F ce Hamase CBH OHH
MOJICKYITOBH CKyma [n] koju He caapike emeMenTt 1. YcioB, aa 3a Ouino koja aBa ckyma u3 F
HUX0BA YHHja HUje jefHaka ckymy [n], je ucnymen. Bpoj enemenara takse pamunuje F je 271,

Heka je n < 2k. Heka je A = {A1,4;, ..., A, } daMuauja k-TowJanux moacKymoBa CKyna
[n] TakBa na je A; U A; # [n] 3a cBe i,j. /lokasaTu 1a je

ms(l—f)- W)

Pememe: ITocmartpamo komminemente ckymosa A;, 7j. A, = [n]\ A;. CBu ! MOACKYTOBU Cy
BenrurHe N — k. 3a BUX BaXH J1a je

A NA =AUA #[n]=0.

IIpoeepumo ycnos Epnem — Ko — Pagose Teopeme.
n=>2n—-k)en<2k
VYcoB je HeIyHmeH T1a MOYKEMO J1a IPUMEHUMO TTIOMEHYTY Teopemy. [lobujamo na je

lAl=m < ("71) = (n;l)

n—-k-1
Ymopehyjyhu ca n3pazom u3 3amaTka 100mjamo aa je
(-3 0=0- () =O-GD=
———

3aMeHHMO ca
(n—l
k—-1/"

k k ! (n—1)! 1
;'@:;'k! -(Z—k)!:(k—g! n—k)! (2—1)

k
Hakne m < (1 - Z) . (:), IITO CMO U TpeOaIu Ja JOKaKeMO. O
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Il 3AJALM

2. Heka je F npecenajyha ¢amuinja noackynoBa n-roujanor ckyna. Jlokazaru ga mocroju
npecenajyha gpamuinja noackynosa n-rowianor ckyna seauunne 2™ 1 koja cagpxu F.

Pemewme: IlpernocTtaBUMO CYNpOTHO, Tj. MPETIOCTaBMMO na je F MakcuMaiHa mpecenajyha
damuuja n-tounanor ckyma um ga je |F| < 2"l Venos ma je F makcumanHa mpecenajyha
(bamuinja 3HaYM Ja He MOTy HHjemaH ckym gomatd y F. Tama mocroju ckyn A € [n] tako na
A, A ¢ F. 360r makcumansoctu F, noctoje ckynoBu B,C € F takona ANB =Q u ANC = 0.
U3 tora cnemu naje B € Au C c A.

Jo6ujamo naje BNC c AN A = @. lakne BN C = @, mro je kouTpagukuuja ca B,C € F. O

3. Topma rpannna (Zj) y Epaemn — Ko — PanoBoj Teopemu ce moctu:ke 3a ¢pamusmje CKynoBa

Koje caap:ke pukcupanu ejemeHT. JlokazaTu 1a 3a n = 2k nmocroje u apyre pamuianje Koje
MOCTHIKY Ty IPAHMILY.

Pemewe: IlocmMaTpaMo mapoBe CKyloBa KOje YMHE K-TOWIAaHU IOACKYI U HErOB KOMILIEMEHT,
Koju je takohe BenmmumHe k. Y paMminju k-TouNmaHUX MOJCKYNOBA N-TOWIAHOT CKyIa, OJHOCHO
2k-TounaHor CKyIa yKJby4dyjeMo IO jellaH CKYIl U3 CBAKOI TOI mapa. 3a CBaKd JaTH K-TOWIaHU
nozckyn A on 2k-Tounasor ckymna, A je jenuHu o7 K-TOUNaHUX TIOJCKYNOBA KOjU ra He ceye.

TakBa pammimja nma

1 2k _ k. C(2ky _ k@K @k-1! (2k-1)! _ (2k-1) _ (n-1
2 (k) 2k (k) T2k KUk (k=D)k! T (k=D (2k-1- (k=1)! (k—l) - (k—l

[ToMHOXWIH
Y TIOJIeJTUIN

cak.

elieMeHaTa, IITo je TOpkha rpaHuIa (2:1) y Epnem — Ko — PajoBoj Teopemu 3a n = 2k. 0O

4. Ocobuna mpecenajyhe ¢gamvuiauje ckynmoBa moxke ce reHepaju3oBaTu 3axrTeBajyhu na je
|A N B| >t 3a cBe paznuuute ckynose 4, B € F. OBakBe ¢pamuiuje ce 30By t-npecenajyhe
¢amuauje. Tpumep t-npecenajyhe pammamje je ¢amumauja moackymoBa ckyma [n] rae
CBAKH NOACKYN CAAPKH HeKHX t (Qukcupanux einemenara. Oa ¢amuanmja mma 2"°°
ckynosa. /la 1u nocroje Behe t-npecenajyhe pamunuje?

Pememe: Heka je n + t mapan 6poj. Yamumo F = {A :ACn] Al = nTH }
. . . . . n+t n+t
buno koja 1a ckyna u3 F nmajy 3ajenso n + t enemenara jep je —- + —- = n + t. To suaun na

Mopajy uMatu 6ap t 3ajeTHUUKIX eleMeHaTa.

Tpeba ma BUANMO Ja 1 BaXKu
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3AJIALIA

2nt < (&)

2

Hasooumo nemy xojy nehemo ooxazamu.

k k
Jlema 3. Heka cy n, k € N Taksu 1a je k < n. Taga Baxxu onena (%) < (Z) < (%) :

Kopucrehu cumerpujy OMHOMHUX KoedUIlMjeHaTa U JieMy 3. 00MjaMo J1a BaXKu

2
n n n
nt+t|=|\n—t]|2|7=%
2 2 ——

JI0BOJBHO je ToKaszatu Ja je

[TomrTo je n + ¢ mapaH 6poj ¥ YKOIHMKO BaXKU g <t < nonnaje bammwmja F unju cy eneMeHTH

MOJCKYIIOBH CKyma [n] Koju cy KapAMHaIHOCTH nTH, 1. F = {A :AC [n],|A| = nTH} , Beha of

(bamunje moACKynoBa ckymna [n] Kkoju caapike HeKMX t GUKCUpAHUX eleMeHaTa. O
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Il CYHIIOKPET

VY oBoM mornasby 6aBuhemo ce He caMo mpecenuma J1Ba CKyna, Beh u mpecenuma nporu3BOJbHO
MHOTO CKYIIOBa M3 ITOCMAaTpaHe haMuije.

VY HactaBKy hemo HaBecTH jelaH OJ HajIeIIINX pe3yiTara y eKCTpeMallHOj TeopHujHu cKymosa. Ped je o
TaK03BaHO] CYHIIOKPETOBOj JieMH, Kojy ¢y 1960. romune nanu Epnem u Pano.

Jedpununuja 9. Cynuokper ca k natuua u jesrpom Y je pamuiuja ckynosa Sy, S,, ..., S, Tako 1aa

1) SinSj=Yszaceei#j,i=12,..,kj=12,..,k

2) S;\Y+#0@ zaceei=1,2,..,k.
CkynoBu S; \ Y ce Ha3uBajy JiaTMIle U OHE HE MOTYy OMTH Ipa3He, 3a Pa3MKy of je3rpa Y KOju MOXKe
OWTH MpasaH.

Paznor 3a uMe CyHUOKpeT je Taj mTo mpuka3 BeHoBor
aujarpaMa 3a TakBy ¢amMuamjy ckynoBa moiaceha Ha
CYHIIOKpeT.

Cnuka 9. CyHIIOKpeT

Hedpunumuja 10. CyHokpeT je xumeprpad ca HEMpa3HUM HBUIlAMA aKO CBAaKe JIBE MBHIIC MMajy MCTH
Mpecek.

\

'
/ © ,'I Tlowmo je npecex 6uno xoje 0ge usuye (ckyna) ucmu,
OHOa je maj npecek jeOHaK npeceKky CeuUxX usuya
(cxkynosa). Unycmpayuja je na cruyu 10.

Cruka 10. CyHiokper ca 3 naturie
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Il CYHIIOKPET

[Mpumep 1. Xumneprpad ca usunama {1, k} rue k € {2, 3, ..., n} je cynuokper ca jesrpom {1}.
oW 3 )
”rﬁ“.'f/ 1%_ "“"H)_ Ha cinumm 11. je mpukasaH cyHIIOKper 3a n = 9.

Cimka 11. CyHIokper ca ocaM Jiatuiia u ca jesrpom {1}.
[pumep 2. [ap TUCjYHKTHUX CKYIIOBA j€ CYHIIOKPET ca JIBE JIATHIIE M MTPAa3HUM je3rpOM.
CyHriiokper ca k natuia ce Ha3uBa CYHIIOKPET KapMHAIHOCTH K.

Cama HaBogumo yemy Epaem — Pano, koja TBpau na J0BOJBHO BENHMKHM Xuiieprpad yBeK caapixu
CYHIIOKpET.

Jlema 4. (Epaemr — Pano) Heka je F £-yuudopman xuneprpad. Ako je |F| > (k—1)? - £! tana F
Ca/IPsKU CYHIOKpeT ca k Jaruna.

Joxkas. Jlemy hiemo noka3aTH MaTeMaTHUYKOM MHIYKIIH]OM 110 €.

(BU)3a £ = 1, umamo na xuneprpad F uma 0ap Kk IMCjyHKTHUX jeHOYIAHUX CKYIIOBa jep je
|F| > (k—1)1-1!=k — 1. Tla 6uno xojux k ckynosa (GopMHpajy CYHLIOKpET ca k naTtuia.
Hberoro jesrpo hie OuTH npasaH CKyII, ajld TO j€ Y pedy.

(MX) Heka je € = 2. TlpernoctaBuMo jia TBpherbe Baky 3a CBE BPEAHOCTH Mame o £.
(MK) Mokasyjemo na TBpheme Baxu 3a L.
Heka je A = {A1,A,, ..., A} MakcuMaHa Gpamminja Mel)ycoOHO THCjyHKTHUX CKymoBa u3 F.

e Ako je t > k onma cMO 3aBpIIMIIM JIOKa3, jep OMiIo Kojux Kk ckymoBa u3 A (GopMupajy
CYHITOKpET ca k JaTuia u mpa3HuM je3rpoM.
e Capna npernoctaBumo na jet < k — 1.
Hekaje B = A; U A, U ---U A;, ogHOCHO cKyTI B je yHHja ckymoBa u3 hamuimje A.

Tamaje |B| = |[A{] + |4z + -+ |4l =€t < £- (k- 1).

300r makcumanHoctu (amunuje A crnemu ga B mpecena cBe ckymose u3 F. Ilpema [lupuxneoBom
MIPUHLMITY, HEKH eIeMeHT X € B Mopa OuTH cajapskaH y 6ap

IF]  &(k=1)*

Bl - et (¢ — D! (k— 1" ckynosa u3 F.
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Il CYHIIOKPET

Cana U3 CBaKOr TOT CKyla YKJIOHMUMO eleMeHT X. CBM TH CKYNOBHU Cy caja kKapauHamHoctd £ — 1.
Jaxne, mocmarpamo damunujy ckymnosa Fy :={S \ {x} : S € F,x € S}. Enementu y F; cy ckynosu u3 F
13 KOjUX CMO YKJIOHHJIM eeMeHT X. Baxu na je |F, | > (£ — 1!+ (k — 1)!1. IIpumennmo (MX) va F; m
nobujemo na Fy caapiku CYHIIOKpeET ca k jaTuia.

CBakoj JaTHIM TOT CYHIIOKpETa J0AajMO eleMeHT X. Taj eleMeHT ce Hamasu y jesrpy. [Ipema
TOMeE, JOOMITH CMO JKeJbeHH CyHIOKpeT. Jlakie, F cafpu CyHIIOKpET ca K JaTuia. O

Koja je Hajoospa Moryha olieHa koja rapaHTyje Aa je TO CYHIIOKpeT ca k ymatuna? Join yBeK HHje Mo3HaTO
na 1 je ortena (k — 1)? - £ u3 nperxomme neme Haj6osba Moryha.

Ca f (£, k) o3naunmo HajMamu 1Heo 6poj m Tako aa ceaka £-ynudopmua GpamMuianja ox m CKynona
cafip:Ku CyHIoKpeT ca k jaruna. Onpaa je

1+(k-1%< f(e,k) <€ (k—1)° +1.

lopwa rpaHuia je CyHIIOKPETOBa JieMa KOjy CMO YIPaBO JoKasaid. J(oma rpaHmiia je HEIITO TeXa 3a
nokasaru. Pasmak usmel)y rope u jiore rpanuiie 3a f (€, k) je u nasbe Besmku 300r pakropa £!.

IIperonocraska. (Epaem — Pano) 3a ceako ¢puxcupano k nocroju koncranta C = C(k) taksa 1a je
f(e, k) <ct.

[IpermocraBka ocraje OTBOpeHa 4Yak M 3a k = 3. Y 0BOM cliy4ajy CYHI[OKpETOBa JieMa
3axTeBa HajMame ! - 2¢ ~ £¢ ckynosa.

Hexkomuko ayropa je Majo MOMpaBuiio Ty TPAHHILY:
- Inepuep je mokazao f(¥,3) < ecVlpl

- Kocrouxka je 1999. romune fnokasao aa 3a GHUKCHpaHO £ ¥ JOBOJEHO BEIUKO k

fle, k) <kt (1 + ck‘z_l), IJie ¢ KOHCTAaHTa 3aBUCHU caMo of .
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11 3ATALIA

1. ®amwinjy kiaydoBa 30BeMO CYHIIOKPET aKO je CBaKH CTAHOBHHMK (KOju je y 0ap jeqHom
KJIy0y) HUIM WIaH CBHX KJY0OBa WJIH CaMO jelHOT KJy0a. AKO CBaKH KJIy0 MMa S 4IaHOBa,
KOJIMKO KJIy0oBa rapanryje aa he nexkux k kiay6osa ¢popmupaTtu cyHuokper?

Pemewe: Epnemr — PajoBa siema, 0lIHOCHO CYHIIOKPETOBA JieMa TBpu ciienehe:
Axo je oap (k — 1)° - s! knyboea, onoa he nexux k knyéosa popmupamu cynyoxpem.

Haxie, (k — 1)° - s! xiyGoBa rapanTyje na he mocrojaTi CyHIIOKPET.

2. HekacyVq,V,, ...,V mehycoono qucjynkran (kK — 1)-41anu CKyNnoBH, M HeKa je pamMuanja
F={S:|S|=sulSnV;|=13acsei=1,2,..s}. Oba pamuimja uma (k — 1)° ckynosa.
Jokazatu na pamuinja F He cagp:Ku CYHIOKPeET ca k naTuua.

Pememe: [IpernocraBuMo cynpoTHO, Tj. Heka F caJpu CYHIIOKPET ca k JaTuia.

V 3amatky je nara pamimja F ={S: |S|=su|SNV;| =13acsei=1,2,..s}. To 35auu na
Cy eneMeHTH y (pamminju F CKymoBH KOjU CajIpike TayHO 10 jeJaH €IEMEHT W3 CBaKOr Of
JMCjyHKTHUX cKynoBa V;,i = 1,2, ..., s. 3aro je |F| = (k — 1)%.

VY ckyny V; umamo k — 1 enemenara, rma Heka JiBa CKyIla U3 CYHIIOKpETa ca Kk JlaThIia CUTYpHO
cajp)ke WCTH eneMeHT w3 V. 30or Tora Taj eIeMEHT Mopa OWTH y je3rpy, jep Cy JaTuile
mucjyakTHe. [1lTo 3Ha4M 1a Taj eneMeHT Mopa OUTH U Yy CBHM CKYTIOBHMA M3 CYHIIOKpETa.

o uctux 3akibydaka J10J1a3uMoO U 3a octaiie ckynose V,, ..., V;. Jlakiie, CBUX S elleMeHaTa CKyna
W3 TaKBOT CYHIIOKpETa C€ Hallaze y je3rpy W JjaTuie cy mpasne. OBO je KOHTpaaWKIIdja ca
IeUHUIN]OM CYHIIOKpeTa. O

3. CnapuBame BeauunHe k y rpady je ckynm oa k meroBux rpaHa Tako jJa HUKOje JiBe TpaHe
HeMajy 3ajenHMYKH BpX. 3Be3na BeqnunHe k y rpady je ckyn oa kK meroBux rpaHa Koje cy
MHIKIEHTHE ca jexHuM BpxoM. Jokasatu na y rpady ca sume ox 2(k — 1)? rpana nocroju
WM capuBam-e BeJln4unHe k niau 3Be31a Beanunne k.

Pememe: I'pane, ogHocHO nBHIE rpada cy ABOWIAHH MOJACKYIOBH CKyIla BPXOBa (YBOpOBA), ma
MIPUMEHUMO CYHIIOKPETOBY JieMy 3a £ = 2.

Homro umamo Bumme ox (k — 1)? - €1 = (k—1)%- 2! = 2(k — 1)? ckynoBa y damummju, oHIa
IpeMa CyHIIOKPETOBOj JIeMHU Ta (aMuiija cap>Ku CYHIIOKPET ca Kk JaTHIa.

AKO je TO CyHLIOKpET ca Ipa3HUM je3rpoM, OHJa je ped o cnapuBamy BenuuuHe k. 3aTo mTo
HUKOja Ba CKYIIa 071 kK HEeroBHX JIaATHLA HEMA]y NPECEK, OAHOCHO HEMA]jy 3ajeJHUYKH BPX.
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11 3ATALIA

YKOJIMKO je y je3rpy jenaH €IeMEeHT, Ha TIPUMEp YBOp V, OHJIA je Ped O 3Be31U BenuuuHe k. 3aTo
LITO je YBOp V 3ajeIHUYKH 3a CBE CKyNOBe. M3 mperorncraBke 3a1aTKa 3HaMO Ja jé CBAKH CKYII
KapJWHAHOCTH JBa. 3aKJbydyjeMo Jia je3rpo He MOXKE Ja CaJpiKH JiBa €IEeMEHTa, jep OM y TOM
ClIyuajy JaTHIle Ouiie mpasHe. O

4, Heka je n—k+1<s<n. Heka je F damuinja S-4JIaHUX NOACKYNOBA T-TOYJIAHOT
ckyna. lokaszatu 1a F He caap:ku CyHIOKpeT ca k jaTuna.

Pememe: [IperoctaBUMO CynpoTHO, Tj. MPETOCTaBUMO Ja F caJp>ku CyHIIOKpET ca k jaTuna.

Cana npeOpojuMo elieMeHTe Y TOM CyHIIOKpeTy. Heka je3pro uma y einemenara. OH/ia CyHIIOKPET
nMma:

Bpoj
EJIE_MEHaTa
y je3rpy.

k (s=y)+ Y =ks—ky+y=k- S —(k-Dy>k(n—k+1)—(k—1y

. _—
Bpoj  Besnuunna Kopuctumo
JaTHI@.  JATHLE. naje
s>n—k+1.
eJIeMeHara.

Haxne, k(s —y) +y >nk — (k —1)(k + y).
Ogo nuje moryhe, jep je Taj 6poj Behu ox n:
nk—(k—1D)k+y)znenk-1)=(k-1)(k+y) on=k+y.

Hejemnakoct n = k + y je ucnymeHa jep JIaTUIIE MOPajy UMATH HajMarbe 110 je/IaH eJIeMEeHT. O
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v XUITEPTPA® CA HEYIIOPEJUBUM 'PAHAMA

Cana hemo nokymatu Hahu xuneprpad Ha ckymy [n] Tako ja HujenHa XUneprpana HUje MOACKYII
Jpyre Xureprpane. Ako JBe XuIeprpane xumeprpada umajy ocoOMHy Jia HUje[JHa HHje MOACKYII APYre,
OHJa TaKaB Map XWIEPrpaHa 30BEMO HeymopeauBe xumeprpane. Jlakie, Ha ckymy [n] Tpaxkumo
xuneprpad ca HeynmopeaMBHM Xuneprpanama. Xumeprpad ca oBoMm ocobumHoM 30Be ce lllmepnepos
xurneprpad.

Jenna uneja je qa yamemo xuneprpad F TakaB Ja Cy CBE XHMIIEPrpaHe UCTE KapIAMHAITHOCTH, Ha
npuMep Heka cy KapauHanHoctd k. Jlakne, xumeprpad F Ha ckymy [n] je damunmja k-tounaHux
nozickymoBa ckyna [n]. Tume cMo ce ocurypanu na y F HUjeJaH CKyIl HHjE TOACKYN Apyror. BenmnunHa

osor xuneprpada je (Z), 7. |F| = (Z)

VY kojem cinyuajy he IllnepHepoB xuneprpad uMaTd HajBHIlE ejieMeHaTa? 3amnpaBo, HaC 3aHUMa
koje k naje Hajeehn Takas xuneprpad. OBaj npobiem hemo pemmtu Tako mro hemo Hahu Bpennoct k 3a

KOjy je OMHOMHU KOe(hHUIIHjEeHT (Z) MaKCHMaJaH.

Jlema 5. Heka je n 6110 Koju (pukcupaH mo3uTuBaH 1eo 0poj. Taga je GMHOoMHM KoeuuMjeHT (Z)

. n
MaKCMMaJIaH aKo j¢€ k = lEJ

(Hanomena 6. Axo je & peanan 6poj, onoa |a| o3nauasa najeehu yeo 6poj xoju nuje sehu 00 a.)

Jlert HayvMH 1a ce OMHOMHU KOe(UIIMjEHTH 3alMiiy je moMohy OecKOHAYHE TPOyraoHe TalJuile.
Ta tabmuma ce HasmBa IlackamoB Tpoyrao. Ha ,mBumama“ Tor Tpoyria ce Haiase jeIUHUIES Koje
oaroBapajy OMHOMHHUM Koe(HIIMjeHTHMA (g) u (2), 3a cBe n € Ny. bpoj koju je y ,,yHyTpaImocTh
Tpoyria“ moduja ce cabupameM JBa Opoja KOju Cy JIEBO U JIECHO M3HAJ mera. Ha ciuiu 12. je npukasaH
ITackanoB Tporao.

Crnuka 12. Ilackanos Tpoyrao

TTpuMeHOM MaTeMaTH4Ke HHAYKLHje 1 omohy ocobnne Gunomunx koeduunjenta () = (377) + (1),
3a cee n=k=>1, sakbydyjemo na Opojesu y (n+ 1)-oj Bpctu ¢opmupajy HH3 OGHUHOMHUX
KoeduIjeHara (g), (711), . ( nr_ll), (Z)

[Mocmatpajyhu [lackanoB Tpoyrao MoxxeMo YOuuTH na HH3 OpojeBa y cBakoj Bpcta [lackanoBor
TpOyIJia TpPBO pacTe 10 ,,CpeOUHE  Te BPCTE, a 3aTHM Omajga. Ta ocoOMHAa KOHAYHOI HM3a 30BE CE
YHUMOJIQJTHOCT.
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v XUITEPTPA® CA HEYIIOPEJUBUM 'PAHAMA

Hoxka3 neme 5. [lokazahemo jaue TBpheme: Huz Ounomuux xoeduiyjeHara (Z) ce noBehaBa 110 cpenmmer
YJaHa, a OHJa ce cMamyje. Jpyrum pednma, nokaszahemo na

L (P <(X)axojek < EJ -1,
2. () =(1,)axojek > EJ

[Mocmatpamo cycenne OMHOMHE KOSQHIIHjEeHTE (kzl) u (2) Kommunuk Tvx OMHOMHUX Koe(uIlrjeHaTa je

n!

(kﬁi) _ (k+1)!-(r.l—k—1)! __n-k
n - n! - .
) k- (n—k)! ket

Taj KONMUYHUK je %>1®n—k>k+1 (E)n—1>2k<:)k<nz;1.

. . . -1
Jaxie, nobujamMo ja OMHOMHH KOS(HIHJEHTH pacTy JOK je k < nT .

. . n-1
CanuHo ce nokasyje 1a he OMHOMHU KOe(pHIIMjeHTH oraaaTy 3a k > —— O

Ha ocHoBy sieme 5. 3axsbydyjemo jga ako xuneprpad F Ha ckymy [n] mma cBe xumeprpane

BenuuuHe k, oHpa ce 3a k = EJ nobuja HajBehn xumeprpad. [dakie y ToM ciydajy BeIWYHMHA TOT
xuneprpada je (ﬁl>, 7. |F| = (lZJ) [TomrTo oBaj xureprpad F vma cBe XureprpaHe BeIUYUHE Kk, OHIA
2 2

je o u k-yuudopman. Illta Mmoxxemo pehu o BennuuHu xureprpada 6e3 3axteBa na je k-yHubopman?
OnroBop ciaeny HaKOH JAehHHIIM]E.

Jepununuja 11. HnepuepoBa pamuiuja ckynoBa A je hamMuimja cKyroBa TakBa Jja HHjelIaH
CKYTI HHje TIOACKYI APYTOT, Tj. aKo 3a cBe cKkymnoBe A,B € A, A # BBaxu A ¢ BuB ¢ A.

Hpyro nme 3a lllnepHepoBy Gamiijy CKymoBa je aHTHAJIaHAL.

Jpyrum peunMa, mra Mmoxemo pehu o MakcumaiHoj Benunuunn LlnepHepose Gpamunije ckymnosa?

Mpumep 3. ®amuiuja jernounanux ckynosa, 1j. F = {{1},{2},...,{n}} je Ilinepueposa

¢amuiuja Beanunne |F| = ('1') =n.
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v IIIMEPHEPOBA TEOPEMA

Crnenehu pesyiraT Koju HAaBOOWMO j€ jelaH Of MPBUX TEOpeMa Yy EKTPEMATHO] TEOPHjU KOHAYHHX
ckynoBa. MHoOru cMatpajy Ja je To Iojla3Ha Tauka eKCTpeMaliHe Teopuje cKymnosa. Peu je o llInepueposoj
TeopeMu, Kojy je 1928. romune mao Hemauku Matematnuap Emanyen Illmepnep. Teopema roBopu o
MakcumaiHoj Bennunnau Lnepaepose Gpamuinje cKymnosa.

Teopema 5. (IIlmepHepoBa Teopema) Heka je A IlInepuepoBa dpaMuinja moacKynoBa n-ro4jaHor
ckyna. Tana je |A| < (l;‘J)

2
Hoxka3. Ca X ozHauumo n-tounaH ckyn. Heka je A € A npousBosban ckyn u3 LlnepHepoBe pamunmje A.
VY nokasy hiemo KOprCTUTH METOLLY JBOCTPYKO Opojambe.

BbpojumMo konmuko uma nepmytaija T € S, (S, je rpyna nepmyTaidja Ha N-TOWIAHOM CKYITy) Tako ja
nepMyTaluja 1T IOYNEkE eleMeHTHMa M3 cKynma A € A y HeKOM pacIopeny, a 3aTHM HacTaBjba Ca
IPEOCTaINM eleMeHTHMa U3 ckymna X \ A y HeKoM pacropeny.

IMpumep 4. Heka je X = {1,2,3,4,5}. Heka je m = 24513 nepmyranuja ckyna X.

Ckyn B ={1,2,4,5} oxrosapa nartoj nepMmyramnuju 7, jep nepmyrandja 7 = 24513 nounme
eJIEMEHTHMA M3 TOT CKyIla y HEKOM Pacriopeiy.

Ckyn C = {4,5} He oxrosapa naroj nepMyTanuju 7, 3aTO ILITO MPEMYTAlUja MOYHILE ca 2 KOjU
HUje eeMeHT ckyma C.

butHO je HamomenyTH Aa he ce To mecuTH 3a camo jemaH CKyn U3 A 3a OWII0 KOjy IepMyTanujy 7. 3aTo
mTo je A IllnepHepoBa damMuinmja, Mma HAjeTaH CKYIT U3 A HHUJjE MOICKYI APYTOT.

Heka je ckyn A € A kapaunannoctu k, 1j. |A| = k Tako aa nepmyraunuja 7T no4ume
ejleMeHTHMa W3 Tor ckyma. Tama mocroju k! HaumHa na ce pacnopele elneMeHTH ckyma A y
nepmyrtandju T u nocroju (n — k)! HauMHa ga ce pacropese NPeocTaan €IEMEHTH y MEPMYTalUju TT.
Jaxie, ykynHo noctoju k! - (n — k)! HaunHa 1a ce pacropese eleMeHTH Y epMyTaluju 7.

Axo ca a; o3HauMMO Opoj cKymoBa W3 A Koju uMmajy k eneMmeHara, oHjaa je Opoj mepmyTalyja Koje
HOYMIbY CKYNOM BenuuuHe Kk jenHak ay - k!'-(n — k)!. Cymupajyhu mpeko cBux k, tne 1 <k <mn,
nobuja ce Opoj cBUX mepMyTalja ckyna X Koje nMajy rmodeTHu ckyn u3 ¢pammmje A. Jlakie, moduja ce

Yheqarkl-(n— k).

OBo curypHo HHje Behe on Opoja cBUX MepMyTallrja N-TOWIAHOT CKyma. bpoj mepMyranyja n-TowiaHor
ckyma je nl.

IIpema ToMe, Baxu Ja je
Yroqag kl-(n—k)! <nl

lopmy HejeqHaKoCT MOAETMMO ca n! u Jo0ujaMo n1a je
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v IIIMEPHEPOBA TEOPEMA

k! (n—k)!
n!

1
ﬁ:lak. S1@22:1ak'@31

IIpema nemu 5. umMamo 1a je (Z) < (lZJ) 3a cBako k, ma je <% < OR
2
)

n
izak .
k=1

<i L <1
= Ak " 7787 =
=E)

1
(1)

[

<1.

()

1 .
[Tpumerumo na (T HE 3aBUCH 0] k, 1a Taj YnHUIAI] MOXXeMO u3BYhU HCIIpe]] cyMme.
n
l;l)

Jakie, Y, ay -

1

(1)

Yk=1ak S1e X a < (éJ)

C 063upom 1a je Yi- ax = |A|, nobujamo na je |A| < (lﬁj) O
2

Koje dhammumje mocTmxy rpaHuIly (ﬁ) u3 llnmepuepose Teopeme?
2

AXO0 je m mapHo, TaJa TPaHUIly 3aI0BOJbaBa (haMUJIFja TIOJCKYIIOBA N-TOWIAHOT CKyIa KOjU CY

n
KapJUHAJIHOCTH E

AKO je N HemapHO, OH/Ia CKYIT CBUX (T)—qnaHHx MOJICKYTIOBA N-TOWJIAHOT CKYyIla 3aJ10BOJbaBa

n+1
I'paHuIly, KaO U CKYII CBUX (T)-‘{HaHI/IX IIOACKYIIOBA N-TOWIAHOI' CKYyIIa.

[lperxomna Teopema je WHCIUpHUCAda MHOTe Yy NpoydyaBamkby KOMOMHATOpPMKE KOHAYHHMX CKYIIOBA.
Crnenehn pesynrar koju HaBomgUMO je mo3HaT kao LYM Hejennakoct. HasuB je mobuna mo wHIMjamMa
Lubell, Meshalkin 1 Yamamoto, xoju Cy JOIITH A0 UCTOT Pe3yiTaTa He3aBUCHO jeaH Ol APYTOT.

Teopema 6. (LYM nejennaxoct) Heka je A IllnmepHepoBa (pamuianja moacKymoBa N-To4IaHOT

-1
ckyna X. Tana je Y 4c4 (IZI) <1.

[Ipumerumo na Illnepaeposa Teopema cnenu u3 LYM HejennakocTu:

ITomro Baxku (IZI) < (ﬁ), OHJIa o0Oujamo 1a je
2
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- < ZAECA (|Z|)_1 <L

1 (f) = e (B)

Hoxas. ITocroje paznuuntu gokasu LYM HejennakocTu. Jenan oa qoka3a HABOJAMMO Y HACTABKY.

Cakom moackyny A € X mpuapyXumo HepMyTallujy NM-TOYJIaHOr cKyna X W MmpedpojuMO KOJIHMKO HX
uma. Heka je |A| = a.

3a a-TounaHu cKyn A KaeMo Ja IepMyTaluja eJIeMeHATa Xq, X, ..., X, U3 CKyma X caipiKu CKyn A ako
je {xl,xZ, ...,Xa} = A.

[Tpumerumo na je ckyn A caapxan y taydo a!- (n — a)! mepmyranuja. 3ato mWTO NPBO MEPMYTYjEMO
enemenTe ckyna A u 3a To umamo a! MoryhHocTH, a 3aTiM nepmytyjeMo enemente ckyma X \ A u 3a To
umamo (n — a)! moryhnocru. Iomro y A HHjemaH CKyl HHje MOACKYI APYror, OHIA CBaka ox n!
nepMyTaluja caJipku Hajeule jenan ckyn A € A. [Ipema Tome, Baxu

Yacqal-(n—a)! <nl
JloOujeHy HejeqHaKoCT MoASIMMO ca n! u 1001jamMo

al'(n—a)!

<1,

aea

OIHOCHO

Yaea (|Z|)_1 = ZAEA(Z)_l <1,

IITO CMO | Tpebaly JoKa3aTh. O

Jenan ox OmTHUX pe3ynTara y ekcTpeManHoj kKomOnHaTopuiu je teopema beme bomobama. Ta Teopema
nviommnypa LYM rejeqrakoct, a LYM nejeanakoct nmuniupa LlnepaepoBy Teopemy.

Teopema 7. (bosodam) Heka cy Ay, Ay, ..., Ay, m By, By, ..., By, noackynoBu Hekor ckyna X. Ako
BAKH:

(1) A;nB; # @3acee i+ jraei,j€ [m];

(2) A;,nB; =@ 3aceei€ [m],

1
oHja je Y%, (a':l.bi) <1,rne a; = |A;l, b; = |B;l.

Hanomena 7. Ycnos (1) A; NB; # @ 3a cBe i # j He MOXe OUTH ocnalbeH Ha [ < j, y CYHPOTHOM
nmamo cienehe KoHTpanpumepe:

e 3am=2,A, =B, ={1} uA, = B; = @ nobujamo 1a je
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ix%+b) =2>1.

i=1

L] 3am = 3, A1 = BZ = {1}, A2 = A3 = Bl = {3} I/IB3 = {1, 3} nMamMo ,Haje

i<a1+b) _1+1+1_4 o1
2 2 3 3 '

i=1

[pe wero mTo npehemo Ha JoKa3 TeopeMe JOKaKUMO Jia Teopema 7. uMmrnupa LY M HejenmHakocT.
Heka F < 2™ 3anoBomasa ycoB A & B u B & A 3a Guno koju A,B € F,A # B.

Heka F = {A,A,, ..., A} u F' ={By,B,, ..., By} tne B; = [n] \ 4;. Cana npoBepumo 1a Jiu
Ay, Ay, ..., Ay v By, By, ..., By, 3an0Bamajy yenos (1) u (2).

A;NB; =A; N (] \Aj) =A;NA, #@3acsei,j € [m],i#j. Haxne ycrnos (1) Baxu.
A;NB;=A4;,n([n]\4;) =A4;,nA, =@ 3acsei € [m]. lakne ycnos (2) Baxu.
[Ipema Teopemu 7. Baxku

IS I AEHE ESAHENME

=1 i=1

JHoxkas teopeme 7. Heka ckymosu A4, Ay, ..., Ay 11 By, By, ..., By, UCyITy®baBajy yciioBe U3 TeopeMe.
Heka je X = Uj%,(4; U B;) u Heka je |X| = n. MareMaTHukoM HHIYKIUjOM MO 1 JIOKA3yjeMO Jia Baxku
-1
m (a;+b;
i=1( lai l) =1

(BU)3an =1 je jacwo. Umamo na je | X| = 1.

-1 -1
Vamumo maje Ay = {1} u B, = 0, maje X, (ai;ibi) — (IAillzillBH) =1<1.

(MX) TpernocraBuMo Ja TBpher-e BaKK 3a CBE BPEIAHOCTH MakE OJ1 M.
(MK) Moxasyjemo Jia TBpheme Basku 3a n.

Hexka je I, = {i € [m]: x & A;} 3a 6uio koje x € X. Jlepunumemo F, = {A;:i € I,} U{B; \ {x}:i € I,.}.
[omrTo cBaku ckym u3 F, He caApku X, JOOHjaMo 11a je
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1Bl = |User, S| < 1X\ 5}l <n—1.

®amumja F,. je xapaunannocty Hajsume 1 — 1. Ipema (MX) mobujamo na Baxku

-1
[4;|+1Bi\{x}|
iel, ( 4 ) =1

3a cBako x € X.

CyMupamo ropmy HejeTHaKoCT 3a cBe X € X u godujamo na je

-1
erx Zielx (lAllﬁfiﬁ\{xH) =n. (*)

-1 -1
R . . . -1
Csaxo0 i € [m] nonpunocu umu 0 uu (a‘;’_b ‘) W (a‘+ ;’_ i ) 3a CBaKoO X.
L i

-1
- Uspas (a’:_bi) cejaBmakamajeli € I, ux & B;, 1j. x € A; U B; ce jaBiba Tauno (n — a; — b;) myra.

-1
- Uzpas (ai+‘f_i_1) cejaBpa Kama je i € I, u x € B;, Tj. x € B; ce jaBJba TauHO b; myTa.
L

ITpema Tome, (*) je eKBMBaJIE€HTHA ca
m aj+ b; -1 aj+ bi—1 -1
i=1 (Tl— a; — bl)( lai l) +bl( t ail ) <n.

_1 —_

. ; — ; ; a;+ b; . . .

IMomro je (al+ab_ t 1) = (a’;r_b ’) . % , 1 HAKOH 3aMEHE y TOPH0] HEjeTHAKOCTH J00HjaMo
i i i

m ai+ b; -1
n-Zi=1( ‘o ’) <n.

-1

Jlakne Y, (a’:,b ") < 1, mTo cMO 1 Tpebay 10Ka3aTH. O
L

Hpyru nokasa teopeme 7. Kopuctumo MeTory JBOCTPYKO Opojame.

HaBoaumo kpartak mpuMmep Kao WiycTpammjy nokasza. Ilocmarpamo ckynm {1,2,3,4,5} u nampaBumo
MaTpHuIly Tumensmje 4x5!.

Heka cy pemoBu MaTpuie O3HadeHH ca mapoBuma ckymoa (4;, B;), i =1,2,3,4. Heka cy Kosnone
MaTpHile O3HaYeHe ca nepmyranujma ckyma {1, 2, 3,4, 5}. Ykynuo uma 5! = 120 xomnoHa.
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Sym(5)={[1.2.3.4,5],[1.2.3.5,4,[1.2.4,3.51,[1,2.4.5.3.[1,2.5.3.41.[1.2.5.4,31.[1,3.2.4,5]......[5.4.1,3.2],[5.4.2.1.3],[5.4. 2.3.1],[5.4.3.1.2,[5.4.3,2.1]}

4=024 ] 1 M M
B =03

4=23 (] 1 | | Il Il
B, = {15

4= {134} Il Il

B,={25)

A —ps Il Il

}
B, ={124}

=

—

—~—

Cnuka 13. Ako cy y nepMyTaluju CBU €1€MEHTH CKyma A; UCIpe]] CBUX elleMeHaTa cKyma B;, oHza cy Ta Mecra
00ojeHa pBeHOM 00jOM.

Ha ij-to MecTo MaTpulie yHOCUMO:

e 1 ako cyy j-Toj mepMyTalliju CBU €IEMEHTH CKyma A; UCIpe CBUX eleMeHaTa CKyma B;
U TO MECTO Y MaTPHIIU MPEICTABUMO IIPBEHOM 00joM;

e 0y CcBUM OCTajuM CiIydajeBHMA.

Ha npumep, tpehn yHoC y npBoM peay je upseHe 6oje jep umamo ckymnose A, = {1,2,4}, B; =
{3} u Tpeha nepmyranwuja je 12435 y kojoj 6poj 3 monasu Tek mocie opojea 1, 2, 4.

[MonmymeHa MaTpuIa je MpuKa3aHa Ha cuim 13.

a;+b;
aj

-1
Jlaxie, TOCTOjH TavHO (aiibi) ;! bl (n—(a; + b)) =n!- ( ) nepmyTaimja Koje cy obojexe

pBeHoM 0ojoM y i-ToM peny. [lepmyranuja Moxe OMTH 000jeHA IPBEHOM OOjOM y HAJBHUIIIE jeTHOM
pemy, jep ako mepMyTalidja 7T IepMyTyje CBe elleMeHTe U3 A; HCIpen eneMenara u3 B; u cBe eneMeHTe u3
Aj ucnipen enemenara u3 Bj, onnaje A; N B = @umm A; N B; = @ kaxroxjei = j.

-1
Jlobujamo na je Y, n! - (a";',b") < n!, onakie ciaeau TpaxkeHa HejeIHaKOCT. O
i

Teopema 8. (Teopema Bosio6am - cnienujanaun cay4aj) Heka cy Aq, Ay, ..., A, Q-TOWIaHU CKYNIOBH H
By, By, ..., By, b-tounanm ckynoeu. Heka je A;NBj =@ axo u camo ako je i =j. Tana Baxu

a+b
m < (*%).
Joka3: CtaBumo a; = a u b; = b 3a cBe i € [m]. Ila npema mpeTxo/HOj TEOpeMH 100HjaMo 1a je
m (a;+b; -1 m (a+b\71
1 221’:1( ‘a; l) =27 ( a )
-1
[omwro dakrop (a;b) HE 3aBHCH Off CyMe, OHJla ra MOXkeMo u3Byhu ucnpen cyme.

(azb)_l Yr1<1 © m< (azb). 0
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1. [daauje
(a) {{a}.{a,c},{b,c}};
(6) {{a,b},{a,c},{b,c}};

IInepueposa ¢pamuanja?

Pememe: (a) Huje, jep je {a} < {a, c}.
(6) Jecre, jep HHjenaH CKyIl HUje CaapKaH y JAPYroM.

2. IMokazatm na uajseha IllnmepuepoBa damuauja moackymoBa ckyma {1,2,3,4,5} koja
caap:xu ckynose {1,2} u {3,4,5} uma ocam eemenara.

Pemewe: Cpaku cienehu ckynm Mopa Ja caapKu HajMame jefaH on enemenara 1 wim 2 (y
cynpoTHoM Ou ckymn 6uo canpxkan y {3,4,5}). Takohe, cBaku cienehun cKymn He MOXKeE 1a CaIpKH
u 1 u 2 jep onmga 6u Taj ckym caapxkao {1, 2}. CiMuHO ropmeM pa3MaTpamy, TPaKEHH CKyIl MOpa
Jla CaJip>Ku HajMambe jelaH oJ] eJeMeHara 3, 4, 5 aju He MOXKe Jia CaJipykKu CBE.

Jlakiie, 1a OMCMO JOOMIIM TakKaB CKyIl MOPaMO YKJbYYHTH jenad ox ckynosa {1} u {2}, u jenan on
mrect nozackynosa ckyna {3, 4, 5}: {3}, {4}, {5}, {3,4},{3,5},{4,5} u ysumamo muxoBy yuujy. To
naje 2 - 6 = 12 moryhux ckymosa.

Mehytum, He MOKEMO y3eTu cBe Te ckymnose. Haume, ako ysmemo {1, 3} onna ckynosu {1, 3,4} u
{1, 3,5} Hucy nossosbenu 3arto o caapxke {1, 3}.

3ampaBo, MOXKEMO y3eTH HajBHIIE IecT o1 ThX 12 Moryhux ckymosa. Te cKymoBe pacrmopeaumo
y mapose ckynosa koju cagpxke 1: ({1,3},{1,3,4}), ({1,4},{1,4,5}), {1,5}, {1, 3,5}) u ciuuno
y TIapoBe CKyImoBa Koju campke 2. Ila orma MoxeMo y3eTh HajBHUINE jeTaH Ol CBAKOT Iapa.
Jaxne, He MO)keMO UMaTH Bule of 2 + 6 = 8 ckymosa.

[nepuepoBy pammujy ca ocam CKyIoBa MOXKeMO TOOWTH Ha ciefehn HaumH:

e KomOuHOBameM | ca jenHoOwWIaHMM MOACKymoBuMa o {3,4,5} u koMOMHOBameM 2 ca
JBOYIAHUM TIOCKyoBrMa ox {3, 4, 5}.
HMaxe, IInpeneposa amuimja koja uMa 8 eemMeHara u koja caapsxku ckymose {1, 2}, {3,4, 5} je

{{1,2},{3,4,5},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5}}.

3. ¥ rpaay ¢ n CTaHOBHHKAa MMaMO KOHA4YaH 0poj KJaydooBa. CBaKH CTAHOBHUK MOKe OUTH
WIAH HEKOJIMKO KJIy00Ba WM HUjeIHOr O] BbUX. AKO HHjeJaH KIy0 He caJp:Ki CBe YIAHOBE
HEKOT Jpyror Kjay0a, Koju je MakcuMasaln Opoj Kiry0oBa y ToM rpaay?

Pemene: Kopuctumo LlInepHepoBy Teopemy. Y rpamy ¢ n CTAHOBHHMKA HajBHILE MOXE OMTH (IZJ)
2

KIIyOOBa TaKBHX Jla HUjeJaH KiIy0 He caJp KM CBE WIAHOBE HEKOT JIPYror Kiyoa.
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4. Heka je F IllnepnepoBa damuiuja nockynmoa uz 2%, |X| =n tako ga cy ckynmobu u3
. n .
F xapaunaanoctu Hajsuie k, k < 2 Hoxazaru ja je |F| < Z)

. n n
Pememe: 3a cBaku ckyn A € F Baxu (IAI) < (k .

[Mpumenom LYM Hejenquakoctu nobujamo

|F]| - (Z)_l < YaeF (|Z|)_1 <1= |F| < (Z) O

5. Heka je X = {1,2,3,4}. ¥ ckyny 4nju cy eJieMEHTH MOACKYIOBH cKyna X oJpeIuTH jeaaH
aHTWJIAHAII 32 KOjH ce MOCTHKe rpaHuna y HejenHakocTu llInepuepose Teopeme.

Pememe: ['pannna y nejenquakoctu lllnepHepose TeopeMe, OMHOCHO jETHAKOCT CE IMOCTIKE aKO
cy ceu enemenTd u3 lllnepHepoBe dpamuije ucTe KapAMHAITHOCTH.

AHTHJIaHAIl 332 KOJU Ce IOCTHJKE IpaHWIla je CKYIl [BOWIAHMX IIOJACKYyIoBa cKkyma X, Tj.

{{1,23,{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, (3, 4}}.

6. Heka cy Aq,4;, ..., A,, a-Towianu ckynoeu u By, B,, ..., B,, b-TouJlaHu CKYNOBH TaKBH JAa
jelA;nB;| =tzaceei€ [m]u|4;n B]-| > t3aceei# j,raei,j € [m]. Tana je

m < (“I00).

Pememe: Heka je A; = A; \ (4; N B;) 3aceei € [m].Tamaje |[4;'| = |4;| — 14, nB;| = a —t.

! ! .
Jlako ce mpoBepaBa na ckynoBu A ,...,A, 4 By, B, ..., By, 3a10BOJbaBajy yCJIOBE U3 TEOpEME

t)+b

Bonobam — cnenujanau ciay4daj. [la mpumeHom Te Teopeme nobujamo ma je m < ((a;_t ), 1ITO

CMO H Tpebaau J0Ka3aTH. O
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