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Naslov disertacije: Istovremeno neanulira�e 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova
eliptiqke krive i kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad funkcijskim po	ima

Rezime: Predmet disertacije je problem istovremenog neanulira�a 𝐿-funkcija
kvadratnih tvistova eliptiqke krive i kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija (i
�ihovih izvoda) u centralnoj taqki 𝑠 = 1

2 , u situaciji kad su ovi objekti defini-
sani nad racionalnim funkcijskim po	em nad konaqnim po	em F𝑞.

Svakom moniqnom polinomu 𝐷 ∈ F𝑞 [𝑡] odgovara jedan kvadratni Dirihle-
ov karakter 𝜒𝐷 . Za takav karakter mo�e se posmatrati odgovaraju�a 𝐿-funkcija
𝐿 (𝑠, 𝜒𝐷), kao i kvadratni tvist 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷 fiksirane eliptiqke krive 𝐸/F𝑞 (𝑡), qija
se 𝐿-funkcija oznaqava sa 𝐿 (𝑠, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷).

U disertaciji je odre�ena do�a granica broja polinoma 𝐷 ∈ H ∗
2𝑔+1 za koje

se 𝐿
( 1
2 , 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
i 𝐿

( 1
2 , 𝜒𝐷

)
, odnosno 𝐿′

( 1
2 , 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
i 𝐿

( 1
2 , 𝜒𝐷

)
istovremeno ne

anuliraju, pri qemu je H ∗
2𝑔+1 skup svih moniqnih polinoma stepena 2𝑔 + 1 nad F𝑞

koji su uzajmno prosti sa diskriminantom eliptiqke krive 𝐸 . U svrhu dobija�a
tih rezultata izvedene su asimptotske formule za mexovite momente
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kada 𝑔 → ∞, pri qemu, za svako 𝐷 ∈ H ∗

2𝑔+1, 𝜀
−
𝐸
(𝐷) uzima vrednost 0, odnosno 1, u

zavisnosti od toga da li je znak funkcionalne jednaqine za 𝐿 (𝑠, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) jednak
1, odnosno −1.

Pored toga, jedan deo disertacije je vezan za hipoteze o koliqnicima 𝐿-funkcija,
koje predstav	aju hipoteze o asimptotskom ponaxa�u koliqnika dva proizvoda 𝐿-
funkcija iz neke familije. U klasiqnom kontekstu po	a racionalnih brojeva,
Konri, Farmer i Cirnbauer [27] su demostrirali heuristiqke argumente pomo�u
kojih se takve hipoteze mogu dati za razliqite znaqajne familije 𝐿-funkcija. Za
familiju kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija hipoteza o koliqnicima glasi
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gde su 𝐾 i 𝑄 prirodni brojevi, 𝛼𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾 i 𝛽𝑚, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑄 kompleksni brojevi



qiji su realni delovi pozitivni, 𝜀 > 0 proizvo	an realan broj,

𝑔+(𝑠) =
Γ( 1−𝑠2 )
Γ( 𝑠2 )

,

𝑌𝑆 = 𝑌𝑆 (𝛼, 𝛾) =
∏
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i 𝐴(𝛼, 𝛾) je neki eksplicitno opisan Ojlerov proizvod koji zavisi od 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝐾)
i 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑄), pri qemu su 𝜁 (𝑠) i Γ(𝑠) redom oznake za Rimanovu zeta, odnosno
gama-funkciju. U disertaciji je prikazan dokaz varijacije hipoteze o koliqnici-
ma za sluqaj koliqnika 𝐿-funkcije kvadratnog tvista eliptiqke krive i kvadratne
Dirihleove 𝐿-funkcije nad F𝑞 (𝑡), odnosno izvo�e�e asimptotske formule za
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Dissertation title: Simultaneous nonvanishing of quadratic twists of elliptic curve 𝐿-
functions and quadratic Dirichlet 𝐿-functions over function fields

Abstract: The subject of the dissertation is the problem of simultaneous nonvanishing
of quadratic twists of elliptic curve 𝐿-functions and quadratic Dirichlet 𝐿-functions (and
their derivatives) at the centar point 𝑠 = 1

2 , in the situation when these objects are
defined over the rational function field over finite field F𝑞.

For each monic polynomial 𝐷 ∈ F𝑞 [𝑡], there is a corresponding quadratic Dirichlet
character 𝜒𝐷 . Associated to such character, there is the corresponding Dirichlet 𝐿-
function 𝐿 (𝑠, 𝜒𝐷), as well as the quadratic twist 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷 of a fixed elliptic curve 𝐸/F𝑞 (𝑡),
whose 𝐿-function is denoted by 𝐿 (𝑠, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷).

A lower bound for the number of polynomials 𝐷 ∈ H ∗
2𝑔+1 such that 𝐿

( 1
2 , 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
and 𝐿
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)
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2 , 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
and 𝐿

( 1
2 , 𝜒𝐷

)
simultaneously not vanish is

determined in the dissertation, where H ∗
2𝑔+1 is the set of monic polynomials of degree

2𝑔 + 1 over F𝑞 that are coprime to the discriminant of the elliptic curve 𝐸 . For purpose
of obtaining these results, asymptotic formulas for the mixed moments
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are derived when 𝑔 → ∞, where, for each 𝐷 ∈ H ∗

2𝑔+1, 𝜀
−
𝐸
(𝐷) takes value 0 or 1

depending on whether the sign of the functional equation for 𝐿 (𝑠, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) is equal to
1 or −1.

Besides this, one part of the dissertation is connected to the hypotheses about the
ratios of 𝐿-functions, which are hypotheses about the asymptotic behaviour of quoti-
ents of two products of 𝐿-functions in some family. In the classic case of the field of
rational numbers, Conrey, Farmer and Zirnbauer [27] demonstrated heuristic arguments
for obtaining such hypotheses for various important families of 𝐿-functions. The ratios
conjecture for the family of quadratic Dirichlet 𝐿-functions is
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where 𝐾 and 𝑄 are positive integers, 𝛼𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾 and 𝛽𝑚, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑄 are complex



numbers with positive real parts, 𝜀 > 0 is an arbitrary real number,
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,
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and 𝐴(𝛼, 𝛾) is some explicit Euler product depending on 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝐾) and 𝛾 =

(𝛾1, . . . , 𝛾𝑄), where 𝜁 (𝑠) and Γ(𝑠) stand for the Riemann zeta and the gamma function,
respectively. A proof of variant of the ratios conjecture for the case of quotient of 𝐿-
function of quadratic twist of elliptic curve and quadratic Dirichlet 𝐿-function i.e. a
derivation of the asymptotic formula for
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as 𝑔 → ∞ is demonstrated in the dissertation.
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Uvod

Centralna vrednost neke 𝐿-funkcije predstav	a vrednost te funkcije u taqki
simetrije �oj odgovaraju�e funkcionalne jednaqine. Ove centralne vrednosti su
jedan od najva�nijih objekata prouqava�a u teoriji brojeva. Generalno se oqekuje
da, kada razlog za anulira�e nije trivijalno indukovan samim oblikom funkci-
onalne jednaqine, iza anulira�a 𝐿-funkcije u centralnoj taqki stoji neki dubog
aritmetiqki razlog. Stoga ispitiva�e (ne)anulira�a 𝐿-funkcija raznih fami-
lija u centralnim taqkama predstav	a jedan znaqajan i interesantan problem.

Prva glava ove disertacije posve�ena je prikaziva�u nekih klasiqnih rezul-
tata iz teorije 𝐿-funkcija. Konkretno, prikazana je znaqajna veza te teorije sa
teorijom sluqajnih matrica, kao i razliqiti modeli za dava�e hipoteza o mo-
mentima 𝐿-funkcija u raznim familijama. Pored toga, prikazana je klasiqna
Qovlina hipoteza o neanulira�u Dirihleovih 𝐿-funkcija u centralnoj taqki, kao
i hipoteza Berqa i Svinerton-Dajera.

Druga glava se bavi prikazom osnovnih objekata i konstrukcija vezanih za
aritmetiku nad funkcijskim po	ima. Upravo �e objekti prikazani u ovoj glavi
predstav	ati osnovni kontekst celokupnog da	eg izlaga�a.

U tre�oj glavi je dat prikaz aritmetiqkih osobina eliptiqkih krivih nad
funkcijskim po	ima. Pri tome se kao najznaqajnije istiqu konstrukcija kvadrat-
nih tvistova neke eliptiqke krive, kao i �ima pridru�enih 𝐿-funkcija. Tehniq-
ki rezultati koji su znaqajni u da	em izlaga�u, poput izvo�e�a aproksimativnih
funkcionalnih jednaqina za 𝐿-funkcije eliptiqkih krivih, su tako�e prikazani.

Qetvrta glava je posve�ena problemu odre�iva�a momenata 𝐿-funkcija nad
funkcijskim po	ima. Prikazani su poznati rezultati o momentima kvadratnih
Dirihleovih i 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova eliptiqkih krivih.

U petoj glavi su prikazani originalni rezultati izraqunava�a prvog mexo-
vitog momenta za 𝐿-funkcije kvadratnih tvistova eliptiqkih krivih (i �ihovih
izvoda) i kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija. Dodatno, dobijeni su i rezultati
o istovremenom neanulira�u pomenutih 𝐿-funkcija.

Tematika xeste glave su hipoteze o koliqnicima 𝐿-funkcija. Prikazan je po-



Uvod 2

znati metod dobija�a tih hipoteza u kontekstu po	a racionalnih brojeva, kao i
neki klasiqni rezultati koji se na osnovu �ih mogu izvesti. Pored toga, dat je i
prikaz hipoteze o koliqnicima kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad funkcij-
skim po	ima, zajedno sa poznatim rezultatom koji dokazuje tu hipotezu u nekim
specijalnim sluqajevima.

U sedmoj i posled�oj glavi je dat prikaz originalnog rezultata, xto je do-
kaz varijacije hipoteze o koliqnicima, za koliqnik jedne 𝐿-funkcije kvadratnog
tvista fiksirane eliptiqke krive i jedne kvadratne Dirihleove 𝐿-funkcije.



GLAVA 1

Momenti i neanulira�e 𝐿-funkcija

Razumeva�e vrednosti 𝐿-funkcija je jedan od klasiqnih i najva�nijih proble-
ma analitiqke teorije brojeva. Razlog tome le�i u qi�enici da su te vrednosti
povezane sa mnogim znaqajnim algebarskim, aritmetiqkim i geometrijskim objek-
tima. Naredni redovi su posve�eni ilustrova�u nekoliko takvih veza.

Teorema o prostim brojevima Godine 1792, tada petnaestogodix�i Gaus je po-
sle predanog izuqava�a tabela prostih brojeva doxao do hipoteze da za funkciju
𝜋(𝑥) koja broji proste brojeve ≤ 𝑥 va�i asimptotska formula

𝜋(𝑥) ∼ 𝑥

log 𝑥
, 𝑥 → ∞.

Tu hipotezu je kasnije (1849. godine) profinio do oblika

𝜋(𝑥) ∼ Li(𝑥), 𝑥 → ∞, (1.1)

gde je Li(𝑥) =
∫ 𝑥

2
𝑑𝑡
log 𝑡 . Validnost asimptotske formule (1.1) dokazali su �ak Ada-

mar i Xarl-�an de la Vale Pusen 1896. godine i upravo je ona danas poznata kao
Teorema o prostim brojevima. �ihovi dokazi prate plan koji je ocrtao Riman u
svom quvenom memoaru ,,Über die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Größe”
iz 1859. godine. U sr�i tog plana nalazi se pokaziva�e veze izme�u raspodele
prostih brojeva i raspodele nula Rimanove zeta funkcije, definisane sa

𝜁 (𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝑠
.
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Ova funkcija je inicijalno definisana za <(𝑠) > 1, ali se mo�e proxiriti do
meromorfne funkcije na celoj kompleksnoj ravni, pri qemu postoji samo jedan
prost pol u taqki 𝑠 = 1 (upravo to je, uz funkcionalnu jednaqinu za Rimanovu
zeta funkciju, jedino xto je Riman dokazao u svom memoaru). Teorema o prostim
brojevima je onda esencijalno posledica qi�enice da postoji (uzak) region levo
od prave <(𝑠) = 1 u kome se 𝜁 (𝑠) ne anulira.

U pomenutom memoaru Riman je dao i hipotezu da se sve (netrivijalne) nule
funkcije 𝜁 (𝑠) nalaze na pravoj <(𝑠) = 1/2. Dokaziva�e te hipoteze, poznate pod
nazivom Rimanova hipoteza, pru�ilo bi mnogo bo	i uvid u prirodu raspodele
prostih brojeva i predstav	a jedno od najva�nijih otvorenih pita�a matematike.

Prosti brojevi u aritmetiqkim progresijama Dirihle [36] je za potrebe
svog rada na dokaziva�u egzistencije beskonaqno mnogo prostih brojeva u arit-
metiqkim progresijama uveo 𝐿-funkcije u obliku u kom se i one danas koriste.
Konkretno, on je dokazao da ako su 𝑎 i 𝑚 ≥ 2 dva uzajamno prosta cela broja, onda
postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva koji se nalaze u aritmetiqkoj progresiji

𝑛 ≡ 𝑎 (mod 𝑚). (1.2)

U svrhu ,,detekcije" aritmetiqke progresije (1.2) Dirihle je uveo objekte danas
poznate kao Dirihleovi karakteri. Oni predstav	aju periodiqna proxire�a ka-
raktera 𝜒 : (Z/𝑚Z)× → C× grupe (Z/𝑚Z)× na ceo skup celih brojeva Z, pri qemu
je dodatno 𝜒(𝑛) = 0 za sve cele brojeve 𝑛 koji nisu uzajamno prosti sa 𝑚. Svakom
Dirihleovom karakteru 𝜒 Dirihle je onda pridru�io odgovaraju�u 𝐿-funkciju,
danas poznatu kao Dirihleovu 𝐿-funkciju, definisanu sa

𝐿 (𝜎, 𝜒) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜒(𝑛)
𝑛𝜎

. (1.3)

Bitno je naglasiti da je Dirihleu bilo dovo	no da smatra da je promen	iva 𝜎 u
definiciji (1.3) realna i tada se mo�e dokazati da red koji definixe 𝐿 (𝜎, 𝜒)
konvergira za 𝜎 > 0 (upravo je Rimanova ideja da zeta funkciju posmatra kao
funkciju kompleksne promen	ive dovela do revolucionarnog pomaka). Dokaz te-
oreme o prostim brojevima u aritmetiqkim progresijama je onda direktna posle-
dica qi�enice da je 𝐿 (1, 𝜒) ≠ 0 za svaki netrivijalan Dirihleov karakter 𝜒.

Formula klasnog broja Dirihle [37] se bavio i problemom klasnog broja kva-
dratnih po	a brojeva. Taj problem vuqe korene od Gausa i sastoji se iz nekoliko
me�usobno povezanih pita�a. Prvo od �ih je pita�e pokaziva�a da za klasni broj
ℎ(𝐷) kvadratnog po	a brojeva Q[

√
𝐷], 𝐷-beskvadratan ceo broj, va�i

ℎ(𝐷) → ∞, kada 𝐷 → −∞. (1.4)

Uz to pita�e se onda prirodno name�e i pita�e odre�iva�a svih 𝐷 < 0 za koje je
ℎ(𝐷) = 𝑘 za neki fiksirani prirodni broj 𝑘. Pri tome je najva�niji sluqaj ℎ(𝐷) =
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1 (tzv. problem klasnog broja 1), jer su upravo �ime opisana ona (imaginarna)
kvadratna po	a brojeva qiji su prsteni celih glavnoidealski domeni. Gaus je dao i
hipotezu da su za beskonaqno mnogo realnih kvadratnih po	a brojeva odgovaraju�i
prsteni celih glavnoidealski domeni. Dakle, ℎ(𝐷) = 1 va�i za beskonaqno mnogo
beskvadratnih celih brojeva 𝐷 > 0.

U svom radu [37], Dirihle je uspeo da pove�e klasni broj ℎ(𝐷) sa vrednox-
�u 𝐿 (1, 𝜒𝐷) Dirihleove 𝐿-funkcije pridru�ene kvadratnom karakteru 𝜒𝐷 . Svaki
takav kvadratni karatker 𝜒𝐷 je odre�en Kronekerovim simbolom

𝜒𝐷 (𝑛) =
(
𝐷

𝑛

)
, za sve 𝑛 ∈ Z.

U sluqaju da je 𝐷 < 0 pomenuta veza je izra�ena formulom

ℎ(𝐷) =
𝜔𝐷𝐿 (1, 𝜒𝐷)

√︁
|𝐷 |

2𝜋
, (1.5)

gde je

𝜔𝐷 =


4, ako je 𝐷 = −1
6, ako je 𝐷 = −3
2, za ostale negativne, beskvadratne 𝐷

broj invertibilnih elemenata prstena celih kvadratnog po	a brojeva Q[
√
𝐷].

Formula (1.3) omogu�ava da se rexe�e problema klasnog broja za imaginarna
kvadratna po	a brojeva svede na dava�e dobre do�e ocene za 𝐿 (1, 𝜒𝐷).

Osla�aju�i se na ranije rezultate Hekea, Djuringa i Mordela, godine 1934.
Hajlbron [53] je dokazao hipotezu (1.4). Bitno je naglasiti da �egov rezultat
nije efektivan, xto znaqi da se implicitne konstante koje se pojav	uju ne mogu
izraqunati. Zbog toga nije mogu�e odrediti granicu posle koje ne postoji nijedan
ceo broj 𝐷 < 0 takav da je ℎ(𝐷) = 1, pa se Hajlbronov rezultat ne mo�e iskoristiti
za rexava�e problema klasnog broja 1. Taj problem rexen je tek 1966. godine,
nezavisno od strane Starka i Bejkera. Oni su dokazali da za 𝐷 < 0 va�i ℎ(𝐷) = 1
ako i samo ako je 𝐷 jedan od brojeva

−1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.

Jedna od karakteristika realnih kvadratnih po	a brojeva koja ih bitno ra-
zlikuje od imaginarnih je qi�enica da �ihovi prsteni celih imaju dosta kom-
plikovaniju strukturu grupe invertibilnih elemenata. Konkretno, za svako realno
kvadratno po	e brojeva Q[

√
𝐷], pomenuta grupa invertibilnih elemenata se mo�e

predstaviti u obliku
{±𝜀𝑛𝐷 | 𝑛 ∈ Z},

gde je 𝜀𝐷 realan broj koji se naziva fundamentalnom jedinicom. Dirihleova for-
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mula klasnog broja za realna kvadratna po	a brojeva onda glasi

ℎ(𝐷) = 𝐿 (1, 𝜒𝐷) log 𝜀𝐷√
𝐷

. (1.6)

Pojav	iva�e fundamentalne jedinice 𝜀𝐷 u formuli (1.6) je ono xto je qini nepo-
godnom za rexava�e problema klasnog broja 1 za realna kvadratna po	a brojeva.
Naime, texko je kontrolistati kako se faktor log 𝜀𝐷 me�a sa promenom 𝐷 i upra-
vo to je jedan od razloga xto je problem klasnog broja 1 za realna kvadratna po	a
brojeva potpuno otvoren i danas.

Ideje Dirihlea su znaqajno proxirili, prvo Kumer [73] na ciklotomiqna po	a
brojeva, a zatim i Dedekind [32] na opxta po	a brojeva. Za proizvo	no po	e
brojeva 𝐾, Dedekind je sa

𝜁𝐾 (𝑠) =
∑︁
𝔞≠0

1

𝑁 (𝔞)𝑠 , <(𝑠) > 1 (1.7)

definisao 𝐿-funkciju, koja je danas poznata kao Dedekindova zeta funkcija. Pri
tome je suma u formuli (1.7) po svim nenula idealima prstena celih po	a brojeva
𝐾 i 𝑁 (𝔞) je oznaka za normu ideala 𝔞.

Heke [52] je pokazao da Dedekindova zeta funkcija dopuxta analitiqko proxi-
re�e do meromorfne funkcije i da zadovo	ava funkcionalnu jednaqinu nalik
Rimanovoj zeta funkciji. Pri tome, postoji taqno jedan prost pol u taqki 𝑠 = 1 i
reziduum u toj taqki je od naroqitog interesa. �egov opis poznat je kao analitiqka
formula klasnog broja.

Teorema. Neka je 𝐾 po	e brojeva sa 𝑚 realnih i 𝑛 kompleksnih mesta. Tada je

res𝑠=1 𝜁𝐾 (𝑠) =
2𝑚 (2𝜋)𝑛ℎ𝐾𝑅𝐾
𝜔𝐾 |𝐷𝐾 |1/2

,

gde je ℎ𝐾 klasni broj, 𝑅𝐾 regulator, 𝜔𝐾 broj korena iz jedinice i 𝐷𝐾 diskrimi-
nantna po	a brojeva 𝐾.

Prethodna formula klasnog brojeva pokazuje kako su mnoge znaqajne (algebar-
ske) osobine po	a brojeva utkane u odgovaraju�u Dedekindova zeta funkciju. Do-
datno, koriste�i qi�enicu da za Dedekindovu zeta funkciju kvadratnog po	a
brojeva 𝐾 = Q[

√
𝐷] va�i

𝜁𝐾 (𝑠) = 𝜁 (𝑠)𝐿 (𝑠, 𝜒𝐷),

iz �e direktno slede i klasiqne Dirihleove formule (1.5) i (1.6).

1.1. Momenti Rimanove zeta funkcije

Jedan pristup izuqava�u 𝐿-funkcija i �ihovih vrednosti je preko raquna�a
odgovaraju�ih momenata. Ako je 𝑘 > 0 pozitivan realan broj, onda se 2𝑘-ti moment
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Rimanove zeta funkcija 𝜁 (𝑠) definixe sa

𝑀𝑘 (𝑇) =
∫ 𝑇

0

����𝜁 (
1

2
+ 𝑖𝑡

)����2𝑘 𝑑𝑡.
Hardi i Litlvud [50] su 1918. godine dokazali da je pri 𝑇 → ∞ ispu�eno

𝑀1(𝑇) ∼ 𝑇 log𝑇,

dok je Ingam [56] 1926. godine dokazao

𝑀2(𝑇) ∼
1

2𝜋2
𝑇 (log𝑇)4.

Pita�a asimptotike momenata Rimanove zeta funkcije za cele 𝑘 ≥ 3 su i danas
potpuno otvorena i uzrok te�ine �ihovih izraqunava�a zaslu�uje objax�e�e.

Raquna�e proizvo	nog momenta zapoqi�e se zapisiva�em zeta funkcije u
obliku ,,aproksimative funkcionalne jednaqine",

𝜁

(
1

2
+ 𝑖𝑡

)
≈

𝑀∑︁
𝑚=1

1

𝑚
1
2−𝑖𝑡

+ 𝜋−𝑖𝑡
(
1

2
− 𝑖𝑡

)
Γ

( 1
4 +

𝑖𝑡
2

)
Γ

( 1
4 −

𝑖𝑡
2

) 𝑁∑︁
𝑛=1

1

𝑛
1
2+𝑖𝑡

,

gde su 𝑀 �
√
𝑇 i 𝑁 �

√
𝑇 dva parametra i Γ(𝑠) gama-funkcija. Upotrebom takvog

zapisa dobija se
𝑀𝐾 (𝑇) ∼ 𝑐𝑘𝑇S1 + S2, (1.8)

gde je 𝑐𝑘 neka konstanta, S1 predstav	a doprinos onih qlanova koji u raspisiva�u
nastaju za 𝑚 = 𝑛 i nazivaju se dijagonalnim qlanovima, a S2 je doprinos preosta-
lih qlanova koji u raspisiva�u nastaju za 𝑚 ≠ 𝑛 i nazivaju se vandijagonalnim.
Za 𝑘 = 1 i 𝑘 = 2 vode�i qlan u asimptotici odgovaraju�eg momenta 𝑀𝑘 (𝑇) do-
lazi isk	uqivo od dijagonalnih qlanova. Me�utim, za 𝑘 ≥ 3 to vixe nije sluqaj
i neki vandijagonalni qlanovi tako�e imaju uticaj na vode�i qlan. Kako je �ih
texko izolovati, texko je i izraqunati momente Rimanove zeta funkcije za 𝑘 ≥ 3.
Isti problem texko�e raquna�a doprinosa vandijagonalnih qlanova predstav	a
prepreku i za raquna�e vixih momenata 𝐿-funkcija iz drugih familija.

Problem odre�iva�a asimptotskog ponaxa�a momenata 𝑀𝑘 (𝑇) je toliko te�ak,
da je dugo bila nepoznata qak i taqna hipoteza o �emu. Genaralno, oqekuje se da
za svaki prirodan broj 𝑘 postoji pozitivna konstanta 𝑐𝑘 takva da je

𝑀𝑘 (𝑇) ∼ 𝑐𝑘𝑇 log𝑘
2
𝑇, 𝑇 → ∞.

Me�utim, dava�e hipoteza za konkretne vrednosti konstanti 𝑐𝑘 je dugo predsta-
v	alo problem (osim, naravno, za sluqajeve 𝑘 = 1 i 𝑘 = 2 koje su razrexili Hardi
i Litlvud, odnosno Ingam). Parcijalni rezultati za sluqajeve 𝑘 = 3 i 𝑘 = 4
dobijeni su tek krajem XX veka, koriste�i teoreme o sred�im vrednostima i heu-
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ristike za sume generalizovanih delite	skih funkcija sa pomerajem. Konkretno,
Konri i Gox [29] su dali hipotezu

𝑐3 =
42

9!

∏
𝑝

(
1 − 1

𝑝

)4 (
1 + 4

𝑝
+ 1

𝑝2

)
,

dok je rezulat Konrija i Goneka [30] hipoteza

𝑐4 =
24024

16!

∏
𝑝

(
1 − 1

𝑝

)9 (
1 + 9

𝑝
+ 9

𝑝2
+ 1

𝑝3

)
.

Jedan metod za dava�e heuristike za konstante 𝑐𝑘 za opxte 𝑘, baziran na
vixestrukim Dirihleovim redovima, prikazan je u [34]. Taj metod motivisan je
znaqajnim radom Motohaxija [80], u kome je autor pokazao da va�i

𝑀2(𝑇) = 𝑇P4(log𝑇) +𝑂
(
𝑇2/3+𝜀

)
, (1.9)

gde je P4(𝑥) neki polinom stepena 4 sa realnim koeficijentima. Formula (1.9)
predstav	a znaqajno pobo	xa�e Ingamovog rezultata (1.8) i Motohaxi ju je do-
kazao analiziraju�i funkciju kompleksnih promen	ivih 𝑠 i 𝑤 koja je definisana
integralom ∫ ∞

1
𝜁 (𝑠 + 𝑖𝑡)2𝜁 (𝑠 − 𝑖𝑡)2𝑡−𝑤𝑑𝑡. (1.10)

Ideja za posmatra�e takve funkcije potiqe iz [33], gde su autori primetili da
se integrali zeta funkcije du� kritiqne linije pojav	uju u formulama traga
Selberga i Kuz�ecova. Pa�	ivim analizira�e formule traga Kuz�ecova, Mo-
tohaxi je uspeo da izvede meromorfno proxire�e funkcije (1.10) (u odnosu na
promen	ivu 𝑤) na osnovu koga je da	e izveo (1.9). U [34] autori demonstriraju
kako se hipoteze za vode�i qlan u asimptotici za 𝑀𝑘 (𝑇) mogu izvesti na osnovu
(hipotetiqkih) meromorfnih proxire�a opxtijih funkcija

𝑍𝜖1,𝜖2,...,𝜖2𝑚,𝑘 (𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠2𝑚;𝑤) =
∫ ∞

1
𝜁 (𝑠1 + 𝜖1𝑡) · · · 𝜁 (𝑠2𝑚 + 𝜖2𝑚𝑡)

(
2𝜋𝑒

𝑡

) 𝑘𝑖𝑡
𝑡−𝑤𝑑𝑡,

kompleksnih promen	ivih 𝑠1, 𝑠2, . . . 𝑠2𝑚 i 𝑤, pri qemu su 𝜖𝑖 ∈ {±1} za sve 1 ≤ 𝑖 ≤
2𝑚. Konkretno, dobili su hipotezu

𝑐𝑘 = 𝑎𝑘
𝐺 (𝑘 + 1)2
𝐺 (2𝑘 + 1) , (1.11)

gde je

𝑎𝑘 =
∏
𝑝

[(
1 − 1

𝑝

) 𝑘2 ∞∑︁
𝑚=0

(
Γ(𝑚 + 𝑘)
𝑚!Γ(𝑘)

)2
1

𝑝𝑚

]
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i 𝐺 (𝑠) Barnsova gama-funkcija definisana za sve kompleksne brojeve 𝑠 sa

𝐺 (𝑠) = (2𝜋) 𝑠2 𝑒−
𝑠+𝑠2 (1+𝛾)

2

∞∏
𝑘=1

[(
1 + 𝑠

𝑘

) 𝑘
𝑒
𝑠2

2𝑘−𝑠
]
,

pri qemu je 𝛾 Ojlerova konstanta.

Me�utim, fundamentalni napredak u izuqava�u momenata, kako Rimanove zeta,
tako i 𝐿-funkcija drugih familija, predstav	a uplivava�e teorije sluqajnih
matrica. Prisustvo i znaqaj takve veze bi�e deta	no diskutovano u narednim
ode	cima.

1.2. Veza sa teorijom sluqajnih matrica

Stara ideja, do koje su doxli Hilbert i Po	a, je da se Rimanova hipoteza mo�e
dokazati iz egzistencije samoadjungovanog ermitskog operatora, qiji spektar sop-
stvenih vrednosti odgovara netrivijalnim nulama zeta funkcije. Ta ideja do sada
nije ostvarena, usled nemogu�nosti da se prona�e tra�eni operator i generalno se
upotreba teorije sluqajnih matrica u svrhu izuqava�a 𝐿-funkcija nije ozbi	nije
razmatrala do rada Montgomerija [78] na korelaciji parova nula Rimanove zeta
funkcije.

Pod pretpostavkom va�e�a Rimanove hipoteze, sve netrivijalne nule funkcije
𝜁 (𝑠) se nalaze na kritiqnoj osi <(𝑠) = 1

2 . Onda se imaginarni delovi 𝛾𝑖 svih
takvih nula mogu pore�ati u niz

· · · ≤ 𝛾−2 ≤ 𝛾−1 < 0 < 𝛾1 ≤ 𝛾2 . . . ,

pri qemu za sve prirodne brojeve 𝑛 va�i 𝛾−𝑛 = −𝛾𝑛. Neka je

𝑁 (𝑇) = # {𝑛 ∈ N | 0 < 𝛾𝑛 ≤ 𝑇}

funkcija koja broji nule zeta funkcije sa imaginarnim delom najvixe 𝑇 > 0.
Osnovna informacija o veliqini vrednosti 𝑁 (𝑇) mo�e se dobiti primenom prin-
cipa argumenta za kompleksne funkcije. Konkretno, pretpostavka va�e�a Rimano-
ve hipoteze implicira da 𝜁 (𝑠) nema nula na pravougaonoj konturi 𝑃 sa temenima u
2, 2+ 𝑖𝑇 , −1+ 𝑖𝑇 i −1, a kako ta funkcija tako�e nema polova na 𝑃, niti u oblasti
koju 𝑃 ograniqava, princip argumenta implicira

𝑁 (𝑇) = 1

2𝜋
Δ𝑃 arg 𝜁 (𝑠),

gde je Δ𝑃 arg 𝜁 (𝑠) promena argumenta za 𝜁 (𝑠) du� 𝑃. Korix�e�em te qi�enice
onda se mo�e pokazati da va�i

𝑁 (𝑇) = 𝑇

2𝜋
log𝑇 − 𝑇

2𝜋
+𝑂 (log𝑇) , (1.12)
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xto je klasiqan rezultat poznat kao formula Riman-fon Mangolta.

Iz formule (1.12) sledi da je gustina nula Rimanove zeta funkcije na visi-

ni 𝑇 , izra�ena vrednox�u 𝑁 (𝑇)/𝑇 , pribli�no log𝑇
2𝜋 . Pored toga, formula (1.12)

implicira da va�i

𝛾𝑛 ∼
2𝜋𝑛

log 𝑛
, 𝑛→ ∞

pa sledi da normalizovane vrednosti

𝜁𝑛 =
1

2𝜋
𝛾𝑛 log |𝛾𝑛 |

ispu�avaju
𝜁𝑛

𝑛
∼ 1, 𝑛→ ∞.

Prirodno se name�e pita�e razumeva�a statistiqkog ponaxa�a niza normali-
zovanih vrednosti 𝜁𝑛. Pri tome je naroqito razumeti da li je taj niz potpuno
sluqajan ili u �emu postoji odre�ena pravilnost. Neki uvid u tu problematiku
mo�e se dobiti izuqava�em razmaka izme�u nula Rimanove zeta funkcije i upra-
vo je to ono qime se bavio Montgomeri u pomenutom radu [78]. Konkretno, on je
doxao da naredne hipoteze, poznate kao Hipoteza o korelaciji parova.

Hipoteza 1.1 (o korelaciji parova). Neka su 0 ≤ 𝛼 < 𝛽 realni brojevi i

𝑁 (𝛼, 𝛽, 𝑇) = #

{
𝑚, 𝑛 ∈ N, 𝑚 ≠ 𝑛 | 0 < 𝛾𝑚, 𝛾𝑛 ≤ 𝑇,

2𝜋𝛼

log𝑇
≤ 𝛾𝑚 − 𝛾𝑛 ≤

2𝜋𝛽

log𝑇

}
.

Tada, pri 𝑇 → ∞ va�i

𝑁 (𝛼, 𝛽, 𝑇) ∼ 𝑇

2𝜋
log𝑇

∫ 𝛽

𝛼

(
1 −

(
sin 𝜋𝑢

𝜋𝑢

)2)
𝑑𝑢.

Neka je 𝛾 neka fiksirana nula funkcije 𝜁 (𝑠). Kako je za male vrednosti realnog
broja 𝑢 i vrednost integrala ∫ 𝛽

𝛼

1 −
(
sin 𝜋𝑢

𝜋𝑢

)2
𝑑𝑢

mala, Hipoteza o korelaciji parova implicira da je mala verovatno�a da postoji
neka nula od 𝜁 (𝑠) koja je na razmaku od 𝛾 reda veliqine ma�eg od 1

log𝑇 . Prema
tome, va�i da se nule Rimanove zeta funkcije na neki naqin ,,odbijaju".

Rudnik i Sarnak [90] su dali jox opxtije hipoteze za 𝑛-korelacije nula, kako
Rimanove zete, tako i 𝐿-funkcija drugih familija. Takve hipoteze, pod pret-
postavkom va�e�a Rimanove hipoteze, dokazane su za Rimanovu zeta funkciju u
nekim specijalnim sluqajevima, i to: [78] za 2-korelaciju, [54] za 3-korelaciju i
[90] za 𝑛-korelaciju, 𝑛 ≥ 4. Pored toga, postoje brojni numeriqki dokazi (v. [82],
[83]) koji sugerixu validnost hipoteze o korelaciji parova.
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Bitno je naglasiti da Montgomeri nije prvobitno razumeo smisao funkcije

𝑓 (𝑢) = 1 −
(
sin 𝜋𝑢
𝜋𝑢

)2
koja se pojav	uje u hipotezi o korelaciji parova. �ega mu

je objasnio Frimen Dajson u privatnoj konverzaciji, kada je sa �im podelio in-
formaciju da je 𝑓 (𝑢) funkcija parova korelacije sopstvenih vrednosti odre�enih
klasa sluqajnih matrica. Dajsonovo zapa�e�e je vratilo nadu u originalnu Hil-
bertovu ideju o izuqava�u 𝐿-funkcije preko nekih �ima odgovaraju�ih operatora,
qime su se znaqajno otvorila vrata za upliv teorije sluqajnih matrica.

U znaqajnom radu [65], autori Kiting i Snejt su demonstrirali heuristike koje
sugerixu da se analitiqko ponaxe�e Rimanove zeta funkcije na kritiqnoj li-
nije mo�e modelovati karakteristiqnim polinomima sluqajnih matrica velikih
dimenzija.

Neka je 𝑁 prirodan broj i U(𝑁) grupa unitarnih matrica dimenzija 𝑁 × 𝑁.
Svaka matrica iz U(𝑁) ima sopstvene vrednosti oblika 𝑒𝑖𝜃𝑖 , gde su 𝜃𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁

uglovi u intervalu [0, 2𝜋]. Karakteristiqni polinom proizvo	ne matrice 𝑈 ∈
U(𝑁) se onda mo�e oznaqavati sa

𝜆(𝑈, 𝑡) = det
(
𝐼𝑁 −𝑈𝑒−𝑖𝑡

)
=

𝑁∏
𝑖=1

(
1 − 𝑒𝑖(𝜃𝑖−𝑡)

)
,

gde je 𝐼𝑁 jediniqna matrica dimenzije 𝑁 × 𝑁.
Poxto je U(𝑁) jedna Lijeva grupa, na �oj postoji jedinstvena translatorno

invarijantna, verovatnosna tj. Harova mera, koja �e biti oznaqavana sa 𝜇𝑁 . Gru-
pa U(𝑁) posmatrana zajedno sa �oj pridru�enom Harovom merom 𝜇𝑁 naziva se
kru�ni unitarni komplet1.

Kiting i Snejt su uoqili da karakteristiqni polinomi matrica iz kru�nog
unitarnog kompleta imaju raspodelu vrednosti koja nalikuje raspodeli vrednosti
Rimanove zeta funkcije na kritiqnoj liniji. Konkretno, oni su dokazali da

lim
𝑁→∞

𝜇𝑁

𝑈 ∈ U(𝑁) | log 𝜆(𝑈, 𝑡)√︃
1
2 log 𝑁

∈ D

 =
1

2𝜋

∬
D
𝑒−

1
2 (𝑥

2+𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 (1.13)

va�i za svaki pravougaonik D u kompleksnoj ravni koji ima po par stranica pa-
ralelnih realnoj, odnosno imaginarnoj osi. Rezultat (1.13) je u zapa�uju�oj sliq-
nosti sa starim, neobjav	enim rezultatom Selberga,

lim
𝑇→∞

1

𝑇
𝜇

𝑡 ∈ [𝑇, 2𝑇] |
log 𝜁 ( 12 + 𝑖𝑡)√︃

1
2 log log𝑇

∈ D

 =
1

2𝜋

∬
D
𝑒−

1
2 (𝑥

2+𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦, (1.14)

gde je 𝜇 oznaka za Lebegovu meru na R. Imaju�i u vidu razliku izme�u sred�eg raz-
maka uglova sopstvenih vrednosti matrica kru�nog unitarnog kompleta i sred�eg

1eng. Circular Unitary Ensemble
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razmaka nula Rimanove zeta funkcije, mo�e se napraviti skalira�e

𝑁 ∼ log𝑇

2𝜋
.

Uz takvo skalira�e mo�e se primetiti da su formule (1.13) i (1.14) esencijal-
no istog oblika (u (1.13) se broji po svim matricama iz U(𝑁), pa kako je 𝜇𝑁
verovatnosna mera, ne vidi se pandan faktoru 1

𝑇
iz (1.14)). Prema tome, ako su

nule Rimanove zeta funkcije raspore�e�e kao sopstvene vrednosti matrica kru�-
nog unitarnog kompleta, mo�e se oqekivati da karakteristiqni polinomi 𝜆(𝑈, 𝑡),
𝑈 ∈ U(𝑁) modeliraju 𝜁 ( 12 + 𝑖𝑡) za 𝑡 � 𝑇 i 𝑁 ∼ log𝑇

2𝜋 .

Vo�eni opisanim modelom, Kiting i Snejt su dati hipotezu za vode�i qlan
u asimptotici proizvo	nog momenta Rimanove zeta funkcije, koja se, naravno,
poklapa sa hipotezom (1.11) iz [34]. Osla�aju�i se na sliqne heuristike, ali sada
bazirane na raqunu sa karakteristiqnim polinomima sluqajnih simplektiqkih i
ortogonalnih matrica izvedene su i hipoteze za vode�e qlanove u asimptotikama
momenata 𝐿-funkcija mnogih drugih familija (v. [24] i [66]).

Treba jox napomenuti i da je model Kitinga i Snejt koji je prikazan imao
odre�ene ma�kavosti. Naime, oni su uspeli da za svako 𝑘 > −1

2 izraqunaju da za
neprekidni 2𝑘-ti momenat karakteristiqnog polinoma 𝜆(𝑈, 𝑡) va�i

E𝑁
1

2𝜋

∫ 2𝜋

0
|𝜆(𝑈, 𝑡) |2𝑘 𝑑𝑡 = E𝑁 |𝜆(𝑈, 0) |2𝑘 ∼ 𝐺 (𝑘 + 1)2

𝐺 (2𝑘 + 1)𝑁
𝑘2 ,

gde je E𝑁 oqekivana vrednost raspodele razmaka uglova sopstvenih vrednosti ma-
trica u odnosu na Harovu meru naU(𝑈). Dobijeni rezultat se onda mo�e upotrebi-
ti za dava�e heuristike za vode�i qlan 2𝑘-tog momenta Rimanove zeta funkcije,
ali pri tome nedostaje faktor 𝑎𝑘 (uporediti sa hipotezom (1.11)). Upravo je ne-
dostatak tog faktora (poznatog i kao aritmetiqki faktor) k	uqna ma�kavost
modela Kitinga i Snejt{ proizvod po prostim brojevima koji definixe 𝑎𝑘 se ne
mo�e pojaviti iz qistog raquna sa sluqajnim matricama na koji se oni osla�aju,
pa moraju da ubace 𝑎𝑘 u heuristiku odre�enim ad hoc argumentima.

Opisana ma�kavost �ihovog modela prevazi�ena je u [26], gde autori daju opis
mo�nijeg i fleksibilneg modela. Taj model se mo�e iskoristiti za dava�e ne
samo vode�ih, nego i glavnih qlanova ni�eg reda u asimptotici momenata, kako
Rimanove zeta, tako i 𝐿-funkcija mnogih drugih znaqajnih familija i on �e biti
glavna tema izlaga�a koje sledi.

Pri tome je sam pristup u radu [26] izme�en i bazira se na ideji da se priroda
momenata 𝐿-funkcija bo	e razume kada se analiziraju usred�eni proizvodi �i-
hovih vrednosti u taqkama koje su pomerene od centralne taqke koja se posmatra.
Puxta�em da svi pomeraji idu u 0, iz takve analize dobija se informacija o
momentima 𝐿-funkcija koji su od interesa. Pri tome se razlikuju dve situacije:
momenti primitivnih 𝐿-funkcija u 𝑡-aspektu i momenti primitivnih 𝐿-funkcija
u familijama, gde se 𝐿-funkcija naziva primitivnom ako se ne mo�e napisati
kao netrivijalni proizvod drugih 𝐿-funkcija.
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1.3. Momenti primitivnih 𝐿-funkcija u 𝑡-aspektu

Selberg [93] je prikazao naqin za apstraktno, aksiomatsko posmatra�e 𝐿-
funkcija. Grubo govore�i, on je uveo klasu funkcija 𝐿 (𝑠) (danas po �emu poznatu
kao Selbergova klasa) definisanih Dirihleovim redovima

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛𝑠
, (1.15)

koji konvergiraju za<(𝑠) > 1 i zadovo	avuju qetiri znaqajne aksiome inspirisane
esencijalnim osobinama koje imaju uobiqajene poznate 𝐿-funkcije poput Rimano-
ve zete ili Dirihleovih 𝐿-funkcija. Te osobine �e sada biti ukratno opisane,
prate�i izlaga�e iz Ode	ka 1.1. u [26]; mnogo vixe deta	a o Selbergovoj klasi
mo�e se prona�i u petoj glavi k�ige [58].

� Postoja�e analitiqkog proxire�a

Svaka funkcija 𝐿 (𝑠) Selbergove klase mo�e se analitiqki proxiriti do
meromorfne funkcije na celoj kompleksnoj ravni, pri qemu postoji najvixe
konaqno mnogo polova, koji se svi (pod uslovom da postoje) nalaze na osi
<(𝑠) = 1.

� Zadovo	enost Ramanu
anove hipoteze

Za koeficijente 𝑎𝑛 iz (1.15) va�i 𝑎1 = 1 i |𝑎𝑛 | � 𝑛𝜀 za sve 𝜀 > 0.

� Postoja�e zapisa u obliku Ojlerovog proizvoda

Za <(𝑠) > 1 va�i

𝐿 (𝑠) =
∏
𝑝

𝐿𝑝

(
1

𝑝𝑠

)
,

gde je

𝐿𝑝

(
1

𝑝𝑠

)
=

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑝𝑛

𝑝𝑛𝑠
= exp

( ∞∑︁
𝑚=1

𝑏𝑝𝑚

𝑝𝑚𝑠

)
,

pri qemu postoji 𝜃 < 1
2 takvo da za sve koeficijente 𝑏𝑛 va�i |𝑏𝑛 | � 𝑛𝜃 .

� Zadovo	enost funkcionalne jednaqine

Postoji kompleksan broj 𝜖 , |𝜖 | = 1, poznat kao korenski broj, prirodan broj
𝜔 koji se naziva stepenom 𝐿 (𝑠) i funkcija 𝛾𝐿 (𝑠) oblika

𝛾𝐿 (𝑠) = 𝑄𝑠

𝜔∏
𝑗=1

Γ
(
𝜔 𝑗 𝑠 + 𝜇 𝑗

)
, (1.16)

gde je 𝑄 > 𝑂 i 𝜔 𝑗 > 0, <(𝜇 𝑗 ) ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝜔 takvi da funkcija

𝜉𝐿 (𝑠) = 𝛾𝐿 (𝑠)𝐿 (𝑠)
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zadovo	ava funkcionalnu jednaqinu

𝜉𝐿 (𝑠) = 𝜖𝜉𝐿 (1 − 𝑠). (1.17)

Svakoj 𝐿-funkciji Selbergove klase 𝐿 (𝑠) pridru�uje se odgovaraju�a ,,𝑍-funkcija"
definisana sa

𝑍𝐿 (𝑠) = 𝜖−
1
2 𝑋

− 1
2

𝐿
(𝑠)𝐿 (𝑠),

gde je

𝑋𝐿 (𝑠) =
𝛾𝐿 (1 − 𝑠)
𝛾𝐿 (𝑠)

.

Ovako definisana 𝑍-funkcija zadovo	ava jednostavnu funkcionalnu jednaqinu

𝑍𝐿 (𝑠) = 𝑍𝐿 (1 − 𝑠).

Uvo�e�e funkcije 𝑋𝐿 (𝑠) omogu�ava i da se funkcionalna jednaqina (1.17) zapixe
u qesto upotreb	ivanom, asimetriqnom obliku,

𝐿 (𝑠) = 𝜖𝑋𝐿 (𝑠)𝐿 (1 − 𝑠). (1.18)

Za svaku funkciju 𝐿 (𝑠) Selbergove klase sa

𝑐(𝐿) =
����𝑋′
𝐿

(
1

2

)����
definisan je broj koji meri �enu ,,veliqinu" i naziva se logaritamskim kondu-
torom.

Na osnovu funkionalne jednaqine, svaka 𝐿-funkcija 𝐿 (𝑠) = ∑∞
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠

Selbergo-
ve klase se mo�e zapisati u obliku ,,aproksimativne funkcionalne jednaqine".
U takvom zapisu 𝐿 (𝑠) je predstav	ena kao suma dva Dirihleova reda sa koefi-
cijentima 𝑎𝑛, umno�enih nekim glatkim funkcijama qija je svrha da sumaciju u
tim redovima glatko ,,odseku" do du�ina odre�enih nekim parametrima. Za po-
trebe dobija�a hipoteza o momentima 𝐿-funkcija, xto je ci	 da	eg izlaga�a,
bi�e dovo	no posmatrati aproksimativne funcionalne jednaqine u kojima je to
odseca�e ura�eno oxtro,

𝐿 (𝑠) =
∑︁
𝑚<𝑋

𝑎𝑚

𝑚𝑠
+ 𝜖𝑋𝐿 (𝑠)

∑︁
𝑛<𝑌

𝑎𝑛

𝑛1−𝑠
+ ostatak, (1.19)

pri qemu konkretan izraz za ostatak nije od interesa, a veliqina parametara 𝑋
i 𝑌 zavisi od faktora 𝛾𝐿 (𝑠) iz funkcionalne jednaqine za 𝐿 (𝑠).

Neka je sada 𝐿 (𝑠) neka fiksirana primitivna 𝐿-funkcija Selbergove klase. U
ci	u dobija�a hipoteze za 2𝑘-ti moment od 𝐿 (𝑠) u 𝑡-aspektu posmatra se usred�ena
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vrednost

I𝑘 (𝐿, 𝛼, 𝑔) =
∫ ∞

−∞
𝑍𝐿

(
1

2
+ 𝛼1 + 𝑖𝑡

)
· · · 𝑍𝐿

(
1

2
+ 𝛼2𝑘 + 𝑖𝑡

)
𝑔(𝑡)𝑑𝑡, (1.20)

gde je 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 ), za sve kompleksne brojeve 𝛼 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑘 va�i
��<(𝛼 𝑗 )

�� < 1
2

i 𝑔(𝑡) je neka pogodno odabrana te�inska funkcija, qiji konkretan oblik nije od
preteranog znaqaja, pa se ostav	a nedefinisanim.

Vrednosti (1.20) odgovara integral po unitarnoj grupi

J𝑘 (U(𝑁), 𝛼) =
∫
U(𝑁)

W𝐴 (𝑒−𝛼1) · · ·W𝐴 (𝑒−𝛼2𝑘 ) 𝑑𝐴, (1.21)

gde je za svaku matricu 𝐴 ∈ U(𝑁),

W𝐴 (𝑠) =
(
(−1)𝑁 det 𝐴∗

)− 1
2
𝑠−

𝑁
2 𝜆(𝐴, 𝑠), (1.22)

pri qemu je 𝐴∗ oznaka za adjungovanu matricu i 𝜆(𝐴, 𝑠) je karakteristiqni poli-
nom matrice 𝐴. Treba naglasiti da se dimenzija 𝑁 matrica bira tako da bude
jednaka logaritamskom konduktoru za 𝐿 (𝑠). Vrednost definisana u (1.21) nazi-
va se funkcijom autokorelacije karakteristiqnih polinoma sluqajnih matrica
unitarne grupe i deta	no je izraqunata u [25]. Osla�aju�i se na taj raqun mogu
se dobiti hipoteze o momentima primitivnih 𝐿-funkcija u 𝑡-aspektu, zbog heu-
ristike po kojoj su 𝐿-funkcije u 𝑡-aspektu dobro modelirane karakteristiqnim
polinomima sluqajnih matrica unitarne grupe. Konkretan metod za dobija�e po-
menutih hipoteza iznesen je u [25] u vidu ,,recepta" koji �e sada biti prikazan.

Recept za dobija�e momenata primitivnih 𝐿-funkcija u 𝑡-aspektu Hi-
poteza za 2𝑘-ti momenat primitivne 𝐿-funkcije 𝐿 (𝑠) mo�e se dobiti sprovode�i
naredne korake.

(1) Na poqetku se posmatra proizvod pomerenih 𝑍-funkcija

𝑍 (𝑠, 𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 ) = 𝑍 (𝑠 + 𝛼1) · · · 𝑍 (𝑠 + 𝛼2𝑘 ),

gde su 𝛼 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑘 kompleksni brojevi za koje va�i
��<(𝛼 𝑗 )

�� < 1
2 . Ovaj korak

poseduje i odre�enu fleksibilnost, koja se ogleda u tome da se u konkretnim
primerima mo�e posmatrati i proizvod pomerenih 𝐿- umesto 𝑍-funkcija.

(2) Svaka 𝐿-funkcija koja se pojav	uje se zameni svojom aproksimativnom funk-
cionalnom jednaqinom (1.19), ignorixu�i pritom ostatke koji se u �ima
pojav	uju. Na taj naqin se dobija proizvod od 2𝑘 parova sabiraka. Kada se
svi ti qlanovi izmno�e dobija se suma sa 22𝑘 sabiraka. Svaki sabirak u toj
sumi nastaje kao proizvod ℓ, 0 ≤ ℓ ≤ 2𝑘 umno�aka poteklih iz prvog dela i
2𝑘 − ℓ umno�aka iz drugog dela aproksimativne funkcionalne jednaqine, pa
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je oblika

𝜖−
ℓ
2 𝑋𝐿 (𝑠 + 𝛼1)−

1
2 · · · 𝑋𝐿 (𝑠 + 𝛼ℓ)−

1
2

∑︁
𝑛1<𝑋1

𝑎𝑛1

𝑛
𝑠+𝛼1
1

· · ·
∑︁
𝑛ℓ<𝑋ℓ

𝑎𝑛ℓ

𝑛
𝑠+𝛼ℓ
ℓ

× 𝜖 𝑘− ℓ2 𝑋𝐿 (𝑠 + 𝛼ℓ+1)
1
2 · · · 𝑋𝐿 (𝑠 + 𝛼2𝑘 )

1
2

∑︁
𝑛ℓ+1<𝑋ℓ+1

𝑎𝑛ℓ+1

𝑛
1−𝑠−𝛼ℓ+1
ℓ+1

· · ·
∑︁

𝑛2𝑘<𝑋2𝑘

𝑎𝑛2𝑘

𝑛
1−𝑠−𝛼2𝑘
2𝑘

= 𝜖 𝑘−ℓ
(
𝑋𝐿 (𝑠 + 𝛼1) · · · 𝑋𝐿 (𝑠 + 𝛼ℓ)
𝑋𝐿 (𝑠 + 𝛼ℓ+1) · · · 𝑋𝐿 (𝑠 + 𝛼2𝑘 )

)− 1
2

×
∑︁
𝑛1<𝑋1

· · ·
∑︁

𝑛2𝑘<𝑋2𝑘

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛ℓ𝑎𝑛ℓ+1 · · · 𝑎𝑛2𝑘
𝑛
𝛼1
1 · · · 𝑛𝛼ℓ

ℓ
𝑛
1−𝛼ℓ+1
ℓ+1 · · · 𝑛1−𝛼2𝑘2𝑘

(
𝑛1 · · · 𝑛ℓ
𝑛ℓ+1 · · · 𝑛2𝑘

)−𝑠
. (1.23)

(3) Odabrati 𝑠 = 1
2 + 𝑖𝑡 i zatim zadr�ati samo one qlanove (1.23) u kojima 𝑋𝐿

faktori ne osciluju nekontrolisano, xto su qlanovi za koje je 𝑘 = ℓ.

(4) U sumama koje definixu preostale qlanove zadr�ati samo dijagonalne qla-
nove, xto su qlanovi u kojima je 𝑛1 · · · 𝑛ℓ = 𝑛ℓ+1 · · · 𝑛2𝑘 .

(5) Produ�iti sumacije u qlanovima koji su ostali do beskonaqnosti. Konkret-
no, na osnovu Stirlingove formule, iz funkcionalne jednaqine za 𝐿 (𝑠) sle-
di (

𝑋𝐿 ( 12 + 𝛼1 + 𝑖𝑡) · · · 𝑋𝐿 (
1
2 + 𝛼𝑘 + 𝑖𝑡)

𝑋𝐿 ( 12 + 𝛼𝑘+1 + 𝑖𝑡) · · · 𝑋𝐿 (
1
2 + 𝛼2𝑘 + 𝑖𝑡)

)− 1
2

=

(
𝑄

2
𝜔 𝑡

2

) 𝜔
2 (𝛼1+···+𝛼𝑘−𝛼𝑘+1−···−𝛼2𝑘) (

1 +𝑂
(
1

𝑡

))
,

gde su 𝑄 i 𝜔 iz (1.16). Zbog toga, za 𝑠 = 𝑥 + 𝑖𝑦 i 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 ) definixe
se

𝑅(𝑠;𝛼) =
∞∑︁
𝑛1=1

· · ·
∞∑︁

𝑛2𝑘=1

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛ℓ𝑎𝑛ℓ+1 · · · 𝑎𝑛2𝑘
𝑛
𝑠+𝛼1
1 · · · 𝑛𝑠+𝛼ℓ

ℓ
𝑛
𝑠−𝛼ℓ+1
ℓ+1 · · · 𝑛𝑠−𝛼2𝑘2𝑘

, (1.24)

𝑊 (𝑠, 𝛼, 𝜎) =
(
𝑄

2
𝜔 𝑦

2

) 𝜔
2 (𝛼𝜎 (1)+···+𝛼𝜎 (𝑘 )−𝛼𝜎 (𝑘+1)−···−𝛼𝜎 (2𝑘 ) )

𝑅(𝑥;𝛼𝜎(1) , . . . , 𝛼𝜎(2𝑘)),

gde je 𝜎 u skupu Ξ svih permutacija skupa {1, 2, . . . , 2𝑘} takvih da je 𝜎(1) <
𝜎(2) < · · · < 𝜎(𝑘) , 𝜎(𝑘 + 1) < 𝜎(𝑘 + 2) < · · · < 𝜎(2𝑘) i posmatra se

𝑀 (𝑠;𝛼) =
∑︁
𝜎∈Ξ

𝑊 (𝑠, 𝛼, 𝜎). (1.25)
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(6) Dobija se hipoteza

I𝑘 (𝐿, 𝛼, 𝑔) =
∫ ∞

−∞
𝑀

(
1

2
+ 𝑖𝑡, 𝛼

) (
1 +𝑂 (𝑡− 1

2+𝜀)
)
𝑔(𝑡)𝑑𝑡

iz koje, puxtaju�i 𝛼𝑖 → 0 za sve 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘, sledi i hipoteza za 2𝑘-ti moment
primitivne 𝐿-funkcije 𝐿 (𝑠) u 𝑡-aspektu.

Funkcija 𝑅(𝑠;𝛼) = 𝑅(𝑠;𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 ) zaslu�uje jox nekoliko komentara. Suma (1.24)
koja definixe tu funkciju ne konvergira za 𝑠 = 1

2 , ali se ona mo�e analitiqki
proxiriti na region <(𝑠) > 1

4 +min𝑖∈{1,...,2𝑘} |𝛼𝑖 |. Pri tome va�i

𝑅(𝑠;𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 ) =
𝑘∏

𝑖, 𝑗=1

𝜁 (2𝑠 + 𝛼𝑖 − 𝛼𝑘+ 𝑗 )𝐴𝑘 (𝑠;𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 ),

gde je 𝐴𝑘 aritmetiqki faktor koji se mo�e izraziti u obliku Ojlerovog proizvoda

𝐴𝑘 (𝑠;𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 ) =
∏
𝑝

(
𝑘∏

𝑖, 𝑗=1

(1 − 𝑝−2𝑠−𝛼𝑖+𝛼𝑘+ 𝑗 )
)
𝐵𝑝 (𝑠;𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 )

uz

𝐵𝑝 (𝑠;𝛼1, . . . , 𝛼2𝑘 ) =
∫ 1

0

𝑘∏
𝑗=1

𝐿𝑝

(
𝑒2𝜋𝑖𝜃

𝑝𝑠+𝛼 𝑗

) 𝑘∏
𝑗=1

𝐿𝑝

(
𝑒−2𝜋𝑖𝜃

𝑝𝑠−𝛼𝑘+ 𝑗

)
𝑑𝜃.

Podse�a�a radi, 𝐿𝑝 u gor�oj definiciji funkcije 𝐵𝑝 predstav	a lokalni faktor
Ojlerovog proizvoda za 𝐿 (𝑠) u prostom broju 𝑝.

Treba jox naglasiti i da se suma po skupu Ξ u (1.25) mo�e elegantno izraziti
u obliku konturnog integrala (v. Lemu 2.5.1 ili opxtiju Lemu 2.5.3. u [26]).

Kao konkretna ilustracija funkcionisa�a recepta opisanog u ovom ode	ku
mo�e poslu�iti naredna hipoteza o momentima Rimanove zeta funkcije, koja je
prate�i �ega izvedena u [26], Hipoteza 1.5.1.

Hipoteza 1.2. Neka je 𝑔(𝑡) pogodna te�inska funkcija i 𝑘 prirodan broj. Tada
va�i ∫ ∞

−∞

����𝜁 (
1

2
+ 𝑖𝑡

)����2𝑘 𝑔(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ ∞

−∞
𝑃𝑘

(
log

𝑡

2𝜋

) (
1 +𝑂 (𝑡− 1

2+𝜀)
)
𝑔(𝑡)𝑑𝑡,

gde je 𝑃𝑘 polinom stepena 𝑘2 izra�en konturnim integralom

𝑃𝑘 (𝑥) =
(−1)𝑘
𝑘!2

1

(2𝜋𝑖)2𝑘

∮
· · ·

∮
𝐺 (𝑧1, . . . , 𝑧2𝑘 )Δ2(𝑧1, . . . , 𝑧2𝑘 )∏2𝑘

𝑗=1 𝑧
2𝑘
𝑗

𝑒
𝑥
2

∑𝑘
𝑗=1 𝑧 𝑗−𝑧𝑘+ 𝑗𝑑𝑧1 . . . 𝑑𝑧2𝑘
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po malim kru�nicama oko 𝑧𝑖 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘, pri qemu je

𝐺 (𝑧1, . . . , 𝑧2𝑘 ) = 𝐴𝑘 (𝑧1, . . . , 𝑧2𝑘 )
𝑘∏
𝑖=1

𝑘∏
𝑗=1

𝜁 (1 + 𝑧𝑖 − 𝑧𝑘+ 𝑗 ),

aritmetiqki faktor 𝐴𝑘 je dat Ojlerovim proizvodom

𝐴𝑘 (𝑧1, . . . , 𝑧2𝑘 ) =
∏
𝑝

𝑘∏
𝑖=1

𝑘∏
𝑗=1

(
1 − 1

𝑝1+𝑧𝑖−𝑧𝑘+ 𝑗

) ∫ 1

0

𝑘∏
𝑗=1

(
1 − 𝑒2𝜋𝑖𝜃

𝑝
1
2+𝑧 𝑗

)−1 (
1 − 𝑒−2𝜋𝑖𝜃

𝑝
1
2−𝑧𝑘+ 𝑗

)−1
𝑑𝜃

i Δ je oznaka za Vandermondovu matricu,

Δ(𝑧1, . . . , 𝑧2𝑘 ) =
∏

1≤𝑖< 𝑗≤2𝑘
(𝑧 𝑗 − 𝑧𝑖).

1.4. Momenti primitivnih 𝐿-funkcija u familijama

Sliqno receptu za formulisa�e hipoteza o momentima primitivnih 𝐿-funkcija
u 𝑡-aspektu, koji je prikazan u prethodnom ode	ku, u [26] je dobijen i recept za
formulisa�e hipoteza o momentima primitivnih 𝐿-funkcija u familijama. Pre
prikaziva�a tog recepta, potrebno je razjasniti xta taqno se podrazumeva pod
familijom 𝐿-funkcija u kontekstu Selbergove klase, koji je i da	e od interesa
za posmatra�e.

Familija primitivnih 𝐿-funkcija vezana je za odgovaraju�u familiju pri-
mitivnih karaktera. Grubo govore�i, familija primitivnih karaktera F = { 𝑓 }
je kolekcija aritmetiqkih funkcija, koje su sve koeficijenti nekih 𝐿-funkcija
posebnog oblika. Preciznije, svakoj aritmetiqkoj funkciji 𝑓 ∈ F odgovaraju�a
pridru�ena 𝐿-funkcija 𝐿 𝑓 (𝑠) je primitivna i ima Ojlerov proizvod oblika

𝐿 𝑓 (𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓 (𝑛)
𝑛𝑠

=
∏
𝑝

𝑣∏
𝑗=1

(
1 −

𝛽𝑝, 𝑗

𝑝𝑠

)−1
,

gde je 𝑣 prirodan i 𝛽𝑝, 𝑗 kompleksni brojevi.

Logaritamski konduktor za 𝐿 𝑓 (𝑠) se oznaqava sa 𝑐( 𝑓 ). Ako je familija F
konaqna, onda se zahteva da su 𝑄, 𝜇 𝑗 i 𝜔 𝑗 iz (1.16) isti za sve 𝑓 ∈ F . Posledica
toga je da se 𝑐( 𝑓 ) ne me�a kada 𝑓 prolazi familijom F . Ako je F beskonaqna
familija, onda je zahtev da 𝑄, 𝜇 𝑗 i 𝜔 𝑗 monotono zavise od 𝑐( 𝑓 ). Dodatno, za
brojaqku funkciju 𝑀 (𝑇) = # { 𝑓 ∈ F | 𝑐( 𝑓 ) ≤ 𝑇} uslov je da va�i

𝑀 (log𝑇) = 𝑃(𝑇 𝐴, log𝑇) +𝑂 (𝑇 𝐴
2 +𝜀)

za sve 𝜀 > 0 i 𝐴 > 0, pri qemu je 𝑃 neki polinom.
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Oqekivana vrednost za proizvo	nu funkciju Υ na F definixe se kao

〈Υ( 𝑓 )〉 = lim
𝑇→∞

𝑀 (𝑇)−1
∑︁
𝑓 ∈F

𝑐( 𝑓 )<𝑇

Υ( 𝑓 ), (1.26)

pod uslovom da posmatrana graniqna vrednost postoji. U sluqaju neprekidne fa-
milije suma u (1.26) zame�ena je integralom.

Posled�i uslov za familiju primitivnih karaktera F je da zadovo	ava re-
laciju ortogonalnosti. Pod time se podrazumeva da za sve prirodne brojeve 𝑘 i ℓ,
ℓ ≤ 𝑘 i sve cele brojeve 𝑚𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 oqekivana vrednost

𝛿ℓ (𝑚1, . . . , 𝑚𝑘 ) = 〈 𝑓 (𝑚1) · · · 𝑓 (𝑚ℓ) 𝑓 (𝑚ℓ+1) · · · 𝑓 (𝑚𝑘 )〉

postoji i izra�ena je multiplikativnom funkcijom 𝛿ℓ. Zahtevana multiplikativ-
nost odra�ava se svojstvom

𝛿ℓ (𝑚1𝑛1, 𝑚2𝑛2, . . . , 𝑚𝑘𝑛𝑘 ) = 𝛿ℓ (𝑚1, 𝑚2, . . . , 𝑚𝑘 )𝛿ℓ (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘 ).

ispu�enom za sve cele brojeve 𝑚𝑖, 𝑛𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

Svakoj familiji F = { 𝑓 } karaktera mo�e se pridru�iti familija 𝐿-funkcija
na slede�i naqin. Za poqetak se posmatra primitivna 𝐿-funkcija

𝐿 (𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛𝑠
=

∏
𝑝

𝐿𝑝

(
1

𝑝𝑠

)
,

pri qemu za lokalne faktore 𝐿𝑝 va�i

𝐿𝑝 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑝𝑛𝑥
𝑛 =

𝜔∏
𝑗=1

(
1 − 𝛾𝑝, 𝑗𝑥

)−1
,

gde je 𝜔 stepen 𝐿 (𝑠) i 𝛾𝑝, 𝑗 kompleksni brojevi koji su ili jednaki 0 ili modula 1.
Tvist2 funkcije 𝐿 karakterom 𝑓 ∈ F , u oznaci 𝐿 (𝑠, 𝑓 ) definisan je Ojlerovim
proizvodom

𝐿 (𝑠, 𝑓 ) =
∏
𝑝

𝑣∏
𝑖=1

𝑤∏
𝑗=1

(
1 −

𝛽𝑝,𝑖𝛾𝑝, 𝑗

𝑝𝑠

)−1
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 ( 𝑓 )
𝑛𝑠

.

Pri tome se zahteva da i 𝐿 (𝑠, 𝑓 ) bude Selbergove klase, xto znaqi da ima qeti-
ri svojstva, opisana u prethodnom ode	ku, koja definixu pripadnost funkcije
toj klasi. Specijalno, 𝐿 (𝑠, 𝑓 ) zadovo	ava funkcionalnu jednaqinu (1.18) u asi-
metriqnom obliku, koja �e biti zapisivana sa

𝐿 (𝑠, 𝑓 ) = 𝜖 𝑓X𝑓 (𝑠)𝐿 (1 − 𝑠, 𝑓 ).

2eng. twist, alternativni nazivi su uvrta�e ili uvija�e
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Na osnovu funkcionalne jednaqine, potpuno nalik formuli (1.19), mo�e se dobiti
,,aproksimativna funkcionalna jednaqina" za 𝐿 (𝑠, 𝑓 ),

𝐿 (𝑠, 𝑓 ) =
∑︁
𝑚<𝑋

𝑎𝑚 ( 𝑓 )
𝑚𝑠

+ 𝜖 𝑓X𝑓 (𝑠)
∑︁
𝑛<𝑌

𝑎𝑛 ( 𝑓 )
𝑛1−𝑠

+ ostatak, (1.27)

pri qemu konkretan izraz za ostatak i da	e nije od znaqaja, a veliqina parametara
𝑋 i 𝑌 zavisi od gama-faktora iz funkcionalne jednaqine za 𝐿 (𝑠, 𝑓 ).

Familija 𝐿-funkcija se onda definixe kao kolekcija {𝐿 (𝑠, 𝑓 ) | 𝑓 ∈ F }. Pri
tome, svakoj familiji se pridru�uje odgovaraju�i tip simetrije (v. [63] i [64]),
koji mo�e biti neki od slede�ih:

� Unitarni

Tipiqan primer unitarne familije dobija se posmatra�e proizvo	ne pri-
mitivne 𝐿-funkcije u 𝑡-aspektu. Naime, ako je 𝐿 (𝑠) jedna takva funkcija,
onda je 𝐿 (𝑠+ 𝑖𝑡) = 𝐿 (𝑠, 𝑓𝑡), gde je 𝑓𝑡 (𝑛) = 𝑛−𝑖𝑡 , odakle sledi da se 𝐿 (𝑠+ 𝑖𝑡) kada
𝑡 ∈ [0, 𝑇] mo�e videti kao familija

{𝐿 (𝑠, 𝑓𝑡) | 𝑡 ∈ [0, 𝑇]}. (1.28)

Sarnakova hipoteza rigidnosti predvi�a da su (1.28) jedini primeri nepre-
kidnih familija primitivnih 𝐿-funkcija. Tako�e treba naglasiti da veza
(1.28) implicira da se hipoteze za momente 𝐿 (𝑠) u 𝑡-aspektu mogu dobiti i
korix�e�em recepta koji �e biti prikazan u ovom ode	ku. Drugi znaqajan
primer unitarne familije je familija Dirihleovih 𝐿-funkcija

{𝐿 (𝑠, 𝜒) | 𝜒 je primitivni Dirihleov karakter po modulu 𝑞} ,

gde je 𝑞 ≥ 2 neki prirodan broj.

� Simplektiqki

Znaqajan primer simplektiqke familije je familija kvadratnih Dirihle-
ovih 𝐿-funkcija,

{𝐿 (𝑠, 𝜒𝑑) | 𝑑 je fundamentalna diskriminanta} ,

pri qemu je 𝜒𝑑 oznaka za Kronekerov simbol 𝜒𝑑 (𝑛) =
(
𝑑
𝑛

)
, 𝑛 ∈ Z.

� Ortogonalni

Tipiqan primer 𝐿-funkcija ortogonalne familije su 𝐿-funkcije kuspidal-
nih modularnih formi.

U ci	u dobija�a hipoteze za momente 𝐿-funkcija u familiji {𝐿 (𝑠, 𝑓 ) | 𝑓 ∈ F }
posmatra se

I𝑘 (F , 𝛼, 𝑔) =
∑︁
𝑓 ∈F

𝑍𝐿

(
1

2
+ 𝛼1, 𝑓

)
· · · 𝑍𝐿

(
1

2
+ 𝛼𝑘 , 𝑓

)
𝑔(𝑐( 𝑓 )), (1.29)
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gde je 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ), za sve kompleksne brojeve 𝛼 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 va�i
��<(𝛼 𝑗 )

�� < 1
2 ,

𝑍𝐿 (𝑠, 𝑓 ) = 𝜖
− 1
2

𝑓
X𝑓 (𝑠)−

1
2 𝐿 (𝑠, 𝑓 ),

i 𝑔(𝑡) je neka pogodno odabrana te�inska funkcija. Momentu (1.29) odgovara ma-
triqni integral

J𝑘 (G, 𝛼) =
∫
G
W𝐴 (𝑒−𝛼1) · · ·W𝐴 (𝑒−𝛼𝑘 ) 𝑑𝐴, (1.30)

gde je G unitarna, simplektiqka ili ortogonalna grupa u zavisnosti od tipa si-
metrija posmatrane familije i za svaku matricu 𝐴 ∈ G, W𝐴 (𝑠) je definisano
u (1.22). Sliqno kao i za momente 𝐿-funkcija u 𝑡-aspektu, upore�iva�em raquna
za (1.30), izvedenog u [25], sa (1.29) dobija se ,,recept" za izvo�e�e hipoteza za
momente 𝐿-funkcija u posmatranoj familiji {𝐿 (𝑠, 𝑓 ) | 𝑓 ∈ F }. Taj recept ima
veliki broj sliqnosti sa ve� prikazanim receptom za izvo�e�e momenata primi-
tivne 𝐿-funkcije u 𝑡-aspektu, pa stoga ne�e biti toliko deta	no ispisan, osim u
deta	ima koji se znaqajnije razlikuju.

Recept za dobija�e momenata u familiji primitivnih 𝐿-funkcija Hi-
poteza za 𝑘-ti momenat u familiji primitivnih 𝐿-funkcija {𝐿 (𝑠, 𝑓 ) | 𝑓 ∈ F }
mo�e se dobiti sprovode�i naredne korake.

(1) Na poqetku se posmatra proizvod pomerenih 𝑍-funkcija

𝑍 𝑓 (𝑠, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ) = 𝑍𝐿 (𝑠 + 𝛼1, 𝑓 ) · · · 𝑍𝐿 (𝑠 + 𝛼𝑘 , 𝑓 ),

pri qemu se mo�e posmatrati i proizvod pomerenih 𝐿- umesto 𝑍-funkcija.

(2) Svaka 𝐿-funkcija koja se pojav	uje se zameni svojom aproksimativnom funk-
cionalnom jednaqinom pri qemu se ignorixu ostaci iz tih jednaqina. Kada
se sve izmno�i dobija se suma sa 22𝑘 qlanova. Svaki od �ih nastaje kao
proizvod ℓ faktora iz prvog i 𝑘 − ℓ faktora iz drugog dela aproksimativne
funkcionalne jednaqine, pa je oblika

𝜖
𝑘
2−ℓ
𝑓

ℓ∏
𝑗=1

X𝑓 (𝑠 + 𝛼 𝑗 )−
1
2

𝑘∏
𝑗=ℓ+1

X𝑓 (𝑠 − 𝛼 𝑗 )−
1
2

×
∑︁
𝑛1<𝑋1

· · ·
∑︁
𝑛𝑘<𝑋𝑘

𝑎𝑛1 ( 𝑓 ) · · · 𝑎𝑛ℓ ( 𝑓 )𝑎𝑛ℓ+1 ( 𝑓 ) · · · 𝑎𝑛𝑘 ( 𝑓 )
𝑛
𝑠+𝛼1
1 . . . 𝑛

𝑠+𝛼ℓ
ℓ

𝑛
1−𝑠−𝛼ℓ+1
ℓ+1 . . . 𝑛

1−𝑠−𝛼𝑘
𝑘

. (1.31)

(3) Stavi se 𝑠 = 1
2 i faktori 𝜖

𝑘
2−ℓ
𝑓

u (1.31) se zamene svojom oqekivanom vrednox-
�u usred�enoj po familiji koja se posmatra. Na ovom mestu do izra�aja
dolazi tip simetrije same familije, jer �e oqekivana vrednost zavisiti
upravo od �ega. Konkretno, va�i slede�e:
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{ Unitarna familija

Korenski brojevi 𝜖 𝑓 su ravnomerno raspore�eni po jediniqnoj kru�ni-

ci, pa je 〈𝜖
𝑘
2−ℓ
𝑓

〉 = 0, osim u sluqaju kada je 𝑘
2 −ℓ = 0. Prema tome, 𝑘 mora

biti paran broj i preostaje samo
( 𝑘
𝑘/2

)
qlanova u sumi.

{ Simplektiqka familija

Va�i 𝜖 𝑓 = 1 za sve 𝐿-funkcije u familiji. Zbog toga je 〈𝜖
𝑘
2−ℓ
𝑓

〉 = 1 za

sve 𝑘 i ℓ, pa preostaje svih 22𝑘 qlanova bez ikakvih restrikcija.

{ Ortogonalna familija

U ovom sluqaju je 𝜖 𝑓 = 1 za jednu polovinu i 𝜖 𝑓 = −1 za drugu polovinu
𝐿-funkcija u familiji. Zato je 〈𝜖

𝑘
2−ℓ
𝑓

〉 = 0, osim u sluqaju kada je 𝑘
2 − ℓ

paran broj. To znaqi da 𝑘 mora biti parno, kao i da preostaje 2𝑘−1

qlanova u sumi.

(4) Zameniti svaki od preostalih qlanova svojom oqekivanom vrednox�u usred-
�enoj po familiji koja se posmatra. Konkrentno, svojom oqekivanom vrednox-
�u bi�e zame�eni svi proizvodi oblika

𝑎𝑛1 ( 𝑓 ) · · · 𝑎𝑛ℓ ( 𝑓 )𝑎𝑛ℓ+1 ( 𝑓 ) · · · 𝑎𝑛𝑘 ( 𝑓 )

u qlanovima (1.31) koju su preostali posle koraka (3). Pri tome �e sve oqe-
kivane vrednosti biti oblika

𝑐(F )𝛿ℓ (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘 ),

gde je 𝑐(F ) konstanta koja zavisi samo od familije F , a 𝛿ℓ su multiplika-
tivne funkcije;

𝛿ℓ (𝑚1𝑛1, 𝑚2𝑛2, . . . , 𝑚𝑘𝑛𝑘 ) = 𝛿ℓ (𝑚1, 𝑚2, . . . , 𝑚𝑘 )𝛿ℓ (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘 )

va�i za sve cele brojeve 𝑚𝑖, 𝑛𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

(5) Sumacije u svim qlanovima se produ�e do beskonaqnosti. Kao rezultat ta-
kvih produ�e�a nastaje funkcija koja se oznaqava sa 𝑀 𝑓

( 1
2 , 𝛼

)
, gde je 𝛼 =

(𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ).

(6) Dobija se hipoteza

I𝑘 (F , 𝛼, 𝑔) =
∑︁
𝑓 ∈F

𝑀 𝑓

(
1

2
, 𝛼

) (
1 +𝑂 (𝑒(− 1

2+𝜀)𝑐( 𝑓 ))
)
𝑔(𝑐( 𝑓 ))

iz koje, puxtaju�i 𝛼𝑖 → 0 za sve 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, sledi i hipoteza za 𝑘-ti moment
u familiji primitivnih 𝐿-funkcija {𝐿 (𝑠, 𝑓 ) | 𝑓 ∈ F }.

Svi komentari ispisani posle recepta za momente primitivne 𝐿-funkcije
u 𝑡-aspektu su i ovde na snazi. Tako je i u sluqaju upravo prikazanog recepta
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mogu�e funkciju 𝑀 𝑓 zapisati u obliku konturnog integrala, uz jasno izdvojen
aritmetiqki faktor, definisan odgovaraju�im Ojlerovim proizvodom.

Kao primer hipoteze dobijene na osnovu recepta opisanog u ovom ode	ku bi�e
prikazana hipoteza o momentima u familiji kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija,
indeksiranoj pozitivnim fundamentalnim diskriminantama, koja je izvedena u
[26], Hipoteza 1.5.3. Za deta	no razmatra�e i dokaze ove hipoteze u sluqajevima
𝑘 ∈ {1, 2, 3, 4} pogledati [46], [61], [94] i [97].

Hipoteza 1.3. Neka je 𝑔(𝑢) pogodna te�inska funkcija sa nosaqem na (0,∞) i

𝑋 (𝑠) = 𝜋𝑠− 1
2
Γ

( 1−𝑠
2

)
Γ( 𝑠2 )

.

Tada je ∑︁∗

𝑑>0

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝑑

) 𝑘
𝑔(𝑑) =

∑︁∗

𝑑>0

𝑄𝑘 (log 𝑑)
(
1 +𝑂 (𝑑− 1

2+𝜀)
)
𝑔(𝑑),

pri qemu je sumacija po pozitivnim fundamentalnim diskriminantama3 𝑑, a 𝑄𝑘

je polinom stepena 𝑘 (𝑘+1)
2 izra�en konturnim integralom

𝑄𝑘 (𝑥) =
(−1)𝑘 (𝑘−1)2𝑘

𝑘!

1

(2𝜋𝑖)𝑘

∮
· · ·

∮
𝐺 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 )Δ(𝑧21, . . . , 𝑧

2
𝑘
)2∏𝑘

𝑗=1 𝑧
2𝑘−1
𝑗

𝑒
𝑥
2

∑𝑘
𝑗=1 𝑧 𝑗𝑑𝑧1 . . . 𝑑𝑧𝑘

po malim kru�nicama oko 𝑧𝑖 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, uz

𝐺 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 ) = 𝐴𝑘 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 )
𝑘∏
𝑗=1

𝑋

(
1

2
+ 𝑧 𝑗

)− 1
2 ∏
1≤𝑖≤ 𝑗≤𝑘

𝜁 (1 + 𝑧𝑖 + 𝑧 𝑗 ),

gde je aritmetiqki faktor 𝐴𝑘 dat Ojlerovim proizvodom

𝐴𝑘 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 ) =
∏
𝑝

∏
1≤𝑖≤ 𝑗≤𝑘

(
1 − 1

𝑝1+𝑧𝑖+𝑧 𝑗

)
× ©­«12 ©­«

𝑘∏
𝑗=1

(
1 − 1

𝑝
1
2+𝑧 𝑗

)−1
+

𝑘∏
𝑗=1

(
1 + 1

𝑝
1
2+𝑧 𝑗

)−1ª®¬ + 1

𝑝

ª®¬
(
1 + 1

𝑝

)−1
i Δ(𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 ) je oznaka za Vandermondovu determinantu.

1.5. Neanulira�e 𝐿-funkcija

U dosadax�em izlaga�u opisano je kako se razumeva�u 𝐿-funkcija mo�e pri-
stupati izuqava�em �ihovih momenata. U ovom ode	ku fokus priqe bi�e okrenut

3fundamentalne diskriminante su beskvadratni celi brojevi 𝑑 sa osobinom 𝑑 ≡ 1 (mod 4),
kao i celi brojevi oblika 4𝑘, gde je 𝑘 neki beskvadratan ceo broj sa osobinom 𝑘 ≡ 2, 3 (mod 4).
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ka jox jednom znaqajnom problemu, a to je problem raspodele nula 𝐿-funkcija.
Jedan primer zbog qega je znaqajno znati da li se 𝐿-funkcija (ne)anulira u nekoj
taqki je ve� prikazan: qi�enica da postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva u
aritmetiqkim progresijama je esencijalno posledica neanulira�a Dirihleovih
𝐿-funkcija pridru�enih netrivijalnim karakterima u taqki 𝑠 = 1.

Nada	e �e, pre svega, od interesa biti pita�e neanulira�a 𝐿-funkcija iz
neke familije u centralnoj taqki, xto je taqka simetrije �ihove funkionalne
jednaqine. Pri tome, za 𝐿-funkciju se oqekuje da se ne anulira u toj taqki, osim
ako za to ne postoji ili trivijalan ili neki razlog koji je duboke aritmetiq-
ke prirode. Trivijalan razlog za anulira�e se ispo	ava u sitacijama kada sam
oblik funkcionalne jednaqine implicira da se odgovaraju�a 𝐿-funkcija mora
anulirati u centralnoj taqki. Jedan takav primer mo�e se prona�i u familiji 𝐿-
funkcija normalizovanih neparnih Hekeovih Masovih formi. U svrhu objax�e�a
tog primera bi�e prikazano nekoliko pojmova teorije automorfnih formi, dok se
deta	niji prikaz te teorije mo�e prona�i u [58, Glave 14. i 15.].

Neka je, jednostavnosti radi, Γ oznaka za grupu

SL2(Z) =
{[
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]
| 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ Z, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1

}
.

Ta grupa dejstvuje na hiperboliqku ravan H = {𝑧 ∈ C | =(𝑧) > 0} Mebijusovim
transformacijama, [

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]
· 𝑧 = 𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑 ,
[
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]
∈ Γ, 𝑧 ∈ H.

Masova forma se onda definixe kao glatka, nenula funkcija 𝑓 : H→ C koja
ima slede�e osobine:

� Γ-periodiqnost ili uslov automorfnosti

Za sve 𝛾 ∈ Γ i 𝑧 ∈ H va�i

𝑓 (𝛾 · 𝑧) = 𝑓 (𝑧).

� Sopstvena je funkcija hiperboliqkog Laplasovog operatora

Postoji kompleksan broj 𝜆 takav da je

Δ( 𝑓 ) = 𝜆 𝑓 ,

gde je Δ = −𝑦2
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝜕2

𝜕𝑦2

)
oznaka za hiperboliqki Laplasov operator.

� Ograniqen rast

Postoji prirodan broj 𝑁 takav da za sve 𝑧 ∈ H, =(𝑧) ≥ 1 va�i

𝑓 (𝑧) = 𝑂
(
=(𝑧)𝑁

)
.
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Masova forma 𝑓 se naziva kuspidalnom ako za sve 𝑧 ∈ H va�i∫ 1

0
𝑓

( [
1 𝑡

0 1

]
· 𝑧

)
𝑑𝑡 =

∫ 1

0
𝑓 (𝑧 + 𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Refleksija 𝑧 → −𝑧 kompleksne ravni indukuje preslikava�e I na prostoru
svih funkcija H→ C,

𝐼 ( 𝑓 (𝑧)) = 𝑓 (−𝑧) , 𝑓 : H→ C, 𝑧 ∈ H.

To preslikava�e je u saglasnosti sa dejstvom grupe Γ i komutira sa hiperboliqkim
Laplasovim operatorom, pa omogu�ava da se napravi jednostavna klasifikacija
Masovih formi. Konkretno, za svaku Masovu formu 𝑓 va�i 𝐼 ( 𝑓 ) = 𝑓 ili 𝐼 ( 𝑓 ) =
− 𝑓 , pa se u prvom sluqaju za 𝑓 ka�e da je parna, a u drugom da je neparna.

Masove forme se mogu posmatrati u xirem okviru prostora automorfnih
funkcija A(Γ\H), xto su funkcije 𝑓 : H → C koje imaju ve� pomenuto svojstvo
automorfnosti,

𝑓 (𝛾 · 𝑧) = 𝑓 (𝑧), za sve 𝛾 ∈ Γ i 𝑧 ∈ H.

Na tom prostoru definisan je skalarni proizvod

〈 𝑓 , 𝑔〉 =
∫
Γ\H

𝑓 (𝑧)𝑔(𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑦2

, 𝑓 , 𝑔 ∈ A(Γ\H)

u odnosu na koga je
L(Γ\H) = { 𝑓 ∈ A(Γ\H) | ‖ 𝑓 ‖ < ∞}

jedan Hilbertov prostor.

Hekeovi operatori predstav	aju odre�ene operatore ,,usred�ava�a" na Hil-
bertovom prostoru L(Γ\H). Oni su definisani za svaki prirodan broj 𝑛 sa

(𝑇𝑛 𝑓 ) (𝑧) =
1
√
𝑛

∑︁
𝑎,𝑑>0
𝑎𝑑=𝑛

∑︁
𝑏 (mod 𝑑)

𝑓

(
𝑎𝑧 + 𝑏
𝑑

)
, 𝑓 ∈ L(Γ\H), 𝑧 ∈ H.

Hekeovi operatori su samoadjungovani, xto znaqi da

〈𝑇𝑛 𝑓 , 𝑔〉 = 〈 𝑓 , 𝑇𝑛𝑔〉

va�i za sve prirodne brojeve 𝑛 i sve 𝑓 , 𝑔 ∈ L(Γ\H). Pored te, Hekeovi operatori
imaju jox i znaqajnu osobinu da svi komutiraju i me�usobno, ali i sa hiperbo-
liqkim Laplasovim operatorom Δ. Navedena svojstva garantuju egzistenciju or-
tonormirane baze (konaqno-dimenzionog) prostora kusplidalnih Masovih formi
saqi�enu od vektora { 𝑓 𝑗 (𝑧), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁} koji su sopstveni za sve Hekeove operatore
𝑇𝑛,

(𝑇𝑛 𝑓 𝑗 ) (𝑧) = 𝜆 𝑗 (𝑛) 𝑓 𝑗 (𝑧), za sve 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁, 𝑛 ≥ 1, 𝑧 ∈ H,
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pri qemu su skalari 𝜆 𝑗 (𝑛) sopstvene vrednosti Hekeovog operatora 𝑇𝑛 za sve pri-
rodne brojeve 𝑛. Kuspidalne Masove forme 𝑓 𝑗 (𝑧), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 se nazivaju Hekeovim.

Svakoj Masovoj formi 𝑓 mo�e se pridru�iti odgovaraju�a 𝐿-funkcija. U gru-
bim crtama, postupak takvog pridru�iva�a je slede�i. Pre svega, iz uslova auto-
morfnosti za 𝑓 sledi da je

𝑓

( [
1 1
0 1

]
· 𝑧

)
= 𝑓 (𝑧) tj. 𝑓 (𝑧 + 1) = 𝑓 (𝑧)

ispu�eno za sve 𝑧 ∈ H. Ova osobina 1-periodiqnosti omogu�ava da se 𝑓 zapixe u
obliku Furijeovog razvoja

𝑓 (𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑎𝑛 (𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥 , 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,

pri qemu su 𝑎𝑛 (𝑦) odgovaraju�e funkcije koeficijenata. Te funkcije se mogu odre-
diti koriste�i qi�enicu da je Masova forma 𝑓 sopstvena funkcija hiperboliq-
kog Laplasovog operatora Δ. Preciznije, na osnovu te qi�enice sledi da su 𝑎𝑛 (𝑦)
rexe�a generalizovanih Beselovih diferencijalnih jednaqina. Rexava�em tih
jednaqina, uz korix�e�e qi�enice da se sopstvena vrednost 𝜆 operatora Δ ko-
ja odgovara Masovoj formi 𝑓 uvek mo�e izraziti u obliku 𝜆 = 1

4 − 𝜈2 za neki
kompleksan broj 𝜈 koji je jedinstven do na znak, se dobija

𝑎𝑛 (𝑦) = 𝑐𝑛
√
𝑦K𝜈 (2𝜋 |𝑛|𝑦), 𝑛 ≠ 0

𝑎0(𝑦) = 𝑐0𝑦
1
2−𝜈 + 𝑑0𝑦

1
2+𝜈,

gde su 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ Z i 𝑑0 neki kompleksni brojevi, a K je oznaka za Beselovu 𝐾-funkciju,
definisanu sa

K𝑠 (𝑦) =
1

2

∫ ∞

0
𝑒−

𝑦

2 (𝑡+ 1
𝑡 ) 𝑡𝑠 𝑑𝑡

𝑡

za sve 𝑠 ∈ C i 𝑦 > 0. Dodatno, u sluqaju da je Masova forma kuspidalna, va�i
𝑎0(𝑦) = 0 za sve 𝑦 > 0, pa je

𝑓 (𝑧) =
∑︁

𝑛∈Z\{0}
𝑐𝑛
√
𝑦K𝜈 (2𝜋 |𝑛|𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥 , 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦.

Koriste�i prethodni Furijeov razvoj definixe se 𝐿-funkcija pridru�ena
kuspidalnoj Masovoj formi 𝑓 sa

𝐿 (𝑠, 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛

𝑛𝑠
, <(𝑠) > 3

2
.

Ovako definisana 𝐿-funkcija mo�e se analitiqki proxiriti do cele funkci-
je na kompleksnoj ravni koja zadovo	ava odgovaraju�u funkcionalnu jednaqinu.
Specijalno, 𝐿-funkcija 𝐿 (𝑠, 𝑓 ) proizvo	ne neparne Hekeove Masove forme 𝑓 ima
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funkcionalnu jednaqinu oblika

𝐿 (𝑠, 𝑓 )𝐺 (1 + 𝑠) = −𝐿 (1 − 𝑠, 𝑓 )𝐺 (2 − 𝑠),

gde je 𝐺 neki proizvod gama-faktora. Stav	aju�i 𝑠 = 1
2 u tu jednaqinu dobija

se 𝐿
( 1
2 , 𝑓

)
= −𝐿 ( 12 , 𝑓 ), xto povlaqi 𝐿 ( 12 , 𝑓 ) = 0. Time je prikazan jedan primer

trivijanog razloga za anulira�e neke 𝐿-funkcije u centralnoj taqki.

Hipoteza Berqa i Svinerton-Dajera Dobar primer netrivijalnog razloga
za anulira�e 𝐿-funkcije u centralnog taqki oslikava poznata hipoteza Berqa i
Svinerton-Dajera, formulisana u [10]. U svrhu ilustrova�a te hipoteze, neka je,
jednostavnosti radi,

𝐸 : 𝑦2 = 𝑥3 + 𝐴𝑥 + 𝐵, 𝐴, 𝐵 ∈ Q (1.32)

proizvo	na eliptiqka kriva nad po	em racionalnih brojeva Q. Skup svih taqaka
𝐸 (Q) te krive nad nekim algebarskim zatvore�em Q po	a Q ima strukturu Abe-
love grupe. Xtavixe, prema fundamentalnoj teoremi Mordel-Vejla4, skup svih
racionalnih taqaka 𝐸 (Q) krive 𝐸 je konaqno generisana podgrupa te grupe. Prema
tome, va�i izomorfizam

𝐸 (Q) � 𝐸 (Q)tors × Z𝑟 ,

gde je 𝑟 ≥ 0 ceo broj koji se naziva rangom eliptiqke krive 𝐸 i 𝐸 (Q)tors je neka
konaqna Abelova grupa.

Sa druge strane, racionalne taqke eliptiqke krive 𝐸 mogu se posmatrati i
kao rexe�a Diofantove jednaqine (1.32) koja je definixe. Jedan pristup tra�e-
�u takvih rexe�a odre�en je Haseovim lokalno-globalnim principom. Taj prin-
cip nije opisan nekom specifiqnom teoremom, ve� naqelom po kome �e jednaqina
(1.32) imati rexe�e u po	u racionalnih brojeva Q ako i samo ako ona ima rexe�a
u svim �egovim kompletira�ima. Prema teoremi Ostrovskog, sva kompletira�a
po	a Q su po	a 𝑝-adiqkih brojeva Q𝑝 (𝑝-prost broj) i po	e realnih brojeva R,
koje se mo�e oznaqiti sa Q∞. Dakle, grubo govore�i, tra�e�e taqaka eliptiqke
krive 𝐸 nad po	em Q je isto kao tra�e�e taqaka te krive nad svim po	ima Q𝑝,

gde je 𝑝 u skupu P̂ koji sadr�i sve proste brojeve i ∞. Zbog toga xto Haseov
lokalno-globalni princip nema potporu u egzaktnoj teoremi, po�e	no je defini-
sati objekat koji na neki naqin ,,meri" koliko ga eliptiqka kriva 𝐸 ,,naruxava".
Taj objekat je poznat kao grupa Tejt-Xafareviqa X(𝐸) i definisan je na slede�i
naqin.

Neka je Q𝑝, 𝑝 ∈ P̂ neko fiksirano kompletira�e po	a Q. Tada svako utapa�e

𝜙𝑝 : Q→ Q𝑝

nekog algebarskog zatvore�a Q po	a Q u neko algebarsko zatvore�e Q𝑝 po	a Q𝑝

4preciznije govore�i, konaqnu generisanost grupa racionalnih taqaka eliptiqkih krivih
(1.32) dokazao je Mordel 1922. godine i to tvr�e�e poznato je kao Mordelova teorema (v. [79]
ili [95, 8. glava]), dok teorema Mordel-Vejla pokazuje konaqnu generisanost mnogo opxtijih
grupa racionalnih taqaka Abelovih varijeteta nad proizvo	nim brojevnim po	ima.
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indukuje utapa�e odgovaraju�ih Galuaovih grupa

𝜙′𝑝 : Gal
(
Q/Q

)
→ Gal

(
Q𝑝/Q𝑝

)
. (1.33)

Dejstvo Galuaove grupe Gal
(
Q/Q

)
na Abelovu grupu 𝐸 (Q), definisano sa

𝜎 · (𝑥, 𝑦) = (𝜎(𝑥), 𝜎(𝑦)), 𝜎 ∈ Gal
(
Q/Q

)
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 (Q),

daje grupi 𝐸 (Q) strukturu Gal
(
Q/Q

)
-modula. Sliqno i grupa 𝐸 (Q𝑝) ima struktu-

ru Gal
(
Q𝑝/Q𝑝

)
-modula. Zbog toga se mogu posmatrati odgovaraju�e kohomoloxke

grupe 𝐻1
(
Gal

(
Q/Q

)
, 𝐸 (Q)

)
i 𝐻1

(
Gal

(
Q𝑝/Q𝑝

)
, 𝐸 (Q𝑝)

)
, pri qemu utapa�e (1.33)

indukuje odgovaraju�e utapa�e

Φ𝑝 : 𝐻
1
(
Gal

(
Q/Q

)
, 𝐸 (Q)

)
→ 𝐻1

(
Gal

(
Q𝑝/Q𝑝

)
, 𝐸 (Q𝑝)

)
.

Grupa Tejt-Xafareviqa X(𝐸) eliptiqke krive 𝐸 definixe se kao

X(𝐸) =
⋂
𝑝∈P̂

kerΦ𝑝 .

Smisao ove grupe kao ,,detektora naruxenosti" Haseovog lokalno-globalnog prin-
cipa onda objax�ava qi�enica da taqkama krive 𝐸 nad Q (odnosno Q𝑝) odgovaraju

trivijalni elementi u 𝐻1
(
Gal

(
Q/Q

)
, 𝐸 (Q)

)
(odnosno 𝐻1

(
Gal

(
Q𝑝/Q𝑝

)
, 𝐸 (Q𝑝)

)
).

Jox jedan znaqajan objekat koji se mo�e pridru�iti svakoj eliptiqkoj krivoj
𝐸 je odgovaraju�a Hase-Vejlova 𝐿-funkcija 𝐿 (𝑠, 𝐸). Konkretna konstrukcija tih
funkcija analogna je konstrukciji 𝐿-funkcija za eliptiqke krive nad funkcij-
skim po	ima, koja je opisana u Ode	ku 3.2.

Hipoteza Berqa i Svinerton-Dajera predvi�a da je Tejlorov razvoj za 𝐿 (𝑠, 𝐸)
oko centralne taqke 1 jednak

𝐿 (𝑠, 𝐸) = 𝑐(𝑠 − 1)𝑟 + qlanovi vixeg reda

gde je 𝑟 bax rang eliptiqke krive 𝐸 , a za konstantu 𝑐 va�i

𝑐 =
|X(𝐸) |

|𝐸 (Q)tors |2
× (neki lokalni faktori) ≠ 0.

Prema tome, rang eliptiqke krive 𝐸 jednak je redu nule 𝐿-funkcije 𝐿 (𝑠, 𝐸) u
centralnoj taqki 𝑠 = 1 i specijalno, 𝐿 (1, 𝐸) ≠ 0 ako i samo ako je grupa racio-
nalnih taqaka eliptiqke krive 𝐸 konaqna.

Treba naglasiti da su Hase-Vejlove 𝐿-funkcije inicijalno definisane u re-
gionu <(𝑠) > 2, pa je za posmatra�e vrednosti 𝐿 (1, 𝐸) neophodno analitiqko
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proxire�e 𝐿 (𝑠, 𝐸) do meromorfne funkcije na celoj kompleksnoj ravni, xto u
vreme formulacije hipoteze Berqa i Svinerton-Dajera nije bilo poznato za sve
eliptiqke krive (1.32). Pomenuto analitiqko proxire�e bilo je poznato za klasu
modularnih eliptiqkih krivih, xto su one krive koje se mogu konstruisati kao
koliqnici hiperboliqke ravni H prilikom dejstva kongruentnih podgrupa grupe
SL2(Z) Mebijusovim transformacijama. Prema hipotezi Tanijama-Ximure, rigo-
rozno formulisanoj 1957. godine, svaka eliptiqka kriva je modularna, pa je, barem
hipotetiqki, imalo smisla posmatrati vrednosti 𝐿 (1, 𝐸). Godine 1995. Vajls (v.
[99]) je za potrebe dokaza Velike Fermaove teoreme demonstrirao va�e�e hipote-
ze Tanijama-Ximure za veliku klasu eliptiqkih krivih, dok je pomenuta hipoteza
ubrzo u potpunosti dokazana od strane Brojla, Dajmonda, Konrada i Tejlora (v.
[12], [22] i [35]) i danas je poznata kao teorema modularnosti. Time je nestala
etiketa hipotetiqnosti sa vrednosti 𝐿 (1, 𝐸) za sve eliptiqke krive 𝐸 . Me�utim,
hipoteza Berqa i Svinerton-Dajera povezuje i rang eliptiqke krive sa redom gru-
pe Tejt-Xafareviqa, qija je konaqnost jox uvek otvoreno pita�e. Dakle, iako
u hipotezi Berqa i Svinerton-Dajera vixe nema objekata qija egzistencija nije
poznata, u �oj i da	e figurixu vrednosti za koje nije poznato da su konaqne.

Zbog toga i ne qudi da je hipoteza Berqa i Svinerton-Dajera otvorena do da-
nax�eg dana, mada su poqetni rezultati ka �enom rexe�u bili obe�avaju�i. Tako
su Kouts i �egov tadax�i student Vajls, 1976. godine u radu [21] dokazali da
za eliptiqke krive 𝐸 sa kompleksnim mno�e�em5, takve da je 𝐿 (1, 𝐸) ≠ 0, va�i
da je grupa 𝐸 (Q) konaqna. Naredni znaqajan napredak predstav	ala je formu-
la Gros-Zagijea [49] koja omogu�ava da se u grupi racionalnih taqaka (modularne)
eliptiqke krive 𝐸 prona�e element beskonaqnog reda, pod uslovom da je 𝐿 (1, 𝐸) = 0
i 𝐿′(1, 𝐸) ≠ 0 (v. [48]). Koriste�i ovaj rezultat, uz nove ideje personifikovane
tzv. Ojlerovim sistemima, Kolivagin [71] je uspeo da doka�e validnost Berq i
Svinerton-Dajer hipoteze za (modularne) eliptiqke krive ranga najvixe 1. Me-
�utim, od Kolivaginovog rezultata nije bilo znaqajnijeg napretka sve do serije
radova [7], [8] i [9] Bargave i Xankara. Konketno, u [8], autori su pokazali da sred-
�a vrednost ranga eliptiqkih krivih nad Q ne mo�e biti ve�a od 1.17. Na osnovu
tog rezultata uspeli su da	e da poka�u da je pozitivna proporcija eliptiqkih
krivih ranga 0, pa stoga na osnovu rezultata Kolivagina zadovo	ava hipotezu
Berqa i Svinerton-Dajera.

Qovlina hipoteza Jox jedna znaqajna hipoteza u vezi neanulira�a 𝐿-funkcija
je poznata Qovlina hipoteza. Ona je originalno formulisana od strane Qovle u
[20] i predvi�a da za sve kvadratne Dirihleove karaktere 𝜒 va�i

𝐿

(
1

2
, 𝜒

)
≠ 0, (1.34)

5prsten endomorfizama End(𝐸) svake eliptiqke krive 𝐸 sadr�i potprsten izomorfan pr-
stenu celih brojeva Z. Ukoliko je bax End(𝐸) � Z, za 𝐸 se ka�e da je bez kompeksnog mno�e�a,
dok je u suprotnom 𝐸 eliptiqka kriva sa kompleksnim mno�e�em.
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a ubrzo je proxirena predvi�a�em da (1.34) va�i za sve Dirihleove karaktere 𝜒.
Postoji veliki broj numeriqkih dokaza koji sugerixu validnost Qovline hipoteze
(v. [88] i [91]), ali bez obzira na �ih ona je i da	e potpuno otvorena. Ipak, neki
znaqajni rezultati u pravcu ka �enom dokazu jesu ostvareni.

Prvi takav rezultat dobio je Jutila [61], kao posledicu izraqunava�a prvog i
drugog momenta za familiju kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija. Konkretno, on
je dokazao da postoje pozitivne konstante 𝑐1 i 𝑐2 takve da je

M1 =
∑︁∗

|𝑑 |≤𝑋
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝑑

)
∼ 𝑐1𝑋 log 𝑋 (1.35)

i

M2 =
∑︁∗

|𝑑 |≤𝑋

����𝐿 (
1

2
, 𝜒𝑑

)����2 ∼ 𝑐2𝑋 (log 𝑋)3, (1.36)

pri qemu
∑︁∗

znaqi da je sumacija po fundamendalnim diskriminantama 𝑑. Iz
nejednakosti Koxi-Xvarca onda sledi∑︁∗

|𝑑 |≤𝑋
𝐿( 12 ,𝜒𝑑)≠0

1 ≥ |M1 |2
M2

� 𝑋

log 𝑋
, (1.37)

xto pokazuje da (1.34) va�i za beskonaqno mnogo kvadratnih Dirihleovih 𝐿-
funkcija.

Znaqajno bo	i rezultat delo je Saundarara
ana [97], koji je uspeo da poka�e
da (1.34) va�i za barem 87.5% svih kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija. �egov
dokaz se bazira na upotrebi tehnike koja je poznata kao molifikacija. Tu tehniku
su prvi put upotrebili Bor i Landau u radu [11]. Me�utim, mnogo znaqajniju pa��u
je zaslu�ila posle rada [92], u kome je Selberg koriste�i molifikaciju dokazao
da se pozitivna proporcija nula Rimanove zeta funkcije nalazi na kritiqnoj osi
<(𝑠) = 1

2 .

Konkretna ideja u [97] je da se umesto direktnog raquna�a prvog i drugog
momenta kao u (1.35) i (1.36), posmatraju tzv. molifikovani momenti

M̃1 =
∑︁∗

|𝑑 |≤𝑋
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝑑

)
𝑀 (𝑑)

i

M̃2 =
∑︁∗

|𝑑 |≤𝑋

����𝐿 (
1

2
, 𝜒𝑑

)
𝑀 (𝑑)

����2 ,
gde je 𝑀 (𝑑) neka funkcija koja se naziva molifikator. Ci	 je izabrati tu funk-
ciju tako da momenti M̃1 i M̃2 budu asimptotski uporedive veliqine, jer �e
onda primena nejednakost Koxi-Xvarca nalik na onu u (1.37) dati pozitivnu
proporciju kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija koje se ne anuliraju u taqki 1

2 .
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Saundarara
an konkretno koristi molifikator oblika

𝑀 (𝑑) =
∑︁
𝑛≤𝑁

𝜆𝑛𝜒𝑑 (𝑛)√
𝑛

,

gde su 𝜆𝑛 koeficijenti proporcionalni sa

𝜇(𝑛) · log
2(𝑁/𝑛) log(𝑋3/2𝑁2𝑛)

log2 𝑁 log 𝑁

i 𝑁 neki parametar (pri tome je 𝜇(𝑛) oznaka za Mebijusovu funkciju). Smisao
takvog molifikatora je u tome da on predstav	a glatku aproksimaciju inverza
za (hipotetiqki) nenula vrednosti 𝐿 ( 12 , 𝜒𝑑), qime se posle odabira 𝑁 = 𝑋1/2−𝜀

posti�e
M̃1 � M̃2 � 𝑋

i dobija tra�ena proporcija neanuliraju�ih kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija
posle izraqunava�a implicitnih konstanti.

Prikazani rezultat daje najbo	u poznatu, bezuslovnu proporciju kvadratnih
Dirihleovih 𝐿-funkcija koje se ne anuliraju u taqki 1

2 . Me�utim, treba naglasiti
da se, pod pretpostavkom va�e�a generalizovane Rimanove hipoteze, ona mo�e
popraviti na barem 15

16 , xto je demonstrirano u [85].

Ideja molifikacije se mo�e primeniti i na familiju svih Dirihleovih 𝐿-
funkcija. U tom sluqaju posmatraju se molifikovani momenti

𝔐1 =
1

𝑝 − 2

∑︁∗

𝜒 (mod 𝑝)
𝐿

(
1

2
, 𝜒

)
𝑀 (𝜒)

i

𝔐2 =
1

𝑝 − 2

∑︁∗

𝜒 (mod 𝑝)

����𝐿 (
1

2
, 𝜒

)
𝑀 (𝜒)

����2 ,
gde je, jednostavnosti radi, pretpostav	eno da je 𝑝 prost broj,

∑︁∗
𝜒 (mod 𝑝)

pred-

stav	a oznaku za sumaciju po svim netrivijalnim karakterima po modulu 𝑝 i 𝑀 (𝜒)
je molifikator. Sliqno kao i za familiju kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija,
𝑀 (𝜒) se bira tako da glatko aproksimira vrednost 𝐿

( 1
2 , 𝜒

)
sa ci	em da prvi i

drugi molifikovani moment budu uporedive veliqine,

𝔐1 � 𝔐2 � 1.

Iz takvih asimptotskih relacija sledi

1

𝑝 − 2

∑︁∗

𝜒 (mod 𝑝)
𝐿( 12 ,𝜒)≠0

1 ≥ 1

𝑝 − 2

∑︁∗

𝜒 (mod 𝑝)
𝐿( 12 ,𝜒)𝑀 (𝜒)≠0

1 ≥ |𝔐1 |2
𝔐2

� 1,
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odakle se izraqunava�em implicitne konstante dobija tra�ena proporcija nea-
nuliraju�ih Dirihleovih 𝐿-funkcija.

Prethodno opisani plan prvi su sproveli Balasubramanian i Murti [6]. Me�u-
tim, �ihov izbor molifikatora nije bax naroqito dobar, pa su uspeli da doka�u
da se samo mala (ali ipak pozitivna) proporcija Dirihleovih 𝐿-funkcija ne
anulira u taqki 1

2 .
Znatno bo	i rezultat dali su Iva�ec i Sarnak u radu [60] koji je inspirisao

i Saundarara
anov izbor za molifikator u [97]. Oni su koristili molifikator
oblika

𝑀 (𝜒) =
∑︁
𝑛≤𝑁

𝜆𝑛𝜒(𝑛)√
𝑛

,

gde je

𝜆𝑛 = 𝜇(𝑛)
log

(
𝑁
𝑛

)
log 𝑁

i 𝑁 = 𝑝𝜃 neki parametar. Potom su uspeli da izraqunaju prvi i drugi molifiko-
vani momenat za 𝜃 < 1

2 , odakle su dobili da je proporcija Dirihleovih 𝐿-funkcija
koje se ne anuliraju u taqki 1

2 barem
1
3 . Uzima�em molifikatora izme�enih obli-

ka i du�ina, �ihov rezultat su onda poprav	ali prvo Bui [13] na 34.11%, zatim
Kan i No [70] na 3

8 i potom Kan, Mili�evi� i No [69] na 5
13 .

Mo�e se primetiti da su, uz sva pobo	xa�a, rezultati za familiju svih
Dirihleovih 𝐿-funkcija i da	e dosta daleko od Saundarara
anovog rezultata
za familiju kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija. Svoju zanim	ivu intuiciju u
vezi sa uzrokom takve razlike podelio je sam Saundarara
an u [97], gde ga pove-
zuje sa razliqitim tipovima simetrija posmatranih familija. Naime, familija
svih Dirihleovih 𝐿-funkcija je unitarna, pa se funkcije u �oj ma�e ,,odbijaju"
u centralnoj taqki 1

2 u odnosu na kvadratne Dirihleove 𝐿-funkcije, koje imaju
simplektiqki tip simetrije.

Pored neanulira�a 𝐿-funkcija iz familija predvi�enih Qovlinom hipotezom,
intenzivno je istra�ivano i neanulira�e 𝐿-funkcija i �ihovih izvoda u mnogim
drugim interesantnim familijama. Neki od znaqajnih rezultata vezanih za tu
tematiku mogu se prona�i u [17], [18], [57], [67], [68], [72], [81], [84] i [86].



GLAVA 2

Aritmetika funkcijskih po	a

U ovoj glavi bi�e prikazan kratak pregled osnovnih pojmova i rezultata ve-
zanih za aritmetiku funkcijskih po	a. Deta	niji prikaz ove tematike mogu�e je
prona�i u [87].

2.1. Polinomi nad konaqnim po	ima

Osim ako to nije drugaqije naglaxeno, nada	e �e se za 𝑞 podrazumevati da je
stepen nekog prostog broja 𝑝 koji ispu�ava uslove (𝑞, 6) = 1 i 𝑞 ≡ 1 (mod 4), dok
�e F𝑞 biti oznaka za konaqno po	e sa 𝑞 elemenata. Glavni okvir da	eg izlaga�a
bi�e prsten polinoma F𝑞 [𝑡] nad konaqnim po	em F𝑞. Taj prsten ima veliki broj
(algebarskih) osobina koje su u skladu sa prstenom celih brojeva Z. Tako su, na
primer, oba navedena prstena euklidski domeni u kojima postoji samo konaqno
mnogo invertibilnih elemenata. Posledica pomenutih sliqnosti je da veliki broj
objekata nad Z, kao i pita�a vezanih za �ih, imaju svoje analoge u prstenu F𝑞 [𝑡].
Analog po	a racionalnih brojeva Q je po	e razlomaka F𝑞 (𝑡) prstena F𝑞 [𝑡], koje
se naziva po	em racionalnih funkcija nad F𝑞.

Radi jednostavnosti notacije, stepen polinoma 𝑓 ∈ F𝑞 [𝑡] bi�e oznaqavan sa
d( 𝑓 ). Ako je 𝑓 ∈ F𝑞 [𝑡] nenula polinom, onda je kardinalnost koliqniqkog prstena
F𝑞 [𝑡]/ 𝑓 F𝑞 [𝑡] jednaka 𝑞d( 𝑓 ). Taj broj se naziva normom polinoma 𝑓 i oznaqava se sa
| 𝑓 |, pri qemu je dodatno dodefinisano |0| = 0.

Ulogu koju u prstenu Z imaju prirodni brojevi u prstenu F𝑞 [𝑡] imaju moniqni
polinomi. Skup svih moniqnih polinoma nad F𝑞 [𝑡] oznaqava se sa M. Nesvod	ivi
polinomi iz M predstav	aju analog prostih brojeva i ponekad �e biti nazivani
prostim polinomima. Skup svih takvih polinoma oznaqava se sa P. Ako je 𝑃 prost
i 𝑓 ∈ F𝑞 [𝑡] proizvo	an polinom, onda se definixe ord𝑃 ( 𝑓 ) = 𝑗 ako 𝑃 𝑗 | 𝑓 i
𝑃 𝑗+1 - 𝑓 .



Glava 2. Aritmetika funkcijskih po	a 34

Za fiksirani prirodan broj 𝑛 bi�e posmatrani naredni podskupovi od M:

M𝑛 = { 𝑓 ∈ M | d( 𝑓 ) = 𝑛}
M≤𝑛 = { 𝑓 ∈ M | d( 𝑓 ) ≤ 𝑛}
H = { 𝑓 ∈ M | 𝑓 beskvadratan},
H𝑛 = { 𝑓 ∈ H | d( 𝑓 ) = 𝑛},

pri qemu se polinom iz F𝑞 [𝑡] naziva beskvadratnim ako nije de	iv kvadratom
nijednog polinoma pozitivnog stepena iz F𝑞 [𝑡]. Treba jox naglasiti da je za svaki
prirodan broj 𝑛 ispu�eno

|H𝑛 | = 𝑞𝑛
(
1 − 1

𝑞

)
,

xto �e qesto biti korix�eno u kasnijem izlaga�u.

2.2. Aritmetiqke funkcije i zeta funkcija prstena F𝑞 [𝑡]

Aritmetiqke funkcije prstena F𝑞 [𝑡] su preslikava�a F𝑞 [𝑡] → C. Sliqno kao
kod aritmetiqkih funkcija nad Z, i u kontekstu prstena F𝑞 [𝑡] po znaqaju se istiqu
multiplikativne aritmetiqke funkcije, opisane narednom definicijom. Pre same
definicije treba napomenuti da je ( 𝑓 , 𝑔) oznaka za moniqni zajedniqki delilac
najve�eg stepena polinoma 𝑓 i 𝑔 iz F𝑞 [𝑡].
Definicija 2.1. Aritmetiqka funkcija 𝛼 : F𝑞 [𝑡] → C je multiplikativna ako
za sve 𝑓 , 𝑔 ∈ F𝑞 [𝑡] takve da je ( 𝑓 , 𝑔) = 1 va�i 𝛼( 𝑓 𝑔) = 𝛼( 𝑓 )𝛼(𝑔). Dodatno, ako
𝛼( 𝑓 𝑔) = 𝛼( 𝑓 )𝛼(𝑔) va�i za sve 𝑓 , 𝑔 ∈ F𝑞 [𝑡] aritmetiqka funkcija 𝛼 se naziva
totalno multiplikativnom.

Analogija prstena F𝑞 [𝑡] sa prstenom celih brojeva ogleda se i prilikom defi-
nisa�a aritmetiqkih funkcija, kao xto se mo�e videti u narednim primerima.

Definicija 2.2. Mebijusova funkcija za polinom 𝑓 ∈ F𝑞 [𝑡] definisana je sa

𝜇( 𝑓 ) =
{
(−1)𝑘 , ako je 𝑓 = 𝑐𝑃1𝑃2 · · · 𝑃𝑘 , za 𝑐 ∈ F×𝑞 i 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 razliqite proste

0, inaqe.

Definicija 2.3. Delite	ska funkcija 𝜏( 𝑓 ) predstav	a broj moniqnih delilaca
polinoma 𝑓 ∈ F𝑞 [𝑡].
Definicija 2.4. Ojlerova funkcija 𝜙 nenula polinoma 𝑓 ∈ F𝑞 [𝑡] predstav	a
broj invertibilnih elemenata koliqniqkog prstena F𝑞 [𝑡]/ 𝑓 F𝑞 [𝑡]. Dodatno, za nula
polinom se definixe 𝜙(0) = 0.

Poput �ima analognih klasiqnih funkcija, sve prethodno definisane aritme-
tiqke funkcije nad F𝑞 [𝑡] imaju osobinu multiplikativnosti. Dodatno, za Ojlerovu
funkciju va�i formula

𝜙( 𝑓 ) = | 𝑓 |
∏
𝑃∈P
𝑃 | 𝑓

(
1 − 1

|𝑃 |

)
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koja je u potpunom skladu sa odgovaraju�om formulom za klasiqnu Ojlerovu funk-
ciju.

Izuqava�e prostih polinoma usko je vezano za zeta funkciju prstena F𝑞 [𝑡].
Ta funkcija predstav	a analog klasiqne Rimanove zeta funkcije i opisana je
narednom definicijom.

Definicija 2.5. Zeta funkcija prstena F𝑞 [𝑡], u oznaci 𝜁𝑞 (𝑠), definisana je sa

𝜁𝑞 (𝑠) =
∑︁
𝑓 ∈M

1

| 𝑓 |𝑠

za <(𝑠) > 1.

Koriste�i qi�enicu da je za svaki prirodan broj 𝑛 kardinalnost skupa M𝑛

jednaka 𝑞𝑛, sledi

𝜁𝑞 (𝑠) =
∞∑︁
𝑛=0

∑︁
𝑓 ∈M𝑛

1

𝑞𝑛𝑠

=

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑞𝑛(𝑠−1)

=
1

1 − 𝑞1−𝑠
. (2.1)

Izraz (2.1) omogu�ava da se zeta funkcija proxiri do meromorfne funkcije
na celoj kompleksnoj ravni, pri qemu postoji samo jedan prost pol u taqki 𝑠 = 1.
Dodatno, na osnovu (2.1) direktno sledi da ,,kompletirana" zeta funkcija 𝜉𝑞 (𝑠),
definisana sa 𝜉𝑞 (𝑠) = 𝑞−𝑠 (1 − 𝑞−𝑠)−1𝜁𝑞 (𝑠), zadovo	ava funkcionalnu jednaqinu

𝜉𝑞 (1 − 𝑠) = 𝜉𝑞 (𝑠),

koja je analogna funkcionalnoj jednaqini kompletirane Rimanove zeta funkcije.
Jox jedna analogija izme�u zeta funkcije prstena F𝑞 [𝑡] i Rimanove zeta funkcije
le�i u qi�enici da i za 𝜁𝑞 (𝑠) postoji zapis u obliku Ojlerovog proizvoda,

𝜁𝑞 (𝑠) =
∏
𝑃∈P

(
1 − 1

|𝑃 |𝑠

)−1
,

koji je validan za <(𝑠) > 1.
Qesto je zgodno uvesti smenu 𝑢 = 𝑞−𝑠 i pisati Z(𝑢) = 𝜁𝑞 (𝑠). Identitet (2.1)

onda daje jednostavan izraz za Z u obliku racionalne funkcije promen	ive 𝑢,
Z(𝑢) = 1

1−𝑞𝑢 .
Za kraj ovog ode	ka bi�e navedene dve verzije Peronove formule nad funk-

cijskim po	ima, koje omogu�avaju da se za proizvo	an prirodan broj 𝑛 sume neke
aritmetiqke po skupu M𝑛, odnosno M≤𝑛, izraze preko odgovaraju�eg konturnog in-
tegrala. Konkretno, uz pretpostavku da

∑
𝑓 ∈M 𝑐( 𝑓 )𝑢d( 𝑓 ) apsolutno konvergira za
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|𝑢 | ≤ 𝑟 < 1, va�i

∑︁
𝑓 ∈M𝑛

𝑐( 𝑓 ) = 1

2𝜋𝑖

∮
|𝑢 |=𝑟

©­«
∑︁
𝑓 ∈M

𝑐( 𝑓 )𝑢d( 𝑓 )ª®¬ 𝑑𝑢

𝑢𝑛+1

i ∑︁
𝑓 ∈M≤𝑛

𝑐( 𝑓 ) = 1

2𝜋𝑖

∮
|𝑢 |=𝑟

©­«
∑︁
𝑓 ∈M

𝑐( 𝑓 )𝑢d( 𝑓 )ª®¬ 𝑑𝑢

𝑢𝑛+1(1 − 𝑢)
.

2.3. Kvadratni Dirihleovi karakteri i 𝐿-funkcije nad F𝑞 [𝑡]

Put definisa�a kvadratnih Dirihleovih karaktera nad F𝑞 [𝑡] sliqan je pu-
tu definisa�a kvadratnih Dirihleovih karaktera nad Z i poqi�e definicijom
Le�androvog simbola.

Definicija 2.6. Neka je 𝑃 ∈ P prost polinom. Le�androv simbol
( 𝑓
𝑃

)
za poli-

nom 𝑓 ∈ F𝑞 [𝑡] definisan je sa

(
𝑓

𝑃

)
=


1, ako 𝑓 potpun kvadrat po modulu 𝑃, 𝑃 - 𝑓

−1, ako 𝑓 nije potpun kvadrat po modulu 𝑃, 𝑃 - 𝑓

0, ako 𝑃 | 𝑓 .

Le�androv simbol se mo�e totalno multiplikativno proxiriti sa prostih
polinoma na sve moniqne polinome: ako je 𝑄 = 𝑃

𝑒1
1 𝑃

𝑒2
2 · · · 𝑃𝑒𝑘

𝑘
faktorizacija poli-

noma 𝑄 ∈ M na proste faktore, onda
( 𝑓
𝑄

)
=

∏𝑘
𝑖=1

( 𝑓
𝑃𝑖

)𝑒𝑖 . Na taj naqin se dolazi do
objekata poznatih kao Jakobijevi simboli.

Pored osobine totalne multiplikativnosti, za Jakobijeve simbole je znaqajno
i to xto, u potpunoj analogiji sa klasiqnim Jakobijevim simbolima, zadovo	avaju
zakon kvadratnog reciprociteta. �ega je u XIX veku dokazao Dedekind. Deta	an
dokaz, kao i formulacije i dokazi opxtijih zakona reciprociteta nad F𝑞 [𝑡] mogu
se prona�i u [19] i [87]. Za potrebe ovog izlaga�a je dovo	an samo naredni spe-
cijalan oblik: ako su 𝑓 , 𝑔 ∈ M dva nenula, moniqna i uzajamno prosta polinoma,
onda je (

𝑓

𝑔

)
=

(
𝑔

𝑓

)
(−1)

𝑞−1
2 d( 𝑓 )d(𝑔) .

Poqetna pretpostavka da je 𝑞 ≡ 1 (mod 4) omogu�ava da se prethodna formula
dodatno uprosti do oblika

( 𝑓
𝑔

)
=

( 𝑔
𝑓

)
za sve uzajamno proste polinome 𝑓 , 𝑔 ∈ M.

Definicija 2.7. Kvadratni Dirihleov karakter odre�en polinomom 𝐷 ∈ M
definisan je sa

𝜒𝐷 ( 𝑓 ) =
(
𝐷

𝑓

)
, za sve 𝑓 ∈ M .

Svakom kvadratnom Dirihleovom karakteru 𝜒𝐷 mo�e se pridru�iti odgovara-
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ju�a kvadratna Dirihleova 𝐿-funkcija,

𝐿 (𝑠, 𝜒𝐷) =
∑︁
𝑓 ∈M

𝜒𝐷 ( 𝑓 )
| 𝑓 |𝑠 ,

inicijalno definisana za <(𝑠) > 1. U regionu <(𝑠) > 1 se kvadratne Dirihleove
𝐿-funkcije, nalik zeta funkciji, mogu zapisati u obliku Ojlerovog proizvoda,

𝐿 (𝑠, 𝜒𝐷) =
∏
𝑃∈P

(
1 − 𝜒𝐷 (𝑃)

|𝑃 |𝑠

)−1
.

Nakon uvo�e�a smene 𝑢 = 𝑞−𝑠 i definisa�a L(𝑢, 𝜒𝐷) = 𝐿 (𝑠, 𝜒𝐷), dolazi se do
alternativnih zapisa koji va�e za |𝑢 | < 1

𝑞
.

L(𝑢, 𝜒𝐷) =
∏
𝑃∈P

(
1 − 𝜒𝐷 (𝑃)𝑢d(𝑃)

)−1
=

∑︁
𝑓 ∈M

𝜒𝐷 ( 𝑓 )𝑢d( 𝑓 )

=

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 (𝐷)𝑢𝑛,

gde je 𝐴𝑛 (𝐷) =
∑
𝑓 ∈M𝑛

𝜒𝐷 ( 𝑓 ) za sve 𝑛 ≥ 0. Ako je 𝐷 polinom pozitivnog stepena
koji nije potpun kvadrat nekog polinoma, onda va�i 𝐴𝑛 (𝐷) = 0 za sve 𝑛 ≥ d(𝐷),
videti [87, Propozicija 4.3]. To pokazuje da je u posmatranom sluqaju L(𝑢, 𝜒𝐷)
polinom stepena najvixe d(𝐷) − 1.

Veoma znaqajna za izuqava�e kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija je �ihova
veza sa zeta funkcijama hipereliptiqkih krivih. Teorija vezana za tu tematiku
zapoqeta je od strane Artina u [4], a deta	niji pregled se mo�e prona�i u [87] i
[89].

Neka je C nesingularna projektivna kriva roda 𝑔 definisana nad F𝑞. Za svaki
prirodan broj 𝑛 sa N𝐶 (𝑛) je oznaqen broj taqaka krive 𝐶 nad konaqnim raxire�em
F𝑞𝑛 stepena 𝑛 po	a F𝑞.

Definicija 2.8. Zeta funkcija pridru�ena krivoj 𝐶 je definisana sa

Z𝐶 (𝑢) = exp
∞∑︁
𝑛=1

N𝐶 (𝑛)
𝑢𝑛

𝑛
, |𝑢 | < 1

𝑞
.

Znaqajna za zeta funkciju Z𝐶 (𝑢) je qi�enica da je ona racionalna funkcija
promen	ive 𝑢,

Z𝐶 (𝑢) =
P𝐶 (𝑢)

(1 − 𝑢) (1 − 𝑞𝑢) ,

gde je P𝐶 (𝑢) polinom promen	ive 𝑢 sa celobrojnim koeficijentima stepena 2𝑔,
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xto je dokazao Vejl [98]. Pri tome, P𝐶 (𝑢) zadovo	ava funkcionalnu jednaqinu

P𝐶 (𝑢) = (𝑞𝑢2)𝑔 P𝐶
(
1

𝑞𝑢

)
. (2.2)

Vejl [98] je dokazao i da Rimanova hipoteza va�i za Z𝐶 (𝑢), xto znaqi da se sve
nule polinoma P𝑐 (𝑢) nalaze na kru�nici |𝑢 | = 1√

𝑞
.

Neka je sada 𝐷 ∈ M beskvadratni polinom pozitivnog stepena. Kvadratna
Dirihleova 𝐿-funkcija L(𝑢, 𝜒𝐷) tada ima ,,trivijalnu" nulu u taqki 𝑢 = 1 ako
i samo ako je d(𝐷) paran. Zbog toga je ,,kompletirana" 𝐿-funkcija L∗(𝑢, 𝜒𝐷),
definisana sa

L(𝑢, 𝜒𝐷) = (1 − 𝑢)𝜆L∗(𝑢, 𝜒𝐷), 𝜆 =

{
1, ako je d(𝐷) paran
0, ako je d(𝐷) neparan,

polinom parnog stepena 2𝛿 = d(𝐷) − 1 − 𝜆. Ta funkcija ima k	uqnu vezu sa zeta
funkcijom hipereliptiqke krive 𝐶 : 𝑦2 = 𝐷, koja je ustanov	ena u Artinovoj tezi
i ogleda se u jednakosti

Z𝐶 (𝑢) =
L∗(𝑢, 𝜒𝐷)

(1 − 𝑢) (1 − 𝑞𝑢) .

Na osnovu funkcionalne jednaqine (2.2) onda sledi i funkcionalna jednaqina za
L∗(𝑢, 𝜒𝐷),

L∗(𝑢, 𝜒𝐷) = (𝑞𝑢2)𝛿L∗
(
1

𝑞𝑢
, 𝜒𝐷

)
, (2.3)

dok va�e�e Rimanove hipoteze za Z𝐶 (𝑢) implicira da ista hipoteza va�i i za
kvadratne Dirihleove 𝐿-funkcije.

Ako je 𝐷 ∈ H2𝑔+1 za neki prirodan broj 𝑔, onda je, kao xto je prikazano, kva-
dratna Dirihleova 𝐿-funkcija L∗(𝑢, 𝜒𝐷) polinom stepena 2𝑔. Me�utim, za mnoge
primene zgodniji je prikaz za L∗(𝑢, 𝜒𝐷) u obliku zbira dva polinoma, jednog stepe-
na 𝑔 i drugog stepena 𝑔−1. Takav zapis se naziva ,,aproksimativna funkcionalna
jednaqina" za L(𝑢, 𝜒𝐷), po analogiji sa aproksimativnim funkcionalnim jedna-
qinama za klasiqne 𝐿-funkcije i demonstriran je u [3, Lema 1].

Tvr�e�e 2.9. Neka je 𝐷 ∈ H2𝑔+1. Onda je

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
=

∑︁
𝑓 ∈M≤𝑔

𝜒𝐷 ( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2

+
∑︁

𝑓 ∈M≤𝑔−1

𝜒𝐷 ( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2

Dokaz. Kako je L(𝑢, 𝜒𝐷) polinom stepena 2𝑔, mo�e se pisati L(𝑢, 𝜒𝐷) =
∑2𝑔
𝑖=0 𝑎𝑛𝑢

𝑛,
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gde je 𝑎𝑛 =
∑
𝑓 ∈M𝑛

𝜒𝐷 ( 𝑓 ). Na osnovu funkcionalne jednaqine (2.3) onda sledi

2𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑢
𝑛 = 𝑞𝑔𝑢2𝑔

2𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛
1

𝑞𝑛𝑢𝑛

=

2𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑞
𝑔−𝑛𝑢2𝑔−𝑛

=

2𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎2𝑔−𝑛𝑞
𝑛−𝑔𝑢𝑛.

Izjednaqava�em odgovaraju�ih koeficijenata dobija se

𝑎𝑛 = 𝑎2𝑔−𝑛𝑞
𝑛−𝑔 ili 𝑎2𝑔−𝑛 = 𝑎𝑛𝑞

𝑔−𝑛

za sve 0 ≤ 𝑛 ≤ 2𝑔. Vra�a�em na zapis polinoma L(𝑢, 𝜒𝐷) prethodno daje

L(𝑢, 𝜒𝐷) =
2𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑢
𝑛 =

𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑢
𝑛 +

2𝑔∑︁
𝑖=𝑔+1

𝑎𝑛𝑢
𝑛

=

𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑢
𝑛 +

𝑔−1∑︁
𝑖=0

𝑎2𝑔−𝑛𝑢
2𝑔−𝑛

=

𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑢
𝑛 +

𝑔−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑞
𝑔−𝑛𝑢2𝑔−𝑛

=

𝑔∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑢
𝑛 + 𝑞𝑔𝑢2𝑔

𝑔−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛𝑞
−𝑛𝑢−𝑛.

Rezultat sledi iz posled�eg posle stav	a�a 𝑢 = 𝑞−1/2 i raspisiva�a koeficije-
nata 𝑎𝑛 po definiciji. �

2.4. Formule sumacije kvadratnih Dirihleovih karaktera nad F𝑞 [𝑡]

U ovom ode	ku bi�e prikazano nekoliko korisnih formula za sume kvadratnih
Dirihleovih karaktera nad F𝑞 [𝑡]. Pre samih prikaza, treba naglasiti da je nada	e∑
𝐶 | 𝑓 oznaka za sumaciju po svim moniqnim deliocima 𝐶 polinoma 𝑓 ∈ F𝑞 [𝑡], dok

je
∑
𝐶 | 𝑓∞ oznaka za sumaciju po svim moniqnim polinomima 𝐶, qiji su svi prosti

faktori me�u prostim faktorima polinoma 𝑓 .

Prva od sumacionih formula koje �e biti prikazana omogu�ava da se suma
karaktera po beskvadratnim polinomima fiksnog stepena izrazi preko suma po
moniqnim polinomima i izvedena je u [42, Lema 2.2.].
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Lema 2.10. Za svaki moniqni polinom 𝑓 ∈ M je ispu�eno∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

𝜒𝐷 ( 𝑓 ) =
∑︁
𝐶 | 𝑓∞

∑︁
ℎ∈M2𝑔+1−2d(𝐶 )

𝜒 𝑓 (ℎ) − 𝑞
∑︁
𝐶 | 𝑓∞

∑︁
ℎ∈M2𝑔−1−2d(𝐶 )

𝜒 𝑓 (ℎ).

Dokaz. Neka je

A 𝑓 (𝑢) =
∑︁
𝐷∈H

𝜒 𝑓 (𝐷)𝑢d(𝐷) =
∞∑︁
𝑛=0

∑︁
𝐷∈H𝑛

𝜒 𝑓 (𝐷)𝑢𝑛. (2.4)

Koriste�i zapis za A 𝑓 (𝑢) u obliku Ojlerovog proizvoda i zakon kvadratnog re-
ciprociteta dobija se

A 𝑓 (𝑢) =
∏
𝑃∈P
𝑃- 𝑓

(
1 + 𝜒 𝑓 (𝑃)𝑢d(𝑃)

)
=

∏
𝑃∈P

1 − 𝜒2
𝑓
(𝑃)𝑢2d(𝑃)

1 − 𝜒 𝑓 (𝑃)𝑢d(𝑃)

=
L(𝑢, 𝜒 𝑓 )
L(𝑢2, 𝜒2

𝑓
)

=
L(𝑢, 𝜒 𝑓 )

Z(𝑢2)∏𝑃∈P
𝑃 | 𝑓

(
1 − 𝑢2d(𝑃)

) . (2.5)

Rezultat sledi posle zapisiva�a∏
𝑃∈P
𝑃 | 𝑓

(
1 − 𝑢2d(𝑃)

)−1
=

∑︁
𝐶 | 𝑓∞

𝑢2d(𝐶)

Z(𝑢2) = 1

1 − 𝑞𝑢2

L(𝑢, 𝜒 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑛=0

∑︁
ℎ∈M𝑛

𝜒 𝑓 (ℎ)𝑢𝑛

i upore�iva�a koeficijenata uz 𝑢2𝑔+1 u (2.4) i (2.5). �

Druga od znaqaja je Puasonova formula sumacije. Pre �ene formulacije i
dokaza neophodno je prikazati pojam eksponencijalne funkcije nad funkcijskim
po	ima, koji je uveden u [51].

Valuacija 𝑣 u ,,beskonaqnom prostom" u F𝑞 (𝑡) definisana je sa

𝑣(0) = ∞ i 𝑣( 𝑓 /𝑔) = d(𝑔) − d( 𝑓 ),

za svaku nenula racionalnu funkciju 𝑓 /𝑔 ∈ F𝑞 (𝑡). Kompletira�e po	a F𝑞 (𝑡) u
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odnosu na valuaciju 𝑣 oznaqava se sa F𝑞
( ( 1
𝑡

) )
. Svaki element 𝑎 po	a F𝑞

( ( 1
𝑡

) )
mo�e

se napisati na jedinstven naqin u obliku ,,Loranovog razvoja" u okolini 1
𝑡
, xto

je beskonaqni red oblika

𝑎 =

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝑎𝑛

(
1

𝑡

)𝑛
, 𝑎𝑛 ∈ F𝑞, (2.6)

pri qemu je samo konaqno mnogo koeficijenata 𝑎𝑛 za 𝑛 < 0 razliqito od nule.
Reprezentacija (2.6) omogu�ava da se valuacija 𝑣 proxiri na F𝑞

( ( 1
𝑡

) )
. Ako je 𝑎 ∈

F𝑞
( ( 1
𝑡

) )
nenula element koji ima razvoj (2.6), onda je 𝑣(𝑎) najma�i ceo broj 𝑛 takav

da je koeficijent 𝑎𝑛 u (2.6) razliqit od nule.

Definicija 2.11. Neka je 𝑎 ∈ F𝑞
( ( 1
𝑡

) )
. Eksponencijalna funkcija za 𝑎 defini-

sana je sa
𝑒(𝑎) = 𝑒2𝜋𝑖TrF𝑞/F𝑝 (𝑎1)/𝑝,

gde je 𝑎1 koeficijent uz
1
𝑡
u Loranovom razvoju (2.6) za 𝑎 i TrF𝑞/F𝑝 oznaka za trag

u raxire�u F𝑞/F𝑝 konaqnih po	a.

Za sve 𝑎, 𝑏 ∈ F𝑞
( ( 1
𝑡

) )
va�i

𝑒(𝑎 + 𝑏) = 𝑒(𝑎)𝑒(𝑏),

u potpunoj analogiji sa klasiqnom eksponencijalnom funkcijom. Pored te osobine
eksponencijalne funkcije nad F𝑞

( ( 1
𝑡

) )
, za sve polinome 𝑓 , 𝑔, ℎ ∈ F𝑞 [𝑡] va�i 𝑒( 𝑓 ) =

1, kao i 𝑒( 𝑓 /ℎ) = 𝑒(𝑔/ℎ) ako je 𝑓 ≡ 𝑔 (mod ℎ). Posled�a osobina eksponencijalne
funkcije koja je od interesa dokazana je u [51, Teorema 3.7.].

Lema 2.12. Neka je 𝑎 ∈ F𝑞
( ( 1
𝑡

) )
takvo da je 𝑣(𝑎) > 0. Tada je za svako 𝑐 ∈

{1, 2, . . . , 𝑞 − 1} i svaki prirodan broj 𝑖 ispu�eno

∑︁
𝑢∈𝑐M𝑖

𝑒(𝑎𝑢) =
{
𝑞𝑖𝑒(𝑐𝑡𝑖𝑎), ako je 𝑣(𝑎) > 𝑖
0, inaqe.

Za svrhu formulacije Puasonove formule sumacije, potrebna je jox i naredna
definicija generalizovanih Gausovih suma.

Definicija 2.13. Neka je 𝑉 ∈ F𝑞 [𝑡]. Generalizovana Gausova suma pridru�ena
kvadratnom karakteru 𝜒 𝑓 definisana je sa

𝐺 (𝑉, 𝑓 ) =
∑︁

𝑢 (mod 𝑓 )
𝜒 𝑓 (𝑢)𝑒

(
𝑢𝑉

𝑓

)
.

Osnovne osobine generalizovanih Gausovih suma prikazane su u [42, Lema 3.2.].

Lema 2.14. 1. Ako je ( 𝑓 , ℎ) = 1, onda va�i 𝐺 (𝑉, 𝑓 ℎ) = 𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝐺 (𝑉, ℎ).
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2. Neka je 𝑉 = 𝑉1𝑃
𝛼, pri qemu 𝑃 - 𝑉1. Onda je

𝐺 (𝑉, 𝑃𝑖) =



0, ako je 𝑖 ≤ 𝛼 i 𝑖 neparno,

𝜙(𝑃𝑖), ako je 𝑖 ≤ 𝛼 i 𝑖 parno,

−|𝑃 |𝑖−1, ako je 𝑖 = 𝛼 + 1 i 𝑖 parno,(
𝑉1
𝑃

)
|𝑃 |𝑖−1 |𝑃 |1/2 ako je 𝑖 = 𝛼 + 1 i 𝑖 neparno,

0 ako je 𝑖 ≥ 𝛼 + 2.

Dokaz. Dokaz ove leme potpuno je analogan dokazu Leme 2.3. iz [97]. Zbog toga �e
biti prikazano samo dokaziva�e dela 1.

Na osnovu Kineske teoreme o ostacima (za polinome nad konaqnim po	em),
za proizvo	ni polinom 𝑢 (mod 𝑓 ℎ) postoje jedinstveni polinomi 𝑢1 (mod 𝑓 )
i 𝑢2 (mod ℎ) takvi da je 𝑢 = 𝑢1ℎ + 𝑢2 𝑓 . Odatle, koriste�i zakon kvadratnog
reciprociteta, sledi

𝐺 (𝑉, 𝑓 ℎ) =
∑︁

𝑢 (mod 𝑓 ℎ)
𝜒 𝑓 ℎ (𝑢)𝑒

(
𝑢𝑉

𝑓 ℎ

)
=

∑︁
𝑢1 (mod 𝑓 )
𝑢2 (mod ℎ)

𝜒 𝑓 (𝑢1ℎ + 𝑢2 𝑓 )𝜒ℎ (𝑢1ℎ + 𝑢2 𝑓 )𝑒
(
(𝑢1ℎ + 𝑢2 𝑓 )𝑉

𝑓 ℎ

)
=

∑︁
𝑢1 (mod 𝑓 )
𝑢2 (mod ℎ)

𝜒 𝑓 (𝑢1ℎ)𝜒ℎ (𝑢2 𝑓 )𝑒
(
𝑢1𝑉

𝑓

)
𝑒

(
𝑢2𝑉

ℎ

)
= 𝜒 𝑓 (ℎ)𝜒ℎ ( 𝑓 )

∑︁
𝑢1 (mod 𝑓 )

𝜒 𝑓 (𝑢1)𝑒
(
𝑢1𝑉

𝑓

) ∑︁
𝑢2 (mod ℎ)

𝜒ℎ (𝑢2)𝑒
(
𝑢2𝑉

ℎ

)
= 𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝐺 (𝑉, ℎ).

�

Naredno tvr�e�e predstav	a Puasonovu formulu sumacije nad funkcijskim
po	ima i dokazano je u [42, Propozicija 3.1.].

Tvr�e�e 2.15. Neka je 𝑚 pozitivan ceo broj i 𝑓 ∈ M𝑛. Ako je 𝑛 paran broj, onda
va�i

∑︁
𝑅∈M𝑚

𝜒𝑅 ( 𝑓 ) =
𝑞𝑚

| 𝑓 |
©­«𝐺 (0, 𝑓 ) + (𝑞 − 1)

∑︁
𝑉∈M≤𝑛−𝑚−2

𝐺 (𝑉, 𝑓 ) −
∑︁

𝑉∈M𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 )ª®¬ .
Ako je 𝑛 neparan broj, onda va�i∑︁

𝑅∈M𝑚

𝜒𝑅 ( 𝑓 ) =
𝑞𝑚τ(𝑞)
| 𝑓 |

∑︁
𝑉∈M𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 ),
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gde je τ(𝑞) = ∑
𝑐∈F×𝑞 𝜒 𝑓 (𝑐)𝑒

2𝜋𝑖TrF𝑞/F𝑝 (𝑐)/𝑝 uobiqajena Gausova suma nad F𝑞.

Radi ve�e jasno�e, nekoliko znaqajnih koraka u dokazu prethodnog tvr�e�a bi�e
izdvojeno u posebne leme.

Lema 2.16. Neka je 𝑓 ∈ M. Tada je

𝜒 𝑓 (𝑅) =
1

| 𝑓 |
∑︁

𝑉 (mod 𝑓 )
𝑒

(
𝑉𝑅

𝑓

)
𝐺 (−𝑉, 𝑓 )

ispu�eno za sve 𝑅 ∈ F𝑞 [𝑡].

Dokaz. Iz definicije Gausovih suma sledi

1

| 𝑓 |
∑︁

𝑉 (mod 𝑓 )
𝑒

(
𝑉𝑅

𝑓

)
𝐺 (−𝑉, 𝑓 ) = 1

| 𝑓 |
∑︁

𝑢 (mod 𝑓 )
𝜒 𝑓 (𝑢)

∑︁
𝑉 (mod 𝑓 )

𝑒

(
𝑉 (𝑅 − 𝑢)

𝑓

)
. (2.7)

Ako je 𝑅 ≠ 𝑢, onda postoji polinom ℎ takav da je 𝑒
(
ℎ(𝑅−𝑢)

𝑓

)
≠ 0, pa va�i

𝑒

(
ℎ(𝑅 − 𝑢)

𝑓

) ∑︁
𝑉 (mod 𝑓 )

𝑒

(
𝑉 (𝑅 − 𝑢)

𝑓

)
=

∑︁
𝑉 (mod 𝑓 )

𝑒

(
(𝑉 + ℎ) (𝑅 − 𝑢)

𝑓

)
=

∑︁
𝑉 (mod 𝑓 )

𝑒

(
𝑉 (𝑅 − 𝑢)

𝑓

)
,

xto pokazuje da je
∑
𝑉 (mod 𝑓 ) 𝑒

(
𝑉 (𝑅−𝑢)

𝑓

)
= 0. Prema tome, jedini nenula qlan u

sumi po 𝑉 u (2.7) je za 𝑅 = 𝑢, odakle sledi tra�eno tvr�e�e. �

Lema 2.17. Neka je 𝑚 pozitivan ceo broj i 𝑓 ∈ M𝑛. Ako je 𝑚 < 𝑛, onda va�i∑︁
𝑅∈M𝑚

𝜒 𝑓 (𝑅) =
𝑞𝑚

| 𝑓 |
∑︁

𝑉∈F𝑞 [𝑡]
d(𝑉)≤𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝑒
(
−𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
.

Dokaz. Proizvo	ni polinom 𝑅 ∈ M𝑚 mo�e se zapisati u obliku 𝑅 = 𝑡𝑚 + 𝑢, gde
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je 𝑢 ∈ F𝑞 [𝑡] polinom stepena najvixe 𝑚 − 1. Na osnovu Lema 2.16 sledi∑︁
𝑅∈M𝑚

𝜒 𝑓 (𝑅) =
1

| 𝑓 |
∑︁

𝑉 (mod 𝑓 )
𝐺 (−𝑉, 𝑓 )𝑒

(
𝑉𝑡𝑚

𝑓

) ∑︁
𝑢∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑢)≤𝑚−1

𝑒

(
𝑉𝑢

𝑓

)

=
1

| 𝑓 |
∑︁

𝑉∈F𝑞 [𝑡]
d(𝑉)≤𝑛−𝑚−1

𝐺 (−𝑉, 𝑓 )𝑒
(
𝑉𝑡𝑚

𝑓

) ∑︁
𝑢∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑢)≤𝑚−1

𝑒

(
𝑉𝑢

𝑓

)

+ 1

| 𝑓 |
∑︁

𝑉∈F𝑞 [𝑡]
𝑛−𝑚≤d(𝑉)≤𝑛−1

𝐺 (−𝑉, 𝑓 )𝑒
(
𝑉𝑡𝑚

𝑓

) ∑︁
𝑢∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑢)≤𝑚−1

𝑒

(
𝑉𝑢

𝑓

)
(2.8)

Neka su S1 i S2 redom prvi, odnosno drugi sabirak u gor�oj sumi.

Kako pri uslovima d(𝑉) ≤ 𝑛 − 𝑚 − 1 i d(𝑢) ≤ 𝑚 − 1 va�i 𝑒
(
𝑉𝑢
𝑓

)
= 1, iz qi�e-

nice da postoji 𝑞𝑚 polinoma iz F𝑞 [𝑡] stepena najvixe 𝑚 − 1, sledi

S1 =
𝑞𝑚

| 𝑓 |
∑︁

𝑉∈F𝑞 [𝑡]
d(𝑉)≤𝑛−𝑚−1

𝐺 (−𝑉, 𝑓 )𝑒
(
𝑉𝑡𝑚

𝑓

)

=
𝑞𝑚

| 𝑓 |
∑︁

𝑉∈F𝑞 [𝑡]
d(𝑉)≤𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝑒
(
−𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
, (2.9)

posle uvo�e�a smene 𝑉 → −𝑉 .
Xto se tiqe S2, za poqetak je∑︁

𝑢∈F𝑞 [𝑡]
d(𝑢)≤𝑚−1

𝑒

(
𝑉𝑢

𝑓

)
= 1 +

𝑚−1∑︁
𝑖=0

∑︁
𝑐∈F×𝑞

∑︁
𝑢∈𝑐M𝑖

𝑒

(
𝑉𝑢

𝑓

)
.

Ako je 𝑖 ≤ 𝑛 − 2− d(𝑉), onda je 𝑒
(
𝑉𝑢
𝑓

)
= 1, dok za 𝑖 ≥ 𝑛 − d(𝑉), na osnovu Leme 2.12

sledi
∑
𝑢∈𝑐M𝑖

𝑒

(
𝑉𝑢
𝑓

)
= 0. Iz prethodnog, uz qi�enicu da je 𝑛 − 1 − d(𝑉) ≤ 𝑚 − 1 je

da	e

∑︁
𝑢∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑢)≤𝑚−1

𝑒

(
𝑉𝑢

𝑓

)
= 1 +

𝑛−2−d(𝑉)∑︁
𝑖=0

∑︁
𝑐∈F×𝑞

𝑞𝑖 +
∑︁
𝑐∈F×𝑞

∑︁
𝑢∈𝑐M𝑛−1−d(𝑉 )

𝑒

(
𝑉𝑢

𝑓

)

= 1 + (𝑞 − 1) 𝑞
𝑛−1−d(𝑉) − 1

𝑞 − 1
− 𝑞𝑛−1−d(𝑉)

= 0.

Dobijeno pokazuje da je S2 = 0. Korix�e�e te qi�enice zajedno sa (2.9) u izrazu
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(2.8) zavrxava dokaz. �

Dokaz Tvr�e�a 2.15. Jednostavniji sluqaj za razmatra�e je 𝑚 ≥ 𝑛. U tom sluqaju
je ∑︁

𝑅∈M𝑚

𝜒𝑅 ( 𝑓 ) =
∑︁
𝑅∈M𝑚

𝜒 𝑓 (𝑅) = 𝑞𝑚
𝜙( 𝑓 )
| 𝑓 | ,

ako je 𝑓 potpuni kvadrat nekog polinoma iz F𝑞 [𝑡] i∑︁
𝑅∈M𝑚

𝜒𝑅 ( 𝑓 ) = 0

u suprotnom. Dodatno, na osnovu Leme 2.14 va�i da je 𝐺 (0, 𝑓 ) razliqito od nule
ako i samo ako je 𝑓 potpun kvadrat, kada je 𝐺 (0, 𝑓 ) = 𝜙( 𝑓 ). Iz navedenih qi�enica
sledi tra�eno tvr�e�e u ovom sluqaju.

Neka je sada 𝑚 < 𝑛. Na osnovu Leme 2.17 je∑︁
𝑅∈M𝑚

𝜒 𝑓 (𝑅)

=
𝑞𝑚

| 𝑓 |

©­­­­«
𝐺 (0, 𝑓 ) +

∑︁
𝑉∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑉)≤𝑛−𝑚−2

𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝑒
(
−𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
+

∑︁
𝑉∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑉)=𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝑒
(
−𝑉𝑡𝑚
𝑓

)ª®®®®¬
.

(2.10)

Za d(𝑉) ≤ 𝑛 − 𝑚 − 2 va�i 𝑒
(
−𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
= 1, pa je

∑︁
𝑉∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑉)≤𝑛−𝑚−2

𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝑒
(
−𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
=

∑︁
𝑉∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑉)≤𝑛−𝑚−2

𝐺 (𝑉, 𝑓 ).

Kako je 𝐺 (𝑐𝑉, 𝑓 ) = 𝜒 𝑓 (𝑐−1)𝐺 (𝑉, 𝑓 ), sledi∑︁
𝑉∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑉)≤𝑛−𝑚−2

𝐺 (𝑉, 𝑓 ) =
∑︁

𝑉∈M≤𝑛−𝑚−2

∑︁
𝑐∈F×𝑞

𝐺 (𝑐𝑉, 𝑓 )

=
∑︁

𝑉∈M≤𝑛−𝑚−2

𝐺 (𝑉, 𝑓 )
∑︁
𝑐∈F×𝑞

𝜒 𝑓 (𝑐−1)

=

{
0, ako je d( 𝑓 ) neparan
(𝑞 − 1)∑𝑉∈M≤𝑛−𝑚−2 𝐺 (𝑉, 𝑓 ), ako je d( 𝑓 ) paran.

Da	e, kada je d( 𝑓 ) neparan, 𝑉 ∈ M𝑛−𝑚−1 i 𝑐 ∈ F×𝑞 , va�i 𝑒
(
−𝑐𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
= 𝑒2𝜋𝑖TrF𝑞/F𝑝 (−𝑐)/𝑝.
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Odatle je∑︁
𝑉∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑉)=𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝑒
(
−𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
=

∑︁
𝑉∈M𝑛−𝑚−1

∑︁
𝑐∈F×𝑞

𝐺 (𝑐𝑉, 𝑓 )𝑒
(
−𝑐𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
=

∑︁
𝑉∈M𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 )
∑︁
𝑐∈F×𝑞

𝜒 𝑓 (𝑐−1)𝑒2𝜋𝑖TrF𝑞/F𝑝 (−𝑐)/𝑝

= τ(𝑞)
∑︁

𝑉∈M𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 ).

Sliqno se i dokazuje da va�i∑︁
𝑉∈F𝑞 [𝑡]

d(𝑉)=𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 )𝑒
(
−𝑉𝑡𝑚
𝑓

)
= −

∑︁
𝑉∈M𝑛−𝑚−1

𝐺 (𝑉, 𝑓 )

u sluqaju kada je d( 𝑓 ) paran. Vra�a�em dobijenih rezultata u (2.10), uz qi�enicu
da je 𝐺 (0, 𝑓 ) ≠ 0 ako i samo ako je 𝑓 potpun kvadrat nekog polinoma (to sledi iz
Leme 2.14), dobija se tra�eno tvr�e�e.

�



GLAVA 3

Aritmetika eliptiqkih krivih nad funkcijskim po	ima

U ovoj glavi bi�e prikazani osnovni pojmovi vezani za aritmetiku i 𝐿-funkcije
eliptiqkih krivih nad funkcijskim po	ima. Deta	niji prikaz te tematike u
kontekstu opxtijih po	a mo�e se prona�i u [95].

3.1. Eliptiqke krive nad funkcijskim po	ima

Definicija 3.1. Eliptiqka kriva nad funkcijskim po	em F𝑞 (𝑡) je ure�eni par
(𝐸,𝑂), gde je 𝐸 nesingularna kriva roda 1 nad F𝑞 (𝑡) i 𝑂 ∈ 𝐸 fiksirana bazna
taqka.

Osla�aju�i se na teoremu Riman-Roha, pokazuje se da je svaku eliptiqku krivu
mogu�e predstaviti kao krivu u projektivoj ravni zadatu odgovaraju�om Vajerx-
trasovom jednaqinom, xto je jednaqina oblika

𝐸 : 𝑌2𝑍 + 𝑎1𝑋𝑌𝑍 + 𝑎3𝑌𝑍2 = 𝑋3 + 𝑎2𝑋2𝑍 + 𝑎4𝑋𝑍2 + 𝑎6𝑍3, (3.1)

gde su 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎6 ∈ F𝑞 (𝑡). Pri tome, baznoj taqki 𝑂 odgovara taqka u beskonaq-
nosti [0 : 1 : 0]. Jednaqina (3.1) se qesto posmatra i u svojoj afinoj formi,

𝑦2 + 𝑎1𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎6, (3.2)

uz 𝑥 = 𝑋
𝑍
, 𝑦 = 𝑌

𝑍
. U opisanoj afinoj jednaqini mo�e se uvesti smena

(𝑥, 𝑦) → (𝑢−2𝑥, 𝑢−3𝑦),

qime ona dobija oblik

𝑦2 + 𝑢𝑎1𝑥𝑦 + 𝑢3𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑢2𝑎2𝑥2 + 𝑢4𝑎4𝑥 + 𝑢6𝑎6. (3.3)
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Iz ovog oblika sledi da se za 𝑢 mo�e odabrati da bude polinom dovo	no velikog
stepena, tako da svi koeficijenti u jednaqini (3.2) budu i sami polinomi (iz
F𝑞 [𝑡]). Zbog toga se nada	e mo�e smatrati da za sve koeficijente u (3.2) va�i
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎6 ∈ F𝑞 [𝑡].

Uslov (𝑞, 6) = 1 implicira da je karakteristika po	a F𝑞 (𝑡) razliqita od 2,
pa se jednaqina (3.2) mo�e uprostiti svo�e�em na potpun kvadrat. To se posti�e
uvo�e�em smene

𝑦 → 1

2
(𝑦 − 𝑎1𝑥 − 𝑎3) ,

posle koje jednaqina (3.2) dobija oblik

𝑦2 = 4𝑥3 + 𝑏2𝑥2 + 2𝑏4𝑥 + 𝑏6.

Pri tome je redom

𝑏2 = 𝑎
2
1 + 4𝑎4

𝑏4 = 2𝑎4 + 𝑎1𝑎3
𝑏6 = 𝑎

2
3 + 4𝑎6.

Uz prethodne vrednosti, posmatraju se i

𝑏8 = 𝑎1𝑎
2
6 + 4𝑎2𝑎6 − 𝑎1𝑎3𝑎4 + 𝑎2𝑎23 − 𝑎

2
4

Δ = −𝑏22𝑏8 − 8𝑏34 − 27𝑏26 + 9𝑏2𝑏4𝑏6.

Polinom Δ naziva se diskriminantom eliptiqke krive 𝐸 . Kako je 𝐸 nesingularna
kriva po definiciji, va�i Δ ≠ 0.

Qi�enica da je karakteristika po	a F𝑞 (𝑡) razliqita i od 3 omogu�ava da se
jednaqina (3.3) dodatno uprosti do oblika

𝑦2 = 𝑥3 + 𝐴𝑥 + 𝐵, 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑞 [𝑡] .

Pri tome diskriminanta Δ dobija naroqito jednostavan oblik Δ = −16(4𝐴3 +
27𝐵2).

Nada	e �e fokus posmatra�a biti okrenut ka eliptiqkim krivama koje su
opisane minimalnim Vajerxtrasovim modelima. Pod time se misli na eliptiqke
krive zadate Vajerxtrasovim jednaqinama

𝑦2 = 𝑥3 + 𝐴𝑥 + 𝐵 (3.4)

za 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑞 [𝑡] takve da je diskriminanta Δ minimalnog stepena. Svakoj elip-
tiqkoj krivoj nad F𝑞 (𝑡) odgovara minimalni Vajerxtrasov model. Pri tome se za
�ega mo�e smatrati da je jedinstven, jer zavisi samo od neke standardne promene
koordinata, koja nema uticaja na aritmetiqko-geometrijske aspekte same krive.

Neka je 𝐸/F𝑞 (𝑡) eliptiqka kriva zadata minimalnim Vajerxtrasovim modelom
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(3.4) i 𝑃 ∈ P prost polinom. Posmatra�em koeficijenata iz (3.4) po modulu 𝑃
dolazi se do objekta koji se naziva redukcijom eliptiqke krive 𝐸 po modulu 𝑃 i
oznaqava sa 𝐸𝑃.

Redukcija 𝐸𝑃 ne mora biti i sama nesingularna kriva poput 𝐸 . U sluqaju da
𝐸𝑃 jeste nesingularna, ona prestav	a jednu eliptiqku krivu nad konaqnim po	em
F𝑞 [𝑡]/𝑃F𝑞 [𝑡] sa |𝑃 | elemenata. Tada se za 𝐸 ka�e da ima dobru redukciju po modulu
prostog polinoma 𝑃.

U sluqaju da je 𝐸𝑃 singularna kriva, za 𝐸 se ka�e da ima loxu redukciju po
modulu 𝑃. Pri tome, singularitet postoji samo u jednoj taqki, pa se mo�e posma-
trati skup koji nastaje kada se ta taqka izbaci iz 𝐸𝑃. Tako nastali objekat 𝐸

′
𝑃
nije

eliptiqka kriva, ali jeste jednodimenzioni grupni afini varijetet nad konaqnim
po	em F𝑞 [𝑡]/𝑃F𝑞 [𝑡]. Za jednodimenzione grupne afine varijetete je poznata kla-
sifikacija, prema kojoj oni mogu biti jedno od slede�ih:

� Aditivni grupni varijetet G𝑎, uz grupni zakon

𝑥1, 𝑥2 → 𝑥1 + 𝑥2.

� Multiplikativni grupni varijetet G𝑚, uz grupni zakon

(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) → (𝑥1𝑥2, 𝑦1𝑦2).

� Tvistovani1 multiplikativni grupni varijetet G(𝑑)
𝑚 , uz grupni zakon

(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) → (𝑥1𝑥2 + 𝑑𝑦1𝑦2, 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1), za neko 𝑑 ∈ F𝑞 [𝑡]/𝑃F𝑞 [𝑡] .

Ako je 𝐸′
𝑃
� G𝑎, za loxu redukciju po modulu 𝑃 eliptiqke krive 𝐸 se ka�e da je

aditivna. U sluqaju da je 𝐸′
𝑃
� G𝑚 posmatrana redukcija se naziva rascep	enom

multiplikativnom, dok se u sluqaju 𝐸′
𝑃
� G

(𝑑)
𝑚 za neki netrivijalan tvist G(𝑑)

𝑚

(to znaqi da 𝑑 nije potpun kvadrat u F𝑞 [𝑡]/𝑃F𝑞 [𝑡]), ona naziva nerascep	enom
multiplikativnom.

Geometrijski gledano, u jedinstvenoj singularnoj taqki loxe redukcije 𝐸𝑃
eliptiqke krive 𝐸 mogu postojati jedan ili dva tangentna pravca. U prvom sluqaju
se ka�e da 𝐸𝑃 ima povratnu taqku, a u drugom da ima samopresek. Pri tome va�i
da je redukcija po modulu 𝑃 aditivna ako i samo ako 𝐸𝑃 ima povratnu taqku, kao
i da je pomenuta redukcija multiplikativna ako i samo ako 𝐸𝑃 ima samopresek.

Definicija 3.2. Konduktor eliptiqke krive 𝐸/F𝑞 (𝑡) definisan je sa

𝑁𝐸 =
∏
𝑃∈P

𝑃 𝑓𝑃 ,

1alternativni nazivi su uvrnuti ili uvijeni varijetet, v. i Ode	ak 1.4
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gde je

𝑓𝑃 =


0, ako 𝐸 ima dobru redukciju po modulu 𝑃

1, ako 𝐸 ima multiplikativnu redukciju po modulu 𝑃

2, ako 𝐸 ima aditivnu redukciju po modulu 𝑃.

Kako su prosti polinomi u kojima 𝐸 ima loxu redukciju upravo oni koji dele
diskriminantu Δ te eliptiqke krive, sledi da je konduktor 𝑁𝐸 jedan polinom
iz M. Pored tog polinoma, od interesa je i polinom 𝑀𝐸 ∈ M koji predstav	a
proizvod svih prostih polinoma u kojima 𝐸 ima multiplikativnu redukciju.

3.2. 𝐿-funkcije eliptiqkih krivih nad funkcijskim po	ima

.

Neka je nada	e 𝐸/F𝑞 (𝑡) fiksirana eliptiqka kriva zadata minimalnim Va-
jerxtrasovim modelom (3.4) i 𝑃 ∈ P proizvo	an prost polinom u kome 𝐸 ima
dobru redukciju. Redukcija 𝐸𝑃 je tada jedna eliptiqka kriva nad konaqnim po	em
F𝑞 [𝑡]/𝑃F𝑞 [𝑡] sa |𝑃 | elemenata, pa �oj odgovaraju�a zeta funkcija ispu�ava Vejlove
hipoteze (kao xto je ve� spomi�ano, to je dokazano u [98]). Konkretno, va�i

Z𝐸𝑃 (𝑠) =
(1 − 𝛼𝐸 (𝑃)𝑞−d(𝑃)𝑠) (1 − 𝛼𝐸 (𝑃)𝑞−d(𝑃)𝑠)

(1 − 𝑞−d(𝑃)𝑠) (1 − 𝑞d(𝑃) (1−𝑠))
.

Kompleksni brojevi 𝛼𝐸 (𝑃) i 𝛼𝐸 (𝑃) se nazivaju sopstvenim vrednostima Frobeni-
jusovog preslikava�a za eliptiqku krivu 𝐸 u prostom polinomu 𝑃. Usled qi�enice
da je 𝐸 fiksirana, nada	e �e se oznaqavati kra�e sa 𝛼(𝑃) i 𝛼(𝑃) da bi se raste-
retila notacija. Frobenijusove sopstvene vrednosti povezane su identitetom

𝜆(𝑃) := 𝛼(𝑃) + 𝛼(𝑃) = |𝑃 | + 1 −#𝐸𝑃,

gde je #𝐸𝑃 broj taqaka redukovane krive 𝐸𝑃 nad konaqnim po	em F𝑞 [𝑡]/𝑃F𝑞 [𝑡].

Ako je 𝑃 prost polinom u kome 𝐸 ima loxu redukciju, onda se definixe

𝜆(𝑃) =


−1, ako je redukcija u 𝑃 rascep	ena multiplikativna

1, ako je redukcija u 𝑃 nerascep	ena multiplikativna

0, ako je redukcija u 𝑃 aditivna.

Definicija 3.3. 𝐿-funkcija fiksirane eliptiqke krive 𝐸/F𝑞 (𝑡) definisana
je narednim Ojlerovim proizvodom i Dirihleovim redom koji konvergiraju za
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<(𝑠) > 1,

𝐿 (𝑠, 𝐸) = L(𝑢, 𝐸) =
∏
𝑃∈P
𝑃-Δ

(
1 − 𝜆(𝑃)𝑢d(𝑃) + |𝑃 |𝑢2d(𝑃)

)−1 ∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

(
1 − 𝜆(𝑃)𝑢d(𝑃)

)−1
=

∑︁
𝑓 ∈M

𝜆( 𝑓 )𝑢d( 𝑓 ) ,

pri qemu je uvedena smena 𝑢 = 𝑞−𝑠.

Mo�e se pokazati (videti [62, strana 11.]) da je L(𝑢, 𝐸) celobrojni polinom
promen	ive 𝑢 sa konstantnim koeficijentom 1 stepena

𝔫 = d(𝑁𝐸 ) − 4,

gde je 𝑁𝐸 konduktor za 𝐸 . Na taj naqin se dobija analitiqko proxire�e za 𝐿-
funkcije eliptiqkih krivih na celu kompleksnu ravan. Dodatno, L(𝑢, 𝐸) zadovo-
	ava funkcionalnu jednaqinu

L(𝑢, 𝐸) = 𝜖 (𝐸) (√𝑞𝑢)𝔫L
(
1

𝑞𝑢
, 𝐸

)
,

gde je 𝜖 (𝐸) ∈ {±1} odgovaraju�i korenski broj (za vixe deta	a i bo	i opis broja
𝜖 (𝐸) videti [5, Lema 2.3.])

3.3. Kvadratni tvistovi eliptiqkih krivih nad funkcijskim

po	ima

Neka je 𝐷 ∈ M beskvadratan polinom koji je uzajamno prost sa diskriminantom
eliptiqke krive 𝐸/F𝑞 (𝑡) zadate minimalnim Vajerxtrasovim modelom

𝑦2 = 𝑥3 + 𝐴𝑥 + 𝐵.

Tada se mo�e posmatrati eliptiqka kriva 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷/F𝑞 (𝑡) opisana afinim modelom

𝑦2 = 𝑥3 + 𝐷2𝐴𝑥 + 𝐷3𝐵.

Definicija 3.4. Prethodno definisana eliptiqka kriva 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷/F𝑞 (𝑡) naziva
se kvadratnim tvistom2 eliptiqke krive 𝐸 koji odgovara karakteru 𝜒𝐷 .

Svakom kvadratnom tvistu 𝐸⊗𝜒𝐷 mo�e se pridru�iti odgovaraju�a 𝐿-funkcija
zadata svojim Ojlerovim proizvodom i Dirihleovim redom, konvergentnim za

2sliqno kao u Ode	cima 1.4 i 3.1, mogu se koristiti alternativni nazivi uvrta�e ili
uvija�e
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<(𝑠) > 1,

L(𝑢, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) =
∏
𝑃∈P
𝑃-Δ

(
1 − 𝜆(𝑃)𝜒𝐷 (𝑃)𝑢d(𝑃) + |𝑃 |𝑢2d(𝑃)

)−1 ∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

(
1 − 𝜆(𝑃)𝜒𝐷 (𝑃)𝑢d(𝑃)

)−1
=

∑︁
𝑓 ∈M

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 )𝑢d( 𝑓 ) ,

pri qemu je ponovo uvedena smena promen	ivih 𝑢 = 𝑞−𝑠. Ovako definisana 𝐿-
funkcija je polinom promen	ive 𝑢 stepena 𝔫 + 2d(𝐷) koji zadovo	ava funkcio-
nalnu jednaqinu

L(𝑢, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) = 𝜖 (
√
𝑞𝑢)𝔫+2d(𝐷)L

(
1

𝑞𝑢
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
, (3.5)

gde je 𝜖 ∈ {±1} odgovaraju�i korenski broj. Korenski broj 𝜖 je deta	no opisan u
[5, Propozicija 4.3.], gde je pokazano da va�i

𝜖 = 𝜖 (𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) = 𝜖 (𝐸)𝜖d(𝐷)𝜒𝐷 (𝑀𝐸 ),

pri qemu je 𝜖d(𝐷) ∈ {±1} ceo broj koji zavisi samo od stepena polinoma 𝐷, a 𝑀𝐸

je proizvod svih prostih polinoma u kojima 𝐸 ima multiplikativnu redukciju.

Sliqno kao i za kvadratne Dirihleove 𝐿-funkcije, i za 𝐿-funkciju proizvo	-
nog kvadratnog tvista fiksirane eliptiqke krive zgodno je imati zapis u obliku
odgovaraju�e aproksimativne funkcionalne jednaqine, koji je demonstriran u na-
rednom tvr�e�u, dokazanom u [16, Leme 2.1. i 2.2.]. Pre same formulacije, treba
naglasiti da se pod H ∗

2𝑔+1 misli na skup svih beskvadratnih, moniqnih polino-
ma stepena 2𝑔 + 1 koji su uzajamno prosti sa diskriminantnom Δ neke fiksirane
eliptiqke krive 𝐸/F𝑞 (𝑡). Za broj elemenata skupa H ∗

2𝑔+1 va�i

|H ∗
2𝑔+1 | = |H2𝑔+1 |

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 |
|𝑃 | + 1

,

xto je osobina koja �e qesto biti korix�ena u kasnijem izlaga�u.

Tvr�e�e 3.5. Neka je 𝛼 kompleksan broj i 𝐷 ∈ H ∗
2𝑔+1. Tada va�i

𝐿

(
1

2
+ 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
=

∑︁
𝑓 ∈M≤[𝔫/2]+d(𝐷)

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2+𝛼

+ 𝜖𝑞−𝛼(𝔫+2d(𝐷))
∑︁

𝑓 ∈M≤[ (𝔫−1)/2]+d(𝐷)

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2−𝛼

.

Dokaz. Kako je L(𝑢, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) polinom stepena 𝔫 + d(𝐷), ta 𝐿-funkcija se mo�e
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zapisati u obliku

L(𝑢, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) =
𝔫+2d(𝐷)∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑢
𝑛, (3.6)

gde je 𝑐𝑛 =
∑
𝑓 ∈M𝑛

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 ). Osla�aju�i se na funkcionalnu jednaqinu (3.5)
odatle sledi

𝔫+2d(𝐷)∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑢
𝑛 = 𝜖 (√𝑞𝑢)𝔫+2d(𝐷)

𝔫+2d(𝐷)∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑞
−𝑛𝑢−𝑛

= 𝜖

𝔫+2d(𝐷)∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑞
𝔫/2+d(𝐷)−𝑛𝑢𝔫+2d(𝐷)−𝑛

= 𝜖

𝔫+2d(𝐷)∑︁
𝑛=0

𝑐𝔫+2d(𝐷)−𝑛𝑞
𝑛−𝔫/2−d(𝐷)𝑢𝑛.

Posle upore�iva�a odgovaraju�ih koeficijenata uz 𝑢𝑛 zak	uquje se da za svako
0 ≤ 𝑛 ≤ 𝔫 + 2d(𝐷) va�i

𝑐𝑛 = 𝜖𝑞
𝑛−𝔫/2−d(𝐷)𝑐𝔫+2d(𝐷)−𝑛.

Vra�a�em na zapis (3.6) dobijena jednakost koeficijenata povlaqi

L(𝑢, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) =
[𝔫/2]+d(𝐷)∑︁

𝑛=0

𝑐𝑛𝑢
𝑛 +

𝔫+2d(𝐷)∑︁
𝑛=[𝔫/2]+d(𝐷)+1

𝑐𝑛𝑢
𝑛

=

[𝔫/2]+d(𝐷)∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑢
𝑛 + 𝜖

𝔫+2d(𝐷)∑︁
𝑛=[𝔫/2]+d(𝐷)+1

𝑞𝑛−𝔫/2−d(𝐷)𝑐𝔫+2d(𝐷)−𝑛 𝑢
𝑛

=

[𝔫/2]+d(𝐷)∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑢
𝑛 + 𝜖

[(𝑛−1)/2]+d(𝐷)∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛 (𝑞𝑢2)𝔫/2+d(𝐷)−𝑛𝑢𝑛. (3.7)

Stav	a�em 𝑢 = 𝑞−1/2−𝛼 u (3.7) i raspisiva�em koeficijenata 𝑐𝑛 po definiciji
dobija se tra�eno tvr�e�e. �

Posle diferencira�a formule (3.7) po 𝑢 i stav	a�a 𝑢 = 𝑞−1/2 dobija se
naredna aproksimativna funkcionalna jednaqina za 𝐿′

( 1
2 , 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
.

Tvr�e�e 3.6. Neka je 𝐷 ∈ H ∗
2𝑔+1 i 𝜖 = −1. Tada va�i

𝐿′
(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
= 2(log 𝑞)

∑︁
𝑓 ∈M≤[𝔫/2]+d(𝐷)

( [𝔫/2] + d(𝐷) − d( 𝑓 ))𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2

.

Za kraj ovog ode	ka bi�e prikazana verzija sumacione formule iz Leme 2.10
u kojoj se umesto po svim polinomima iz H2𝑔+1, sumacija vrxi po polinomima iz
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H ∗
2𝑔+1.

Lema 3.7. Za svaki moniqni polinom 𝑓 ∈ M je ispu�eno∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝜒𝐷 ( 𝑓 ) =
∑︁
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 ( 𝑓 )
∑︁

𝐶2 | (Δ 𝑓 )∞

∑︁
𝑅∈M2𝑔+1−d(𝐶1 )−2d(𝐶2 )

𝜒𝑅 ( 𝑓 )

− 𝑞
∑︁
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 ( 𝑓 )
∑︁

𝐶2 | (Δ 𝑓 )∞

∑︁
𝑅∈M2𝑔−1−d(𝐶1 )−2d(𝐶2 )

𝜒𝑅 ( 𝑓 ).

Dokaz. Dokaz koji sledi izveden je u [16, Lema 2.4.] i sliqan je dokazu Leme 2.10.
Neka je

A 𝑓 (𝑢) =
∑︁
𝐷∈H

(𝐷,Δ)=1

𝜒 𝑓 (𝐷)𝑢d(𝐷) . (3.8)

Iz zapisa Ojlerovog proizvoda za A 𝑓 (𝑢), uz korix�e�e zakona kvadratnog reci-
prociteta, dobija se

A 𝑓 (𝑢) =
∏
𝑃∈P
𝑃-Δ 𝑓

(
1 + 𝜒 𝑓 (𝑃)𝑢d(𝑃)

)
=

∏
𝑃∈P
𝑃-Δ 𝑓

1 − 𝑢2d(𝑃)

1 − 𝜒 𝑓 (𝑃)𝑢d(𝑃)

= Z(𝑢2)−1L(𝑢, 𝜒 𝑓 )
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓

(
1 − 𝑢2d(𝑃)

)−1 ∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ
𝑃- 𝑓

(
1 − 𝜒 𝑓 (𝑃)𝑢d(𝑃)

)
. (3.9)

Posle zapisiva�a ∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓

(
1 − 𝑢2d(𝑃)

)−1
=

∑︁
𝐶2 | (Δ 𝑓 )∞

𝑢2d(𝐶2)

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ
𝑃- 𝑓

(
1 − 𝜒 𝑓 (𝑃)𝑢d(𝑃)

)
=

∑︁
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 ( 𝑓 )𝑢d(𝐶1)

Z(𝑢2) = 1

1 − 𝑞𝑢2

L(𝑢, 𝜒 𝑓 ) =
∞∑︁
𝑛=0

∑︁
ℎ∈M𝑛

𝜒 𝑓 (ℎ)𝑢𝑛

i upore�iva�a koeficijenata uz 𝑢2𝑔+1 u (3.8) i (3.9) dobija se tra�eno tvr�e�e. �



GLAVA 4

Momenti i neanulira�e 𝐿-funkcija nad funkcijskim

po	ima

U Glavi 1 bilo je reqi o problemima izraqunava�a momenata i ispitiva-
�a neanulira�a 𝐿-funkcija u klasiqnom kontekstu po	a racionalnih brojeva Q.
Ti problemi su od znaqaja i u kontekstu 𝐿-funkcija nad funkcijskim po	ima i
ova glava se bavi upravo �ima. Pri tome �e fokus izlaga�a biti ograniqen na
dve familije 𝐿-funkcija koju su od interesa, xto su familija kvadratnih Diri-
hleovih 𝐿-funkcija i familija 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova neke fiksirane
eliptiqke krive.

4.1. Momenti i neanulira�e kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija

nad funkcijskim po	ima

Neka je 𝑘 prirodan broj. Problem odre�iva�a 𝑘-tog momenta familije kvadrat-
nih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad F𝑞 [𝑡] predstav	a problem razumeva�a asimptot-
skog ponaxa�a za ∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

) 𝑘
(4.1)

kada 𝑔 → ∞, gde, podse�a�a radi, H2𝑔+1 predstav	a skup svih beskvadratnih
moniqnih polinoma iz F𝑞 [𝑡] stepena 2𝑔 + 1. Predstava o oqekivanoj veliqini
momenata (4.1) mo�e se dobiti adaptacijom tehnika i heuristika iz rada [26],
o kojima je bilo reqi u Glavi 1, u analogni kontekst funkcijskih po	a. Takav
postupak je konkretno sproveden u [2], gde autori dobijaju slede�u hipotezu1.

1mo�e se primetiti da je hipoteza u analogiji sa Hipotezom 1.3 o momentima kvadratnih
Dirihleovih 𝐿-funkcija u klasiqnom kontekstu po	a racionalnih brojeva.
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Hipoteza 4.1. Neka je
𝑋 (𝑠) = 𝑞−1/2+𝑠, 𝑠 ∈ C.

Tada je ∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

) 𝑘
=

∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

𝑄𝑘 (d(𝐷)) (1 + 𝑜(1)) ,

gde je 𝑄𝑘 je polinom stepena 𝑘 (𝑘+1)
2 izra�en konturnim integralom

𝑄𝑘 (𝑥) =
(−1)𝑘 (𝑘−1)2𝑘
𝑘!(2𝜋𝑖)𝑘

∮
· · ·

∮
𝐺 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 )Δ(𝑧21, . . . , 𝑧

2
𝑘
)2∏𝑘

𝑗=1 𝑧
2𝑘−1
𝑗

𝑞
𝑥
2

∑𝑘
𝑗=1 𝑧 𝑗𝑑𝑧1 . . . 𝑑𝑧𝑘

po malim kru�nicama oko 𝑧𝑖 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, uz

𝐺 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 ) = 𝐴𝑘 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 )
𝑘∏
𝑗=1

𝑋

(
1

2
+ 𝑧 𝑗

)− 1
2 ∏
1≤𝑖≤ 𝑗≤𝑘

𝜁𝑞 (1 + 𝑧𝑖 + 𝑧 𝑗 ),

gde je aritmetiqki faktor 𝐴𝑘 dat Ojlerovim proizvodom

𝐴𝑘 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 ) =
∏
𝑃∈P

∏
1≤𝑖≤ 𝑗≤𝑘

(
1 − 1

|𝑃 |1+𝑧𝑖+𝑧 𝑗

)
× ©­«12 ©­«

𝑘∏
𝑗=1

(
1 − 1

|𝑃 | 12+𝑧 𝑗

)−1
+

𝑘∏
𝑗=1

(
1 + 1

|𝑃 | 12+𝑧 𝑗

)−1ª®¬ + 1

|𝑃 |
ª®¬
(
1 + 1

|𝑃 |

)−1
i Δ(𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 ) je oznaka za Vandermondovu determinantu.

Validnost Hipoteze 4.1 u sluqaju 𝑘 = 1 dokazali su Andrade i Kiting u radu [3],
gde su ustanovili da za prvi moment familije kvadratnih Dirihleovih karaktera
va�i∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
=
𝐶 (1)
2𝜁𝑞 (2)

𝑞2𝑔+1
(
(2𝑔 + 1) + 1 + 4

log 𝑞

𝐶′

𝐶
(1)

)
+𝑂

(
𝑞3𝑔/2+𝑔 log𝑞 2

)
,

gde je

𝐶 (𝑠) =
∏
𝑃∈P

(
1 − 1

( |𝑃 | + 1) |𝑃 |𝑠

)
.

�ihov rezultat znaqajno je popravila Florea u radu [42] u kome je uspela da dobije
jox jedan qlan i bo	u ocenu za grexku u asimptotskoj formuli,∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
=
𝐶 (1)
2𝜁𝑞 (2)

𝑞2𝑔+1
(
(2𝑔 + 1) + 1 + 4

log 𝑞

𝐶′

𝐶
(1)

)
+ 𝑞

2𝑔+1
3 𝑅(2𝑔 + 1) +𝑂

(
𝑞𝑔/2(1+𝜀)

)
, (4.2)
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gde je 𝑅 polinom stepena 1 qiji su koeficijenti eksplicitno izraqunati i 𝜀 > 0
proizvo	no mali broj. Ovaj rezultat ima mnogo ve�u dubinu od pukog tehniqkog
pobo	xa�a. Naime, heuristiqki se, kada 𝐷 prolazi skupom H2𝑔+1, za vrednosti
𝐿

( 1
2 , 𝜒𝐷

)
mo�e smatrati da su sluqajno izabrane u skupu {±1} sa jednakom vero-

vatno�om. Drugim reqima, suma ∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
koja definixe prvi momenat kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija mo�e se posma-
trati kao objekat iz verovatno�e poznat kao sluqajna xet�a2. Takvo posmatra�e
omogu�ava da se, posle raquna�a glavnog qlana, oqekuje da u preostalim sumama
postoje odre�ene kancelacije, posle kojih �e grexka biti reda veliqine jedna-
kom oqekivanoj uda	enosti od 0 odgovaraju�e sluqajne xet�e3. Dakle, oqekivana
asimptotska formula uz korensku kancelaciju za prvi momenat kvadratnih Diri-
hleovih 𝐿-funkcija je oblika∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
= 𝑞2𝑔+1 · (neki polinom stepena 1 po 𝑔) +𝑂 (𝑞𝑔+𝜀)

za proizvo	no 𝜀 > 0. Mo�e se primetiti da je rezultat (4.2) bo	i od tog predvi-
�a�a, xto znaqi da Florea u svom radu demonstrira vixe od korenske kancela-
cije, dobijaju�i tako jox finiji uvid u samu strukturu prvog momenta kvadratnih
Dirihleovih 𝐿-funkcija.

Izvor pobo	xa�a koje dobija Florea le�i u suptilnijoj analizi suma koje se
u raqunu pojav	uju posle primene Puasonove formule sumacije. Konkretno, posle
standardne primene aproksimativne funkcionalne jednaqine za kvadratne Diri-
hleove 𝐿-funkcije (Tvr�e�e 2.9) i formule sumacije opisane Lemom 2.10, problem
izraqunava�a prvog momenta u familiji kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija se
svodi na izraqunava�e suma oblika∑︁
𝑓 ∈M≤𝑔

1

| 𝑓 |1/2
∑︁
𝐶 | 𝑓∞
𝐶∈M≤𝑔

∑︁
ℎ∈M2𝑔+1−2d(𝐶 )

𝜒 𝑓 (ℎ) − 𝑞
∑︁
𝑓 ∈M≤𝑔

1

| 𝑓 |1/2
∑︁
𝐶 | 𝑓∞

𝐶∈M𝑔−1

∑︁
ℎ∈M2𝑔−1−2d(𝐶 )

𝜒 𝑓 (ℎ).

Unutrax�e sume po ℎ se da	e mogu tretirati primenom verzije Puasonove
formule sumacije nad F𝑞 [𝑡], opisane u Tvr�e�u 2.15, qime se ceo problem mo�e

2ako je 𝑛 prirodan broj, onda se sluqajna xet�a 𝑆𝑛 du�ine 𝑛 definixe kao suma
∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖, gde

su 𝑋𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 me�usobno nezavisne sluqajne promen	ive koje uzimaju vrednosti ±1 sa jednakom
verovatno�om. Oqekiva�e 𝐸 (𝑆𝑛) sluqajne xet�e 𝑆𝑛 je oqigledno 0, dok za oqekivanu uda	enost
od 0, 𝐸 ( |𝑆𝑛 |) va�i da je veliqine reda

√
𝑛.

3ovakvo oqekiva�e za grexku nije striktno vezano za problem raquna�a momenata kvadratnih
Dirihleovih 𝐿-funkcija i qesto se pojav	uje u analitiqkoj teoriji brojeva. Poznato je pod na-
zivom korenska kancelacija (eng. square-root cancellation) iz razloga xto je oqekivana uda	enost
od nule za sluqajnu xet�u du�ine 𝑛 upravo reda veliqine

√
𝑛.
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svesti na problem razumeva�a sume oblika∑︁
𝑓 ∈M≤𝑔

d( 𝑓 ) neparan

1

| 𝑓 |3/2
∑︁
𝐶 | 𝑓∞
𝐶∈M≤𝑔

1

|𝐶 |2
∑︁

𝑉∈Md( 𝑓 )−2𝑔+2d(𝐶 )

𝐺 (𝑉, 𝑓 ), (4.3)

gde je 𝐺 (𝑉, 𝑓 ), kao i do sada, oznaka za Gausovu sumu nad F𝑞 [𝑡]. U �oj se onda mogu
izdvojiti oni qlanovi za koje je 𝑓 potpun kvadrat i �ihov doprinos izraziti odgo-
varaju�im konturnim integralom. Izraqunava�em tog integrala dobija se glavni
qlan, odakle, uz ograniqava�e doprinosa onih 𝑓 koji nisu potpuni kvadrati, sledi
rezultat koji su dali Andrade i Kiting.

Ideja koju sprovodi Florea, inspirisana analognom idejom nad po	em racio-
nalnih brojeva (v. [97] i [100]), je da se dodatni doprinos glavnom qlanu potra�i
me�u nekvadratnim polinomima 𝑓 za koje je 𝑉 u unutrax�oj sumi u (4.3) potpun
kvadrat. Razlog posmatra�a takvih qlanova treba potra�iti u veliqini Gauso-
vih suma 𝐺 (𝑉, 𝑓 ). Naime, Lema 2.14 implicira da �e me�u qlanovima odre�enim
unutrax�om sumacijom po 𝑉 u (4.3) po veliqini biti dominantni upravo oni za
koje je 𝑉 potpun kvadrat i stoga ima smisla tra�iti dodatni doprinos glavnom
qlanu bax u �ima.

Upravo opisana ideja mo�e se primeniti i na izraqunava�e drugog i tre�eg
momenta kvadratnih Dirihlevih 𝐿-funkcija nad F𝑞 [𝑡], xto je tako�e uradila Flo-
rea [45]. Konkretno, ona je dobila da va�i

∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)2
=
𝑞2𝑔+1

𝜁𝑞 (2)
𝐴(2𝑔 + 1) +𝑂

(
𝑞𝑔(1+𝜀)

)
∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)3
=
𝑞2𝑔+1

𝜁𝑞 (2)
𝐵(2𝑔 + 1) +𝑂

(
𝑞3𝑔/2(1+𝜀)

)
,

gde su 𝐴 i 𝐵 polinomi stepena tri, odnosno xest, qiji se koeficijenti mogu
eksplicitno izraqunati.

Pored toga, prate�i sliqnu osnovnu ideju, Florea [44] je uspela da dobije i
formulu za qetvrti momenat,∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)4
=
𝑞2𝑔+1

𝜁𝑞 (2)
(𝑐10𝑞10 + 𝑐9𝑔9 + 𝑐8𝑔8) +𝑂

(
𝑞2𝑔+1𝑔7+

1
2+𝜀

)
, (4.4)

gde su 𝑐10, 𝑐9 i 𝑐8 neke eksplicitno opisane konstante. Me�utim, dobija�e pret-
hodne formule je znatno slo�enije od raquna�a momenta reda 1{3, jer iziskuje
jox suptilnije oce�iva�e qlanova koji doprinose grexki i svodi se na dava�e
dobre ocene za qetvrti pomereni moment familije 𝐿-funkcija L(𝑢, 𝜒𝐷), proin-
tegra	en po konturi K kru�nice sa centrom u 0 i polupreqnika 1/√𝑞. K	uqna za
analizu takvog momenta je opservacija da se priroda simetrije familije L(𝑢, 𝜒𝐷)
me�a kako se 𝑢 pomera du� kru�nice K. Kada je 𝑢 ,,blizu" centralne taqke 1/√𝑞
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familija L(𝑢, 𝜒𝐷) ima simplektiqku simetriju, pa se mo�e oqekivati doprinos
grexki reda veliqine 𝑔10. Me�utim, ,,uda	ava�em" od centralne taqke tip si-
metrije prelazi u unitarni, xto omogu�ava da se dobije4 grexka reda veliqine
𝑔4. Za potrebe dobija�a pomenute ocene o pomerenom qetvrtom momentu familije
𝐿-funkcija L(𝑢, 𝜒𝐷) prointegra	en po konturi K, Florea daje i narednu, gor�u
ocenu za opxte momente familije L(𝑢, 𝜒𝐷), koja je od znaqaja i sama po sebi.

Teorema 4.2. Neka je 𝑢 = 𝑒𝑖𝜃 za 𝜃 ∈ [0, 𝜋). Tada za svaki pozitivan broj 𝑘 i 𝜀 > 0
va�i ∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

����L (
𝑢
√
𝑞
, 𝜒𝐷

)����𝑘 � 𝑞2𝑔+1𝑔𝜀 exp

(
𝑘𝑀 (𝑢, 𝑔) + 𝑘

2

2
𝑉 (𝑢, 𝑔)

)
,

gde je 𝑀 (𝑢, 𝑔) = 1
2 log

(
min{𝑔, 1

2𝜃 }
)
i 𝑉 (𝑢, 𝑔) = 𝑀 (𝑢, 𝑔) + log 𝑔

2 .

Dokaz prethodne teoreme inspirisan je Saundarara
anovim radom [96] o momen-
tima Rimanove zeta funkcije. U pomenutom radu autor je uspeo da, uz pretpostavku
Rimanove hipoteze, doka�e da za 2𝑘-ti momenat

𝑀𝑘 (𝑇) =
∫ 𝑇

0

����𝜁 (
1

2
+ 𝑖𝑡

)����2𝑘 𝑑𝑡
Rimanove zeta funkcije va�i

𝑇 (log𝑇)𝑘2 �𝑘 𝑀𝑘 (𝑇) �𝑘,𝜀 𝑇 (log𝑇)𝑘
2+𝜀,

xto su optimalne granice, do na pojav	iva�e proizvo	nog 𝜀 > 0. K	uqno za
dobija�e prethodnih granica je razumeva�e da dominantni doprinos za 𝑀𝑘 (𝑇)
dolazi od onih vrednosti 𝑡 za koje je

��𝜁 ( 1
2 + 𝑖𝑡

) �� veliqine (log𝑇)𝑘 i odre�iva�a
veliqine skupa u kome se takve vrednosti 𝑡 nalaze. Sam pristup koji omogu�ava
takvo razumeva�e je probabilistiqki po prirodi i baziran je na Selbergovom re-
zultatu5 po kome, kada 𝑡 prolazi segmentom [𝑇, 2𝑇], vrednosti log

��𝜁 ( 1
2 + 𝑖𝑡

) �� imaju
normalnu raspodelu sa oqekiva�em 0 i varijansom 1

2 log log𝑇 .

Sliqno se onda za kvadratne Dirihleove 𝐿-funkcije nad funkcijskim po	ima

oqekuje da log
���L (

𝑢√
𝑞
, 𝜒𝐷

)��� ima normalnu raspodelu kad 𝐷 prolazi skupom H2𝑔+1,

pri qemu su 𝑀 (𝑢, 𝑔) i 𝑉 (𝑢, 𝑔) iz formulacije Teoreme 4.2 upravo redom oqekiva�e
i varijansa te raspodele. Sr� dokaza Teoreme 4.2 onda le�i u dava�u dobre ocene

za broj polinoma izH2𝑔+1 za koje su vrednosti log
���L (

𝑢√
𝑞
, 𝜒𝐷

)��� ,,iznad oqekiva�a".
4rezultat (4.4) koji je naveden je direktan citat Teoreme 1.1. iz [44]. Me�utim, u samom

radu [44] Florea navodi da se eksplicitno mogu izraqunati i qlanovi ni�eg reda, zak	uqno
sa onim uz 𝑔5. Dobiti qlanove ostalih, ni�ih redova bi predstav	alo veliki izazov, jer bi
to uk	uqivalo naqin da se prevazi�e grexka reda veliqine 𝑔4 koja potiqe iz ocene pomerenih
momenata familije L(𝑢, 𝜒𝐷) u taqkama ,,uda	enim" od 1/√𝑞.

5jedna varijanta tog Selbergovog rezultata je prikazana u (1.14).
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Konkretno, to je vrednost definisana sa

𝑁 (𝑉, 𝑢, 𝑔) =
����{𝐷 ∈ H2𝑔+1 | log

����L (
𝑢
√
𝑞
, 𝜒𝐷

)���� ≥ 𝑀 (𝑢, 𝑔) +𝑉
}���� .

Identiteti∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

����L (
𝑢
√
𝑞
, 𝜒𝐷

)����𝑘 = ∫ ∞

−∞
exp (𝑘𝑉 + 𝑘𝑀 (𝑢, 𝑔)) 𝑑𝑁 (𝑉, 𝑢, 𝑔)

= 𝑘

∫ ∞

−∞
exp (𝑘𝑉 + 𝑘𝑀 (𝑢, 𝑔)) 𝑁 (𝑉, 𝑢, 𝑔)𝑑𝑉

daju vezu izme�u 𝑁 (𝑉, 𝑢, 𝑔) i momenata kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija, xto
omogu�ava da se gor�a granica za posmatrane momente iz Teoreme 4.2 dobije da-
va�em gor�e granice za 𝑁 (𝑉, 𝑢, 𝑔).

Jox jedan znaqaj problem koji se u kontekstu funkcijskih po	a mo�e posma-
trati za familiju kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija je problem neanulira�a
funkcija te familije u centralnoj taqki 1

2 . Intuicija da mnogi objekti defini-
sani nad Q i nad F𝑞 (𝑡) koji su u analogiji, imaju i analogne osobine, mogla bi
sugerisati da za sve kvadratne Dirihleove karaktere 𝜒𝐷 va�i

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
≠ 0. (4.5)

Me�utim, ovakav analog Qovline hipoteze ne va�i nad funkcijskim po	ima, xto
je pokazala Vanlin Li u radu [77]. Ona je doxla do takvog rezultata dava�em geo-
metrijske interpretacije anulira�a kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija u taqki
1
2 , prema kojoj je 𝐿

( 1
2 , 𝜒𝐷

)
= 0 ako i samo ako postoji morfizam iz hipereliptiqke

krive C : 𝑦2 = 𝐷 u neki varijetet 𝐴𝑞 qija je slika gusta u 𝐴𝑞. Takvi morfizmi
poznati su kao dominantna preslikava�a. Pri tome �e 𝐴𝑞, u zavisnosti od toga da
li je 𝑞 potpun kvadrat ili nije, biti eliptiqka kriva nad F𝑞, odnosno Jakobijev
varijetet krive definisane jednaqinom 𝑦2 = 𝑓 (𝑥), gde je 𝑓 (𝑥) ∈ F𝑞 [𝑥] neki svo-
d	iv polinom stepena 6. Dava�em do�e ocene za broj dominantnih preslikava�a
C → 𝐴𝑞 onda se dobija i do�a ocena za broj e(𝑁) beskvadratnih moniqnih poli-
noma 𝐷 iz F𝑞 [𝑡] ograniqenog stepena 𝑁 za koje je 𝐿

( 1
2 , 𝜒𝐷

)
= 0, iskazana narednom

teoremom.

Teorema 4.3. Neka je 𝑞 potpun kvadrat. Tada za svako 𝜀 > 0 postoje pozitivne
konstante 𝑁′

𝜀 i 𝐶
′
𝜀 takve da je

|e(𝑁) | ≥ 𝐶′
𝜀 𝑁

1/2−𝜀

ispu�eno za sve 𝑁 > 𝑁′
𝜀.

Neka 𝑞 ≠ 3 nije potpun kvadrat. Tada za svako 𝜀 > 0 postoje pozitivne konstante
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𝑁′′
𝜀 i 𝐶′′

𝜀 takve da je
|e(𝑁) | ≥ 𝐶′′

𝜀 𝑁
1/3−𝜀

ispu�eno za sve 𝑁 > 𝑁′′
𝜀 .

Kao otvoreno je ostalo pita�e odre�iva�a taqne gustine kvadratnih karaktera
za koje se odgovaraju�a 𝐿-funkcija anulira. Konkretna hipoteza je da va�i

|e(𝑁) |
𝑁

→ 0, kada 𝑁 → ∞,

xto bi znaqilo da, iako Qovlina hipoteza nije taqna nad F𝑞 (𝑡), �u i da	e za-
dovo	avaju skoro svi kvadratni karakteri. Jedan rezultat u pravcu pokaziva�a
validnosti te hipoteze mo�e se prona�i u [14], gde autori pokazuju da va�i

|e(𝑁) | ≤ 0.037𝑁 + 𝑜(𝑁).

4.2. Momenti i neanulira�e 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova

eliptiqke krive nad funkcijskim po	ima

Neka je 𝐸/F𝑞 (𝑡) fiksirana eliptiqka kriva. Tada se nad funkcijskim po	em
F𝑞 (𝑡), sliqno kao za familiju kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija, mogu posma-
trati momenti za familiju 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova eliptiqke krive 𝐸 .
Oni su definisani sa ∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

) 𝑘
, (4.6)

gde je 𝑘 prirodan broj, a H ∗
2𝑔+1 predstav	a oznaku za skup svih beskvadratnih,

moniqnih polinoma stepena 2𝑔 + 1 koji su uzajamno prosti sa diskriminantom Δ

od 𝐸 .

Podse�a�a radi, za sve 𝐷 ∈ H ∗
2𝑔+1 znak funkcionalne jednaqine (3.5) za

L (𝑢, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) se mo�e izraziti u obliku proizvoda

𝜀 = 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1𝜒𝐷 (𝑀𝐸 ),

gde je 𝜖 (𝐸) znak funkcionalne jednaqine L(𝑢, 𝐸), 𝜖2𝑔+1 ∈ {±1} zavisi samo od 𝑔 i
𝑀𝐸 predstav	a proizvod svih prostih polinoma u kojima eliptiqka kriva 𝐸 ima
multiplikativnu redukciju. U sluqaju da va�i 𝜖2𝑔+1𝜖 (𝐸) = −1 i 𝑀𝐸 = 1, funkcio-
nalna jednaqina (3.5) implicira da je 𝐿

( 1
2 , 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
= 0, pa je problem odre�iva�a

momenata za familiju 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova eliptiqke krive 𝐸 trivi-
jalan.

Asimptotika momenata (4.6) kada 𝑔 → ∞, pod uslovom da ne va�i 𝜖2𝑔+1𝜖 (𝐸) =
−1 i 𝑀𝐸 = 1 i u sluqajevima 𝑘 ∈ {1, 2} odre�ena je u radu [16], gde su autori
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pokazali da za svako 𝜀 > 0 va�i

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
= 𝑐1 +𝑂𝜀

(
𝑞−𝑔+𝜀𝑔

)
(4.7)

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)2
= 𝑐2𝑔 +𝑂𝜀

(
𝑔1/2+𝜀

)
, (4.8)

pri qemu su 𝑐1 i 𝑐2 neke nenula konstante koje se mogu eksplicitno izraziti.

Za potrebe dobija�a asimptotskih formula (4.7) i (4.8), autori rada [16] su
dobili i naredni rezultat o pomerenim opxtim momentima familije L(𝑢, 𝐸 ⊗
𝜒𝐷), koji je od znaqaja i sam po sebi.

Teorema 4.4. Neka je 𝑘 > 0, 𝑢 = 𝑒𝑖𝜃 , 𝑣 = 𝑒𝑖𝛾, gde su 𝜃, 𝛾 ∈ [0, 2𝜋) i 𝑚 stepen za
L(𝑤, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) posmatrane kao polinom promen	ive 𝑤. Tada, za svako 𝜀 > 0,∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

����L (
𝑢

𝑞1/2+𝛼
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
L

(
𝑣

𝑞1/2+𝛽
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

) ����𝑘
�𝜀 𝑞

2𝑔𝑔𝜀 exp

(
𝑘𝑀 (𝑢, 𝑣, 𝑚) + 𝑘

2

2
𝑉 (𝑢, 𝑣, 𝑚)

)
va�i uniformno za |𝛼 |, |𝛽 | ≤ 1

𝑔
, pri qemu je

𝑀 (𝑢, 𝑣, 𝑚) = −1
2

(
logmin

{
𝑚,

1

2𝜃

}
+ logmin

{
𝑚,

1

2𝛾

})
i

𝑉 (𝑢, 𝑣, 𝑚) = log𝑚 − 𝑀 (𝑢, 𝑣, 𝑚) + logmin

{
𝑚,

1

𝜃 + 𝛾

}
+ logmin

{
𝑚,

1

𝜃 − 𝛾

}
.

Pored upravo prikazanih problema izraqunava�a prvog i drugog momenta za
familiju L(𝑢, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷), u radu [16] autori razmatraju i probleme izraqunava�a
mexovitih momenata∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

𝜖−2 𝐿

(
1

2
, 𝐸1 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿′

(
1

2
, 𝐸2 ⊗ 𝜒𝐷

)
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

𝜖−1 𝜖
−
2 𝐿

′
(
1

2
, 𝐸1 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿′

(
1

2
, 𝐸2 ⊗ 𝜒𝐷

)
,

gde su 𝐸1 i 𝐸2 dve (neobavezno razliqite) eliptiqke krive nad F𝑞 (𝑡). Pri tome je
za 1 ≤ 𝑖 ≤ 2 sa 𝜖−

𝑖
oznaqen ,,detektor" onih kvadratnih tvistova 𝐸𝑖 ⊗ 𝜒𝐷 za koje je
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znak 𝜖𝑖 funkcionalne jednaqine (3.5) odgovaraju�e 𝐿-funkcije negativan,

𝜖−𝑖 =
1 − 𝜖𝑖
2

.

Razlog upotrebe takvih detektora je qi�enica da pozitivan znak 𝜖𝑖 funkcionalne
jednaqine (3.5) implicira da je 𝐿′

( 1
2 , 𝐸𝑖 ⊗ 𝜒𝐷

)
= 0, qime se anulira doprinos

odgovaraju�eg qlana u sumama koje definixu posmatrane mexovite momente.
Pod uslovima da ne va�i 𝜖2𝑔+1𝜖 (𝐸1) = −1 i 𝑀𝐸1 = 1, ili 𝜖2𝑔+1𝜖 (𝐸2) = 1 i

𝑀𝐸2 = 1, ili 𝜖 (𝐸1) = 𝜖 (𝐸2) i 𝑀𝐸1 = 𝑀𝐸2 , autori u [16] su pokazali da, kada
𝑔 → ∞, za svako 𝜀 > 0 je ispu�eno

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝜖−2 𝐿

(
1

2
, 𝐸1 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿′

(
1

2
, 𝐸2 ⊗ 𝜒𝐷

)
= 𝑐3𝑔 +𝑂𝜀

(
𝑔1/2+𝜀

)
, (4.9)

gde je 𝑐3 neka nenula konstanta koja se mo�e eksplicitno izraziti. Sliqno, pod
uslovima da ne va�i 𝜖2𝑔+1𝜖 (𝐸1) = 1 i 𝑀𝐸1 = 1, ili 𝜖2𝑔+1𝜖 (𝐸2) = 1 i 𝑀𝐸2 = 1, ili
𝜖 (𝐸1) = −𝜖 (𝐸2) i 𝑀𝐸1 = 𝑀𝐸2 su dobili i asimptotsku formulu

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝜖−1 𝜖
−
2 𝐿

′
(
1

2
, 𝐸1 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿′

(
1

2
, 𝐸2 ⊗ 𝜒𝐷

)
= 𝑐4𝑔

2 +𝑂𝜀

(
𝑔1+𝜀

)
, (4.10)

gde je, ponovo, 𝑐4 neka nenula konstanta koja se mo�e eksplicitno izraziti.



Glava 4. Momenti i neanulira�e 𝐿-funkcija nad funkcijskim po	ima 64



GLAVA 5

Prvi mexoviti moment 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova

eliptiqke krive i kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija

nad funkcijskim po	ima

Ova glava posve�ena je problemu odre�iva�a asimptotika mexovitih momenata∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
i ∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

𝜖−𝐿′
(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
kada 𝑔 → ∞, pri qemu je 𝐸/F𝑞 (𝑡) neka fiksirana eliptiqka kriva i 𝜖− detektor
onih kvadratnih tvistova 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷 za koje je znak 𝜖 funkcionalne jednaqine (3.5)
odgovaraju�e 𝐿-funkcije negativan,

𝜖− =
1 − 𝜖
2

.

Konkretno, bi�e prikazani dokazi naredne dve teoreme koji su izvedeni u radu
[75].

Teorema 5.1. Pod uslovom da ne va�i 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 = −1 i 𝑀𝐸 = 1, kada 𝑔 → ∞, za
svako 𝜀 > 0 je ispu�eno

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
= c0(𝑀𝐸 ) + c1(𝑀𝐸 ) (2𝑔 + 1) +𝑂

(
𝑞−

𝑔

2+𝜀𝑔
)
,
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pri qemu su vrednosti c0(𝑀𝐸 ) i c1(𝑀𝐸 ) definisane u (5.11), (5.12) i (5.5).

Teorema 5.2. Pod uslovom da ne va�i 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 = −1 i 𝑀𝐸 = 1, kada 𝑔 → ∞, za
svako 𝜀 > 0 je ispu�eno

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝜖−𝐿′
(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
= d0(𝑀𝐸 ) + d1(𝑀𝐸 ) (2𝑔 + 1) + d2(𝑀𝐸 ) (2𝑔 + 1)2 +𝑂

(
𝑞−

𝑔

2+𝜀𝑔
)
,

pri qemu su vrednosti d0(𝑀𝐸 ), d1(𝑀𝐸 ) i d2(𝑀𝐸 ) definisane u (5.13), (5.14),
(5.15) i (5.5).

K	uqno za dokaziva�e i Teoreme 5.1 i Teoreme 5.2 je razumeva�e sume

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) =
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 (𝑁 𝑓 ℎ)
| 𝑓 |1/2+𝛼 |ℎ |1/2

,

gde su 𝜆( 𝑓 ) koeficijenti 𝐿-funkcije pridru�ene eliptiqkoj krivoj 𝐸 ,

L(𝑢, 𝐸) =
∑︁
𝑓 ∈M

𝜆( 𝑓 )𝑢d( 𝑓 ) ,

𝑁 ∈ M je polinom qiji svi prosti faktori dele diskriminantu Δ eliptiqke
krive 𝐸 , a 𝑋,𝑌 > 0 i 𝛼 ∈ C su parametri koji �e kasnije biti pogodno odabrani.

Asimptotika za S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) kada 𝑔 → ∞ odre�ena je u narednom tvr�e�u,
qiji je dokaz, usled velike du�ine biti izde	en na nekoliko delova.

Tvr�e�e 5.3. Ako je 𝑋 ≥ 𝑌 > 0 i 𝑋 � 𝑔, onda, kada 𝑔 → ∞, za sve 𝜀 > 0 va�i

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) =|H2𝑔+1 | (a0(𝑁, 𝛼,𝑌 ) + a1(𝑁, 𝛼) (𝑌 + 1))

+𝑂
(
𝑞2𝑔−𝑋/3𝑔3

)
+𝑂

(
𝑞2𝑔−𝑌/2

)
+𝑂

(
𝑞
𝑋+𝑌
2 +𝜀𝑔

)
,

uniformno za |𝛼 | ≤ 1
𝑔
, pri qemu su vrednosti a0(𝑁, 𝛼,𝑌 ) i a1(𝑁, 𝛼) definisane u

(5.6) i (5.7).

Prvi deo dokaza Tvr�e�a 5.3: Poqetne manipulacije sumama Za poqetak
se mo�e promeniti redosled sumacije u definiciji S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) i primeniti
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Lema 3.7. Time se dobija da je S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) jednako∑︁
𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌

𝜆( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2+𝛼 |ℎ |1/2

∑︁
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (𝑁 𝑓 ℎ)
∑︁

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞

∑︁
𝑅∈M2𝑔+1−d(𝐶1 )−2d(𝐶2 )

𝜒𝑅 (𝑁 𝑓 ℎ)

− 𝑞
∑︁

𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌

𝜆( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2+𝛼 |ℎ |1/2

∑︁
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (𝑁 𝑓 ℎ)
∑︁

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞

∑︁
𝑅∈M2𝑔−1−d(𝐶1 )−2d(𝐶2 )

𝜒𝑅 (𝑁 𝑓 ℎ)

= S′
𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) − 𝑞S′′

𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼),

gde je S′
𝐸
(𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) izra�eno sa∑︁

𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌

𝜆( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2+𝛼 |ℎ |1/2

∑︁
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (𝑁 𝑓 ℎ)
∑︁

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞

∑︁
𝑅∈M2𝑔+1−d(𝐶1 )−2d(𝐶2 )

𝜒𝑅 (𝑁 𝑓 ℎ),

a S′′
𝐸
(𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) je ista suma, uz jedinu razliku da je u �oj 𝑔 zame�eno sa 𝑔 − 1.

Suma po 𝑅 u definiciji S′
𝐸
(𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) se mo�e da	e izraziti koriste�i Tvr-

�e�e 2.15, qime se dobija da je S′
𝐸
(𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) jednako

𝑞2𝑔+1
∑︁

𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌

d(𝑁 𝑓 ℎ) paran

𝜆( 𝑓 )
|𝑁 | | 𝑓 |3/2+𝛼 |ℎ |3/2

∑︁
𝐶1 |Δ

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞
d(𝐶1)+2d(𝐶2)≤2𝑔+1

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (𝑁 𝑓 ℎ)
|𝐶1 | |𝐶2 |2

(
𝐺 (0, 𝑁 𝑓 ℎ)

+ (𝑞 − 1)
∑︁

𝑉∈M≤d(𝑁 𝑓 ℎ)+d(𝐶1 )+2d(𝐶2 )−2𝑔−3

𝐺 (𝑉, 𝑁 𝑓 ℎ) −
∑︁

𝑉∈Md(𝑁 𝑓 ℎ)+d(𝐶1 )+2d(𝐶2 )−2𝑔−2

𝐺 (𝑉, 𝑁 𝑓 ℎ)
)

+ 𝑞2𝑔+1τ(𝑞)
∑︁

𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌

d(𝑁 𝑓 ℎ) neparan

𝜆( 𝑓 )
|𝑁 | | 𝑓 |3/2+𝛼 |ℎ|3/2

∑︁
𝐶1 |Δ

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞
d(𝐶1)+2d(𝐶2)≤2𝑔+1

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (𝑁 𝑓 ℎ)
|𝐶1 | |𝐶2 |2

×
∑︁

𝑉∈Md(𝑁 𝑓 ℎ)+d(𝐶1 )+2d(𝐶2 )−2𝑔−2

𝐺 (𝑉, 𝑁 𝑓 ℎ).

Neka je S′
𝐸
(𝑉 = 0) oznaka za qlanove sa 𝑉 = 0 i S′

𝐸
(𝑉 ≠ 0) oznaka za qlanove

sa 𝑉 ≠ 0 u prethodnom izrazu za S′
𝐸
(𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) i neka su sliqno definisani

S′′
𝐸
(𝑉 = 0) i S′′

𝐸
(𝑉 ≠ 0). Dodatno, neka je

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 = 0) = S′
𝐸 (𝑉 = 0) − 𝑞S′′

𝐸 (𝑉 = 0)

i
S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 ≠ 0) = S′

𝐸 (𝑉 ≠ 0) − 𝑞S′′
𝐸 (𝑉 ≠ 0),

tako da je ispu�eno

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼) = S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 = 0) + S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 ≠ 0).
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U narednom koraku �e biti izraqunata asimptotika za S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 = 0), a
zatim u posled�em biti data gor�a granica za S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 ≠ 0).

Drugi deo dokaza Tvr�e�a 5.3: Raquna�e doprinosa qlanova 𝑉 = 0 Glavni
rezultat ovog koraka sumiran je u obliku naredne leme.

Lema 5.4. Kada 𝑔 → ∞ va�i

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 = 0) = |H2𝑔+1 | (a0(𝑁, 𝛼,𝑌 ) + a1(𝑁, 𝛼) (𝑌 + 1))

+𝑂
(
𝑞2𝑔−𝑋/3𝑔3

)
+𝑂

(
𝑞2𝑔−𝑌/2

)
,

uniformno za |𝛼 | ≤ 1
𝑔
, pri qemu su vrednosti a0(𝑁, 𝛼,𝑌 ) i a1(𝑁, 𝛼) definisane u

(5.6) i (5.7).

Dokaz. Na osnovu Leme 2.14 sledi da je 𝐺 (0, 𝑁 𝑓 ℎ) nenula ako i samo ako je 𝑁 𝑓 ℎ
potpun kvadrat nekog polinoma iz F𝑞 [𝑡], xto �e nada	e biti oznaqavano sa 𝑁 𝑓 ℎ =

�. U tom sluqaju je 𝐺 (0, 𝑁 𝑓 ℎ) = 𝜙(𝑁 𝑓 ℎ), pa va�i

S′
𝐸 (𝑉 = 0) = 𝑞2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌
𝑁 𝑓 ℎ=�

𝜆( 𝑓 )𝜙(𝑁 𝑓 ℎ)
|𝑁 | | 𝑓 |3/2+𝛼 |ℎ |3/2

∑︁
𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞

1

|𝐶2 |2
∑︁
𝐶1 |Δ

(𝐶1,𝑁 𝑓 ℎ)=1
d(𝐶1)≤2𝑔+1−2d(𝐶2)

𝜇(𝐶1)
|𝐶1 |

.

(5.1)
Unutrax�a suma po 𝐶1 izraqunata je u [16] na slede�i naqin,∑︁

𝐶1 |Δ
(𝐶1,𝑁 𝑓 ℎ)=1

d(𝐶1)≤2𝑔+1−2d(𝐶2)

𝜇(𝐶1)
|𝐶1 |

=
∑︁
𝐶1 |Δ

(𝐶1,𝑁 𝑓 ℎ)=1

𝜇(𝐶1)
|𝐶1 |

−
∑︁
𝐶1 |Δ

(𝐶1,𝑁 𝑓 ℎ)=1
d(𝐶1)>2𝑔+1−2d(𝐶2)

𝜇(𝐶1)
|𝐶1 |

=
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

𝑃-𝑁 𝑓 ℎ

(
1 − 1

|𝑃 |

)
+𝑂

(
𝑞−2𝑔 |𝐶2 |2

)

=
|𝑁 𝑓 ℎ |
𝜙(𝑁 𝑓 ℎ)

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 − 1

|𝑃 |

)
+𝑂

(
𝑞−2𝑔 |𝐶2 |2

)
. (5.2)

Pored toga, za svaki prirodan broj 𝑛 va�i∑︁
𝐶2∈M𝑛

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞

1 �𝜀 𝑞
𝜀𝑛, (5.3)

gde je 𝜀 > 0 proizvo	no. Uslov 𝑁 𝑓 ℎ = � tretira se na slede�i naqin. Prvo,
polinom 𝑁 se mo�e zapisati u obliku 𝑁 = 𝑁2

1𝑁2, gde je 𝑁2 beskvadratan polinom.
Onda je uslov da je 𝑁 𝑓 ℎ potpun kvadrat ekvivalentan sa 𝑓 ℎ = 𝑁2𝐿

2 za neki
polinom 𝐿. Tada se mo�e pisati 𝑓 = 𝑁′

2𝐴 i ℎ = 𝑁′′
2 𝐵, uz 𝑁

′
2𝑁

′′
2 = 𝑁2 i 𝐴𝐵 = 𝐿2.
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Sledi da je totalni doprinos grexke iz (5.2) u (5.1) ograniqen sa

�𝜀 𝑞
𝜀𝑔

∑︁
𝐿∈M≤[ (𝑋+𝑌 )/2]

1

|𝐿 |
∑︁

𝐴,𝐵∈M
𝐴𝐵=𝐿2

��𝜆(𝑁′
2𝐴)

��
�𝜀 𝑞

𝜀𝑔
∑︁

𝐿∈M≤[ (𝑋+𝑌 )/2]

1

|𝐿 |
∑︁

𝐴,𝐵∈M
𝐴𝐵=𝐿2

|𝐴|𝜀

�𝜀 𝑞
𝜀𝑔

∑︁
𝐿∈M≤[ (𝑋+𝑌 )/2]

|𝐿 |𝜀−1𝜏(𝐿2)

�𝜀 𝑞
𝜀𝑔+𝜀 𝑋+𝑌2 �𝜀 𝑞

𝜀𝑞, (5.4)

pri qemu je, uz ocenu (5.3) i uslov 𝑋,𝑌 � 𝑔, iskorix�ena qi�enica da |𝜆( 𝑓 ) | ≤
𝜏( 𝑓 ) �𝜀 | 𝑓 |𝜀 va�i za sve 𝑓 ∈ M.

Dobijeno omogu�ava da se (5.1) zapixe u obliku

S′
𝐸 (𝑉 = 0) = 𝑞2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌
𝑁 𝑓 ℎ=�

𝜆( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2+𝛼 |ℎ |1/2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 − 1

|𝑃 |

) ∑︁
𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞
d(𝐶2)≤𝑔

1

|𝐶2 |2
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔) .

Da	e je ispu�eno ∑︁
𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞
d(𝐶2)≤𝑔

1

|𝐶2 |2
=

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 − 1

|𝑃 |2

)−1
+𝑂𝜀

(
𝑞−2𝑔+𝜀𝑔

)
,

pri qemu se doprinos grexke tog izraza u S′
𝐸
(𝑉 = 0) raquna na naqin sliqan kao

xto je oce�eno (5.4). Zbog toga je

S′
𝐸 (𝑉 = 0) = 𝑞2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌
𝑁 𝑓 ℎ=�

𝜆( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2+𝛼 |ℎ |1/2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔) .

Sliqna ocena, uz jedinu razliku da je 𝑔 zame�eno sa 𝑔−1, va�i i za S′′
𝐸
(𝑉 = 0),

pa sledi

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 = 0) = |H2𝑔+1 |
∑︁

𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌
𝑁 𝑓 ℎ=�

𝜆( 𝑓 )
| 𝑓 |1/2+𝛼 |ℎ |1/2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔) .

Naredni korak sastoji se iz izra�ava�a suma po 𝑓 i ℎ preko konturnih inte-
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grala koriste�i Peronovu formulu,

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌,𝛼,𝑉 = 0)

=
|H2𝑔+1 |
(2𝜋𝑖)2

∮
|𝑢 |=𝑟

∮
|𝑣 |=𝑟

A𝐸 (𝑁, 𝑢, 𝑣, 𝛼)
𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑢𝑋+1𝑣𝑌+1(1 − 𝑢) (1 − 𝑣)
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔) ,

pri qemu je 𝑟 < 1 proizvo	no i

A𝐸 (𝑁, 𝑢, 𝑣, 𝛼) =
∑︁
𝑓 ,ℎ∈M
𝑁 𝑓 ℎ=�

𝜆( 𝑓 )𝑢d( 𝑓 )𝑣d(ℎ)

| 𝑓 |1/2+𝛼 |ℎ |1/2
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1
.

Uz podse�a�e na poqetni uslov da svi prosti faktori polinoma 𝑁 dele diskri-
minantu Δ, funkcija A𝐸 (𝑁, 𝑢, 𝑣, 𝛼) se mo�e zapisati u obliku narednog Ojlerovog
proizvoda,

A𝐸 (𝑁, 𝑢, 𝑣, 𝛼) =
∏
𝑃∈P
𝑃-Δ

(
1 +

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1 ∑︁
𝑖+ 𝑗 parno ≥2

𝜆(𝑃𝑖)𝑢𝑖d(𝑃)𝑣 𝑗d(𝑃)

|𝑃 | (1/2+𝛼)𝑖+ 𝑗/2

)

×
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

©­­­«
(
1 + 1

|𝑃 |

)−1 ∑︁
𝑖, 𝑗

𝑖+ 𝑗+ord𝑃 (𝑁) parno

𝜆(𝑃𝑖)𝑢𝑖d(𝑃)𝑣 𝑗d(𝑃)

|𝑃 | (1/2+𝛼)𝑖+ 𝑗/2
ª®®®¬ .

Sledi da je

A𝐸 (𝑁, 𝑢, 𝑣, 𝛼) = C𝐸 (𝑁, 𝑢, 𝑣, 𝛼)Z
(
𝑣2

𝑞

)
, (5.5)

gde je C𝐸 (𝑁, 𝑢, 𝑣, 𝛼) neka funkcija koja je data Ojlerovim proizvodom koji je uni-
formno ograniqen kada |𝑢 | ≤ 𝑞1/3 i |𝑣 | ≤ 𝑞1/2. Stoga

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 = 0)

=
|H2𝑔+1 |
(2𝜋𝑖)2

∮
|𝑢 |=𝑟

∮
|𝑣 |=𝑟

C𝐸 (𝑁, 𝑢, 𝑣, 𝛼)
𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑢𝑋+1𝑣𝑌+1(1 − 𝑢) (1 − 𝑣)2(1 + 𝑣)
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔)

va�i za sve 𝑟 < 1. Posle izbora 𝑟 = 𝑞−1/𝑔 i pomera�a konture po 𝑢 do |𝑢 | = 𝑞1/3,
prelazi se preko samo jednog prostog pola u 𝑢 = 1. Doprinos qlana koji potiqe od

novog integrala se mo�e trivijalno ograniqiti sa 𝑂
(
𝑞2𝑔−𝑋/3𝑔3

)
, pa sledi

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 = 0)

= −
|H2𝑔+1 |
(2𝜋𝑖)2

∮
|𝑣 |=𝑞−1/𝑔

C𝐸 (𝑁, 1, 𝑣, 𝛼)
𝑑𝑣

𝑣𝑌+1(1 − 𝑣)2(1 + 𝑣)
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔) +𝑂

(
𝑞2𝑔−𝑋/3𝑔3

)
.

Da	e se kontura po 𝑣 mo�e pomeriti do |𝑣 | = 𝑞1/2, qime se prelazi preko prostog
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pola u 𝑣 = −1 i dvostrukog pola u 𝑣 = 1. Doprinos qlana koji potiqe od novog

integrala se mo�e trivijalno oceniti sa 𝑂
(
𝑞2𝑔−𝑌/2

)
, dok je doprinos reziduuma

u 𝑣 = 1

−
|H2𝑔+1 |

2

𝜕

𝜕𝑣
(C𝐸 (𝑁, 1, 𝑣, 𝛼))

����
𝑣=1

+ |H2𝑔+1 |C𝐸 (𝑁, 1, 1, 𝛼)
2(𝑌 + 1) + 1

4

=
|H2𝑔+1 |

2
C𝐸 (𝑁, 1, 1, 𝛼) (𝑌 + 1) +

|H2𝑔+1 |
4

(
C𝐸 (𝑁, 1, 1, 𝛼) − 2

𝜕

𝜕𝑣
(C𝐸 (𝑁, 1, 𝑣, 𝛼))

����
𝑣=1

)
,

a reziduuma 𝑣 = −1 je
(−1)𝑌

|H2𝑔+1 |
4

C𝐸 (𝑁, 1,−1, 𝛼).

Konaqno, kombinova�em prethodnih rezultata dobija se

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 = 0)

= |H2𝑔+1 | (a0(𝑁, 𝛼,𝑌 ) + a1(𝑁, 𝛼) (𝑌 + 1)) +𝑂
(
𝑞2𝑔−𝑋/3𝑔3

)
+𝑂

(
𝑞2𝑔−𝑌/2

)
,

gde je

a0(𝑁, 𝛼,𝑌 ) =
1

4

(
C𝐸 (𝑁, 1, 1, 𝛼) − 2

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (𝑁, 1, 𝑣, 𝛼)

����
𝑣=1

+ (−1)𝑌C𝐸 (𝑁, 1,−1, 𝛼)
)
(5.6)

i

a1(𝑁, 𝛼) =
1

2
C𝐸 (𝑁, 1, 1, 𝛼), (5.7)

xto zavrxava ovaj dokaz.
�

Tre�i deo dokaza Tvr�e�a 5.3: Raquna�e doprinosa qlanova 𝑉 ≠ 0 I u
ovom koraku �e, sliqno kao u prethodnom, glavni rezultat biti prikazan u obliku
naredne leme.

Lema 5.5. Kada 𝑔 → ∞, za sve 𝜀 > 0 va�i

S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 ≠ 0) � 𝑞
𝑋+𝑌
2 +𝜀𝑔

uniformno za sve |𝛼 | ≤ 1
𝑔
.

Dokaz. Dovo	no je prona�i ocenu za

S(𝑉 ≠ 0) =𝑞2𝑔+1τ(𝑞)
∑︁

𝑓 ∈M≤𝑋
ℎ∈M≤𝑌

d(𝑁 𝑓 ℎ) neparan

𝜆( 𝑓 )
|𝑁 | | 𝑓 |3/2+𝛼 |ℎ |3/2

∑︁
𝐶1 |Δ

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞
d(𝐶1)+2d(𝐶2)≤2𝑔+1

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (𝑁 𝑓 ℎ)
|𝐶1 | |𝐶2 |2

×
∑︁

𝑉∈Md(𝑁 𝑓 ℎ)+d(𝐶1 )+2d(𝐶2 )−2𝑔−2

𝐺 (𝑉, 𝑁 𝑓 ℎ),



Glava 5. Prvi mexoviti moment 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova eliptiqke
krive i kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad funkcijskim po	ima 72

poxto se ostali qlanovi iz definicije S𝐸 (𝑁, 𝑋,𝑌, 𝛼,𝑉 ≠ 0) tretiraju istovetno.
Za poqetak se mo�e primetiti da∑︁

𝐶∈M𝑛

𝐶 | (Δ 𝑓 )∞

1

|𝐶 |2
=
𝑞−2𝑛

2𝜋𝑖

∮
|𝑤 |=𝑟

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓

(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1 𝑑𝑤

𝑤𝑛+1

va�i za svaki prirodan broj 𝑛 i svako 𝑟 < 1. Posle zapisiva�a 𝑉 = 𝑉1𝑉
2
2 , gde je

𝑉1 beskvadratan polinom, onda sledi

S(𝑉 ≠ 0) = 𝑞2𝑔+1τ(𝑞)
|𝑁 |

∑︁
𝑐1+2𝑐2≤2𝑔+1

𝑞−2𝑐2
∑︁

𝐶1∈M𝑐1
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (𝑁)
|𝐶1 |

×
∑︁
𝑚≤𝑋
𝑛≤𝑌

𝑚+𝑛+d(𝑁) neparno

∑︁
𝑗≤𝑚+𝑛+d(𝑁)+𝑐1+2𝑐2−2𝑔−2

𝑗+𝑐1 neparno

∑︁
𝑉1∈H 𝑗

∑︁
𝑉2∈M (𝑚+𝑛+d(𝑁 )+𝑐1− 𝑗 )/2+𝑐2−𝑔−1

× 1

2𝜋𝑖

∮
|𝑤 |=𝑟

∑︁
𝑓 ∈M𝑚

ℎ∈M𝑛

𝜒𝐶1 ( 𝑓 ℎ)𝜆( 𝑓 )𝐺 (𝑉1𝑉2
2 , 𝑁 𝑓 ℎ)

| 𝑓 |3/2+𝛼 |ℎ |3/2
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓

(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1 𝑑𝑤

𝑤𝑐2+1
.

Naredna ideja je da se sume po 𝑓 i 𝑔 izraze koriste�i Peronovu formulu. Pre
toga, prvo se mo�e primetiti da na osnovu Leme 2.14 va�i∑︁

𝑓 ,ℎ∈M

𝜒𝐶1 ( 𝑓 ℎ)𝜆( 𝑓 )𝐺 (𝑉1𝑉2
2 , 𝑁 𝑓 ℎ)

| 𝑓 |3/2+𝛼 |ℎ |3/2
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓

(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1
𝑢d( 𝑓 )𝑣d(ℎ)

= D(𝑉1; 𝑣)G(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼)E1(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼)E2(𝑉1𝑉2

2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼),

gde je

D(𝑉1; 𝑣) =
∏
𝑃∈P
𝑃-𝑉1

(
1 +

𝜒𝐶1𝑉1 (𝑃)𝑣d(𝑃)

|𝑃 |

)
,

G(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼) =
∏
𝑃∈P
𝑃-𝑉1

(
1 +

𝜒𝐶1𝑉1 (𝑃)𝜆(𝑃)𝑢d(𝑃)

|𝑃 |1+𝛼
(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1)
,

E1(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼)

=
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

©­­«
∑︁
𝑖, 𝑗

𝜒𝐶1 (𝑃𝑖+ 𝑗 )𝜆(𝑃𝑖)𝐺
(
𝑉1𝑉

2
2 ; 𝑃

𝑖+ 𝑗+ord𝑃 (𝑁)
)
𝑢𝑖d(𝑃)𝑣 𝑗d(𝑃)

|𝑃 | (3/2+𝛼)𝑖+3 𝑗/2
ª®®¬
(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1
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i

E2(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼)

=
∏
𝑃∈P
𝑃 |𝑉1𝑉2
𝑃-Δ

(
1 +

∑︁
𝑖, 𝑗

𝜒𝐶1 (𝑃𝑖+ 𝑗 )𝜆(𝑃𝑖)𝐺
(
𝑉1𝑉

2
2 ; 𝑃

𝑖+ 𝑗 ) 𝑢𝑖d(𝑃)𝑣 𝑗d(𝑃)
|𝑃 | (3/2+𝛼)𝑖+3 𝑗/2

(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1)

×
∏
𝑃∈P
𝑃-𝑉1
𝑃 |Δ𝑉2

(
1 +

𝜒𝐶1𝑉1 (𝑃)𝑣d(𝑃)

|𝑃 |

)−1 (
1 +

𝜒𝐶1𝑉1 (𝑃)𝜆(𝑃)𝑢d(𝑃)

|𝑃 |1+𝛼
(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1)−1
.

Najav	ena primena Peronove formule onda daje

S(𝑉 ≠ 0) = 𝑞2𝑔+1τ(𝑞)
|𝑁 |

∑︁
𝑐1+2𝑐2≤2𝑔+1

𝑞−2𝑐2
∑︁

𝐶1∈M𝑐1
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (𝑁)
|𝐶1 |

×
∑︁
𝑚≤𝑋
𝑛≤𝑌

𝑚+𝑛+d(𝑁) neparno

∑︁
𝑗≤𝑚+𝑛+d(𝑁)+𝑐1+2𝑐2−2𝑔−2

𝑗+𝑐1 neparno

∑︁
𝑉1∈H 𝑗

∑︁
𝑉2∈M (𝑚+𝑛+d(𝑁 )+𝑐1− 𝑗 )/2+𝑐2−𝑔−1

× 1

(2𝜋𝑖)3

∮
|𝑢 |=𝑟1

∮
|𝑣 |=𝑟2

∮
|𝑤 |=𝑟3

D(𝑉1; 𝑣)G(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼)

× E1(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼)E2(𝑉1𝑉2

2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼)
𝑑𝑢

𝑢𝑚+1
𝑑𝑣

𝑣𝑛+1
𝑑𝑤

𝑤𝑐2+1
, (5.8)

pri qemu je redom 𝑟1 = 𝑞
1/2+𝛼−𝜀, 𝑟2 = 𝑞1/2−𝜀 i 𝑟3 = 𝑞−𝜀.

Funkcija D(𝑉1; 𝑣) se mo�e zapisati u obliku

D(𝑉1; 𝑣) = L
(
𝑣

𝑞
, 𝜒𝐶1𝑉1

)
D1(𝑉1; 𝑣),

pri qemu jeD1(𝑉1; 𝑣, 𝑤) definisano Ojlerovim proizvodom koji konvergira kada je
|𝑣 | ≤ 𝑟2. Doprinos 𝐿-funkcije iz prethodnog izraza se mo�e ograniqiti na sliqan
naqin kao xto je to ura�eno u dokazu Leme 7.1. iz [42]. Konkretno, koriste�i
Teoremu 3.3 iz [1] i napomene iz dokaza Leme 7.1. iz [42], sledi da za svako
fiksirano 𝑐1 i 𝑗 va�i����L (

𝑣

𝑞
, 𝜒𝐶1𝑉1

)���� � 𝑒

𝑗+𝑐1−1

log𝑞
𝑗+𝑐1−1

2

+4
√
𝑞

2 ( 𝑗+𝑐1−1)
. (5.9)

Sliqno, ako je 𝑘2 najma�i prirodan broj takav da va�i |𝑟1𝑟 𝑘23 | < 1, onda se
mo�e pisati

G(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼) =
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L
(
𝑢

𝑞1+𝛼
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐶1𝑉1

)
L

(
𝑢𝑤

𝑞1+𝛼
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐶1𝑉1

)
. . .L

(
𝑢𝑤𝑘2−1

𝑞1+𝛼
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐶1𝑉1

)
G1(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼),

pri qemu je G1(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼) neki Ojlerov proizvod koji konvergira kada je |𝑢 | ≤
𝑟1 i |𝑤 | ≤ 𝑟3. Poput prethodnog ograniqava�a kvadratne 𝐿-funkcije, mo�e se
zak	uqiti da ����L (

𝑢𝑤 𝑗

𝑞
, 𝜒𝐶1𝑉1

)���� � 𝑒

𝑗+𝑐1−1

log𝑞
𝑗+𝑐1−1

2

+8
√
𝑞

2 ( 𝑗+𝑐1−1)
(5.10)

va�i za svako fiksirano 𝑐1 i 𝑗 i sve 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘2−1. Nakon uoqava�a da za |𝑢 | ≤ 𝑟1,
|𝑣 | ≤ 𝑟2, |𝑤 | ≤ 𝑟3 va�i

E1(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼) �𝜀 |𝑉1𝑉2 |𝜀

i
E2(𝑉1𝑉2

2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼) �𝜀 |𝑉2 |𝜀

i korix�e�a ocena (5.9) i (5.10), uz podse�a�e da je 𝑗 ≤ 𝑚+𝑛+d(𝑁)+𝑐1+2𝑐2−2𝑔−2,
sledi ∮

|𝑢 |=𝑟1

∮
|𝑣 |=𝑟2

∮
|𝑤 |=𝑟3

����D(𝑉1; 𝑣)G(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼)E1(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼)

× E2(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝛼)

𝑑𝑢

𝑢𝑚+1
𝑑𝑣

𝑣𝑛+1
𝑑𝑤

𝑤𝑐2+1

���� � 𝑞
𝑚+𝑛
2 (1+𝜀) |𝑉1𝑉2 |𝜀 .

Korix�e�em ove ocene u (5.8), uz trivijalno ograniqava�e ostalih qlanova dobija
se tra�eni rezultat. �

Kombinacijom rezultata dobijenih u Lemama 5.4 i 5.5 se onda kompletira dokaz
Tvr�e�a 5.3. Direktnom primenom tog tvr�e�a se dobijaju Teoreme 5.1 i 5.2, kao
xto �e biti naredno demonstrirano.

Dokaz Teoreme 5.1. Prvo, na osnovu Tvr�e�a 2.9 i 3.5 sledi∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
=

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤[𝔫/2]+2𝑔+1

ℎ∈M≤𝑔

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 ℎ)
| 𝑓 |1/2 |ℎ |1/2

+
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤[𝔫/2]+2𝑔+1
ℎ∈M≤𝑔−1

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 ℎ)
| 𝑓 |1/2 |ℎ|1/2

+ 𝜖
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤[ (𝔫−1)/2]+2𝑔+1

ℎ∈M≤𝑔

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 ℎ)
| 𝑓 |1/2 |ℎ|1/2

+ 𝜖
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤[ (𝔫−1)/2]+2𝑔+1

ℎ∈M≤𝑔−1

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 ℎ)
| 𝑓 |1/2 |ℎ |1/2

= S𝐸 (1, [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔, 0) + S𝐸 (1, [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔 − 1, 0)
+ 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1S𝐸 (𝑀𝐸 , [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔, 0) + 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1S𝐸 (𝑀𝐸 , [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔 − 1, 0).
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Na osnovu Tvr�e�a 5.3 prethodno je da	e jednako

|H2𝑔+1 |
(
a0(1, 0, 𝑔) + a0(1, 0, 𝑔 − 1) + (2𝑔 + 1)a1(1, 0)

+ 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 (a0(𝑀𝐸 , 0, 𝑔) + a0(𝑀𝐸 , 0, 𝑔 − 1) + (2𝑔 + 1)a1(𝑀𝐸 , 0))
)
+𝑂

(
𝑞

3𝑔
2 +𝜀𝑔

)
.

Konaqno, posle korix�e�a izraza (5.6) i (5.7) za a0 i a1 dobija se

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
= c0(𝑀𝐸 ) + c1(𝑀𝐸 ) (2𝑔 + 1) +𝑂

(
𝑞−

𝑔

2+𝜀𝑔
)
,

gde je

c0(𝑀𝐸 ) =
1

2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |

(
C𝐸 (1, 1, 1, 0) − 2

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (1, 1, 𝑣, 0)

����
𝑣=1

+ 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1
(
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 1, 0) − 2

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 𝑣, 0)

����
𝑣=1

) )
(5.11)

i

c1(𝑀𝐸 ) =
1

2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |
(
C𝐸 (1, 1, 1, 0) + 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 1, 0)

)
, (5.12)

xto kompletira dokaz teoreme. �

Dokaz Teoreme 5.2. Sliqno kao u prethodnom dokazu, na osnovu Tvr�e�a 2.9 i 3.6
sledi∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝜖−𝐿′
(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
= (1 − 𝜖) (log 𝑞)

∑︁
𝑓 ∈M≤[𝔫/2]+2𝑔+1

ℎ∈M≤𝑔

( [𝔫/2] + 2𝑔 + 1 − d( 𝑓 ))𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 ℎ)
| 𝑓 |1/2 |ℎ |1/2

+ (1 − 𝜖) (log 𝑞)
∑︁

𝑓 ∈M≤[𝔫/2]+2𝑔+1
ℎ∈M≤𝑔−1

( [𝔫/2] + 2𝑔 + 1 − d( 𝑓 ))𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 ℎ)
| 𝑓 |1/2 |ℎ |1/2

= (log 𝑞) ( [𝔫/2] + 2𝑔 + 1)
(
S𝐸 (1, [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔, 0) + S𝐸 (1, [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔 − 1, 0)

− 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 (S𝐸 (𝑀𝐸 , [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔, 0) + S𝐸 (𝑀𝐸 , [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔 − 1, 0))
)

+ 𝜕

𝜕𝛼

(
S𝐸 (1, [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔, 𝛼) + S𝐸 (1, [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔 − 1, 𝛼)

− 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 (S𝐸 (𝑀𝐸 , [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔, 𝛼) + S𝐸 (𝑀𝐸 , [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝑔 − 1, 𝛼))
)����
𝛼=0

.
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Korix�e�em Tvr�e�a 5.3 dobija se da je prethodno da	e jednako

|H2𝑔+1 | (log 𝑞) ( [𝔫/2] + 2𝑔 + 1)
(
a0(1, 0, 𝑔) + a0(1, 0, 𝑔 − 1) + (2𝑔 + 1)a1(1, 0)

− 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 (a0(𝑀𝐸 , 0, 𝑔) + a0(𝑀𝐸 , 0, 𝑔 − 1) + (2𝑔 + 1)a1(𝑀𝐸 , 0))
)

+ |H2𝑔+1 |
𝜕

𝜕𝛼

(
a0(1, 𝛼, 𝑔) + a0(1, 𝛼, 𝑔 − 1) + (2𝑔 + 1)a1(1, 𝛼)

− 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 (a0(𝑀𝐸 , 𝛼, 𝑔) + a0(𝑀𝐸 , 𝛼, 𝑔 − 1) + (2𝑔 + 1)a1(𝑀𝐸 , 𝛼))
)����
𝛼=0

+𝑂
(
𝑞

3𝑔
2 +𝜀𝑔

)
.

Konaqno, posle raspisiva�a a0 i a1 na osnovu �ihovih izraza (5.6) i (5.7) dobija
se

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝜖−𝐿′
(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
= d0(𝑀𝐸 ) + d1(𝑀𝐸 ) (2𝑔 + 1) + d2(𝑀𝐸 ) (2𝑔 + 1)2 +𝑂

(
𝑞−

𝑔

2+𝜀𝑔
)
,

gde je

d0(𝑀𝐸 ) =
[𝔫/2] (log 𝑞)

2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |

(
C𝐸 (1, 1, 1, 0) − 2

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (1, 1, 𝑣, 0)

����
𝑣=1

− 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1
(
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 1, 0) − 2

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 𝑣, 0)

����
𝑣=1

) )
+ 1

2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |

(
𝜕

𝜕𝛼
C𝐸 (1, 1, 1, 𝛼)

����
𝛼=0

− 2
𝜕

𝜕𝛼

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (1, 1, 𝑣, 𝛼)

����
𝛼=0
𝑣=1

− 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1

(
𝜕

𝜕𝛼
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 1, 𝛼)

����
𝛼=0

− 2
𝜕

𝜕𝛼

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 𝑣, 𝛼)

����
𝛼=0
𝑣=1

) )
, (5.13)

d1(𝑀𝐸 ) =
[𝔫/2] (log 𝑞)

2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |

(
C𝐸 (1, 1, 1, 0) − 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 1, 0)

)
+ log 𝑞

2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |

(
C𝐸 (1, 1, 1, 0) − 2

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (1, 1, 𝑣, 0)

����
𝑣=1

− 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1
(
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 1, 0) − 2

𝜕

𝜕𝑣
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 𝑣, 0)

����
𝑣=1

) )
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+ 1

2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |

(
𝜕

𝜕𝛼
C𝐸 (1, 1, 1, 𝛼)

����
𝛼=0

− 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1
𝜕

𝜕𝛼
C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 1, 𝛼)

����
𝛼=0

)
(5.14)

i

d2(𝑀𝐸 ) =
log 𝑞

2

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |

(
C𝐸 (1, 1, 1, 0) − 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1C𝐸 (𝑀𝐸 , 1, 1, 0)

)
. (5.15)

�

5.1. Primena na istovremeno neanulira�e

Rezultati iz prethodnog ode	ka, opisani Teoremama 5.1 i 5.2 mogu se iskori-
stiti da se dobiju do�e granice broja polinoma izH ∗

2𝑔+1 za koje se 𝐿
( 1
2 , 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
i

𝐿
( 1
2 , 𝜒𝐷

)
, odnosno 𝐿′

( 1
2 , 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
i 𝐿

( 1
2 , 𝜒𝐷

)
istovremeno ne anuliraju. Konkretno,

va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 5.6. Pod uslovom da nije ispu�eno 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 = −1 i 𝑀𝐸 = 1, kada
𝑔 → ∞, za svako 𝜀 va�i

#

{
𝐷 ∈ H ∗

2𝑔+1 | 𝐿
(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
≠ 0

}
� 𝑞2𝑔

𝑔6+𝜀

i

#

{
𝐷 ∈ H ∗

2𝑔+1 | 𝐿′
(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)
≠ 0

}
� 𝑞2𝑔

𝑔6+𝜀
.

Dokaz. Primene Teoreme 4.2 i 4.4 daju slede�e gor�e granice∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)4
� 𝑞2𝑔𝑔10+𝜀 (5.16)

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)4
� 𝑞2𝑔𝑔6+𝜀 . (5.17)

Dodatno, iz Helderove nejednakosti sledi

©­«
∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)4ª®¬
©­­«

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)4ª®®¬
©­­­­­«

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1
𝐿( 12 ,𝐸⊗𝜒𝐷)𝐿( 12 ,𝜒𝐷)≠0

1

ª®®®®®¬

2



Glava 5. Prvi mexoviti moment 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova eliptiqke
krive i kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad funkcijskim po	ima 78

≥
©­­«

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

(
1

2
, 𝜒𝐷

)ª®®¬
4

.

Prvo deo teoreme onda sledi kombinacijom prethodnog sa (5.16), (5.17) i Teoremom
5.1.

Drugi deo teoreme se dobija na isti naqin, uz jedinu razliku da se umesto
(5.17) koristi gor�a granica (9.2) iz [16],

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿′
(
1

2
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)4
� 𝑞2𝑔𝑔10+𝜀 .

�



GLAVA 6

Hipoteze o koliqnicima 𝐿-funkcija

Ova glava posve�ena je hipotezama o koliqnicima 𝐿-funkcija u razliqitim
familijama. Pri tome �e se prvi deo izlaga�a baviti klasiqnim kontekstom 𝐿-
funkcija nad po	em racionalnih brojeva, dok �e u drugom delu fokus izlaga�a
biti na familiji kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad funkcijskim po	ima.

6.1. Hipoteze o koliqnicima 𝐿-funkcija nad po	em racionalnih

brojeva

U kontekstu po	a racionalnih brojeva, hipoteza o koliqnicima za familiju1

𝐿-funkcija {𝐿 (𝑠, 𝑓 ) | 𝑓 ∈ F } predstav	a hipotezu o asimptotskom ponaxa�u
usred�enog koliqnika

∑︁
𝑓 ∈F

∏𝐾
𝑖=1 𝐿

( 1
2 + 𝛼𝑖, 𝑓

) ∏𝐿
𝑗=1 𝐿

(
1
2 + 𝛼𝐾+ 𝑗 , 𝑓

)
∏𝑄

𝑘=1 𝐿
( 1
2 + 𝛾𝑘 , 𝑓

) ∏𝑅
ℓ=1 𝐿

(
1
2 + 𝛿ℓ, 𝑓

) 𝑔(𝑐( 𝑓 )), (6.1)

gde su 𝐾, 𝐿, 𝑄 i 𝑅 prirodni brojevi, 𝛼 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐾+𝐿, 𝛾𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑄 i 𝛿ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ 𝑅

kompleksni brojevi qiji su realni delovi pozitivni, 𝑐( 𝑓 ) logaritamski konduktor
za 𝐿 (𝑠, 𝑓 ) i 𝑔(𝑡) neka pogodno izabrana te�inska funkcija. Prvu hipotezu takve
vrste dao je Farmer [41] za Rimanovu zeta funkciju,

1

𝑇

∫ 𝑇

0

𝜁 (𝑠 + 𝛼)𝜁 (1 − 𝑠 + 𝛽)
𝜁 (𝑠 + 𝛾)𝜁 (1 − 𝑠 + 𝛿) 𝑑𝑡 ∼ 1 + (1 − 𝑇−𝛼−𝛽) (𝛼 − 𝛾) (𝛽 − 𝛿)

(𝛼 + 𝛽) (𝛾 + 𝛿) , (6.2)

1za definiciju familije 𝐿-funkcija i �oj pridru�enih objekata pogledati Ode	ak 1.4
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gde je 𝑠 = 1
2 + 𝑖𝑡 kompleksan broj, a 𝛼, 𝛽, 𝛾 i 𝛿 kompleksni brojevi qiji su realni

delovi pozitivni i ograniqeni sa 𝑐
log𝑇 , gde je 𝑐 > 0 neka konstanta. Hipotezu (6.2)

Farmer nije opravdao qvrstim argumentima, ali je ona svejedno zaslu�ila dosta
pa��e iz razloga xto je imala znaqajne implikacije za Rimanovu zeta funkciju
(vixe reqi o samim primenama hipoteza o koliqnicima za razliqite familije
𝐿-funkcija bi�e u narednom ode	ku).

Stoga je postalo od interesa dati generalizovane hipoteze za ponaxa�e pome-
nutih usred�enih koliqnika (6.1), xto je ura�eno u radu [27]. Taj rad se osla�a na
sliqne heuristike koje su korix�ene u radu [26] za dava�e hipoteza o momentima
𝐿-funkcija, o qemu je bilo reqi u Glavi 1. To posebno znaqi da se dobija�e hi-
poteza o koliqnicama 𝐿-funkcija, sliqno kao i hipoteza o momentima, ne bazira
direktno na teoriji sluqajnih matrica, ali ima odre�enu potporu u analognim
rezultatima za karakteristiqne polinome sluqajnih matrica (v. [28] i [55]). Pri
tome je konkretan postupak za dobija�e hipoteza o koliqnicima tako�e izra�en u
obliku svojevrsnog ,,recepta", veoma nalik onima koji su prikazani u Glavi 1. Zbog
takvih velikih sliqnosti �e naredni prikaz recepta za dobija�e hipoteza o ko-
liqnicima 𝐿-funkcija biti samo u osnovnim crtama, bez ispisiva�a deta	a koji
su identiqni onima iz recepta za dobija�e hipoteza o momentima 𝐿-funkcija.

Recept za dobija�e hipoteze o koliqnicima u familiji primitivnih

𝐿-funkcija Hipoteza za asimptotsko ponaxa�e usred�enog koliqnika (6.1) u
familiji primitivnih 𝐿-funkcija {𝐿 (𝑠, 𝑓 ) | 𝑓 ∈ F } mo�e se dobiti sprovode�i
naredne korake.

(1) Na poqetku se posmatra koliqnik∏𝐾
𝑖=1 𝐿

( 1
2 + 𝛼𝑖, 𝑓

) ∏𝐿
𝑗=1 𝐿

(
1
2 + 𝛼𝐾+ 𝑗 , 𝑓

)
∏𝑄

𝑘=1 𝐿
( 1
2 + 𝛾𝑘 , 𝑓

) ∏𝑅
ℓ=1 𝐿

(
1
2 + 𝛿ℓ, 𝑓

) .

(2) Svaka 𝐿-funkcija koja se pojav	uje u brojiocu se zameni svojom aproksima-
tivnom funkcionalnom jednaqinom (1.27), pri qemu se ignorixu ostaci iz
tih jednaqina. Za 𝐿-funkcije koje se pojav	uju u imeniocu se koristi zapis
u obliku reda

1

𝐿 (𝑠, 𝑓 ) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜇𝐿, 𝑓 (𝑛)
𝑛𝑠

, (6.3)

pri qemu su kompleksni brojevi 𝜇𝐿, 𝑓 (𝑛), 𝑛 ≥ 1 odgovaraju�i koeficijenti i
koji je, uz pretpostavku odgovaraju�e Rimanove hipoteze, validan za <(𝑠) >
1
2 . Zameniti svaku 𝐿-funkciju koja se pojav	uje u imeniocu odgovaraju�im
redom (6.3). Izrazi dobijeni posle svih zamena se izmno�e, qime se dobija
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suma sa 2𝐾+𝐿 qlanova. Svaki od �ih se mo�e zapisati u obliku

(proizvod 𝜖 𝑓 faktora) (proizvod X𝑓 faktora)
×

∑︁
𝑛1<𝑋1,𝑛2<𝑋2,...𝑛𝐾+𝐿<𝑋𝐾+𝐿 ,𝑛𝐾+𝐿+1≥1,...,𝑛𝐾+𝐿+𝑄+𝑅≥1

(odgovaraju�i sumand) (6.4)

(3) Stavi se 𝑠 = 1
2 i proizvod 𝜖 𝑓 faktora u (6.4) se zameni svojom oqekivanom

vrednox�u usred�enoj po familiji koja se posmatra. Konkretna zamena se
vrxi na potpuno isti naqin kao analogna zamena u koraku (3) recepta za
dobija�e hipoteza o momentima primitivnih 𝐿-funkcija u familijama.

(4) Zameniti svaki od preostalih qlanova svojom oqekivanom vrednox�u usred-
�enoj po familiji koja se posmatra. Ovaj korak je analogan koraku (4) re-
cepta za dobija�e hipoteza o momentima primitivnih 𝐿-funkcija u fami-
lijama.

(5) Konaqne sumacije u svim preostalim qlanovima se produ�e do beskonaqno-
sti. Kao rezultat takvih produ�e�a nastaje funkcija koja se oznaqava sa
𝑀 𝑓

( 1
2 , 𝛼, 𝛾, 𝛿

)
, gde je 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝐾+𝐿), 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑄) i 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑅).

(6) Dobija se hipoteza o koliqnicima u obliku

∑︁
𝑓 ∈F

∏𝐾
𝑖=1 𝐿

( 1
2 + 𝛼𝑖, 𝑓

) ∏𝐿
𝑗=1 𝐿

(
1
2 + 𝛼𝐾+ 𝑗 , 𝑓

)
∏𝑄

𝑘=1 𝐿
( 1
2 + 𝛾𝑘 , 𝑓

) ∏𝑅
ℓ=1 𝐿

(
1
2 + 𝛿ℓ, 𝑓

) 𝑔(𝑐( 𝑓 ))

=
∑︁
𝑓 ∈F

𝑀 𝑓

(
1

2
, 𝛼, 𝛾, 𝛿

) (
1 +𝑂 (𝑒(− 1

2+𝜀)𝑐( 𝑓 ))
)
𝑔(𝑐( 𝑓 )).

Kao primeri hipoteze dobijene na osnovu prethodno opisanog recepta bi�e
prikazane hipoteze o koliqnicima za Rimanovu zeta funkciju i za familiju kva-
dratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija.

Hipoteza 6.1. Neka su 𝐾, 𝐿, 𝑄 i 𝑅 prirodni brojevi 𝛾𝑞, 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑄 i 𝛿𝑟 , 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅

kompleksni brojevi qiji su realni delovi pozitivni i 𝛼 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐾+𝐿 kompleksni
brojevi sa osobinom <(𝛼 𝑗 ) > − 1

𝐾+𝐿 . Tada je za svako 𝜖 > 0,∫ 𝑇

0

∏𝐾
𝑘=1 𝜁 (𝑠 + 𝛼𝑘 )

∏𝐾+𝐿
ℓ=𝐾+1 𝜁 (1 − 𝑠 − 𝛼ℓ)∏𝑄

𝑞=1 𝜁 (𝑠 + 𝛾𝑞)
∏𝑅
𝑟=1 𝜁 (1 − 𝑠 + 𝛿𝑟)

𝑑𝑡

=

∫ 𝑇

0

∑︁
𝜎∈Ξ𝐾,𝐿

𝐾∏
𝑘=1

𝜒(𝑠 + 𝛼𝑘 )
𝜒(𝑠 − 𝛼𝜎(𝑘))

𝑌𝜁 𝐴𝜁
(
𝛼𝜎(1) , 𝛼𝜎(2) , . . . , 𝛼𝜎(𝐾+𝐿); 𝛾; 𝛿

)
𝑑𝑡 +𝑂

(
𝑇1/2+𝜖

)
,

gde je 𝑠 = 1
2 + 𝑖𝑡, 𝜒(𝑠) je faktor iz funkcionalne jednaqine

𝜁 (1 − 𝑠) = 𝜒(1 − 𝑠)𝜁 (𝑠),
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odre�en sa

𝜒(1 − 𝑠) = 2(2𝜋)−𝑠Γ(𝑠) cos 𝜋𝑠
2
,

Ξ𝐾,𝐿 je skup svih permutacija 𝜎 skupa {1, 2, . . . , 𝐾 + 𝐿} za koje va�i 𝜎(1) < 𝜎(2) <
· · · < 𝜎(𝐾) i 𝜎(𝐾 + 1) < 𝜎(𝐾 + 2) < . . . 𝜎(𝐾 + 𝐿),

𝑌𝜁 = 𝑌𝜁 (𝛼; 𝛾; 𝛿) =
∏𝐾
𝑘=1

∏𝐿
ℓ=1 𝜁 (1 + 𝛼𝑘 − 𝛼𝐾+ℓ)

∏𝑄

𝑞=1

∏𝑅
𝑟=1 𝜁 (1 + 𝛾𝑞 + 𝛿𝑟)∏𝐾

𝑘=1

∏𝑅
𝑟=1 𝜁 (1 + 𝛼𝑘 + 𝛿𝑟)

∏𝐿
ℓ=1

∏𝑄

𝑞=1 𝜁 (1 − 𝛼𝐾+ℓ + 𝛾𝑞)

i 𝐴𝜁 (𝛼; 𝛾; 𝛿) je Ojlerov proizvod koji zavisi od 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝐿), 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑄)
i 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑅) i eksplicitno je opisan sa

𝐴𝜁 (𝛼; 𝛾; 𝛿) =
∏
𝑝

∏𝐾
𝑘=1

∏𝐿
ℓ=1

(
1 − 1

𝑝1+𝛼𝑘−𝛼𝐾+ℓ

) ∏𝑄

𝑞=1

∏𝑅
𝑟=1

(
1 − 1

𝑝1+𝛾𝑞+𝛿𝑟

)
∏𝐾
𝑘=1

∏𝑅
𝑟=1

(
1 − 1

𝑝1+𝛼𝑘+𝛿𝑟

) ∏𝐿
ℓ=1

∏𝑄

𝑞=1

(
1 − 1

𝑝1−𝛼𝐾+ℓ+𝛾𝑞

)
×

∑︁
∑
𝑘 𝑎𝑘+

∑
𝑞 𝑐𝑞=

∑
ℓ 𝑏ℓ+

∑
𝑟 𝑑𝑟

∏
𝑞 𝜇(𝑝𝑐𝑞 )

∏
𝑟 𝜇(𝑝𝑑𝑟 )

𝑝
∑
𝑘 ( 12+𝛼𝑘)𝑎𝑘+

∑
ℓ ( 12−𝛼𝐾+ℓ)𝑏ℓ+∑𝑞 ( 12+𝛾𝑞)𝑐𝑞+

∑
𝑟 ( 12+𝛿𝑟)𝑑𝑟

,

pri qemu je 𝜇 oznaka za Mebijusovu funkciju.

Hipoteza 6.2. Neka su 𝐾 i 𝑄 prirodni brojevi, 𝛼𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾 i 𝛾𝑚, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑄

kompleksni brojevi qiji su realni delovi pozitivni. Tada je za svako 𝜀 > 0,

∑︁
0<𝑑≤𝑋

∏𝐾
𝑘=1 𝐿 (1/2 + 𝛼𝑘 , 𝜒𝑑)∏𝑄

𝑚=1 𝐿 (1/2 + 𝛾𝑚, 𝜒𝑑)
=

∑︁
0<𝑑≤𝑋

∑︁
𝜖∈{−1,1}𝐾

(
𝑑

𝜋

)∑𝐾
𝑘=1

1
2 (𝜖𝑘𝛼𝑘−𝛼𝑘)

×
𝐾∏
𝑘=1

𝑔+

(
1

2
+ 𝛼𝑘 − 𝜖𝑘𝛼𝑘

2

)
𝑌 (𝜖1𝛼1, . . . , 𝜖𝐾𝛼𝐾 ; 𝛾)𝐴(𝜖1𝛼1, . . . , 𝜖𝐾𝛼𝐾 ; 𝛾) +𝑂

(
𝑋1/2+𝜀

)
,

gde je

𝜖 = (𝜖1, . . . , 𝜖𝐾),

𝑔+(𝑠) =
Γ( 1−𝑠2 )
Γ( 𝑠2 )

,

𝑌 (𝛼; 𝛾) =
∏

𝑗≤𝑘≤𝐾 𝜁 (1 + 𝛼 𝑗 + 𝛼𝑘 )
∏
𝑚<𝑟≤𝑄 𝜁 (1 + 𝛾𝑚 + 𝛾𝑟)∏𝐾

𝑘=1

∏𝑄

𝑚=1 𝜁 (1 + 𝛼𝑘 + 𝛾𝑚)

i 𝐴(𝛼; 𝛾) je Ojlerov proizvod koji zavisi od 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝐾) i 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑄) i
eksplicitno je opisan sa

𝐴(𝛼; 𝛾) =
∏
𝑝

∏
𝑗≤𝑘≤𝐾

(
1 − 1

𝑝
1+𝛼𝑗+𝛼𝑘

) ∏
𝑚<𝑟≤𝑄

(
1 − 1

𝑝1+𝛾𝑚+𝛾𝑟

)
∏𝐾
𝑘=1

∏𝑄

𝑚=1

(
1 − 1

𝑝1+𝛼𝑘+𝛾𝑚

)
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× ©­«1 +
(
1 + 1

𝑝

)−1 ∑︁
0<

∑
𝑘 𝑎𝑘+

∑
𝑚 𝑐𝑚 parno

∏
𝑚 𝜇 (𝑝𝑐𝑚)

𝑝
∑
𝑘 𝑎𝑘 ( 12+𝛼𝑘)+

∑
𝑚 𝑐𝑚( 12+𝛾𝑚)

ª®¬ .
6.2. Neke primene hipoteza o koliqnicima

U prethodnom ode	ku je napomenuto da hipoteza o koliqicima, qak i u svom
veoma jednostavnom obliku (6.2) ima znaqajne implikacije za Rimanovu zeta funk-
ciju. U ovom ode	ku �e biti reqi o nekima od tih posledica i primena. Pri tome,
�ih je mogu�e prikazati u potpuno apstraktnom kontekstu primitivnih 𝐿-funkcija
Selbergove klase, ali �e, radi jednostavnosti i jasno�e, svi primeri biti vezani
za konkretne familije 𝐿-funkcija. Xira priqa o ovoj tematici mo�e se prona�i
u preglednom radu [31].

Gustina prvog nivoa nula kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija Pod pret-
postavkom generalizovane Rimanove hipoteze se sve nule proizvo	ne kvadratne
Dirihleove 𝐿-funkcije 𝐿 (𝑠, 𝜒𝑑) nalaze na osi <(𝑠) = 1

2 , pa se �ihovi imaginarni
delovi mogu pore�ati u niz (𝛾 𝑗 ,𝑑) 𝑗∈Z. Neka je 𝑓 (𝑧) test funkcija, za koju se zahteva
da ima slede�e osobine:

• 𝑓 (𝑧) je holomorfna u regionu |=(𝑧) | < 2.

• 𝑓 (𝑧) je realna na realnoj osi i parna.

• 𝑓 (𝑥) � 1

1 + 𝑥2
kada 𝑥 → ∞. (6.5)

Suma

W𝑓 (𝑑) =
∑︁
𝑗

𝑓

(
𝛾 𝑗 ,𝑑

log 𝑑
𝜋

2𝜋

)
naziva se gustinom prvog nivoa nula kvadratne Dirihleove 𝐿-funkcije 𝐿 (𝑠, 𝜒𝑑).
U radu [85], autori su pokazali da va�i

lim
𝑋→∞

1

𝑋∗

∑︁∗

0<𝑑≤𝑋
W𝑓 (𝑑) =

∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑡)

(
1 − sin 2𝜋𝑥

2𝜋𝑥

)
𝑑𝑥, (6.6)

gde je
∑︁∗

oznaka za sumaciju svim fundamentalnim diskriminantama, a 𝑋∗ je broj
fundamentalnih diskriminanti u intervalu (0, 𝑋] i proporcionalan je 𝑋. Pri
tome se sa desne strane (6.6) pojav	uje faktor gustine koji je oblika 1− sin 2𝜋𝑥

2𝜋𝑥 , iz
razloga xto posmatrana familija kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija ima sim-
plektiqku simetriju. Za familije 𝐿-funkcija koje imaju drugaqiji tip simetrije
i faktor gustine �e biti drugaqijeg oblika (ali �e sam oblik odgovaraju�eg fak-
tora zavisiti isk	uqivo od tipa simetrije familije; mnogo deta	nije o tome se
mo�e prona�i u radu [59]). Rezultat (6.6) mo�e se dobiti primenom hipoteze o
koliqinicima, xto �e biti skicirano u narednim redovima.
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Za poqetak se posmatra suma ∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

∑︁
𝑗

𝑓
(
𝛾 𝑗 ,𝑑

)
,

koja se tretira izra�ava�em u obliku razlike integrala∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

1

2𝜋𝑖

(∫
(𝑐)

−
∫
(1−𝑐)

)
𝐿′(𝑠, 𝜒𝑑)
𝐿 (𝑠, 𝜒𝑑)

𝑓

(
−𝑖

(
𝑠 − 1

2

)
,

)
𝑑𝑠

gde je (𝑐) oznaka za vertikalnu liniju od 𝑐 − 𝑖∞ do 𝑐 + 𝑖∞ i 3
4 > 𝑐 >

1
2 +

1
log 𝑋 .

Integral po pravoj (𝑐) je onda

1

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑓

(
𝑡 − 𝑖

(
𝑐 − 1

2

)) ∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

𝐿′
( 1
2 +

(
𝑐 − 1

2 + 𝑖𝑡
)
, 𝜒𝑑

)
𝐿

( 1
2 +

(
𝑐 − 1

2 + 𝑖𝑡
)
, 𝜒𝑑

) 𝑑𝑡. (6.7)

Za vrednosti |𝑡 | > 𝑋1−𝜖 , gde je 𝜖 > 0, integral (6.7) se mo�e oceniti primenom
nejednakosti

𝐿′(𝑠, 𝜒𝑑)
𝐿 (𝑠, 𝜒𝑑)

� log2( |𝑠 |𝑑) za sve 𝑠 na pravoj (𝑐),

koja je posledica generalizovane Rimanove hipoteze za 𝐿 (𝑠, 𝜒𝑑). Konkretno, pri-
menom te nejednakosti uz korix�e�e osobina (6.5) koje 𝑓 ima kao test funkcija,
dobija se ocena � 𝑋𝜀 za (6.7).
Za vrednosti |𝑡 | < 𝑋1−𝜀 integral (6.7) se raquna koriste�i hipotezu o koliqnici-
ma. Pre svega, diferencira�em Hipoteze 6.2, prime�ene u specijalnom sluqaju
kada je 𝐾 = 𝑄 = 1, dobija se∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

𝐿′
( 1
2 + 𝑟, 𝜒𝑑

)
𝐿

( 1
2 + 𝑟, 𝜒𝑑

)
=

∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

(
𝜁 ′(1 + 2𝑟)
𝜁 (1 + 2𝑟) + 𝐴1(𝑟) −

(
𝑑

𝜋

)−𝑟 Γ ( 1
4 −

𝑟
2

)
Γ

( 1
4 +

𝑟
2

) 𝜁 (1 − 2𝑟)𝐴2(𝑟)
)
+𝑂

(
𝑋1/2+𝜖

)
,

za sve kompleksne brojeve 𝑟 sa osobinom 1
log 𝑋 < <(𝑟) < 1

4 i =(𝑟) �𝜖 𝑋
1−𝜖 , gde je

𝐴1(𝑟) =
∑︁
𝑝

log 𝑝

(𝑝 + 1) (𝑝1+2𝑟 − 1)

i

𝐴𝑟 (2) =
∏
𝑝

(
1 − 1

(𝑝 + 1)𝑝1−2𝑟
− 1

𝑝 + 1

) (
1 − 1

𝑝

)−1
.
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Koriste�i taj izraz, dobija se da je suma po 𝑑 u integralu (6.7) jednaka

∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

(
𝜁 ′(1 + 2𝑟)
𝜁 (1 + 2𝑟) + 𝐴1(𝑟) −

(
𝑑

𝜋

)−𝑟 Γ ( 1
4 −

𝑟
2

)
Γ

( 1
4 +

𝑟
2

) 𝜁 (1 − 2𝑟)𝐴2(𝑟)
) ����
𝑟=𝑐− 1

2+𝑖𝑡

+𝑂
(
𝑋1/2+𝜖

)
.

Qi�enica da je za |𝑡 | < 𝑋1−𝜖 gor�a suma � 𝑋1+𝜀, uz 𝑓 (𝑡) � 1
𝑡2
omogu�ava da se

integral po 𝑡 produ�i do beskonaqnosti. Dodatno, integrant dobijenog integrala
je regularan u 𝑟 = 0, xto da	e omogu�ava da se kontura pomeri do 𝑐 = 1

2 , qime se
konaqno sti�e do zak	uqka da je integral po pravoj (𝑐) jednak

1

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑡)

∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

(
𝜁 ′(1 + 2𝑖𝑡)
𝜁 (1 + 2𝑖𝑡) + 𝐴1(𝑖𝑡) −

(
𝑑

𝜋

)−𝑖𝑡 Γ ( 1
4 −

𝑖𝑡
2

)
Γ

( 1
4 +

𝑖𝑡
2

) 𝜁 (1 − 2𝑖𝑡)𝐴2(𝑖𝑡)
)
𝑑𝑡

+𝑂
(
𝑋1/2+𝜖

)
.

Integral po pravoj (1 − 𝑐) se mo�e dobiti iz prethodnog raquna, uz korix�e�e
smene 𝑠 → 1 − 𝑠 i funkcionalne jednaqine

𝐿′(1 − 𝑠, 𝜒𝑑)
𝐿 (1 − 𝑠, 𝜒𝑑)

=
𝑋′(𝑠, 𝜒𝑑)
𝑋 (𝑠, 𝜒𝑑)

− 𝐿′(𝑠, 𝜒𝑑)
𝐿 (𝑠, 𝜒𝑑)

,

gde je
𝑋′(𝑠, 𝜒𝑑)
𝑋 (𝑠, 𝜒𝑑)

= − log
𝑑

𝜋
− Γ′

Γ

(
1 − 𝑠
2

)
− Γ′

Γ

( 𝑠
2

)
.

Sumira�em dobijenih rezultata se dolazi do∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

∑︁
𝑗

𝑓
(
𝛾 𝑗 ,𝑑

)
=

1

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑡)

∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

(
log

𝑑

𝜋
+ 1

2

Γ′

Γ

(
1

4
+ 𝑖𝑡
2

)
+ 1

2

Γ′

Γ

(
1

4
− 𝑖𝑡

2

)
+ 2

(
𝜁 ′(1 + 2𝑖𝑡)
𝜁 (1 + 2𝑖𝑡) + 𝐴1(𝑖𝑡) −

(
𝑑

𝜋

)−𝑖𝑡 Γ ( 1
4 −

𝑖𝑡
2

)
Γ

( 1
4 +

𝑖𝑡
2

) 𝜁 (1 − 2𝑖𝑡)𝐴2(𝑖𝑡)
) )
𝑑𝑡

+𝑂
(
𝑋1/2+𝜖

)
.

Posle skalira�a koje se posti�e smenom 𝜏 =
𝑡 log 𝑋
2𝜋 i oznaqava�a 𝑓 (𝑡) = 𝑔(𝜏),

prethodni izraz dobija oblik∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

∑︁
𝑗

𝑔

(
𝛾 𝑗 ,𝑑 log 𝑋

2𝜋

)
=

1

log 𝑋

∫ ∞

−∞
𝑔(𝜏)

∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

(
log

𝑑

𝜋
+ 1

2

Γ′

Γ

(
1

4
+ 𝑖𝜋𝜏

log 𝑋

)
+ 1

2

Γ′

Γ

(
1

4
− 𝑖𝜋𝜏

log 𝑋

)
+ 2

( 𝜁 ′ (1 + 4𝑖𝜋𝜏
log 𝑋

)
𝜁

(
1 + 4𝑖𝜋𝜏

log 𝑋

) + 𝐴1
(
2𝜋𝑖𝜏

log 𝑋

)
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− 𝑒−
2𝜋𝑖𝜏
log 𝑋 log 𝑑

𝜋

Γ

(
1
4 −

𝑖𝜋𝜏
log 𝑋

)
Γ

(
1
4 +

𝑖𝜋𝜏
log 𝑋

) 𝜁 (
1 − 4𝑖𝜋𝜏

log 𝑋

)
𝐴2

(
2𝜋𝑖𝜏

log 𝑋

) ))
𝑑𝜏 +𝑂

(
𝑋1/2+𝜖

)
.

Za velike vrednosti 𝑋 jedini doprinos u integralu sa desne strane prethodnog

izraza dolazi od qlanova log 𝑑
𝜋
i
𝜁 ′

(
1+ 4𝑖 𝜋𝜏

log 𝑋

)
𝜁

(
1+ 4𝑖 𝜋𝜏

log 𝑋

) , qime se dobija asimptotska formula
∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

∑︁
𝑗

𝑔

(
𝛾 𝑗 ,𝑑 log 𝑋

2𝜋

)
∼ 1

log 𝑋

∫ ∞

−∞
𝑔(𝜏)

(
𝑋∗ log 𝑋 − 𝑋∗ log 𝑋

2𝜋𝑖𝜏
+ 𝑋∗ 𝑒

−2𝜋𝑖𝜏

2𝜋𝑖𝜏
log 𝑋

)
𝑑𝜏.

Konaqno, korix�e�em qi�enice da je 𝑔 parna funkcija, prethodna formula se
mo�e transformisati do oblika

lim
𝑋→∞

1

𝑋∗

∑︁∗

0<𝑑≤𝑋

∑︁
𝑗

𝑔

(
𝛾 𝑗 ,𝑑 log

𝑑
𝜋

2𝜋

)
=

∫ ∞

−∞
𝑔(𝜏)

(
1 + 𝑒

−2𝜋𝑖𝜏

4𝜋𝑖𝜏
− 𝑒2𝜋𝑖𝜏

4𝜋𝑖𝜏

)
𝑑𝜏,

qime se upravo dobija rezultat (6.6).

Drugi moment izvoda Rimanove zeta funkcije U radu [47], Gonek je, pod
pretpostavkom va�e�a Rimanove hipoteze, pored znaqajnih opxtijih rezultata,
pokazao i da va�i ∑︁

1≤𝛾≤𝑇
|𝜁 ′(𝜌) |2 = 𝑇

24𝜋
log4 𝑇 +𝑂

(
𝑇3 log𝑇

)
, (6.8)

gde je 𝜌 = 1
2 +𝑖𝛾 oznaka za odgovaraju�u nulu Rimanove zeta funkcije. Ovaj rezultat

se mo�e dobiti priliqno jednostavno iz hipoteze o koliqnicima, xto �e naredno
biti ilustrovano.

Za poqetak se suma po nulama zeta funkcije izrazi u obliku konturnog inte-
grala ∑︁

1≤𝛾≤𝑇
|𝜁 ′(𝜌) |2 = 1

2𝜋𝑖

∫
C

𝜁 ′(𝑧)
𝜁 (𝑧) 𝜁

′(𝑧)𝜁 ′(1 − 𝑧)𝑑𝑧,

gde je C pozitivno orijentisan pravougaonik sa temenima u 𝑐, 𝑐 + 𝑖𝑇 , 1 − 𝑐 + 𝑖𝑇
i 1 − 𝑐, za proizvo	no 𝑐 ∈

( 1
2 , 1

)
. Za integrale po horizontalnim ivicama ovog

pravougaonika nije texko pokazati da daju zanemar	iv doprinos, pa samo treba
izraqunati doprinos integrala po vertikalnim ivicama. Neka je 𝐼1 oznaka za
integral od temena 𝑐 do temena 𝑐 + 𝑖𝑇 , a 𝐼2 za integral od temena 1 − 𝑐 + 𝑖𝑇 do
temena 1 − 𝑐. Tada je prvo

𝐼1 =
1

2𝜋𝑖

∫ 𝑐+𝑖𝑇

𝑐

𝜁 ′(𝑧)
𝜁 (𝑧) 𝜁

′(𝑧)𝜁 ′(1 − 𝑧)𝑑𝑧
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=
1

2𝜋

∫ 𝑇

0

𝜁 ′(𝑐 + 𝑖𝑡)
𝜁 (𝑐 + 𝑖𝑡) 𝜁

′(𝑐 + 𝑖𝑡)𝜁 ′(1 − 𝑐 − 𝑖𝑡)𝑑𝑡

=
𝑑

𝑑𝛽

𝑑

𝑑𝛾

𝑑

𝑑𝛿

1

2𝜋

∫ 𝑇

0

𝜁 (𝑐 + 𝑖𝑡 + 𝛽)
𝜁 (𝑐 + 𝑖𝑡) 𝜁 (𝑐 + 𝑖𝑡 + 𝛾)𝜁 (1 − 𝑐 − 𝑖𝑡 + 𝛿)𝑑𝑡

����
𝛽=𝛾=𝛿=0

.

Primena Hipoteze o koliqnicima 6.1 na izraz pod integralom onda daje

𝐼1 =
𝑑

𝑑𝛽

𝑑

𝑑𝛾

𝑑

𝑑𝛿

1

2𝜋

∫ 𝑇

0

(
𝜁 (1 + 𝛽 + 𝛿)𝜁 (1 + 𝛾 + 𝛿)

𝜁 (1 + 𝛿) +
( 𝑡
2𝜋

)−𝛽−𝛿 𝜁 (1 − 𝛽 − 𝛿)𝜁 (1 + 𝛾 − 𝛽)
𝜁 (1 − 𝛽)

+
( 𝑡
2𝜋

)−𝛾−𝛿 𝜁 (1 + 𝛽 − 𝛾)𝜁 (1 − 𝛾 − 𝛿)
𝜁 (1 − 𝛾)

) (
1 +𝑂

(
𝑡−

1
2+𝜖

))
𝑑𝑡

����
𝛽=𝛾=𝛿=0

, (6.9)

za proizvo	no 𝜖 > 0.
Sliqno, za integral 𝐼2 va�i

𝐼2 =
1

2𝜋𝑖

∫ 1−𝑐

1−𝑐+𝑖𝑇

𝜁 ′(𝑧)
𝜁 (𝑧) 𝜁

′(𝑧)𝜁 ′(1 − 𝑧)𝑑𝑧

Posle uvo�e�a smene 𝑧 → 1 − 𝑧 dobija se

𝐼2 = − 1

2𝜋𝑖

∫ 𝑐

𝑐−𝑖𝑇

𝜁 ′(1 − 𝑧)
𝜁 (1 − 𝑧) 𝜁

′(1 − 𝑧)𝜁 ′(𝑧)𝑑𝑧. (6.10)

Diferencira�e funkcionalne jednaqine za Rimanovu zeta funkciju daje izraz

𝜁 ′

𝜁
(1 − 𝑧) = 𝜒′

𝜒
(1 − 𝑧) − 𝜁 ′

𝜁
(𝑧),

gde je

𝜒(1 − 𝑧) = 2(2𝜋)−𝑧Γ(𝑧) cos 𝜋𝑧
2
.

Ubaciva�em tog izraza u (6.10) da	e sledi

𝐼2 = − 1

2𝜋𝑖

∫ 𝑐

𝑐−𝑖𝑇

𝜒′(1 − 𝑧)
𝜒(1 − 𝑧) 𝜁

′(1 − 𝑧)𝜁 ′(𝑧)𝑑𝑧 + 1

2𝜋𝑖

∫ 𝑐

𝑐−𝑖𝑇

𝜁 ′(𝑧)
𝜁 (𝑧) 𝜁

′(𝑧)𝜁 ′(1 − 𝑧)𝑑𝑧.

Drugi sabirak u prethodnoj jednakosti nije nixta drugo do kompleksni konjugat
integrala 𝐼1, za koga izraz (6.9) pokazuje da je realan. Prvi sabirak se tretira
pomera�em linije integracije do 𝑐 = 1

2 i korix�e�em asimptotskog izraza

𝜒(𝑧) =
( 𝑡
2𝜋

) 1
2−𝑧

𝑒𝑖𝑡+
𝑖 𝜋
4

(
1 +𝑂

(
1

𝑡

))
, 𝑡 = =(𝑧)
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da se 𝜒′

𝜒
(1 − 𝑧) aproksimira sa − log 𝑡

2𝜋 . Tako se dobija

𝐼2 = 𝐼1 +
1

2𝜋

∫ 𝑇

0
log

𝑡

2𝜋

����𝜁 ′ (12 + 𝑖𝑡
)����2 (

1 +𝑂
(
1

𝑡

))
𝑑𝑡

= 𝐼1 +
𝑑

𝑑𝛼

𝑑

𝑑𝛽

1

2𝜋

∫ 𝑇

0
log

𝑡

2𝜋
𝜁

(
1

2
+ 𝑖𝑡 + 𝛼

)
𝜁

(
1

2
− 𝑖𝑡 + 𝛽

) (
1 +𝑂

(
1

𝑡

))
𝑑𝑡

����
𝛼=𝛽=0

= 𝐼1 +
𝑑

𝑑𝛼

𝑑

𝑑𝛽

1

2𝜋

∫ 𝑇

0
log

𝑡

2𝜋

(
𝜁 (1 + 𝛼 + 𝛽) +

( 𝑡
2𝜋

)−𝛼−𝛽
𝜁 (1 − 𝛼 − 𝛽)

)
×

(
1 +𝑂

(
𝑡−

1
2+𝜖

))
𝑑𝑡

����
𝛼=𝛽=0

,

pri qemu je u posled�em koraku ponovo korix�ena Hipoteza o koliqnicima 6.1
(u specijalnom sluqaju kada nema nijedne funkcije u imeniocu; isti rezultat se
mo�e dobiti i primenom Hipoteze o momentima 1.2).
Vra�a�em na izraz ∑︁

1≤𝛾≤𝑇
|𝜁 ′(𝜌) |2 = 𝐼1 + 𝐼2

prethodno uz (6.9) daje∑︁
1≤𝛾≤𝑇

|𝜁 ′(𝜌) |2

= 2
𝑑

𝑑𝛽

𝑑

𝑑𝛾

𝑑

𝑑𝛿

1

2𝜋

∫ 𝑇

0

(
𝜁 (1 + 𝛽 + 𝛿)𝜁 (1 + 𝛾 + 𝛿)

𝜁 (1 + 𝛿) +
( 𝑡
2𝜋

)−𝛽−𝛿 𝜁 (1 − 𝛽 − 𝛿)𝜁 (1 + 𝛾 − 𝛽)
𝜁 (1 − 𝛽)

+
( 𝑡
2𝜋

)−𝛾−𝛿 𝜁 (1 + 𝛽 − 𝛾)𝜁 (1 − 𝛾 − 𝛿)
𝜁 (1 − 𝛾)

) (
1 +𝑂

(
𝑡−

1
2+𝜖

))
𝑑𝑡

����
𝛽=𝛾=𝛿=0

+ 𝑑

𝑑𝛼

𝑑

𝑑𝛽

1

2𝜋

∫ 𝑇

0
log

𝑡

2𝜋

(
𝜁 (1 + 𝛼 + 𝛽) +

( 𝑡
2𝜋

)−𝛼−𝛽
𝜁 (1 − 𝛼 − 𝛽)

)
×

(
1 +𝑂

(
𝑡−

1
2+𝜖

))
𝑑𝑡

����
𝛼=𝛽=0

Ostaje samo jox da se izvrxe oznaqena diferencira�a i zatim izraqunaju gra-
niqne vrednosti kada 𝛼, 𝛽, 𝛾 i 𝛿 te�e ka 0. Konkretno, ako je

𝜁 (1 + 𝑠) = 1

𝑠
+ 𝛾0 − 𝛾1𝑠 +

𝛾2

2!
𝑠2 − 𝛾3

3!
𝑠3 + . . .

Loranov razvoj za zeta funkciju oko �enog pola2, dobija se

∑︁
1≤𝛾≤𝑇

|𝜁 ′(𝜌) |2 =
∫ 𝑇

0

(
1

24𝜋
log4

𝑡

2𝜋
+ 𝛾0
3𝜋

log3
𝑡

2𝜋
+

(
𝛾20

2𝜋
− 𝛾1

𝜋

)
log2

𝑡

2𝜋

2vrednost 𝛾0 je jednaka Ojlerovoj konstanti 𝛾 ≈ 0.5772, pa se vrednosti 𝛾𝑖, 𝑖 ≥ 1 ponekad
nazivaju generalizovanim Ojlerovim konstantama.
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−
(
𝛾30

𝜋
+ 5𝛾0𝛾1

𝜋
+ 𝛾2
2𝜋

)
log

𝑡

2𝜋
+
𝛾40

𝜋
+
6𝛾20𝛾1

𝜋
+
7𝛾21
𝜋

+ 4𝛾0𝛾2
𝜋

+ 5𝛾3
3𝜋

) (
1 +𝑂

(
𝑡−

1
2+𝜖

))
𝑑𝑡

=
𝑇

24𝜋
log4 𝑇 +𝑂

(
𝑇3 log𝑇

)
,

xto je upravo Gonekov rezultat (6.8).

Molifikovani drugi moment Rimanove zeta funkcije Kao xto je ve� di-
skutovano u Glavi 1, izraqunava�e molifikovanih momenata za razliqite fami-
lije 𝐿-funkcija je znaqajan zadatak, qijim se ispu�ava�em otvora prostor za raz-
liqite primene, poput dobija�a proporcije 𝐿-funkcija iz posmatrane familije
koje se ne anuliraju u centralnoj taqki. Pri tome su u praksi sama izraqunava�a
molifikovanih momenata najqex�e veoma komplikovana. Hipoteze o koliqnici-
ma omogu�avaju da se asimptotike molifikovanih momenata izraqunaju relativno
lako. Naravno, ma�kavost tako dobijenih rezultati le�i u qi�enici da su oni
hipotetiqki, ali oni mogu biti zgodni da se provere drugaqije izvedeni raquni
ili za testira�e oblika molifikatora koji je najoptimalniji.

Kao ilustracija primene hipoteza o koliqnicama za izraqunava�e molifi-
kovanih momenata 𝐿-funkcija, bi�e prikazana tehnika dobija�a molifikovanog
drugog momenta Rimanove zeta funkcije (u 𝑡-aspektu). Pored ovakvog primera za
unitarnu familiju, veoma sliqno mogu se izraqunati i molifikovani drugi mo-
menti u simplektiqkoj i ortogonalnoj familiji (primeri takvih izraqunava�a
na familiji kvadratnih Dirihleovih, odnosno 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova
kuspidalnih formi deta	no su opisani u [31]).

Za poqetak, neka je sa

M(𝑠, 𝑃) =
∑︁
𝑛≤𝑦

𝜇(𝑛)𝑃
(
log 𝑦

𝑛

log 𝑦

)
𝑛𝑠

,

definisan molifikator, pri qemu je 𝜇(𝑛) oznaka za Mebijusovu funkciju i 𝑃 je
polinom sa svojstvom 𝑃(0) = 0. Parametar 𝑦 predstav	a ,,du�inu" molifikatora
𝑀 i oblika je 𝑦 = 𝑇 𝜃 . Za klasiqna izraqunava�a molifikovanog drugog momenta
neophodno je bilo ograniqe�e 𝜃 < 1

2 , dok je Konri u znaqajnom radu [23] (o kome
�e biti vixe reqi malo kasnije) uspeo da izvede raqun za 𝜃 < 4

7 . Raqun koji
sledi se osla�a na hipotezu o koliqinicima za Rimanovu zeta funkcija, pa je
(hipotetiqki) validan za sve 𝜃 > 0.

Ci	 je dobiti asimptotsku formulu za molifikovani drugi moment∫ 𝑇

0

����𝜁 (
1

2
+ 𝑖𝑡

)����2 ����M (
1

2
+ 𝑖𝑡, 𝑃

)����2 𝑑𝑡,
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odnosno jox opxtije za

𝐼 (𝛼, 𝛽, 𝑃1, 𝑃2) =
∫ 𝑇

0
𝜁 (𝑠 + 𝛼)𝜁 (1 − 𝑠 + 𝛽)M(𝑠, 𝑃1)M(1 − 𝑠, 𝑃2)𝑑𝑡, (6.11)

gde je 𝑠 = 1
2 + 𝑖𝑡, a 𝑃1 i 𝑃2 dva polinoma koji se anuliraju u 0. Nit koja povezuje

vrednost (6.11) sa hipotezom o koliqnicima je Peronova formula,

1

2𝜋𝑖

∫
(𝑐)
𝑥𝑧

𝑑𝑧

𝑧𝑚+1
=

{
log𝑚 𝑥
𝑚! , ako je 𝑥 > 1

0, ako je 0 < 𝑥 < 1,

za svaki prirodan broj 𝑚 i 𝑐 > 0. Primenom te formule molifikator se mo�e
zapisati u obliku

M(𝑠, 𝑃) =
∑︁
𝑚≥1

𝑝𝑚𝑚!

log𝑚 𝑦

1

2𝜋𝑖

∫
(𝑐)

𝑦𝑧

𝑧𝑚+1
𝑑𝑧

𝜁 (𝑠 + 𝑧) ,

gde je 𝑃(𝑥) = ∑
𝑚≥1 𝑝𝑚𝑥

𝑚. Odatle se dobija i

𝐼 (𝛼, 𝛽, 𝑃1, 𝑃2) =
∑︁
𝑚,𝑛≥1

𝑝1,𝑚𝑚!𝑝2,𝑛𝑛!

log𝑚+𝑛 𝑦

1

(2𝜋𝑖)2

∫
(𝑐1)

∫
(𝑐2)

𝑦𝑤+𝑧

𝑤𝑚+1𝑧𝑛+1

×
∫ 𝑇

0

𝜁 (𝑠 + 𝛼) 𝜁 (1 − 𝑠 + 𝛽)
𝜁 (𝑠 + 𝑤)𝜁 (1 − 𝑠 + 𝑧) 𝑑𝑡 𝑑𝑤 𝑑𝑧, (6.12)

gde je 𝑃1(𝑥) =
∑
𝑚≥1 𝑝1,𝑚𝑥

𝑚, 𝑃2(𝑥) =
∑
𝑛≥1 𝑝2,𝑛𝑥

𝑛 i 𝑐1 = 𝑐2 =
1

log 𝑦 . Sada se mo�e is-
koristiti Hipoteza 6.1 o koliqincima za Rimanovu zeta funkciju da se dvostruki
integral u prethodnoj formuli predstavi kao

1

(2𝜋𝑖)2

∫
(𝑐1)

∫
(𝑐2)

𝑦𝑤+𝑧

𝑤𝑚+1𝑧𝑛+1

∫ 𝑇

0

(
𝜁 (1 + 𝛼 + 𝛽)𝜁 (1 + 𝑤 + 𝑧)
𝜁 (1 + 𝛼 + 𝑧)𝜁 (1 + 𝛽 + 𝑤) 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝑤, 𝑧)

+
( 𝑡
2𝜋

)−𝛼−𝛽 𝜁 (1 − 𝛼 − 𝛽)𝜁 (1 + 𝑤 + 𝑧)
𝜁 (1 − 𝛽 + 𝑧)𝜁 (1 − 𝛼 + 𝑤) 𝐴(−𝛽,−𝛼, 𝑤, 𝑧)

)
𝑑𝑡 𝑑𝑤 𝑑𝑧 +𝑂

(
𝑇

1
2+𝜖

)
, (6.13)

gde je

𝐴(𝛼, 𝛽, 𝑤, 𝑧) =
∏
𝑝

(
1 − 1

𝑝1+𝑤+𝑧

) (
1 − 1

𝑝1+𝛽+𝑤
− 1

𝑝1+𝛼+𝑧
+ 1
𝑝1+𝑤+𝑧

)(
1 − 1

𝑝1+𝛽+𝑤

) (
1 − 1

𝑝1+𝛼+𝑧

) .

Zamena izraza (6.13) u (6.12) omogu�ava da se odredi asimptotika za 𝐼 (𝛼, 𝛽, 𝑃1, 𝑃2)
kada su 𝛼, 𝛽 ≈ 1

log𝑇 . Pri tome �e glavni qlanovi u toj asimptotici poticati
od rezidiuuma koji odgovaraju polovima integranta po 𝑤 i 𝑧 u nuli. Sam naqin
odre�iva�a tra�enih rezidiuuma je nalik dokazu teoreme o prostim brojevima.
Naime, postoji (mali) region levo od nule u kome se integrand ne anulira. To
omogu�ava da se konture integracije po 𝑤 i 𝑧 pomere malo ulevo od nule, xto
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da	e rezultira mogu�nox�u �ihove zamene konturama malih krugova K1i K2 sa
centrima u nuli i polupreqnicima redom 1

log𝑇 i 2
log𝑇 . Uz korix�e�e jednostavnih

formula

𝐴(𝛼, 𝛽, 𝑤, 𝑧) = 1 +𝑂
(

1

log𝑇

)
, za velike 𝑇

i

𝜁 (1 + 𝑥) = 1

𝑥
+𝑂 (1), za male 𝑥

dobija se izraz

𝐼 (𝛼, 𝛽, 𝑃1, 𝑃2) =
∑︁
𝑚,𝑛≥1

𝑝1,𝑚𝑚!𝑝2,𝑛𝑛!

log𝑚+𝑛 𝑦

1

(2𝜋𝑖)2

∮
K1

∮
K2

𝑦𝑤+𝑧

𝑤𝑚+1𝑧𝑛+1

×
∫ 𝑇

0

(𝛼 + 𝑧) (𝛽 + 𝑤)
(𝛼 + 𝛽) (𝑤 + 𝑧) +

( 𝑡
2𝜋

)−𝛼−𝛽 (−𝛽 + 𝑧) (−𝛼 + 𝑤)
(−𝛼 − 𝛽) (𝑤 + 𝑧) 𝑑𝑡 𝑑𝑤 𝑑𝑧 +𝑂

(
𝑇

log𝑇

)
.

Zgodno je primeniti formulu

𝑦𝑤+𝑧

𝑤 + 𝑧 =

∫ 𝑦

0
𝑢𝑤+𝑧

𝑑𝑢

𝑢
,

validnu za <(𝑤 + 𝑧) > 0 da se da	e dobije

𝐼 (𝛼, 𝛽, 𝑃1, 𝑃2) =
1

𝛼 + 𝛽
∑︁
𝑚,𝑛≥1

𝑝1,𝑚𝑚!𝑝2,𝑛𝑛!

log𝑚+𝑛 𝑦

∫ 𝑇

0

∫ 𝑦

1

1

(2𝜋𝑖)2

∮
K1

∮
K2

𝑢𝑤+𝑧

𝑤𝑚+1𝑧𝑛+1

×
(
(𝛼 + 𝑧) (𝛽 + 𝑤) −

( 𝑡
2𝜋

)−𝛼−𝛽
(−𝛽 + 𝑧) (−𝛼 + 𝑤)

)
𝑑𝑤 𝑑𝑧

𝑑𝑢

𝑢
𝑑𝑡 +𝑂

(
𝑇

log𝑇

)
,

pri qemu je integracija po 𝑢 redukovana na 𝑢 ≥ 1, jer su integrali po 𝑤 i 𝑧 jednaki
nuli za 0 ≤ 𝑢 < 1. Sada nije texko izraqunati∑︁

𝑚≥1

𝑝1,𝑚𝑚!

log𝑚 𝑦

1

2𝜋𝑖

∮
K1

𝑢𝑤

𝑤𝑚+1
𝑑𝑤 = 𝑃1

(
log 𝑢

log 𝑦

)
∑︁
𝑚≥1

𝑝1,𝑚𝑚!

log𝑚 𝑦

1

2𝜋𝑖

∮
K1

𝑢𝑤

𝑤𝑚
𝑑𝑤 =

1

log 𝑦
𝑃′1

(
log 𝑢

log 𝑦

)
i sliqno za analogne sume po 𝑛 ≥ 1, xto daje

𝐼 (𝛼, 𝛽, 𝑃1, 𝑃2) =
𝑇

𝛼 + 𝛽

∫ 𝑦

1

((
𝛼 + 𝑑

𝑑𝑧

) (
𝛽 + 𝑑

𝑑𝑤

)
− 𝑇−𝛼−𝛽

(
−𝛽 + 𝑑

𝑑𝑧

) (
−𝛼 + 𝑑

𝑑𝑤

))
× 𝑃1

(
𝑤 + log 𝑢

log 𝑦

)
𝑃2

(
𝑧 + log 𝑢

log 𝑦

) ����
𝑤=𝑧=0

𝑑𝑢

𝑢
+𝑂

(
𝑇

log𝑇

)
.
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Posle uvo�e�a smene 𝑦 = 𝑢𝑟 prethodni izraz se transformixe u

𝐼 (𝛼, 𝛽, 𝑃1, 𝑃2) =
𝑇 log 𝑦

𝛼 + 𝛽

((
𝛼 + 𝑑

𝑑𝑧

) (
𝛽 + 𝑑

𝑑𝑤

)
− 𝑇−𝛼−𝛽

(
−𝛽 + 𝑑

𝑑𝑧

) (
−𝛼 + 𝑑

𝑑𝑤

))
×

∫ 1

0
𝑃1

(
𝑤

log 𝑦
+ 𝑟

)
𝑃2

(
𝑧

log 𝑦
+ 𝑟

)
𝑑𝑟

����
𝑤=𝑧=0

+𝑂
(
𝑇

log𝑇

)
.

Konaqno, posle zamene poqetnog izbora 𝑦 = 𝑇 𝜃 i jox malo manipulacija dobija se

𝐼 (𝛼, 𝛽, 𝑃1, 𝑃2) = 𝑇𝑃1(1)𝑃2(1)

+ 𝑇
𝜃

𝑑

𝑑𝑤

𝑑

𝑑𝑧
𝑦−𝛼𝑤−𝛽𝑧

∫ 1

0

∫ 1

0
𝑇−(𝛼+𝛽)𝑢𝑃1(𝑤 + 𝑟)𝑃2(𝑧 + 𝑟)𝑑𝑟𝑑𝑢

����
𝑤=𝑧=0

+𝑂
(
𝑇

log𝑇

)
.

(6.14)

Prethodnu formulu (6.14), ali uz ograniqe�e 𝜃 < 4
7 , dobio je i Konri u pome-

nutom radu [23]. Pored toga, on je pokazao kako se na osnovu (6.14) mo�e dobiti i
opxtiji rezultat

1

𝑇

∫ 𝑇

0
𝑄1

(
−1
log𝑇

𝑑

𝑑𝛼

)
𝑄2

(
−1
log𝑇

𝑑

𝑑𝛽

)
𝜁 (𝑠 + 𝛼)𝜁 (1 − 𝑠 + 𝛽)M(𝑠, 𝑃1)M(1 − 𝑠, 𝑃2)

����
𝛼=𝛽=0

= 𝑃1(1)𝑃2(1)𝑄1(0)𝑄2(0)

+ 1

𝜃

∫ 1

0

∫ 1

0

(
𝑃′1(𝑟)𝑄1(𝑢) + 𝜃𝑃1(𝑟)𝑄′

1(𝑢)
) (
𝑃′2(𝑟)𝑄2(𝑢) + 𝜃𝑃2(𝑟)𝑄′

2(𝑢)
)
𝑑𝑟 𝑑𝑢

+𝑂
(
𝑇

log𝑇

)
, (6.15)

gde je 𝑠 = 1
2 + 𝑖𝑡, a 𝑄1 i 𝑄2 polinomi. Koriste�i (6.15), uz pogodan izbor polinoma

𝑃1, 𝑃2, 𝑄1 i 𝑄2 da	e je uspeo da poka�e da je barem 2
5 svih nula Rimanove zeta

funkcije prosto i na kritiqnoj liniji <(𝑠) = 1
2 , poprav	aju�i time klasiqan

rezultat Levisona [76] u kome je dobijena proporcija od barem 1
3 .

Kao xto je ve� napomenuto, za Konrijev metod je neophodno da du�ina moli-
fikatora bude ograniqena uslovom 𝜃 < 4

7 tj. formule (6.14) i (6.15), kako ih on
dobija, va�e samo za te vrednosti 𝜃. Sa druge strane, za dobija�e tih formula
korix�e�em hipoteze o koliqnicima, kako je prethodno ilustrovano, taj uslov ni-
je neophodan, tj. one hipotetiqki va�e za sve 𝜃 > 0. Takvu, hipotetiqku validnost
formula (6.14) i (6.15) za sve 𝜃 > 0 prvi je predlo�io Farmer [41] i ona je negde
poznata kao ,,hipoteza o dugaqkim molifikatorima".

6.3. Koliqnici kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad

funkcijskim po	ima

Kao xto se tehnike dobija�a hipoteza za momente 𝐿-funkcija u razliqitim
familijama mogu adaptirati iz konteksta po	a racionalnih brojeva u kontekst



Glava 6. Hipoteze o koliqnicima 𝐿-funkcija 93

funkcijskih po	a, o qemu je bilo reqi u prethodnoj glavi, tako je mogu�e i tehnike
dobija�a hipoteza o koliqincima, prikazane u Ode	ku 6, adaptirati na sliqan
naqin. Konkretno, u radu [2] autori su dobili narednu hipotezu o koliqnicima
kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad funkcijskim po	ima.

Hipoteza 6.3. Neka su 𝐾 i 𝑄 prirodni brojevi, 𝛼𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾 i 𝛾𝑚, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑄

kompleksni brojevi qiji su realni delovi pozitivni. Tada je ispu�eno∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

∏𝐾
𝑘=1 𝐿 (1/2 + 𝛼𝑘 , 𝜒𝐷)∏𝑄

𝑚=1 𝐿 (1/2 + 𝛾𝑚, 𝜒𝐷)
=

∑︁
𝐷∈H2𝑔+1

∑︁
𝜖∈{−1,1}𝐾

|𝐷 |
∑𝐾
𝑘=1

1
2 (𝜖𝑘𝛼𝑘−𝛼𝑘)

×
𝐾∏
𝑘=1

𝑋

(
1

2
+ 𝛼𝑘 − 𝜖𝑘𝛼𝑘

2

)
𝑌 (𝜖1𝛼1, . . . , 𝜖𝐾𝛼𝐾 ; 𝛾)𝐴(𝜖1𝛼1, . . . , 𝜖𝐾𝛼𝐾 ; 𝛾) + 𝑜 ( |𝐷 |) ,

gde je

𝜖 = (𝜖1, . . . , 𝜖𝐾),

𝑋 (𝑠) = 𝑞− 1
2+𝑠,

𝑌 (𝛼; 𝛾) =
∏

𝑗≤𝑘≤𝐾 𝜁𝑞 (1 + 𝛼 𝑗 + 𝛼𝑘 )
∏
𝑚<𝑟≤𝑄 𝜁𝑞 (1 + 𝛾𝑚 + 𝛾𝑟)∏𝐾

𝑘=1

∏𝑄

𝑚=1 𝜁𝑞 (1 + 𝛼𝑘 + 𝛾𝑚)

i 𝐴(𝛼; 𝛾) je Ojlerov proizvod koji zavisi od 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝐾) i 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑄) i
eksplicitno je opisan sa

𝐴(𝛼; 𝛾) =
∏
𝑃∈P

∏
𝑗≤𝑘≤𝐾

(
1 − 1

|𝑃 |1+𝛼𝑗+𝛼𝑘

) ∏
𝑚<𝑟≤𝑄

(
1 − 1

|𝑃 |1+𝛾𝑚+𝛾𝑟

)
∏𝐾
𝑘=1

∏𝑄

𝑚=1

(
1 − 1

|𝑃 |1+𝛼𝑘+𝛾𝑚

)
× ©­«1 +

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1 ∑︁
0<

∑
𝑘 𝑎𝑘+

∑
𝑚 𝑐𝑚 parno

∏𝑄

𝑚=1 𝜇 (𝑃
𝑐𝑚)

|𝑃 |
∑
𝑘 𝑎𝑘 ( 12+𝛼𝑘)+

∑
𝑚 𝑐𝑚( 12+𝛾𝑚)

ª®¬ .
Validnost prethodne hipoteze u nekim posebnim sluqajevima je ispitivana u

radu [15]. Konkretno, autori su uspeli da doka�u da ona va�i za koliqnik po jedne
kvadratne Dirihleove 𝐿-funkcije,

1

|H2𝑔+1 |
∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

𝐿 (1/2 + 𝛼, 𝜒𝐷)
𝐿 (1/2 + 𝛽, 𝜒𝐷)

∼ 𝐴(𝛼, 𝛽)
𝜁𝑞 (1 + 𝛼)

𝜁𝑞 (1 + 𝛼 + 𝛽) +𝑞
−2𝑔𝛼𝐴(−𝛼, 𝛽)

𝜁𝑞 (1 − 𝛼)
𝜁𝑞 (1 − 𝛼 + 𝛽) .

(6.16)
Bitno je naglasiti da je prethodna formula dokazana uz znaqajnu restrikciju
<(𝛽) � 𝑔−

1
2+𝜖 koja potiqe iz potrebe za odvaja�em od (potencijalne) nule 𝐿-

funkcije u imeniocu. Generalno, xto je pomeraj 𝛽 ma�i pomenuta blizina even-
tualne nule funkcije u imeniocu qini problem dobija�a asimptotske formule
(6.16) znaqajno te�im.

U svrhu dobija�a rezultata (6.16) autori rada [15] su dokazali narednu gor�u
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ocenu za negativne momente kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad funkcijskim
po	ima, koja je od znaqaja i sama po sebi i bi�e korix�ena u da	em izlaga�u (v.
tako�e i [43]).

Teorema 6.4. Neka je 𝑚 > 1
2 i 0 < 𝛽 < 1

2 realan broj takav da je za svako 𝜖 > 0

ispu�eno 𝛽 � 𝑔−
1
2𝑚+𝜖 . Tada va�i

1

|H2𝑔+1 |
∑︁

𝐷∈H2𝑔+1

1

|𝐿 (1/2 + 𝛽, 𝜒𝐷) |𝑚
�

(
1

𝛽

) 𝑚(𝑚−1)
2

(log 𝑔)
𝑚(𝑚+1)

2 .



GLAVA 7

Koliqnici 𝐿-funkcija kvadratnih tvistova eliptiqke

krive i kvadratnih Dirihleovih 𝐿-funkcija nad

funkcijskim po	ima

Tema kojoj je posve�ena ova glava je varijacija hipoteze o koliqinicima, u slu-
qaju kada se posmatra koliqnik jedne 𝐿-funkcije kvadratnog tvista neke fiksi-
rane eliptiqke krive i jedne kvadratne Dirihleove 𝐿-funkcije, nad funkcijskim
po	em F𝑞 (𝑡). Konkretnije, bi�e uspostav	ena validnost te hipoteze, uz odre�e-
ne uslove i ograniqe�a. Pre formulacije samog rezultata �e, preglednosti radi,
biti navedene neke znaqajne, ranije uvedene oznake koje �e se koristiti.

Neka je 𝐸/F𝑞 (𝑡) fiksirana eliptiqka kriva, qiji je konduktor 𝑁𝐸 i H ∗
2𝑔+1,

kao i do sada, skup svih beskvadratnih polinoma iz F𝑞 [𝑡] koji su uzajamno prosti
sa diskriminantom Δ od 𝐸 . Pored toga, oznake korix�ene do sada, 𝜖 (𝐸) za znak
funkcionalne jednaqine funkcije L(𝑢, 𝐸) i 𝜖2𝑔+1 ∈ {±1} za konstantu koja zavisi
samo od 𝑔, tako da je za sve 𝐷 ∈ H ∗

2𝑔+1 znak funkcionalne jednaqine (3.5) za
L (𝑢, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷) oblika

𝜀 = 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1𝜒𝐷 (𝑀𝐸 ),

gde je 𝑀𝐸 proizvod svih prostih polinoma u kojima eliptiqka kriva 𝐸 ima mul-
tiplikativnu redukciju i da	e ostaju na snazi.

Teorema koja sledi dokazana je u radu [75] i predstav	a glavni rezultat ove
glave.

Teorema 7.1. Neka je |𝛼 | � 1
𝑔
i 0 < <(𝛽) < 1

2 . Pod uslovom da ne va�i 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1 =
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−1 i 𝑀𝐸 = 1, kada 𝑔 → ∞, za svako 𝜀 > 0 je ispu�eno

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿
( 1
2 + 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

( 1
2 + 𝛽, 𝜒𝐷

)
=

∏
𝑃∈P
𝑃-Δ

(
1 +

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1 ∑︁
𝑖+ 𝑗≥2 parno

𝜆(𝑃𝑖)𝜇(𝑃 𝑗 )
|𝑃 | (1/2+𝛼)𝑖+(1/2+𝛽) 𝑗

)

×
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

( ∑︁
𝑖+ 𝑗≥2 parno

𝜆(𝑃𝑖)𝜇(𝑃 𝑗 )
|𝑃 | (1/2+𝛼)𝑖+(1/2+𝛽) 𝑗

)
+ 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1𝑞−𝛼(𝔫+2𝑔+1)

×
∏
𝑃∈P
𝑃-Δ

(
1 +

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1 ∑︁
𝑖+ 𝑗≥2 parno

𝜆(𝑃𝑖)𝜇(𝑃 𝑗 )
|𝑃 | (1/2−𝛼)𝑖+(1/2+𝛽) 𝑗

)

×
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

( ∑︁
𝑖+ 𝑗≥2 parno

𝜆(𝑃𝑖)𝜇(𝑃 𝑗 )
|𝑃 | (1/2−𝛼)𝑖+(1/2+𝛽) 𝑗

)
+𝑂

(
𝑞−𝑔+𝜀𝑔

)
,

pod uslovom |𝛽 | � 𝑔−1/2+𝜀, pri qemu je 𝔫 = d(𝑁𝐸 ) − 4.

U svrhu izvo�e�a dokaza prethodne teoreme bi�e prvo dokazano naredno po-
mo�no tvr�e�e.

Tvr�e�e 7.2. Neka je ℎ ∈ M moniqni polinom takav da je d(ℎ) � 𝑔 i 𝛼 komplek-
san broj koji zadovo	ava uslov |𝛼 | � 1

𝑔
. Tada va�i

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
+ 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝜒𝐷 (ℎ)

=
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

|𝑃 | + 1

|𝑃 |

(
B𝐸 (𝛼, ℎ, 1) + 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1𝑞−𝛼(𝔫+2𝑔+1)B𝐸 (−𝛼, ℎ𝑀𝐸 , 1)

)
+𝑂𝜀

(
|ℎ |1/2𝑞−𝑔+𝜀𝑔

)
,

pri qemu je vrednost B𝐸 (𝛼, ℎ, 𝑁) definisana u (7.3).

Napomena. Prethodno tvr�e�e mo�e se videti kao generalizacija Teoreme 1.1.
iz [16] i �egov sam dokaz se osla�a na sliqne tehnike koje se prime�uju u dokazu
pomenute teoreme.

Dokaz Tvr�e�a 7.2. Koriste�i Lemu 3.5 mo�e se zapisati∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
+ 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝜒𝐷 (ℎ)

= R𝐸 (ℎ, [𝔫/2] + 2𝑔 + 1, 𝛼) + 𝜖 (𝐸)𝜖2𝑔+1𝑞−𝛼(𝔫+2𝑔+1)R𝐸 (ℎ𝑀𝐸 , [(𝔫 − 1)/2] + 2𝑔 + 1,−𝛼),
(7.1)
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gde je

R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼) =
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤𝑋

𝜆( 𝑓 )𝜒𝐷 ( 𝑓 ℎ)
| 𝑓 |1/2+𝛼

,

uz 𝑋 � 𝑔 neki pozitivan parametar koji �e kasnije biti pogodno izabran. Stoga, u
svrhu zavrxetka dokaza, dovo	no je izvesti asimptotsku formulu za R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼).

Sliqno kao u dokazu Tvr�e�a 5.3, mo�e se pisati

R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼) = R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 = 0) + R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 ≠ 0),

uz

R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 = 0) = R′
𝐸 (𝑉 = 0) − 𝑞R′′

𝐸 (𝑉 = 0),
R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 ≠ 0) = R′

𝐸 (𝑉 ≠ 0) − 𝑞R′′
𝐸 (𝑉 ≠ 0),

gde je

R′
𝐸 (𝑉 = 0) = 𝑞2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤𝑋
𝑓 ℎ=�

𝜆( 𝑓 )𝜙( 𝑓 ℎ)
|ℎ | | 𝑓 |3/2+𝛼

∑︁
𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞

1

|𝐶2 |2
∑︁
𝐶1 |Δ

(𝐶1, 𝑓 ℎ)=1
d(𝐶1)≤2𝑔+1−2d(𝐶2)

𝜇(𝐶1)
|𝐶1 |

,

R′
𝐸 (𝑉 ≠ 0) = 𝑞2𝑔+1

∑︁
𝑓 ∈M≤𝑋

d( 𝑓 ℎ) paran

𝜆( 𝑓 )
|ℎ | | 𝑓 |3/2+𝛼

∑︁
𝐶1 |Δ

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞
d(𝐶1)+2d(𝐶2)≤2𝑔+1

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 ( 𝑓 ℎ)
|𝐶1 | |𝐶2 |2

(
(𝑞 − 1)

×
∑︁

𝑉∈M≤d( 𝑓 ℎ)+d(𝐶1 )+2d(𝐶2 )−2𝑔−3
𝑉≠0

𝐺 (𝑉, 𝑓 ℎ) −
∑︁

𝑉∈Md( 𝑓 ℎ)+d(𝐶1 )+2d(𝐶2 )−2𝑔−2
𝑉≠0

𝐺 (𝑉, 𝑓 ℎ)
)

+ 𝑞2𝑔+1τ(𝑞)
∑︁

𝑓 ∈M≤𝑋
d( 𝑓 ℎ) neparan

𝜆( 𝑓 )
|ℎ | | 𝑓 |3/2+𝛼

∑︁
𝐶1 |Δ

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞
d(𝐶1)+2d(𝐶2)≤2𝑔+1

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 ( 𝑓 ℎ)
|𝐶1 | |𝐶2 |2

×
∑︁

𝑉∈Md( 𝑓 ℎ)+d(𝐶1 )+2d(𝐶2 )−2𝑔−2

𝐺 (𝑉, 𝑓 ℎ),

a R′′
𝐸
(𝑉 = 0) i R′′

𝐸
(𝑉 ≠ 0) predstav	aju iste sume kao R′

𝐸
(𝑉 = 0) i R′

𝐸
(𝑉 ≠ 0), uz

jedinu razliku da je u �ima 𝑔 zame�eno sa 𝑔 − 1.

Prvo �e biti prikazano izraqunava�e R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 = 0). Argumenti isti oni-
ma koji su prime�eni na poqetku dokaza Leme 5.4 daju

R′
𝐸 (𝑉 = 0) = 𝑞2𝑔+1

|ℎ1 |1/2
∑︁
𝑓 ∈M

2d( 𝑓 )≤𝑋−d(ℎ1)

𝜆( 𝑓 2ℎ1)
| 𝑓 |1+2𝛼 |ℎ1 |𝛼

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔) ,

pri qemu je korix�en zapis ℎ = ℎ1ℎ
2
2, gde je ℎ1 beskvadratni moniqni polinom i
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upotreb	ena smena promen	ivih 𝑓 → 𝑓 2ℎ1. Sliqan izraz, samo uz 𝑔 zame�eno sa
𝑔 − 1, mo�e se dobiti i za R′′

𝐸
(𝑉 = 0), qime se dobija

R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 = 0) =
|H2𝑔+1 |
|ℎ1 |1/2

∑︁
𝑓 ∈M

2d( 𝑓 )≤𝑋−d(ℎ1)

𝜆( 𝑓 2ℎ1)
| 𝑓 |1+2𝛼 |ℎ1 |𝛼

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔)

Za nastavak dokaza potrebna je Peronova formula u svom malo izme�enom obliku,

∑︁
2𝑛≤𝑋

𝑔(𝑛) = 1

2𝜋𝑖

∮
|𝑢 |=𝑟

( ∞∑︁
𝑛=0

𝑔(𝑛)𝑢2𝑛
)

𝑑𝑢

𝑢𝑋+1(1 − 𝑢)
,

koji je validan za svako 𝑟 sa osobinom da red
∑∞
𝑛=0 𝑔(𝑛)𝑢2𝑛 apsolutno konvergira u

regionu |𝑢 | ≤ 𝑟 < 1, pri qemu je 𝑋 proizvo	an prirodan broj. Primenom prethodne
formule dobija se izraz

R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 = 0) = |H2𝑔+1 |
1

2𝜋𝑖

∮
|𝑢 |=𝑟

B𝐸 (𝛼, ℎ, 𝑢)
𝑑𝑢

𝑢𝑋+1(1 − 𝑢)
+𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔) , (7.2)

koji va�i za svako |𝑟 | < 1, gde je

B𝐸 (𝛼, ℎ, 𝑢) =
∑︁
𝑓 ∈M

𝜆( 𝑓 2ℎ1)𝑢2d( 𝑓 )

| 𝑓 |1+2𝛼 |ℎ1 |1/2+𝛼
∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ 𝑓 ℎ

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1
. (7.3)

Funkcija B𝐸 (𝛼, ℎ, 𝑢) je uniformno ograniqena za |𝑢 | ≤ 𝑞1/2−𝜀 i mo�e biti pred-
stav	ena u obliku Ojlerovog proizvoda,

B𝐸 (𝛼, ℎ, 𝑢) =
∏
𝑃∈P
𝑃-Δ

(
1 +

(
1 + 1

|𝑃 |

)−1 ∑︁
𝑖≥1

𝜆(𝑃2𝑖)𝑢2𝑖d(𝑃)

|𝑃 | (1+2𝛼)𝑖

) ∏
𝑃∈P
𝑃 |Δ

((
1 + 1

|𝑃 |

)−1 ∑︁
𝑖≥0

𝜆(𝑃2𝑖)𝑢2𝑖d(𝑃)

|𝑃 | (1+2𝛼)𝑖

)
∏
𝑃∈P
𝑃 |ℎ

(
1 + 1

|𝑃 | +
∑︁
𝑖≥1

𝜆(𝑃2𝑖)𝑢2𝑖d(𝑃)

|𝑃 | (1+2𝛼)𝑖

)−1 ∏
𝑃∈P
𝑃 |ℎ1

(∑︁
𝑖≥0

𝜆(𝑃2𝑖+1)𝑢(2𝑖+1)d(𝑃)

|𝑃 | (1+2𝛼)𝑖+1/2+𝛼

) ∏
𝑃∈P
𝑃-ℎ1
𝑃 |ℎ2

(∑︁
𝑖≥0

𝜆(𝑃2𝑖)𝑢2𝑖d(𝑃)

|𝑃 | (1+2𝛼)𝑖

)
.

Posle pomera�a konture u izrazu (7.2) do |𝑢 | = 𝑞1/2−𝜀, nailazi se na jedan prost
pol u 𝑢 = 1. Posle trivijalnog oce�iva�a integrala koji nastaje prethodnim
pomera�em konture dobija se

R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 = 0) = |H2𝑔+1 |B𝐸 (𝛼, ℎ, 1) +𝑂𝜀 (𝑞𝜀𝑔) +𝑂𝜀

(
𝑞2𝑔−𝑋/2+𝜀𝑔

)
. (7.4)

Naredno �e biti prikazano dobija�e gor�e granice za R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼,𝑉 ≠ 0). Kao u
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dokazu Leme 5.5, dovo	no je dati ocenu za qlan

R(𝑉 ≠ 0) = 𝑞2𝑔+1τ(𝑞)
∑︁

𝑓 ∈M≤𝑋
d( 𝑓 ℎ) neparan

𝜆( 𝑓 )
|ℎ | | 𝑓 |3/2+𝛼

∑︁
𝐶1 |Δ

𝐶2 | (Δ 𝑓 ℎ)∞
d(𝐶1)+2d(𝐶2)≤2𝑔+1

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 ( 𝑓 ℎ)
|𝐶1 | |𝐶2 |2

×
∑︁

𝑉∈Md( 𝑓 ℎ)+d(𝐶1 )+2d(𝐶2 )−2𝑔−2

𝐺 (𝑉, 𝑓 ℎ).

Da	e slede�i argumente iz dokaza Leme 5.5, mo�e se zapisati ℎ = ℎ1ℎ
2
2, gde je ℎ1

beskvadratan moniqan polinom i primeniti Peronova formula za sumu po 𝑓 da
se dobije

R(𝑉 ≠ 0) = 𝑞2𝑔+1τ(𝑞)
|ℎ |

∑︁
𝑐1+2𝑐2≤2𝑔+1

𝑞−2𝑐2
∑︁

𝐶1∈M𝑐1
𝐶1 |Δ

𝜇(𝐶1)𝜒𝐶1 (ℎ)
|𝐶1 |

×
∑︁
𝑚≤𝑋

𝑚+d(ℎ) neparno

∑︁
𝑗≤𝑚+d(ℎ)+𝑐1+2𝑐2−2𝑔−2

𝑗+𝑐1 neparno

∑︁
𝑉1∈H 𝑗

∑︁
𝑉2∈M (𝑚+d(ℎ)+𝑐1− 𝑗 )/2+𝑐2−𝑔−1

× 1

(2𝜋𝑖)2

∮
|𝑢 |=𝑟1

∮
|𝑤 |=𝑟2

H(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼)I(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑤, 𝛼)

𝑑𝑢

𝑢𝑚+1
𝑑𝑤

𝑤𝑐2+1
, (7.5)

gde je

H(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼) =
∏
𝑃∈P
𝑃-𝑉1

(
1 +

𝜒𝐶1𝑉1 (𝑃)𝜆(𝑃)𝑢d(𝑃)

|𝑃 |1+𝛼
(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1)
i

I(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑤, 𝛼) =

∏
𝑃∈P
𝑃 |Δℎ

©­­«
∑︁
𝑖

𝜒𝐶1 (𝑃𝑖)𝜆(𝑃𝑖)𝐺
(
𝑉1𝑉

2
2 ; 𝑃

𝑖+ord𝑃 (ℎ)
)
𝑢𝑖d(𝑃)

|𝑃 | (3/2+𝛼)𝑖
ª®®¬
(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1
×

∏
𝑃∈P
𝑃 |𝑉1𝑉2
𝑃-Δℎ

(
1 +

∑︁
𝑖

𝜒𝐶1 (𝑃𝑖)𝜆(𝑃𝑖)𝐺
(
𝑉1𝑉

2
2 ; 𝑃

𝑖
)
𝑢𝑖d(𝑃)

|𝑃 | (3/2+𝛼)𝑖
(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1)

×
∏
𝑃∈P
𝑃-𝑉1
𝑃 |Δℎ𝑉2

(
1 +

𝜒𝐶1𝑉1 (𝑃)𝜆(𝑃)𝑢d(𝑃)

|𝑃 |1+𝛼
(
1 − 𝑤d(𝑃)

)−1)−1
.

Sada se mo�e odabrati 𝑟1 = 𝑞
1/2−𝜀, 𝑟2 = 𝑞−𝜀 i oznaqiti sa 𝑘 najma�i prirodan sa
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osobinom |𝑟1𝑟 𝑘2 | < 1, da tako bude ispu�eno

H(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼)

= L
(
𝑢

𝑞1+𝛼
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐶1𝑉1

)
L

(
𝑢𝑤

𝑞1+𝛼
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐶1𝑉1

)
. . .L

(
𝑢𝑤𝑘−1

𝑞1+𝛼
, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐶1𝑉1

)
H1(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼),

gde je H1(𝑉1; 𝑢, 𝑤, 𝛼) konvergentno kada |𝑢 | ≤ 𝑟1 i |𝑤 | ≤ 𝑟2. Doprinos svake od
𝐿-funkcija se mo�e ograniqiti na isti naqin kao na kraju dokaza Leme 5.5, dok
za I(𝑉1𝑉2

2 ; 𝑢, 𝑤, 𝛼) va�i ocena

|I(𝑉1𝑉2
2 ; 𝑢, 𝑤, 𝛼) | � |ℎ |1/2+𝜀

��(ℎ,𝑉2
2 )

��1/2 |𝑉1𝑉2 |𝜀 .
Posle korix�e�a tih ocena u (7.5), uz trivijalno ograniqava�e doprinosa ostalih
qlanova dobija se

R(𝑉 ≠ 0) �𝜀 |ℎ|1/2𝑞𝑋/2+𝜀𝑔 .

Kombinova�e ovog rezultata sa (7.4) daje

R𝐸 (ℎ, 𝑋, 𝛼) = |H2𝑔+1 |B𝐸 (𝛼, ℎ, 1) +𝑂𝜀

(
|ℎ |1/2𝑞𝑋/2+𝜀𝑔

)
+𝑂𝜀

(
𝑞2𝑔−𝑋/2+𝜀𝑔

)
.

Konaqno, dokaz Tvr�e�a 7.2 se dobija posle dve direktne primene prethodnog u
(7.1), prve za izbor parametra 𝑋 = [𝔫/2] + 2𝑔 + 1 i druge za izbor parametra
𝑋 = [(𝔫 − 1)/2] + 2𝑔 + 1. �

U svrhu dokaza Teoreme 7.1 prvo se mo�e zapisati

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿
( 1
2 + 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝐿

( 1
2 + 𝛽, 𝜒𝐷

)
=

∑︁
ℎ∈M

𝜇(ℎ)
|ℎ |1/2+𝛽

1

|H ∗
2𝑔+1 |

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿

(
1

2
+ 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
𝜒𝐷 (ℎ).

Neka je 𝑋 neki parametar koji �e biti odabran kasnije, a S≤𝑋 i S>𝑋 oznake za
qlanove u prethodnom izrazu u kojima je d(ℎ) ≤ 𝑋, odnosno d(ℎ) > 𝑋.

Za izraz S>𝑋 mo�e se dati gor�a ocena slede�i sliqne ideje koje su prime�ene
u dokazu Teoreme 1.1. iz [15]. Za poqetak, na osnovu Peronove formule mo�e se
pisati

S>𝑋 =
1

|H ∗
2𝑔+1 |

1

2𝜋𝑖

∮
|𝑢 |=𝑟

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

𝐿
( 1
2 + 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
L

(
𝑢

𝑞
1
2 +𝛽
, 𝜒𝐷

) 𝑑𝑢

𝑢𝑋+1(𝑢 − 1)
(7.6)

za proizvo	no 𝑟 > 1. Da	e se mo�e odabrati 𝑟 = 𝑞 (1−𝜀)<(𝛽) i primeniti Helderova
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nejednakost da se dobije

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

���������
𝐿

( 1
2 + 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)
L

(
𝑢

𝑞
1
2 +𝛽
, 𝜒𝐷

)
��������� ≤

©­­«
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

����𝐿 (
1

2
+ 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)���� 1+𝜀𝜀 ª®®¬
𝜀

1+𝜀

×
©­­­­«

∑︁
𝐷∈H ∗

2𝑔+1

1����L (
𝑢

𝑞
1
2 +𝛽
, 𝜒𝐷

)����1+𝜀
ª®®®®¬

1
1+𝜀

.

Prvi faktor sa desne strane prethodne nejednakosti se mo�e oceniti koriste�i
Teoremu 4.4 sa

©­­«
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

����𝐿 (
1

2
+ 𝛼, 𝐸 ⊗ 𝜒𝐷

)���� 1+𝜀𝜀 ª®®¬
𝜀

1+𝜀

� 𝑞
2𝑔𝜀
1+𝜀 𝑔

1
2 (1+ 1+𝜀

𝜀 ) ,

dok primena Teoreme 6.4 daje ocenu

©­­­­«
∑︁

𝐷∈H ∗
2𝑔+1

1����L (
𝑢

𝑞
1
2 +𝛽
, 𝜒𝐷

)����1+𝜀
ª®®®®¬

1
1+𝜀

� 𝑞
2𝑔
1+𝜀

(
log 𝑔

𝜀𝛽

)1+𝜀
.

za drugi faktor. Korix�e�em prethodne dve ocene u (7.6) dobija se

S>𝑋 �𝜀

𝑞−(1−𝜀)𝑋<(𝛽)

<(𝛽) 𝑔
1
2 (1+ 1+𝜀

𝜀 )
(
log 𝑔

𝜀𝛽

)1+𝜀
�𝜀 𝑞

−(1−𝜀)𝑋<(𝛽) . (7.7)

Sa druge strane, izraz S≤𝑋 se raquna direktnom primenom Tvr�e�a 7.2. Potom
se mo�e iskoristiti (7.7) da se dobijena suma po ℎ proxiri sa sve polinome
ℎ ∈ M uz zanemar	ivu grexku. Zapisiva�e tako dobijenih qlanova u obliku
Ojlerovih proizvoda daje glavni qlan u Teoremi 7.1. Za ograniqava�e ukupnog
doprinosa grexki se izabere za parametar 𝑋 = 𝜀𝑔 i trivijalno oceni suma po ℎ,
xto zavrxava dokaz Teoreme 7.1.
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