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CaykeTak

MHOTH TpUBPeIHU TPOOJEMH MOTY €€ MOJEJOBATH Kao Ijesio0pojHu (JIMHeAPHH )
nporpamu. Teopuja y mo3aJWHH JIKHEAPHOT IIPOrpaMUparba HHje TOBOJHHA 33 HHXOBO
pjeniaBaie, IITaBUIlle HUje JIOBO/bHA HU 3a& OIUC JIONYCTUBE O00JIACTU IIjeJIOOPOjHOT
nporpama, a JoKa3aHo je u ja cy njejaodopojuu mporpamu NP-kommiernu. Passujeno je
BUIIE PA3JINIUTHX METO/Ia 33 IbUXOBO pjeraBame, Mmel)y kojuma je mpsu ['omopujes meTo,
npejicraB/beH gapHe 1958. rogune. 'oMopujeB MeTo 1 Kao IJIaBHO Opylhe KOpUCTH TaKO3BaHe
l'omopujeBe ojacujenajyhe paBHH, Koje 10 JaHa JaHAIILET HE IPECTajy Ja 3a0KVILbajy
nazKiby MareMarndapa (HaydHUKa). Y OBOM pajly mpejcraB/beHe ¢y u3Bopue [omopujese
ojicujernajyhe paBHHM, aju W pa3jmdynTe Bep3Hje KOje Cy TOKOM BpeMeHa Hacrajajge —
NMoTITYHO 1jesiobpojae ['omopujese oacujenajyhe pasuu, arperupane 'omopujeBe ofcujera-
jyhe paBuu, ['omopujese MjemoBuTo-1jes100pojue ojcujenajyhe pasuu, ojcujenajyhe papau
JiobHjeHe pas3IuIuTHM TeXHHKaMa ojadaBarba U Ha Kpajy oicujenajyhe paBHu mo0ujeHe
n3 ['omopujeBor KOpHEpPCKOT MOJIHeIpa.

Kibyunu mmojmoBu: 1jeioopojuu mporpam, I'omopujese oxcujenajyhe paBHu, KOpHEPCKH
HoJIe1ap

Keywords: integer program, Gomory’s cutting plane, corner polyhedra
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I'maBa 1

Ijen1006pojHo IIporpaMupaibe

SHAma obracmu mamemamure Yy Kojuma ce downo 0o
MaKO 3HGUAIHUT PE3YAMAME 06 CE HEe CMUJe YeKamu
UMDY 200UHG HA PA3BOJ UHMEPECOBAIA 30 HUT. Jedna
00 muz obaacmu je U UJeAobPoOIHa ONMUMUIAULIE KOJa
je damac 2aG6HO MaMEMAMUYKo opyhe 0nepayuoOHuL
ucmpastcusara.”

Tomac JI. Carn

O caMor CBOI' HACTAHKA YOBjeK je HPUPOJHO TEKUO JIOHOIIEHY Hajoosbux (T3B.
ONTHMATHUX) OJJIyKa, OJHOCHO [a 3a HajMaa yJlaramba W HajMambl YTPOIIEH paJl
ocrBapu Hajeehu moryh moburak. CamMum THM ONTHMHU3AIKja KA0 HAYIHA (MaTeMATHIKA)
JIUCIUIJINHA UMa KJBYUHY VJIOTY y pjelliaBamy CTBApHHUX YKUBOTHHX mpobiema. Vwmajyhm
TO y BHJY, TPUPOJHO je Ja Cy ce JOIIl Y JIpeBHAa BpeMeHa, KaJjia ce MaTeMaTuKa pahasa Kao
HAyKa, jABWIN MPOOJeMH ONTUMU3AIN]E, T U Ja CY Ce HACTABWIN JaB/HATH HA YUTABOM
noTe3y MCTOPHje Kao ,,BjednTo” caBpeMeHa mpob/ieMaThKa.

Y ckopujoj UCTOPHUjH, Kao jeJilaH OJ1 CIopeTHUX mpom3Boaa I cBjeTckor para, yBumjeso
ce 7a je moryhe MareMaTHIKd MOJEJIOBATH pa3HE JbY/ACKE Aje]ATHOCTH Kao INTO CY
TPAHCIIOPT, TPOU3BO/HA W MPOJEKTOBaE MyTHE (MM HeKe Jpyre) Mpexke. YOUHIO Ce
Ja ce MehycobHO HCHpelieTeHr YCJI0BH, KOje JaThu MOJEIN YKJbYUYjy, MOy ,3apoouTu’
y CHCTEM jeJHAaYHHA M HejeIHaYMHA, & IMOTOM M Ja ce MoxKe ImpoHahm Hajbosbe pjerierhe
(omTHMHU30BATH) TIPEMa HEKOM 33aTOM Kpurepujymy (nuby). HajupocTuju Takas Mojed,
CaYMIbeH CAMO O/ JIMHeapHUX (DYHKIHMja, MIOCTA0 je HO3HAT Kao Auneapar npoepam (JITT).
Hapapno, moxke ce ogmax yBHU/jeTH Ja ITOCTOJH BHUIE PA3JIUYUTHX OOJUKA JIMHEAPHOT
nporpamMa ¢ 003WpPOM Ha TO KakBe Cy jare JimHeapHe (pyHKIHje, OJHOCHO JIa JIH Cy Y
nporpamMy MPUCYTHE jeTHAKOCTH WM HejeTHAKOCTH, Ja JIU e TPAyKW MUHUMYM WJIH TTaK
MAaKCUMYM, U TOMe cIu9HO. CBH TH OOJIMIM ce YBUjeK MOTY MPEBECTH JeJHH Y JApyTe, Ima
X 300r TOra CBe YONIITEHO 30BEMO JMHEAPHUM HporpaMuma. Cmandapdnum 00aAUKOM
spahemMo 3anuc cibeaeher mariena:

n
max E Cj.CL’j
Jj=1

y3 OrpaHuYemna



Zaz’j% < by, rajejei=1,2,...,m;
j=1
z; 20, raje je j =1,2,...,n.

JlaTu mporpam MOKeMo CBaKako Kpalie mpecTaBuTH, Kopuctelin ce MATPHTHIM 3aIICOM,
Ha cpegehn nagun [4):

max CT.%‘

Ar <b, x>0

raje cy nam ¢ € R", b € R™, a A € R™*" je no3uara nam Marpuia paara m. Oyukiuja
r — clx je dynryuja yuma, BpujeJHOCTH BeKTOpa ¢l x ¢y epujednocmu yuma, 10K HaM
jé & BEKTOp NMPOMjeH/bUBUX KOje TpeOaMo U3padyHaTH.

Yurajyhu pasznuuuty JauTepaTypy yBuDa ce, WHTEPECAHTHO, Ja CaM ,CTaHIADTHU
001uK” U HHje HeIITo cTanaapan3oBal. Yecto ce cpehe, mororoso y crapujoj aureparypH,
Ja cy riaBHa ((byHKIMOHAIHA) OrPAHNYEHHA CTAHIAPHOT OOJIMKA YCTBAPH jeJIHAKOCTH, a He
HEjeTHAKOCTH, TITO Ce, OTIeT, y JUTEPATYPH Ha HAIIEM je3WKY HA3UBA KAHOHCKUM 00AUKOM
4, 2|.

ITo orkpuwhy smHeapHOr mnporpamMmuparba, TEOpPHja Ce TPOIIMPUIA Ha CHCTEME Ca
HeJIMHeaApHNM KOHBEKCHUM (YHKIMjaMa. 3Hadaj KOHBEKCHOCTH Ce OrJIea Y JTHHeHUILHN
JIa OHA OCHT'YDABA MOCTOjarbe CaMO jeTHOT jeJMHOT eKCTpeMa (OMTUMYyMa).

Y mehyBpemeny, yBUjeI0 ce Jia je 3amamyjyhe Besimk Opoj curyaruja u JjeJaTHOCTH
KOje ce Ha 0/IroBapajyiu Ha4WH MOTY MOJIeJIOBATH Kao JJUHEAPHH POTPaMU WM KOHBEKCHU
HeJMHeapHu Tporpamu. Ho, Kako ¢BHjeT y KOM KHBHMO HUje (HCKJ/BYYHBO) JIMHEAPAH,
HUTH KOHBEKCaH, TVIABHU HEJOCTATAK OBUX MOJIEA je HeMOTYhHOCT /1a ce ’hUMa TpeIcTaBe
HEKOHBEKCHOCTH, MJIU TaK MPEeKUIN PA3INIUTHX BPCTA. » BEJIUKOM OPOjy TAKBUX CUTYaIlja,
,Ha CIleHy cTyTma’ 1jejo0pojHO porpaMupame — jeHO OJ1 TJIaBHUX opyha 3a Moje0Bame
1 00pajly pa3sHUX HEKOHBEKCHOCTH U IMPEKW/a Y ONTHMU3AIIN]H.

1.1 O njesiobpojHUM JIMHEAPHUM IIPOTPaMmIMa

»2Modea — ocrosna opma Koja cnaja mamemamury U cnosny ceujem.”
Jypuj A. Mutpomno/bcku

Pann ciukoBuTHjer mpukasa, 3aMUCTUMO /I3 HeKa TBOPHUIIA MPOW3BOJIN NBHUj€ BPCTE
pobe, unje kKanamurere oapehyjy deTupu JuHeapHa OrpaHnYeha npeacrasbena na Coumu
1.1. OBe HejeanakocTH, 3ajeHO ca HejeqHakocTuma 1 > 0, x5 > 0 (KoamauHa pobe Koja
ce TIpoW3Bejie He MOyke OWTH HerarwBaH Opoj), oapeljyjy Tako3BaHU IOMYCTHBH JTOMEH
(cKym), Ha CJUIM TMPHKA3aH KAO OCHjeHdYeHa 00JIACT. YKOJIUKO je J0OUTAK TBODHHILE
muHeapHa YHKIMja KOJUYIHE KOja ce Mpou3BeJie, oHJja fie ce onTtuMasan (Tj. J00UTHO-
Makcumu3yjyhn) mwran npousso/be, 3001 Tora mro je jara obsacT KOHBEKCAH MOJIHEeIAD,
MOJyapaTy ca jeJIHUM O] TjeMeHa JaTor MOJHUTOHA.

BamMuCIMO Jia je JI0aTHO HaMeTHYT cibesehin yeios (orpanudeme) — 3a ¢Baky poOy
(cTaBKy) mocroju mpar (HOpMa) MCMOJ KOT je He Bpujeau npousoguTu. Heka je mpar 3a
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Comka 1.1 Jonycrus ckyn 6e3 (MO3UTHBHE) JTOHe TPAHUIE 33 KOJTUIHHY PODe

poby 1 jennak b jeqununa, a 3a pody 2 Heka je jennak d jequmuuna. [lopem Tora, 6ap jeana
o/ ABHje pobe ce Mopa npousBecTu. JomycTuB Ky, Kao mTo je To npukaszano Ha Cinmm
1.2, ce y 0BOM ciiydajy cacToju Of TpH pasjBojeHa jujesna — nasuje auuuje [b,c| u [d,e] u
ocujenvere obaactu (MOJIUrOHA) Yuju ¢y BpxoBH f, g, h, i. OnTumym Moxke caj aa Gyie,
Y 3aBHCHOCTH O TOTa KakBa je (yHKIHWja muba, y Taukama b, ¢, d, e, g, h, i (Tjemena
KOHBEKCHOT OMOTAYA).

Cnuka 1.2 [Jomyctus Kyt ca (MO3UTUBHOM) JIOEOM TPAHHIIOM 32 KOJHYHHY POOe

Taxobe, mpumjeTHo je aa je mpoOIeM MOCTA0 U KBAJTHTATUBHO APYTadHjhd. YCIOBHU ,Ipara’
Koju ¢y oouka ,x1 =0 Y 2120 n, 00 =0 Y 2o > d’, ka0 u ,x1 =0 Y 29 =07 ce He
MOT'Y MOJIEJIOBATH TEXHUKaMa JIMHEAPHOT HUTH KOHBEKCHOI Nporpamupama. Vcrosjerna
CUTyallfja je U Kaja ce 3aJaBajy pa3Hu JApPYyrd ,JIOTUIKHA YCJIOBHU:

e jucjyHKIHje (,0BO WM TPOTHBHO”, ,MOpa BAKUTH Gap jeJHO OJ OBUX HEKOJHUKO
orpaHmnyerha’, JHajBUIIe je/IHA 0J] HEKOJMKO IPOMjeH/bUBUX CMHje OuTH o3uTuBHA”),
e uMIUIHKaIH]je (,aKO je mpejy3eTa Jata pajimba, OHJA ¢e MOpa UBDIIATH OBa pajma’),
e ycioBH noperka (,aatu gorahaj Mopa mperxoauTu oBoMm Jorahajy”’, ,oBa pajima He
MOZKe MOYeTH CBe JIOK Ce HEeKe JIpyre He 3aBpiie”), i MHOTH JPYTH.
CBakako Ja YCJOBH OBOT THIIA HHCY HH HAa KOjU HAUMH U3Y3eIH, IITABHIIE, OHH HPOCTO
HPOKUMAjy YUTABO MHOIITBO CTBAPHUX YKUBOTHUX CHUTYyalWja W CTBAPHUX JICINABAHA.

[TpobGuiem JmHeapHOr (HEJMHEAPHOr) HPOIDAMUpAIba Ydje Cy MPOMjEHJbUBE JOJATHO
OorpaHUYeHe Ha Ije00pojHe BPHjEHOCTH 30BeMO MpobJeM I[jeJOOPOjHOr JIMHEeAPHOT



(HeJTMHEAPHOT) TPOTpaMUparha, WIH TPOCTO UjeA00POJHUM AUHEADHUM (HEAUHEAPHUM)
npozpamom. Y JTUTEPATYpPH ce TaK derrhe Kopuctu Kpahu Ha3zuB — 1jesj00pOjHU TPOTrpaM
(LIIT), momrro ce mojgpasymjeBa jga cy (byHKIEje JHHEapHe (HEJIHHeAPHOCT ce ODHYIHO
noce6Ho Hariaacu). [{jeso6pojHr mporpamMmu ce MOTY 3alicaTi Ha cibejelin Hauum:

n
max E Cj[Ej
=1

n
E ;5T 5 ébl, 3&@21,2,...,771;
j=1

r;20,3a7=12,...,n

rj€ly3a ] =12, ...,n.

KoHKpeTHO, y 0BOM 3alliCy Ce PaJil 0 nomnyHo 1jeodpojnom nporpamy (rakohe ce kpahe
oznadasa ca LIT).

YKOJIMKO HeKe MpoMjeH/biBe (ajW He cBe) He Ou Ouye orpaHmveHe Ha IjesoOpojHe
BPUjeJIHOCTH, OHJIA OU ce PATUIo O mjewosumo-ujesotpojrom npozpamy (MIIT). Takas
npobJieM ce MOXKe 3allMCATH Ha cJbejehn HadwmH:

n
max E ijj
j=1
n

Zaij$j<6i7 3ai=1,2,...,m;
j=1
x;20,3a7=12,...,m
r;e€Z3ajel C{l,...,n}

[Tornyno mjenobpojan nporpam je, y crBapm, mocebaH Caydaj MjeroBUTO-I[jeJJ00POjHOT
nporpama kaja je I = {1,...,n}. ¥V unaycrpuju ce Hajuerntlie japbajy ynpaBo mpobiemn
MjeIIoOBHTO-I[jeI00pojHOT TporpaMupaiba. nak, y oBoM pajy he Harimacak OuTu cTaB/beH
Ha TOTIYHO Ije100pojHe mporpame, HomTo ce Behu auo Teopuje 3a pjeriaBame JUHEAPHUX
U 11jeJIOOPOJHUX ITPOIPaMa MOKE Ha, IPUPOJIAH HAYUH IIPOLIAPUTH JI0 TEOPUje 33 PjelIaBatbe
MJeIOBUTO-T[jeJIOOPOjHUX ITPOTrPaMa.

[Topes mpeTxomHUX pas3mMaTpama, ONTHO je W3ABOjuTH W Tako3paHe (-1 (bunapne)
npozpame (MOTIYHE W MjemioBure). Y THM OPOrpaMuMa, IjeJobpojHe MpOMjeHsbuBe Cy
JIOJATHO OTPaHMYeHe Jia O BPHUjeJHOCTH Mory y3umaru wiam 0 wiam 1, To ject, TO cy
TaKo3BaHe H300pHE MPOMjeH/bUBE — PEINMO, HEeIlITo je Wiau ypaheHo wian Huje ypalheHo.
[Tpema mwuIbemy MHOTHX ayTopa, o1 Kojux cy Heku [lopu Hojmxayzep, Eauc [loncon
u Eron Bana [42|, 0-1 mporpamu 4une Haj3HadYajHHjy KJacy IjeJOOPOJHUX TIPOrPaMa.
Jeman oH pasjora 3a TO je IMTO ce pa3He HEKOHBEKCHOCTHW, Kao Ha ITPUMjep OHe M3
HPETXOIHOT ITPobJeMa, HJIH ITaK OHe Koje €y J0JATHO HaBeIeHe, MOT'Y IIPeICTaBUTH TOMONy
0-1 mpomMjenbuBux. Ha mpuMjep, y npegodeHoM mpobdeMy ILIaHHPAba TPOU3BOIHE, aKO
je CKym orpamyerna, Kako ¢cMo ra npukazaau za Coaunm 1.1,

;11 + A;009 < bz‘, 381 = 1,...,47
1 20, 29 20,



OHJIa C€ YCJIOBU

xlgo\/xi?ba
12 <0V 29 >4,
x1 >0V 29 >0,

HAMETHYTHU Yy Bapujautu upeaodenoj na Coumu 1.2, Mmory dbopmysiucaru yBohememM JBuje
0-1 opomjersbuBe — 01 U Jo, Ha cJbenehn HaUUH

bdy < 1 < cdy,
d(52 < T2 < 6527
0 +02 =1, dy,0 € {0,1}.

Omner, orpannyema tuna 0 < x; < b; ce mory 3amujenntn orpasndemnma 0 < ;1 + o +
oo T, < by, tajecy xy; (j=1,...,0;) 0-1 npomjenspuse.

C napyre crpane, Mehy MareMaTwdkuM MOJEIUMA, Y IjeJ0OPOJHOM IpPOTrpPaMHUpPAILY,
HoceOHO MJecTo 3ay3UMa TaKO3BaAHU NPoOAEM PAHUG.

IIpoGaem 1.1 (IIpoGsem panna). [IpermnoctaBuMo Ja je JaT HEKH DaHAIl 3alpeMuHe
b > 0 u HekH CKyI OpejMeTa. 3a CBaKH IIpeIMeT j ce 3Hajy Iberopa 3alpeMHHa a; > 0
1 merosa spujegnoct ¢; > 0. Hamynuru panam Tako ga je yKyIHa BPHJeIHOCT CTBapH y
weMy Hajseha moryha.

Cam mojam ,,panair’” Tpeba YOHIITEHO CXBATUTH, TO JECT IO/ IbHUM Ce MOKe MO/Ipa3yMHu-
jeBaTH, Ha MPHUM]jep, CKJIAIUIITe TePEeTHOT OPOJa WU IHaK IPOCTOP KOCMUYKE JIETjesIuIe,
takohe HU BpHjeJHOCT He MOpa uMmarTu yoboumdajeno (Oyksasno) suauewse. Crmjenn
dopmysnanuja npobsema y obJIMKY 11jeJI00pOjHOT IporpaMa:

n
max E CiTj
Jj=1
n
g ajr; < b, (camo jeaHo orpaHudere)
i=1
x; = 0, T; € 7.

OBako dopmy/ucan npobdJjeMm ce Ha3uBa Heomehen npobaem parua, 3000 TOTa MITO HE
I0CTOjH ropma Meha Ha Opoj yMHOXKaKa IpelMeTa Ij, CBaKe BpcTe j, KOjuUM ce Tpeba
HAIlyHUTH paHall. ¥ omeherom npobaemy panya Opoj yMHOXKAKa IIpeaMeTa T; je oMehen
0/I03r0 HeKuM mujenunm Opojem wj, 1o jecr x; € {0,...,w;}. Hapasno, nocroju n 0-1
dopmynanmja, Koja je mHade jejana oj Hajuenrhe xopurnrenux. y (-1 npobaemy panua ce
CBAKU IIPEIMET T; MOKE HAJBHUIIE jeJHOM HCKODHCTHTH 33 IONyHhaBame (He oCMaTpajy
ce mpeJIMeTH 110 BPCTaMa).

BHauaj oBor mpodseMa y Teopuju 1mje100pOjHOT IPOrPAMHAPAbA C€ OTJIeNa Y N EHIIN
Jla Cce CBaKMW PallMoHAJIaH I1jeJI00POjHI TTPOTPAM MOYKE a2pe2aujom CBECTH Ha ojroBapajyhu
npobaem panna [3]. Iloa arperamujoM cucreMa JIMHEAPHUX jeTHAYMHA Ca IjeJ00pOjHUM
KoeHUIUjeHTHMA, [TOAPA3yYMHjeBaMO IOCTYIAK Jd00ujarba jejiHe jeJHadnHe Ca IIHjeJTuM
HEHEraTUBHUM KOeDUIUJEHTUMA KOja jé UCTOBjeTHA HOYETHOM CUCTEMY Y CMUCJLY Jla CY UM
je/IHaKM CKYIIOBH HEHEraTHBHUX I1jeJI00POJHUX pjelierba. [JIaBHU HeJ0CTAaTaK arperalmje



je eKCIOHEeHIMjaJIHa 3aBUCHOCT Opoja MPOMjeH/bUBUX y J100MjeHO] jeJHaYnHu 0 Opoja
jeqnaunna y cucremy (orpanumdera mporpama) [3].

[Ipupo/iHo, cBaKOM I1jeJIOOPOjHOM MpOrpamy je MpHApYyzKeH ojroBapajyhu JuHeapHU
nporpam, Koju ce g00Hje yKJamameM YCI0Ba IjeJobpojHocTH. aTn JTuHeapHu mporpam
ce Ha3UBa, PeAGKCAUL]a UjesobpojHoe npozpama y sureapru, wid kpahe — JIII-pesarcayuga.

VY JMHeapHUM OporpaMuMa, CKYI JomyctuBux pjemema P = {rx € R" : Ax < b, © >
0} je mosmrorn, na je npupojaHo, 3000 3axTjeBaHe IjeJoOPOJHOCTH pjelieba, T0CMaTPATH
KOHBEKCaH OMOTad IjesobpojHux BeKTopa yHyTap P, oqrocto Py = convh(PNZ™). Ounro
je naje P; C P. Py nazuBamo yjeaobpojrum omomavem yuyrap P. JacHo je aa je 3a omehen
P, ujenobpojuu omorad P; mosuron (Ca. 1.3), Ka0 KOHBEKCAH OMOTad KOHAYHOI CKYIIa
Tadaka (BeKTOpa).

Cmuka 1.3 Hjenobpojan omotad Py yryTap mnosuromna P
MNnaue, 1mokasano je jia BaxKu 1 jade TBphere, To jecT cjbejeha Teopema.

Teopema 1.1 (IlIpajsep [56]). 3a ceaku payuonaran noauvedap P, ujesrobpojarn omoma
P; je maxobhe payuonanan noauedap.

OBo TBpheme, He Bayku y OINIITHjeM CJAy4ajy, TO jecT Kajaa ce y3My y o03up
WPAIMOHAJHA TOJINEJIPHA.

Ipumjep 1.1. 3a momuenap P = {(z,y) € R?> : y < 2z, = > 0} Baxu jga je
Py =sup{P; : k€ No}, raje je

Po={(z,y) eR* : y<(JJ +

1 1
. (1 — —
49+ 1 49+ 3

)z, © >0},

oaHocHO Baxku P = P. |

ITomasio wmsnenahyjyhe, m3 mnperxojHe Teopeme HENOCPEIHO CJAWjEIN J1a Ce CBaKU
1je;T00POJHI PpOrpaM MoOKe 3amucard kao max{x : x € P}, ITo HUje HUIITA JAPYTO 10
JIMHeapHU nporpam. pyrum pujeunma, ga Ou ce MOIVIe TPUMjEHUTH TEeXHUKE JTMHEAPHOT
HporpaMmupaa JIOBOJHHO je OKapakTepucaru, bap Ko/, mjejiodpojHor pjemiea, Py momohy
JuHeapHuX HejeaHaxocTu. Vcmocrasmba ce, MehyTuMm, 1a TO HEje HUMAJIO JIAK 33/1aTaK.



1.2 YobuuajeHe morpeniHe MPEeTIOCTaBKeE O IjeJIO0POjHIM
IIPOrPaMUMa

2

,Ceaxa dobpa meopema mopa umamu dobap xoumpanpumjep.’
Opandgecko Cesepu

Y HacTaBKy Cy JaTH KOHTpalpUMjepu 3a HeKe yoOudajeHe MOTrpelrHe HPeTIoCTaBKe
NPUINKOM WHTYUTHBHOT CarjiefaBamba je00pojHOT TPOTpaMupama, a 01 KOjuX Cy MHOTE
y HeNocpeJHO] Be3W ca JUHeapHWM IporpaMupameM. HapaBHO, camMuM THM ce joIIn
BHIIIE pacBjeT/byje pas3iuka W OMBa jacHUju omgHOC u3Mely JuHeapHOr U IIjeJI00pojHOT
IPOTPAMUPAIHA.

ITpernocraBka 1. Pjewere ujesobpojroe npoepama ce moxtce dobumi 3a0KPpYHCUBAHHEM
pjewerra wezose JI1I-penarcayuge.

Konwmpanpumjep. Hauporus, moryhe je ma pjenieme Oyjie
JIOCTa JAJEKO OJ Pjelierma JTHHeapHOT TPOrpaMa, IITABUIIe
Moryhe je ja 3a0KpyzKeHO pjelllele YOIIITe He Oyle
nonycruso. [Hornenajmo cibenelin mporpam (Co. 1.4)

max{21x1 -+ 11132 . 7%1 +4ﬂ?2 < 13, I 2 0, i) 2 O}

Onrumanno pjememse JIII-perakcanmje ce 10CTHXKE y TaIKU
(%, 0), MOK ce ¢ Jpyre CrTpaHe ONTHMAJHO IjeJ06POjHO
pjemerse mocruxke y tadku (0, 3). |

Inepajyhm mperxoanu KOHTpanpuMmjep, MOTJIo OH ce
HMOMHCJIUTH Jla ce I11jeJ0OpOojHO pjernieme MoxKe J100uTh
3a0KPy KHUBamkeM HeKOr o1 Bpxosa noJurorna JITI-penakcamuje,
kao na upumjep (0,£) na (0,3) y mamem ciyuajy.

Chauka 1.4

IlperniocTaBka 2. Pjewerve ujesodbpojoe npo2pama ce monice 0obumi 3a0KpYHCUBAHHEM
nekoe 0d donycmusux 6a3HuT pjewera (6prosa noaumona) odeosapajyhe JII-peaakcaruge.

Konmpanpumjep. VInmak, HI oBa INpeTHOCTaBKa HUje TadHA,
mTo ce BpJio Jako yeufja Ha cibeaehem mporpamy (Ci. 1.5)

max{13z1 + 1929 : 4z + 325 < 14, 21 >0, 25 > 0}.

- Bpxosu nommrona JIIT-peraxcanuje cy y (4,0), (0,4) u
! (0,0), a MakcuMyM 3a 1jesobpojHe TadKe ce JocTuxe y (2,2).

HapaBno, nopej; TeopujcKux KOHTpAIPUMjepa, 10CTa/ba ce
T1 nuTame, KOJUKO YeCcTO ce y npakcu cpehy TakBu cjydajeBu
y KOjuMa 3a0KDPY:KHBame HUje HHU O Kakpe momohu? [la
JIM TMPAKCa, Jla TaKO KaxKeMo, JI03BOJbaBa 3a0KPY2KUBaIbe?!
Conka 1.5 [Cnosep u Comep cy y [30] mpencrasuiu (KoHTpa)upumMjepe
U3 [pakKce, MITABUIILE [IPEJICTABUIN Cy KJACY 1pobjemMa Koju

ce jaB/bajy y MPaKCH M y KOjJUMa 3a0KPYKUBaHKE Jlaje jaKko JIOMe pe3yaTare.
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ITperniocraBka 3. Pjewewe JII-peaakcayuje je pjewere odzosapajyhee ujesobpojroe
nPO2PaMa GKO U CAMO GKO je onmumanno 6azno pjewere JIII-peaaxcayuje ujesobpojro.

Konwmpanpumgep. JloBosbaH ycyioB je yBujek tadan (HCHyeH), MehyTuM morpeban yeiaon
BaxKu (KOJHMKO je 70 cajma mosnato [39]) camo 3a Oumapme mporpame, KoJ KOJUX CY
orparmyetsa JIII-pesrakcaruje jeIHAKOCTH, (Y TAKO3BAHOM KaHOHCKOM 00auky ). [eHepaino
TBpAIba HUje Tavna. /lonycTuBa obsacT mporpama

b
max{0x : 0<z< | :|,z€Z b¢Z}
b

UMa Helje00pojHe eKCTpeMHe TadKe, a IjeJI00pOjHY ONTHMAJIHY TAdKy Y YHYTPAIIHOCTH.
Pjememe JIlI-pemakcanuje 3a oBaj mporpam je OWJI0 Koja JOMycTHBa Tadka. 3a b > 1,
Tadka (jequHUYHE BeKTOp) 1 je jomycTuBa, ma je cTora u ONTUMaIHa Tadka garor JIII-a.
Camum tum, 1 je onrumasina Tadka IjeJ00POJHOr POrpaMa, ajii TO UIAK HUje OHO IITO
TpaxkuMo — Oa3Ha (Bpx mosmnTona) onruMasHa radka JI[-pesakcammje. [

Kao mro ce MoxKe TPHUMjEeTHTH, IOCTOje O30W/bHE TellKohe y MpoHaJdaxKemy, IIa
U KapaKTepucamy pjeliema Ijeo0pojHor mporpaMa momohy pjerema oarosapajyhe
JITI-penakcanuje. [lpuposHo, mocraB/ba ce MUTamke Ja JU je OHJa Moryhe HeKako
oKapakTepucaru 6ap 1jesjo00pojHrn oMoTad Ha OCHOBY JonycTuBe obsactu JITI-penakcarmuje.

IIpernocraBka 4. Bpoj eprosa ujesobpojroz omomaya je omeheH HexuMm YmMHOULKOM
bpoja epxosa JII-pearaxcaryuje, 20je ymroscar 3asucu 00 OPoja NPOMIEHSUBUT, KO U OPOja
02PAHUNEIHE.

Konmpanpumjep. Mozk1a HeOUeKWBAHO Ha TIPBU TMONJIE, ai I[jeJJOOPOJHN OMOTAY MOYKe
uMaTH OMJI0 KOju OpOj eKCTpeMHHX TadaKa M TO y3 caMoO jeJHo orpanudeme. la 6m To
MOKa3aJIM, Y3MUMO Y pa3Marpaibe c/bejenn MOJUroH KOju UMa CaMoO JBHje IPOMjeH bUBE
u jeHO orpaHudere (y3 yCJ0B HeHeraTUBHOCTH):

P:{xERi ©a1ry + agry < b}

rije ¢y Ham a, b > 0. OBaj mosmron uma Tpu ekcrpemue tadke. Moxkemo a uzabepemo a
i b TakBe Ja BUXOB Ijes106pojun omorad, convh(P N Z?%), uMa n eKCcTpeMHHX Tadaka 3a
om0 Koje n > 3. Cnuka 1.6 mpukasyje /iBa TaKBa OJUTOHA.

Az

4o 3% + 5% =4
Az T
2 X+ 23X 23 2+

-

I T I I
2 4 X 2 4 f 8 X
fal N =4 N

Cauka 1.6

Y cmenehoj Tabenrn je mpuKa3aHO JOIT HEKOJUKO U300pa a u b 3a Koje OpojeBH BPXOBa
ojrosapajyher mjesiodbpojHOr oMOTada PeJlOM pacty, a U JAaKo ce yodaBa ojrobapajyhu
obpasar| koju je Pybun mpesgcrasuo y [53]:



n  a as b
4 1 2 3
5 3 5 24
6 8 13 168
7T 21 34 1155
8 55 89 7920
9 144 233 54288

10 377 610 372099

Hexka je Fj, k-tn ®uGonaunjes 6poj u P = {z € R2 : Fy_111 + Fopae < Fy, — 1}. Tana
convh(P N Z?*) uma k + 3 excrpemHe Tauke. PyOuH y CBOM pajy Jaje jOHI HEKOJHKO
HAYMHA 33 MPOU3BoOheme MOJUroHa TOMONY jeJHOr OrpaHuYera y Ri, KOjU TIPU TOM
UMajy 1pou3BoJbaH Opoj 1jes1odpojuux Bpxopa. MHavye, ucTu OBU KOHTPAIPUMjEPU CY Y
NPUXBAT/HUBH JIa CMO KOJUM CJIy4ajeM, y IIPETIOCTABIU, BPXOBE Yy TEOPEMH 3aMUjeHUIH
cTpaHuUIaMa. [ |

IlpernioctaBka 5. Bpoj sprosa ujesobpojnoz omomana je eehu uasu nak jeduar 6pojy
epzxosa noauedpa JIII-peraxcayuje.

Konwmpanpumjep. Tlonuenap JIII-penakcamumje Moxke jna mma obsactu 6e3 11jej06pOojHIX
Tavyaka, Kao 1To je npukaszano na Counm 1.7. [jesobpojuun oMoTad mMa TPU €KCTpEeMHe
Tauke, MoK nosuenap JIII-penakcanuje uMa deTupu (M MOXKe HX MMATH HPOU3BOJHHO
MHOr0). Kao u y nperxo[HoM KOHTpAIPUM]epy, CJAUIHO Ce MOXKE HOKA3aTH U 3a CTPAHUIIE
ojarosapajyhux mosmrorna. |

BAYY a1 +a2 <3

x|+ drs < 3

x =0

Canuka 1.7

U3 Teopuje mHEpaHOT TpOrpaMHUpaba MO3HATO je J1a ce ONTUMAJTHA pjellema Tpazke
MeDy BpXoBHMa IOJIUTOIA, I1a je 300r Tora O6poj Moryhux pjeriermna (::L) (ako je MaTpuia
JII-a pumensuja m x n). Apyrum pujednma, CBAKO OUTHMAJIHO Djellierbe MOKEMO CBEeCTH
Ha JIONYCTUBO 0A3HO ONTUMAJHO pjenteme. MehyTtum, Tako HemTo HaMm Huje o nomohwu
aK0O HAC WHTepPecyjy IjeJo0pojHa pjelnermna.

IIpernmocraBka 6. Akxo nocmoju onmumanto pjeuerve UjeaobpojHoz npoepama 3anucaHoz
Y KAHOHCKOM 00AUKY, OHOG MOCTMOJU ONMUMAAHO Plewere ca Hajeuue ¢(m) no3umueHuL
spujednocmu, 2dje je ¢ PYHKUUIa Koja 3a6UCU CaMO 00 M, MO jecm He 3a8UCU 00 M.



Konwmpanpumgep. 3ua ce na 3a JIIT Baku ¢(m) = m. Heka cy p, ..., p, Hekn mehycobHO
pas/JM4UTU IpocTu OpojeBH. Y3eBHIM [Ja je a; = H#j Di, PA3MOTPUMO IIjesI00pOjHI

nporpam
n n

max{cx : Zajxj = Zaj, reZl}.
j=1 j=1
Jejuno jonyctuBo pjenieme je r = 1, 1na je crora 6poj HO3UTUBHUX IIPOMjEH/bUBUX jeIHAK
n.
[Tpema [39], kouTpanpumjep npunasia [Toxy Bunujamcy u Jlecaujy Tporepy. [

ITperniocTraBka 7. Vkoauko yjesobpojnu npoepam uma veomebeny JII-perarcauufy, onda
je u on cam, maxohe, Heomehen.

Konmpanpumjep. PazMoTrpumMo mporpam
max{z, : x € Zi, XT3 — \/§(x1 —29) =0, xy + x4 = 1}.

Ckyn oxpehen orpanudemuma JIlI-penakcamuje caap:ku 3pak {(t,O,t\/i, 1) : t >0}
na je JIlI-penakcamnuja seomehena. Mehyrum, 3a 11jej06pojHO pjelnerbe Mopa Ja BayKH Ja
je x1 = X9, v3 = 0 u 21, 29,24 € {0,1}. Cimjesm Ja cy jenumua aBa JOMYCTHBA Djelierba
njeobpojror mporpama (0,0,0,1) u (1,1,0,0). [ |

IIpumgjedoa 1.2. Mejep je y [51] mokazao ja mpermocTaBKa WIAK BayKd aKo Cy, JOJATHO,
ncnymenn cbegelin yenosu (mompasymjeBa ce a cy TMpOTpaMu JOMYCTHBH U Ja CY
dbyHKIHje Muba OrpaHnIeHe):
1. noBosbaH yCJIOB 3a MOTITYHO Ifjesio0pojaH mporpaM y KAHOHCKOM OOJIMKY je Ja CY CBH
KOeDUIUJEHTH PaUUOHAAHU

2. 3a MjelToOBUTO-1[jeJJOOpOjaH TporpaM JOBO/bAH YCJIOB je Jia Cy CBU KOedUIHjeHTH
PAUUOHANHY.

Hpumjedoa 1.3. Ca craHoBHIINTA padyHapcke obpaje IjesodpojHu mporpaMm je omehen u
TO CaMO Ca PAIMOHAIHUM HOJAIMMA, aKo ce ipu ToM jo3Boje SOS (enrt. Special Ordered
Sets) omyomiu, kao y CPLEX-y. Hapeaun npumjep koju o nojammana je nao Ex Kiory
[39].

max{r; : x € Zi, o < 1, x3 — 1.41421x¢ + 1.4142129 = 0}

S0S:
S2:: x_1: 1 x_2: 2 x_.3:3
End

VY JIlI-penakcanuju, 3pak (t,0,1.41421¢) je monycrus. Mnak, SOS 3axTjeB 103B0/baBa Ja
caMo JiBHje y3acTomHe mpoMjeHsbuBe y SOS cKymy y3uMajy HeHyJIa BPUjeJIHOCTH, Ta je
coprBep Jpumopan Ha cjedy’ oBor 3paka. Kao pesyiarar rtora, 1jesobpojHu Iporpam
HMa OTDaHUYEHO ONTHMATHO pjememe, © = (1,1,0).

IIpernocraBka 8. Ako ujeaobpojnu npoepam uma neomeheny JII-penarcayujy, onda je
or donycmue.

Konwmpanpumgep. Tlosmenap je neomehen ako cajipzku JIOLYCTUB 3pak ([OJyHpaBy) —
apyrum pjeunma, {2° +th : t > 0} C P, tuje 2° € P u h # 0. Tlocmarpajmo noJmesap
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P={(z,y) : 223 y>3, o—y=3r={C,3)+¢(1,1) : t>0}. Veuba ce na on ne

CaJIPZKK HU JeJIHY jeUHY IjeJI0OPOjHY TadKYy, IOIITO

3 1 1
= (=+t,=+t) = -y = —. u
(z,y) = (Ht,5+t) = 2y =

IIpernoctraBka 9. [[jeaobpojru npozpam ce mootce pujewumu y KOHGUHO MHO20 KOPAKQ
dodasarvem odcujeuajyhux xuneppashu 00AUKG

ZZC]>1

JENk

edje je N* cxyn wnebasnur npomjenmusur y k-moj JI-peaaxcayuju 3a ®ojy nocmoju
HeUJeA00POIHO 6a3HO plewerve.

Konwmpanpumjep. OBe xumeppaBHE cy mo3HaTe 10f HasuBoM Jlanuyuzose odcujevajyhe
pasru. Pand T'omopu u Anern Xodwman cy cipenehnM KoHTpampuMjepoMm JIOKa3ajd 1a
IbUXOBO JIOJABaIbe He MOpa Ja KOHBEPrupa y KOHAYHOM OPOjy KOpaKa Ka ONTHMAJJTHOM
pjerremny.

Y ujesobpojHoM mporpamy

max{4x; + 3xy + 3wz : x € {0,1}°, 3z, + 4day + da3 < 6},

MaKCHMyM Tii/bHe (DYHKIHje je jeHak 4 u mocTuzke ce y njeaobpojuoj rauku x = (1,0, 0).
Heka je s; uzjennauasajyha npomjensbuba 3a ropme Mehe BpujeHOCTH IPOMjeH/bUBHX,
r;+s; = 1uj € {1,2,3}, a nexa je sp usjegnadasajylia nmpomjeH/bHBa 32 I[JIABHO
OoTpaHWYebe MporpamMa, To jecT 3xry + 4xy + 4xs + 5o = 6. Pjememe JIlI-penakcanujy
je jesnako 6% u jgocruxe ce y x = (1, %, 0), mok je s = (0,0, 1,1).

r1 T2 F3 B0 &1 52 83 tr f2 t3 ta is z

1 1 0 0 0 Yy, 1 61/, 34+ sy +s —t1 =1
2 0 2 0 Y. 1 Y00 6 T2 480+t —ta =1
1 2 2 2 o £ 2 0 0 52 s+t +ty—t3=1
1 o £ 1 0o 1 § & O 55 |@2tesi+tattz—ti=1
£ & & 0 £ £ &£ & & 0 0 5 sg+ta+ty—ts=1

I[Tperxomua Tabesra IpUKasyje IPBUX MeT KOpaKa, yBoJenu JomyHCcKe mpoMjersbuse tr,
KaJla je KOHCTpYHCaH k-TH pe3.

Oncujenajyhe paBHE ce 07ajy jeHA 3a IPYTOM, ajld ce NMPOTpaM, UIAK, He pjeraBa
y KOHadHOM 6pojy Kopaka |31].

ITozedd boyman u I[lopn Hojmaxyszep cy joxazaJjum KOHBEPreHIHjy IOCTYIKa Ca
u3MujerbenuM JlannuroBum ojicujenajyhuM paBHUMA, a JiBUje TOJWHE KAaCHUje FHUXOB
pe3yarar cy jaojgaTHo mnodospinanu Pyoun u I'pejsc. [ |

Kao mTo ce MmoxkKe mTpuMjeTUTH, TeOpHja yV MO3aUHHU JUHEAPHOT IMPOTpaMupama HHje
JIOBOJ/bHA 3a PjellaBarbe ¥ HUTU 33 MOTHYHY KapaKTepu3allujy IjeJoOpOjHUX IporpaMa,
1A Ce LHPUPOJHO 1OCTaB/ba UTAE JIa JIM CYy 1jeJIOOPOjHH 1IPOrpAaMU, PAYYHCKH 1JIEJIaHO,
TexKU Off iuHeapHuX (6e3 063upa Ha TeXHHKE 3a pjernaBarbe)?
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1.3 PauyHCKa CJI02KEHOCT Ijeo0pojHOT ImporpamMa

»P 1y odnocy ma NP — nokaon mamemamuuy 00 ungopmamure.”
Crupen Cwmeji

"Tepd je opax, sohka wydnosama, ne ciromu 2a, ar’ 3ybe nosomu."”
ITerap II [Terposuh Hberom, lopcku sujeray,

ITIto ce Tuye padyHCKe TexKUHE I1jeJJOOPOJHOT MporpaMa, HUHILEHHUIA je j1a HUCY
MO3HATH TAKO3BAHU JIjeJIOTBOPHU AJTOPUTMHU 3a HErOBO pjeriaBarbe. Y CYIITHHU, TO
u Huje Tako 3adybhyjyhe momro je moryhie dopmymucratu Beauku 6poj (padyHCKH)
jako Temkux mpobiaemMa (HOpP. MHOTe TO3HATE MpoBaeMe KOMOMHATODHE ONTHMH3AIM]E)
y 00JIUKY I[jeTOOPOJHUX HMpOTpaMa.

Tjypunrosa Mammuua (HeJeTePMUHUCTHYKA, IETEPMUHACTHIKA, CA YJIA30M U U3J1a30M),
Ka0 OCHOBHA allCTPAKTHA MAIWHA YHWjH Ce PECYPCH MPOIjerhyjy TOKOM paJja mporpaMa, je
Hajaenthu opMaJIHM MOJIeJ W3padyHaBama, KOjU e KOPHUCTH Y aHAJIU3U CJI0KEHOCTH.
Hoene npegnocTr ¢y peslaTUBHA jeTHOCTABHOCT ¥ MOT'YNHOCT JjeJIOTBOPHOTL MOApazKaBarba
JIPYTUX alCTPAKTHUX MAIIMHA, TAKO JIa Ce OCHOBHE KJIace CJO0XKEHOCTH Kao IITO cy P,
NP n PSPACFE He mujemajy NpoOMjeHOM came MaliuHe. Pecypcn m3padyHaBamba, quja
HCKOPHIIITEHOCT OCTHKABA CIOKEHOCT ATOPUTMA, Cy 6pujeme (OPOj KOpaka y H3BpIIABaAHY
AJTOPUTMA) U Npocmop (MEeMOPHjCKH TIPOCTOP KOjU AJTTOPHTAM KOPUCTH).

[Ipeamer mpoy4aBarba TEOPHUje CIOXKEHOCTH U3PadyHaBabha IHHE TAKO3BAHU OJITY YMBU
npobJsiemu, Kao mnojeaunadne dopmyae. Hedbopmasno, To cy onm mnpobjeMu KOju cy
AJITOPUTAMCKH PjeIuBHU, TO JeCT IMMOCTO]je ITPOTPaMH 33 IbUXOBO PjellTaBaihe Ha allCTPAKTHUM
MarrnHaMa. OOMYHO Cy OKapaKTepHUCAHU MUTakbIMa Ha KOja ce Jaje OAroBop da, OIHOCHO
ne. Ha mpumjep, nmposjepa aa je 6poj mpocT je jeman mpobuaeM. AKO MPETXOAHO MHTAME
IOCTAaBUMO 3a HEKH KOHKpeTaH Opoj, OHJA je TO npumjepar npodieMa.

Camo mpe/icTaB/barbe PobaeMa ce BPII Ha HeKOM (hOPMATHOM je3uKy (Tj. KOIupa ce)
Koju je m3rpahen Hax az0ykoMm Heke TjypuHroBe MalImHe.

IIpobaem I 3a Koju ce UCIIUTYje CJA0KEHOCT je TMOACKYII CKyTa CBUX PHjedun HeKe a30yKe,
OJIHOCHO caM 1pobJieM je y crBapu popmasian jesuk. Komnaemenm npobaema I,y o3HAIN
1 naJ1 HeKoM a36yKOM je CKYIl CBHX pHjedun HaJ[ AaToM a30yKoMm Koje Hucy y 1.

3a mary a30yky A u npobsiem I, Tjypunrosa mammna M mpuxBaTa yaa3HU II0/aTaK
(pujed) z, ako mocToju m3padyHaBamwe (00paja MOJATKA) y KoM ce moJaselin o pujedn
T yOmcaHe Ha yJIa3HO] TPaIH y MOYETHOM CTaIby o, JOJA3U JI0 3aBPIIHOT CTAba (a, A
ojibalyje T, ako yBUjeK J0J1a31 J0 3aBPIIHOL CTAba (ye. Y KOJIUKO M npuxsara cBe pujedun
T Koje nputaiajy npobiaemy [, a oxdalyje cBaky pujed Koja Huje y npodaemy [, Kaxe ce
na M odayuyje mpobaem 1.

Axo Tjypunrosa mamuna M 3a yJIa3HU MOJATAK T Y H3PAUyHABAMY J0JA3H J0 CTAMa
., OHJIA je CAPIKa] TTOCHEIIbe TPAKe Pe3yJITaT paja Mamuie n o3uadasa ce ca M (z). Ca
I(x) o3nauaBahemo npumjepak mpobaema [ 3a yIa3Hu MOJATAK T, OMHOCHO MATAHE A JIU
jex el

Ba maru omryauB mpodIeM, TOpkha IPaHnI TOTPEeOHOr BpeMeHa u IpocTopa oapehyje
ce pa3MaTpameM KOHKPETHOT aJIrOpuTMa KOju Ta pjermasa. lomartHo, ma Ou ce jokasasia
OIITUMAJIHOCT aJICOPUTMa, IOTPEOHO je UMaTH U ojroBapajyhe 0mbe rpaHulle CJI0KeHOCTH
npobaema (oBje To Hehe GuTH pazsMaTpaHo).

V aHamM3u CJI0OZKEHOCTH U3PadyHaBalba, OOMYHO Ce pa3MaTpa aCUMIITOTCKO IIOHAIIAHE,
3a MITa Ce KOPUCTH Tako3Bana (J-HOTAIH]a.
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AKo mocToje mo3uTHBHA KOHCTAHTA ¢ U MPUPOIaH Opoj ng Takeu Ja 3a yHknuje f u
g HaJI IPUPOTHUM OpojeBUMa BayKh

f(n) < c-g(n) 3a cee Bpujennocru n Behe o ng

Onga nuiemo
f=0(g)

u auTamo ,, f je y Besukom O o g7

Camo O Huje dpyHKIHja, Beh o3HavaBa Kiacy gpynknuja. Cabupame WIN MHOXKEHE ca
KOHCTQHTOM HE YTHU4Y Ha KJacy K0joj (DyHKIMja HpUIIaIa.

Ako 3a T(n) kao BpujeMe u3BpIIaBama ajroputMa A (duja BeqMYHHA yrasa je
OKapakTepucana NpupogHuM 6GpojeM n) Baxku ga je T = O(g), oHIa KaxkeMo Ja je
angroputaM A epemencke caoocenocmu (uau peda) g u na npunaga kinacu O(g).

Amnasorno ce jeduHUIIE NPOCTNOPHA CAOAHCEHOCT, ATTOPUTMA.

lnepano y oguocy Ha TjypuHroBy Mallimny, ako je IPUJIUKOM CaMOI' U3pavyyHaBatba
npomujemeHo ¢ Koudurypaiuja Malimne, oHja je t gpujeme TOT u3padyHasama. [lof
npocmopom M3padyHaBama MOApa3yMjeBaMo OpOj MoJba MallliHE KOjUMa Ce MPUCTYIA
TOKOM H3padyHaBatba. TjypHHIOBa MAIMHA Npureama npobiem y spemeny (npocmopy)
F(n), ako 3a cBaky yJa3Hy BPUjeJHOCT KOjy mpuxBaTa (Tj. 3a KOjy je OJrOBOp MOTBPJIAH )
M 49dja BeJMYMHA MOKe OUTH OonucaHa IMPUpPOAHUM OpOjeM M, MOCTOjU U3padyHaBambe Koje
je mpuxBara y BpemeHy (mpoctopy) Koje He upesasu F'(n).

Ca JBPHJEME(F(n)) o3nadaBaMo CKyIl Hpo0JieMa 3a Koje MOCTOje IeTePMUHHCTHIKE
Tjypunrose maliute Koje X OJJIy4yjy, a 3a KOje je BpeMeHCKa IpaHuiia cjioxenocru F(n).
HBPHJEME(F(n)) ce ananoruo gedunuiie y 0HOCY Ha HeJeTepMUHUCTHYKe TjypuHrose
MallllHE.

JIIPOCTOP(F(n)) je ckym mpobyiemMa 3a Koje MOCToje JeTepMUHUCTHYIKE TjypuHroBe
MallliHe KOje UX OJIydyjy, a 3a Koje je IpocTopHa TpaHuia ciaoxenocrn F(n). Ckyn
npobaema HITPOCTOP(F(n)) ce aedunuine aHaIorHO, Y OMHOCY HA HEJIETEPMUHHCTHIKE
Tjypunrose mammse.

Y HacTaBKy wH3Jjarama, MojpasyMjeBa ce IPeJ0vYeHa CJAMIHOCT MpHu JedUHUCAHY
MPOCTOPHE CJIOYKEHOCTH Y OHOCY HA BPEMEHCKY CJIOYKEHOCT.

3a gatu mpobseM OIYUMBAIba €A YJIA3HOM BPHUjeTHONNY 7, Tje je n BeIUInHA
penpeseHTanyje yaa3HoT M0/IaTKa T, KAXKeMO Ja je NOAUHOMCKE 6DEMERCKE CAOIHCEHOCTNU
AKO je ’heroBo BpHjeMe N3BpIaBaba Ha JerepMuancTudkoj Tjypunrrosoj marmuaun O(P(n))
rje je P(n) moawrom mo n. Kiacy noJmHOMCKAX ajroputama o3HadaBamo ca P, To ject

P = | J ABPHIEME(n).
i€Np

lenepaJsino, moz mMojMOM KJjaca (CJI0KEHOCTH M3padyHaBabha) ce MoApasyMjeBa CKYyI
AJITOPUTAMa Ca 3ajeJHIYKOM BPEMEHCKOM TPAHUIIOM.

[Ipobaemu 3a uuje pjernaBame MOCTOje AJITOPUTMHU U3 Kaace P cMaTpaMo djeaomaopho
PIEULUBUM.

Y aHaM3M CI0KEHOCTH HpobJieMa JTHHeaAPHOT | I1jeJI00pOjHOT IIPOorpaMupaiba HapeJHe
JIBUje TeopeMe UMajy TeMesbHYy yiory (3a jokase noriemaru |28, 26]), HO npuje mux
sedunucaheMo BejinunHy OMHAPHO KOJMPAHOI 3alIUCa PAIlMOHAJHOI OpOja, palluOHAJHOLD
BEKTOPpa U pallMOHAJIHE MaTpHUIE.
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Ako je r = p/q pannonanHu 6poj y KaHOHCKO] mpejacTtaBu raje je p € Z u q¢ € N,
BEAUNUHG OUHAPHO Koduparoz 3anuca Opoja r je

BEIIHA = 1+ [log,([p| + 1)] + [logy(g + 1)].

Beaunwuna 6unapro xodupanoz sanuca PaUOHATHOr BekTopa v € Q" m pamnmoHaIHe
marpure A € Q™" je nedpunucana nomohy

n
BEJINYNHA(v) = n + Z BEJINYNHA (v;),
j=1

m n
BEMYMHA(A) = mn + » )  BEATYHHA(a;;)
i=1 j=1

Teopema 1.4. 3a payuonasny keadpammuy mampuuy A, eesununa rvene demepmunanme
J€ NOAUHOMCKYU O2paruena, Konkpemuuje, BETUYNHA (det(A)) < 2 - BETUYUHA(A).

Crnmjenu 1a ako MOCTOjU pjellierbe CUCTeMa PAIMOHATHIX JIMHeapHuX jeanaunna Ax =
b, OHIa je OHO TMOJMHOMCKH OTDAHHYEHO BeJINdHHAMa MaTpuie A m BekTopa b.

Teopema 1.5 (Exmonnc [26]). 3a cucmem payuonasnuz suneaprur jednavuna Az = b
NOCMOJU AA2OPUMAM NONUHOMCKOZ 8pemena (3acnosar Ha Laycoso] uau Layc-2Kopdarnoso)
EAUMUHAUUIUL) KOJU UAU NPOHAAAZY PIEUEHE CUCTNEMA UAL Nak daje yejeperve da pjewerve
CUCTNEMA HE NOCMOJU.

Knaca cBux npobjiema ojjiyunBaiba 3a 4Hje pjeliaBaibe MOCTOje aJrOpUTMH 33
HeJleTepMuHACTHYKe TjypUHTOBE MAIWHE, KOJU UMa]y MOJMHOMCKO BpHUjeMe U3BPIIaBabha
(mo BesimumHM ysiaza), HasuBa ce kaaca NP, 0oaHOCHO

NP = | | HBPHIEME(n').
1€Ng

Jlako ce yBuba na Baxku P C N P, anu ce jomn yBujek He 3Ha Ja Ju Baxku P = N P, mto
je W jedaH ol MHJICHHjYMCKHX ITpo0aeMa MaTeMaTrnakor uactutyTa Kiej. Hamomenumo na
aKo Heku 1pobsiem u3 kjaace N P uma 1moJIMHOMCKO pjeliethe, OHJa TO JOIl YBUjeK He 3HAUM
na je P = NP.

[Topex mperxone neduHuNKje, KOPUCTH ce U cbeaeha (ekBUBaJeHTHA) jedUHUIT]A
knace NP.

Jesuk J C {0,1}* mpunana xaacu NP ako nocroju momuaoMm p : N — N m
JeTepMuHUCTHYKa TjypwHroBa MalllMHA MOJWHOMCKOT BpemeHa M Tako Ja 3a CBaKO
x € {0,1}*, Baxu ja je

z € J <= Jue {0,1}*) rako xa je M(z,u) = 1.

Axo 2 € J mu € {0,1}?07) sanosomanajy ma je M(z,u) = 1 omma u HasmBamo
ysjepervem 3a = (y omHocy Ha jesuk J u mammuny M). Jpyrum pujeunma kiaaca NP
caJpzKu pobJieMe duje ce pjerrerbe MoxKe MPOBjePUTH JeTePMUHUCTHIKY Y MOJAHOMCKOM
BpeMeny. Y jureparypu ce mMoxe nponahu m mHazuB nomepda wiim nak cejedok yMmjecTro
yBjepema.

14



IIpobaem I, je ceodwue Ha mpobiem Ip, v o3Hamu [; < I, aKO MOCTOjU M3padyH/BHBA
dbyukuja f, Takpa Ja je oarosop Ha [1(x) MOTBpPAAH aKO U CaMO aKO je MOTBPJIAH OJrOBOD
Ha Ir(f(x)). @yukmuja f ce Taga HasuBa dynryuja ceodvusocmu (pedyrkyuge).

®ynkuuja f: {0,1}* — {0,1}* je u3paduyH/buBa ¥ MOJIHHOMCKOM BPEMEHY aKO MOCTOjI
HOJTMHOM P ¥ JleTepMuHuCTHYKa TjypuHroBa mammunaa M Koja Kaj MoYHEe ca PAJIOM Y W,
sappiraBa ca f(w) (Ha Tpaiu), Ipu Yemy je BpHjeMe pajla Marinae Marbe o p(|wl).

Oyukiuja cBogpuBocTu f mpobaema [ #Ha npobaem Iy je djeaomeopra, a npodbaem I
je djeaomeopro ceodmus Ha Iy, y ozuanm I < I, ako je ciaoxkenoct ¢gyukiuje [y Kiacu
P. Vnade, momTo cy MOJUHOMH 3aTBOPEHHU IO KOMIIO3HIIU]OM, peJiallja IjeJOTBOpHE
CBOIJBMBOCTH je TPAH3UTHUBHA.

Ba npobnem [ xaxkemo na je NP-meoswcax ako je cBakum mpobiaem u3 kaace NP
JIjeJIOTBOPHO CBOJI/bUB Ha [, Ipy 4eMy OH caM He Mopa ja npunajia Kiacu N P.

Ba npodsiem I kaxkemo ja je N P-komnaeman ako je N P-Texkak U aKO NPHIIAIa KJIacu
NP.

Omnmruje, ako nmpobiem [ npuiaia Hekoj Kjaack K 1 aKo je cBaku mpodieM u3 Kjaace K
CBOJIJLUB Y TIOJIMHOMCKOM BpeMeHy Ha [, onja 3a npobjem [ kaxkemo na je K-xomnaeman.

Nmajyhu y BHIYy HIpeTxXopHO pedeHo, ako HeKu [N P-Tekak mpobJieM MpHIilajia Kiach
P, tana Baxu na je P = NP. Crora, na 6u ce nokazanuo ja je P = NP, 10oBo/bHO je 3a
jeman N P-koMInteTaH npobJieM JT0Ka3aTH JAa Ipunajga kjaacu P. 3uadn, ,.,camo”’ je morpebHo
nponahu u pasmorpuru veku norojan N P-komnsieran npobjieM. nak, jloka3uBabe ja je
Heku npodaem N P-KoMIieraH, HemocpeiHo cibeaehu pedunuimjy, je monpuandao TezKak
samarak. Hapenna teopema omoryhyje sa To jokasuBame Oy/le jeJHOCTaBHHUje (I0Ka3
TBphema je TpUBHjasIaH).

Teopema 1.6. IIpobaem I je N P-xomnaeman axo:
e [ npunada xracu NP;

e J je djeromsopro ceodmus wa I, 2dje je J wexu N P-komnaeman npobaem (my.
noxasyjemo da je I N P-mesicax).

Hagejiena teopema omoryhyje yrsphuBame ja je nexku npodsaem N P-KoMIiLieTaH, ako
je 3a meku japyru Beh mosnaro ga je N P-xkoMmiuieran. MehyTum, nocrapsba ce nuTame Ja
qm yormTe octoju ujenan N P-kommieran npobiaem. Ctusen Kyk je mpsu, 1971. roanne,
JoKazao (Hemnocpeano, kopucrehu dopmanuzam Tjypunrose mammne) jga nocroje N P-
KOMILTIeTHH 1pobsieMu, TadHuje, JoKa3ao je fa je npobaem SAT (emrs. Boolean SATis-
fability problem — TIpo6iem 3amoBosbuBOCTH JIorHYKHX WMcKaza) N P-komimierad. /lato
TBpheme ce cMaTpa jeJHHM OJl HAj3HAYAJHUJUX pe3yJITara TeOPHjCKOI padyHapcTBa (3a
noKa3 sugjeru [19]).

Nuade, Crusen Kyk je npBu moka3ao ja mocroje u P-xkommnjerHu npobievu. Jegan o
wux je CVP (enrn. Circuit Value Problem) — ITpo6sem mpornjere uziaza ByaoBor kooa.

IIpoGaem 1.2 (ITpoGmem SAT). TTocMarpamMo JOTHUKe H3pa3e KOjU CY 3alUCAHH CAMO
nomohy omneparopa A, V, =, JJOPHYKHX TPOMjEeH/bUBHX (KAO BPUjeHOCTH MPUMajy WId |
win L) u 3arpaga. [Toctasmpa ce murame: ,AKO je nar n3pas, Ja Ju MOCTOJH HeKa JIojjjesa,
BpUjeTHOCTH | W | IpOMjeH/bHBHM, TaKO Ja IO H3pa3 mMa BpujegHoct | 7. Ako je
OJICOBOP HA HMUTAIbE MOTBPJAH, KazKe ce Jia je u3pa3 3a0d060.bUG.

Teopema 1.7 (Kykosa teopema). SAT je N P-komnaeman.
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Henocpeana nocweanma Kykose Teopeme je na je P = NP ako u camo ako SAT € P.

Jla 6u jmokazasm Jia je mjesoopojan mporpaMm N P-komiuieran Tpeba JIoKas3aTH Ja OH
npunajga kiacu NP u na je N P-texkak (HOp. J1jesloTBOpHO cBOIbUB Ha SAT).

[Ipuje Hero mTo KpeHEeMO ca JOKA30M Ja IjeJo0pojaH mporpam npunaia Kiaacu NP,
HaBelrheMoO HEKOJIMKO KOPHCHHX II0jMOBa W TBphema u3 reopuje mnoJmegapa. Jlokasu
Teopema ce Mory nponahu y [28, 1].

Ckymny S jofjesbyjemMo cKynose Sj KOHBEKCHIX KOMOMHAIMja (3a cBe mpupojHe k):

k k
i=1 i=1
Teopema 1.8 (Kapareomopujesa teopema). Ako je S C R"™ nenpasan ckyn, epujedu
convh(S) = Sp4]-

Ba ckyn {vy, ..., v} BekTopa y R", nebuHUIIEMO BUXOB KOHYCHU (UAU HEHE2AMUGHU)
OMOMAaY TaKO Ja je

cone({vy,...,vp}) ={z : =z = Z)\z‘% raje je \; > 03a Vi = 1,k}.

3a P,Q C R", wmuxosa cyma Munroscroz je nepbunucana Tako Ja je

P+Q={p+q: pe PuqeQ}.

Teopema 1.9. 3a P C R", cwedeha mepherwa cy ucmosjemna:
(a) P je noauedap, mo jecm nocmoju A € R™™ u b € R™ 3a nexo m € N maxo da je
P={x : Az <b};
(6) P je kKonawno eewepucah, mo jecm nocmoju KoHAYHO MH020 eekmopa v; u 1; u3 R”
maxeux da je P = convh({vy,...,vx}) + cone({ry,...,r}).

IIpocmop auneaprocmu werrpazuor noaueapa P C R" y ozmamu lin(P), nedunurmemo

Kao
lin(P)={yeR" : +ye P, Vx e PuV\eR}

Peyecuenu rkonyc venpasuor noimenpa P C R" y oznamu recc(P), nedunuiemo kao
recc(P)={yeR" : s+ Xye P, Ve e PuVA >0}

Y JuTepaTypu je MO3HAT M MO HA3WBOM KGPAKMEPUCUYHY KoHYc. BEKTOD y Ha3HBAMO
emujep peuecuje mnonuenpa P.

Oba ckyma caapKe UCXOJMINTE U TeHepasno Baxku 1a je lin(P) C recc(P). Ionmemap
P ce Ha3WBa 3a0wWmMpenuM aKO IMa €KCTPEeMHY TauKy (BpX).

Teopema 1.10 (Heka crpykrypHa cBojerBa nosmenpa). Heka je P nenpasan noauedap y
R™, onda sasce coedehu uckasu:

(a) Axo eascu da je P = @ + C 3a nexu nosumon Q) u nexu noauedapcekyu konyc C,
onda je C' = recc(P);

(6) Axo sasicu da je P = {x : Ax < b}, onda je recc(P) = {x : Az < 0} ulin(P) = {z:
Ax = 0};
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(6) P je saowmpen axo u camo axo je lin(P) = {0};

(2) P je noaumon (omehen noauedap) axo u camo axo je recc(P) = {0}.

Baa € R"nbc R, nejernaxoct a’x < b ce masuBa sanarom 3a noimenap P ako je
3a0Bo/beHa (Baxkn) 3a cBe x € P. Tloackyn F' nosmenpa P ce wasupa auye nonmenpa P
aKo ce Moxke mpejactasutd kKao F'= PN {z : o’z = b}, raje cy a u b u3 Heke Basbame
nejennakocTd al x < b.

[Tpumujerumo na ¢y () mw P taxofje quma, m TO TaKo3BaHa npocma auna. Bpxosu
(exrpemue Tauke) cy Jquia aumensuje 0. Jluna qumensuje dim(P)— 1 ce HazuBajy cmpane,
a 'y JIuTepaTypu Cy MO3HATe W Moj HasuBoM ¢gauemu (ox (crapo)dpanmyckor facette, mTo

je neMuHYTHB O face — JuIe, MPOjaBa, U3LJIE).

Teopema 1.11. Axo je P = {x € R" : Az < b}, onda je F' kao nenpasan nodckyn oo P
Auue noauedpa P axo u camo axo eastcu

F={x : Az =b" u A%r <V},
2dje je A = [ﬁ;} ub= [Z;}

Ilocwenuna 1.12. Csaxo murumansro nenpasno auye nosvedpa P je adurnu nomnpocmop
ooauxa {x : Alx = b'} 2dje je Az = b' nodcucmem cucmema Ax = b.

IMocmwenumna 1.13. Csaxo nenpasto auye nosuedpa P cadporcu mavky xoja je nosunomcru
02PAHUNEHE BeAUNUHAMA Mampuue A u sexkmopa b.

OBa moc/peuIa yKasyje HA TO Jia je BEeJUYNHA, CBAKOT BPXA MOJIME/PA MOJTUHOMCKN
or'paHUYeHa.

Teopema 1.14. Csaru payuonaany nosuedap P = {x : A < b} uma zenepamopcro
npedcmasmarwe Pr = convh({vy,...,vs})+cone({ry,...,r}) mako da je seaununa cearoz
2EHEPAMOPA — V; UAU T, NOAUHOMCKY 02DAHUNENE 6eauutom mampuye [A b).

ITpumjedba 1.15. JlokazaHo je ga ce MEHHMAJIHO IpeacTaB/bame moaneapa P cacroju o
cpesiehnx ckymnosa:

® CKyIla Tavaka O KOjuX je CBaKa W3 MUHUMAJHOT HENPA3HOr JINIA moaueapa P

® CKyIla BEKTOPA KOjH F'eHEPHINY HPOCTOP JIMHEAPHOCTH.

® CKyIla BEKTOpa KOjH TeHepHUITy KOHYC Ca MCXOJIWINTEM KOjU HacTaje Kao Tpecjex

nosueapa P W JuHeapHOr IPOCTOPa OPTOTOHAJHOI Ha IIPOCTOP JIMHEAPHOCTH
nojuenpa P

Teopema 1.16. 3a nenpasan ujesobpojnu omomay Pr y payuonasrom nosuedpy P, easrcu
da je P = Q + C, 2dje je Q nexu yjeaobpojar nosumon, a C' = recc(P).

Crmjean 0CHOBHO TBpheme Ha OCHOBY KOT he ce J0Ka3aTh jia ce IjeIoO0POjHI mporpam
Hajasu y kiaacu N P.

Teopema 1.17. I[jeaobpojru omoman P; y payuonasnom noauvedpy P = {x : A < b}
uma zenepamopcky npedemasy Pr = convh({z1,..., 2x}) + cone({ry,...,ry}) maxo da je
BEAUNUNG CBAKO2 2EHEPATNOPE — Z; UAU T, NOAUHOMCKU 02PAHUMENT BEAUNUHOM MAMPUUE

[A D).
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Jlokas. Osnaunmo ca § Beawuanny wmarpurne [A b]. TIpema Teopemu 1.14, mosmemap
P ce moxe mpenacraButu 36upom @ + C rgje je Q = convh({vy,...,vs}) u C =
cone({r1,...,7}), IPH UeMy je BeJIHUINHA CBAKOT U; M CBAKOT I'j OJIMHOMCKH OIDAHIIEHA,
1o 9. Bes ryb/bema ONIITOCTH, MOYKE ce IPeTIOCTaBUTH J1a €y 1 IjeJIOOPOjHH BEKTOPU.
[Tpema nperxomnuoj Teopemu recc(Pr) = {ry,...,ry}. Ilokazahemo na je

P = convh({z1,...,2:}) + C, (1.1)

raje ¢y zi,. .., 2, Ijesodpojue Tauke y ckymy (Q +Y n

h
Y={y : y= Z)\jr]—, 0< \; <1, j=1,h, unajsumte n xoed. \; je MIOSUTHBHO}.
j=1

Besnmunua cBakor BeKTOpa 2; je TOJMHOMCKH orpanmdena mo o. Ilomro cy cBm 1
1je;100pOjHU, HAJBUIE N UX Ce KOPUCTHU 33 TpeJCcTaB/baibe oJroBapajyher BekTOopa z;,
4 je BeJIUYHHA CBake Ijeo0pojHe Tadke v () je MOJHHOMCKH OTpaHUYeHa 110 0.

Ca oBum mocraBkama, octana je jormr (1.1) jemmakocr ma ce mokake. JIOBOJbHO je
JIOKA3aTH Ja CBAKO MHHUMAJIHO Helpas3Ho Jure F nomumenpa Pr cagp:xku 6ap jeTHy TaduKy
u3 {z1,...,2.} (mornegaru npumjeady Ha Teopemy 1.14). Heka je z njenofpojua Tadka y
F. Ilomto je z € P, BaxKu j1a je

h
z=q+ Zujrj,
j=1

3a Heko ft; = 0. IIpema Kapareonopujesoj Teopemu, MOZKeMO IPeTIOCTaBUTH Ja je MeDhy
KoeHIMjeHTHMA £1; HAjBHIIE N MO3UTHBHO (ma je u3 ckyma () +Y). Heka je 2’ BekTOp

d=q+ ) (= Lug))ry.

j=1

Caujenu na je 2’ mjesobpojaH BEKTOp W ¢TOra jelaH oj BeKTopa u3 {z1,..., 2 . Jlako ce
yeuba mga 2/ € F. OBuM je 10Ka3 3aBpIIEH. O]

Teopema 1.18. I[jesobpojru npoepam npunada xaacu N P.

Zokas. 3a noKa3 TBpAe je J0BOHHO PA3MATPATHU CJIOXKEHOCT IMOJUHOMCKH HCTOBjeTHOT
npobJieMa U3 IMPEeTXOoIHe TeopeMe, OJHOCHO Je3UKa:

Jon = {(A4,b) : Jx € Z" rako ga je Ax < b},

pu YeMy mpernocraBbaMo Ja je A € Q™™ u b € Q" (upakTuIHO TJIeJaHO, HHTEPecyjy
HAC CaMO panuoHaJHu Tporpamu). JIpyruM pujednma, Tpeba OJyduTy aa JId je CKyIl

Z"N{x e R" : Az < b} (1.2)
Hernpazal. Coydaj Kaja je
P={xeZ" : Az <b, x >0}
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je mosmrOoMcKE cBogbuB Ha (1.2). Bammc mporpama Ge3 3axTjeBa 3a ofpehuBarmem
MaKCHMyMa, OJHOCHO Y3 U3MjeHy (DyHKIHje MH/ba Y jeTHAKOCT

n

E le’j =7

j=1
n
E Q35T ébz, 3ai=1,2,...,m;
J=1

z; 20,3a7=12...,m

rj€l,3a]=12...n,

rjje je v HeKa BpHjeQHOCT, ce Mozke npeobsmkoBaru y (1.2). O3HaUMMO ca w ONTUMAJIHO
pjememe jonycrusor u orpanumuenor [II-a, a M spujeanoct oarosapajyher momunoma
y 6 (eqmamnonm matpune [A b]). Baxkm ja je w < M - Y77 [¢j|. Ba gomwy rpanmmy,
nako ypuhamo ga je —|win| < w, aje je wyp omtumando pjememe JIII-perakcaruje
1jesiodpojHor nporpama. Mmak, momro je cAMo wyr J0OHjeHO 3a HEeKO JOIIYCTHBO 0OA3HO
pjememe, saxu [wirn| < M- Y70 [¢j|. Camum tum je |w| < M- 377 || Cana ce moxe
pjemasatu oarosapajyhu gomycrus 11 3a cBaky 1jeso0pojuy BpHUjeHOCT W Y pa3MaKy

n n
“M - el = 1<w <MY el
=1 =1

JlopaTHO ce MOXKe MCKOPUCTHTHU aJIrOpUTaM OMHAPHOT NpeTpazkKuBarba pPajau J100Hjarba
bo/ber BpeMeHa y aHaJIu3H.

C npyre cTpaHe, jacHO je &ma ce pjellleme IjeT0OpPOJHOT MporpaMa MOYKe Y3eTH 3a
YBjeperbe U Jia ce OHO TIPH TOM MOKe MPOBJEepUTH Y TOJHHOMCKOM BpeMeHy (MameM o
i jegaakom M),

Vkosmko je mpobsieM HeoMmeheH, Ha OCHOBY IIPETXOJ/IHE TeopeMe, MOCTOje JAOIyCTHBA
TavKa z W 3paK r, 000je MOJIMHOMCKH ONPaHWYeHN BeIMInHOM Marpuie [A b], Taksu j1a je
c'r > 0. CamuM THM OHH caudmaBajy oarosapajyhe ysjepeme. O]

Teopema 1.19. I[jesobpojru npoepam je N P-meoicax.

Joxas. Hososmno je mokazatu jga je SAT < LIl 3a cBaky JIOTHIKY TPOMjEHJbUBY P; ¥
npuMjepky mpobaema SAT, yBoauMo 1jeio6pojHy TPOMjEHBUBY T; TAKO Ja je:

e r;=1lakojep, =T,

e ;=0 ako je p; = L.

Tako na ommax mmamo HejegHakocTH 0 < z; < 1 3a ¢Bako p;. Y HACTaBKY HOCMATPaMO
npobaem SAT 3amucad y KOHjYHKTUBHO] (DOPMH, IIOIITO C€ CBAKH JOTHYKI U3Pa3 MOZKE
npeBecTH y oxroBapajylly KoHjyktusry dbopmy (HapapHO, (hOpPMAIHO je M0Ka3aHO 12 je
u SAT y konjykrusnoj dbopmu N P-komiuteran). Busio koja eeMeHTapHa JHCjyHKIHja ce
npeTBapa y ojArorapajyhy HejeTHAKOCT Ha cJbeJieiVl HAYHH:

® p; IPETBApPaMo y &;

e —p; nperBapamo y (1 — x;)

e \/¢; npersapamo y Y y; > 1, raje je y; = x; axo je ¢; = p;, a y; = (1 — x;) axo je

4i = TP
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JacHo je ma ce mpeTBapame M3BpIIaBa y MOJMHOMCKOM BPEMeHY, IOIITO ce 33 JATy
BeJIMUNHY yJa3a — JYKHUHY JIOTHYKOT M3pas3a, HpeTBapaie BPIIU Y BPEMEHY je/IHAaKOM
HajBUIIle YeTUPU JTyKUHE YJIa3a.

Jlaspe, ocTaso je ma ce JOKaKe Ja je JOTHUKH U3pa3 3aJ0BOJBUB aKo je oaroBapajyhu
HIT gomycruB. AKO 1OCTOjU 33/I0BOJHPUBO MPHJIPYZKUBAE BPUjETHOCTH | U | JIOTHIKHM
npoMjeH/bUBUM TpuMjepKy mpobsema SAT y koHjyKTHBHO] HOPMU, OHIA BaXKHU 1A j€
3a/10BOJbEHA U CBAKa eJleMeHTapHA JUCjyHKIMja (3600 KOHjYKTHBHUX Be3a), a TO 3HAYH /A
X 33710BOJbABA CBAKy Heje/IHAKOCT KOja O/IroBapa ejleMeHTapHO] aucjyaknuju. Crora, 11
jé JOmyCTHUB, MITABUINE BPUjeIX U OOPHYTA TBPIIbHA.

Kounkperno, jokazano je ja je 0-1 nporpam N P-TekaK, HO CAMUM TUM TO BayKH U 3a
ONIMITHjU CJIYYA]. [

Iocmwmenumna 1.20. I[jenobpojru npoepam je N P-xomnaeman.

1.4 O mauymHHMAa pjelraBaiba IjeJJ00POJHIX HPOorpama,

LAKo hemo — aako hemo! Axo nehemo — xaxo hemo?”
Hapona nocioButia

[IpoyuaBame 1je100pojHuX MporpamMa, 300r KapaKTepUCTHIHE TeKUHe H CJI0KEHOCTH,
olBUja ce y JBa cMmHjepa. Y [PBOM, mpoydaBajy ce mnoceOHm mogenn (1jesobpojun
IPOrPaMK) U 3a HEKe Off BbHX Cy JI0 JAHAC Pa3BHjEHU JjeJIOTBOPHH AJATOPHTMHU, JOK Ce ¥
JIPYTOM PaJiy O OIIITUM aJTOPUTMUMAa KOjH He 3aBUCE O] I0ceOHe CTPYKTYpe 11jeJ00pojHOT
nporpama.

1.4.1 JIjessoTBOpPHO pjeniuBU IMIPOrpaMm

Wuryurusno, namehe ce murtame: ,llom kojum okosHoctuma JIII-penakcanuja uma
1jesiobpojHo pjememe?”. Ipupoano, umahe 1mje106pojHO pjeriee ako je moaneaap — CKyII
JIOIIYCTUBHUX Pjeliema mporpama ijessodpojan, To jecT ako uMa caMo I1jeJI00pOjHe BPXOBE.

Marpuna ca enementuma —1, 0, 1 je nomnyHo yHumodysapra aKo JeTepMHHAHTA CBaKe
KBaJipaTHe MOJAMATPHIE MOYKe Jla nMa caMo Bpujeanoctn 3 ckyna {-1, 0, 1}.

Umajyhiu y Bugy mornyHy yauMoayaapaoct Xodbwman u Kpackarn cy y [40] goxasanm
cbeehe Tpheme.

Teopema 1.21 (Xodwman-Kpackan). 3a mampuyy A € Z™ ", cwedehie mepowe cy
ucmosjemne:

e A je nomnyHo YyHUMOOYAAPHA.

e 3a ceaxu sexkmop b € 2", noauedap P = {x € R" : Az < b, x > 0} je yjeaobpojan.

I3 unmennne Ja je MaTpuna A MoTIyHo YHEMOIYIapHa ako I caMo ako je AT mormyno
YHUMOJYJIapHA U IPETXOJIHE TeopeMe, CIUje/in J1a IjeJJo0pojaH IporpaM ca IjeIo0pOojHIM
HOMAIMMA, ¥ MOTIIYHO YHUMOIYJIAPHOM MaTPHIIOM CBOJUX OTPAaHHYEHa UMa IIje1o0pojHa
HpUMaJIHA U JIyaJHa OINTHMAJIHA Pjeliebha.

IMocmwenurna 1.22. 3a nomnyro yrnumodysapny mampuuy A esurnune m X n, 6exmop
beZ™ uceZ” sascu da oba onmumyma y jednavuru JI1I-dyanrrocmu

max{c'z : Ar <b} =min{y’d : y'A=c", y> 0},
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UMGJY UJeN0OPOTHG ONMUMANHA Pleliera (Ko Y KOHAYHA,).

IMocmwenuma 1.23. Axo npemnocmasumo da 30 mompuuyy A eeaunune m X n, 6eKmMop
beZ™ u sexmop c € R" sastcu da npozpam

max{ch . Az < b,z > 0}

UMA ONMUMGAHO pjewere T* u mo makso da kosone mampuue A xoje odzosapajy
NO3UMUBHUM KOMNOHEHMAME GEKMOPG X GOPMUPATY NOMNYHO YHUMOOIYAAPHY MAMPULY,
onda damu npoz2pam uma UjesobpojHo pleuerbe.

Kapakrepuctuuan mnpobsemM 3a KOju je Marpuna orpaHuvdermna npod/jeMa IOTIYHO
yuumoyiapaa je [Ipobaem najjedprunujer MpezKHOT TTPOTOKA.

ITpo6aem 1.3 (TIpobGaem HajjedTuamjer MpexkHOr mporoka). [TorpeGHo je mponahn

HajjedruHUjI TPOTOK pobe Kpo3 Mpexy. Mpexa (yemjepen rpad) ce cacroju of cKyma

1BOpoBa (cmojesa) S u ckyna (mpoaykTo)Boga V' koju mosesyjy uBopose. Box v;; u3 ckyma,

V ce omrocu Ha ypehen map (i, j) (mpoTok wuje o 4 10 j) vaje cy i, j € S. He Mopajy HyKHO

cBM YBOpOBU OuTH MehycobHO oBe3anu. Jejan nap 4BOpoBa MOxKe OUTH IIOBE3aH Ca BUIIIE

BOJIOBA, JPYTUM PUjednMa MOTY MOCTOjaTH v}j u Ufj Ka0 J[BA Pa3/IMdnTa BOAa u3 cKyma V.
CBakoM BOJY Ce MPUIPYZKY]Yy IeTUPH BPUjeTHOCTH:

® KOJHMYMHA IPOTOKA ]y, IPH YeMY Cy J03BOJbeHe HeraTuBHe BpujeAHoCTH (YKa3yjy aa
IIPOTOK HJIe Of j Ka 1)

e jioma rpanuna d,, koja oapehyje HajMamu JI03BOBEH MPOTOK Kpo3 Bog v (0 je
I0Ipa3yMHUjeBaHa BPUjeTHOCT).

e ropma rpaHuna ¢,, Koja oapeljyje HajBelim 103Bo/bEH TPOTOK Kpo3 v (0o je
MOJIPAa3yMUjeBaHa BPUjETHOCT).

e nujeHa (TPOIIAK, U/bHA BPHUjeJHOCT) MPOTOKA KPO3 BOJ, U, Y O3HAIH C,.

CBakKoM 9BOPY S je IPUIAPYKEHO Oy, TO jeCT KOJTUINHA ONCKPO/bUBAkA TOT IBOpa. AKO
je o5 > 0, 9BOp ce Ha3WBa OTIHPEMHUKOM (M3BOPOM, TyMIIOM), ako je os < 0 4Bop ce
Ha3WBa MPHUjeMHUKOM (OJJTUBHUM YBOPOM), a ako je o = 0, OHJa ce Ha3WBa MPOTOYHUM
YBOpOM. 30HMp CBUX OTIpeMarba Mopa OUTH jeJHaK 30Mpy CBHUX IpHjeMa, HHade IpobJieM
HUje JOIyCTHUB.

I je ckyn cBuUX BOJIOBa y KojuMma ce MpoTOK Kpehe ox uBopa s (M371a3HM BOJOBH W3
aBopa s), a U, je CKyIl CBUX BOJIOBa ¥ KojuMa ce mpoTok Kpehe ka uBopy s (ynasuu BomoBn
3a IBOD S).

[Ipobaem ce MoxKe 3alUCAaTU KAO JIMHEAPHH IIPOrPaM

mianvpv
va_zpv:Omvs S

’UEUS ’UGIS
dy <p, < gy, VOEV

VKoJIMKO mporpaM ojadamo YCJIOBOM IjeJIOOPOjHOCTH, MTPEeTX0aHa TBphema roBope ia
he nomycruBa Oas3na pjerierba OUTH IjesjoOpojHA, ma he ce caMuUM THM H Jla/be MOhuU
KOPHCTUTH METOJIH JIMHEAPHOT ITPOTrPAMUPAIba 33 IHeroBO pjelllaBambe.

Y upaxcu (MHIYCTPUjH) Ce jaB/ba HEKOJIMKO PA3/IMYMTUX M OMTHUX BapUjaHTU OBOL
npobJiema:
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e [Ipobsiem najkpaher myra — o3HadeHHW Cy TOJA3HU YBOP @ W OJPEIUIIHUA YBOP b;
yBejieHa cy orpanudema p, € {0,1}, 0, =1, 0, = =1, 0, =03a s ¢ {a,b} u g, =
1z3avelV.

e [Ipobsiem Tpamcmopra — 1O jeJaH YBOP 3a CBAKOT CHaJi0jeBavda W 1O jeJaH YBOP
3a CBaKOr Hapydumona pobe; BoaoBu (uBuiie rpacda) ogropapajy ImyTeBUMe JOCTaBe
o1 cHagbjeBada /10 HAPYUIHOIR; g, = 00; 0; € {S1,...,S,} 3a cHaxbjeBave n 0; €
{N1,...,N,} 3a mapyuwnorne.

e [IpobsieM MaKCHMAJIHOT IPOTOKA — O3HAYECHH CY IIOJIA3HHU YBOP @ U OJIPETUIITHI YBOP
b; yBesieH je jenMHCTBeH MOMONHU BOJ U, 32 KOjer BaxKé Ja je ¢,,, = —1, a 3a cBe
octase je ¢, = 0; 0o, = 0; dy = 0.

[Tonmenap oapehen cucTeMoOM JNHEAPHUX OFPAHIYECHA j& NOMNYHo JYarHo Ujesobpojar

(TTAIL) ako 3a cmaky GyHKOHjy mmsba Koja MMa Ijeaobpojue KoedHIHjeHTe, TyaHu
JMHEAPHW MPOrpaM UMa ONTUMAJTHO pjelneme (KaJl roj OHO MOCTOjH).

Teopema 1.24 (Enmonnc-Ilajiac [25]). Axo je P = {x : Az < b} ILJII] u b yjeaobpojan
sexmop, onda je P ujesobpojan.

[Topen mOTIYHO YHUMOIYJIAPHUX MaTPHUIla, BayKHY VJIOTY y TEOPHUjU HOJIueIapa uMajy
banancupane Mmarpune Kioma Bep:ka. 0-1 Marpuna je basancupara ako He CAIPXKH
KBaJIPATHY IOJMATPUIy HENapHOT peja Koja UMa 10 JIBUje JeJMHUIlEe y BpcTamMa u
kosionama. [lokazasio ce jja umajy OUTHY yJIOTY y TpOOJeMIMa MTaKOBabha U TMOKPHUBAIHA.

Teopema 1.25 (|16, 29]|). Axo je A 6asancupana 0-1 mampuya, onda cy cwedehu
noAuedpu UjeaoopojHu:
e P={z : Az <1, >0
e Q={z : Az >1, 0 <z <1} (npobaem noxpusarva)
e R={zx : Az =1,22>20

} (npobaem naxosarva)

} (npobaem napmuyuonucarsa)

Tpymuep je npomupuo aedbununujy Gatancupanux marpuna #a {—1,0, 1}-mMarpune
[58], a Kondopru u Kopryuzkoa cy y [17| nokazanu ogrosapajyhe upormperse uperxojite
TeopeMe.

Jlako ce youasa nma je {—1,0,1}-marpuna A GajgaHcupaHa ako M CamMo akKo je AT
ypaBaoTexkena. [IIrasuine, A je Ganancupana (HOTIYHO YHUMOY/JIAPHA) aKO M CAMO aKO
je cBaka meHa mojMarpuiia GadaHcHpaHa (MOTIYHO YHUMOJYJIApHA), TMa ce TPeTXOIHA
TBphema MOry mpuMHjeHUTH Ha CBe HeHe moaMarpuie. Kiraca moTimyHo YHEMOIYTapHUX
MaTpHIAa YUHU IIOTKJIACy OaJaHCHUPAHUX MAaTpPHUIAa, TO jeCT IOTIHYHO YHUMOIYJIapHe
mMarpure cy yBujek basnancupane |14|. Nuade, nocroju ajropuram mOJIMHOMCKOD BpeMeHa,
3a Ipeno3Hasame danancupannx Marpuma [60).

Banum/buBo je ga je jomr Tokom XIX Bujeka memauku dusmuap ['ycras Kupxod,
no3uar no KupxodoBuM 3aKOHHMA, ONHCAO KJIACY MOTIIYHO YHHUMOJYJIAPHUX MaTpPHUIIA,
kojy cy Xodwman, Kpackan, Xaposng Kyn u Anbepr Takep monoBo ,,orkpuan’ 50-Tux
roguna XX Bujeka [40].

C napyre crpane, He pa3Marpajyhum mporpame ca moceOHOM CTPYKTYPOM, XEHJIPHUK
B. Jlenctpa je y [47] mokazao ga je mjenobpojum mporpam ca dbuKcupaHuM 6Gpojem
MPOMjeH/bUBUX pjeIIUB y MOJTHOMCKOM BpeMeHy, /oK je Xpuctoc X. l[lamagmmutproy
y [52] Jokazao Ja HoCTOjM aJropuTaM  ICEeyIOIOJMHOMCKOI BPEMEHa 33 pjellaBatbe
1je;100pojHOr porpamMa ca (GUKCHpaHUM OpPOjeM OrpaHuYerha.
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Asnroputam ce W3BpIIaBa Y NCEYOONOAUHOMCKOM 6PeMEH) aKO jeé HeroBO BpHjeMe
U3BpIIaBaIba MOJUHOMCKO 110 BPHUjeIHOCTHMA YJIA3HUX I0JAaTaKa W BEJUYUHU IIPOOJIEMa,
aJqu He TO AYKHHHW 3amuca yjaa3a. [akBW aJropuTMH CY TEeXHHUYKH eKCIOHEeHIHja/THe
¢dyHKIMje cBora yaa3a H CTOra ce He cMaTpa Ja Cy TOJHHOMCKOT BpeMeHa.

1.4.2 O omnmiTuM MeToanuMa

[IpBu ersakTan aJropuram 3a pjellaBaibe ONIITEr IjeJ0OPOjHOr IporpaMa, 3aCHOBAH
Ha TAaKO3BAHOM MeTOMy ojcujenajyhux paBHu, mponamao je 1958. rommnme Pand E.
Tomopu. Unejy oxcujenajyhux pasuu cy npsu npemioxkuin lannur, Pej @yjikepcon u
Cenmep Iloncon 3a uyBeHu mpobeM Tpropadkor myrHuKa jort 1954. ro. [57], HO mpema,
KoHTpamnpumjepy 3a [IpernocraBky 9, natu mMeTon je uMao Many — Hahenu cy npumjepu
3a KOje He KOHBEprupa.

Ilo maHac je pa3BUjeHO MHOTO Pa3IUUYHTHX €T3aKTHUX METOJIa 3a PjellaBarbe OMIITer
njess0o0pojHOr LporpaMa M CBU OHHM uMajy, mehycobHo wux cariejgaBajyhu, ojpebhene
npegHoctn u Mane. CaBpeMeHH aJTOPUTMHU I1jeI00POJHOr TTPOrpaMupama Cy 3acHOBaHU
Ha!

e MeToJIuMa OJchjenajynux paBHU
e MeTOJMMa T'paHama U oMehuBamba
® METO/JIMMa I'paHarha M OJICHjelama

e MeToMMa I'paHamba U OljelhUBabha
Y oBomMm pajy 6uhe npejicTaB/beHe n pasmarpane ['omopujese ojcujenajyhe paBau, Kao
opybhe Koje ce KOpUCTH Y BUIIIE PA3INUUTUX METO/A 3 PjelaBaibe 11jeJJ00POjHUX mporpamMa

U KOje je OJ1 CBOT yBohema, TaBHe 1958. roinHe, jolT yBHjeK MpeIMeT NaxKibe U TPOyYaBamba
MaTeMaTuJapa.
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I'maBa 2

Meroan onacujenajyhux paBHu

A xad sauy Kpawesuhy Mapxo,
Tpotce cabwy, odcujene my 2na8y,
la je 6avu y 6ody Mapuuy

Haposiau njecuuk

Meronu ojcujenajyhux paBHu ciyzkKe 3a pjeliaBarbe OIINTUX PodJeMa KOHBEKCHE
onTuMu3aIje (He caMo 1jesobpojHIX TTporpaMa). 3aCHOBAHH Cy Ha yIoTpeOu XUmeppaBHu
nomohy Kojux ce Jatu mpod/ieM arpoKCcuMupa HU30M 60sbe ojipehenunx npodaema. [aBmno
CBOJCTBO THX XHUIIEPPABHU je Jla ce TocMaTpaHa Tadka HaJda3H ca jejHe, a CBe Tadke Koje
3aJI0BOJbaBajy TOYETHE YCJIOBe, ca Jpyre cTpaHe paBHU. OOUYHO Cy Mambe JjeJJOTBOPHU
O/l JIDyI'UX METOoJia, a/li uMajy OpojHe HpejHOCTH 300I KOJUX HOCTa]y O/JIM4aH u300p y
oapebenum curyanujama:

e He 3axTjeBajy JaudepeHinjadujiHOCT
e Hekaj je Moryhe MCKOPHCTUTH KapaKTePUCTUIHY CTPYKTYPY Ipobiiema

® 1He 3aXTjeBajy M3padyHaBarmhe BPUjeTHOCTH (pyHKIHje Mu/ba 1 (PYHKITHja OrPAaHIYCHHA
y CBaKOM Kopaky (mTeparuju). 360r Tora cy KODHCHEH 3a IpobsieMe ca BeJUKUM
OpojeM orpaHuverha.

nomohy mux ce npobyieM MOYXKe MOJUJeJIUTH Ha Maibhe MpobjeMe KOju ce 3aTUM MOTY
pjelraBaTy Moje TMHATHO

2.1 OcHOBHE aJITOPUTAM

Tpebda nponahu Tauky m3 ckyna 2 C R”, Koju ce HasWBa YusbHYy CKyn, WIA Tpeba
nokazatu ja je () mpaszan. Ha mpumjep, ako ce Tpaxku Taduka MakcuMyMa (bYHKIH]je, CKYII
() Mozke OUTH CKYNl TadaKa MaKCHMYMA.

Y uppom Kopaky ce ojapebhyje Tauka x € R™ u npopjepaBa ce ja Jin ce OHa HaJla3u y
ckymy 2. ¥V ciaydajy ga x € () Ham 3aJaTakK je pHjelneH, J0K ce y NpOoTUBHOM ojpeDhyje
XHUIIeppaBaH ca CBOJCTBOM Jla Ce TadKa o HAJa3u ¢ jejJHe cTpaHe, a cBe Tadyke cKyma ) ¢
npyre crpane pasuu. Ha mpumjep, naliemo a # 0 u b takse ja

aly<bzayecQ, a’z > 0.

T

Osa xuneppasan ce 308e odcujeyajyha pasar nourro ojcujena (uszdamnyje) ckyu{y : a' = >

b} u3 masme mperpare (Taduke OJCjeUeHOr CKyNa He MOTY NpPHUIAJaTh cKymy §2).

24



Canuxka 2.1

Anropuram 2.1 OCHOBHE aJropuTaM MeToda oJcHjerajyhinx paBHU y TCEeBIOKOITY

nahu noauedap Py xoju cadporcu )
k<+0
nponahenoPjewerve < HeTavHO
NPasan <— HETAIHO
cBe 0K je (nponabenoPjewere = HeTadHO) WA (NPa3an = HETAYHO)
usabepu mauky v € Py
aKo je xj € (2
nponahenoPjewerve < TadHo
nHade
nponalu ay u by m.0. je afy < by (3ay € Q) u al xp > by
P < B {y:aly < by}
ako je P, = () onga
npa3an <— TadHO
kE+—k+1
ako je (npouahenoPjewere = TadHo)
peayamam je Ty
nHaYe
pesyamam je ()

[Iperxoanu aaropuraMm TPOW3BOAM HU3 yrHUjexKDeHnux nonueaapa P TakaB Ja 3a CBe
P, € P uie NyBaxu jga

PhbOP D...O0P,D>...00,

TO jecT KOju cBe O60Jbe U 00Jbe, CIOJbA, KapAKTepuIny mu/bHu cKyl (). Anpokcumaruja ce
noboJsbIaBa OKO TPEHYTHO n3abpane Tauke Koja HajBuie obehasa y jgaroj eramnu.
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YonmreHo ryiefaHo, 0Ba MpoIeaypa Moxke OHTH GecKOHAaYHA (HIp. = MOCTOju U & & )
3a cBako P € P). 3a 6eckoHavan ajaroputam ojcujenajynux paBHu KazkeMo Ja KoHeep2upa
aKO ITPOM3BOJIM HU3 M3aOpaHUX Tadyaka Tj Y KOM CBaKa TayKa HATOMHJIABAILA T IPUIIAIA
Q. ¥V mpaxcH, aaropuTaM ce 3ayCcTaB/ba Kaja ce Xj J0BOJHHO A00PO MPHUOJMKHU CKyIry 2.
Kao miro ce Moxke mpumjeTuTu, MeTO/ OJCHjenajyhux paBHM U He MOpa Jla KOHBEPrupa,
HO aKO KOHBEPIrupa Ierop pej KOHBepreHimje je 1. Y3eBimm y 003up Ja He 3aXTjeBa
b epennujabuIHOCT, CACBUM je PUXBAT/HUB.

[Mosmmenap Py mpejcraB/ba Hallle 3Hatbe 0 MOrylieM moJoxajy Iu/bHe (OHTHMATHE)
Tayke HAKOH k-TOI KOpaka MeToja ojicHujenajyhux pasuu. Mjepa Pj mnpejacraBiba oIljeHy
Hallle HeCUTYPHOCTH Y TOTJIe Ty MOJI0XKAaja aTe TadKe, Ma ako je Py BeJIUK, JOIT YBHjeK CMO
HOIPUINYHO HECUTYPHU TJje ce HAJa3W Hallla IIJbHA TadKa.

Jenna ounra Mjepa omeljenor ckyna (mosmenpa) Py je npednuk d Hajmarbe Kyrse {T+t :
lt]| < g} Koja canpxku P, Y TOM cIy4ajy 3HAMO Ja HaM YIALEHOCT Pjerema npodaemMa
0JI TAYKe T MOYKe OWTH HajBHIIE g O/l T, TTa KOPUIINEmEeM OBe OIjeHe MOYKEeMO MPATUTHU
HaIIpeJIoBam-e MOCTYIKa MocMaTpajyhu oiropapajyhe npedHuke KyrJja ca IEHTPOM V T

Koje cajpze noaueape Py, (momro je Pyyq1 C Py, Tj. npeunuk ce we nosehasa).

Pasmarpamem ognoca 3anpemuna omehenux mnoanenapa P

vol( Py 1)
VOl(Pk)

y k-ToM KOpaky MOCTyINKa je jOoIl jeJaH OJ HauMHa KOjHu MOXKe J1a MOCJYyyKHu 3a mpaheme
HAIIPETKA.

C zgpyre cTpane, HUje TEIIKO MPUMjETUTH JIa CY HeKa MHTamba ocTaja 0e3 oJroBopa, a
MeDy mbuMa 1 JIBa BeOMa BarkKHA:

1. Kako u3zabparu tauxy x, € Py?

2. Kako ompenuTn paBaH Koja pa3Baja TauKy Xy O cKyma (27

CBaku HOBW HadwH M30opa Tayke HaAM jaje HOBH MeTOH ojachjernajyhux pasam, melhy
KOjMa CBaKM MMa CBOje J00pe H JIONIe CTpaHe y 3aBUCHOCTH OJ TOra KOJHMKO j€ TEIIKO
uzabpatu cibellehy Tauky, KakKBa je TEOpHjCKa CJIOXKEHOCT MeToJa W Kao U Heroba
HpaKTUYHA MPUMjEHA.

2.2 T'emepmdku MeTo/i 3a IjeJIOOPOjHE mMporpame

Y TeHepuuKOM MeTOJy HAYUH pjellaBamba IjeJJOOPOJHEX IporpaMa ce ocjaamba Ha
pjemaBambe HE3a JUHEAPHUX HporpaMa (u300p Tadke), KOjU jeJaH 3a JAPYyTrUM IDPYZKajy
cBe DoJbe m DOJbe AlPOKCHUMAIlIje Pjeleha 11jeJI00pOojHOT ITporpamMa.
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I'enepuuku meron oacujenajyhux paBHmn
3a 1jejiIoOpojHEe mporpame
1. Hahwm 2* — onrumanno pjentemme JIII-penakcaruje.
2. Axo je z* 1mjenoOpOjHO, TPEKUHYTH MOCTYIAK TOIITO je £ TparKeHO pjerneme
3. Axo r* HHUje y MOTIYHOCTH Ije100pojHO, Hahu HejeIHAKOCT KOoja:

- 3aJI0BOJhaBa CBa JomnycTuBa pjerema [1I1-a;
- HapyTtieHa je y x*.

4. Jlonatu nary uejeanakoct JIII-penakcanuju u BpaTu ce Ha Kopak 1.

Honasamem wejeqnakoctu (1j. omcujenajyhux pasum) wusy JIII-penakcanumja, Hu3
ONITUMAJIHUX BPUjEHOCTH y3aCTOINHUX JIMHEAPHUX TIporpaMa je HepacTyhu HU3 TOPHUX
OrpaHHYerba ONTUMAJIHE BPHjeIHOCTH IjeJJOOPOjHOr TporpaMa. [ iaBau mpobseM y npumje-
IbUBabY MeHEPUUYKOI MeTojia ojcjerajyhiux paBHU JIe:KH Y NpOHAJIAXKEIbY HejeIHAKOCTH
n3 Tpeher Kopaka, 4uju ce cMHCA0 OTJIeIa y TMOKYIIAjy KapaKTepHu3alldje Ijeo0pojHor
oMoTada mnporpama, 6ap y OJU3MHH 1jeJIOOPOJHOT ONTUMAJHOT Pjeliemba.

27



I's1aBa 3

I'omopujeBe ojacujenajyhe paBaHn

Y Moprapuuyu cam u dame 6u0 cagjemHuk, na cam
HACMABUO Ja Padum HG HUTOBUM NPOOAEMUME MOKOM
ceojux mjecewHur nymosara Yy Bawunemon. Ha jedrom
00 08UX NYMOBAHG, 2PYNa je Npedcmasunt AUHEAPaH
npoepam koju je 6uo modes Moprnapuure Onepamuene
I'pyne (enea. Navy Task Force). Jedan 00 usaazaua je
NPOKOMEHMAPUCAO KAKO O0U O6UN0 AUjENO 06 ce UMY
UJjenobpojru peayimamu, nowmo 1,3 Hocaua a8UOHG, KGO
pe3yAmam, He 3Hawt HuwWma (Konkpemmo).”

Pand E. Tomopn

3.1 Xsaraa-I'omopujeBe oacujernajyhe paBan

Nmajyhu y Buy mjesobpojuu nporpam

k
max E CjZL’j
j=1

k
Sy < =12 g
j=1
xj2073aj:]_,2,...,k'; (M’)
v €7, 3 j=1,2 ...k (i11)

3a 7 € R’ Baxku Jia 3a CBaKO T Koje 3a/I0B0/baBa HejeJJHaKOCT (1), BpUjeu U HejeJTHAKOCT

n

m m
Ti Clijl'j < Tibi, (Z )
i=1  j=1 i=1
WJIH, TITO je UCTOB]ETHO,
n m n m m m
E E TiQij | L + E E T — E TiQij Z; é E Tibi.
j=1 Li=1 j=1 i=1 =1 ]
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Camjenn Ja cBa pjeriema Koja 3amoBo/baBajy (i) u (i) 3a10BosbaBajy u

Z {Z Ti%’J i S ani. (i)

BakHO je TpUMjEeTUTH Ja joIll yBUjeK Huje KopwuinreH yciaos (iii). Konauno, u3 (iii)
canjenn ja cBa pjemema 1o (id') u (i) 3amoBompasajy Xeamaa-lomopujesy odcujeuajyhiy
pasam

z; E; TiaijJ z; < E} TibiJ : (iid')

Jj=

QopMaJiHO, jeIHAUNHA OIMHCYje MOJYIPOCTOP, aad je CYNITUHA Yy XHAIEePPaBHU KOJjOM je
Taj MOJIYIIPOCTOP Ha HEKW HAYWH OJpeheH, OJHOCHO CYIITHUHA je y onpehuBamy HeHHX
koedunujeHara.

Jla 6u 6una jacuuja ysora Xpartaja-lomMopujeBux paBHH M Ja Ou ce yBHjesa 00J1acT
KOjy OHe TMOKpWBAajy (T/je ce MOry HaJIa3WTH 3a KOHKpPeTaH nporpam), OUTHO je 3ama3uTn
na je (i1i") 3a10BO/BEHO 3a CBa pjelliema Koja 3a10BosbaBajy yeaose (it') u (iii), aau Huje,
MaK, 33 CBa OHA pjemema Koja 3amoBosbaBajy (i) u (ii). pyrum pujeunma, Xsatas-
Tomopujese ojcujenajyhe paBuu cy Ba/baHe HejeJHAKOCTH 3a IjeJIOOPOJHH OMOTAY Y
nosineipy oarosapajyhe JIII-penakcanuje 1jessobpojHor nporpama.

*2

Cmuka 3.1 Xsarau-I'omopujese oncujenajyhe paBau

ITpumjep 3.1 (Xsaran-T'omopujese oncujenajylie pagau). Pazmorpumo mporpam
max 21’1 + Zo
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y3 yCJIOBE:

71’1 + o
—x1 + 319

—8$1 — 9ZL‘2

28;
7
—32;
0;
X1, Ty € 7.

NN IN

WV

T, T2

Us6op 7 = 0, 7o = 1/3, 73 = 1/3 naje papan oxncujenama —3x; — 2xs < —9, 10K n360p
T =1/21, 79 = 7/22, 73 = 0 1aje paBan oicujenamba ro < 3 (Ci. 3.1). |

Naxko mnpumjep mpejodaBa JijeioBambe OJcHjenajyhux paBHH, jOII YBUjeK HUje AT
cucreM (MeTOJT) 3a BUXOBO T€HEPUCAEe, KOju O J0BEO, HPUMjEHOM TeHEPUYKOT MeTo/a
ojcujernajyhux paBHH, 10 IjeJJOOPOJHOr pjellema. TakaB Meroj Oulie HpeacTaB/beH Y
HACTABKY, KaJa Ne ce u pHjerIuT npodaeM u3 mpuMjepa.

3.2 T'omopujeBe oacujenajyhe paBan

Tomopujese ojicujenajyhe paBHu cy paBHH OLIITE CBPXE, TO jeCT HE UCKOPUIITABA]Y
HEKY MOCeOHY CTPYKTYPY, HUTH Cy TaK Be3aHe 3a HEeKU THUII 1jeJIOOPOJHOT IIporpamMa, Hero
HACTAjy O/ JIOMYCTWBUX Oas3HuX pjertema oarosapajyhe JII-perakcanuje. 3a moderax,
upernocrasule ce na cy a;;, b;, 1 ¢;, upupojano, csu njenodpojuu. Hexa je x¢ nedpunucano

Ha cpenehn mauun
n

o — E CiTy; = 0.
J=1
Ba i = 1,2,...,m, nedunurny ce HeHeratupHe u3djedHauasajyhe TPOMjeHbUBE T,.; HA
cbesiehn HayuH

n
Tt -+ E ;T = bl
Jj=1

[IpumjeTHO je 1a cy y OBaKBOj IOCTABIM U3jeIHaYaBajyhe mpoMjeH/bUBE U X IjeJIOOPOjHH,
ylIpaBo 300I HIPeTHOCTABKe Ja Cy Gij;, b;, 1 ¢; cBu 1jeobpojuu. Bazkna nocsbeauna oBora
je 1a ce y ypehanom oOJIUKY IIporpaMa u jlajbe pasmMarpa IjeJ00pOjHU HPOIrpaM.

3a cBe 1 < 4,7 < m, gedunnre ce

o 1 akojei=
WD) T 0 akojei #£ g

u Heka je a;0 = 0 3a cBe 1 < ¢ < m. Yzesmu ga je k = n+m, 3a 0 < j < k gedunumre
ce jorr
1 ako je j =0
apj =< —¢; akojel<j<n
0 akojen+1<j<n+m,

u Ha Kpajy by = 0. 3Hauu, ako je A Marpuia riIaBHIX OrpaHUYEba MPOTPaMa, OHJIA je

1 - o
T:{o A 1]
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MaTpuIa nporpama y yeeharom obauxy. Bazno pjemnieme JIII-penrakcamuje ce Moxke 100uTH
ojiroBapajyhiom obpajioM cucreMa jeHavdnHa

k
E aijxj:bi, 3a i:0,1,2,...,m.
7=0

Ckyn mnzaekca npomjerpupux {0,1,2,..., k} aujeaumo Ha ckyn GasHux wHieKca 3 =
{Bo =0, 51, P2,...,0m} u ckyn Hebazuux ungexca n = {N1, M, ..., Nk_m} TAKO JIa CHCTEM
jerHadnHA
m k—m
E aig; Tg; + E Qin, Ty, = by, 1=10,1,2,...,m (3.1)
=0 j=1
MMa JeJJHHCTBEHO HEHEraTWBHO Dpjemieme x* 3a z, = x, = ... =z, = 0. [Hame,

jenHadyuHe ca 6a3HUM HMPOMjEHJBUBHM CE€ MOTY PHJEIIUTH 110 HeOA3ZHUM MPOM]jeH/bUBUM

k—m
xﬁi+265mjxm =x5,1=0,1,2,...,m (3.2)
j=1

rJije Cy Gp,,; €JeMEHTH MaTpHIle A= Ts 1TT,. OsBa jennaunna y CyIITHHU TPEJACTABIHA i-TH
peJl cummiekc-Tabesie. Konauno, umajyhiu y By HeHeraTuBHOCT U I1jeJIOOPOJHOCT Tj-a,
J06ujajy ce Tpaxkene [omopujese odcujeuajyhe pasru

k—
xp, + @mjj Ty, < L%EJ ,1=0,1,2,...,m. (Gg,)
j=1

3

Moxe ce mpummjeruTH aa je Hejenmakoct oicujenajyhe pasunm (Gp,) mapyirena
y 0asHOM pjelemy CBaKM IYT Kaja T, ¢ 7. Wlrasume, [omopujeBe paBHH HUMajy
1jesiodpojHe KoedpulimjenTe, a Ta YUIHLEHHIA je U3Y3€THO BarkKHa, jep je yIpaBo 360r Tora
morylie MOHOBUTH TpeTXOAHN mocTynak. Ha kpajy, omysumameMm (3.2) on (Gg,) nobujajy
ce y CymTHHH ucre (HMCTOBjeTHE) HEjeJHAKOCTH, Tako3BaHe padaommene lomopujese
odcujeyajyhe pashu,

k—m
(I.E/Binjj _aﬁi'ﬂj)xnj < Ll"ZLJ - ZL‘;; (Gﬁz)
j=1
rogjet=0,1,2,...,m.
ITpumgedba 3.1 (Tomopujese pauu cy Xparasa-I'omopujese paBan). AKO Cy A1, A2, - -+ At

peasmu Opojeu Taksu Ja je mpema (3.1) u (3.2)

m

*
E Ati - by =z,
i=1

JlaTa arperaimja ce MOxKe 3alucari, He obasupyhu ce KOHKpeTHO Ha paciiopej; ba3zHux u
HeDA3HUX TTPOMjEH/HBUBHUX, KAO

k

m

*
E )\m’ E QL5 = Ty .
=1

J=1
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Paznomipena TomopujeBa ojcujerajyha papaH, Koja ce W3BOAM U3 peja t CHMILIEKCHE
tTabeJie, y OBOM CJIy4ajy je oOJuKa

(Gy) — Z ZLM-J AT < {Z Atibz’J — ZU\MJ b;.

V3 qumenuity ja je 3a A € R, a € Z

LA = [AD)a] = [Aa] = [Aa,

u3 HMPeTXO/HOr ce jao0uja Jia je
k m m
Z {Z(/\n’ - MtiJ)@sz x; < \‘Z()\ti - L)\tiJ)biJ )
i=1 |i=1 i=1

J

OJIHOCHO aKO ce y3Me Ja je uy = Ay — | M|, Tomopujese oxcujernajyhe paBau ce mory

3amucaT y o0JIUKY
n

m
Z { utiaijJ z; < |ugbi]
i—1

j=1

a TO je HUIITa JAPYyro a0 obaukK 3a XpataJ-l'omopujeBe ojncujerajyhe papuu.

3.3 TomopujeB MeTO

Hacrasmajyhu ca pjemabamwem mpobiaeva u3 Ilpumjepa 3.1 (Xparana-Iomopujese
oncujenajylie paBHu), yBoje ce m3jennadasajylie mpoMjenbuBe x3, T4, U 5. OnrumaniHa
6aza JIII-pesakcaiuje ce cacroju o 6asuux unjekca {0, 1,2, 5} kao mro ce Moxe Bujeru
u3 oaronsapajyhe cuminiekc-rabesie

i +%$3 +2—52$4 = %
1 +5T3 —5504 = 1

X2 +%$3 +%$4 = %

%I3 +g$4 +rs = %

W3 nperxomnux jeanadnna nobujajy ce cibegehe 'omopujese oncujenajyhe paBau

zo < 10; (0)

T, — T4 < 3; (1)

To < 3; (2)

T3+ 2w4 + 15 < 27, (3)

YUju je 0OJIMK Y IPOCTOPY MOYETHUX ITPOMjEH/bIUBUX
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2x1 + x4 < 10; (0)
3xe < 10; (1’)
31‘1 + 21’2 < 17. (3/)
X
. . -“ . . . .
[ ] . [ ] h"i‘ ] [ ] ]
N b 1D
. ™ .
(2
[ ] [ ] L]
. 5 l'q_ .
. PRSI
1 N .Il
) @?

Cmmka 3.2 I'omopujese ofcujeniajyhe paBaU

Y npocropy HebDa3sHUX NMPOMjeH/bUBIX, pasjom/beHe ['oMopujeBe ojcujenajyhe paBuu
cy obJIrKa

R (0)
—%xz - %564 < —%§ (1)
—%l’g — %m < —%. (3)

l'omopujeB MeTon ce 3acHHBA Ha HJAEJH JIa ce Yy TeHEPUIKOM METOy, HMPHIAKOM
npousBohema oacujenajyhe paBHu, omabepe oarobapajyhm ucxrodnu ped CHMILIEKCHE
Tabesie ca Helljeso0pojHuM Da3HUM IIPOMjEHJbUBUM, & OH/IA, JIa Ce U3 JaTol' Pejia IIPOU3BO/Ie
onrosapajyha I'omopujeBa oncujenajyha pasaH.

Y macraBky 3aBpiraBaMo npumMjep [omopujeum Metoiom. [Ipukspbyayjemo ['omopujeBy
ojcujeriajyhy papaH Hallloj CUMILIEKCHO] TabeJd MOCJHje HeHOr 3alUChUBaIiba MTOMONyY
Heba3HUX MPOMjeH/bUBHX U yBofjewa (6asHe) wusjennauasajyhe mpomjenbupe. Hakon
TOra M3pAdyHABaMO HOBU OLTHMYM 3a HOBY HOYETHY CHUMILIEKCHY Tabesy JlyaJiHUM
CUMIIJICKCHUM METOI0M (HI/IBOTI/I Cy YOKBHUPEHH IMPAaBOYTaOHUM SanaﬂaMa).
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105 3
o T To9 T3 Ty T5 Z[C

N
w
=
jas)
)
[\
N |
|

101 33 32 0 0 273 -1
To L1 To X3 Ty x5 xg JC

22 22 2
3 1 7
0 I 0 5= -5 0 0 5

[
e}
w

orlw
[\)

SIS
e}

2 22 0
o T Xy w3 x4 x5 x5 JC

U=

1 0 0 0 0 0 1 10
o 1 0 + 0 0 —1 ¥
o 0o 1 -2 o0 o I U4
o 0 0 -2 0 1 11 22
o 0o o -f 1 o -2 4

[Tonas/pajyhu nperxoun nocTynak J0Ja3MMO JI0 MOC/be/Ihe Tadese.
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9 3 3 4 1 19 1 1 0 0
o X1 X9 A3 T4 Ty Tg X7 s T9 ,Z[C
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 9
o 1 0 0 O O 0O 0 -1 1 3
o 0o 1 0o 0 0 0 O 3 -2 3
o o 0 o o 1 o0 0 19 -10 19
o o 0o o o o 1 0 -1 0 1
o 0 0 O 0 0o 0 1 0 -1 1
o o o o0 1 0 O 0 -10 7 1
o 0o o0 1 0 0 0 O 4 -5 4
X5 .

. . i."'\ . . . -

» | . -

- [ ] [ ]

] . -

] . -

- - - - = h . ;—I

I'I;Hr“

Cnuka 3.3 Pjemasame npobaema ['omopujeBum mMetTogom

Y mpocTopy MOYeTHUX IPOMjeH/bUBUX, HU3 ['oMOpHjeBUX paBHU OJICHjelamba je

2x1 + 29 < 10; (A)
311 + 19 < 13; (B)
201 + 29 < 9; (C)
3xq + 22 < 12, (D)

a HU3 ONTUMAJHUX Djelllerha JuHeapHuX nporpama (y MOYeTHHM IIPOMjeHIbUBUM) je
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I = 35, To = 35, (CL)
3 4

xr = 35, To = 25, (b)
1 2

1 35, Ty = 35; (c)
4 2

T = 35, Tg = 15; (d)

xr1 =3, T9 = 3. (e)

Y HacTaBKy omnmcuBarma KoHBepreumuje [omopujeBor Meroma y KOHAYHOM OPOjy
Kopaka, Tpeba pasyMmjeru Hemro o Heomehenum rjesiodpojuuMm mnporpamuma. I[lomro ce
pa3mMarpajy camMo palMoHaJJHU mporpavu, nMmajyhu y Buay Mejepos pe3ysTar HaBemaeH y
npumMjeou 3a [IpernocraBky 7, KOHTpAIO3UIITjOM, JOOUjaMO J1a aKO IjeJI00pOjHE IIPOTrpaM
HMa ONTHMAJIHO pjerierbe, omna JIlI-penakcamuja ne moxke Outm Heomeheno. laxie,
yBuhaMo Ja mMa CMHCJIA JOJATH jOII jeJHO orpaHuuewme dopMmynanuju (mpobiema) u
npoussectu jyajny gomycruny JII1-6a3y.

VipaBo 1oj OBUM IpeTHocTaBKaMa, ['OMOPH je MoKa3ao Jia heroB MeTOJ[ y CBaKOM
KOpDaKy cBe 0o/be W 0O/be aMPOKCHMUpA ONTHMAJHO pjelliere W Ja Ta HTPOHATa3u y
KOHAYHOM Opojy KOopaxa.

Teopema 3.2 (Kouseprenmuja Tomopujesor merona [46]). ITod npemnocmasxom da
UJeA0ODOTHU NPOPAM UMG ONIMUMAAHO plewerve, Tomopujes memod odcujevajyhux pasru
KOHBEP2UDPA Y3 YCAOBE:

(a) uczodnu ped odz06apa HewujesobpojHOj 6A3HOJ NPOMIEHHUBOJ HATMAIbER UHIEKCA;

(6) usjednauasajyhioj npomjennuso], 3a ceary npursyweny jednarocm, npudpysicen je
HapedHu, docmynan UHOEKc;

(8) e-nepmypbosaru dyasnu cumnierc mMemod ce Kopucmu 3a PEONMUMUIAUUTY NoCALje
ceare npursyuere jedHakocmu.

Joxas. Tlo mpuksbydemy Tomopujese oncujenajyhe pasnn, y oommky (Gg,), onTnmantoj
CUMILITEKCHO] TabeJl, BpHUjeJHOCT HOBe Oa3He IMPOMjeH/bUBE 3a JATH peJl je HeraTUBHA.
Koedunujent nuba Koju OpuapyzKyjeMo u3jeqnadapajylioj IpoMjeHbHBO] Tg,,, je Bt
npeMa e-meprypboBaHOM JyaJaHoM cuMILTeKe-Meroy [4]. Tume ce BpujemmocT nmmba 3a
saru meprypGosan mpob/iem, Upuje Haller LMBOTHDama, Mujema 3a ([2h ] — af et
OJIHOCHO oOmajsa. lloTom ce BpIM peonTHMHU3AINKMjA JIYAJHUM CHUMILIEKC METOIOM, a
BPUjeTHOCT IIMJ/ba 3a MePTYpOOBaHN TPOOIeM HACTaB/ha Ja OMaIa Y CBAKOM HOBOM KOPaKy
JIYAJHOT CUMILIEKCHOT MeTOJIa.

Pa3smorpumo npBu Kopak jyajHOI CUMILIEKC METOJa, YIPAaBO IMOC/AUje NPUK/bYYeHha
(Gps,) cnvmexcnoj Tabemn. Heka je mebasma mpoMjeH/pHBa, Ha TPUMjep Ty, 3aMUJEIHEHA
ca MPOMjeH/bUBOM Tg, . . BpujeHocT xg, ce Mujerma ol T 70

~ % * — J]Z}Z B LI.Z)J
Ty =5 — g
? ? " agin; — Laﬁi"]jj
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[Tomrro je
aﬁm;' B Laﬂiﬁjj

II03UTUBHO, CMakbethe y Tg, 3HAUM Ja Je Gg,y > 0.! Crora, y3

ag;n;

agim; — La’/ginjj g

Y

3aKJ/byUIyjeMo J1a je

73, < 3] (33)
[TpernocraBumo j1a je 2z* onrumasiHa Bpujejanoct nusba JIII-pemakcamuje 3a Han
njexobpojan mporpam. Heka nam je 2! ontimvanio pjememe JIT-pesakcarmje 3acHOBaHO
Ha €-TIepTypPOOBAHOM JIyaJTHOM CUMILIEKC METOJLY.
Pasmorpumo caji kBajiap 1jeJJOOpOJHIX TadaKa

K={zez"" . z*éxogx‘émnoga:jngm, 3aj=1,2...,n},

y KOM, paJiil JOCJHeIHOCTH, 0J10poOjaBathe MPOMjeH/bUBIUX TOUNe o] HyJie. KoHadaH ckyI
K ce mMoxe ypeauTw Aekcuko2packy — TITO Ce PAYYHCKH MOYKe ITIPEJICTABUTH Kao
at < 2% ako YT gajel < 370 (ai€ sa meko mano e > 0. [locmje cpake (ysacrorme)
peonTuMu3aiyje (e-neprypboBaHUM IyaTHAM CHMILIEKCHUM METOJIOM) V K0joj je omabpan
HCXOJIHU PeJI Ca TIOUETHUM MIPOMjEeH/bUBUM (HIID. Lo, Z1,...,T,) OIpemMa yeaoBy (a), mobuja
ce pjelnreme Koje je JIeKCHKOTpadCKU Mame OJ1 Pjellerha HPeTXOJaHe OnTuMH3aIje. 300r
(3.3) maro pjereme peonTHMU3AIAje je Mae W O HOPBOP ejgeMeHTa ckyma K koju je
JIEKCUKOTPA(CKI MatbW O] MPETXOHOT Pjerrema. 3aTo Ha Kpajy, MoC/nje KOHATHOT Opoja

KOpaka, CBe I0YeTHe MPOMjeH/bUBE MTONPUMA]Y I1jeI00POjHEe BPUjeTHOCTH. O

AJIFOpI/ITMI/I 3aCHOBaHU HCKJ/bYYMBO Ha METOAUMA O,ZLCI/IjeI_[aH)a HUCY HallJIX HEKY
HpUMjeHy y npakcu 3060 pa3HuX HYMEPUYKUX ITpod/eMa Koju ¢y ce jaBjbaJju. ['enepaJino,
MOCTOjW TEeHJEHIIMja Ja Ce TeHepucaHe ojcujerajyhe papHu napaJsensyjy ca (pyHKIHjoM
nuba (penomen ucnpahen JayanaHom jJernepaiujom), Jda ce nosehasa gerepMuHanTa 6ase,
a 1 Jla ce Tpelike 3a0KPYKUBabha TOJTUKO HATOMUIA]Y, & YTUIHY Ha TAYHOCT JOOHjEeHOT
pe3ysaTara. 3060T OBUX pa3Jiora, MeTOIU OJCH]elajyhux paBHU ce OOMIHO KOPHUCTE Y CIIOjy
ca MeTo/luMa I'paHaiba 1 oMehuBama.

C npyre crpaune, Texkehu na ce mpoaybm pasymujeBame JIONNX CBOjCTaBa MeTO/A
oncujenajyhiux pasuu, y HegaBHOo] cryauju 61|, Sanere et al. je mokazao ma je JEKCHKO-
rpadCKi CUMILIEKCHE MeTOJ, BjepOBATHO Haj0obu Mel)y CHMILIEKCHUM MeTOInMa, Kao
mwiatdopma 3a peannsainujy ['omopujeBor Merojga W IIPOU3BOIAILY CAMHX ['OMOpHjeBUX
oJjicujernajyhux paBHu.

VY pajy Koju ce HaJ[0Be3a0 Ha J1aTo ucrpazkupatbe [10], pasmarpana je n eHyMepaTHBHA
(6pojauka) mpuposa ['oMopHjeBOr MeTOIA U MPeJICTAB/bEH je TIPAKTHIAH 3HAUA] eHyMepa-
TUBHe UHTeplpeTanyje — ['oMopurjeB MeToH je TPaKTUIHO KAJIYyI ¥ CBOM eHyMepPaTHuBHOM
PAJIHOM OKBHDY W MPHUPOJAH HAYHMH 33 HEeroBO MOOOJbINAE je Ol0AlNBake PUTHIHOCTU
eHyMepaTHUBHE JbyCKe. JeJlaH 0JI HaurHa je TpeTupatbe ubHe pyHKIMje UMILIUIUTHO, DU
yeMy ce JieKcukorpadcko ypeheme penedunuiie y Xomy Kako OU ce OmoHaIa a Kjaacuana
cTparterrja rpaHamba (OCHOB eHyMepaTHBHIX MEeTOJA).

LY ucxommom pemxy ap;; > 0 ¢ ob3upoM Jla TO y CTBapH CAMjen U3 npapusia uzbopa nueota. ¥
MPOTUBHOM, Ja HUje Moryha TakBa CUTyallnja, MporpaM He Ou OMO JOMyCTHUB.
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3.4 Arperupame I'omopujeBux ojscujernajyhux paBuum

Nmajyhu y BUIy 1a je ONTHMAJIHO pjellieibe IporpaMa, Takohe pjemeibe JlnodanroBux
jeiHauYMHa — jeJlHavYiHa CUMILJIEKCHe Tadejie y OMJI0 KOjoj eTalu MeTojia, 3a CBaKo ¢ €
{0,1,...,m} Bpujennoct x5, u3 (3.2) MOXKe ce CMATPATH I[jEJIOOPOJHOM.

Camum THM, cBaka Ijeo0pojHa JHHeapHa KoMOMHANMja » . T;xs, 38 T € ZM, je
jeHaKa HEKOM IfjesioM Opojy, a BpHjeHOCT U3pasa

m m k—m

* —
E Ti.l'ﬁi — E Ti E a z%x%
i=0 = j=1

je mjenobpojua. Jlako ce yodaBa cJMYHOCT ca mpou3BohemeM XparaJ-l'oMopujeBux
ojicujernajyhux paBHH.
Wznpajajyhn pasioM/beH JIHO, BayKd Ja je BPUjeIHOCT c/bejieher u3pasa

m m k—m m k—m m
<Z Ti.flfzi — \‘Z TlezJ ) — ( Z Tiagmj xﬁj — Z \‘Z Tiaﬁij anj> (34)
i=0 =0 j=1 =0 j=1 =0

rakohe nuo 6poj. Mmajyhu y Buiy nupupo/y pasjaom/beHor jujesia 0poja, TO jecT jia BaxKu

=0 1=0
OJIHOCHO
k—m m k—m m
0< § :Tzaﬂm]%- - E , § :Tzaﬂmj L,
7j=1 =0 j=1 L1=0

npu gemy je x,, > 0, u3pas (3.4) me moxxe Gurn nosuTHBan. Ha ocHoBy oBora mo6ujajy ce
Tako3BaHe azpezupane omopujese odcujeuajyhe pasru

k—m m k—m m m m
Z \‘Z Tiaﬁﬁb‘J Ty, — Z ZTiaij% < {Z szzlJ — ZTZ[L‘EI (3.5)
i=1 i=1

j=1 Li=1 =1 i=1

[lenepasno, pasnmaure l'omopujeBe opacujenajyhe paBHH OATroBapajy pas3IdduTUM
BekTOpuMa 7 € Z™. Ako ce meduHuIlne omneparuja * HaJ CKynmoM [OMOpHjeBHX paBHH,
TaKo J1a je 34

k—m m k—m m m m
: r'a T g, Ty < iy | =Y Tl (3.6)
grt i WBin; i WBinjtn; X [adcr 1B :
j=1 Li=1 j=1 i=1 Li=1 |
k—m | m k—m m m m
, 2 _ P 2 | 2
gr2 - g g T g, | T, E T8, Ty S E T Xy, g i T, (3.7)
j=1 Li=1 i j=1 i=1 Li=1 j

u3pas g,1 * g,2 jeTHAK

k—m m k—m
. {zw N ﬁn;J S )
; =1



oHza ckyn cBux [omopujeBnx oncujenajyhnx papau qnnu Abenony rpymy (G, *), momro je,
upocro, (Z™,+) AGesnosa rpyna, a (G, *) je xomomopdua ca (Z™, +). I'pyna ['omopujeBux
oncujenajyhinx pasuu je xomomopdua rpynu (Z™,+) momTo BeKTOpY T € Z™ oarosapa
camo jegHa ojcHjenajyha paBaH, HO ¢ Ipyre cTpaHe, jeJIHOj ojcHjerajyhoj paBHU oAroBapa
OeCKOHAYHO MHOT'O BeKTOpa u3 Z™.

Hpumgjedba 3.3. Hynru pen cuminiekcae Tabesre ce MOyKe N30CTABUTH, TIOIITO je XUIeppaBaH,

KOja My ojrosapa, CyBuIlTHa ¢ 003MpOM Ha JIONyCTHUBY objact oapeheny ocrannm
XAIepPaBHIMAa CHMILIEKCHE Tabeste.

IIpumgedba 3.4. Ckyn Xparaia-I'omopujeBux paBHU 3a 7 € Z!]' YUHH KOMyTaTHBAH MOHOM/L
MOJT, OTIEPAITHJOM .

IIpumjedba 3.5. Xsatan-I'omopujese pasnm umme AbemoBy rpymy, 3a 7 € R, mon

omneparujom o jJedUHUCAHOM TakKo Ja je h.i o h,2 = h,i.2, 3a Heke XBaraJj-lomopujese
oncujenajyhe papuu h 1, h.2.

3.4.1 Pen rpyne arperupaHuxX paBHU

Tpebda ogpeanTu ykynan 6poj pa3jiMIuTUX OJcujenajyhux paBHU Koje ce Mory JI00uTH
nomohy BekTopa 7 € Z™, uiau 6ap HeKy ropiby I'paHuIly Tor Opoja.

Teopema 3.6 ([43]). 3a ceaxy mampuyy M,y,, nocmoju npudpyowcena dujazonarna
mampuya Apy, y Cmumoesoj nopmaaroj dgopmu, dobujena mparchopmarujom

UpoAquVqu = Apxqv
2dje cy U u'V peeysrapre ynumodyrapre mampuie.

3a perynaapny marpuny 1g, dopmara m X m, nocroje 1Buje peryjiapHe yHUMOIY/IapHE
MaTpuIie Unywm B Vinxm, Ka0 1 MaTpuna A, xm,, TaKBe 12 je

UTsV = A

Cwmarpajyhiu Tz peryrapuom, A je rakobhe peryrapua (U u V ¢y peryaapue, Hpou3Bos
TPH peryjiapHe Mmarpuile je peryiaapHa wmarpuna). Crora, peaykiujom Ha CMHTOBY
HOpMATHY (bopMy J00HjaMo MATPHUIy A TaKBY Ja je

op 0 ... 0
0 93 ... O
0 0 ... op
npu demy 0; aujesu ;.1 3a cee ¢ = 1,2,... . m — 1.
Muoxehn ¢ qmjesa ca U™' u ¢ mecna ca V', nobuja ce na je Tz = U TAV L

NuBeproBamem nmMaMo Ja je TB_1 = VAU, upu gemy je

% 0 ... 0

1
Al 0 5 ... 0
0 0 ... i
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Arperupane Tomopujese oncujenajyhe paBuu mory ce npema (3.5) MATPHYHO 3aITHCATH
y 00JIUKY
(LTTTB_ITWJ — TTTﬁ_lTn)Txn < LTTT/B_leJ — TTTB_lxg,
pHu deMy je
lan] law] ... [a1g]

M| = La.mJ La.22J LG?qJ

lapt]  Lap2] - |apg]
3a Heky matpuity M, ¢popmara p X q.
ajbe, v JATO] HejeTHAKOCTH, 3aMjeHOM HHBepTOoBaHe MaTpuie 15 1, mobujamo HejerHa-
y ) HE) y 8 y )
KOCT

(IF"VATUT,| — T VATUT,) 2, < |[7TTVAT U] — 7T VAT U
[TomTo je V yamMmomynaapHa n (popMupana o/ nujeanx opojesa, V ! je Takohe popmupana
oJ1 ujesimx OpojeBa, 1ma y3eBId Ja je
v="1"V
NpHUAPY KEeHa BEKTOP-BPCTa 3a BEKTOP T, MOHOBO 3aMjemyjyhu, m100uja ce HejeHaKOCT
(lvATUT, — vATUT,))z,,
< AT U] — oA~ Uxp.
Hacras/pajyhu nHa uctu nadus, To jecT y3umajyhu na je
u=Ury
N =UT,
MpeTXO0/IHA HejeTHAKOCT IOCTaje
(lvA™'N] —vA™'N)z,
< A ] —vA .

Omner yBojehu cumjeny (HOTAIHjCKY )

Jgobujamo cibegehn obMMK Heje I HAKOCTH

([uN] = pN)zy < [pu] — pu.

He 3abopasspajyhu jga cy BekTop u u Marpuna N caddibeHH OJ IUjeJiuX OpojeBa,
kopumthemem cBojcrBa dyHkuuje muo auo ab — |ab] = (a — |a])b — [(a — |a])b] (3a
a,b € R), HejeIHAKOCT ce MOKe 3aIUCATH KAo

(L= [)N] = (p = [p)N)zy < [(p = [p)u] = (p = [p))u.

MaxkcumaJsinu 0poj ojicujenajyhux paBau Koje ce Mory JoouTu ojrosapa 0pojy pa3inauTux
ojicujenajyhux paBHU KOje MOKEMO JOOUTH 33 Pa3JIndUTe BEKTODE

p— L) =vA™ = [vATY].

[TomTo je y nutamy rpymna ocraraka mo MOJIY/IY, TOCTOjU:
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101] mpujemoctn 3a iy — ] = v1 /8 — [v1/61),
105] spujeaoctn sa iy — [pz) = v2/5 — [v2/62).

|0m| BpUjeIHOCTH 38 [l — |t | = Ui /Om — [Vm/Om]-
Crora, octoju

16185 .. O]

moryhmx Bekropa vA~! — |[vAT! | a uzysnmajyhn mehy muva Bekrop 0, mobmjamo na ux
Pa3/JIMIUTHX, IPAKTUYIHO, HAJBUIIIE MOZKEe OUTH

16185 ... O] — 1.

[Towro je marpuna A peryjapHa ¥ JAujaroHaJiHa, WbeHa jerepmuHanTa je det A =
0102+ ... Oy, TO jecT jeanaka je gerepmunantu Marpune 1 (momro cy U u V perynapie u
YHUMO/IyJIapHE) TI0 allCoIyTHO] BpHjeIHOCTH, jep Bpujennoct det U, ognocro det V| moxke
outn jennaka -1. Onatie je 6poj ['omopujeBux ofcujenajyhinx paBHH KOje ce MOTY TOOUTHU
3a ATy CHUMILIEKCHY TaOJIUILy

| det T5| — 1.

ITpumjep 3.2. Pasmarpajyhu y Ilpumjepy 3.1 cummiekcuy tabjuiy pobujeny y 1upsoj
eranu ['oMopujeBor MeTo/1a, ©MaMo J1a je

—_

n » 0
To'=|% = 0
> 5 1]
Hapasno, )
7
Ts=1| -1 3 0|,
-8 -9 1

upu demy je onga det T = 22, 1o ject, Moryhe je npoussectn 22 pasiauuute ['omopujese
ojcujeriajyhe paBHE y IPBOj €Talu MeTOA.
Hanazehu CmuroBy HOpMasny dbopmy Marpune 1, 100mjamo

0 01 01 -19 1 0 0
U=]116 0| V=]00 1 A=101 0 [. |
1 70 1 8 —143 0 0 22

Nuaue, marpure U n V Hucy jenmHcTBeHE, 10K je A, 300r 1je100pOjHOCTH MATPHIE
Ts, y peyKOBaHOM OOJINKY.

3.4.2 IMukaunyka rpymna arpermpaHux paBHU

Ako je marpuna A TakBa ja je d = dy = ... = 0,,_1 = 1, onga ce | det A| — 1 BekTOpa
p— | ;] mMory 3ammcaTu Kao



Y Tom cayuaajy, usriiesn [omopujeBux ojacujenajyhux paBHu je o0auKa

(Lo N1 ] = N1y, + - - + ([ Nown | — €N )2,

< LamUmJ — Oy U,

P YeMy CMO Ca (v, O3HAYHIH §= — | %= |,
m m
Kao mro ce Moxke mpumMmujeTHTH, cBe ojcujenajyhe paBHH cy J00ujeHe TPUMjEHOM

onepanuje * (nedunucanoj y (3.5)-(3.7)), nogesmu ca

1 1 1 1

(LaleJ - ale)%l +...+ (LaNan - aNmn)@"nn
1 1

Crora, rpyna ['omopujeBux oxacujernajyhux paBau (GopMupa NUKJIAYKY TPYIY YV KOjOj
je IpeTxo/IHa HejeTHaKOCT TeHepaTop.

ITpumjep 3.3. Jacuo je ma je rpyma [omopujeBux oxcujenajyhux paBHm, pasMarpaHa y
IPETXOIHOM IPUMjepy, IUKJIXIKA, OJHOCHO Ja ¢y HEeHyJIa BeKTopu f— | 1| obmuka [0 0 %],
3at=1,2,...,22.

Y HacTaBKy, 110 U3padyHaBaby

0 0 —32
1 7 7
JI00MjaMo MeHEepUUKY ojcHjenajyhy paBax
1 7 1
2278 T ™ S Ty
a To je pasan (2) u3 [Ipumjepa 3.1. [ |

3.5 IlormyHno mjesodbpojan I'omopujeB MeToO

,OHda cam ce okpenyo Hewemy uemy cam o0dysujer
MeNHcUo, NOMNYHO  UJeAOOPOJHOM — NPOZPAMCKOM
an20puUMMY as2opummy  Koju  6u  nodpasicasao
CUMNAEKCHY  MEMOD, asu Yy Kom Ou  Koeduyujenmu
yeujex ocmajany ujesobpogr.”

Panxd E. Tomopn

YV pauyHapckoj peasu3aiuju ['oMoOpHjeBOr MeToj/a jaB/hajy ce HyMepudKu mpobsemun
npu aujesbemy (mujennx) 6pojesa. Ha npumjep, aujesehin 1 ca 3, mobuja ce KOJMIHWK
0,3333...3, raje 6pPoOj TPOJKU 3aBUCHU OJ BEJIMUHHE PETUCTPA 33 MOXPAIbHBAILE MOJATAKA.
ITomHOKHE Jin ce J00uMjeHH KOIWIHHUK ca 3 (mjeawmnan on masonpuje), nehe ce Bumre
joouTr npBOOMTHU jauje/beHuK 1, Hero HemrTo Haauk Ha 0,999...9. OBakBe rperke
3a0KPYy KHBaKba Ce HATOMUJIABA]y Y CBAKOM KOpPaKy MeTojia, Ia IjeJIOOPOJHOCT Pe3yJiTara
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n mehypesynrara Moxke mocTaTm Temko mocTuzKHA. Jlare Hymepwdke moremikohe cy
HOJICTAKJIE KOHCTPYKIIM]Y TAKO3BAaHOT MOTIYHO IIjeJIOOPOJHOT MeTojla 3a pjelllaBaibe
1jeJIOOPOJHUX MPOrPaMa.

Heka je cuvmmiekcua tabena T, Koja oaroBapa Hekoj 6a3u I[jeJIOOPOJHOr IpOrpama,
JIyaJHO JIONYCTHBA W 1jesobpojHa, To ject (kopucrehn o3nake n3 [lorrasmpa 3.2)

a; €Z3z3at=0,1,....m+n; 3=0,1,...,m;

on >O3aj:1,2,...,n
Yxomuko je x5 > 0 (1 = 1,2,...,m +n), onna je T' onTumaaHa cUMIIeKCHa Tabera 3a
1jeJIOOPOJHH ITPOrPaM.

Y IpOTHUBHOM, HEKA je G, IUBOT, n3a0paH MpeMa ITPABUIAMA, JIYATHOT CHMILIEKCHOT
Meroga. Ako je a,, = —1, OHJA ce [OoCauje jeJHOI KOpakKa JyaJHOI CHUMILIEKC MeToJ1a
MOHOBO J00Mja JyaaHO JOIMYCTHUBA IjesI00pojHA TabInIa.

WNneja moTmyHo 11jesiodpojHOT MeTo/1a ce cacToju v hbopMuparmy ojicujernajyhux papHu
Koje omoryhyjy u3bop nuBota jeanakor —1.

Jlema 3.7. Axo je

n

T =ag+ Z a;j(—x;) (3.9)

j=1
npu wemy v € Z, x 20, x; € Z, v; 20, ap € Z, aj € Z (j = 1,...,n), onda 3a 6uro
xoje A € Z maxeo da je A = 1, sastcu da je coedeha nejedHakrocm 68amaHaG 30 UjeA0OPOJHU
omoman y noauedpy JI1I-pesarcayuje

Qo

1+ D1 (=) 2 0 (3.10)

Joxas. 13 (3.9) camjequ na je

Opnatie je
Z_J. -0
= A

N3 nocbejimbe HejetHakocT 1001ujamo

n

a; Qo
E |~y <
— " )\ A
J=1
JIujeBa cTpana moC/be/iibe Heje THAKOCTH je IjesiodpojHa, 1ma camMuM TuM Huje Beha Hu o
|92 ], mTo je m Tpebaso JOKa3aTH. O

Heka je r uwcxognum peji jayaJjHo JjounycruBe rtabeje T, Kojo] ojroBapajy HHIEKCH
HebasHux npomMjensbusux 1, = {n1, 72, ...,n,}. Tazna je

':E/BT = xgr + Zaﬁrnj(_znj)‘
7=1
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V3esmn 11a je

A = max{|ag,,,| : Ggn, <0mj=1,...,n}, (3.11)
HEKa je
o I;r o a:81”77]'
Tmtn+l = L J + ZL \ J(_Im)‘ (3'12)
j=1

A
[Ipema Jlemu 3.7 Heje THAKOCT Z1pnt1 = 0 je BasbaHa ofcujerniajyha paBaH, ma MMa CMUCJTIA
OPUKJBYIHUTH je Tabesu.

WNuave, nako je paBaH I00HMjeHa W3 HMCXOAHOT pefa r, UMajyhum y BHIY pPedeHo y
[ToraBsby 3.4, Mpou3Bo/bHA JUHEAPHA KOMOMHAIMja MOYKE MOCIYKUTH 3a IPOU3BOheme
HOBe ojicHujeriajyhe paBHH.

[omrro je zj; < 0, onza je u [z | < 0, ma c/beJCTBEHO TOMe, y HOBOM DeJIy Ce MOzKe
OUpaTy MWBOT, PEUMO Y KOJIOHH S, TIPeMa MPABUJIY JYAJHOT CHMILIeKC-MeToma. OduTo je
Ja je Umyn+1)s = —1. [locamje jenme erame CUMILIEKCHOT METO/A C MIPETXOAHO JTOOUjeHUM
HUBOTOM, HOBH PeJl C€ MOXKe M30aluTHh, a MOCTYINaK MOHOBUTH, Oe3 003upa Ha TO MITO
MpoOMjeH/bHBa KOja 0JroBapa TOM pejy Huje Da3Ha.

OBako pekoHcTpyncaH [oMOprjeB MeTO HA3UBa C& NOMNYHO UJeAOOPOJHUM.

Unave, u360p BpHjeJHOCTH A MOxKe OuTh mOGOJBIIAH (IITO HE YTHYe Ha W3pa3 3a
oncujenajyhiiy pasan (3.12). /la 6u npBu pej cumiiekcHe Tabeie 6HO HeHeraTuBaH (3a
cibeibeny urTeparujy), Mopa, Ipu u300py UCXOAHOI Pejia T, Kao IUBOT-Pe/a, 1 KOJIOHE S,
KaO IIMBOT-KOJIOHE, BaKUTU 14 je

min ( agj‘ ) = agjs , (3.13)
\-1%)
raje je j TakBo 1a je |@,;/A] < 0.

C apyre crpane, ca Iu/beM Ja CUMILIEKCHA TabeJsia ocTaHe U Jajbe IjeiodpojHa, A Mopa
OuTH U3a0paHO TAKO 3 je

FTJ _ 1 (3.14)

onakJe ce, 3amjemwyjyhu (3.14) y (3.13), nobuja

aOs < agj < aOj7 (315)

-1%]

raje je j TakBo ga je |a@.;/A] < 0.
[IpomMjena BpujeIHOCTH IU/bHE (PYHKIHT]jE ¥ C/beI0EH0] uTepanuju, 6e3 odb3upa Ha KOju
HAYMH OJPEIUIN \, jeTHAKA je

|| -

[Tomro y mpobiaemMy MakcuMu3almje, pjentaBajyhu ra JyaJJHEM CHMILIEKC-METO/IOM,
BPHjeIHOCT Iu/bHe (DYHKIU]je OMaJa ¥ CBAKO] UTEpaIluji, OHJA y CBAKOj uTepanuju Tpeda
MAKCUMH30BATH AIICOJYTHY BPHjeJHOCT TOT ONajama u3paxkenor y (3.16). 3uauu, Tpeba
y3eru HajMamy Moryhy Bpujemmoct A\ carnmacuy ca (3.14) u (3.15), To jecr

_67“ )

— J

—CQrs, o )
pult¥ )
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(3.17)

A = max



IpH 9eMy Cy S$ U j TakBU ja je s < 0ma,; <0,3a j=1,2,... n.
Ha ocroBy mocaj pedeHor, cimjeu 1a ce MpBO OMpa MHUBOT-KOJIOHA S, TAKO JIa BayKU

aOs = mlna()j a s < 07 a?"j < 07 ] = 17 27 N2 (318)
J

na ce IMoTOM, 10 M300py BpHjeTHOCTH A, oapehyje ojicujemajyha paBaH K0joj Cy CBH
KoeHUIUjeHTH IjeJIO0POjHH.

ITornyno mnjesnobpojan I'omopujeB meros,

0. TTowyeru ca jyaHO JIOIMYCTUBOM I[j€JIOOPOJHOM CHUMILIIEKCHOM Tabejiom 1 .

1. Ako je 3 > 0 3a cse ¢+ = 0,1,...,m + n, onga je OUTHMAJIHU BEKTOD
nponahen m npekua ce cupoboheme meroja. ¥ NIPOTUBHOM, OMpa Ce HajMarbu
re{l,2,...,m} 3axoju je vj <O0.

2. Bupa ce muBoT-K0/I0HA $ pema (3.18).
Onpebyje ce A mpema (3.17).

4. Tabenn T' ce mpuksbydyje pes ca KoedunujeHTuMa oncjedemna (3.12). Vkonuko je
A = 1, HOBE peJ| ce TOIyIapa ca UCXOTHIM.

5. TaycoBUM MOCTYIKOM Ce BPIIH ITUBOTHPAIHE, TO jJECT MTPOMjEH/bUBA Ca WHICKCOM
s ce mpousBoau 6aszuoMm. Ilorom ce Bpahamo Ha Kopax 1.

HapaBHo, MOXKe Ce ¥ KOPUCTUTH ycrupaBHa (crymuana) ¢bopMa JyasHOr CHMILIEKCHOT
MeTO/Ia, IITaBuIle, YKOJUKO Ou ce A oapehusasno mpema (3.11), pegociaujes, a u camu
Kopal, Oum ce majgo u3MujeHusan. [IpBo O6m ce ojpehmBasia BpujegHOCT A\, 11a O ce,
[0 TIPHK/BYUIEHY HOBOI peJa CHMILIEKCHO] TaOJUIHU, OJPEIHO IIHBOT IIPeMa MPaBUIY
JIEKCHKOTPad CKOr' AYAJTHOI CUMILIEKCHOT METOIa

ag . agp; _ .

_ :mln{_—] D Aty <0 (1= 1,2,...,n)}.
|a(m+n+1)s| ’a(m-i-n—&-l)j |

Teopema 3.8. Axo ujerobpojnu npoepam uma ONMUMAAHO Pjewerse, mada npemrooHo

onucany memod nomnyno uyjeaobpojroe Tomopujecoe memoda KoHGEP2UPA Y KOHAYHOM

bpojy Kopaxa.

Joxas. TlpermocraBuMo CympOTHO, TO JeCT Ja je padyHCKH HOCTyIaK OecKoHadaH. AKO
ce KOPUCTH JIEKCUKOTPAMCKU JIyaJHU CUMILIEKC-METO/I, TO jeCT KOHAYHA MOAupUKAIIT]ja
CUMILIEKCHOI' METOJIa, OHJIa IOCTYIIaK MOxKe OMTH OecKOHAYaH CaMO aKO ce TeHepHIle
OeCKOHAYHO MHOTO OJCHjenajynux paBHH.

Jasme, BeKTOD JlecHe KOJIOHE cuMIliekcHe Tabesne, y osnamm z; (i € {0,1,...,m}),
ce MOHOTOHO Jiekcukorpadcku cmamyje. Illtapuiiie, ako BpHjeHOCT IU/bHE (DYHKIIHA]E
MOHOTOHO Omaja, 300r MPUpoae MW3MjeHa, OHa Omaja 3a IjeJoOpOojHe BPHUjeaIHOCTH. 300T
IOCTOjatba ONTUMAJIHOT pjellerba, CIUje/id Aa e ce BpUjeJHOCT IM/ba Y jeIHOM TPEHYTKY
MpecTaTd MUjemhaTH.

Pazmorpumo caji npoMjensbuBy . AKO ce meHa BPUjeJHOCT CMalbyje, OHA Ce CMatbyje
3a Heku 1o Opoj. Kaga BpujemHOCT mMOCTaHe HEraTWBHA, MPBH PEJl MOCTaje HCXOTHHU.
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ITpema ommcy merojia, 3a HEKO S BaxKu jJa je a1, < 0 Koje onpehyje nuBor-kosony. [Ipapuio
3a ojipehuBarbe BpUjeJHOCTH A HAM TapaHTyje Ja je

615 (’L'I
= o1 .
S 5] <

36or Tora ce Bpujejanoct T crporo ysehasa, na ciaujejiu ja ce NU/bHA BPHUjEJHOCT MOpPa
npomujerntn (umajyhu y Bugy sexcukorpadceko ypeleme), 1To npoTuBpjedn TBPAHBE O
HeHO] HEN3MjeHhUBOCTH.

Onatie, BpHjeJHOCT o] je TOCTOjaHa Y CBUM HapeJHUM HTepalfjaMa MeTO/Ia, & CINIHO
pacyhuBame MOKeMO TPOBECTH W 3a JIpyry, Tpehy, omHOCHO cBe ocTase MpoMjeH/bUBE U
muMa ojiroBapajyhe pesigose.

3uauu, mocsmje KoHadYHOr Opoja Kopaka cBe Bpujemnocru z; (i = 1,2,...,m) he
MOCTATH HEHETaTUBHE U IIjesI00pojHe. [

IMpumjep 3.4. Pujermuru mporpam

max —3x; — %9

—4.1’1 — 5%2 < -2
=311 — Txg < —2
r1,T9 €N

Koncrpywnire ce moyeTHa cuMILIeKCHa Tabesra

O o0 0 -2 -2
To 1 T2 X3 Ty HC

0 4 -5 1 0 -2 <+

o -3 -7 0 1 -2

uMajyhu y Bujy uzjeanadasajyhe mpoMjensbuBe x3 u x4. 1lomro moc/beima KOJIOHA HEje
HeHeraTUBHA, Tabeja He IpeJodaBa pjelreme mporpava. lIpema amroputmy, 6mpa ce
uexonHu penl (O3HAUEH ca <), pajau TnpousBolema TOTIYHO Ijesobpojue ojcujenajylie
paBaH. KosjoHe Koje oaroBapajy HpPOMjeH/bUBUM T W To CY KAaHAUJATH 3a TParXKeme
HUBOTA, JAPYTUM PUJEUNMa, T1 WIH Ty MOTY IOCTATH Da3He MpoMjern/buBe y c/bejiehoj erarm,
HOTIITO CY Y UCXOJHOM pejty -4 u -5 jeJiuHe HeraTuBHE BPHUjEHOCTH. Y PeJIy KOjU 0JIrOBapa
IPOM]jEHIBPUBO] X, KOpecoHIupajyhe BpujeTHOCTH 38 X1 U To CY 3 H 8, a HOIITO je 3 MHOTO
Mambe OJ1 8, MUBOT ce OMpa U3 KOoJIOHA IpoMjesbuBe 1. [loToM ce Gupa A,

v=max (-0 | 7))

=4.

Cana je moryhe mpoussectn ojcuujernajyhy pasan, To ject

- [ [] <o
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OJIHOCHO 3a \ = 4,
—1+ZIJ1+2ZL’2 < 0.

Jlobuja ce Tabesa

0 0 0o -2 -2 -1
To X1 T2 T3 T4 Xy AC

r/Ije je TUBOT O3HAYEH MoMofiy [. . .|, ¥ 0UeKuBaHO jeHaK je -1. Y HACTABKY, 10 TMBOTUPAHY
Jn00Hja ce onTUMaJIHa Tabesa

3 1 0 2 1 0
o 1 T2 T3 T4 Xy AC

13 KOje ce 0UHMTaBa I[jeJoOPOjHO pjernierme
T = 1, Ty = 0. |

Ipumgedba 3.9. Moxe ce upumjerutn pa He Tpebajy 00aBe3HO CBU KOEMDUIHJEHTH
nporpaMa 6uru 1jesobpojuu. J1oBo/bHO je Ja cy decHe cTpaHe (IJIaBHUX) OTDaHUYerha,
nporpama 1je;joOpojHe YKOJINKO Ce KOPUCTH JIyaTHU CUMILIEKC-MEeTOJI Y MOJI0KeH0] (bopmu,
OJTHOCHO J1a ¢y KoedunujeHTn (DYHKINje TUJba IHjesTH, aKO ce KOPUCTH JAYaJTHH CUMILTIEKC-
MeTOJI V¥ ycIpaBHoj ¢popMu. be3 063upa a1 ¢y ocTa u KoedunujeHTH 11jeI0O0POJHI MJIH
ue, koedunujentu oxcujenajyhe pasuu (3.12) cy yBujek mjesobpojun, a uuBor je jennax -1.
JToka3 KOHBEPTEHIIHje METOa Ce CYIITUHCKU HEe PA3/IMKYje O IIPETXO0AHO jgaTor y Teopemu
3.4.

3.6 IlojagaBame I'omopujeBux ojicujenajyhux paBHU

Ha nouerky 6uhe nedunucano manjadasame Mehy Hejemnakoctuma. Axo cy alz <
b, u aZaz < by JBHje BajbaHe HEjeJHAKOCTH, OHJA CMATPaMO JAPYry HEjeJHAKOCT jG40M
0J1 TIpBe, ako mnocroju ckajgap v > 0, TakaB ja je va, < arp u vb, = by, nupu demy je
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(vay,vby) # (ar,by). HapaBro, y marom caydajy, OpBYy HejeJHAKOCT CMATPAMO CAGOUjoM
(Hadjauarom) y OMHOCY Ha JAPYTY.

Y cymTHHH, jaua HejeHAKOCT MOoCMaTpaHa Kao ofchjenajyha paBaH, O/icHjella BHIIE
JIONYCTHBE ODJIACTH HEro CJIaduja.

IIpumgedoa 3.10. Hapasro, jaua ofcujenajyha pasan (mpema nperxonoj qebuHUAIUjH) He
MOpa OUTH U 00/ba ¥ JIaTOM TPEHYTKY 3a JATHU I[jeJJOOPOjHH MPOrpaM.

NsBopue ['omopujeBe oacujenajyhe paBHE MOT'Y ce T0jadyaT HA HEKOJUKO PATHIATHX
nauuna. [IpBa Texnuka je ouucana y csbejsiehoj reopemu.

Teopema 3.11 (Ilpsa rtexnuka). 3a ceaku yuo 6poj t, odcujevajyhia pasar

n

Z(Ltaﬁiﬂhj - taﬂivﬁj)'x"]j < W};J - tl’;}i (319)

j=1

je 8a.bana 3a c6e UjeaobpojHe 8eKMOpPe 3a KOjE je 6abAHA U PABAH (@51) HImasuwe, axo
je t nosumueno, x5 — x5 | < 1/2 u1/2 <t(rj — |zh]) <1, onda je odcujeyajyhia pasan
(5.19) jaua uau nak, y wajeopem cayuajy, jeonara u3eoproj pazaommenoj Lomopujeso)
odcujevajyhoj pastu (Gg,).

Jlokxas. OBa TexHWKa TOjadaBama OJcHjenajyhiux paBHU je y CYIMITHHU MOCEOAH CJIydaj
arperupanux Lomopujesux ojcujenajyhinx pasnu (3.5) 3a ekrop 7 = [0 ... t ... 0]T,
raje je t Ha MjecTy [3;, OMaKJIe CAnjead BabaHOCT.

I1ITo ce Tue HamjauaBama, (3.19) je jada nmm, y Hajropem ciaydajy, jennaxa (Gg,) ako
U CaMO aKO BPHUje/IH, ¢ 003UPOM Jia Cy V IUTAY Malbe-UJIH-jeTHAKO HejeTHAKOCTH,

Laﬁij - aﬁmj > Ltaﬂij - taﬁmj

- — = » - (3.20)
LxﬁiJ — g Lt‘rﬁz‘J o txﬁi
3a cBako j = 1,...,n. 3Hauw, JOBOJbHO je mokazatu Ja (3.20) Bpujeau HOm yCIOBHMA
TeopeMe.
Homro je t(zj — |23 ]) < 1, Bpujeau jaa je
0= [t(zp, — Lwp )] = [tp, ] —tlwg,],
onakyie camjern jga je [twh | = t[x} |. V3 nocmemmy jennaxoct, (3.20) je mcrosjeTHo
Heje THAKOCTH
Laﬂinjj _aﬁmg' > Ltaﬂimj - taﬁm]' (3.21)

* ES = * * ?
Lxﬁij — g t( Lxﬁzj - xﬁ)
ITTO je eKBHBAJEHTHO HejeHAKOCTH t|lg,y, | < [tagy,;] 3a mO3MTHBHO t, a TO W CTOjH y
YCJIOBY TeopeMe.

Ha 6u ce m36jerao ciyuaj t = 1, 360r yenosa t(xh, — |5, |) < 1, x5, — |2}, | Mopa 6utn
cTporo Mambe of 1/2, a onna u 1/2 < t(xj, — |z}, ]). O
Ipumgjedba 3.12. Nako je ycinoBuMa TeopeMe UCK/BYUEH CJIydaj Kajga je t = 1, jacHo je
Jla He MOpa 3HAYUTH Ja je THMe OHeMOryheH cJiydaj jia ce MPeTXOHOM TeXHHKOM JI00uje
ucrosjeTHa ojcujenajyha pasan. Ha npumjep, 3a ucxonnu pej CUMILIEKCHe Tabesie

4 4 16

$2+1—5$4+1—5$5 =3
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nobuja ce l'omopujesa ojcujenajyha pasan

4 4 1
.T4——<——.

15 15 3

omro je zj = %, a TO je Mambe O] %, IPBOM TEXHUKOM 3a t = 2 ce jpobuja oacujerajyha

paBan

8 8 2
Ty — %5 S —3,
15 15 3

KOja je y cTBapu HCTOBjeTHA MPETXO/THO], cCaMo je cKaJupaHa ca aBa. Pa3jor Tome je mTo
3a oxrosapajylie a, Moxke Ja mocToju 1jenobpojuo t > 2, TakBo jaa t|a] = |ta|

ITITo ce Tuye apyre TexHuKe, 3a WweH JoKa3 Ouhe norpedua cbeeha Teopema.

Teopema 3.13 (Boucu [59]). Ako je Q@ = {(z,y) e Ry XZ : y<b+z}, ub— |b] >0,
onda je nejednarocm

samana 3a ().
Cimmjenn pe3yaTaT KOju ce OJHOCH HA APYTY TEXHHUKY.

Teopema 3.14 ([pyra texmuka [32]). Osnavumo ca rpy, = gy, — [Gp; | v Th = 75 —
|25, ] Hejednaxocm

1—7r
Z min {Tﬁmg’ "5, 1_ ij } T (3.22)

je 8amanaG, WMABUWE OHA Je Jaua UM NaK, Y HGJ2OPEM CAYYGTY, JeOHAKA U3BOPHO]
T'omopugesoj odcujeyajyhioj pasnu (Gg, ).

/loxas. Pa3bujajyhu nebasne npomjeHsbuBe Ha JIBa JUCJYHKTHA CKYIIa TaKO Jia je

Tg; + Z apn; Tn; + Z Apn; Ty = ZL‘EN (3'23)
TBin; ér;i TBin >TZ§¢
Jlo0HjeHa je JHAKOCT ce MOKe 3aIlUCaTh Kao
Tg, + Z Laﬁinjjxm + Z T8im;Tn; + Z mﬁmg’—‘xm - Z (1 _rﬂmj)xﬁj = m;i’

TBin; grgi T8in; gréi T8in; >r2i T8in; >rgi

a mupeypehemem omnepanaja, npebdaryjyhu 1jesiodpojHe aujesoBe Ha JHUjeBYy CTpaHy, a
ocTaJje Ha JIeCHY, JeIHAKOCT ce TpaHChOopMHuIie y

Tg; + Z Laﬁiﬁjjxnj_‘_ Z mﬁmﬂxmzxgi_ Z rﬁzmsz_'_ Z Tﬁmg L

Tﬁi”j ST‘EL rﬁi"j >T‘;i rﬁi”j grﬁi TB’L"J >r5i

N3 nocpesme jeanakocTn ce jobuja cibeneha

xg, + Z Laﬁi"]jjx"]j + Z (aﬁmj—lxm xﬁ + Z Tﬁmj T -

"8im; ST "Bin; >TB; T8in; >T,
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[Tpumjemyjyhu na my Teopemy 3.13, nobuja ce Ba/bana HejeHAKOCT
_ _ L —7gm,

Zg;, + Z Laﬁinanj + Z [aﬂiﬂj-‘xﬁj < foﬂ + Z —*J‘/L’Wj'
TBin; érgi TBin; >TE7: TBinj >r2i .

Basno x5, u3 (3.23) ce MOKe yBPCTUTH y MOC/bEAIbY HEjeIHAKOCT, MOCIUje dera Tpeba
HACTAJIM U3pa3 YIPOCTHTHU Ja ce ao0uje

rs < Z T, Ty + Z ey, (3.24)

, . . 1-— rg,
757;773' grﬁi Tﬁi"?j >Tr3i 7

3 *
ITomro je 3a g, < 73,

I —rj 1—r
* * Bi * Binj
T S Th =Th —"t <1hj —t) 3.25
Bing X ''p; 511_7“*‘ B 1 —r% ( )
Bi Bi
asa g, > Th
*1_rﬁi77' *1_7.;; *
L — 2 < 8T 7"*’ =15, < Tgm;; (3.26)
Bi Bi
HejenHakocT (3.24) ce MoxKe M3HOBA HAIMCATH Kao TpaxkeHa (3.22), Koja je camMuM THM
Basbata U jada of ussopue [omopujese (Gg,). ]

ITpumgedba 3.15. Ta 6u ce oncujenajyha paBan (3.22) KOPEKTHO MPUKJIbY YHIa CHMILIEKCHO]
TabJIMIH, TOTPEOHO jy je TOMHOXKHUTH ca -1.

ITpumgedba 3.16. Nnadve, vHejennakoct (3.22) je moceban caydaj [oMopujeBHX MjenioBuTo-
1jeJIOOPOJHUX OjicHjenajyhux paBHHU, 0 KojuMa hie OMTH pUjedn Yy HAPEIHOM IIOTJIaB/bY.

[TomTo HuUCy ¢BU KOSDUIMJEHTH jETHAKH T, , NPBA TEXHUKA CE HE MOYKE HAJ0BE3aTH
Ha JIPYTY, HO € JpyTe cTpaHe, JIpyra TeEXHUKA Ce MOKe HaJlOBe3aTH Ha IPBY, OJHOCHO

i . _ . 1-— T(tagh ].) .
Z min {r(tagmj), r(mﬁi)T(tf/:)} T, = r(tTy). (3.27)
i=1 ,-

Ogo he npeacrasmpatu mpehy mernuky nojadaBama ['omopujeBux ojacujenajyhux paBHu.

Kopumhemem ucror jokasa ja jJgpyra TeXHHKa Jaje jade ojcujernajyhe paBaum o
u3BopHuX ['OMOpHjeBHX, MOXKe ce IMOKa3aTH U Ja Cy pPaBHU JobOujeHe TpehoMm TeXHUKOM
jade oi paBum sobujenux npsoMm Texuukom. C jgpyre crpame, Jgpyra u Tpeha TexHuka
nucy mehycobno ynopejguse. VcnocraBma ce ja je Apyra TexXHUKa JocTa J00pa, a U ca
PavyHCKOT TJIeJIMINTa KOPUCHA, KaJa je 15 jako Maso, nomro je Beha BjepoBaTHOha jga he
koedurujertu y (3.22) 6uru Behu oxn 75, Kox Tpelie Texnuke nak, npso ce ysehasa 17,
mTo je Moryhe Buire, 63 npekopaderba 1mpara 1jeJJ00pojHOCTH, & TIOTOM IIPUMjeIbyje Ipyra
TEXHHUKA KOja ¥ TOM CJIy4ajy He Mopa OUTH HEIITO JjeJloTBOpHA (Mama je BjeposaTHOhA).
Kana je rj semuko (Behe on 3) OHZJA Ce He KODUCTH NPBa TeXHUKa, na je Tpelia TexHmKA
jenHako Jmobpa Kao u Japyra.

[Ipen xpaj, 6uhe mnpeacraB/beHA H “emepma mexrnukae IojadaBamba ['oMopujeBHX
ojcujenajyhux pasuu. Paju kpaher sanuca yBoju ce dyHKIHMja pas3/jioM/bEHOI JiHjeJia

r(z) =z — |z].
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Teopema 3.17 (Yerspra rexumka [48]). IIpemnocmasumo da je |x5 | > 0 u nexa je
k > 1 jeduncmesenu yuo b6poj, maxas da je k—}rl < r(ap,) < % Hapmuyuonucaswu 1n Ha
xaace n°,nt, ..., maxo da je

N’ ={jen : r(@,,) <r(@p)}
usap=12,....k je

1 —7r(zp) _ 1 —r(rh)

" =4{je€n : rzg)+(p-1) ’ < r(ag,;) < r(rp) +pT},

cwedeha vejednarocm,

Z r(@g, ;)x; + Z Z ag;.;) 1)%’ > r(xg,), (3.28)

jeno p=1 jenp

je sanana 3a yjeaobpojru omoman y JII-peaarcauuju yjeaobpojroz npoepama. Limasuwe,
dama odcujeuajyha pasan je jaua uau nax, y Hajeopem cAyuajy, jeonara odzosapajyhoj
ussopnoj Tomopugesoj odcujeyajyhoj pasnu (Gg, ).

Joxas. 3 Tomopujese oncujenajyhe pasuun Gp,, umajyhu y Bumy aa je dynknuja |- |
cymepajutuBHa, yeuba ce na je |kvj | = K|z | w ma je |Kkag, | = klag,,| + p 3a
naprumuonncame ¢¥ = {r(agy,) : p/k < r(@sy) < (p+1)/k} (i =0,1,...,k —1).
Ha ocnoBy Tora mpobujamo cibeiehy HejeaHaKOCT

ZZ [@pin; ] + D)y < k|2, (3.29)

p=0 i€qP

. r(zj.) )
Axo ce y3me mago e > 0, TakBo Ja Je l—e> % 3a ¢Be i € 1\ 1)y, OHJIA BayKK (JIAKO ce
375

)/k neneratusrm. Crora, Muoxehn (Gg,) ca (—e),
8,

nokasyje) na cy ( ) ml+ (1-—

(3.29) ca 1+ (1 — m)/k‘ 1A HX TTOTOM cabupajyhu, nobujaMo Ba/baHy HejeTHAKOCT

ZZ ( (k1) s, ) +p + LT, = 2/K) +p/k> Ty

p=0 i€qP T(xﬁi)
Jlaxo ce mpoBjepaBa Ja je TepMm

(1 - €>(T(aﬁinj - p/k))

+p/k

(ca nujeBe cTpaHe) HEHETATHBAH W MalbU OJf JIBa, a MPEMAIIyje jeJIMHUIYY aKO U CaMO aKO
je r(@g,y,) > r(xp,) + p(1 —r(x},))/k. lpuvmujemyjyhn ofcujename pasIoMbEHOT AHjeTa
M TPenapTUITHOHNUCABIIN Ha CKYIIOBe u3 Teopeme, 100MjaMo Heje THAKOCT

(k+ Dxg, + > ) ((k+ D)@y, ] + p)ry, < (k+1)|a5,].

p=1 ienP
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Toauje B noc/bemy nobujery Hejeamakoct ca k + 1, omysesmm mobujeno oxn (Gg,),
a IOTOM IIPEYPeUBINA IIpEMa NAPTUIMOHUCAY U3 YCJI0Ba TEOpeMe, J00HjaMo TparKeHy
nejeaakoct (3.28)

[Tomrro cy, ounto, Koedunujentn Hejearakoctu (3.28) mano Behim oj kKoedunujenara
nejesnaxoctu (Gg,), onma je (3.28) jaua nejeanakocr. O

Obuuno ce ope oacujenajyhe papum nasusajy jakum [omopujesum odcujeyajyhum
PABHUMG.

IIpumjep 3.5. 3a ucxoanu peji CUMILIEKCHE TaOJHIE OJIUYCH Y jeTHAKOCTH

Lo 4 16
Lo — —XT — Xy = —.
2T s T 3

Nmamo cwenehe ocujenajyhe papuu:

e u3popHa ['omopujera oxacujernajyha paBan

14 . 4 1
EUT % 2y

e oncujenajyha pasan qo6ujeHa IPBOM TeXHUKOM (jep je Th = l IITO je Makbe Of )

3a, Ha TIpuMjep, t = 2
13
- i 2 —
BT 73

e ojcujenajyha paBaH 100MjeHa APYTOM TEXHUKOM

14 1+ 4 1

min R §7}x4—|—m1n{15 3 2} 5/—

(\V]

—_

_ >
TR T

e ojcujerajyha paBan jobujena TpehoM TeXHUKOM

CQI}—‘lEl\]
—
8
o
WV
Wl N

53

e ojcujenajyhia paBan jobujena yersprom TexuukoMm — n° = {5}, nt =0, n? = {4}.

4o (14 2z, 1
_x S —
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Kao mrro MoxkeMo npuMujeTuTu, 9eTBPTa TEXHUKA HUje YIIOPEIUBA Y OIIITEM CJIydajy
ca JIpyrom u TpehoMm TeXHUKOM.

Kao u 3a tpehy Texnuky, moryhe je majoBe3aTu 4eTBPTY TE€XHUKY Ha MPBY, MITO On
bmwra nema mexnuka. 3a MeTy TEXHUKY BazkKe CJIWYHA pasMaTpama y OJHOCY Ha OcTaje
TeXHUKe, Kao U 3a Tpehy y ofHOCY Ha TpBe JIBHjeE.

Jaue ojicujenajyhe paBHu MOry ce, CBAKakKO, JIOOMTU HCKOPHUIITABAMWEM CTPYKTYpPe
KOHKPETHOT' I[je;JOOPOjHOr Tporpama.

02



3.6.1 IlojauaBame XBatajs-I'omopujeBux oacujernajyhux paBHUN

[MIto ce tuye XBarasn-l'omopujeBux ojcujenajyhnx paBHU, IPUPOIHO, BayKe CJAUIHU
pesyrratu (6uhe nasenena camo TBphema, mokasze noriegarn y [48]). Coaujean anasoron
npse Texuuke (Teopeme 3.5) 3a [omopujese ojcujerajylie paBHu.

Teopema 3.18. Axo je r(71h) < 1/2, t 6uso xoju nosumusan yuo 6poj maxas da je
1/2 < t-r(77h) < 1, onda, samjeryjyhu T ca r(tT) dobujamo jauy uau nax, y majeopem
cayuajy, jeonaxo jaxy Xeaman-I'omopujesy odcujevajyhy pasan.

3a mpeacraB/baibe AaHAJIOTOHA, APYT0O] TEXHUIN, 3TOIHO je YBECTH JoJaTHe o3Hake. Heka

je N={1,...,n} uag=77b,a3ai€ N Heka je a; jeIHAKO i-TOj KOMIOHEHTH BEKTOD-
T : . T T

spcre Marpune 7' A. Ounro je ma ce Babama mejemnaxoct y . (7' A)z; < 70 Moxe

3aMUCATH Ko
g a;x; < o,
iEN

a XpataJ-['omopwujeBa oacujenajyha paBan Kao

Z la;|z; < |ao].

iEN
Coaujenn ananoron apyre rexauke (Teopeme 3.7).

Teopema 3.19. Hejednarxocm

i (Lad +max{0, %}) < |ao]- (3.30)

=1

je 8amana U jaua je usu nak, y Hajeopem cayuajy, jednarxa uzeoproj Xeaman-Iomopujesos
odcujeuajyhoj pasru.

[ToHOBO, TEXHUKE ce MOTY HaJoBe3aTH (Jpyra Ha HPBY), IPU YeMy ce T 3aMjemyje ca
r(tT) ma 6u ce mobuo amasgoron tpehe TexHuke.

Ha kpajy, 6uhe npeacrapben ananoron yersproj rexuuiu (Teopema 3.8) mojauaBarba
TomopujeBux oxcujernajyhux papuu.

Teopema 3.20. IIpemnocmasumo da je 7’(:6;‘31) > 0 u neka je k > 1 jeduncmeenu yuo
bpoj maxas da je
< P 1

Pl S r(zs,) < T
Hapmuyuoruwumo 0 wa Kaace Mo, ..., Mk maxo da je no = {j € n : r(a;) < r(vp)}
wasap=1,....k nexa jem, = {5 € n : r(xp)+ (-1 —25)/k < r(a;) <
xh + p(1 —r(xp,))/k}. Credeha nojauana pasrommena odeujeyajyhia pasan je eawana
3a yjenobpojru omoman y JIII-pesarcayuju yjeaobpojroz npozpama v jaua je usl nax, Yy
Hajeopem cAyuajy, jednara uzeoproj Xeaman-I'omopujesoj odcujevajyhos pasru:

: P
> ladzi+ Y0 (la) + ) < Lao).

JENO p=1 jeny
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3.7 TomopujeBe MjernoBUTO-IjeI00pPOjHE oacHujeriajyhe
paBHU

Aprymenranuja 3a uzsoheme T'omopujeBux mim Xsaraj-lomopujeBux ojcujemnajyhux
PaBHU Ce 3aCHUBA Ha YNHEHUIIN Ja CBe NMPOMjeH/bUBE MOpajy OuTn 1jesodbpojHe, crora ce
JlaTa apryMeHTallija He MOyKe HeIIOCPETHO NPUMjeHUTH KaJia Tpeba PUjelIuTH MjeIOBUTO-
1jesiodpojan mporpaM. Apyrum pujednmMa, HEje TPUMjeHbUBA HA MjEIIIOBUTO-I[je100pojaH
noJie1ap nporpama

Pr=A{(z,2) € Z} xR : Az + Dy < b}.
Honapajyhn nsjeanauanajyhe npomjerspune, godmjamo cibegehn ckym
Pi={(z,y) € Z xR} : Az + Gy ="b},

rije je G = [D I ny = [z s]T. JemnakocTu ce, moHOBO, MHOKe ca BEKTOpoM u € R™ na
ou ce 100n0 CKyIl

Pj(u) = {(x,y) € ZL x RE™ : Gz + gy = b},

y KoM je @ = uA, § = uG u b = ub, Ipu YeMy ce joIr MPeTNOCTaBba 4 je Pa3JIoMIbeHN
auo 7(b) > 0. Yzesmm ja je r; = r(a) u rog = r(b), Pj(u) ce Moxke 3anucaru Kao

Z ri%; + Z —1xl+gy—<L5J—ZLajmi— Z :1:,->+7’0.
2:r; <To LT >T0 =1 9T >rg
Homro je [b] — >0 [@]ai — Y ,,.0,, i = k € Z, onpa je wn k < —1, na je

T 1—mr g
- i i~ =1,
Z 1—7“0x + Z 1—7"03j 1—7”0y

2:r; <10 17T >T0

unu je mak k > 0, ma je y ToM caydajy

> :—0x+ > ”T_lxﬁ%y)l.

2T <ro 2 >T0

Kaxo cy obe oncujenajylie pasan obimnka a'w > 1 u a?w > 1, upu Kemy Baxku 1a je w > 0,
oHJa ojcujerajyha papan
Z max{aj, a;}

je Basbana 3a Pj(u), a Tume u 3a PI’. Hakie, nejennakoct

1—r, 4
Z —Iz+ Z 1_:0xz+ Z —y; Z 1%7«0%'}1'

i:rigro T{>T0 7 >0 J:9;<0

3Bana [omopujesa mjewmosumo-ujenobpojua odcujeuajyha pasan, je Bamana 3a Pj.

ITpumjedba 3.21. 3a nornyno 1mjenobpojan ciaydaj, [oMopujeBa MjenroBUTO-IIje100pOjHA
ojcujeriajyha paBan je n jlajbe BasbaHa U O0DJIUKA je

> a3 rmsl

:r; <10 9T >To

OJIHOCHO, OJITOBapa ojcujenajyhoj paBuu 100MjeHO] JIPYTOM TEXHUKOM II0jadaBaba.
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3.8 HymMmepudko-apuTMeTUIKN aCHeKT

Beh je comenyTo ja je nuHeapHa ajredOpa, HOTpeOHA 33 KOHCTPYKIU]Y Pelaa CUMILIe-
KcHe Tabejie u3 Kor ce u3Bojau ['omopujeBa ojcujerniajyha pabaH, HOJJI0XKHA I'pelHIKaMa,
3a0KPYKHUBaba KajJa ce paBHH padyHajy ¥ KOHAYHOj apUTMETHIN, OJTHOCHO ¥ apUTMETHUIIN
MOKpeTHe 3amere (cTaHmapaHoj padyHckoj miardopmn). OBe Hymepnduke mnorenikolie
MOI'Y V TIPakKCH JIOBECTH JI0 IeHepucarmba ojcujenajyhux paBHEH Koje HUCY Ba/baHe 3a
ojarosapajyhu mpumjepak 1jesodopojaor mporpama. Ha mpumjep, oxcujernajyha pasan 3a
HejennakocT 1 + ro < 2.005 (nogpasymujesajyhn na x1, 29 € Z) je x1 + 22 < 2. Unax,
ako je npucyrtna rpemika Besuuune 0.001, y mpopauynuma mozkeMo g00uTH cibesaehy
HejeiHaKoCT X1 + To < 1.995, ma crora u ojcujenajyhy pasan x4+ xo < 1, Koja yorrinre He
Mopa OuTH BasbaHa. Y BeOMa MaxKbuBoj cryauju [50] je JOKYMEHTOBAHO HE TAKO PUJETKO
jaBJbame ojcujenajyhux paBHH KOje HHCY BaJbaHe Y OKBHPY ojroBapajyhux merona 3a
pjemaBaibe (MjerToBUTO-)IjeJIOOPOJHUX TPOrpaMa.

3.8.1 T'omopujeBe oxcujernajyhe paBHM y er3akTHOj apUTMETUIN

Pazmarpame ['omopujeBor MeTo/1a ca CTAHOBUINTA apUTMeTHKe y KO0jO] ce MpopadyH
BPIIHM MOKe ce, IPUPOIHO, MOJUjEeJUTH Ha JIBa Jujesia — oapehuBarbe TauHOI pPjernerba
JIII-pesiakcanuje u nupoussohewe I'omopujeBux ojcujenajyhux pasuu.

Komepumjanau codreepn, kao #Ha npumMjep CPLEX, ce cayzke HEKOM TOIE€pPAHIN]OM
y cBojuMm mpopadyrnma. OBO J0BOAM 70 Tora na ce OpojeBn OaucKdm Hyanm (HCIO
ToJIepaHIlje) cMaTpajy jeJHakuM Hysd. llocTaBba ce MUTame Ja JU MUBOTUPATH HAJl
KOJIOHAMa KOJ KOjUX je Ha NpUMjep HETaTUBHU PeIyKOBAHW TPOIIAK OJU3aK HYJIH, WU
IPOCTO MPETIIOCTABUTH Ja je PeIYKOBAHU TPOIIAK jeTHAK HYIU! ¥ jeTHOM CIAYUajy UMa ce
10CJIa €A JIyaJTHOM JIereHePpUCcaHOM Da30M, a y JPYyTroM CJIy4ajy ce He MPOHAIA3U ONTUMAIHO
pjereme.

ITpumjep 3.6. Pasmorpumo mporpam

min — 1.0001x; — 2,
1 + 229 + 3 = 10000

X1, T2, 3 € Np.

YBoaehu zo y 6a3y nobuja ce cibemeha Tabena

-0.0001 0 10000

1
L1 15000

Axo je Tonepanmmja 10™*, onma 6u mpermoctasnan aa je —0.0001 y cTBapw HysIa W cTOTA
He OW MUBOTHPAJIN N0 TOj KoJaoHU. OBO 61 JaJs0 cibenehn pesysarar

T = 0 Tog = 5000 T3 = O,

npu gemy je Bpujeanoct muba —10000. Hapaswo, pesyarar mHuje ontumastan. Onrumaian
pe3ysITar je
I = 10000 To = 0 T3 = 0

ca musbHOM Bpujeanonthy —10001. Vkoauko 6u 1 IpeacTaB/haIo Mjepulle 3a KYKypy3, a
To KHJIOI'PaAMeE Me/jla Koje O 10/bOIPUBPEHUK TPedao j1a0 11pojia, oHJia Ou oBa pas3Jinka 1
Te KaKo OmJia 3HadajHa. [ |
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[MTraBure, curyanumja moxke outu u ropa, oguocao CPLEX moxe matm morpemran
pesyaTar (Tauky Koja HEje JOMycTHBa) 300r TOJepaHIuje, Kao y cibeaeheM mpuMjepy.

IIpumjep 3.7. Pasmorpumo mporpam

min —X1 — X2
0.499999x1 4 0.5z =1
T+ 21’2 =3

xy, w9 2 0.

CPLEX naje kao pjememe Tauyky T3 = Ty = 1 W BPHUjeIHOCT IUba —2, MehyTuM, OBa
Tadyka HUje JTOMyCTHBA. [

Y ersakTHOj apuUTMETHUIM, CBU MOJAIU CY IPEJICTaB/beHU Yy OOJUKY pPa3/IOMaKa,
npu deMy ce 3ace0HO BOAM padyHa O OpOjHOIy M WMEHHOIy (Tj. BHUXOBOj MOXDAaHM).
Cpe apuTMeTHYKe oOlepalje ce W3BoJe y OKBUDY CHMOOJMYKOr padyHa (omeparpmje
ca pasJIOMIUMa), TO jeCT He Pa3MaTpajy ce alpOKCHMAIlhje Pe3yJTara apuTMeTHUYKHX
orepanuja, Kao IITo je TO CAydaj y 3anucy ca 3anetoM (6uio pUKCHOM, GUIO0 TOKPETHOM ).

WNnak, er3akTHa apuTMeTHKA, HAKO OU Djeluia CIOMeHyTe HyMepHdkKe IpolseMme,
uMa jeJHy jako JIomy cTpaHy. [ViaBHH padyHcKu HpoOJjieM ersakTHe apHTMeTHKe je
HEBjEePOBATHO BEJMK OPOj OCHOBHUX APUTMETUIKUX Ollepanuja. 3a cabupame (01y3uMamhe)
aBa Opoja (yaa3Ha MOJATKA y HAIIEM CMHUCIY), HPAKTHYHO €y MOTPeOHA TPH MHOMKEHa
U jemHo cabuparbe, JIOK je 3a MHOXKeme (Iuje/bere) apa Opoja MPaKTHIHO MOTPEOHO
U3BPIMUTH JIBHje Olepalnje MHOXKema. 3a mnopeheme aBa O6poja MOTPEOHO je M3BPIIUTH
JIBa MHOXKEIbE U jeIHY CTaHJapHy omepanujy mnopehema. [labe, jorn jegna crsap Koje je
npobJyieMaTHUIHA jecTe oJpzKaBaibe OpOjuolla W MMEHHOIA PAa3JI0MKa y3ajaMHO HPOCTUM,
yupaBo ja Ou pasjomiu 3ay3uMaJiu Iro mame memopuje. [Ipocro, 6e3 ckpahuBama
pazjomMaka, OpojeBu OM MOIJIM Jla PacCTy E€KCIOHEHIIHjaJHO, IOIITO CBAaKa Olepalmja y
eT3aKTHOj apUTMETHIN CapKu MHOKeme. CaM mocTtymak ckpahmBama pa3ioMaka MOKe
OWTH, BPEMEHCKH IJIeJaHO, Haj3aXTjeBHHUja olepaluja Mely CBHM JI0 caj CIOMEHYTHM.
Jeman o OpKux HaumHa (ajiM WIAK HEJOBOGHO Op3) 3a cKpaliuBame pasjioMaka je
kopuiithewe EykjmjpoBor ajropurMa 3a Hajazkeme HajBeher 3ajejHuYKOr JijesiMona
(H3/). Jaru aaropuram ce 3aCHUBa Ha HAPEHO] TEOPEMH.

Teopema 3.22. H3J[ (a,b) = H3/[ (min(a,b), |a — b|).

[Ipema mpemodeHoMm y [6], HAUBHO pjelaBame JHHEAPHOT MOpOTpaMa y eraskTHO]
APUTMETHUIIN, TPAKTUIHO TJIe/IaHO, HEMa CMUCJA, Ta je MoTpebaH ApYTraduju MPUCTYII.

Hudnayn et al. je y [24] npumjerno wemro apyraumjy crparernjy (mposjepu-na-
nonpasu), JomymTajyiiu pjermaBate JHHEAPHOI MOPOrpaMa y apUTMETHIH MOKPETHEe
3areTe, Koje OM MOTOM CJIYKUJI0 KA0 TMOYeTHA TadKa 33 JOOHjarbe TATHOT Pjellehba YKOJIHKO
OHO HHje JjI00ujeHo. YMjecTo pa3Marpara HPUMaJHOI U JIyaJHOI pjellermha JoOujeHor
padyHoM y mnokpernoj sameru, udiaym et al. ysuma onmc npemodene (ONTHMAJHE)
Da3e 3a KOjy ouekyje ja je onTumaJHa wiam Oap Oamcka onTtuMmasnoj. /lary Oasza ce
IpOBjepaBa PAYyHOM y er3akTHOj apurMeruiy (oapeljyje ga U je NpUMAaIHO WIH JTyaTHO
JIOIYCTUBA), MOCJRje ¥era Mpejia3d Ha M3padyHaBambe ONTUMAJHOI pjeliema, Takohe y
er3aKTHOj apUTMETHIM, [OYEBIIN, CBAKAKO, O/ Te caMe 0a3e (YKOJHMKO Djelierhe 3aucTa,
auje onrumaano). Mehyrum, Tudaayn Huje yenwo pujernuru cse npodseme uz NETLIB
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oubsmoTexke, jep ce y HEroBOM TPUCTYIY H Jaj/be jaB/hba HCTH PAYYHCKU IMTPObJIeM
IpeBeTUKOr Opoja omneparyja, OJJHOCHO BeJIMKOT BpeMeHa M3BPINaBama aJroOpuTMa.

C npyre crpane, Kox je y [45], ucre roause, u3BjecTHo 0 pjeliaBamwy CBUX mpobiema
NETLIB 6ubtnunoreke, moaudukyjyhu npucryn dudraoyuja, npocto npepadynapajyhu
oarosapajyhe zaxtjesnuje npobieme kopucrehu pasoctpyko Behy nperumsnocT 3amuca ca
MMOKPETHOM 3aleToM U TuMe 3a0bmiaazehn cumbonmakn padyn. ¥ [6] Koxosa crpareruja
je yHanpujehena quHAMUYKHM IToBehaBameM IPENU3HOCT PadyHama Y HOKPETHO] 3alleTH
cBe JOK ce He J00uje 6a3a Koja Jaje palroHa IHA NPUMAJHA H JIyaJHa pPjelierba, a MpH
YeMy Cy MCIYIeHU YCIOBU ONTHMATHOCTH, HEOMeheHOCTH, WM MaK HeJIOMYCTUBOCTH.

Meroa TauHOr pjeriaBama JIMHAPHOT Iporpama mpema [6]

p < Hajbo/pa yrpalena mperu3HoCT 3amnuca ca MOKPEeTHOM 3alneToM

B+ 0

Uzpauynaru anpokcumatmje ¢, b, A moderHor yia3a y Tekyhoj mpemusnocTu
Pujemu max{c¢x : Az < b, x > 0} kopucrehu B (ako Huje npaszan cKyu)
B < kpajmwa 6a3a CUMIIEKCHOI' aJIrOPUTMA.

Tectupaj pesyarar y er3akTHO] apUTMETHIIH.

N Gtk =

AKko je TecT HeraTuBaH

- nosehaj npenusnocT p
- WU Ha KOpaK 3

8. Ucnummu pesymarar (crorm)

Nwmajyhu y Bumy nperxo/iHe HaUMHe 32 100njame TadHOT pjemema JIl[-perakcamnuje, u3
oarosapajyhe 6a3e ce moxke npoussectu ['omopujeBa oxcujenajyhia paBaH, IITABHUIIE OHA
ce y caydajy morpebe MoxKe IPOU3BECTH ca IjeJo0pojHuM KoeduimjentuMa. Hejeanakoct
camo Tpeba NOMHOXKHMTU ca HajBehum wmmenuonem Mmehy koedwuiujenTuMa, MMa MOTOM
HO/IMjeIUTH ca HajBeNUM 3ajeITHUYKUM JjeJIMOIeM HOBOJOOUjenux koedwurujenara. Ha
npuMjep, 3a

jgobdujamo cibegehu obiMk oxcujenajyhe paBHu

—2x3 — x4 < —D.

3.8.2 Iloy3mane T'omopmujeBe ozacujernajyhe paBHuM y ITIOKPETHO]
3aIIeTU

Kopucrehu pyrune mporpamckor jesuka C moryhe je mpousBecTnn BabaHe U HYyMEPUIKN
noysaane ['omopujeBe ojcujenajyhe paBHu y apuTMETHIU TOKPETHE 3aleTe, a Koje ce 360r
TOra MOTY HHKOPIOpPUpATH y oAropapajyhe codprsepe. Ipyrum pujeunma, moryhe je mohn
JIO TAYHOI' ONITUMAJIHOL Pjelieba, y3 J0CTa Mabe Kopuinhemna er3akTHe apuTMeTUKe, WK
nak noBehaBama MPEU3HOCTH 3AINCA.
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Bamnnc Opoja y mokpernoj 3anern npema I[EEE 754 crammapmay, cacroju ce o 3HaKa,
3HAYAjHOr Jujesa (MaHTHCE), CTelleHa M OCHOBe OpojuaHor cucreMa (yBHjeK MOpa GHTH
napua). Ha npumjep, 3a 3anuc 6poja y JBOCTPYKO]j TperusHoctd, 11 Guta ce ojpaja
3a cremeH, a 52 Ourta 3a 3Havajum auo. ¥Yzehemo ga je M C Q ckym panuoHaJIHHX
OpojeBa penpe3eHTaOUIHUX Y 3alUCy ca HOKpeTHoM 3ameroMm. M je KoHadaH, m ako je
g € M, ouma Baxku gma cy u —q, r(q) € M. Taxobe, ako cy a, b € M, onna cy un
min{a, b}, max{a, b} € M. Ckyn M nuje Hemro noceGHO CTPYKTYHPaH, MOIITO ONEPAIja
cabuparba HHje acolMjaTUBHA HAJ HUM.

3a mary dyuknujy f : R — R, kaxe ce ma dbyakmuja "% : M" — M odoszo
anpokxcumupa pynruyujy f Ha ckyny M, ako

[ () = f(x), e M,

a 3a dyukmujy fOr° . M"™ — M kaxe ce ga 0dosdo anpokcumupa pynrxuyujy frna M,
aKO BaXKN

foree(z) < f(x), xeM".

MozKeMOo IPEMEjeTHTH Ja ¢y OCHOBHE apHTMeTHUKe omepanuje + u * ¢gpynkmmje ca R? —
R. O3HAYMABAMO PECIEKTHBHO €A @ + b I a + b BpHjeIHOCTH amPOKCUMAIIHja 0I03T0 /07103710
30upa a + b 3a 6m10 Koje a,b,a +b € M u KOPHCTHMO CAUUHO O3HAUABAILE 32 OLY3UMAIHEe
1 MHOZKEIbE.

Y mporpamckom jesuky C (ISO/IEC '99), KOHBeHIIMja O 3a0KPYKHBaWkYy y IMOKPETHO]
3ameTu ce, nmpema ctaggapay IEEE, Moxke momecuTn 7a maje cioMeHYTe ampOKCHMAIHje
0J103T0 U 0710310 (YMjecTo MoJpa3syMHjeBAHOT 3a0KPYZKUBAkba HA HAjOIMKY BPHjeTHOCT)
nomohy fesetround dpyHKIMje. AnpokcuMalinje 0103T0 ce 106ujajy mo3uBoM (PYHKIHjE ca
aprymenrom FE UPWARD, nocsuje dera ce Bpiie yobudajene apuTMETHUYKE OIepallrje.
CmaHOo, anpokcuMalinje 0703710 ce 100ujajy kopumnihetsem FE DOWNWARD aprymenTa.

Heka je k > 3 muo 6poj u Heka cy a;, m; € M zat=1,... k. 3a Zle T;0; PEKYP3UBHO
Jie(bUHHIITEMO AIIPOKCUMAIIU]V 0JI03T0, OJIHOCHO OJI03]10,

k k—1
E T,a; = E e + Tpag
i=1 i=1

k k—1
g mi; = E ma; | + Trak.
i=1 =1

BurHo je npumujerutu na he 6110 Koju mopegak e1eMeHaTa ay, . . . , Gy JaTH alPOKCUMAIU]Y
0710370/ 0/103/10 CyMe Ele 0, AJTA PASTUIATH TTOPETIH MOTY JIATH PA3JTUUNTE PE3YITATE.
Crora, oneparnuja HUje KOMyTaTHBHA.

Takolje, GUTHO je TPUMEJETUTH JIa ATPOKCAMAIAje 010310,/ 010310 Hehe GuTn ucpapue
aKo Ce jaBU IlIpeKopaderbe/I0TKOpaderbe, 11a KaJja ce I'oJ TO JeCH, MOXKE Ce y3eTH Ja je
pe3ysarar HejpepuHICAH.

Pasmarpajyhu Xsaras-I'omopujese oicujenajyhe paBau, Moxke ce oJMax TPUMUJETHTH
na je 3a ckyn MHO:Kmona 7 € M™, pehux ox myne, nejennakoct 71 Az < 71b 3am0B0BeHA
y CBUM TadkaMma Ijeqobpojaor omortada FP; y nouwmenapy Jlll-penakcanumje P. Wmak,
jarTa HejejHakocr He Mopa 6urm M-penpesenrabusina, a uspadyHasamwe 7' A u 71b
y apuTMeTHIM TOKpeTHe 3amere, He 00e30jelyje Basbanoct pesyiryjyhe nejegnakocTn.
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[Moapazymujesa ce ma je A € M"™*™ u b € M". Be3 063upa na 10, ako je r > 0, BaxKu ma
je
m m
Z TiQs5 | T < ZleZ
jen _\i=1 i=i
M-penpeserTabuina Ba/baHa HejeTHAKOCT, O Koje ce MoxKe JOOUTH BasbaHa ojcujernajyha
paBaH.

VY cay4ajy jeaHakocTH, Kao KaJla ce IMPOu3BOAN arperupana ['oMmopujeBa ojcujenajyha
paBaH, jeTHAKOCTH Ce MOpajy OIIYCTUTH /IO HejeTHAKOCTH, Ia ce OHJ/a HejeTHAKOCTH
arperupajy KopuihemeM MHOXKHOIA T Ja 0u ce joduiaa Ba/bana M-penpesentabuiina
HejennakocT. MHadve, Tama 7 He MOpa OMTH OrpaHMYEHO HA HEHETaTHBHE BPHUjeIHOCTH.
OunTo, aKo KeJUMO Ja J00HjeMo Mambe-uin-jegaako M-penpeseHTabuiny HejeHAKOCT,
a MHOXKHWJIAI HEKOT KOHKDETHOT OIpaHdYerha je HeraTUBaH, pejakcaluja Mopa OuTH
CynpOTHA, TO jecT Behe-mn-jeIHaKO HejeHAKOCT.

Ocramne [omopujeBe ofcujenajyhe paBHH ce Ha CAWYaH HAYWH TPAHCHOOPMUIILY Y
HYMEpHYKH TOoy3/aaHe oficujernajyhe paBau. JacHo je ja je Tako mobdmjeHa ojcujerajyha
paBan cjiabuja y OJHOCY HA W3BOPHY.

Ha xpajy, kao mrTo je Beh HAIOMEHYTHO Ha HEKH HA4YMH, MPOU3BOhEIe HyMepHUUIKU
noy3/IaHux ojcujenajyhux pasuu Huje jemall jga codrTiep Hehe ojacujehm onTumasno
pjelierse, jep je moTpeOHO Ja ce ocTaTaK padyHCKOr codTBepa TpaHchOpMHUIIE 1a PaJiu
Yy HYMEpUYKH TOY3JAHOM peyKUMY (HIp. HOY3JaHe JyaJHe TPAHUIE, MTPETIPOIECUPArbe,
uposjepa o HeomehenocrTu, ur.).
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I'1aBa 4

Kopuepcku nosmmenap u ojcujenajyhe
paBHI

Har je cobejehu mosiueiap

Ax =0
r; 20, 7=1,...,n (4.1)
l'jGZ, jzl,...,p,

raje je p < n, marpuna A € Q™" (panra m) u BekTop-kosoHa b € Q™. Ckyn GasHuX
ungekca (1j. 6aza) 6uhe, ka0 m Jocal, o3HavaBaH ca (3, a CKyn WHJEKca HeGA3HUX
npomjensbuBux ca 1 = {1,...,n}\B. Ilperxonnu cucrem jeHadnHa U HejeHAYNHA MOKE
ce 3anucaTu 'y obJimKy

T; = SC:( — Zal-jxj, 1€ ,8 (42)

Jen

raje je z; > 03a i € B. Oarosapajyhe 6a3uno pjenteme je 7, =z} (i € B8), T; =0 (j € n).
Akoje xf € Zzacsei € BN{l,...,p}, onna T upunaza ckyny (4.1), y uporusnom rpeba,
nahu Basbane ofcujenajyhe pasun 3a ckyn (4.1) Koje cy HapyIeHe y Tauku .

Jeana, maJio gpyradunja ujeja 3a mpoHaJazKeme ojChjernajyhux paBHU je Jia ce yMjecTo
nosimepa (4.1) kopucrtn Tomopujes kKopaepckn nosmenap [33, 34|, koju ce nobuja 3 (4.1)
OI0AIMBABEM OIDAHIUYEha HEHETATHBHOCTH 110 CBHM Oa3HUM HpoMjeH/buBuM z; (i € (3).
Y TakBOj pesIaKCallMjH MOTY ce OJDAIlUTH W OTPAHWYeHma T; = T — ZjEn Q;;T; 3a CBe
ieBnN{p+1,...,n} 3aT0 UITO MPOMjeH/PUBE T;:

e He Mopajy ouTu 1jesodpojue

e jaB/bajy ce TAYHO jeJHOM Y CUCTEMY, a HU jeJHa Apyra Oa3Ha MPOMjeH/bUBA He 3aBUCH

O/l ThUX.

36or Tora fie ce moapasymujesaru Ja cy cBe 6asue npomMjersbuse y (4.2) mjesobpojHe, TO

jecr BC {1, p}.
Omnymiremse 3a (4.1) koje je yBeo ['omopu je

xi:xf—zmjxj 1€3
Jjen
z; =20 JEM
x, €L 1=1,...,p.

(4.3)
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KonBekcHI OMOTaY JIOMYCTUBHX pjeriema (4.3) ce Ha3UBa KopHepcku noauedap 3a 6asy
(B u o3HauaBa ce ca corner(3). Caka BasbaHa ojicujenajylia paBat 3a KOPHEPCKH MOJTHEIAD
je BasbaHa u 3a ckym (4.1).

Panu xpaher 3anuca, ca P(3) osnagasahe ce JIII-perakcarnmja kopHepckor noameapa
(4.3). Kopuepcku nosmenap je 60/pe CTPYKTYHPAH y OJHOCY Ha oxroBapajyhm mosuesap
MjeIOBUTO-1je;IOOPOjHOT TIpOrpaMa, Ta Ce BPXOBU M EKCTPEMAJIHU 3Palld peaKkcaluje
P(B) mory mpocTuje onmcaTH, MTO Ce, HAPABHO, MOKA3AJ0 KOPHCHHM Y Npou3Bolerby
Ba/baHUX OJcUjenajyhux paBHH.

[onmmenap P(B) uMa camo jelal BPX U TO ¥ TAUKH ca KOODJAWHATAMA T; = =) 33 1 € 3
nr;=03aj€emn.

PenecuBnu konyc noaueapa P(3) je onpehen cbenehnm cucremom

l’i:—zaij.%'j Saieﬁ
Jjen
z; =0 3a ] €.

ITomro je mpojekimja oBor konyca Ha R” ompeljena nejemnakocruma x; > 0, (j € 1), a
npoMjerspuBe T;, ¢ € B cy oapehene ropmumM jegHatunHaMa, EKCTPEMAJJIHE 3PAIU KOHYCA
Cy BEKTOPU KOjH, OCHM JeJIHOT, 3aJ0B0/baBajy CBa OCTaJla OrDAHWUYEHa HEHETaTHBHOCTH
Kao jegmaxkocru. Crora, moctoju |17| ekcrpeMa/nux 3paka 27 3a j € 1, JedUHACAHEX KAo

—Qp, 3a h € 3,
7 =11 3a j = h, (4.4)
0 3a h e n\{j}.

Ipumjedba 4.1. Bexkropu z’, npu yemy j € m, cy juneapro mesasucuu. Oryna je P(8)
|n|-numensnonannu moauenap uuju je adburu omorad oapehen jemHauwHama x; = T —

Zjendijxj 331 € B
JIema 4.2. Axo adunu omoman JIII-peaarcayuje P(B) cadporcu mauwy y ZP x R"7P, onda
je corner(B3) |n|-dumensuonarrnu nosuedap. Y npomusrom, corner(3) je npasan.

Jlokas. Tomro je corner(B) caapzxkan y adbunom omorady mosueapa P(3), corner(83) je
npasan kaja aduHu oMorad nouaueapa P(5) He cagpxku HATH jeaHy Tauky u3 ZP x R"7P.

Ocraje ma ce mokaxke mga je corner(3) |n|-muMensnonaanu monuenap, axo aduHn
omorau nosimesipa P(3) caapxku tauky uz ZP x R"7P.

3a nodverak, Tpeba gokazaru 1a je corner(3) menpaszan. Ako 2’ € ZP x R" P npunaza
acbunom omorady nosuespa P(B), ouja je o = xi — > @2 3a 0 € B

Y3eBI fa je 7177 TOJCKYI WHJIEKCA W3 7) TAKBUX Jia je x; < 0, ako je m~ mpasHo,
onfa r; npunaja corner(3). lame, nocroju D € Z, takso jga je Da;; € Z 3a cse i € 3
u j € n~. Ha ocnoBy nperxosnor, Moxke ce yBectu tauka x”, nedunucana na cipegehn
Ha4YUH

) JjeEn\n-
d={a-DlE  jenw
Jf: — Zjen Eijx;’ 1€ ﬁ

IIpema komerpyknnmju, 7 > 0 3a cee j € n u z/ je nmo 6poj 3a caku ¢ € 3. Iomro
? ] T

x" sajoBosbasa Ty = xy — Y .. Gy, caujepu na x” upunaga corner(3), oaHOCHO 14 je

corner(3) mempasaH.

Jjen
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Umajyhu y Bumy ga je P(B) pammonannu moamenap, Ha ocHoBy Teopeme 1.16,
perecuBHE Konycu mouenapa P(3) u corner(3) ce noknamnajy. Kako je mumensuja P(3)

U EerOBOT PelecuBHOr Kouyca |n|, a corner(3) C P(3), numensuja corner(3) je |n|.

ITpumjep 4.1. /lar je moTmyHO 1je00pojaH mporpam

1
min §x2 + x5

1

Tr1 — <T3

2
1

Lo — <3

2

T + —XT3

2

X1+ To+ T3

—T1+ T2+ X3

x1,T2,T3 € Z

T1,T2,T3 2 0

A\VARR\VARRV/AN
=T N

o

VAN
—_

]

(4.5)

Osaj mpobsrem nma derupu gomycruba pjeresa (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) u (1,1,0),
npyu deMy cBa 3a10BosbaBajy x3 = 0. Jare yerupu tauke cy nokaszane y (rp, Tz)-mpocTopy

na Coaunm 4.1.

'L'z

Cauka 4.1 Tpecjek KopHepckor moaneapa ca papan rz = (

Ha camom mouerky, mporpam ce mpepogu y obuuk (4.1) ysozehim omroeapajyhe

Herje06pojHe u3jennadapajyhe npomjensbupe (IIO3UTHBHE UM HETATHBHE) Ty, . . .

pjemaBamy JIII-pesiakcanuje, j100uja ce

T

T2

Z3

Ty

Ty

1
2

N |—=

1
"—Z.’Eﬁ

3
"—Z.Tﬁ

1
+4—lx8

, Lg. IIo



OnTumaiHo 6a3HO pjelnieme je T = Ty = %,

Onbarmyjyhn HeHETaTUBHOCT Oa3HUX MPOMjEHJPUBUX U JBA OIPDAHHYEHA KOja ce OJIHOCe
Ha HelpeKuHe 6a3He IPOMjeH/bIBe T4 U Ty, 100uja ce (4.3)-bopmyaanuja 3a oBaj mpuMjep

£C3:1, £C4:...:.CE8:0.

1 1 3 1
T :i +Zl’6 —Zl’7 +1x8
1 3 1 1
To = 5 +ZI6 —1137 —Z.Z‘g
_ 1 1 1
Trsy = 1 —EI(; —51’7 —§$8 (46)

xr1,To, T3 € 7
Te, 7,28 = 0.

Ha Counm 4.1 yuuja ocujenuenux obsiactu je upecjek P(3) ca pasuu x3 = 0. Heka je P
nosinefap nedunncan HejennakocTuMa (4.5) Koje cy npema jennadunnama (4.6) 3a710BobeHe
y mauknm z* = (3,3,1). Tpecjex nommenpa P ca pasum x5 = 0 je TamMmo ocujentena
obract. Yeuba ce ga je P crporo cajgpxan y P(3), a 1o ce o0u4HO jaB/ba Kaja je 6a3a
JereHeprucaHa, IMTO OBJje W jecTe CJAydaj W INTO ce, WHaYe, YeCTO jaB/ba y pjellaBamy

1jeJIOOPOJHUX MPOIPAMA. [ |

3a nosmenap corner(3), HejeHAKOCT EjEn ;T = 0 se Ha3UBA MPUBUJAAHOM AKO
C/IMje[i HEMOCPeIHO U3 OrpaHmdersa HeHeraTusHoCTH Z; > 0 (j € 1), TO jecT, aKo BaKm
najery; = 03acse j €n,ad < 0. Y TpoTHBHOM, HEjeTHAKOCT ce HAZUBA HEMPUEUJAAHOM.

JIema 4.3. Axo je corner(3) nenpazan, c6aka HEMPUBUJAAHA BAHAHG HEJEOHAKOCT 34
corner(3) ce movice sanucamu y 06AUKY Zjen v;ix; =1, edje je v; = 0 3a 5 €m.

Zokas. TlomTo je cBaka 06asHa NpOMjeH/bUBA JHHEpaHa KOMOMHAIIMja HeOA3HUX, CBAKAa
Ba/baHa HejeHakocT 3a corner(3) ce MOXKe 3almucaru Kao Z].En v;x; = J, TO jecT camo
nomohy Heba3HUX HPOMjeH/BUBHX T; 3a J € 1.

Jame, axo je v; < 0 3a meko | € n, pasmarpajyhn 7' nedunucano y (4.4) crmjean na
e > ien ;75 =y < 0, na je ckyn {2 jenviT; ¢ @ € corner((B))} neomehen 010310, jep
je Z! y penecusroM komycy mosmenpa corner(3). Cimjenn na je v; = 03a cse j €.

Axko je 6 < 0, HejegHaKOCT Ejen v;x; = 0 je TpusmjaaHa, crora je 0 > 0, a 300r
CKaJUpama MOKeMO IPeTIOCTABUTH Oe3 ryOouTKa ommrocTH Jaa je 0 = 1. m

4.1 DBajgioBe oacujenajyhe paBHI

Y oBoMm morsnaeby Ouhie mpencraBbena Bandosa mapaaumrma [9] 3a KOHCTPYKIH]Y
HejeIHAKOCTH KOje Cy BaJbaHe 32 KOPHEPCKHU IOJHeap U Koje ojcujenajy 6a3Ho pjelreme
.

Ba noderak, cMarpa ce jga je gar 3arBopeH konBekcaH ckyn C' C R™ rmakaB ja
yHyTpammocT ckyna C' caapxu Tadky T (3na4um koumMensuja ckyna C je 0), a He caapxu
Tauky w3 ckyna ZP X R" P omnocro ga C' He caapKu JOIMYCTHBY TAYKY pejaKcaIuje
(4.3) y €BOjOj YHYTPAIIHOCTH. 3a CBAKH OJI |1)| eKCTpeMaHIX 3pakKa mosmeapa corner(3),
neduHUIE Ce

aj=max{a >0 : T+a? € C}. (4.7)
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[TomTo je T y ymyrpammoctn ckyma C, Baxn ga je a; > 0. Y caydajy ga momympasa
{T+az' : «a > 0} npecjena obox (rpanumy) ckyna C, OHIA je (; KOHATHO, TauKa
T+ ajzj npumnajga 06oay ckyna C, a HOJYOTBOPEHH HHTEPBAJ {f—i— a7l 0<a< aj} ce
HaJa3®u y yHyTpammocTn ckyna C. YKoINKO Nak 2z’ Ipula/jia pellecHBHOM KOHYCY CKYIIa
C, onzga je oj = +00 1 y3uMma ce Ja je J%o = 0. Hejennaxoct

Y He (4.8)

- Qa;
jen

ce 30Be bBaadosa odcujeyajyha pasan mommenpa corner(3) oxpehena ckymom C. Y
JIMTEPATYPH Ha eHIJIECKOM je3WKY JlaTe PaBHU ce Ha3mBajy intersection cutting planes.

Teopema 4.4 (Bagd [8]). Axo je C' C R™ szamsopen komsexcan ckyn y wujoj ce
YHYMPAWI60CTNU HAAG3U MAYKe T % Hujedna 00 mavakae us ckyna ZP X R™P, onda je
Banaosa odcujeyajyha pasan (4.8) odpehena ckynom C' sanara nejednarocm za corner(3).

Jlokas. Ckyn ceux Tadaka JI[I-perakcaruje P(3) noamenpa (3 koje cy oncjedene Baraosom
ojcujernajyhom paBHu je

JEM jen

JloBo/bHO je moKazaTu jia ce S Hajga3u y YHYyTpammbocTu cKyna C, HOMITO YHYTPAIIHOCT
ckyma C' He caap:ku Tauky u3 ZP x R"7P.
Pasmorpumo nmoauenap

S={reR" : xi:xf—zaijxj (3ai€B); z; >0 (3ajeEn); Z%él}.

jen jen 7

[Ipema ITpumjendu 4.1 S je |n|—;LHMeHSH0HaHHH IOJIHeJIap Ca BPXOBUMA T U T + ;%7 3a o
KOHAYHO I eKCTPEeMAaJIHIM 3paluMa 2z’ 3a o = +00. llomTo cy BpxoBu ckyna S Koju jexe
no. i - =] .
na xuneppasun {zr € R" : 37, o = 1} Tauke T + ;77 3a (;; KOHAYHO, CBAKA TadKa U3
S ce MOXKe M3pa3UTH KA0 KOHBEKCHA KOMOWHAIMja Tadaka u3 cermeHara {T + az’, 0 <
a < a;} (3a o KOHAYHO) cabpaHa ca KOHYCHOM KOMOWHAIMjOM eKCTPEMAJHHX 3paka z’
(3a a; = +00). [lomro, mpema aedunnnujn «;, yuyTpammoct ckyna C' caJp:Ku cerMente
{T+ a7z, 0 < o < a;} 3a o kKoHAIHO, a 3pany 2z’ 33 a; = +00 NPHIAJAA]Y PEIECHBHOM
KoHycy ckyna C, ma camjean Aa ce CKyIm S Haaas3w y yHyTpanrmocTu ckyma C. n

Ipumgjedoa 4.5. Heka cy C7 n Cy iBa 3aTBOpEHa KOHBEKCHA CKYIA YHUje yHYTPAIIHOCTH
cajJipyke T, ajiu HE caapke Tadky u3 ckyna ZP x R"P. Axo je C canpxkan y Cy, oHIA je
Bamnaosa oncujenajyha pasan ogpehena ckynom Cy jaua ox Banaose oxcujerajyhe papau
onpehene ckymom Cf.

BarBopeH KoHBeKcaH cKyn C' 4HWja YHYTPAIIHBOCT CAAPKHU T, i HE CAJPKH TAUKY
7P x R™ P je makcumanaH aKo He TTOCTOJU HeroB HAJICKYT Ca UCTUM, IIPETXOTHO HABEIeHUM
cBojcrBUMa. HapaBHo, OMI0 KOjU 3aTBOPEH KOHBEKCAH CKYI YHja YHYTPAIIHLOCT CAJIPKH
T, a He caJIp:Ku Tauky ZF X R™7P je mOACKYI HEKOT MAaKCUMAJIHOT cKyma [11].

N3 cBojerBa makcumasinoctu u llpumjeinde 4.5 ciujejiu Jjia je JIOBOJbHO pasmMarparu
Banaose ojcujernajyhe paBuu koje cy ojpehene mMakcuMaJHUM 3aTBOPEHUM KOHBEKCHUM
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CKYTIOBUMa 4YHje YHYTPAITHOCTH CaJp:Ke T W He CaJ/ipKe HATH jeHY TadKy W3 CKyIa
7P x R"7P,

Cxyn K C RP koju He caJipKVl HUTH jeJIHY TadKy U3 cKyma Z” y ¢B0joj YHYTPAIIHOCTH
Ha3uBa ce ZP-ca0600HuM.
ITpumjedba 4.6. Jenan HaumH Ja ce KOHCTPYHUIE 3aTBOpeH KoHBekcaH ckyn C'y 4mjoj ce
YHYTPAITHOCTH HAMA3YW T, a KOJU TIPU TOM HE CaIPXKU HUTH jeJIHY TauKy ckyna ZP X R" 7P,
je ma ce y npocropy RP mpBo KoHcTpyuine ZP-caobogaH 3aTBOpEeH KOHBEKCaH cKyn K
YHja YHYTPAITHOCT CAJIpXKU OPTOTOHAJIHY Tpojeknujy T Ha RP m Tazma je TpaxkeHW CKyN
nunagap C' = K x R"7P,

IIpumjep 4.2. /laT je MjemToBUTO-1jeI00POjaH CKYII
Ty = by + anyi + anye
Ty = by + az1y1 + ay2

xeZ?
y=0

(4.9)

KOJI KOTa 3paln 2' = (Z;i), 22 = (%2) € R? uncy xoimueapuu u b = (Z;) ¢ Z2.

a2

Cnuxka 4.2 Banaose ozcujenajyhe paBHu

Ha Couru 4.2 je npoGiiem (4.9) y npeicTaB/ber y IpOCTOPY MPOMjeH/bUBAX X1 U To.
Ckyn gonyctusnx Tadaka © € R? 3a JIII-penakcanujy npobiaeMa je KOHYC ca TjeMeHoM b
1 eKTpeMagHnM 3parmmuma z! un 22, llpHe Tauke yHyTap KOHYyCa IpeICTaBbajy JOMYCTHBE
rauxe x € Z?. Ocujenuena ob6j1acT NpejcTaB/ba KOPHEPCKHU nojueaap y (21, Ta)-mpocTopy.
Cruka mpukasyje 1Ba npuMjepa Z2-c1o00oana KonbekcHa ckyma K C R? koja cagpxe by
CB0jO] YHYTPAIIHOCTH.

[Tomrro y oBoM mpumjepy umajy jBuje HebasHe npomMjeHsbune, bajaosa ojcujenajyha
paBaH ce MOZKe IPEJICTABUTH IIPABOM Y IPOCTOPY OA3HUX TPOMje/bUBUX, HAUME, TPABOM
KOja TIpoJia3u Kpo3 Tauke p' u p? kao npecjexe oboga ckyna K u nonynpasux {b+ az! :
a>0}, {b+az?:a>=0}

Koedunujentun oy u ag Koju oapehyjy onacujenajyhy paBan g[—ll + g—i > 1 cy nobujenn

-
Ka0 Q3 = Ty

o/l ojcujenajyhie paBHE Ha JMjeBOj CTpaHM, NOMITO Z2-cJ1000JaH CKYIl ¢ JlecHa CaJp:Ku
Z2-ci0601a1 cxyu ¢ aujesa (koedunujentu - Cy Marbn). [ |
J

j = 1,2. IllpumjeTumo 1a je oacujenajyha paBan Ha JECHO] CTPAHH jada
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ITpumjep 4.3 (Banaose oncujenajyhe pasun oxpelene pacijenom). 3a mare m € ZP u
o € Z, ueka je K = {x € R? : 7y < mx < w9+ 1}. K je ZP-cn06o1aH KOHBEKCAH
CKYTI, TIOIITO 3a CBAKO T € ZF BaXkn da je W 7T < 7o WIA TT = T + 1. YKOJIUKO
Cy eJeMeHTH BEKTOpa 7 y3ajaMHO mpoctd, obe xumeppaBuun {r € RP : 7z = my} u
{z € R? : mx = my+1} canpxe tauke u3 ZP. Caujenn na je K maxcumanan ZP-ciobojan
3aTBOpeH KOoHBekcaH ckym. [Ipema Ilpumjenou 4.6 mummagap C = K x R"? = {z €
R™ : 7y < Z§:1 m;x; < mo+ 1} je makcumanan ZP x R"P-c1060/1aH 3aTBOPEH KOHBEKCAH
CKYII, KOju ce HasuBa pacujen (eHri. split).

3a gatu KopHepcku mnosmenap corner(3), Heka je T jemmHCTBeH BpX cBoje JIII-
penakcaryje P(8). Ako T; ¢ Z 3a ueko j € {1,...,p}, Upu deMy 1OCTOje T, T) TAKBHU
aa je my < Z?Zl m;T; < m + 1, onja T mpunaja yHyTpammocTH pacijena C. YBozaehn
€ =TT — My, Baxku jia je 0 < € < 1, nomro je my < 7x < 7 + 1. lpumjemwyjyhu dpopmyry
(4.7) ma C, 3a j € n nobuja ce dopmysa 3a ckamape

—= 7z <0
Tz )
aj = = z >0 (4.10)
+00 uHage,
rije je 7 nedunucano y (4.4).
mr < My x> my+ 1
-] —

&

T+ 2!

Cnuka 4.3 Banaosa oncujenajyha paBaH ofpeheHa pacijenom

Ckastapu «; HIMajy HCTH CMUCA0  ysIory Kao u kox (4.7) u (4.8), To jecr oxcmjenajyha

paBaH
l‘ .

> el (4.11)

” Q;

jen
je Baaosa oncujenajyhia pasan onpehena pacijenom C' (Bugu Cir. 4.3). [
IIpumjep 4.4 (TomopwujeBe MmjemoBuTo-1jenobpojae oxacujernajyhie pasuu). Tpeba na
ce mokazke j1a cy ['omopwujeBe MjemoBHTO-Ijes100pojHe ojcHjenajyhe paBHH MPOU3BEICHE

u3 pejoBa cumiiekcue tabese (4.2) y crapu Basaose ojcujenajyhe pasnu oxpebhene
pacijernmuMma.
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Heka je nat kopaepcku nonneaap corner () onucan cucremom (4.3), npu uemy ) Huje

nuo 6poj. Hedbunnummo ro = xf — |z}, r; =a;; — |a;;|, mo = [z} ], a3aj=1,...,p,
;]  jenur; <ro,
Qjj eEmur; >,
o L A (4.12)
1 Jj=1,
0 nHave.
Ykoiuko je j =p=1,...,n ysumamo 1a je m; = 0. 3anasumo na je my < 1z < mp + 1.

Cama Tpeba, Kao y MpeTxXoaHOM HpuMjepy, npon3Bectn bamaoBy oacujenajyhy pasan
onpebeny pacujemom C' = {z € R" : my < 7z < my + 1}. I3pauynasajyhu «; momohy
dbopmye (4.10) 3a j € n, mobuja ce na je

€ =TT — M :mei—ﬂo =7, — |Z:] =7o.
i€B
Us (4.4) u (4.12) comjean ja je 77 = 7 + w7,
7, = 0 3a cBe h € B\{i}. Bpujenn

nomrro je 7, = 0 3a ce h € n\{j} u

(@] =y = —1; LSTSPuTiSTo
= lagl —ag=1-r  1<j<pur>n,
_aij jzp+1

Cramap o ce mobuja u3 dopmyne (4.10), ma je oxcujenajyha pasam (4.11) ompebema
pacijerom C'

Jjen, jem,
J<P, JS<Pp
A T3> (4.13)
Yool Y e
< T < 1—rg
pt1I<isn, pt1<jsn,
a;;>0 a;;<0
a 1o je ynpaso l'omopujeBa MjentoBuTo-1jesio0pojHa ojicujenajyha paBaH. [

[Tomrro je 3amuc Tomopujese dopmysie jocra KOMILIMKOBAH, 3TOJHEJE j€ O IbOj
Pa3sMHN/bATH Ka0 O HEjeTHAKOCTH OOJIHKA

ZW(E”-)QS]' + Z Y(@i;)r; > 1,

j=1 j=p+1

raje cy m un ¢ (pyHKIHM]e MpuaAPyKeHe IjeJJOOPOjHIM U HeIjeI0OPOjHUM TTPOMjeH/bUBAM
pecreKTuBHO, a Jedunucane kao (moraenarun Ci. 4.1)

m(a) = min{i, Lor }  upu gemy je r =a — |af
o 1= (4.14)
() = max{~. o).

To 1—7“0

Teopema 4.4 kazyje ja cy Basaose ojcujenajyhe pasuu sasbane 3a corner(3). Cibeeha
Teopema Jaje mak obpaTHy TBpAmY (IpermocTaBiba ce Ja je corner(3) Henpasa).
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Yo

Cnuka 4.4 Tomopujese dyukiumje m u

Teopema 4.7. Csaxa wempusujaina eanmana Hejednarocm 3a noauedap corner(3) je
Banaosa odcujeuajyha pasan.

Jlokas. Omnje hie Teopema GuTH JOKa3aHa caMO 3a MOTIYHO 1jea00pojHu caydaj (BumjeTn
[15] 3a ommruju caywaj). [Ipema Jlemu 4.3, HeTpuBHjaTHA BajbaHA HEjeTHAKOCT 3a
corner(3) je obnuka » .., v;r; > 1, npu uemy je 7; > 0, j € n. Tpeba noxasatu ja
je ona bamnaoBa oxcujenajyha pasam.

Pasmorpumo mommenap S = P(B) N{r € R* : >, ~x; < 1} Ilomro je
Zjen v;x; = 1 Basana mejenuaxoct 3a corner(), cse tauke y ZP NS 3a10B0/baBajy
jenakocr Y via; = 1.

P(B) je pamuonanan moaumenap, na mocroje 1jeaobpojna marpuna A’ u 1jesodpojHu
BekTop b’ Tako na je P(B) = {x € R" : Az <V'}. Heka je

T={xeR": Ax <<V +1, Zyjmjgl}.

JEM

Cax Tpeba 3a T nmokasatm jga je ZP-cio00odaH KOHBEKCAH CKyI. lIpermocraBumo a
YHYTpammocT 1 caapyKu 1jeodbpojHy TaduKy I, TO jecT I 3aJ0BOJ/baBa CBe HejeIHaKOCTH
Koje nedunurry T crporo. Kako je A’z < b'+1 njesobpojuu cucrem, caujenn na je A's < b0
U Zjer] v;Z; < 1. OBo HpoTHBpHUjeun YHIbEHHIHU Ja cBe Tadke ZP M S 3a10BosbaBajy

jen V%5 = 1.

[Tomro T upumaga S wu ZjEU v;z; = 0, T je ZP-cnobojan 3aTBOpPEH KOHBEKCAH
CKyIl KOjU CaJIpXKu T y CBOjoj yHyTpaimocTu. bajaoBa ojcujerayha paan oxapehena
nosmenpom T' je > v;x; > 1. O

4.2 Makcumajgunu ZP-cao000JH1 KOHBEKCHU CKYIIOBUI

ITpema Ilpumjendou 4.5, Habosbe ojcujenajyhe pasau cy ojapehene maxcumarrnum ZP X
R"P-ca0600HuM 3aMBOPEHUM KOHBEKCHUM CKYNosuMa Koaumensuje (.

Jlema 4.8. Axo je C maxcumanan ZP X R""P-caobodan 3ameoper Konsexcan ckyn u axo

je K wezos6a npojexuyuja na RP, onda je K maxcumanan ZP-cr0600aH 36meoper KOHBEKCAH
cxyn u C' = K x R"7P,
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Jlokas. Heka je K’ mpojeknmja ckyna C' wa RP. Onja je C' canpxkan y ckymy K’ + ({0} x
R™~P). Tlomro je C' ZP x R"P-caobonan 3arBopeH KoHBekcan ckym, K’ je ZP-caoboman
3aTBOpeH KoupekcaH ckym. Heka je K makcumagan ZP-cjaob0JaH 3aTBOPEH KOHBEKCAH
ckyn koju canpxu K'. K x R"? je taga ZP x R" P-ca0601aH 3aTBOPEH KOHBEKCAH CKYII
unC CK xR"P C K x R"P, TTomro je C' MakcuMaJjial, 0Ba TPU CKYIIA CE IIOKJIAIIA]Y
OJIaKJIe CJUje I TBP/ibha. ]

[Iperxoana Teopema Kasyje Jia je JOBO/HHO pa3MaTparTd Makcumasne ZP-cjaobojiHe
3aTBOpeHe KOHBeKCHe cKymoBe. Jlacao JloBac je momaTHO oKapakTepucao jlaTe CKyHIOBe
y cibenehoj Teopemu (HaBoauMoO je 6e3 j0Ka3a).

Teopema 4.9 (Jlosam [49]). Ckyn K C RP je ZP-caobodan sameopen koneekcar crkyn
rkodumenauje 0 axo u camo axo je K noauedap obaurxa K = P+ L 2dje je P nexu noaumon,
L payuonanrar auneapar npocmop, dim(K) = dim(P)+dim(L) = p, K ne cadporcu numu
jedny mauky ckyna ZP y c60J0] yHympawreocmu u nocmoju mauka ckyna 2P y pesamusto]
yHympauwrocmu ceaxe 0d cmpana nosuedpa K.

C npyre crpane, Ckapd je j1aTe CKylnoBe Ha Apyraduji HA9MH OKapaKTepPUcao, OJHOCHO
JI0KA3a0 je Ja BaykKu HapeIHa TBPIHaA.

Teopema 4.10 (Ckapd [54]). Csaxu K C RP waxcumanran ZP-crobodar sameopen
Kousekcan ckyn wuja je xodumensuja 0 uma najeuwe 2P cmpana.

Jloxas. TlpemMa IIpeTXOIHOj TeopeMH, cBaKa CTpaHa S Cajp:KH IjeJIo6pojHy Tauky z° y
CBOjO] peJIATUBHOj YHYTPAIIHOCTH. AKO mMma Buimie o 2P cTpaHa, OHJA IOCTOje JIBUje
pazimanTe crpae S n S, Takse na cy x° m 2 komrpyenrne mo monyny 2. Hhuxosa
APUTMETHYKA CPeJIUHA %(xs + 2% je njenobpojua M HATA3M Ce y YHYTPANIHOCTH CKYyIa

K, mrro npotuBpjedn dumbeHuIM J1a je K ZP-ciodbomaH. O

V R2, oBa TeopeMa MMIUIAIFPA Ja MaKCUMaJHH Z2-cJ0GOIHYE 3aTBOPEHH KOHBEKCHI
CKyTnoBHU umja je KomuMmensuja 0 mory mmaru HajBuine 4 crpane. Kopumremem Teopeme
4.9, MoKe ce mokazaTh J1a ¢y To cbenehn ckynosu (Ci. 4.5):

e pacijernu — CKyInoBu obiuka {x € R? : 7y < mxy + mMoxe < T + 1}, vaje cy

T, T, o € 7 U Ty, Ty y3ajaMHO TPOCTH;
® TPOYIJIOBH €A I1jeJOOPOJHOM TAa4KOM y PeJIATHBHO] YHYTPAIIHOCTH CBaKe OJ CTPAaHA
U HelljeJJOOPOJHUM TadKaMa Y YHYTPAITHOCTH TPOYTJIA;

® YEeTBOPOYIJVIOBH Ca I[jeJIOOPOJHUM TadyKaMa y pPeJIaTHBHOj YHYTPAITHOCTH CBAaKe O]

cTpaHa u 0e3 Ijesi00pojHe TavuKe Y YHYTPAIIHOCTH YeTBOPOYIJIA.

Angepcen et al. [5] je nokazao ga 3a cayuaj kana je |3| = p = 2, Banaose ogcujenajyhe
paBuu ojpehene pacijennma, TPOYIJIOBUMA M YETBOPOYTJIOBUMA Y TOTIYHOCTU OITUCY]Y
corner((3).

Kopuymxkoa u Mapror [21] cy okapakTepucain TauHO KAKBYH PACIjeld, TPOYIJIOBH U
yeTBOpoyIoBU npousBoie basiaose ojcujenajyhie pasuu Koje cy crpane corner(3), ouer
3a caydaj |B] =p = 2.

ABepkos et al. je y [7] nokazao 1a 3a buKcHpaHy JUMeH3H]Y, y OKBUDY YHUMOLYTAPHHX
TpaHcdOpMaImja, MOCTOjH KOHAYaH OP0j MAKCHMATHUX TOJIHeIapa (IJIeJaHo y OTHOCY HA
uHKITY3Ujy) Mely mjesobpojaum ZP-cioB60HIM TTOTHeIPUMA.

Cxapd [55] je sokazao ga y R, maxcumasinu Z3-cji060/H1 3aTBOPEHH KOHBEKCHU
CKYIIOBH Ca Ta4HO jeTHOM I[jeJJOOPOJHOM TA4YKOM Yy PeJIATUBHOj] YHYTPAIHOCTH CBaKe O/
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Cmuka 4.5 Makcumanan Z2-cao00IHI 3aTBOPEHN KOHBEKCHH CKYNOBH Ca HEIPa3HOM
yHyTpammonthy y R2

CcTpaHa, IMajy CBOjCTBO JIa CBE JIaTe IjeJI00pojHe TauKe JieyKe Ha JBHje CYCje/IHe MapaJie/He
XHUIEPPaBHU, Koje cy came ojgpehene mjesoOpojHuM Tadkama (y CYIITHHH, Pajd ce O
Japyraunjoj dhopMmynanuju HeobjaBbeHe TeopeMe Xoya).

ITpema Ilpumjenbu 4.5 najjaue Basaose ojcujenajyhe pasnum cy oxpehene makcu-
MajaauM ZP x R"7P-c1060HIM 3aTBOPEHUM KOHBEKCHUM CKYHNOBUMA KOJU CAJIPIKE TAUYKY
T y ¢B0joj yHyTpamwocTu. Ha ocnoBy Jleme 4.8 u Teopeme 4.9, oBU ckynoBu cy nosuneipu
tumta K X R"7P, raje je K ZP-cnobonan noauenap y RP. Cibeneha TeopeMa mokasyje Kako
ce pauyHajy Koedunujentn bBamaoBux oncujernajyhux paBHu U3 ommca cTpaHa MOJIHEIPA

K.

Teopema 4.11. Hexa je K = {x € RP b di(xn —T) < 1= 1,...,t)
ZP-ca0b0dan noavedap. Koepuyujenmu o;, (j € n) Banraose odcujeyajyhy pasnu (4.8)
odpehene noauedpom K x R"P . damu cy ca

i —J
f— max, E d, 7z,

Loxas. HOLHTO jeaj =max{a >0 : T+azl! € KxR"?}n K >< R"P = {JJ €

R™ : P di(xn—Tp) <1, 0=1,...,t}, OH;LaJe——max{O Yoo diz (t=1,...,t)}
[Tomro je K X R"™P caapxkano y makcumasinom ZP x R~ p—CJIO60,ZLHOM 3aTBOPEHOM

KOHBEKCHOM cKyImy, rnpema Teopemu 4.9, perecuBHu KOHYC moJjiTOna K MMa JUMEH3H]Y

Mamby OJ1 p, TIa CAMUM TUM UMa TTPA3HY YHYyTpanrmHocT. CTora, CHCTeM CTPOruX HejeTHAInHA,
r . dizp, <0, i=1,...,t HEMa pjemterma, ONaKIe CIujen

i =J
max, E dyzy =
O

Hexka 2/ € RP o3nauasa pecrpukiujy 7z’ € R” ma npsux p kommonenata. llperxomma
TeopeMa Kaxke jga cy Banaope oncmjenajyhe paBum o0imka, Zj€n¢(zj)xj > 1, raje je
Y RP — R, neduwrmCcana kao

p
Z) = zg%fix,t ; dhzh. (4.15)
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3a ¢bukcan nosurTuBHU 1ujean 6poj p u zf (i € B) uz (4.3), nedbunune ce
samana Gyrnkyuje Kao ona dynknuja 1 : RP — R, 3a Kojy BaxKu Jia je HejeJHAKOCT
> jen ¥(27)x; > 1 je Bamana 3a corner(3) 3a 6ui0 Koju 6poj HEMPEKUTHIX TPOMjEHHHBHX
u 6uno koju mzbop a; (i € B,7 € m), raje je 27 mOMEHyTa PeCTPHKIHja BEKTOpa Z7
nedunncanor kao y (4.4) 3a ¢ = 1,...,p. Basmana dynkunja ¢ je Murumaine ako He
nocroju 1) paszjauunta o1 ¢ TaksBa Ja je 1 < .

[TomTo cy najjade Banaose ojcujenajyhe paBuu oapehene makcumaanum ZP x R 7P-
CJI0B60ITHAM 3aTBOPEHUM KOHBEKCHUM CKYHOBHMA KOJU CaJp:Ke T y CBOjOj YHYTPAIITIHOCTH,
MHUHHMaJIHe BajbaHe dyHkimje cy obuuka (4.15).

Oyuxnuja 1 : RP — R je duo-no-duo auneaprna axo ce RP Moxke mapTUUIOHUCATH HA
KOHa4vaH OPOj mojIneapcKuX 00JIaCTH TaKO Ja je PECTPUKIIMja 1) Ha YHYTPAITHOCT CBaKe
oj Tux obJiactu acuna pyHKIIHja.

ITocwenumna 4.12. Csaka MUHUMAAHG 6GHAHA GYHKUUJE Je MOZUMUBHO TOMO2EHA,
cybadumusna U duo-no-0uo AUHEAPHA.

4.3 DBeckoHadHa pejakcamnmja

Teopema 4.11 naje dpopmyy 3a u3padyHaBame Koeduinnjenara Bamaose ojacujenajyhe
paBuu, 10 jecr 1 = (z7), raje je ¢ dynxnuja medunncana y (4.15). Moxemo
HpUMHjeTUTH Ja (PYHKIHja ¢ He 3aBUCH 0J Opoja HeOa3sHMX IPOMjEHJPUBHX, HUTHU O]
BekTopa 2’ . CBaka (DYHKIHja ca THM CBOjCTBHMa Ce MOKe HCKOPUCTUTH Kao ,JIpHa KyTHja”
3a npousBoheme ojcujenajyhux pasuu u3 radese OUI0 KOr 1jesiodpojuor nporpama. [lpuya
y HapeJIHUX Map MorJiaB/ba Ce OJHOCH Ha HOJhe pasymujeBarme oBux (pyHkuja. [omopu u
IToncown [35] cy yBesm ofroapajyhu KoHIenT 3a mpoydaBabe oBUX (DyHKIHja, Koju hiemo
PEJICTABUTH Y HACTABKY.

IIpobmem (4.3) Kama cy cBe IpOMjeH/bHBE x; Ijeao0OpojHE 3a j € 1) MOKe ce
IpeaAcTaBUTH KaO

fi—i—erijZ i=1,...,q
j€n (4.16)
x; € Ly JEm.

Tomopu u IloHCOH ¢y IpeaIoKuIn petakcalmjy IpocTopa IPOMjeH/bUBIX L5, (J € 1)
J10 OECKOHAYHO-TUMEH3MOHATHOT IIPOCTOPA, I/je Cy NPpOMjeH/bUBe X, JAeduHICaHe 33 OUIO0
Koje 7 € RY — Tako3BaHe OeckoHAYHE PEAGKCAUUTE

f+ Z ra, € 21
feR (4.17)

xr € Z, 3acser e R

npu deMmy ce ysuma y o63up ga je x, > 0 3a xowauan 6poj r € R?. Tlpupoano, (4.16)
ce Mozxke n06utu u3 (4.17) Tako mro fie ce cBe MPOMjeHIbUBE, OCUM BUX KOHAYHO MHOTO,
usjennaqutu ca 0. Morupanuja 3a paj ca Gy je IITO IOCTOJU caMo jeJaH HapaMmeTap, TO
jecr f, ma cy crora pesynraru ductuju. Jour jenna cruenudumunoct Gy je 1a Huje 3aTBOPEH.
Ha npumjep, 3a muz 2 (k= 1,2,...), nedunrncan taxo ja je



npunaga Gy un kouseprupa ka 0, amu 0 ¢ Gy, jep f € QI\Z.

Ckyn CBHX JOIYCTHBHEX Tadaka 3a (4.17) 6uhe o3nauasan ca Gy. Jlako ce ysuba na je
Gy # oo, momto je, Ha OpuMjep, , = 1 3ar = —f n x, = 0 y ocramuMm ciIy4ajeBuMa,
gonyctuBo pjemerse 3a (4.17). @ynknumja 7 @ R? — R je sawana ako je m1 > 0 u ako
JIMHeapHa Heje THaAKOCT

> w(r)z, =1 (4.18)

reRY

Bpujenn 3a cBe Tauke u3 Gy.

PeneBantHocT mperxoane neduHUNKje ce orviefa y UUILEHUIN J1a OWI0 Koja BasbaHa
dbynkuuja T naje, pecrpukuujom mejeguakoctu (4.18) wa npocrop r? (j € m), Babamy
Heje JHAKOCT 3a moverHu (Ijeobpojun) nonuegap (4.16).

[IpernocTaBka O HeHEraTHBHOCTH Yy Je(UHUIM]U BasbaHe (DYHKIUje HUje BjeIITadKa,
Kao IITO TO MOXKe Ja W3rvefa. YKOJUKO OM ce YKJIOHWIA Ta MPEeTIOCTaBKa BasbaHA
dyukimja Ou Morja y3uMaTH HEraTuBHE BPUJEHOCTH, HO CBaKa BajbaHa (QYHKIMjA
Tpebaa Ou, unak, j1a Oyjie HeHeraTuBHA HAJ PAMOHAJTHUM BEeKTOpUMa. Pajin nojantmemna,
MPETIIOCTABUMO JIa BayKW CYIPOTHO, TO jecT Ja je 7 TakBa dyHKuja na saxn (4.18) 3a
cBako = u3 Gy u 7(7) < 0 3a meko 7 € Q7. Ilocroju D € Z, takBo na je DT mjenobpojan
BEeKTOp U HeKa je T u3 Gy (Ha mpuMjep T, = 13ar = —f u T, = 0 y ocTaguM ciIydajeBumMa).
Hexka je © nedunucano kao © = Ty + M D raje je M nosuruBan muo 0poj u T = T, 3a
r # 7. Coujenn ja je T npunaga Gy, upu demy je

> w(r)i, =Y w(r)F + w(F)MD.

Bpoj M ce moxke u3adpaTu JOBOJHHO BEJIMKUM, OJIHOCHO

Y orera T(M)T — 1

M > - ,
Dl (7)]

na ja Baxu y_ 7(r)T, < 1, mTo NpOTUBPUjEuN TBPABH Ja je T JO0MyCTHBO.

[Mowrro cy nojanu y MjemoBuTo-1je,j00pOjHUM IIPOrPAMUMA PAIMOHAIHU, & Ba/baHe
dyuKIMje Mopajy OUTH HeHeraTwWBHE HaJI PAIMOHAJHUM BEKTODPUMA, IPUPOJHO je Ja ce
IaKiha YCPEJICPe/ U Ha HEHeraTuBHE Ba/baHe (DYHKIUjeE.

Bamana dyunkmnuja 7 : R? — R, je mMunumasna ako He MOCTOJU BaJbaHA (DYHKIHjA
7' # m takBa nma je w'(r) < w(r) 3a cBe r € R%.

®ynknuja ™ : R — R, je nepuoduuna ako je w(r) = m(r + w) 3a cBako w € 79,
Crora, gare nepuoaudte byHKIHje CY Y HOTIYHOCTH JeDUHACAHE HA OCHOBY BPUjeIHOCTH
u3 unrepsaia [0, 1)9.

Jlema 4.13. Axo je m munumasna sanvana Gyrkyuja, onda je ™ nepuoduyna u m(0) = 0.
Jloxas. Tlpernocrasumo na 7 uuje nepuogudna. Taxa je w(7) > 7(7 + w) 3a Heko 7 € RY

nw € Z%. Jlepunumumo yukuujy 7' Ha chegaehn vaunn:

n(F+w) akor=r

7(r) aKor # 7



IToxkazahemo na je 7' Basbana. ¥Y3mumo ueko T € Gy. Heka je & nedbunncano na cipesehu
HAYNH:
T, aKo 1 # T, T + w
T, =<0 akor =r

Ti+ Tty AKOT =T+ W

Imro je T € Gy u Wiy, € Z9, Baxu jga je T € Gy. Wrasume ) o, 7'(r)T, =
Y rere T(r)Z > 1. OBUM cMO J0Ka3a/Id Ja je 7 HePHOIUIHA.

Axo je T € Gy, ouna u T npunana Gy, ysuMajyhn na je &, =2, 3a 7 # 01 9 = 0.
Crora, ako je m Ba/bamHa, ouaa je ' nedwunucana kao 7'(r) = n(r)3ar # 0 u 7'(0) =0
rakohe Basbana. [Tomro je 7 MuHuMaHa U HeHeraTuBHa, caujeau jaa je w(0) = 0. ]

Jlema 4.14. Axo je m Munumaira 8anana Gyrkyuja, onda je T cybadumusHa.

Joxas. Heka cy r',r! € RY. Tpeba mokasarm ma je w(r') + n(r?) > =w(r! + r?).

Hedpurnmumo dyukuujy 7' Ha cbenehn HaunH.

7(r) = W(Tl) + W(T2> ako r = rt 4 r2
( ) {W(T) nHaye ’

ITokazahemo ga je 7' Basbana. ¥Y3mumo Heko T € Gy. Hedunumunmo &
Tyt +Tpig2  akor =71t
5 Tp2 +Tpiy2 QKO T = r?
T, = )
0 ako r = rt 4 r?

Ty nHaue

Kopucrehu pedununuje 7’ u I, jako je uposjepuru ja Bpujeiu

d o An)E = w(r)i,. (4.19)

reRd reR4

[ITaBumte, Bpujeau ga f+
na je T € Gy.

Ilomro je 7 Babama, camjesn jga je Y. o, 7(r)T, > 1, ma je crora, npema (4.19),
Y orera T (1)Tr = 1. Comjenn ga je 7' BabaHa, a MOMTO je T MHHEMATHA, JOOHjaMo Ja je
m(rt + %) < 7'(rt +r?) = 7 (rt) + 7 (r?). O

reRq? re, = f+Zr€Rq rZ, € 2. llomro je Tz 0’ CﬂHje'HH

Uuaue, 3a cBaky MUHUMAJHY Basbany dbyHKIHjy 7 Baxku 1a je w(r) < 1 3a ce r € RY.
Y3umajyhu y pasmarpame gomycrusy tadky r_p = 1 u x, = 0 (r € RI\{—f}), nobuja
ce ma je m(—f) > 1, ma ma xpajy caujeau na je m(—f) = 1 3a cBaKy MUHHUMAJIHY Ba/baHy
byuxmujy .

®ynkunja 7 : R? — R, 3amo0Bo/baBa ycaos cumempuunocmu ako m(r)+m(—f—r) =1
3a cee r € RY,

Jlema 4.15. Axo je m™ munumasHa eamana Gyrkyuja, onda T 3ad060.6a48a YCAOE
CUMEMPUMHOCTIU.
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Jlokas. Tpernocrasumvo na nocroju 7 € RY takso na m(7) + w(—f — 7) # 1. Tlomro je 7
Basbana, 7(7) + w(—f —7) = 1+, nupu gemy je d > 0. [lomrro je m(r) < 1 3a ce r € RY,
caujean 1a je m(7) > 0.

Hedunumumo byukuujy 7' na cbenehn maunm:

() = T57(F)  akor =T
7(r) nHaYe

raje r € R Tlokasahemo na je m' Basbana. Pasmorpumo Heko T € Gy n 3amasmmo Ja

BpHje
1
}:ﬂwmf:E:wwﬁf+Tigﬂm@.
reRa TGE?,

Axo je Tr = 0 ompa Bpujesu Y o, T (r)Tr = D, cpo 7(r)T, = 1, momro je 7 Basbaua.
Hame, ako je Tz = (1 4 0)/n(F), onga vpujean Y g, 7' (r)Z, = 1. Crora, moxemo
npernoctaButu aa je 1 < Tp < (1+9) /(7). Caujenn na je

)
E:#@ﬁw:}:w@ﬁ;+wﬁmm—1y+ﬂﬂ—l+5ﬂﬂ@
reRy? reRY,
r#£T7
zr(=f-7)+n() -4
>1+46-—06=1,

rjje HeJeIHaKOCT Y, cpq i (1) Tr +7(F)(Tr—1) = m(—f —7) caujean u3 cybasurusuoctu
dbyuxuuje 7 (nperxoxna sema). Crora, 7' je Ba/baHa, NITO NPOTUBPUjEUH MUHUMATHOCTH
dyukmje 7. [

Teopema 4.16 (T'omopu u Iloncon [35]). @yuruyuja m: R — R je munumarna sanana
Pynruuja axo u camo axo je nepuoduuna, cybadumuska, axo saxcu da je w(0) =0 u ako
30006056460 YCAOE CUMEMPUUHOCITNU.

Jlokas. Tlperxonne Tpu Jeme najy norpeban ycios. Ipernocrasumo can ga 7w(0) = 0, 7
je nepuojuuHa, cybaUTUBHA U 33J0BO/HAaBA YCJIOB CUMETPHIHOCTH.

[TpBo mokasyjemo ma je ™ BasbaHa. YCJIOB CHMeTpHIHOCTH uMILmiupa aa je m(0) +
7(—f) = 1. Homro je 7(0) = 0, Bpujeau 7(—f) = 1. CBako T € G 330B0/baBA jeAHAKOCT

> vera TTr = —f + w 3a Heko w € Z4. Nmanmo xa je
> )T > (Y rE) = (= +w) =7(—f) = L
reRY reRa

rIje HejeHaKOCT CAHjean n3 cyOaIUTUBHOCTH, a HPETIOC/beIbha jeTHAKOCT CAUjeId H3
nepuogmanoctu. Crora, 7 je Ba/baHa.

AKo 7 HEje MHHHUMaJIHA, OHJIA MOCTOjU BabaHa yHKnuja ' < 7 TakBa na je 7'(7) <
7(7) 3a wexko 7 € R%. Y tom cayuajy, 7(7) + m(—f — 7) = 1 ummmunupa ga je 7'(7) +
7'(—f —7) < 1, mro mporuBpHjeun BasbaHoCTH ByHKIHje 7. ]

Ilpumjep 4.5. Cinka 4.6 npukasyje map npuMjepa MUHIMAJTHUX Ba/baHUX (DYHKIU]jA 38
(4.17), npu vemy je ¢ = 1. @ynkuuje cy npeicrasbere Ha cermenty [0, 1] (Ha ocrarky

JIOMeHa ¢y JedUHUCAHE TTEPUOJIOM). YOUWbUBA je CUMETPHja ¥ OJHOCY HA TaduKe (%, %) u
( - %7 %) u
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Couka 4.6 [IpuMmjepn MUHAMATHUX Ba/baHuX dbyHKIHja (¢ = 1)

Tomopu et al. je y [38] mokazao na je 3a HenmpekuHe HEHETATHBHE THO-TIO-H0 JIHHEAPHE
dbyukmuje goBospHO nposjeputn 1a je m(a) + w(b) = w(a+b) u w(a) + (b —a) = w(b) y
CBUM TadKaMma TpesioMa (bYyHKIIH]e.

Heka E(7) mpeacrasiba ckyn csux moryhnx mejeanaxoctu w(rt) + m(r?) > w(rt + r?)
KOje Cy 3a/10BO/beHe Ka0 jeIHaKOCTH, 110/ YCJOBOM JIa je T MUHUMaJIHA Ba/baHa (PyHKIHU]a.
Baxku cipeehe TBpheme.

Jlema 4.17. Axo je m munumaina samana Gyrwryuja, maxea da je w = %7?1 + %7@, 2dje
je ™ u Ty samane Pynryuje, oHda cy T U Ty MUHUMGAKE samane ynryuje u E(m) C
E(ﬂ'l) N E(ﬂ'g).

Jlokas. IlpernocraBumo aa m Huje munumastno. Heka je m] # 7 Basbana dbyHKIHja, TaKBA
naje mp < . Onpa 7 = %W’l + %7@ je BasbaHa pyHKUUja, pasiauunTa ox 7 u m < . OBO
HPOTUBPUjeYN MUHUMATHOCTH (DYHKIHjE 7.

Ipernocrasumvo na E(m) ¢ E(m) N E(m). Moxemo npernocrasutu aa je E(m)
E(m), oanocHo 1a mocToje 11, 7o TakBu fga je m(ry) +7m(re) = m(ry+re) u m(ry) +mi(ra)
7(ry 4+ ro). Iomro je my MHUHUMANHA, OHA je cyOaIUTUBHA W CTOTA je To(r1) + ma(rs)
mo(r1 + r2). OBO UPOTUBpPUjEUN HPETIIOCTABIK /A je T = %m + %7?2.

I \VARVAR S8

Bamana dyskiuja m je excmpemma ako Ce He MOYXKe HU3Pa3suTH Kao KOHBEKCHA
KOMOMHAIM]a JIBUje Pa3judnTe BajbaHe (PYHKIM]e, OJJHOCHO U3 T = %m + %71'2 cJujean
Ja je 1 = m; = mMo. EXcTpeMHO] (DyHKIHjU 7 oJroBapa excmpemma BasbaHa HejeTHAKOCT
Yorera T(M)a, > 1 3a Gy. Cmucao excrpeMuux dyHknmuja je y Tome jga one oxpebyjy
HejeTHAKOCTH Koje AeduHuIy crpane 6eckoHadHOTr motueapa. OBaj KOHIENT ce aIeKBATHO
YBOJIM U KOJI OCTAJIUX pPeJaKcalmja, mro he ce mohu BujgjeTn y HApEIHUM TOT/IAB/bUMA.

IIpumjep 4.6. Yerupu dbyuknuje npukazane na Ciaunu 4.6 cy ekcrpemue. Illto ce Tuyue
npBe TpH, TO ce JAKo yBulja m3 Teopeme o apa Haruba (y HACTaBKY), JOK je JIOKa3
eKTPEMHOCTH HOC/he/ibe DYHKIje HerTo caoxkenuju (norsenaru [37]). Mnade, ekcrpemue
dbyukuje vucy ysujek nenpekuane. JIuj et al. [23| je nokazao majesza 0 <1 — f < 0.5
civeneha dyuknuja (Ca. 4.7) ekcTpeMua.

{T 0<r<1—f

jf 1—-f<r<l1

—
~

m(r) =

[\
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Cauka 4.7 EkcTpeMua Ba/baHna (pyHKIH]a ca MPEKHIOM

l'omopu u IloHcoH ¢y mocTaBUIN XHUIIOTE3Y /1A CY eKCTPeMHe BajbaHe (PYHKIMje YBUjeK
auo-1mo-auo juHeapHe. Bacy et al. y [13] je mamao koHTpampuMmjep, HO NATOJOINIKH
c/ydJajeBH HacTajy camMo Kaja je Opoj 1jesjoOpOjHIX MTPOMjeH/bUBAX OECKOHAYAH.

Kopucna opyha y nokasupamy Jia je HeKa (pYHKIHja €KCTpEeMHA Cy HapejHe JiBuje
TBP/Iib¢ Koje HaBouMo Ge3 fokasa (morstemarn [18]).

Jlema 4.18 (Uurepsanna nema). Hexa je dynruyuje f : R — R omehena na cearom
omeheHom urmepsany u weka cy a; < ay u by < by wemupu payuonasna bpoja Koju
odpeliyjy ckynose A = [a1, as], B = [b1,b2] u A+ B = [a1+0by, as+bs]. Axo je f(a)+f(b) =
fla+b) 3a ceaxoa € A ube B, onda je [ aduna dynryuja y cearom od ckynosa A, B
u A+ B u uma ucmu Ha2ub y c8akom 00 Hul.

U3 pedunurmje canjenu na je dbyukmuja 7 @ [0,1] — R, amo-mo-auo iuHeapHa ako

NOCTOjU KOHAYHO MHOTO BpujemgHocTn 0 = rg < r; < ... < rp = 1 TakBHUX Ja je QpyHKIH]ja
obmuka 7(r) = a;r + b; wa nnrepsanxy (rj_1,7;) 3a j = 1,..., k. Haeubu auo-mo-auo
JMHeapHe (PYHKIUje cy pasauduTe BpujejnocTa a; 3a j = 1,..., k. Jlno-1mo-auo juneapHa
dbyukmuja 7 : [0,1] — R, je HempekumHa ako u caMo ako 3a j = 1,...,k — 1 Baxu

a;rj+1+bj = aj117j41+bj41, ONHOCHO T je HENIPEKHIHA AKO U caMo aKo je m(r) = a;1; +b;
y cermenry [r;_i,7j]3a j=1,... k.

Teopema 4.19 (Tomopu-IloHconoBa Teopema o aBa Haruba). Axo je pecmpuryuja
Mmurumaane sanvane Pynruuje T @ R — Ry na ceemenm [0, 1] nenpexudna duo-no-duo
AUHEAPHG PyHKUUIa ca camo 08a Hazuba, onda je T excmpemHa.

Ha ocnoBy mperxojne Teopeme cimjean ja cy l'omMopujeBe MjemoBUTO-1Ije100pojHE
ojicujeriajyhe paBHE eKCcTpeMHe.

WNuaue, Tpeba nuMaTH y BUIY Ja je TeopeMa IpUMjeH/bIBA CAMO Ha je JHOPETHU TPod.IeM
(¢ =1y (4.17)). Kopayuzxoa u Mosunrapo cy y [20] nokazanu Teopemy o Tpu Haruba 3a
asopesme npobieme (¢ =2y (4.17)).

4.4 Henpekuana 6ecKoHadYHa peJlaKcammja

Pasmarpa ce Mozen y KoM Heba3He IpoMjeH/bHBe y; (j € 7)) He Mopajy OuTu
1jeso0pojHe.

fri-eryjeZ zdai=1,...,¢q
jen (4.20)
y; =0 3a ] €.
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Op mator Mojiesia ce paBu HenpexkudHa beckoHaYHa pesakcanuja yBehaBameM TpocTopa

NPOMjeH/BUBEX Y; (j € M) 40 GeCKOHAYHO-AUMEH3HOHATHOT HpocTopa {y, : r € R},
OIHOCHO
f+ Z ry, € 21
reR4 (421)

yr =0 BzacsereRY

npu demy je y, > 0 camo 3a KoHadaH Opoj r € R
Y HaCTaBKYy, CKYII CBUX JIOIIyCTHBHX Tadaka 3a (4.21) 6ulie o3nauasan ca Ry. Hapasno,
dbyukmuja ¢ : R? — R je sawana 3a penakcanujy (4.21) ako JTuHeapHa HejeTHAKOCT

> w(r)y, =1 (4.22)

reR4

BpHjequ y CBUM Taukama ckyna [iy. CBaxa oBako JeduHmcaHa BabaHa (GyHKIHja 1),
pecTpuKIjoM HejeqHakocTr (4.22) Ha TpOMjeHsbUBe Y,i (j € M), 1aje Ba/baHy HejeJHAKOCT
3a ckyn (4.20).

Bamana dynkuuja ¢ : R? — R 3a (4.21) je Munumasra aKo He TMOCTOjH Ba/baHA
dbyuknmja ¢’ # 1 Taxsa ga je ¢'(r) < ¥(r) 3a cee r € R

JIema 4.20. Axo je 1 : R? = R munumanna sanvana dynxyuja sa Ry, onda easicu da je
Y NO3UMUBHO TOMOZEHA, CYOLOUMUSHA U HEHE2AMUEHA.

Zoxasz. [Tokas ja je ¢ cybajiuTuBHA je y CyNITHHU UjeHTHYaH jgokazy Jleme 4.14.

Can, TpeGamMo JoKa3aTn 13 je ¢ NO3UTHUBHO XOMOTEHA. [IPeTIoCTaBuMO JIa IMOCTOjI
7 € RTu A > 0 makBu ga je (A\F) # (7). Be3 rybibema OMIITOCTH MOKEMO
IPETIIOCTABUTH J1a je (A7) < A\)(T), mHade MOZKe Pa3MOTPUTH AT YMJeCTO 7 1 A~ ! yMjecTo
A. Hdedunumenmo dbyuknujy ¢ Ha cbenehn HaunH:

H(r) = {)\_ Y(AF) akor =T '

W(r) nHaYe

Ilokazahemo na je ¢' Bapana. Pasmorpumo Heko §J € Ry. Hedunummumo § Ha cipenehu
HAYMH:
0 aKo r =1

Y, nHa4e

Kopucrehu nedpununujy dyHKImja 1)’ 1 ¢, JaKO je NPOBJePUTH Ja BPUjeId

> g, =) vy,

reR4? reRY

Irapume, umamo jaje f+> po 7Y, = f+ > cpe 7 € Z2. Tlomro je § > 0, cimjenn ja
je ¢ pomycruso 3a (4.21). U3 samanocru ¢ caujemu jga je Y p, V(1) = 1, na je Tume
Y orera V' (1)7, = 1. Buaun ¢’ je Babana, MTO IPOTUBPjeYN MUHUMAIHOCTH (QYHKIHjE 1),
OJIaKJIe CJIMje/Id O3UTHBHA XOMOI€HOCT.

Ocrana je jorn memeraTwBHOCT Ja ce gokazke. lIpBo mokasyjemo ma je ¥(r) > 0 3a
ceako r € Q7 IIpernocrasumo sa je (1) < 0 3a neko 7 € Q7. Heka je D € Z, r1akBo
1a je D7 mjenobpojan BeKTOp W HeKa je § AOMycTHBO Djemewe 3a (4.17) (amp. 7, = 1 3a
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r = —f, ay ocranum ciydajesuma je g, = 0). Heka je § medunncano ca gz = y- + M D,
npu demy je M mpuponan 6poj u g, = 7, 3a r # 7. Caujenu ja je ¢ pomycruso 3a (4.17).
Nmamo 1a je

> g =) ¥y, + v (F)MD.

reR4? reR4?

M ce MoxKe n3abpaTu J0BOHHO BEJIUKHUM, TAUHH]e TAKBUM Ja je

ZTG]RQ w(r)yw —1
Dl -
1a J1a BPHjeIn ) o ¥(7)Fr < 1 IITO HIPOTUBPjedH TBPIH JIa je § JOIyCTHBO.

W3 mpeTxoaHor, moITo je v Henpekuana ¢hyHKIMja u HeneratupHa Ha Q7, a Q7 je ryct
y RY cnujenu j1a je ¢ neneraruBHa Ha duraBoMm RY. O

M >

Crangapian KOHIENT Y KOHBEKCHO] aHATN3Y je byHKIMja MUHKOBCKOT U UCTIOCTABIbha
ce Jla ce OH MOXKe€ HCKODHUCTUTH Yy KapaKTepU3alUju Ba/baHUX (PYHKIMjA, JIPYrUM
pujeuanma, bamaose ojcujenajyhe paBuu uMajy Jujer Onuc Ha je3uKy KOHBEKCHE aHAJIHI3e.
3a ckyn K C R? koju je 3aTBOpeH, KOHBEKCAaH U CAJPKH HCXOJUIITE Y CBOjO]
VHYTPAIIHOCTH, Pynkyuja Munkosckoz |y ce TeduHAIIE KA0

pr(r) =inf{t >0 : ;GK}, 3a cBe r € R%.

Y cmpenehoj memu cy gata HeKa cBojcTBa pyHKIUje MUHKOBCKOT.

Jlema 4.21. 3a damu 3ameopen koneekcan cryn K ca ucxoduwmem y yHympausocmu,
dynrxuuja Munkosckoz 11 3a K je nenezamuena, no3umusHo TOMO2EHA U CYOaOUMUBHA

dyrruuja.

Joxaz. N3 nedbununuje dyukmnuje MuHKOBCKOr CJIMje/in jia je OHA MO3UTHBHO XOMOI'€HA
1 HEHEeraTHBHA.
Tpebda pokazatu jga je cybagutusHa. Ilomro je K 3aTBOpeH KOHBEKCAH CKYI, [ je
KOHBeKCHa (pyHKIMja. Bpujean
rt r? rt 4 r?

() + p(r) = 2(u(5) + 1(3) 2 20—

r7je jeTHaKOCTHU CJIMje/ie U3 TO3UTHBHE XOMOTeHOCTH, & Heje THAKOCT U3 KOHBeKCHOCTH. [

) = p(rt +17%),

Cana je moryhe nmokazaru cbeaehy Jiemy.

Jlema 4.22. Axo je B 7Z9-caobodan 3ameopen KoHGeKcaH CKyn ca maukom [ 1y €60joj
yrympawrsocmu u axo je v dynruujo Munrosckoz s3a B— f, onda je 1 samana dynruyuja.

Zokas. Ilpema mperxoanoj jgemu, v je cybaIuTHBHA U IMO3UTUBHO XoMoreHa. Heka je y €
Ry. Taga je ) po 7y, =T — f 3a meko T € Z7. Baxu

S vy =Y w(ry) =9 ry) =vE—f) > 1,

rje TIpBa jeJIHAKOCT CJAWje/Id W3 MO3UTHBHE XOMOTE€HOCTH, NMPBa HEJeTHAKOCT JUjean U3
cyOaIMTUBHOCTH, a TOC/hE/ha HejeJHAKOCT CJNjejiu U3 dnihbeHuIle ja je B ZI-crmobogan
3aTBOPEH KOHBEKCAH CKYII. O
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Ipumjedba 4.23. TloswtuBHO XOMOTeHa U cyOaamTwBHA dyHKmUja g : RI — R je
KOHBEKCHa (IIa THMe U HEelpeKHHA).

Jlema 4.24. Axo je g : RY — R nenezamuena, nozumusHo Tomozena u cybaidumueHa
dynruuja u axo je K = {x € R™ : g(x) < 1}, onda je K s3ameopen konsexcan ckyn ca
ucTodUWMeEM Yy c80J0J yHympawrocmu, a g je dynkuuja Munxosckoz 3a K.

Zokas. 1lpema nperxomHoj npumMjeadu, g je KOHBEKCHa, crora K je 3aTBOPEH KOHBEKCAH
ckym. [lomrro je yuyrpammoct ckyma K {x € R" : g(z) < 1} u ¢(0) = 0, ucxomurmre je
y VHYTPAIIHhOCTH CKyna K.

Heka je x € R%. Ako 3pak {tx : t > 0} npecujena 060/ ckyna K, Heka je ouma t* > 0
TaxBo a je g(t*z) = 1. [Tomro je g nosurusuo XoMorena, g(z) = & =inf{t >0 : £ € K}.
Ako 3pak {tz : t > 0} He npecujena 060/ ckymna K, MOIITO je g HEHETATHBHA W TIO3UTHBHO
XoMorena, ona je g(tr) = 03acpet > 0. 36or Toraje g(r) =0 =inf{t >0 : $ € K}. [

3a HeHeraTwBHY, MO3UTUBHO XOMOTEeHY U CyOauTuBHY (DYHKIUjY 1) JeduHHIIE Ce
By ={x € R? : ¢(z— f) <1}

Teopema 4.25. Axo je ¢ munumanna savana dynxyuja, onda je By marcumannu 7.9-
cA0000aH 3aMBOPeH KoHBekcan ckyn koju cadpotcu [y c60j0] ynympawreocmu u 1P je
pyrryuja Munxosckoe sa By — f.

Zokas. llomro je v MmunuMaiHa BasbaHa pyHKIHja, npema Jlemu 4.20 1) je HeHeraTuBHA,
IIO3UTUBHO XOMOIeHa M cybanuTupHa dyHknuja. [Ipema Jlemu 4.24, B, je 3arBOopeH
KOHBEKCaH CKYII ca f y CB0joj YHYTpalImocTu 1 ¢ je dpynknuja Munkosckor 3a By, — f.

[Momro je 1 Bamauna, (T — f) > 1 3a cBako T € Z? u crora je By Z9-caobogan
3aTBOPEH KOHBEKCAH CKYTI.

Jom camo Tpeba gokazatu ma je By MakcuMasnan Z7-c1000JaH 3aTBOPEH KOHBEKCAH
ckym. llpernocraBuMo jga Huje u Heka je B’ 7Z9-cio601aH 3aTBOPEH KOHBEKCAH CKYII KOjU
caJpKU Kao HpaBu HoJAckyn By,. Heka je ¢ dyuxmuja Munkosckor B’ — f. Onzga je npema
nebunnnujn byuxuuje ' < ¢ u ¢ # 1, jep je B’ # By. Ilpema nperxognoj semu ¢ je
Ba/baHa (DYHKIM]a, TITO ITPOTUBPHUjEYN MUHUMAJTHOCTH (DYyHKIIHjE 1. O

IIpumjedoa 4.26. Ilomto je By cKyl HeljeJoOpOjHHX Tadaka OKO [ Koje cy oJcjedene
oArosapajyhuMm HejeJHaKOCTHMA, CAUjeJH 1a ce 3allpeMUHa CKyIa By MoKe UCKOPHCTUTH
Kao KBaJUTATHBHA Mjepa 3a jauyuny HpousBejiene ojcujernajyhe pasnu.

Teopema 4.27. Axo je B maxcumanar Z1-cr0600aH 3ameopen KOHBEKCAH CKYN Y “Ujo]
ynympawreocmu ce wanadu [ u axo je 1 1 R — R dynkuuja Munrosckoz 3a B — f, onda
je ¥ munumanna savana Gynryuja 3a (4.21).

oxas. Tlpema Jlemn 4.22 1) je BasbaHa. AKO Cce HPETIOCTaBH Ja TMOCTOJH MHHHMAJIHA
Basbana dynkuuja ¢’ Taksa 1a je ¢ < ¢ u Y # ¢, onya je B, ZI-cnobojan 3aTBOpeH
KOHBeKCaH cKyn u By D By. llomTo je By = By, nperxoina TBpIAiba IPOTUBPHjedN
TBPIILH 0 MAKCUMAJHOCTH CKyma B. O

Kao u y mperxoanom morjiaBiby, Basbana (YHKIHjA 1) je excmpemHa ako ce He MOKe
U3pa3uTH Kao KOHBEKCHA KOMOWHAIM]a BHje pa3jndnTe Basbane pyrknuje. Oarosapajyha
BaJbaHA HEjeTHAKOCT ce TaKOohe HAa3WBa eKCMpPEeMHOM.

Cibesieha TeopemMa roBopu O IHOJYJAPHOCTH M3MeDy eKCTPeMHHMX HejeHAKOCTH 3a
Geckonaunu Mozes (4.21) u eKCTpeMHIX HejeJHAKOCTH 3a KoHadaH npobiem (4.20) [12].
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Teopema 4.28. Hexa je B maxcumanar Z9-crobodan xonsexcan ckyn y R ca f y ceojoj
ynympawrocmu. Hexa je L = 1in(B) u nexa je P = BN (f + LY). Onda je B= P + L,
L je payuonaaru npocmop, a P je nosumon. Hewa cy v, ..., v* epwosu nosumona P u
r PR payuonaana 6asa npocmopa L. Jedunvwumo i = v — f 3a 5 =1,... k.
Hexa Ry(r', ... ") osnauasa cxyn pjewersa sa (4.20), npu wemy jen = {1,...,k+h}.
Onda wejednarocm Y, p, ¥p(r)s, = 1 excmpemna 3a Ry axo u camo axo je nejednarocm

2521 sj = 1 excmpemma sa conv(Ry(rt, ... r*7)).

4.5 MjemoBuTo-ijejioOpojHa OeCKOHAUYHA peJlaKcallija

Cana ce pasmarpa cibenehin MjemoBUTO-je100pojaH CKyT

f—i—ZrmT—l—ZryTEZq

reRY reRY 493
Ty € Ly 3a cee r € RY (4.23)

yr =0 3a cee r € R?
IpU Y€MY je caMO KOHadaH Opoj npoMjeH/bUBUX T, U Y, Behu ox HyJe.

Ca My o3naugasahemo ckym momycTuBux Tadaka 3a (4.23). Moxke ce npuMujerutn na je
beckonauna penakcaimja Gy y creapu ckyn {x : (z,0) € M/}, a Henpeknana OeCKOHATHA,
penakcaruja Ry ckyn {y : (0,y) € M;}.

Oynkmuja (7,1), TakBa najem : R? - Ruy : R? — R je sanana 3a My akom >0
U JInHEapHa HejeIHAKOCT

o)z + Y )y, =1 (4.24)

reRa reRra
Bpujeau 3a cBe BekTope u3 M. Ako je (m,v¢) Babama dyHKIuja, OHIA je T Ba/baHA
dbyrkunja 3a Gy, a ¢ je Bapana 3a Ry.

Bamana dynkmmja (m,1)) 3a My je mMunumasna ako He HOCTOjU BasbaHa (DYHKIH]j
(7', 4") pazmuaura ox (m,v), Taksa ga je 7’ < mu ) < 1.
Jlema 4.29. Axo je (7,1) munumansna sanara dynryuje 3a My, onda:

o w(r) < Y(r) sa ceaxu r € R?

® ) je HeHe2aMmueHa, NO3UMUBHO TOMO2EHA, CYOAIUMUEHG PYHKUUIA.

Joxas. Heka je (m,1) munnmanno Babana dynkimja 3a M;. llpernocraBumo ga je
w(r*) > ¥(r*) 3a meko r* € RY. Heka je (7',1) dyukuuja nedunncana tako ma je

7T’(T> _ {w<7°) aKO je r=r
7T(7’) aKo je r € Rq\{r*}

3a siaro (x,y) u3 cKyna J0IyCTUBUX Tadaka JebuHHUIIeMo

p 0 zar=r* , T +y, sar=r*
2 = = .
" r, 3areRN\{r*} o Yr sa € RN\ {r"}

Henocpenmo ce nposjepasa ga je tauxa (2',y') € My u na Bpujenn

Yo+ Y o)y =Y w(r)a+ Y vy, > 1.

reR4 reR4 reRd reRY
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13 opora caujeau na je (7',1) Basmana dbyHKIHja, a TO MPOTUBPUjEYN MHUHUMATHOCTH
dbyukmje (m,1). OBUM je 10Ka3aHa OPBa TaYKa TeOpeMe.

IIITo ce Tuue npyre Tadke Teopeme, y CYNITHHE, HCTOM apryMeHTAIMjoM Kao y J0Ka3y
Jleme 4.20 mokazyje ce gma je v : R? — R HeHeraTuBHa, MO3UTHBHO XOMOTeHa U
cybannTuBHa DyHKIKja U 1a 3a TakBy dynkuujy Baxu (0) = 0. O]

Crenehy Teopemy je mokazao [loncon y [41] u oHa roBopu 0 TOMe Jia je y MEHUMAJHO]
Basbanoj pyuxmuju (7,1)) 3a My, dynknuja ¢ jeauncrseno onpehena dynkuujom 7.

Teopema 4.30. Bawana dynxyuja (m,v) je munumanna 3a My axo u camo axo je
MUHUMAAHA 6amana Pynryuja 3a Gy u Y je depunucarno na coedehiu navun

m(er)

1[1(7“) = lim sup 3a cee r € RY. (4-25)

e—0+ €

Jloxas. Kopucrehu ucry aprymenranujy kao y aokazy Jlema 4.13, 4.14, 4.15 moxke ce
nokaszaru Ja ako je (m,t)) muHuManaHa, oHma dbyukmmja 7 : R?Y — R mepmommuna,
cybanuTuBHA, 33/10B0/baBa yeaos cuMerpudroctd U m(0) = 0. IIpema Teopemu 4.16 7 je
MHUHUMAaJIHa Ba/baHa byHKIHIja 38 G.

Octao je camo Ja ce mOKazke Jia 3a JarTy BasbaHy dbyHKumjy (m,1) 3a My takBy na
je m MuHnMaiHa BasbaHa 3a Gy, BaxKu 13 je (7,1)) MUHUMAJIHA BabHA 32 My ako U camo
ako je 1 nedunucana npema (4.25).

Hedunumumo byuruujy ¢ tako ga je

m(er) 3a cBako r € RY.

Y’ (r) = lim sup
e—0+ €
[Toxazahemo na je 9" mobpo nedunucana, (m,1') je Bamana 3a My u ¢’ < 1. 113 osora
caujeau na je (m,1)) MHHHMAJHA aKO U caMo akKo je ¢ = ¢/, mro y cymruau u tpeba
JMOKA3ATH.
Ha 6u nokasamu na je 10’ 106po nedunncana tpeba nokazartu ja je limsup y (4.25)
yBHUjeK KoHadaH. [loacjernmo ce ma je

lim sup m(er) = lim sup{w(er)
e—0+ € a—0+ €

: 0<6<0¢}:ini;sup{M : 0<e<al.
a> €

Heka je ¢ dbyukuuja raksa jga je " < ¢ u (w,¢") je MunuMaina Bajbana GyHKIHja 38
My (ka0 1ITO je mpuje MOMEHyTO, TakBa (PYHKIUja IOCTOjN).

[pema Jlemn 4.29, 7 < ¢" u ¢” je cybaautusna, nozutuHo XoMmorena u 1" (0) = 0.
Crora, 3a cBako € > 0 u cBako r € RY Bpujeiu

7(er) < Y’ (er)

o
€ € - w (T)a
OJTHOCHO
lim sup mler) <YP'(r).
e—0+ €

OBo nokazyje zga je 1 106po aedunucana u ga je ¢’ < " <.
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Jlako ce ymuha, u3 nedununuje dbyukmuje ' un gedwuaummje limsup, aa je ¢’
cybamuruBHa, mo3uTuBHO XoMmorena u ¢’ (0) = 0.

Joxka3z 3aspmasamo nokasyjyhn ga je (m,1’) Bapana 3a My. Hexka je (T,7) € M.
Jlaspe, mpeTmocTaBuMO 1a je

S )z o+ Y W )g =16,

reR4 reR4

raje je 0 > 0.
Hexa je 7 = ) o 7Y, U3 nedununuju bynxuuje ¢ ciujean na je 3a nexo a > 0
JIOBOJHHO MaJio,
7(€T)
€

<'(T)+ 0 3a cBe 0 < € < Q. (4.26)

Mozxemo uzabparu D € Z takso ja je D > & u nedpunucaru 3a cse r € R?

_ T, r#
T, =
z,+D r=

Oz Q=

Bana3uMo Ja Cy CBH €JeMEHTH T HEHEraTUBHHU HEjeJin OpOjeBH U /14 ZreRq re, =
Y orera TTr + D rera Ty, 1A je crora T € Gy. Caga umamo 1a je
. _ w(D717)
Zﬂ'(?")l’r = ZW(T)Z‘T—FT
reR4 reR4
<Y w(T +¢(F) +
reRa
< wr)F A+ Y )G, =1,
reR4 relR4
rije npBa (crpora) HejeaHaxocT caujeau us (4.26) jep je D71 < @, a apyra nejegnakocT
canjeau U3 cyGaIuTUBHOCTH M HO3UTHBHE XOMOTCHOCTH (byHKHHJe Y. Cinujenu ga 7 uuje
Basbana 3a G, MITO IPOTHBPUjETH IPETIOCTABIA TEOPEME. O

Jlema 4.31. Axo je (m,¢) munumanna sanana dynruyuje sa (4.23) u By = {x € RY :
Uz — f) < 1}, onda je b Pynxuyuja Munrosckoe 3a Z9-ca060dan 3ameopen KOHBEKCAH
cryn By.

Joxasz. Tlpema Jlemu 4.29 1 je HeHeraTwuBHaA LO3UTHUBHO XOMOIeHa u cybajuTuBHA
dbyuxuuja u ¢(0) = 0, a upema Jlemn 4.24 ¢ je dynknuja Munkosckor 3a By,. [omro je
Y Bapana dynkuja 3a Ry, cimjenn na je (T — f) > 1, 3a ceako T € Z%. Crora, By, je
Z.9-cj10007aH 3aTBOPEH KOHBEKCAH CKYII. O]

Axo je (m,1) MuruMasHa Basbana dyuknuja, mpema Teopemu 4.30, 7 je MUHHMATHA
Ba/bana dyHknuja 3a Gy, HO 1) HHUje, y OLINTeM CIydvajy, MUHIMAJIHA BasbaHa (BYHKIHIja
3a .

Pasmorpumo gerupu dbyuknuje 7, ..., ca Cauke 4.6, xoje cy excrpemue 3a Gy u

Heka s; o3Havasa nosurusan narub gyukuuje m; y 0, a s; werarusan naru6 y 1 (uan nax
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y 0, mormro je dyuknuja nepuoauana). [Ipema Teopemu 4.30, 3a cBaky o Tux dyHKIH]A,
dbynkmuja 1; 3a Kojy je (m;,1;) MunnMaina BabHa 32 My je nedunncana xao

ITo3uTuBHM Harmbu Ccy WAEHTUYHH, JOK je Hajehn HeraTuBHu Harud s;, 1a je Y, Tauka-
M0-TAYKa [JIEIAHO, Makha HEro aApyre QyHKIHje.

3a Burte nHGOpPMAIKja O CBOjCTBUMA Ba/baHUX (DYHKIHjA 33 pa3manTe OeCKOHATHE
pesakcanuje norsenaru [17, 35, 36, 38, 41].

4.6 O HekMM MOTKJIacaMa BaJbaHUX HEjeTHAKOCTU

IIponanazkeme MUHEMaJIHe BabaHe HejeJHAKOCTH 3a My CBOIM Ce Ha IIPOHAJIAZKEHbe
oarosapajyhnx maxkcumasnnux Zf-caobonnux nommeipa By C R?. Maxo je nosmnara
KapakTepu3alfja CBUX MaKcHMaJHux Z7-c1000HUX 3aTBOPEHHX KOHBEKCHHX CKYIIOBa
y paBHHU, HEje TO3HATA TaKBa KapaKTepusaluja 3a BHIIe-JAUMEH3UOHAJTHE IPOCTOPE.
Hanujen Ecmunosza je y [27] usapojuo Tpu mpocruje dbamunuje ca Kojuma je OH, 3a
caJia jeJJMHU ca CTAaHOBUIITA HAYYHOI H3padyHaBamba, mocturao ojapehen ycnjex. Mnade, y
HAYYHO]j JIUTEPATYPH, Kao Ha mpumjep y [27], Bamaose oxcujenajyhe pasuu 3a Geckonaune
penakcanuje ce Ha3upajy suwepedium Lomopujesum odcujeuajyhum pasnuma.

Cspenehu HoTanujy u3 [27] npsa kiraca ckynosa Hocu o3Haky 11, u nedpunue ce Tako

Ja je
q
Tl,={xeR? : x>0, ingq}.
i=1

T'1, je onpehen ca g+ 1 nejeanaxomthy, a cBaka o ILUX CAAPKA jeHY 11jeJJOOPOJHY TadKy

y CBOjoOj penaTmsHOj yHyTpammboctu. Takobhe je Tl N Z7 = () m mweropa 3ampeMuna je

q?/q!, 10 ject oH je oMeljeH, KOHBEKCAH W 3aTBOpPeH MakcuMasaaH ZI-ciobogan ckyn y R
Hpyra knaca ckynosa, y o3nanu G, gedunuie ce Tako jaa je

G, - [% . %]T F o : 6Te < q/2, ¥ € {—1,1}7).
[MTomuron G, je mpecjek ykpmrennx pacrjena y R? koju caapzxkn 0-1 xunepkonky. Oapebhen
je ca 29 HejeIHAKOCTH, IPU Y€MY CBAKa O] IbUX CAJAPXKHU TAYHO jeJHY I[jeJIOOPOjHY TauKy
Y CBOjOj peJlaTHBHO] YHYTPAIIBOCTH, a 3anpeMuna nouurona G, je jennaka ¢?/ql. G, je
Takohe omehen, KonBekcan u 3aTBopeH MakcumaJian ZI-ciaobosan ckyi y RY.
Tpeha kiaca ckynosa ce jgedunurie Ha cpepehn HadwmH,

7—1
(R;) inéxj, j=1,...,q
! . =1
T2, =qx: . )
(Rg+1) sz <20-1
i=1
upu 4emy ce Jae]puHUILy U BEeKTOpH {vk,q}zg, raje je (vgq)i = 0 ako je i < k, (Vg q)r =

26(1— 279 u ()i =21 (1 —279) 3a i > k.
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Baxmu na je v, Bpx nomrona T'2) onpelen npecjekom cBux orpanuterma ocnm (1y,).

. atl =g\, | .
[IraBuiie, 3anpemuna nosurona je (272 —272 )?/q!, mrro je 3uarno Beha 3anmpemuna 01

sanpeMnne nonauTona 1’1, Kaxa g pacre.

Teopema 4.32. Ynympawrocm cxyna T2, ne cadporcu numu jedny ujeaobpojiy mavxy,
dok, ¢ dpyee cmpare, C6aKA CMPAHG NONUTONG T2; CaopoHcU, UJenobposHy mauky Yy ce0joj
PEAAMUBHO] YHYMPAULHOCTNAUL.

Joras. Yeeaumo woBy dammnjy ckynosa 12, = T2) +v,, raje je (v,); = 1—2"". Tlomro
je v, 1jerobpojan BeKTOp, JOBOJLHO je ToKasaTn ga je 12, Z-caobonan n 1a CBaka mherona
CTpaHa MMa IjeJIOOPOjHY TAauKy V CBOjOj PEJATUBHO] YHYTPAIIHOCTH.

Banaszumo na je 12, ckyn tadaka x € R? Koje 3a10B0/baBajy Zf;ll T, —x;<J—1,3a
j=1...,qu>} x,<q

Hacrasmpamo noka3 nHaykiujom 10 ¢. [Ipema nedununuju 72, = convh{0, 1}, crora
TBP/ba BpUjean V cJIydajy maa je g = 1.

IlpernocraBuMo g3 TBpAma Bpujean 3a ¢ — 1. Ilomrro je (v, + vk 4)1 € {0,2(1 —279)},
ouma je proj, (T2,) = [0,2 — 2'79). Hedbunnmumo S; = {z : z; = 0} NT2, NZ n
Sy ={x : &y =1}NT2,NZ. [pecjex T2,NZ? ce Moxe 3anucaru kao S;US;. Ce Tauke y
Sy sagosomasajy (R;) kao jeanakoct, mrasume, cse tauke y {(0,y) : y € T2, 1 NZT '}

3a10BosbaBajy (R1) kKao jemmakocr. 3a Tauke y Sp Baxkn ma je {x : x; = 1} NT2, =
{r e R? : == (l,y), y € T2,1}, ua mpemMa XuUNoTe3H, CBe IjeJOOPOjHE TaduKe y Sy
3aJ10BOJbaBajy HEKO OorpaHuderbe cKyna 1'2,. O

Kao mrro je Beh momenyto, 3a ciayd4aj kama je ¢ = 2, Kopuyuxxosn u Mapror cy y
[21| okapakTepucasn TAYHO KAKBU MaKCUMAJIHH ZI-cJ1000/HU MOJUEPHU 1]y eKCTPeMHe
nejeqnakoctu. lcmocraBba ce ga mehy mare mosmmenpe cuagajy 1'ls, 129, a 1mro
Huje ciaydaj ca nosmenpom (. Mmak, mama meprypbamnuja OmIo Koje o HejeIHaKOCTH
koja gecdunumme Gy omoryhyje ga pesyaryjyhe mejeamakoctu Oyiay ekcrpemme. OBo
3amakame, Kao W OTpaHWYeHa HyMepHYKa MPEeNMUu3HOCT 3aluca OpojeBa y TOKPETHO]
3aMeTH, OMPABIABAjJy Ca MPAKTUIHOr CTAHOBUINTA NpeBHharbe unibenure Aa G, He maje
eKCTPeMHe HejeJTHAKOCTH.

3a ¢ > 2, mory ce yommrutu pesyararn u3 [21] u gokasaru ga ckymosu 1’1, u T2, najy
eKcIpeMHe HejeqHakocTu. Umak, na jim je comvHo yommreme Moryhe 3a G, jom yBujek
HHje TO3HATO.

Mozkemo Takohe mpumujerutn ga ckynosu 1'1,, 12, G, cagpxe 0-1 XUIepKonky y
RY, ma ako porupamo 6uno xojy ocy 3a 180 cremenn oxo Tauke (3,..., %), UM aKO MaK
nepMyTyjeMo IPOMjeH/bHBe, Takohe mobujamo makcumanne ZI-caobogne ckynose. Ha G,
He yTH4Ye HUTHU jeaHa of oBUX TpancdopManuja, 1'1, renepumre 2" pasamdnTHX CKYIOBa,
a T2, renepurre 2"(n — 1)! pazmmantux ckynoBa. CBaK® O/ JATUX CKYIIOBA M0jeTHHATHO
IJIeIAH0 HA3WBaAMO kKow@uzypayuja, a daMminje CKYmoBa CaJl MOXKEMO O3HAYUTH, 34
dukcupaHno ¢, ca éq, ﬁq, ﬁq PECIIEKTUBHO.

Ba mobujeny oxacujenajyhy pabaH, Koja je obsmka axr > 1, MOXKEMO y3eTH 3a Mjepy
HAMTPETKA BPH]jeTHOCT m Crora, 3a mato f u dpamuanjy ckynosa S, mpobiemM HaTaKemba
Haj6o/be HejeJHAKOCTH Ce CBOJIM HA W3pavYyHaBambe BeKTOpa a (Tj. BpUjeJHOCTH MIUHHUMAJTHE
Basbate (DYyHKIHje) 3a cBe KOoHpUrypalmje, y3 3ajp:kapame Hajbosbe ojpcujenajylie pasHu.
3a damuanjy Eq PAYyHCKH MOCA0 HUje TpobieMaTHiaH, JIOK je 3a Jpyre ABuje dbamuauje
eKCIIOHEHIIMjaJIaH 110 ¢. YKOJIMKO BPHUjeJIHOCT Opoja ¢ HUje BeJiMKa, TO He IIPEeJICTaB/ba
npobjieM y TPAKTUIHOM H3padyHaBamy. 3a Behe BPHjeIHOCTH, UTEPANUjCKH HPOIEC
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no {—1,1}7 ce Moxke ocTBapuTH KOpHIhemeM Heke TremMe 3a mpebpojeBare 3acHOBaHEe
Ha I'pejoBom komy [44], a 3a mepmyranuje ce moxe uckopuctutu lllTajuxayc-l1loHcoH-
Tporepos anroputam [44]. T'taBHa NpegHOCT OBUX AJrOpHTaMa je Ja cy pasjuke mehy
cycjenHuM KoHUTypalmjaMa Maie (He BHUINe OJ] JBa eJeMeHTta), mro omoryhasa ja ce
cavdyBa U0 MPETXOAHOT TPOPAIYHA.

ITITo ce Tude pauyHCKUX ekcrnepumMeHarta Kcunnaosze, y Behunu ciy4dajeBa pesyjirarn
nobujern nomohy dpamunuja Gy, T1y, T2, cy 6uam 6064 Y OJHOCY HA pe3yiTaTe J00HjeHe
nomohy damuanja 5(1, ﬂq, ﬁq. Unak, momTo TO HUje yBHjeK OMO cJydaj, ocTaje
OTBOPEHO MHUTAE ¥ KOJUM CJIydajeBUMa ce J100ujajy 60/bu pe3yaraTu 3a Belie ¢.

Jlpyra uHTEpecaHTHa CTBap je IITO ce y OHIITeM CJaydajy daMuiuja @q rmokasaJjia
00/bOM Y OJTHOCY Ha (PaMUIHjy ﬁq, KOja ce omner 1mokasaJja 00J/h0M ¥ OTHOCY Ha ﬂq.

Nwmajyhu mperxoano y BuIy, OCTAI0 je A0CTa MOTYNHOCTH Ja Ce WCHHUTa, Kao IITO
je Ha ImpHMjep J0JaBaibe HEKOJIHMKO OJCHjelajyliux paBHH y CBAaKOj HTEPAIUjH, AJH H3
Pa3IMUNTHX peslaKkcalyja, OHJa u300p pefopa Tabese, WU MaK TPayKerhe HEKUX JIPYTUX
dbavnimmja ckynosa By. Hlrasumie, jom yBujek Huje JaT OJIrOBOP Ha IUTaIbe KOJIMUKO je
100pa cama OecKOHa4YHa pesiakcaliyja.
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