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ïðåäñòàâ§åí äàâíå 1958. ãîäèíå. Ãîìîðèjåâ ìåòîä êàî ãëàâíî îðó¢å êîðèñòè òàêîçâàíå
Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè, êîjå äî äàíà äàíàø»åã íå ïðåñòàjó äà çàîêóï§àjó
ïàæ»ó ìàòåìàòè÷àðà (íàó÷íèêà). Ó îâîì ðàäó ïðåäñòàâ§åíå ñó èçâîðíå Ãîìîðèjåâå
îäñèjåöàjó£å ðàâíè, àëè è ðàçëè÷èòå âåðçèjå êîjå ñó òîêîì âðåìåíà íàñòàjàëå �
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Ãëàâà 1

Öjåëîáðîjíî ïðîãðàìèðà»å

½Èìà îáëàñòè ìàòåìàòèêå ó êîjèìà ñå äîøëî äî
òàêî çíà÷àjíèõ ðåçóëòàòà äà ñå íå ñìèjå ÷åêàòè
õè§àäó ãîäèíà íà ðàçâîj èíòåðåñîâà»à çà »èõ. Jåäíà
îä òèõ îáëàñòè jå è öjåëîáðîjíà îïòèìèçàöèjà êîjà
jå äàíàñ ãëàâíî ìàòåìàòè÷êî îðó¢å îïåðàöèîíèõ
èñòðàæèâà»à.�

Òîìàñ Ë. Ñàòè

Îä ñàìîã ñâîã íàñòàíêà ÷îâjåê jå ïðèðîäíî òåæèî äîíîøå»ó íàjáî§èõ (òçâ.
îïòèìàëíèõ) îäëóêà, îäíîñíî äà çà íàjìà»à óëàãà»à è íàjìà»è óòðîøåí ðàä
îñòâàðè íàjâå£è ìîãó£ äîáèòàê. Ñàìèì òèì îïòèìèçàöèjà êàî íàó÷íà (ìàòåìàòè÷êà)
äèñöèïëèíà èìà ê§ó÷íó óëîãó ó ðjåøàâà»ó ñòâàðíèõ æèâîòíèõ ïðîáëåìà. Èìàjó£è
òî ó âèäó, ïðèðîäíî jå äà ñó ñå jîø ó äðåâíà âðåìåíà, êàäà ñå ìàòåìàòèêà ðà¢àëà êàî
íàóêà, jàâèëè ïðîáëåìè îïòèìèçàöèjå, àëè è äà ñó ñå íàñòàâèëè jàâ§àòè íà ÷èòàâîì
ïîòåçó èñòîðèjå êàî ½âjå÷èòî� ñàâðåìåíà ïðîáëåìàòèêà.

Ó ñêîðèjîj èñòîðèjè, êàî jåäàí îä ñïîðåäíèõ ïðîèçâîäà II ñâjåòñêîã ðàòà, óâèäjåëî
ñå äà jå ìîãó£å ìàòåìàòè÷êè ìîäåëîâàòè ðàçíå §óäñêå äjåëàòíîñòè êàî øòî ñó
òðàíñïîðò, ïðîèçâîä»à è ïðîjåêòîâà»å ïóòíå (èëè íåêå äðóãå) ìðåæå. Óî÷èëî ñå
äà ñå ìå¢óñîáíî èñïðåïëåòåíè óñëîâè, êîjå äàòè ìîäåëè óê§ó÷ójó, ìîãó ½çàðîáèòè�
ó ñèñòåì jåäíà÷èíà è íåjåäíà÷èíà, à ïîòîì è äà ñå ìîæå ïðîíà£è íàjáî§å ðjåøå»å
(îïòèìèçîâàòè) ïðåìà íåêîì çàäàòîì êðèòåðèjóìó (öè§ó). Íàjïðîñòèjè òàêàâ ìîäåë,
ñà÷è»åí ñàìî îä ëèíåàðíèõ ôóíêöèjà, ïîñòàî jå ïîçíàò êàî ëèíåàðàí ïðîãðàì (ËÏ).
Íàðàâíî, ìîæå ñå îäìàõ óâèäjåòè äà ïîñòîjè âèøå ðàçëè÷èòèõ îáëèêà ëèíåàðíîã
ïðîãðàìà ñ îáçèðîì íà òî êàêâå ñó äàòå ëèíåàðíå ôóíêöèjå, îäíîñíî äà ëè ñó ó
ïðîãðàìó ïðèñóòíå jåäíàêîñòè èëè íåjåäíàêîñòè, äà ëè ñå òðàæè ìèíèìóì èëè ïàê
ìàêñèìóì, è òîìå ñëè÷íî. Ñâè òè îáëèöè ñå óâèjåê ìîãó ïðåâåñòè jåäíè ó äðóãå, ïà
èõ çáîã òîãà ñâå óîïøòåíî çîâåìî ëèíåàðíèì ïðîãðàìèìà. Ñòàíäàðäíèì îáëèêîì
çâà£åìî çàïèñ ñ§åäå£åã èçãëåäà:

max
n∑
j=1

cjxj

óç îãðàíè÷å»à

1



n∑
j=1

aijxj 6 bi, ãäjå jå i = 1, 2, . . . ,m;

xj > 0, ãäjå jå j = 1, 2, . . . , n.

Äàòè ïðîãðàì ìîæåìî ñâàêàêî êðà£å ïðåäñòàâèòè, êîðèñòå£è ñå ìàòðè÷íèì çàïèñîì,
íà ñ§åäå£è íà÷èí [4]:

max cTx

Ax 6 b, x > 0

ãäjå ñó íàì c ∈ Rn, b ∈ Rm, à A ∈ Rm×n jå ïîçíàòà íàì ìàòðèöà ðàíãà m. Ôóíêöèjà
x 7→ cTx jå ôóíêöèjà öè§à, âðèjåäíîñòè âåêòîðà cTx ñó âðèjåäíîñòè öè§à, äîê íàì
jå x âåêòîð ïðîìjåí§èâèõ êîjå òðåáàìî èçðà÷óíàòè.

×èòàjó£è ðàçëè÷èòó ëèòåðàòóðó óâè¢à ñå, èíòåðåñàíòíî, äà ñàì ½ñòàíäàðäíè
îáëèê� è íèjå íåøòî ñòàíäàðäèçîâàí. ×åñòî ñå ñðå£å, ïîãîòîâî ó ñòàðèjîj ëèòåðàòóðè,
äà ñó ãëàâíà (ôóíêöèîíàëíà) îãðàíè÷å»à ñòàíäàðíîã îáëèêà óñòâàðè jåäíàêîñòè, à íå
íåjåäíàêîñòè, øòî ñå, îïåò, ó ëèòåðàòóðè íà íàøåì jåçèêó íàçèâà êàíîíñêèì îáëèêîì
[4, 2].

Ïî îòêðè£ó ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à, òåîðèjà ñå ïðîøèðèëà íà ñèñòåìå ñà
íåëèíåàðíèì êîíâåêñíèì ôóíêöèjàìà. Çíà÷àj êîíâåêñíîñòè ñå îãëåäà ó ÷è»åíèöè
äà îíà îñèãóðàâà ïîñòîjà»å ñàìî jåäíîã jåäèíîã åêñòðåìà (îïòèìóìà).

Ó ìå¢óâðåìåíó, óâèäjåëî ñå äà jå çàïà»ójó£å âåëèê áðîj ñèòóàöèjà è äjåëàòíîñòè
êîjå ñå íà îäãîâàðàjó£è íà÷èí ìîãó ìîäåëîâàòè êàî ëèíåàðíè ïðîãðàìè èëè êîíâåêñíè
íåëèíåàðíè ïðîãðàìè. Íî, êàêî ñâèjåò ó êîì æèâèìî íèjå (èñê§ó÷èâî) ëèíåàðàí,
íèòè êîíâåêñàí, ãëàâíè íåäîñòàòàê îâèõ ìîäåëà je íåìîãó£íîñò äà ñå »èìà ïðåäñòàâå
íåêîíâåêñíîñòè, èëè ïàê ïðåêèäè ðàçëè÷èòèõ âðñòà. Ó âåëèêîì áðîjó òàêâèõ ñèòóàöjà
½íà ñöåíó ñòóïà� öjåëîáðîjíî ïðîãðàìèðà»å � jåäíî îä ãëàâíèõ îðó¢à çà ìîäåëîâà»å
è îáðàäó ðàçíèõ íåêîíâåêñíîñòè è ïðåêèäà ó îïòèìèçàöèjè.

1.1 Î öjåëîáðîjíèì ëèíåàðíèì ïðîãðàìèìà

½Ìîäåë � îñíîâíà ôîðìà êîjà ñïàjà ìàòåìàòèêó è ñïî§íè ñâèjåò.�
Jóðèj À. Ìèòðîïî§ñêè

Ðàäè ñëèêîâèòèjåã ïðèêàçà, çàìèñëèìî äà íåêà òâîðíèöà ïðîèçâîäè äâèjå âðñòå
ðîáå, ÷èjå êàïàöèòåòå îäðå¢ójó ÷åòèðè ëèíåàðíà îãðàíè÷å»à ïðåäñòàâ§åíà íà Ñëèöè
1.1. Îâå íåjåäíàêîñòè, çàjåäíî ñà íåjåäíàêîñòèìà x1 > 0, x2 > 0 (êîëè÷èíà ðîáå êîjà
ñå ïðîèçâåäå íå ìîæå áèòè íåãàòèâàí áðîj), îäðå¢ójó òàêîçâàíè äîïóñòèâè äîìåí
(ñêóï), íà ñëèöè ïðèêàçàí êàî îñèjåí÷åíà îáëàñò. Óêîëèêî jå äîáèòàê òâîðíèöå
ëèíåàðíà ôóíêöèjà êîëè÷èíå êîjà ñå ïðîèçâåäå, îíäà £å ñå îïòèìàëàí (òj. äîáèòíî-
ìàêñèìèçójó£è) ïëàí ïðîèçâîä»å, çáîã òîãà øòî jå äàòà îáëàñò êîíâåêñàí ïîëèåäàð,
ïîäóäàðàòè ñà jåäíèì îä òjåìåíà äàòîã ïîëèãîíà.

Çàìèñëèìî äà jå äîäàòíî íàìåòíóò ñ§åäå£è óñëîâ (îãðàíè÷å»å) � çà ñâàêó ðîáó
(ñòàâêó) ïîñòîjè ïðàã (íîðìà) èñïîä êîã jå íå âðèjåäè ïðîèçâîäèòè. Íåêà jå ïðàã çà
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Ñëèêà 1.1 Äîïóñòèâ ñêóï áåç (ïîçèòèâíå) äî»å ãðàíèöå çà êîëè÷èíó ðîáå

ðîáó 1 jåäíàê b jåäèíèöà, à çà ðîáó 2 íåêà jå jåäíàê d jåäèíèöà. Ïîðåä òîãà, áàð jåäíà
îä äâèjå ðîáå ñå ìîðà ïðîèçâåñòè. Äîïóñòèâ ñêóï, êàî øòî jå òî ïðèêàçàíî íà Ñëèöè
1.2, ñå ó îâîì ñëó÷àjó ñàñòîjè îä òðè ðàçäâîjåíà äèjåëà � äâèjå ëèíèjå [b, c] è [d, e] è
îñèjåí÷åíå îáëàñòè (ïîëèãîíà) ÷èjè ñó âðõîâè f , g, h, i. Îïòèìóì ìîæå ñàä äà áóäå,
ó çàâèñíîñòè îä òîãà êàêâà jå ôóíêöèjà öè§à, ó òà÷êàìà b, c, d, e, g, h, i (òjåìåíà
êîíâåêñíîã îìîòà÷à).

Ñëèêà 1.2 Äîïóñòèâ ñêóï ñà (ïîçèòèâíîì) äî»îì ãðàíèöîì çà êîëè÷èíó ðîáå

Òàêî¢å, ïðèìjåòíî jå äà jå ïðîáëåì ïîñòàî è êâàëèòàòèâíî äðóãà÷èjè. Óñëîâè ½ïðàãà�
êîjè ñó îáëèêà ½x1 = 0 Y x1 > b� è ½x2 = 0 Y x2 > d�, êàî è ½x1 = 0 Y x2 = 0� ñå íå
ìîãó ìîäåëîâàòè òåõíèêàìà ëèíåàðíîã íèòè êîíâåêñíîã ïðîãðàìèðà»à. Èñòîâjåòíà
ñèòóàöèjà jå è êàäà ñå çàäàâàjó ðàçíè äðóãè ½ëîãè÷êè� óñëîâè:

• äèñjóíêöèjå (½îâî èëè ïðîòèâíî�, ½ìîðà âàæèòè áàð jåäíî îä îâèõ íåêîëèêî
îãðàíè÷å»à�, ½íàjâèøå jåäíà îä íåêîëèêî ïðîìjåí§èâèõ ñìèjå áèòè ïîçèòèâíà�),

• èìïëèêàöèjå (½àêî jå ïðåäóçåòà äàòà ðàä»à, îíäà ñå ìîðà èâðøèòè îâà ðàä»à�),

• óñëîâè ïîðåòêà (½äàòè äîãà¢àj ìîðà ïðåòõîäèòè îâîì äîãà¢àjó�, ½îâà ðàä»à íå
ìîæå ïî÷åòè ñâå äîê ñå íåêå äðóãå íå çàâðøå�), è ìíîãè äðóãè.

Ñâàêàêî äà óñëîâè îâîã òèïà íèñó íè íà êîjè íà÷èí èçóçåöè, øòàâèøå, îíè ïðîñòî
ïðîæèìàjó ÷èòàâî ìíîøòâî ñòâàðíèõ æèâîòíèõ ñèòóàöèjà è ñòâàðíèõ äåøàâà»à.

Ïðîáëåì ëèíåàðíîã (íåëèíåàðíîã) ïðîãðàìèðà»à ÷èjå ñó ïðîìjåí§èâå äîäàòíî
îãðàíè÷åíå íà öjåëîáðîjíå âðèjåäíîñòè çîâåìî ïðîáëåì öjåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã
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(íåëèíåàðíîã) ïðîãðàìèðà»à, èëè ïðîñòî öjåëîáðîjíèì ëèíåàðíèì (íåëèíåàðíèì)
ïðîãðàìîì. Ó ëèòåðàòóðè ñå ïàê ÷åø£å êîðèñòè êðà£è íàçèâ � öjåëîáðîjíè ïðîãðàì
(ÖÏ), ïîøòî ñå ïîäðàçóìjåâà äà ñó ôóíêöèjå ëèíåàðíå (íåëèíåàðíîñò ñå îáè÷íî
ïîñåáíî íàãëàñè). Öjåëîáðîjíè ïðîãðàìè ñå ìîãó çàïèñàòè íà ñ§åäå£è íà÷èí:

max
n∑
j=1

cjxj

n∑
j=1

aijxj 6 bi, çà i = 1, 2, . . . ,m;

xj > 0, çà j = 1, 2, . . . , n;

xj ∈ Z, çà j = 1, 2, . . . , n.

Êîíêðåòíî, ó îâîì çàïèñó ñå ðàäè î ïîòïóíî öjåëîáðîjíîì ïðîãðàìó (òàêî¢å ñå êðà£å
îçíà÷àâà ñà ÖÏ).

Óêîëèêî íåêå ïðîìjåí§èâå (àëè íå ñâå) íå áè áèëå îãðàíè÷åíå íà öjåëîáðîjíå
âðèjåäíîñòè, îíäà áè ñå ðàäèëî î ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíîì ïðîãðàìó (ÌÖÏ). Òàêàâ
ïðîáëåì ñå ìîæå çàïèñàòè íà ñ§åäå£è íà÷èí:

max
n∑
j=1

cjxj

n∑
j=1

aijxj 6 bi, çà i = 1, 2, . . . ,m;

xj > 0, çà j = 1, 2, . . . , n;

xj ∈ Z çà j ∈ I ⊆ {1, . . . , n}.

Ïîòïóíî öjåëîáðîjàí ïðîãðàì jå, ó ñòâàðè, ïîñåáàí ñëó÷àj ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíîã
ïðîãðàìà êàäà jå I = {1, . . . , n}. Ó èíäóñòðèjè ñå íàj÷åø£å jàâ§àjó óïðàâî ïðîáëåìè
ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìèðà»à. Èïàê, ó îâîì ðàäó £å íàãëàñàê áèòè ñòàâ§åí
íà ïîòïóíî öjåëîáðîjíå ïðîãðàìå, ïîøòî ñå âå£è äèî òåîðèjå çà ðjåøàâà»å ëèíåàðíèõ
è öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà ìîæå íà ïðèðîäàí íà÷èí ïðîøèðèòè äî òåîðèjå çà ðjåøàâà»å
ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà.

Ïîðåä ïðåòõîäíèõ ðàçìàòðà»à, áèòíî jå èçäâîjèòè è òàêîçâàíå 0-1 (áèíàðíå)
ïðîãðàìå (ïîòïóíå è ìjåøîâèòå). Ó òèì ïðîãðàìèìà, öjåëîáðîjíå ïðîìjåí§èâå ñó
äîäàòíî îãðàíè÷åíå äà îä âðèjåäíîñòè ìîãó óçèìàòè èëè 0 èëè 1, òî jåñò, òî ñó
òàêîçâàíå èçáîðíå ïðîìjåí§èâå � ðåöèìî, íåøòî jå èëè óðà¢åíî èëè íèjå óðà¢åíî.
Ïðåìà ìèø§å»ó ìíîãèõ àóòîðà, îä êîjèõ ñó íåêè �îð¶ Íîjìõàóçåð, Åëèñ �îíñîí
è Åãîí Áàëà [42], 0-1 ïðîãðàìè ÷èíå íàjçíà÷àjíèjó êëàñó öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà.
Jåäàí îí ðàçëîãà çà òî jå øòî ñå ðàçíå íåêîíâåêñíîñòè, êàî íà ïðèìjåð îíå èç
ïðåòõîäíîã ïðîáëåìà, èëè ïàê îíå êîjå ñó äîäàòíî íàâåäåíå, ìîãó ïðåäñòàâèòè ïîìî£ó
0-1 ïðîìjåí§èâèõ. Íà ïðèìjåð, ó ïðåäî÷åíîì ïðîáëåìó ïëàíèðà»à ïðîèçâîä»å, àêî
jå ñêóï îãðàíè÷å»à, êàêî ñìî ãà ïðèêàçàëè íà Ñëèöè 1.1,

ai1x1 + ai2x2 6 bi, çà i = 1, . . . , 4,

x1 > 0, x2 > 0,
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îíäà ñå óñëîâè

x1 6 0 ∨ x1 > b,

x2 6 0 ∨ x2 > d,

x1 > 0 ∨ x2 > 0,

íàìåòíóòè ó âàðèjàíòè ïðåäî÷åíîj íà Ñëèöè 1.2, ìîãó ôîðìóëèñàòè óâî¢å»åì äâèjå
0-1 ïðîìjåí§èâå � δ1 è δ2, íà ñ§åäå£è íà÷èí

bδ1 6 x1 6 cδ1,

dδ2 6 x2 6 eδ2,

δ1 + δ2 > 1, δ1, δ2 ∈ {0, 1}.

Îïåò, îãðàíè÷å»à òèïà 0 6 xi 6 bi ñå ìîãó çàìèjåíèòè îãðàíè÷å»èìà 0 6 xi1 + xi2 +
. . .+ xibbic 6 bi, ãäjå ñó xij (j = 1, . . . , bi) 0-1 ïðîìjåí§èâå.

Ñ äðóãå ñòðàíå, ìå¢ó ìàòåìàòè÷êèì ìîäåëèìà ó öjåëîáðîjíîì ïðîãðàìèðà»ó,
ïîñåáíî ìjåñòî çàóçèìà òàêîçâàíè ïðîáëåì ðàíöà.

Ïðîáëåì 1.1 (Ïðîáëåì ðàíöà). Ïðåòïîñòàâèìî äà jå äàò íåêè ðàíàö çàïðåìèíå
b > 0 è íåêè ñêóï ïðåäìåòà. Çà ñâàêè ïðåäìåò j ñå çíàjó »åãîâà çàïðåìèía aj > 0
è »åãîâà âðèjåäíîñò cj > 0. Íàïóíèòè ðàíàö òàêî äà jå óêóïíà âðèjåäíîñò ñòâàðè ó
»åìó íàjâå£à ìîãó£à.

Ñàì ïîjàì ½ðàíàö� òðåáà óîïøòåíî ñõâàòèòè, òî jåñò ïîä »èì ñå ìîæå ïîäðàçóìè-
jåâàòè, íà ïðèìjåð, ñêëàäèøòå òåðåòíîã áðîäà èëè ïàê ïðîñòîð êîñìè÷êå ëåòjåëèöå,
òàêî¢å íè âðèjåäíîñò íå ìîðà èìàòè óîáè÷àjåíî (áóêâàëíî) çíà÷å»å. Ñëèjåäè
ôîðìóëàöèjà ïðîáëåìà ó îáëèêó öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà:

max
n∑
j=1

cjxj

n∑
j=1

ajxj 6 b, (ñàìî jåäíî îãðàíè÷å»å)

xj > 0, xj ∈ Z.

Îâàêî ôîðìóëèñàí ïðîáëåì ñå íàçèâà íåîìå¢åí ïðîáëåì ðàíöà, çáîã òîãà øòî íå
ïîñòîjè ãîð»à ìå¢à íà áðîj óìíîæàêà ïðåäìåòà xj, ñâàêå âðñòå j, êîjèì ñå òðåáà
íàïóíèòè ðàíàö. Ó îìå¢åíîì ïðîáëåìó ðàíöà áðîj óìíîæàêà ïðåäìåòà xj jå îìå¢åí
îäîçãî íåêèì öèjåëèì áðîjåì wj, òî jåñò xj ∈ {0, ..., wj}. Íàðàâíî, ïîñòîjè è 0-1
ôîðìóëàöèjà, êîjà jå èíà÷å jåäíà îä íàj÷åø£å êîðèøòåíèõ. Ó 0-1 ïðîáëåìó ðàíöà ñå
ñâàêè ïðåäìåò xj ìîæå íàjâèøå jåäíîì èñêîðèñòèòè çà ïîïó»àâà»å (íå ïîñìàòðàjó
ñå ïðåäìåòè ïî âðñòàìà).

Çíà÷àj îâîã ïðîáëåìà ó òåîðèjè öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìèðà»à ñå îãëåäà ó ÷è»åíèöè
äà ñå ñâàêè ðàöèîíàëàí öjåëîáðîjíè ïðîãðàì ìîæå àãðåãàöèjîì ñâåñòè íà îäãîâàðàjó£è
ïðîáëåì ðàíöà [3]. Ïîä àãðåãàöèjîì ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ñà öjåëîáðîjíèì
êîåôèöèjåíòèìà ïîäðàçóìèjåâàìî ïîñòóïàê äîáèjà»à jåäíå jåäíà÷èíå ñà öèjåëèì
íåíåãàòèâíèì êîåôèöèjåíòèìà êîjà jå èñòîâjåòíà ïî÷åòíîì ñèñòåìó ó ñìèñëó äà ñó èì
jåäíàêè ñêóïîâè íåíåãàòèâíèõ öjåëîáðîjíèõ ðjåøå»à. Ãëàâíè íåäîñòàòàê àãðåãàöèjå
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jå åêñïîíåíöèjàëíà çàâèñíîñò áðîjà ïðîìjåí§èâèõ ó äîáèjåíîj jåäíà÷èíè îä áðîjà
jåäíà÷èíà ó ñèñòåìó (îãðàíè÷å»à ïðîãðàìà) [3].

Ïðèðîäíî, ñâàêîì öjåëîáðîjíîì ïðîãðàìó jå ïðèäðóæåí îäãîâàðàjó£è ëèíåàðíè
ïðîãðàì, êîjè ñå äîáèjå óêëà»à»åì óñëîâà öjåëîáðîjíîñòè. Äàòè ëèíåàðíè ïðîãðàì
ñå íàçèâà ðåëàêñàöèjà öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà ó ëèíåàðíè, èëè êðà£å �ËÏ-ðåëàêñàöèjà.

Ó ëèíåàðíèì ïðîãðàìèìà, ñêóï äîïóñòèâèõ ðjåøå»à P = {x ∈ Rn : Ax 6 b, x >
0} jå ïîëèòîï, ïà jå ïðèðîäíî, çáîã çàõòjåâàíå öjåëîáðîjíîñòè ðjåøå»à, ïîñìàòðàòè
êîíâåêñàí îìîòà÷ öjåëîáðîjíèõ âåêòîðà óíóòàð P , îäíîñíî PI = convh(P ∩Zn). Î÷èòî
jå äà jå PI ⊆ P . PI íàçèâàìî öjåëîáðîjíèì îìîòà÷åì óíóòàð P . Jàñíî jå äà jå çà îìå¢åí
P , öjåëîáðîjíè îìîòà÷ PI ïîëèòîï (Ñë. 1.3), êàî êîíâåêñàí îìîòà÷ êîíà÷íîã ñêóïà
òà÷àêà (âåêòîðà).

Ñëèêà 1.3 Öjåëîáðîjíè îìîòà÷ PI óíóòàð ïîëèòîïà P

Èíà÷å, ïîêàçàíî jå äà âàæè è jà÷å òâð¢å»å, òî jåñò ñ§åäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1 (Øðàjâåð [56]). Çà ñâàêè ðàöèîíàëàí ïîëèåäàð P , öjåëîáðîjàí îìîòà÷
PI jå òàêî¢å ðàöèîíàëàí ïîëèåäàð.

Îâî òâð¢å»å, íå âàæè ó îïøòèjåì ñëó÷àjó, òî jåñò êàäà ñå óçìó ó îáçèð
èðàöèîíàëíè ïîëèåäðè.

Ïðèìjåð 1.1. Çà ïîëèåäàð P = {(x, y) ∈ R2 : y 6
√

2x, x > 0} âàæè äà jå
PI = sup{Pk : k ∈ N0}, ãäjå jå

Pk = {(x, y) ∈ R2 : y 6 (
k∏
i=0

(1 +
1

4i+ 1
)(1− 1

4i+ 3
))x, x > 0},

îäíîñíî âàæè PI = P . �

Ïîìàëî èçíåíà¢ójó£å, èç ïðåòõîäíå òåîðåìå íåïîñðåäíî ñëèjåäè äà ñå ñâàêè
öjåëîáðîjíè ïðîãðàì ìîæå çàïèñàòè êàî max{x : x ∈ PI}, øòî íèjå íèøòà äðóãî äî
ëèíåàðíè ïðîãðàì. Äðóãèì ðèjå÷èìà, äà áè ñå ìîãëå ïðèìjåíèòè òåõíèêå ëèíåàðíîã
ïðîãðàìèðà»à äîâî§íî jå îêàðàêòåðèñàòè, áàð êîä öjåëîáðîjíîã ðjåøå»à, PI ïîìî£ó
ëèíåàðíèõ íåjåäíàêîñòè. Èñïîñòàâ§à ñå, ìå¢óòèì, äà òî íèjå íèìàëî ëàê çàäàòàê.
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1.2 Óîáè÷àjåíå ïîãðåøíå ïðåòïîñòàâêå î öjåëîáðîjíèì

ïðîãðàìèìà

½Ñâàêà äîáðà òåîðåìà ìîðà èìàòè äîáàð êîíòðàïðèìjåð.�
Ôðàí÷åñêî Ñåâåðè

Ó íàñòàâêó ñó äàòè êîíòðàïðèìjåðè çà íåêå óîáè÷àjåíå ïîãðåøíå ïðåòïîñòàâêå
ïðèëèêîì èíòóèòèâíîã ñàãëåäàâà»à öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìèðà»à, à îä êîjèõ ñó ìíîãå
ó íåïîñðåäíîj âåçè ñà ëèíåàðíèì ïðîãðàìèðà»åì. Íàðàâíî, ñàìèì òèì ñå jîø
âèøå ðàñâjåò§ójå ðàçëèêà è áèâà jàñíèjè îäíîñ èçìå¢ó ëèíåàðíîã è öjåëîáðîjíîã
ïðîãðàìèðà»à.

Ïðåòïîñòaâêà 1. Ðjåøå»å öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà ñå ìîæå äîáèòè çàîêðóæèâà»åì
ðjåøå»à »åãîâå ËÏ-ðåëàêñàöèjå.

x1

x2

0 1

Ñëèêà 1.4

Êîíòðàïðèìjåð. Íàïðîòèâ, ìîãó£å jå äà ðjåøå»å áóäå
äîñòà äàëåêî îä ðjåøå»à ëèíåàðíîã ïðîãðàìà, øòàâèøå
ìîãó£å jå äà çàîêðóæåíî ðjåøå»å óîïøòå íå áóäå
äîïóñòèâî. Ïîãëåäàjìî ñ§åäå£è ïðîãðàì (Ñë. 1.4)

max{21x1 + 11x2 : 7x1 + 4x2 6 13, x1 > 0, x2 > 0}.

Îïòèìàëíî ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjå ñå äîñòèæå ó òà÷êè
(13
7
, 0), äîê ñå ñ äðóãå ñòðàíå îïòèìàëíî öjåëîáðîjíî

ðjåøå»å äîñòèæå ó òà÷êè (0, 3). �

Ãëåäàjó£è ïðåòõîäíè êîíòðàïðèìjåð, ìîãëî áè ñå
ïîìèñëèòè äà ñå öjåëîáðîjíî ðjåøå»å ìîæå äîáèòè
çàîêðóæèâà»åì íåêîã îä âðõîâà ïîëèòîïà ËÏ-ðåëàêñàöèjå,
êàî íà ïðèìjåð (0, 13

4
) íà (0, 3) ó íàøåì ñëó÷àjó.

Ïðåòïîñòaâêà 2. Ðjåøå»å öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà ñå ìîæå äîáèòè çàîêðóæèâà»åì
íåêîã îä äîïóñòèâèõ áàçíèõ ðjåøå»à (âðõîâà ïîëèòîïà) îäãîâàðàjó£å ËÏ-ðåëàêñàöèjå.

x1

x2

0 1

Ñëèêà 1.5

Êîíòðàïðèìjåð. Èïàê, íè îâà ïðåòïîñòàâêà íèjå òà÷íà,
øòî ñå âðëî ëàêî óâè¢à íà ñ§åäå£åì ïðîãðàìó (Ñë. 1.5)

max{13x1 + 19x2 : 4x1 + 3x2 6 14, x1 > 0, x2 > 0}.

Âðõîâè ïîëèòîïà ËÏ-ðåëàêñàöèjå ñó ó (14
4
, 0), (0, 14

3
) è

(0, 0), a ìàêñèìóì çà öjåëîáðîjíå òà÷êå ñå äîñòèæå ó (2, 2).
�

Íàðàâíî, ïîðåä òåîðèjñêèõ êîíòðàïðèìjåðà, ïîñòà§à ñå
ïèòà»å, êîëèêî ÷åñòî ñå ó ïðàêñè ñðå£ó òàêâè ñëó÷àjåâè
ó êîjèìà çàîêðóæèâà»å íèjå íè îä êàêâå ïîìî£è? Äà
ëè ïðàêñà, äà òàêî êàæåìî, äîçâî§àâà çàîêðóæèâà»å?
Ãëîâåð è Ñîìåð ñó ó [30] ïðåäñòàâèëè (êîíòðà)ïðèìjåðå
èç ïðàêñå, øòàâèøå ïðåäñòàâèëè ñó êëàñó ïðîáëåìà êîjè

ñå jàâ§àjó ó ïðàêñè è ó êîjèìà çàîêðóæèâà»å äàjå jàêî ëîøå ðåçóëòàòå.
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Ïðåòïîñòaâêà 3. Ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjå jå ðjåøå»å îäãîâàðàjó£åã öjåëîáðîjíîã
ïðîãðàìà àêî è ñàìî àêî jå îïòèìàëíî áàçíî ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjå öjåëîáðîjíî.

Êîíòðàïðèìjåð. Äîâî§àí óñëîâ jå óâèjåê òà÷àí (èñïó»åí), ìå¢óòèì ïîòðåáàí óñëîâ
âàæè (êîëèêî jå äî ñàäà ïîçíàòî [39]) ñàìî çà áèíàðíå ïðîãðàìå, êîä êîjèõ ñó
îãðàíè÷å»à ËÏ-ðåëàêñàöèjå jåäíàêîñòè, (ó òàêîçâàíîì êàíîíñêîì îáëèêó). Ãåíåðàëíî
òâðä»à íèjå òà÷íà. Äîïóñòèâà îáëàñò ïðîãðàìà

max{0x : 0 6 x 6

 b
...
b

 , x ∈ Z, b /∈ Z},

èìà íåöjåëîáðîjíå åêñòðåìíå òà÷êå, à öjåëîáðîjíó îïòèìàëíó òà÷êó ó óíóòðàø»îñòè.
Ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjå çà îâàj ïðîãðàì jå áèëî êîjà äîïóñòèâà òà÷êà. Çà b > 1,
òà÷êà (jåäèíè÷íè âåêòîð) 1 jå äîïóñòèâa, ïà je ñòîãà è îïòèìàëíà òà÷êà äàòîã ËÏ-à.
Ñàìèì òèì, 1 jå îïòèìàëíà òà÷êà öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà, àëè òî èïàê íèjå îíî øòî
òðàæèìî � áàçíà (âðõ ïîëèòîïà) îïòèìàëíà òà÷êà ËÏ-ðåëàêñàöèjå. �

Êàî øòî ñå ìîæå ïðèìjåòèòè, ïîñòîjå îçáè§íå òåøêî£å ó ïðîíàëàæå»ó, ïà
è êàðàêòåðèñà»ó ðjåøå»à öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà ïîìî£ó ðjåøå»à îäãîâàðàjó£å
ËÏ-ðåëàêñàöèjå. Ïðèðîäíî, ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè jå îíäà ìîãó£å íåêàêî
îêàðàêòåðèñàòè áàð öjåëîáðîjíè îìîòà÷ íà îñíîâó äîïóñòèâå îáëàñòè ËÏ-ðåëàêñàöèjå.

Ïðåòïîñòaâêà 4. Áðîj âðõîâà öjåëîáðîjíîã îìîòà÷à jå îìå¢åí íåêèì óìíîøêîì
áðîjà âðõîâà ËÏ-ðåëàêñàöèjå, ãäjå óìíîæàê çàâèñè îä áðîjà ïðîìjåí§èâèõ, êàî è áðîjà
îãðàíè÷å»à.

Êîíòðàïðèìjåð. Moæäà íåî÷åêèâàíî íà ïðâè ïîãëåä, àëè öjåëîáðîjíè îìîòà÷ ìîæå
èìàòè áèëî êîjè áðîj åêñòðåìíèõ òà÷àêà è òî óç ñàìî jåäíî îãðàíè÷å»å. Äà áè òî
ïîêàçàëè, óçìèìî ó ðàçìàòðà»å ñ§åäå£è ïîëèãîí êîjè èìà ñàìî äâèjå ïðîìjåí§èâå
è jåäíî îãðàíè÷å»å (óç óñëîâ íåíåãàòèâíîñòè):

P = {x ∈ R2
+ : a1x1 + a2x2 6 b}

ãäjå ñó íàì a, b > 0. Îâàj ïîëèãîí èìà òðè åêñòðåìíå òà÷êå. Ìîæåìî äà èçàáåðåìî a
i b òàêâå äà »èõîâ öjåëîáðîjíè îìîòà÷, convh(P ∩ Z2), èìà n åêñòðåìíèõ òà÷àêà çà
áèëî êîjå n > 3. Ñëèêà 1.6 ïðèêàçójå äâà òàêâà ïîëèãîíà.

Ñëèêà 1.6

Ó ñ§åäå£îj òàáåëè jå ïðèêàçàíî jîø íåêîëèêî èçáîðà a è b çà êîjå áðîjåâè âðõîâà
îäãîâàðàjó£åã öjåëîáðîjíîã îìîòà÷à ðåäîì ðàñòó, a è ëàêî ñå óî÷àâà îäãîâàðàjó£è
îáðàçàö êîjè jå Ðóáèí ïðåäñòàâèî ó [53]:
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n a1 a2 b
4 1 2 3
5 3 5 24
6 8 13 168
7 21 34 1155
8 55 89 7920
9 144 233 54288
10 377 610 372099

Íåêà jå Fk k-òè Ôèáîíà÷èjåâ áðîj è P = {x ∈ R2
+ : F2k−1x1 + F2kx2 6 F 2

2k − 1}. Òàäà
convh(P ∩ Z2) èìà k + 3 åêñòðåìíå òà÷êå. Ðóáèí ó ñâîì ðàäó äàjå jîø íåêîëèêî
íà÷èíà çà ïðîèçâî¢å»å ïîëèãîíà ïîìî£ó jåäíîã îãðàíè÷å»à ó R2

+, êîjè ïðè òîì
èìàjó ïðîèçâî§àí áðîj öjåëîáðîjíèõ âðõîâà. Èíà÷å, èñòè îâè êîíòðàïðèìjåðè ñó ó
ïðèõâàò§èâè äà ñìî êîjèì ñëó÷àjåì, ó ïðåòïîñòàâöè, âðõîâå ó òåîðåìè çàìèjåíèëè
ñòðàíèöàìà. �

Ïðåòïîñòaâêà 5. Áðîj âðõîâà öjåëîáðîjíîã îìîòà÷à jå âå£è èëè ïàê jåäíàê áðîjó
âðõîâà ïîëèåäðà ËÏ-ðåëàêñàöèjå.

Êîíòðàïðèìjåð. Ïîëèåäàð ËÏ-ðåëàêñàöèjå ìîæå äà èìà îáëàñòè áåç öjåëîáðîjíèõ
òà÷àêà, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà Ñëèöè 1.7. Öjåëîáðîjíè îìîòà÷ èìà òðè åêñòðåìíå
òà÷êå, äîê ïîëèåäàð ËÏ-ðåëàêñàöèjå èìà ÷åòèðè (è ìîæå èõ èìàòè ïðîèçâî§íî
ìíîãî). Êàî è ó ïðåòõîäíîì êîíòðàïðèìjåðó, ñëè÷íî ñå ìîæå ïîêàçàòè è çà ñòðàíèöå
îäãîâàðàjó£èõ ïîëèòîïà. �

Ñëèêà 1.7

Èç òåîðèjå ëèíåðàíîã ïðîãðàìèðà»à ïîçíàòî jå äà ñå îïòèìàëíà ðjåøå»à òðàæå
ìå¢ó âðõîâèìà ïîëèòîïà, ïà jå çáîã òîãà áðîj ìîãó£èõ ðjåøå»à

(
n
m

)
(àêî jå ìàòðèöà

ËÏ-à äèìåíçèjà m× n). Äðóãèì ðèjå÷èìà, ñâàêî îïòèìàëíî ðjåøå»å ìîæåìî ñâåñòè
íà äîïóñòèâî áàçíî îïòèìàëíî ðjåøå»å. Ìå¢óòèì, òàêî íåøòî íàì íèjå îä ïîìî£è
àêî íàñ èíòåðåñójó öjåëîáðîjíà ðjåøå»à.

Ïðåòïîñòaâêà 6. Àêî ïîñòîjè îïòèìàëíî ðjåøå»å öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà çàïèñàíîã
ó êàíîíñêîì îáëèêó, îíäà ïîñòîjè îïòèìàëíî ðjåøå»å ñà íàjâèøå φ(m) ïîçèòèâíèõ
âðèjåäíîñòè, ãäjå jå φ ôóíêöèjà êîjà çàâèñè ñàìî îä m, òî jåñò íå çàâèñè îä n.

9



Êîíòðàïðèìjåð. Çíà ñå äà çà ËÏ âàæè φ(m) = m. Íåêà ñó p1, . . . , pn íåêè ìå¢óñîáíî
ðàçëè÷èòè ïðîñòè áðîjåâè. Óçåâøè äà jå aj =

∏
i 6=j pi, ðàçìîòðèìî öjåëîáðîjíè

ïðîãðàì

max{cx :
n∑
j=1

ajxj =
n∑
j=1

aj, x ∈ Zn+}.

Jåäèíî äîïóñòèâî ðjåøå»å jå x = 1, ïà jå ñòîãà áðîj ïîçèòèâíèõ ïðîìjåí§èâèõ jåäíàê
n.

Ïðåìà [39], êîíòðàïðèìjåð ïðèïàäà Ïîëó Âèëèjàìñó è Ëåñëèjó Òðîòåðó. �

Ïðåòïîñòaâêà 7. Óêîëèêî öjåëîáðîjíè ïðîãðàì èìà íåîìå¢åíó ËÏ-ðåëàêñàöèjó, îíäà
jå è îí ñàì, òàêî¢å, íåîìå¢åí.

Êîíòðàïðèìjåð. Ðàçìîòðèìî ïðîãðàì

max{x1 : x ∈ Z4
+, x3 −

√
2(x1 − x2) = 0, x2 + x4 = 1}.

Ñêóï îäðå¢åí îãðàíè÷å»èìà ËÏ-ðåëàêñàöèjå ñàäðæè çðàê {(t, 0, t
√

2, 1) : t > 0},
ïà jå ËÏ-ðåëàêñàöèjà íåîìå¢åíà. Ìå¢óòèì, çà öjåëîáðîjíî ðjåøå»å ìîðà äà âàæè äà
jå x1 = x2, x3 = 0 è x1, x2, x4 ∈ {0, 1}. Ñëèjåäè äà ñó jåäèíà äâà äîïóñòèâà ðjåøå»à
öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà (0, 0, 0, 1) è (1, 1, 0, 0). �

Ïðèìjåäáà 1.2. Ìåjåð jå ó [51] ïîêàçàî äà ïðåòïîñòàâêà èïàê âàæè àêî ñó, äîäàòíî,
èñïó»åíè ñ§åäå£è óñëîâè (ïîäðàçóìjåâà ñå äà ñó ïðîãðàìè äîïóñòèâè è äà ñó
ôóíêöèjå öè§à îãðàíè÷åíå):

1. äîâî§àí óñëîâ çà ïîòïóíî öjåëîáðîjàí ïðîãðàì ó êàíîíñêîì îáëèêó jå äà ñó ñâè
êîåôèöèjåíòè ðàöèîíàëíè

2. çà ìjåøòîâèòî-öjåëîáðîjàí ïðîãðàì äîâî§àí óñëîâ jå äà ñó ñâè êîåôèöèjåíòè
ðàöèîíàëíè.

Ïðèìjåäáà 1.3. Ñà ñòàíîâèøòà ðà÷óíàðñêå îáðàäå öjåëîáðîjíè ïðîãðàì jå îìå¢åí è
òî ñàìî ñà ðàöèîíàëíèì ïîäàöèìà, àêî ñå ïðè òîì äîçâîëå SOS (åíãë. Special Ordered
Sets) îäëîìöè, êàî ó CPLEX-ó. Íàðåäíè ïðèìjåð êîjè òî ïîjàø»àâà jå äàî Åä Êëîö
[39].

max{x1 : x ∈ Z3
+, x2 6 1, x3 − 1.41421x1 + 1.41421x2 = 0}

SOS:

S2:: x_1: 1 x_2: 2 x_3: 3

End

Ó ËÏ-ðåëàêñàöèjè, çðàê (t, 0, 1.41421t) jå äîïóñòèâ. Èïàê, SOS çàõòjåâ äîçâî§àâà äà
ñàìî äâèjå óçàñòîïíå ïðîìjåí§èâå ó SOS ñêóïó óçèìàjó íåíóëà âðèjåäíîñòè, ïà je
ñîôòâåð ½ïðèìîðàí íà ñjå÷ó� îâîã çðàêà. Êàî ðåçóëòàò òîãà, öjåëîáðîjíè ïðîãðàì
èìà îãðàíè÷åíî îïòèìàëíî ðjåøå»å, x = (1, 1, 0).

Ïðåòïîñòaâêà 8. Àêî öjåëîáðîjíè ïðîãðàì èìà íåîìå¢åíó ËÏ-ðåëàêñàöèjó, îíäà jå
îí äîïóñòèâ.

Êîíòðàïðèìjåð. Ïîëèåäàð jå íåîìå¢åí àêî ñàäðæè äîïóñòèâ çðàê (ïîëóïðàâó) �
äðóãèì ðjå÷èìà, {x0 + th : t > 0} ⊂ P , ãäjå x0 ∈ P è h 6= 0. Ïîñìàòðàjìî ïîëèåäàð
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P = {(x, y) : x > 3
4
, y > 1

2
, x− y = 1

4
} = {(3

4
, 1
2
) + t(1, 1) : t > 0}. Óâè¢à ñå äà îí íå

ñàäðæè íè jåäíó jåäèíó öjåëîáðîjíó òà÷êó, ïîøòî

(x, y) = (
3

4
+t,

1

2
+t) ⇒ x−y =

1

4
. �

Ïðåòïîñòaâêà 9. Öjåëîáðîjíè ïðîãðàì ñå ìîæå ðèjåøèòè ó êîíà÷íî ìíîãî êîðàêà
äîäàâà»åì îäñèjåöàjó£èõ õèïåððàâíè îáëèêa∑

j∈Nk

xj > 1

ãäjå jå Nk ñêóï íåáàçíèõ ïðîìjåí§èâèõ ó k-òîj ËÏ-ðåëàêñàöèjè çà êîjó ïîñòîjè
íåöjåëîáðîjíî áàçíî ðjåøå»å.

Êîíòðàïðèìjåð. Îâå õèïåððàâíè ñó ïîçíàòå ïîä íàçèâîì Äàíöèãîâå îäñèjåöàjó£å
ðàâíè. Ðàëô Ãîìîðè è Àëåí Õîôìàí ñó ñ§åäå£èì êîíòðàïðèìjåðîì äîêàçàëè äà
»èõîâî äîäàâà»å íå ìîðà äà êîíâåðãèðà ó êîíà÷íîì áðîjó êîðàêà êà îïòèìàëíîì
ðjåøå»ó.

Ó öjåëîáðîjíîì ïðîãðàìó

max{4x1 + 3x2 + 3x3 : x ∈ {0, 1}3, 3x1 + 4x2 + 4x3 6 6},

ìàêñèìóì öè§íå ôóíêöèjå jå jåäíàê 4 è äîñòèæå ñå ó öjåëîáðîjíîj òà÷êè x = (1, 0, 0).
Íåêà jå sj èçjåäíà÷àâàjó£à ïðîìjåí§èâà çà ãîð»å ìå¢å âðèjåäíîñòè ïðîìjåí§èâèõ,
xj + sj = 1 è j ∈ {1, 2, 3}, à íåêà jå s0 èçjåäíà÷àâàjó£à ïðîìjåí§èâà çà ãëàâíî
îãðàíè÷å»å ïðîãðàìà, òî jåñò 3x1 + 4x2 + 4x3 + s0 = 6. Ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjó
jå jåäíàêî 61

4
è äîñòèæå ñå ó x = (1, 3

4
, 0), äîê jå s = (0, 0, 1

4
, 1).

Ïðåòõîäíà òàáåëà ïðèêàçójå ïðâèõ ïåò êîðàêà, óâîäå£è äîïóíñêå ïðîìjåí§èâå tk,
êàäà jå êîíñòðóèñàí k-òè ðåç.

Îäñèjåöàjó£å ðàâíè ñå äîäàjó jåäíà çà äðóãîì, àëè ñå ïðîãðàì, èïàê, íå ðjåøàâà
ó êîíà÷íîì áðîjó êîðàêà [31].

�îçåô Áîóìàí è �îð¶ Íîjìàõóçåð ñó äîêàçàëè êîíâåðãåíöèjó ïîñòóïêà ñà
èçìèjå»åíèì Äàíöèãîâèì îäñèjåöàjó£èì ðàâíèìà, à äâèjå ãîäèíå êàñíèjå »èõîâ
ðåçóëòàò ñó äîäàòíî ïîáî§øàëè Ðóáèí è Ãðåjâñ. �

Êàî øòî ñå ìîæå ïðèìjåòèòè, òåîðèjà ó ïîçàäèíè ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à íèjå
äîâî§íà çà ðjåøàâà»å è íèòè çà ïîòïóíó êàðàêòåðèçàöèjó öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà,
ïà ñå ïðèðîäíî ïîñòàâ§à ïèòà»å äà ëè ñó öjåëîáðîjíè ïðîãðàìè, ðà÷óíñêè ãëåäàíî,
òåæè îä ëèíåàðíèõ (áåç îáçèðà íà òåõíèêå çà ðjåøàâà»å)?
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1.3 Ðà÷óíñêà ñëîæåíîñò öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà

½P ó îäíîñó íà NP � ïîêëîí ìàòåìàòèöè îä èíôîðìàòèêå.�
Ñòèâåí Ñìåjë

"Òâðä jå îðàõ, âî£êà ÷óäíîâàòà, íå ñëîìè ãà, àë' çóáå ïîëîìè."
Ïåòàð II Ïåòðîâè£ �åãîø, Ãîðñêè âèjåíàö

Øòî ñå òè÷å ðà÷óíñêå òåæèíå öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà, ÷è»åíèöà jå äà íèñó
ïîçíàòè òàêîçâàíè äjåëîòâîðíè àëãîðèòìè çà »åãîâî ðjåøàâà»å. Ó ñóøòèíè, òî
è íèjå òàêî çà÷ó¢ójó£å ïîøòî jå ìîãó£å ôîðìóëèñòàòè âåëèêè áðîj (ðà÷óíñêè)
jàêî òåøêèõ ïðîáëåìà (íïð. ìíîãå ïîçíàòå ïðîáëåìå êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå)
ó îáëèêó öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà.

Òjóðèíãîâà ìàøèíà (íåäåòåðìèíèñòè÷êà, äåòåðìèíèñòè÷êà, ñà óëàçîì è èçëàçîì),
êàî îñíîâíà àïñòðàêòíà ìàøèíà ÷èjè ñå ðåñóðñè ïðîöjå»ójó òîêîì ðàäà ïðîãðàìà, jå
íàj÷åø£è ôîðìàëíè ìîäåë èçðà÷óíàâà»à, êîjè ñå êîðèñòè ó àíàëèçè ñëîæåíîñòè.
�åíå ïðåäíîñòè ñó ðåëàòèâíà jåäíîñòàâíîñò è ìîãó£íîñò äjåëîòâîðíîã ïîäðàæàâà»à
äðóãèõ àïñòðàêòíèõ ìàøèíà, òàêî äà ñå îñíîâíå êëàñå ñëîæåíîñòè êàî øòî ñó P ,
NP è PSPACE íå ìèjå»àjó ïðîìjåíîì ñàìå ìàøèíå. Ðåñóðñè èçðà÷óíàâà»à, ÷èjà
èñêîðèøòåíîñò îñëèêàâà ñëîæåíîñò àëãîðèòìà, ñó âðèjåìå (áðîj êîðàêà ó èçâðøàâà»ó
àëãîðèòìà) è ïðîñòîð (ìåìîðèjñêè ïðîñòîð êîjè àëãîðèòàì êîðèñòè).

Ïðåäìåò ïðîó÷àâà»à òåîðèjå ñëîæåíîñòè èçðà÷óíàâà»à ÷èíå òàêîçâàíè îäëó÷èâè
ïðîáëåìè, êàî ïîjåäèíà÷íå ôîðìóëå. Íåôîðìàëíî, òî ñó îíè ïðîáëåìè êîjè ñó
àëãîðèòàìñêè ðjåøèâè, òî jåñò ïîñòîjå ïðîãðàìè çà »èõîâî ðjåøàâà»å íà àïñòðàêòíèì
ìàøèíàìà. Îáè÷íî ñó îêàðàêòåðèñàíè ïèòà»èìà íà êîjà ñå äàjå îäãîâîð äà, îäíîñíî
íå. Íà ïðèìjåð, ïðîâjåðà äà jå áðîj ïðîñò jå jåäàí ïðîáëåì. Àêî ïðåòõîäíî ïèòà»å
ïîñòàâèìî çà íåêè êîíêðåòàí áðîj, îíäà jå òî ïðèìjåðàê ïðîáëåìà.

Ñàìî ïðåäñòàâ§à»å ïðîáëåìà ñå âðøè íà íåêîì ôîðìàëíîì jåçèêó (òj. êîäèðà ñå)
êîjè jå èçãðà¢åí íàä àçáóêîì íåêå Òjóðèíãîâå ìàøèíå.

Ïðîáëåì I çà êîjè ñå èñïèòójå ñëîæåíîñò jå ïîäñêóï ñêóïà ñâèõ ðèjå÷è íåêå àçáóêå,
îäíîñíî ñàì ïðîáëåì jå ó ñòâàðè ôîðìàëàí jåçèê. Êîìïëåìåíò ïðîáëåìà I, ó îçíàöè
I íàä íåêîì àçáóêîì jå ñêóï ñâèõ ðèjå÷è íàä äàòîì àçáóêîì êîjå íèñó ó I.

Çà äàòó àçáóêó A è ïðîáëåì I, Òjóðèíãîâà ìàøèíà M ïðèõâàòà óëàçíè ïîäàòàê
(ðèjå÷) x, àêî ïîñòîjè èçðà÷óíàâà»å (îáðàäà ïîäàòêà) ó êîì ñå ïîëàçå£è îä ðèjå÷è
x óïèñàíå íà óëàçíîj òðàöè ó ïî÷åòíîì ñòà»ó q0, äîëàçè äî çàâðøíîã ñòà»à qäà, a
îäáàöójå x, àêî óâèjåê äîëàçè äî çàâðøíîã ñòà»à qíå. ÓêîëèêîM ïðèõâàòà ñâå ðèjå÷è
x êîjå ïðèïàäàjó ïðîáëåìó I, à îäáàöójå ñâàêó ðèjå÷ êîjà íèjå ó ïðîáëåìó I, êàæå ñå
äà M îäëó÷ójå ïðîáëåì I.

Àêî Òjóðèíãîâà ìàøèíà M çà óëàçíè ïîäàòàê x ó èçðà÷óíàâà»ó äîëàçè äî ñòà»à
qz, îíäà jå ñàäðæàj ïîñ§åä»å òðàêå ðåçóëòàò ðàäà ìàøèíå è îçíà÷àâà ñå ñà M(x). Ñà
I(x) îçíà÷àâà£åìî ïðèìjåðàê ïðîáëåìà I çà óëàçíè ïîäàòàê x, îäíîñíî ïèòà»å äà ëè
jå x ∈ I.

Çà äàòè îäëó÷èâ ïðîáëåì, ãîð»à ãðàíèöà ïîòðåáíîã âðåìåíà è ïðîñòîðà îäðå¢ójå
ñå ðàçìàòðà»åì êîíêðåòíîã àëãîðèòìà êîjè ãà ðjåøàâà. Äîäàòíî, äà áè ñå äîêàçàëà
îïòèìàëíîñò àëãîðèòìà, ïîòðåáíî jå èìàòè è îäãîâàðàjó£å äî»å ãðàíèöå ñëîæåíîñòè
ïðîáëåìà (îâäjå òî íå£å áèòè ðàçìàòðàíî).

Ó àíàëèçè ñëîæåíîñòè èçðà÷óíàâà»à, îáè÷íî ñå ðàçìàòðà àñèìïòîòñêî ïîíàøà»å,
çà øòà ñå êîðèñòè òàêîçâàíà O-íîòàöèjà.
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Àêî ïîñòîjå ïîçèòèâíà êîíñòàíòà c è ïðèðîäàí áðîj n0 òàêâè äà çà ôóíêöèjå f è
g íàä ïðèðîäíèì áðîjåâèìà âàæè

f(n) 6 c · g(n) çà ñâå âðèjåäíîñòè n âå£å îä n0

Îíäà ïèøåìî

f = O(g)

è ÷èòàìî ½f jå ó âåëèêîì O îä g�.
Ñàìî O íèjå ôóíêöèjà, âå£ îçíà÷àâà êëàñó ôóíêöèjà. Ñàáèðà»å èëè ìíîæå»å ñà

êîíñòàíòîì íå óòè÷ó íà êëàñó êîjîj ôóíêöèjà ïðèïàäà.
Àêî çà T (n) êàî âðèjåìå èçâðøàâà»à àëãîðèòìà A (÷èjà âåëè÷èíà óëàçà jå

îêàðàêòåðèñàíà ïðèðîäíèì áðîjåì n) âàæè äà jå T = O(g), îíäà êàæåìî äà jå
àëãîðèòàì A âðåìåíñêå ñëîæåíîñòè (èëè ðåäà) g è äà ïðèïàäà êëàñè O(g).

Àíàëîãíî ñå äåôèíèøå ïðîñòîðíà ñëîæåíîñò àëãîðèòìà.
Ãëåäàíî ó îäíîñó íà Òjóðèíãîâó ìàøèíó, àêî jå ïðèëèêîì ñàìîã èçðà÷óíàâà»à

ïðîìèjå»åíî t êîíôèãóðàöèjà ìàøèíå, îíäà jå t âðèjåìå òîã èçðà÷óíàâà»à. Ïîä
ïðîñòîðîì èçðà÷óíàâà»à ïîäðàçóìjåâàìî áðîj ïî§à ìàøèíå êîjèìà ñå ïðèñòóïà
òîêîì èçðà÷óíàâà»à. Òjóðèíãîâà ìàøèíà ïðèõâàòà ïðîáëåì ó âðåìåíó (ïðîñòîðó)
F (n), àêî çà ñâàêó óëàçíó âðèjåäíîñò êîjó ïðèõâàòà (òj. çà êîjó jå îäãîâîð ïîòâðäàí)
è ÷èjà âåëè÷èíà ìîæå áèòè îïèñàíà ïðèðîäíèì áðîjåì n, ïîñòîjè èçðà÷óíàâà»å êîjå
jå ïðèõâàòà ó âðåìåíó (ïðîñòîðó) êîjå íå ïðåëàçè F (n).

Ñà ÄÂÐÈJÅÌÅ(F (n)) îçíà÷àâàìî ñêóï ïðîáëåìà çà êîjå ïîñòîjå äåòåðìèíèñòè÷êå
Òjóðèíãîâå ìàøèíå êîjå èõ îäëó÷ójó, à çà êîjå jå âðåìåíñêà ãðàíèöà ñëîæåíîñòè F (n).
ÍÂÐÈJÅÌÅ(F (n)) ñå àíàëîãíî äåôèíèøå ó îäíîñó íà íåäåòåðìèíèñòè÷êå Òjóðèíãîâå
ìàøèíå.

ÄÏÐÎÑÒÎÐ(F (n)) jå ñêóï ïðîáëåìà çà êîjå ïîñòîjå äåòåðìèíèñòè÷êå Òjóðèíãîâå
ìàøèíå êîjå èõ îäëó÷ójó, à çà êîjå jå ïðîñòîðíà ãðàíèöà ñëîæåíîñòè F (n). Ñêóï
ïðîáëåìà ÍÏÐÎÑÒÎÐ(F (n)) ñå äåôèíèøå àíàëîãíî, ó îäíîñó íà íåäåòåðìèíèñòè÷êå
Òjóðèíãîâå ìàøèíå.

Ó íàñòàâêó èçëàãà»à, ïîäðàçóìjåâà ñå ïðåäî÷åíà ñëè÷íîñò ïðè äåôèíèñà»ó
ïðîñòîðíå ñëîæåíîñòè ó îäíîñó íà âðåìåíñêó ñëîæåíîñò.

Çà äàòè ïðîáëåì îäëó÷èâà»à ñà óëàçíîì âðèjåäíîø£ó n, ãäjå jå n âåëè÷èíà
ðåïðåçåíòàöèjå óëàçíîã ïîäàòêà x, êàæåìî äà jå ïîëèíîìñêå âðåìåíñêå ñëîæåíîñòè
àêî jå »åãîâî âðèjåìå èçâðøàâà»à íà äåòåðìèíèñòè÷êîj Òjóðèíãîâîj ìàøèíè O(P (n))
ãäjå jå P (n) ïîëèíîì ïî n. Êëàñó ïîëèíîìñêèõ àëãîðèòàìà îçíà÷àâàìî ñà P , òo jeñt

P =
⋃
i∈N0

ÄÂÐÈJÅÌÅ(ni).

Ãåíåðàëíî, ïîä ïîjìîì êëàñà (ñëîæåíîñòè èçðà÷óíàâà»à) ñå ïîäðàçóìjåâà ñêóï
àëãîðèòàìà ñà çàjåäíè÷êîì âðåìåíñêîì ãðàíèöîì.

Ïðîáëåìè çà ÷èjå ðjåøàâà»å ïîñòîjå àëãîðèòìè èç êëàñå P ñìàòðàìî äjåëîòâîðíî
ðjåøèâèì.

Ó àíàëèçè ñëîæåíîñòè ïðîáëåìà ëèíåàðíîã è öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìèðà»à íàðåäíå
äâèjå òåîðåìå èìàjó òåìå§íó óëîãó (çà äîêàçå ïîãëåäàòè [28, 26]), íî ïðèjå »èõ
äåôèíèñà£åìî âåëè÷èíó áèíàðíî êîäèðàíîã çàïèñà ðàöèîíàëíîã áðîjà, ðàöèîíàëíîã
âåêòîðà è ðàöèîíàëíå ìàòðèöå.
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Àêî jå r = p/q ðàöèîíàëíè áðîj ó êàíîíñêîj ïðåäñòàâè ãäjå jå p ∈ Z è q ∈ N,
âåëè÷èíà áèíàðíî êîäèðàíîã çàïèñà áðîjà r jå

âåëè÷èíà = 1 + dlog2(|p|+ 1)e+ dlog2(q + 1)e.

Âåëè÷èíà áèíàðíî êîäèðàíîã çàïèñà ðàöèîíàëíîã âåêòîðà v ∈ Qn è ðàöèîíàëíå
ìàòðèöå A ∈ Qm×n jå äåôèíèñàíà ïîìî£ó

âåëè÷èíà(v) = n+
n∑
j=1

âåëè÷èíà(vi),

âåëè÷èíà(A) = mn+
m∑
i=1

n∑
j=1

âåëè÷èíà(aij)

Òåîðåìà 1.4. Çà ðàöèîíàëíó êâàäðàòíó ìàòðèöó A, âåëè÷èíà »åíå äåòåðìèíàíòå
jå ïîëèíîìñêè îãðàíè÷åíà, êîíêðåòíèjå, âåëè÷èíà(det(A)) 6 2 · âåëè÷èíà(A).

Ñëèjåäè äà àêî ïîñòîjè ðjåøå»å ñèñòåìà ðàöèîíàëíèõ ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà Ax =
b, îíäà jå îíî ïîëèíîìñêè îãðàíè÷åíî âåëè÷èíàìà ìàòðèöå A è âåêòîðà b.

Òåîðåìà 1.5 (Åäìîíäñ [26]). Çà ñèñòåì ðàöèîíàëíèõ ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà Ax = b
ïîñòîjè àëãîðèòàì ïîëèíîìñêîã âðåìåíà (çàñíîâàí íà Ãàóñîâîj èëè Ãàóñ-Æîðäàíîâîj
åëèìèíàöèjè) êîjè èëè ïðîíàëàçè ðjåøå»å ñèñòåìà èëè ïàê äàjå óâjåðå»å äà ðjåøå»å
ñèñòåìà íå ïîñòîjè.

Êëàñà ñâèõ ïðîáëåìà îäëó÷èâà»à çà ÷èjå ðjåøàâà»å ïîñòîjå àëãîðèòìè çà
íåäåòåðìèíèñòè÷êå Òjóðèíãîâå ìàøèíå, êîjè èìàjó ïîëèíîìñêî âðèjåìå èçâðøàâà»à
(ïî âåëè÷èíè óëàçà), íàçèâà ñå êëàñà NP , îäíîñíî

NP =
⋃
i∈N0

ÍÂÐÈJÅÌÅ(ni).

Ëàêî ñå óâè¢à äà âàæè P ⊆ NP , àëè ñå jîø óâèjåê íå çíà äà ëè âàæè P = NP , øòî
jå è jåäàí îä ìèëåíèjóìñêèõ ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷êîã èíñòèòóòà Êëåj. Íàïîìåíèìî äà
àêî íåêè ïðîáëåì èç êëàñå NP èìà ïîëèíîìñêî ðjåøå»å, îíäà òî jîø óâèjåê íå çíà÷è
äà jå P = NP .

Ïîðåä ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå, êîðèñòè ñå è ñ§åäå£à (åêâèâàëåíòíà) äåôèíèöèjà
êëàñå NP .

Jåçèê J ⊆ {0, 1}∗ ïðèïàäà êëàñè NP àêî ïîñòîjè ïîëèíîì p : N 7→ N è
äåòåðìèíèñòè÷êà Òjóðèíãîâà ìàøèíà ïîëèíîìñêîã âðåìåíà M òàêî äà çà ñâàêî
x ∈ {0, 1}∗, âàæè äà je

x ∈ J ⇐⇒ ∃u ∈ {0, 1}p(|x|) òàêî äà jå M(x, u) = 1.

Àêî x ∈ J è u ∈ {0, 1}p(|x|) çàäîâî§àâàjó äà jå M(x, u) = 1 îíäà u íàçèâàìî
óâjåðå»åì çà x (ó îäíîñó íà jåçèê J è ìàøèíó M). Äðóãèì ðèjå÷èìà êëàñà NP
ñàäðæè ïðîáëåìå ÷èjå ñå ðjåøå»å ìîæå ïðîâjåðèòè äåòåðìèíèñòè÷êè ó ïîëèíîìñêîì
âðåìåíó. Ó ëèòåðàòóðè ñå ìîæå ïðîíà£è è íàçèâ ïîòâðäà èëè ïàê ñâjåäîê óìjåñòî
óâjåðå»à.
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Ïðîáëåì I1 je ñâîä§èâ íà ïðîáëåì I2, ó îçíàöè I1 � I2 àêî ïîñòîjè èçðà÷óí§èâà
ôóíêöèjà f , òàêâà äà jå îäãîâîð íà I1(x) ïîòâðäàí àêî è ñàìî àêî jå ïîòâðäàí îäãîâîð
íà I2(f(x)). Ôóíêöèjà f ñå òàäà íàçèâà ôóíêöèjà ñâîä§èâîñòè (ðåäóêöèjå).

Ôóíêöèjà f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ jå èçðà÷óí§èâà ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó àêî ïîñòîjè
ïîëèíîì p è äåòåðìèíèñòè÷êà Òjóðèíãîâà ìàøèíà M êîjà êàä ïî÷íå ñà ðàäîì ó ω,
çàâðøàâà ñà f(ω) (íà òðàöè), ïðè ÷åìó jå âðèjåìå ðàäà ìàøèíå ìà»å îä p(|ω|).

Ôóíêöèjà ñâîä§èâîñòè f ïðîáëåìà I1 íà ïðîáëåì I2 jå äjåëîòâîðíà, à ïðîáëåì I1
jå äjåëîòâîðíî ñâîä§èâ íà I2, ó îçíàöè I1 � I2, àêî jå ñëîæåíîñò ôóíêöèjå f ó êëàñè
P . Èíà÷å, ïîøòî ñó ïîëèíîìè çàòâîðåíè ïîä êîìïîçèöèjîì, ðåëàöèjà äjåëîòâîðíå
ñâîä§èâîñòè jå òðàíçèòèâíà.

Çà ïðîáëåì I êàæåìî äà jå NP -òåæàê àêî jå ñâàêè ïðîáëåì èç êëàñå NP
äjåëîòâîðíî ñâîä§èâ íà I, ïðè ÷åìó îí ñàì íå ìîðà äà ïðèïàäà êëàñè NP .

Çà ïðîáëåì I êàæåìî äà jå NP -êîìïëåòàí àêî jå NP -òåæàê è àêî ïðèïàäà êëàñè
NP .

Îïøòèjå, àêî ïðîáëåì I ïðèïàäà íåêîj êëàñè K è àêî jå ñâàêè ïðîáëåì èç êëàñå K
ñâîä§èâ ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó íà I, îíäà çà ïðîáëåì I êàæåìî äà jå K-êîìïëåòàí.

Èìàjó£è ó âèäó ïðåòõîäíî ðå÷åíî, àêî íåêè NP -òåæàê ïðîáëåì ïðèïàäà êëàñè
P , òàäà âàæè äà jå P = NP . Ñòîãà, äà áè ñå äîêàçàëî äà jå P = NP , äîâî§íî jå çà
jåäàíNP -êîìïëåòàí ïðîáëåì äîêàçàòè äà ïðèïàäà êëàñè P . Çíà÷è, ½ñàìî� jå ïîòðåáíî
ïðîíà£è è ðàçìîòðèòè íåêè ïîãîäàí NP -êîìïëåòàí ïðîáëåì. Èïàê, äîêàçèâà»å äà jå
íåêè ïðîáëåì NP -êîìïëåòàí, íåïîñðåäíî ñ§åäå£è äåôèíèöèjó, jå ïîïðèëè÷íî òåæàê
çàäàòàê. Íàðåäíà òåîðåìà îìîãó£ójå äà òî äîêàçèâà»å áóäå jåäíîñòàâíèjå (äîêàç
òâð¢å»à jå òðèâèjàëàí).

Òåîðåìà 1.6. Ïðîáëåì I jå NP -êîìïëåòàí àêî:

• I ïðèïàäà êëàñè NP ;
• J jå äjåëîòâîðíî ñâîä§èâ íà I, ãäjå jå J íåêè NP -êîìïëåòàí ïðîáëåì (òj.
ïîêàçójåìî äà jå I NP -òåæàê).

Íàâåäåíà òåîðåìà îìîãó£ójå óòâð¢èâà»å äà jå íåêè ïðîáëåì NP -êîìïëåòàí, àêî
jå çà íåêè äðóãè âå£ ïîçíàòî äà jå NP -êîìïëåòàí. Ìå¢óòèì, ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà
ëè óîïøòå ïîñòîjè èjåäàí NP -êîìïëåòàí ïðîáëåì. Ñòèâåí Êóê jå ïðâè, 1971. ãîäèíå,
äîêàçàî (íåïîñðåäíî, êîðèñòå£è ôîðìàëèçàì Òjóðèíãîâå ìàøèíå) äà ïîñòîjå NP -
êîìïëåòíè ïðîáëåìè, òà÷íèjå, äîêàçàî jå äà jå ïðîáëåì SAT (åíãë. Boolean SATis-
fability problem � Ïðîáëåì çàäîâî§èâîñòè ëîãè÷êèõ èñêàçà) NP -êîìïëåòàí. Äàòî
òâð¢å»å ñå ñìàòðà jåäíèì îä íàjçíà÷àjíèjèõ ðåçóëòàòà òåîðèjñêîã ðà÷óíàðñòâà (çà
äîêàç âèäjåòè [19]).

Èíà÷å, Ñòèâåí Êóê jå ïðâè äîêàçàî äà ïîñòîjå è P -êîìïëåòíè ïðîáëåìè. Jåäàí îä
»èõ jå CVP (åíãë. Circuit Value Problem) � Ïðîáëåì ïðîöjåíå èçëàçà Áóëîâîã êîëà.

Ïðîáëåì 1.2 (Ïðîáëåì SAT). Ïîñìàòðàìî ëîãè÷êå èçðàçå êîjè ñó çàïèñàíè ñàìî
ïîìî£ó îïåðàòîðà ∧,∨,¬, ëîãè÷êèõ ïðîìjåí§èâèõ (êàî âðèjåäíîñòè ïðèìàjó èëè >
èëè ⊥) è çàãðàäà. Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å: ½Àêî jå äàò èçðàç, äà ëè ïîñòîjè íåêà äîäjåëà
âðèjåäíîñòè > è ⊥ ïðîìjåí§èâèì, òàêî äà öèî èçðàç èìà âðèjåäíîñò >?�. Àêî jå
îäãîâîð íà ïèòà»å ïîòâðäàí, êàæå ñå äà jå èçðàç çàäîâî§èâ.

Òåîðåìà 1.7 (Êóêîâà òåîðåìà). SAT jå NP -êîìïëåòàí.
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Íåïîñðåäíà ïîñ§åäèöà Êóêîâå òåîðåìå jå äà jå P = NP àêî è ñàìî àêî SAT ∈ P .
Äà áè äîêàçàëè äà jå öjåëîáðîjàí ïðîãðàì NP -êîìïëåòàí òðåáà äîêàçàòè äà îí

ïðèïàäà êëàñè NP è äà jå NP -òåæàê (íïð. äjåëîòâîðíî ñâîä§èâ íà SAT).
Ïðèjå íåãî øòî êðåíåìî ñà äîêàçîì äà öjåëîáðîjàí ïðîãðàì ïðèïàäà êëàñè NP ,

íàâåø£åìî íåêîëèêî êîðèñíèõ ïîjìîâà è òâð¢å»à èç òåîðèjå ïîëèåäàðà. Äîêàçè
òåîðåìà ñå ìîãó ïðîíà£è ó [28, 1].

Ñêóïó S äîäjå§ójåìî ñêóïîâå S[k] êîíâåêñíèõ êîìáèíàöèjà (çà ñâå ïðèðîäíå k):

S[k] =

{
k∑
i=1

λix
i : xi ∈ S,

k∑
i=1

λi = 1, λi > 0

}
.

Òåîðåìà 1.8 (Êàðàòåîäîðèjåâà òåîðåìà). Àêî jå S ⊆ Rn íåïðàçàí ñêóï, âðèjåäè

convh(S) = S[n+1].

Çà ñêóï {v1, . . . , vk} âåêòîðà ó Rn, äåôèíèøåìî »èõîâ êîíóñíè (èëè íåíåãàòèâíè)
îìîòà÷ òàêî äà jå

cone({v1, . . . , vk}) = {x : x =
∑
i

λivi, ãäjå jå λi > 0 çà ∀i = 1, k}.

Çà P,Q ⊆ Rn, »èõîâà ñóìà Ìèíêîâñêîã jå äåôèíèñàíà òàêî äà jå

P +Q = {p+ q : p ∈ P è q ∈ Q}.

Òåîðåìà 1.9. Çà P ⊆ Rn, ñ§åäå£a òâð¢å»à ñó èñòîâjåòíà:

(à) P jå ïîëèåäàð, òî jåñò ïîñòîjè A ∈ Rm×n è b ∈ Rm çà íåêî m ∈ N òàêî äà jå
P = {x : Ax 6 b};

(á) P jå êîíà÷íî ãåíåðèñàí, òî jåñò ïîñòîjè êîíà÷íî ìíîãî âåêòîðà vi è rj èç Rn

òàêâèõ äà jå P = convh({v1, . . . , vk}) + cone({r1, . . . , rt}).

Ïðîñòîð ëèíåàðíîñòè íåïðàçíîã ïîëèåäðà P ⊆ Rn, ó îçíàöè lin(P ), äåôèíèøåìî
êàî

lin(P ) = {y ∈ Rn : x+ λy ∈ P, ∀x ∈ P è ∀λ ∈ R}.
Ðåöåñèâíè êîíóñ íåïðàçíîã ïîëèåäðà P ⊆ Rn, ó îçíàöè recc(P ), äåôèíèøåìî êàî

recc(P ) = {y ∈ Rn : x+ λy ∈ P, ∀x ∈ P è ∀λ > 0}.

Ó ëèòåðàòóðè jå ïîçíàò è ïîä íàçèâîì êàðàêòåðèñòè÷íè êîíóñ. Âåêòîð y íàçèâàìî
ñìèjåð ðåöåñèjå ïîëèåäðà P .

Îáà ñêóïà ñàäðæå èñõîäèøòå è ãåíåðàëíî âàæè äà jå lin(P ) ⊆ recc(P ). Ïîëèåäàð
P ñå íàçèâà çàîøòðåíèì àêî èìà åêñòðåìíó òà÷êó (âðõ).

Òåîðåìà 1.10 (Íåêà ñòðóêòóðíà ñâîjñòâà ïîëèåäðà). Íåêà jå P íåïðàçàí ïîëèåäàð ó
Rn, îíäà âàæå ñ§åäå£è èñêàçè:

(à) Àêî âàæè äà jå P = Q + C çà íåêè ïîëèòîï Q è íåêè ïîëèåäàðñêè êîíóñ C,
îíäà jå C = recc(P );

(á) Àêî âàæè äà jå P = {x : Ax 6 b}, îíäà jå recc(P ) = {x : Ax 6 0} è lin(P ) = {x :
Ax = 0};
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(â) P jå çàîøòðåí àêî è ñàìî àêî jå lin(P ) = {0};
(ã) P jå ïîëèòîï (îìå¢åí ïîëèåäàð) àêî è ñàìî àêî jå recc(P ) = {0}.

Çà a ∈ Rn è b ∈ R, íåjåäíàêîñò aTx 6 b ñå íàçèâà âà§àíîì çà ïîëèåäàð P àêî jå
çàäîâî§åíà (âàæè) çà ñâå x ∈ P . Ïîäñêóï F ïîëèåäðà P ñå íàçèâà ëèöå ïîëèåäðà P
àêî ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî F = P ∩ {x : aTx = b}, ãäjå ñó a è b èç íåêå âà§àíå
íåjåäíàêîñòè aTx 6 b.

Ïðèìèjåòèìî äà ñó ∅ è P òàêî¢å ëèöà, è òî òàêîçâàíà ïðîñòà ëèöà. Âðõîâè
(åêòðåìíå òà÷êå) ñó ëèöà äèìåíçèjå 0. Ëèöà äèìåíçèjå dim(P )−1 ñå íàçèâàjó ñòðàíå,
à ó ëèòåðàòóðè ñó ïîçíàòå è ïîä íàçèâîì ôàöåòè (îä (ñòàðî)ôðàíöóñêîã facette, øòî
jå äåìèíóòèâ îä face � ëèöå, ïðîjàâà, èçãëåä).

Òåîðåìà 1.11. Àêî jå P = {x ∈ Rn : Ax 6 b}, îíäà jå F êàî íåïðàçàí ïîäñêóï îä P
ëèöå ïîëèåäðà P àêî è ñàìî àêî âàæè

F = {x : A1x = b1 è A2x 6 b2},

ãäjå jå A =
[
A1

A2

]
è b =

[
b1

b2

]
.

Ïîñ§åäèöà 1.12. Ñâàêî ìèíèìàëíî íåïðàçíî ëèöå ïîëèåäðà P jå àôèíè ïîòïðîñòîð
îáëèêà {x : A1x = b1} ãäjå jå A1x = b1 ïîäñèñòåì ñèñòåìà Ax = b.

Ïîñ§åäèöà 1.13. Ñâàêî íåïðàçíî ëèöå ïîëèåäðà P ñàäðæè òà÷êó êîjà jå ïîëèíîìñêè
îãðàíè÷åíà âåëè÷èíàìà ìàòðèöå A è âåêòîðà b.

Îâà ïîñ§åäèöà óêàçójå íà òî äà jå âåëè÷èíà ñâàêîã âðõà ïîëèåäðà ïîëèíîìñêè
îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 1.14. Ñâàêè ðàöèîíàëíè ïîëèåäàð P = {x : A 6 b} èìà ãåíåðàòîðñêî
ïðåäñòàâ§à»å PI = convh({v1, . . . , vs})+cone({r1, . . . , rt}) òàêî äà jå âåëè÷èíà ñâàêîã
ãåíåðàòîðà � vi èëè rj, ïîëèíîìñêè îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîì ìàòðèöå [A b].

Ïðèìjåäáà 1.15. Äîêàçàíî jå äà ñå ìèíèìàëíî ïðåäñòàâ§à»å ïîëèåäðà P ñàñòîjè îä
ñ§åäå£èõ ñêóïîâà:

• ñêóïà òà÷àêà îä êîjèõ jå ñâàêà èç ìèíèìàëíîã íåïðàçíîã ëèöà ïîëèåäðà P

• ñêóïà âåêòîðà êîjè ãåíåðèøó ïðîñòîð ëèíåàðíîñòè.

• ñêóïà âåêòîðà êîjè ãåíåðèøó êîíóñ ñà èñõîäèøòåì êîjè íàñòàjå êàî ïðåñjåê
ïîëèåäðà P è ëèíåàðíîã ïðîñòîðà îðòîãîíàëíîã íà ïðîñòîð ëèíåàðíîñòè
ïîëèåäðà P

Òåîðåìà 1.16. Çà íåïðàçàí öjåëîáðîjíè îìîòà÷ PI ó ðàöèîíàëíîì ïîëèåäðó P , âàæè
äà jå PI = Q+ C, ãäjå jå Q íåêè öjåëîáðîjàí ïîëèòîï, à C = recc(P ).

Ñëèjåäè îñíîâíî òâð¢å»å íà îñíîâó êîã £å ñå äîêàçàòè äà ñå öjåëîáðîjíè ïðîãðàì
íàëàçè ó êëàñè NP .

Òåîðåìà 1.17. Öjåëîáðîjíè îìîòà÷ PI ó ðàöèîíàëíîì ïîëèåäðó P = {x : A 6 b}
èìà ãåíåðàòîðñêó ïðåäñòàâó PI = convh({z1, . . . , zk}) + cone({r1, . . . , rh}) òàêî äà jå
âåëè÷èíà ñâàêîã ãåíåðàòîðà � zi èëè rj, ïîëèíîìñêè îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîì ìàòðèöå
[A b].
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Äîêàç. Îçíà÷èìî ñà δ âåëè÷èíó ìàòðèöå [A b]. Ïðåìà Òåîðåìè 1.14, ïîëèåäàð
P ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè çáèðîì Q + C ãäjå jå Q = convh({v1, . . . , vs}) è C =
cone({r1, . . . , rh}), ïðè ÷åìó jå âåëè÷èíà ñâàêîã vi è ñâàêîã rj ïîëèíîìñêè îãðàíè÷åíà
ïî δ. Áåç ãóá§å»à îïøòîñòè, ìîæå ñå ïðåòïîñòàâèòè äà ñó rj öjåëîáðîjíè âåêòîðè.
Ïðåìà ïðåòõîäíîj òåîðåìè recc(PI) = {r1, . . . , rh}. Ïîêàçà£åìî äà jå

PI = convh({z1, . . . , zk}) + C, (1.1)

ãäjå ñó z1, . . . , zk öjåëîáðîjíå òà÷êå ó ñêóïó Q+ Y è

Y = {y : y =
h∑
j=1

λjrj, 0 6 λj 6 1, j = 1, h, è íàjâèøå n êîåô. λj jå ïîçèòèâíî}.

Âåëè÷èíà ñâàêîã âåêòîðà zi jå ïîëèíîìñêè îãðàíè÷åíà ïî δ. Ïîøòî ñó ñâè rj
öjåëîáðîjíè, íàjâèøå n èõ ñå êîðèñòè çà ïðåäñòàâ§à»å îäãîâàðàjó£åã âåêòîðà zi,
ïà jå âåëè÷èíà ñâàêå öjåëîáðîjíå òà÷êå ó Q jå ïîëèíîìñêè îãðàíè÷åíà ïî δ.

Ñà îâèì ïîñòàâêàìà, îñòàëà jå jîø (1.1) jåäíàêîñò äà ñå äîêàæå. Äîâî§íî jå
äîêàçàòè äà ñâàêî ìèíèìàëíî íåïðàçíî ëèöå F ïîëèåäðà PI ñàäðæè áàð jåäíó òà÷êó
èç {z1, . . . , zk} (ïîãëåäàòè ïðèìjåäáó íà Òåîðåìó 1.14). Íåêà jå z öjåëîáðîjíà òà÷êà ó
F . Ïîøòî jå z ∈ P , âàæè äà jå

z = q +
h∑
j=1

µjrj,

çà íåêî µj > 0. Ïðåìà Êàðàòåîäîðèjåâîj òåîðåìè, ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà je ìå¢ó
êîåôèöèjåíòèìà µj íàjâèøå n ïîçèòèâíî (ïà jå èç ñêóïà Q+ Y ). Íåêà jå z′ âåêòîð

z′ = q +
h∑
j=1

(µj − bµjc)rj.

Ñëèjåäè äà jå z′ öjåëîáðîjaí âåêòîð è ñòîãà jåäàí îä âåêòîðà èç {z1, . . . , zk}. Ëàêî ñå
óâè¢à äà z′ ∈ F . Îâèì jå äîêàç çàâðøåí.

Òåîðåìà 1.18. Öjåëîáðîjíè ïðîãðàì ïðèïàäà êëàñè NP .

Äîêàç. Çà äîêàç òâðä»å jå äîâî§íî ðàçìàòðàòè ñëîæåíîñò ïîëèíîìñêè èñòîâjåòíîã
ïðîáëåìà èç ïðåòõîäíå òåîðåìå, îäíîñíî jåçèêà:

JÖÏ = {(A, b) : ∃x ∈ Zn òàêî äà jå Ax 6 b},

ïðè ÷åìó ïðåòïîñòàâ§àìî äà jå A ∈ Qm×n è b ∈ Qn (ïðàêòè÷íî ãëåäàíî, èíòåðåñójó
íàñ ñàìî ðàöèîíàëíè ïðîãðàìè). Äðóãèì ðèjå÷èìà, òðåáà îäëó÷èòè äà ëè jå ñêóï

Zn ∩ {x ∈ Rn : Ax 6 b} (1.2)

íåïðàçàí. Ñëó÷àj êàäà jå

P = {x ∈ Zn : Ax 6 b, x > 0}
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jå ïîëèíîìñêè ñâîä§èâ íà (1.2). Çàïèñ ïðîãðàìà áåç çàõòjåâà çà îäðå¢èâà»åì
ìàêñèìóìà, îäíîñíî óç èçìjåíó ôóíêöèjå öè§à ó jåäíàêîñò

n∑
j=1

cjxj = v

n∑
j=1

aijxj 6 bi, çà i = 1, 2, . . . ,m;

xj > 0, çà j = 1, 2, . . . , n;

xj ∈ Z, çà j = 1, 2, . . . , n,

ãäjå jå v íåêà âðèjåäíîñò, ñå ìîæå ïðåîáëèêîâàòè ó (1.2). Îçíà÷èìî ñà ω îïòèìàëíî
ðjåøå»å äîïóñòèâîã è îãðàíè÷åíîã ÖÏ-à, à M âðèjåäíîñò îäãîâàðàjó£åã ïîëèíîìà
ó δ (âåëè÷èíoì ìàòðèöå [A b]). Âàæè äà jå ω 6 M · ∑n

j=1 |cj|. Çà äî»ó ãðàíèöó,
ëàêî óâè¢àìî äà jå −|ωËÏ| 6 ω, ãäjå jå ωËÏ îïòèìàëíî ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjå
öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà. Èïàê, ïîøòî jå ñ�àìî ωËÏ äîáèjåíî çà íåêî äîïóñòèâî áàçíî
ðjåøå»å, âàæè |ωËÏ| 6M ·∑n

j=1 |cj|. Ñàìèì òèì jå |ω| 6M ·∑n
j=1 |cj|. Ñàäà ñå ìîæå

ðjåøàâàòè îäãîâàðàjó£è äîïóñòèâ ÖÏ çà ñâàêó öjåëîáðîjíó âðèjåäíîñò ω ó ðàçìàêó

−M ·
n∑
j=1

|cj| − 1 6 ω 6M ·
n∑
j=1

|cj|.

Äîäàòíî ñå ìîæå èñêîðèñòèòè àëãîðèòàì áèíàðíîã ïðåòðàæèâà»à ðàäè äîáèjà»à
áî§åã âðåìåíà ó àíàëèçè.

Ñ äðóãå ñòðàíå, jàñíî jå äà ñå ðjåøå»å öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà ìîæå óçåòè çà
óâjåðå»å è äà ñå îíî ïðè òîì ìîæå ïðîâjåðèòè ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó (ìà»åì îä
èëè jåäíàêîì M).

Óêîëèêî jå ïðîáëåì íåîìå¢åí, íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå, ïîñòîjå äîïóñòèâà
òà÷êà z è çðàê r, îáîjå ïîëèíîìñêè îãðàíè÷åíè âåëè÷èíîì ìàòðèöå [A b], òàêâè äà jå
cT r > 0. Ñàìèì òèì îíè ñà÷è»àâàjó îäãîâàðàjó£å óâjåðå»å.

Òåîðåìà 1.19. Öjåëîáðîjíè ïðîãðàì jå NP -òåæàê.

Äîêàç. Äîâî§íî jå äîêàçàòè äà jå SAT � ÖÏ. Çà ñâàêó ëîãè÷êó ïðîìjåí§èâó pi ó
ïðèìjåðêó ïðîáëåìà SAT , óâîäèìî öjåëîáðîjíó ïðîìjåí§èâó xi òàêî äà je:

• xi = 1 àêî jå pi = >,
• xi = 0 àêî jå pi = ⊥.
Òàêî äà îäìàõ èìàìî íåjåäíàêîñòè 0 6 xi 6 1 çà ñâàêî pi. Ó íàñòàâêó ïîñìàòðàìî

ïðîáëåì SAT çàïèñàí ó êîíjóíêòèâíîj ôîðìè, ïîøòî ñå ñâàêè ëîãè÷êè èçðàç ìîæå
ïðåâåñòè ó îäãîâàðàjó£ó êîíjóêòèâíó ôîðìó (íàðàâíî, ôîðìàëíî jå äîêàçàíî äà jå
è SAT ó êîíjóêòèâíîj ôîðìè NP -êîìïëåòàí). Áèëî êîjà åëåìåíòàðíà äèñjóíêöèjà ñå
ïðåòâàðà ó îäãîâàðàjó£ó íåjåäíàêîñò íà ñ§åäå£è íà÷èí:

• pi ïðåòâàðàìî ó xi
• ¬pi ïðåòâàðàìî ó (1− xi)
• ∨ qi ïðåòâàðàìî ó

∑
yi > 1, ãäjå jå yi = xi àêî jå qi = pi, à yi = (1 − xi) àêî jå

qi = ¬pi.
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Jàñíî jå äà ñå ïðåòâàðà»å èçâðøàâà ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó, ïîøòî ñå çà äàòó
âåëè÷èíó óëàçà � äóæèíó ëîãè÷êîã èçðàçà, ïðåòâàðà»å âðøè ó âðåìåíó jåäíàêîì
íàjâèøå ÷åòèðè äóæèíå óëàçà.

Äà§å, îñòàëî jå äà ñå äîêàæå äà jå ëîãè÷êè èçðàç çàäîâî§èâ àêî jå îäãîâàðàjó£è
ÖÏ äîïóñòèâ. Àêî ïîñòîjè çàäîâî§èâî ïðèäðóæèâà»å âðèjåäíîñòè > è ⊥ ëîãè÷êèì
ïðîìjåí§èâèì ïðèìjåðêó ïðîáëåìà SAT ó êîíjóêòèâíîj ôîðìè, îíäà âàæè äà jå
çàäîâî§åíà è ñâàêà åëåìåíòàðíà äèñjóíêöèjà (çáîã êîíjóêòèâíèõ âåçà), à òî çíà÷è äà
x çàäîâî§àâà ñâàêó íåjåäíàêîñò êîjà îäãîâàðà åëåìåíòàðíîj äèñjóíêöèjè. Ñòîãà, ÖÏ
jå äîïóñòèâ, øòàâèøå âðèjåäè è îáðíóòà òâðä»à.

Êîíêðåòíî, äîêàçàíî jå äà jå 0-1 ïðîãðàì NP -òåæàê, íî ñàìèì òèì òî âàæè è çà
îïøòèjè ñëó÷àj.

Ïîñ§åäèöà 1.20. Öjåëîáðîjíè ïðîãðàì jå NP -êîìïëåòàí.

1.4 Î íà÷èíèìà ðjåøàâà»à öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà

½Àêî £åìî � ëàêî £åìî! Aêî íå£åìî � êàêî £åìî?�
Íàðîäíà ïîñëîâèöà

Ïðîó÷àâà»å öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà, çáîã êàðàêòåðèñòè÷íå òåæèíå è ñëîæåíîñòè,
îäâèjà ñå ó äâà ñìèjåðà. Ó ïðâîì, ïðîó÷àâàjó ñå ïîñåáíè ìîäåëè (öjåëîáðîjíè
ïðîãðàìè) è çà íåêå îä »èõ ñó äî äàíàñ ðàçâèjåíè äjåëîòâîðíè àëãîðèòìè, äîê ñå ó
äðóãîì ðàäè î îïøòèì àëãîðèòìèìà êîjè íå çàâèñå îä ïîñåáíå ñòðóêòóðå öjåëîáðîjíîã
ïðîãðàìà.

1.4.1 Äjåëîòâîðíî ðjåøèâè ïðîãðàìè

Èíòóèòèâíî, íàìå£å ñå ïèòà»å: ½Ïîä êîjèì îêîëíîñòèìà ËÏ-ðåëàêñàöèjà èìà
öjåëîáðîjíî ðjåøå»å?�. Ïðèðîäíî, èìà£å öjåëîáðîjíî ðjåøå»å àêî jå ïîëèåäàð � ñêóï
äîïóñòèâèõ ðjåøå»à ïðîãðàìà öjåëîáðîjàí, òî jåñò àêî èìà ñàìî öjåëîáðîjíå âðõîâå.

Ìàòðèöà ñà åëåìåíòèìà −1, 0, 1 jå ïîòïóíî óíèìîäóëàðíà àêî äåòåðìèíàíòà ñâàêå
êâàäðàòíå ïîäìàòðèöå ìîæå äà èìà ñàìî âðèjåäíîñòè èç ñêóïà {-1, 0, 1}.

Èìàjó£è ó âèäó ïîòïóíó óíèìîäóëàðíîñò Õîôìàí è Êðàñêàë ñó ó [40] äîêàçàëè
ñ§åäå£å òâð¢å»å.

Òåîðåìà 1.21 (Õîôìàí-Êðàñêàë). Çà ìàòðèöó A ∈ Zm×n, ñ§åäå£å òâðä»å ñó
èñòîâjåòíå:

• A jå ïîòïóíî óíèìîäóëàðíà.

• Çà ñâàêè âåêòîð b ∈ Zm, ïîëèåäàð P = {x ∈ Rn : Ax 6 b, x > 0} jå öjåëîáðîjàí.
Èç ÷è»åíèöå äà jå ìàòðèöà A ïîòïóíî óíèìîäóëàðíà àêî è ñàìî àêî jå AT ïîòïóíî

óíèìîäóëàðíà è ïðåòõîäíå òåîðåìå, ñëèjåäè äà öjåëîáðîjàí ïðîãðàì ñà öjåëîáðîjíèì
ïîäàöèìà è ïîòïóíî óíèìîäóëàðíîì ìàòðèöîì ñâîjèõ îãðàíè÷å»à èìà öjåëîáðîjíà
ïðèìàëíà è äóàëíà îïòèìàëíà ðjåøå»à.

Ïîñ§åäèöà 1.22. Çà ïîòïóíî óíèìîäóëàðíó ìàòðèöó A âåëè÷èíå m × n, âåêòîð
b ∈ Zm è c ∈ Zn âàæè äà îáà îïòèìóìà ó jåäíà÷èíè ËÏ-äóàëíîñòè

max{cTx : Ax 6 b} = min{yT b : yTA = cT , y > 0},
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èìàjó öjåëîáðîjíà îïòèìàëíà ðjåøå»à (àêî ñó êîíà÷íà).

Ïîñ§åäèöà 1.23. Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà çà ìàòðèöó A âåëè÷èíå m × n, âåêòîð
b ∈ Zm è âåêòîð c ∈ Rn âàæè äà ïðîãðàì

max{cTx : Ax 6 b, x > 0}
èìà îïòèìàëíî ðjåøå»å x∗ è òî òàêâî äà êîëîíå ìàòðèöå A êîjå îäãîâàðàjó
ïîçèòèâíèì êîìïîíåíòàìà âåêòîðà x∗ ôîðìèðàjó ïîòïóíî óíèìîäóëàðíó ìàòðèöó,
îíäà äàòè ïðîãðàì èìà öjåëîáðîjíî ðjåøå»å.

Êàðàêòåðèñòè÷àí ïðîáëåì çà êîjè jå ìàòðèöà îãðàíè÷å»à ïðîáëåìà ïîòïóíî
óíèìîäóëàðíà jå Ïðîáëåì íàjjåôòèíèjåã ìðåæíîã ïðîòîêà.

Ïðîáëåì 1.3 (Ïðîáëåì íàjjåôòèíèjåã ìðåæíîã ïðîòîêà). Ïîòðåáíî jå ïðîíà£è
íàjjåôòèíèjè ïðîòîê ðîáå êðîç ìðåæó. Ìðåæà (óñìjåðåí ãðàô) ñå ñàñòîjè îä ñêóïà
÷âîðîâà (ñïîjåâà) S è ñêóïà (ïðîäóêòî)âîäà V êîjè ïîâåçójó ÷âîðîâå. Âîä vij èç ñêóïà
V ñå îäíîñè íà óðå¢åí ïàð (i, j) (ïðîòîê èäå îä i äî j) ãäjå ñó i, j ∈ S. Íå ìîðàjó íóæíî
ñâè ÷âîðîâè áèòè ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè. Jåäàí ïàð ÷âîðîâà ìîæå áèòè ïîâåçàí ñà âèøå
âîäîâà, äðóãèì ðèjå÷èìà ìîãó ïîñòîjàòè v1ij è v

2
ij êàî äâà ðàçëè÷èòà âîäà èç ñêóïà V .

Ñâàêîì âîäó ñå ïðèäðóæójó ÷åòèðè âðèjåäíîñòè:

• êîëè÷èíà ïðîòîêà pv, ïðè ÷åìó ñó äîçâî§åíå íåãàòèâíå âðèjåäíîñòè (óêàçójó äà
ïðîòîê èäå îä j êà i)

• äî»à ãðàíèöà dv, êîjà îäðå¢ójå íàjìà»è äîçâî§åí ïðîòîê êðîç âîä v (0 jå
ïîäðàçóìèjåâàíà âðèjåäíîñò).

• ãîð»à ãðàíèöà gv, êîjà îäðå¢ójå íàjâå£è äîçâî§åí ïðîòîê êðîç v (∞ jå
ïîäðàçóìèjåâàíà âðèjåäíîñò).

• öèjåíà (òðîøàê, öè§íà âðèjåäíîñò) ïðîòîêà êðîç âîä v, ó îçíàöè cv.

Ñâàêîì ÷âîðó s jå ïðèäðóæåío os, òî jåñò êîëè÷èíà îïñêðá§èâà»à òîã ÷âîðà. Àêî
jå os > 0, ÷âîð ñå íàçèâà îòïðåìíèêîì (èçâîðîì, ïóìïîì), àêî jå os < 0 ÷âîð ñå
íàçèâà ïðèjåìíèêîì (îäëèâíèì ÷âîðîì), à àêî jå os = 0, îíäà ñå íàçèâà ïðîòî÷íèì
÷âîðîì. Çáèð ñâèõ îòïðåìà»à ìîðà áèòè jåäíàê çáèðó ñâèõ ïðèjåìà, èíà÷å ïðîáëåì
íèjå äîïóñòèâ.

Is jå ñêóï ñâèõ âîäîâà ó êîjèìà ñå ïðîòîê êðå£å îä ÷âîðà s (èçëàçíè âîäîâè èç
÷âîðà s), à Un jå ñêóï ñâèõ âîäîâà ó êîjèìà ñå ïðîòîê êðå£å êà ÷âîðó s (óëàçíè âîäîâè
çà ÷âîð s).

Ïðîáëåì ñå ìîæå çàïèñàòè êàî ëèíåàðíè ïðîãðàì

min
∑
v∈V

cvpv∑
v∈Us

pv −
∑
v∈Is

pv = os, ∀s ∈ S

dv 6 pv 6 gv, ∀v ∈ V
Óêîëèêî ïðîãðàì îjà÷àìî óñëîâîì öjåëîáðîjíîñòè, ïðåòõîäíà òâð¢å»à ãîâîðå äà

£å äîïóñòèâà áàçíà ðjåøå»à áèòè öjåëîáðîjíà, ïà £å ñå ñàìèì òèì è äà§å ìî£è
êîðèñòèòè ìåòîäè ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà »åãîâî ðjåøàâà»å.

Ó ïðàêñè (èíäóñòðèjè) ñå jàâ§à íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ è áèòíèõ âàðèjàíòè îâîã
ïðîáëåìà:
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• Ïðîáëåì íàjêðà£åã ïóòà � îçíà÷åíè ñó ïîëàçíè ÷âîð a è îäðåäèøíè ÷âîð b;
óâåäåíà ñó îãðàíè÷å»à pv ∈ {0, 1}, oa = 1, ob = −1, os = 0 çà s /∈ {a, b} è gv =
1 çà v ∈ V .
• Ïðîáëåì òðàíñïîðòà � ïî jåäàí ÷âîð çà ñâàêîã ñíàäájåâà÷à è ïî jåäàí ÷âîð
çà ñâàêîã íàðó÷èîöà ðîáå; âîäîâè (èâèöå ãðàôà) îäãîâàðàjó ïóòåâèìå äîñòàâå
îä ñíàäájåâà÷à äî íàðó÷èîöà; gv = ∞; oi ∈ {S1, . . . , Sm} çà ñíàäájåâà÷å è oj ∈
{N1, . . . , Nn} çà íàðó÷èîöå.
• Ïðîáëåì ìàêñèìàëíîã ïðîòîêà � îçíà÷åíè ñó ïîëàçíè ÷âîð a è îäðåäèøíè ÷âîð
b; óâåäåí jå jåäèíñòâåí ïîìî£íè âîä vba, çà êîjåã âàæè äà jå cvba = −1, à çà ñâå
îñòàëå jå cv = 0; os = 0; ds = 0.

Ïîëèåäàð îäðå¢åí ñèñòåìîì ëèíåàðíèõ îãðàíè÷å»à jå ïîòïóíî äóàëíî öjåëîáðîjàí
(ÏÄÖ) àêî çà ñâàêó ôóíêöèjó öè§à êîjà èìà öjåëîáðîjíå êîåôèöèjåíòå, äóàëíè
ëèíåàðíè ïðîãðàì èìà îïòèìàëíî ðjåøå»å (êàä ãîä îíî ïîñòîjè).

Òåîðåìà 1.24 (Åäìîíäñ-�àjëñ [25]). Àêî jå P = {x : Ax 6 b} ÏÄÖ è b öjåëîáðîjàí
âåêòîð, îíäà jå P öjåëîáðîjàí.

Ïîðåä ïîòïóíî óíèìîäóëàðíèõ ìàòðèöà, âàæíó óëîãó ó òåîðèjè ïîëèåäàðà èìàjó
áàëàíñèðàíå ìàòðèöå Êëîäà Áåðæà. 0-1 ìàòðèöà jå áàëàíñèðàíà àêî íå ñàäðæè
êâàäðàòíó ïîäìàòðèöó íåïàðíîã ðåäà êîjà èìà ïî äâèjå jåäèíèöå ó âðñòàìà è
êîëîíàìà. Ïîêàçàëî ñå äà èìàjó áèòíó óëîãó ó ïðîáëåìèìà ïàêîâà»à è ïîêðèâà»à.

Òåîðåìà 1.25 ([16, 29]). Àêî jå A áàëàíñèðàíà 0-1 ìàòðèöà, oíäà ñó ñ§åäå£è
ïîëèåäðè öjåëîáðîjíè:

• P = {x : Ax 6 1, x > 0} (ïðîáëåì ïàêîâà»à)

• Q = {x : Ax > 1, 0 6 x 6 1} (ïðîáëåì ïîêðèâà»à)

• R = {x : Ax = 1, x > 0} (ïðîáëåì ïàðòèöèîíèñà»à)

Òðóìïåð jå ïðîøèðèî äåôèíèöèjó áàëàíñèðàíèõ ìàòðèöà íà {−1, 0, 1}-ìàòðèöå
[58], à Êîíôîðòè è Êîðíóèæîë ñó ó [17] äîêàçàëè îäãîâàðàjó£å ïðîøèðå»å ïðåòõîäíå
òåîðåìå.

Ëàêî ñå óî÷àâà äà jå {−1, 0, 1}-ìàòðèöà A áàëàíñèðàíà àêî è ñàìî àêî jå AT

óðàâíîòåæåíà. Øòàâèøå, A jå áàëàíñèðàíà (ïîòïóíî óíèìîäóëàðíà) àêî è ñàìî àêî
jå ñâàêà »åíà ïîäìàòðèöà áàëàíñèðàíà (ïîòïóíî óíèìîäóëàðíà), ïà ñå ïðåòõîäíà
òâð¢å»à ìîãó ïðèìèjåíèòè íà ñâå »åíå ïîäìàòðèöå. Êëàñà ïîòïóíî óíèìîäóëàðíèõ
ìàòðèöà ÷èíè ïîòêëàñó áàëàíñèðàíèõ ìàòðèöà, òî jåñò ïîòïóíî óíèìîäóëàðíå
ìàòðèöå ñó óâèjåê áàëàíñèðàíå [14]. Èíà÷å, ïîñòîjè àëãîðèòàì ïîëèíîìñêîã âðåìåíà
çà ïðåïîçíàâà»å áàëàíñèðàíèõ ìàòðèöà [60].

Çàíèì§èâî jå äà jå jîø òîêîì XIX âèjåêà »åìà÷êè ôèçè÷àð Ãóñòàâ Êèðõîô,
ïîçíàò ïî Êèðõîôîâèì çàêîíèìà, îïèñàî êëàñó ïîòïóíî óíèìîäóëàðíèõ ìàòðèöà,
êîjó ñó Õîôìàí, Êðàñêàë, Õàðîëä Êóí è Àëáåðò Òàêåð ïîíîâî ½îòêðèëè� 50-òèõ
ãîäèíà XX âèjåêà [40].

Ñ äðóãå ñòðàíå, íå ðàçìàòðàjó£è ïðîãðàìå ñà ïîñåáíîì ñòðóêòóðîì, Õåíäðèê
Â. Ëåíñòðà jå ó [47] äîêàçàî äà jå öjåëîáðîjíè ïðîãðàì ñà ôèêñèðàíèì áðîjåì
ïðîìjåí§èâèõ ðjåøèâ ó ïîëèíîìñêîì âðåìåíó, äîê jå Õðèñòîñ Õ. Ïàïàäèìèòðèîó
ó [52] äîêàçàî äà ïîñòîjè àëãîðèòàì ïñåóäîïîëèíîìñêîã âðåìåíà çà ðjåøàâà»å
öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà ñà ôèêñèðàíèì áðîjåì îãðàíè÷å»à.
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Àëãîðèòàì ñå èçâðøàâà ó ïñåóäîïîëèíîìñêîì âðåìåíó àêî jå »åãîâî âðèjåìå
èçâðøàâà»à ïîëèíîìñêî ïî âðèjåäíîñòèìà óëàçíèõ ïîäàòàêà è âåëè÷èíè ïðîáëåìà,
àëè íå ïî äóæèíè çàïèñà óëàçà. Òàêâè àëãîðèòìè ñó òåõíè÷êè åêñïîíåíöèjàëíå
ôóíêöèjå ñâîãà óëàçà è ñòîãà ñå íå ñìàòðà äà ñó ïîëèíîìñêîã âðåìåíà.

1.4.2 Î îïøòèì ìåòîäèìà

Ïðâè åãçàêòàí àëãîðèòàì çà ðjåøàâà»å îïøòåã öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà, çàñíîâàí
íà òàêîçâàíoì ìåòîäó îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè, ïðîíàøàî je 1958. ãîäèíå Ðàëô Å.
Ãîìîðè. Èäåjó îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè ñó ïðâè ïðåäëîæèëè Äàíöèã, Ðåj Ôóëêåðñîí è
Ñåëìåð �îíñîí çà ÷óâåíè ïðîáëåì òðãîâà÷êîã ïóòíèêà jîø 1954. ãîä. [57], íî ïðåìà
êîíòðàïðèìjåðó çà Ïðåòïîñòàâêó 9, äàòè ìåòîä jå èìàî ìàíó � íà¢åíè ñó ïðèìjåðè
çà êîjå íå êîíâåðãèðà.

Äî äàíàñ jå ðàçâèjåíî ìíîãî ðàçëè÷èòèõ åãçàêòíèõ ìåòîäà çà ðjåøàâà»å îïøòåã
öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà è ñâè îíè èìàjó, ìå¢óñîáíî èõ ñàãëåäàâàjó£è, îäðå¢åíå
ïðåäíîñòè è ìàíå. Ñàâðåìåíè àëãîðèòìè öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìèðà»à ñó çàñíîâàíè
íà:

• ìåòîäèìà îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè

• ìåòîäèìà ãðàíà»à è îìå¢èâà»à

• ìåòîäèìà ãðàíà»à è îäñèjåöà»à

• ìåòîäèìà ãðàíà»à è îöjå»èâà»à

Ó îâîì ðàäó áè£å ïðåäñòàâ§åíå è ðàçìàòðàíå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè, êàî
îðó¢å êîjå ñå êîðèñòè ó âèøå ðàçëè÷èòèõ ìåòîäà çà ðjåøàâà»å öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà
è êîjå jå îä ñâîã óâî¢å»à, äàâíå 1958. ãîäèíå, jîø óâèjåê ïðåäìåò ïàæ»å è ïðîó÷àâà»à
ìàòåìàòè÷àðà.
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Ãëàâà 2

Ìåòîäè îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè

À êàä çà÷ó Êðà§åâè£ó Ìàðêî,
Òðæå ñàá§ó, îäñèjå÷å ìó ãëàâó,
Ïà jå áàöè ó âîäó Ìàðèöó

Íàðîäíè ïjåñíèê

Ìåòîäè îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè ñëóæå çà ðjåøàâà»å îïøòèõ ïðîáëåìà êîíâåêñíå
îïòèìèçàöèjå (íå ñàìî öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà). Çàñíîâàíè ñó íà óïîòðåáè õèïåððàâíè
ïîìî£ó êîjèõ ñå äàòè ïðîáëåì àïðîêñèìèðà íèçîì áî§å îäðå¢åíèõ ïðîáëåìà. Ãëàâíî
ñâîjñòâî òèõ õèïåððàâíè jå äà ñå ïîñìàòðàíà òà÷êà íàëàçè ñà jåäíå, à ñâå òà÷êå êîjå
çàäîâî§àâàjó ïî÷åòíå óñëîâå, ñà äðóãå ñòðàíå ðàâíè. Îáè÷íî ñó ìà»å äjåëîòâîðíè
îä äðóãèõ ìåòîäà, àëè èìàjó áðîjíå ïðåäíîñòè çáîã êîjèõ ïîñòàjó îäëè÷àí èçáîð ó
îäðå¢åíèì ñèòóàöèjàìà:

• íå çàõòjåâàjó äèôåðåíöèjàáèëíîñò

• íåêàä jå ìîãó£å èñêîðèñòèòè êàðàêòåðèñòè÷íó ñòðóêòóðó ïðîáëåìà

• íå çàõòjåâàjó èçðà÷óíàâà»å âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à è ôóíêöèjà îãðàíè÷å»à
ó ñâàêîì êîðàêó (èòåðàöèjè). Çáîã òîãà ñó êîðèñíè çà ïðîáëåìå ñà âåëèêèì
áðîjåì îãðàíè÷å»à.

• ïîìî£ó »èõ ñå ïðîáëåì ìîæå ïîäèjåëèòè íà ìà»å ïðîáëåìå êîjè ñå çàòèì ìîãó
ðjåøàâàòè ïîjåäèíà÷íî

2.1 Îñíîâíè àëãîðèòàì

Òðåáà ïðîíà£è òà÷êó èç ñêóïà Ω ⊆ Rn, êîjè ñå íàçèâà öè§íè ñêóï, èëè òðåáà
ïîêàçàòè äà jå Ω ïðàçàí. Íà ïðèìjåð, àêî ñå òðàæè òà÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèjå, ñêóï
Ω ìîæå áèòè ñêóï òà÷àêà ìàêñèìóìà.

Ó ïðâîì êîðàêó ñå îäðå¢ójå òà÷êà x ∈ Rn è ïðîâjåðàâà ñå äà ëè ñå îíà íàëàçè ó
ñêóïó Ω. Ó ñëó÷àjó äà x ∈ Ω íàø çàäàòàê jå ðèjåøåí, äîê ñå ó ïðîòèâíîì îäðå¢ójå
õèïåððàâàí ñà ñâîjñòâîì äà ñå òà÷êà x íàëàçè ñ jåäíå ñòðàíå, à ñâå òà÷êå ñêóïà Ω ñ
äðóãå ñòðàíå ðàâíè. Íà ïðèìjåð, íà¢åìî a 6= 0 è b òàêâå äà

aTy 6 b çà y ∈ Ω, aTx > b.

Îâà õèïåððàâàí ñå çîâå îäñèjåöàjó£à ðàâàí ïîøòî îäñèjåöà (èçáàöójå) ñêóï {y : aTx >
b} èç äà§å ïðåòðàãå (òà÷êå îäñjå÷åíîã ñêóïà íå ìîãó ïðèïàäàòè ñêóïó Ω).
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ΩPk

Ñëèêà 2.1

Àëãîðèòàì 2.1 Îñíîâíè àëãîðèòàì ìåòîäà îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè ó ïñåâäîêîäó

íà¢è ïîëèåäàð P0 êîjè ñàäðæè Ω
k ← 0
ïðîíà¢åíîÐjåøå»å ← íåòà÷íî

ïðàçàí ← íåòà÷íî

ñâå äîê je (ïðîíà¢åíîÐjåøå»å = íåòà÷íî) èëè (ïðàçàí = íåòà÷íî)
èçàáåðè òà÷êó xk ∈ Pk
àêî jå xk ∈ Ω

ïðîíà¢åíîÐjåøå»å ← òà÷íî

èíà÷å
ïðîíà¢è ak è bk ò.ä. jå a

T
k y 6 bk (çà y ∈ Ω) è aTk xk > bk

Pk+1 ← Pk ∩ {y : aTk y 6 bk}
àêî jå Pk+1 = ∅ îíäà

ïðàçàí ← òà÷íî

k ← k + 1
àêî jå (ïðîíà¢åíîÐjåøå»å = òà÷íî)

ðåçóëòàò jå xk
èíà÷å

ðåçóëòàò jå ∅

Ïðåòõîäíè àëãîðèòàì ïðîèçâîäè íèç óãíèjåæ¢åíèõ ïîëèåäàðà P òàêàâ äà çà ñâå
Pi ∈ P è i ∈ N0 âàæè äà

P0 ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ Pk ⊃ . . . ⊃ Ω,

òî jåñò êîjè ñâå áî§å è áî§å, ñïî§à, êàðàêòåðèøó öè§íè ñêóï Ω. Àïðîêñèìàöèjà ñå
ïîáî§øàâà îêî òðåíóòíî èçàáðàíå òà÷êå êîjà íàjâèøå îáå£àâà ó äàòîj åòàïè.

25



Óîïøòåíî ãëåäàíî, îâà ïðîöåäóðà ìîæå áèòè áåñêîíà÷íà (íïð. x ïîñòîjè è x /∈ Ω
çà ñâàêî P ∈ P). Çà áåñêîíà÷àí àëãîðèòàì îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè êàæåìî äà êîíâåðãèðà
àêî ïðîèçâîäè íèç èçàáðàíèõ òà÷àêà xk ó êîì ñâàêà òà÷êà íàãîìèëàâà»à x ïðèïàäà
Ω. Ó ïðàêñè, àëãîðèòàì ñå çàóñòàâ§à êàäà ñå xk äîâî§íî äîáðî ïðèáëèæè ñêóïó Ω.
Êàî øòî ñå ìîæå ïðèìjåòèòè, ìåòîä îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè è íå ìîðà äà êîíâåðãèðà,
íî àêî êîíâåðãèðà »åãîâ ðåä êîíâåðãåíöèjå jå 1. Óçåâøè ó îáçèð äà íå çàõòjåâà
äèôåðåíöèjàáèëíîñò, ñàñâèì jå ïðèõâàò§èâ.

Ïîëèåäàð Pk ïðåäñòàâ§à íàøå çíà»å î ìîãó£åì ïîëîæàjó öè§íå (îïòèìàëíå)
òà÷êå íàêîí k-òîã êîðàêà ìåòîäà îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè. Ìjåðà Pk ïðåäñòàâ§à îöjåíó
íàøå íåñèãóðíîñòè ó ïîãëåäó ïîëîæàjà äàòå òà÷êå, ïà àêî jå Pk âåëèê, jîø óâèjåê ñìî
ïîïðèëè÷íî íåñèãóðíè ãäjå ñå íàëàçè íàøà öè§íà òà÷êà.

Jåäíà î÷èòà ìjåðà îìå¢åíîã ñêóïà (ïîëèåäðà) Pk jå ïðå÷íèê d íàjìà»å êóãëå {x̂+t :
||t|| 6 d

2
} êîjà ñàäðæè Pk. Ó òîì ñëó÷àjó çíàìî äà íàì óäà§åíîñò ðjåøå»à ïðîáëåìà

îä òà÷êå x̂ ìîæå áèòè íàjâèøå d
2
îä x̂, ïà êîðèø£å»åì îâå îöjåíå ìîæåìî ïðàòèòè

íàïðåäîâà»å ïîñòóïêà ïîñìàòðàjó£è îäãîâàðàjó£å ïðå÷íèêå êóãëà ñà öåíòðîì ó x̂
êîjå ñàäðæå ïîëèåäðå Pk+i (ïîøòî jå Pk+1 ⊂ Pk, òj. ïðå÷íèê ñå íå ïîâå£àâà).

Ðàçìàòðà»åì îäíîñà çàïðåìèíà îìå¢åíèõ ïîëèåäàðà Pk

vol(Pk+1)

vol(Pk)

ó k-òîì êîðàêó ïîñòóïêà jå jîø jåäàí îä íà÷èíà êîjè ìîæå äà ïîñëóæè çà ïðà£å»å
íàïðåòêà.

Ñ äðóãå ñòðàíå, íèjå òåøêî ïðèìjåòèòè äà ñó íåêà ïèòà»à îñòàëà áåç îäãîâîðà, à
ìå¢ó »èìà è äâà âåîìà âàæíà:

1. Êàêî èçàáðàòè òà÷êó xk ∈ Pk?
2. Êàêî îäðåäèòè ðàâàí êîjà ðàçäâàjà òà÷êó xk îä ñêóïà Ω?

Ñâàêè íîâè íà÷èí èçáîðà òà÷êå íàì äàjå íîâè ìåòîä îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè, ìå¢ó
êîjìà ñâàêè èìà ñâîjå äîáðå è ëîøå ñòðàíå ó çàâèñíîñòè îä òîãà êîëèêî jå òåøêî
èçàáðàòè ñ§åäå£ó òà÷êó, êàêâà jå òåîðèjñêà ñëîæåíîñò ìåòîäà è êàî è »åãîâà
ïðàêòè÷íà ïðèìjåíà.

2.2 Ãåíåðè÷êè ìåòîä çà öjåëîáðîjíå ïðîãðàìå

Ó ãåíåðè÷êîì ìåòîäó íà÷èí ðjåøàâà»à öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà ñå îñëà»à íà
ðjåøàâà»å íèçà ëèíåàðíèõ ïðîãðàìà (èçáîð òà÷êå), êîjè jåäàí çà äðóãèì ïðóæàjó
ñâå áî§å è áî§å àïðîêñèìàöèjå ðjåøå»à öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà.
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Ãåíåðè÷êè ìåòîä îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè
çà öjåëîáðîjíå ïðîãðàìå

1. Íà£è x∗ � îïòèìàëíî ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjå.

2. Àêî jå x∗ öjåëîáðîjíî, ïðåêèíóòè ïîñòóïàê ïîøòî jå x∗ òðàæåíî ðjåøå»å

3. Àêî x∗ íèjå ó ïîòïóíîñòè öjåëîáðîjíî, íà¢è íåjåäíàêîñò êîjà:

- çàäîâî§àâà ñâà äîïóñòèâà ðjåøå»à ÖÏ-à;
- íàðóøåíà jå ó x∗.

4. Äîäàòè äàòó íåjåäíàêîñò ËÏ-ðåëàêñàöèjè è âðàòè ñå íà êîðàê 1.

Äîäàâà»åì íåjåäíàêîñòè (òj. îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè) íèçó ËÏ-ðåëàêñàöèjà, íèç
îïòèìàëíèõ âðèjåäíîñòè óçàñòîïíèõ ëèíåàðíèõ ïðîãðàìà jå íåðàñòó£è íèç ãîð»èõ
îãðàíè÷å»à îïòèìàëíå âðèjåäíîñòè öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà. Ãëàâíè ïðîáëåì ó ïðèìjå-
»èâà»ó ãåíåðè÷êîã ìåòîäà îäñjåöàjó£èõ ðàâíè ëåæè ó ïðîíàëàæå»ó íåjåäíàêîñòè
èç òðå£åã êîðàêà, ÷èjè ñå ñìèñàî îãëåäà ó ïîêóøàjó êàðàêòåðèçàöèjå öjåëîáðîjíîã
îìîòà÷à ïðîãðàìà, áàð ó áëèçèíè öjåëîáðîjíîã îïòèìàëíîã ðjåøå»à.
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Ãëàâà 3

Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

½Ó Ìîðíàðèöè ñàì è äà§å áèî ñàâjåòíèê, ïà ñàì
íàñòàâèî äà ðàäèì íà »èõîâèì ïðîáëåìèìà òîêîì
ñâîjèõ ìjåñå÷íèõ ïóòîâà»à ó Âàøèíãòîí. Íà jåäíîì
îä îâèõ ïóòîâà»à, ãðóïà jå ïðåäñòàâèëà ëèíåàðàí
ïðîãðàì êîjè jå áèî ìîäåë Ìîðíàðè÷êå Îïåðàòèâíå
Ãðóïå (åíãë. Navy Task Force). Jåäàí îä èçëàãà÷à jå
ïðîêîìåíòàðèñàî êàêî áè áèëî ëèjåïî äà ñå èìàjó
öjåëîáðîjíè ðåçóëòàòè, ïîøòî 1,3 íîñà÷à àâèîíà, êàî
ðåçóëòàò, íå çíà÷è íèøòà (êîíêðåòíî).�

Ðàëô Å. Ãîìîðè

3.1 Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

Èìàjó£è ó âèäó öjåëîáðîjíè ïðîãðàì

max
k∑
j=1

cjxj

k∑
j=1

aijxj 6 bi, çà i = 1, 2, . . . ,m; (i)

xj > 0, çà j = 1, 2, . . . , k; (ii)

xj ∈ Z, çà j = 1, 2, . . . , k, (iii)

çà τ ∈ Rm
+ âàæè äà çà ñâàêî x êîjå çàäîâî§àâà íåjåäíàêîñò (i), âðèjåäè è íåjåäíàêîñò

m∑
i=1

τi

n∑
j=1

aijxj 6
m∑
i=1

τibi, (i′)

èëè, øòî jå èñòîâjåòíî,

n∑
j=1

⌊
m∑
i=1

τiaij

⌋
xj +

n∑
j=1

(
m∑
i=1

τiaij −
⌊

m∑
i=1

τiaij

⌋)
xj 6

m∑
i=1

τibi.
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Ñëèjåäè äà ñâà ðjåøå»à êîjà çàäîâî§àâàjó (i) è (ii) çàäîâî§àâàjó è

n∑
j=1

⌊
m∑
i=1

τiaij

⌋
xj 6

m∑
i=1

τibi. (ii′)

Âàæíî jå ïðèìjåòèòè äà jîø óâèjåê íèjå êîðèøòåí óñëîâ (iii). Êîíà÷íî, èç (iii)
ñëèjåäè äà ñâà ðjåøå»à ïî (ii′) è (iii) çàäîâî§àâàjó Õâàòàë-Ãîìîðèjåâó îäñèjåöàjó£ó
ðàâàí

n∑
j=1

⌊
m∑
i=1

τiaij

⌋
xj 6

⌊
m∑
i=1

τibi

⌋
. (iii′)

Ôîðìàëíî, jåäíà÷èíà îïèñójå ïîëóïðîñòîð, àëè jå ñóøòèíà ó õèïåððàâíè êîjîì jå
òàj ïîëóïðîñòîð íà íåêè íà÷èí îäðå¢åí, îäíîñíî ñóøòèíà jå ó îäðå¢èâà»ó »åíèõ
êîåôèöèjåíàòà.

Äà áè áèëà jàñíèjà óëîãà Õâàòàë-Ãîìîðèjåâèõ ðàâíè è äà áè ñå óâèäjåëà îáëàñò
êîjó îíå ïîêðèâàjó (ãäjå ñå ìîãó íàëàçèòè çà êîíêðåòàí ïðîãðàì), áèòíî jå çàïàçèòè
äà jå (iii′) çàäîâî§åíî çà ñâà ðjåøå»à êîjà çàäîâî§àâàjó óñëîâå (ii′) è (iii), àëè íèjå,
ïàê, çà ñâà îíà ðjåøå»à êîjà çàäîâî§àâàjó (i) è (ii). Äðóãèì ðèjå÷èìà, Õâàòàë-
Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ñó âà§àíå íåjåäíàêîñòè çà öjåëîáðîjíè îìîòà÷ ó
ïîëèåäðó îäãîâàðàjó£å ËÏ-ðåëàêñàöèjå öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà.

Ñëèêà 3.1 Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

Ïðèìjåð 3.1 (Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè). Ðàçìîòðèìî ïðîãðàì

max 2x1 + x2
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óç óñëîâå:

7x1 + x2 6 28;

−x1 + 3x2 6 7;

−8x1 − 9x2 6 −32;

x1, x2 > 0;

x1, x2 ∈ Z.

Èçáîð τ1 = 0, τ2 = 1/3, τ3 = 1/3 äàjå ðàâàí îäñèjåöà»à −3x1 − 2x2 6 −9, äîê èçáîð
τ1 = 1/21, τ2 = 7/22, τ3 = 0 äàjå ðàâàí îäñèjåöà»à x2 6 3 (Ñë. 3.1). �

Èàêî ïðèìjåð ïðåäî÷àâà äjåëîâà»å îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè, jîø óâèjåê íèjå äàò
ñèñòåì (ìåòîä) çà »èõîâî ãåíåðèñà»å, êîjè áè äîâåî, ïðèìjåíîì ãåíåðè÷êîã ìåòîäà
îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè, äî öjåëîáðîjíîã ðjåøå»à. Òàêàâ ìåòîä áè£å ïðåäñòàâ§åí ó
íàñòàâêó, êàäà £å ñå è ðèjåøèòè ïðîáëåì èç ïðèìjåðà.

3.2 Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ñó ðàâíè îïøòå ñâðõå, òî jåñò íå èñêîðèøòàâàjó
íåêó ïîñåáíó ñòðóêòóðó, íèòè ñó ïàê âåçàíå çà íåêè òèï öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà, íåãî
íàñòàjó îä äîïóñòèâèõ áàçíèõ ðjåøå»à îäãîâàðàjó£å ËÏ-ðåëàêñàöèjå. Çà ïî÷åòàê,
ïðåòïîñòàâè£å ñå äà ñó aij, bi, è cj, ïðèðîäíî, ñâè öjåëîáðîjíè. Íåêà jå x0 äåôèíèñàíî
íà ñ§åäå£è íà÷èí

x0 −
n∑
j=1

cjxj = 0.

Çà i = 1, 2, . . . ,m, äåôèíèøó ñå íåíåãàòèâíå èçjåäíà÷àâàjó£å ïðîìjåí§èâå xn+i íà
ñ§åäå£è íà÷èí

xn+i +
n∑
j=1

aijxj = bi.

Ïðèìjåòíî jå äà ñó ó îâàêâîj ïîñòàâöè èçjåäíà÷àâàjó£å ïðîìjåí§èâå è x0 öjåëîáðîjíè,
óïðàâî çáîã ïðåòïîñòàâêå äà ñó aij, bi, è cj ñâè öjåëîáðîjíè. Âàæíà ïîñ§åäèöà îâîãà
jå äà ñå ó óâå£àíîì îáëèêó ïðîãðàìà è äà§å ðàçìàòðà öjåëîáðîjíè ïðîãðàì.

Çà ñâå 1 6 i, j 6 m, äåôèíèøå ñå

ai,(n+j) =

{
1 àêî jå i = j
0 àêî jå i 6= j

è íåêà jå ai,0 = 0 çà ñâå 1 6 i 6 m. Óçåâøè äà jå k = n + m, çà 0 6 j 6 k äåôèíèøå
ñå jîø

a0j =


1 àêî jå j = 0
−cj àêî jå 1 6 j 6 n
0 àêî jå n+ 1 6 j 6 n+m,

è íà êðàjó b0 = 0. Çíà÷è, àêî jå A ìàòðèöà ãëàâíèõ îãðàíè÷å»à ïðîãðàìà, îíäà jå

T =

[
1 −cT 0
0 A I

]
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ìàòðèöà ïðîãðàìà ó óâå£àíîì îáëèêó. Áàçíî ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjå ñå ìîæå äîáèòè
îäãîâàðàjó£îì îáðàäîì ñèñòåìà jåäíà÷èíà

k∑
j=0

aijxj = bi, çà i = 0, 1, 2, . . . ,m.

Ñêóï èíäåêñà ïðîìjåí§èâèõ {0, 1, 2, . . . , k} äèjåëèìî íà ñêóï áàçíèõ èíäåêñà β =
{β0 = 0, β1, β2, . . . , βm} è ñêóï íåáàçíèõ èíäåêñà η = {η1, η2, . . . , ηk−m} òàêî äà ñèñòåì
jåäíà÷èíà

m∑
j=0

aiβjxβj +
k−m∑
j=1

aiηjxηj = bi, i = 0, 1, 2, . . . ,m (3.1)

èìà jåäèíñòâåíî íåíåãàòèâíî ðjåøå»å x∗ çà x∗η1 = x∗η2 = . . . = x∗ηk−m = 0. Äà§å,
jåäíà÷èíå ñà áàçíèì ïðîìjåí§èâèì ñå ìîãó ðèjåøèòè ïî íåáàçíèì ïðîìjåí§èâèì

xβi +
k−m∑
j=1

aβiηjxηj = x∗βi , i = 0, 1, 2, . . . ,m (3.2)

ãäjå ñó aβiηj åëåìåíòè ìàòðèöå A = T−1β Tη. Îâà jåäíà÷èíà ó ñóøòèíè ïðåäñòàâ§à i-òè
ðåä ñèìïëåêñ-òàáåëå. Êîíà÷íî, èìàjó£è ó âèäó íåíåãàòèâíîñò è öjåëîáðîjíîñò xj-à,
äîáèjàjó ñå òðàæåíå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

xβi +
k−m∑
j=1

⌊
aβiηj

⌋
xηj 6

⌊
x∗βi
⌋
, i = 0, 1, 2, . . . ,m. (Gβi)

Ìîæå ñå ïðèìèjåòèòè äà jå íåjåäíàêîñò îäñèjåöàjó£å ðàâíè (Gβi) íàðóøåíà
ó áàçíîì ðjåøå»ó ñâàêè ïóò êàäà x∗βi /∈ Z. Øòàâèøå, Ãîìîðèjåâå ðàâíè èìàjó
öjåëîáðîjíå êîåôèöèjåíòå, à òà ÷è»åíèöà jå èçóçåòíî âàæíà, jåð jå óïðàâî çáîã òîãà
ìîãó£å ïîíîâèòè ïðåòõîäíè ïîñòóïàê. Íà êðàjó, îäóçèìà»åì (3.2) îä (Gβi) äîáèjàjó
ñå ó ñóøòèíè èñòå (èñòîâjåòíå) íåjåäíàêîñòè, òàêîçâàíå ðàçëîì§åíå Ãîìîðèjåâå
îäñèjåöàjó£å ðàâíè,

k−m∑
j=1

(baβiηjc − aβiηj)xηj 6 bx∗βic − x∗βi . (Gβi)

ãäjå i = 0, 1, 2, . . . ,m.

Ïðèìjåäáà 3.1 (Ãîìîðèjåâå ðàâíè ñó Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå ðàâíè). Àêî ñó λt1, λt2, . . . , λtm
ðåàëíè áðîjåâè òàêâè äà jå ïðåìà (3.1) è (3.2)

m∑
i=1

λti · bi = x∗t ,

äàòà àãðåãàöèjà ñå ìîæå çàïèñàòè, íå îáàçèðó£è ñå êîíêðåòíî íà ðàñïîðåä áàçíèõ è
íåáàçíèõ ïðîìjåí§èâèõ, êàî

m∑
i=1

λti

k∑
j=1

aijxj = x∗t .
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Ðàçëîì§åíà Ãîìîðèjåâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí, êîjà ñå èçâîäè èç ðåäà t ñèìïëåêñíå
òàáåëå, ó îâîì ñëó÷àjó je îáëèêà

(Gt)−
k∑
j=1

m∑
i=1

bλticaijxj 6
⌊

m∑
i=1

λtibi

⌋
−

m∑
i=1

bλticbi.

Óç ÷è»åíèöó äà jå çà λ ∈ R, a ∈ Z

b(λ− bλc)ac = bλac − bλca,

èç ïðåòõîäíîã ñå äîáèjà äà jå

k∑
j=1

⌊
m∑
i=1

(λti − bλtic)aij
⌋
xj 6

⌊
m∑
i=1

(λti − bλtic)bi
⌋
,

îäíîñíî àêî ñå óçìå äà jå uti = λti − bλtic, Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ñå ìîãó
çàïèñàòè ó îáëèêó

n∑
j=1

⌊
m∑
i=1

utiaij

⌋
xj 6 butibic ,

à òî jå íèøòà äðóãî äî îáëèê çà Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè.

3.3 Ãîìîðèjåâ ìåòîä

Íàñòàâ§àjó£è ñà ðjåøàâà»åì ïðîáëåìà èç Ïðèìjåðà 3.1 (Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå
îäñèjåöàjó£å ðàâíè), óâîäå ñå èçjåäíà÷àâàjó£å ïðîìjåí§èâå x3, x4, è x5. Îïòèìàëíà
áàçà ËÏ-ðåëàêñàöèjå ñå ñàñòîjè îä áàçíèõ èíäåêñà {0, 1, 2, 5} êàî øòî ñå ìîæå âèäjåòè
èç îäãîâàðàjó£å ñèìïëåêñ-òàáåëå

x0 + 7
22
x3 + 5

22
x4 = 21

2

x1 + 3
22
x3 − 1

22
x4 = 7

2

x2 + 1
22
x3 + 7

22
x4 = 7

2

3
2
x3 +5

2
x4 +x5 = 55

2
.

Èç ïðåòõîäíèõ jåäíà÷èíà äîáèjàjó ñå ñ§åäå£å Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

x0 6 10; (0)

x1 − x4 6 3; (1)

x2 6 3; (2)

x3 + 2x4 + x5 6 27, (3)

÷èjè jå îáëèê ó ïðîñòîðó ïî÷åòíèõ ïðîìjåí§èâèõ
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2x1 + x2 6 10; (0′)

3x2 6 10; (1′)

x2 6 3; (2′)

3x1 + 2x2 6 17. (3′)

Ñëèêà 3.2 Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

Ó ïðîñòîðó íåáàçíèõ ïðîìjåí§èâèõ, ðàçëîì§åíå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè
ñó îáëèêà

− 7

22
x3 −

5

22
x4 6 −

1

2
; (0̄)

− 3

22
x3 −

21

22
x4 6 −

1

2
; (1̄)

− 1

22
x3 −

7

22
x4 6 −

1

2
; (2̄)

−1

2
x3 −

1

2
x4 6 −

1

2
. (3̄)

Ãîìîðèjåâ ìåòîä ñå çàñíèâà íà èäåjè äà ñå ó ãåíåðè÷êîì ìåòîäó, ïðèëèêîì
ïðîèçâî¢å»à îäñèjåöàjó£å ðàâíè, îäàáåðå îäãîâàðàjó£è èñõîäíè ðåä ñèìïëåêñíå
òàáåëå ñà íåöjåëîáðîjíèì áàçíèì ïðîìjåí§èâèì, à îíäà äà ñå èç äàòîã ðåäà ïðîèçâîäå
îäãîâàðàjó£à Ãîìîðèjåâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí.

Ó íàñòàâêó çàâðøàâàìî ïðèìjåð Ãîìîðèjåâèì ìåòîäîì. Ïðèê§ó÷ójåìî Ãîìîðèjåâó
îäñèjåöàjó£ó ðàâàí íàøîj ñèìïëåêñíîj òàáåëè ïîñëèjå »åíîã çàïèñèâà»à ïîìî£ó
íåáàçíèõ ïðîìjåí§èâèõ è óâî¢å»à (áàçíå) èçjåäíà÷àâàjó£å ïðîìjåí§èâå. Íàêîí
òîãà èçðà÷óíàâàìî íîâè îïòèìóì çà íîâó ïî÷åòíó ñèìïëåêñíó òàáåëó äóàëíèì
ñèìïëåêñíèì ìåòîäîì (ïèâîòè ñó óîêâèðåíè ïðàâîóãàîíèì çàãðàäàìà).
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101
2

31
2

31
2

0 0 271
2

x0 x1 x2 x3 x4 x5 ÄÑ

1 0 0 7
22

5
22

0 21
2
←

0 1 0 3
22
− 1

22
0 7

2

0 0 1 1
22

7
22

0 7
2

0 0 0 3
2

5
2

1 55
2

101
2

31
2

31
2

0 0 271
2
−1

2

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 ÄÑ

1 0 0 7
22

5
22

0 0 21
2

0 1 0 3
22

− 1
22

0 0 7
2

0 0 1 1
22

7
22

0 0 7
2

0 0 0 3
2

5
2

1 0 55
2

0 0 0 − 7
22

[− 5
22

] 0 1 −1
2

10 33
5

24
5

0 21
5

22 0
x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 ÄÑ

1 0 0 0 0 0 1 10

0 1 0 1
5

0 0 −1
5

18
5
←

0 0 1 −2
5

0 0 7
5

14
5

0 0 0 -2 0 1 11 22

0 0 0 −7
5

1 0 −22
5

11
5

Ïîíàâ§àjó£è ïðåòõîäíè ïîñòóïàê äîëàçèìî äî ïîñ§åä»å òàáåëå.
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9 3 3 4 1 19 1 1 0 0
x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 ÄÑ

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 9

0 1 0 0 0 0 0 0 -1 1 3

0 0 1 0 0 0 0 0 3 -2 3

0 0 0 0 0 1 0 0 19 -10 19

0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 1

0 0 0 0 1 0 0 0 -10 7 1

0 0 0 1 0 0 0 0 4 -5 4

Ñëèêà 3.3 Ðjåøàâà»å ïðîáëåìà Ãîìîðèjåâèì ìåòîäîì

Ó ïðîñòîðó ïî÷åòíèõ ïðîìjåí§èâèõ, íèç Ãîìîðèjåâèõ ðàâíè îäñèjåöà»à jå

2x1 + x2 6 10; (A)

3x1 + x2 6 13; (B)

2x1 + x2 6 9; (C)

3x1 + x2 6 12, (D)

à íèç îïòèìàëíèõ ðjåøå»à ëèíåàðíèõ ïðîãðàìà (ó ïî÷åòíèì ïðîìjåí§èâèì) jå
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x1 = 3
1

2
, x2 = 3

1

2
; (a)

x1 = 3
3

5
, x2 = 2

4

5
; (b)

x1 = 3
1

5
, x2 = 3

2

5
; (c)

x1 = 3
4

5
, x2 = 1

2

5
; (d)

x1 = 3, x2 = 3. (e)

Ó íàñòàâêó îïèñèâà»à êîíâåðãåíöèjå Ãîìîðèjåâîã ìåòîäà ó êîíà÷íîì áðîjó
êîðàêà, òðåáà ðàçóìjåòè íåøòî î íåîìå¢åíèì öjåëîáðîjíèì ïðîãðàìèìà. Ïîøòî ñå
ðàçìàòðàjó ñàìî ðàöèîíàëíè ïðîãðàìè, èìàjó£è ó âèäó Ìåjåðîâ ðåçóëòàò íàâåäåí ó
ïðèìjåäáè çà Ïðåòïîñòàâêó 7, êîíòðàïîçèöèjîì, äîáèjàìî äà àêî öjåëîáðîjíè ïðîãðàì
èìà îïòèìàëíî ðjåøå»å, îíäà ËÏ-ðåëàêñàöèjà íå ìîæå áèòè íåîìå¢åíî. Äàêëå,
óâè¢àìî äà èìà ñìèñëà äîäàòè jîø jåäíî îãðàíè÷å»å ôîðìóëàöèjè (ïðîáëåìà) è
ïðîèçâåñòè äóàëíó äîïóñòèâó ËÏ-áàçó.

Óïðàâî ïîä îâèì ïðåòïîñòàâêàìà, Ãîìîðè jå ïîêàçàî äà »åãîâ ìåòîä ó ñâàêîì
êîðàêó ñâå áî§å è áî§å àïðîêñèìèðà îïòèìàëíî ðjåøå»å è äà ãà ïðîíàëàçè ó
êîíà÷íîì áðîjó êîðàêà.

Òåîðåìà 3.2 (Êîíâåðãåíöèjà Ãîìîðèjåâîã ìåòîäà [46]). Ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà
öjåëîáðîjíè ïðîãðàì èìà îïòèìàëíî ðjåøå»å, Ãîìîðèjåâ ìåòîä îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè
êîíâåðãèðà óç óñëîâå:

(a) èñõîäíè ðåä îäãîâàðà íåöjåëîáðîjíîj áàçíîj ïðîìjåí§èâîj íàjìà»åã èíäåêñà;

(á) èçjåäíà÷àâàjó£îj ïðîìjåí§èâîj, çà ñâàêó ïðèê§ó÷åíó jåäíàêîñò, ïðèäðóæåí jå
íàðåäíè äîñòóïàí èíäåêñ;

(â) ε-ïåðòóðáîâàíè äóàëíè ñèìïëåêñ ìåòîä ñå êîðèñòè çà ðåîïòèìèçàöèjó ïîñëèjå
ñâàêå ïðèê§ó÷åíå jåäíàêîñòè.

Äîêàç. Ïî ïðèê§ó÷å»ó Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè, ó îáëèêó (Gβi), îïòèìàëíîj
ñèìïëåêñíîj òàáåëè, âðèjåäíîñò íîâå áàçíå ïðîìjåí§èâå çà äàòè ðåä jå íåãàòèâíà.
Êîåôèöèjåíò öè§à êîjè ïðèäðóæójåìî èçjåäíà÷àâàjó£îj ïðîìjåí§èâîj xβk+1

jå εβk+1 ,
ïðåìà ε-ïåðòóðáîâàíîì äóàëíîì ñèìïëåêñ-ìåòîäó [4]. Òèìå ñå âðèjåäíîñò öè§à çà
äàòè ïåðòóðáîâàí ïðîáëåì, ïðèjå íàøåã ïèâîòèðà»à, ìèjå»à çà (bx∗βic − x∗βi)ε

k+1,
îäíîñíî îïàäà. Ïîòîì ñå âðøè ðåîïòèìèçàöèjà äóàëíèì ñèìïëåêñ ìåòîäîì, à
âðèjåäíîñò öè§à çà ïåðòóðáîâàíè ïðîáëåì íàñòàâ§à äà îïàäà ó ñâàêîì íîâîì êîðàêó
äóàëíîã ñèìïëåêñíîã ìåòîäà.

Ðàçìîòðèìî ïðâè êîðàê äóàëíîã ñèìïëåêñ ìåòîäà, óïðàâî ïîñëèjå ïðèê§ó÷å»à
(Gβi) ñèìïëåêñíîj òàáåëè. Íåêà jå íåáàçíà ïðîìjåí§èâà, íà ïðèìjåð xηj , çàìèjå»åíà
ñà ïðîìjåí§èâîì xβk+1

. Âðèjåäíîñò xβi ñå ìèjå»à îä x
∗
βi
äî

x̃∗βi = x∗βi − aβiηj
x∗βi − bx∗βic

aβiηj − baβiηjc
.
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Ïîøòî jå
x∗βi − bx∗βic

aβiηj − baβiηjc
ïîçèòèâíî, ñìà»å»å ó xβi çíà÷è äà jå aβiηj > 0.1 Ñòîãà, óç

aβiηj
aβiηj − baβiηjc

> 1,

çàê§ó÷ójåìî äà jå

x̃∗βi 6 bx∗βic (3.3)

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå z∗ îïòèìàëíà âðèjåäíîñò öè§à ËÏ-ðåëàêñàöèjå çà íàø
öjåëîáðîjàí ïðîãðàì. Íåêà íàì jå xËÏ îïòèìàëíî ðjåøå»å ËÏ-ðåëàêñàöèjå çàñíîâàíî
íà ε-ïåðòóðáîâàíîì äóàëíîì ñèìïëåêñ ìåòîäó.

Ðàçìîòðèìî ñàä êâàäàð öjåëîáðîjíèõ òà÷àêà

K = {x ∈ Zn+1 : z∗ 6 x0 6 xËÏ0 è 0 6 xj 6 xËÏj , çà j = 1, 2, . . . , n},
ó êîì, ðàäè äîñ§åäíîñòè, îäáðîjàâà»å ïðîìjåí§èâèõ ïî÷è»å îä íóëå. Êîíà÷àí ñêóï
K ñå ìîæå óðåäèòè ëåêñèêîãðàôñêè � øòî ñå ðà÷óíñêè ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî
x1 ≺ x2 àêî

∑n
j=0 x

1
jε
j <

∑n
j=0 x

2
jε
j çà íåêî ìàëî ε > 0. Ïîñëèjå ñâàêå (óçàñòîïíå)

ðåîïòèìèçàöèjå (ε-ïåðòóðáîâàíèì äóàëíèì ñèìïëåêñíèì ìåòîäîì) ó êîjîj jå îäàáðàí
èñõîäíè ðåä ñà ïî÷åòíèì ïðîìjåí§èâèì (íïð. x0, x1, . . . , xn) ïðåìà óñëîâó (à), äîáèjà
ñå ðjåøå»å êîjå jå ëåêñèêîãðàôñêè ìà»å îä ðjåøå»à ïðåòõîäíå îïòèìèçàöèjå. Çáîã
(3.3) äàòî ðjåøå»å ðåîïòèìèçàöèjå jå ìà»å è îä ïðâîã åëåìåíòà ñêóïà K êîjè jå
ëåêñèêîãðàôñêè ìà»è îä ïðåòõîäíîã ðjåøå»à. Çàòî íà êðàjó, ïîñëèjå êîíà÷íîã áðîjà
êîðàêà, ñâå ïî÷åòíå ïðîìjåí§èâå ïîïðèìàjó öjåëîáðîjíå âðèjåäíîñòè.

Àëãîðèòìè çàñíîâàíè èñê§ó÷èâî íà ìåòîäèìà îäñèjåöà»à íèñó íàøëè íåêó
ïðèìjåíó ó ïðàêñè çáîã ðàçíèõ íóìåðè÷êèõ ïðîáëåìà êîjè ñó ñå jàâ§àëè. Ãåíåðàëíî,
ïîñòîjè òåíäåíöèjà äà ñå ãåíåðèñàíå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ïàðàëåëèçójó ñà ôóíêöèjîì
öè§à (ôåíîìåí èñïðà£åí äóàëíîì äåãíåðàöèjîì), äà ñå ïîâå£àâà äåòåðìèíàíòà áàçå,
à è äà ñå ãðåøêå çàîêðóæèâà»à òîëèêî íàãîìèëàjó, äà óòè÷íó íà òà÷íîñò äîáèjåíîã
ðåçóëòàòà. Çáîã îâèõ ðàçëîãà, ìåòîäè îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè ñå îáè÷íî êîðèñòå ó ñïîjó
ñà ìåòîäèìà ãðàíà»à è îìå¢èâà»à.

Ñ äðóãå ñòðàíå, òåæå£è äà ñå ïðîäóáè ðàçóìèjåâà»å ëîøèõ ñâîjñòàâà ìåòîäà
îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè, ó íåäàâíîj ñòóäèjè [61], Çàíåòå et al. jå ïîêàçàî äà jå ëåêñèêî-
ãðàôñêè ñèìïëåêñíè ìåòîä âjåðîâàòíî íàjáî§è ìå¢ó ñèìïëåêñíèì ìåòîäèìà, êàî
ïëàòôîðìà çà ðåàëèçàöèjó Ãîìîðèjåâîã ìåòîäà è ïðîèçâîä»ó ñàìèõ Ãîìîðèjåâèõ
îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè.

Ó ðàäó êîjè ñå íàäîâåçàî íà äàòî èñòðàæèâà»å [10], ðàçìàòðàíà jå è åíóìåðàòèâíà
(áðîjà÷êà) ïðèðîäà Ãîìîðèjåâîã ìåòîäà è ïðåäñòàâ§åí jå ïðàêòè÷àí çíà÷àj åíóìåðà-
òèâíå èíòåðïðåòàöèjå � Ãîìîðèjåâ ìåòîä jå ïðàêòè÷íî êàëóï ó ñâîì åíóìåðàòèâíîì
ðàäíîì îêâèðó è ïðèðîäàí íà÷èí çà »åãîâî ïîáî§øà»å jå îäáàöèâà»å ðèãèäíîñòè
åíóìåðàòèâíå §óñêå. Jåäàí îä íà÷èíà jå òðåòèðà»å öè§íå ôóíêöèjå èìïëèöèòíî, ïðè
÷åìó ñå ëåêñèêîãðàôñêî óðå¢å»å ðåäåôèíèøå ó õîäó êàêî áè ñå îïîíàøàëà êëàñè÷íà
ñòðàòåãèjà ãðàíà»à (îñíîâ åíóìåðàòèâíèõ ìåòîäà).

1Ó èñõîäíîì ðåäó aβiηj
> 0 ñ îáçèðîì äà òî ó ñòâàðè ñëèjåäè èç ïðàâèëà èçáîðà ïèâîòà. Ó

ïðîòèâíîì, äà íèjå ìîãó£à òàêâà ñèòóàöèjà, ïðîãðàì íå áè áèî äîïóñòèâ.
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3.4 Àãðåãèðà»å Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè

Èìàjó£è ó âèäó äà jå îïòèìàëíî ðjåøå»å ïðîãðàìà, òàêî¢e ðjåøå»å Äèîôàíòîâèõ
jåäíà÷èíà � jåäíà÷�èíà ñèìïëåêñíå òàáåëå ó áèëî êîjîj åòàïè ìåòîäà, çà ñâàêî i ∈
{0, 1, . . . ,m} âðèjåäíîñò xβi èç (3.2) ìîæå ñå ñìàòðàòè öjåëîáðîjíîì.

Ñàìèì òèì, ñâàêà öjåëîáðîjíà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà
∑m

i=1 τixβi , çà τ ∈ Zm, jå
jåäíàêà íåêîì öjåëîì áðîjó, à âðèjåäíîñò èçðàçà

m∑
i=0

τix
∗
βi
−

m∑
i=0

τi

k−m∑
j=1

aβiηjxηj

jå öjåëîáðîjíà. Ëàêî ñå óî÷àâà ñëè÷íîñò ñà ïðîèçâî¢å»åì Õâàòàë-Ãîìîðèjåâèõ
îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè.

Èçäâàjàjó£è ðàçëîì§åí äèî, âàæè äà jå âðèjåäíîñò ñ§åäå£åã èçðàçà(
m∑
i=0

τix
∗
βi
−
⌊

m∑
i=0

τix
∗
βi

⌋)
−
(
k−m∑
j=1

m∑
i=0

τiaβiηjxηj −
k−m∑
j=1

⌊
m∑
i=0

τiaβiηj

⌋
xηj

)
(3.4)

òàêî¢å öèî áðîj. Èìàjó£è ó âèäó ïðèðîäó ðàçëîì§åíîã äèjåëà áðîjà, òî jåñò äà âàæè

0 6
m∑
i=0

τix
∗
βi
−
⌊

m∑
i=0

τix
∗
βi

⌋
< 1,

îäíîñíî

0 6
k−m∑
j=1

m∑
i=0

τiaβiηjxηj −
k−m∑
j=1

⌊
m∑
i=0

τiaβiηj

⌋
xηj

ïðè ÷åìó jå xηj > 0, èçðàç (3.4) íå ìîæå áèòè ïîçèòèâàí. Íà îñíîâó îâîãà äîáèjàjó ñå
òàêîçâàíå àãðåãèðàíå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

k−m∑
j=1

⌊
m∑
i=1

τiaβiηj

⌋
xηj −

k−m∑
j=1

m∑
i=1

τiaβiηjxηj 6

⌊
m∑
i=1

τix
∗
βi

⌋
−

m∑
i=1

τix
∗
βi
. (3.5)

Ãåíåðàëíî, ðàçëè÷èòå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè îäãîâàðàjó ðàçëè÷èòèì
âåêòîðèìà τ ∈ Zm. Àêî ñå äåôèíèøå îïåðàöèjà ∗ íàä ñêóïîì Ãîìîðèjåâèõ ðàâíè,
òàêî äà jå çà

gτ1 :
k−m∑
j=1

⌊
m∑
i=1

τ 1i aβiηj

⌋
xηj −

k−m∑
j=1

m∑
i=1

τ 1i aβiηjxηj 6

⌊
m∑
i=1

τ 1i x
∗
βi

⌋
−

m∑
i=1

τ 1i x
∗
βi

(3.6)

gτ2 :
k−m∑
j=1

⌊
m∑
i=1

τ 2i aβiηj

⌋
xηj −

k−m∑
j=1

m∑
i=1

τ 2i aβiηjxηj 6

⌊
m∑
i=1

τ 2i x
∗
βi

⌋
−

m∑
i=1

τ 2i x
∗
βi

(3.7)

èçðàç gτ1 ∗ gτ2 jåäíàê

gτ1+τ2 :
k−m∑
j=1

⌊
m∑
i=1

(τ 1i + τ 2i )aβiηj

⌋
xηj −

k−m∑
j=1

m∑
i=1

(τ 1i + τ 2i )aβiηjxηj

6

⌊
m∑
i=1

(τ 1i + τ 2i )x∗βi

⌋
−

m∑
i=1

(τ 1i + τ 2i )x∗βi .

(3.8)
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îíäà ñêóï ñâèõ Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè ÷èíè Àáåëîâó ãðóïó (G, ∗), ïîøòî jå,
ïðîñòî, (Zm,+) Àáåëîâà ãðóïà, a (G, ∗) jå õîìîìîðôíà ñà (Zm,+). Ãðóïà Ãîìîðèjåâèõ
îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè jå õîìîìîðôíà ãðóïè (Zm,+) ïîøòî âåêòîðó τ ∈ Zm îäãîâàðà
ñàìî jåäíà îäñèjåöàjó£à ðàâàí, íî ñ äðóãå ñòðàíå, jåäíîj îäñèjåöàjó£îj ðàâíè îäãîâàðà
áåñêîíà÷íî ìíîãî âåêòîðà èç Zm.
Ïðèìjåäáà 3.3. Íóëòè ðåä ñèìïëåêñíå òàáåëå ñå ìîæå èçîñòàâèòè, ïîøòî jå õèïåððàâàí,
êîjà ìó îäãîâàðà, ñóâèøíà ñ îáçèðîì íà äîïóñòèâó îáëàñò îäðå¢åíó îñòàëèì
õèïåððàâíèìà ñèìïëåêñíå òàáåëå.

Ïðèìjåäáà 3.4. Ñêóï Õâàòàë-Ãîìîðèjåâèõ ðàâíè çà τ ∈ Zm+ ÷èíè êîìóòàòèâàí ìîíîèä
ïîä îïåðàöèjîì ∗.
Ïðèìjåäáà 3.5. Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå ðàâíè ÷èíå Àáåëîâó ãðóïó, çà τ ∈ Rm

+ , ïîä
îïåðàöèjîì ◦ äåôèíèñàíîì òàêî äà jå hτ1 ◦ hτ2 = hτ1τ2 , çà íåêå Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå
îäñèjåöàjó£å ðàâíè hτ1 , hτ2 .

3.4.1 Ðåä ãðóïå àãðåãèðàíèõ ðàâíè

Òðåáà îäðåäèòè óêóïàí áðîj ðàçëè÷èòèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè êîjå ñå ìîãó äîáèòè
ïîìî£ó âåêòîðà τ ∈ Zm, èëè áàð íåêó ãîð»ó ãðàíèöó òîã áðîjà.

Òåîðåìà 3.6 ([43]). Çà ñâàêó ìàòðèöó Mp×q, ïîñòîjè ïðèäðóæåíà äèjàãîíàëíà
ìàòðèöà ∆p×q ó Ñìèòîâîj íîðìàëíîj ôîðìè, äîáèjåíà òðàíñôîðìàöèjîì

Up×pAp×qVq×q = ∆p×q,

ãäjå ñó U è V ðåãóëàðíå óíèìîäóëàðíå ìàòðèöå.

Çà ðåãóëàðíó ìàòðèöó Tβ, ôîðìàòà m×m, ïîñòîjå äâèjå ðåãóëàðíå óíèìîäóëàðíå
ìàòðèöå Um×m è Vm×m, êàî è ìàòðèöà ∆m×m, òàêâå äà jå

UTβV = ∆

Ñìàòðàjó£è Tβ ðåãóëàðíîì, ∆ je òàêî¢å ðåãóëàðíà (U è V ñó ðåãóëàðíå, ïðîèçâîä
òðè ðåãóëàðíå ìàòðèöå jå ðåãóëàðíà ìàòðèöà). Ñòîãà, ðåäóêöèjîì íà Ñìèòîâó
íîðìàëíó ôîðìó äîáèjàìî ìàòðèöó ∆ òàêâó äà jå

∆ =


δ1 0 . . . 0
0 δ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . δm

 ,
ïðè ÷åìó δi äèjåëè δi+1 çà ñâå i = 1, 2, . . . ,m− 1.

Ìíîæå£è ñ ëèjåâà ñà U−1 è ñ äåñíà ñà V −1, äîáèjà ñå äà jå Tβ = U−1∆V −1.
Èíâåðòîâà»åì èìàìî äà jå T−1β = V∆−1U , ïðè ÷åìó jå

∆−1 =


1
δ1

0 . . . 0

0 1
δ2

. . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

δm

 .
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Àãðåãèðàíå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ìîãó ñå ïðåìà (3.5) ìàòðè÷íî çàïèñàòè
ó îáëèêó

(bτTT−1β Tηc − τTT−1β Tη)
Txη 6 bτTT−1β x∗βc − τTT−1β x∗β,

ïðè ÷åìó je

bMc =


ba11c ba12c . . . ba1qc
ba21c ba22c . . . ba2qc
...

...
. . .

...
bap1c bap2c . . . bapqc


çà íåêó ìàòðèöó M , ôîðìàòà p× q.

Äà§å, ó äàòîj íåjåäíàêîñòè, çàìjåíîì èíâåðòîâàíå ìàòðèöå T−1β , äîáèjàìî íåjåäíà-
êîñò

(bτTV∆−1UTηc − τTV∆−1UTη)
Txη 6 bτTV∆−1Ux∗βc − τTV∆−1Ux∗β

Ïîøòî jå V óíèìîäóëàðíà è ôîðìèðàíà îä öèjåëèõ áðîjåâà, V −1 jå òàêî¢å ôîðìèðàíà
îä öèjåëèõ áðîjåâà, ïà óçåâøè äà jå

v = τTV

ïðèäðóæåíà âåêòîð-âðñòà çà âåêòîð τ , ïîíîâî çàìjå»ójó£è, äîáèjà ñå íåjåäíàêîñò

(bv∆−1UTη − v∆−1UTηc)xη
6 bv∆−1Ux∗βc − v∆−1Ux∗β.

Íàñòàâ§àjó£è íà èñòè íà÷èí, òî jåñò óçèìàjó£è äà jå

u = Ux∗β

N = UTη

ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò ïîñòàjå

(bv∆−1Nc − v∆−1N)xη

6 bv∆−1uc − v∆−1u.

Îïåò óâîäå£è ñìjåíó (íîòàöèjñêó)

µ = v∆−1 = [
v1
δ1

v2
δ2

. . .
vm
δm

].

äîáèjàìî ñ§åäå£è îáëèê íåjåäíàêîñòè

(bµNc − µN)xη 6 bµuc − µu.
Íå çàáîðàâ§àjó£è äà ñó âåêòîð u è ìàòðèöà N ñà÷è»åíè îä öèjåëèõ áðîjåâà,

êîðèø£å»åì ñâîjñòâà ôóíêöèjå öèo äèo ab − babc = (a − bac)b − b(a − bac)bc (çà
a, b ∈ R), íåjåäíàêîñò ñå ìîæå çàïèñàòè êàî

(b(µ− bµc)Nc − (µ− bµc)N)xη 6 b(µ− bµc)uc − (µ− bµc)u.
Ìàêñèìàëíè áðîj îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè êîjå ñå ìîãó äîáèòè îäãîâàðà áðîjó ðàçëè÷èòèõ
îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè êîjå ìîæåìî äîáèòè çà ðàçëè÷èòå âåêòîðå

µ− bµc = v∆−1 − bv∆−1c.
Ïîøòî jå ó ïèòà»ó ãðóïà îñòàòàêà ïî ìîäóëó, ïîñòîjè:
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• |δ1| âðèjåäíîñòè çà µ1 − bµ1c = v1/δ1 − bv1/δ1c,
• |δ2| âðèjåäíîñòè çà µ2 − bµ2c = v2/δ2 − bv2/δ2c,
• . . .
• |δm| âðèjåäíîñòè çà µm − bµmc = vm/δm − bvm/δmc.

Ñòîãà, ïîñòîjè
|δ1δ2 · . . . · δm|

ìîãó£èõ âåêòîðà v∆−1− bv∆−1c, à èçóçèìàjó£è ìå¢ó »èìà âåêòîð 0, äîáèjàìî äà èõ
ðàçëè÷èòèõ, ïðàêòè÷íî, íàjâèøå ìîæå áèòè

|δ1δ2 . . . δm| − 1.

Ïîøòî jå ìàòðèöà ∆ ðåãóëàðíà è äèjàãîíàëíà, »åíà äåòåðìèíàíòà jå det ∆ =
δ1δ2 · . . . ·δm, òî jåñò jåäíàêà jå äåòåðìèíàíòè ìàòðèöå Tβ (ïîøòî ñó U è V ðåãóëàðíå è
óíèìîäóëàðíå) ïî àïñîëóòíîj âðèjåäíîñòè, jåð âðèjåäíîñò detU , îäíîñíî detV , ìîæå
áèòè jåäíàêà -1. Îäàòëå jå áðîj Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè êîjå ñå ìîãó äîáèòè
çà äàòó ñèìïëåêñíó òàáëèöó

| detTβ| − 1.

Ïðèìjåð 3.2. Ðàçìàòðàjó£è ó Ïðèìjåðó 3.1 ñèìïëåêñíó òàáëèöó äîáèjåíó ó ïðâîj
åòàïè Ãîìîðèjåâîã ìåòîäà, èìàìî äà jå

T−1β =


3
22

−1
22

0
1
22

7
22

0
3
2

5
2

1

 .
Íàðàâíî,

Tβ =

 7 1 0

−1 3 0

−8 −9 1

 ,
ïðè ÷åìó je îíäà detTβ = 22, òî jåñò, ìîãó£å jå ïðîèçâåñòè 22 ðàçëè÷èòå Ãîìîðèjåâå
îäñèjåöàjó£å ðàâíè ó ïðâîj åòàïè ìåòîäà.

Íàëàçå£è Ñìèòîâó íîðìàëíó ôîðìó ìàòðèöå Tβ, äîáèjàìî

U =

 0 0 1

1 6 0

1 7 0

 V =

 0 1 −19

0 0 1

1 8 −143

 ∆ =

 1 0 0

0 1 0

0 0 22

 . �

Èíà÷å, ìàòðèöå U è V íèñó jåäèíñòâåíå, äîê jå ∆, çáîã öjåëîáðîjíîñòè ìàòðèöå
Tβ, ó ðåäóêîâàíîì îáëèêó.

3.4.2 Öèêëè÷êà ãðóïà àãðåãèðàíèõ ðàâíè

Àêî jå ìàòðèöà ∆ òàêâà äà jå δ1 = δ2 = . . . = δm−1 = 1, îíäà ñå | det ∆| − 1 âåêòîðà
µ− bµc ìîãó çàïèñàòè êàî

µ− bµc = [0 0 . . . 0 (
vm
δm
− bvm

δm
c)].
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Ó òîì ñëó÷àjó, èçãëåä Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè jå îáëèêà

(bαmNm1c − αmNm1)xη1 + . . .+ (bαmNmnc − αmNmn)xηn
6 bαmumc − αmum,

ïðè ÷åìó ñìî ñà αm îçíà÷èëè vm
δm
− bvm

δm
c.

Êàî øòî ñå ìîæå ïðèìèjåòèòè, ñâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ñó äîáèjåíå ïðèìjåíîì
îïåðàöèjå ∗ (äåôèíèñàíîj ó (3.5)-(3.7)), ïî÷åâøè ñà

(b 1

δm
Nm1c −

1

δm
Nm1)xη1 + . . .+ (b 1

δm
Nmnc −

1

δm
Nmn)xηn

6 b 1

δm
umc −

1

δm
um,

Ñòîãà, ãðóïà Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè ôîðìèðà öèêëè÷êó ãðóïó ó êîjîj
jå ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò ãåíåðàòîð.

Ïðèìjåð 3.3. Jàñíî jå äà jå ãðóïà Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè, ðàçìàòðàíà ó
ïðåòõîäíîì ïðèìjåðó, öèêëè÷êà, îäíîñíî äà ñó íåíóëà âåêòîðè µ−bµc îáëèêà [0 0 t

22
],

çà t = 1, 2, . . . , 22.
Ó íàñòàâêó, ïî èçðà÷óíàâà»ó

N =

 0 0

1 6

1 7

 u =

 −32
70
77

 ,
äîáèjàìî ãåíåðè÷êó îäñèjåöàjó£ó ðàâàí

− 1

22
x3 −

7

22
x4 6 −

1

2
,

à òî jå ðàâàí (2) èç Ïðèìjåðà 3.1. �

3.5 Ïîòïóíî öjåëîáðîjàí Ãîìîðèjåâ ìåòîä

½Îíäà ñàì ñå îêðåíóî íå÷åìó ÷åìó ñàì îäóâèjåê
òåæèî, ïîòïóíî öjåëîáðîjíîì ïðîãðàìñêîì
àëãîðèòìó � àëãîðèòìó êîjè áè ïîäðàæàâàî
ñèìïëåêñíè ìåòîä, àëè ó êîì áè êîåôèöèjåíòè
óâèjåê îñòàjàëè öjåëîáðîjíè.�

Ðàëô Å. Ãîìîðè

Ó ðà÷óíàðñêîj ðåàëèçàöèjè Ãîìîðèjåâîã ìåòîäà jàâ§àjó ñå íóìåðè÷êè ïðîáëåìè
ïðè äèjå§å»ó (öèjåëèõ) áðîjåâà. Íà ïðèìjåð, äèjåëå£è 1 ñà 3, äîáèjà ñå êîëè÷íèê
0, 3333 . . . 3, ãäjå áðîj òðîjêè çàâèñè îä âåëè÷èíå ðåãèñòðà çà ïîõðà»èâà»å ïîäàòàêà.
Ïîìíîæè ëè ñå äîáèjåíè êîëè÷íèê ñà 3 (äjåëèëàö îä ìàëîïðèjå), íå£å ñå âèøå
äîáèòè ïðâîáèòíè äèjå§åíèê 1, íåãî íåøòî íàëèê íà 0, 999 . . . 9. Îâàêâå ãðåøêå
çàîêðóæèâà»à ñå íàãîìèëàâàjó ó ñâàêîì êîðàêó ìåòîäà, ïà öjåëîáðîjíîñò ðåçóëòàòà
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è ìå¢óðåçóëòàòà ìîæå ïîñòàòè òåøêî äîñòèæíà. Äàòå íóìåðè÷êå ïîòåøêî£å ñó
ïîäñòàêëå êîíñòðóêöèjó òàêîçâàíîã ïîòïóíî öjåëîáðîjíîã ìåòîäà çà ðjåøàâà»å
öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà.

Íåêà jå ñèìïëåêñíà òàáåëà T , êîjà îäãîâàðà íåêîj áàçè öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà,
äóàëíî äîïóñòèâà è öjåëîáðîjíà, òî jåñò (êîðèñòå£è îçíàêå èç Ïîãëàâ§à 3.2)

aij ∈ Z çà i = 0, 1, . . . ,m+ n; j = 0, 1, . . . ,m;

a0j > 0 çà j = 1, 2, . . . , n.

Óêîëèêî jå x∗βi > 0 (i = 1, 2, . . . ,m + n), îíäà jå T îïòèìàëíà ñèìïëåêñíà òàáåëà çà
öjåëîáðîjíè ïðîãðàì.

Ó ïðîòèâíîì, íåêà jå ars ïèâîò, èçàáðàí ïðåìà ïðàâèëèìà äóàëíîã ñèìïëåêñíîã
ìåòîäà. Àêî jå ars = −1, îíäà ñå ïîñëèjå jåäíîã êîðàêà äóàëíîã ñèìïëåêñ ìåòîäà
ïîíîâî äîáèjà äóàëíî äîïóñòèâà öjåëîáðîjíà òàáëèöà.

Èäåjà ïîòïóíî öjåëîáðîjíîã ìåòîäà ñå ñàñòîjè ó ôîðìèðà»ó îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè
êîjå îìîãó£ójó èçáîð ïèâîòà jåäíàêîã −1.

Ëåìà 3.7. Àêî jå

x = a0 +
n∑
j=1

aj(−xj) (3.9)

ïðè ÷åìó x ∈ Z, x > 0, xj ∈ Z, xj > 0, a0 ∈ Z, aj ∈ Z (j = 1, . . . , n), îíäà çà áèëî
êîjå λ ∈ Z òàêâî äà jå λ > 1, âàæè äà jå ñ§åäå£à íåjåäíàêîñò âà§àíà çà öjåëîáðîjíè
îìîòà÷ ó ïîëèåäðó ËÏ-ðåëàêñàöèjå

ba0
λ
c+

n∑
j=1

baj
λ
c(−xj) > 0. (3.10)

Äîêàç. Èç (3.9) ñëèjåäè äà je
n∑
j=1

ajxj 6 a0.

Îäàòëå jå
n∑
j=1

aj
λ
xj 6

a0
λ
.

Èç ïîñ§åä»å íåjåäíàêîñòè äîáèjàìî

n∑
j=1

baj
λ
cxj 6

a0
λ
.

Ëèjåâà ñòðàíà ïîñ§åä»å íåjåäíàêîñòè jå öjåëîáðîjíà, ïà ñàìèì òèì íèjå âå£à íè îä
ba0
λ
c, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Íåêà jå r èñõîäíè ðåä äóàëíî äîïóñòèâå òàáåëå T , êîjîj îäãîâàðàjó èíäåêñè
íåáàçíèõ ïðîìjåí§èâèõ Tη = {η1, η2, . . . , ηn}. Òàäà je

xβr = x∗βr +
n∑
j=1

aβrηj(−xηj).
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Óçåâøè äà jå
λ = max{|aβrηj | : aβrηj < 0 è j = 1, . . . , n}, (3.11)

íåêà jå

xm+n+1 = b
x∗βr
λ
c+

n∑
j=1

baβrηj
λ
c(−xηj). (3.12)

Ïðåìà Ëåìè 3.7 íåjåäíàêîñò xm+n+1 > 0 jå âà§àíà îäñèjåöàjó£à ðàâàí, ïà èìà ñìèñëà
ïðèê§ó÷èòè jå òàáåëè.

Èíà÷å, èàêî jå ðàâàí äîáèjåíà èç èñõîäíîã ðåäà r, èìàjó£è ó âèäó ðå÷åíî ó
Ïîãëàâ§ó 3.4, ïðîèçâî§íà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà ìîæå ïîñëóæèòè çà ïðîèçâî¢å»å
íîâe îäñèjåöàjó£å ðàâíè.

Ïîøòî jå x∗βr < 0, îíäà jå è bx∗βrc < 0, ïà ñ§åäñòâåíî òîìå, ó íîâîì ðåäó ñå ìîæå
áèðàòè ïèâîò, ðåöèìî ó êîëîíè s, ïðåìà ïðàâèëó äóàëíîã ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Î÷èòî jå
äà jå a(m+n+1)s = −1. Ïîñëèjå jåäíå åòàïå ñèìïëåêñíîã ìåòîäà ñ ïðåòõîäíî äîáèjåíèì
ïèâîòîì, íîâè ðåä ñå ìîæå èçáàöèòè, à ïîñòóïàê ïîíîâèòè, áåç îáçèðà íà òî øòî
ïðîìjåí§èâà êîjà îäãîâàðà òîì ðåäó íèjå áàçíà.

Îâàêî ðåêîíñòðóèñàí Ãîìîðèjåâ ìåòîä íàçèâà ñå ïîòïóíî öjåëîáðîjíèì.
Èíà÷å, èçáîð âðèjåäíîñòè λ ìîæå áèòè ïîáî§øàí (øòî íå óòè÷å íà èçðàç çà

îäñèjåöàjó£ó ðàâàí (3.12). Äà áè ïðâè ðåä ñèìïëåêñíå òàáåëå áèî íåíåãàòèâàí (çà
ñ§åäáåíó èòåðàöèjó), ìîðà, ïðè èçáîðó èñõîäíîã ðåäà r, êàî ïèâîò-ðåäà, è êîëîíå s,
êàî ïèâîò-êîëîíå, âàæèòè äà jå

min
j

(
a0j

−barj
λ
c

)
=

a0s
−bars

λ
c , (3.13)

ãäjå jå j òàêâî äà jå barj/λc < 0.
Ñ äðóãå ñòðàíå, ñà öè§åì äà ñèìïëåêñíà òàáåëà îñòàíå è äà§å öjåëîáðîjíà, λ ìîðà

áèòè èçàáðàíî òàêî äà jå ⌊
ars
λ

⌋
= −1 (3.14)

îäàêëå ñå, çàìjå»ójó£è (3.14) ó (3.13), äîáèjà

a0s 6
a0j

−barj
λ
c
6 a0j, (3.15)

ãäjå jå j òàêâî äà jå barj/λc < 0.
Ïðîìjåíà âðèjåäíîñòè öè§íå ôóíêöèjå ó ñ§åäáåíîj èòåðàöèjè, áåç îáçèðà íà êîjè

íà÷èí îäðåäèëè λ, jåäíàêà je

a0s

⌊
x∗βr
λ

⌋
. (3.16)

Ïîøòî ó ïðîáëåìó ìàêñèìèçàöèjå, ðjåøàâàjó£è ãà äóàëíèì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì,
âðèjåäíîñò öè§íå ôóíêöèjå îïàäà ó ñâàêîj èòåðàöèjè, îíäà ó ñâàêîj èòåðàöèjè òðåáà
ìàêñèìèçîâàòè àïñîëóòíó âðèjåäíîñò òîã îïàäà»à èçðàæeíîã ó (3.16). Çíà÷è, òðåáà
óçåòè íàjìà»ó ìîãó£ó âðèjåäíîñò λ ñàãëàñíó ñà (3.14) è (3.15), òî jåñò

λ = max

−ars,
 −arj⌊

a0j
a0s

⌋
 , (3.17)
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ïðè ÷åìó ñó s è j òàêâè äà jå ars < 0 è arj < 0, çà j = 1, 2, . . . , n.
Íà îñíîâó äîñàä ðå÷åíîã, ñëèjåäè äà ñå ïðâî áèðà ïèâîò-êîëîíà s, òàêî äà âàæè

a0s = min
j
a0j è ars < 0, arj < 0, j = 1, 2, . . . , n, (3.18)

ïà ñå ïîòîì, ïî èçáîðó âðèjåäíîñòè λ, îäðå¢ójå îäñèjåöàjó£à ðàâàí êîjîj ñó ñâè
êîåôèöèjåíòè öjåëîáðîjíè.

Ïîòïóíî öjåëîáðîjàí Ãîìîðèjåâ ìåòîä

0. Ïî÷åòè ñà äóàëíî äîïóñòèâîì öjåëîáðîjíîì ñèìïëåêñíîì òàáeëîì T .

1. Àêî jå x∗βi > 0 çà ñâå i = 0, 1, . . . ,m + n, îíäà jå îïòèìàëíè âåêòîð
ïðîíà¢åí è ïðåêèäà ñå ñïðîâî¢å»å ìåòîäà. Ó ïðîòèâíîì, áèðà ñå íàjìà»è
r ∈ {1, 2, . . . ,m} çà êîjè jå x∗βr < 0.

2. Áèðà ñå ïèâîò-êîëîíà s ïðåìà (3.18).

3. Îäðå¢ójå ñå λ ïðåìà (3.17).

4. Òàáeëè T ñå ïðèê§ó÷ójå ðåä ñà êîåôèöèjåíòèìà îäñjå÷å»à (3.12). Óêîëèêî jå
λ = 1, íîâè ðåä ñå ïîäóäàðà ñà èñõîäíèì.

5. Ãàóñîâèì ïîñòóïêîì ñå âðøè ïèâîòèðà»å, òî jåñò ïðîìjåí§èâà ñà èíäåêñîì
s ñå ïðîèçâîäè áàçíîì. Ïîòîì ñå âðà£àìî íà êîðàê 1.

Íàðàâíî, ìîæå ñå è êîðèñòèòè óñïðàâíà (ñòóï÷àíà) ôîðìà äóàëíîã ñèìïëåêñíîã
ìåòîäà, øòàâèøå, óêîëèêî áè ñå λ îäðå¢èâàëî ïðåìà (3.11), ðåäîñëèjåä, à è ñàìè
êîðàöè, áè ñå ìàëî èçìèjåíèëè. Ïðâî áè ñå îäðå¢èâàëà âðèjåäíîñò λ, ïà áè ñå,
ïî ïðèê§ó÷å»ó íîâîã ðåäà ñèìïëåêñíîj òàáëèöè, îäðåäèî ïèâîò ïðåìà ïðàâèëó
ëåêñèêîãðàôñêîã äóàëíîã ñèìïëåêñíîã ìåòîäà

a0s
|a(m+n+1)s|

= min

{
a0j

|a(m+n+1)j|
: a(m+n+1)j < 0 (j = 1, 2, . . . , n)

}
.

Òåîðåìà 3.8. Àêî öjåëîáðîjíè ïðîãðàì èìà îïòèìàëíî ðjåøå»å, òàäà ïðåòõîäíî
îïèñàíè ìåòîä ïîòïóíî öjåëîáðîjíîã Ãîìîðèjåâîã ìåòîäà êîíâåðãèðà ó êîíà÷íîì
áðîjó êîðàêà.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, òî jåñò äà jå ðà÷óíñêè ïîñòóïàê áåñêîíà÷àí. Àêî
ñå êîðèñòè ëåêñèêîãðàôñêè äóàëíè ñèìïëåêñ-ìåòîä, òî jåñò êîíà÷íà ìîäèôèêàöèjà
ñèìïëåêñíîã ìåòîäà, îíäà ïîñòóïàê ìîæå áèòè áåñêîíà÷àí ñàìî àêî ñå ãåíåðèøå
áåñêîíà÷íî ìíîãî îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè.

Äà§å, âåêòîð äåñíå êîëîíå ñèìïëåêñíå òàáåëå, ó îçíàöè x∗i (i ∈ {0, 1, . . . ,m}),
ñå ìîíîòîíî ëåêñèêîãðàôñêè ñìà»ójå. Øòàâèøå, àêî âðèjåäíîñò öè§íå ôóíêöèjå
ìîíîòîíî îïàäà, çáîã ïðèðîäå èçìjåíà, îíà îïàäà çà öjåëîáðîjíå âðèjåäíîñòè. Çáîã
ïîñòîjà»à îïòèìàëíîã ðjåøå»à, ñëèjåäè äà £å ñå âðèjåäíîñò öè§à ó jåäíîì òðåíóòêó
ïðåñòàòè ìèjå»àòè.

Ðàçìîòðèìî ñàä ïðîìjåí§èâó x∗1. Àêî ñå »åíà âðèjåäíîñò ñìà»ójå, îíà ñå ñìà»ójå
çà íåêè öèî áðîj. Êàäà âðèjåäíîñò ïîñòàíå íåãàòèâíà, ïðâè ðåä ïîñòàjå èñõîäíè.
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Ïðåìà îïèñó ìåòîäà, çà íåêî s âàæè äà jå a1s < 0 êîjå îäðå¢ójå ïèâîò-êîëîíó. Ïðàâèëî
çà îäðå¢èâà»å âðèjåäíîñòè λ íàì ãàðàíòójå äà jå⌊

a1s
λ

⌋
= −1 è

⌊
x∗1
λ

⌋
< 0.

Çáîã òîãà ñå âðèjåäíîñò x∗1 ñòðîãî óâå£àâà, ïà ñëèjåäè äà ñå öè§íà âðèjåäíîñò ìîðà
ïðîìèjåíèòè (èìàjó£è ó âèäó ëåêñèêîãðàôñêî óðå¢å»å), øòî ïðîòèâðjå÷è òâðä»è î
»åíîj íåèçìjå»èâîñòè.

Îäàòëå, âðèjåäíîñò x∗1 jå ïîñòîjàíà ó ñâèì íàðåäíèì èòåðàöèjàìà ìåòîäà, à ñëè÷íî
ðàñó¢èâà»å ìîæåìî ïðîâåñòè è çà äðóãó, òðå£ó, îäíîñíî ñâå îñòàëå ïðîìjåí§èâå è
»èìà îäãîâàðàjó£å ðåäîâå.

Çíà÷è, ïîñëèjå êîíà÷íîã áðîjà êîðàêà ñâå âðèjåäíîñòè x∗i (i = 1, 2, . . . ,m) £å
ïîñòàòè íåíåãàòèâíå è öjåëîáðîjíå.

Ïðèìjåð 3.4. Ðèjåøèòè ïðîãðàì

max −3x1 − 8x2

−4x1 − 5x2 6 −2

−3x1 − 7x2 6 −2

x1, x2 ∈ N.

Êîíñòðóèøå ñå ïî÷åòíà ñèìïëåêñíà òàáåëà

0 0 0 -2 -2
x0 x1 x2 x3 x4 äñ

1 3 8 0 0 0

0 -4 -5 1 0 -2 ←

0 -3 -7 0 1 -2

èìàjó£è ó âèäó èçjåäíà÷àâàjó£å ïðîìjåí§èâå x3 è x4. Ïîøòî ïîñ§åä»à êîëîíà íèjå
íåíåãàòèâíà, òàáåëà íå ïðåäî÷àâà ðjåøå»å ïðîãðàìà. Ïðåìà àëãîðèòìó, áèðà ñå
èñõîäíè ðåä (îçíà÷åí ñà ←), ðàäè ïðîèçâî¢å»à ïîòïóíî öjåëîáðîjíå îäñèjåöàjó£å
ðàâíè. Êîëîíå êîjå îäãîâàðàjó ïðîìjåí§èâèì x1 è x2 ñó êàíäèäàòè çà òðàæå»å
ïèâîòà, äðóãèì ðèjå÷èìà, x1 èëè x2 ìîãó ïîñòàòè áàçíå ïðîìjåí§èâå ó ñ§åäå£îj åòàïè,
ïîøòî ñó ó èñõîäíîì ðåäó -4 è -5 jåäèíå íåãàòèâíå âðèjåäíîñòè. Ó ðåäó êîjè îäãîâàðà
ïðîìjåí§èâîj x0, êîðåñïîíäèðàjó£å âðèjåäíîñòè çà x1 è x2 ñó 3 è 8, à ïîøòî jå 3 ìíîãî
ìà»å îä 8, ïèâîò ñå áèðà èç êîëîíà ïðîìjå§èâå x1. Ïîòîì ñå áèðà λ,

λ = max

(
−(−4),

⌊−(−5)

b8
3
c

⌋)
= 4.

Ñàäà jå ìîãó£å ïðîèçâåñòè îäñöèjåöàjó£ó ðàâàí, òî jåñò⌊−2

λ

⌋
−
⌊−4

λ

⌋
x1 −

⌊−5

λ

⌋
6 0,
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îäíîñíî çà λ = 4,
−1 + x1 + 2x2 6 0.

Äîáèjà ñå òàáåëà

0 0 0 -2 -2 -1
x0 x1 x2 x3 x4 x5 äñ

1 3 8 0 0 0 0

0 -4 -5 1 0 0 -2

0 -3 -7 0 1 0 -2

0 [-1] -2 0 0 1 -1

ãäjå jå ïèâîò îçíà÷åí ïîìî£ó [. . .], è î÷åêèâàíî jåäíàê jå -1. Ó íàñòàâêó, ïî ïèâîòèðà»ó
äîáèjà ñå îïòèìàëíà òàáåëà

-3 1 0 2 1 0
x0 x1 x2 x3 x4 x5 äñ

1 0 2 0 0 8 -3

0 0 3 1 0 -4 2

0 0 -1 0 1 -3 1

0 1 2 0 0 -1 1

èç êîjå ñå î÷èòàâà öjåëîáðîjíî ðjåøå»å

x1 = 1, x2 = 0. �

Ïðèìjåäáà 3.9. Ìîæå ñå ïðèìjåòèòè äà íå òðåáàjó îáàâåçíî ñâè êîåôèöèjåíòè
ïðîãðàìà áèòè öjåëîáðîjíè. Äîâî§íî jå äà ñó äåñíå ñòðàíå (ãëàâíèõ) îãðàíè÷å»à
ïðîãðàìà öjåëîáðîjíå óêîëèêî ñå êîðèñòè äóàëíè ñèìïëåêñ-ìåòîä ó ïîëîæåíîj ôîðìè,
îäíîñíî äà ñó êîåôèöèjåíòè ôóíêöèjå öè§à öèjåëè, àêî ñå êîðèñòè äóàëíè ñèìïëåêñ-
ìåòîä ó óñïðàâíîj ôîðìè. Áåç îáçèðà äà ëè ñó îñòàëè êîåôèöèjåíòè öjåëîáðîjíè èëè
íå, êîåôèöèjåíòè îäñèjåöàjó£å ðàâíè (3.12) ñó yâèjåê öjåëîáðîjíè, à ïèâîò jå jåäíàê -1.
Äîêàç êîíâåðãåíöèjå ìåòîäà ñå ñóøòèíñêè íå ðàçëèêójå îä ïðåòõîäíî äàòîã ó Òåîðåìè
3.4.

3.6 Ïîjà÷àâà»å Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè

Íà ïî÷åòêó áè£å äåôèíèñàíî íàäjà÷àâà»å ìå¢ó íåjåäíàêîñòèìà. Àêî ñó aTσx 6
bσ è aTπx 6 bπ äâèjå âà§àíå íåjåäíàêîñòè, îíäà ñìàòðàìî äðóãó íåjåäíàêîñò jà÷îì
îä ïðâå, àêî ïîñòîjè ñêàëàð v > 0, òàêàâ äà jå vaσ < aπ è vbσ > bπ, ïðè ÷åìó je
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(vaσ, vbσ) 6= (aπ, bπ). Íàðàâíî, ó äàòîì ñëó÷àjó, ïðâó íåjåäíàêîñò ñìàòðàìî ñëàáèjîì
(íàäjà÷àíîì) ó îäíîñó íà äðóãó.

Ó ñóøòèíè, jà÷à íåjåäíàêîñò ïîñìàòðàíà êàî îäñèjåöàjó£à ðàâàí, îäñèjåöà âèøå
äîïóñòèâå îáëàñòè íåãî ñëàáèjà.

Ïðèìjåäáà 3.10. Íàðàâíî, jà÷à îäñèjåöàjó£à ðàâàí (ïðåìà ïðåòõîäíîj äåôèíèöèjè) íå
ìîðà áèòè è áî§à ó äàòîì òðåíóòêó çà äàòè öjåëîáðîjíè ïðîãðàì.

Èçâîðíå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ìîãó ñå ïîjà÷àòè íà íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ
íà÷èíà. Ïðâà òåõíèêà jå îïèñàíà ó ñ§åäå£îj òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.11 (Ïðâà òåõíèêà). Çà ñâàêè öèî áðîj t, îäñèjåöàjó£a ðàâàí

n∑
j=1

(btaβi,ηjc − taβi,ηj)xηj 6 btx∗βic − tx∗βi (3.19)

je âà§àíà çà ñâå öjåëîáðîjíå âåêòîðå çà êîjå jå âà§àíà è ðàâàí (Gβi). Øòàâèøå, àêî
jå t ïîçèòèâíî, x∗βi−bx∗βic < 1/2 è 1/2 6 t(x∗βi−bx∗βic) < 1, îíäà je îäñèjåöàjó£à ðàâàí
(3.19) jà÷à èëè ïàê, ó íàjãîðåì ñëó÷àjó, jåäíàêà èçâîðíîj ðàçëîì§åíîj Ãîìîðèjåâîj
îäñèjåöàjó£îj ðàâíè (Gβi).

Äîêàç. Îâà òåõíèêà ïîjà÷àâà»à îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè jå ó ñóøòèíè ïîñåáàí ñëó÷àj
àãðåãèðàíèõ Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè (3.5) çà âåêòîð τ = [0 . . . t . . . 0]T ,
ãäjå jå t íà ìjåñòó βi, îäàêëå ñëèjåäè âà§àíîñò.

Øòî ñå òè÷å íàäjà÷àâà»à, (3.19) jå jà÷à èëè, ó íàjãîðåì ñëó÷àjó, jåäíàêà (Gβi) àêî
è ñàìî àêî âðèjåäè, ñ îáçèðîì äà ñó ó ïèòà»ó ìà»å-èëè-jåäíàêî íåjåäíàêîñòè,

baβiηjc − aβiηj
bx∗βic − x∗βi

>
btaβiηjc − taβiηj
btx∗βic − tx∗βi

(3.20)

çà ñâàêî j = 1, . . . , n. Çíà÷è, äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà (3.20) âðèjåäè ïîä óñëîâèìà
òåîðåìå.

Ïîøòî jå t(x∗βi − bx∗βic) < 1, âðèjåäè äà jå

0 = bt(x∗βi − bx∗βic)c = btx∗βic − tbx∗βic,

îäàêëå ñëèjåäè äà jå btx∗βic = tbx∗βic. Óç ïîñ§åä»ó jåäíàêîñò, (3.20) jå èñòîâjåòíî
íåjåäíàêîñòè

baβiηjc − aβiηj
bx∗βic − x∗βi

>
btaβiηjc − taβiηj
t(bx∗βic − x∗βi)

, (3.21)

øòî jå åêâèâàëåíòíî íåjåäíàêîñòè tbaβiηjc 6 btaβiηjc çà ïîçèòèâíî t, à òî è ñòîjè ó
óñëîâó òåîðåìå.

Äà áè ñå èçájåãàî ñëó÷àj t = 1, çáîã óñëîâà t(x∗βi −bx∗βic) < 1, x∗βi −bx∗βic ìîðà áèòè
ñòðîãî ìà»å îä 1/2, à îíäà è 1/2 6 t(x∗βi − bx∗βic).
Ïðèìjåäáà 3.12. Èàêî jå óñëîâèìà òåîðåìå èñê§ó÷åí ñëó÷àj êàäà jå t = 1, jàñíî jå
äà íå ìîðà çíà÷èòè äà jå òèìå îíåìîãó£åí ñëó÷àj äà ñå ïðåòõîäíîì òåõíèêîì äîáèjå
èñòîâjåòíà îäñèjåöàjó£à ðàâàí. Íà ïðèìjåð, çà èñõîäíè ðåä ñèìïëåêñíå òàáåëå

x2 +
4

15
x4 +

4

15
x5 =

16

3
,
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äîáèjà ñå Ãîìîðèjåâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí

− 4

15
x4 −

4

15
6 −1

3
.

Ïîøòî jå x∗βi = 1
3
, à òî jå ìà»å îä 1

2
, ïðâîì òåõíèêîì çà t = 2 ñå äîáèjà îäñèjåöàjó£à

ðàâàí

− 8

15
x4 −

8

15
x5 6 −

2

3
,

êîjà jå ó ñòâàðè èñòîâjåòíà ïðåòõîäíîj, ñàìî jå ñêàëèðàíà ñà äâà. Ðàçëîã òîìå jå øòî
çà îäãîâàðàjó£å a, ìîæå äà ïîñòîjè öjåëîáðîjíî t > 2, òàêâî äà tbac = btac

Øòî ñå òè÷å äðóãå òåõíèêå, çà »åí äîêàç áè£å ïîòðåáíà ñ§åäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.13 (Âîëñè [59]). Àêî jå Q = {(x, y) ∈ R+ × Z : y 6 b+ x}, è b− bbc > 0,
îíäà jå íåjåäíàêîñò

y 6 bbc+
x

1− (b− bbc)
âà§àíà çà Q.

Ñëèjåäè ðåçóëòàò êîjè ñå îäíîñè íà äðóãó òåõíèêó.

Òåîðåìà 3.14 (Äðóãà òåõíèêà [32]). Îçíà÷èìî ñà rβiηj = aβiηj − baβiηjc è r∗βi = x∗βi −
bx∗βic. Íåjåäíàêîñò

r∗βi 6
n∑
j=1

min

{
rβiηj , r

∗
βi

1− rβiηj
1− r∗βi

}
xηj (3.22)

jå âà§àíà, øòàâèøå îíà jå jà÷à èëè ïàê, ó íàjãîðåì ñëó÷àjó, jåäíàêà èçâîðíîj
Ãîìîðèjåâîj îäñèjåöàjó£îj ðàâíè (Gβi).

Äîêàç. Ðàçáèjàjó£è íåáàçíå ïðîìjåí§èâå íà äâà äèñjóíêòíà ñêóïà òàêî äà jå

xβi +
∑

rβiηj6r
∗
βi

aβiηjxηj +
∑

rβiηj>r
∗
βi

aβiηjxηj = x∗βi , (3.23)

äîáèjåíà jåäíàêîñò ñå ìîæå çàïèñàòè êàî

xβi +
∑

rβiηj6r
∗
βi

baβiηjcxηj +
∑

rβiηj6r
∗
βi

rβiηjxηj +
∑

rβiηj>r
∗
βi

daβiηjexηj −
∑

rβiηj>r
∗
βi

(1− rβiηj)xηj = x∗βi ,

à ïðåóðå¢å»åì îïåðàíàäà, ïðåáàöójó£è öjåëîáðîjíå äèjåëîâå íà ëèjåâó ñòðàíó, à
îñòàëå íà äåñíó, jåäíàêîñò ñå òðàíñôîðìèøå ó

xβi +
∑

rβiηj6r
∗
βi

baβiηjcxηj +
∑

rβiηj>r
∗
βi

daβiηjexηj = x∗βi −
∑

rβiηj6r
∗
βi

rβiηjxηj +
∑

rβiηj>r
∗
βi

(1− rβiηj)xηj .

Èç ïîñ§åä»å jåäíàêîñòè ñå äîáèjà ñ§åäå£à

xβi +
∑

rβiηj6r
∗
βi

baβiηjcxηj +
∑

rβiηj>rβi

daβiηjexηj 6 x∗βi +
∑

rβiηj>r
∗
βi

(1− rβiηj)xηj .
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Ïðèìjå»ójó£è íà »ó Òåîðåìó 3.13, äîáèjà ñå âà§àíà íåjåäíàêîñò

xβi +
∑

rβiηj6r
∗
βi

baβiηjcxηj +
∑

rβiηj>r
∗
βi

daβiηjexηj 6 bx∗βic+
∑

rβiηj>r
∗
βi

1− rβiηj
1− r∗βi

xηj .

Áàçíî xβi èç (3.23) ñå ìîæå óâðñòèòè ó ïîñ§åä»ó íåjåäíàêîñò, ïîñëèjå ÷åãà òðåáà
íàñòàëè èçðàç óïðîñòèòè äà ñå äîáèjå

r∗βi 6
∑

rβiηj6r
∗
βi

rβiηjxηj +
∑

rβiηj>r
∗
βi

r∗βi(1− rβiηj)
1− r∗βi

xηj . (3.24)

Ïîøòî jå çà rβiηj 6 r∗βi

rβiηj 6 r∗βi = r∗βi
1− r∗βi
1− r∗βi

6 r∗βi
1− rβiηj
1− r∗βi

, (3.25)

à çà rβi,ηj > r∗βi

r∗βi
1− rβiηj
1− rβi

6 r∗βi
1− r∗βi
1− r∗βi

= r∗βi < rβiηj , (3.26)

íåjåäíàêîñò (3.24) ñå ìîæå èçíîâà íàïèñàòè êàî òðàæåíà (3.22), êîjà jå ñàìèì òèì
âà§àíà è jà÷à îä èçâîðíå Ãîìîðèjåâå (Gβi).

Ïðèìjåäáà 3.15. Äà áè ñå îäñèjåöàjó£à ðàâàí (3.22) êîðåêòíî ïðèê§ó÷èëà ñèìïëåêñíîj
òàáëèöè, ïîòðåáíî jó jå ïîìíîæèòè ñà -1.

Ïðèìjåäáà 3.16. Èíà÷å, íåjåäíàêîñò (3.22) jå ïîñåáàí ñëó÷àj Ãîìîðèjåâèõ ìjåøîâèòî-
öjåëîáðîjíèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè, î êîjèìà £å áèòè ðèjå÷è ó íàðåäíîì ïîãëàâ§ó.

Ïîøòî íèñó ñâè êîåôèöèjåíòè jåäíàêè rβiηj , ïðâà òåõíèêà ñå íå ìîæå íàäîâåçàòè
íà äðóãó, íî ñ äðóãå ñòðàíå, äðóãà òåõíèêà ñå ìîæå íàäîâåçàòè íà ïðâó, îäíîñíî

n∑
j=1

min

{
r(taβi,ηj), r(tx

∗
βi

)
1− r(taβi,ηj)
1− r(txβ∗i )

}
xηj > r(tx∗βi). (3.27)

Îâî £å ïðåäñòàâ§àòè òðå£ó òåõíèêó ïîjà÷àâà»à Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè.
Êîðèø£å»åì èñòîã äîêàçà äà äðóãà òåõíèêà äàjå jà÷å îäñèjåöàjó£å ðàâíè îä

èçâîðíèõ Ãîìîðèjåâèõ, ìîæå ñå ïîêàçàòè è äà ñó ðàâíè äîáèjåíå òðå£îì òåõíèêîì
jà÷å îä ðàâíè äîáèjåíèõ ïðâîì òåõíèêîì. Ñ äðóãå ñòðàíå, äðóãà è òðå£à òåõíèêà
íèñó ìå¢óñîáíî óïîðåäèâå. Èñïîñòàâ§à ñå äà jå äðóãà òåõíèêà äîñòà äîáðà, à è ñà
ðà÷óíñêîã ãëåäèøòà êîðèñíà, êàäà jå r∗βi jàêî ìàëî, ïîøòî jå âå£à âjåðîâàòíî£à äà £å
êîåôèöèjåíòè ó (3.22) áèòè âå£è îä r∗βi . Êîä òðå£å òåõíèêå ïàê, ïðâî ñå óâå£àâà r∗βi
øòî jå ìîãó£å âèøå, áåç ïðåêîðà÷å»à ïðàãà öjåëîáðîjíîñòè, à ïîòîì ïðèìjå»ójå äðóãà
òåõíèêà êîjà ó òîì ñëó÷àjó íå ìîðà áèòè íåøòî äjåëîòâîðíà (ìà»à jå âjåðîâàòíî£à).
Êàäà jå r∗βi âåëèêî (âå£å îä

1
2
) îíäà ñå íå êîðèñòè ïðâà òåõíèêà, ïà jå òðå£à òåõíèêà

jåäíàêî äîáðà êàî è äðóãà.
Ïðåä êðàj, áè£å ïðåäñòàâ§åíà è ÷åòâðòà òåõíèêà ïîjà÷àâà»à Ãîìîðèjåâèõ

îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè. Ðàäè êðà£åã çàïèñà óâîäè ñå ôóíêöèjà ðàçëîì§åíîã äèjåëà
r(x) = x− bxc.
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Òåîðåìà 3.17 (×åòâðòà òåõíèêà [48]). Ïðåòïîñòàâèìî äà jå bx∗βic > 0 è íåêà jå

k > 1 jåäèíñòâåíè öèî áðîj, òàêàâ äà jå 1
k+1
6 r(x∗βi) <

1
k
. Ïàðòèöèîíèñàâøè η íà

êëàñå η0, η1, . . . , ηk òàêî äà jå

η0 = {j ∈ η : r(aβi,j) 6 r(x∗βi)},

è çà p = 1, 2, . . . , k je

ηp = {j ∈ η : r(x∗βi) + (p− 1)
1− r(x∗βi)

k
< r(aβi,j) 6 r(x∗βi) + p

1− r(x∗βi)
k

},

ñ§åäå£à íåjåäíàêîñò,

∑
j∈η0

r(aβi,j)xj +
k∑
p=1

∑
j∈ηp

(r(aβi,j)−
p

k + 1
)xj > r(x∗βi), (3.28)

jå âà§àíà çà öjåëîáðîjíè îìîòà÷ ó ËÏ-ðåëàêñàöèjè öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà. Øòàâèøå,
äàòà îäñèjåöàjó£à ðàâàí jå jà÷à èëè ïàê, ó íàjãîðåì ñëó÷àjó, jåäíàêà îäãîâàðàjó£îj
èçâîðíîj Ãîìîðèjåâîj îäñèjåöàjó£îj ðàâíè (Gβi).

Äîêàç. Èç Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè Gβi , èìàjó£è ó âèäó äà jå ôóíêöèjà b·c
ñóïåðàäèòèâíà, óâè¢à ñå äà jå bkx∗βic = kbx∗βic è äà jå bkaβiηjc > kbaβiηjc + p çà
ïàðòèöèîíèñà»å qp = {r(aβiηj) : p/k 6 r(aβiηj) < (p + 1)/k} (i = 0, 1, . . . , k − 1).
Íà îñíîâó òîãà äîáèjàìî ñ§åäå£ó íåjåäíàêîñò

k−1∑
p=0

∑
i∈qp

(kbaβiηjc+ p)xηj 6 kbx∗βic. (3.29)

Àêî ñå óçìå ìàëî e > 0, òàêâî äà jå 1− e > r(x∗βi
)

aβiηj
çà ñâå i ∈ η \ η0, îíäà âàæè (ëàêî ñå

ïîêàçójå) äà ñó 1−e
r(x∗βi

)
è 1 + (1− 1−e

r(x∗βi
)
)/k íåíåãàòèâíè. Ñòîãà, ìíîæå£è (Gβi) ñà

1−e
r(x∗βi

)
,

(3.29) ñà 1 + (1− 1−e
r(x∗βi

)
)/k, ïà èõ ïîòîì ñàáèðàjó£è, äîáèjàìî âà§àíó íåjåäíàêîñò

k−1∑
p=0

∑
i∈qp

(
(k + 1)baβiηjc+ p+

(1− e)(r(aβiηj − p/k))

r(x∗βi)
+ p/k

)
xηj .

Ëàêî ñå ïðîâjåðàâà äà jå òåðì

(1− e)(r(aβiηj − p/k))

r(x∗βi)
+ p/k

(ñà ëèjåâå ñòðàíå) íåíåãàòèâàí è ìà»è îä äâà, à ïðåìàøójå jåäèíèöó àêî è ñàìî àêî
jå r(aβiηj) > r(x∗βi) + p(1− r(x∗βi))/k. Ïðèìèjå»ójó£è îäñèjåöà»å ðàçëîì§åíîã äèjåëà
è ïðåïàðòèöèîíèñàâøè íà ñêóïîâå èç Òåîðåìå, äîáèjàìî íåjåäíàêîñò

(k + 1)xβi +
k∑
p=1

∑
i∈ηp

((k + 1)baβiηjc+ p)xηj 6 (k + 1)bx∗βic.
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Ïîäèjåëèâøè ïîñ§åä»ó äîáèjåíó íåjåäíàêîñò ñà k + 1, îäóçåâøè äîáèjåíî îä (Gβi),
à ïîòîì ïðåóðåäèâøè ïðåìà ïàðòèöèîíèñà»ó èç óñëîâà òåîðåìå, äîáèjàìî òðàæåíó
íåjåäíàêîñò (3.28)

Ïîøòî ñó, î÷èòî, êîåôèöèjåíòè íåjåäíàêîñòè (3.28) ìàëî âå£è îä êîåôèöèjåíàòà
íåjåäíàêîñòè (Gβi), îíäà jå (3.28) jà÷à íåjåäíàêîñò.

Îáè÷íî ñå îâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè íàçèâàjó jàêèì Ãîìîðèjåâèì îäñèjåöàjó£èì
ðàâíèìà.

Ïðèìjåð 3.5. Çà èñõîäíè ðåä ñèìïëåêñíå òàáëèöå îëè÷åí ó jåäíàêîñòè

x2 −
1

15
x4 +

4

15
x5 =

16

3
.

Èìàìî ñ§åäå£å îäñèjåöàjó£å ðàâíè:

• èçâîðíà Ãîìîðèjåâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí

14

15
x4 +

4

15
x5 >

1

3
,

• îäñèjåöàjó£à ðàâàí äîáèjåíà ïðâîì òåõíèêîì (jåð jå x∗βi = 1
3
øòî jå ìà»å îä 1

2
)

çà, íà ïðèìjåð, t = 2
13

15
x4 +

8

15
x5 >

2

3

• îäñèjåöàjó£à ðàâàí äîáèjåíà äðóãîì òåõíèêîì

min{14

15
,
1

3

1
15
2
3

}x4 + min{ 4

15
,
1

3

11
15
2
3

}x5 >
1

3

⇔ 1

30
x4 +

4

15
x5 >

1

3

• îäñèjåöàjó£à ðàâàí äîáèjåíà òðå£îì òåõíèêîì

min{13

15
,
2

3
·

2
15
1
3

}x4 + min{ 8

15
,
2

3
·

7
15
1
3

}x5 >
2

3

⇔ 2

15
x4 +

4

15
x5 >

1

3

• îäñèjåöàjó£à ðàâàí äîáèjåíà ÷åòâðòîì òåõíèêîì � η0 = {5}, η1 = ∅, η2 = {4}.
4

15
x5 + (

14

15
− 2

3
)x4 >

1

3

⇔ 4

15
x4 +

4

15
x5 >

1

3

�

Êàî øòî ìîæåìî ïðèìèjåòèòè, ÷åòâðòà òåõíèêà íèjå óïîðåäèâà ó îïøòåì ñëó÷àjó
ñà äðóãîì è òðå£îì òåõíèêîì.

Êàî è çà òðå£ó òåõíèêó, ìîãó£å jå íàäîâåçàòè ÷åòâðòó òåõíèêó íà ïðâó, øòî áè
áèëà ïåòà òåõíèêà. Çà ïåòó òåõíèêó âàæå ñëè÷íà ðàçìàòðà»à ó îäíîñó íà îñòàëå
òåõíèêå, êàî è çà òðå£ó ó îäíîñó íà ïðâå äâèjå.

Jà÷å îäñèjåöàjó£å ðàâíè ìîãó ñå, ñâàêàêî, äîáèòè èñêîðèøòàâà»åì ñòðóêòóðå
êîíêðåòíîã öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà.
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3.6.1 Ïîjà÷àâà»å Õâàòàë-Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè

Øòî ñå òè÷å Õâàòàë-Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè, ïðèðîäíî, âàæå ñëè÷íè
ðåçóëòàòè (áè£å íàâåäåíà ñàìî òâð¢å»à, äîêàçå ïîãëåäàòè ó [48]). Ñëèjåäè àíàëîãîí
ïðâå òåõíèêå (Òåîðåìå 3.5) çà Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè.

Òåîðåìà 3.18. Àêî jå r(τT b) < 1/2, t áèëî êîjè ïîçèòèâàí öèî áðîj òàêàâ äà jå
1/2 6 t · r(τT b) < 1, îíäà, çàìjå»ójó£è τ ñà r(tτ) äîáèjàìî jà÷ó èëè ïàê, ó íàjãîðåì
ñëó÷àjó, jåäíàêî jàêó Õâàòàë-Ãîìîðèjåâó îäñèjåöàjó£ó ðàâàí.

Çà ïðåäñòàâ§à»å àíàëîãîíà äðóãîj òåõíèöè, çãîäíî jå óâåñòè äîäàòíå îçíàêå. Íåêà
jå N = {1, . . . , n} è a0 = τT b, a çà i ∈ N íåêà jå ai jåäíàêî i-òîj êîìïîíåíòè âåêòîð-
âðñòå ìàòðèöå τTA. Î÷èòî jå äà ñå âà§àíà íåjåäíàêîñò

∑
i∈N(τTA)xi 6 τT b ìîæå

çàïèñàòè êàî ∑
i∈N

aixi 6 a0,

a Õâàòàë-Ãîìîðèjåâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí êàî∑
i∈N

baicxi 6 ba0c.

Ñëèjåäè àíàëîãîí äðóãå òåõíèêå (Òåîðåìå 3.7).

Òåîðåìà 3.19. Íåjåäíàêîñò

n∑
i=1

(
baic+ max

{
0,
r(ai)− r(a0)

1− r(a0)

})
6 ba0c. (3.30)

jå âà§àíà è jà÷à jå èëè ïàê, ó íàjãîðåì ñëó÷àjó, jåäíàêà èçâîðíîj Õâàòàë-Ãîìîðèjåâîj
îäñèjåöàjó£îj ðàâíè.

Ïîíîâî, òåõíèêå ñå ìîãó íàäîâåçàòè (äðóãà íà ïðâó), ïðè ÷åìó ñå τ çàìjå»ójå ñà
r(tτ) äà áè ñå äîáèî àíàëîãîí òðå£å òåõíèêå.

Íà êðàjó, áè£å ïðåäñòàâ§åí àíàëîãîí ÷åòâðòîj òåõíèöè (Òåîðåìà 3.8) ïîjà÷àâà»à
Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè.

Òåîðåìà 3.20. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå r(x∗βi) > 0 è íåêà jå k > 1 jåäèíñòâåíè öèî
áðîj òàêàâ äà je

1

k + 1
6 r(x∗βi) <

1

k
.

Ïàðòèöèîíèøèìî η íà êëàñå η0, . . . , ηk òàêî äà jå η0 = {j ∈ η : r(αi) 6 r(x∗βi)}
è çà p = 1, . . . , k íåêà jå ηp = {j ∈ η : r(x∗βi) + (p − 1)(1 − x∗βi)/k < r(αj) 6
x∗βi + p(1 − r(x∗βi))/k}. Ñ§åäå£a ïîjà÷àíà ðàçëîì§åíà îäñèjåöàjó£à ðàâàí jå âà§àíà
çà öjåëîáðîjíè îìîòà÷ ó ËÏ-ðåëàêñàöèjè öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà è jà÷à jå èëè ïàê, ó
íàjãîðåì ñëó÷àjó, jåäíàêà èçâîðíîj Õâàòàë-Ãîìîðèjåâîj îäñèjåöàjó£îj ðàâíè:

∑
j∈η0

baicxi +
k∑
p=1

∑
j∈ηp

(baic+
p

k + 1
)xi 6 ba0c.
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3.7 Ãîìîðèjåâå ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíå îäñèjåöàjó£å

ðàâíè

Àðãóìåíòàöèjà çà èçâî¢å»å Ãîìîðèjåâèõ èëè Õâàòàë-Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ
ðàâíè ñå çàñíèâà íà ÷è»åíèöè äà ñâå ïðîìjåí§èâå ìîðàjó áèòè öjåëîáðîjíå, ñòîãà ñå
äàòà àðãóìåíòàöèjà íå ìîæå íåïîñðåäíî ïðèìjåíèòè êàäà òðåáà ðèjåøèòè ìjåøîâèòî-
öjåëîáðîjàí ïðîãðàì. Äðóãèì ðèjå÷èìà, íèjå ïðèìjåí§èâà íà ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjàí
ïîëèåäàð ïðîãðàìà

PI = {(x, z) ∈ Zn+ × Rp
+ : Ax+Dy 6 b}.

Äîäàâàjó£è èçjåäíà÷àâàjó£å ïðîìjåí§èâå, äîáèjàìî ñ§åäå£è ñêóï

P ′I = {(x, y) ∈ Zn+ × Rn
+ : Ax+Gy = b},

ãäjå jå G = [D I] è y = [z s]T . Jåäíàêîñòè ñå, ïîíîâî, ìíîæå ñà âåêòîðîì u ∈ Rm äà
áè ñå äîáèî ñêóï

P ′I(u) = {(x, y) ∈ Zn+ × Rp+m
+ : ax+ gy = b},

ó êîì jå a = uA, g = uG è b = ub, ïðè ÷åìó ñå jîø ïðåòïîñòàâ§à äà jå ðàçëîì§åíè
äèî r(b) > 0. Óçåâøè äà jå ri = r(a) è r0 = r(b), P ′I(u) ñå ìîæå çàïèñàòè êàî∑

i:ri6r0

rixi +
∑
i:ri>r0

(ri − 1)xi + gy =

(
bbc −

n∑
i=1

bacxi −
∑
i:ri>r0

xi

)
+ r0.

Ïîøòî jå bbc −∑n
i=1baicxi −

∑
i:ri>r0

xi = k ∈ Z, îíäà jå èëè k 6 −1, ïà jå

−
∑
i:ri6r0

ri
1− r0

xi +
∑
i:ri>r0

1− ri
1− r0

xi −
g

1− r0
y > 1,

èëè jå ïàê k > 0, ïà jå ó òîì ñëó÷àjó∑
i:ri6r0

ri
r0
xi +

∑
i:ri>r0

ri − 1

r0
xi +

g

r0
y > 1.

Êàêî ñó îáå îäñèjåöàjó£å ðàâíè îáëèêà a1ω > 1 è a2ω > 1, ïðè æåìó âàæè äà jå ω > 0,
îíäà îäñèjåöàjó£à ðàâàí ∑

j

max{a1j , a2j}ω > 1

jå âà§àíà çà P ′I(u), à òèìå è çà P ′I . Äàêëå, íåjåäíàêîñò∑
i:ri6r0

ri
r0
xi +

∑
ri>r0

1− ri
1− r0

xi +
∑
j:gj>0

gj
r0
yj −

∑
j:gj<0

gj
1− r0

yj > 1.

çâàíà Ãîìîðèjåâà ìjåøòîâèòî-öjåëîáðîjíà îäñèjåöàjó£à ðàâàí, jå âà§àíà çà P ′I .

Ïðèìjåäáà 3.21. Çà ïîòïóíî öjåëîáðîjíè ñëó÷àj, Ãîìîðèjåâà ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíà
îäñèjåöàjó£à ðàâàí jå è äà§å âà§àíà è îáëèêà jå∑

i:ri6r0

ri
r0
xi +

∑
i:ri>r0

1− ri
1− r0

xi > 1,

îäíîñíî, îäãîâàðà îäñèjåöàjó£îj ðàâíè äîáèjåíîj äðóãîì òåõíèêîì ïîjà÷àâà»à.
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3.8 Íóìåðè÷êî-àðèòìåòè÷êè àñïåêò

Âå£ jå ñïîìåíóòî äà jå ëèíåàðíà àëãåáðà, ïîòðåáíà çà êîíñòðóêöèjó ðåäà ñèìïëå-
êñíå òàáåëå èç êîã ñå èçâîäè Ãîìîðèjåâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí, ïîäëîæíà ãðåøêàìà
çàîêðóæèâà»à êàäà ñå ðàâíè ðà÷óíàjó ó êîíà÷íîj àðèòìåòèöè, îäíîñíî ó àðèòìåòèöè
ïîêðåòíå çàïåòå (ñòàíäàðäíîj ðà÷óíñêîj ïëàòôîðìè). Îâå íóìåðè÷êå ïîòåøêî£å
ìîãó ó ïðàêñè äîâåñòè äî ãåíåðèñà»à îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè êîjå íèñó âà§àíå çà
îäãîâàðàjó£è ïðèìjåðàê öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà. Íà ïðèìjåð, îäñèjåöàjó£à ðàâàí çà
íåjåäíàêîñò x1 + x2 6 2.005 (ïîäðàçóìèjåâàjó£è äà x1, x2 ∈ Z) je x1 + x2 6 2. Èïàê,
àêî jå ïðèñóòíà ãðåøêà âåëè÷èíå 0.001, ó ïðîðà÷óíèìà ìîæåìî äîáèòè ñ§åäå£ó
íåjåäíàêîñò x1 +x2 6 1.995, ïà ñòîãà è îäñèjåöàjó£ó ðàâàí x1 +x2 6 1, êîjà óîïøòå íå
ìîðà áèòè âà§àíà. Ó âåîìà ïàæ§èâîj ñòóäèjè [50] jå äîêóìåíòîâàíî íå òàêî ðèjåòêî
jàâ§à»å îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè êîjå íèñó âà§àíå ó îêâèðó îäãîâàðàjó£èõ ìåòîäà çà
ðjåøàâà»å (ìjåøòîâèòî-)öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà.

3.8.1 Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ó åãçàêòíîj àðèòìåòèöè

Ðàçìàòðà»å Ãîìîðèjåâîã ìåòîäà ñà ñòàíîâèøòà àðèòìåòèêå ó êîjîj ñå ïðîðà÷óí
âðøè ìîæå ñå, ïðèðîäíî, ïîäèjåëèòè íà äâà äèjåëà � îäðå¢èâà»å òà÷íîã ðjåøå»à
ËÏ-ðåëàêñàöèjå è ïðîèçâî¢å»å Ãîìîðèjåâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè.

Êîìåðöèjàëíè ñîôòâåðè, êàî íà ïðèìjåð CPLEX, ñå ñëóæå íåêîì òîëåðàíöèjîì
ó ñâîjèì ïðîðà÷óíèìà. Îâî äîâîäè äî òîãà äà ñå áðîjåâè áëèñêè íóëè (èñïîä
òîëåðàíöèjå) ñìàòðàjó jåäíàêèì íóëè. Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè ïèâîòèðàòè íàä
êîëîíàìà êîä êîjèõ jå íà ïðèìjåð íåãàòèâíè ðåäóêîâàíè òðîøàê áëèçàê íóëè, èëè
ïðîñòî ïðåòïîñòàâèòè äà jå ðåäóêîâàíè òðîøàê jåäíàê íóëè? Ó jåäíîì ñëó÷àjó èìà ñå
ïîñëà ñà äóàëíîì äåãåíåðèñàíîì áàçîì, à ó äðóãîì ñëó÷àjó ñå íå ïðîíàëàçè îïòèìàëíî
ðjåøå»å.

Ïðèìjåð 3.6. Ðàçìîòðèìî ïðîãðàì

min − 1.0001x1 − 2x2

x1 + 2x2 + x3 = 10000

x1, x2, x3 ∈ N0.

Óâîäå£è x2 ó áàçó äîáèjà ñå ñ§åäå£à òàáåëà

-0.0001 0 1 10000
1
2

1 1
2

5000

Àêî jå òîëåðàíöèjà 10−4, îíäà áè ïðåòïîñòàâèëè äà jå −0.0001 ó ñòâàðè íóëà è ñòîãà
íå áè ïèâîòèðàëè ïî òîj êîëîíè. Îâî áè äàëî ñ§åäå£è ðåçóëòàò

x1 = 0 x2 = 5000 x3 = 0,

ïðè ÷åìó jå âðèjåäíîñò öè§à −10000. Íàðàâíî, ðåçóëòàò íèjå îïòèìàëàí. Îïòèìàëàí
ðåçóëòàò jå

x1 = 10000 x2 = 0 x3 = 0

ñà öè§íîì âðèjåäíîø£ó −10001. Óêîëèêî áè x1 ïðåäñòàâ§àëî ìjåðèöå çà êóêóðóç, à
x2 êèëîãðàìå ìåäà êîjå áè ïî§îïðèâðåäíèê òðåáàî äàî ïðîäà, îíäà áè îâà ðàçëèêà è
òå êàêî áèëà çíà÷àjíà. �
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Øòàâèøå, ñèòóàöèjà ìîæå áèòè è ãîðà, îäíîñíî CPLEX ìîæå äàòè ïîãðåøàí
ðåçóëòàò (òà÷êó êîjà íèjå äîïóñòèâà) çáîã òîëåðàíöèjå, êàî ó ñ§åäå£åì ïðèìjåðó.

Ïðèìjåð 3.7. Ðàçìîòðèìî ïðîãðàì

min −x1 − x2
0.499999x1 + 0.5x2 = 1

x1 + 2x2 = 3

x1, x2 > 0.

CPLEX äàjå êàî ðjåøå»å òà÷êó x1 = x2 = 1 è âðèjåäíîñò öè§à −2, ìå¢óòèì, îâà
òà÷êà íèjå äîïóñòèâà. �

Ó åãçàêòíîj àðèòìåòèöè, ñâè ïîäàöè ñó ïðåäñòàâ§åíè ó îáëèêó ðàçëîìàêà,
ïðè ÷åìó ñå çàñåáíî âîäè ðà÷óíà î áðîjèîöó è èìåíèîöó (òj. »èõîâîj ïîõðàíè).
Ñâå àðèòìåòè÷êå îïåðàöèjå ñå èçâîäå ó îêâèðó ñèìáîëè÷êîã ðà÷óíà (îïåðàöèjå
ñà ðàçëîìöèìà), òî jåñò íå ðàçìàòðàjó ñå àïðîêñèìàöèjå ðåçóëòàòà àðèòìåòè÷êèõ
îïåðàöèjà, êàî øòî jå òî ñëó÷àj ó çàïèñó ñà çàïåòîì (áèëî ôèêñíîì, áèëî ïîêðåòíîì).

Èïàê, åãçàêòíà àðèòìåòèêà, èàêî áè ðjåøèëà ñïîìåíóòå íóìåðè÷êå ïðîáëåìå,
èìà jåäíó jàêî ëîøó ñòðàíó. Ãëàâíè ðà÷óíñêè ïðîáëåì åãçàêòíå àðèòìåòèêå jå
íåâjåðîâàòíî âåëèê áðîj îñíîâíèõ àðèòìåòè÷êèõ îïåðàöèjà. Çà ñàáèðà»å (îäóçèìà»å)
äâà áðîjà (óëàçíà ïîäàòêà ó íàøåì ñìèñëó), ïðàêòè÷íî ñó ïîòðåáíà òðè ìíîæå»à
è jåäíî ñàáèðà»å, äîê jå çà ìíîæå»å (äèjå§å»å) äâà áðîjà ïðàêòè÷íî ïîòðåáíî
èçâðøèòè äâèjå îïåðàöèjå ìíîæå»à. Çà ïîðå¢å»å äâà áðîjà ïîòðåáíî jå èçâðøèòè
äâà ìíîæå»å è jåäíó ñòàíäàðíó îïåðàöèjó ïîðå¢å»à. Äà§å, jîø jåäíà ñòâàð êîjå jå
ïðîáëåìàòè÷íà jåñòå îäðæàâà»å áðîjèîöà è èìåíèîöà ðàçëîìêà óçàjàìíî ïðîñòèì,
óïðàâî äà áè ðàçëîìöè çàóçèìàëè øòî ìà»å ìåìîðèjå. Ïðîñòî, áåç ñêðà£èâà»à
ðàçëîìàêà, áðîjåâè áè ìîãëè äà ðàñòó åêñïîíåíöèjàëíî, ïîøòî ñâàêà îïåðàöèjà ó
åãçàêòíîj àðèòìåòèöè ñàäðæè ìíîæå»å. Ñàì ïîñòóïàê ñêðà£èâà»à ðàçëîìàêà ìîæå
áèòè, âðåìåíñêè ãëåäàíî, íàjçàõòjåâíèjà îïåðàöèjà ìå¢ó ñâèì äî ñàä ñïîìåíóòèì.
Jåäàí îä áðæèõ íà÷èíà (àëè èïàê íåäîâî§íî áðç) çà ñêðà£èâà»å ðàçëîìàêà jå
êîðèø£å»å Åóêëèäîâîã àëãîðèòìà çà íàëàæå»å íàjâå£åã çàjåäíè÷êîã äjåëèîöà
(ÍÇÄ). Äàòè àëãîðèòàì ñå çàñíèâà íà íàðåäíîj òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.22. ÍÇÄ (a, b) = ÍÇÄ (min(a, b), |a− b|).

Ïðåìà ïðåäî÷åíîì ó [6], íàèâíî ðjåøàâà»å ëèíåàðíîã ïðîãðàìà ó åãàçêòíîj
àðèòìåòèöè, ïðàêòè÷íî ãëåäàíî, íåìà ñìèñëà, ïà jå ïîòðåáàí äðóãà÷èjè ïðèñòóï.

Äèôëàóè et al. jå ó [24] ïðèìjåíèî íåøòî äðóãà÷èjó ñòðàòåãèjó (ïðîâjåðè-ïà-
ïîïðàâè), äîïóøòàjó£è ðjåøàâà»å ëèíåàðíîã ïðîãðàìà ó àðèòìåòèöè ïîêðåòíå
çàïåòå, êîjå áè ïîòîì ñëóæèëî êàî ïî÷åòíà òà÷êà çà äîáèjà»å òà÷íîã ðjåøå»à óêîëèêî
îíî íèjå äîáèjåíî. Óìjåñòî ðàçìàòðà»à ïðèìàëíîã è äóàëíîã ðjåøå»à äîáèjåíîã
ðà÷óíîì ó ïîêðåòíîj çàïåòè, Äèôëàóè et al. óçèìà îïèñ ïðåäî÷åíå (îïòèìàëíå)
áàçå çà êîjó î÷åêójå äà jå îïòèìàëíà èëè áàð áëèñêà îïòèìàëíîj. Äàòó áàçà ñå
ïðîâjåðàâà ðà÷óíîì ó åãçàêòíîj àðèòìåòèöè (îäðå¢ójå äà ëè jå ïðèìàëíî èëè äóàëíî
äîïóñòèâà), ïîñëèjå ÷åãà ïðåëàçè íà èçðà÷óíàâà»å îïòèìàëíîã ðjåøå»à, òàêî¢å ó
åãçàêòíîj àðèòìåòèöè, ïî÷åâøè, ñâàêàêî, îä òå ñàìå áàçå (óêîëèêî ðjåøå»å çàèñòà
íèjå îïòèìàëíî). Ìå¢óòèì, Äèôëàóè íèjå óñïèî ðèjåøèòè ñâå ïðîáëåìå èç NETLIB
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áèáëèîòåêå, jåð ñå ó »åãîâîì ïðèñòóïó è äà§å jàâ§à èñòè ðà÷óíñêè ïðîáëåì
ïðåâåëèêîã áðîjà îïåðàöèjà, îäíîñíî âåëèêîã âðåìåíà èçâðøàâà»à àëãîðèòìà.

Ñ äðóãå ñòðàíå, Êîõ jå ó [45], èñòå ãîäèíå, èçâjåñòèî î ðjåøàâà»ó ñâèõ ïðîáëåìà
NETLIB áèáëèîòåêå, ìîäèôèêójó£è ïðèñòóï Äèôëàîóèjà, ïðîñòî ïðåðà÷óíàâàjó£è
îäãîâàðàjó£å çàõòjåâíèjå ïðîáëåìå êîðèñòå£è äâîñòðóêî âå£ó ïðåöèçíîñò çàïèñà ñà
ïîêðåòíîì çàïåòîì è òèìå çàîáèëàçå£è ñèìáîëè÷êè ðà÷óí. Ó [6] Êîõîâà ñòðàòåãèjà
jå óíàïðèjå¢åíà äèíàìè÷êèì ïîâå£àâà»åì ïðåöèçíîñò ðà÷óíà»à ó ïîêðåòíîj çàïåòè
ñâå äîê ñå íå äîáèjå áàçà êîjà äàjå ðàöèîíàëíà ïðèìàëíà è äóàëíà ðjåøå»à, à ïðè
÷åìó ñó èñïó»åíè óñëîâè îïòèìàëíîñòè, íåîìå¢åíîñòè, èëè ïàê íåäîïóñòèâîñòè.

Ìåòîä òà÷íîã ðjåøàâà»à ëèíàðíîã ïðîãðàìà ïðåìà [6]

1. p← íàjáî§à óãðà¢åíà ïðåöèçíîñò çàïèñà ñà ïîêðåòíîì çàïåòîì

2. B ← ∅
3. Èçðà÷óíàòè àïðîêñèìàöèjå c, b, A ïî÷åòíîã óëàçà ó òåêó£îj ïðåöèçíîñòè

4. Ðèjåøè max{cx : Ax 6 b, x > 0} êîðèñòå£è B (àêî íèjå ïðàçàí ñêóï)

5. B ← êðàj»à áàçà ñèìïëåêñíîã àëãîðèòìà.

6. Òåñòèðàj ðåçóëòàò ó åãçàêòíîj àðèòìåòèöè.

7. Aêî jå òåñò íåãàòèâàí

- ïîâå£àj ïðåöèçíîñò p
- èäè íà êîðàê 3

8. Èñïèøè ðåçóëòàò (ñòîï)

Èìàjó£è ó âèäó ïðåòõîäíå íà÷èíå çà äîáèjà»å òà÷íîã ðjåøå»à ËÏ-ðåëàêñàöèjå, èç
îäãîâàðàjó£å áàçå ñå ìîæå ïðîèçâåñòè Ãîìîðèjåâa îäñèjåöàjó£à ðàâàí, øòàâèøå îíà
ñå ó ñëó÷àjó ïîòðåáå ìîæå ïðîèçâåñòè ñà öjåëîáðîjíèì êîåôèöèjåíòèìà. Íåjåäíàêîñò
ñàìî òðåáà ïîìíîæèòè ñà íàjâå£èì èìåíèîöåì ìå¢ó êîåôèöèjåíòèìà, ïà ïîòîì
ïîäèjåëèòè ñà íàjâå£èì çàjåäíè÷êèì äjåëèîöåì íîâîäîáèjåíèõ êîåôèöèjåíàòà. Íà
ïðèìjåð, çà

− 4

15
x3 −

2

15
x4 6 −

2

3
äîáèjàìî ñ§åäå£è îáëèê îäñèjåöàjó£å ðàâíè

−2x3 − x4 6 −5.

3.8.2 Ïîóçäàíå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ó ïîêðåòíîj

çàïåòè

Êîðèñòå£è ðóòèíå ïðîãðàìñêîã jåçèêà C ìîãó£å jå ïðîèçâåñòè âà§àíe è íóìåðè÷êè
ïîóçäàíe Ãîìîðèjåâe îäñèjåöàjó£å ðàâíè ó àðèòìåòèöè ïîêðåòíå çàïåòå, à êîjå ñå çáîã
òîãà ìîãó èíêîðïîðèðàòè ó îäãîâàðàjó£å ñîôòâåðå. Äðóãèì ðèjå÷èìà, ìîãó£å jå äî£è
äî òà÷íîã îïòèìàëíîã ðjåøå»à, óç äîñòà ìà»å êîðèø£å»à åãçàêòíå àðèòìåòèêå, èëè
ïàê ïîâå£àâà»à ïðåöèçíîñòè çàïèñà.
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Çàïèñ áðîjà ó ïîêðåòíîj çàïåòè ïðåìà IEEE 754 ñòàíäàðäó, ñàñòîjè ñå îä çíàêà,
çíà÷àjíîã äèjåëà (ìàíòèñå), ñòåïåíà è îñíîâå áðîj÷àíîã ñèñòåìà (óâèjåê ìîðà áèòè
ïàðíà). Íà ïðèìjåð, çà çàïèñ áðîjà ó äâîñòðóêîj ïðåöèçíîñòè, 11 áèòà ñå îäâàjà
çà ñòåïåí, à 52 áèòà çà çíà÷àjíè äèî. Óçå£åìî äà jå M ⊆ Q ñêóï ðàöèîíàëíèõ
áðîjåâà ðåïðåçåíòàáèëíèõ ó çàïèñó ñà ïîêðåòíîì çàïåòîì. M jå êîíà÷àí, è àêî jå
q ∈ M, îíäà âàæè äà ñó è −q, r(q) ∈ M. Òàêî¢å, àêî ñó a, b ∈ M, îíäà ñó è
min{a, b}, max{a, b} ∈M. ÑêóïM íèjå íåøòî ïîñåáíî ñòðóêòóèðàí, ïîøòî îïåðàöèjà
ñàáèðà»à íèjå àñîöèjàòèâíà íàä »èì.

Çà äàòó ôóíêöèjó f : Rn → R, êàæå ñå äà ôóíêöèjà f îäîçãî : Mn → M îäîçãî
àïðîêñèìèðà ôóíêöèjó f íà ñêóïó M, àêî

f îäîçãî(x) > f(x), x ∈Mn,

à çà ôóíêöèjó f îäîçäî : Mn → M êàæå ñå äà îäîçäî àïðîêñèìèðà ôóíêöèjó f íà M,
àêî âàæè

f îäîçäî(x) 6 f(x), x ∈Mn.

Ìîæåìî ïðèìèjåòèòè äà ñó îñíîâíå àðèòìåòè÷êå îïåðàöèjå + è ∗ ôóíêöèjå ñà R2 →
R. Îçíà÷àâàìî ðåñïåêòèâíî ñà a+ b è a+ b âðèjåäíîñòè àïðîêñèìàöèjà îäîçãî/îäîçäî
çáèðà a+ b çà áèëî êîjå a, b, a+ b ∈M è êîðèñòèìî ñëè÷íî îçíà÷àâà»å çà îäóçèìà»å
è ìíîæå»å.

Ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó C (ISO/IEC '99), êîíâåíöèjà î çàîêðóæèâà»ó ó ïîêðåòíîj
çàïåòè ñå, ïðåìà ñòàíäàðäó IEEE, ìîæå ïîäåñèòè äà äàjå ñïîìåíóòå àïðîêñèìàöèjå
îäîçãî è îäîçäî (óìjåñòî ïîäðàçóìèjåâàíîã çàîêðóæèâà»à íà íàjáëèæó âðèjåäíîñò)
ïîìî£ó fesetround ôóíêöèjå. Àïðîêñèìàöèjå îäîçãî ñå äîáèjàjó ïîçèâîì ôóíêöèjå ñà
àðãóìåíòîì FE_UPWARD, ïîñëèjå ÷åãà ñå âðøå óîáè÷àjåíå àðèòìåòè÷êå îïåðàöèjå.
Ñëè÷íî, àïðîêñèìàöèjå îäîçäî ñå äîáèjàjó êîðèø£å»åì FE_DOWNWARD àðãóìåíòà.

Íåêà jå k > 3 öèî áðîj è íåêà ñó ai, πi ∈M çà i = 1, . . . , k. Çà
∑k

i=1 πiai ðåêóðçèâíî
äåôèíèøåìî àïðîêñèìàöèjó îäîçãî, îäíîñíî îäîçäî,

k∑
i=1

πiai =

k−1∑
i=1

πiai

+ πkak

k∑
i=1

πiai =

k−1∑
i=1

πiai

+ πkak.

Áèòíî jå ïðèìèjåòèòè äà £å áèëî êîjè ïîðåäàê åëåìåíàòà a1, . . . , ak äàòè àïðîêñèìàöèjó
îäîçãî/îäîçäî ñóìå

∑k
i=1 πiai, àëè ðàçëè÷èòè ïîðåòöè ìîãó äàòè ðàçëè÷èòå ðåçóëòàòå.

Ñòîãà, îïåðàöèjà íèjå êîìóòàòèâíà.
Òàêî¢å, áèòíî jå ïðèìèjåòèòè äà àïðîêñèìàöèjå îäîçãî/îäîçäî íå£å áèòè èñïðàâíå

àêî ñå jàâè ïðåêîðà÷å»å/ïîòêîðà÷å»å, ïà êàäà ñå ãîä òî äåñè, ìîæå ñå óçåòè äà jå
ðåçóëòàò íåäåôèíèñàí.

Ðàçìàòðàjó£è Õâàòàë-Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè, ìîæå ñå îäìàõ ïðèìèjåòèòè
äà jå çà ñêóï ìíîæèîöà τ ∈Mm, âå£èõ îä íóëå, íåjåäíàêîñò τTAx 6 τT b çàäîâî§åíà
ó ñâèì òà÷êàìà öjåëîáðîjíîã îìîòà÷à PI ó ïîëèåäðó ËÏ-ðåëàêñàöèjå P . Èïàê,
äàòà íåjåäíàêîñò íå ìîðà áèòè M-ðåïðåçåíòàáèëía, à èçðà÷óíàâà»å τTA è τT b
ó àðèòìåòèöè ïîêðåòíå çàïåòå, íå îáåçájå¢ójå âà§àíîñò ðåçóëòójó£å íåjåäíàêîñòè.
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Ïîäðàçóìèjåâà ñå äà jå A ∈ Mm×n è b ∈ Mn. Áåç îáçèðà íà òî, àêî jå x > 0, âàæè äà
jå ∑

j∈η

(
m∑
i=1

τiaij

)
xj 6

m∑
i=i

τibi

M-ðåïðåçåíòàáèëíà âà§àíà íåjåäíàêîñò, îä êîjå ñå ìîæå äîáèòè âà§àíà îäñèjåöàjó£à
ðàâàí.

Ó ñëó÷àjó jåäíàêîñòè, êàî êàäà ñå ïðîèçâîäè àãðåãèðàíà Ãîìîðèjåâà îäñèjåöàjó£à
ðàâàí, jåäíàêîñòè ñå ìîðàjó îïóñòèòè äî íåjåäíàêîñòè, ïà ñå îíäà íåjåäíàêîñòè
àãðåãèðàjó êîðèø£å»åì ìíîæèîöà τ äà áè ñå äîáèëà âà§àíà M-ðåïðåçåíòàáèëíà
íåjåäíàêîñò. Èíà÷å, òàäà τ íå ìîðà áèòè îãðàíè÷åíî íà íåíåãàòèâíå âðèjåäíîñòè.
Î÷èòî, àêî æåëèìî äà äîáèjåìî ìà»å-èëè-jåäíàêî M-ðåïðåçåíòàáèëíó íåjåäíàêîñò,
à ìíîæèëàö íåêîã êîíêðåòíîã îãðàíè÷å»à jå íåãàòèâàí, ðåëàêñàöèjà ìîðà áèòè
ñóïðîòíà, òî jåñò âå£å-èëè-jåäíàêî íåjåäíàêîñò.

Îñòàëå Ãîìîðèjåâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ñå íà ñëè÷àí íà÷èí òðàíñôîðìèøó ó
íóìåðè÷êè ïîóçäàíå îäñèjåöàjó£å ðàâíè. Jàñíî jå äà jå òàêî äîáèjåíà îäñèjåöàjó£à
ðàâàí ñëàáèjà ó îäíîñó íà èçâîðíó.

Íà êðàjó, êàî øòî jå âå£ íàïîìåíóòíî íà íåêè íà÷èí, ïðîèçâî¢å»å íóìåðè÷êè
ïîóçäàíèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè íèjå jåìàö äà ñîôòâåð íå£å îäñèjå£è îïòèìàëíî
ðjåøå»å, jåð jå ïîòðåáíî äà ñå îñòàòàê ðà÷óíñêîã ñîôòâåðà òðàíñôîðìèøå äà ðàäè
ó íóìåðè÷êè ïîóçäàíîì ðåæèìó (íïð. ïîóçäàíå äóàëíå ãðàíèöå, ïðåòïðîöåñèðà»å,
ïðîâjåðà î íåîìå¢åíîñòè, èòä.).
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Ãëàâà 4

Kîðíåðñêè ïîëèåäàð è îäñèjåöàjó£å

ðàâíè

Äàò jå ñ§åäå£è ïîëèåäàð

Ax = b

xj > 0, j = 1, . . . , n

xj ∈ Z, j = 1, . . . , p,

(4.1)

ãäjå jå p 6 n, ìàòðèöà A ∈ Qm×n (ðàíãà m) è âåêòîð-êîëîíà b ∈ Qm. Ñêóï áàçíèõ
èíäåêñà (òj. áàçà) áè£å, êàî è äîñàä, îçíà÷àâàí ñà β, à ñêóï èíäåêñà íåáàçíèõ
ïðîìjåí§èâèõ ñà η = {1, . . . , n}\β. Ïðåòõîäíè ñèñòåì jåäíà÷èíà è íåjåäíà÷èíà ìîæå
ñå çàïèñàòè ó îáëèêó

xi = x∗i −
∑
j∈η

aijxj, i ∈ β (4.2)

ãäjå jå x∗i > 0 çà i ∈ β. Îäãîâàðàjó£å áàçíî ðjåøå»å jå xi = x∗i (i ∈ β), xj = 0 (j ∈ η).
Àêî jå x∗i ∈ Z çà ñâå i ∈ β∩{1, . . . , p}, îíäà x ïðèïàäà ñêóïó (4.1), ó ïðîòèâíîì òðåáà
íà£è âà§àíå îäñèjåöàjó£å ðàâíè çà ñêóï (4.1) êîjå ñó íàðóøåíå ó òà÷êè x.

Jåäíà, ìàëî äðóãà÷èjà èäåjà çà ïðîíàëàæå»å îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè jå äà ñå óìjåñòî
ïîëèåäðà (4.1) êîðèñòè Ãîìîðèjåâ êîðíåðñêè ïîëèåäàð [33, 34], êîjè ñå äîáèjà èç (4.1)
îäáàöèâà»åì îãðàíè÷å»à íåíåãàòèâíîñòè ïî ñâèì áàçíèì ïðîìjåí§èâèì xi (i ∈ β).
Ó òàêâîj ðåëàêñàöèjè ìîãó ñå îäáàöèòè è îãðàíè÷å»à xi = x∗i −

∑
j∈η aijxj çà ñâå

i ∈ β ∩ {p+ 1, . . . , n} çàòî øòî ïðîìjåí§èâå xi:
• íå ìîðàjó áèòè öjåëîáðîjíå

• jàâ§àjó ñå òà÷íî jåäíîì ó ñèñòåìó, à íè jåäíà äðóãà áàçíà ïðîìjåí§èâà íå çàâèñè
îä »èõ.

Çáîã òîãà £å ñå ïîäðàçóìèjåâàòè äà ñó ñâå áàçíå ïðîìjåí§èâå ó (4.2) öjåëîáðîjíå, òî
jåñò β ⊆ {1, . . . , p}.

Îïóøòå»å çà (4.1) êîjå jå óâåî Ãîìîðè jå

xi = x∗i −
∑
j∈η

aijxj i ∈ β

xj > 0 j ∈ η

xi ∈ Z i = 1, . . . , p.

(4.3)
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Êîíâåêñíè îìîòà÷ äîïóñòèâèõ ðjåøå»à (4.3) ñå íàçèâà êîðíåðñêè ïîëèåäàð çà áàçó
β è îçíà÷àâà ñå ñà corner(β). Ñâàêà âà§àíà îäñèjåöàjó£à ðàâàí çà êîðíåðñêè ïîëèåäàð
jå âà§àíà è çà ñêóï (4.1).

Ðàäè êðà£åã çàïèñà, ñà P (β) îçíà÷àâà£å ñå ËÏ-ðåëàêñàöèjà êîðíåðñêîã ïîëèåäðà
(4.3). Êîðíåðñêè ïîëèåäàð jå áî§å ñòðóêòóèðàí ó îäíîñó íà îäãîâàðàjó£è ïîëèåäàð
ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà, ïà ñå âðõîâè è åêñòðåìàëíè çðàöè ðåëàêñàöèjå
P (β) ìîãó ïðîñòèjå îïèñàòè, øòî ñå, íàðàâíî, ïîêàçàëî êîðèñíèì ó ïðîèçâî¢å»ó
âà§àíèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè.

Ïîëèåäàð P (β) èìà ñàìî jåäàí âðõ è òî ó òà÷êè ñà êîîðäèíàòàìà xi = x∗i çà i ∈ β
è xj = 0 çà j ∈ η.

Ðåöåñèâíè êîíóñ ïîëèåäðà P (β) je îäðå¢åí ñ§åäå£èì ñèñòåìîì

xi = −
∑
j∈η

aijxj çà i ∈ β

xj > 0 çà j ∈ η.

Ïîøòî jå ïðîjåêöèjà îâîã êîíóñà íà Rη îäðå¢åíà íåjåäíàêîñòèìà xj > 0, (j ∈ η), a
ïðîìjåí§èâe xi, i ∈ β ñó îäðå¢åíå ãîð»èì jåäíà÷èíàìà, åêñòðåìàëíè çðàöè êîíóñà
ñó âåêòîðè êîjè, îñèì jåäíîã, çàäîâî§àâàjó ñâà îñòàëà îãðàíè÷å»à íåíåãàòèâíîñòè
êàî jåäíàêîñòè. Ñòîãà, ïîñòîjè |η| åêñòðåìàëíèõ çðàêà zj çà j ∈ η, äåôèíèñàíèõ êàî

zjh =


−ahj çà h ∈ β,

1 çà j = h,

0 çà h ∈ η\{j}.
(4.4)

Ïðèìjåäáà 4.1. Âåêòîðè zj, ïðè ÷åìó j ∈ η, ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè. Îòóäà jå P (β)
|η|-äèìåíçèîíàëíè ïîëèåäàð ÷èjè jå àôèíè îìîòà÷ îäðå¢åí jåäíà÷èíàìà xi = x∗i −∑

j∈η aijxj çà i ∈ β.

Ëåìà 4.2. Àêî àôèíè îìîòà÷ ËÏ-ðåëàêñàöèjå P (β) ñàäðæè òà÷êó ó Zp×Rn−p, îíäà
jå corner(β) |η|-äèìåíçèîíàëíè ïîëèåäàð. Ó ïðîòèâíîì, corner(β) jå ïðàçàí.

Äîêàç. Ïîøòî jå corner(β) ñàäðæàí ó àôèíîì îìîòà÷ó ïîëèåäðà P (β), corner(β) jå
ïðàçàí êàäà àôèíè îìîòà÷ ïîëèåäðà P (β) íå ñàäðæè íèòè jåäíó òà÷êó èç Zp×Rn−p.

Îñòàjå äà ñå äîêàæå äà jå corner(β) |η|-äèìåíçèîíàëíè ïîëèåäàð, àêî àôèíè
îìîòà÷ ïîëèåäðà P (β) ñàäðæè òà÷êó èç Zp × Rn−p.

Çà ïî÷åòàê, òðåáà äîêàçàòè äà jå corner(β) íåïðàçàí. Àêî x′ ∈ Zp ×Rn−p ïðèïàäà
àôèíîì îìîòà÷ó ïîëèåäðà P (β), îíäà jå x′i = x∗i −

∑
j∈η aijx

′
j çà i ∈ β.

Óçåâøè äà jå η− ïîäñêóï èíäåêñà èç η òàêâèõ äà jå x′j < 0, àêî jå η− ïðàçíî,
îíäà x′j ïðèïàäà corner(β). Äà§å, ïîñòîjè D ∈ Z+ òàêâî äà jå Daij ∈ Z çà ñâå i ∈ β
è j ∈ η−. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ìîæå ñå óâåñòè òà÷êà x′′, äåôèíèñàíà íà ñ§åäå£è
íà÷èí

x′′j =


x′j j ∈ η\η−
x′j −Db

x′j
D
c j ∈ η−

x∗i −
∑

j∈η aijx
′′
j i ∈ β

.

Ïðåìà êîíñòðóêöèjè, x′′j > 0 çà ñâå j ∈ η è x′′i jå öèî áðîj çà ñâàêè i ∈ β. Ïîøòî
x′′ çàäîâî§àâà x′′i = x∗i −

∑
j∈η aijx

′′
j , ñëèjåäè äà x′′ ïðèïàäà corner(β), îäíîñíî äà jå

corner(β) íåïðàçàí.
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Èìàjó£è ó âèäó äà jå P (β) ðàöèîíàëíè ïîëèåäàð, íà îñíîâó Òåîðåìå 1.16,
ðåöåñèâíè êîíóñè ïîëèåäàðà P (β) è corner(β) ñå ïîêëàïàjó. Êàêî jå äèìåíçèjà P (β)
è »åãîâîã ðåöåñèâíîã êîíóñà |η|, à corner(β) ⊆ P (β), äèìåíçèjà corner(β) jå |η|.
Ïðèìjåð 4.1. Äàò jå ïîòïóíî öjåëîáðîjàí ïðîãðàì

min
1

2
x2 + x3

x1 + x2 + x3 6 2

x1 −
1

2
x3 > 0

x2 −
1

2
x3 > 0

x1 +
1

2
x3 > 0

−x1 + x2 + x3 6 1

x1, x2, x3 ∈ Z
x1, x2, x3 > 0 .

(4.5)

Îâàj ïðîáëåì èìà ÷åòèðè äîïóñòèâà ðjåøå»à (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) è (1, 1, 0),
ïðè ÷åìó ñâà çàäîâî§àâàjó x3 = 0. Äàòå ÷åòèðè òà÷êå ñó ïîêàçàíå ó (x1, x2)-ïðîñòîðó
íà Ñëèöè 4.1.

Ñëèêà 4.1 Ïðåñjåê êîðíåðñêîã ïîëèåäðà ñà ðàâíè x3 = 0

Íà ñàìîì ïî÷åòêó, ïðîãðàì ñå ïðåâîäè ó îáëèê (4.1) óâîäå£è îäãîâàðàjó£å
íåöjåëîáðîjíå èçjåäíà÷àâàjó£å ïðîìjåí§èâå (ïîçèòèâíå èëè íåãàòèâíå) x4, . . . , x8. Ïî
ðjåøàâà»ó ËÏ-ðåëàêñàöèjå, äîáèjà ñå

x1 = 1
2

+1
4
x6 −3

4
x7 +1

4
x8

x2 = 1
2

+3
4
x6 −1

4
x7 −1

4
x8

x3 = 1 −1
2
x6 −1

2
x7 −1

2
x8

x4 = 0 −1
2
x6 +3

2
x7 +1

2
x8

x5 = 0 −1
2
x6 −1

2
x7 +1

2
x8.
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Îïòèìàëíî áàçíî ðjåøå»å jå x1 = x2 = 1
2
, x3 = 1, x4 = . . . = x8 = 0.

Îäáàöójó£è íåíåãàòèâíîñò áàçíèõ ïðîìjåí§èâèõ è äâà îãðàíè÷å»à êîjà ñå îäíîñå
íà íåïðåêèäíå áàçíå ïðîìjåí§èâå x4 è x5, äîáèjà ñå (4.3)-ôîðìóëàöèjà çà îâàj ïðèìjåð

x1 = 1
2

+1
4
x6 −3

4
x7 +1

4
x8

x2 = 1
2

+3
4
x6 −1

4
x7 −1

4
x8

x3 = 1 −1
2
x6 −1

2
x7 −1

2
x8

x1, x2, x3 ∈ Z

x6, x7, x8 > 0.

(4.6)

Íà Ñëèöè 4.1 óíèjà îñèjåí÷åíèõ îáëàñòè jå ïðåñjåê P (β) ñà ðàâíè x3 = 0. Íåêà jå P
ïîëèåäàð äåôèíèñàí íåjåäíàêîñòèìà (4.5) êîjå ñó ïðåìà jåäíà÷èíàìà (4.6) çàäîâî§åíå
ó òà÷êè x∗ = (1

2
, 1
2
, 1). Ïðåñjåê ïîëèåäðà P ñà ðàâíè x3 = 0 jå òàìíî îñèjåí÷åíà

îáëàñò. Óâè¢à ñå äà jå P ñòðîãî ñàäðæàí ó P (β), à òî ñå îáè÷íî jàâ§à êàäà jå áàçà
äåãåíåðèñàíà, øòî îâäjå è jåñòå ñëó÷àj è øòî ñå, èíà÷å, ÷åñòî jàâ§à ó ðjåøàâà»ó
öjåëîáðîjíèõ ïðîãðàìà. �

Çà ïîëèåäàð corner(β), íåjåäíàêîñò
∑

j∈η γjxj > δ ¯å íàçèâà òðèâèjàëíîì àêî
ñëèjåäè íåïîñðåäíî èç îãðàíè÷å»à íåíåãàòèâíîñòè xj > 0 (j ∈ η), òî jåñò, àêî âàæè
äà jå γj > 0 çà ñâå j ∈ η, à δ 6 0. Ó ïðîòèâíîì, íåjåäíàêîñò ñå íàçèâà íåòðèâèjàëíîì.

Ëåìà 4.3. Àêî jå corner(β) íåïðàçàí, ñâàêà íåòðèâèjàëíà âà§àíà íåjåäíàêîñò çà
corner(β) ñå ìîæå çàïèñàòè ó îáëèêó

∑
j∈η γjxj > 1, ãäjå jå γj > 0 çà j ∈ η.

Äîêàç. Ïîøòî jå ñâàêà áàçíà ïðîìjåí§èâà ëèíåðàíà êîìáèíàöèjà íåáàçíèõ, ñâàêà
âà§àíà íåjåäíàêîñò çà corner(β) ñå ìîæå çàïèñàòè êàî

∑
j∈η γjxj > δ, òî jåñò ñàìî

ïîìî£ó íåáàçíèõ ïðîìjåí§èâèõ xj çà j ∈ η.
Äà§å, àêî jå γl < 0 çà íåêî l ∈ η, ðàçìàòðàjó£è zl äåôèíèñàíî ó (4.4) ñëèjåäè äà

jå
∑

j∈η γjz
l
j = γl < 0, ïà jå ñêóï {∑j∈η γjxj : x ∈ corner((β))} íåîìå¢åí îäîçäî, jåð

jå zl ó ðåöåñèâíîì êîíóñó ïîëèåäðà corner(β). Ñëèjåäè äà jå γj > 0 çà ñâå j ∈ η.
Àêî jå δ 6 0, íåjåäíàêîñò

∑
j∈η γjxj > δ jå òðèâèjàëíà, ñòîãà jå δ > 0, à çáîã

ñêàëèðà»à ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè áåç ãóáèòêà îïøòîñòè äà jå δ = 1.

4.1 Áàë�àîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å ïðåäñòàâ§åíà Áàë�àîâà ïàðàäèãìà [9] çà êîíñòðóêöèjó
íåjåäíàêîñòè êîjå ñó âà§àíå çà êîðíåðñêè ïîëèåäàð è êîjå îäñèjåöàjó áàçíî ðjåøå»å
x.

Çà ïî÷åòàê, ñìàòðà ñå äà jå äàò çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï C ⊂ Rn òàêàâ äà
óíóòðàø»îñò ñêóïà C ñàäðæè òà÷êó x (çíà÷è êîäèìåíçèjà ñêóïà C jå 0), à íå ñàäðæè
òà÷êó èç ñêóïà Zp × Rn−p, îäíîñíî äà C íå ñàäðæè äîïóñòèâó òà÷êó ðåëàêñàöèjå
(4.3) ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè. Çà ñâàêè îä |η| åêñòðåìàëíèõ çðàêà ïîëèåäðà corner(β),
äåôèíèøå ñå

αj = max{α > 0 : x+ αzj ∈ C}. (4.7)
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Ïîøòî jå x ó óíóòðàø»îñòè ñêóïà C, âàæè äà jå αj > 0. Ó ñëó÷àjó äà ïîëóïðàâà
{x + αzj : α > 0} ïðåñjåöà îáîä (ãðàíèöó) ñêóïà C, îíäà jå αj êîíà÷íî, òà÷êà
x+αjz

j ïðèïàäà îáîäó ñêóïà C, à ïîëóîòâîðåíè èíòåðâàë {x+αzj : 0 6 α < αj} ñå
íàëàçè ó óíóòðàø»îñòè ñêóïà C. Óêîëèêî ïàê zj ïðèïàäà ðåöåñèâíîì êîíóñó ñêóïà
C, îíäà jå αj = +∞ è óçèìà ñå äà jå 1

+∞ = 0. Íåjåäíàêîñò∑
j∈η

xj
αj
> 1 (4.8)

ñå çîâå Áàë�àîâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí ïîëèåäðà corner(β) îäðå¢åíà ñêóïîì C. Ó
ëèòåðàòóðè íà åíãëåñêîì jåçèêó äàòå ðàâíè ñå íàçèâàjó intersection cutting planes.

Òåîðåìà 4.4 (Áàë�à [8]). Àêî jå C ⊂ Rn çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï ó ÷èjîj ñå
óíóòðàø»îñòè íàëàçè òà÷êà x è íèjåäíà îä òà÷àêà èç ñêóïà Zp × Rn−p, îíäà jå
Áàëàîâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí (4.8) îäðå¢åíà ñêóïîì C âà§àíà íåjåäíàêîñò çà corner(β).

Äîêàç. Ñêóï ñâèõ òà÷àêà ËÏ-ðåëàêñàöèjå P (β) ïîëèåäðà β êîjå ñó îäñjå÷åíå Áàëàîâîì
îäñèjåöàjó£îì ðàâíè jå

S = {x ∈ Rn : xi = x∗i −
∑
j∈η

aijxj (çà i ∈ β); xj > 0 (çà j ∈ η);
∑
j∈η

xj
αj

< 1}

Äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà ñå S íàëàçè ó óíóòðàø»îñòè ñêóïà C, ïîøòî óíóòðàø»îñò
ñêóïà C íå ñàäðæè òà÷êó èç Zp × Rn−p.

Ðàçìîòðèìî ïîëèåäàð

S = {x ∈ Rn : xi = x∗i −
∑
j∈η

aijxj (çà i ∈ β); xj > 0 (çà j ∈ η);
∑
j∈η

xj
αj
6 1}.

Ïðåìà Ïðèìjåäáè 4.1 S jå |η|-äèìåíçèîíàëíè ïîëèåäàð ñà âðõîâèìà x è x+αjz
j çà αj

êîíà÷íî è åêñòðåìàëíèì çðàöèìà zj çà αj = +∞. Ïîøòî ñó âðõîâè ñêóïà S êîjè ëåæå
íà õèïåððàâíè {x ∈ Rn :

∑
j∈η

xj
αj

= 1} òà÷êå x+ αjz
j çà αj êîíà÷íî, ñâàêà òà÷êà èç

S ñå ìîæå èçðàçèòè êàî êîíâåêñíà êîìáèíàöèjà òà÷àêà èç ñåãìåíàòà {x + αzj, 0 6
α < αj} (çà αj êîíà÷íî) ñàáðàíà ñà êîíóñíîì êîìáèíàöèjîì åêñòðåìàëíèõ çðàêà zj

(çà αj = +∞). Ïîøòî, ïðåìà äåôèíèöèjè αj, óíóòðàø»îñò ñêóïà C ñàäðæè ñåãìåíòå
{x + αzj, 0 6 α < αj} çà αj êîíà÷íî, à çðàöè zj çà αj = +∞ ïðèïàäàjó ðåöåñèâíîì
êîíóñó ñêóïà C, ïà ñëèjåäè äà ñå ñêóï S íàëàçè ó óíóòðàø»îñòè ñêóïà C.

Ïðèìjåäáà 4.5. Íåêà ñó C1 è C2 äâà çàòâîðåíà êîíâåêñíà ñêóïà ÷èjå óíóòðàø»îñòè
ñàäðæå x, àëè íå ñàäðæå òà÷êó èç ñêóïà Zp × Rn−p. Àêî jå C1 ñàäðæàí ó C2, îíäà jå
Áàëàîâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí îäðå¢åíà ñêóïîì C2 jà÷à îä Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè
îäðå¢åíå ñêóïîì C1.

Çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï C ÷èjà óíóòðàø»îñò ñàäðæè x, àëè íå ñàäðæè òà÷êó
Zp×Rn−p jå ìàêñèìàëàí àêî íå ïîñòîjè »åãîâ íàäñêóï ñà èñòèì, ïðåòõîäíî íàâåäåíèì
ñâîjñòâèìà. Íàðàâíî, áèëî êîjè çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï ÷èjà óíóòðàø»îñò ñàäðæè
x, à íå ñàäðæè òà÷êó Zp × Rn−p jå ïîäñêóï íåêîã ìàêñèìàëíîã ñêóïà [11].

Èç ñâîjñòâà ìàêñèìàëíîñòè è Ïðèìjåäáå 4.5 ñëèjåäè äà jå äîâî§íî ðàçìàòðàòè
Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè êîjå ñó îäðå¢åíå ìàêñèìàëíèì çàòâîðåíèì êîíâåêñíèì
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ñêóïîâèìà ÷èjå óíóòðàø»îñòè ñàäðæå x è íå ñàäðæå íèòè jåäíó òà÷êó èç ñêóïà
Zp × Rn−p.

Ñêóï K ⊂ Rp êîjè íå ñàäðæè íèòè jåäíó òà÷êó èç ñêóïà Zp ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè
íàçèâà ñå Zp-ñëîáîäíèì.
Ïðèìjåäáà 4.6. Jåäaí íà÷èí äà ñå êîíñòðóèøå çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï C ó ÷èjîj ñå
óíóòðàø»îñòè íàëàçè x, à êîjè ïðè òîì íå ñàäðæè íèòè jåäíó òà÷êó ñêóïà Zp×Rn−p,
jå äà ñå ó ïðîñòîðó Rp ïðâî êîíñòðóèøå Zp-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï K
÷èjà óíóòðàø»îñò ñàäðæè îðòîãîíàëíó ïðîjåêöèjó x íà Rp è òàäà jå òðàæåíè ñêóï
öèëèíäàð C = K × Rn−p.

Ïðèìjåð 4.2. Äàò jå ìjåøòîâèòî-öjåëîáðîjàí ñêóï

x1 = b1 + a11y1 + a12y2

x2 = b2 + a21y1 + a22y2

x ∈ Z2

y > 0

(4.9)

êîä êîãà çðàöè z1 =
(
a11
a21

)
, z2 =

(
a12
a22

)
∈ R2 íèñó êîëèíåàðíè è b =

(
b1
b2

)
/∈ Z2.

z2

b

x1

x2

K
z1

z2

b

x1

x2

K
z1

Ñëèêà 4.2 Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè

Íà Ñëèöè 4.2 jå ïðîáëåì (4.9) ó ïðåäñòàâ§åí ó ïðîñòîðó ïðîìjåí§èâèõ x1 è x2.
Ñêóï äîïóñòèâèõ òà÷àêà x ∈ R2 çà ËÏ-ðåëàêñàöèjó ïðîáëåìà jå êîíóñ ñà òjåìåíîì b
è åêòðåìàëíèì çðàöèìà z1 è z2. Öðíå òà÷êå óíóòàð êîíóñà ïðåäñòàâ§àjó äîïóñòèâå
òà÷êå x ∈ Z2. Îñèjåí÷åíà îáëàñò ïðåäñòàâ§à êîðíåðñêè ïîëèåäàð ó (x1, x2)-ïðîñòîðó.
Ñëèêà ïðèêàçójå äâà ïðèìjåðà Z2-ñëîáîäíà êîíâåêñíà ñêóïà K ⊂ R2 êîjà ñàäðæå b ó
ñâîjîj óíóòðàø»îñòè.

Ïîøòî ó îâîì ïðèìjåðó èìàjó äâèjå íåáàçíå ïðîìjåí§èâå, Áàëàîâà îäñèjåöàjó£à
ðàâàí ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè ïðàâîì ó ïðîñòîðó áàçíèõ ïðîìjå§èâèõ, íàèìå, ïðàâîì
êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êå p1 è p2 êàî ïðåñjåêå îáîäà ñêóïà K è ïîëóïðàâèõ {b + αz1 :
α > 0}, {b+ αz2 : α > 0}.

Êîåôèöèjåíòè α1 è α2 êîjè îäðå¢ójó îäñèjåöàjó£ó ðàâàí y1
α1

+ y2
α2
> 1 ñó äîáèjåíè

êàî αj = ‖pj−b‖
‖zj‖ , j = 1, 2. Ïðèìjåòèìî äà jå îäñèjåöàjó£à ðàâàí íà äåñíîj ñòðàíè jà÷à

îä îäñèjåöàjó£å ðàâíè íà ëèjåâîj ñòðàíè, ïîøòî Z2-ñëîáîäàí ñêóï ñ äåñíà ñàäðæè
Z2-ñëîáîäàí ñêóï ñ ëèjåâà (êîåôèöèjåíòè 1

αj
ñó ìà»è). �
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Ïðèìjåð 4.3 (Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè îäðå¢åíå ðàñöjåïîì). Çà äàòå π ∈ Zp è
π0 ∈ Z, íåêà jå K = {x ∈ Rp : π0 6 πx 6 π0 + 1}. K jå Zp-ñëîáîäàí êîíâåêñàí
ñêóï, ïîøòî çà ñâàêî x ∈ Zp âàæè äà jå èëè πx 6 π0 èëè πx > π0 + 1. Óêîëèêî
ñó åëåìåíòè âåêòîðà π óçàjàìíî ïðîñòè, îáå õèïåððàâíè {x ∈ Rp : πx = π0} è
{x ∈ Rp : πx = π0 +1} ñàäðæå òà÷êå èç Zp. Ñëèjåäè äà jå K ìàêñèìàëàí Zp-ñëîáîäàí
çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï. Ïðåìà Ïðèìjåäáè 4.6 öèëèíäàð C = K × Rn−p = {x ∈
Rn : π0 6

∑p
j=1 πjxj 6 π0 +1} jå ìàêñèìàëàí Zp×Rn−p-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí

ñêóï, êîjè ñå íàçèâà ðàñöjåï (åíãë. split).

Çà äàòè êîðíåðñêè ïîëèåäàð corner(β), íåêà jå x jåäèíñòâåí âðõ ñâîjå ËÏ-
ðåëàêñàöèjå P (β). Àêî xj /∈ Z çà íåêî j ∈ {1, . . . , p}, ïðè ÷åìó ïîñòîjå π, π0 òàêâè
äà je π0 <

∑p
j=1 πjxj < π0 + 1, oíäà x ïðèïàäà óíóòðàø»îñòè ðàñöjåïà C. Óâîäå£è

ε = πx− π0, âàæè äà jå 0 < ε < 1, ïîøòî jå π0 < πx < π0 + 1. Ïðèìjå»ójó£è ôîðìóëó
(4.7) íà C, çà j ∈ η äîáèjà ñå ôîðìóëà çà ñêàëàðå

αj =


− ε
πzj

πzj < 0
1−ε
πzj

πzj > 0

+∞ èíà÷å,

(4.10)

ãäjå jå zj äåôèíèñàíî ó (4.4).

x

πx ≤ π0 πx ≥ π0 + 1

x + α1z
1

x + α2z
2

z1
z2

Ñëèêà 4.3 Áàëàîâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí îäðå¢åíà ðàñöjåïîì

Ñêàëàðè αj èìàjó èñòè ñìèñàî è óëîãó êàî è êîä (4.7) è (4.8), òî jåñò îäñèjåöàjó£à
ðàâàí ∑

j∈η

xj
αj
> 1. (4.11)

jå Áàëàîâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí îäðå¢åíà ðàñöjåïîì C (âèäè Ñë. 4.3). �

Ïðèìjåð 4.4 (Ãîìîðèjåâå ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíå îäñèjåöàjó£å ðàâíè). Òðåáà äà
ñå ïîêàæå äà ñó Ãîìîðèjåâå ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ïðîèçâåäåíå
èç ðåäîâà ñèìïëåêñíå òàáåëå (4.2) ó ñòâàðè Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè îäðå¢åíå
ðàñöjåïèìà.
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Íåêà jå äàò êîðíåðñêè ïîëèåäàð corner(β) îïèñàí ñèñòåìîì (4.3), ïðè ÷åìó x∗i íèjå
öèî áðîj. Äåôèíèøèìî r0 = x∗i − bx∗i c, rj = aij − baijc, π0 = bx∗i c, à çà j = 1, . . . , p,

πj =


baijc j ∈ η è rj 6 r0,

daije j ∈ η è rj > r0,

1 j = i,

0 èíà÷å.

(4.12)

Óêîëèêî jå j = p = 1, . . . , n óçèìàìî äà jå πj = 0. Çàïàçèìî äà jå π0 < πx < π0 + 1.
Ñàäà òðåáà, êàî ó ïðåòõîäíîì ïðèìjåðó, ïðîèçâåñòè Áàëàîâó îäñèjåöàjó£ó ðàâàí

îäðå¢åíó ðàñöjåïîì C = {x ∈ Rn : π0 6 πx 6 π0 + 1}. Èçðà÷óíàâàjó£è αj ïîìî£ó
ôîðìóëå (4.10) çà j ∈ η, äîáèjà ñå äà jå

ε = πx− π0 =
∑
i∈β

πixi − π0 = xi − bxic = r0.

Èç (4.4) è (4.12) ñëèjåäè äà jå πrj = πjz
j
j + πiz

j
i , ïîøòî jå z

j
h = 0 çà ñâå h ∈ η\{j} è

πh = 0 çà ñâå h ∈ β\{i}. Âðèjåäè

πrj =


baijc − aij = −rj 1 6 j 6 p è rj 6 r0

daije − aij = 1− rj 1 6 j 6 p è rj > r0,

−aij j > p+ 1.

Ñêàëàð αj ñå äîáèjà èç ôîðìóëå (4.10), ïà jå îäñèjåöàjó£à ðàâàí (4.11) îäðå¢åíà
ðàñöjåïîì C ∑

j∈η,
j6p,
rj6r0

rj
r0
xj +

∑
j∈η,
j6p,
rj>r0

1− rj
1− r0

xj+

∑
p+16j6n,
aij>0

aij
r0
xj −

∑
p+16j6n,
aij<0

aij
1− r0

xj > 1,

(4.13)

à òî jå óïðàâî Ãîìîðèjåâà ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíà îäñèjåöàjó£à ðàâàí. �

Ïîøòî jå çàïèñ Ãîìîðèjåâå ôîðìóëå äîñòà êîìïëèêîâàí, çãîäíèjå je î »îj
ðàçìèø§àòè êàî î íåjåäíàêîñòè îáëèêà

p∑
j=1

π(aij)xj +
n∑

j=p+1

ψ(aij)xj > 1,

ãäjå ñó π è ψ ôóíêöèjå ïðèäðóæåíå öjåëîáðîjíèì è íåöjåëîáðîjíèì ïðîìjåí§èâèì
ðåñïåêòèâíî, à äåôèíèñàíå êàî (ïîãëåäàòè Ñë. 4.1)

π(a) = min{ r
r0
,

1− r
1− r0

} ïðè ÷åìó jå r = a− bac

ψ(a) = max{ a
r0
,
−a

1− r0
}.

(4.14)

Òåîðåìà 4.4 êàçójå äà ñó Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè âà§àíå çà corner(β). Ñ§åäå£à
òåîðåìà äàjå ïàê îáðàòíó òâðä»ó (ïðåòïîñòàâ§à ñå äà jå corner(β) íåïðàçàí).
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a

π(a)

1

0 r0r0 − 1
a

ψ(a)

1

0 r0r0 − 1

Ñëèêà 4.4 Ãîìîðèjåâå ôóíêöèjå π è ψ

Òåîðåìà 4.7. Ñâàêà íåòðèâèjàëíà âà§àíà íåjåäíàêîñò çà ïîëèåäàð corner(β) jå
Áàëàîâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí.

Äîêàç. Îâäjå £å òåîðåìà áèòè äîêàçàíà ñàìî çà ïîòïóíî öjåëîáðîjíè ñëó÷àj (âèäjåòè
[15] çà îïøòèjè ñëó÷àj). Ïðåìà Ëåìè 4.3, íåòðèâèjàëíà âà§àíà íåjåäíàêîñò çà
corner(β) jå îáëèêà

∑
j∈η γjxj > 1, ïðè ÷åìó jå γj > 0, j ∈ η. Òðåáà ïîêàçàòè äà

jå îíà Áàëàîâà îäñèjåöàjó£à ðàâàí.

Ðàçìîòðèìî ïîëèåäàð S = P (β) ∩ {x ∈ Rn :
∑

j∈η γjxj 6 1}. Ïîøòî jå∑
j∈η γjxj > 1 âà§àíà íåjåäíàêîñò çà corner(β), ñâå òà÷êå ó Zp ∩ S çàäîâî§àâàjó

jåäíàêîñò
∑

j∈η γjxj = 1.

P (β) jå ðàöèîíàëàí ïîëèåäàð, ïà ïîñòîjå öjåëîáðîjíà ìàòðèöà A′ è öjåëîáðîjíè
âåêòîð b′ òàêî äà jå P (β) = {x ∈ Rn : A′x 6 b′}. Íåêà jå

T = {x ∈ Rn : A′x 6 b′ + 1,
∑
j∈η

γjxj 6 1}.

Ñàä òðåáà çà T äîêàçàòè äà jå Zp-ñëîáîäàí êîíâåêñàí ñêóï. Ïðåòïîñòàâèìî äà
óíóòðàø»îñò T ñàäðæè öjåëîáðîjíó òà÷êó x̃, òî jåñò x̃ çàäîâî§àâà ñâå íåjåäíàêîñòè
êîjå äåôèíèøó T ñòðîãî. Êàêî jå A′x 6 b′+1 öjåëîáðîjíè ñèñòåì, ñëèjåäè äà jå A′x̃ 6 b′

è
∑

j∈η γjx̃j < 1. Îâî ïðîòèâðèjå÷è ÷è»åíèöè äà ñâå òà÷êå Zp ∩ S çàäîâî§àâàjó∑
j∈η γjxj = 1.

Ïîøòî x ïðèïàäà S è
∑

j∈η γjxj = 0, T jå Zp-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí
ñêóï êîjè ñàäðæè x ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè. Áàëàîâà îäñèjåöàó£à ðàâàí îäðå¢åíà
ïîëèåäðîì T jå

∑
j∈η γjxj > 1.

4.2 Ìàêñèìàëíè Zp-ñëîáîäíè êîíâåêñíè ñêóïîâè

Ïðåìà Ïðèìjåäáè 4.5, íàáî§å îäñèjåöàjó£å ðàâíè ñó îäðå¢åíå ìàêñèìàëíèì Zp×
Rn−p-ñëîáîäíèì çàòâîðåíèì êîíâåêñíèì ñêóïîâèìà êîäèìåíçèjå 0.

Ëåìà 4.8. Àêî jå C ìàêñèìàëàí Zp ×Rn−p-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï è àêî
jå K »åãîâà ïðîjåêöèjà íà Rp, îíäà jå K ìàêñèìàëàí Zp-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí
ñêóï è C = K × Rn−p.
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Äîêàç. Íåêà jå K ′ ïðîjåêöèjà ñêóïà C íà Rp. Îíäà jå C ñàäðæàí ó ñêóïó K ′+({0}p×
Rn−p). Ïîøòî jå C Zp × Rn−p-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï, K ′ jå Zp-ñëîáîäàí
çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï. Íåêà jå K ìàêñèìàëàí Zp-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí
ñêóï êîjè ñàäðæè K ′. K × Rn−p jå òàäà Zp × Rn−p-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï
è C ⊆ K ′ × Rn−p ⊆ K × Rn−p. Ïîøòî jå C ìàêñèìàëàí, îâà òðè ñêóïà ñå ïîêëàïàjó
îäàêëå ñëèjåäè òâðä»à.

Ïðåòõîäíà òåîðåìà êàçójå äà jå äîâî§íî ðàçìàòðàòè ìàêñèìàëíå Zp-ñëîáîäíå
çàòâîðåíå êîíâåêñíå ñêóïîâå. Ëàñëî Ëîâàñ jå äîäàòíî îêàðàêòåðèñàî äàòå ñêóïîâå
ó ñ§åäå£îj òåîðåìè (íàâîäèìî jå áåç äîêàçà).

Òåîðåìà 4.9 (Ëîâàø [49]). Ñêóï K ⊂ Rp jå Zp-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï
êîäèìåíçèjå 0 àêî è ñàìî àêî jå K ïîëèåäàð îáëèêà K = P+L ãäjå jå P íåêè ïîëèòîï,
L ðàöèîíàëàí ëèíåàðàí ïðîñòîð, dim(K) = dim(P ) + dim(L) = p, K íå ñàäðæè íèòè
jåäíó òà÷êó ñêóïà Zp ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè è ïîñòîjè òà÷êà ñêóïà Zp ó ðåëàòèâíîj
óíóòðàø»îñòè ñâàêå îä ñòðàíà ïîëèåäðà K.

Ñ äðóãå ñòðàíå, Ñêàðô jå äàòå ñêóïîâå íà äðóãà÷èjè íà÷èí îêàðàêòåðèñàî, îäíîñíî
äîêàçàî jå äà âàæè íàðåäíà òâðä»à.

Òåîðåìà 4.10 (Ñêàðô [54]). Ñâàêè K ⊂ Rp ìàêñèìàëàí Zp-ñëîáîäàí çàòâîðåí
êîíâåêñàí ñêóï ÷èjà jå êîäèìåíçèjà 0 èìà íàjâèøå 2p ñòðàíà.

Äîêàç. Ïðåìà ïðåòõîäíîj òåîðåìè, ñâàêà ñòðàíà S ñàäðæè öjåëîáðîjíó òà÷êó xS ó
ñâîjîj ðåëàòèâíîj óíóòðàø»îñòè. Àêî èìà âèøå îä 2p ñòðàíà, îíäà ïîñòîjå äâèjå
ðàçëè÷èòå ñòðàíå S è S ′, òàêâe äà ñó xS è xS

′
êîíãðóåíòíe ïî ìîäóëó 2. �èõîâà

àðèòìåòè÷êà ñðåäèíà 1
2
(xS + xS

′
) jå öjåëîáðîjíà è íàëàçè ñå ó óíóòðàø»îñòè ñêóïà

K, øòî ïðîòèâðjå÷è ÷è»åíèöè äà jå K Zp-ñëîáîäàí.

Ó R2, îâà òåîðåìà èìïëèöèðà äà ìàêñèìàëíè Z2-ñëîáîäíè çàòâîðåíè êîíâåêñíè
ñêóïîâè ÷èjà jå êîäèìåíçèjà 0 ìîãó èìàòè íàjâèøå 4 ñòðàíå. Êîðèøòå»åì Òåîðåìå
4.9, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñó òî ñ§åäå£è ñêóïîâè (Ñë. 4.5):

• ðàñöjåïè � ñêóïîâè îáëèêà {x ∈ R2 : π0 6 π1x1 + π2x2 6 π0 + 1}, ãäjå ñó
π0, π1, π2 ∈ Z è π1, π2 óçàjàìíî ïðîñòè;

• òðîóãëîâè ñà öjåëîáðîjíîì òà÷êîì ó ðåëàòèâíîj óíóòðàø»îñòè ñâàêå îä ñòðàíà
è íåöjåëîáðîjíèì òà÷êàìà ó óíóòðàø»îñòè òðîóãëà;

• ÷åòâîðîóãëîâè ñà öjåëîáðîjíèì òà÷êàìà ó ðåëàòèâíîj óíóòðàø»îñòè ñâàêå îä
ñòðàíà è áåç öjåëîáðîjíå òà÷êå ó óíóòðàø»îñòè ÷åòâîðîóãëà.

Àíäåðñåí et al. [5] jå äîêàçàî äà çà ñëó÷àj êàäà jå |β| = p = 2, Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å
ðàâíè îäðå¢åíå ðàñöjåïèìà, òðîóãëîâèìà è ÷åòâîðîóãëîâèìà ó ïîòïóíîñòè îïèñójó
corner(β).

Êîðíóèæîë è Ìàðãîò [21] ñó îêàðàêòåðèñàëè òà÷íî êàêâè ðàñöjåïè, òðîóãëîâè è
÷åòâîðîóãëîâè ïðîèçâîäå Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè êîjå ñó ñòðàíå corner(β), îïåò
çà ñëó÷àj |β| = p = 2.

Àâåðêîâ et al. je ó [7] äîêàçàî äà çà ôèêñèðàíó äèìåíçèjó, ó îêâèðó óíèìîäóëàðíèõ
òðàíñôîðìàöèjà, ïîñòîjè êîíà÷àí áðîj ìàêñèìàëíèõ ïîëèåäàðà (ãëåäàíî ó îäíîñó íà
èíêëóçèjó) ìå¢ó öjåëîáðîjíèì Zp-ñëîáîäíèì ïîëèåäðèìà.

Ñêàðô [55] jå äîêàçàî äà ó R3, ìàêñèìàëíè Z3-ñëîáîäíè çàòâîðåíè êîíâåêñíè
ñêóïîâè ñà òà÷íî jåäíîì öjåëîáðîjíîì òà÷êîì ó ðåëàòèâíîj óíóòðàø»îñòè ñâàêå îä
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Ñëèêà 4.5 Ìàêñèìàëíè Z2-ñëîáîäíè çàòâîðåíè êîíâåêñíè ñêóïîâè ñà íåïðàçíîì
óíóòðàø»îø£ó ó R2

ñòðàíà, èìàjó ñâîjñòâî äà ñâå äàòå öjåëîáðîjíå òà÷êå ëåæå íà äâèjå ñóñjåäíå ïàðàëåëíå
õèïåððàâíè, êîjå ñó ñàìå îäðå¢åíå öjåëîáðîjíèì òà÷êàìà (ó ñóøòèíè, ðàäè ñå î
äðóãà÷èjîj ôîðìóëàöèjè íåîájàâ§åíå òåîðåìå Õîóà).

Ïðåìà Ïðèìjåäáè 4.5 íàjjà÷å Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè ñó îäðå¢åíå ìàêñè-
ìàëíèì Zp × Rn−p-ñëîáîäíèì çàòâîðåíèì êîíâåêñíèì ñêóïîâèìà êîjè ñàäðæå òà÷êó
x ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè. Íà îñíîâó Ëåìå 4.8 è Òåîðåìå 4.9, îâè ñêóïîâè ñó ïîëèåäðè
òèïà K ×Rn−p, ãäjå jå K Zp-ñëîáîäàí ïîëèåäàð ó Rp. Ñ§åäå£à òåîðåìà ïîêàçójå êàêî
ñå ðà÷óíàjó êîåôèöèjåíòè Áàëàîâèõ îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè èç îïèñà ñòðàíà ïîëèåäðà
K.

Òåîðåìà 4.11. Íåêà jå K = {x ∈ Rp :
∑p

h=1 d
i
h(xh − xh) 6 1, i = 1, . . . , t}

Zp-ñëîáîäàí ïîëèåäàð. Êîåôèöèjåíòè αj, (j ∈ η) Áàëàîâå îäñèjåöàjó£ó ðàâíè (4.8)
îäðå¢åíå ïîëèåäðîì K × Rn−p, äàòè ñó ñà

1

αj
= max

i=1,...,t

p∑
h=1

dihz
j
h.

Äîêàç. Ïîøòî jå αj = max{α > 0 : x + αzj ∈ K × Rn−p} è K × Rn−p = {x ∈
Rn :

∑p
h=1 d

i
h(xh−xh) 6 1, i = 1, . . . , t}, îíäà jå 1

αj
= max{0,∑p

h=1 d
i
hz

j
h (i = 1, . . . , t)}.

Ïîøòî jå K × Rn−p ñàäðæàíî ó ìàêñèìàëíîì Zp × Rn−p-ñëîáîäíîì çàòâîðåíîì
êîíâåêñíîì ñêóïó, ïðåìà Òåîðåìè 4.9, ðåöåñèâíè êîíóñ ïîëèòîïà K èìà äèìåíçèjó
ìà»ó îä p, ïà ñàìèì òèì èìà ïðàçíó óíóòðàø»îñò. Ñòîãà, ñèñòåì ñòðîãèõ íåjåäíà÷èíà∑p

h=1 d
i
hzh < 0, i = 1, . . . , t íåìà ðjåøå»à, îäàêëå ñëèjåäè

max
i=1,...,t

p∑
h=1

dihz
j
h > 0.

Íåêà zj ∈ Rp îçíà÷àâà ðåñòðèêöèjó zj ∈ Rn íà ïðâèõ p êîìïîíåíàòà. Ïðåòõîäíà
òåîðåìà êàæå äà ñó Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè îáëèêà

∑
j∈η ψ(zj)xj > 1, ãäjå jå

ψ : Rp → R+ äåôèíèñàíà êàî

ψ(z) = max
i=1,...,t

p∑
h=1

dihzh. (4.15)
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Çà ôèêñíè ïîçèòèâíè öèjåëè áðîj p è x∗i (i ∈ β) èç (4.3), äåôèíèøå ñå
âà§àíà ôóíêöèjà êàî îíà ôóíêöèjà ψ : Rp → R+ çà êîjó âàæè äà jå íåjåäíàêîñò∑

j∈η ψ(zj)xj > 1 jå âà§àíà çà corner(β) çà áèëî êîjè áðîj íåïðåêèäíèõ ïðîìjåí§èâèõ

è áèëî êîjè èçáîð aij (i ∈ β, j ∈ η), ãäjå jå zj ïîìåíóòà ðåñòðèêöèjà âåêòîðà zj

äåôèíèñàíîã êàî ó (4.4) çà i = 1, . . . , p. Âà§àíà ôóíêöèjà ψ jå ìèíèìàëíà àêî íå
ïîñòîjè ψ′ ðàçëè÷èòà îä ψ òàêâà äà jå ψ′ 6 ψ.

Ïîøòî ñó íàjjà÷å Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè îäðå¢åíå ìàêñèìàëíèì Zp × Rn−p-
ñëîáîäíèì çàòâîðåíèì êîíâåêñíèì ñêóïîâèìà êîjè ñàäðæå x ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè,
ìèíèìàëíå âà§àíå ôóíêöèjå ñó îáëèêà (4.15).

Ôóíêöèjà ψ : Rp → R jå äèî-ïî-äèî ëèíåàðíà àêî ñå Rp ìîæå ïàðòèèöîíèñàòè íà
êîíà÷àí áðîj ïîëèåäàðñêèõ îáëàñòè òàêî äà jå ðåñòðèêöèjà ψ íà óíóòðàø»îñò ñâàêå
îä òèõ îáëàñòè àôèíà ôóíêöèjà.

Ïîñ§åäèöà 4.12. Ñâàêà ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà jå ïîçèòèâíî õîìîãåíà,
ñóáàäèòèâíà è äèî-ïî-äèî ëèíåàðíà.

4.3 Áåñêîíà÷íà ðåëàêñàöèjà

Òåîðåìà 4.11 äàjå ôîðìóëó çà èçðà÷óíàâà»å êîåôèöèjåíàòà Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å
ðàâíè, òî jåñò 1

α
= ψ(zj), ãäjå jå ψ ôóíêöèjà äåôèíèñàíà ó (4.15). Ìîæåìî

ïðèìèjåòèòè äà ôóíêöèjà ψ íå çàâèñè îä áðîjà íåáàçíèõ ïðîìjåí§èâèõ, íèòè îä
âåêòîðà zj. Ñâàêà ôóíêöèjà ñà òèì ñâîjñòâèìà ñå ìîæå èñêîðèñòèòè êàî ½öðíà êóòèjà�
çà ïðîèçâî¢å»å îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè èç òàáåëå áèëî êîã öjåëîáðîjíîã ïðîãðàìà. Ïðè÷à
ó íàðåäíèõ ïàð ïîãëàâ§à ñå îäíîñè íà áî§å ðàçóìèjåâà»å îâèõ ôóíêöèjà. Ãîìîðè è
�îíñîí [35] ñó óâåëè îäãîâàðàjó£è êîíöåïò çà ïðîó÷àâà»å îâèõ ôóíêöèjà, êîjè £åìî
ïðåäñòàâèòè ó íàñòàâêó.

Ïðîáëåì (4.3) êàäà ñó ñâå ïðîìjåí§èâå xj öjåëîáðîjíå çà j ∈ η ìîæå ñå
ïðåäñòàâèòè êàî

fi +
∑
j∈η

rjixj ∈ Z i = 1, . . . , q

xj ∈ Z+ j ∈ η.
(4.16)

Ãîìîðè è �îíñîí ñó ïðåäëîæèëè ðåëàêñàöèjó ïðîñòîðà ïðîìjåí§èâèõ xj, (j ∈ η)
äî áåñêîíà÷íî-äèìåíçèîíàëíîã ïðîñòîðà, ãäjå ñó ïðîìjåí§èâå xr äåôèíèñàíå çà áèëî
êîjå r ∈ Rq � òàêîçâàíå áåñêîíà÷íå ðåëàêñàöèjå

f +
∑
r∈Rq

rxr ∈ Zq

xr ∈ Z+ çà ñâå r ∈ Rq.

(4.17)

ïðè ÷åìó ñå óçèìà ó îáçèð äà jå xr > 0 çà êîíà÷àí áðîj r ∈ Rq. Ïðèðîäíî, (4.16)
ñå ìîæå äîáèòè èç (4.17) òàêî øòî £å ñå ñâå ïðîìjåí§èâå, îñèì »èõ êîíà÷íî ìíîãî,
èçjåäíà÷èòè ñà 0. Ìîòèâàöèjà çà ðàä ñà Gf je øòî ïîñòîjè ñàìî jåäàí ïàðàìåòàð, òî
jåñò f , ïà ñó ñòîãà ðåçóëòàòè ÷èñòèjè. Jîø jåäíà ñïåöèôèøíîñò Gf jå äà íèjå çàòâîðåí.
Íà ïðèìjåð, çà íèç xk (k = 1, 2, . . .), äåôèíèñàí òàêî äà jå

xkr =

{
1
k

àêî r = −kf
0 èíà÷å

,
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ïðèïàäà Gf è êîíâåðãèðà êà 0, àëè 0 /∈ Gf , jåð f ∈ Qq\Zq.
Ñêóï ñâèõ äîïóñòèâèõ òà÷àêà çà (4.17) áè£å îçíà÷àâàí ñà Gf . Ëàêî ñå óâè¢à äà jå

Gf 6= ∞, ïîøòî jå, íà ïðèìjåð, xr = 1 çà r = −f è xr = 0 ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà,
äîïóñòèâî ðjåøå»å çà (4.17). Ôóíêöèjà π : Rq → R jå âà§àíà àêî jå π > 0 è àêî
ëèíåàðíà íåjåäíàêîñò ∑

r∈Rq
π(r)xr > 1 (4.18)

âðèjåäè çà ñâå òà÷êå èç Gf .
Ðåëåâàíòíîñò ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå ñå îãëåäà ó ÷è»åíèöè äà áèëî êîjà âà§àíà

ôóíêöèjà π äàjå, ðåñòðèêöèjîì íåjåäíàêîñòè (4.18) íà ïðîñòîð rj (j ∈ η), âà§àíó
íåjåäíàêîñò çà ïî÷åòíè (öjåëîáðîjíè) ïîëèåäàð (4.16).

Ïðåòïîñòàâêà î íåíåãàòèâíîñòè ó äåôèíèöèjè âà§àíå ôóíêöèjå íèjå âjåøòà÷êà,
êàî øòî òî ìîæå äà èçãëåäà. Óêîëèêî áè ñå óêëîíèëà òà ïðåòïîñòàâêà âà§àíà
ôóíêöèjà áè ìîãëà óçèìàòè íåãàòèâíå âðèjåäíîñòè, íî ñâàêà âà§àíà ôóíêöèjà
òðåáàëà áè, èïàê, äà áóäå íåíåãàòèâíà íàä ðàöèîíàëíèì âåêòîðèìà. Ðàäè ïîjàø»å»à,
ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè ñóïðîòíî, òî jåñò äà jå π òàêâà ôóíêöèjà äà âàæè (4.18) çà
ñâàêî x èç Gf è π(r̃) < 0 çà íåêî r̃ ∈ Qq. Ïîñòîjè D ∈ Z+ òàêâî äà jå Dr̃ öjåëîáðîjàí
âåêòîð è íåêà jå x èçGf (íà ïðèìjåð xr = 1 çà r = −f è xr = 0 ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà).
Íåêà jå x̃ äåôèíèñàíî êàî x̃ = xr̃ + MD ãäjå jå M ïîçèòèâàí öèî áðîj è x̃ = xr çà
r 6= r̃. Ñëèjåäè äà jå x̃ ïðèïàäà Gf , ïðè ÷åìó jå∑

r∈Rq
π(r)x̃r =

∑
r∈Rq

π(r)xr + π(r̃)MD.

Áðîj M ñå ìîæå èçàáðàòè äîâî§íî âåëèêèì, îäíîñíî

M >

∑
r∈Rq π(r)xr − 1

D|π(r̃)| ,

ïà äà âàæè
∑
π(r)x̃r < 1, øòî ïðîòèâðèjå÷è òâðä»è äà jå x̃ äîïóñòèâî.

Ïîøòî ñó ïîäàöè ó ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíèì ïðîãðàìèìà ðàöèîíàëíè, à âà§àíå
ôóíêöèjå ìîðàjó áèòè íåíåãàòèâíå íàä ðàöèîíàëíèì âåêòîðèìà, ïðèðîäíî jå äà ñå
ïàæ»à óñðåäñðåäè íà íåíåãàòèâíå âà§àíå ôóíêöèjå.

Âà§àíà ôóíêöèjà π : Rq → R+ jå ìèíèìàëíà àêî íå ïîñòîjè âà§àíà ôóíêöèjà
π′ 6= π òàêâà äà jå π′(r) 6 π(r) çà ñâå r ∈ Rq.

Ôóíêöèjà π : Rq → R+ jå ïåðèîäè÷íà àêî jå π(r) = π(r + w) çà ñâàêî w ∈ Zq.
Ñòîãà, äàòå ïåðèîäè÷íå ôóíêöèjå ñó ó ïîòïóíîñòè äåôèíèñàíå íà îñíîâó âðèjåäíîñòè
èç èíòåðâàëà [0, 1)q.

Ëåìà 4.13. Àêî jå π ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà, îíäà jå π ïåðèîäè÷íà è π(0) = 0.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà π íèjå ïåðèîäè÷íà. Òàäà jå π(r̃) > π(r̃ + w) çà íåêî r̃ ∈ Rq

è w ∈ Zq. Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó π′ íà ñ§åäå£è íà÷èí:

π′(r) =

{
π(r̃ + w) àêî r = r̃

π(r) àêî r 6= r̃
.
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Ïîêàçà£åìî äà jå π′ âà§àíà. Óçìèìî íåêî x ∈ Gf . Íåêà jå x̃ äåôèíèñàíî íà ñ§åäå£è
íà÷èí:

x̃r =


xr àêî r 6= r̃, r̃ + w

0 àêî r = r̃

xr̃ + xr̃+w àêî r = r̃ + w

.

Ïøòî jå x ∈ Gf è wxr̃+w ∈ Zq, âàæè äà jå x̃ ∈ Gf . Øòàâèøå
∑

r∈Rq π
′(r)xr =∑

r∈Rq π(r)x̃ > 1. Îâèì ñìî äîêàçàëè äà jå π ïåðèîäè÷íà.
Àêî jå x ∈ Gf , îíäà è x̃ ïðèïàäà Gf , óçèìàjó£è äà jå x̃r = xr çà r 6= 0 è x̃0 = 0.

Ñòîãà, àêî jå π âà§àíà, îíäà jå π′ äåôèíèñàíà êàî π′(r) = π(r) çà r 6= 0 è π′(0) = 0
òàêî¢å âà§àíà. Ïîøòî jå π ìèíèìàëíà è íåíåãàòèâíà, ñëèjåäè äà jå π(0) = 0.

Ëåìà 4.14. Àêî jå π ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà, îíäà jå π ñóáàäèòèâíà.

Äîêàç. Íåêà ñó r1, r1 ∈ Rq. Òðåáà ïîêàçàòè äà jå π(r1) + π(r2) > π(r1 + r2).
Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó π′ íà ñ§åäå£è íà÷èí.

π′(r) =

{
π(r1) + π(r2) àêî r = r1 + r2

π(r) èíà÷å
.

Ïîêàçà£åìî äà jå π′ âà§àíà. Óçìèìî íåêî x ∈ Gf . Äåôèíèøèìî x̃

x̃r =


xr1 + xr1+r2 àêî r = r1

xr2 + xr1+r2 àêî r = r2

0 àêî r = r1 + r2

xr èíà÷å

.

Êîðèñòå£è äåôèíèöèjå π′ è x̃, ëàêî jå ïðîâjåðèòè äà âðèjåäè∑
r∈Rq

π′(r)xr =
∑
r∈Rq

π(r)x̃r. (4.19)

Øòàâèøå, âðèjåäè äà f +
∑

r∈Rq rxr = f +
∑

r∈Rq rx̃r ∈ Zq. Ïîøòî jå x̃ > 0, ñëèjåäè
äà je x̃ ∈ Gf .

Ïîøòî jå π âà§àíà, ñëèjåäè äà jå
∑

r∈Rq π(r)x̃r > 1, ïà jå ñòîãà, ïðåìà (4.19),∑
r∈Rq π

′(r)xr > 1. Ñëèjåäè äà jå π′ âà§àíà, à ïîøòî jå π ìèíèìàëíà, äîáèjàìî äà jå
π(r1 + r2) 6 π′(r1 + r2) = π(r1) + π(r2).

Èíà÷å, çà ñâàêó ìèíèìàëíó âà§àíó ôóíêöèjó π âàæè äà jå π(r) 6 1 çà ñâå r ∈ Rq.
Óçèìàjó£è ó ðàçìàòðà»å äîïóñòèâó òà÷êó x−f = 1 è xr = 0 (r ∈ Rq\{−f}), äîáèjà
ñå äà jå π(−f) > 1, ïà íà êðàjó ñëèjåäè äà je π(−f) = 1 çà ñâàêó ìèíèìàëíó âà§àíó
ôóíêöèjó π.

Ôóíêöèjà π : Rq → R+ çàäîâî§àâà óñëîâ ñèìåòðè÷íîñòè àêî π(r)+π(−f−r) = 1
çà ñâå r ∈ Rq.

Ëåìà 4.15. Àêî jå π ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà, îíäà π çàäîâî§àâà óñëîâ
ñèìåòðè÷íîñòè.
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Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà ïîñòîjè r̃ ∈ Rq òàêâî äà π(r̃) + π(−f − r̃) 6= 1. Ïîøòî jå π
âà§àíà, π(r̃) + π(−f − r̃) = 1 + δ, ïðè ÷åìó jå δ > 0. Ïîøòî jå π(r) 6 1 çà ñâå r ∈ Rq,
ñëèjåäè äà jå π(r̃) > 0.

Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó π′ íà ñ§åäå£è íà÷èí:

π′(r) =

{
1

1+δ
π(r̃) àêî r = r̃

π(r) èíà÷å
,

ãäjå r ∈ Rq. Ïîêàçà£åìî äà jå π′ âà§àíà. Ðàçìîòðèìî íåêî x ∈ Gf è çàïàçèìî äà
âðèjåäè ∑

r∈Rq
π′(r)xr =

∑
r∈Rq ,
r 6=r̃

π(r)xr +
1

1 + δ
π(r̃)xr̃.

Àêî jå xr̃ = 0 îíäà âðèjåäè
∑

r∈Rq π
′(r)xr =

∑
r∈Rq π(r)xr > 1, ïîøòî jå π âà§àíà.

Äà§å, àêî jå xr̃ > (1 + δ)/π(r̃), îíäà âðèjåäè
∑

r∈Rq π
′(r)xr > 1. Ñòîãà, ìîæåìî

ïðåòïîñòàâèòè äà jå 1 6 xr̃ < (1 + δ)/π(r̃). Ñëèjåäè äà jå∑
r∈Rq

π′(r)xr =
∑
r∈Rq ,
r 6=r̃

π(r)xr + π(r̃)(xr̃ − 1) + π(r̃)− δ

1 + δ
π(r̃)xr̃

> π(−f − r̃) + π(r̃)− δ
> 1 + δ − δ = 1,

ãäjå íåjåäíàêîñò
∑

r∈Rq ,r 6=r̃ π(r)xr+π(r̃)(xr̃−1) > π(−f− r̃) ñëèjåäè èç ñóáàäèòèâíîñòè
ôóíêöèjå π (ïðåòõîäíà ëåìà). Ñòîãà, π′ jå âà§àíà, øòî ïðîòèâðèjå÷è ìèíèìàëíîñòè
ôóíêöèjå π.

Òåîðåìà 4.16 (Ãîìîðè è �îíñîí [35]). Ôóíêöèjà π : Rq → R+ jå ìèíèìàëíà âà§àíà
ôóíêöèjà àêî è ñàìî àêî jå ïåðèîäè÷íà, ñóáàäèòèâíà, àêî âàæè äà jå π(0) = 0 è àêî
çàäîâî§àâà óñëîâ ñèìåòðè÷íîñòè.

Äîêàç. Ïðåòõîäíå òðè ëåìå äàjó ïîòðåáàí óñëîâ. Ïðåòïîñòàâèìî ñàä äà π(0) = 0, π
jå ïåðèîäè÷íà, ñóáàäèòèâíà è çàäîâî§àâà óñëîâ ñèìåòðè÷íîñòè.

Ïðâî äîêàçójåìî äà jå π âà§àíà. Óñëîâ ñèìåòðè÷íîñòè èìïëèöèðà äà jå π(0) +
π(−f) = 1. Ïîøòî jå π(0) = 0, âðèjåäè π(−f) = 1. Ñâàêî x ∈ Gf çàäîâî§àâà jåäíàêîñò∑

r∈Rq rxr = −f + w çà íåêî w ∈ Zq. Èìàìî äà jå∑
r∈Rq

π(r)xr > π(
∑
r∈Rq

rxr) = π(−f + w) = π(−f) = 1,

ãäjå íåjåäíàêîñò ñëèjåäè èç ñóáàäèòèâíîñòè, à ïðåòïîñ§åä»à jåäíàêîñò ñëèjåäè èç
ïåðèîäè÷íîñòè. Ñòîãà, π jå âà§àíà.

Àêî π íèjå ìèíèìàëíà, îíäà ïîñòîjè âà§àíà ôóíêöèjà π′ 6 π òàêâà äà jå π′(r̃) <
π(r̃) çà íåêî r̃ ∈ Rq. Ó òîì ñëó÷àjó, π(r̃) + π(−f − r̃) = 1 èìïëèöèðà äà jå π′(r̃) +
π′(−f − r̃) < 1, øòî ïðîòèâðèjå÷è âà§àíîñòè ôóíêöèjå π′.

Ïðèìjåð 4.5. Ñëèêà 4.6 ïðèêàçójå ïàð ïðèìjåðà ìèíèìàëíèõ âà§àíèõ ôóíêöèjà çà
(4.17), ïðè ÷åìó jå q = 1. Ôóíêöèjå ñó ïðåäñòàâ§åíå íà ñåãìåíòó [0, 1] (íà îñòàòêó
äîìåíà ñó äåôèíèñàíå ïåðèîäîì). Óî÷§èâà jå ñèìåòðèjà ó îäíîñó íà òà÷êå (1−f

2
, 1
2
) è

(1− f
2
, 1
2
). �
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Ñëèêà 4.6 Ïðèìjåðè ìèíèìàëíèõ âà§àíèõ ôóíêöèjà (q = 1)

Ãîìîðè et al. jå ó [38] äîêàçàî äà jå çà íåïðåêèäíå íåíåãàòèâíå äèî-ïî-äèî ëèíåàðíå
ôóíêöèjå äîâî§íî ïðîâjåðèòè äà jå π(a) + π(b) > π(a + b) è π(a) + π(b− a) > π(b) ó
ñâèì òà÷êàìà ïðåëîìà ôóíêöèjå.

Íåêà E(π) ïðåäñòàâ§à ñêóï ñâèõ ìîãó£èõ íåjåäíàêîñòè π(r1) + π(r2) > π(r1 + r2)
êîjå ñó çàäîâî§åíå êàî jåäíàêîñòè, ïîä óñëîâîì äà jå π ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà.
Âàæè ñ§åäå£å òâð¢å»å.

Ëåìà 4.17. Àêî jå π ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà, òàêâà äà jå π = 1
2
π1 + 1

2
π2, ãäjå

jå π1 è π2 âà§àíå ôóíêöèjå, îíäà ñó π1 è π2 ìèíèìàëíå âà§àíå ôóíêöèjå è E(π) ⊆
E(π1) ∩ E(π2).

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà π1 íèjå ìèíèìàëíî. Íåêà jå π
′
1 6= π âà§àíà ôóíêöèjà, òàêâà

äà jå π′1 6 π1. Îíäà π
′ = 1

2
π′1 + 1

2
π2 jå âà§àíà ôóíêöèjà, ðàçëè÷èòà îä π è π′ 6 π. Îâî

ïðîòèâðèjå÷è ìèíèìàëíîñòè ôóíêöèjå π.
Ïðåòïîñòàâèìî äà E(π) * E(π1) ∩ E(π2). Ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå E(π) *

E(π1), îäíîñíî äà ïîñòîje r1, r2 òàêâè äà jå π(r1)+π(r2) = π(r1+r2) è π1(r1)+π1(r2) >
π(r1 + r2). Ïîøòî jå π2 ìèíèìàëíà, îíà jå ñóáàäèòèâíà è ñòîãà jå π2(r1) + π2(r2) >
π2(r1 + r2). Îâî ïðîòèâðèjå÷è ïðåòïîñòàâöè äà jå π = 1

2
π1 + 1

2
π2.

Âà§àíà ôóíêöèjà π jå åêñòðåìíà àêî ñå íå ìîæå èçðàçèòè êàî êîíâåêñíà
êîìáèíàöèjà äâèjå ðàçëè÷èòå âà§àíå ôóíêöèjå, îäíîñíî èç π = 1

2
π1 + 1

2
π2 ñëèjåäè

äà jå π = π1 = π2. Åêñòðåìíîj ôóíêöèjè π îäãîâàðà åêñòðåìíà âà§àíà íåjåäíàêîñò∑
r∈Rq π(r)xr > 1 çà Gf . Ñìèñàî åêñòðåìíèõ ôóíêöèjà jå ó òîìå äà îíå îäðå¢ójó

íåjåäíàêîñòè êîjå äåôèíèøó ñòðàíå áåñêîíà÷íîã ïîëèåäðà. Îâàj êîíöåïò ñå àäåêâàòíî
óâîäè è êîä îñòàëèõ ðåëàêñàöèjà, øòî £å ñå ìî£è âèäjåòè ó íàðåäíèì ïîãëàâ§èìà.

Ïðèìjåð 4.6. ×åòèðè ôóíêöèjå ïðèêàçàíå íà Ñëèöè 4.6 ñó åêñòðåìíå. Øòî ñå òè÷å
ïðâå òðè, òî ñå ëàêî óâè¢à èç òåîðåìå î äâà íàãèáà (ó íàñòàâêó), äîê jå äîêàç
åêòðåìíîñòè ïîñ§åä»å ôóíêöèjå íåøòî ñëîæåíèjè (ïîãëåäàòè [37]). Èíà÷å, åêñòðåìíå
ôóíêöèjå íèñó óâèjåê íåïðåêèäíå. Äèj et al. [23] jå äîêàçàî äà jå çà 0 < 1 − f < 0.5
ñ§åäå£à ôóíêöèjà (Ñë. 4.7) åêñòðåìíà.

π(r) =

{
r

1−f 0 6 r 6 1− f
r

2−f 1− f < r < 1
�
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Ñëèêà 4.7 Åêñòðåìíà âà§àíà ôóíêöèjà ñà ïðåêèäîì

Ãîìîðè è �îíñîí ñó ïîñòàâèëè õèïîòåçó äà ñó åêñòðåìíå âà§àíå ôóíêöèjå óâèjåê
äèî-ïî-äèî ëèíåàðíå. Áàñó et al. ó [13] je íàøàî êîíòðàïðèìjåð, íî ïàòîëîøêè
ñëó÷àjåâè íàñòàjó ñàìî êàäà jå áðîj öjåëîáðîjíèõ ïðîìjåí§èâèõ áåñêîíà÷àí.

Êîðèñíà îðó¢à ó äîêàçèâà»ó äà jå íåêà ôóíêöèjà åêñòðåìíà ñó íàðåäíå äâèjå
òâðä»å êîjå íàâîäèìî áåç äîêàçà (ïîãëåäàòè [18]).

Ëåìà 4.18 (Èíòåðâàëíà ëåìà). Íåêà jå ôóíêöèjà f : R → R îìå¢åíà íà ñâàêîì
îìå¢åíîì èíòåðâàëó è íåêà ñó a1 < a2 è b1 < b2 ÷åòèðè ðàöèîíàëíà áðîjà êîjè
îäðå¢ójó ñêóïîâå A = [a1, a2], B = [b1, b2] è A+B = [a1+b1, a2+b2]. Àêî jå f(a)+f(b) =
f(a+ b) çà ñâàêî a ∈ A è b ∈ B, îíäà jå f àôèíà ôóíêöèjà ó ñâàêîì îä ñêóïîâà A, B
è A+B è èìà èñòè íàãèá ó ñâàêîì îä »èõ.

Èç äåôèíèöèjå ñëèjåäè äà jå ôóíêöèjà π : [0, 1] → R+ äèî-ïî-äèî ëèíåàðíà àêî
ïîñòîjè êîíà÷íî ìíîãî âðèjåäíîñòè 0 = r0 < r1 < . . . < rk = 1 òàêâèõ äà jå ôóíêöèjà
îáëèêà π(r) = ajr + bj íà èíòåðâàëó (rj−1, rj) çà j = 1, . . . , k. Íàãèáè äèî-ïî-äèî
ëèíåàðíå ôóíêöèjå ñó ðàçëè÷èòå âðèjåäíîñòè aj çà j = 1, . . . , k. Äèî-ïî-äèî ëèíåàðíà
ôóíêöèjà π : [0, 1] → R+ jå íåïðåêèäíà àêî è ñàìî àêî çà j = 1, . . . , k − 1 âàæè
ajrj+1 + bj = aj+1rj+1 + bj+1, îäíîñíî π jå íåïðåêèäíà àêî è ñàìî àêî jå π(r) = ajrj + bj
ó ñåãìåíòó [rj−1, rj] çà j = 1, . . . , k.

Òåîðåìà 4.19 (Ãîìîðè-�îíñîíîâà òåîðåìà î äâà íàãèáà). Àêî jå ðåñòðèêöèjà
ìèíèìàëíå âà§àíå ôóíêöèjå π : R → R+ íà ñåãìåíò [0, 1] íåïðåêèäíà äèî-ïî-äèî
ëèíåàðíà ôóíêöèjà ñà ñàìî äâà íàãèáà, îíäà jå π åêñòðåìíà.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå ñëèjåäè äà ñó Ãîìîðèjåâå ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíå
îäñèjåöàjó£å ðàâíè åêñòðåìíå.

Èíà÷å, òðåáà èìàòè ó âèäó äà jå òåîðåìà ïðèìjåí§èâà ñàìî íà jåäíîðåäíè ïðîáëåì
(q = 1 ó (4.17)). Êîðíóèæîë è Ìîëèíàðî ñó ó [20] äîêàçàëè òåîðåìó î òðè íàãèáà çà
äâîðåäíå ïðîáëåìå (q = 2 ó (4.17)).

4.4 Íåïðåêèäíà áåñêîíà÷íà ðåëàêñàöèjà

Ðàçìàòðà ñå ìîäåë ó êîì íåáàçíå ïðîìjåí§èâå yj (j ∈ η) íå ìîðàjó áèòè
öjåëîáðîjíå.

fi +
∑
j∈η

rji yj ∈ Z çà i = 1, . . . , q

yj > 0 çà j ∈ η.

(4.20)
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Îä äàòîã ìîäåëà ñå ïðàâè íåïðåêèäíà áåñêîíà÷íà ðåëàêñàöèjà óâå£àâà»åì ïðîñòîðà
ïðîìjåí§èâèõ yj (j ∈ η) äî áåñêîíà÷íî-äèìåíçèîíàëíîã ïðîñòîðà {yr : r ∈ Rq},
îäíîñíî

f +
∑
r∈Rq

ryr ∈ Zq

yr > 0 çà ñâå r ∈ Rq,

(4.21)

ïðè ÷åìó jå yr > 0 ñàìî çà êîíà÷àí áðîj r ∈ Rq.
Ó íàñòàâêó, ñêóï ñâèõ äîïóñòèâèõ òà÷àêà çà (4.21) áè£å îçíà÷àâàí ñà Rf . Íàðàâíî,

ôóíêöèjà ψ : Rq → R jå âà§àíà çà ðåëàêñàöèjó (4.21) àêî ëèíåàðíà íåjåäíàêîñò∑
r∈Rq

ψ(r)yr > 1 (4.22)

âðèjåäè ó ñâèì òà÷êàìà ñêóïà Rf . Ñâàêà îâàêî äåôèíèñàíà âà§àíà ôóíêöèjà ψ,
ðåñòðèêöèjîì íåjåäíàêîñòè (4.22) íà ïðîìjåí§èâå yrj (j ∈ η), äàjå âà§àíó íåjåäíàêîñò
çà ñêóï (4.20).

Âà§àíà ôóíêöèjà ψ : Rq → R çà (4.21) jå ìèíèìàëíà àêî íå ïîñòîjè âà§àíà
ôóíêöèjà ψ′ 6= ψ òàêâà äà jå ψ′(r) 6 ψ(r) çà ñâå r ∈ Rq.

Ëåìà 4.20. Àêî jå ψ : Rq → R ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà çà Rf , îíäà âàæè äà jå
ψ ïîçèòèâíî õîìîãåíà, ñóáàäèòèâíà è íåíåãàòèâíà.

Äîêàç. Äîêàç äà jå ψ ñóáàäèòèâíà jå ó ñóøòèíè èäåíòè÷àí äîêàçó Ëåìå 4.14.
Ñàä, òðåáàìî äîêàçàòè äà jå ψ ïîçèòèâíî õîìîãåíà. Ïðåòïîñòàâèìî äà ïîñòîjè

r̃ ∈ Rq è λ > 0 òàêâè äà jå ψ(λr̃) 6= λψ(r̃). Áåç ãóá§å»à îïøòîñòè ìîæåìî
ïðåòïîñòàâèòè äà jå ψ(λr̃) < λψ(r̃), èíà÷å ìîæå ðàçìîòðèòè λr̃ óìjåñòî r̃ è λ−1 óìjåñòî
λ. Äåôèíèøåìî ôóíêöèjó ψ′ íà ñ§åäå£è íà÷èí:

ψ′(r) =

{
λ−1ψ(λr̃) àêî r = r̃

ψ(r) èíà÷å
.

Ïîêàçà£åìî äà jå ψ′ âà§àíà. Ðàçìîòðèìî íåêî y ∈ Rf . Äåôèíèøèìî ỹ íà ñ§åäå£è
íà÷èí:

ỹr =


0 àêî r = r̃

yλr̃ + λ−1yr̃ àêî r = λr̃

yr èíà÷å

.

Êîðèñòå£è äåôèíèöèjó ôóíêöèjà ψ′ è ỹ, ëàêî jå ïðîâjåðèòè äà âðèjåäè∑
r∈Rq

ψ′(r)yr =
∑
r∈Rq

ψ(r)yr.

Øòàâèøå, èìàìî äà jå f+
∑

r∈Rq ryr = f+
∑

r∈Rq rỹr ∈ Zq. Ïîøòî jå ỹ > 0, ñëèjåäè äà
jå ỹ äîïóñòèâî çà (4.21). Èç âà§àíîñòè ψ ñëèjåäè äà jå

∑
r∈Rq ψ(r)ỹr > 1, ïà jå òèìå∑

r∈Rq ψ
′(r)yr > 1. Çíà÷è ψ′ jå âà§àíà, øòî ïðîòèâðjå÷è ìèíèìàëíîñòè ôóíêöèjå ψ,

îäàêëå ñëèjåäè ïîçèòèâíà õîìîãåíîñò.
Îñòàëà jå jîø íåíåãàòèâíîñò äà ñå äîêàæå. Ïðâî äîêàçójåìî äà jå ψ(r) > 0 çà

ñâàêî r ∈ Qq. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ψ(r̃) < 0 çà íåêî r̃ ∈ Qq. Íåêà jå D ∈ Z+ òàêâî
äà jå Dr̃ öjåëîáðîjàí âåêòîð è íåêà jå y äîïóñòèâî ðjåøå»å çà (4.17) (íïð. yr = 1 çà
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r = −f , à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà jå yr = 0). Íåêà jå ỹ äåôèíèñàíî ñà ỹr̃ = yr̃ + MD,
ïðè ÷åìó jå M ïðèðîäàí áðîj è ỹr = yr çà r 6= r̃. Ñëèjåäè äà jå ỹ äîïóñòèâî çà (4.17).
Èìàìî äà jå ∑

r∈Rq
ψ(r)ỹr =

∑
r∈Rq

ψ(r)yr + ψ(r̃)MD.

M ñå ìîæå èçàáðàòè äîâî§íî âåëèêèì, òà÷íèjå òàêâèì äà jå

M >

∑
r∈Rq ψ(r)yr − 1

D|ψ(r̃)| ,

ïà äà âðèjåäè
∑

r∈Rq ψ(r)ỹr < 1 øòî ïðîòèâðjå÷è òâðä»è äà jå ỹ äîïóñòèâî.
Èç ïðåòõîäíîã, ïîøòî jå ψ íåïðåêèäíà ôóíêöèjà è íåíåãàòèâíà íà Qq, à Qq jå ãóñò

ó Rq, ñëèjåäè äà jå ψ íåíåãàòèâíà íà ÷èòàâîì Rq.

Ñòàíäàðäàí êîíöåïò ó êîíâåêñíîj àíàëèçè jå ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã è èñïîñòàâ§à
ñå äà ñå îí ìîæå èñêîðèñòèòè ó êàðàêòåðèçàöèjè âà§àíèõ ôóíêöèjà, äðóãèì
ðèjå÷èìà, Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè èìàjó ëèjåï îïèñ íà jåçèêó êîíâåêñíå àíàëèçå.
Çà ñêóï K ⊆ Rq êîjè jå çàòâîðåí, êîíâåêñàí è ñàäðæè èñõîäèøòå ó ñâîjîj
óíóòðàø»îñòè, ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã µK ñå äåôèíèøå êàî

µK(r) = inf{t > 0 :
r

t
∈ K}, çà ñâå r ∈ Rq.

Ó ñ§åäå£îj ëåìè ñó äàòà íåêà ñâîjñòâà ôóíêöèjå Ìèíêîâñêîã.

Ëåìà 4.21. Çà äàòè çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï K ñà èñõîäèøòåì ó óíóòðàø»îñòè,
ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã µ çà K jå íåíåãàòèâíà, ïîçèòèâíî õîìîãåíà è ñóáàäèòèâíà
ôóíêöèjà.

Äîêàç. Èç äåôèíèöèjå ôóíêöèjå Ìèíêîâñêîã ñëèjåäè äà jå îíà ïîçèòèâíî õîìîãåíà
è íåíåãàòèâíà.

Òðåáà äîêàçàòè äà jå ñóáàäèòèâíà. Ïîøòî jå K çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï, µ jå
êîíâåêñíà ôóíêöèjà. Âðèjåäè

µ(r1) + µ(r2) = 2(µ(
r1

2
) + µ(

r2

2
)) > 2µ(

r1 + r2

2
) = µ(r1 + r2),

ãäjå jåäíàêîñòè ñëèjåäå èç ïîçèòèâíå õîìîãåíîñòè, à íåjåäíàêîñò èç êîíâåêñíîñòè.

Ñàäà jå ìîãó£å äîêàçàòè ñ§åäå£ó ëåìó.

Ëåìà 4.22. Àêî jå B Zq-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï ñà òà÷êîì f ó ñâîjîj
óíóòðàø»îñòè è àêî jå ψ ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã çà B−f , îíäà jå ψ âà§àíà ôóíêöèjà.

Äîêàç. Ïðåìà ïðåòõîäíîj ëåìè, ψ jå ñóáàäèòèâíà è ïîçèòèâíî õîìîãåíà. Íåêà jå y ∈
Rf . Òàäà jå

∑
r∈Rq ryr = x− f çà íåêî x ∈ Zq. Âàæè∑

ψ(r)yr =
∑

ψ(ryr) > ψ(
∑

ryr) = ψ(x− f) > 1,

ãäjå ïðâà jåäíàêîñò ñëèjåäè èç ïîçèòèâíå õîìîãåíîñòè, ïðâà íåjåäíàêîñò ëèjåäè èç
ñóáàäèòèâíîñòè, à ïîñ§åä»à íåjåäíàêîñò ñëèjåäè èç ÷è»åíèöå äà jå B Zq-ñëîáîäàí
çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï.
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Ïðèìjåäáà 4.23. Ïîçèòèâíî õîìîãåíà è ñóáàäèòèâíà ôóíêöèjà g : Rq → R jå
êîíâåêñíà (ïà òèìå è íåïðåêèäíà).

Ëåìà 4.24. Àêî jå g : Rq → R íåíåãàòèâíà, ïîçèòèâíî õîìîãåíà è ñóáàäèòèâíà
ôóíêöèjà è àêî jå K = {x ∈ Rn : g(x) 6 1}, îíäà jå K çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï ñà
èñõîäèøòåì ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè, à g jå ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã çà K.

Äîêàç. Ïðåìà ïðåòõîäíîj ïðèìjåäáè, g jå êîíâåêñíà, ñòîãà K jå çàòâîðåí êîíâåêñàí
ñêóï. Ïîøòî jå óíóòðàø»îñò ñêóïà K {x ∈ Rn : g(x) < 1} è g(0) = 0, èñõîäèøòå jå
ó óíóòðàø»îñòè ñêóïà K.

Íåêà jå x ∈ Rq. Àêî çðàê {tx : t > 0} ïðåñèjåöà îáîä ñêóïà K, íåêà jå îíäà t∗ > 0
òàêâî äà jå g(t∗x) = 1. Ïîøòî jå g ïîçèòèâíî õîìîãåíà, g(x) = 1

t∗
= inf{t > 0 : x

t
∈ K}.

Àêî çðàê {tx : t > 0} íå ïðåñèjåöà îáîä ñêóïà K, ïîøòî jå g íåíåãàòèâíà è ïîçèòèâíî
õîìîãåíà, îíäà jå g(tx) = 0 çà ñâå t > 0. Çáîã òîãà jå g(x) = 0 = inf{t > 0 : x

t
∈ K}.

Çà íåíåãàòèâíó, ïîçèòèâíî õîìîãåíó è ñóáàäèòèâíó ôóíêöèjó ψ äåôèíèøå ñå

Bψ = {x ∈ Rq : ψ(x− f) 6 1}.
Òåîðåìà 4.25. Àêî jå ψ ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà, îíäà jå Bψ ìàêñèìàëíè Zq-
ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï êîjè ñàäðæè f ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè è ψ jå
ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã çà Bψ − f .
Äîêàç. Ïîøòî jå ψ ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà, ïðåìà Ëåìè 4.20 ψ jå íåíåãàòèâíà,
ïîçèòèâíî õîìîãåíà è ñóáàäèòèâíà ôóíêöèjà. Ïðåìà Ëåìè 4.24, Bψ jå çàòâîðåí
êîíâåêñàí ñêóï ñà f ó ñâîjîj óíóòðàø»îñòè è ψ jå ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã çà Bψ − f .

Ïîøòî jå ψ âà§àíà, ψ(x − f) > 1 çà ñâàêî x ∈ Zq è ñòîãà jå Bψ Zq-ñëîáîäàí
çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï.

Jîø ñàìî òðåáà äîêàçàòè äà jå Bψ ìàêñèìàëàí Zq-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí
ñêóï. Ïðåòïîñòàâèìî äà íèjå è íåêà jå B′ Zq-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï êîjè
ñàäðæè êàî ïðàâè ïîäñêóï Bψ. Íåêà jå ψ

′ ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã B′−f . Îíäà jå ïðåìà
äåôèíèöèjè ôóíêöèjå ψ′ 6 ψ è ψ′ 6= ψ, jåð jå B′ 6= Bψ. Ïðåìà ïðåòõîäíîj ëåìè ψ

′ jå
âà§àíà ôóíêöèjà, øòî ïðîòèâðèjå÷è ìèíèìàëíîñòè ôóíêöèjå ψ.

Ïðèìjåäáà 4.26. Ïîøòî jå Bψ ñêóï íåöjåëîáðîjíèõ òà÷àêà îêî f êîjå ñó îäñjå÷åíå
îäãîâàðàjó£èì íåjåäíàêîñòèìà, ñëèjåäè äà ñå çàïðåìèíà ñêóïà Bψ ìîæå èñêîðèñòèòè
êàî êâàëèòàòèâíà ìjåðà çà jà÷èíó ïðîèçâåäåíå îäñèjåöàjó£å ðàâíè.

Òåîðåìà 4.27. Àêî jå B ìàêñèìàëàí Zq-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï ó ÷èjîj
óíóòðàø»îñòè ñå íàëàçè f è àêî jå ψ : Rq → R ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã çà B− f , îíäà
jå ψ ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà çà (4.21).

Äîêàç. Ïðåìà Ëåìè 4.22 ψ jå âà§àíà. Àêî ñå ïðåòïîñòàâè äà ïîñòîjè ìèíèìàëíà
âà§àíà ôóíêöèjà ψ′ òàêâà äà jå ψ′ 6 ψ è ψ′ 6= ψ, îíäà jå B′ψ Zq-ñëîáîäàí çàòâîðåí
êîíâåêñàí ñêóï è Bψ′ ⊃ Bψ. Ïîøòî jå Bψ′ = Bψ, ïðåòõîäíà òâðä»à ïðîòèâðèjå÷è
òâðä»è î ìàêñèìàëíîñòè ñêóïà B.

Êàî è ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, âà§àíà ôóíêöèjà ψ jå åêñòðåìíà àêî ñå íå ìîæå
èçðàçèòè êàî êîíâåêñíà êîìáèíàöèjà äâèjå ðàçëè÷èòå âà§àíå ôóíêöèjå. Îäãîâàðàjó£à
âà§àíà íåjåäíàêîñò ñå òàêî¢å íàçèâà åêñòðåìíîì.

Ñ§åäå£à òåîðåìà ãîâîðè î ïîäóäàðíîñòè èçìå¢ó åêñòðåìíèõ íåjåäíàêîñòè çà
áåñêîíà÷íè ìîäåë (4.21) è åêñòðåìíèõ íåjåäíàêîñòè çà êîíà÷àí ïðîáëåì (4.20) [12].
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Òåîðåìà 4.28. Íåêà jå B ìàêñèìàëàí Zq-ñëîáîäàí êîíâåêñàí ñêóï ó Rq ñà f ó ñâîjîj
óíóòðàø»îñòè. Íåêà jå L = lin(B) è íåêà jå P = B ∩ (f + L⊥). Îíäà jå B = P + L,
L jå ðàöèîíàëíè ïðîñòîð, à P jå ïîëèòîï. Íåêà ñó v1, . . . , vk âðõîâè ïîëèòîïà P è
rk+1, . . . , rk+h ðàöèîíàëíà áàçà ïðîñòîðà L. Äåôèíèøèìî rj = vj − f çà j = 1, . . . , k.
Íåêà Rf (r

1, . . . , rk+h) îçíà÷àâà ñêóï ðjåøå»à çà (4.20), ïðè ÷åìó jå η = {1, . . . , k+h}.
Îíäà íåjåäíàêîñò

∑
r∈Rq ψB(r)sr > 1 åêñòðåìíà çà Rf àêî è ñàìî àêî jå íåjåäíàêîñò∑k

j=1 sj > 1 åêñòðåìíà çà conv(Rf (r
1, . . . , rk+h)).

4.5 Ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjíà áåñêîíà÷íà ðåëàêñàöèjà

Ñàäà ñå ðàçìàòðà ñ§åäå£è ìjåøîâèòî-öjåëîáðîjàí ñêóï

f +
∑
r∈Rq

rxr +
∑
r∈Rq

ryr ∈ Zq

xr ∈ Z+ çà ñâå r ∈ Rq

yr > 0 çà ñâå r ∈ Rq

(4.23)

ïðè ÷åìó jå ñàìî êîíà÷àí áðîj ïðîìjåí§èâèõ xr è yr âå£è îä íóëå.
ÑàMf îçíà÷àâà£åìî ñêóï äîïóñòèâèõ òà÷àêà çà (4.23). Ìîæå ñå ïðèìèjåòèòè äà jå

áåñêîíà÷íà ðåëàêñàöèjà Gf ó ñòâàðè ñêóï {x : (x, 0) ∈Mf}, à íåïðåêèäíà áåñêîíà÷íà
ðåëàêñàöèjà Rf ñêóï {y : (0, y) ∈Mf}.

Ôóíêöèjà (π, ψ), òàêâà äà jå π : Rq → R è ψ : Rq → R jå âà§àíà çàMf àêî π > 0
è ëèíåàðíà íåjåäíàêîñò ∑

r∈Rq
π(r)xr +

∑
r∈Rq

ψ(r)yr > 1 (4.24)

âðèjåäè çà ñâå âåêòîðå èç Mf . Àêî jå (π, ψ) âà§àíà ôóíêöèjà, îíäà jå π âà§àíà
ôóíêöèjà çà Gf , a ψ jå âà§àíà çà Rf .

Âà§àíà ôóíêöèjà (π, ψ) çà Mf jå ìèíèìàëíà àêî íå ïîñòîjè âà§àíà ôóíêöèjà
(π′, ψ′) ðàçëè÷èòà îä (π, ψ), òàêâà äà jå π′ 6 π è ψ′ 6 ψ.

Ëåìà 4.29. Àêî jå (π, ψ) ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà çà Mf , îíäà:

• π(r) 6 ψ(r) çà ñâàêè r ∈ Rq

• ψ jå íåíåãàòèâíà, ïîçèòèâíî õîìîãåíà, ñóáàäèòèâíà ôóíêöèjà.

Äîêàç. Íåêà jå (π, ψ) ìèíèìàëíî âà§àíà ôóíêöèjà çà Mf . Ïðåòïîñòàâèìî äà jå
π(r∗) > ψ(r∗) çà íåêî r∗ ∈ Rq. Íåêà jå (π′, ψ) ôóíêöèjà äåôèíèñàíà òàêî äà jå

π′(r) =

{
ψ(r) àêî jå r = r∗

π(r) àêî jå r ∈ Rq\{r∗}

Çà äàòî (x, y) èç ñêóïà äîïóñòèâèõ òà÷àêà äåôèíèøåìî

x′r =

{
0 çà r = r∗

xr çà r ∈ Rq\{r∗} y′r =

{
xr + yr çà r = r∗

yr çà r ∈ Rq\{r∗} .

Íåïîñðåäíî ñå ïðîâjåðàâà äà jå òà÷êà (x′, y′) ∈Mf è äà âðèjåäè∑
r∈Rq

π′(r)xr +
∑
r∈Rq

ψ(r)yr =
∑
r∈Rq

π(r)x′r +
∑
r∈Rq

ψ(r)y′r > 1.
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Èç îâîãà ñëèjåäè äà jå (π′, ψ) âà§àíà ôóíêöèjà, à òî ïðîòèâðèjå÷è ìèíèìàëíîñòè
ôóíêöèjå (π, ψ). Îâèì jå äîêàçàíà ïðâà òà÷êà òåîðåìå.

Øòî ñå òè÷å äðóãå òà÷êå òåîðåìå, ó ñóøòèíè, èñòîì àðãóìåíòàöèjîì êàî ó äîêàçó
Ëåìå 4.20 ïîêàçójå ñå äà jå ψ : Rq → R íåíåãàòèâíà, ïîçèòèâíî õîìîãåíà è
ñóáàäèòèâíà ôóíêöèjà è äà çà òàêâó ôóíêöèjó âàæè ψ(0) = 0.

Ñ§åäå£ó òåîðåìó jå äîêàçàî �îíñîí ó [41] è îíà ãîâîðè î òîìå äà je ó ìèíèìàëíîj
âà§àíîj ôóíêöèjè (π, ψ) çà Mf , ôóíêöèjà ψ jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà ôóíêöèjîì π.

Òåîðåìà 4.30. Âà§àíà ôóíêöèjà (π, ψ) jå ìèíèìàëíà çà Mf àêî è ñàìî àêî jå π
ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà çà Gf è ψ jå äåôèíèñàíî íà ñ§åäå£è íà÷èí

ψ(r) = lim sup
ε→0+

π(εr)

ε
çà ñâå r ∈ Rq. (4.25)

Äîêàç. Êîðèñòå£è èñòó àðãóìåíòàöèjó êàî ó äîêàçó Ëåìà 4.13, 4.14, 4.15 ìîæå ñå
ïîêàçàòè äà àêî jå (π, ψ) ìèíèìàëía, îíäà ôóíêöèjà π : Rq → R ïåðèîäè÷íà,
ñóáàäèòèâíà, çàäîâî§àâà óñëîâ ñèìåòðè÷íîñòè è π(0) = 0. Ïðåìà Òåîðåìè 4.16 π jå
ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà çà Gf .

Îñòàëî jå ñàìî äà ñå ïîêàæå äà çà äàòó âà§àíó ôóíêöèjó (π, ψ) çà Mf òàêâó äà
jå π ìèíèìàëíà âà§àíà çà Gf , âàæè äà jå (π, ψ) ìèíèìàëíà âà§íà çà Mf àêî è ñàìî
àêî jå ψ äåôèíèñàíà ïðåìà (4.25).

Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó ψ′ òàêî äà jå

ψ′(r) = lim sup
ε→0+

π(εr)

ε
çà ñâàêî r ∈ Rq.

Ïîêàçà£åìî äà jå ψ′ äîáðî äåôèíèñàíà, (π, ψ′) jå âà§àíà çà Mf è ψ
′ 6 ψ. Èç îâîãà

ñëèjåäè äà jå (π, ψ) ìèíèìàëíà àêî è ñàìî àêî jå ψ = ψ′, øòî ó ñóøòèíè è òðåáà
äîêàçàòè.

Äà áè ïîêàçàëè äà jå ψ′ äîáðî äåôèíèñàíà òðåáà ïîêàçàòè äà jå lim sup ó (4.25)
óâèjåê êîíà÷àí. Ïîäñjåòèìî ñå äà jå

lim sup
ε→0+

π(εr)

ε
= lim

α→0+
sup{π(εr)

ε
: 0 < ε 6 α} = inf

α>0
sup{π(εr)

ε
: 0 < ε 6 α}.

Íåêà jå ψ′′ ôóíêöèjà òàêâà äà jå ψ′′ 6 ψ è (π, ψ′′) jå ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà çà
Mf (êàî øòî jå ïðèjå ïîìåíóòî, òàêâà ôóíêöèjà ïîñòîjè).

Ïðåìà Ëåìè 4.29, π 6 ψ′′ è ψ′′ jå ñóáàäèòèâíà, ïîçèòèâíî õîìîãåíà è ψ′′(0) = 0.
Ñòîãà, çà ñâàêî ε > 0 è ñâàêî r ∈ Rq, âðèjåäè

π(εr)

ε
6
ψ′′(εr)

ε
= ψ′′(r),

îäíîñíî

lim sup
ε→0+

π(εr)

ε
6 ψ′′(r).

Îâî ïîêàçójå äà jå ψ′ äîáðî äåôèíèñàíà è äà jå ψ′ 6 ψ′′ 6 ψ.
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Ëàêî ñå óâè¢à, èç äåôèíèöèjå ôóíêöèjå ψ′ è äåôèíèöèjå lim sup, äà jå ψ′

ñóáàäèòèâíà, ïîçèòèâíî õîìîãåíà è ψ′(0) = 0.

Äîêàç çàâðøàâàìî ïîêàçójó£è äà jå (π, ψ′) âà§àíà çà Mf . Íåêà jå (x, y) ∈ Mf .
Äà§å, ïðåòïîñòàâèìî äà jå∑

r∈Rq
π(r)xr +

∑
r∈Rq

ψ′(r)yr = 1− δ,

ãäjå jå δ > 0.

Íåêà jå r =
∑

r∈Rq ryr. Èç äåôèíèöèjè ôóíêöèjå ψ′ ñëèjåäè äà jå çà íåêî α > 0
äîâî§íî ìàëî,

π(εr)

ε
< ψ′(r) + δ çà ñâå 0 < ε 6 α. (4.26)

Ìîæåìî èçàáðàòè D ∈ Z òàêâî äà jå D > α è äåôèíèñàòè çà ñâå r ∈ Rq

x̃r =

{
xr r 6= r

D

xr +D r = r
D

.

Çàïàçèìî äà ñó ñâè åëåìeíòè x̃ íåíåãàòèâíè öèjåëè áðîjåâè è äà
∑

r∈Rq rx̃r =∑
r∈Rq rxr +

∑
r∈Rq ryr, ïà jå ñòîãà x̃ ∈ Gf . Ñàäà èìàìî äà jå

∑
r∈Rq

π(r)x̃r =
∑
r∈Rq

π(r)xr +
π(D−1r)

D−1

<
∑
r∈Rq

π(r)xr + ψ′(r) + δ

6
∑
r∈Rq

π(r)xr +
∑
r∈Rq

ψ′(r)yr + δ = 1,

ãäjå ïðâà (ñòðîãà) íåjåäíàêîñò ñëèjåäè èç (4.26) jåð jå D−1 6 α, à äðóãà íåjåäíàêîñò
ñëèjåäè èç ñóáàäèòèâíîñòè è ïîçèòèâíå õîìîãåíîñòè ôóíêöèjå ψ. Ñëèjåäè äà π íèjå
âà§àíà çà Gf , øòî ïðîòèâðèjå÷è ïðåòïîñòàâöè òåîðåìå.

Ëåìà 4.31. Àêî jå (π, ψ) ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà çà (4.23) è Bψ = {x ∈ Rq :
ψ(x − f) 6 1}, îíäà jå ψ ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã çà Zq-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí
ñêóï Bψ.

Äîêàç. Ïðåìà Ëåìè 4.29 ψ jå íåíåãàòèâíà ïîçèòèâíî õîìîãåíà è ñóáàäèòèâíà
ôóíêöèjà è ψ(0) = 0, à ïðåìà Ëåìè 4.24 ψ jå ôóíêöèjà Ìèíêîâñêîã çà Bψ. Ïîøòî jå
ψ âà§àíà ôóíêöèjà çà Rf , ñëèjåäè äà jå ψ(x − f) > 1, çà ñâàêî x ∈ Zq. Ñòîãà, Bψ jå
Zq-ñëîáîäàí çàòâîðåí êîíâåêñàí ñêóï.

Àêî jå (π, ψ) ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà, ïðåìà Òåîðåìè 4.30, π jå ìèíèìàëíà
âà§àíà ôóíêöèjà çà Gf , íî ψ íèjå, ó îïøòåì ñëó÷àjó, ìèíèìàëíà âà§àíà ôóíêöèjà
çà Rf .

Ðàçìîòðèìî ÷åòèðè ôóíêöèjå π1, . . . , πr ñà Ñëèêå 4.6, êîjå ñó åêñòðåìíå çà Gf è
íåêà s+i îçíà÷àâà ïîçèòèâàí íàãèá ôóíêöèjå πi ó 0, à s

−
i íåãàòèâàí íàãèá ó 1 (èëè ïàê
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ó 0, ïîøòî jå ôóíêöèjà ïåðèîäè÷íà). Ïðåìà Òåîðåìè 4.30, çà ñâàêó îä òèõ ôóíêöèjà,
ôóíêöèjà ψi çà êîjó jå (πi, ψi) ìèíèìàëíà âà§íà çà Mf jå äåôèíèñàíà êàî

ψi(r) =

{
s+i çà r > 0

s−i çà r 6 0
.

Ïîçèòèâíè íàãèáè ñó èäåíòè÷íè, äîê jå íàjâå£è íåãàòèâíè íàãèá s−1 , ïà jå ψ1, òà÷êà-
ïî-òà÷êà ãëåäàíî, ìà»à íåãî äðóãå ôóíêöèjå.

Çà âèøå èíôîðìàöèjà î ñâîjñòâèìà âà§àíèõ ôóíêöèjà çà ðàçëè÷èòå áåñêîíà÷íå
ðåëàêñàöèjå ïîãëåäàòè [17, 35, 36, 38, 41].

4.6 Î íåêèì ïîòêëàñàìà âà§àíèõ íåjåäíàêîñòè

Ïðîíàëàæå»å ìèíèìàëíå âà§àíå íåjåäíàêîñòè çà Mf ñâîäè ñå íà ïðîíàëàæå»å
îäãîâàðàjó£èõ ìàêñèìàëíèõ Zq-ñëîáîäíèõ ïîëèåäðà Bψ ⊂ Rq. Èàêî jå ïîçíàòà
êàðàêòåðèçàöèjà ñâèõ ìàêñèìàëíèõ Zq-ñëîáîäíèõ çàòâîðåíèõ êîíâåêñíèõ ñêóïîâà
ó ðàâíè, íèjå ïîçíàòà òàêâà êàðàêòåðèçàöèjà çà âèøå-äèìåíçèîíàëíå ïðîñòîðå.
Äàíèjåë Åñïèíîçà jå ó [27] èçäâîjèî òðè ïðîñòèjå ôàìèëèjå ñà êîjèìà jå îí, çà
ñàäà jåäèíè ñà ñòàíîâèøòà íàó÷íîã èçðà÷óíàâà»à, ïîñòèãàî îäðå¢åí óñïjåõ. Èíà÷å, ó
íàó÷íîj ëèòåðàòóðè, êàî íà ïðèìjåð ó [27], Áàëàîâå îäñèjåöàjó£å ðàâíè çà áåñêîíà÷íå
ðåëàêñàöèjå ñå íàçèâàjó âèøåðåäíèì Ãîìîðèjåâèì îäñèjåöàjó£èì ðàâíèìà.

Ñ§åäå£è íîòàöèjó èç [27] ïðâà êëàñà ñêóïîâà íîñè îçíàêó T1n è äåôèíèøå ñå òàêî
äà jå

T1q = {x ∈ Rq : x > 0,

q∑
i=1

xi 6 q}.

T1q jå îäðå¢åí ñà q+ 1 íåjåäíàêîø£ó, a ñâàêà îä »èõ ñàäðæè jåäíó öjåëîáðîjíó òà÷êó
ó ñâîjîj ðåëàòèâíîj óíóòðàø»îñòè. Òàêî¢å jå T1◦q ∩ Zq = ∅ è »åãîâà çàïðåìèíà jå
qq/q!, òî jåñò îí jå îìå¢åí, êîíâåêñàí è çàòâîðåí ìàêñèìàëàí Zq-ñëîáîäàí ñêóï ó Rq.

Äðóãà êëàñà ñêóïîâà, ó îçíàöè Gq, äåôèíèøå ñå òàêî äà jå

Gq = [
1

2
. . .

1

2
]T + {x : δTx 6 q/2, ∀δ ∈ {−1, 1}q}.

Ïîëèòîï Gq jå ïðåñjåê óêðøòåíèõ ðàñöjåïà ó Rq êîjè ñàäðæè 0-1 õèïåðêîöêó. Îäðå¢åí
jå ñà 2q íåjåäíàêîñòè, ïðè ÷åìó ñâàêà îä »èõ ñàäðæè òà÷íî jåäíó öjåëîáðîjíó òà÷êó
ó ñâîjîj ðåëàòèâíîj óíóòðàø»îñòè, a çàïðåìèíà ïîëèòîïà Gq jå jåäíàêà q

q/q!. Gq jå
òàêî¢å îìå¢åí, êîíâåêñàí è çàòâîðåí ìàêñèìàëàí Zq-ñëîáîäàí ñêóï ó Rq.

Òðå£à êëàñà ñêóïîâà ñå äåôèíèøå íà ñ§åäå£è íà÷èí,

T2′q =

x :

(Rj)

j−1∑
i=1

xi 6 xj, j = 1, . . . , q

(Rq+1)

q∑
i=1

xi 6 2q − 1

 ,

ïðè ÷åìó ñå äåôèíèøó è âåêòîðè {vk,q}q+1
k=1, ãäjå jå (vk,q)i = 0 àêî jå i < k, (vk,q)k =

2k(1− 2−q) è (vk,q)i = 2i−1(1− 2−q) çà i > k.
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Âàæè äà je vk,q âðõ ïîëèòîïà T2′q îäðå¢åí ïðåñjåêîì ñâèõ îãðàíè÷å»à îñèì (Rk).

Øòàâèøå, çàïðåìèíà ïîëèòîïà jå (2
q+1
2 − 2

1−q
2 )q/q!, øòî jå çíàòíî âå£à çàïðåìèíà îä

çàïðåìèíå ïîëèòîïà T1q êàäà q ðàñòå.

Òåîðåìà 4.32. Óíóòðàø»îñò ñêóïà T2′q íå ñàäðæè íèòè jåäíó öjåëîáðîjíó òà÷êó,
äîê, ñ äðóãå ñòðàíå, ñâàêà ñòðàíà ïîëèòîïà T2′q ñàäðæè öjåëîáðîjíó òà÷êó ó ñâîjîj
ðåëàòèâíîj óíóòðàø»îñòè.

Äîêàç. Óâåäèìî íîâó ôàìèëèjó ñêóïîâà T2q = T2′q+vo, ãäjå jå (vo)i = 1−2i−1. Ïîøòî
jå vo öjåëîáðîjàí âåêòîð, äîâî§íî jå äîêàçàòè äà jå T2q Zq-ñëîáîäàí è äà ñâàêà »åãîâà
ñòðàíà èìà öjåëîáðîjíó òà÷êó ó ñâîjîj ðåëàòèâíîj óíóòðàø»îñòè.

Çàïàçèìî äà jå T2q ñêóï òà÷àêà x ∈ Rq êîjå çàäîâî§àâàjó
∑j−1

i=1 xi − xj 6 j − 1, çà
j = 1, . . . , q è

∑q
i=1 xi 6 q.

Íàñòàâ§àìî äîêàç èíäóêöèjîì ïî q. Ïðåìà äåôèíèöèjè T21 = convh{0, 1}, ñòîãà
òâðä»à âðèjåäè ó ñëó÷àjó äà jå q = 1.

Ïðåòïîñòàâèìî äà òâðä»à âðèjåäè çà q− 1. Ïîøòî jå (vo + vk,q)1 ∈ {0, 2(1− 2−q)},
îíäà jå projx1(T2q) = [0, 2 − 21−q]. Äåôèíèøèìî S1 = {x : x1 = 0} ∩ T2n ∩ Zq è
S2 = {x : x1 = 1}∩T2n∩Zq. Ïðåñjåê T2q∩Zq ñå ìîæå çàïèñàòè êàî S1∪S2. Ñâå òà÷êå ó
S1 çàäîâî§àâàjó (R1) êàî jåäíàêîñò, øòàâèøå, ñâå òà÷êå ó {(0, y) : y ∈ T2q−1 ∩Zq−1}
çàäîâî§àâàjó (R1) êàî jåäíàêîñò. Çà òà÷êå ó S2 âàæè äà jå {x : x1 = 1} ∩ T2q =
{x ∈ Rq : x = (1, y), y ∈ T2q−1}, ïà ïðåìà õèïîòåçè, ñâå öjåëîáðîjíå òà÷êå ó S2

çàäîâî§àâàjó íåêî îãðàíè÷å»å ñêóïà T2q.

Êàî øòî jå âå£ ïîìåíóòî, çà ñëó÷àj êàäà jå q = 2, Êîðíóèæîë è Ìàðãîò ñó ó
[21] îêàðàêòåðèñàëè òà÷íî êàêâè ìàêñèìàëíè Zq-ñëîáîäíè ïîëèåäðè äàjó åêñòðåìíå
íåjåäíàêîñòè. Èñïîñòàâ§à ñå äà ìå¢ó äàòå ïîëèåäðå ñïàäàjó T12, T22, à øòî
íèjå ñëó÷àj ñà ïîëèåäðîì G2. Èïàê, ìàëà ïåðòóðáàöèjà áèëî êîjå îä íåjåäíàêîñòè
êîjà äåôèíèøå G2 îìîãó£ójå äà ðåçóëòójó£å íåjåäíàêîñòè áóäó åêñòðåìíå. Îâî
çàïàæà»å, êàî è îãðàíè÷åíà íóìåðè÷êà ïðåöèçíîñò çàïèñà áðîjåâà ó ïîêðåòíîj
çàïåòè, îïðàâäàâàjó ñà ïðàêòè÷íîã ñòàíîâèøòà ïðåâè¢à»å ÷è»åíèöå äà G2 íå äàjå
åêñòðåìíå íåjåäíàêîñòè.

Çà q > 2, ìîãó ñå óîïøòèòè ðåçóëòàòè èç [21] è äîêàçàòè äà ñêóïîâè T1q è T2q äàjó
åêñòðåìíå íåjåäíàêîñòè. Èïàê, äà ëè jå ñëè÷íî óîïøòå»å ìîãó£å çà Gq jîø óâèjåê
íèjå ïîçíàòî.

Ìîæåìî òàêî¢å ïðèìèjåòèòè äà ñêóïîâè T1q, T2q, Gq ñàäðæå 0-1 õèïåðêîöêó ó
Rq, ïà àêî ðîòèðàìî áèëî êîjó îñó çà 180 ñòåïåíè îêî òà÷êå (1

2
, . . . , 1

2
), èëè àêî ïàê

ïåðìóòójåìî ïðîìjåí§èâå, òàêî¢å äîáèjàìî ìàêñèìàëíå Zq-ñëîáîäíå ñêóïîâå. Íà Gq

íå óòè÷å íèòè jåäíà îä îâèõ òðàíñôîðìàöèjà, T1q ãåíåðèøå 2n ðàçëè÷èòèõ ñêóïîâà,
à T2n ãåíåðèøå 2n(n− 1)! ðàçëè÷èòèõ ñêóïîâà. Ñâàêè îä äàòèõ ñêóïîâà ïîjåäèíà÷íî
ãëåäàíî íàçèâàìî êîíôèãóðàöèjà, à ôàìèëèjå ñêóïîâà ñàä ìîæåìî îçíà÷èòè, çà
ôèêñèðàíî q, ñà Gq, T1q, T2q ðåñïåêòèâíî.

Çà äîáèjåíó îäñèjåöàjó£ó ðàâàí, êîjà jå îáëèêà ax > 1, ìîæåìî óçåòè çà ìjåðó
íàïðåòêà âðèjåäíîñò 1

‖a‖ . Ñòîãà, çà äàòî f è ôàìèëèjó ñêóïîâà S, ïðîáëåì íàëàæå»à

íàjáî§å íåjåäíàêîñòè ñå ñâîäè íà èçðà÷óíàâà»å âåêòîðà a (òj. âðèjåäíîñòè ìèíèìàëíå
âà§àíå ôóíêöèjå) çà ñâå êîíôèãóðàöèjå, óç çàäðæàâà»å íàjáî§å îäñèjåöàjó£å ðàâíè.
Çà ôàìèëèjó Gq ðà÷óíñêè ïîñào íèjå ïðîáëåìàòè÷àí, äîê jå çà äðóãå äâèjå ôàìèëèjå
åêñïîíåíöèjàëàí ïî q. Óêîëèêî âðèjåäíîñò áðîjà q íèjå âåëèêà, òî íå ïðåäñòàâ§à
ïðîáëåì ó ïðàêòè÷íîì èçðà÷óíàâà»ó. Çà âå£å âðèjåäíîñòè, èòåðàöèjñêè ïðîöåñ
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ïî {−1, 1}q ñå ìîæå îñòâàðèòè êîðèø£å»åì íåêå øåìå çà ïðåáðîjåâà»å çàñíîâàíå
íà Ãðåjîâîì êîäó [44], à çà ïåðìóòàöèjå ñå ìîæå èñêîðèñòèòè Øòàjíõàóñ-�îíñîí-
Òðîòåðîâ àëãîðèòàì [44]. Ãëàâíà ïðåäíîñò îâèõ àëãîðèòàìà jå äà ñó ðàçëèêå ìå¢ó
ñóñjåäíèì êîíôèãóðàöèjàìà ìàëå (íå âèøå îä äâà åëåìåíòà), øòî îìîãó£àâà äà ñå
ñà÷óâà äèî ïðåòõîäíîã ïðîðà÷óíà.

Øòî ñå òè÷å ðà÷óíñêèõ åêñïåðèìåíàòà Åñïèíîçå, ó âå£èíè ñëó÷àjåâà ðåçóëòàòè
äîáèjåíè ïîìî£ó ôàìèëèjà G2, T12, T22 ñó áèëè áî§è ó îäíîñó íà ðåçóëòàòå äîáèjåíå
ïîìî£ó ôàìèëèjà Gq, T1q, T2q. Èïàê, ïîøòî òî íèjå óâèjåê áèî ñëó÷àj, îñòàjå
îòâîðåíî ïèòà»å ó êîjèì ñëó÷àjåâèìà ñå äîáèjàjó áî§è ðåçóëòàòè çà âå£å q.

Äðóãà èíòåðåñàíòíà ñòâàð jå øòî ñå ó îïøòåì ñëó÷àjó ôàìèëèjà Gq ïîêàçàëà
áî§îì ó îäíîñó íà ôàìèëèjó T2q, êîjà ñå îïåò ïîêàçàëà áî§îì ó îäíîñó íà T1q.

Èìàjó£è ïðåòõîäíî ó âèäó, îñòàëî jå äîñòà ìîãó£íîñòè äà ñå èñïèòà, êàî øòî
jå íà ïðèìjåð äîäàâà»å íåêîëèêî îäñèjåöàjó£èõ ðàâíè ó ñâàêîj èòåðàöèjè, àëè èç
ðàçëè÷èòèõ ðåëàêñàöèjà, îíäà èçáîð ðåäîâà òàáåëå, èëè ïàê òðàæå»å íåêèõ äðóãèõ
ôàìèëèjà ñêóïîâà Bψ. Øòàâèøå, jîø óâèjåê íèjå äàò îäãîâîð íà ïèòà»å êîëèêî jå
äîáðà ñàìà áåñêîíà÷íà ðåëàêñàöèjà.
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