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Subeksponencijalne raspodele i primene u aktuarsktgmatici

Uvod

U ovom radu protavaiemo subeksponencijalne raspodele, njihove osobine i
primene. Posebna paznjacdiposvéena primeni u modeliranju véina koje imaju
raspodele sa teskim repovima kakve séa®g¢ sréu u osiguranju.

Subeksponencijalne raspodele su specijalagaslklase raspodela sa teSkim
repovima. Ime im pote od njihove osobine da im rep raspodele opadajspmt bilo
koje raspodele iz eksponencijalne klase raspod&daosnovu ove njihove osobine sledi
da sl&ajne velEine koje imaju subeksponencijalnu raspodelu uzimajike vrednosti sa
nezanemarljivim verovatdama, pa su samim tim ove raspodele kandidati za
modeliranje sltiajnih promenljivih koje mogu uzeti ekstremno velikednosti u odnosu
na aekivane vrednosti. One nalaze primenu u osigurapgsebno u osiguranju od
pozara, oluje i poplave, poznate i kao osiguradj&katastrofe. Subeksponencijalne Stete
mogu dovesti do velikih oscilacija u poslovanjugesavajéin kompanija povéavajlti
preuzeti rizik u portfelju. Ovo su razlozi zbog ikojse i osiguravajge kompanije
osiguravaju od rizika katastrofe kod reosiguragidjlkompanija.

Subeksponencijalne raspodele je prvi put pavao Chistyakov (1964). Istrazivanja
tokom sedamdesetih bavila su se primenama u obtssguranja. U to vreme se
problemu prilazilo analitki, dok je kasniji pristup primene verovatmoi statistike doveo
do boljih reSenja problema verovateaazaranja.

Prvi deo rada se odnosi na definisanje konvolucifkcije raspodele, drugi deo na
pravilno promenljive funkcije i pravilno promenlgvsiitajne veltine. Treti deo rada se
bavi subeksponencijalnim raspodelama, njihovim osoha, povezanosti sume i
maksimuma sléajnih velcina sa subeksponencijalnim &ynim velcinama i sumom i
maksimumom skajnih velgina koje imaju subeksponencijalnu raspodelu.
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1. Zbir nezavisnih sluiajnih promenljivih. Konvolucija funkcije
raspodele

* NekasuX,,X,,..., X, nezavisne skajne veltine sa zajedidkom raspodelom

F(x), tada jen-ta konvolucija funkcije raspodel(x) po definiciji:
Fx)=P{X, + X, +...+ X, < x}

1x=0
FOD(X):{O x<0’

* Neka suXi Y slucajne veltine sa zajeditkom funkcijom raspodelﬁx]Y)()g y) i

H:R? - R Borelova funkcija,Z = H(X,Y) tada je:

I:z (Z) = P{Z s Z} = IdF X,Y)(X7 y) = J.I{H(xy)sz}(x’ yk“:(x,v)(x! y)'
{(x ¥ H(x y)<2} R?

Ako suXi Y nezavisne skajne veléinei Z = X +Y, onda je:

F, (Z)= _[ dFy (X)dFY(y): _[I{x+y5z}(xr y)jFx (X)dFY (Y):

{(x g ye2}

- o, (x){jj{x+ysz}(xy)dFY(y)}:]:FY (2- ), (). 1)

* Analogno se dobija i formula:

£ (2)= [Flz- ) ). @2

Ako suXi Y nezavisne skajne veltine sa gustinama raspodefe i f,, onda je
gustina raspodele slajne veléine Z = X +Y data sa:

fz(z)=fj:fx(z-y)fY(y)dy{fY(z—x)fx(x)dx.
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Definicija 1.1 Ako suF i G funkcije raspodela verovatéam onda se funkcija

(F 0G)(x) = [ F(x~1)dG(t) zove konvolucija funkcija raspodefai G.

—00

= Ako suXi Y nezavisne skajne veltine, aF i G redom njihove funkcije raspodela,
onda za funkciju raspodelg,,, zbira X +Y vazi:

Fy., =FOG=GOF.

= Ako suXi Y nenegativne sliajne velEine, F i G redom njihove funkcije raspodela,
onda za svakx > 0 vazi:

Fow (X) = [F(x-t)dG(t). (1.3)

O =y <
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2. Pravilno promenljive funkcije i pravilno promenljive sluéajne
velicine

Pravilno promenljive funkcije je uveo i dokazao argajnije teoreme u vezi sa
njima Jovan Karamata (1902-1967) u re8ur une mode de croissance réguliére des
fonctions Mathematica (Cluj), 4, (1930), 38-53. U svojofidieiji pravilno promenljivih
funkcija Karamata je imao pretpostavku o neprekstinaok je kasnije primeno da
cela teorija vazi uz slabiju pretpostavku o meogti. [14] Za popularizaciju teorije
pravilno promenljivih funkcija u verovatiépzasluzan je Feler (William Feller), koji je u
svom udzbeniku iz verovatte posvetio dva odeljka ovoj teoriji.

Definicija 2.1 Neka jeR skup realnih brojeva R, :(O,+oo) skup pozitivnih realnih
brojeva. Merljiva funkcijaF : R, - R, je pravilno promenljiva u besko#izosti, ako
postoji broj p O R, takav da za svak&[R, vaZi :

Oznake FOPP,, p -indeks ili eksponent pravilne promenljivosti.

Ako je p =0 onda se odgovaraja funkcijaF naziva sporo promenljiva u
beskonanosti.

Primer 2.1  Sledée funkcije su pravilno promenljive:

a) F(x)=x? x>0, M=M=xp'

Ft) t° ’
2

b) F(x)=x’Inx x>0, lim al\ )= im (=) Irl('[X)=Iim XPM=XP;

o Ft) toe tPInt e Int

P o

c) F(x)=(xInx)’ x>0, Iimmﬂimwﬂimxp(wj =x;

e F(t) e (tint)? e Int
d F(x)=Inx x>0, Iimmﬂim In(tx): imIntInX g o

twe F(t) t-= Int  t-e Int

Primer 2.2 Ako je funkcijaF OPP,, pOR ondajeL(x)=x"F(x) sporo
promenljiva u beskortaosti.

-P
jim S0 _ iy P F(X) ) OO o g0

e L(t) e tPF() e F(t)
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Definicija 2.2 Ako funkcija F(EJ zadovoljava uslovPP, u beskonénosti, onda
X

kazemo daF (x) zadovoljava uslowPP, u nuli.

Neka je X sluwajna veltina i F(x)= P{X sx} njena funkcija raspodele. Funkcija
1- F(x) se naziva desni rep raspodele.

Definicija 2.3 Nenegativnha sktajna velEina X i njena raspodeIaF(x) su pravilno
promenljive sa indeksonp >0 kada vazi da je desni rep raspodmeF(x) pravilno
promenljiva funkcija sa indeksom p tj.

im 1 F(tx)
- 1-F(t)

=x". (2.1)

Primer 2.3  Paretova raspodela je pravilno promenljiva.

a XO a+l N
Funkeija gustine:f (x) =1 | x X=X x>0
0,X< X,

F(x) ~1-% x> Xo

a )

i 1—F(tx)_|. 1_(1_(;)”}_'. S

m =lim———————%=lim =X
PO ] e
ta
_ . N e x>0 . .
Primer 2.4  FreSeova funkcija raspodel&, , = 0 0 a>0 je pravilno
, X <

promenljiva sa indeksom pravilne promenljivogti= —a .

Primer 2.5 Vejbulova raspodela nije pravilno promenljiva.
Funkcija raspodeleE (x) =1-e™, ¢, x>0, 0<a <1
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- _ 1 — g-cx)” a
e O a‘):nmeﬁ”(l*"):{ e
FUt ] +o0,x7 <1

Teorema 2.1 [3] (Zatvorenost u odnosu na konvoluciju pravilno praijnah
raspodela): Neka su X i Y, definisane na istom torosverovatnéa, dve nezavisne,
nenegativne i pravilno promenljive shjne veltine sa indeksomo >0. Tada je zbir

X +Y pravilno promenljiv sa indeksom i vazi:
P{X+Y>x}~P{X>x}+P{Y>x} pri x - o.

Dokaz Neka jex > 0. VaZi inkluzija{X > x}0{Y >x} O{X +Y > x}, zato je
P{X+Y>x2P({Xx>x0{y>x})
=P{X >x}+ P{y > x} - P{X >} P{Y > x}
= (P{X > x} + P{Y > x})(1-0(1)), x - o

0 X (1-0)x X

Neka je0< & < % . Vazi inkluzija

{x<@-o)xn{y<@-d)n(x<aof{r<a)O{x+Y<x
Prelaskom na komplemente sledi:
{x+Y>x0{x>@1-o)xafy>@1-o)xa{x >axY>x
P{X+Y>xp < P{X >(1-0)x}+ P{Y > (1-)x} + P{X > x Y > o}
=(P{X > (1-9)x} + P{Y > (1- 0)x})(1+ 0(1)), pri x - .
Poslednja relacija vazi, je?{X >} - 0 pri x - o i
P{X > &} _P{X>d<}D P{X > x} ( Jj‘” .
P(X >@1-0)¢ P{X>x P{X>@1-0)¢ \1-5 -
P{X >(L-o)x + P{y > (1-5)x
P{X > &} P{Y > &
_ 1 {X>{-o4, 1 EP{\( > (1-0)x}
Ply>ad  P{X>x P{X >a¢ Py >
Prema tome sledi:

— 00, X —» 00,

. P{X +Y > x} . P{X +Y > x}
1<liminf < limsup <
X— 00 P{X >X}+P{Y>X X P{X >X}+P{Y>X}
< lim supp{>< >(L-o)x+ P{Y > (1- )4
X P{X >x} + P{Y > x}
Tvrdenje teoreme sledi kada se pustida 0.

<(1-9)”
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U teoremi se ne pretpostavlja dacslme veltine X i Y imaju istu raspodelu.

Lema2.1: [7] Neka je {Xk,k=12,...,n} n nezavisnih, pozitivnih slajnih
promenljivih. Ako svakoX, ima raspodeluF, Oa (a je klasa raspodela sa teSkim
repovima),k = 12,...,n tada vazi:

P{maxz X, > x} ~ P{z X, > x}.
lmsnis k=L

Posledica 2.1Neka su X,, X,,..., X
imaju istu pravilno promenljivu raspodelu sa indekspo > 0.
S, =X, +X,+..+ X i M, =ma{X,,X,,...,X }, n=21.
Tada za svako n vazi:
P{s, > ~nA{X,>x~P[M, >x}, x - o. (2.2)

nezavisne, nenegativne &jne veltine koje

n

Dokaz Prva asimptotska relacija je direktna poslediemdne teoreme,
F(X)=P{X, < x}, tada vazil- F(x) ~ O pri x — oo i

PM, >x}=1-P{M, <x}=1-(F(x)" =1-1- @- F(x))]"
_1-14n(1- F(x))-@(l- )+

~nl-F(x)=nA{X, >}, x > ».0
Slucajne veléine S, i M su pravilno promenljive sa istim indeksoo(2].

Posledica 2.2Neka suX,, X,,..., X, nezavisne, nenegativne &ine velcine koje
imaju istu pravilno promenljivu raspodelu sa indetksp = 0 i neka su
¢, >0c, >0,...,c, >0 date konstante. Tada vazi:

Ple,X, +C,X, +...+c, X, }~(c? +cf +...+c?JP{X, >}, x = w.

Dokaz Na osnovu prethodne teoreme sledi daxps
P{Zq X, > x} ~SPcx, >x = P{x, >
i=1 i=1 i=1
Koristeti svojstvo pravilne promenljivosti stajne veltine X, sledi da prix — o,

P{Xi > Ci_lx} - (Ci_l)_p P{Xi > X} = Cipp{xi > X}-

Teorema 2.2 [13] (O kanonskoj reprezentaciji sporo promenljive fujgic
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Svaka sporo promenljiva funkcija L ima reprezentaci

L(x) = co(x)ex%j# dt} zax =X, i nekox, >0

X0
pri cemu&(t) — 0 prit - o, ac,(t) je pozitivna funkcija koja zadovoljava uslov
c,(t) - ¢, za neku pozitivnu konstangy.

Posledica 2.3Neka je L sporo promenljiva funkcija u beskémasti. Tada za svako
o0 >0 vazi
L(x)

lim—2/=0i limx°L(x)=c0,

X—00 ¥ X — 00

10
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3. Subeksponencijalne raspodele

Definicija 3.1 Neka je X,, X,, X,,... niz nenegativnih nezavisnih ghjnih velcina sa
zajednikom funkcijom raspodelé (x) = P{X < x},
S, =X, +X,+...+ X, i M, =maxX,.

1<k<n

Sluéajne velEine X, X,, X,,... i njihova funkcija raspodel& su subeksponencijalne,
ako za svaki prirodan braj = 2 vaZzi jedan od sleda dva ekvivalentna uslova:

1) Ps,>x~nP{X,>x}~P{M_ >x} pri x » o

2) (On=2) lim=— =n (3.1)

gde jeF"™(x) = P{X, + X, +...+ X < x} n-ta konvolucija funkcije raspodelg(x).
» Oznaka klase subeksponencijalnih raspodefa je

Primer 3.1:  Pravilno promenljive raspodele su subeksponedneijgSledi iz dokaza
Posledice 2.1).

Primer 3.2. Sledée raspodele, koje se koriste za modeliranje velikitiSteta
(raspodele sa teSkim repom) su subeksponencijajne [

( ) 1 (logx—,u)Z

Log-normalna: f 20 n0OR,0>0;
V2 ox

Paretova:F (x) = 1—( Xi Xj a,%, >0;

Burova: F =1- ( ] a,x,, 7> 0;

Vejbulova: F(x)=1-e zac,x>0i 0<a <1;
Log-gama: f(x)=—ﬁ)(logx) X a,B8>0;
Benktander tip I:F(x) =1 (1+2’Blog xj Alogxf'~(a+1)ioax g 350

11
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a x#

Benktander tip II1:F(x) =1-e/x e 4, a>0,0<B<1.

Primer 3.3  RaspodelaF(x) za koju vazi1-F(x)~e™X™’ >0, x5 o je
subeksponencijalna [3].

Primer 3.4  Sledée raspodele, koje se koriste za modeliranje maliteta (raspodele
sa lakim repom) nisu subeksponencijalne [3]:

EksponencijalnafF (x) =1-e™, A >0;
Gama: f(x) = %x”'le'ﬁx, a,3>0;

Vejbulova: F(x)=1-e™ zac>0i a 21;

2
V 2%
Useena normalna i (x) =, [=e 2, x>0.
m

3.1 Osnovna svojstva subeksponencijalnih raspodela

Teorema 3.1 [2]
a) Ako funkcija raspodele F pripada klasi S onda umifoo po y 0K [ (0,+%), gde je
K proizvoljan kompaktan skup, vazi jednakost:

im POy g (3.2)
x-» 1-F(x)

b) Ako vazi (3.2), onda za svako> 0 vazi:
lim e*(1- F(x)) = w. (3.3)

c) Ako FOS, onda za svaka& >0 postoji KOR,, tako da za sven=2 i sve x=0
vazi
_pno
1-F"{Y) <K@+e)" (3.4)
1-F(x)

Dokaz
a) Za svaki prirodan braj vazi:
1-F"(x) _, . F(x)-F"(x)
=1+
1-F(x) 1-F(x)
zax=y>0 iz (3.5) dobija se:

(3.5)

12
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1- F*(x) 14 F(x)- F*(x)
1-F(x) 1-F(x)
=1+J:llfl(:x(;)t)dF(t)+J:'11f(X(X)t)dF(t)
21+Ii: E&%ap@){%p@)
=108+ 150 Y 0)- () @9)
za dovoljno velikexi sve yO K vazi F(x) > F(y), pa sledi iz (3.6)
T e @
1- F(x)

pri x — oo vaZi - 2i F(x) - 1, pa sledi

1-F(x)
R 0 e

Ovim je dokazana jednakost (3.2). Uniformnost kageacije poy na kompaktnom
skupuK sledi iz monotonosti funkcijg. L

b) 1z (3.2) sledi da je funkcija— F(Iog y) sporo promenljiva, pa iz posledice 2.3 sledi:
lim y*® (1— F(Iog y)) =
Yy - 0o

i kada se stavi da jg = e* sledi (3.3)

c) Nekajea, -supi(()) i koristeti (3.5)

x=0
sledi da za svakd < « vazi

Oy, <1+ supj#}()y)olF(y)+

0 x<T

FY(x-y) 3-Flx- Y)d,:(y) <

+SUDI 1-F(x-y)  1-F(x)

<1+ A +a sup(X)—F(Z;(X)

gde je A, =(1-F(T))™ <, a kako jeF O'S, moZe se za date >0

13
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izabratiT tako da vazi
0y <1+ A +a,(L+e)
a, <(1+A )et(1+e),
Odakle sledi (3.4).1

Definicija 3.2 (Raspodele sa ekvivalentnim repovima) Dve raspoBelés neprekidne
sa desna su raspodele sa ekvivalentnim repovimaako

lemi:ggg =c0(0,).

Iz definicije 3.1 i¢injenice da jeS zatvorena u odnosu na raspodele sa ekvivalentnim
repovima sledi da je:

FOS= F™OS, nON. (3.8)

Kako je F"(x)=P{M,<x}, M, =maxX, funkcija raspodele maksimuma ad

nezavisnih sléajnih promenljivih sa istom fukcijom raspodélesledi:
FOS=F"OS, nON. (3.9

Teorema 3.1 b) opravdava naziv subeksponencijagpodela, naime rep raspod€éle
opada sporije od bilo kog eksponencijalnog repa.

Teorema 3.2 [3] (Dovoljan uslov subeksponencijalnosti) Akdj0) =0 i

_ 20
lim supL(X) <2 ondavaziF 0S.
x-» " 1-F(x)

Dokaz Neka jeF zajedntka funkcija raspodele nezavisnih i nenegativnih
slucajnih velcina X, X,, X,,... tada vazi:
{x,+x, <} 0{X, <xX,<x
pa sledi:
F2(x)= P{X, + X, < x} < P{X, < x, X, < x} = P{X, < X} (P{X, < &} = (F(x))*
1-F¥(x)21-F?(x)
1- F¥(x)

-F Q) >1+F(x)

2 20
IimL(X)zIiminfL(x)zliminf(1+F(x)):2
oo 1-F(x) ~xoe 1-F(x) x-e
i koristeci:

14
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lim suplFizz()) <2

X - 00

sledi:
_rc20
im 1 F (x)

=2
x-» 1-F(x)

o 1-F(x) _ . "
Dokazujemolim = n indukcijom pon.
xwe 1-F(x)

Zan =2 vazi jednakost.

Pretpostavlja se da jednakost vaZzi za neko
Za 0<y< x dobija se:

_ = (nv)o _c(n+)o Xa_n0fy _
1-F"™(x) _,, FX)-F (x)=1+J~1 F™(x t)dF(t)_
1-F(x) 1-F(x) ) 1-F(x)
X=Ya _pn0fy _ _ _ X 4 _pEndfy — -
1-F"(x-t) 1-F(x t)dF(t)+.'-1 F(x—t) 3-F(x t)dF(t)
1-F(x-t)  1-F(x) 2, 1-F(x-t) ~1-F(x)

=1+ A(x)+ A, (x)

=1+
0

A= [ i o
- (—11‘_FF“EiX_‘t ;) s n] - éx(;)t) oF ()
- j (n+o(n))1 F(X( )t) F(t), pri x - o iy dovoljno
veliko.
I )
_1-F Zul)i); (()1(— F(x) _ jyll—Fé—x(;)t) dr (1)
i 1—F(x(—)t)0”:(t)S I dF(’E)) _ F(x)—FEx)— ) o S
<y 1-Flx oyl FXx 1-F(x
jer je F(Xi: Eg)_ y) _1- F(x;_y?:—()%— F(X)) -1-1=0pri x - o
pa sledi:
lim A (x) =
1- (e

Kako je—————% ogranéeno zax—-y <t < x ivazi
F(x—t)

15
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[ ar0s [ =R < opin -

X-y X-y

Sledi da je:
lim A,(x)=0.0

X — 00

3.2 Subeksponencijalnost i maksimum sktajnih veli¢ina

Subeksponencijalne raspodele su, zbog svojih ogobimgodne za modeliranje

ekstremnih dogtaja.
Neka su(Xn)rDN nezavisne sktajne veltine sa istom raspodelo OS i neka postoji

konstantaa, > O b, R tako da vazi:

d
a’*(max(X,,...,X,)-b,) > G, n = o,

gde je G nedegenerisana funkcija raspodele. Onda kazento plgpada maksimalnoj
oblasti privi&enja raspodel& i piSe seF [ MDA(G). Ako F OS tada jeG ili FreSeova

funkcija raspodelep , (x) = exr{— x”} zax=0, a >0, ili Gumbelova funkcija raspodele
A(x)=exg-e™} zaxOR.

F OMDA(®,) ako i samo akb- F O PP, [1].

Pa ostaje da se ispitaju &hjevi kadaF 0 S n MDA(A).

Dobar indikator za ekstremalno ponaSanje modelslgde€a funkcija, koja postoji za
raspodele koje imaju kotiao matematiko aéekivanje:

a(x) = E(X - x| X >x):ﬁ:iggdy, x>0 [1].

Teorema 3.3 [13] Neka jeF : R, - R, integrabilna u Lebegovom smislu na kémian

intervalima:
a) akojep=-1i FOPP, ondavazi

[F(t)ataPp,., i tim L(X)
0

Mj F(t)dt

0

:p+1

akoje p<-1i FOPP, onda vazi

[F(t)at<+eo, [F(R)dtOPP,,, i lim xF(x)

x T F(t)dt
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Akojep=-1i j F(t)dt < +e0 onda vazi

lim

X — 00

b) ako funkcija F zadovoljava uslov
xF(x)

i F(t)dt

0

lim =g 0(0,+») onda vaziF OPP,

X — 00

ako je
xF(x)

T F(t)dt

= a 0(0,+) onda vaZiF O PP

-a-1*

T F(t)dt < +o0 i lim

X — 00

Iz Karamatine teoreme sledi d& ima kon&no matematiko olekivanje kada
1-FOPP, zaag>1. Vazi 1-FOPP,,, zaa >0 ako i samo akoa(x)~ > . za
a

2
Lognormalnu funkciju raspodele vaﬁ(x)~#, a za Vejbulovu funkciju raspodele
nx

Xl—a
vazi a(x)~ o

za normalnu funkciju raspodetx) konvergira ka 0.

, 0<a <1. Za eksponencijalnu funkciju raspodeix) je konstanta, a

Lema 3.1[1] Neka je F funkcija raspodele koja ima kéna matematko a’ekivanje i
neka jea(x) neopadajda funkcija i postojit >1 tako da vaZi

altx)

Ixi[rlinf@>1,

tada F OMDA(A)n S.

Paretova, Burova, Log-gama funkcije raspodele papaMDA(® ) za nekoa >0, dok
Lognormalana, Benktander i Vejbulova funkcije rasgle pripadajuMDA(A) [1].

17



Subeksponencijalne raspodele i primene u aktuarsktgmatici

3.3 Subeksponencijalnost i suma stajnih veli¢ina

Ve¢ je pomenuto da j& zatvorena u odnosu na operaciju sume nezavisodajsih
velicina sa istom funkcijom raspodele. Ovéle se protiavati dalja zatvorenost i druge
osobine povezane sa sumom subeksponencijalrifjsibh promenljivih.

3.3.1 Zatvorenost u odnosu na konvoluciju

Postavlja se pitanje da li j8 u opStem slkéaju zatvorena u odnosu na konvoluciju,
odnosno akoF,GOS da li vazi FCGOS. Negativan odgovor na ovo pitanje je dao

Leslie [10], koji je pronaSao dve subeksponenagdbmkcije raspodeléija konvolucija
ne pripada klass. Mada postoji ovaj primer sle¢keteorema pokriva veliki deo razumnih
slu¢aja.

Teorema 3.4 [1]

a) NekaF 0Si1-G(x)~c (-F(x)) gdec 0(0,») zai =12. Tada vaZi
1-G, 1G, (X) - (Cl +C, )(1_ F(X))'

b) NekaF OS i 1-G(x)~cF(x) zacO[0,«). Tada vaZi
1- F OG(x) ~ 1+ c)1- F(x)).

c) NekaF,GOS. Tada vaziF LGOS ako i samo akqF +(1- p)GOS za neko
pO(01).

Dokaz teoreme 3.4 se moze&na Embrecht, P. And Goldie, C.M. (1982) On
convolution tailsStoch. Proc. Appll3, 263-278.

3.3.2 Sl&ajne sume

Teorema 3.5 [1] (Slwajne sume nezavisnih ghjnih  promenljivih sa istom
subeksponencijalnom funkcijom raspodele)

Neka je(p,) verovatnosna mera nbl, takva da vaziy_ p,(1+¢)" <o za nekoe >0 i
n=0

p, >0 zanekok > 2. Neka jeG(x)= > p

n=0

F™(x), x>0 .Tada vaZi:

n

FOS - |im1‘F(X):f:npn - GOS i1-F(x)#ol-G(x)).

X”wl_G(X) n=1

Neka su(Xi) nezavisne sktajne promenljive sa istom funkcijom raspodeleneka je

N slucajna promenljiva koja uzima vrednosti i, sa raspodelon(pn). Tada jeG

iON
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N 0
funkcija raspodele séajne sumez X, , gde jez X; =0, a rezultat prethodne teoreme
i=1 i=1

postaje:
N
P{z X, > x} ~E(N)P{X,>x}, x ~ o (3.10)
i=1
Ako je (pn) Puasonova ili geometrijska funkcija raspodele taga uslov

1- F(x) # o(1- G(x)) nepotreban.
Postavlja se pitanje Sta se deSava kadeansenja zajedno sa Zal- F(x) OPP, vazi:
P{s, -E(S,) > ¢ ~ P{max{X,,.... X, ) >x} ~ nl-F(x)), n - . (3.11)

Ovaj rezultat vazi uniformno px > yn za svako fiksiranoy >0. Uniformno se ovde
odnosi na konvergenciju:
P{s, - E(s

n)> % o
x;sEyLnlE)| n(l— F(x)) -0,n - o0, (3.12)

3.3.3 Ponderisane sume subeksponencijalnih gajnih veli¢ina
Neka jeF funkcija raspodele ngi neka jeF (x) <1 za svex OR.

Definicija 3.3 Za F se kaze da je subeksponencijalna raspodeld r&ko postoji
subeksponencijalna raspod@ana (0,») takva dal— F(x) ~1-G(x) kad x — .

Uslov balansa repa funkcije raspodele je:

1-F(x) ~ pPﬂZ| >x}, F(- x)~qP{|Z| > x} (3.13)
za p0(01] i g=1-p [1].

Tvrdenje 3.1 [1] Pretpostavlja se da je Z slajna promenljiva sa subeksponencijalnom
funkcijom raspodele F, definisanom na R.
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a) Neka jel-F(x)~ pxI(x) i F(-x)~gx“I(x). Tada je

P{Z >i}~zpf px“I(x), @, >0
¥,
P{ij >X}:
P{Z<—| X

‘/j_|} -, |aqx_a|(x)’ %<0

J

= ‘wJ ‘a X_HI(X)(pI{‘/'PO} * ql{‘/’j<°})'
b) Neka jel- F(x)OPP., i pretpostavimo da vaZi (3.13) tada je

Alp,z>4_Ja 77
1-F |pYiT Tk
0] <1

Iz teoreme 3.4 b) sledi da za&ine promenljive(Xi ) takve da vaZzi

P{X, >x} ~a(1-F(x), gdea 0[0,x), vazi:

ilsm

p{éxi > x} ~1-F()Xa -

[ilsm
Ovaj rezultat moZe biti primenjen na parcijalnu sum

xm = Z‘/’JZJ ,

[ jl=m

gde suZ; nezavisne skajne promenljive sa istom subeksponencijalnom fijokcraspodeld
naRi koje zadovoljavaju uslov balansa repa funkdispodele. Ako niigl/j) tezi dovoljno brzo

ka nuli, tada se prethodni rezultat za parcijaloms X (m proSiruje na beskotiau sumu

j:z_ooz//jzj :

Teorema 3.6 [1] Neka su (ZJ);uz nezavisne sHlajne promenljive sa istom

subeksponencijalnom funkcijom raspodele F na I%kiarpD(O,l] ig=1-p inekaje

X suma sldgajnih promenljivih data saX = Zzpi Z,

j:—oo
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a) Akol-FOPP, zaa0(0,) ivazi P{z,>=x71(x) i i|¢/j|5 <o za neko

j=—o

50(0,min(a 1)), tada vaziP{X > x} ~ x1(x) 3|, ‘a(pl{wo} + ql{wj<0}).
j:—oo
b) Ako FOMDAA)n S i Zw:|zpj |5 < za nekod(03) i bez gubljenja na op3tosti
j:—oo

mja>{(//j| =1 (u drugom sldaju bi se normiralo X), tada vazi:

P{X >} ~ (pk* + k™ )P{z,| > x}, gde jek* ukupan broj puta kolikgy, uzme
vrednost 1 (moze biti samo k@na mnogo), ik~ je ukupan broj puta kolikg,

uzme vrednost -1.
3.4 Primeri koji uklju ¢uju klasu S

Neka je (Xi) niz nezavisnih skajnih promenljivin sa istom defektnom funkcijom

i1

raspodeleF na (0,) i neka jeF(w)=w<1. Neka jeS, => X; i neka jeN(t) ceo
i=1

broj k takav da vaziS, <t <S,,;. Funkcija obnavljanja povezanalEge

Postoji najmanji indeks takav da jeX; = oo, i (Xi)f:1 se naziva kratkotrajan proces

obnavljanja. Za funkciju obnavljanjei (t) vazi H () = cfl - w)™ [5].
Teugles (1975) je dokazao da vazi:

FHo)F(x)0S « HE(@)H(X)OS  lim_" S(eo)H ()

Xm0 ] — F_l(oo)F(x) = (]-_C’J)_1 [9l.

Goldie i Resnick [11] su pr@avali povezanost iznde subeksponencijalnih raspodela i
raspodela ekstremnih vrednosti. Ustvari, geMali su Siru klasu o8 u kojoj vazi:

21



Subeksponencijalne raspodele i primene u aktuarsktgmatici

i koja ne uklj@uje samo funkcije koje uzimaju vrednosti(tz oo), ali ovde se posmatraju
razultati o klasS Pretpostavimo da postoje nizoaj > i®, OR takvi da vaZi

lim PimaxX; < a,x+b, = exf-e™}= A(x).

n- o 1=n

Tada F pripada oblasti privi&enja raspodele ekstremnih vrednosk,[] MDA(/\),.

Reprezentacij& je
¢l
1- F(X) ~ eX[JL_ Im dU} ’

0
gde je f > 0apsolutno neprekidna sa gustindrkoja zadovoljava:

f'- 0 kadax — .
Ova reprezentacija pretpostavija povezanost dzmMDA(/\) I S jer potreban uslov za
FOS je:

1-F(x)~ exp{—:[a(u)dU} :

gde jea(u) ogranéena nenegativna funkcijad(u) — 0 kadax — o [5].

Neka je H(x) = —In[1- F(x)]. Ovdece hiti predstavljeni neki rezultati zd implicirani
time daF OS kao i uslovi koje bi trebalo da zadovoljattada bi vaziloF O S.
Neka je g(x) funkcija takva dag(x) i x - g(x) divergira kadax — .

Tada vazi:F O S je ekvivalentno sa
W1-F(x-y)

lim ) T1-F(x) Fldy)=1
=Pl o) (e _
x-o0 1-F(x)

g(x) _ _
im | Flx F(;‘ y)F(dy)=0[5].

Kada prevedemo ove usloveEaa uslove zad , i neka vaze uslovi:
H(x)-H(x-y) - 0 kadax — o za svako fiksny i
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H(x) - H(x - g(x)) - H(g(x)) ~ - kadax — e [5].
dobijamo daF 0 S ako i samo ako vazi:

im exefH ()~ Hix-y) -H(yIH(e) =1

Ixi[rl(H(x)— 2H(§D = —o

Dobro poznati primeri funkcijéd imaju konkavni oblik:
= H(x)~x(Inx)”, >0 (Pitman (1980)) [12]

= H(x)~cx’,0<a<1 (Teugels (1975)) [9]

= H(x)~alnx,a>0  (Chistyakov (1964)) [4]

Nije neophodno dad(x) bude konkavna funkcija niti dgﬁ opada [5].
X

Naredna lema daje novi dovoljan i neophodan uslWwZ1S. Ako F[OS, mozZe se
konstruisati neprekidna verzifa koja takae pripadaS. Ovo sledi iz rezultata Teugels-a
(1975) da akaF 0S i 1- F(x) ~1-G(x) tadaG 'S [9].

Neprekidna verzija funkcij€ bi se mogla predstaviti tako da uzima iste cetgelwe kao
F, a izmelu je neprekidna.

Neka jew, =H™(j) tako da:

W, =min{a:H(a)=j}, j=01...

H(X) . W]- . .
Kako —— - 0 kadax — o, sledida— — o kadaj - o za cele brojeve. Takie
J
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Lema 3.2 [5] FOS ako i samo ako jel—F(x)ograniéena i rastda funkcija,

H(x)—ZH[gj . —o kadax - o iako je suma

éexp{H(x)—H(x—wj )— j}

ogranicena.

Dokaz Pokazéemo da kada(x) - 2H[§j - - tada je suma

NX
3 exgH(x)-H(x-w, )~ j} ograniena ako i samo ako je
i=0

Vfexlf’“"(x) —H(x-y)-H(y)}H(dy) ogranteno. Dalje vazi:
[enH (- (x- )Moy = f expH(x) = H(x~=y)=H(y)}H(dy) +
+ o0 - y)-HsIH()

:N[Zexp{H(x)—H(x— V)= H{yJH(dy) < exp{H(x)-H(gj_ NX}S

Takade vazi:
Jex{r()- - 3) - HyBH(e) = 3 [exsi)-H(x-y)- HOIH(e)
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Wiy N, -1
J'ede(x)— H(x— y)— H(y)}H(dy)z Zede(x)— H(x—wj )—(j +1)}
0 j=0

X/2
Dakle, akoH(x)—ZH(gj ~ —o, [exq{H(x)-H(x~y)-H(y}H(dy) je ogranteno ako
0

Ny
i samo ako je ogragéno > exgH(x) - H(x-w, )- j} O

j=0

NX

Prednost uslova da je sumd exgH(x)-H(x-w )~ j} ograriena je ta sto zavisi
j=0

jedino od rastaH izmeiu x-w; i x a ne od rasta ove funkcije na fiksnim kamien

intervalima [5].
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3.5 Ponderisane sume stiajnih promenljivih sa subeksponencijalnom raspodelm i
njihov maksimum

Primena subeksponencijalnih raspodela se ogledadelimanju sldajnih velgina sa
subeksponencijalnom raspodelom koje predstavljajbitke osiguravajte kompanije.
Verovatn@éa da se dogode ovakvi gubici je mala, ali je izgobitka koji pri tome
nastane veliki i moze znajnio ugroziti poslovanje osiguravégikompanije.

Neka je {Xk,k:LZ,...} niz nezavisnih skajnih promenljivih sa istom funkcijom

raspodelonf i neka je{ew, ,k = 1,2,..} niz pozitivnih brojeva takav da je

dobro definisano. Ovdé&e se protiavati ponaSanje repa surﬁg(w) i maksimuma

M(w)(w)=snt|1p;a4<xk.
S, (a)) se moze interpretirati kao diskontovane vredngstiitaka kompanije, ako j&,
gubitak u godinik, a koeficijenta, diskontni faktor ili faktor inflacije za godink. Na
ovaj n&in maksimum M(m)(w) se mozZe interpretirati kao maksimalna diskontovana
vrednost budéeg gubitka, a verovatda P{M_(w)> x} kao verovatnéa razaranja sa
poetnim kapitalomx = 0. Ovdece se prosavati ponasanje repova, (w) i M, (w),

pretpostavljajti da je funkcija raspodeleé subeksponencijalna, sa nekim restrikcijama, i
trebalo bi pronéi takav uslov za nifew, , k = 1.2,...} da asimptotski rezultat

PIM (@) > 4~ P{s. () > 4 ~ Z(l_ F%B

vazi kadax — . Uslov za koji vazi ovaj rezultat je

<)

Y af <o, gdeje0<d<1[7].

k=1

Specijalno, ovaj uslov je zadovoljen kadage = (1+r)™ zak =12,... inekor >0 [7].
Neka jeF funkcija raspodele definisana (raoo,oo) i neka je za svaky >0
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1) =tmine 2500, 1 ()< pmsupt=E0,
I neka je:
3= inf{—w,y>1}  J; :su;{—w’y >1}
|Ogy |Ogy

gornji i donji MatuSevska (Matuszewska) indeksiKcife raspodeld- . Ako F PP,

zanekoa, 0<a <o, tadajel: =a [7].

Definicija 3.3 Neka jeF funkcija raspodele definisana I(raoo,oo). F pripada klasA ako
je F subeksponencijalna i za njen donji MatuSevskaked@zi0< J_- <oo.

Uslov 0< J; < je zadovoljen ako i samo ako vaZi

lim supr(y) <1, za nekoy >1 [7].
e 1-F(x)

Razlog za definisanje klagk raspodela je taj da bi iskijili neke raspodele sa veoma
teSkim repovima iz klasgé

Neka je zan=12,...

I<smen I<ksn

S, (@)=Y @ X, Miy(w) = maxs, (@), M, (@)= maxe,X,
k=1

i neka je za realan broj, x* =max{x,0} i x~ =-min{x0} tada za svakan=12,...
piSemo

Si(@)=> ax.
k=1
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Teorema 3.7 [7] NekaF DA i 3 af <o zanekod, 0<J< 1;]3 (3.14)
k=1 F
gde je Je —=1zaJ; =«. Tada uniformno za = 12,... vazi:
1+J;

P{M (@) > ~ P{S; (@) > X}~ PM, (@) > ¥} ~ 3 Plao, X, > X. (3.15)
k=1

Ako vaiiS;(a)):Zn:wLXk‘ <o, (3.16)

k=1

gde je nejednakost skoro sigurna tada vazi:

P{M (@) > 4~ PIS, () > 9~ P{M (@) > = > PlaaX, >4 (3.17)
k=1

Dokaz
Pomaéne leme:
Lema 3.3: [7] Ako vaZzi F,0S i 1-F,(x)<c(l-F,(x)), za nekoc>0 tada vaZi:

(1-F)oa-F,)x) < @+ c)a-F)x)

Lema 3.4:[7] Neka je{X,,k =12,...,n} n nezavisnih, pozitivnih sfajnih promenljivih
sa istom raspodelont 0 S, i neka je{a)k,k =12,..., n} n pozitivnih brojeva. Tada je
ponderisana suma S (w) subeksponencijalna i zadovoljava:

P{s, (w)>x} ~ ;(1- F(lD - (3.18)

@,

Lema 3.5: [7] Neka vaze uslovi teoreme 3.7. Tada je:

P{ia)kxk+ > x} i

k=n

limlimsu =0 3.19

P By > ] 19
P{Zwkxk>x}

lim lim sup—=" =0. (3.20)

nomxee P{ay X, >}

Dokaz je podeljen néetiri dela:

1. PMy(w)>x-~ Zn: P{w X, >x} vaZi uniformno pan.
k=1
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Na osnovu leme 3.5 sledi da za hilo kaje 0<& <1 postoji x, = x,(¢) i neko

m=m(g)=12,... takvo da

{i X > X} <eP{wX, > i (3.21)
i Plw X, >x} < P{y X, > %} (3.22)

vazi za svakox=x, i sve n>m. Za fiksiranom i svako 1< n<m, uzastopna

il
=}

primena lema 2.1 i 3.4 daje

P{M (@) > X} ~ P{S, (@) >4 ~ > Pla X, > %) (3.23)

k=1

Dakle, postoji nekcA = A(g) > 0 takvo da, za své<snsmi x= A,

(1-£)> Pl X, > < P{M () > ¥ < (1+6)> Plag X, > %) (3.24)
k=1 k=1
Na osnovu leme 3.4 sledi d&,(w) i M ,)(w) imaju subeksponencijalnu raspodelu.

Sada razmatramo slal kada jen>m. Na osnovu (3.24) za > A sledi

PIM (@) > 2 PM (@) > ¢}
>(-£)3 P {@x >3

k=1

=(1- g)(; P{w X, >x} - Z P{w X, > x}j

k=m+1

Takade, na osnovu (3.22) za svako> m i X 2 X, vaZzi

S Plwx, > %< 3 Plwx, > < Plax, >X)

k=m+1 k=m+1

Pa sledi za svaka>m i x = X,

PM oy (@) > = (1- & gp{wkxk s X} - Pl X, > x}]

> (1—e)zzn: P{w X, >x}. (3.25)
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Slicno se izvodi i gornja granica 2{M , (w) > xf za svakon>m.

P{M (@) > ¥ < P{M(m)(w)+ S x> x}

k=m+1

< P{M(m)(w)+ icakx; > x}

k=m+1

Kako vazi po (3.21).

P{ Sax; > X}S M ) (@) >}

k=m+1

| primenjujwi lemu 3.3 i (3.24) sledi da uniformno re> m vazi

P{Mm (@) > X} < (1+ g)P{makan;@ X, > x}

I<nigm 4=

P{a X, >x} : (3.26)

M=

<(1+¢)?

1

=
S

<P 3 PlaX, >3

k=1
Kombinujuéi (3.25) i (3.26) dobija se uniformno po> m

(1-g)zgp{@xk > %} <P{M (@) > ¥} < (1+g)2§p{wkxk >x. (3.27)

Pa na osnovu (3.24) sledi da ova nejednakost véftirmmno zan=12,... Pana
osnovu proizvoljnosti >0 sledi

P{M(n)(a)) > x} ~ Zril Pl X, > x}. (3.28)

. Primenjujui prvi korak ovog dokaza i (3.28) na nﬁxk*,k = LZ,...} sledi da

Pls: (@) >~ Plax, > %

k=1

vazi uniformno pa.
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3. P{M n(a)) > x} ~ Zn: P{w}(Xk > x} vazi uniformno pan.

k=1
Za svakon=12,... i svakox >0 vazi P{M () > x} < > Plw X, > 1} .
k=1
Ostaje da se dokaze nejednakost u drugom smemeifjtje se nejednakost koja
vazi zan dogalaja E ,E,,...,E,,

P(QEKJZ gP(Ek)— > P(EE).

I<k#l<n

Zasven=12,... i svakox >0 vazi:

(M, (@) > 42 Y Plax, > = S Pl > x X, >4

1<k#l<n

2§P{@Xk >X}‘(§P{%xk >X}J2
> gp{%xk > x}(l—iP{a)ka > x}j

k=1

Pa na osnovu (3.20) sledi da

iP{cq(Xk >x} - 0 kadax - o,
k=1

Pa uniformno pan = 12,... vazi P{M (w) > x} > Zn: Pl X, >x}.
pe=}
4. Na osnovu (3.16P{S, (w)> x} ~ i P{w X, >x} vaZi uniformno pan. Primenjujui
rezultat iz drugog dela ovog dolk;allza sledi da
P{s, (@) > < Pls; (@) > X}~ Y P{a X, > %)
vazi uniformno pon=12,... pak:)lstaje da se dokaze nejednakost u drugom smeru
P{S, (w) > x} > Z Pl X, >x}. (3.29)
pe=}

Na osnovu rezultata iz prvog dela ovog dokaza23Bsledi da su obe strane ove
nejednakosti asimptotski jednake jedna drugdf €a < m. Za n >m vazi:

P{Sn(a))>x}2 P{Sm(a))— Zn:cq(Xk‘ >x}2 P{Sm(a))— iwkxk‘ >x}

k=m+1 k=m+1
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Pod uslovima (3.16) proced - (w):= Zcq(Xk‘ je dobro definisana stajna

k=m+1

promenljiva, sldajne promenljiveS,_(w) i U (w) su nezavisne i parcijalna suma

Sm(a)) ima dug rep. Pa primenjujuteoremu o dominantnoj konvergenciji dobija se

P{Sm(a))— k:imwk X[ > x} ~P{s, (w)> x}.

Za svakog >0 i n>m, primenjujui (3.23) dobija se

Pls,(@)> - > Pl X, >

ZZP{C‘&XK >X}_ zp{a)kxk >X} :
k=1 k=m+1

- -o)3 Plax, >4

k=1

Pa na osnovu proizvoljnoste >0 zakljwuje se da (3.29) vazi uniformno za
n=12...0
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