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Uvod 
 

U ovom radu proučavaćemo subeksponencijalne raspodele, njihove osobine i 
primene. Posebna pažnja biće posvećena primeni u modeliranju veličina koje imaju 
raspodele sa teškim repovima kakve se najčešće sreću u osiguranju.  

 Subeksponencijalne raspodele su specijalan slučaj klase raspodela sa teškim 
repovima. Ime im potiče od njihove osobine da im rep raspodele opada sporije od bilo 
koje raspodele iz eksponencijalne klase raspodela. Na osnovu ove njihove osobine sledi 
da slučajne veličine koje imaju subeksponencijalnu raspodelu uzimaju velike vrednosti sa 
nezanemarljivim verovatnoćama, pa su samim tim ove raspodele kandidati za 
modeliranje slučajnih promenljivih koje mogu uzeti ekstremno velike vrednosti u odnosu 
na očekivane vrednosti. One nalaze primenu u osiguranju, posebno u osiguranju od 
požara, oluje i poplave, poznate i kao osiguranje od katastrofe. Subeksponencijalne štete 
mogu dovesti do velikih oscilacija u poslovanju osiguravajućih kompanija povećavajući 
preuzeti rizik u portfelju. Ovo su razlozi zbog kojih se i osiguravajuće kompanije 
osiguravaju od rizika katastrofe kod reosiguravajućih kompanija. 

Subeksponencijalne raspodele je prvi put proučavao Chistyakov (1964). Istraživanja 
tokom sedamdesetih bavila su se primenama u oblasti osiguranja. U to vreme se 
problemu prilazilo analitički, dok je kasniji pristup primene verovatnoće i statistike doveo 
do boljih rešenja problema verovatnoće razaranja.  

Prvi deo rada se odnosi na definisanje konvolucije funkcije raspodele, drugi deo na 
pravilno promenljive funkcije i pravilno promenljive slučajne veličine. Treći deo rada se 
bavi subeksponencijalnim raspodelama, njihovim osobinama, povezanosti sume i 
maksimuma slučajnih veličina sa subeksponencijalnim slučajnim veličinama i sumom i 
maksimumom slučajnih veličina koje imaju subeksponencijalnu raspodelu. 
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1. Zbir nezavisnih slučajnih promenljivih. Konvolucija funkcije 
raspodele 

 
 
• Neka su nXXX ,,, 21 K  nezavisne slučajne veličine sa zajedničkom raspodelom 

( )xF , tada je n-ta konvolucija funkcije raspodele ( )xF  po definiciji:  

 

( ) { }xXXXPxF n
n ≤+++=∗

K21        

( )




<
≥

=∗

0,0

0,10

x

x
xF .         

 

• Neka su X i Y slučajne veličine sa zajedničkom funkcijom raspodele ( )( )yxF YX ,,  i 

RRH →2:  Borelova funkcija, ( )YXHZ ,=  tada je:  

 

( ) { } ( )( )
( ) ( ){ }

( ){ }( ) ( )( )yxdFyxIyxdFzZPzF YX

R

zyxH

zyxHyx

YXZ ,,, ,,

,:,

,
2
∫∫ ≤

≤

==≤= .   

 

• Ako su X i Y nezavisne slučajne veličine i YXZ += , onda je:  
 

( ) ( ) ( ) { }( )
( ){ }

( ) ( ) === ∫ ∫
≤+

≤+ ydFxdFyxIydFxdFzF YX

zyxyx R

zyxYXZ

:, 2

,  

                ( ) { }( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
≤+ −=









= xdFxzFydFyxIxdF XYYzyxX , .                  (1.1) 

  
 
� Analogno se dobija i formula:  

 

                                ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= ydFyzFzF YXZ .                               (1.2) 

� Ako su X i Y nezavisne slučajne veličine sa gustinama raspodele Xf  i Yf , onda je 

gustina raspodele slučajne veličine YXZ +=  data sa:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−=−= dxxfxzfdyyfyzfzf XYYXZ . 
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Definicija 1.1 Ako su F i G funkcije raspodela verovatnoća onda se funkcija 

( )( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−=∗ tdGtxFxGF  zove konvolucija funkcija raspodela F i G. 

 
� Ako su X i Y nezavisne slučajne veličine, a F i G redom njihove funkcije raspodela, 

onda za funkciju raspodele YXF +  zbira YX +  važi:  

 

              FGGFF YX ∗=∗=+ . 

 
� Ako su X i Y nenegativne slučajne veličine, F i G redom njihove funkcije raspodela, 

onda za svako 0>x  važi:  
 

  ( ) ( ) ( )∫ −=+

x

YX tdGtxFxF
0

.          (1.3) 
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2. Pravilno promenljive funkcije i pravilno promenl jive slučajne 
veličine 

 
Pravilno promenljive funkcije je uveo i dokazao najznačajnije teoreme u vezi sa 

njima Jovan Karamata (1902-1967) u radu Sur une mode de croissance réguliére des 
fonctions, Mathematica (Cluj), 4, (1930), 38-53. U svojoj definiciji pravilno promenljivih 
funkcija Karamata je imao pretpostavku o neprekidnosti, dok je kasnije primećeno da 
cela teorija važi uz slabiju pretpostavku o merljivosti. [14] Za popularizaciju teorije 
pravilno promenljivih funkcija u verovatnoći zaslužan je Feler (William Feller), koji je u 
svom udžbeniku iz verovatnoće posvetio dva odeljka ovoj teoriji. 

 
Definicija 2.1 Neka je R skup realnih brojeva i ( )+∞=+ ,0R   skup pozitivnih realnih 

brojeva. Merljiva funkcija ++ → RRF :  je pravilno promenljiva u beskonačnosti, ako 

postoji broj R∈ρ , takav da za svako +∈ Rx  važi :  

( )
( )

ρx
tF

txF
t

=
∞→

lim . 

 
Oznake: ρPPF ∈ , ρ  - indeks ili eksponent pravilne promenljivosti.  

 
Ako je 0=ρ  onda se odgovarajuća funkcija F naziva sporo promenljiva u 

beskonačnosti. 
 
Primer 2.1 Sledeće funkcije su pravilno promenljive: 

a) ( ) ρxxF =  0>x , 
( )
( )

( ) ρ
ρ

ρ

x
t

tx

tF

txF == ; 

b) ( ) xxxF lnρ=  0>x , 
( )
( )

( ) ( ) ρρ
ρ

ρ

x
t

xt
x

tt

txtx

tF

txF
ttt

=+==
∞→∞→∞→ ln

lnln
lim

ln

ln
limlim ; 

c) ( ) ( )ρxxxF ln=  0>x , 
( )
( )

( )( )
( )

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

x
t

xt
x

tt

txtx

tF

txF
ttt

=






 +==
∞→∞→∞→ ln

lnln
lim

ln

ln
limlim ;  

d) ( ) xxF ln=  0>x , 
( )
( )

( ) 01
ln

lnln
lim

ln

ln
limlim x

t

xt

t

tx

tF

txF
ttt

==+==
∞→∞→∞→

 . 

 

Primer 2.2 Ako je funkcija ρPPF ∈ ,  R∈ρ  onda je ( ) ( )xFxxL ρ−=  sporo 

promenljiva u beskonačnosti. 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

01limlimlim xxx
tF

txF
x

tFt

txFtx

tL

txL
ttt

===== −

∞→

−
−

−

∞→∞→

ρρρ
ρ

ρ

. 
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Definicija 2.2 Ako funkcija 








x
F

1
 zadovoljava uslov ρPP  u beskonačnosti, onda 

kažemo da ( )xF  zadovoljava uslov ρPP  u nuli. 

 

Neka je X slučajna veličina i ( ) { }xXPxF ≤=  njena funkcija raspodele. Funkcija 

( )xF−1  se naziva desni rep raspodele. 

 

Definicija 2.3 Nenegativna slučajna veličina X i njena raspodela ( )xF  su pravilno 

promenljive sa indeksom 0≥ρ  kada važi da je desni rep raspodele ( )xF−1  pravilno 

promenljiva funkcija sa indeksom ρ−  tj.     

( )
( )

ρ−

∞→
=

−
−

x
tF

txF
t 1

1
lim  .          (2.1) 

 
Primer 2.3 Paretova raspodela je pravilno promenljiva. 

Funkcija gustine: ( )








<

≥







=

+

0

0

1

0

0

,0

,

xx

xx
x

x

xxf

αα
, 0,0 >αx  

( ) αx

c
xF −1~ , 0xx ≥  

( )
( )

( )
( )

α
α

α

α

α
−

∞→∞→∞→
==








 −−











−−

=
−
−

x
tx

t

t

c

tx

c

tF

txF
ttt
lim

11

11

lim
1

1
lim . 

 

Primer 2.4 Frešeova funkcija raspodele 






≤
>=

−−

0,0

0,
,1

x

xe
G

x α

α , 0>α  je pravilno 

promenljiva sa indeksom pravilne promenljivosti αρ −= . 

( ) α
αααα

αα −

∞→

−
− =















+−−=−=−=−
−

x
xx

o
x

eexG
x

xx 1
~

11
11111

1

,1  

( )
( )

( ) α
α

α

α

α −
−

−

∞→∞→
==

−
−

x
t

tx

tG

txG
tt
lim

1

1
lim

,1

,1 . 

 
Primer 2.5 Vejbulova raspodela nije pravilno promenljiva. 

Funkcija raspodele: ( ) αcxexF −−= 1 , 0, >xc , 10 << α   
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( )
( )

( )( )
( )

( )




<∞+
>

==
−−

−−=
−
− −

∞→−

−

∞→∞→ 1,

1,0
lim

11

11
lim

1

1
lim 1

α

α
αα

α

α

x

x
e

e

e

tF

txF xct

tct

txc

tt
. 

 
Teorema 2.1 [3] (Zatvorenost u odnosu na konvoluciju pravilno promenljivih 
raspodela): Neka su X i Y, definisane na istom prostoru verovatnoća, dve nezavisne, 
nenegativne i pravilno promenljive slučajne veličine sa indeksom 0≥ρ . Tada je zbir 

YX +  pravilno promenljiv sa indeksom ρ  i važi: 

 { } { } { }xYPxXPxYXP >+>>+ ~  pri ∞→x . 

 
Dokaz     Neka je 0>x . Važi inkluzija { } { } { }xYXxYxX >+⊂>∪> , zato je 

{ } { } { }( )xYxXPxYXP >∪>≥>+  

{ } { } { } { }xYPxXPxYPxXP >⋅>−>+>=  

{ } { }( ) ( )( )11 oxYPxXP −>+>= , ∞→x  

  

0                xδ                                             ( )xδ−1               x 

Neka je 
2

1
0 << δ  . Važi inkluzija 

( ){ } ( ){ } { } { }( ) { }xYXxYxXxYxX ≤+⊂≤∪≤∩−≤∩−≤ δδδδ 11  

Prelaskom na komplemente sledi: 

{ } ( ){ } ( ){ } { }xYxXxYxXxYX δδδδ >>∪−>∪−>⊂>+ ,11  

{ } ( ){ } ( ){ } { }xYxXPxYPxXPxYXP δδδδ >>+−>+−>≤>+ ,11  

( ){ } ( ){ }( ) ( )( )1111 oxYPxXP +−>+−>= δδ , pri ∞→x . 

Poslednja relacija važi, jer { } 0→> xXP δ  pri ∞→x  i  

{ }
( ){ }

{ }
{ }

{ }
( ){ }

ρ

δ
δ

δ
δ

δ
δ −










−
→

−>
>⋅

>
>=

−>
>

111 xXP

xXP

xXP

xXP

xXP

xXP
, ∞→x  

( ){ } ( ){ }
{ } { } =

>⋅>
−>+−>

xYPxXP

xYPxXP

δδ
δδ 11

 

{ }
( ){ }

{ } { }
( ){ }

{ } ∞→
>

−>⋅
>

+
>

−>⋅
>

=
xYP

xYP

xXPxXP

xXP

xYP δ
δ

δδ
δ

δ
1111

, ∞→x . 

Prema tome sledi: 
{ }

{ } { }
{ }

{ } { } ≤
>+>

>+≤
>+>

>+≤
∞→∞→ xYPxXP

xYXP

xYPxXP

xYXP
xx

supliminflim1  

( ){ } ( ){ }
{ } { } ( ) ρδδδ −

∞→
−≤

>+>
−>+−>≤ 1

11
suplim

xYPxXP

xYPxXP
x

 

Tvrđenje teoreme sledi kada se pusti da 0↓δ . 
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U teoremi se ne pretpostavlja da slučajne veličine X i Y imaju istu raspodelu. 
 

Lema 2.1: [7] Neka je { }nkX k ,,2,1, K=  n nezavisnih, pozitivnih slučajnih 

promenljivih. Ako svako kX  ima raspodelu α∈kF  (α  je klasa raspodela sa teškim 

repovima), nk ,,2,1 K=  tada važi:   







 >







 > ∑∑

==≤≤

n

k
k

m

k
k

nm
xXPxXP

11
1

~max . 

 

Posledica 2.1 Neka su nXXX ,,, 21 K   nezavisne, nenegativne slučajne veličine koje 

imaju istu pravilno promenljivu raspodelu sa indeksom 0≥ρ .  

nn XXXS +++= K21  i { }nn XXXM ,,,max 21 K= , 1≥n . 

Tada za svako n važi: 

                            { } { } { }xMPxXnPxSP nn >>> ~~ 1 , ∞→x .                             (2.2) 

 
Dokaz: Prva asimptotska relacija je direktna posledica prethodne teoreme, 

( ) { }xXPXF i ≤= , tada važi ( ) 01 →− xF  pri ∞→x  i 

{ } { } ( )( ) ( )( )[ ]nn
nn xFxFxMPxMP −−−=−=≤−=> 11111  

( )( ) ( )( ) K+−







−−+−= 21

2
111 xF

n
xFn  

( )( ) { }xXnPxFn i >=−1~ , ∞→x . 

Slučajne veličine nS  i nM  su pravilno promenljive sa istim indeksom ρ [2]. 

 

Posledica 2.2 Neka su nXXX ,,, 21 K  nezavisne, nenegativne slučajne veličine koje 

imaju istu pravilno promenljivu raspodelu sa indeksom 0≥ρ  i neka su 

0,,0,0 21 >>> nccc K  date konstante. Tada važi:  

{ } ( ) { }xXPcccXcXcXcP innn >++++++ ρρρ
KK 212211 ~ , ∞→x . 

 
Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme sledi da pri ∞→x   

{ } { }∑ ∑∑
= =

−

=

>=>






 >

n

i

n

i
iiii

n

i
ii xcXPxXcPxXcP

1 1

1

1

~  

Koristeći svojstvo pravilne promenljivosti slučajne veličine iX  sledi da pri ∞→x ,  

{ } ( ) { } { }xXPcxXPcxcXP iiiiii >=>> −−− ρρ11 ~ . 

 
Teorema 2.2 [13] (O kanonskoj reprezentaciji sporo promenljive funkcije) 
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Svaka sporo promenljiva funkcija L ima reprezentaciju: 

( ) ( ) ( )












= ∫
x

x

dt
t

t
xcxL

0

exp0

ε
 za 0xx ≥  i neko 00 >x  

pri čemu ( ) 0→tε  pri ∞→t , a ( )tc0  je pozitivna funkcija koja zadovoljava uslov 

( ) 00 ctc →  za neku pozitivnu konstantu 0c . 

 
Posledica 2.3: Neka je L sporo promenljiva funkcija u beskonačnosti. Tada za svako 

0>δ  važi: 

( )
0lim =

∞→ δx

xL
x

 i ( ) ∞=
∞→

xLx
x

δlim . 
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3. Subeksponencijalne raspodele 
 
 

Definicija 3.1 Neka je K,,, 321 XXX  niz nenegativnih nezavisnih slučajnih veličina sa 

zajedničkom funkcijom raspodele ( ) { }xXPxF ≤= ,  

nn XXXS +++= K21  i k
nk

n XM
≤≤

=
1
max . 

Slučajne veličine K,,, 321 XXX  i njihova funkcija raspodele F su subeksponencijalne, 

ako za svaki prirodan broj 2≥n  važi jedan od sledeća dva ekvivalentna uslova:  
 

1) { } { } { }xMPxXnPxSP nn >>> ~~ 1  pri ∞→x   

 

2) ( )2≥∀n  
( )

( ) n
xF

xF n

x
=

−
− ∗

∞→ 1

1
lim                         (3.1) 

 

gde je ( ) { }xXXXPxF n
n ≤+++=∗

K21  n-ta konvolucija funkcije raspodele ( )xF . 

  
� Oznaka klase subeksponencijalnih raspodela je S. 

 
Primer 3.1: Pravilno promenljive raspodele su subeksponencijalne (Sledi iz dokaza 
Posledice 2.1). 

 
Primer 3.2: Sledeće raspodele, koje se koriste za modeliranje velikih odšteta 
(raspodele sa teškim repom) su subeksponencijalne [3]:  

 Log-normalna: ( )
( )

2

2

2

log

2

1 σ
µ

σπ

−−
=

x

e
x

xf , 0, >∈ σµ R ; 

 Paretova: ( )
α










+
−=

xx

x
xF

0

01 , 0, 0 >xα ; 

 Burova: ( )
α

τ 








+
−=

xx

x
xF

0

01 , 0,, 0 >τα x ; 

 Vejbulova: ( ) αcxexF −−= 1  za 0, >xc  i 10 << α ; 

 Log-gama: ( ) ( ) ( ) 11log −−−

Γ
= αβ

β

β
α

xxxf , 0, >βα ; 

 Benktander tip I: ( ) ( ) ( ) xxexxF log1log 2

log211 +−−







 +−= αβ

α
β

, 0, >βα ; 
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 Benktander tip II: ( ) ( ) β
α

ββ
α βx

exexF
−

−−−= 11 , 0>α , 10 << β . 

 

Primer 3.3 Raspodela ( )xF  za koju važi ( ) ( ) β−−− xxexF ln~1 , 0>β , ∞→x  je 

subeksponencijalna [3]. 
   
Primer 3.4 Sledeće raspodele, koje se koriste za modeliranje malih odšteta (raspodele 
sa lakim repom) nisu subeksponencijalne [3]: 

 Eksponencijalna: ( ) xexF λ−−= 1 , 0>λ ; 

 Gama: ( ) ( )
xexxf βα

α

α
β −−

Γ
= 1 , 0, >βα ; 

 Vejbulova: ( ) αcxexF −−= 1  za 0>c  i 1≥α ; 

 Usečena normalna : ( ) 2

2

2 x

exf
−

=
π

, 0>x . 

 
 
3.1 Osnovna svojstva subeksponencijalnih raspodela 
 
Teorema 3.1 [2] 
a) Ako funkcija raspodele F pripada klasi S onda uniformno po ( )+∞⊂∈ ,0Ky , gde je 

K proizvoljan kompaktan skup, važi jednakost:  
( )

( ) 1
1

1
lim =

−
−−

∞→ xF

yxF
x

.                                         (3.2) 

b) Ako važi (3.2), onda za svako 0>ε  važi:                      

       ( )( ) ∞=−
∞→

xFe x

x
1lim ε .                                          (3.3) 

c) Ako SF ∈ , onda za svako 0>ε  postoji +∈ RK , tako da za sve 2≥n  i sve 0≥x  

važi: 

( )
( ) ( )n

n

K
xF

xF ε+≤
−

− ∗

1
1

1
.        (3.4) 

Dokaz:   
a) Za svaki prirodan broj n važi: 

                                        
( )

( )
( ) ( )

( )xF

xFxF

xF

xF nn

−
−+=

−
− ∗∗

1
1

1

1
                                   (3.5) 

za 0>≥ yx  iz (3.5) dobija se:  
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( )

( )
( ) ( )

( )xF

xFxF

xF

xF

−
−+=

−
− ∗∗

1
1

1

1 22

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )∫∫ −
−−+

−
−−+=

x

y

y

tdF
xF

txF
tdF

xF

txF

1

1

1

1
1

0

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )tdF
xF

yxF
tdF

xF

xF
y y

x
∫ ∫ −

−−+
−
−+≥

0 1

1

1

1
1  

                                      ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )yFxF
xF

yxF
yF −

−
−−++=

1

1
1                                     (3.6) 

za dovoljno velike x i sve Ky∈  važi ( ) ( )yFxF > , pa sledi iz (3.6) 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )yFxF

yF
xF

xF

xF

yxF

−







−−

−
−≤

−
−−≤

∗ 1
1

1

1

1

1
1

2

.      (3.7) 

pri ∞→x  važi 
( )

( ) 2
1

1 2

→
−

− ∗

xF

xF
 i ( ) 1→xF , pa sledi  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1

1
1

1

1 2

→
−








−−

−
− ∗

yFxF
yF

xF

xF
. 

Ovim je dokazana jednakost (3.2). Uniformnost konvergencije po y na kompaktnom 
skupu K sledi iz monotonosti funkcije F. 

 

b) Iz  (3.2) sledi da je funkcija ( )yF log1−  sporo promenljiva, pa iz posledice 2.3 sledi: 

( )( ) ∞=−
∞→

yFy
y

log1lim ε  

i kada se stavi da je xey =  sledi (3.3). 

 

c) Neka je 
( )

( )xF

xF n

x
n −

−=
∗

≥ 1

1
sup

0
α  i koristeći (3.5) 

sledi da za svako ∞<T  važi 

( )
( ) ( ) +

−
−−+≤ ∫

∗

≤≤
+ ydF

xF

yxFx n

Tx
n

00
1 1

1
sup1α  

                                      
( )

( )
( )

( ) ( ) ≤
−

−−⋅
−−
−−+ ∫

∗

≥
ydF

xF

yxF

yxF

yxFx n

Tx 0 1

1

1

1
sup  

         
( ) ( )

( )xF

xFxF
A

Tx
nT −

−++≤
∗

≥ 1
sup1

2

α  

gde je ( )( ) ∞<−= −11 TFAT , a kako je SF ∈ , može se za dato 0>ε  
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izabrati T tako da važi 

( )εαα +++≤+ 111 nTn A  

( ) ( )n
Tn A εεα ++≤ − 11 1 , 

Odakle sledi  (3.4). 
 
Definicija 3.2 (Raspodele sa ekvivalentnim repovima) Dve raspodele F i G neprekidne 
sa desna su raspodele sa ekvivalentnim repovima ako važi        

( )
( ) ( )∞∈=

−
−

∞→
,0

1

1
lim c

xG

xF
x

. 

Iz definicije 3.1 i činjenice da je S zatvorena u odnosu na raspodele sa ekvivalentnim 
repovima sledi da je:  

                                                   SFSF n ∈⇒∈ ∗ , Nn∈ .         (3.8) 
 

Kako je ( ) { }xMPxF n
n ≤= , k

nk
n XM

≤≤
=

1
max  funkcija raspodele maksimuma od n 

nezavisnih slučajnih promenljivih sa istom fukcijom raspodele F sledi: 
 

                                                SFSF n ∈⇒∈ , Nn∈ .                   (3.9) 
 

Teorema 3.1 b) opravdava naziv subeksponencijalnih raspodela, naime rep raspodele F 
opada sporije od bilo kog eksponencijalnog repa. 
 

Teorema 3.2 [3] (Dovoljan uslov subeksponencijalnosti) Ako je ( ) 00 =F  i 

( )
( ) 2

1

1
suplim

2

≤
−

− ∗

∞→ xF

xF
x

 onda važi SF ∈ . 

 
Dokaz  Neka je F zajednička funkcija raspodele nezavisnih i nenegativnih 

slučajnih veličina K,,, 321 XXX  tada važi: 

{ } { }xXxXxXX ≤≤⊂≤+ 2121 ,  

pa sledi:  

( ) { } { } { } { } ( )( )2
212121

2 , xFxXPxXPxXxXPxXXPxF =≤⋅≤=≤≤≤≤+=∗  

( ) ( )xFxF 22 11 −≥− ∗  

( )
( ) ( )xF
xF

xF +≥
−

− ∗

1
1

1 2

 

( )
( )

( )
( ) ( )( ) 21inflim

1

1
inflim

1

1
lim

22

=+≥
−

−≥
−

−
∞→

∗

∞→

∗

∞→
xF

xF

xF

xF

xF
xxx

 

i koristeći:  
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( )
( ) 2

1

1
suplim

2

≤
−

− ∗

∞→ xF

xF
x

 

sledi: 

( )
( ) 2

1

1
lim

2

=
−

− ∗

∞→ xF

xF
x

 

Dokazujemo 
( )

( ) n
xF

xF n

x
=

−
− ∗

∞→ 1

1
lim  indukcijom po n. 

Za 2=n  važi jednakost. 
Pretpostavlja se da jednakost važi za neko n. 
Za xy ≤<0  dobija se: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) =

−
−−+=

−
−+=

−
−

∫
∗∗+∗+ x nnn

tdF
xF

txF

xF

xFxF

xF

xF

0

11

1

1
1

1
1

1

1
 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )∫∫
−

∗− ∗

−
−−⋅

−−
−−+

−
−−⋅

−−
−−+=

x

yx

nyx n

tdF
xF

txF

txF

txF
tdF

xF

txF

txF

txF

1

1

1

1

1

1

1

1
1

0

 

( ) ( )xAxA 211 ++=  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )∫

− ∗

−
−−⋅

−−
−−=

yx n

tdF
xF

txF

txF

txF
xA

0

1 1

1

1

1
 

                                               
( )

( )
( )

( ) ( )∫
− ∗

−
−−⋅








+−

−−
−−=

yx n

tdF
xF

txF
nn

txF

txF

0 1

1

1

1
 

                                               ( )( ) ( )
( ) ( )tdF
xF

txF
non

yx

∫
−

−
−−+=

0 1

1
, pri ∞→x  i y dovoljno 

veliko. 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) =
−

−−−
−
−=

−
−−

∫∫
−

∗− x

yx

yx

tdF
xF

txF

xF

xFxF
tdF

xF

txF

1

1

11

1 2

0

 

                                        
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )∫
−

∗

−
−−−

−
−−−=

x

yx

tdF
xF

txF

xF

xFxF

1

1

1

11 2

 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) 0
111

1 →
−

−−=
−

≤
−

−−
∫ ∫
− − xF

yxFxF

xF

tdF
tdF

xF

txFx

yx

x

yx

 pri ∞→x  

jer je 
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) 011
1

11

1
=−→

−
−−−−=

−
−−

xF

xFyxF

xF

yxFxF
 pri ∞→x  

pa sledi: 

( ) nxA
x

=
∞→ 1lim . 

Kako je 
( )

( )txF

txF n

−−
−− ∗

1

1
 ograničeno za xtyx ≤≤−  i važi: 
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) 0
111

1 →
−

−−=
−

≤
−

−−
∫ ∫
− − xF

yxFxF

xF

tdF
tdF

xF

txFx

yx

x

yx

 pri ∞→x  

Sledi da je: 

( ) 0lim 2 =
∞→

xA
x

. 

 
3.2 Subeksponencijalnost i maksimum slučajnih veličina 
 

Subeksponencijalne raspodele su, zbog svojih osobina pogodne za modeliranje 
ekstremnih događaja. 

Neka su ( ) NnnX ∈  nezavisne slučajne veličine sa istom raspodelom SF ∈  i neka postoji 

konstanta 0>na  i Rbn ∈  tako da važi: 

( ) GbXXa
d

nnn →−− ),,max( 1
1

K , ∞→n , 

 
gde je  G nedegenerisana funkcija raspodele. Onda kažemo da F pripada maksimalnoj 

oblasti privlačenja raspodele G i piše se ( )GMDAF ∈ . Ako SF ∈  tada je G ili Frešeova 

funkcija raspodele ( ) { }α
α xx −=Φ exp  za 0≥x , 0>α , ili Gumbelova funkcija raspodele 

( ) { }xex −−=Λ exp  za Rx∈ .  

( )αΦ∈ MDAF  ako i samo ako α−∈− PPF1  [1].  

Pa ostaje da se ispitaju slučajevi kada ( )Λ∩∈ MDASF . 

Dobar indikator za ekstremalno ponašanje modela je sledeća funkcija, koja postoji za 
raspodele koje imaju konačno matematičko očekivanje: 

( ) ( ) ( )
( )∫

∞

−
−=>−=

x

dy
xF

yF
xXxXExa

1

1
| , 0>x  [1]. 

Teorema 3.3 [13] Neka je ++ → RRF :  integrabilna u Lebegovom smislu na konačnim 

intervalima:          

a) ako je 1−≥ρ  i ρPPF ∈  onda važi 

( )∫ +∈
x

PPdttF
0

1ρ  i 
( )

( )
1lim

0

+=

∫
∞→

ρ
xx

dttF

xxF
 

ako je  1−<ρ  i ρPPF ∈  onda važi 

( ) +∞<∫
∞

x

dttF , ( ) 1+

∞

∈∫ ρPPdttF
x

 i 
( )

( )
1lim −−=

∫
∞∞→

ρ

x

x

dttF

xxF
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Ako je 1−=ρ  i ( ) +∞<∫
∞

x

dttF  onda važi 

( )
( )

1lim −−=

∫
∞∞→

ρ

x

x

dttF

xxF
. 

 
b) ako funkcija F zadovoljava uslov  

( )
( )

( )+∞∈=

∫
∞→

,0lim

0

α
xx

dttF

xxF
 onda važi 1−∈ αPPF  

ako je 

( ) +∞<∫
∞

x

dttF  i 
( )

( )
( )+∞∈=

∫
∞∞→

,0lim α

x

x

dttF

xxF
 onda važi 1−−∈ αPPF . 

 
Iz Karamatine teoreme sledi da F ima konačno matematičko očekivanje kada 

α−∈− PPF1  za 1>α . Važi ( )11 +−∈− αPPF  za 0>α  ako i samo ako ( )
α
x

xa ~ . Za 

Lognormalnu funkciju raspodele važi ( )
x

x
xa

ln
~

2σ
, a za Vejbulovu funkciju raspodele 

važi ( )
α

α−1

~
x

xa , 10 << α . Za eksponencijalnu funkciju raspodele ( )xa  je konstanta, a 

za normalnu funkciju raspodele ( )xa  konvergira ka 0. 

 
Lema 3.1 [1] Neka je F funkcija raspodele koja ima konačno matematičko očekivanje i 

neka je ( )xa  neopadajuća funkcija i postoji 1>t  tako da važi 

( )
( ) 1inflim >

∞→ xa

txa
x

, 

tada ( ) SMDAF ∩Λ∈ . 

 

Paretova, Burova, Log-gama funkcije raspodele pripadaju ( )αΦMDA  za neko 0>α , dok 

Lognormalana, Benktander i Vejbulova funkcije raspodele pripadaju ( )ΛMDA  [1]. 
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3.3 Subeksponencijalnost i suma slučajnih veličina 
 

Već je pomenuto da je S zatvorena u odnosu na operaciju sume nezavisnih slučajnih 
veličina sa istom funkcijom raspodele. Ovde će se proučavati dalja zatvorenost i druge 
osobine povezane sa sumom subeksponencijalnih slučajnih promenljivih. 
 

3.3.1 Zatvorenost u odnosu na konvoluciju 
 
Postavlja se pitanje da li je S u opštem slučaju zatvorena u odnosu na konvoluciju, 
odnosno ako SGF ∈,  da li važi SGF ∈∗ . Negativan odgovor na ovo pitanje je dao 

Leslie [10], koji je pronašao dve subeksponencijalne funkcije raspodele čija konvolucija 
ne pripada klasi S. Mada postoji ovaj primer sledeća teorema pokriva veliki deo razumnih 
slučaja. 
 
Teorema 3.4 [1] 

a) Neka SF ∈  i ( ) ( ))1(~1 xFcxG ii −−  gde ( )∞∈ ,0ic  za 2,1=i . Tada važi 

( ) ( ) ( )( )xFccxGG −+∗− 1~1 2121 . 

b) Neka SF ∈  i ( ) ( )xcFxG ~1−  za [ )∞∈ ,0c . Tada važi 

( ) ( ) ( )( )xFcxGF −+∗− 11~1 . 

c) Neka SGF ∈, . Tada važi SGF ∈∗  ako i samo ako ( ) SGppF ∈−+ 1  za neko 

( )1,0∈p . 

 
Dokaz teoreme 3.4 se može naći u Embrecht, P. And Goldie, C.M. (1982) On 
convolution tails. Stoch. Proc. Appl. 13, 263-278. 
 
3.3.2 Slučajne sume 
 
Teorema 3.5 [1] (Slučajne sume nezavisnih slučajnih promenljivih sa istom 
subeksponencijalnom funkcijom raspodele) 

Neka je ( )np  verovatnosna mera na 0Ν  takva da važi ( ) ∞<+∑
∞

=0

1
n

n
np ε  za neko 0>ε  i 

0>kp  za neko 2≥k . Neka je ( ) ( )∑
∞

=

∗=
0n

n
n xFpxG , 0>x  .Tada važi: 

( )
( ) SGnp
xG

xF
SF

n
n

x
∈⇔=

−
−⇔∈ ∑

∞

=∞→
11

1
lim  i ( ) ( )( )xGoxF −≠− 11 . 

 

Neka su ( ) Ν∈iiX  nezavisne slučajne promenljive sa istom funkcijom raspodele F i neka je 

N slučajna promenljiva koja uzima vrednosti iz 0Ν  sa raspodelom ( )np . Tada je G 
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funkcija raspodele slučajne sume ∑
=

N

i
iX

1

, gde je 0
0

1

=∑
=i

iX , a rezultat prethodne teoreme 

postaje:  
 

                                     ( ) { }xXPNExXP
N

i
i >







 >∑

=
1

1

~ , ∞→x      (3.10) 

 

Ako je ( )np  Puasonova ili geometrijska funkcija raspodele tada je uslov 

( ) ( )( )xGoxF −≠− 11  nepotreban. 

 

Postavlja se pitanje šta se dešava kada se n menja zajedno sa x. Za ( ) α−∈− PPxF1  važi: 

 

              ( ){ } ( ){ } ( )( )xFnxXXPxSESP nnn −>>− 1~,,max~ 1 K , ∞→n .  (3.11) 

 
Ovaj rezultat važi uniformno po nx γ>  za svako fiksirano 0>γ . Uniformno se ovde 

odnosi na konvergenciju:  

                                   
( )

( ){ }
( )( ) 01

1
sup

,
→−

−
>−

∞∈ xFn

xSESP nn

nx γ
, ∞→n .     (3.12) 

 
 
3.3.3 Ponderisane sume subeksponencijalnih slučajnih veličina 
 

Neka je F funkcija raspodele na R i neka je ( ) 1<xF  za sve Rx∈ .  

 
Definicija 3.3 Za F se kaže da je subeksponencijalna raspodela na R ako postoji 

subeksponencijalna raspodela G na ( )∞,0  takva da ( ) ( )xGxF −− 1~1  kad ∞→x . 

 
Uslov balansa repa funkcije raspodele je: 
 

                           ( ) { }xZpPxF >− ~1 , ( ) { }xZqPxF >− ~                            (3.13) 

za ( ]1,0∈p  i pq −= 1  [1]. 

 
Tvrđenje 3.1 [1] Pretpostavlja se da je Z slučajna promenljiva sa subeksponencijalnom 
funkcijom raspodele F, definisanom na R. 
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a) Neka je ( ) ( )xlpxxF α−− ~1  i ( ) ( )xlqxxF α−− ~ . Tada je 

{ }
( )

( )












<












−<

>












>

=>
−

−

0,~

0,~

jj

j

jj
j

j

xlqx
x

ZP

xlpx
x

ZP

xZP

ψψ
ψ

ψψ
ψ

ψ
αα

αα

 

( ) { } { }( )00 <>
− +=

jj
qIpIxlxj ψψ

αα
ψ . 

b) Neka je ( ) ∞−∈− PPxF1  i pretpostavimo da važi (3.13) tada je 

{ }
( )

1

1

1

,

,

,

0

1

1
<
−=

=










=
−

>

j

j

j
j

p

q

xF

xZP

ψ
ψ
ψ

ψ
. 

 

Iz teoreme 3.4 b) sledi da za slučajne promenljive ( ) miiX ≤  takve da važi 

{ } ( )( )xFaxXP ii −> 1~ , gde [ )∞∈ ,0ia , važi: 

 

( )( )∑∑
≤≤

−












>
mi

i
mi

i axFxXP 1~ . 

 
Ovaj rezultat može biti primenjen na parcijalnu sumu: 

 
( ) ∑

≤

=
mj

jj
m ZX ψ , 

 

gde su jZ  nezavisne slučajne promenljive sa istom subeksponencijalnom funkcijom raspodele F 

na R i koje zadovoljavaju uslov balansa repa funkcije raspodele. Ako niz ( )jψ  teži dovoljno brzo 

ka nuli, tada se prethodni rezultat za parcijalnu sumu ( )mX  proširuje na beskonačnu sumu 

∑
∞

−∞=j
jj Zψ . 

 
Teorema 3.6 [1] Neka su ( )

Ζ∈jjZ  nezavisne slučajne promenljive sa istom   

subeksponencijalnom funkcijom raspodele F na R, i neka ( ]1,0∈p  i pq −= 1   i neka je 

X suma slučajnih promenljivih data sa: ∑
∞

−∞=

=
j

jj ZX ψ  
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a) Ako α−∈− PPF1  za ( )∞∈ ,0α  i važi { } ( )xlxxZP α−=>1  i ∞<∑
∞

−∞=j
j

δ
ψ  za neko 

( )( )1,min,0 αδ ∈ , tada važi: { } ( ) { } { }( )∑
∞

−∞=
<>

− +>
j

j jj
qIpIxlxxXP 00~ ψψ

αα ψ . 

b) Ako ( ) SMDAF ∩Λ∈  i ∞<∑
∞

−∞=j
j

δ
ψ  za neko ( )1,0∈δ  i bez gubljenja na opštosti 

1max =j
j

ψ  (u drugom slučaju bi se normiralo X), tada važi: 

{ } ( ) { }xZPqkpkxXP >+> −+
1~ , gde je +k  ukupan broj puta koliko jψ  uzme 

vrednost 1 (može biti samo konačno mnogo), i −k  je ukupan broj puta koliko jψ  

uzme vrednost -1. 
 
3.4 Primeri koji uklju čuju klasu S 
 

Neka je ( ) 1≥iiX  niz nezavisnih slučajnih promenljivih sa istom defektnom funkcijom 

raspodele F na ( )∞,0  i neka je ( ) 1<=∞ ωF . Neka je ∑
=

=
n

i
in XS

1

 i neka je ( )tN  ceo 

broj k takav da važi 1+<≤ kk StS . Funkcija obnavljanja povezana sa F je 

 

( ) ( )∑
∞

=

∗=
1n

n tFtH . 

 

Postoji najmanji indeks J takav da je ∞=JX , i ( )J

iiX 1=  se naziva kratkotrajan proces 

obnavljanja. Za funkciju obnavljanja ( )tH  važi ( ) ( ) 11 −−=∞ ωωH  [5].  

Teugles (1975) je dokazao da važi:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1

1

1
11 1

1

1
lim −

−

−

∞→

−− −=
∞−
∞−⇔∈∞⇔∈∞ ω

xFF

xHH
SxHHSxFF

x
 [9]. 

 
Goldie i Resnick [11] su proučavali povezanost između subeksponencijalnih raspodela i 
raspodela ekstremnih vrednosti. Ustvari, proučavali su širu klasu od S u kojoj važi:  

 

( )
( ) ∞<=

−
− ∗

∞→
d

xF

xF
x 1

1
lim

2
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i koja ne uključuje samo funkcije koje uzimaju vrednosti iz ( )∞,0 , ali ovde se posmatraju 

razultati o klasi S. Pretpostavimo da postoje nizovi 0>na  i Rbn ∈  takvi da važi  

 

{ } { } ( )xebxaXP x
nni

nin
Λ≡−=+≤ −

≤∞→
expmaxlim . 

 

Tada F pripada oblasti privlačenja raspodele ekstremnih vrednosti, ( )Λ∈ MDAF ,. 

Reprezentacija F je  

( ) ( ) 






−− ∫

x

du
uf

xF
0

1
exp~1 , 

 
gde je 0≥f apsolutno neprekidna sa gustinom 'f  koja zadovoljava: 

 
0'→f  kada ∞→x . 

Ova reprezentacija  pretpostavlja povezanost između ( )ΛMDA  i S jer potreban uslov za 

SF ∈  je: 

( ) ( )







−− ∫

x

duuxF
0

exp~1 α , 

 

gde je ( )uα  ograničena nenegativna funkcija i ( ) 0→uα  kada ∞→x  [5]. 

 

Neka je ( ) ( )[ ]xFx −−=Η 1ln . Ovde će biti predstavljeni neki rezultati za Η  implicirani 

time da SF ∈  kao i uslovi koje bi trebalo da zadovoljava Η  da bi važilo SF ∈ . 

Neka je ( )xg  funkcija takva da ( )xg  i ( )xgx −  divergira kada ∞→x .  

Tada važi: SF ∈  je ekvivalentno sa  

( )
( ) ( )

( )

∫ =
−

−−
∞→

xg

x
dyF

xF

yxF

0

1
1

1
lim  

 
( )( )[ ] ( )( )[ ]

( ) 0
1

11
lim =

−
−−−

∞→ xF

xgFxgxF
x

 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

∫
−

∞→
=

−
−−xgx

x
dyF

xF

yxFxF

0

0
1

lim  [5]. 

 
Kada prevedemo ove uslove za F na uslove za Η , i neka važe uslovi: 

( ) ( ) 0→−Η−Η yxx  kada ∞→x  za svako fiksno y i  
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( ) ( )( ) ( )( ) −∞→Η−−Η−Η xgxgxx  kada ∞→x  [5]. 

 dobijamo da SF ∈  ako i samo ako važi: 

( ) ( ) ( ){ } ( ) 1explim
2

0

=ΗΗ−−Η−Η∫∞→

x

x
dyyyxx  i 

 

( ) −∞=














Η−Η
∞→ 2

2lim
x

x
x

 

 
Dobro poznati primeri funkcije Η  imaju konkavni oblik: 
 

� ( ) ( ) β−Η xxx ln~ , 0>β  (Pitman (1980)) [12] 

 

� ( ) αcxx ~Η , 10 << α  (Teugels (1975)) [9] 

 
� ( ) xx ln~ αΗ , 0>α  (Chistyakov (1964)) [4] 

 

Nije neophodno da ( )xΗ  bude konkavna funkcija niti da 
( )
x

xΗ
 opada [5]. 

 
Naredna lema daje novi dovoljan i neophodan uslov za SF ∈ . Ako SF ∈ , može se 
konstruisati neprekidna verzija F koja takođe pripada S. Ovo sledi iz rezultata Teugels-a 

(1975) da ako SF ∈  i ( ) ( )xGxF −− 1~1  tada SG∈  [9].  

Neprekidna verzija funkcije F bi se mogla predstaviti tako da uzima iste cele brojeve kao 
F, a između je neprekidna. 

Neka je ( )jw j
1−Η=  tako da: 

 

( ){ }jw j =Η= αα :min , K,1,0=j  

 

Kako 
( )

0→Η
x

x
 kada ∞→x , sledi da ∞→

j

w j  kada ∞→j  za cele brojeve. Takođe 

neka je 














Η=
2

x
Nx  . 
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Lema 3.2 [5] SF ∈  ako i samo ako je ( )xF−1 ograničena i rastuća  funkcija, 

( ) −∞→






Η−Η
2

2
x

x  kada ∞→x  i ako je suma 

( ) ( ){ }∑
=

−−Η−Η
xN

j
j jwxx

0

exp  

ograničena. 
 

Dokaz   Pokazaćemo da kada ( ) −∞→






Η−Η
2

2
x

x  tada je suma 

( ) ( ){ }∑
=

−−Η−Η
xN

j
j jwxx

0

exp  ograničena ako i samo ako je 

  

( ) ( ) ( ){ } ( )∫ ΗΗ−−Η−Η
2

0

exp
x

dyyyxx  ograničeno. Dalje važi: 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) +ΗΗ−−Η−Η=ΗΗ−−Η−Η ∫∫
xNwx

dyyyxxdyyyxx
0

2

0

expexp  

( ) ( ) ( ){ } ( )∫ ΗΗ−−Η−Η+
2

exp
x

w
xN

dyyyxx  

 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ≤






 −







Η−Η≤ΗΗ−−Η−Η∫ x

x

w

N
x

xdyyyxx
xN

2
expexp

2

 

                                                ( ) 01
2

2exp →






 +







Η−Η≤ x
x . 

 
Takođe važi: 

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )∑ ∫∫
−

=

+

ΗΗ−−Η−Η=ΗΗ−−Η−Η
1

00

1

expexp
x j

j

xN N

j

w

w

w

dyyyxxdyyyxx   

      ( ) ( ) ( ){ }∑
−

=
+ Η−−Η−Η≤

1

0
1exp

xN

j
jj wwxx  

      ( ) ( ) ( ){ }∑
−

=
+ ++−−Η−Η=

1

0
1 11exp

xN

j
j jwxx  

( ) ( ){ }∑
=

+ −−Η−Η≤
xN

j
j jwxxe

0
1exp  
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( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }∑∫
−

=

+−−Η−Η≥ΗΗ−−Η−Η
1

00

1expexp
xxN N

j
j

w

jwxxdyyyxx  

 

Dakle, ako ( ) −∞→






Η−Η
2

2
x

x , ( ) ( ) ( ){ } ( )∫ ΗΗ−−Η−Η
2

0

exp
x

dyyyxx  je ograničeno ako 

i samo ako je ograničeno ( ) ( ){ }∑
=

−−Η−Η
xN

j
j jwxx

0

exp .  

Prednost uslova da je suma ( ) ( ){ }∑
=

−−Η−Η
xN

j
j jwxx

0

exp  ograničena je ta što zavisi 

jedino od rasta Η  između jwx −  i x a ne od rasta ove funkcije na fiksnim konačnim 

intervalima [5]. 
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3.5 Ponderisane sume slučajnih promenljivih sa subeksponencijalnom raspodelom i 
njihov maksimum 

 
Primena subeksponencijalnih raspodela se ogleda u modeliranju slučajnih veličina sa 

subeksponencijalnom raspodelom koje predstavljaju gubitke osiguravajuće kompanije. 
Verovatnoća da se dogode ovakvi gubici je mala, ali je iznos gubitka koji pri tome 
nastane veliki i može značajnio ugroziti poslovanje osiguravajuće kompanije. 

Neka je { }K,2,1, =kX k  niz nezavisnih slučajnih promenljivih sa istom funkcijom 

raspodelom F i neka je { }K,2,1, =kkω  niz pozitivnih brojeva takav da je 

 

( ) ∑
∞

=
∞ =

1k
kk XS ωω  

 
dobro definisano. Ovde će se proučavati ponašanje repa sume ( )ω∞S  i maksimuma 

 

( ) ( ) ∑
=≥

∞ =
m

k
kk

m

XM
11

sup ωω . 

 
( )ω∞S  se može interpretirati kao diskontovane vrednosti gubitaka kompanije, ako je kX  

gubitak u godini k, a koeficijent kω  diskontni faktor ili faktor inflacije za godinu k. Na 

ovaj način maksimum ( )( )ω∞M  se može interpretirati kao maksimalna diskontovana 

vrednost budućeg gubitka, a verovatnoća ( ){ }xMP >∞ ω  kao verovatnoća razaranja sa 

početnim kapitalom 0≥x . Ovde će se proučavati ponašanje repova ( )ω∞S  i ( ) ( )ω∞M , 

pretpostavljajući da je funkcija raspodele F subeksponencijalna, sa nekim restrikcijama, i 

trebalo bi pronaći takav uslov za niz { }K,2,1, =kkω  da asimptotski rezultat 

 

( )( ){ } ( ){ } ∑
∞

=
∞∞ 


















−>>

1

1~~
k k

x
FxSPxMP

ω
ωω  

 
važi kada ∞→x . Uslov za koji važi ovaj rezultat je 
 

∑
∞

=

∞<
1k

k
δω , gde je 10 << δ  [7]. 

 

Specijalno, ovaj uslov je zadovoljen kada je ( ) k
k r −+= 1ω  za K,2,1=k  i neko 0>r  [7]. 

Neka je F funkcija raspodele definisana na ( )∞∞− ,  i neka je za svako 0>y  
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( ) ( )
( )xF

xyF
yF

x −
−=−

∞→∗ 1

1
inflim1 , ( ) ( )

( )xF

xyF
yF

x −
−=−

∞→

∗

1

1
suplim1 . 

 
I neka je: 
 

( )( )








>
−

−= ∗+ 1,
log

1log
inf y

y

yF
JF , 

( )( )








>
−

−= ∗− 1,
log

1log
sup y

y

yF
JF  

 

gornji i donji Matuševska (Matuszewska) indeksi funkcije raspodele F . Ako α−∈ PPF , 

za neko α , ∞≤≤ α0 , tada je α=±
FJ  [7]. 

 

Definicija 3.3 Neka je F funkcija raspodele definisana na ( )∞∞− , . F pripada klasi A ako 

je F subeksponencijalna i za njen donji Matuševska indeks važi ∞≤< −
FJ0 . 

 

Uslov ∞≤< −
FJ0  je zadovoljen  ako i samo ako važi 

 
( )
( ) 1

1

1
suplim <

−
−

∞→ xF

xyF
x

, za neko 1>y  [7]. 

 
Razlog za definisanje klase A raspodela je taj da bi isključili neke raspodele sa veoma 
teškim repovima iz klase S. 
 
Neka je za K,2,1=n  

 

( ) ∑
=

=
n

k
kkn XS

1

ωω , ( ) ( ) ( )ωω m
nm

n SM
≤≤

=
1
max ,  ( ) kk

nk
n XM ωω

≤≤
=

1
max  

i neka je za realan broj x, { }0,max xx =+  i { }0,min xx −=−  tada za svako K,2,1=n  

pišemo 

( ) ∑
=

++ =
n

k
kkn XS

1

ωω . 
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Teorema 3.7 [7] Neka AF ∈  i ∑
∞

=

∞<
1k

k
δω  za neko δ , −

−

+
<<

F

F

J

J

1
0 δ ,               (3.14) 

gde je 1
1

=
+ −

−

F

F

J

J
 za ∞=−

FJ . Tada uniformno za K,2,1=n  važi: 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ } { }∑
=

+ >>>>
n

k
kknnn xXPxMPxSPxMP

1

~~~ ωωωω .                          (3.15) 

Ako važi ( ) ∑
=

−−
∞ ∞<=

n

k
kk XS

1

ωω ,                               (3.16)  

gde je nejednakost skoro sigurna tada važi: 
 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ } { }∑
=

>>>>
n

k
kknnn xXPxMPxSPxMP

1

~~~ ωωωω   .                        (3.17) 

 
Dokaz    
 Pomoćne leme: 
Lema 3.3: [7] Ako važi SF ∈1  i ( ) ( )( )xFcxF 12 11 −≤− , za neko 0≥c   tada važi: 

( ) ( )( ) ( )( )( )xFcxFF 121 1111 −+≤−∗−  

 

Lema 3.4: [7] Neka je { }nkX k ,,2,1, K=  n nezavisnih, pozitivnih slučajnih promenljivih 

sa istom raspodelom SF ∈ , i neka je { }nkk ,,2,1, K=ω  n pozitivnih brojeva. Tada je 

ponderisana suma ( )ωnS  subeksponencijalna i zadovoljava: 

( ){ } ∑
=



















−>

n

k k
n

x
FxSP

1

1~
ω

ω .                                                                (3.18) 

 
Lema 3.5: [7] Neka važe uslovi teoreme 3.7. Tada je: 

{ } 0suplimlim
11

=
>







 >∑

∞

=

+

∞→∞→ xXP

xXP
nk

kk

xn ω

ω
 i                                          (3.19) 

{ } 0suplimlim
11

=
>







 >∑

∞

=

∞→∞→ xXP

xXP
nk

kk

xn ω

ω
.                                          (3.20) 

 
Dokaz je podeljen na četiri dela: 

1. ( ) ( ){ } { }∑
=

>>
n

k
kkn xXPxMP

1

~ ωω  važi uniformno po n.  
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Na osnovu leme 3.5 sledi da za bilo koje ε , 10 << ε  postoji ( )ε00 xx ≡  i neko 

( ) K,2,1=≡ εmm  takvo da  

 

{ }xXPxXP
nk

kk >≤






 >∑

∞

=

+
11ωεω  i                   (3.21) 

{ } { }xXPxXP
nk

kk >≤>∑
∞

=
11ωεω         (3.22) 

važi za svako 0xx ≥  i sve mn > . Za fiksirano m i svako mn ≤≤1 , uzastopna 

primena lema 2.1 i 3.4 daje  
 

( ) ( ){ } ( ){ } { }∑
=

>>>
n

k
kknn xXPxSPxMP

1

~~ ωωω                  (3.23) 

 

Dakle, postoji neko ( ) 0>≡ εAA  takvo da, za sve mn ≤≤1  i Ax ≥ ,  

 

( ) { } ( ) ( ){ } ( ) { }∑∑
==

>+≤>≤>−
n

k
kkn

n

k
kk xXPxMPxXP

11

11 ωεωωε                (3.24) 

Na osnovu leme 3.4 sledi da ( )ωmS  i ( )( )ωmM  imaju subeksponencijalnu raspodelu. 

Sada razmatramo slučaj kada je mn > . Na osnovu (3.24) za Ax >  sledi  

( )( ){ } ( ) ( ){ }xMPxMP mn >≥> ωω   

 ( ) { }∑
=

>−≥
m

k
kk xXP

1

1 ωε  

  ( ) { } { }






 >−>−= ∑∑
+==

n

mk
kk

n

k
kk xXPxXP

11

1 ωωε  

 Takođe, na osnovu (3.22) za svako mn >  i 0xx ≥  važi 

 

{ } { } { }xXPxXPxXP
mk

kk

n

mk
kk >≤>≤> ∑∑

∞

+=+=
11

11

ωεωω  

 

Pa sledi za svako mn >  i 0xx ≥ ,  

( ) ( ){ } ( ) { } { }






 >−>−≥> ∑
=

xXPxXPxMP
n

k
kkn 11

1

1 ωεωεω                       

( ) { }∑
=

>−≥
n

k
kk xXP

1

21 ωε .                  (3.25) 

 



Subeksponencijalne raspodele i primene u aktuarskoj matematici 
 

30 
 

Slično se izvodi i gornja granica za ( )( ){ }xMP n >ω  za svako mn > . 

 

 
( ) ( ){ } ( )( )

( )( )






 >+≤







 >+≤>

∑

∑
∞

+=

+

+=

+

xXMP

xXMPxMP

mk
kkm

n

mk
kkmn

1

1

ωω

ωωω
. 

 
Kako važi po (3.21). 

 

( ) ( ){ }xMPxXP m
mk

kk >≤






 >∑

∞

+=

+ ωεω
1

 

 
I primenjujući lemu 3.3 i (3.24) sledi da uniformno za mn >  važi 

 

( ) ( ){ } ( )

( ) { }

( ) { }∑

∑

∑

=

=

=≤≤

>+≤

>+≤







 >+>

n

k
kk

m

k
kk

n

k
kk

mn
n

xXP

xXP

xXPxMP

1

2

1

2

1
1

1

1

max1

ωε

ωε

ωεω p

.     (3.26) 

 
Kombinujući (3.25) i (3.26) dobija se uniformno po mn >   

 

( ) { } ( ) ( ){ } ( ) { }∑∑
==

>+>>−
n

k
kkn

n

k
kk xXPxMPxXP

1

2

1

2 11 ωεωωε pp .  (3.27) 

Pa na osnovu (3.24) sledi da ova nejednakost važi uniformno za K,2,1=n  Pa na 

osnovu proizvoljnosti 0>ε  sledi 
 

( ) ( ){ } { }∑
=

>>
n

k
kkn xXPxMP

1

~ ωω .       (3.28) 

   

2. Primenjujući prvi korak ovog dokaza i (3.28) na niz { }K,2,1, =+ kX k  sledi da  

 

( ){ } { }∑
=

+ >>
n

k
kkn xXPxSP

1

~ ωω   

 
važi uniformno po n.       
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3. ( ){ } { }∑
=

>>
n

k
kkn xXPxMP

1

~ ωω  važi uniformno po n.  

Za svako K,2,1=n  i svako 0>x  važi ( ){ } { }∑
=

>≤>
n

k
kkn xXPxMP

1

ωω . 

Ostaje da se dokaže nejednakost u drugom smeru. Primenjuje se nejednakost koja 

važi za n događaja nEEE ,,, 21 K ,  
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k
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Za sve K,2,1=n  i svako 0>x  važi:  
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Pa na osnovu (3.20) sledi da  

{ } 0
1

→>∑
∞

=k
kk xXP ω  kada ∞→x . 

Pa uniformno po K,2,1=n  važi ( ){ } { }∑
=

>>
n

k
kkn xXPxMP

1

ωω f . 

 

4. Na osnovu (3.16) ( ){ } { }∑
=

>>
n

k
kkn xXPxSP

1

~ ωω  važi uniformno po n. Primenjujući 

rezultat iz drugog dela ovog dokaza sledi da 

( ){ } ( ){ } { }∑
=

+ >>≤>
n

k
kknn xXPxSPxSP

1

~ ωωω  

važi uniformno po K,2,1=n pa ostaje da se dokaže nejednakost u drugom smeru  

( ){ } { }∑
=

>>
n

k
kkn xXPxSP

1

ωω f .        (3.29) 

Na osnovu rezultata iz prvog dela ovog dokaza i (3.23) sledi da su obe strane ove 
nejednakosti asimptotski jednake jedna drugoj za mn ≤≤1 . Za mn >  važi: 
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Pod uslovima (3.16)  proces ( ) ∑
∞

+=

−− =
1

:
mk

kkm XU ωω  je dobro definisana slučajna 

promenljiva, slučajne promenljive ( )ωmS  i ( )ω−
mU  su nezavisne i parcijalna suma 

( )ωmS  ima dug rep. Pa primenjujući teoremu o dominantnoj konvergenciji dobija se 

( ) ( ){ }xSPxXSP m

n

mk
kkm >







 >− ∑

+=

− ωωω ~
1

. 

Za svako 0>ε  i mn > , primenjujući (3.23) dobija se 
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 . 

Pa na osnovu proizvoljnosti 0>ε  zaključuje se da (3.29) važi uniformno za 
K,2,1=n  
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