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АНАЛИТИЧНАГЕОМЕТРИЈА 

ПРВИ ОДЕЉАК 

ТАЧНА 
Задатак Аналитичне Геометрије. - Одређивање тачке у 

Површина троугла. ~ Задаци. 

~ 

равни. 

1. ЗАДАТАК АНАЛИТИЧНЕ ГЕОМЕТРИЈЕ. 

1. У Планиметрији, Стереометрији и Тригонометрији про­
учавају се кванmumаmивнu односи на геометриским сликама. Тако 

је Питагорином теоремом исказан однос И.'3меtу страна право­

углог троугла, Хероновим обрасцем изражен је однос иэмеtу 

страна и површине косоуглог троугла, Синусном теоремом 

изражен је однос измеЂУ страна и углова у троуглу и т. д. Ти 

су односи представљени у облику образаца, ,иэкојих се могу 
• • 

иэрачунати непознате дужи, површина и углови' неке с:лике, 

кад су познати елементи'који одре'!)ују задатак. . 
Аналитична Геометрија показује, KaK~ се зilДНЦИ о облику 

. . 
II положаЈУ· геомеТРИСI<ИХ слика решаваЈУ рачуном. 

11. ОДРЕЋИВАЊЕ ТАЧКЕ. 
~ -

2. Дужи као релативне количине. У Планиметрији ('1л. 22) 
показато је, да дуж АВ није исто што и ВА, ако се води рачуна 

о правцу. Правац или C.I-lИсао· једне дужи казује се знаком. 

Уобичајено је, да се на хоризонталној правој правац с лева 

на десно бележи знаком +, а правац с десна на лево знаком-. 
На вертикалној правој сматра се правац на'више као позитиван, 
а на ниже као негативан. 

. 
3. Одреijивање тачI<е ца правој линији. Положај тачке М . . 

на правој ХХ1 одреtен је, чим се зна не само апсолутна вредност 
њене раздаљине од једџе сталне тачке О на тој правој, него и 

знак те раздаљине. Та раздаљина ОМ, снабдевена знаком + или -, 



зове се аuсциса тачке М. Права ХХ] зове се аuсцисна оса, тачка О 
зове се uочетак. Апсциса ОМбелсжи се обично СЛОвом х . 

. Свакој. тачки на апсцисној оси одговара један потпуно 

одреЂен број измеЂУ - СХ) и· + ОО, И обрнуто: сваком броју 
'измеЂУ - оо и + СХ) одговара једна одреЂена тачка на апсцис-, 

• 
НОЈ оси. 

Дакле, положај тачке ОДрС-ђен је бројем. 

Пример. На датој апсцисној оси на-l;;и 'raЧI{е, чије су апсцисе 
3 4' V-- Y-V- ' , + 3, - 2, + 5' -- з' 2, - 3, 5. 

4. Премештање почетка по апсцисној оси. 
Нека је на апсцисној оси дата таЧIШ М, чија је апсциса 

х = + 5. Ако се почетак О премести у та'-шу О', десно од О, 
за дужину ОО' = + 2, онда -liе нова апсциса тачке М бити 

х' = 5 - 2 . + 3. 
Ако стару апсцису тачке, М обележимо са х, нову са х', 

:Ј:;-

а раздаљину ОО' = т, онда је у опште: 
х' =х - т. 

Да смо почетак О преместили у лево, тако да је тачка О' 
дошла у тачку чија је алсциса = -' 2, онда би нова апсциса 
тачке М БИ_1а 7, дакле опет х' = х - (- 2) = 5 - (- 2) = 7. 

_. . Задатак. , . , 3 
Та'ше М], М2 , Мз имају апсцисе + 3, - 4, +~; КОЛИI{е Ће . , а . 

бити апсцисе тих тача!{а, кад се поче'Iак премести у тачку + 5, 
или -2? 

5. На апсцисној оси дате cy-д~e тачке: М1 (х1) и М2 (х2); 
одредити апсолутну вредност И знак раздаљине М]М2 • 

За сваки положај тача!{а М]. и М2 мора бити, 
М1М2 = М1О + ОМ2 = ОМ2 ~ ОМ1 . Х2 - Х]. 

3адаuюк. Одреди апсолутну вредност и знак раздаљине 

М1М2 , кад те тачке имају апсцисе: 

а) Хl=+5. Х2=+2; Ь) х1 =-5, Х2=-2; 
с)х]=-5, х2 =+2; (l) х1 =+5, Х2=-2. 

6 .. 'Одредити апсцису х оне тачке Р, која дели дуж М1М2 ' 

по размери т: п. 

Нека је М1 Р: РМ2 = т : п. 
Како је М1Р=Х-Х1 , а РМ2=Х2-Х"ТО је 

(х - х]) : (Х2 - х) = т : п 
_ тХ2+ПХl 

одатле ... . . . . х - т + п . 

За тачку у средини БИЋе т = п, дакле х:-- х] t Х:,ј • 



Напомена. Ради лакшег паМ'hења предњег обрасца ... 
имати на уму ово: над се на дужи М1Р и РМ2 напишу 
бројеви т и п, онда је у обрасцу број т помножен 

. . . . ,..., 
краЈње тачке оне дужи, на КОЈОЈ Је п, и оорнуто. 

Задатак. Дате су тачке М1 (2), М2 (5); одреди апсцису o~e 
тачке, која дели дуж М1 1\12 по размери: 

а)2(т.ј.2:1), Ь)-3, с)3:2,. d) 2: 5. 
7. Одређивање таЧI<е у равни. 
Као што је положај тачке М1 (Сл. 1.) на апсцисној оси ХХ1 

одреЂен њеном апсцисом ОМ1 = Х, исто је тако и положај таЧRе М2 
на ординатној оси УУ1 одреЂен њеном 

ордllнашом ОМ2 = у. • 
Кад се повуче М1Р 11 УУ1 и 

М2Р 11 ХХ1 , добива се тачка Р у рав- -
ни ХОУ. 

Дуж зове се 

аUСЦllса тачке Р. 

Дуж ОМ2 = РМ1 = У зове се 
ордllнаruа таЧI{е Р. 

Апсциса и ордината зову се ко­
ордllнаше таЧI{е Р. 

АПСI\исна и ординатна оса чине 

коордuнашнu cllcme.1ll; оне деле раван 

у 

л 1 

-----, р z , 

у 

• , 
: .... , , 
, 

.z ' Х, ----;o"r---'::c...---!'~-.x 
н. 

ш 

Сл. 1. 

на 4 поља, која се зову ююдранmu, а нумерисани су као што 

се види на сл. 1. У првом квадранту ноординате су позитивне; 
у у Tpe'heM квадранту координате су нега­

--- --"7 /' 
Х .• 

• , 
/~ 

тивне; у другом квадранту апсцисе су 

негативне, а ординате су позитивне; у 
. ~ 

четвртом .Је ооратно . 
По неки пут служимо се косоуглом 

О ' коордllнатном систе.МОМ (Сл. 2.). И.У 
x.--"-7'-----,z~-H~.r .. --X тој системи одре'ђен је положај тачке Р 

, , 

њеном апсцисом ОМ1 и ординатом ОМ2 , 
јер се тачка Р налази као четврто теме 

Сл. 2. паралелограма ОМ1РМ2 . ' 

Има случај ева, када је практичнија упо-

треба uоларне коордllнатне CllCme,'I1.e. У тој 

системи одре'Ьује се положај тачке Р њеном 

раздаљином ОР од једне сталне тачке О, која 
се зове uол, и углом 'р измеtу ОР и поларне OL......_-1. ____ . .( . 

осе ОХ. 
ОО 

Сл. 3. 



о Раздаљина ОР зове се потег, а УГ;10 ~ зове се 

Потег г и угао tp зову се uоларне координате тачке 

. 
аномаДIЈа. 

Р. Потег г 

узима се увек у позитивном смис.,у, а угао ор рачуна се о од 

ОО дО 3600. о 

8. Трансформација координата. 
Често је потребно, о да се координате неке тачке у једноы 

одре':ђеном о систему изразе координатама те тачке у о другом 

систему чији је положај према првоме познат. Тај прелаз ив 

једног система у други зове се трансфоряацuја координата. 

а) ТраНСфОРАШЦllја координата једне правоуг_~е сuсте.'l1е у 
другу правоуглуса паралеЛНlIМ _ осалю., 

у у' 

с- --- --- --- --.,.!' 
/) о 

• 
• I 
оу 

01 х' . 
Ji' -- - - - . '----.--;:--х 

• • .n , , 
:8 
I , 
о 

I 

OL--~~g~-A+---X 

с.,. 4. 

• о Тачка.р (слА) и ,!а усистему ХОУ 
ове l{оординате: 

апсциса ОА, ордината АР; . 
а у системи Х'ОУ' ове координате: 

апсциса О'В, ордината O'D. 
Ако су координате новога по­

четка (О'): 

апсциса ОЕ = т, .ордината OF = п, 
• 

онда Је 

ОА= ОЕ+ЕА=т+х', и"1И 
Х:- Х' + ЈП, 

АР = О'Е + РВ = п + у' или у = у' + п. 
От\' Д излази . . . . 

" 

, о-

X=X-ЈП!о ,С 

у' = у -- п., . 
Ь} ТраНСфОРJolQlЏlја полаРНllХ ј(оордllната у uравоуг"1е II 

• 

обрнуто. 

Ако су Х и у правоугле, а г и tp поларне координате тачке Р, 

онда излази ив правоуглог троугла :VIOP: 
Х = г cos tp, 

. Ив тих једначина на"lази 

г = V х2 + yZ .\'in ~ = JL, r 

i 

о 

у' 

:!I' 
I , , 

-~CE-o -'-.Јн"----Х 

Сл. Ь. 

- . 
у = г slЛ ор, 

се (или ив слике) 

х cos ф=-, 
о Г 

у 

tgo = JL. 
о х 

• ________ с 11 
Ј.,_Х.е. :Ј 

I , , , 
о 

о , 

Zz.,. 1 
О c......:::~l-:;x;-----"---- Х 

f 

С.,. 6. 



9. Одредити раздаљину d двеју тачаI<а и угао између <1 
- ;" , 

И апсцисне осе. 

у 

, , 

Из правоуглог троугл~ Р1МР2 (сл. 6) види се непосредно, да је 

d = V (Х1 - Х2)2 +, (У1 - У2)2, 
-

tg rI. = Уt - У2. l 
Х1 -Х2 ' 

10. Дату дуж М1М2 поделити по датој размери. 
Нека су дате тачке Р1 (х1 , У1) 

и Р2 (х2 • У2)' Тачка Р (х, у) неЈШ 
дели дуж P t P 2 поразмери т: п. 

Да бисмо израчунали коорди­

нате тачке Р, повуцимо PQ111P2QIIOX 
и P1Q1 11 PQ Н ОУ, па Ћемо из слич­
них троуглова PP2Q и Р1РQ1добити:: 
,т: п =PQ: P t Q1 = (У-У2): (У1- у) 

. ту +пу 
отуд .. . . . у = 1 + 2. . . m п 

р , , 

Исто тако налази се из пропорције . ",--.»-~"'" 
т: п = P 2Q : PQ1 = (х - Х2) :(Х1 - х), 

.'. . •. х = mХ1 + ПХ2./ . / 
т+п 'ј 

3а тачку у средини БИЋе 111: п = 1, ,или m = п, према томе 

х = Х1 + х2 , [Ј = .yt + У2 . 
2 ". . 2 

...... .~ """'- --...... , '" ~ .. --=,... ~ .. ,....с ___ .~ 

IП. ПОБРIПИНА ТРОУГЛА. 

11. Одредити површину троу.ла, «ад су дате I<QОРДИ-

нате његових темена.· 
у 

Троугао Р1Р2РЗ (Сл. 8.) једнак је 
збиру два трапеза: Р1Р2М1М2и Р2РзМ2Мз, 

мање трапез Р1РзМtМз ; :у знацима: 

р = У1 + У2(Х2 -' х1) + 
. 2 , 

+ У2 + Уз ( ) У1 + Уз ( , ) 2 хз- Х2 - 2 Х3- Х1 

или 2р = У1 (Х2- хз) + У2(ХЗ - х1 ) + 
+ Уз (Х1 - Х2)' 

о 

, 

• 
• • , 
• 
• 

~ ~ 
Сл. 8. 

К,"i,щt!qqомене. 1. Ради лакшег паМЋења овог обрасца 
обиму једног Ј,руга написати цифре 1, 2, 3. 

lf 
, 
• 

.л(у 
)'"' 1 

• 
треtщ на 



8 ' 

Ако се у смислу стрелице ПОЂе из П1ЧRе '1, онда долазе 
по реду цифре 2 и 3; аЕО' ли се ПОЂе из тачке 2, 'онда долазе 3 

2 

1 
3 

па 1; а' после цифре 3 долазе редом, 1 па 2. 
Тим редом иду RазаЉRе у предњем' обрасцу: 

П. АЕО су све три таЧRе, у једној правој 
линији онда је површ~на:троугла једнака нули; 
таЕО се добива Еао погодба, да три таЧRе леже 

у једној правој линији, ова једначина: 

У! (Х2 - ХЗ) +У2 (хз- Xt ) + Уз(Хt - Х2)- О. 
IП. Кад су све три тачке на једној правој линији као таЧRе 

Р, Р! И Р2 на сл. 7, па Rоординате тачке Р обележимо са Ха, Уз, 
• 

онда Је 

PtQt : PQ = PQt : P2 Q, 
или . . .. (У! - Уз) : (Уз - У2) = (Х! - Хз) : (хз - Х2)' 
или. . .. (УЈ- Уз) : (У2- Уз) = (Х! - ХЗ) : (Х2 - Хз) 

. ~ ... 
што Је исто тако по годоа да три таЧRе леж~ у ЈеДНОЈ праВОЈ. 

,IV. Кад би на сл. 8 тачка Р2 била испод праве РЈРз, онда 

би образац за 2 р дао негативан резултат, пошто би у том 

случају трапез РtРзМtМз био веЋИ од збира два трапеза PJP2Mt M2 
, . 

и Р2РзМtМз . Дакле негативан резултат значи само, да су таЧRе 

P t , Р2 И РЗ ДРУRчије распореЂене. 

ЗАДАЦИ. 

1. Одреди положај тачака чије су Rоординате: ' 
а) х-:-3, у=4; Ь) х=-2, у=3; с) х=-l, . у=--4; 
d) х=-2,у=1; е)х=О, у=2; {)х=-3, у=о. 

2. Конструиши троугао чија су темена А (- 2, О), 13 (2, -3), 
С (4, 4). 

3. Одреди раздал,ину тачака: ' 
а) (7, 10) и (-5,5); Ь) (6,-5) и (-2, 1); с) (12, -12) и (-9, 7); 
3атим нагибне углове према апсцисној оси оних правих, Еоје 

• 
веЗУЈе две и. две тачке. 

4. Изрази једначином, да је тачка (Х, у) удаљена од тачке 
(5,4) исто толико, RОЛИКО и од тачке (3,2). 

5. Одреди тачку, Еоја је једнаЕО удаљена од тачака (3,4), 
(2, - 3) и (- 2, 3). Израчунај ту раздаљину. 

_ 6. Дуж, Еоја везује тачке М1 (- 3, + 4) и М2 (2, - 5), по­
)\елити тачком Р по размери MtP: РМ2 = 1 : 3. На продуженој 
дужи Mt M2 наЋИ тачку Р таЕО да је MtP = 2 MtM2 • Израчунај 
координате тачке Р. 

, 7. Два темена једног троугла имају Rоординате (4, - 2) и 
(3, 2),' а треЋе је теме у почетку; израчунај а) дужине поје-



,ll,иних страна, Ь) координате средине на свакој страни; c)':I'I 
вршину троугла; d) 'координате тежишта тог троугла. '.-' 

.' 8. Темена једног троугла имају координате (х1 , У1)' (Х2 у;JI 
(хз, Уз); израчунај координате његова тежишта. 

9. Израчунај површину :гроугла чија темена. имају КООР-
,Ј;инате: (3,4), (2, - 3), (- 2,3). .. 

10. Израчунај поларне координате тачака, чије су право. 
угле координате: (5, О), (0,3), (3,3), (- 2, О) (О, - 3) и (4, -- 4). 

11. Израчунај ортогоналне координате тачака, чије су по­
ларне координате: 

а) г = 2, Р = 600; Ь) г = 4, Р = 900; с) г = б, Р = 1350; 
d)г=3, р=2400 ; е) г=2, р=3210• 

12. Нападне тачке двеју сила, од 12 kg и 18 kg, имају 
координате: (О, О) и (О, 6); одреди нападну таЧI<У ревултанте, ако 
су те силе а) у истом смислу, Ь) У супротном смислу паралелне. 

13. Испитај да ли су тачке .' 
а) М1 (1,5), М2 (3,U), Мз (-:г, - 1); 
Ь) М1 (2,3), М2 (5, - 7), МЗ (- 4, - 3) . " ' 

на ЈеДНОЈ праВОЈ. 

14. М1 (2, - 7), М2 (- 3, + 4), МЗ (1, у); одредити у тако, да 
права М1М2 пролази кроз мз . 

15. Дате су 3 тачке: А (2,3), В (4, 7), . С (6, 5); одреди 
. четврту тачку DTaKo, да' ABCD буде паралелограм. 

ДРУГИ ОДЕЉАК , . 

ЈЕДНА ЧИНЕ СА ДВЕ ПРОМЕН.д>ИВЕ И 

ЊИХОВА ГЕОМ:ЕТРИСRА МЕСТА , 
ГраФнчно представљање Фуннцнја. - Представљање 

"уннција једначин,,"ма. 

1. ГРАФИЧНО ПРЕДСТАВЉАЊЕ ФVНRЦИЈА. • 

12. Тумачења. Количине, које у току рачуна имају'- од­

ре'ђену, непроменљиву I3редност, зову се сталне (константне) 

КОЛUЧllне. 

Количине, које могу имати сваку произвољну вредност 

према својој природи, зову се uроменљuве КОЛllчuне. 

Однос измеtу променљивих и сталних ~оличина казује се 

једначuном; на пр. у = L. х + 3. Ако је у овој једначини х про-
менљива количина, онда је и у променљиво, јер се 

у мења, кад се мења Х, пошто је у = 2 х + 3. Па 

вредност од 
• 
како се 5:а 
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сваку посебну вредност од х добива из једначине у = 2 х+ 3 
одреЂена вре,дност од у, то у зависи од х; ,каже се да је !Ј .. 
функција од х. Према томе 'раЗЛИl<ујемо не.ЮВllСНО и заВllСНо. 

променљиве. Независно променљиве зову се оне, којима се 
• • 

може дати свака произвољна вредност према ЊИХОВОЈ природи; 
. . 

а зависно променљиве зову се оне, 

вредности независно променљивих. 

ЧИЈа вредност зависи· од. 

Из једна'шне у = 2 х + 3 може 
функција од у';' добива се 

се х представити као. 

• 

. . у ~3 
X ~ . 
. ~ 'Ј . 

~' 

--- -

13. Графично представљаље функција . .Једна једначина . 
са две променљиве х и у има безбројно много решења. Кад се 

• 
х поступно замени разним спеЦИЈа.1НИМ вредностима, онда се . . 

за сваку вредност од х добива и за у једна или више вред-; 

ности кој'е одговарају тој вредности од ::1.'. Ако' се сад сваки 

спрег вредности за х и у сматра као координате· Једне тачке,. 

па. се према томе конструише тачка, онда је свако решење те, 
• • 
Једначине геометриски представљено Једном тачком. 

у колико се мање разликују узастопне вредности од х, у 

толико су ближе једна другој оне тач[<е, представљене КООI)дИ-, . 

натама. Кад х ПрОЂе кроз све стварне, позитивне и . негативне 
вредности, онда променљива. тачка описује oдp~ЂeHY ЛtlНtlју • 

• 
која има особину да координате сваке њене тачке задовољавају 

дату једначину .. С тога се та линија зове геометриско _~iecmo 

једнаЧllне; та је линија графички представник дате функције и' 
представља очигледно тбк саме функције. 

Обично се одреЂује онолико тачака, 

да би се линија могла конструисати. 

. ~ 

колико Је потре оно 

--. .-

Х ----,~-+::;----x. " о 

~ 
Сл, 9. 

ПРUЈ\fеРll. 
Ј. Да се конструише једначина првог 

степена 

у=2 х+ 1 . 
. Кад ставимо х = О, 1, 2, 3, 4 ... до6и­

ъемоза у ове вредности : у = 1, 3, 5, 7, 
9 . . .. Вредности за 'х мењају се стално 

(за 1), а и вредности за у мењају се ста,.lНО 
(за 2). Из тога излази, да су тачке, чије су 
координате (0,1), (1, 3) (2,5), (3', 7) ... , на 
једној аравој дtlнији. Дакле, кад се једна­

чина ,првог степена са две променљиве к()ли-



чине представи, графички, добива се, права 

таква функција З0ве линеарна функција. 

ДодатаI< 1. Неrш је у опште 
у =mх +Ь. 

• 
ЛИНИЈа. С, тога се-

Ако су(х!, њ), (Х2' У2), (хз, уз) три спрега вредности за хи y~ 
које задовољавају једначину у = mх + Ь, онда је 

у! =mх! + ь 
У2=mХ2+ Ь 
уз= mхз+ Ь. 

ОДУ3ИЛlање~1 налазимо: 

• 

отуд . 
" 

• • • • • • • • 

у! -- Уз = т (х! - хз), 
У2 - уз = т (Х2 - хз) 

!Ј! - !Јз 

!Ј2 - уз Х2 -, -- хз 
што аначи, да су тачке (х!. у!), (х2 • У2)' (хз, уз), на једној правој 
линији (.9л. 11. Напом. IП). 

ДодатаI< Н. Апсциса х може беа прекида про'ВИ !,Р03 све 
, ~ 

вредности од - оо до + 0<.). Исто вреди и, за фУНIщију у. Ако 

промену апсцисе обележи~ю са 6 х, 11 одговарајЈ'"ВУ промену 

функције у са 6 у, БИЋе 

.ч + 6!Ј = l1l (х + 6 х) + Ь, одатле 
6у=т.6х.. 

И3 ове једначине читамо: што је мање 6 х, тим је мање ,6.'!Ј. 

{{ад је 6 х бескрајно мало, биt,е и 6!Ј бескрајно' мнло, што 
значи да је линеарна функција неuреюzдна. 

Како свакој вредности за х одговара само једна вредност 

за у, то је линеарна функција једнозначна. 

П. Функцију у = х2 иредста­

вити графuчКlZ . 
.Једначина !Ј=х2 има ова решења: 

1 3 
х = О, + 2' -1- 1, -1- 2' + 2 ..... 

• 

-, 
4 

-, 
4 

у =0, 
1 

1, 9 
4 . . . . . 

Апсциса х може ,ПрО'ВИ непре-

кидно Кр03 све вредности од - оо 

до + СХ);Ордината у може бити C~MO 
позитивна (због х2), с тога, се линија 

налази сва над ХХ!' l{aKo је за х = О 
, ., 

и у = О, то линија пролази Кр03 по" 

с 
• 

]} 

у 

А 
---

о 

Сл. 10. 

• • • 
• • 
• 
• 
I 

• 
I 
I 
I 

• 
I 

• • • 
• I • , 
• 
I 

• I 

• • 

• 
I 
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четак. Што је веЋа апсциса 'х, 'гим је веЋа И ордината у, што 
значи' да се линијапење. 

Ако се апсциса повеЋа . за 6 х, онда- Ће се променити и 
ордината за 6 у. Тада је 

у +6 у = (Х+6 х)2=х2 +2х. 6x+Lx2, 
дакле . . 6 у = 6 х (2 х + 6 х). 

Отуд читамо: што је мање L х, тим је мање 6 у; кад је 
6 х бескрајно мало, биЋе и 6 у бескрајно мало, што' 3FШЧИ да 
је функција у = х2 непрекидна: 

Како се у мења са квадратом од Х, то j~ ова функција 
квадратна. 

IП. Функцију х2 + у2 = 9 аред­
ставити графички. 

Ив једначине х2 + у2 = 9 ивлави 
у=+ ~/9-X2. 

Кад се стави х = О, 1, 2, 3, - 1, х; А, 
- 2, - 3 ... БИЋе 
у = + 3, + 2'8, +- 2'2, О, ± 2'8, +- 2 '2,0 ... 

Кад се конструишу тачке с тим 

координатама, доБИЋе се сл. 11. 
Тачке А и А 1 , У којима линија 

сече апсцисну ОСУ, добивају се, кад 
се стави у = О'. 

у 

о 

Ах 
Сл. 11, 

А . , 
·Х 

, 

Тачке В и В 1 , У којима линија сече ординатну -ОСУ доби­

вају се, кад се стави х = О. 

Апсциса . х ограничена је на интервал од' - 3 до+ а, јер 

је ва сваку вредност, веЋУ од 3, цоткорена количина негативна. 

Функција је двознаЧllа,"' она се може раставити на 

у = + У9 -- х2, и У = - V9 - х2• - Свака од ових фующија 
• 

непрекидна Је. 

Како се невависно променљива количина налави под ко-

реном, ТО' је ова функција ирационална. 

IV. Графllчки аредсшавllши функцију х2 - у2 = 9. 
Ив квадратне једначине х 2 --, у2 = 9 излази у = +- y-xo.2·_=-~9-. 

Кад је х = - 6, - 5, - 4, - 3 . . . + 3, + 4, . + 5, + 6 .. . 
Онда је у = +- 5'2, ± 4, + 2'6, О . . . О, + 2'6, +- 4, + 5'2 .. . 
КОНСТРУИШУЋИ тачке с тим координатама, ,!I;обивамо сл. 12. 
Тачке А и' А 1 , у' којима линија се че апсцисну осу, нала-

.зимо, кад ставимо у = о; тако добивамо х = +- 3. 



Да бисмо нашли тачке, у којима линија се че ,ординатну 
осу треба ставити х= О; тада се налави у 2 = - 9, или У'== 

= ±V -' 9. Како је у уображено, 
• 

то ЛИНИЈа не сече ординатну осу. 

3а све вредности за х од - "'" до 

- 3 БИЋе како у = -+ v х2 - 9 тако 

--ј-:---:: ---,+-х у = - v х2 
- 9 непрекидно, а, од 

Сл. 12. 

х = -г 3 до х= + 3 линија је пре­
кинута. Од х = + 3 до Х'" + "'" 

• 
ЛИНИЈа 

И 

нална. 

, 

Је опет 
, 

ова Је 

непрекидна. 

функција ирацио-

П. ПРЕДСТАВЉАЊЈ: ФVНRЦИЈА ЈЕДНА'ЧИНАМА. 

14. Као што се сваI{а једначина са две променљиве х и у 
може представи~и линијом, тако се може и обратно свака линија 
изразити једначином, ако се зна закон њена постајања, Ако се 

на тој линији' узме једна променљива тачка, онда мора изме'],)у 

њених координата да постоји одреtен однос IШО последица 

какве lшрактерне особине те линије. Тај однос мора да вреди 

за све положај е променљиве таЧI{е. Кад се тај однос измеtу 

х и у изрази једначином, онда се она зове једначuна те линије. 

Примери, 

1. Како гласи 
у 1. и 3.квадранту, 
раздаљине? 

• 
Једначина 

, , . 
]{ОЈе имаЈУ 

геометрис]{ог места за све тачке 

од координатних осовина једна]{е' 

2, Како гласи Једначина геометриског места за све тачке 

које имају од почетка раздаљину 5? 
3. Како гласи једначина геометриског места за све тачке 

чије раздаљине од координатних оса стоје у размери 3: 2? 
15. Једначина са две променљиве зове се аналuтичкu 

представник за дату линију, као, што је обратно линија гео­

мешрuскu представник дате једначине. Аналитична Геометрија 

испитује тај УЗllјамни однос измеtу линије и њене једначине. 

Из једне познате карактерне особине дате линије изводи се 

једначина, ]{оју морају задовољити координате сваке тач]{е 

дате линије; и обратно, из дате једна чине са две променљиве 
. . ~ -

дознаЈе се положаЈ и ООЛИI{ геометрис]{е слике, ]{ао и њене 

особине. 



ТРЕЋI1 ОДЕЉАК -
ПР АБА ЛИНИЈА 

, 

Једначина праве ЛНllије. - Две праве. - Задаци. 

, 

1. ЈЕДНА ЧИНА ПРАВЕ JI.ИНИЈЕ,' 

16. Општа једначина праве линије. 
а) Права uролаЗll КРQЗ uочетак. Та је права одре"ђена својим 

Ћагибним углом ос према оси ХХ1 ; угао ,ос рачуна се увек од осе ОХ ' 
• • 

па до праве, у смислу IЮ.ЈИ Је супротан кретању казаЉке нача-' 

·совнику. , 
За коју било тачку Р на датој 

• 
праВОЈ вреди ово: 

РМ 
О = tg ос. 
М 

• 

'За lюју било тачку Р 1 на про- .Ј(,' 

. ,,;уженој правој вреди 
РМ ' 

1 1 = tg (ос + 1800) =tg а. 
ОМ1 " ' 

Ако' ставимо tg а = т, онда . , 
за све таЧl{е на праВОЈ ЛИНИЈИ 

• 
вреди однос 

у = Ј71 ИЛИ У= Ј1!Х. 
Х . 

у 

у 

о 

у, 

Сл. 13 . 

• , , 
, 1.... _ 

, '.- L 
,,11 ' 

Слично томе изводи се 

једначина праве, која ПРОЛ[\3И 

Кр03 други И ЧеТВРТИ квадрант. 

Ь) Права не uролази кроз, 

почетак. 

6 : 
X"~--~~--,~o~-x--~HТ-'---X 

Пра ва је одре"ђена тачком 

'В, У којој сече ординатну ос),,' 
и нагибним УГЛОМ а према 

. апсцисној оси. 
'За сваку "lЋЧI<У Р на тој правој БИЋе 

у, 

С,. 14 . 

РМ -'-= РС + СМ' ВС. tg ос + см 
= ОМ. tga + ВО 

• 

:ако ставимо 

жимо са Ь. 

ИЛИ У = tg (/.. х +Ь 
ИЛИ У = mх+ Ь, 

tg ос = т, а одсечак ОВ на ординатној оси обеле" 

• 

Како 

једначина 

m и Ь могу 
у=mх+Ь 

бити произвољни стварни бројеви" то је ' 
аналитички израз за све МОГУЋне, права 



ЛИНИЈе.' ~a једну одре'1;ену праву имају m и Ь одреЂене ":lN'fif. 
, -,,':'''-~ 

сrпанmне вредности, док .. су х и у ПРОJVlенљuве количине т.:"'р 

оне мењају своју вредност с положајем тачке на правој. Ко.~и': 
чина 1П = tg!Y. зове се константа правца. јер она зависи само 
од правца праве линије према апсцисној оси. 

Координате које било тачке на линији бележе се са х и у 
(без -!шзаљке) и зову се meKyt.e координате. Ако се ХОЂе да 

означи нека Юl.рочита таЧIШ, онда се додаје казаљка (индекс); 

на пр, х 1 , Уl' 

17. Претрес једначине у -:-- тх + Ь. 
1, У једначини у = mх + ь налазе се две константе m и Ь; 

оне остају неодре'ђене све дотле, док не будемо имали пред 
собом одре'Ъен)' праву. Отуд излази, да су потребне две погодбе, 
па да права буде потпуно одре'ђена. 

2. Константа правца т позитивна је или негативна, пре:VЈа 
. . ~ '. 

томе, да ли Је нагиони угао !У. према ПОЗИТИВНОЈ аПСЦИСНОЈ оси 

оштар или туп. 

Константа Ь позитившl. је И:1И негативна, према томе, да 

ли права сече ординатну ос)' над тачкомО, или испод ње. 

Према томе се на први поглед може по знацима КОН-
• 

. стантних количина m и Ь познати, на Iюјој Ђе страни дата 

права сеЋИ апсцисну осу. _ . 
3. Кад је Ь = О, онда се добива у = nix юю једначuна праве 

која пролази НРОЗ почетак. У овој једначини налази се само 

једна константа т, јер је она друга веЂ. одре'ђена тиме, што 
права пролази кроз почетак - . 

4 .. 3а апсцисну је ос)' !У. = О И Ь = О, с тога њена једначина 

у = О. 3а ординатну осу је а = 900, дакле m . tg900 = =, и једна-
. ~ . 

чина Је не~потrеОЉlIва; али Је ординатна оса окарактерисана 

тиме, што је за сва,КУ њену тачку х =-0. Према томе је једна­

чина ординатне осе:. х = О. 
5. 3а праву, Iюја је у раздаљини Ь, паi'алелна са апсцисном 

осом, би'в.е !У. = о, дакле и т = о; тако остаје у = ь [шо једна­
чuна праве која је у раздаљини Ь паралелна са аПСЦIIСНОМ ОСОМ. 

Ii. Кад је права паралелна са ординатном осом, онда је !У. = 900, 
дакле m = оо, и Ь = оо; једначина је неупотребљива. Али је та 

права окарактерисана тиме, што све њене тачке имају исту 

аПСЦIIСУ а, ако је а !юмад који та· права одсецп на апсцисној 

оси. Пре:Vlа томе j.~ х = а јеДllачина праве која је у раздаљини а 
паралелна са ординатноы. ОСОЛ1 •. 

7. СегмеНlПна једна'lина ираве Лllније. 
• 

Ако права одсеца на 
апсцисној оси одсечак а, онда су координате њена пресека са· 
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• • 
, апсциснои осом а и О. Те координате 

чину праве линије, дакле О = ат +Ь, 

мораЈУ задовољити .Једна-

томе једначина праве 

.Ь 
отуд т=--· 

а 

гласи; 

Ь" 
У = --х+ ь или 

а 

~,+.JL = 1.,/" 
а Ь,/ 

I 

/ 'Ј 

Према" 

Нааомена. Ова је једначинанеупотре6љива, юц права 

пролази кроз почетак. 
, 

8. Оашши је облик једначине праве линије; 

. Ах + Ву + С = О. 
• r , ,,- .~-'- ~- -. А С 

Кад се она реши по У, доБИЋе се У = - В х - В; 
• 

овде Је 

А С ' 
-'13 = т, - В = Ь. 

Из опште једначине налазе се сегменти, кад се стави .Један 

пут х = О, за П:'!М у = О.С 

Нааа,мена. Једначина У = mх + Ь решена је по зависно 
. _.... 

промеНЉИВОЈ количини, па се с тога каже да Је у развщеНQ 

(или откривена, еКСUЛlIЦишна) фУНlщија од х. - У једначини 

Ах + ВУ + С ,О налази се у као неразвијена (или скривена, 

uмuлuцитна)" фунција, од х. 
':- .,---",~". -' _"~_О 

18. -, Пењање праве линије. 
HeI{3 је У = 11IХ + ь једна­

чинаједне праве, а Рl (х1 , УЈ) 

и Р2 (Х2 ' У2) две тачке на тој 
правој. Према томе је 

Уl = тХ1 + ь 
У2 ' тХ2 + ь 

Одузимањем налазимо; 

У2 - Уl = п1. (Х2 - х1), или 
_.~-"<-~;-,-,4сЧ""'~""",,',"т::.~,-",$· ,,, ... ,_~,. 

У2 -оу! = ЈП. 
Х2-Хl 

Овај количник значи промену 

линеарне функције, ако се за 
• 

у 

• 
· <1" · ;т" • 
о 

• -._---, 
: 4.z:, I 
о. 

:~ ~ 
о • 

х. о о 

--tJ::+-.:....Ј{,;-;I--~~., -.:r. 

Сл. 15. 

Јединицу промене 'узме промена независно променљиве коли-

чине. Тај количник зове се аењање функције. На слици тај је 

количник .исто, што и константа правца праве у = тх + Ь. Како 
је та константа правца 

функције константно. 

• • 
свуда Једна иста, то Је пењање линеарне 



Разлике Х2 - Х1 И У 2 ~ Уl представљају прираштај' ;lПсЦИС~; 
и ординате, кад се преЂе од тачке Р1 ка Р2, па се с ТОFабелеJi(~'; 
овако: 6 Х 1 (делта Х 1) и 6 Уl' Стим знацима пише се горња 
једначина овако: 

• • 
па како она вреди за све тачке на праВОЈ ЛИНИЈИ, то се пише 

·без индекса: 6 у = m 
6Х • 

Количник 6 у зове се количнuк диференцијd. 
6 Х . 

19 Растење и опадање линеарне функције. 
Прираштај L::,. х може се сматрати као пројекција дужи 

. Р1 Р2 на апсцисној оси. 
Кад се на сл. 16 тачка Р1 креЋе у правцу ка Р2 • онда се 

. . 
њена пројекција М ј креЋе у позитивном правцу ка М2• Исто 

тако, може се промена 6 у сматрати као пројекција дужи Р1 Р2 
на ординатној о"си. Кад се "тачка Р ј помиче у правцу ка Р2• онда 

•• •• 
се њена ПрОЈеКЦИЈа на ординаТНОЈ оси ,помиче у позитивном 

правцу од N j ка N2 • Дакле, позитивној промени L::,. х одговара 

позитивна промена 6 у. Према томе је.и количник 6 У -:- m по-
зитиван, кад се права Р1 Р2 пење. 6х 

, 

у 

Ј(. -------------

i I , А;-+ , , 
jf, -- - - - - - - - - - - ---1 , , 

ОУ. 
Сл. 16. Сл. 17 . 

• 

Ако права Рј Р2 пада (сл. 17), онда позитивној промени ,6,. х 

одговара негативна промена Д у, и тада је количник 6 У == m 
негативан. 6 Х. , 

• 
Лннеарна фующија 1!ење се или uада, 

• 
Је m uозuтивно илн негативно.. она дакле 
расте илн оuада. 

Геометрија IY. 

uрема томе, да.!ш 

у целом свом току 

2 
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20. Геометриско место једначине првога степена са, 

две променљиве права је линија. 
Свака једначина првога степена са две променљиве може 

се свести на облик у = тх + Ь. 
Ако су М 1 (х1 • Уl) и М2 (Х2. У2) две тачке натеометриском 

• • 
месту те Једначине. онда Је 

Уl = тХ1 + Ь и У2 = lПХ2 + Ь; 
одузимањем налази се 

У2 -Уl = 1п (Х 2 - Х 1); 

отуд......... У2 - Уl_ m или.6 Уl = т. 
Х2- Хl .6 ХI 

Како ова једначина вреди за све тачке на геометриском 

месту, то је у опште ~ у = т, што значи, да се. линија, која 
LjX ' 

представља једначину 'у - тх + Ь, стално пење . Т. ј. да је то 

права линија. 

21. I<онструкција праве, кад је дата њена једначина. 

Треба одредити две тачке, Кр03 које мора ПрОЋИ права; а 

такве две тачке налазе се, кад се И3 дате једначине наЂУ два 
• •• 

спрег~ вредности за Х и у, КОЈИ задовољаваЈУ дату Једначину. 

Ако права пролази Кр03 почеТaI(, онда треба одредити само још 

једну тачку, и то најбоље ону, чија је апсциса или ордината 

= 1. У опште је најподесније да се одреде оне две тачке, у 
• 

КОЈима дата права се че координатне осе; те се тач[(е налаsе, 

кад се стави прво х = О, за тим у = о. Ти се одсечци виде не-

посредно И3 једначине, ако се она доведе на облик ~ + ь = 1. 

Тако се на пр. једначина у = 2 х + 1 може написати у облику 
х+ у _ 1 ·' . . - т т -- , КОЈа покаSУЈе, да Је одсечак на апсцисној оси 

2 
1 

= - 2' а Н,а ординатној = + 1. (сл. 9). 

22. Једначина праве по датим погодбама. 
Једначина праве има облик: 

у = тх + Ь ..... 1). 
Да бисмо одредили m и Ь, потребне су две једначине, Iюје 

Ће се поставити на основу погодаба у задатку; 

а) Једначuна uраве која uролазu кроз дату тачку (х 1 , Уl). 
Да би права пролазила Кр03 тачку (х1 , Уl)' морају коорди­

нате те тачке sадовољити једначину 1; дакле мора бити 
Уl=mх1 +Ь . .... 2). 



у тој једначини налазе се две непознате, m и Ь. Премэ; 
томе може се из ове једначине наЋИ само једна. Ако oдpe~ 
димо Ь, доБИЋемо 

b=Y1- тХ1 
а кад Ь у једначини 1) заменимо том вреДНОШЋУ доБИЋемо 

у = тх + у 1 - mХ1 или 

'У-У1=т(х-х ,): :.'" З)., 
<-"'.,.....,~"..,...""=_"ф4 .. _ "Р _ '.. g ,_ 

у овој једначинй налари се само још неодреЂена кон-

станта т, којој се· могу' дати све МОГУЋе вредности од· + "'" до· 
- ""'. Та једначина З) представља дакле безбројно многе праве 
(сноп), јер се заиста кроз iедну тачку могу ПОВУЋИ безбројно 

многе праве. 

Ь) Једначина ираве, који 

(х 1 , У1) И (Х2, У2)' 
иролази . кроз две дате тачке 

I{aKo права мора ПрОЋИ 
• 
Једначина 

у - У1 = m (х - х 1). 
А како је и тачка Х2' У2 на тој правој, то морају њене 

• • 
координате задовољити Једначину праве, дакле Је: 

У2 --,- У1 
У2 - У1 = m (Х2 - х1), отуд т = -'-"'---~ 

. Х2 - Х 1 
а кад се m у једначини под З) замени том вреДНОШЋУ, добиъе се 

p~ - [11 

У'_ У = .1 ~ .1 (х - Х ). 
• 1 Х Х 1 2 - 1 

, . -. . 
.' ", '-.'~~-~~ < ~W"'-~_J __ . __ ",,,,,,",<",_,,,~; __ ,-,,_~,y, ~T_"-'''''~'' 

23. Нормална једначина праве линије. 
Нека је дата. права АВ у 

(сд. 18),) чији су одсечци на 

координатнимосама: ОВ = а 

и ОА = Ь. Тада је њена сег­

ментнаједначина (чл.17. под7) 

х У - + ь = 1 ....... 1) 
а . 

Ако се повуче ОС 1. АВ, 
онда из правоуглих троуглова 

ВОС и АОС излази: 
• 

р = а, cos (1. 

а= р 

и р = Ь sin (1., 

Ь= .Р и 
cos (1. szn (1. 

, 
:1" 

Сл. 18 . 

отуд 

Кад се ове вредности унесу у једначину под 1), добиъе се 
х cos (1. + у sin (1. - р.= о 

2* 



2(} 

Ова једначина З0ве се нормаJlна једначина праве, пошто се у 
љој налази нормална раздаљина р почетка О ОД праве АБ. 

24. Једначину праве у општем облику Ах + Ву + с:= о 
свести на нормалан облик. 

Значај ове једна чине. неЋе се променити, ако се она по-· 

множи каквиr-'l било· константним бројем л. Јер све вредности 
од х и у, које задовољавају једначину Ах + Ву + С = О, задо-· 

вољиt..е и једначину л (Ах + Ву + С) = о. Да би се једначина . 
ЛАх+лву+лс=о ' 

претворила у нормалан облик 
х cos <х. + у sin <х. ~ р = о 

треба л изабрати тако, ·Да буде" .... ""' .. 
'~-

лА = cos <х. 

АВ = sin <х.. 

И3 ових једначина излази 
1 

А=+ . - УА\!+ 1:32 

I{aKo је АС = - р, то морају л и С бити супротно 0значени, 
• 

пошто Је р позитивно. 

Примери. 1. Једначину 3 х + 4 У + 6 = О свести на нормалан 

облик. Како је апсолутни члан позитиван (+ (ј), то Ћемо узети л 
негативно, дакле 

Према " '" томе Је нормални оолик: 

, -}-x·_·-±-y-~- О 
5 5 5--' 

Нормална је раздаљина почетка од дате 
6 

праве = 1); . а- та 

нормала захвата са позитивним правцем апсцисне осе угао <Х., 

. 3. 4 'и '. 
тако ,\а Је cos <х. = - 1)' а Sll1 <х. = .-'... 1)' по. томе се види, да· 

права пролази КрО3 П., IП. и lV. квадрант. 
2. АIЮ би била дата једначина 3 х + 4 У - 6 = о, онда би' 

1 ' 
се морало узети л = + 1)' па би се добио нормалан облик: 

3х + 4у _ 6 -о 
5 5 ;) - . 

К . +3. +4 . ,ако Је овде cos <х. = 1)' 'Sll1 <х. = 1)' то Је угао <х. oIIlTap, 

што значи, да дата -права пролази КрО3 П., I. и IV. квадрант. 



_~ _._.~~'-"-~'_~._...-c ______ ,_,,,, ".о' -.---' , 

а нормалнаЈедначинй праве 

А 1 В 1 гласи;· 

хсQsа+уsiпа-р1=0 .... 2) 
где Је р = ОС, Р1= OD. 

Ако раздаљинутачке Р 1 

од праве АВ обележимо са 

d, онда је 
d=Pl -р. 

А 
, 

.хГ---Лt1т-:-,а-=---'::ll~---':;;"::-х 

у1 

Сл. 19. 

Нормала р налази се у једначини дате праве АВ, а нор­

малу Рl на·Б.и t.eMo И3 једначине под 2), ако' TeKyt.e коорди­
нате х И.у заменимо координатама Х1 и УЈ дате тачке, пошто 

оне морају задовољити једначину под 2); тако налазимо 

Х1 COS а + УЈ sin а = Р1' . 

Према томе је."<!.. __ ЕЈь=.l!...~lСОS а + У 1 sin а -р. 
Оту д правило: Раздаљuну' тачке ·(x·~·;_Tг;г()O .. "ulљвe наЈш 

Ћемо, кад једначлну дате uраве сведемо на нормалан облик, о.а 
• 

у mpuhO.ll-!У те једначнне на место х и У ставимо Х1 и УЈ. 
Добије ли се негативан резултат,. онда то значи, да су дата 

• 
тачка и почетак на ИСТОЈ страни дате праве. 

Добије ли се позитиван резултат, онда то 

тачка и почетак раздвојени датом правом. 

значи да су дата 
• 

• 

Примери . . 1. I\олика је раздаљина тачке Р (1,1) од праве 
3х+4у+6=0? 

Нормални је 
, . 

оолик ове Једначине 

346 
- 5- х - "5 у - "5 = О. 

Ако У триному на левој страни ставимо х = 1, У -: 1, 
,Ј;обиt.емо - 2,6 као раздаљину, таЧI{е Р од дате праве. Знак 

минус ПОIшзује, да су тачке Р и О на истој С1'рани дате праве. 

2. Колика је раздаљина таЧI,е Р (- 2, - 1) од праве 
Зх+4у + 6= О? 

Добива се + 0'8. Тачке Р и О нису на истој страни дате праве. 



ати 

. 

26. Једначина праве која полови угао . чији су краци 
• • 

СВОЈИМ Једначинама. 

" 
у ........ ' ...... ,<;'" 

..-"'1', , , , 
" 

Нека су х cos <1.1 + У sin <1.1 - Р1= О 
И Х cos (1.2 + У sin (1.2 - Р2 = О нор.малне 
једначине двеју правих. Те две једна­

. чине можемо -;- ради краТКОЋе -=- еим-
; 

А=О • , 

, , , , , ...... Т оолички изразити овако: 

А 1 =0 и А 2 =0. ;s 
а) Нека је координатни' почетак 

о 
А =<> , х • 

у истом углу у коме Је и угао на си-

метрала PS (сл. 20). Тада су разда­

љине које било тачке (х, у) на угаоној 
• 

20. 
еиметрали . од датих правих Једнако 
означене, 

дакле . . . . . . . . . . . А1 = А2 • 

Il или . . . . . . . . . . . . A.~ ___ k .,_~ .. Q., . 
Ь) Нека координатни почетак није у истом углу у коме је . , 

и угаона симетрала РТ (сл. 20). Тада су раздаљине које {)ил() 

тачке (х, у) на тој симетрали од датих правих супротно означене, 

дакле . . . . . . . . . . . . А1 = - А2 
или А + А О I ~ :/ 

• • • .' • . • • • • • •• 1 2 = . 
Отуд правило: Кад сfi:д''(z-iiiёјёаftаЧllне двеју иравих у нор­

.малном облику, онда се одузимаљем добива једначина оне си.ме­

трале, у којој се налази координатни uочетак; а сабирањем. 

добива се једнаЧ!lна оне друге си.ltlетрале, у којој није коорди­

натни uочетак. 

При.\lер. Дате су праве 4х- 3 у -2 =0 и 12 х + 5 У + ~~ =0 
Нормалан облик тих једначина гласи: 

• 

4х 3у 2 -о 
- - --5 - и ;) ~ \ -

12х Бу 3 
13 13 -13 = о. 

Одузимањем добивамо 
11 

У =8Х- 14 
• 

као Једначину оне си-
• • • 

метралt;, у КОЈОЈ Је и почетак. х 41. . 
Сабирањ~м. на~ази ее у = -8 \" 64 као Једначина оне си­

метрале, у КОЈОЈ НИЈе почетак. 

2:1. Једначина праве која пролази кроз пресек двеју 
. 

датих правих. 

Ако су Р1 =0 
којем било облику, 

и Р2 = О једначине двеју датих правих у 
• 

онда Једначина 

Р1 + )'Р2 О 

• 



представља једначину сваке треъе праве, која пролази. кроз' 

пресек двеју датих правих; јер, ако су (х, у) координате оне 

тачке, у којој се секу праве Рl = О И Р2 = О, онда ъе те коор­

динате задовољити не само једначине Рl = О И Р2 = О, него и 

једначину Рl + АР2 = О. 
Дајуъи коефицијенту А разне вредности, добивамо и једна-

" . 
qине разних ЛИНИЈа, КОЈе све пролазе кроз пресеl{ датих правих. 

Ако права, чија је једначина Рl + АР2 = О, треба да ПРО'l;е 

кроз неку дату тачку (х1 , У1), онда ъемо А израчунати из једна­

чине Р1 + АР1 = О, пошто у њој текуъе координате заменимо 

координатама (Х1, У1)' 

28. Погодба да се три праве секу у једној тачки. 
Нека су Р1 = О, Р2 = О, Р3 = О једначине трију правих у 

којем било облику. 

Ако се могу наъи три броја А1, А2, Аз тако, да се добије 
ћ,.Ј- " ''-'.' '. . 

uде'НUПlчна једначина , 
/ !' -1 .' 

АЗРЗ=А1Р1±А,iiР2' ,i"" 

онда се те три праве сек''iГii7еднојrniiLi'КU::"Јер,' ако су х и у коор­
динате оне тачке, у којој се секу праве Р1 = О И Р2 = О, онда 'he 
те координате задовољити не само једначине Р1 = О И Р2 = О, 

него и идеНТIlЧНУ јсдначину АзРз = ~P1 + А2Р2; пошто је десна 
• •• 

страна Једнarш нули, то Је и лева Једнака нули, дакле 

АзРз = О, 
па како Аз није нула, то мора бити РЗ = О што значи да коор­

динате х и у задовољавају и једначину треъе праве. 

у примени је често А1 = А2 = Аз = 1, тако да је 
.,Р..а = Р 1 + Р2," i"7 ) 

~-"""",,~, " , , ' 

што се казује као правило овако-:-" касГсу дате једначине трију 
правих, па је једна од тих једначина једнака збuру оне друге 

две, онда се те три праве секу у једној тачки. 

ПРЉ}lери. 1. Си.метрале унутрашњих углова у троуглу 

секу се у једној таЧЮ1. 

Ако су једначине троуглових страна у нормалном облику 

А з , О, А 1 =0, А2 =О, 
• 

па се претпостави да Је координатни почетак у троуглу, онда 
• 

су Једначине угаоних еиметрала: 

А 1 -А2 =0, А 1 -Аз =0, А з -А 2 =0. 
Како је прва једначина збир друге и треъе, то се све три . , . 

еиметрале секу у ЈеДНОЈ тачl,{И. 

2. Сuметрала једног унутрашњег угла и симетрале сuо­
љашњuх углова кад она друга два rne,'IIeHa секу се у једној тачки. 



Ц. ДВЕ ПРАВЕ. 

29. Пресек двеју правих. , . 

Нека су у = тх + Ь . .. 1) 
, . Ь' 2 у-тх+ ... ) 

једначине двеју правих АВ и А)В1 
(сл. 21); да се одреде координрте 

њихова пресекаМ. 

За . све тачке на правој АВ 

вреди јеДl:lаЧИl:lа у = тх + Ь.. СЛ. 

у 

За све тачке l:Ia правој А 1В1 вреди једначина у = т'х +. Ь'. 
За ону једну тачку М, у којој се секу обе праве, морају 

вредети у исто доба обе једначине : у = тх + Ь и у = т'х -t Ь'. 
Према томе се координате' тачке М налазе, кад се дате једна-

чине реше; тако се наш13И 

Ь-Ь' 1П'Ь - тЬ' -
Уl = ЈП' -1П . 

х = I , 

) 111' - т 
I 

Нааомене. 1. Кад би било само Ь = Ь', онда би било Х1 = О • 
• • • 

што значи да Је пресек на ординаТНОЈ оси, као што .се види и 
• 

из самих Једначина. 

Н. Ако' би било Ь = Ь' и т = т', онда би се добила нако 
. О 

за х1 ' исто тако за Уl' неодреЂена вредност ·0; те се Дf!е праве 
. - . . 

поклапаЈУ У свима тачкама т.). то и нису две праве, него Једна. 

IП. Ако би било Ь ~ Ь' и т'~ т, али т'Ь = тЬ', онда би 
се добило Уl = О, што значи да се праве се!,)" на апсцисној оси. 

lV. Ако је т = т', а Ь ~ Ь', онда је Х1 = Уl = оо, што значи 

да 

АВ 

су праве паралелне. 

30. Угао· двеју правих. 
Нека су у = тх + Ь и У = т'х+ Ь' једначине двеју правих 
и А1В1 (сл. 21), које' захватају угао u. 
Из троугла АМА1 излази да је 

От)' д . . . . . . . . 

. , 
и=С(-С( , 

tg С( - tg с(' 
tg 11 - ~. 7-~---'=':--' 

- 1 + tg ос tg С(' 



tg <х. - т, tg <х.' = т', то је • 
Па како је . • • • 

т-т' 
tgp =_1_± тт" (/С-) 

Наuомене. 1. Ако је т> т', онда је --tg u > о, дакле угао v 
Qштар. .' 

. Ако је т < т', онда је tg u < О, дакле угао u туп. 
П. Ако је т = т', онда је tg u - О, дакле и u = О т. ј. праве 

су паралелне. 

IП. Ако је 1 + тт' = О, онда је tg u . оо, дакле u = 908 
. ., 
Једна права нормална Је на ДРУГОЈ. 

, . 
Из једначине 1+ тm' = О ~Щ'l, да је 

1 . , . 1 
ЈП= - " или ЈП = ---, 

ЈП т 

,дакле: кад две праве стоје нормално једна на другој, онда је 

константа" правца' једне праве једнака негативној, реЦИПРОЧНОј 

вредности константе пра~ца друге праве. 

Последице. 1. Једначина праве, која пролази кроз дату 

тачку х1 , Уl, а паралелна је с датом правом У = mх +Ь, гласи: 
У - yt = т (х -----с хЈ ). 

П. Једначина праве, која пролази кроз дату тачку х 1 ' УЈ, 
• 

а стоји нормално на датој правој У = mх + Ь, гласи: 
-' 1 

У - Уl = --(х-х1)· 
Ј11 

ЗАДАЦИ. 

1. Како гласи једначина праве, која одсеца на ординатној 
Qси дуж - 2, а нагнута је према апсцисној оси под углом од '150? 

2. Како гласи једначина пра)3е, која даје на 
Qдсечак - 3, а на ординатној оси одсеЧaI( 2? 

3; Конструиши праве 

. . 
аПСЦИСНОЈ оси 

аЈ у=3х+5, Ь) у=-2х+3, с) у=2х. 

4. Како гласи једначина' праве, која пролази кроз таЧКе: 
а) (1,-1) и (-2,2), ЬЈ(2,'/) и (-1,1), 

1 '2 
с) (- 2" ' 3) и (3, О), d) (О, - 2) и (- 3' 3). 

5. Права пролази кроз ~ачку (- 2, + 5) и паралелна је 
а) са Х-осом, Ь) са У-осом, с) са симетралом угла ХОУ или Х1ОУ; 
како гласи њена једначина? 

6. Кад су праве Ах+Ву+С=о и А'х+В'у+С'=о пара­
лелне, а кад су једна на другој. нормалне? Какав им је> узајамни 
положај, кад је А: А' = В : В' = С : С'? 
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7. Нацртај на милиметарској хартији праве Х + У = 3 и 
У 

. 
2 х _. 2 = 3 и реши графички њихове једначине. 

Исто тако: 2 х + у = 7 и 3 х -,-- 5 У = - 9. 
8. Нацртај правоугаонике код којих је а) разлика измеЂУ 

. 2 
основице и висине 3 ст, Ь) висинај~рнака 5 од основице. 

9. Одреди једначину праве, која пролази Кр03 тачку (4, -- 1) 
и Кр03 пресек 'правих у = 2 х - 4 и У = - х - 5. 

10. Одреди је дначину праве, која пролази Кр03 тачку (- 4,3) 
а паралелна је с правом 5 у = ~x - 4. 

11. Одреди једначину праве, која пролази Кр03 тачку (1,4) 
а нормална је на правој 2 у + х - 2 = О. 

12. Дата су темена троугла АВС: одредити једначине правих, 
које пролазе' Кр03 почетак, а паралелне су са CTpaHaM~ тога тро­
угла, или су на њима нормалне. А (2,3), В (- 4, б) .. С (3, -- 5) . 

...... ~.". ' . , х х 

13. Кроз пресек правих 3 + у -:-: 1 и 2- - у = 1 повучена 

је нормала на ову другу праву; како гласи њена једначина? 

14. Крајне тачке једне дужи имају координате (1, - 2) и 
(13, - 4); одреди једначину њене симетрале. 

15. Стране једног троугла имају ове једначине у = - х - 3, 
7 У = - 2 х ~ б, 3 У = 2 х - 14; одреди координате његових 
темена, као, и површину. 

16. Темена једног четвороугла имају ове координате (3,'4) 
(2, О), (- 2, - 1), (- 2 ,2); одреди пресек његових дијагонала. 

17. Једначину праве2х-3у+ 1 =0 све ди на нормалан облик. 
18. Одреди раздаљину а) тачке (2,3) од праве 4 у = 3х + 12; 

Ь) тачке (--. 7, - 4) од праве 15 у = - 8 х-- 30; с) почетка од 
праве 2 х + 3 У -- 7 = О. 

19. Темена једног ТР9угла имају координате: (- 2,2), (.1,2), 
(1, б); одреди а) једначине страна, Ь) једначине висина, с) висине, 
d) координате средишта уписана и описана круга. 

20. Одреди раздаљину изме"ђУ правих 
х + у у 3 - 8 = О и х + у уз - 12 = О. 

ПОМОЋУ њихових раздаљина од почетка; 'или одреди пресек 
једне од тих правих с једном координатном осом и за тим 
његову раздаљину од друге праве. 

21. Краци једног угла имају једна чине: а) 3 у + 4 х =, 2 и 
4у =з х .L5; Ь) 10 У - 24х = 1 и .бу -- 8х = 5; наЋИ једначине 
угаоних симетрала. 

22. Једначине правих: х - у =0, х +.lJ = О, 2 х - 7 = О, 

2 х + 7 = О, 3 у - 4 = о, Зi.lJ + 4 = О, У + х V 3 = О свести на 
нормалан облик. . .. 

23. Одреди раздаљинутачака (5,2) и (-5,-



')"'" ,~/ 

24 •. Да ли праве а) 2 х + 3 У + 48 = О и х + 2 у'+ 7 =: (). 
пролазе кроз пресек правих у= - 3х+ 5 и у =;= - 2 х ~ 4?" 

25. До кажи аналитички ове три теореме: 
а) Симетрале. упоредних углова стоје једна на другој, 

нормално; 

Ь) Висине у т-роуглу секу се у истој тачки; 
с) Симетрале троуглових страна секу се у једној тачки. 

25. Нека је а основица једног троугла, а d 2 разлика измеђУ 
квадрата других двеју страна; одреду геометриа.ко место темена. 

27. Одреди геометриско место тачака, које имају од праве 
4 х - 3 У + 5 = О раздаљину а) 4, Ь) - 3. 

о 

28. Два темена једног троугла имају координате (1, 1) и 
(2, 3), а површина му је 3; .наЂи геометриско место треЋег 
темена (може се решити и по чл. 11). 

. ~9. Дате су једначине двеју правих: 3 х + 4 У + 12 = О И 
~ Х + 4 У - 6 = О; одреди геометриско место тачака, које су 
Једнако удаљене од 'обе праве. . 

30. Над дулш АВ = с конструисани су троугли АВС тако,. 
да CTp:;lHe АС и ВС стоје у истој размери као оближњи одсечци, 
који постају на основици АВ кад се повуче висина из С; наЂИ 
једначину геометриског места за тачку С. 

о 

31. Над дужи АВ = с, конструисани су троугли Аве тако, 
да их висина из тачке С дели по размери т : п; наЂИ геоме--
триско место за тачку С. . 

32. Дат је прав угао. Одредити геометриско место оних 
тачака, за које је а) збир, Ь) разлика њихових раздаљина од. 
кракова константна количина. 

Кщю гласиједначина за геом. место, кад збир тих раздаљина 
стоји према њиховој разлици у сталној размери а : Ь? • 

33. Дат је равнокрак троугао; одреди геом. место оних 
тачака, чија је раздаљина од основице једнака\полузбиру њихо-· 
вих раздаљина од кракова. 

. 34. Представи графички ток ових линеарних функција,... 
познатих из физике:: 

1) s = ct; 
З) lt = 10 (1 + ос/); 

независно проме_нљива.) 

2) v = gt, v = с + gt, u = с - gt; 
4) 19t = ио (1 + з.осt). - (Овде је (: 



ЧЕТВРТИ ОДЕЉАК 

КРИВЕ ЛИНИЈЕ. 
ТОЕ: кривих линија. - Тан-геите и нормале в:ривих линија . . . 

1. ТОП ПРИВИХ ЛИНИЈА 

31. Диференцијални I<ОЛИЧНИI<. 
а) Пењање криве линије . 

. Кад је дата једначина са две пјюменливе, али не првога 
• • 

етепена, онда Је она геометриски представљена кривом ЛИНИЈОМ 

у 

, 
I 

О L---z-"'--'r"="'"! -----:Х 

Сл. 22. 

х + 6 х, у + 6 у. Да се 
Ђена тачкама Р 1 И Р 2' 

3атачку Р2 вреди: 

(чл. 13). 
На сл. 22 представљена линија 

• 
има Једначину. 

х2 

. у= ;т--2х+3. 

По слици се познаје, да је ова 

функција непрекидна у области, коју 
представља слика. (Тригонометрија 

чл. 15.) , , 
Тачка Р 1 нека има координате 

х и у, а координате тачке Р2 нека су: 
. . 

одреди пењање сечице КОЈа Је одре-

, 

(х + L'.X)2 
у + 6 у = 2 - 2 (х + 6' х) + 3, отуд 

6у . 6х 
,6:r = х - 2 + 2 ............. 1. 

Из ове једначине види се, да пењање сечице није константна 

I(оличина, јер зависи од х и мења се са апсцисом тачке Р1 чак и 

онда, кадје 6 х константно. Таједначина не казује пењање криве 
линије у свима тачкама, које леже измеЂУ Рl и Р2' 

Ако ли се тачка Р2 приближује тачки Р1' онда диферен­

ције. 6 х и 6 у постају све мање и приближују се нули ]{з0 

граничној вредности (Lim 6 х = О, па с тога и Lim ,6 у == О, 
јер је функција непрекидна), али не постају нуле. 

То примицање тачке Р 2 тачки' Р 1 може се извести обр­

тањем сечице око тачке . Р 1; сечица се при томе. приближује 

граничном положају Р1Т1 , т. ј. тангенти l<риве линије у тачки 

Р К . L' 6х О·... . 6 у 
. l' ако Је zm 2 = ,то · .. е пењање сечице, т. Ј· ,6х' тежити 



граничној вредности х - 2. Ова вредност представља константу 
правца за тангенту. у тачки Р 1, Та гранична вредност бележ:и! 

се са Lim ~ ~ за Lim D, х = О, или још краъ.е: у' или ~~, а зове". 
се диференцuјални колuчник од у по ~-y, или изведена функцпја:" 

или нај краъ.е : извод. 

Ваља имати на уму, да је ~~ само знак за у' и да има" 
само облик раЗЛОМIШ. С тога не треба читати: dy кроз dx, илиr 
dy са dx, него dy по dx. Назив диференцијални количник само-.. 
подсеъ.а на ностанак из количника двеју диференција. ' 

, . 

моГ)'ъ.ност постојаног приближења разлике· D,x нули И.С 

појава граничне вредности за D, у може се овако објаснити: 
. . ~x 

На сл. 22. тачка Рl има апсцису 3; ЗlЮ се .за D, х узму-
редом ове вредности: 

0'2, 0'02, 0002, 0'0002, 000002 .... 

онда Ђе се за .~ ~ добити редом ове вредности: 
1-1, 1'01, 1'001, 1'0001, 1'00001 .... ; 

Као што се види, количник диференција опада и све се· 

више приближује вредности 1, кад се х приближује вредности 3 .. 
Ако бисмо хтели дознати пењање криве линије у којој било, 

другој тачки, онда бисмо морали у диференцијалном количнику' 
dy 2' . 
d' = х - заменити х џпсцисом те друге тачке. Пењање је' 
х . 

функција од х, ДЗl{ле променљиво; оно је константно само за., 

линеарну функцију у = mх + Ь; ту је .~~ = т (чл. 18). 

Диферентовати неку функцију значи одредити њен дифе-, 
• 

реНЦИЈални количнИlС , 
Ь) Погодба да функција има дUференцuјалнп. колuчник. 

I{ад се тражи диференцијални количник, онда се претпо-, 

ставља, да је за Lim D, х = О и LimD, у = о на оном месту". 

где се тражи диференцијални количник, т. ј. да је функција на, 

том месту непреКlfДЮ'\. 

3а пример под а) имамо . 

D,y=(x-2) D,x+(D,2x )z. 

{{ад је Lim D,x = О, онда је и Lim D,y = о, и то не само· 

у области од х = О до х = 4 која је представљена на сл. 22"., 
• . него и за све вредности од х. Функција је ДЗl{ле непрекидна> 

на сваком месту у целом свом току. 
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с) EKcmpeN.He вредности функције. 
Докле се год линија пење (сл. 22), кад апсциса расте, дотле 

је нагибни угао дирке (као Р1 Т1) према цпсцисној оси оштар, 
према томе у' позитивно. Ако линија пада, онда је тај угао 

туп (дирка РТ), према томе у' негативно. Ако је . за неку одре­
<ђену апсцису тај угао нула, онда је дирка паралелна са апсцис­

нам осом, и линија Nоже на том месту имати једну највишу 
• • 

или наЈНИЖУ тачку т. Ј. она може имати максимум или минимум. 

Да ли функција има максимум или минимум, позна'в.е се по 

диференцијалном количнику у'. Ако функција има максимум, 

<онда се линија прво пење, за тим пада, и д~ференци.iални 
количник мења знак на том месту; непосредно пре тога П03И-

• • 
тиван Је, непосредно за тим негативан Је. 

Ако функција има минимум, онда линија прво пада, па се 

за тим пење; диференциални количник на том месту мења знак, 
\. . 

непосредно пре тога негативан Је, а· непосредно за тим П03И-
• 

тиван Је. 

Такве максималне или минималне вредности (које се З0ВУ 

и екстремне вредности) само су релативне т. ј. за максимум је 

ордината (или функциона вредност) веЋа, а за минимум је мања 

но што су ординате непосредно оближњих тачака. Према томе 

МОГУЋНО је да се на неком другом месту појави, апсолутно 
узевши, још веЋа или мања вредност. Може максимална вред­

ност, апсолутно узевши, бити мања од минималне. Тако је на 

сл. 23 ордината тачке Р1 мања од непосредно оближњих, и она 
представља дакле минимум. Тачка Р2 има максималну ординату 
т. ј. веЋУ од непосредно оближњих. Па ипак је, апсолутно 

'узевши, минимум Р1М1 ве'в.ц од максимума Р2М2 • 

у 

I 
у 

, 
I 
I 
• . ~ • , 

• f • • • , 
• I , , 

Ј 
--::?~:...-.~ Х 

О 

• 

, , , 
• 

, 
• , I 

.Х I I 

Jf, О ~ ~ .v 
Сл. 23. Сл. 24. 
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Наиомена. И. ако је за неку функцију диференцијални' KO~ 

личник ';; - О, то још не значи, да фуикција мора имати 
максимум или минимум. Пример' за то даје линија у=х3 (сл. :~4). 

3а ту је линију 

у + л у = (х + 6 х)3 = х3 + 3 х26 Х + 3 х 6 х2 + L. х3*) 
према томе ..... 6 у = 3 х2 .6. Х + 3 х 6 х2 + 6 х3 

6 у = 3 х2 + 3 х 6 х + 6 х2 
6х . 

з. ........... ~~ = 3 х2 

пошто се чланови 3 х 6 х и 6 х2 губе због Li:m 6 х = О. 

Кад је х = О, онда је и ;::: = О, али функција на том месту 
нема ни максимум ни. минимум, пошто она не прелази И3 

пењања у падање, ни И3 падања у пењање. Линија. се пење 

О О · . dy 3' 2 
како пре х = , тако и после х = , )ер Је' ix = х позитивно, 

како за позитивне, тако и за негативне вредности од х. За х = О 
добива се скретна тачка О. 

Примери. , 
х2 .. 

1. Исuиmивање криве линије у = 2 - 2х + 3 (сл. 22). У ч.II. 31 

на'ђен је диференцијални количник 
dy 
dx=x-2. 

Кад је х - 2 - О, дакле х = 2, онда је у = 1. 
Треба испитати, да ли је та вредност су = 1) . максимум 

'Или минимум. 

Ако је 1) једна врло мала ПО,зитивна количина, онда је за 
з.псцису 2 - 1) диференцијални количник - 1), дакле негативан. 
3а апсцису 2 + 1) диференцијални је количиик + 1), дакле ПО3И­
тиван. Функција према томе, на месту х = 2, прво опада, за 
тим расте, т. ј. она има за х = 2 минималну вредност: + 1. 

Испитивање саме функционе' вредности показује, да је 

uредњи закључак тачан. Ако се у једначини ставе на место х 

вредности 2 + 1) и ~ - 1), добиt..е се 

у = (2 t 1»)2 _ 2 (2 + 1») + 3 = 1 + ~, и 
_ (2 - 1»2 _ 2 (') _ 1» + 3 = 1 + 1)2 • • 

у_. 2 ~ 2 

*) ПОД 6 х2 и .6. х3' треба разуыети (.6. х)2 и (6 х)3. 
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:Како су обе ове оближње' вредности вет.е од 1, то значи.' 

'.-;а, функција У ,; - 2 х +3 И,ма за х = 2 минимум. " 

, '" Тај је минимум још и најма'ња вредност, коју може функција 
• 

уопште имати, као што се види из Једначине 

" 2у=х2 -4'х+6= (х-2)2+2. 

П. Од свих uравоугаоника, који имају исти обим 2 и, који 
има највет.у UО8ршину? 

Ако је једна страна Х, онда јеоближња и - Х, а површина' је 
" у =Х (и -Х) ,= их-х2. 

3а диф. количник налази се 
dy _ ? 

d 
-и -~x . . х 

, и 
Он је = О, кад је 

и 
Х=:.!; тада Је и друга страна _. 

2 
и 2 

воуr;аоник има површину Т' 

• 

Пра-

Сад треба испитати, да ли Је та вредност максимум или 

минимум. 

и 
3а х = 2 - d диференција:лни је количник: + 2 а; 

за х = ~ + 3 диференцијални је количник: - 2 3. 

·и 
Према томе, на месту х , 2' 

" позитивних вредности у негативне; 

и 
за х= 2' 

Испитивање саме функционе 

предњи резултат тачан. 

3а оближње вредности 

,диф. количник прелази И3 

функција је ДaI\ле максимум 

. , 

вредности покаЗУЈе да Је 

и 
и 2 + 3 бит.е друга страна 

правоугаоника: ~ + 3, односно ~ - 3, Површине су тада:: 

Уl ' (~+з)('~~з) = и
2

_ а2 
,2 2 4 

У2 = (~ - 3) (~ + 3) = ~2 _ 32. 
u 2 • и 2 

Како су обе ове вредности мање од Т'' то Је Т маКСИ:\1УМ. 

Последица. Два променљива броја, чији је збир сталан. 
" 

дају највет.и производ онда, кад су једнаки. 

Од свих правоугаоника истог обима квадрат има највет.у 

површину, 
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1Il. Од свих uравоугаон.шш, којll llмају llсrnуаовршйну,којй 
има нај.мањи обим? 

Ако су х и у стране, 2 11 обим, а ~p површина, онда имамо 
/ 

једначине 
.. ху = р, х + у = II 

отуд и = х + ~; за диференцијални IЮЛИЧНИК налази се 
du = 1- Е... 
dx х2 

• 

Из једна чине 

томе 'И у = 1'р. 

1-- Р2 = О 
х 

добива се х= ур: 

Правоугаоник је, дакле, Iшадрат. 

па према 

Испитивање диференц~јалног количника показује. да он на 

. месту х = УР прелази из негативних вредности у позитивне, што 
значи, да функција има минимум. 

Последица. Два променљива броја, чији је производ сталан, 
дају минимални збир кад су је.w;наки.~ . 

Наuомена. Практична је примена овог задатка .ова: за 

канал, чији је профил правоугаоник од 1 m2 површине, УТРО­

ши'в.е се најмање материјала, кад тај профил. буде квадрат. 

Задаци. 

1. У троуглу је један угао сталан; исто тако је сталан збир 
оних страна,. које захватају тај угао. Колике треба да су те 
стране, па да троуглова површина буде максимум? -

Наао,мена. Ако се у неком изразу. који треба да буде 

максимум или минимум, налазе стални чиниоци, онда се ови 

могу ИЗQставити при изналажењу Погодаба. 
2. Од свих облица, које се мЬгу уписати у правој I{ружној 

купи, lюја има највеЋИ омотач? 

3. Број а растави на два сабирка, тако да збир њихових 
квадрата буде минимум. 

4. Испитај ток ових функција: 
аЈ у = - 3х2 + 6х - 7 Ь) У = х2 -- 4х + 7 

па их представи графИЧIШ; одре.ди им екстремне вредности. 
5. Дата је линија у = x~ - 4х + 7 и на љој тачке чије су 

апсцисе а) - 1. Ь) + 2; одреди нагибни угао тангената у тим 
тачкама. 

6. Може ли се на линији у = - 3х2 + 6х -', на-lш тачка 
у којој је дирка нагнута према апсцисној оси под 600? 

Геометрија IV' 
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7. У даfом~ fро5rглу уiШсаfи праnoуrаоiiик максим!ЈIli~ 
површине. . 

8. Суд има об.1ИК правоуглог паралелепипеда, а основа 

Љегова има сталну површину р. КОЛИI(е треба да су бочне 

ивице, да би цео притисак на бокове, од једне течности која 
• 

се наЈЩЗИ у суду до висине h, Ђио минимум? (Види знд. IП.) . 
9. Кад се усправан цилиндарски суд пресече једном равни, 

која пролази КрО3 његову осовину, онда се добива паралелограм 

чија је површина р; колике треба да су стране тога Шlралело­

rpaMa, да би збир притисака на дно и на бокове био минимум, 
кад се суд напуни? (Рсшење као у зад.9.) 

32. ДИференцИјаЛНИI<ОЛИЧНИI< обичнијих израза.· 
До сада смо диференцијалниколичник дате функције, кад 

год нам је био потребан, изве.1И потпуно. Али је чеСIО потребно, 

. да се диференцијални количник обичнијих израза, lюји се у 

практичном рачуну често јављају, зна на памет, као обрааац. 

То су ови изрази: 

1. у = а; ако је а константа, _онда је и 

у + 6У = а; отуд 6У =0, ~~ =0; према томе и 
~y =0 
dx 

т. ј. дuференцuјалнu КОЛUЧНll1( константе jedHat{ је нули. 

2. ДllфереНЦllјалнu f{ОЛUЧНl/I( сmеuене КОЛll'llzне: 
а)3а целе позитивне изложитеље. 

~) у = х 2 

У +6У = (х+6х)2=х2 +2х. 6Х + 6x ll 

6y=2X6X+6X~ 

~~ =2х + дх; како је lim 6Х = О, то је 

~; =2х. 
~) у =х3 

По чл. 31. С, напом.би+.е ~; = 3x~ 
Ь) 3а целе 

ос) 

негаТивне изложитеље. 

у=х-1 

1 
Y=~ 

х .' . 1 

и+6У=х+Ь. х 



, 1 
-;----,--:---с-. 

х (х+ L'l.x)' 
1 
2 

Х 

,~) , У =х-2 

1 
У= х2 

за lim L'I. х = О БИЋе 

. 1 
У + L'I. У = (х + L'l.xi отуд 

1 ' l' -2х.L'l.х-,6х2 

L'I. у= (х + L'l.X)2 - х2 = ~2(x + L'I. x)~ 
L'I. .lJ - 2 х - L'I. х. . 
л ,,= 2 ( + л ')2 ' за llm L'I. х = О БИ'liе Lj.x х х Lj.x 

dy =--:-2х =_ ~ = --2х-3 
dx х4 х 3 

с) За разломљене позитивне изложитеље. 
2 
~ 

,у =х 3, или 

у3'= х2. 

Како једнаке Iюличине морају имати једнаке изводе, то је 

3 у2 dy = 2 х dx , 
, dy 2 х 2 х 2 - ~ 2 2.-1 

отуд dx =-;$ у2 ~ 3 : =-;$Х 3 =-;$Х 3 , 

Х 

Из ових примера види се; да у опште функција у = х n има 
диференцијални количник 

" dl] '1 
-,"-' = п хn- , 
dx 

3. ДuфереНЦllјалнu lЩЛUЧНlIК корена. 
Дати корен треба претворити у степен са разломљеним из­

ложитељем. На пр. 
-;> 4 

У =f'X 4=X3 

dy ~~x ~ _i.'ЗГх-(Јх - 3 - 3 v • 

4. У = u . и, где су II и и функције од х. , 
у + д у = (ll + L'I. 1I) (и + Д и) ---' llV + lJ L'I. u + ll,6U +.6. u . ,6.u 

L'l.Y=vL'l.ll+UL'l.V+L'I.~6v ' 
6х L'l.x 6х 6х,. 

3' , 
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Како због liпi f:s о = 11 oTriaJЩ Hfi деСНОЈ 

члан, то је dy = о dl1 + 11 do. 
(lx dx dx 

dy 
Последица. у = ах, отуд dx = а. 

II . 
5. у = -, где су 11 и О функције од х. 

о 

страни 

Може се писати у о = и, па диферентовати као под 4. 
~'" 

do+ dy dll 
у[Гх. о dx = dx 

du dv 
v d -lld = х . х 

v'.l 

dy. 1 du -. ....".....- - - ~-. 

dx - lJ dx 
у !1и _ 1 dl1 U dv 

-и dx -и dx -iJ2 dx 

, 

Наиомена. Добио би се исти 

Писало овако: у = 11 V -1, па радило 
резултат, кад 

као под 4. 

U 
би се у =:­

V 

6 У ах dy - а . =, d - • 
х . 

;[2 

7. У чл. 31. нашли смо, да је за функцију .ч = 2 -- 2х + 3 

диф. КОЛИЧНИI( ~~ = Х - 2, т. ј. дифереНЦllјаЛНll КОЛllЧНllК а.лге­
барског збира једнак је алгебарском збцру дliфереНЦllјалних 

јФЛl1'lНll1(Q његових чланова. 

8. Ако се у основи какве степене количине, или у ради­

канду, налазе сложени изрази, онда се такве функције могу 

свести на горње прqстије облике; на пр. 

а) у = (ах + ьр; треба ставити z = ах + ь 
y=Z3, 

Како је 6у =6Н . 6 Z
, то i1.e при прелазу IШ граничним 

. 6х 6Z 6х . . 
вредностима вредети и ово: 

d d dz .у- y.~ 
dx - dz dx 

~ 

У овом је примеру ~; = 3z2 , -:.,-~- = а 
Множењем ових двеју једначина налази се: 

dlJ . 
d~ == 3azll = За (ах + Ь)2. 

Ь) у = Y~a::>"2 --;+~x~2~; треба ставити z == а2 + х2 

y=v:z 
dJl ' 1 
'{z. =211;' а 

dz 2' - -- х - " dx 

dy х 

(ix 



!Ј. У = sin х 
у + 6У = sin (х + 6х) = sin х cos ,6,х + cosx sin 6х 

6у= sin х cos 6х + cos х sin 6х - sin х 
6у = sin х (cos 6х - 1) + cos х sin 6х 

6у = si:n ~ (cos 6х -1) + cos х ~in ,6,х 
6х 6х ,6, х 

Како је за иm 6х = О, cos D,x = 1, то је cos 6х - 1 = О; 
s· Д 

q. lim l~ ~ = 1 '); према томе је . х 

dч . . ' = cos х. 
, dx . 

10. у = cos х . , 

y+6y=cos (x+6x)=cos х cos6x-sin х sinL ... x 
6y=cos х cos6x-sin xsin 6x-cos х 
6У' = cos х (cos 6х - 1) - sin .'1:. sil1 6х Ј 
6 у co.~ х ( л" 1) . sin L:::"x , = л cos Lj. х - - szn х . л 
6х Lj.X ~x 

КШЮ је за lim ДХ = О, cos 6х = 1, то је cos 6х -1 =, О, 
sil1 6х , 

а lim 6Х = 1; према томе Је 

dy .. 
d 

= - szn Х. 
Х . 

Задаци, 

. НаЂИ диференцијалне количнике ових пет функција: 
х2-2 

1. y=V'5ax; 2. y=x2 Va2 -х2 ; 3. у= х+l 
х 

4. У=У'а 2 +х2 ; 5. y=Y(a2 -х2)3. 
6. Код једнаког кретања брзина је пут, преЂен • 

у Јединици 

, 
времена; т. Ј. 

s 
С=Т' 

*) Лук је веt.и од синуса, ·а мањи од тангенте, дакле 

sin L:;x < .6,х < (у ,6х 
Делеt,и са sill L:;x, налазимо; 

1 <.6,х 1 
sill .6, Х < cos .6, х 

или 
sin .6, х 

1 > 6х > cos L:;x 

sin L",x 
Разломак - налази се дакле у границама 
. 6х , 

П ,[" л 1 . [' Sl1l.6, Х 1 
"а .K:;\I~O Је 111l cos ~x -. то Је 1111 . C;i~ =. 

измеi;у cos L:;x и ;1, 
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Кад је кретање неједнако, па прирriштају BpeM.eHa~,t од­

.овара прирпштај путаЬs, онда је 'Z.: средња . брзина на то 
. . 

време; да бисмо наш.ш тренутну брзину у времену t, треба 
преt.и са· количника "диференција количнику диференцијала. 

Т ".. ds 
ако се за неЈеднако кретање налази и= d t 

томе 

На пр. за једнако убрзано 

ds 
U=d-=gt. 

t " 

кретање имамо: S - g [2 • --2' према 

7. Кад се неко тело креЋе тако, да измеЂУ пута s и вр.емена t 
постоји" једначина s - аt з, колика је тада тренутна брзина у 

времену t? " 
8. Утицај неuзбежнuх uогрешака ири Jlfерењу на llзрачунате 

резултате (рачунање .решке). 

Израчунавање лоптине запремине из полупречника. 

Ако је 6 г грешка при мерењу полупречника, а 6 lJ греШIШ 
. . ф .. 6, и 

у израчунаТОЈ запремини, онда се количник. ди еренцијН" - г 
~ . . du . 1\. 

разликује од диференцијалног· количника l = и'. с тога се може. 
(Г . 

Ьи '+ 'Л· 'л +·Л писати ... Л = и е, отуд LJ и = lJ LJ Г Е L\ г. 
L.:>l' 

Што је мање 6 Г, тим је мање ИЕ, и· У толико је више 
. . " 

оправдано да се за оцену грешке у запремини узме ЈеДШLчина: 

/\'ии'·6г. 

Отуд правило: кад се диференцuјалнu КОЛ!lЧНUК заuреJlfUне, 
• • 

узет ио nолуuреЧНlIКУ, uомножu греШКОJll КОЈа Је у'шњена ири 

Jlfерењу . uолуаречншш, онда тај ароизвод даје доста" шачно 

грешку заuреМllне. 

• 
а) Полупречник равностране облице нека је г = 5 ст. Ако 

се при мерењу тог полупречника учини грешка 0'1 тт, колико 
она утиче на површину и запремину? (Релативно, апсолутно, 

у процентима.) 

Ь) У праве купе неIШ је r = 4 ст, h = 6 ст; при 
• 

нека Је код полупречника и висине учињена грешка по 

Колика је највеЋа могуЋНП грешкп у запремини? 

мерењу 

0'1 тт. 

Треба засебно израчуна'ГИ утицај једне и друге грешке на 

"(2 r7th r 2 7t ) запремину :1 6г, 3 1\. h па сабрати обе грешке. 

с) ОдреЂивање густине s чврста тела, 



Тежина тела у ваздуху нека је р, а у води Р1 ;_T~дax~~ 

а= р . Грешке 6.Р и 6.ћ при једном и другом Mepe;y'iri 
. Р-Р.. ....->, 

могу се узети да су једнаке. Грешка 6.ћ веЂа је од 6р, збоr 
веЋег трења у води, . 

. Добива се 

d) У правоуглом троуглу катете су: 
одредити грешку 

Добива се 

• 
у хипотенузи, ако Је 

а = 200 т, Ь = 300 т: 
она за катете 0'1 о/о . 

6 С= a~a+b6.b. 
V а2 + Ь2 

33. Други дџференцијални КОЛЈ{ЧНИК. 
На многим досадашњим примерима види се, да је дифе­

ренцијални количник једне функције у опште функција незљ 
х2 

висно променљиве. На пр. у -" .2 - 2 х + 3. 

dy . 2' 
dx=x-:- . 

Према томе се може и тај диференцијални количнИI{ дифе­
рентовати по истој променљивој, ако се количник диференција 

приближује некој граничној вредности. 

Тај други диференцијални количник могао би се означити 

d (~~) . . d 2у 
овако dx 'што се пише I\paiie овщю: d:L: 2 или у" .• 

. d 2y . 
За горњи пример Је dx 2 = 1. 

34. Вначај и примена другог диференцијалног количника. 
. dlJ . 

Први диференцијални количник d"X значи геометриски пе· 
њање (tg rl.) оне линије, која графички представља функцију. 

d 2y . 
Према томе dx 2 значи промену тога пеiьања т. Ј. растење или 

d 2џ 
опадање. Кад је dx'2 позитивно, онда 

• 
месту; ако Је негативно, онда пењање 

меру оно расте. 

пењање расте на том 

опада. У горњем при-
• 

у примерима чл. 31. показато је, како се испитује, да ли 
~ . dy О 

се АООЩЩ из Једначине rl • = ,одговара. 
H~ 
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максимуму или минимуму. То се питање брже решава, кад се 

употреби други диф. КОЛИЧНИI{, Ако линија има максималну ор­

динату (сл. 25), онда се она прво пење, за тим пада; (у ос је 
. dч . 

позитивно, а tg ос' је негативно т. Ј. d'x опада, па Је с трга други 
други диф. количник неГативан. 

у 

р 
, р 

Сл. 25. Сл. 26. 

Ако линија има минималну ординату (сл. 26) онда она прво 
. пада, за тим се пење; tg ос је негативно, tg ос' је позитивно, т. ј. 

~~ расте, па је с тога други диф. количник позитиван. 
Отуд излази за изналажење екстремних вредности једне 

функције ово правило: , 
Треба наlш ирви II другll дllференцuјаЛНll КОШIЧНlШ, па ста­

eumll ирви једнак НУ)lll и реи1l1ти ту једначt1ну; тако добt1вене 
корене треба YHemll У други диференцијални ]СОЛllЧНlШ, иа вllдеПlll 
да лt1 Ђе тај други количник бити uозитиван llШl негаuшаан; 

uозиШllван знак одговара миНllМУ.МУ, а негатllван /f/QKCt1My.i.,y 
нџ оним местима дате фУНКЦllје, која суодреЂена UOJ\lCNymu,II 
HopeHIlMa. 

х3 х2 

На пр. У = 3" +"2 - 2 х + 5. 
dy d2ч 

Овде је dx = х2 + Х - 2, а d;;2 = 2 х + 1. 

Једначина х2 + Х - 2 = О има корене - 2 и + 1. 
.. d 2 y 
3а х = - 2 БИЂе dx 2 = - 3. 

. d 2 

3а х=+l БИЂе 'dx~~=+3' 
·што значи, да је за х = - 2 дата 

х = + 1 минимум. 
функција максимум,. а за 

Наиомене. 1. Може се десити да буде и 

изузетном случају неЂе овде бити говора. 

но о том 



П. Дешава се, нарочито код раЗ.1Омаl,а, да други дифер~~~~ 
цијални КО.1Ичник није тако прост израз, да се може лако- oдpe~ 

дити његов знак. У том случају помажемо се ОВaIЮ: -, , 
Н . , Il ." > ии - ии 
ека Је у = -; тада Је у= , 11 • 

~ : V 

Кад се у овом изразу х зам~ни оном вредношъу, која даје 

МaI(СИМУМ или минимум. онда ъе рити uv' = О (јер је због у == О 
II О . > О') .h " 

И разломак 11= >' т. Ј· и=; :према томе пе!Ј имати и(:ти 

, , / / 
VU II А . > 

знак као = -. ко Је поред тога v позитивно за све стварне 
v v 

вредности од х, онда треба ca~o гледати какав знак има и'. 

Пример. ИзмеЂУ кракова угла ос дата 

је тачка Р (сл. 27). I{роз ту тачку повуъи 
праву ВС тако да се добије троугао Аве ]Ј 
минималне површине. r--

Нека је PD 11 АС, РЕ 11 АБ, AD = а 

АЕ = Ь, АБ = х, АС = у; тада је А ~--'::----'!~-
ху. Ь sin ос х 2 g С 

р = -2 szn ос = 2' . 
x~a 

Како је овде 
ь sin ос 

2 
константна количина, 

х 2 

минимум, ЮЈД > = Z буде било минимум. 
х-а 

> > (lz xl! - 2 а.Т 
Имамо пре свега d = ( 2 • 

Х х-а) 

Ј х2 - 2 ах О .; 'Ј 
едначина ( )2 == даЈе х = ~ а. 

х - а> • 

Сл. 27. 

то ъе р бити 

Знак другог диференцијалног IШ:IИЧIIИIЩ БИ'ве исти IШО У 

ц' 2х-2а. . 
, v - (х _ а)2 ; па како Је именитељ позитиван за сваку вредност 

од х, то ъе се гледати само на ЗНaI{ б,ројитеља. , 

Задаци. 

1. Који број, кад се сабере са својом реципрочном вре,'\­
ношъу, даје најмањи Збир? 

2. Од дрвена трупца, чији је попречни пресек круг полу­
пречника 1', треба истесати греду у које је попречни пресек 

правоугаоник: I\3KBe морају бити њене димензије, да би могла 

носити максимални терет? (Јачина греде сразмерна је основи 

и квадрату висине.) Правоугаониr{ > је у кругу уписан. 
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3. У. датоме кругу уписати правоугаоник максималне· по~ 
-. Врщ:ине. . . 

. 4. У датоме кругу уписати праВQугаоник максимална обима. 
5. Поред праволиниског зида налази се поље, које треба.у 

обл~ку правоугаоника заградити оградом о.д 
100 т дужине. Колике треба да су димензије 

тог праiюугаоника, 'да би му ПОВРI~iина била 
макЬимум? . 
. 6. Сл. 28. представља основу једног стана. 
АС ;::: х, CD = У треба изабрати тако, да при 

сталној површини ACDE з6ир свих унутраш" 

,е---,г--_ ... ј} 

. њих зидова буде минимум. АБ треба да је· А·· Д 

fAC. Израчунај х и у. . 

Сл. 28. 

7. Прозор има облик правоугаоника са полукругом над 

ЊИМ. Како треба изабрати стране тог правоугаоника, ако је 

обим цела прозора и, да би. кроз тај прозор пролазило што 

више светлости? . 
8. Горе отворен канал, чији је профил правоугааник (по­

вршина р), треба тако саградити, да ПОlшашена површина 

Iшнала буде минимум; израчунај димензије канала. 
9. Тетраедар пресеt.и једном равни, Iшја је паралелна са 

две ивице које се УI,рштају, тако да павршина пресека. буде 

максимум. 

- 10. У датај лопти уписати праву купу максималне запремине. 
11. Дата је тачка М у раздаљини d ад средишта О једне 

лопте. Нармално на МО паС'гавити раван тако., да купа, чији је 

врх М, а аснава пресек те равни са лоптом, има МaI{сималну 

запремину. 

3ад. 10. осабити је случај задатка 11. 
12. Од свих цилиндарских судава, који су горе атварени, 

а имају исту павршину, каји има највеЋУ напремину? 

13 . .реши зад. 12, кад су судави горе 3ЮЋареIlи. 
14. Од свих аблица исте запремине каја има минималну 

павршину? 
• 

15. Од цемента има да се начини ЦИЛИНДПРСIШ скупљач на 
ваду, ПIКО да маже примити адреЂену количину ваде; калике 

марају бlПИ његове унутрашње димензије, да би се утрашила 
минимална количина цемента? 

16. Од дате полулоrпе Щ:теС;l'fИ ивадратну призм?, MaIj:<;If­
малне запремине. 
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17. У правој кружној купи уписати цилиндар а) макси. 
. . .. 

мадне запремине, Ь) максималног омотача. 

18. У датој ПОЛу-.'Iопти уписати праву об.lицумаксималноr' 
омотача. 

, 

··19. Бертикалан бочни зид једног суда, који је водом на­

пуљен, има облик правоугаоника чији је обим и;' колике морају 

бити љегове стране, да би притисак на бочни зид био максимум? 
, 20. Кад се цилиндарски суд, који је напуљен- водом, пре-

сече једном равни која пролази кроз његову осовину, онда се· 

. добива правоугаоник одреЂена обима и; колики је полупречник 
основе, а колика је висина, aIЮ је 'притисаl{ на дно максимум? 

21. Сабирно сочиво има жижну раздаљину Г,;, у којем _од­

стојаљу треба да се налази предмет да би љегов лик био ,што 

_ближе предмету? (Ако је. g одстојаље предмета, Ь ОДСТОЈзље 

( . ..1+1.1) 
лика, жижна раздаљина, онда Је g т= Т . . 

22. За специфичну топлоту Ct воде, на температури од [О 

Целзијевих, вреди образац: ' 
Ct = 1- 0'0006684 t + 0'00001092 (2; 

на којој је температури Ct минимум? 

23. Убрзаље [(од uраволuнuског неједнаlmг кретаља. 
Код убрзана кретаља брзина у опште расте неједнако. Убр­

заље а, т. Ј. прираштзј брзине у јединици времена, није једнак 

.' у разним моментима. Ако је 6 v прираштај брзине у времену ,6 t, 
онда је ~ ~ средље убрзаљ~ у Bpe~eHY L" t. Да бисмо нашли убр­
заље у неком одрс'!)еном моменту. треба одрсдити граничну 

вредност I<О.шчника ~ ~, кад је lim 6 1 = О и_lim 6. v = О; та је 
dv . ф' б гранична вредност dt т. Ј. дИ ереНЦИ.lални количник (Јзине по 

. времену. Ако је убрзаље независно од времена т. ј. константно, 
. . 6 б h dv б онда Је кретање Једнако у р,шно; aIЮ И дие!'. КОЛИЧНИI<d ио 

негативан, I<ретање би БИ.10 једнако успорено. t 

d ('dds
t

) 
. dv ds. d 2s 

Како Је а = dt' v = dt' то Је а = dt - (lt 2 

т. ј. убрзаље је други диференцијални количник пута по времену. 
Пример. Ако измеЂУ пута s и времена t постоји јеДllачина 

s = Ы 2, Iюлика је брзина, а колино убрзаље у времену t? ШТ,а 
'значи овде Ь? 

2.1. Кад изме'!)у пута и времена постоји једначина s=At-t-Б(2, 
Ј'олИlШ је брзина, а колико је ~'tiрзаље у времен)' '? Шта значе А и В 
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ИС цитај исто тако једначину 

А 

ј ,. 
а' , , 
А'! . .z: 

, , - , 

с 

t 
Сл. 29. 

) 

./Ј 

• • 
:0 
• , 
• • 

:.8" , 
. ЈУ 

s = А! - ШЭ .. 
25. Тачке А и В (сл. 29) 

везане су с тачком С на пра­

вој MN. Кад Ће бити АС + ВС 
минимум? 

Нека је А'С = х, тада је 

В'С = 1 - х, а. збир 

. s=Ас+вс==УаЧхЧУ ЬЧ(L'-х)2 
ds х l-х -

.. dx - Уа2 +х2 - V b2+(l--X)2 -
=siп<,:-siп~=О; дакле <,:=~. 

3а сваку тачку измеЂУ А' и С нека је угао ACD == <':1' 

угао BCD =~, тада је <':1 < <':, ~i > ~ и према томе разлика 
sin <':1 - sin ~1 < О; за сваку 5ачк~ измеЂУ С и В' разлика је 
sin <':1 - sin ~1 > О. Диференцијални ко- , 
личникsiп <': - sin ~ прелази дакле код А 

тачке С из негативних вредности у по'зи-с 
тивне, што значи да функција на том 

месту има минимум (закон о одбијању 

f) 

таласног кретања). 
! .r «I-.z ll' 

_.:.-:.:.-- -
26. НаЋИ најкраЋе време за таласно 

кретање ив тачке А једне средине у 

тачку В друге ~редине, кад су с и с' 

брзине кретања. 

А : : , . , . , . 
: ~I 
/(-'----~---- .:_-- '11 

• 

Имамо t = ~C + ~~ Сл. 30. 

dt _ х _1 - х = sin а. _ sin, ~ = О. 
dx ,- с а Х с' УЬ2+ (1- х)2 с с . 

О · sin <':. с ( ) 
ту Д sin ~ = 7 . закон преламања . 

11. ТАНГЕ.НТЕ И НОРМАЛЕ RРИВИХ ЛИНИЈА. 

Сл. 31, 

35. Ако су (х1 , У1) коор­
динате додирне тачке Р, онда 

једначина ДИРI{е РТ гласи: 

у - У1 = т (х - Х,) 
где је т11 = [!; а. 

Како је по чл 31. 
d tg а. = у 
ах 



то је једнаЧИlIа дирt{'е 
dy . 

у - Уl = dx (х - хд 
dy '. 

кад се у изразу за dx стави х = Х!. 

Једначина нормале PN гласи: 
1 

У-Уl=- m(х-хд. 

Овде' су· дирка и нормала неограничене линије. 

При проучавању додира: измеЂУ праве и кривих линија 
важне су ове четири додирне количине (сл. 31): ,.' 

1. Дужина дирке РТ (укратко ,тангента) т. ј. дуж, ограни­
чена додирном тачком Р и пресеком Т са апсцисном' осом .. 

2. Под-шангенmа (суб-тангеН'rа) ТМ т. ј. пројекција тан-
• 

генте на аПСЦИСНОЈ оси. . 
3. Дужина нормале PN'(y кратко нормала) т. ј. дуж, ограни­

чена додирном тачком и пресеком N нормале са апсцисном осам. 
. 4. Под-нормала MN (суб-нормала) т. ј. пројекција нормале 

• 
на аПСЦИСНОЈ оси. • 

Дужине ових линија зову се додирне колuчине за тачку Р. 
Тангента и нормала увек су позитивне. Суптангентаи субнор-

. . 
мала ПОЗИТИlзне су или негативне, према томе, да ли су на деСНОЈ 

или левој страни ОД ординате РМ.' 
Ако је ~ апсциса тачке Т, онда је увек суптангента 

МТ = ~-Xl' . .. 

Ако је е апсциса тачке N, онда је увек и субнормрла 
MN=~-Xl' 

Ако су t и п дужине тангенте и, нормале, t' и п' дужине 

суптангенте и субнормале, онда је t = V У12+ t'2, п = V У12+ п'2. 
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ПЕТИ ОДЕЉАК 

КРУГ 
Једначииа круга. ~ Круг и права. - Дирка и иормала. - ЗадаЦIl. 

, , 

1 ЈЕДНА ЧИНА НРУГ А. 

, 

36. Општа једначина. Круг је крива линија на ко.јој све 

тачке имају исту раздаљину од средишта. Да бисмо. до.били 
једначину круга, треба ту карактеристичну о.собину изра:аити . ' 

Једначино.м. 

Нека су ОМ = х, РМ = У ко.о.рди­
натетачке Р ко.ја се налази на кругу 

• • 
ЧИЈИ Је по.лупречник, г; и нека су' 

ОА= Р и О'А = q, ко.о.рдинате ,сре­
дишТа.Тада за сваку тачку на кругу 

вредџ: 

(х - р)2 + (у - q)2 = 1'2 (чл. 9) ... 1. 
То. је о.пшта једначина круга. 

у 

" , ~-- I ,. 
0,/' : 

/. : . , , , , , , 
• , 
• , 

о '----:-: ----f:--'-Х 
А Jf 

Сл. 32. 

HaaOJlteHe 1. Кад се у једначини по.д 1. изврше назначена 
степено.вања, до.биЪесе' 

х2 + у2 _ 2рх- 2 qy + р2 + q2 _]'2 = О •.. 2 _. . . 
из ко.Је видимо., , да Је Једначина круга друго.г степена по. х и 

'но. у, да нема члана са ху, и да су ко.ефицијенти о.д х2 и у2 једнаки. 

11. Кад је дата једначина круга: 
ах 2 + ау2 + Ьх+су +d =0 . " .3 

о.lI.Џl се ко.о.рдинате средишта налазе упо.ре·l;ењем lюефицијената 
у је,\lшчинама 2) и 3);' 

дакле .. • • • • 

, Ь 
-2р=-, 

а ' 
Ь 

р ~-2a' 

с -2q=­
а 

, , . 
а по.лупречник се тада налази из Једначине 

р2 + q'il - ]'~ = d 
по.што. се р и q замене њихо.вим вредно.стима. 

, , 1 '" . - ' 
Тако. се налази r = 2а V Ь2 + с2 - 4 ad. 

III. Да би једначина по.д 3.) у о.пште представљала IКРУГ, 
треба да је Ь'Ј + с2 > 4 ad . . Ако. би било. Ь2 + с'Ј < 4 ad, о.нда би 
било. l' имагинарно.', дакле круг' немо.гуЪан. 

Ако. је Ь 2 + с 2 = 4 ad, о.нда је г ,= О т. ј. једначина [[о.д 3 
предстаВЉ3.1R би једну тзчку, . 



37. Особити облици једначи<нtS кtjyгa. 
1. Ако је ередиштекруга на позитивној апсцисној оси, и io 

у раздаљини р =г од почетка, онда једначина под 1. добива облИ!( 
2+ 2-2 -4 х у - гх ,. .. .-

ова се једначина зове mемена једнаЧllна -круга. 
2. Ако је средиште у координатном почеТI<У, онда је р = О. 

q = О, и тада се добива из једначине под 1) ова: 
х 2 + у 2 = г2 " •• 5. 

која се зове средtПuна једначина круга. 

38. Претрес једначине х2 + у2 = r2• 

1. Из једначине у = ± V г2 - х2 излази, да свакој вредности 
од х одговарају две једнаке, али супротно означене вредности 

за у. Отуд излази да је круг апсцисном -осом подељен на две 
симетричне половине. ' 

-2. Из једначине х = + v г~ ~ у2 излази, да свакој вредности 
од у, за коју се у опште добивају стварне вредности од х, одгова-

• • 
раЈУ две Једнаке, али супротно означене вредности за х, што значи, 

, 
да је круг ординатном осом подељен на две симетричне половине. 

-3. 3а тачку, у којој круг сече апсцисну осу, БИЋе у""" О, 
с тога х= ± г. 

3а тачку, у којој круг сече ординатну осу, БИ'l\е х = О, 

с тога У= ± г. 

Круг сече, дакле, апсцисну и ординатну осуу тачкама, 

које су од почетка удаљене за дужину г. 

Кад је 'х =' О, онда се за у добива апсолутно највеiш 
• 

вредност т. Ј. г. _ 
, / Кад х апсолутно расте, онда у опада, линија се дaK~e све 

више приближује апсцисној оси. 

4. Кад је апсолутна вредност од х > г, онда је у имаги­
нарно; а кад је апсолутна вредност од у> г, онда је х имаги­

нарно. Дакле, најве'Ћа апсолутна вредност, која се може узети 
• 

-за х или у, јесте полупречник г. 
/ 

5. Ако је М1 (+ Хl' + Уl) једна тачка на кругу, онда је и 
тачка М1 (- Хl, - Уl) на кругу, јер се обе координате налазе у 
једначини на другом степену. Ако координате средине на 
дужи М1 Ма 0значимо са ~_ и "11, онда је 

~_xl-~_o _Уl-У2 О 
.. - 2 -, 't}- 2 -

1'. ј. средина дужи MiM2 налази се у почетку. Отуд излази да је 
,йруг централно - симетричнаслика и да је његово Средиште 

уједно и средиште симетрије. 
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11. В:РУГ'И ПРАвА. 
39. Пресек праве и. круга. 
Нека су х2 + y!f = 1'2 и У = mх + ь једначине I{pyra и праве. 

Координате њихових пресека на'Ви. Ћемо,' кад решимо дате 

једначине. Тако налазимо 

- Ьm ± V 1'2 (:1 + m 2) - ь2 
Х= 

1+m2 

Ако је.1'2 (1 + m 2) > Ь2, онда 
• 
Је пот корена количина позитив-

на, и тада се за Х добивају две 

у 

11 ,./1' 
....----<;t-:;< 

стварне вредности, што значи _-7.L~(J-+ ___ +,,-___ +_X 
да права сече круг у двема • О 
тачкама. 

Ако је 1'2 (1 + m 2) = Ь2, онда 
• 
Је поткорена количина пула, и 

тада се аа х добивају две једнаке 
. 

вредности, што з'Начи, да се 33 
Сл. . • 

права и круг ДОДИРУЈУ. 

Ако је 1'2 (1 + m 2 ) < Ь 2, онда је поткорена количина нега­
тивна, и тада се аа х добивају имагинарне вредности, што 

значи, да права нема с кругом ни једне заједничке тачке. 

Овај реаултат може се геометриски. протумачити овако: 
Како је т = tg~, то је поткорена I<оличина 

1'2 г2_Ь2 cos2 rI. 1'2-р2 
1'2 (1+m2)--Ь2=1'2 (1+ fg2 rI.)-Ь2="""'::"2 _Ь2= 11 = 2', 

CQS rI. COS rI. COS rI. 

I1КО је р нормала ОР, спуштена од тачке О до праве АВ (сл. 33). 
Права Ће сеЋИ круг, ако је 1'2 - р2 позитивно, т. ј. ако је 

/' > р; права Ће додиривати круг, ако је 1'2 - р2 = О т. ј. ЗI\О 

је l' = р, а права Ће ПрОЋИ мимо круг, ако је 1'< р. 

111. ДИРRА И НОРМАЛА. 
40. Једначина дирке. Константа правца за ДИРI{У У датој 

тачки какве криве линије одреЂена је диференцијалним колич­

ником аа ту таЧI{У. 

Иа средишне једначине круга, хll + у2 = ]'2, излази у2 ==]'2 _ х2; 

па како иаводи једне и друге стране морају бити једнаки. то је 
а' . d 

2 у. a~ = - 2 Х, ОТУД cl~ = - %. 
Константа правца за ДИРКУ у тачки· (Х 1 , У1) биЂ.е према 

томе: 
Xt· --, 
и1 

• 
с тога Једначина ДИРI\е; 

• 



и ~ Уl = - ~ (х - хl) 
. Уl . 

или ....... УУl - УI 2 = ~ xx~ + х12 

наПОС.1СТКУ .. ХХ1 + УИl = г 2• 
Наuомена. Ради лакшег паМ'вења ове једначине треба у једна­

чини круга х2 + у2 = г2 квадрате х2,я у2 раставити на производе 
. . . 

~'.'1: И уу, па у њима за~1енити Једно х са .'1:1, и Једно У са Уl' 

. Додатак. Ако бисмо узели општу једначину круга 
, (y.-r1)2_ r 2_(x-p)2 

- . 
, dy , 

онда бисъюдобИЈЈИ 2 (у - q) dx = - 2 (х - р), отуд 

dy х-р 
• 

d::c у - q 
Према TO~le је за ДИl)!(У У таЧIШ (хl. УI) !юнстанта правца: 

х 1 -р 

Yl-q • 
• 

а ea~Ja .ЈсднаЧИliа ДИЈ)!(С Г.1НСП: 

. Х 1 - Р ( ) 
у - Уl = - Х - х! , ИЛИ 

, Уј - ч 

- (х! - р) (х - х 1 ) + (У -- Уl) (Уl -- ч) = о 
кад се овој једначини дода (Х 1 -- р)2 +(Уl - q)2 = ["2, 

д06и·Ј,е се (х--р)(х!-р)+ (у -ч) (Уl- q) =г2 IШО једначина Дирке. -И ова се једнаЧИliа памти према горњој напоыени .. 
41. Једначииа нормале. I{юю је Iюнстанта правца за 

• • • 
НОРМ:IЛУ Једнака l1еl·"ТИВНО.l реЦИПрОЧI-IОЈ вредности константе 

. , 

правца за ДИрКу, то .lе Је дначина нормале: 

Чl ( ) Уl У - Уl = ~ Х - Х 1 ИЛИ У = х Х,. 
! 1 . 

42. Суптангента и суб­
нормала. Како норма.Ш про­

лази кроз средиште, то је 

(сл. 34) суптангента l' = МТ, 
субнормала п' = ОЫ. , 

Ако СУХ1 И Уl lЮОРДИ-

у 

нате додирне таЧl;е Р, онда је О 

. ом = Х 1 (апсо.1УПIO). x,f----+--H~--+--=::T;:;---X 
Кю;о се субнормала ра­

чуна у смислу од ординате до­

дирне тачке IШ пресеку НОР­

малесаџсцисном OCO~1 ('1:1.35), 
то је за та'1КУ Р (сл. 34) суб-
нормала: п' = - Х1 • 

у. , 
Сл. 34. 
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- . 
Суптангента рачуна се У. смислу . од ординате· додирне 

тачке до пресека дирке с апсцисном осом; према томе је за 

тачку. Р суптангента t' = ОТ - ОМ = ОТ - х 1 • 
ОТ наЋИ ЋеlllО, кад у једначини дирке ставимо у = О; тако 

2 

налазимо, да је ОТ = ~/ према томе суптангента: . 

,т2 г 2 -X1
2 У12 

t=--x 1 - .=' 
Х1 Х 1 - Х1 

'Нормала п ..,- г. 

Тангента t . РТ = lfMp2 + МТ2 = • {lj 2 + У14 =у • f х12 + ~~12 . 
. У.... V.l х2 lV. х2 

1 . 1 

. • (]"2 . lJ r ' 
= УIЈ! ·2=·1 (апсол.) 

ЗАДАЦИ. 

1. Дата је једначина круга: 

Х1 Х 1 

а) х 2 +у2=6х+Еу+24; Ь) х 2 +у2= 2х; 
с) 36 х 2 + 36 у2 + 36 х + 144 У + ВУ = О 

одреди полупречник и rюординате 

2. Конструиши кругове: 
а) х 2 + у2 - 6 у= 16; 
с) 4х2+4у2 -4х+16у=19; " 

средишта. 

Ь) 2Х 2 +2 у2.- х=О; 

d) х2 - 2 х + "!Р - 4 !Ј = О . 
. 3. Дата је једначина круга у облику пропорције х: у = 

= (!Ј- 6) : (8 - х). Конструиши тај круг. . 
4. Одреди пресеке круга а (х2 + у2) + Ьх + су + (1 == о са 

координатним осама. 

5. Како гласи једначина круга, који пролази l'РОЗ коорди­
натни почетак, а· средиште му има координате (4, _. 5)? 

6. Одреди једначину круга, који ПрО_1ази Нјюз почетак и 
кроз тачке (2, - 1) и (3, - 2). 

. .~. Одреди једначину круга који пролази кроз ове три 
тачке. (4,-2),.(-1,3),(-5,-1). . 

Узми једначину у·овом облику х2 + у2 + ах + Ь!Ј + с === о па 
Ћзрачунај а, Ь, с. 

. 8. Наiщ једначину круга, који пролази кроз спољашњу и. 
унутрашњу тачку сличности за два дата круга, а пречник .му 

је раздаљина изме-ђУ тих тачака. 

9. Како гласе једна<iине свих ј{ругова, [тји додирују а) апс­
цисну осу У та'ЈКИ х = т, Ь) ординаТlIУ осу у тачки.:у = П, 
с) обе осе? . 

10. НаЂИ једначину круга, који додирује праву 2 х + 3 У -
- 26 = о, а средиште му је (3, - 2). 



f5j. "1' , ,,~ . . 
оо '_. _ 

-

11. I{pyr додирује праву у = mх + Ь, . . а средиште му И.Ма 
координате р и q; како гласи његова једначина ?~. 

12~ Полупречником l' =5 описан је круг, који додирује 
праву 4 у + 3 х = 25 У тачки чија је апсциса х = 3; како гласи 
једначина тога крута ? . 

13. Постави једначину круга, који пролази кроз тачку (6. 8) 
и додирује прав-у 4 х + 3 у + 1 == О У тачки чија је апсциса х = -~ 1. 

14. Стране једног троугла имају ове једначине: 
у = 3, х + у + 1 = О, х -- у - 1 -. О; 

како гласи једначина уписано г круга? "'- _ 
15. Наtи једначину круга, који пролази «роз тачке (- 2, О) 

. и (2, О), а додирује праву 3 х - 4 У + 6 = о. 
_.' 16. На'ђИ једначину круга, који пролази кроз тачке (О, О) и 

(2,' О), а додирује круг (х - 5)2 + ( у -3)2 = 16 с поља. 
17. Д<l1.'а су два круга 

x2 +y2-6х-16у+30=О и х2 +у2+2х-4у==4; 
наtи а) једначину централе, Ь) .раздаљину координатног по­
четка од централе .. .. . 

18. Колика је дужина тетиве, заједничке круговиЩt: 
х2 + у2 = 4 и (х - 1)2 + у2 =4? 

19. Колико заједничких тачака имају круг х2 + у2 = 1001[ 
праве аЈ у=х+2, Ь) 4Х+3!1=50, С) 3у-:-х+40? , 

20. Круг 4 х2 + 4 у2 = 25 и права 2 у = 14 х ~ 25 секу се; 
одреди а) координате њихових пресека, Ь) дужину заједничке 
тетиве, с) средишни угао, који одговара тој тетиви. 

21. Реши графичкИ: и рачунски ове једн~чине: 
а) х2 +у2=20 и y=-3x~2; 
Ь) х2 + у2 = 25 и х2 + у2 + 2 х - 14 У + 25 = О. 

22. Под којом 'ве -се погодбом додиривати кругови: 
(х - Р1)2 + (у - q1)2 = 1'21 И (х - Р2)2+ (у- qJ2= r,}? 

23. Наtи једначину геометриског места за-,средишта свих 
кругова полупречника г = 1, који додирују, споља или изнутра, 
круг (х - 2)2 + (у - 1)2 = ~. 

24. На'ђИ једначину геом. места за средишта свих -кругова, 
који пролазе кроз тачку (2, 3), а имају полупречник г = 4. 

25. На'lJи једначину геом. места за све тачке, . из којих се 
круг (X_p)2+(y_q)2=r 2 ви'(и под углом (/.. 

26. Наtи једначину геом. места ~a теме' свих троуглова, 
који имају исту основицу а, и у којима је аЈ збир квадрата 
других двеју страна = m 2 , Ь) размера других двеју страна 
= m : п. Конструиши те линије. 

- . 27. У троуглима АВС страна ВС = а константна је; наtи 
једначину геом. места за средину стране АС, ако АБ има сталну 
вредност С. , 

4* 



~8~ј)дреди геом: M~CTO за све тачке у унутрашњости равно-

1$-. ак:iтроугла, за КОЈе Је раздаљина од основе средња пропор-_ 
~~dн:iла измеЂУ њених раздаљина од кракова. 
",С' 2g. До кажи : да би се два круга секла под правим УС10М, 
. мора измеЂУ њихове централне' разда.ъине с и њихових ПО:I)" 
пречника· R и г постојати однос: с 2 = R 2 -f- ]"2.. -

30. Докажи, да се кругови х2+ у2 = R2 И (х - р)2+ (у __ q)2=]"2 
. cei(y под прtШИМ углом, ако је р2 + q 2 = R2 + ]"2. 

,~ 3Ј. НаЂИ једначину круга са средиштем (2, - 5) који се 
сече е кругом х 2 - 6 х + у2 -12 У = 13~ под правим углом. 

32. Шта је геом. место за средишта свих кругова, који 
пролазе кроз тачку (4, 6), a~ceKY круг х2+у2=8 под правим УГ.IIом? 

33. Дат је круг х2 + у2 = 25 и на њему 'lЋЧ!(С (-- 4, :3) и 
(- 3 ,4); одреди а) једначине тангената у тим таЧIшма, Ь) угао 
изме-Iзу обе тангенте, с) додирне количине. . 

34. Из тачке ~,'~ треба да се повуку дирке кругу х2+у2,=]"2; 
одреди а) Iюординате додирник тачНlШ, , Ь) једначину додирне 
тетиве, с) једначине тангената. . 

Упутство: једнаЧИН~l танген:ге гласи ХХ 1 + УУ1 =]"2 ... 1). 
Како дирка треба да ПРО'ђе и кроз тачку (~, "1), то мора бити 
~X1 + '~Y1 =]"2 ... 2); па како додирна т:1ч[{п (х 1 , У1) припада 
кругу, то мора бити Х12 + У1 2 = г2 • •• 3). Из једнач'Ина 2) и 3) 
треба израчунати хuи У1 па унети уједначину 1). Специј:lлан 
пример: Х 2 +у2' :!5, ~=-1, "1)=7. 

35. Права 2 х + у= 10 се че "руг х 2 + у2 = 25 У двема 
тач"ама, кроз које су повучене дирю:;. У којој се тачки, и под 
којим углом секу те дир!(е? . 

36. У тачкама, где круг х 2 + у2 -10 Х -- 8.у+ l(ј = О еече 
Х·осу, повучене су дирке; одреди њихове једначине. 

3х 
37. Дат је ,круг х 2 + у2 = 100 и права у = 4 + 15; пара-

• 

лелно с том правом повучене су дирке, како гласе њихове 

једначине? . 
38. На'ђИ једначине оних тангената круга (х-3)2+ (у +4)2==25, 

које су нормалне на правој у - 2 х - 7 = о. 

39. Под IюјО~1. t.e пnгодбом права A:r + Ву + С = О до ди­
ривати круг х2 + у2 = г 2 ? 

а) Једна чин у праве довсди на нормалан оБЛИI(, па стави 
• • 

да Је њена раздаљина од средишта Једнака полупреЧIIИI(У. 

. . х:г УЧ 

Ь) Једначина ди'рке гласи. 91 + .. 21 -1 = О, 11. Ј'едначина 
г- г . 

А В 
праве: - С х _. С У - 1 = о; да би ова права била дИfжа, 

'Треба да је: 

I3 _У1 __ О 

С 1'2 



Кад сс иа ових једначинаизрачуна х1 и Уl, па те вредности 
унесу- У јеДJlачину круга, онда се добива измеЂУ А, В, С и г 
ИСТИ однос као под а). о 

_ ОО О с) Једна чине !{руга и праве реши по х и .ч (КООРДЩНl'те 
ааједНИЧКИХ тачпка), па стави дискриминанту = О. Тиме се сечица 
_ПУЈетвпраyr тангенту. -. С2 о , 

Та!<о се налази 1'2 = А2+ В2' Ако је једначина праве дата 

'", облик)' !l = mх + Ь, онда је погодб~~ задодиривање: 
-1 Ь2 

1'2= "+1' 
Пl- , 

40. Ko.iY вредност мора имати г у једначини х2 + у2 = 1'2, 

да би права 3 х + 4 У -- 12 = О додиривала круг? 

41. Под којом "ве погодбом права Ах + Ву + С = О доди­
ривати КРУГ (х - р):Ј + (у - q)2 = г 2 ? 
, 0- _ .2_(Ap+Bq+C)2 

• 

Добива се . .. 1 о -А2 +}32 . 

Када п рава иде мимо круг, а кад га сече? 

42. Какву вредност мора имати С у .iедначини 2х+у+ С =~@, 
би T~l права додиривала круг (х-l)2+(у-l)2=4? 

оне две дирке, 

КОЈС 

43. На1ЈИ координате додирних Тllчака за 
се могу пову"t~и из коорд. почетка на круг 

Х 2 +у2_4у -6х+12=О. 

44. Како гласе једначине 'зпједнич!шх тангената за ова два 
Ј<руга: х 2 +у2=4 и (х-4)2+ у 2 =1? -

45. Двп !<руга имају једначине х2 +у2=1 и (х-:-4)2+ у2==4. 
На"IЈИ I<Оординате оне тачке, из које се могу повуЋи на о оба 
l{руга једнаке тангенте, дужине 5. .' 

46. До кажи аЈШЛИТИЧКИ,да права, која везује пресек двеју 
• • 

тангената са средиштем КРУIЋ, СТОЈИ нормално на ДОДИрНОЈ тетиви. 

47. Под којЮl се углом секу линије 2 у -::; ;1:= 6 и х2 + у2=25? 
Овде се тражи угао измеЂУ дате праве и тангенте у њену 

пресеку с датим ((ругом. 

48: Под (mјим се углом секу КРУГОВИ х2 + у2 --с:- 64 и 
(х - 10)2 + у2 = 9? 

49. Одреди геом. место ОНС тачке, иа које две дирке, пову­
чене на КРУГ х2 + у2 = 1'2 стоје о једна на другој нормално. 
, ,Уиутство: има.i на уму четвороугао, чија СУ темена: с:ре-
диuпе круга, пресек тангената и додирне таЧI{е. 

50., у првом квадранту повуци на I(РУГ :t2 + у2 = г2 тан­
гентУ, тако а) да њен комад И3МСЂУ l<Оординатних оса буде' 
мини~'1УМ, Ь) да троугао, ограничен тим КО~lПдом И одсечци:ма 
на координатним oca~1a, има МИНИ;\I<lЛНУ површину. 

- ' 
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. 

ШЕСТИ. ОДЕЉАК 

ЕЛИПСА 
Једначнна елипсе.- Дирне.и нормале. - Задаци.· 

,1. ЈЕДНАЧИНА ЕЛИПСЕ. 

43. Дефиниције. Елиаса је ли;нија у 
особину, да језа ,сваку њену тачку эбир 
тачке сталан. 

Ако cyF и }<" (сл. 35) две дате 
тачке, а 2а стални збир одстојања 

сваке тачке на ели пси од тачака , 

F и Р', онда је М тачка на ели пси, 
ако је мр + МР' = 2а. 

.Цве дате тачке, F и Р', 'Зову А 
сежиже, .а дужи МР и MF' З0ВУ се 
потези за таЧј{У М" 

44. Иврачунавање потега. 
. Нека је О (сл. 35) средина 

f 

К' 

I 
I 

I 

,/ I 
, 
• . ' 

I ' 

О' I '1" 
--,;' :----I~- В 
р. 

I 
I 

, 
I 

]Ј 

• , 

дужи Р Р' и У исто доба почетак' ко­

ордината, А В нека је апсцисна оса. 
Сл. 35. 

Ако је М која било тачка на елипси, дакле MF + МР',= 2а, 
и ако су х = О Р, У = 1\1 Р координате тачке М, онда је (ако се 
још стави О F = О Р' = е): 

FM2=(x+ep+y2 
F'l\P = (х - е)2 + у2, С тога 
F М2 - Р1\>Р = 4ех, или . 
(FM+F'M) (FM- Р'М) = 4ех; па како је РМ +Р'М=2 а, тоје 

:излази; • • • 

. FM _ р'М _ 2 ех. . 
" - , , И3 те Једначине и ове: , . а 

FM+F'M = 2 а 
, ех 

PM=a+-, 
а 

L"l\' '1 ех 1-' l' =а---· 
а 

45. Једначина елипсе. 
И3 троугла РРМ (сл. 35) излази 

МР2 = РМ2 -, РР2, или 

( 
еХ)2 , 1'2 х2 . 

у2 = а + - - (х + 1')2 = а2 + - х'! _ 102, 
а а2 



Како увек ~юра бити FM + Р'М > FI", ИЛf1 
2 а> 2 е, и"1И 
а>е 

TQ мора разлика ([2 - е2 бити позитивна. 

АIШ с тога ставимо, а 2 - ('2 = Ь2, онда добивамо 
• 

, Ь 2 х2 + а2 у2 = а2 Ь2 

као једнаЧLlНУ елиасе. Она се може писати и ОВaIШ: 
х2 у2_ ----" + Ь" - 1. a~ ~ _ ' 

46. Претрес једначине Ь2Х2+а2у2=а2Ь.2 
1. Ако се та једначина реши по у, за тим по х, добиiiе се 

у=± ~ l/a~-.x2,x=+ ~ УЬ 2 _ у 2. 
Одавде видимо, да свакој - вредности од х,, за '. коју је у 

• • 
стварно, одговараЈУ две Једнаке, али супротно 0значене вред-

ности за у. 

Исто тако се добивају~а свако у, за које је х стварно, две 

јеДНaI<е, а супротно означене вредности за х. -:- То значи, да 
• • 
Је елипса и Једном и другом координатном осом подељена на 

две симетричне половине. 

- 2. l{aKo је једначина елипсе чисто квадратна по х и у, то 
мора, ако је (+ Х, + у) (М) једна њена таЧIШ, и тачка (- Х, --'- у) . 
(М') бити на елипси. Кад се/веже М са М', онда средина дужи 

ИМ' пролази' кроз почета]< О. Дакле свма тетива, I{oja пролази 
кроз О, преполовљена је у тачки О. С тога се О зове сре-

• 
диште елипсе; а свака тетива, КОЈа пролази I,РОЗ средиште, 

• 
зове се uречник. 

Је,цначина Ь 2 х 2 + а 2 у2 =([2 Ь 2 зове се средllшна једна­

чина елипсе. 

З.Кад је х ~ О, онда је у . 4- Ь т. ј. елипса се че орди­

натну осу у раздаљинама+ ь и - Ь од почетка. 

Кад је у = О, онда је х = ± а, т. ј. ели пса сече апсцисну 
осу у једнаким раздаљиН'ама + а и - а од почеТlШ. 

,1. Кад је х = О, онда се за .lJ добива најве,в.:а апсолутна вред­
ност т. ј. Ь. Ако апсолутна вредност од х расте, онда у опада, 

што значи да се линија све више приближује апсцисној оси . 
. Нај ве'в.а апсолутна вредност, коју }I0же имати х, јесте а; 

а HajBeiia вредност· за у јесте Ь. 3а· х> а биiiе у, а за у> ь 
биiiе х имагинарно. Ако се· дакле у раздаљинама + а и - а 
повуку паралелне са ординатном осом, а ураздаљинама + ь и 

- Ь паралелне са аПСЦИСRОМ ,осом, онда се ,i,обива правоугаоник 
• • 

у КОЈем Је сва ели пса затворена. 
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5. Ако је d раздаљина ОМ које било тачке М на елипси 

од средишта О, онда је 

d = V у2 + х 2 = {·b-;-::~(a-~---x-2-)-+-x-'2 =~I Ь 2 + 
. а. . 

2~ Ь2 а е. 
2 х 

а 

За х = ± а добивају се, аПСО,1УТНО узевши, две 

ности d = Уа2 = а = ОВ = ОА. 
HajBe'he вред-

За х = О добивају се две најмање вредности ([ = УЬ2 = Ь == 
= ОС = OD. Отуд видимо, даје АВ најве'lш, а CD најмањи 
пречник. С тога се АВ = 2 а зове велика, а CD = 2· Ь !о1.аЈШ 

оса елипсе. 

Тачке А и В зову се те,'!ена вели[,е, а 

мале осе. 

-
С и D темена 

. Из тог излази још и ово: збир оба аотега за сваЈ(У mаЧЩј 
на елиаСll једнак је велtl1юј оси. 

6. Из једначине а2 - е2 = Ь2 излази, да је 

FO =F'O =e~ Уа2 --Ь2 , 
Дуж ОР = ОР' = е зове се Лlzнеарна ексцентРllчност. 

Размера е:а = g зове се нумеРllчна ексцентрuчност. 
-. Ь 2 

7. Кад је х = е =Va2 - Ь 2, онда је у =+ й' . Тет ива RS, 
, , 

повучена кроз жижу, нормално према веЛИКОЈ оси, зове се пара-

метар елипСе. Ако се тај параметар обе.1ежи са 2]Ј, онда је 
Ь 2 . . ' 

р = -, т. ј. половllна параNет]Ја треЋа је непреКllдна пропор-
а . 

lЏlOнала за веЛUЈ{У Н, ЈИДЛУ полу-осу. 

47. Темена једначина елипсе. 
,Кад се координатни почетак О (сл. 35.) премести у теме А, 

а задржи АВ као апсцисна оса, онда изме'!;У старих координата 

х и у таЧI{е М, и њених нових координата х' и у' постоји однос: 

:х:=х'----,а у=у'. (Ч.1. 8, а.) 

Једначина Ь2х2 + а2у2 = а'!Ь2 претвара се тада у ову: 

Ь2 (х' - а)2 + а2у'2 = а2Ь2 , И;IИ 

'2 Ь2 (? ' '2) У = а2 _ВХ :- х . 

-. Ь2 
Кад се ИЗ0ставе казаљке, и стави ЈОШ - =]Ј, добива се: 

(l 

р ]Јх2 
у2 = а (2 ах - х)2 = 2 рх - а . 

НааОJlfена. - Код круга је р = а = г па се ОВе, једначина 
претвара у темену једначину круга: !Ј2 = 2 гх - х2 • 



I 

П. ДИРRА И НОРМАЛА. 

48. Тангента и нормала. - Из једначине 
Ь2 

У2 _ Ь2 __ х2 
. - а2 " 

елипсе излази:, 

()туд 
• 

') lј У _ ') Ь2 

• • , • • • о. - у . d х - - ... а2 х 

d У _ lЈ 2х. 
d х а'4у 

дирку У таЧIШ Х 1 ' Уl Iюнстанта правца: 

НаUО.JlIена. И ова се једначина ради лакшег паМЋеља, и:зводи 
• • 

из Једначине елипсе исто онако, као Једначина дирке код круга. 

о 

Сл. 3Б. 

3а НОрl\>fалуимамо једначину: 

_ а2Уl • 
У-Њ- Ь2Х1 (х-х1 )· 

По знаку диф. количника 
. . 

испитаЈ, у КОЈИМ се квадрантима 
• 

елипса пеље, а у КОЈима пада. 

49. - Четири I<оличине 
". 

додира. -
1. Ако се у једначини дирке 

стави у=О, добиt~есе :за апсцису 
а2 

тачке т вредност '--- (сл. 36). 
Х1 

Према TO~le је суптангента 
а2 а 2 - х 2 

PT=i'=OT--ОР-~,-'---Хl= '1. 
Х 1 "ТI 

Овај израз по IHl3yj е, да суптангентп не зависи од мале 

<осе, и да премп томе све елипсе, па и [<руг описан над веЛИIЮМ 

<осом, имају за једнаке апсцисе и суптангенте једнаке. 

2. 3а тангенту МТ = t имамо: 

, (а2 _ х 2)2 У 2 ( a4tJ 2') [2 _ У 2 _L /'2 _ lЈ 2 I • 1 = ~_ х 2 .-1_ • 1, 
- 1 I -. 1 --г х ~. х 2 1 1 Ь4 ' 

, • 1 1 
отуд 
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3.АIЮ У једнаЧИlfИ нормале ставимо у = О, доБИЋемо за 

апсцису тачке N(сл. 36) вредност: . 

О'"Т _ Х1 (а2 - Ь2 ) 
..l"( - .... , a~ 

Ь2 х 
а за субнорм:алу NP = - 21. 

а 

4. 3а НОР~1аЛУ i\lN добивамо: 
2_ 2+NP2_· 2+Ъ4Х12 __ Ь4 х1 2 +а4 у\2 

п - У1 - и1 а4 , - а4 ' 
. . 

Vb4X12+ а4 у\2 
а само п = . 

:! .а 

Напомена. Кад у овим обрасцима ставимо а = Ь = г,.доби­
'ьемо додирне Iюличине за круг. 

50. Свака дирка елипсе грБДИ са потеаима додирне 
• 

тачке Једнаке углове. 

Нека су МР и МР' (сл. 37) 
потези тачке М (х 1 , у\). 

П родужи'ьемо потег М Р' из-
• 

ван елипсе, и доказа'ьемо да си-

метрала М Т угла F М Р" мора А 
додиривати елипсу у тачки М. 

Треба само ДОlшзати, да за 

свю{у другу тачку N (осим тачке 
М) на правој МТ збир NI"+'NF' 
није једнак 2а. 

Ако се пренесе MF = МЕ", 
онда 1.е МТ бити не само си­

• 

.Jf 
~-- ------- ",' . .... iI"-- -- .. r ' 

1.... ~. I 

" , 
'.. 'S , 

" .... '1 __ 'т' .. . . ~ 
, ." , I 

l--~-::;--...:.; .. ::----;fi 
!'" о fi' 

, 
, 

Сл. 37. 

м:етра.'ш угла РМР", него и дужи FF'" С тога је за коју било 

тачку N на тој симетрали: NF=NF". 
Како је}' троуглу F' NF" збир F' N + NF//> 1<" Р", то је 

и збир F'N+NF>F'F" или 
F'N +NF > 2а 

што значи. да је N изван елипсе. 
Како су УГЛОI3и S М F" и Р' М N једню(и као унакрсни, то 

је и угао SMF=NMF'. 
Hano,'tleHa. Овом теоремом објашњују се појаве, које се 

оснивају на 3aIЮНУ о рефлексији (одбијањУ). Ако је површина 

издубеног огледа.lа обртни елипсоид, онда Ће се светлосни, 

топлотни или звучни зраци, lюји полазе из једне жиже, одбити 

тако, да се скупљају у другој жижи. Ако се у суду елиптична 

облика, у коме има течности, у једној жижи изазове тадасно 

кретање,.онда Ће се одбијени таласи скупити у .другој жижи_ 



ЗАДАЦИ. 

~.n.;; 
{):~-

. 'Т. Конструисати елипс'у, т. ј. наЋИ КО-1И!Ю се хоliетачака .... 
" . 

[,ад СУ' дате велика оса -и жиже. . 
. На· великој оси АБ, а измеЂУ обе жиже треба узети тачку R~_ 

па полупречницимаАR и ВRописати лукове око F и Р'; у' 
пресе[{у тих лукова добивамоА тачке ели псе. -
'2. Конструисати елипсу, кад су дате обе осе. 

З. Одреди једначину елипсе, кад је дата велика оса = 8~ 
и једна тачка (2, 1). 

4. На ели пси Ь2 х2 + а2 у2 = а2 Ь2 наtи тачку, за коју је 
нпсциса једнака ординати. Како се може наt.и та· тачка кон-, 
СТРУlщијом'? 

5. Кюю гласи темена једначинаелипсе, чија је мала оса 
. 2Ь, а параметар 2 р'? 

• 
6. Како гласи средишна једначина елипсе, кад је р =,2,. 

Ъ = 4? " 
7. У IШКВОМ односу према великој. оси стоје потези једне' 

тачке, кад је она а)'У елипси, Ь) изван .елипсе'? }{юшв је знак 
тринома Ь2 х2 + а2 у2 - а2 Ь2 у оба С.'lучаЈа '? 

./ 8 .. Какав је положај та'ше а) (4, 3), Ь) (3, 3) према елипси. 
х2 ['Ј2 ---' + '---- = 1. 
25 16 

9. Дате су две од ове четири количине: а, Ь, е, р; наt.и·' 
• 

оне друге две КОНСТРУКЦИЈОМ. 

10. Најближа раздаљина Земље од Сунца (РегЉеl) стоји 
према најдаљој (АрЬеl) у размери као 2:-Ј: 30. Иэрачунај нуме­
ричну ексцентричност Земљи-не путање. 

11. 3а коју је тачку на ели пси производ њених потегl.t,. 
МIШСИМУМ'? (упореди эад. II у чл. 31). 

12. Шта эначеједначине а) 25х2 +16 у2=400, Ь) а2х2+Ъ2у2=0. 
13. Средиште једне ели псе има координате т и л, ањене· 

." су осе 2 а и 2 Ь. }{ако гласи једначина те елипсе, кад су њене 
осе паралелне са координатним осама'? ." 

14. Дата јеједначина елипсе 9 х2 + 16 у2+36 х- 96 у+36=О .. 
Одреди а) координате њена средишта, Ь) обе осе. . 

15. Дата је једначина -елипсе 9 х2 + 16 у2 = 144 и једначина· 
праве а) у=3х+5, Ь) у=х+5, с) у=2х-9. }{олико эа­
јеДНИЧIШХ тачака има елипса са сваком од тих правих'? 

2 2 / 
16. Дата је елипса ;6 + ~ =1, и тачка (2, 1); на-Iщ једна--

чину тетиве, која је том тачком преполовљена. 

17. Израчунај координате оних тачака, у којима симетрале­
углова иэмеtу координатних оса секу елипсу 5 х2 + 7 у2 === 35 •. 

18. Дата је права 5 у - 2~ = 7 и елипса 5 х2 + 7 у2 === 35;~ 
израчунај дужинупречника,који је паралелан с датом правом., 



Љ" пречнИ!{3, I{оји ПО.10ВИ угао изме'ђУ 

, '1 -
. '#- , '- - - , • • 

ЈМ''''У)'!': 'Iј' површину квадрата, IЮЈИ Је уписан у 
". 2 . - а2 Ь2 • , а - " 

. Ь2х2 + а2у2 = а2 Ь2 уписан је правоугаоник чије 
• ,. .' у размери т ,: п; израчуна] његову површину. 

21. Из' појединих тачака на периферији једног круга СПЈ' 
. су нормале на један пречник (2 г), па су подељене по 

ери' т: 11; шта је геом. место раздеоних тачака? - Особити 
;ЛУ'fа т:п ~ 1. 

22. Права сталне дужине креЋе се тако, да јој кр'ајње т~ше 
,.остају на I{рацима права угла; на"ђИ гсом. место оне тачке, која 
.-Дели ту дуж по размери а: Ь. - Штя. је геом. место, IНlдје а -. Ь. 

23. Над једном истом дужи 2;е нацртани су троугли, У ко­
јимя. је збир других двеју стря.на = 2 а; шта је геом. место за 
"тежишта тих троуглова? 

24. И3 тачакана .ГЈериферији једног KpYl'a сц.Уштене су 
. '. 

'Нормале на Једну праву; шта Је геом. место за средине тих 

нормала? 

" 25. НаЋИ геом. место за теме А свих троуглова над вс, 
.~) у којима је странаАВ е'редња пропорционала изме1ЈУ оба 
одсечка који се добивају на ВС кад се повуче висина иа А, 

.,Ь) у којима је квадрат висине И3 тачке А т-пута веЋИ од право­
yraOH!'IKa ив оних одсечака, који се добивају на вс, кад се повуче 
висина из А. (т = 1). 

26. У троуглу две су стране а и Ь, а њихове су пројекције 
. на треЋој страни а' и Ь'; наЋИ' геом. место за врхове свих 
. троуглова, за које је 4 а' Ь' = а2 + Ь2 • 

27. У датој елипси уписати правоугаоник максималне по­
'·вршине. 

28. Кроз тачку м, Iшја је дата на слипси,/ пову"F..и дирку. 

Прворешење. Треба проду­
жити потег F'M (сл. 37) изван 
~липсе, па преполовити угао 

FMF". 
Друго решење. Над веди­

''Ком осом АВ (сл. 38) треба опи­
сати полукруг, продужити ор­

динату мр до N, конструисати 
у тя.чки N тангенту NT и по-
ВУЋИ ТМ. ' 

А 

• 
I 
• 
• 
р 

Сл. 38. 

29. И3 тачке N (сл. 37) ивван елипсе пову"lш дирку. Ако је 
NM тражена дирка, па је MF = MF", онда је NИ симетрала дужи 
FF". Према томе треба одредити само тачку F". Једно је гео;\{е­
триско место за тач!,у F" круг, описан око F' полупречника 2 а, 
пошто је F'M + MF" = F'M + МР. А друго је геом. место 3Н 
тя.чку F" круг описан око тачке N полупречником NF, јер је 



NF = NF". МењајУ'ЋИ у.иге обе жиже,' дооивамо још једн}­
дирку из N. 

30. Коцструисати дирке паралелно са датом правоы {. И3-
једне жиже F треба ПОВ)'Ћ';I РР" норыално ,п~ема правој {, ~Hl на, 
тој НОПЫflЛИ на'ВИ тачку р' у раздаљини f F' = 2 а. Тада.lе си-· 
ыетралЈн дужи р'р" тражена дирка. Како лук, описан око F' по­
лупречником 2 а, се че нормалу FF"y двема тачкама, то су мо-­
ГУ'Јша два решења. Додир на тачка М налаэи се у пресеку дирке 
с правом р'р". . " 

31. Дата је ели пса х 2 + 25 у2 = 25 и на њој тачка (- 3~. 
91> О); како гласи једначина дирке у тој тачки? Израчунај. 

" . 
њен нагиони угао према аПСЦИСНОЈ оси. 

6 
32. На елипси ·1 х2 + 25 у2 = 100 дата је тачка (4, 5); кроз: . 

• 
ту T3L JKY повуци тангенту и нормалу, па израчунаЈ четири lЮ-' 

личине додира, 

33. у каквој раз;чсри стоје одсечци, на !юје је аПСЦИСа неке· 
"тачке на ели пси подељена норыалом у тој тачки? 

34. КlIlЮ гласе једначине тангената, које се могу ПОВУЋИс' 
из 'lЋLше (О, 2) на е.шпсу 2 х2 + 3 у2 = 6? 

35. Ка ко глш:е.i едначине тангената на елипеу 9 х2+ 25 у2 = 225~. 
које су према правој 5 у + 4 х = 7 а) паралелне; Ь) нормалне?-' 

36. На елипеу х2 +4 92 = 100 повучене су дир!(е у тачкама 
(8,3) и (6, - 4); одреди а) координате њихова пресt'ка, Ь) угао 
изме'})), обе ди рке, с) једначину њихове угаоне симетрале. "" 

:51. Кроз тачку (х 1 • У1) на ели пси повучена је дирка. Иара-· 
чувај разддљину среДИШТ<i од те дирке. 

"38. Производ нормале у једној тачки на елипси и нормале 
одсредишта до дирке у тој ТdЧКИ константан је и jeAHal( je~ 
lшадрату мале полу-осе. 

39. Њзрачунај раздаљину једне жиже од дирке утачки (х1 • УI)' 

40. К:ЈД се из обс жиже спусте нормале на једну исту дирку. . . , /' . . 
онда Је проиавоД тих двеЈУ нормала константан и Једнак Је 

lшадрату мале полу-осе. 

41. И3 једне жиже Сf1уштена је норма.lа па дирку у таЧКЕ 
(:1'1' П1); израЧУllај координате п о ,'ЏIOжн е тачке те НОРМ:Јле .. 

42. Еад се из једне жиже спусти HOp,13.'l3' на Iюју билО>· 
• • 

дирк\' С.1ИПСС, онда .1е рдздаљина њею1. ПОД!!ОЖ.lа од средишта .. 
јеДЮlка вС'ликој полу-оси. (На сл. 37 У троуглу F'f.'f дуж os... 
ПОЛОflина је стране F'f" = 2 а.) Шта је пре~ш томе, геом. место 
тих поДнож.~а на сйедирке? 

Ово се примењује: 
(1) !{3Д треба [(онструисати елипсу иа две жи;ке и једне дирке;. .. 
Ь) кад треба Iюнструисати елипсу из велике осе и једне дирке_ 

43. На'lщ lIа еЛIПСИ ону тачку, за коју је тангента ЈедюlКа.;. 
llOр~НIЛИ. 
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44. Под којим c~ углом секу линије аЈ 9 х2 + 25 у2 = 225 и 
!I=3Х; Ь) х 2 +у2=4и3х2 +5 у2=15? . 

45. Под којом погодбом права Ах + В У +с = о . додирује 
~липсу Ь 2х2 + а2 у 2 = а 2 Ь 2 ? . 

Види зад. 39 на стр. 52. 
Из дискриминанте квадратне једнаьине за израчунавање 

<fюордината пресечних тачака налази се погодба: ~ -
А2 а 2 + В2 Ь 2 = С 2 • 

46. У једначини . праве у =3х + Ь одреди Ь тако, да права 
.додирује елипсу 9 х2 + 16 у2 = 144. 

. ... 

47. У једнаЧИIlИ елипсе Ь 2х 2 + 25 у2 = 25 Ь 2 одреди Ь П\l{О, 

'. х + у 1 
.,Да се елииса ДОДИРУЈе с правом 1) 4 = . 

48. Ако нека дирка има од средишта раздаЈЬИНУ d, а нагнуга 
је према великој оси под угломО(, онда је d2 = а2 sin2 о( + b?cos2 rL. 

49. Над једн?м истом великом осом конструисане су разне 
·елипсе; одреди Једначину геом. места за додирне тачке свих 

. тангената, које се могу ПОВУЋИ на те елипсе из тачке (т, о). 
Види чll. 49. под 1. ' 

• 

50. У тачки 1\1 једне елипсе· повуче на је нормала, и OIj:a 

·сече велику осу у тачки N. - У тој тачки N подигнута је на­
'велику осу нормала, на коју је пренесено NA.= MN; шта је . 
геом .. ' место за дачку А? , 

• ~( . 

51. 1{0I;J:етруисати дир!<у елипсе тако, да површина троугла, 
<1<оји гради' та дирка са координатним осама, буде минимум. 

52. Око елипсе описати квадрат. (На'ђИ полу-дијагоналу.) 

53. Како је Земља обртни елипсоид, то су меридијани 
,.елипсе. Географска ширина 'р неког места зове се угао који 
гради нормалџ у том месту са равнином полутара. Угао, који 

• •• 
гради са равнином полутара она права КОЈа веЗУЈе .Једно м:есто 

·.са средиштеелипсоида, зове се геоцентрична ширина 'р' тога 
места. До кажи да је. tg ф : tg 'р' = а 2 : Ь 2, ако су а и Ь полу-осе . . 
меРИДИЈаНСI{е. 

54. Израчунај разлику' изме'ђУ географске и геоцентричне 
шири не Београда. Геогр. ширина је 44047' 57", а = 63/7'4 km . 

.ЈЈ = 6356'1 km. 
• 



СЕДМИ ОДЕЉАК 

ХИПЕРБОЛА 
Једначина хнnерболе. - Днрне и нормале. - Задаци.' 

1. ЈЕДНАЧИНА ХИПЕРБОЛЕ. 
, 

ао" uu' - .----

51. Дефиниције. - Хuuербола је линија- у равни, која има 

ту особину, да је за сваку њену тачку разлика одстојања од две 

дате тачке стална. 

Ако су F и Р' (сл. 39) 
две дате тачке, 2 а стална 

разлика изме'ђу раздаљина 

сваке тачке нахиперболи 

ОД датих тачака, онда је М 

једна тачка на хиперболи, 

ако је РМ - Р'М = 2 а. 
Две ;:(ате ТRчке F и Р' 

зову сеЖUJfсе хиперболине, 

а дуж и FМ.и Р'М зову се 

аотеЗll за тачкv М . 
• 

52. - Израчунавање 

потега. 

ji' 
Х, А 

с , , 
I 

, , , I 
• , , , 

" Х ZJ f'P 

,Еа 

• 

С.1, 39. 

Ако се кординатни почетак узме у средини О дужи FF', 
, а права FF' као апсцисна оса, па се стави ОР. = ОЕ' = е, ОНда 
се за коју било тачку М на десној грани хиперболе д96ива, 
слично као код ели псе у Ч.1. 44.:' . 

!:<,м,=ех + аР'М = ех _ а. 
а ' а 

За тачку М Шl левој грани добило би се 

FM=_a_ ex, F'M=a_ ex. 
а а 

где би се\tјош морало узети х са знаком minus. 
53. Једначина хиперболе. 
Из троугла РМР добива се исто онако I<aO I{ОД елипсе (чл. ·15.) 

. . (а З _ е 2) х 2 + а 2у 2 = а 2 (а 2 _ е 2). 

Разлика а 2 - е 2 код ели псе била је позитивна; за хипер­

болу је та разлика негативна. То излази из троугла РМР', у 

коме је МР. - мр' < FF.' или 
2а < 2е 

ДaI,ле . . . . .. а < е 
, 



Ако ставимо а2 ;-,-е2=-Ь2, ДОРИЋемо ка6 једначину хиперболе: 
- Ь2х2 + а 2 у 2 = _ а 2Ь 2 иди Ь 2х'2 --- а'2 у 2 = а'2Ь 2 • 

• оо х2 у2 , 
----1 '2 Ь2 - . 
а 

. 

НаиО.мена. Једначина хиперболе рш;ликује се 
еДИllсе само у томе, што се !,од, е.1И псе налази 

од једначинС' 

+ Ь2, а" код 
хипер60ле - Ь 2 • 

Ь2х2 - а 2у 2 = а 2 Ь 2• 
• 

54. Претрес једначине 
1. Ако се та једначина реши по у. ~.a тим по Х, онда ЈС' 

У = + k ЈlХ2 - а2 . - а ' х= + ~ Уу2+Ь2• 
До!(ле је год (апсолутно) х < а, БИ'ве у имагинарно, Ј{ад. 

се нuчини ЛО = во = а, па се, у тачкама А и В подигну НОР-• • 
маке на апсцисну осу, онда И:1~lе·tу тих двеју норш1ЛН нема ни 
. .-
Једне тачке хипеРОО:II·ЈНе. 

'3а свнку апсцпсу :х> а; добивају се по, две једнаке, а.1И 

еупротно означене вредности :~:1 у; исто тако добивају се за 
• • 

сваку вредност орди натс у по две ЈеДШlI(е, а неЈеднако означене 

апсцисе. Хипербол)' чине, Д:1I(ле, две раздвојене гране, у симе­

тричном по.lожају пре~щ ординатној оси. Свака грана подељена 
• 
.Је апсцисном осом !lа две еИilн~тричне ПО:ЈОвине. 

:г. Ј{а'rш је јеДНН'Iина хиперболе чисто [шаДР11тна по х и у, 

то мора, ако је (+Х, + у) једна њена тачкн, и тачка (-х, '-у) 
бити на хиперБО:IИ. I1сто Т11'lю као [-.пд е.1ипсе (чл. 46) излази. 
да је О средиште хиперболе; с тога се Ь2х 2 - а 2 у 2 = а 2ы! зове 

средllшна једначина хипербо.1е. 

Хипербо.1а је центрn.1НО симетрична СЛИК11. 

3. Кю(о Х И У ыогу И.\I<lТИ ма IШЛиКО велике вредности, то 
~ ~. 

се гране у хиперUО.lе прости ру У OeC!(IHIJHOCT. 

4. Кад јс у = О, Оllда је х = ± а; добивају се тачке Ли--В. 

Дуж лв = 2 а зове се прва или главна оса хиперболе, тачке А и В ' 
<lOBY се њена mе.\lefЮ. 

, ' Оту д правило: .раЗhlll(Q UЗЈ1fе1;у оба аошега за сваку шачку 

на хuперболи једншш је главној оси. 

5. Хипербол1l. не сече ординатну осу, пошто је у имаги­

нарно, кад је х = О. Ј{ако је дуж Ь значај на за хиперболу, то 
се на ординатну ОСУ преноси ОС = OD = Ь, па се, као и: код 

ели псе, ДУЖ CD=2b назива os;a, и то сиоредна оса у хиперболе., 
/ 

6. Из једначине а 2 
=-: ,е 2 - Ь 2 или е 2 = а 2 + Ь 2 излази:: 

ОР = OF' =е= Уа 2 +Ь 2• 



" '_is~' _ 

Дуж е зове се линеарна, a~ = s зове се нумерична (бројна)' 
, ' - а , , 

- - -

~ксцеНтричност. _-
-'-, _ Ь2 -

7. Кад је х =е =Уа2 + Ь2, ондаје у = ± а' и код хиперБОJlе 
се, као и код елипсе, она тетива, која у жижи стоји нормално 
на,r:лавној оси, зове uарамецюр. Ако се тај параметар обележи 
• _ Ь2 --. 
са,2 р, онда је р = а' ШLО значи, _ да Је uоловина uараметра-

-треЋа неuрекидна uроuорционала за uоловuну главне II uолоt111нg 
споредне осе. Ј' 

- 8. Ако 'је а = Ь. онда се хи- -
.перболазове равнострана; њена If'. . и 
је једначина: х2 - у2 = а2. .:-:.: ш 

• 9. Ако једначину хиперболе -- : I 
К(;)мбинујемо са једначином у = mх· ! 
једне праве ММ' (сл. 40) која про- _ / Јј 

-
лази кроз О, онда се за коорди­

нате пресека добива: _ 
--+ аЬ + атЬ 

х= - ,1]= - . _ v Ь2 - а2 т2 . V Ь2 - а2 mll 

Горњи знаци вреде за тачку М, 
Сл. 40. 

, 

а доњи за М'. Из тих вредности видимо, 

. перболу само онда, кад јеЬ2 > а2 m 2 , или 

да Ћ.е права сеЋ.и XIiI­

Ь 
(апсолутно) m < __ о 

- а 

Кад је m > !!.., онда се за х и у добивају имагинарне вредноети. . а . . - -
10. Значајне су оне две праве, за које је Ъ2 = а2m2, даме 

- Ь -
m = -+- а' Да бисмо конструисали те две праве, треба у тачки В 

подиЋ.и на ОХ нормалу, пренети ВЕ = ВЕ'= Ь, па повуЋ.u праве 
ОЕ и ОЕ'. За те праве вреди 

. Ь 
tgNOB=~, 

а 

ь 
fgHOB=--. 

а 

Из једначине хиперболе налази се за ординату 

тачке њене: у= -+ ~ х {1 ~ (~y. 
које би.lО 

Ь 
УпореЂујуЋ.и ту једначлну еа једначином У = -+- - х праве 

-а 

ON 'иди ОН, видимо да се ординате; које одговарају истој 
апсциси, све мање разликују, што је ве'ве х, пошто разломак: 
а' 

-__ опада, кад х расте; што значu, да се обе гране хипербо-
·х . 

Геометрија ЈУ. 
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. 
лине све више приближују тим двема правима, али их никад 

недостижу. 
• 

Права, која се све више приближује једној кривој ЛИНИЈИ, 
• 

али је никад не до стиже, зове се асимumоmа те криве 

Хипербола има две асимптоте, чије су једначине 

ЛИНИЈе. 

Ь Ь 
у=+-' х и у=--' Х. 

а а . 
Како. гласе једначине асимптота 

Какав је њихов узајамни положај? 

Колики је њихов нагибни угао 

раiшостране хиперболе1 , 

према апсцисној оси?' у • 
• 

55. Асимптотна једначина 

равно стране хиперболе. 
, I 

Како асимптоте у равностране 

хиперболе стоје једна на другој 

нормално, то се оне могу узети 

као нов правоугли координатни 

систем.' Координате тачке М у си­

стему ХОУ нека су х, у, а у си­

стему Х'ОУ' нека су х' и у'; дакле 

,/ !1' 
Х ----; ,-Т'-:"'. ~f-Г----X 

( . 

ОС = Х1 , МС = Уl (сл. 41). 
Сл. 41. 

Имамо х = ОР = ОЕ + СО = Х1 cos 450 + Уl cos 450 

Х1 . Уl 

= У2 + У2 
. . Уl Хl 

У = МР = МО - СЕ = Уl cos 450 - Х1 cos 450 = l' 2 = V 2 . 

Кад се те вредности унесу у једначину х2 - у2 = а2, добива 
а2 . 

се 2 Х1 Уl=а2 ; или, кад се изоставе каааљке : ху= 2 Т.Ј. про-
• 

иавод координата, у систему асимптота, сталан Је. 

56. Темена једначина хиперболе. Слично нао код елипсе 
добива се, кад се координатни почета н премести у теме В' 

(сл. 39) ова једначина: 
рх 2 

у2= 2рх+ . 
а 

П. ДИРНЕ И НОРМАЛЕ. 

57. Тангента и нормала. Једначина за тангенту и нор~алу, 
као и четири количине додира, иаводе се слично као аа елипсу 

(чл. 48 и 49). Оне се могу добити и непосредно иа реаултата 

у чл. 48 и 49, кад се Ь 2 замени са - Ь 2 • 



ЗАДАЦИ. 
с 

1. Конструисати ~иперболу, т. ј. наъи колико се ХОЋе 
ia..taKa, кад су дате. главна. оса и обе жиже. . 
'~ На продужеНОЈ глаВНОЈ оси АБ, а изван жижа, треба узети 
~,дe било тачку R, па полупречницима AR и БR описати лукове 
oI'O F и F'; У пресеку тих лукова добивамо четири тачке хиперболе. 

Ради тачнијег цртања хиперболе,. и да би се боље уочио 
}bell ток, треба употребити асимптоте. 
\" 2. с. Одреди једначину ~перболе, кад је дата њена главна 
'6cil .2 а и једна тачка (Х 1 ,' Уl)' 

,; .' 3. Која тачка на хиперболи Ь2х2 - а2у2 = а2Ь2 има ординату 
j~Il1l3KY апсциси? (Кад је задатак могуъан?) с с 

....... 4. Постави једначину хиперболе, Iшдјој је главна оса 2 а, 
а параметар ~ р, 

, 
5. Дате су две од ове 4 количине: а, Ь, е, р; конструиши 

остале две. 
. -

6 .. Полу осе а и Ь изрази са р и &. 

7. Израчунај бројну ексцентричност за равнострану хи­
, пербо.1У. 

8. Дате су асимптоте и Te~leHa главне осе; наtи жиже. 
" 2 2 . 

9. Која линија одговара једначини . ~2 ~ 2 = 1? 

10. У каквом односу. према глаВ'ној оси стоје потези за 
,тачке а) изме"1Ју хиперболских грана, Ь) на испупченој страни 
хиперболске гране? Какав је знак тринома Ь 2х 2 - а 2у 2 - а 2Ь 2 

у тим случајевима? . 
11. KaK~ леже тачке (5V2,4), (2,3), (10,4) према хиперболи 

16 х 2 - 25 у2 = 400? '. с 
12. КО_1ИКИ су потези темена у равностране хиперболе? 

13. Како гласе једначине обе асимптоте за хиперболу 
4 х2 - 9 у2 = 36? Израчунај њихове 'уГ:lOве према апсцисној оси. 

14. Синуе асиYlПТ~ТНОГ угла (ЕО Е', сл. 40) 'изразити са &. 

15. Нормала иа жиже на једну аси~1ПТОТУ једнаКIl је малој 

полуоси . 
• 

16. Конструиши линију 3 х2 + 6 х - 5 у2 + 20 У = 32. 
17. Дата је једначина хиперболе 4 x~ - \) у2 = 36. Колико 

заједничких тачака има она с правом а) у = : х + 2, Ь) У =2х-8, 
. с) 6 У = 5 х - 9; на"1Ји те тачке. 

18. Колико заједничких тачака има једна хипербола с правом, 
. која је према асимптоти паралелна? . 

19. Израчунај површину' праноугаоника чија су теме на у 
пресеци,ш хиперболе Ь 2х2 - а 2 у 2 = а 2 Ь 2 с кругом, који је са 
хиперболом концентричан, а полупречник му је ексцентричност. 

5' 

• 



-. . 20. H~ хиперболи Ь2х2 - а2у2 = а2Ь2 одр~ди тачку коју треба .. 
везати са· теменима, да би· се код те тачке добио угао ОА 

. а) 300, Ь) 450, с/.60 0. . .. 
. 21. Иарачунај дужину· оног пречника у хиперболи, .кој8 

.. са позитив~юм х-осом гради угао 'Р. 

22. НЦ'.ђи геом. место за средишта свих кругова, који с поља 
додирују кругове х2 + у2 = 9 и (х - 5)2 + у2 = 4. . 

23. НаЂИ геом. место за треЋе теме А свих троуглова, у 
којих оснојза има сталну BpeДH~CT а, и у којем је угао ~ -2 1. 

24. Y~pyгy је повучен пречник АВ чији продужак сече 
дирку СО У С; кад се у т;ачки С подигне нормала на продужен 
преч ник и пренесе СР = СО, шта· је геом. место за тачку Е? 

, 

25. HiI осови ни једне хиперболе налази сеједна тачка,која 
је од средцшта удаљена за т; од које тачке на х~перболи има 
она HajKpaf>y раздаљину?, ... . . 

26. Кроз тачку, дату на хиперболи, повуци дирку. 
(СЛИЧJ!IО ,зад. 28. на стр. 60.) 

27 .. H~ хиперБОЛИЈ 9 х2 -' 16 у2= 144 дата је тачка (~, 4); 

нацртај дирку у тој тачки и наЂИ њену једначину, 

28. а) Из тачке изван хиперболе повуци тангеЈ;пе. 
(Слич о задатку 29. на стр. 60.) . . 
Ь) Па але.1НО датој правој повуци диркена дату хиперболу. 
(Слич, о зад. 30. на стр. 61.) . 

29 .. КаЈ(О гласе једначине тангената, повучених на хипер-
болу х2 - ~ у2 =:l из тачке (1, о)? , . 

30. диrка, повучена измеЂУ асимптота, преполовљена је 
додирном ~ачком. 

31. Нa(tи на хиперболи ону тачку, за коју је суптангента 
једнака субlнормали. 

32. Пqд којим се углом секу .'шније 
, 4 

X~ + у2 = 609' 9 х2 - 16 у2 = 144? 

33. У оној тачки хиперболе 25 х2 -. 16 у2 = 400, за коју је 
:шсциса једfiака ординати, повучена је дирка ;\израчунај додирне 
количине. I • ' 

34. НaiЂи једначину оне праве, која додирује хиперболу 
x~ - у2 = 4" а нагнута је према апсцисној оси под углом од 60 О; 
израчунај Й додирне количине. .' 

• 

35. ПојЦ којом погодбом права Ах + Ву + С = О додирује 
хиперболу lJ2 x 2 - а 2у 2 = а 2Ь 2? . • 

Добив:it се: А2 а 2 - В 2 Ь 2 = С2• 

36. Ka.(l. елипса и хипербола имају заједничке жиже, онда 
дирке у њqховим пресецима стоје једна на другој нормално. 
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37. Средиште равностране хиперболе везано је са додирном 
тачком једне дирке; какав однос постоји lJзмеtу константе 
праваца те праве и тангенте? 

38. Кад се из средишта једне равно стране хиперболе спусти 
нормала ОР на једну дирку и продужи до пресека Q са хипер-
60ЛОМ, онда је ОР. OQ = а2 ? ' 

. 39. Троугао, који чини једна ДИрЮl са асимптотама, има 
сталну површину, 

• • 40 .. Колика је стална 
~ирка са асимптотама? 

површина троугла, КОЈИ гради Једна 

ОСМИ ОДЕЉАК 

ПАРАБОЛА 
Једиачина. - Днрке и иормал~. - Задаци 

1. ЈЕДНАЧИНА ПАРАБоJIЕ. 

58. Тумачења. - Парабола зове се линија' у равни, која 

има ту особину, да је за сваку њену тачку раздаљина од једне 
-. . . 

,.;ате тачке Једнака њеНОЈ раздаљини од Једне дате праве. -, 
Нека' је на сл. 42 дата тачка F., , . 

и дата права АВ;' онда је М једна А У 
тачка на параболи, ако је мр = MQ 
(MQ 1- АВ). . 

Тачка F З0ве се жuжа, дата 

права АВ З0ве се дирекmриса или 

. Аинија водшьа за пара болу ; права рм 
зове се uоmег тачке М. ....,·7iс~о'1f--f':.F-=-;!-:р~. --х 

. ". 59. Иврачунавање пот ега. 
Треба повуЋ.и РС 1- АВ, па сре­

дину О те нормале узети за коорди­

натни почетак, а праву СаХ за апс­

цисну осу. 
, 

, . 
ј) 

дУ 

• • ., , 
:)1 

'. 

Сл. 42. 

Ако још ставимо ОС ~ ор = ~, онда је за сваку тачку. М 

на параболи 
мр = MQ = СР = СО + ОР, 
MF=x+ L . 

2 

дакле 
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60. Једначина параболе. 
И3 троугла мрр излази: ( )2 

. мр = у2 + Х - ~ . 
~ 

Како је MQ = РО + ос = х + ~, или MQ2 = (х + ~ у, то 
је по чл. 58 мр = MQ, дакле . 

у2+(х- ~Y=(x+ ~y или 
у2=2рх 

и то је једначuна uараболе. 

61. Претрес једначине .у2 = 2 рх. 
1. И3 те једначине излази у = + V~px. Свакој позитивној 

вредности за х одговарају две једнаке, али супротно 0значене 

ординате: И3 тог излази, да је парабола подељена апсциеном 

осом на две симетричне половине. ОХ З0ве се оса у параболе. 

2. Кад је х =0, онда је и у = О, што значи, да је и коор-
• 

динатни почетак једна тачка параболе. Тачка О З0ве се шеме 

параболе, а је,дначина у2 = 2 рх З0ве се с тога mемена једначина 
параболе. Што је веЂе х, тим је веЂе и у, што значи да се ш~ра­
бола све више удаљује од [!.псцисне осе; она дакле није затворена. 

3. Кад је х негативно, онда је у имагинарно, што значи 
• 

да негативним апсцисама не одговараЈУ никакве тачке. 

4. Ако се стави х = ~ = ор" онда се добива у = + р; с тога 
је DE = 2 р. Количина 2 р представља дакле тетиву DE, која у 
жижи стоји нормално на оси; она се З0ве uарамешар параболе. 

5. И3 у2 == 2 рх излази пропорција 2 р: У. у: х, т. ј. орди­

наша сваке тачке средња је uроuорцuонала UЗJltеЂУ иараметра 
• 

и њене аисцисе. 

6. Ако су Х1 И Х2 апсцисе, Уl и У2 ординате двеју тачака 
на параболи, онда је 

• У12 = 2рх1 , У22 = 2РХ2' отуд 
y12 : у22 = Х1 : Х2 

т. ј. квадраmи ордината за две тачке на uара60ЛU стоје у истој 

рйзмерu као њихове аисцисе. 

Наиомена. Круг, елипса, хипербола и парабола могу се. 
• • 

представити овом заЈедничком теменом Једначином: 

y2=2px+qx2 
. . . Ь2 Ь2 

У КОЈОЈ Је q = - 1 за круг, q = - 2 за елипсу, q = 11 за хипер-
а а 

болу, q = о за параболу. 

Коефицијенат р значи полупречник за ј{РУГ, а полу-пара-
• • 

метар за остале ЛИНИЈе. 



П. ДИРRА И НОРМАЛА. 

62. Једначина дирке и нормале. 

Како је за параболу ~y =р , то Ће једначина ,Ј;ирке у тачкв 
х . у 

(Х1' У1) глаоити: 

, 
/ 

, 
, 

у - У1 = Р (х - хl ) или 
У1 

УУ1 = Р (х + х1 )· 
Једначина нормале гласи: 

Уl ) У - У1 = - - (х - Х1 . 
Р 

63. Додирне количине. 

т о Р'р 

1. Из једначине дирке добива се 
за апсцису тачке Т (сл. 43), кад се 
стави у = О,: 

Сл. 43. 

. ОТ = - х1 • 

Према томе Је суптангента 

(' = РТ = - 2 Xt. 
р 

Дакле супmангенmа два пута Је 

вет.а од апсцисе додирне тачке (апсолутно узевши). 

2. За тангенту МТ добива се из троугла МРТ: 
мр = МР2 + РР, или 

• (2 = У12 + ('2 = 2РХ1 + 4 х12 или 
t=V2x!(P+~X1)' 

3. Ако се у једна чини' нормале стави у = О, доБИЋе се 
ON - Х1 = р; дакле је субнормала· PN= р . 

• 

Субнормалаје константна и једнака је половиЮl параметра. 

4. За нормалу MN. добива се п2 = њ2 + р2 = 2 РХ1 _+ р2, 
дакле п=Ур(2Хl+Р)' 

Додатак. Додuрна шачкџ. и пресецLZ дирке и нор.мале са 
ос ом једнако су удаЈЬени од жuже. . 

Доказ.' 'Како је MF. потег, то је по ч;. 59 MF = х + ~~ . 
Даље је FP=OP'-ОF=х- ~. 

FN=FP +PN=x-f +р-х+ ~ 

FT=TP -FР.=2х-(х-f)=х+f 
дакле .... MF = FN = FT. 
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64. Дирка гради једнаке угловеса потегом додирне 

тачке и с_ правом која пролааи кров додирну тачку, а па-' 
• 

ралелна Је са осовином. 

По чл. 63 додатак, троугао РМТ равнокрак 

~ РМТ = РТМ; али је и -9: RМТ' = РТМ; према 
FMT= RMT. 

• 
Је, с' тога 

томе угао 

Наuомена. На овом правилу оснияа се примена параболних 

огледала. Кад светлосни, топлотни или звучни зрац-й падају на 

огледало паралелно према осовини, онда се они после одбијања 

с:купљају у жижи. И обрнуто: зраци, који пОлазе из жиже, од­

бијају се паралелно према осовини. 

ЗАДАЦИ . 
. 

1. Конструисати параболу. т. ј. одредити колико се хо-в.е 
тачака. 

Нека је дата директриса и жижа. Треба пре свега одредити 
осовину и теме. За тим се узме на осовини где било тачка Р , 
(сл. 42), подигне PM.L ОХ, па полупречником СР опише из F 
ЛУК који сече нормалу РМ у М и N; тада су М и N тачке на 
параболи. " , 

2. У каквом односу стоји потег једне тачке према њеној 
раздаљини од директрисе, кад је ти тачка аЈ на испупченој, 
Ь) на издубеној страни параболе? Какав је знак бинома у2-2рх 
Ј једном и другом случају? 

З. Да ли су тачке (4, - 4), (1, 3), (5, 2) на параболи у2 = 4 х, 
JI какав им је положај према параболи? . 

4. Конструиши линије у2 ---' - '16 х, х2 ~ 12 у, х2 = - 10 у. 
5. Како се мења положај линије у , х2, кад се њена једна-

чин а трансформује у ову: , 
а) у=х2 +3, ЬЈ у=х2 -1, с) у=(х-1)2, d) у=(х+1)2? 

6. КО,нструишилиније: а) у'= ~X2, Ь)у=3х2, с)у=-х2, 
d) у=-х2 +1, е) у=-х2 -2, f) у=- ~ х2, g)y=-2x2. 

7. Једначине у2 = 12 х и х2 + у2 + 10 х = 75 реши рачунски 
JI графички. . 

8. Реши једначину х2 + Х - 2 = О графички. Упутство: 
конструиши линију У = х2 + Х - 2, па наЂИ тачке у којима, је 
у = о т. ј. пресеке са апсцисном осоМ. 

9. Кад се конструишу параБО>lе у2 = sx И x~ = 2 sy, онда 
ордината пресеlШ даје ивицу оне коцке, чија је запремина два 
пута ве-в.а од коцке чија је ивица s. 

,,10. Једна парабола има параметар 2 р, а осови~а јој је 
паралелна са апсцисном осам; координате њена темена нека 

су m и п. Како гласи њена једначина? 
• 



11. Како гласи једначина параболе, кад се КООРДИШ1'lЂ:1t 
lIочетак премести у ону тачку, где њена оса сече директрUС'у'! 

12. Дата је једначина параболе: у2_ 4 У - 6х - 3-..:... О; 
одреди координате њена темена и параметар. 

Уuуmсmво: Координатне осе треба померити паралелно, 
па изабрати координате новога почетка тако, да HecTRHe члана 
са у и константнога члана. 

1::i. у параболи у'Ј = 2рх уписан је равностран троугао 
тако, да му је једно теме у параболину темену, ·а ,висина да се 
поклапа са параболином осом; израчунај. страну и површину 

. - . - . 
тога троугла и нацртаЈ гз. 

14, Дата је једначина параболе yl!=5x. КО.1Ико заједничких 
Т8чака има та парабола са правим линијама: a).t у = 5 х + 4, 
Ь)у"=2х-1, с) у=3х+2? 

15. Колико заједничких тач!tка има. парабола с једном 
правом, која је према њеној осови ни паралелна? 

16. Кроз жижу параболе у2 = 16 х г.овучена је тетива у 
правцу нормалном на праву у = 2 х; одреди средину те тетиве. 

17. Одреди једначину геометриског места за средишта свих 
кругова, који пролазе кроз тачку (1, 1) и додирују ординатну осу. 

18. Одреди једначину геометриског места са средишта свих 
кругова, који додирују праву у = - 4 и круг х 2 + (у - 2)2 = 4, 
кад се кругови додирују аЈ с поља, Ь) изнутра. . 

19. Наtи једначину геом. ,места за средишта СЈ'lИхкругова, . . . - '. .' 
КОЈИ ДОДУРУ.lУ Један дати круг и Једну праву IЮЈа пролази кроз 

његово средиште; додиривање нека је а) с поља, Ь) изнутра. 

20. На осови ни једне параболе -дата је 'Тllчка А у разда­
љини а од темена; наtи на параболи тачку М, тако да буде МА 
минимум. 

21. На осовини једне параболе дата је Тllчка А у разда­
љини а од темена S. Измеtу А и S повуци те'IИJ'lу нормално' 
на SA тако, да се добије максимална r:iовршина за троугпо који 
постаје, кад се тачка А веже са крајњим тачкаУЈа тетиве. 

22. у параболни сегменат, који је ограничен теТИI30М ~op­
малном према оси, уписати правоугаоник максималне површине. 

23. Тачка се кре'ве једнаком брзином у хоризонталном 
правцу, а једнarю убрзано у вертикалном правцу (почетна брзина 
нула). Изведи једначину њене путање. 

, 

24. Суд је напуњен водом, која се одржа ва увек на истом 
ниво-у; 30 ст испод ниво -а налази се отвор, кроз који вода 
истиче. У коју Ђе тачку на столу, на коме се налази тај суд; 
ударити млаз, ако се отвор иалази 15 ст над површином стола? 

25. На боку једног суда треба наЧИlIИТИ отвор тако, да 
при сталном ниво - у вода, која истиче, има највеЂИ домет. На 
којој дубини испод ниво-а треба начинити отвор?' 
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26. Кроз тачку М, дату на параболи (сл. 44), ПОВУЋИ ДИрКЈ. 
Прво решење. А 
Дату тачку М треба везати са 

жижом F, и ПОВУЋИ MQ 1. АБ, па 
преполовити угао FMQ. 

Друго решење. 
Пренеси ОТ = ОР (сл. 43), па 

повуци МТ. 
ТреЋе решење. 
Око жиже F, а полупречником· 

FM, треба описати ПОЛУI{РУГ, ко.iи 
Ће сеЋИ продужену осу у тачки Т. 
Дирка је ТМ. (Сл. 43.) 

21. а) И3 тачке N, дате изван 
параболе, ПОВУЋИ дирке. 

I 
Qt-:----. 

--~~-~O+-+F~-------X 

, , 
'/ 

Q .",. ------- ---

]Ј 
( 

Сл. 44. 

-..... 
I{ако дирка NM полови угао· 

FMQ, па како је мр = MQ, то је и 
NF .= NQ. С тога треба полупреч­
ником NF описати лук FQ, ПОВУЋИ 
QM 1. АБ, и тако добити додирну тачку М. Тачка Q' даје ДОДИРНЈ 
тачку м' друге дирке. 

Ъ) ПовуЋИ дирку паралелно с датом правом 1. Тачка Q 
налази се на правоЈ повученој И3 F нормално на 1. (СJII. 44.) 
ПОМОЋУ тачке Q налази се М. 

28. Нека је у2 = 16 х једначина парабо.1е; како гласи једна­
чина ДИl'ке која је а) паралелна, Ь) нормала према правој 
у -х+3 =0. 

29. На пара боли у2 = 4 х нека су дате две тачке чије СЈ 
ординате 2 и -4. Кроз те две тачке повучене су дирке. Одреди 
а) пресек тих тангената, . Ь) њихов угао, с) површнну троугла 

• 
ЧИЈе су стране те две дирке и додир на тетива. 

30. Нормала од жиже до једне тангенте има:'своје подножје 
на дирци у темену и средња је пропорционалаlизмеi)у потега 
додирне тачке и четвртога дела пара~етра. 

·31. Упореди раздаљииу жиже од дирке са нормалом која 
• 

одговара ТОЈ дирци. 

32. Под којим се углом секу линије: у2 = 2 х и х2 + у2 = 8? 
33. Како гласе једначине тангената 

линије 4х2 -9 у2=36 и у2= 190 х; под 
те линије? 

У тачкама, где се сеКЈ 

• 
КОЈИМ се углом сеКЈ 

34. На'Ј;,и на параболи ону тачку, у којој дирка гради са 
осовином угао од 450. 

35. Под којом Ће погодбом права Ах + Бу + С = О ДОД8-
ривати пара60ЛУ у2 = 2 рх. 

Одговор: В2р = 2 АС. 



36. Како гласи темена једначина параболе, коју додирује 
права у=2х+3? 

37. Која дирка параболе у2 = 6 х сече праву у = 3 х + 5-
под .450? . . 

38. На пара болу у2 = 2 рх повучена је дирка; одреди њену 
једначину, ако је а). тангента, Ь) потег додирне тачке једнак 
нормали. 

39. Повуци дирку, једнаку половини параметра;израчунај~ 
њен нагиБЈ-IИ угао према осовини. . . ' 

40. НаЂИ једначине тангената, које су из тачке (- 1, -·1) 
повучене на параболу у2 = 4 Х. 

41. Одреди геометриско место за све оне тачке, И3 којих 
. се могу ПОВУЋИ дирке које стоје једна на другој нормално. 

Уuуmсmво. Ако су У1' У2 ординате додирних тачака, онда· 
2 

мора бити р = - 1. Производ Уј У2 може се наЋИ И3 квадратне-
У1У2 . 

једначине која служи за одреЂивање додирних тачака тангената .. 
повучених И3 тачке (х, У). 

42. Дирка у темену геометриско је место за средине свих 
тангената једне параболе. 

43. Две конфокалне параболе са супротним осовинама R 
• 
Једнаким параметрима секу се под правим углом. 

ДЕВЕТИ ОДЕЉАК 

ДОДАТАК 
• 

Пречннци елипсе, хиперболе и параболе. - Пресеци купе. ~ ИнтеI'Ра.Ж_ . 

1. ПРЕЧНИЦИ,ЕЛИПСЕ, ХИIIЕРБОЛЕ И ПАРАБОЛЕ. 

65. Елипса. Ако су А (Хј, У1) и в (х2, У2) координате двеју 
тачака на елипси чија је једначина Ь2х2 + а2у2 = а2 Ь2, онда 

сечица, која пролази КрО3 А и В, има једначину 

у - У1 = У2 ~ У1 (х - х1). 
Х2- Х1 . 

Како за тачке А и В -вреде једначине 

Ь2 хј2 + а2 уј2 = а2Ь2 

~2X22 + а2 У22 = а2Ь2 

то се И3 њих добива .одузимањем: 

92 - У1 _ Ь2 (Х2+ X t ) - , . 
X2-~ - а2 (У2+Уј) 
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. , 

вредност унесе. у Једна~ину сечице, Кад се ова добива ,се 

, Ь2 (Х2+ Х1) (' ) 
у - УЈ = - 2 ( + ) х - Х1 • , . а У2 ,У1, 

Ако су е и "11 координате оне тачке, која полови тетиву 

АВ, онда је 

е = Х1 + Х2 , .,. _ У1 + У2 
~ '2 ., - 2 

IIJIИ • • • . • • Х1 + Х2 = 2 е'У1 + У2 = 2"11. 

Кад се ове вредности унесу уједначину сечице, 

Ь2 е· " 
У-У1--- а2 "11 (Х-ХЈ) 

Ь2 е 
где - а2 "11 представља константу правца. 

Све тетиве, које су паралелне 

са. АВ, имају исту константу правца 

Ь2 е 
т =-,-' . 

а2 "11 ' 

Ако су х и У теКУЋе коорди­

нате эа геометриско место ММ' 

(сл. 45) на којем се налаэе средине 
• 

свих паралелних тетива, онда Је 

• 

Ь2 х 
....,.-=т или 
а2у 

Једначина тог теометриског места. 

Ь2 
У = 2 Х 

ат 

.ll 

Сл. 45 . 

• 

добива се, 

с 

'1 , 

• 

Као што се види, то је геометриско место пречник,чија 

Ь2 
је константа правца т' = - 2 • 

, ат 

Иэме'ђУ константе правца паралелних тетива и константе 

правца оног пречника, који пролаэи кроэ, средине паралелних 
.' . 

тетива, ПОСТОЈИ према томе оваЈ однос: 

, Ь2 
тlП =-јГ 

а 

Ако се повуку тетиве, паралелне с тим пречником Gедна 

је од тих тетива ВС на сл. 45), па ако је ти константа правца 
• • 

за пречник I<ОЈИ полови те тетиве, онда Је 

Ь2 ' 
т" т' = - -, дакле ти = т' 

а2 ' 

што энс.:чи, да је пречник RR', који полови тетиве паралелне 

са ВС, паралелан тетивама које су паралелне са АВ. 

Два таква пречника эову се два сuрегнуrnа пречника. 

Сваки од њих полови тетиве, које су паралелне с оним другим 

пречником. ' 



Ако је т = О, 'онда је т'.....:... оо; према томе су осеу еЛИ(I('ј 

два спрегнута пречника, и то два је.а;ина спрегнута пречн,икЩ 
• • 

који СТОЈе нормално Један на другоме. 

Наиомена. Како се круг може сматрати као елипса, у Koj~ 

је а - Ь, то је т'т" = - 1, што знаЧR да у кругу свака ,ll.ва 
• • 

спрегнута преч ника СТОЈе Један на другоме нормално. 

66. Хипербола. Исто онако, као. код елипсе, налази се 

код хиперболе да је 
Ь 2 • 

У - Х 
-а2т ... 
• • • 

једначина оног пречника, КОЈИ полови тетиве ЧИЈа Је константа 

правца =т. 

Ако је т ~ О, онда је т' = оо, што значи, да су осовине - . 
у хиперболе два спрегнута пречника, и то два јединаспрегн:ута - . . " 
пречника, КОЈИ СТОЈе Један на другоме нормално. 

Наиомене. - 1. Како константе правца за два спрегнута 
Ь2 . 

пречника у ели псе дају производ - аll ' то мора нагибни угао 

једног пречника према апсцисној оси бити оштар,' а другога 

туп. Један пролази' Кр03 1. и 3. квадрант, а други Кр03 2. И 4. 
квадрант.. . 
. .' Ь2 . . 

,Код хиперболе је тт' = + а2 ' што значи да су константе 

правца обе позитивне, или обе негативне. У хиперболе се, 

према томе, два спрегнута пречника налазе у истом квадранту' 
• 

и нису ра3ДВОЈени осовинама . 
. П. Ако је у хиперболе константа правда једног пречника 

Ь б .>. Ь О · 
мања од -, онда она другога мора ити ве.ь.а од _. наЈ први. 

а а 
• 

сече хиперболу и зове се један главни uречнuк; овај. други не 

сече хиперболу и зове се сuореднuuречнuк. 

Тетиве,. које су паралелне с једним главним пречнико:u •. 
везују на хиперболипо две тачке које не припадају истој грани. 

Тетиве, које су паралелне с једним споредним пречником,вевују 
. , . 

на хиперболипо две тачке. које се налазе на истој грани. ере-. 

дине ових тетива леже на продуженом главном пречнику. 

67. Парабола. Исто онако као код елипсе, налази се ., 
код параболе, да је једначина сечице: 

2р 
у - Уl = Ј.ј- (х - х 1)· . У1 У2 
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11 

с 

Сл. 46. 

• 

Ако је .., ордина'га тачке С која 
подови тетиву АБ, онда је 

. Уl + У2 . '+ 2' 
11 = 2 ,дакле Уl У2 = "1\. 

Према томе једначина тет иве АБ 

гласи: 

у - Уl = ~ (х-х1)· 
Исто онако као код едипсе, до­

бива се за геометриско место, на Iюме 

се налазе средине паралелних тетива, 
• 

ова Једначина: 

Е- = т или у = р 
у' m 

·где Је т lюнстанта правца паралелних тетива . 
. Дакле, пречник у пара боле паралелан је са њеном осовином, 

у раздаљини ~. 
Нека су х' и у' координате тачке М, а МТ дир ка у тачки М; 
• • 

'тада Је њена Једначина 

уу'=р(х+х'} 

дакле је њена константа правца . ~,. Па IШКО је тачка М и на 

пречнику МС, то је и у' = ~ или ~, = т, т. ј. диркаМТ има 
исту константу правца као и тетива АБ, даК"1е МТ 11 АБ. с тога 

·~e каже, да су пречник см и дирка МТ спрегнути преч ници 

параболе. 

Ако, су тетиве на осовини нормалне, 

,т = =, с тога у = о. Према томе су осовина 

.два спрегнута пречника. 
I 

Задаци. 

1. НаЋИ средиште дате елипсе. 

• 
онда Је (L' = 900, 
и дирка у темену 

2. Дата је једна тетива елипсе; ко.нструисати спрегнути 
• • 
ЈОЈ пречник. 

3. а) Дат је преч ник једне елипсе (хиперболе), lюнструисати 
спрегнути му пречник. 

Ь) Кад се око елипсе опише правоугаоник тако, да су му 
'CTpUHe паралелне с великом и малом ОСОМ њеном, онда дијагонале 
његове одреЂују два спрегнута пречника. И;зрачунај њихове 
.ДУжине. 



, 4. Кад се кроз једну крајну тачку једног пречникаелиш'е. . .. -. - " ~ , 

(хипер60ле) повуче дирка, онда Је она паралелна спрегнутом 
пречнику.. . " . 

. 5. У ели пси 9х2 +25у::=225 дата је тачка М (1,1) или N (l,VЗ), 
кроз коју је повучен пречник. Одреди спрегнути му пречник 
и израчунај угао измеtу оба пречника. 

, " 

6. Одреди геометриско место за средине свих тетива У' 
елипси 9х2 + 16 у2 = 144, које су нормалне на правој хо- 2у _ 4. 

7. Докажи да се ."p~ceK двеју тангената једне параболе 
налази на пречнику КОЈИ Је спрегнут са додирном тетивом. 

8. у параболи у2 = 2 рх' дата је тачка (х1 , Уl); наЋИ једна-
чину оне тетиве, која је у тој тачки преполовљена.' , 
. 9. Конструисати параболу, кад се зна љено теме и кад су 
дата два спрегнута преч ника. ' 

10. Одредити конструктив.ним путем пресек двеју парабола, 
кад су дате њихове жиже и заЈедничка им директриса. 

11. ПРЕСЕЦИ КУПЕ., 

68. ЕЈ1Иптичан пресек. 
Кад нека раван R сече све стране једне ротационе купе, 

је пресек елuuса (сл. 47). 
Доказ. С једне и друге 

• 
стране равни, КОЈа сече купу, 

. 
можемо уписати по Једну 

лопту која додирује и ту 
, 

раван и омотач купе. 

Додирне тачке са рав­

нином нека су F и Р', а до-
о 

дирни кругови С купом нека 

су К и К'. , 
Акоје Р!юја билотачка 

на пресеку, ондаје РР'=РВ 
и PF = Р А, јер су дирке, 

повучене из једне таЧI{С на 

. исту лопту, једнаке. Према 
• 

'Томе Је и 

РР + Р Р' = РА + РВ = АБ 
'Т. ј. тај је збир константан. 

.s 
, , 

1{ :А 
о --- • 

...... -_ ... --- .­
о • -

/( 

.lJ 
Сл. 47. 

Пресек је, дакле, елипса чије су жижс F и р,'. 

онда 

Наuомена. - Ако би се купа преСС!{.1а паралелно према 
основи, онда би се елипса претворила у круг. 
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69. Хиперболан пресек. 
~_ Кад нека раван сече оба крила једне двојне купе, онда ја 

пресек хпUеl'бола. (Сл. 48.) ;~ 

Доказ. У сваку кwпу треба уписати поједну лопту, Koj~ 

додирује и раван која сече купу и омотач. 

Додирне тачке са равнином нека су F и Р', а ДОДИРН •. 
круГОВи са купом нека су К и К'. , 

Ако је р. која било тачка· на пресеку, онда је рр' == Р А, 

рр =' РВ, дакле РР' - рр --'- Р А - РВ = АВ, дакле константно . 
• 

Напомена. - Ако би се купа 
• • . пресекла Једном равни, КОЈа про-

лази КрО3 S, онда би се хипер69ла , 
• 

А 
изметнула у две праве КОЈе ,[;есе.,.. 

, ,,-- -- .--'--
H~ ; 

• • 
, 
• 

• 

.lJ --'-

• 
,17 

, 

Af 
. Сл. 48. Сл. 49. 

70. Параболан' пресек~ 
Кад је нека раван паралелна с једном страном ротационе 

купе, онда је пресек парабола (сл. 49). 
Нека је SBC права кружна купа, а линија MAN њен пресек 

с једном равни R која је паралелна са страном SC. 
Да бисмо доказали да је линија MAN. парабола, треба 

• • 
доказати, да Је свака њена тачка толико исто удаљена 0,1; Једне 

сталне тачке, колико и од једне сталне праве. Тога ради .:заvи-
. . . 

• • 
слимо да Је у купи уписана лопта тако, да ДОДИРУЈе и површиНЈ 

купе и дату раван R. Та лопта нека додирује површину купе 

по кругу KIH, а раван R у тачки 1". Круг BMCN нека је пара­
лелан с кругом KIH. Тада имамо: 

MF=MI=KB=KA+AB. 

с 



Како су троугли ADK и АВС равнокраки, јер сусл':ичНii1 
с троуглом SKH, то је АК = AD, АВ - AU; дакле.' . 

MF=AD+AU=DU=MP. 
Дакле линија MAN параболаје, јер је за сваку њену тачку М 
'. . 

раздаљина MF од жиже F једнака са њеном раздаљи:ном МР од 
праве DP која је директриса (водиља). Ова је ПР~Ћа пресек 

равни R с оном равни, у којој лежи круг KIH. 
Параболина оса AU пресек је равни R с оном равни, која 

пролази кроз осовину купе и стоји нормално на равни R. 

Ш. ИНТЕГРАЛ 
• 

71. Неодређен интеграл.- Диференцијални количник 
dy 
dx 

• • 
покаЗУЈе З:Ј. сваку вредност апсцисе, како се пење крива ЛИНИЈа 

која представља функцију у = [(х)., 

Кад је дата функција, онда се може њен диференцијални 
количник израчунати; али се може и обрнуто из, датог дифе­

ренцијалног количника дознати фунција. 

. Нека је на пр. дат зада~'ак: да се на'1)е једначина оне криве 

. чије је пењање представљено изразом 2 х, т. ј. код које је свак\. 
• • • 

дирка нагнута према аПСЦИСНОЈ оси под углом ЧИЈа Је гониоме-

триска тангента два пута веЂа од апсцисе додирне тачке. 

Из једначине ~~ = 2 х излази даје У = х 2, О чему се можемо 
уверити диферентовањем; и да .ie у опште 

ахn -ј- 1 . d Ч. , 
и = п + l' кад је d~ = aX.l~ (чл. :32) .. 

Решење у = х2 није једино; има их безбројно много, и она 
, . . . 

се сва дооива.ЈУ, I(ад се деСНОЈ страни дода Један константан 

број С, који с;е при диферентовању губи. 
Према томе је опште решење: у=х2+С. 

Овај израз х2+Сзове се uншеграл од 2xdx, 
. а С зове се uншеграцuона Ј(онсшанmа. 

Како ова константа може у опште 

имати безбројно много вредности, то се 

интеграл зове нео дре',lз ен. 

Геометриски разлог, што-је интеграл 
неодре·1)е.н, лежи у томе што се крива 

у = х2 (сл. 50) може на више или на ниже 
померати у правцу ординатне ,осе. Тим 

померањем не мењају се особине криве 

линије, него се само повеt.авајусве орди-· 
нате за једну исту сталну количину. 

.у 

.lJ 

Сл. 50. 
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Константа у једначини ,У = х'Ј + С може· се одредити И3 
какве споредне погодбе. Ако се на пр. тражи не само то, да је. 
пењање предста~љено израЗ0М 2 х, . него и да крива линија про~, 
лази КрО3 почетак координатног система, онда се заменом :с =t) 

и У = о налази да је С --: О. Тада је У = х2 специјално решење . 
. Ако линија треба да ПРОЂе КрО3 тачку (1, 2), онда треба 

• 
у ЈеднаЧИfJИ 

ставити х = 1, У = 2, па отуд израчунатиС. Тако се налази 

С ;== 1, а за једначину криве добива ее у = x~ + 1. 
О~ре~ивање интеграла зове се инmегровање, 

Наuомена. иЗ' предњег тумачења излази, да су диференто­

вање и интегровање две супротне рачунсr<е радње, и' да је ди­

ферентовање одреЂен, а интегровање ,неодреЂен задатак .. 
. 72. Интеграл као' вбир. . 

'-
Нека је на сл. 50 ВТ дирка у тачки М.; кад се апсциса 

ор додирне тачке пове'Ћа за рр' = dx, па у тачки р' п()вуче 

Р'М' ~ ОХ, онда апсциси ор' одговара на дирци тачка В, а 

на кривој линији тачка М'. Ординате тачака В и, М' разликују 

се за ВМ'. 

Из правоуглог троугла МЛВ излази да је: 

АВ = ЛМ . tg ос == dx . ig ос. 
За прираштај АМ' не би се смело, према томе, ставити 

... а је АМ' = dx. tg ос. Али, што је мање dx, тим је мање ВМ', и 
тим је мања грешка, кад се за промену функције (АМ') узме 

dx. tg ос. За бескрајно мало dx БИЋе и АМ' = dy бескрајно 
м8.ло, тако да се може ставити 

dy = dx. tgoc .. 
Нека је на сл. 51. линијом 

ОМоМ1МzМз графички представ­

. љена функција У = [(х), и нека j~ 

познат њен. диференцијални ко­

лични к У' --: f' (х). Тада се може 
. израчунати гониометриска тан­

гента I".ирке у тачки М2 , кад се у 

изразу за f' (х) стави х = ор 2 = х2 • 
И3 правоуглог троугла M2Q2S2 И3-
лази да је Q2Sa =- Q2M2 . [' (Х2)' 

Прираштај ординате,т.ј. Мз Q2 
није исто што и S2Qa, али се може 
ставити МзQ2 = f' (Х2) dx, кадје dx, 
бескрајно мало. 

у 

, 

, 

JI. 
'Ј 

д; ----, R. 

• , 
н, . 

_ .. __ w ~ __ • __ •• Q 

Сл. 51, 
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• 
Исто тако може се ставити прираштај ординате од Ml до 

~2' т. ј. Ql Q2 = [' (хl) dx, где [' (х1) эначи вредност диферен­
цијалног количника, кад се у њему стави х = ОРl = х1 • 

. р: тако се може орди~ата М:rРз представити као збир од 
сабирака оваквога типа: [ (х). ах. . '. . . 

Кад се замисли ОР3 подељено на безбројно много јер;наких 
,целова dx, онда Ће и д{лш M1 So , M2 S1 , МЗ S2 И т. д. бити бескрајно 
мале. Тада је Мз Р3 збир /одбеэбројно многих, а бескрајно малих 
сабира ка истога типа f' (х) dx. 

Према томе задатак, да се одреди функција у -::- [(х), кад 
се зна њен диференцијадни количник у' = [' (х), идентичан је са 
задатком, да се одреди збир од безброј но многих, а бескрајно 
малих сабирака одре'l)енога типа. 

Ако суму тих беэбројно многих сабирака обележимо са S, 
онда је 

S f' (х) ах = у 
• 

у место латинског слова S усвојен је знак Ј који се чита uи­
raezpaJi. 

73. Најпростија интеграциона. правила. 
Нека су u и 'и функције од х . 

. 1 . .зна се да је d (а и) = а . du, где је 1I константа. Стога је 

Ја. du=au. 

Кад се >/l замени са Ј du, добива_ се 

. Ја du =aJdи 
Т. ј.' сraални чпнилац може се сraавиraп uред пншеграцпонu знак. 

- - -о 

2. Како је d (и +и) = dп + du; то је 

Ј(аu + du) = и +v. 

Кад се замеtIИ п са Ј du, v са Ј dv, добива /се 

JCdu+dv)= Ј du+ Ј dv 

Т. ј. uнruеграл збира једнак је збпру инraеграла uојединuх сабuраКlI. 

3. Исто тако је Ј (du - dv)= Ј du -} dv. 

Ј х3 ' . Ј хn+ 1 

4. х2dх=з+~; 5. xndx=n+1+C 
, 

JV- 2у- JdX 1 f\. х.dх=з х3 +С; 7. х2 =--Х+С; 

Ј 
ах2 

8. axdx= '2 +С; 

6' 
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· 9. f V ах . dx = Уа Ј V Х dx =, Уа· ~ V х3 + С; 
10. fsin~dX=~COSX+C; 11. fCOSXdX. sinx+C. 
74. Израчунавање површ~не; одређен интеграл. 
Нека је дат задатак; да се израЧУflа површина Р (сл. Б2). 

• • ; 

С' до 
---:;1''1 

• 

ограни:ена луком ВВ' какве кри- . 
веЛИНИЈе, ординатама крајњихта­

чака тогаЛУIШ и комадdМ апсциене 

осе изме'Ј:;у тих ордината, дакле 

Р = АВВ'А'. 

Кад је дата' стална ордината 
АВ тачке В и, једначина криве 

линије, онда је Рсамо још ФУНК-

О l,.~.o~-~A· __ Ah,~d.x:::r.-Aj·-;;u--X ција апсцисе тачке В' (Х, у). Ако 
"" 4 се апсциса тачке В' пове'ва за 

Сл. 52. 
6 Х, онда се површина повеt.а 

за л Р = А'В'В"А" Т' Lj • а.Ј прира- . 
штај 6 Р веt.и је од правоугаоника А'А"В'С", а мањи је од 
правоугаоника А'А"С'В'" .дакле 

у . 6. х < 6. Р < (у + 6 у) . 6 х 
,6Р 

OTyд ..... -~. У<,6х<У+6У.' , 
Кад 6 Х, 6.у, .6 Р nocd~y диференцијали dx, dy, dP, биt.е 

dx=y 
т. ј. диференцијални колиЧl1 UI( uовРШl1не Р није ништа друго. 

Rегозавршна ординаmа. 
Према то је ...... dP = У . dx 

а површина . . . . . . . .. Р = Ју dx + С. 
. Како је у функција од Х, то ~aM овај образац даје ПОВРШИНУ Р 

. као, функцију оне нпсцисе, КОЈа одговара завршној ордиюпи. 
Треба саМо ставИТИ на место Х вредност апсцисе аА' = Ь, која 
одговара завршној ординати. 

Константа С може r.:e одредити из погодбе, да је Р == О· 
• 

кад Је х= а. 
Кад бисмо криву ли~ију В"В'В продужили до. пр~сека са 

ординатном осоМ, онда ои се површина М а А' В' нашла, кад. 

би се у изразу 

ставило х = аА', 
нати из погодбе, 

fydx+C 
самО би се сад консТанта С морала израчу­
да је п~вршина маА'В' = О, кад је х == О. 



Површина М:ОАВ налази се, кад се у изразу 

~fYdx+C 

8б ... 

ставИ х - а, пошто тој апсциси одговара ордината АВ, којом 

је завршена површина. МОАВ. 

Из двеју површина: МОА'В' и МОАВ налази се површина 

АВА'В' одузимањем, дакле 
Р = МОА'В' - МОАВ, или 

х=Ь 

I Р = f у dx + С - (Ј у dx + С) 
ШIто се пише краъе овако: 

х=Ь 

х=а 

Р = f у dx, или још краъе 
х=а 

ь 

!ydx .. 
а 

Овај интеграл зове се одреЂен; а је доња, а Ь је горња 

граница. 
. , 

75. Примери. 
1. Површuна uараБQле. Једначина је у = XII • 

Према томе је површина 

Р = f у dx = Ј x2 dx = .~ + С. 

,----

Парабола има облик и положај као на сл. 50. Да бисмо 

нашли површину ОМ'Р', треба узети одреЂен интеграJl измеЂУ 

,l;оње границе = О, и Г9рње границе ОР'. Тако се наJlази да је 

Jlовршина 
-

ОММ'Р' =- ОР'В. 
. 3 

Па како из једначине пара60ле излази, да је М'Р' = ОР'2, то је 

ОММ'Р' =OP'2~ ОР' XtYl, 
. 3 / 3 

ако ставимо ор' = X t ' М'Р' = Yt. . 
Кад се овај резултат-упореди с површином правоугаоника, 

коме је основица ОР', а висина Р'М', онда 

се види, да је површина ОММ'Р' треъина тог 

правоугаоника. 

2. Површuна кружна uрсшена . 
• 

. Прстен се може поделити набезбројно 
многе, а бескрајно узане прстенове (сл. 53). 
Ако је ОА= р, ОВ = р + dp, онда је повр­
тина прстена измеЂУ та два концентрична 

круга: Сл. 53. 

, 



Цојфшина прстена" чији су полупреч~ици Г2 и Гt. БИЋе-
-', -~' -: ' 

, . - - . , 
према томе: 

Т2 1'2 

Р = f 2 p",dp --:- [",раЈ = '" (Г ... 2 _" Г1:!) 
r, ,ђ 

3. ,Површuна круга. У пред-

њем задатку треба уэети доњу гра­

ницу Г1 = о. 
4. Површина елuпсе. 
За квадрант ове (сл. 54) на­

лази се 

а !1 

р= (Ydx=!b Уа2 .-хјј ' dx 
' .. , а 

о о 

а 

= ~! Уа2 _х2 dx. • с .... 54; 
О, 

а 

Вредност интеграла 5 у аВ - х2 , dx ,цоэнаје с« индиректно' 
о 

овако: кад се над елиптичним квадрантом ове опише кружни. 

џвадрант ОВЕ, онда је његова површина: 
а 

Ј 
.' а2 ", 

Уа2 - х2 dx = 4 . 
о 

, Кад се и круг и ели пса поделе на бескрајно уэане повр'­

шинске елементе, онда елиптични елементи стоје према кружниъ-t 

у раэмери као Ь: а, с тога је површина 
, 

Ь Ь a 2 7t аЬ", 
ВОС = а' . ВОЕ = а' 4 ' 4 

према томе површина елипее: Р = аЬ",. 

5. ПовРШllна синусне линије:) 
За површину од х = О дО ,Х = '" имамо 

'" '" '" 
р = f У dx = Ј sin dx = [- cos х] = 2. 

о о о 

б. Површина обрmних mf!ла. 
. - - ! 

ос) Површuна лопте. , 
Лопта постаје, Кад се круг.обрt..е око апсцисне осе (сл. 55) .. 

• 

') ВИДJl СЛ. 10 у Тригонометрији. 



Тачка В нека има КООрftинате 

х и у, а тачка В': 

Х+6Х,У+6У (гдеје.6,у негативно). 
. Тетива: 

ВВ'=У 6XII+6.y2=6X(~ +(6. у)2 
. Ах 

Кад .6, х, 6 у и ·6 s постану 

• 

у 

с 

• 
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, 

диференцијали dx, dy, ds, онда је 

·dS-dх(l+(:;У· 
о '--т ~-+--:X 

.. При обртању круга лук ds оои-
• • • 

СУЈе ПОЈас, КОЈИ се може сматрати 

. као права облица чија је в.исица ds, 
а полупречник основе је АВ = у. 

• 
Сл. 55 .. 

Према томе је омотач ·те 06лице: 
. .r-----''---'--d -,--q)2 

m = 2 Y7t. ds = 2 Y7tdx V 1 + (d; . 

Иэ једначине круга х2 + у2 = г? налаэи се 

dy х 
~=--, 
dx У 

према томе m = 2 r7tdx. 
3а полулопту имамо једначину 

r r 

; =!2Г 7t dх=[21'7tх]=21'2 7t. 
о о 

\ 

fIовршина је· целе лопте 41'2 7t. 
~. Површuна калоmе. - ,Ако је h висина каЈЈОте, 

(г - ћ) и г границ~ интеграла: 

онда СУ 

'{. Површuна лоumuна uојаса. 

иэме;Ьу ,!I;Be калоте, или као под ~. 

Налаэи . се као раэлика 

.. 
7. Израчунавање заuремuне. 
rJ.. Заuремuна uирамиде (основа В, 

висина ћ). Нека је пирамида SABC (сл. 56) . . 

пресечена Je,!l;HOM равни паралелно према 

основи, а У раэдаљини х од врха S. Ако· 

је Ь по врши на пресека, онда је 
В:Ь=ћ2 :х ј 

ь _ Вх!!. 
- h-

, 

Пирамида се може пресецима, који 

СУ паралелни према њеној основи, поде­

лити на бескрајно многе танке слојеве, 

А 

Ј' 
--- -----~ 

---~ 

в 

Сл. 56. 

• , 
, .r , 
• 

• 
--'" 

чије СУ висине dx 
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бескрајно мале. Један такав слој, са основом Ь а висин;ом dx 
. В . 

има запремину ћ2 х 2 • dx, а запремина је целе пирамиде: 

h h 

ЈВВЈ· В11 v= -x2dx=~ x 2 dx= . 
• 112. ћ2 . 3 

, ' . 
о о 

~. 3аuремина куuе изводи се исто онако, као запремина 

пирамиде. 

у. 3аuремипа лоumе.· 
у 

д Д' 

Елеменат АВА' В' (сл. 57) кружне 
површине описује, при обртању полу-.· 

круга о{<о ОХ, једну облицу чија је. 

запремина 

.z 
О <-=-A-!-4~,-----L--

dv = у2т; dx = х (2 г - х) т; dx. 
Према томе је запреминалоптt~ 

2г 

СЛ. 57. 
. r . 4г9 7': v = х (2 г- х) т; dx = . 

L 3 
о 

\ 
~) 3аuремина лоumuна сегмента. 

Сегменат лопте посТаје·обртањем површине ОАВ (сл. ~j7). 

Ако се стави ОА = h, онда је 
• h 

V = f х (21" -- х) т; dx = h;т; (3 г --~ h) 

о 

у) 3аuремина ротационог 

елиuсоида. 

Ка)!; се онај део елипсе, који 

се налази у првом квадранту, 

оБРЋе око осе ОХ, онда постаје 
. V 

у 

д Д' 

о 

/ 

половина елипсоида 2 . (сл. 58). 

Ако су х, У координате тачке 

В, а x+dx, y+dy (dy негативно) 
координате тачке В', онда по- , 
вршински елеменат АВА'В' опи­

сује запремину у2 т; dx. Тада је 

г-------+-~~--_r---ж 
А А 

C.II. 58. 

а а 

~. = ЈУ2Т;dХ= ЈТ;(Ь 2 -
о о 

Према томе је запремина целог елипсоида: 
. 4 
V = 3 аЬ 2 т;. 



8!) 
, " 

~ 

·Напомене. 1. Кад би велика оса е.,rипсе била ца ОУ, онда би 
..QбртаЊем еЈ1ипсе око ОХ постао спљоштени елипсоид (сферqид); 

• 
његова Је запремина 4 _ - у 

V= 3 а 2 Ьт<:. 

џ. Кад би било а - Ь = г, онда бисмо -
• 

'на "место елипсоида имали лопту; њена Је 
, ' 4 
"запремина g r 3 т<:. 

а) Заuремuна ротационог uараболоuда., О L...-AJ,-JA~'''--l'!::--­
Постаје обртањем параболног сегмента 

ОРМ (сл. 59) око ОХ. СЛ. 59, 

;~ Нека су а и Ь координате тачке М. -
Jlоида, који постаје обртањем површинског 

представљен је изразом 

d V = у 2 т<: d х = 2 Р т<: х . dx. 
а 

~ 

'Отуд . . - . . j
~ " Ь 2 

,V=2pr. хdх=а2рт<:=а:! т<:. 
о 

Елеменат пара60-

елемента АБА' В " 

Наиомена. Ако замислимо око параболоида облицу, чија 

је висина .ОР = а, а полупречник основе РМ = Ь, онда је њена 

запремина аЬ 2 т<:; дакле два пута веЋа од парабело~а. 

ЗАДАЦИ. , 

1. Дат је троугао са странама 6, 5, 7. Израчунај површину 
'елипсе чије су жиже у крајњим тачкама прве стране, а пролази 
кроз треЋе теме. . 

2. Одреди однос измеЂУ по врши не једне ~л~псе и повр-
ЋПине описаног иуписаног круга. \ 

з. Око ели псе Оl1lисан је главни круг (пречник 2 а); пре­
половити једном елипсом ону површину, која се налази измеЂУ 
);ате ели псе и описаног круга. 

4. Даrа је БI?ојна ексцентричност i и по врши на р је)!.не 
ели псе ; израчунаЈ осе. 

5. Нека јё 2 Ь мала оса једне елипсе. Колика тр.еба да је 
'велика оса, да би површина елипсе била једнака о~отачу равно­
-стране купе, чиЈа је висина Ь?' 

6. Елипса Ь2х2 + а2у2 = а2 Ь2 jeДHa~a је омотачу праве за­
рубљене купе чије основе имају полупречнике а и Ь. Колика ј,е 
висина те зарубљене купе?' 

7. Кроз жижу једне параболе повуче на је тетива, нормалне 
, . rнa. осу параболе; израчунај површину одсечена сегмента. . 



8. На пара60.lИ у2 =4 х дате су две тачке чије су ординате 
2. и - 4, па су оне везане тетивом; израчунај П0ВРШИНУ сегмента . 

. 9. Кроз теме једне шiра60ле повучена је тетива под углом 
од (ј00; колики је сегменат? .' . . . " 

10. У пара60ЛИ у2 = 12 х уписан је равнокрак троугао тако •. 
да му је теме у пара60ЛИНУ Te~eHY; Колики· су сегменти, који' 

• 
су одсечени крацима тог троугла,. a~o висина СТОЈИ према осно-

вици у размери 5 :4? . 
! 11. На пара60ЛУ у2 = 2 рх повучена је дирка, која је према 

оси нагнута под 300; из додирне тачке спуштена је на ОСУНОр­
мална тетива. Конструиши квадрат, једнак сегмен'гу Iюји је том 
.тетивоМодсечеН. 

. 12. На параболу у2·. 8 ~mовучена Је. дирка у тачки чија 
Је ордината 4. ИзрачунаЈ површину' измеЂУ те дирке, ординатне 
осе и. параболног лука. Колику површину одсеца. од параболе 
нормала?· . 

13. Израчунај делове, на које је круг х2 + у2 = 8 подељен 
параболом у2 = 2 х . 

. 14. На n:араболи, а над њеном осом, налазе се две тачке чије 
су ординате. i1 и Ь; раЗ,Jl;аљина измеЂУ тих ордината нека је с. 
Израчунај сегменат који одсеца тетива измеЂУ тих двеју тачака. 

. 15. Израчуна.i заједнич~у површину ОВИХ двеју парабола: 
у2= 2рх и х2 =2ру .. · . ..' 

16.' Те'!: и ва АБ нормална је на оси параБО.!lе, а има од њена 
темена раздаљину а. Сегменат, који Qдваја та тетива, поделити 
по размери m : 1l једном тетивом, која ј'е са АБ паралелна. (Спе­
цијално 1: 7; мањидео лежи до темена ) . 

. ~ 

17 •. Израчунај запремину зарубљене пирамиде. Ако је Н 
висинц целе пирамиде, а h висина допунске пирамиде, онда је 
Б· '. . 

3 Н2 (Н3 - ћ3) вредност интеграла за' заПР,емину зарубљене пи-

рамиде. РастављајУЋИ НВ - h B на чиниоце, од који~ је један 
Н - ћ, добивамо обраэац у чл. '/1. Стереом. 

18. Израчунај запремину тела, које постаје обртањем по­
вршине АА'В'Б (сд. 58), кад су а и а' апсцисе тачака Б и Б'~ 

19. Израчунај запремину тела, које постаје кад се један-
. , 2 

а 
лук на једној грани' равностране хипербоде ху === 2 обрt..е око 
• • 
Једне асимптоте, и кад су m и п апсцисе краЈЊИХ тачака тога лука. 

20. Колики је полупречник лопте, која има исту запремину 
као, 3емљин сфероид? (а = 6377'4 km, Ь = 6356'1 km). . 



-
ПОГОВОР. 

При иэради Аналитичне Геометрије служило ми јеЭ:F 

основу најновијеиэдање Мочник-Спилманове Геометрије эа­

више раэреде средњих школа. Наставно је градиво И<;[О. 

хоје је прописано нашим наставним програмом, само ст 

П}Јимењене рационалније мето,\е, према савременим эахте-­

вима средње-школске наставе. 

ВодеЋИ рачуна о одлукама меЂународног конгреса эа 

реформу математи-чке наставе у средњој школи, на коме 
,,-- " .. . . 

су. српски делегати ИЭЈавили, да Је и· у нас нарочита ко--

мисија И.эрадила план эа УВОЂење Више Математике у 
средње школе - ја сам унео у ову књигу елементе Ди­

ференцијалног и Интегралног Рачуна, али у гран.ицама 

тако скромним, да се ученици неЋе оптеретити, а упо­

энаЋе . се са рационалнијим методама ИЭВО'ђења матема-­

тичких обраэаца. 

14. Јула 1921. 
Београд. 

, • " I 

Стеван Давндовнћ, 

професор Војне 'Академије_ 
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