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I'maBa 1

YBOI

Hudepenrujaiie jeqHadnne Ccy jeJiHa OJi TpaHa MaTeMAaTHUKe Ca HajIIu-
pOM IIPUMEHOM KOja Ce OrJieJla y TOTOBO CBUM cdepamMa CBaKOIHEBHOT
)kuBoTa. MHOrM nmpobJieMu IPUPOIHUX, 1A YaK U HEKUX JIPYIITBEHUX HAY-
Ka, TIOMYT COITMOJIOTH]e U eKOHOMHUje, ce MOJeyjy buMa. OHe nMajy BaxKHy
yJAOTY Y MOJeJIOBamWy IIpolieca KOJU C€ CBAaKOJIHEBHO OJIBU]aJy Yy OKBUDPY
onpehennx cucrema. Ocobuue TUX MojaBa, OAHOCHO CUCTEMA, MOYKEMO TPO-
ydaBaTH, 11a YaK W MpeJBujieTn Kako he ce onu nonamaru y OyayhuocTu
I JOOUTH CJUKY FbUXOBOT CTakha M3 MPOIIIOCTH YKOJIUKO UX MOJIETYjEMO
nudepeHnujaJTHuM jeTHaATnHAMA.

Pam he mpukazaTtu Ha KOju HA4YWH ce (pOPMHUPAJy U KOPUCTE MaTeMa-
TUYKU MOJIEJIN HEKUX IIPOIleca WK M0jaBa KOju ce omucyjy momohy mude-
peHInjaaHuX jeaqnaqnna. [lnb pama je ma mokarke pa3sHOBPCHOCT IIPUMEHE
JdepeHIjaJHuX jelHaYnHa, K0 U MOT'YNHOCTH, IPEIHOCTH U MaHe MaTe-
MaTHYIKUX MOJIeIa Koju ce qobujajy momohy audepeHnyjasHux jeTHadInHa.

Y mnpBoMm meny pajga Omhe pedm 0 MaTeMaTHIKOM MOJIEJIOBAIbY I'€HE-
panno. Crnenehu neo pama he ce ogmHocuTn Ha audepeHInjaaHe jeTHAUNHE
npBor pena. buhe maT ocBpT Ha OCHOBHE JAedUHUIU]E U TEOpeMe Koje ce
omHOCe Ha audepeHInjaine jeHadnae npBor peaa. buhe mocebro obpalje-
He jaudepeHIrjaHe jeJIHaYnHe KOje pa3/iBajajy IPOMeHJ/bUBE KAKO OUCMO
y HapeIHOM ey pajia MPOYUMIN IIPOIece KOju CYy MOJEJIUPAHU TUM jel-
HaunHaMa (Kao IITO Cy, HA MPUMED, IUHAMUYIKU MOJETH PACTa MOILyJIaIH-
je, npumene EbyTHOoBOr 3aKOHa Xj1ahema, mpuMeHe 3aKOHA, PaIUOAKTHBHOLD
pacmazia MaTepuje).

Sarum he Outu peunm o audepeHnrjaJTHUM jeJHAIYNHAMA BUIIET Pea,
OCHOBHHMM JedUHUNIIjaMa 1 TeopeMaMa Koje ce OJHOCe Ha HhHux. lakobe,



[JTABA 1. YBO/I

6uhe npoydeHn ogabpaHu MOJEIN KOJU Ce MOJEJUPAjy JudepeHITnja T HuM
jeHadnHAMa BUIIer pejia (Ha npumep, 6ulie mocMaTpaHo OCIUIATOPHO Kpe-
Tame U pe3oHanna). Ha mojemquaum mectuma y pamy he ymecto mudepen-
IAjAJTHUX jeJlHa4unHa 6uTn Kopuiihena ckpahenurna ij.



I'maBa 2

O mareMaTHM4YKOM MO/I€JIOBALY

[Ipomene ce 0KO HAC JelIaBajy CBaKor TpeHyTKa. Jbymu o JaBHUHA Ha-
cToje Ja ux mTo OOo/be pasyMmejy m objacHe, Ipe CBera, jep pa3yMeBaibe
CcBeTa OKO HAC IIOMarKe HallleM IIPeXKMUBJ/baBalby U IPUIarohaBarmy IPUPO-
mu. OcuMm pazyMmeBama, JbyIU TexKe 1 Ja npeaBujae oymyhe mpomene. Tome
y MPWJIOTr UJe U YUIbeHUIA Ja BelimHa mojaBa (MpoMeHa) y TIPUPOAU HIEje
ciaydajua, Beh ce mehy mojaBama yodapajy mehycobHe 3aBUCHOCTH.

Heke om oBUX mpoMeHa Cy TpeIBUJ/bUBE MONYT A akha IIPeIMeTa Mo
JIeJCTBOM CUJjIe TpaBUTAaIllMje W W3JacKa W 3ajlacka CyHIa, JO0K Ce JIpyre
JIeTIaBajy HaCyMUYHO U HUje uX Moryhe mpemBupeTru. Y HEKUM CjIydaje-
BUMAa II0jaBe MOKEeMO TPEIBUIETU CaMO KPATKOTPAJHO, aJu He W Ha Jyre
craze. /lobap mpumep KpaTKOTpajHOr IpeaBubama jecte mpaheme ypara-
Ha.

Jbynn HuCY OIyBeK HNpHUPOLY U H€HE IIPOIece U IojaBe O0jalllrhbaBaJin
nmoMohy Hayke, mehyTuMm, HaydIHN HAYUH ODOjalllibemha CBETa Ce I0Ka3a0 Be-
POJOCTOjJHUJUM OJ OCTAJINX ODjallhemha T0jaBa Y MPUPOJIN U CBETY TOIYT
dpu030pCcKUX U PeSIUIujCKux.

IIpe Hero mro KpeHeMoO Ha IPOyYaBarbe, 3alUTAjMO Ce Ha KOJU HAYUH
omazkamo npuposay? [Ipupomre mojase, mporece n CUCTEME KOJU Ce jaBJbajy
y CBAKOJIHEBHOM 2KMBOTY OIlazKaMO IIOMONY CBOjUX 4yJjia U MOMONY MEpHUX
nHCcTpyMeHara. OnaxKame moMohy 4yJia HUje Y MOTIYHOCTU TaYHO, KAO IITO
HIje HU Meperhe moMohy Mepuux mHCcTpyMmenara. Oba ajaTa cajapke HETIO-
cTaTKe, a IOpeJ] TOra He MOI'y Ce HU CBe II0jaBe€ YOUUTU UYJIUMA, HUTH
U3MEpPUTH ITOMONY MepHUX MHCTpyMeHaTa. JakK u Kaja MojaBy yOUnMO, O/I-
HOCHO M3MEpPHMO, TO PaJUMO ca ojipeheHMM ojcTymameM OJ CTBAPHOCTH.
VY BesIuKOM Opojy cilydajeBa MOYKEMO PETUCTPOBATHU Ta OJCTYIIaka U 3HATU



[JTABA 2. O MATEMATNYKOM MOJJIEJTOBAEY

Jla TpUPOJa HUje CABPIIEHO OMaXKeHa, aJil Ce TUX OJCTYIakha HEe MOXKEMO
y HOTIYyHOCTH Ocyio0omuTu. Ty Ha ClieHy CTylla MOJIEIOBAE IPUPOJE, Y
HAIlIEM CJIy9ajy, MaTeMaTHdKo MojeoBawe. [lerampuuje sumern y [1].

Jla bucMo MOrIM ma MOJIeIyjeMO II0jaBy, IPOIEC WM CHCTEM, MOPAMO
3HATH IIITA je MAaTEMATHYIKO MOIEIOBAahE, a IITa MATEMATHIKN MOIEJI.

MaremaTndako MOIEIOBAE je TPoIec J00ujamba MaTEeMATHIKOT MOIEIA,
HeKe T0jaBe, TPOIeca WU CUCTEeMa, HAa OCHOBY PACIOJIOXKUBUX HMHQOpPMA-
Ija Koje MMaMo, JIOK Je MaTeMaTU4YKU MOJeJ caM OINC II0jaBe, IPOIeca
UM CUCTEMa MMOMOhy MaremMaTwdkor jesuwka. lIpeamver oBor pasa he 6urn
Ipoy4aBamkhe OHUX T10jaBa, MPOIEca WU CUCTEMA KOJje Kao CBOje MOJeJIe
nMajy audepeHIujaane jeTHATIMHE.

Peu mozent morwde o1 TaTUHCKE pedn Modyc, To 3Ha4In Mepa. Moesro-
Balbe HEe MOpa OUTH CaMO MAaTeMAaTUIKO, IIOCTOje U JAPYTU THUIIOBH MOJIEA,
IIOIIYT KPOjauKuX JIyTKHU, MaKeTa, reorpadCcKuxX Kapara, Malia, UTI.

Mogenu, camu 1Mo cebu, He MOTY CABPIIEHO OCANKABATH IPUPOLY KOja
je M3y3eTHO KOMILIEKCHA. 3aTO je BPJIO YeCTO MOTPeOHO BPIIMUTH TI0jeTHO-
CTaB/beha. TaKBUM MOCTYIAEM OJCTYIIAMO OJI CABPIINEHO TAYHOT IMPUKa-
3a npupoje. Perumo, Kajta MomeyjeMo mpeaMer KOju Iajla MO IejCTBOM
rpaBUTAIlje MOXKEMO 3aHEMapUTHU OTIOP Bazayxa. Kajia Mojesre permMo u
peliee Tpeba Aa IPeICTaBUMO Y O0JIMKY KOHKPETHUX OPOJHUX BPETHOCTH,
IPUMEhYjEMO HEKO HYMEPUYKO M3pavdyHaBahe IIPU KOME je MPENU3HOCT 3a-
nuca OpojeBa Takohe orpammdena. /laxie, ogcTymama yBeK mMa: OMJIO Ja
Cy OHa HacTaJla IpU OllaKakby, IPU IIpeBohemy IpodaeMa y MaTeMaTHIKN
06K (pu oJabupy MTPOMEHJBUBUX KOje Cy OMTHE 3a MOJeJ W 3aHeMapu-
Balby OHHX KOje HHCYy OMTHE 3a MOMIEJ, Kao U OOJIMKY 3aBHCHOCTH Mely
IbIIMa), TIPU PEIlaBarby WM IIPU 3AIKCY PeIleha MaTeMaTHIKOT MOJIEA.

Kama maremaTnaku MOIE/, OJHOCHO FbeTOBO PEIIEHEe, OJICTYIIa O CTBAP-
HOCTH 3a HEKY IMPUXBAT/BUBY BPEIHOCT 33 MOAE KayKeMo Ja je aJeKBaTaH.
Y cynpoTHOM je MoTpedHO MOANMUKOBATH JATH MOJIE/ MJIH TPAXKUTHA HOBU
Koju he DoJsbe mpucTajaTu CTBAPHOCTHU, OAHOCHO, IMOjaBU KOjy IIPOYyYaBaMo,
a guje he perieme OuTH aaeKBATHO.

OHO 1ITO Ce MPUPOIHO MOCTaB/ba KA0 MATAE je 1a JIN OUI0 KO MOXKe 112,
ce YyIIyCTH y aBaHTYPy 3BaHy MaTeMaTHdKo mozeaoBame?! Oaroesop je He.
MaTeMaTHIKo MOJEIOBAE 3aXTEBa IO3HABAHE MaTeMaTHKe, HeHIX Teo-
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puja, KOHIIeaTa, 3aXTeBa HAYNH allCTPAKTHOT PAa3MUIIbaiba W TTO3HABAHE
IpaBUJIA JOHOIIEHA BAJNIHUX 3aK/bydaKa. JaK HUA CBE OBO IIPETXOIHO TI0-
3HaBalh€ HUj€e JI0BOJHHO 3a (pOpMUpaAhEe MATEMATHIKOT MOJE/Ia. 3a MOIEIO-
Balb€ KOHKPETHE II0jaBe, IIPOIleca MJIM CHCTEMA jeé HEOIIXO/IHO 3HAMe O HhH-
Ma, CaMHUMa, IIITO BPJIO YECTO MOApa3yMeBa MO3HABAabe HEKE Ipyre HaydHe
obysacTh, mopex mareMaTuke. /lakie, ma 6u ce hopMupao aJgekBaTaH MaTe-
MaTHYIKH MOJEJ HEOIIXOIHA je capama Mehy mpumagHuIimMa pasTunauTIX
HayaHUX obsacTu. Jleo MomesioBama y KoMe TIO3HABAOIIN MaTEMATHKE MMajy
Ha]OMTHHU]Y YJIOTY je OHAj y KoMme Tpeba J0Ka3aTh [a JIM MOIEJ MMa, pPere-
e, J1a JIU je OHO jeTMHCTBEHO U Koje Ccy merose ocobmHe. Takohe Tpeba ma
ce yCTaHOBH Ja JIK je MoJes H00po JeduHUCaH, KOjoM IIPOIeaypoM he ce
TPaXKUTH PeIlemhe MOJe/ia, Ka0 M IITa rapaHTyje TAYHOCT PEIermha MO/Ie-
jga. Yect je ciydaj jia je 3a periaBarme ojpeheHOr MaTeMaTUdIKOr MOJIENIA,
OTPeOHO pa3BUTHU HEKY HOBY TeOpHujy, mopes moctojehe, mro je, Takobhe,
jelaH MaTeMaTUIKN 33JaTakK, 3aHNMJBUB TeOpeTHIapuMa.

MaremaTuyke Mojie/le TPBEHCTBEHO KOPUCTUMO 3a 00OJbe pa3yMeBaibe
IIpUPOJIE: Ja ONUIIEMO I0jaBy, HaheMo pazjior 360r KOT' ce OHA JeIaBa u
Ha Koju HauuH he ce omsujaTtu y Oymyhuoctu. [lopes Tora, maremaTuyaku
MOJIeJI 3a JeJHY TI0jaBy MOKe JOBECTH JI0 O0/heT pa3yMeBarha HeKe ApyTe Mo-
jaBe m pasBujama Mojena 3a wy. Ilpumep je Kemnepos monen emnnTuannx
nyTama IJIaHeTa 3axBasbyjyhu Kome ce monuio g0 HbyTHOBOr yHUBep3aJ-
HOI' 3aKOHA I'PABUTAIMj€ KOjU je HAKOH TOra JIOBEO JI0 joIll DoJber Mojesia
CynueBor cucrtema, Koju je y 063up y3umMao u Mel)ycoOHO MpuBIaverhe Iia-
HeTa.

MaTreMaTHIkyu MOJEN MMAjy MOCEOHO BEJIMKHU 3HAYaj 3a IIPOYyYaBaIbEe
mojaBa 3a Koje je Hemorylie u3BecTu ekcrepuMenTe (MOJEIUpame Cymapa
rajakcuja, >KUBOTHHU IUKJIYC 3Be31a, edeKaT cTakjaeHe Oarnre, MpPOTrHO3a
BPEMEHA), 3aTHM 3a [IPOy4YaBae OHUX [10jaBa 3a KOje HUje HOXKEJbHO U3-
BO/UTH eKcriepuMenTe (dbucuja, dysuja, crabuaHoct rpaheBuHa, pupoIHe
karactpode), 3a IpoydaBarbe IMojaBa UHMji CY €KCIIEPUMEHTH BeOMa CKY-
v (yrunaj paaujanuje Ha MeHEeTCKH Marepujal, aepoanHamuka). Mogjen
MMa]y BeJIUKU 3HAYAj U Y KOHTPOJIU MPOIeca Y CBAKOJTHEBHOM YKUBOTY Pa-
JI CUTYPHOCTHU M VIITeJe MaTepHjaja U BpeMeHa, PElUMO, Y WHIyCTPU]H,
rJe ce TeXW Jia ce (PUHAJIHU TPOU3BOJL J00Uje y3 MUHMMAJHU yTPOIIAK
pecypca, a Ja IIpu TOME U Jla/be 3a/I0BO/baBa OTpeOHe CTaHIapIE.
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MogenoBame je OuTHO M TTpU KOHCTPYKIMju MepHux ypehaja. Huje pe-
JIAK CJIy4aj Jla KaJla »KeJUMO Ja U3MEPUMO HEeKY (PU3UYKY BEJIMYUHY MU,
3aIIpaBo, KOHCTPYUIIIEMO MEpHH ypeha] KOju Mepu HEKYy JApYry (pU3HIKy
BEJIUYMHY KOJy j€ JIaKIlle U3MEPUTH, a 3aTUM HUCKOPUCTHMO 3aKOHe (hu3u-
Ke KOju 1oBe3yjy oBe jaBe Benmduue. OBUM MOCTYIIKOM, 3aIlpaBo, Mepehn
jeTHy BeIUYuHy A00MjaMo TOJATKE O APYTroj, OHOj KOJy CMO IIPBEHCTBEHO
xTenu fAa m3MepuMo. [Ipumep Tora je XKUBUH TepMOMeTap, T/e 33 MEPEHE
TeMIIepaType Ba3ayXxa KOPUCTUMO OCOOMHY MINPEHa KUBE MPOIMOPIIUOHA-
HO TeMIIepaTypu. 3axBasbyjyhn padyHapuMa JaHAC MOXKEMO KOHCTPYHUCATH
U HeKe CJIOXKeHUje MepHe ypebhaje Koju cy:Ke Mepemy BeJMYnHa Koje He
MOZKEMO JMPEKTHO MEPHUTH YaK HU IPEKO HEKe Jpyre BejawdnHe (Kao, HA
npumep, y Gusnosioruju).

Ilopen cBera HaBeneHOT, MATEMATUYKN MOJIEIN UMAjy M3Yy3€TaH 3HAYA]
y obpazoBamby, IJle Ce OHUMa KOjU yde KOMILJIEKCHE ITPUPOJIHE MT0jaBe, TPOo-
IIECH ¥ CUCTEMHU MOTY IPUOJIMAKUTHU 3aMEHOM OJIroBapajyhumM mMozenma.

Jla 6u HacTAa0 MaTEMATUIKU MOJEJ, MOPAaMO TOIITOBATA OCHOBHE TTPWH-
IAIIEe U KOPAaKe KOju Ce KOPUCTE ITPU HeroBoM gopmupaby. [Ipu dopmupa-
by MaTeMaTHIKOr Mojesja Tpeba mpaTtutu cienehe kopake. [lodeTHu Ko-
PaK je Mpeno3HaTu MpodJeM KOjU 2KeJTUMO J1a MOJEyjeMO, a 3aTUM U JaCHO
MIOCTABUTH IIAJb: OJPEJUTH IIITA j€ OHO IITO KEeJMMO Jia J00mjemo hopmMu-
pameMm Mmojena. [lorpebHo je mpeBecTu mpoO/ieM HA MATEMATHYIKH JE3UK
n JedUHUCATH KOJUKO je OJICTYIAabe OJ] CTBAPHOCTH NMPUXBAT/BUBO. 3aTUM
Tpeba CaKyIUTH CBe MmojlaTKe 1o0unjeHe Beh 06aB/beHUM eKCIIEPUMEHTATHUM
HCIUTABAKBEM JIATOTI MpobjeMa 1 110 IoTpedu, OpraHn30BaTH HOBE €KCIIe-
pUMeHTe 3a Jo0ujame JTOJATHUX MOJATAKA.

Hakon Tora je nmorpedbHo dpopmyancaT MaTreMaTUIKH MOJIEJI, OJHOCHO,
OJIpeTUTH KOje Cy MPOMEeHJbUBE U TapaMeTpu OUTHU 33 MPOyUaBathe HaIller
npobsiemMa u 'y Kojoj mepu. O u3yseTHe je BaXKHOCTHU Ja CBAaKa IIPOMEHJbU-
Ba, Tj. TapaMeTap UMa CBOjy MHTEPIIPETAIINA]Y Y CTBAPHOM MPOOJIEMY KOjUM
ce baBumo. buTHO je eluMuHUCATA TPOMEHJ/bUBE KOje Cy Marhe OuTHe 1a 6u
JIOOWjeHn MOJies OMO PeIuB, a ca Jpyre CTpaHe U Jajbe y TPasKeHO] Mepu
BEpHO IIPUKA3MBA0 CTBAPHOCT, OJHOCHO IpobJieM Koju perasamo. Hasete-
HE J1e0 pbopMmyaimje MOJeIa je 9ecTo HajTexku. 1'peba younTn m Ha KOjU
HAYUH OBE IMPOMEH/bUBE U IMapaMeTPHu 3aBuce jeanu o apyrux. Ha ocHoBy
IpHUpPOE IpobIeMa OApeIUTH IITa he Taj Mojes 3alIpaBo ouTn: audepeH-
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[jaJjHa jeIHavanHa, TpobjieM OnTUMuU3aliije, Bapujarnunonu mpobsiem. . . [Tpu
n30opy Mmojiesia Tpeba KOpucTuTHu U nHMOpMaIuje o panuje GopMUPAHUM
MOJIeTUMA, 33 CJIUYHE I0jaBe, IIITO MOXKe ODUTU OJ1 BeJuKe OMON.

Hapejnu kopak je Tectupare MoOjesia U NPOBEPA JIa JiU je OH aJeKBa-
TaH, OJTHOCHO, TIPOBEpPA Ja JIN je OJICTyIae OJi CTBAPHOCTU Y PAHTy IMpPU-
XBaT/HUBOT. HecTo je MOTpeOHO BPIIUTHU €KCIIEPUMEHTE 33 HOBE BPEIHOCTHU
IPOMEHJ/BPUBUX U MTapamerapa. /lemasa ce j1a je Mojiesl aJleKBaTaH 3a HEKe
BPEIHOCTH NPOMEH/bUBUX W Iapamerapa, JOK 3a Jpyre Huje. AKO je or-
cer BpPeJIHOCTH KOje MOJIEJI 33/I0BO/baBa MaJIu, MOJIeJI HUje TOBOJbHO mo0ap,
OJTHOCHO HUje aJIeKBaTaH M Kao INTO je pedeHo paHuje, Tpeba KOPUroBaTH
nocrojehu moes niu popMupaTu noTiyHo HoBu. [locie s Kopak je mpe-
3eHTaIja MOJIeJIa U Pe3yaTaTa NCTPAKUBAIHA.

[TocToju BuINe MOjieIa MATEMATUYKUX MOJEA Y OJHOCY Ha TPUPOLY
poOJIeMa KOju ce MOJesyje, Ha MaTeMaTHdYKe KOHIIETTe KOju ce KOPUCTE,
Kao 1 y OJTHOCY Ha HAYUWH 3aK/by9INBabha. JeTHa O IUX je mo/iea Ha KOHTH-
HyaJIHe U JucKpeTHe. KOHTUHYAJHU MOJIE/IM KOPUCTE PeaJiHe TPOMEH/bUBE,
a JIMCKPETHU JTUCKpeTHe mpoMensbuBe. [locToje n MermoBuT Mojiesin y Ko-
juMa ce jaB/bajJy U KOHTUHYaJHE U JUCKPETHEe MPOMEHJbUBE.

Jomr jemHa mozdesia Mozesa je Ha JeTEPMUHUCTUYKE U cToXacTudke. [le-
TEePMUHUCTUYKU Cy OHU MOJEJN KOjU Ce KOPHUCTe 3a 00jallbaBarhe MojaBa
KOje TO/JIe2Ky HEKUM 3aKOHUMA, JIOK Cy CTOXaCTUIKN OHU Y KOJUMa ce IIPo-
MeH/bUBE TOHAINA]y Ha cjaydajaH HaduH. /lemaBa ce m j1a ce CTOXaCTHUYIKH
MOJIEJIM KOPUCTE 3a JIETEPMUHUCTUYKE [10jaBe, PEIUMO Y BPEMEHCKO] IIPO-
THO3H.

Hapenna nogena ognocu ce Ha JMHeapHe u HejauHeapHe. JIluneapuu cy
JeTHOCTaBHUJU U HUX e JIaKIlle TpoydyaBaTH, JOK Cy HeJMHeapHU KOMILIEK-
CHUJU U TE€XKU 3a IPOYyIaBaIbe.

Takobhe, mocroje AMHAMUYKE U CTATHYKU MOJZEJH, O KOJUX OBU IIPBU
KOPHUCTE BpeMe Kao MPOMEHJbUBY (32 HUX Ce KOPUCTE AudEePEHIjaTHe je/ -
HAYMHE), IOK JPYTHU He.

[Tocnemma momesia Mosiena je Ha WHAYKTUBHE U JIeIyKTuBHE. HIYKTHB-
HU HACTAajy KaJjia n3 mocrojehux onarkama u 1mojlaraka yormTaBaMo, 0K Cy
JIElyKTUBHU OHU KOJU HACTAjy JIOTUYKUM HU3BOhEHmEeM U3 IMO3HATUX 3aKOHA.
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[Tpumep WHIYKTUBHOT MOJIENa je KenﬂepOBH MOJIeT KpeTama, MJIaHeTa 10
eJIMITUIHUM IIyTambaMa, jJep je HacTao IIOMONy omarkama TOKOM HU3a T'OJIH-
Ha, a pUMep JAeTYKTUBHOT MOJENa je I‘bYTHOBH MOJIEJT KpeTarmba IJIAaHeTa,
jep ce TpajekTopuje IaaHeTa Ja00ujajy npumeHoMm IbyTHOBOT 3aKoHA rpa-
BUTAIA]E.

Mmuora ucrpaxKuBamwa ce y MOCJe/Iibe BpeMe OJIHOCe Ha JudepeHIija-
He jequHaunte. /[aHac 4ak 1moCTOje M KOMIIJYTEPCKU AJTOPUTMU KOjU HAM
caMO y3 IIOMOh OCHOBHHX 3Hamba O AuMEpPEeHInjaJHIM jeJHAIMHAMA U 0CO-
OmHaAMa HUXOBHUX peIllelha OMOTyhaBajy OrpoOMHA Cas3Hamba M MOTyhHOCTH
MOJIeJI0BaFha KOMILJIEKCHE TTPUPOJIE.

L Johannes Kepler (1571-1630.) 6wo je Hemadkw MaTeMaTWdap W ACTPOHOM. YCTaHOBHO je KpeTa-
e IJIAHETA [0 eJIUICaMa M THMe CPYIIHO Teopuje U BepoBama Ja ce miaHere kpehy oko Cyniua no
kpyxunnama. Kopucrehn nocmarpama marckor acrpornoma Tuxa Bpaxea, Kemmep je orkpuo mpaBuHO-
CTU y IJIAHETCKUM KpeTamuMa Koja je cBpcrao y rpu 3akoHa, 138. Tpu Kenseposa 3akona. IIpenasao je
MaTeMaTHKYy, a y jeIHOM CBOM JIEJy CIAYYKHUO Ce MOCTYIIUMA KOjU Ta YNHE MPETEeIoM y OTKpuhy uH(pWHM-
TEH3UMAJIHOT PAdyHA.

2Isaac Newton (1642-1727.) 6uo je eHriecku mMareMaTudap, ¢pusndap, acTpOHOM U buio3od u cMa-
Tpa ce jeaIHuM OJ HajBeNmx HAyIHHWKA CBHX BpeMeHa. IlocTaBmo je Temeshbe KIacHUHE MeXaHHKe, KOja ce
o wemy 30Be IbyrHoBa Mexanwka. YBeo je HOBU (DU3MYKH [10jaM KOjU je HA3BAO MMIIYJIC M HU3BEO 3a-
KOH OJID’KAba MMILYJICA KAO U 3aKOH OfpzKarba MOMeHTa uMmirysica. POpMysmucao je 3aKOH rpaBUTAldje.
Y maremarurnu FbytH gemam 3aciayre 3ajemso ca Jlajoaumom 3a orkpuhe MHMOUHATEH3UMATHOT PAYYHA.
Takobe je W370:KMO M yOHIITHO OMHOMHY TeopeMmy, pa3Bujajyhu Ha Taj HaumH T3B. IbyTHOB MeTo[ 3a
anpokrcuMalijy nynaa GyHKnuja u gonpuHocehn npoydaBamuMa paziarama (pyHKIHja y peIoBe.
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I'maBa 3

Obuune audepeHijajiHe jeJHAUYNHE
IIPBOI' peja

Y upBoMm geny pazga hemo ce baBuTu gudepeHInjaJ HuM jeTHATNHAMA,
npsor pejia. Ha noderky hemo nHaBecTu OCHOBHE JiepUHUIIMjE U TEOPEME
noTpeOHe 3a Jla/be N3ydaBalbe MATEMATUIKUX MOJIEA.

Hedbununuja 3.1 Obuune dupeperyujanrne jednavune cy JedHavuHe Y Ko-
Juma ce nojasnyje bap jedar 00 u3soda Henodname peasre PyHKyUjE je0He
HE3ABUCHE TLPOMEHHUBE.

[Toctoje paziuautu TUOBU JUQEPEHIUjAJTHUX jeTHAYNHA, 3aBUCHO O]
pena u JUHEAPHOCTH.

Hedbununuja 3.2 /Jupepenyujarta jednavuna xoja cadprcu napyujaime
u3eode Henosname Gyrryuje 08e UM BUWE HE3ABUCHO NPOMEHDUBUL J€
napyuianta oupepeHyujasta JeoHavUHa.

Jedunnmnuja 3.3 Hexa je D C R"2, 20e je D omeopen cxyn. Hexa je F
D — R dama ¢pynryuja He3a8ucHo NpoMeHsUBe T, 3G6UCHO TPOMEHHUBE
Y U rwenux useoda. Jednavuna

F(z,y,9,9"....y") =0 (3.1)

Y K0jo] puzypuwe 6ap jedar 00 uzsoda Henodname peasme GyHKUUJE
= y(x) nasusa ce OBUIYHA JUPEPEHIIUJAJIHA JE/THA-
YUHA n-moe peda y onwmem obAuKYy.

Hedbununuja 3.4 Ped dugepenyujarte jednavune je ped HajeuuLez u3eo-
da Henosname GyHKUUJE KOJU ce Y 0] NOJasbYJe.
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[JTABA 3. OBUYHE JUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE [IPBOT' PEJIA

Jemnagnna 00JIMKa

y" = flx,y, 9,y y"Y) (3.2)

jecTe nudepeHInjaaHa jeIHAINHA N-TOT Pel1a y HOPMAJTHOM ODINKY.

3a Hac he TpeHyTHO O MHTEpeca OUTH Ja IToCMaTpaMo caMo ciaemehn
TUI audepeHnnjaane jeJHa dnHe.

Hedbununuja 3.5 Hopmarru obaur dupeperyujante jednavure npeoz pe-
da je obauka

y' = f(z,y), (3.3)
2de f: D — R, 2de je D C R2.

Hedunumnmja 3.6 Oynrxyuja y = @(x) je pewere dupepenyujanme jeo-
nawure (3.3) Ha unmepsaay (a,b) axo je Judepernyujabuana wa (a,b) u
axo 3adosomasa jednauuny (3.3)) na (a,b).

Hedunurnmja 3.7 Unmezparna xpusa dupepenyujarne jednavune (3.3)
je epagur pewerva dugeperyujarre jednavune (3.3)), odnocro, 2eomempug-
cko mecmo mavaka {(x, o(x)) € R*: x € (a,b)}.

Paznukyjemo Tpu Tuiia periemma, OIIITE, MAPTUKYJIAPHO U CUHIYJIAPHO.

Hedbununuja 3.8 Hexa je S x T omeopen cxyn y R?. Qamusruja dymx-
Uuja

Yy = (p(.%’, C)u
npu vemy je ¢ € C, 2de je C' C R, je onwme pewere dupeperyujante
jednavune (3.3)) y ckyny SXT axo 3a ceaxy maury (xo,yo) € SXT nocmoju
jeduncmseno ¢y € C' maxso da je y = @(x,cy) pewerwe dugpeperyujarre
jednanune (3.3)) xoje sadosomasa ycros

Yo = ¢(70).

Hedbunurmja 3.9 Ilapmukyarapro pewerve dupepenyujanne jednavune (3.3)
je pewere dupepenyujanne jednavune (3.3)) xoje ce mootce dobumu us onus-
mee pewera 3a gurcupary, donycmusy 8pedHocm napamempa C.

Hedbunaumnuja 3.10 Cuneysapra maura pewersa dupeperyujanimre jedHavure

(3.3)) je mauka y xojoj je Hapywena jedurcmeenocm pewersa.
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[JTABA 3. OBUYHE JUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE [IPBOT' PEJIA

Hedbunuimja 3.11 Cuneyaapro pewerve dupepenyujanne jednavune (3.3)
je ono pewere dugepenyujanrte jednavunre (3.3)) xKome je ceara mauka cum-
2YAAPHA, 0OHOCHO, OHO PEWETHE KOME Je HaAPYULEHA JeOUHCMEBEHOCTN, I CEAKO]
1€2060] MAYKU.

Cunrynapha periema Cy O/l BEJIUKOr 3Hadaja 3a pa3yMeBarbe MPOIeca
WJIN JIeJIOBA CTBAPHOCTHU KOjU Ce MOJEJY]Y, CTOra MOpaMO OUTHU MaXKJbUBU
y BE3W ca HUMa U He CMEMO WX 3aHEeMapUBATH y TIPOTECY pellaBarmba Ju-
depenIujaHIX jeqHAYNHA.

Ilox permaBameM audepeHInjaaHe jeTHaTnHe MO Ipa3yMeBaMO OfIpe-
bhuBame CBUX HEHUX pellleiba, IITO 3HAYN Ja TPeda OIPEeIUTH OIIIITE Pellleibe,
CHUHTYJIADHA pellieha (aKO TaKBa PEIiermha MOCTOje) W MCIUTATH TOHAIAKE
peliieha y OJIM3UHA CUHTYJIAPHUX TavaKa.

Hedbunnnuja 3.12 K owujeeﬂ sadamax 3a dudeperyujanny je0HaUHY UAU
Kowujes npobaem nouemnuz ycrosa nodpazymesa odpehusarpe peuierva 0u-
pepenyujanre jednavune (3.3) xoja nposase xkpoz mauwky (xo,yo) € D mj.
odpedumu pewere y = () dudeperyujarne jednauure depurucaro
Y HEKOJ OKOAUHU MavKe To Mako 0a 0Ho 3000606460 YCAOE

Yo = (o),
npu yemy 6pojese Ty U Yy 308EMO NOYEMHUM YCAOBUMG.

Haxme, KommujeB 3amaTak je 3amarak y Kome Tpeba ma HaheMo pyHKITH-
jy ¢ (jemHy miam BuIle BUX) TAKO JIa OHA 33J[0BOJbaBA HAPEIHA JIBa YCJIOBA

90/ - f(xa )
o = 90($0)- (3.4)

Muorn maTeMaTHYKy MOJEIN CE CBOJIE Ha pernaBambe ojpehenor
Kormmjesor mpobsiema.

OHo mITO HAC 3aHWMA jecTe N3 JIM W IO KOJUM YCJIOBHMA ITOCTOjU
periebe KommjeBor npobiema mudepeHnnjaide jefHadYnHe IPBOT Peia, y
HOPMAaJIHOM OBJINKY, KA0 U JIa JIU jé OHO JeJIMHCTBEHO (aKO TAKBO DEIIEEhe
IOCTOj1).

L Augustin Louis Cauchy (1789-1857.) 6wo je uysenu dbpanmyckn maremarnygap. [Ipoydasao je pas-
amguTe 00JacTH MaTeMaTHKe: TEOpPH]y OpojeBa, MATEeMATHUUKy aHAIu3y, TEOPHjy AudepeHnujaTHux u
MapIUjaJTHAX jeIHAYNHA, TEOPUjCKY U HEOECKYy MEXAaHWKY, MATEeMATHIKy (DU3UKY U IP.
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[JTABA 3. OBUYHE JUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE [IPBOT' PEJIA

Heka je G orBopeH ckyt u (xg, Yo) TPOM3BOJHHA TAYKA KOja MY IIPUIAIA.
[Tocmarpajmo cKy Tadaka y paBHE, OJHOCHO npasoyraouuk 11 = {(z,y) €
R? : |z — 20| < a, ]y — yo| < b} C G (upumernmo Ja MOCTOje MO3UTHBHE
KOHCTaHTe a u b Takse ma je nmpasoyraounuk I C G).

Teopema Koja maje TOBO/bAH YCJIOB 3a IMOCTOjare pelrema je Ileanosa
TeopeMa.

Teopema 3.13 (HeaHOE[) Hexa je pynxuyuja f depurucara u nenpexudra
Ha npasoyzaonury 1. ¥V mom cayuwajy Kowujes npobaem (3.4) uma pewerve
depurucaro y HeKxo] OKOAUHU MavKe T.

Teopema Koja TOBOpH O jeIMHCTBEHOCTHU perlema je [ImkapoBa Teopema.

Teopema 3.14 (Hw{:apE[) Hexa je ¢pynrxuuja f nenpexudna na npasoyea-
onuxy 11 u nexa je ona Jlunwuyosa gynryuja na npasoyzaornury 11 y o0-
Hocy Ha mpomennusy y. Tada nocmoju jedurcmeeno pewerwe Kowujesoz
npobaema (3.4) u degpurucaro je y nexoj okosunu mavke .

Hokas Ilukapose Teopeme ce mozxke nahu y [2].

3.1 JIndepennmjagna jegHadmHa Koja pas3aBaja
IIPOMEH/bUBE

HajjenunocTaBuuju Tun audepeHInjaJ HIX jeITHAYNHA IIPBOT peja Cy JTu-
depenImjaine jeqHadnHe Koje pasmBajajy npomenspbue. OHe mMmajy msy-
3eTaH 3HA4aj, uMajyhm y BUJY Jia Ce Ha HUX CBOJE MHOI'U JIPYT'd TUIIOBU
nudepeHIjaJHnX jeTHAYNHA, KOpUIhemeM MOTOIHUX CMeHaA.

Hudepenrujaina jeHaunHA KOja pa3/iBaja MIPOMEH/bUBE je 00/TUKa

y' = h(x)g(y), (3.5)

npu gemy cy h = h(z) u g = g(y) nosnare, a y = y(r) Henosuara QpyHK-
ja.

2Giuseppe Peano (1858-1932.) 6mo je nTammjancKyi MaTeMaTHIap KOjH je OCHIBAY MaTeMaTHIKe JIOTH-
ke u Teopuje ckymoa. CranmgapaHa aKCHOMATHU3AINMja TPUPOIHUX OpojeBa HasuBa ce [leaHoBU akcuomm.
Op BeIMKOr 3HAYAjA je W HEroB paj y obsactu audepeHInjaJHux jeHadnHa ¢ 003UpoM Ja je J0Ka3a0
na je mernpekuanocT dyukimje f(x,y) 10BObAH YCJIOB 3a IOCTOjalbe penieba JudepeHiujaite jeHaanHe
upsor pema y' = f(x,y).

3Charles Emile Picard (1856-1941.) 6mo je dbpaniyckn MaTeMaTHdap 9uje Cy Teopuje mo3HaTe y ana-
Jm3u, aarebapCkoj TeOMETPHUjU W MEXAHUIIA. YBEO je MeTO Y3aCTOMHUX ANPOKCHMAIIN]d 38 JTOKA3HBAE
MTOCTOjaha U jEIMHCTBEHOCTH PEIIeha, KO, AudepeHIInjaHuX jeTHAINHA.
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[JTABA 3. OBUYHE JUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYUHE [IPBOT' PEJIA

Ha xoju maumn pemaamo oBaj Tun jemHauwHa! [lomennmo m jeBy m
JecHy crpany jemnakoctu ca ¢(y), nox ycaosom jga je g(y) # 0, 3a cBa-
KO Y € (¢, d)

Hakon unTerpanuje u ysohema cmene y(z) = t, mobuja ce

dt
/ — = / h(z)dx.
g(t)
Axko ca G(t) u F(x) osHaunmo npuMuTuBHE (DYHKIMjE pegoM 3a (DyHK-

1
mje — u h(x), mobujamo damunujy pemema ofpeheHy jeTHATHHOM

9(t)
G(t)=F(x)+c¢, ceR,

IITO TIocje Bpahama cMmeHe qobuja o0JIUK
Gy(z))=F(x)+¢, ceR. (3.6)

Bparumo ce 3a TpeHyTak Ha KOpaK y KOMe CMO ODe CTpaHe jeIHAKO-
cru (3.5) mesmmnu ca g(y). Tama cmo mpermocraBunu na je g(y) # 0, 3a
ceako y € (c,d). lra ce memasa ako je g(yo) = 0, 3a Heko yy € (¢, d)?
SaMeHuMO Yy = ¥y yV jeAHATUHY . Jlobuja ce ma jeaHAKOCT BaKU IIITO
3HAYM 1A je 1y Takohe perreme Harre jegHaqdnne (3.9)).

3aK/bydyjeMo Jla MPUJIUKOM pelllaBama JUQepeHITnjaJHIX jeTHAYNHA,
KOje pas3/iBajajy MPOMEHJbUBE y CKYIl Pellema MOPaMO YBPCTUTHU W OBA,
KOHCTAHTHA peliemha Koja oarosapajy ycioBy ¢(y) = 0. Ta pemema mory
OUTK CUHTYJapHA WM MAapTUKYIAPHA.
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I''taBa 4

IIpumena gudepennujajsHmux
jeJHadYnHa IIPBOT peja y
MaTeMaAaTU4IKOM MO/IEeJIOBaby

4.1 3akKoH paAMOaKTHUBHOI pacraga

Ban Merepenosu dasicudukaru

OBaj zmeo pajzia 6asupan je Ha MaTepujajly KOju ce MOXKe IpoHann y Kbu-
su [7]. Tlocne ociobahamwa Bearuje y JIpyrom ceerckom pary, mnodesa cy
Xalllllerba PATHUX 3JI0YUHAIA U OHUX KOju Cy capabhuBajm ca HaIUCTUMA.
Jeman oy yxamieHux je 6mo OaHKap, MMOCPEIHUK y Ipojmaju ciauke ,, 2KeHa
yxBaheHna y npesbyOn”’ dyBeHOT XOJIAHIACKOT ciaukapa Jana Bepmepa uz 17.
BeKa, Koja je mpogara l'epunry. bankap je orkpuo ja je meros caydeCHUuK
y O0BOM ety 6uo xomaHacku caukap Xanc BaH Merepen (1889-1947.), ma
je m oH OMO yXalllleH MMoJi CYMIbOM J1a, je capahuBao u moprkaBao HAIUCTE,
3a IITa ra je YeKaJsia CMPTHA Ka3HA.

Henyro makon xarmrema, BaH MerepeH je 3ampenacTro CBeT MPU3HAHEM
Ia OH, 3alpaBo, HUKAJ HHUje mpomao cauky ,,2Kena yxsahena y mpesby-
ou” l'epunry. l3jaBuo je ma je oBa, Kao U jOII HEKe MO3HATE CJIUKE IOIMYT
,,Bedepa y Emaycy”, 3a Koje ce mucamiao ga cy Bepmepo paj, 3ampaso
Ouse Wweros JUIHEU paj. MHOrEM Cy BepoBaJiu J1a OH HE TOBOPU UCTUHY KAKO
ou cauyBao cebe.

Jla 6w mokazao [1a rOBOPM MCTHUHY, Ha jé HAIUCTUMAa Tpomao dascudn-
KaT ¥ HA Ta) HAYWH WX MPEBAPUO, JIa HUjE MU3MA0 CBOJ HAPOJ, MPOJIABIIN
UM HAIMOHAJHO 0Jaro, modeo je y 3aTBOPY, V3 HaA30p, Aa daacuduky-
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[JTABA 4. ITPUMEHA J1J ITPBOI' PEJA YV MATEMATITYKOM MOJ/IEJIOBAILY

je Bepmepony ciuky ,,Mmaamgu Hcyc y xpamy”, miro je, yjeaHo, 6Mo mHeros
nocenmu dancudurar. croBpemeHno je J0ka3mBao M CBOjy HEBUHOCT U
cBojy KpuBuily. Kama je paa 6mo mpu Kpajy, OITYKHHIIA 33 Capalkby ca Ha-
MICTUMa OUBa 3aMemeHa ONTYKHUIOM o daJicuduxkoBamwy. Ban Merepen
onbwuja ma 3aBPINN CJAUKY, HaJZajyhu ce 1a Ha Taj HaYuH Hehe OUTH OTKpH-
BeHa HEroBa TajHa KOJOM je YMHUO Ja CJIWKE U3TJIeJa]y Kao U3 BpeMeHa
OPUTHHAJIA.

Motus 3a npeapy l'epunra 6mo je ja cadyBa OpUTrMHAJIHA YMETHUYKA
nena on HarucTta. Ha Taj Haumu je Ban MerepeH on n3majHuKa IIOCTAa0 Ha-
ponau xepoj. CanMKao je Ha IJIATHUMA KOja je mobmjao duirhermeM CIIMKa
HaCTaJInX y Bpeme Kaja je Bepmep crBapao cBoja mesa, a duja BPEIHOCT
Huje Ousta Bestmka. CIMKao je JjakaMa oJ1 jasaBiia u u3pahusao 6oje Tpan-
IuOHAJHUM MeTomaMma m3 17. Beka. Kako 6u dancudukaru meaoBaIm Kao
JIa Cy HacTaJu y jgoba Kaja cy HacTaan opurnHaan, BaH Merepen 6u 6oje
MeIao ca 0akeanToMm, (peHoJ-POPMAIIEXUIHOM CMOJIOM HACTAJIOM IIOJIH-
Mepu3anujoM Kapbosine kucesmue (deHosa) u HpopMaIIexuia U TaKBe UX
HAHOCHO Ha ITaTHO. DakenuT Ou mocje cylnema II0CTaja0 TBPJ U CJINKA
je mobmjasa jomr crapuju u3rien. Ilo 3aBpiieTKy ciankama, meKao ou cBoja
Jea y pepHU Kako OM HacTajle MyKOTHHE U KaKo OuM jejoBajia Kao Heja
HEKOI' CTapol' MajcTopa, jep je y/baHuM Oojama IMOTpeOHO MHOI'O BpeMEHa
na ce ocyie. Hakon Tora Ou mpejia3mo BajbKOM IIPEKO CJIMKA, KAaKO OU OHE
u3rjaesaae Kao CJINKe W3 BPpEMEeHa, KaJia Cy HaCTajIu OPUTHHAJIM.

On Huje camo kommpao Bepmeposa mena, Beh je cimKao m HOBA, Ipey-
3eBiiu Bepmepos ctuit y nornynoctu. tbux je naswe npojaBao, yoehyjyhu
KpUTHYape Jla Cy y MUTakY Jes1a Mo3HaTor cankapa. Pancudukyjyhn He-
KOJIMKO Jlejia Huje OO0 MaK/bUB, & CY eKCIIePTH HAIILTH TParoBe MOJIEPHUX
60ja u jgerekToBaU (POPMAIEXU], KOjU HUje OO OTKPUBEH y TEPUOLY Y
KoM je Bepmep cTBapao.

36or oBor orkpmha MpPBOOWTHA ONTYXKHUIIA 3a CAPAIBY Ca HAIUCTUMA,
je obopena u oH je ocyhen 12. okrobpa 1947. rogune Ha jeHY TOTUHY 3a-
TBOpa 300r daacuduKkoBama, a He 300r OHOT 300T Yera je IpBOOUTHO OO
npuseneH. Ocyhen je Ha MEHEMAJIHY Ka3HY 3aTBOpA, ajd HUje J0YEKAO J1a
Oyme ociiobohew, jep je moxkmBeo cpuanu yaap. [Ipermocrasiba ce ma je pa-
3JIOI CMPTH yIIPABO TOKCHUYHOCT DaKeJmTa KOMe je OMO M3JI02KEH I'OJMHAMA,
06e3 MKaKBe 3aIlTHUTE.
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[JTABA 4. ITPUMEHA J1J ITPBOI' PEJA YV MATEMATITYKOM MOJ/IEJIOBAILY

YIpKoc cBeMy OTKPUBEHOM, MHOTH Cy ¥ [IaJb€ O0Wjajin 1a IOBepyjy aa
je cnuka ,,Beuepa y Emaycy” 6mima MerepenoBa komnwuja. Hucy BeposaJsin,
jep je Ta ciauka Oumja KBaJUTETHHja OJ IMPEOCTAJHX 33 KOje ce JTOKA3aJo
na jecy dascudukari. 3aucTa, OHa jecTe IpBOOUTHO OUJIa MOTBpheHa Kao
opuruHajHO BepMepoBo ze/10 u mpojaTta 3a OrpoMHY CBOTY HOBIA. Omaro-
BOp Ha MHUTarmke 300T dYera je oBa CAMKa OWIa KBAJUTETHUjA OJ OCTAJIUX
dancudukara je taj mro je BaH Merepen panehu Ha O] UMaO BEJUKY
JKeJby Ja JIOKaXke J1a je MPBOKJIACHU yMETHUK, NOK je pamehwm ocrasme Ta
)kesba uirdessa. CKenTuym HUCY BEPOBAJIM Y OBO 00jallbehe U 3aXTeBaIN
Cy JeTa/bHY HAYUHY aHAJIU3Y U BaJUJIHE JOKa3e Jia CIuKa ,,Bedepa y Ema-
ycy” 3aucta jecte dasicudpurar. Mcrpaxkusame je 3apiieno 1967. rogune
na Kapuern Menon Yuusepsurery. Hayununu cy uctpakuBarmbhe 00aBUIN
kopucrehu qudepeniujate jelHaUINHE IPBOT PEJia, OJHOCHO 3aKOH PaJIHO-
aKTUBHOT pacmaja Marepuje. [locTynak KojuMm je ncTpakuBarmbe 00aB/HEHO
ce moxke niponahu y [7] u 6ulie objammen y oBoM ey paja.

Kimyd y onpehuBamy cTapocTu CaMKa U OCTAJINX MaTepHjajia MOIMyT Ka-
Mema W POCHUa JIeXKN y (peHOMEHY paJIrOaKTUBHOCTH KOjH je OTKPHUBEH
kpajem 19. Beka. Quznuap Epnrect Paﬂepd)opﬂﬂ je ca CBOjUM KOJIerama, J0-
Kazao Ja cy aToMu oapeheHNX paanoaKTUBHUX ejieMeHaTa HeCTaOUIHHU U
Jla ce HaKOH ojipeheHor mepuoaa ojapeheru 6poj aToma CIIOHTAHO pa3Jjiazke
n dpopMHUpa aToMe HOBOI eJIeMeHTa Mame TexkuHe. Teopuja paarnoaKTHB-
HOI' pacliaama je Beoma 3Hadajua. Pagepdopa je 1904. roaune yBumeo mga
BpeMe y TOKY KOjer ce paclajHe IOJOBHHA IIOYeTHOI Opoja aToMa HEKOT
PaIMOAKTUBHOI €JIeMeHTa MOXKe IoMohM y ojpehuBamy Op3uHE HErOBOT
pacmaja, ma jy je 3aTo yBeo Kao KOHCTAHTY - TMEPUOJ, Oy PACIAIA.

3aKOH paJMOaKTUBHOI pacmaja oapehyje Kako ce cMamyje Opoj Hepa-
CIAIHYTHX aTOMa JaTe PAJuOaKTHBHE CyIICTAHIIE TOKOM BpeMeHa. AKO ca
N = N(t) osnauumo 6poj (HepacnajHyTUX) aTOMa y CyICTaHIU Y TPEHYT-
Ky t, ouna je dN/dt npomoprmonasnuo N (t), oqHOCHO

AN
dt

KoncranTa A\ je mo3uTuBHA W OHA IPEACTaB/ba KOEPUIN]EHT PaInOaK-

— _AN(3). (4.1)

TUBHOT pacmaja cyrnctante. [1ITo je Behe A, To ce aTromu OpKe pacmaiajy.

L Ernest Ruther ford (1871-1937.) 6uo je 6purancku dbusudap, a cMarpa ce OleM y OTKPUBaiby Hy-
KJIeApHUX peakiuja. IIpBu je ymoTpebno ped MpOTOH 33 TMO3UTUBHO HAEJIEKTPUCAHY YECTHUILY .
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[JTABA 4. ITPUMEHA J1J ITPBOI' PEJA YV MATEMATITYKOM MOJ/IEJIOBAILY

[a 6ucMo m3pa3miin mepuoj, MoIypaciaia CylCTaHIe Y 3aBUCHOCTH O]
A, TIPETIIOCTaBUMO JIa je TOYeTHOM TPeHyTKY tog = 0 Opoj HepacmaHyTuX
atoma Ny. Pemmumo Kommujes (mouersn) mpobiem:

N v
dt (4.2)
N(0) = Ny

Nurerpammjom obe crpane jennauunne (4.15) HakoH pasaBajaiba ITPOMeEH-
JbUBUX J100Mja ce

In|N({)|=-X+ca, el

Crora je
Nit)=e*.¢c, ceR, (4.3)

IIITO je OIIITEe pellere mocMaTpaHne jeqHadnue. I3 ycaosa
N(0) = Ny = ¢ = Ny.
3aMeHuMO ¢ y u mobujamo peremne Kommujesor mpobiema ({4.2))
N(t) = Nye ™. (4.4)

Ca T' o3HAYMMO TIEPUO/IL TIOJIypaciiajia, OJJHOCHO, TIEPUO/L 3a KOjU Ce Pac-
I1a/THE II0JIOBMHA IIOYETHOr Opoja aTroma, Taja je

No
N(T)=—
)=
Tj.
N
70 = N() 6_)\T
Crora je
T In 2
Y
Tj.
0,6931
Y A .

[Iepuom mosrypacnaga je oOpHYTO IPOIOPIHOHAJIAH KOeUINJEHTY pa-
JIMOAKTUBHOT pactiajia. [lepuos momypacnajga MHOTUX CYTICTAHIU je YTBP-
ben, Ha npuMep HEPHO/I MOJIYypPaCcIald PaJIuOaKTUBHOT U30TOIA, YIJbEHUKA,
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[JTABA 4. ITPUMEHA J1J ITPBOI' PEJA YV MATEMATITYKOM MOJ/IEJIOBAILY

14 je oxo 5568 roguHa, a HEpHOJ MOIYPACIAIa PAIHOAKTUBHOI H30TOIA
ypaHujyma je oko 4,5 Muaujap iy roauHa.

I3 npeTxoaHo pedeHor je JaKo yTBPAUTH CTapoCT oapelene CyncTaHIe.
Ako je ty = 0 TpeHyTak Kaja je MOKpeHyT mpoliec pacruaaa, ouga u3 (4.4)
J00mjaMo

N(t)=Ny-2°T,

13 dYera CJIeJu Jia je BpeMe IPOTEKJO OJi HYJTOT TPEHyTKa JI0 TPEHYTKa
KaJia, BPIILMO aHaan3y ojapeheHo dyHKImjoM

Ny
t =T log, e

Hakie, ako 3uamo Ny, ,,crapoct” hemo jako oxperauTu. Mehyrum, He
3HaMO yBeK Np, aju ra MOXKeMO NpHUOJIMKHO OJPEeIUTH WU Makap Hahu
HEeKW WHTepBaJ KoMe Ny mpumaja, Kao IITO je cIydaj Koia BaH MerepeHo-
BUX (asicudukara.

[Tounmwemo ca j10OPO MO3HATUM YUILEHUIIAMA €JIEMEHTAPHE XEMUje KOoje
KaXKy Jla CKOpPO CBe CTeHe Y 3eMJ/bUHO] KOPH CaJIpKe MaJIy KOJUINHY YPaHU-
jyma. YpaHUjyM y cTeHaMa ce pa3Jjiake Ha JPYTH PaJIUO0aKTUBHU €JIEMEHT,
Taj JAPYru Ha cjejiehu pajuoakTUBHU €JIEMEHT U TaKO Jajbe, JIOK Ce, Kao
Kpajibl pe3yJTar, He H00uje 00BO Koje Huje pamuoakTuHo (Cimka ,
upeyseta u3 [7]).

238 U
4,5 maanjapan
roIHHA
234 Th
24 nama
234P 214
a Pb 210p,,
1,2 munyTa
27
3 manyTa i 138 nama
24p7 yT 5 mama a
1
— MHJIHOHA
4 214 p» 210 pp -
roqmHa 218 Bi Bi 206Pb
Z30Th Po
80 000 4 20 yunyTa 22 roquHe
3 5 Aana
roIMHA 214P0 210Pb
222
226 Ra Rn Mame ox 1

1600 rommHa CEeKyHJe

Cnnka 4.1: TTocTynax Kojum ce m30ToI ypaumujyma 220 U pasziazke g0 uzorona 28 Pb koju
HIje paJHOaKTUBAH, KA0 I BpeMe MOJIypPacHaia O HOTOMKA, 0 MOTOMKA.
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[JTABA 4. ITPUMEHA J1J ITPBOI' PEJA YV MATEMATITYKOM MOJ/IEJIOBAILY

Cpe cimMKe caaps:kKe Majy KOJIMYMHY PauoakTHBHOT m3oroma 1Y Pb n
jOI Marmy KOJMYMHY M30TONa 220 Ra, IOMITO Cy TH M30TOIM CAJPIKAHU Y
60ju 00610 besa KOjy cy ciaukapu Kopuctuiu mnpeko 2000 roauHa.

3a aHaJM3y KOja CJaean je OMTHO HAIJIACUTHU A j& 0408H0 beAq XeMuj-
cka 0oja Koja ce IMpaBH TOIULEEEM Pye 0yioBa. Y ToMm 1mporecy 90 — 95%
paJujymMa U HEeroBUX ITOTOMAakKa OMBa OJCTPAIbEHO y OTIaJ. 1ako, Besu-
ka Kommumna 20 Pb, Kao moTOMKa paaujyMma, busa oxcrpameHa. OJoBo
210 Py uma nepuon, nosypacnaza o 22 rogune. OBaj mporec ce HaCTaB/ba,
nokie rox 21V Pb y omoBHO 6esoj He Gye y paIroaKTHBHO] PABHOTEKH Ca
MaJIOM KOJWYWHOM PaJujyMa y TOM TPEHYTKY, OJHOCHO IOK Ce PaIroaK-
tuBHOCT (6p3MHA paclaja HeCTAOMJIHUX M30TOIA) OBA JBA HOTOMKA I[PH-
omkHO He m3jeaHadu. Mckopuctumo canma oBy WHMOpMAINujy mIa OHCMO
JIOKa3aJu Jia je ciauka ,,Bedepa y Emaycy” dascudukar.

Hexka je y = y(t) 6poj HepacmaauyTux aroma 1Y Pb mo rpamy y 0J0BHO
6es0j 60ju y TPeHYTKY t, Yo Kommunua 20 Pb 1o rpaMy y 070BHO 6es10j ¥
TPeHYTKy Mpou3BoIme ty u r(t) 6poj pagmoakTuBHEX pactaga 22° Ra y Mu-
HYTY IO I'paMy y OJ0BHO 0es10j 60ju, y TpenyTKy t. AKo je A KoeduiujeHT

paaInoaKTHBHOT pactaa 2 Pb, qnja je jJeInHUIA ﬁ, OHJIA je
dy
i =y(t) +r(t), y(to) = yo,

IIITO je JuHeapHa AudepeHInjaJ Ha jeTHadnHa MIPBOr pera. ¥y andepeH-
MAjAJTHY jeTHAYUHY CMO MOPAJH JIOJATH W OPOj paJMOaKTUBHUX PaCIa-
ma 2% Ra, ommocro r(t), jep ce MCTOBPeMeHO ca paJIHOaKTHBHIM PacIagoM
210 Ph nemasa n paguoakTuBHE pacua 22 Ra, upu ey Jo6ujaMo HOBE He-
pacnanuyTe aToMe 2!V Pb, kao paguoakTuBHe nmotoMmke 2% Ra. IlpuMeTrnmo
JIa Y OBOM MaTeMaTHIKOM MOJEY KOPUCTUMO KOHTUHYAJIHY ITPOMEHJbUBY
Y 3a JUCKPEeTaH peaJiaH OpOj aToma, IITO je g00ap mpuMep MOJIEeIUpPaha
JUCKPEeTHE II0jaBe KOHTUHYyaJJIHHM MojesioM. Pazjior oBakBor omabupa je
Taj IITO Ce PE3YJITATH JUCKPETHOT M KOHTHHYAJHOT MOJIeIa BPJIO MaJIo pa-
3JINKY]Y, & KOHTUHYAJIHU CE€ MHOT'O JIAKITIe Pernasa.

[TomTo HAC WHTEpecyje BpeMEeHCKH TePUO, O TPUCTA TOINHA, MOYKEMO
IPETIIOCTABUTH, PaN I0jeTHOCTAB/bEHA MOIENA, 1a 220 Ra, unju je mepuos
nosypacuazga 1 600 romuna, ocraje KOHCTaHTaH, gakJe ga je r(t) = r, j.
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Tpeba permutu Korujes mpobiem

y(to) = yo. (4.5)

Kaxko je npermnocraska ja je r(t) = r = const, To je jennaunna (4.5))
jeTHaYNHA KOja pa3/Baja IPOMeEH/bUBE.
Ckyn cBux peinema jegnaunne (4.5) je

r Y :
y(t) = X+C€ , rae je ¢ € R.

Habuwmo pememe koje 3amoBosbasa ycioB y(ty) = yo. U3

r
Yo= v+ ce Mo
clienn 1a je
_ Aty ( _ Z>
c=e :
Yo h\

crora je Tpaxkero Kortujeso peremne

T T
y(t) = 5+ (50— 5)
Tj.
.
y(t) = £ (1= ) e, (4.6)

rje BpenHocT y (y TpeHyTKy t) W 7 MOTY JIaKO Jia Ce U3Mepe, ma Ha Taj
HAYMH MOYKEMO OJIPEIUTHU U CTAPOCT CJIUKE.

Kao mTo cMo Beh momenysn, He MOXKEMO JUPEKTHO U3MEPUTH ¥y. Mo-
ryhe perieme OBOT IPodJIeMa jecTe Jia NCKOPUCTUMO YUHHEHUILY J1a je TIOYeTHA
kommuauHa 20 Pb 6uia y paJMoaKTUBHO] PABHOTEXKK €3 BENOM KOJIMYHHOM
226 Ra y pymm n3 Koje je MeTas ekcrpaxoBaH. Ilocyarpahemo 6poj pacmazia
(6psuny mpomene 6poja HepacmaaHyTHX aToMa) 22° Ra y pyau. Oso je eh
IIO3HATO 34 pasanduTe BpcTe pyda u Taj 6poj Bapupa ox 0,18 mo 140. To
sHaqn ga he u 6poj pacmaza 210 Pb y MuHyTH 10 TpaMy y 6eoM OJ0BY
takohe Bapuparu ox 0, 18 mo 140. OBo 3nauu ga he yy Takohe Bapuparu y
BEJIMKOM WHTEPBAJIy W CTOTA HE MOXKEMO KOPUCTUTHU jeIHATNHY KaKO
OMCMO OfpEeINJIN CTAPOCT CJIMKE, 9aK HU y TPy0o.
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Az jorr yBek MokeMo nckopuctutn jemuakoct (4.6]) kako bucmo Hampa-
BUJIN PA3JIUKY J1a JIU CE€ PAJIM O CJuIM u3 17. BeKa WM O CJAUIM HACIUKAHO]
y cagalrmocT. 30or dera? OBo ciiean U3 YUIbEHHUIlE /1a aKO je CJIUKa Beo-
Ma cTapa, a Iepuoj moaypactazga 21 Pb 22 romqune, onga je 6poj pacmaa,
paJMoaKTUBHIX aToMa 210 Pb y coaunm npub/mKHO jenHak 6pojy paciafa,
paanoakTUBHUX aToMma pamujyma. Ca mgpyre crpaHe, ako je CINKA HOBU-
jer maryma (crapa oko 20 rogmna), ouma hie 6poj pacmnaia paJInoaKTHBHIX
aroma 2! Pb 6utu MHOro Behu oxn 6poja pacmaga pajMoaKTHBHUX aTOMA

pajmjyma.

[IpeTrocTaBuMoO 112 je camKa O KOjOj ce pajy WJIN CKOPO HACIWKAHa WJIN
crapa oko 300 roguna. Samenumo t — ty = 300 y jeguaunny (4.6). 113 Tora
J00mjaMo

Ayo = My (t)e3 " — 7“(6300/\ — 1). (4.7)

AKo ce paam o canuIu HOBHjer maTyMa, OHma he yy buTtu 6GecMucjieHo Be-
nmko. becmuciieno BeukuMm hemo cmarparn cBaku pesyarar mpeko 30000
paIHoakKTHBHNX pachaja >1' Pb y MEHYTY IO TpaMy y OJIOBHO 6es10j 60ju, ¥
TPEeHYTKY HAaCTaHKa CJIUKe, OTHOCHO Ooje. arrTo 6amm oouko? Ha ocHOBY
6poja pacmnaza 'Y Pb y MuHYTY 110 TpaMy y OJIOBHO 6eji0j 60ju MOKEMO
OJIPEJIUTH KOHIEHTPAIujy ypauujyma 238 U y ToM TPHYTKY y PYIH U3 KO-
je je Meras ekcTpaxoBaH. MoxKe ce MOKa3aTH, Ha IPUMEP, Ja aKo je Opoj
paIroakTHBHEX pacnaga 210 Pb 100 y MEHYTY IO I'paMy y OJIOBHO 6eJ10j,
OHIa je pyZna u3 Koje je mMeTan mobmjen mmana 0,014% yparujyma 238 U [7].
Takse pyne Ha 3emsbu mocroje. Mehyrum, y ciaydajy Opoja pacmaa Ipeko
30000, 3a KOHITEHTpAaIu]y B8 y pyau mobuan Ou ce mojaiy Koju He O/Iro-
Bapajy CTBAPHOCTH, OJHOCHO Ka0 pPe3y/TarT OMCMO JOOUIN KOHIIEHTPAIIN]Y
238 ] xojy HujesHa Py/a Ha IUIAHETH 3eMJbU He CaJPIKH.

[Tomro je croma pacnaarma (6poj paJInOAKTUBHUX PACIIAJIA Y jeIMHUIIH
Bpemena y y3opky) 210 Po jemnaka cromm pacmamgama 210 Pb HaKOH HeKo-
JIMKO TOIWHA, JIAKINE je OAPEIWTH CTOITY pacliajara IOJIOHHjyMa, I1a Taj
MOJIaTaK KACHU]E MCKOPUCTUTH.

300
In2 22) In2 150
PS00N _ 300152 _ e< -

Y

jep je nepuon nosaypacuaga 3a 21Y Pb 22 ronusue, na je koedunujenT paiu-
OAKTHUBHOI' PacIaja 3a 0J0BO A = 1;1—22

Bpoj pajmoakTHBHEX paclajia y MAHYTY y rpamy oJoBHO bese 3a 210 Po
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n 2% Ra je m3Mepen 3a HEKe oJ CAMKA 3a KOje ce CyMHbaJo Ja cy dajcu-
dukarTu, Tako je 3a CiuKy ,,Bedepa y Emaycy”’ y TpeHyTKYy J0Ka3UBaHba
6poj paIHOAKTHBHIX paclaja y MUHYTY y IpaMy oJjoBHO Geie 3a 20 Po
6mo 8,5, 1ok je 3a 2% Ra 6mo 0,8. AKo caja M3padyHaMO Ayy 3a OJIOBHO
beny y ciaunu ,,Bedepa y Emaycy”, mobujamo 1a je

Ao = (8,5)2 — 0, 8(211510 _ 1) — 98050,

IIITO je HEPUXBAT/bUBO Beuko. /lakie, cauka Mopa OUTH MogepaH ¢aJl-
cuduKaT, HaCTa0 HOBHjer jgaryma. Ha mcTu HaYMH MOXKEMO U 3a OCTaJIe
dasicudukare JI0Ka3aTH J1a OHU TO 3aIPABO jecy.

Bagarak 4.1.1 /[oxazamu da je cauka ,,2Kena ceupa marndosuny” pancu-
duram, axo 3namo da je 6Poj PaduoAGKMUBHUT Pacnada Y MUHYMY Y 2PaMy
onosro bene boje 3a > Po y mpenymxy doxasusara 8,2, a 3a **° Ra 0,17.
Kopuwheru cy nodayu us [7].

Pemteme: Ako y jennaunny (4.7)) 3amerumo nare nomarke jpobuja ce

150

Ao = (8,2)2° — 0, 17(21151" _ 1) — 102225, 98.

OBo je jomr Behu pesyarar o OHOr JOOUjEHOTr y CIydajy cjauke ,,Bedepa y
Emaycy”, n3 dera ce jacHO BUIU Ja je oBa ciauka Takohe damcudpukar. [

JelaH o1 HAYMHA J1a Ce OPEean CTAPOCT apXeoJOMKNX apTedaKaTa jecTe
MeTo/, oapehuBama Opoja HepacuaIHyTHX je3rapa paIloaKTUBHOT yIJbeHH-
koBor uzoromna 4 O, koju je oTkpuo Bmmapn ﬂI/I6I/IE| oko 1949. romune. 3a
1o orkpuhe mobuo je HobenoBy Harpamsy 3a xemujy 1960. romnse.

Bynyhu na je 3emspbuna armocdepa KOHCTAHTHO TIOJT YTHIAjeM KOCMUY-
KIX 3paKa, OHI TIPOU3BOE HEYTPOHE KOjU ¥ KOMOWHAIIM]U Ca a30TOM CTBA-
pajy yriernkos nzoron 4 C, oIHOCHO pajMOAKTHBHE M30TOI YIVbEHHKA.
OH ce capXku y yIVbeH-TUOKCUIY W Ha Taj HAUWH Ta OM/bKe, (pOTOCUHTE-
30M, ycBajajy. 2KuBotuibe, Xpanehu ce Om/bKaMa WU JAUITYHU, UCTU YHOCE
y CBOje opraHm3Me. ¥ »KUBUM OPraHU3MUMAa CY YHOC PaJIHMOaKTHBHOT yTJbe-
HUKA W berOB PACIajl y PABHOTEXKMU, JOK y MPTBUM TO HHUje Caydaj. ¥ HOC
IIpecTaje, TaKo J1a KOJUINHA PAIUOAKTUBHOT U30TONA YIJHEHUKA Y OPTaHuU-
3My omaJja, oyayhu ga jgosia3u caMo JI0 BeroBOI pacCIa/ia.

*Willard Frank Libby (1908-1980.) 6mo je amepnyku bu3nKoXeMudIap.
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[Iox mpermocTaBKOM 12 je KOJMYNHA KOCMUIKOT 3DAUerha, MO YNjUM je
3eMmsba yTHIAjeM, YBEK OWIa KOHCTAHTHA MOXKEMO OJPEINTH CTAPOCT OIpe-
bennx dpocmra. JIubu je nzpadyHao j1a je BpeMe Moypaciaia yribeHUKOBOT
uzorona 4 C' mpubmmxuao 5600 roxuna, MehyTHM, JaHAC Ce IPETIOCTABIbA,
na je ta BpegaocT npubsankuo 5730 romumua (£40 rommua). OBaj meron
je bmo KopuirheH j1a OU ce OApeauIa CTApPOCT apXeoJOIIKNX TPOHAJIa3aKa,
docuna, HamemTaja mpoHaheHOr y erumaTcKuM IpoOHHIaMa, TOPHHCKOT
(cBeror) MOKpoBa M TaKO JaJbe, 3a ImTa ce npuMepn mory npounahu y [4].

Osnaunmo ca N = N(t) 6poj HepacmaJHyTHX aTOMa PaIHOAKTHBHOT
yrpernka 4 C' y TperyTky t, a ca Ny = N(ty) 6poj HepacmaIHyTHX aToMa,
4y rpenyrky to = 0. Ako je \ KoeduIHjeHT PaJLHOAKTHBHOT PACIIAJa
yrpennka 4 C, onma je

N _ AN (t
@~ N
N(0) = Ny,

Kommjes mpobiiem Koju Tpeba peruTu. Kako je ominTe pelieme JgaTe Ju-
depeHIjaaHe jegHAYUNHE

N(t)=ce ™, ceR,

KoHCTaHTy ¢ oapehyjemo u3z ycmosa N(0) = Ny. Kako je Ny = ¢, Tpaxeno
KommmjeBo permeme je
N(t) = Noe ™. (4.8)
Nmajyhu v Buny momatak ga je 3a '+ C' nepuon moaypacnana 1 =~ 5730
roJIuHa, MOYXKEMO U3PAa3UTH KOePUIIMjeHT PaIMO0aKTUBHOTr pacuaga A. Taja
je
N() . In 2
N(T) = > croraje A= 7
IIITO KaJla YBPCTUMO Y J06mjamMo

N(t) = Ny (&ﬂ)_% — N2~ F. (4.9)

TopuHCKU TOKpPOB

TopuHcku (cBeTHn) MOKPOB je KOMAJ TKAHUHE Ha KOjO] Ce OIPTaBa OTHU-
CaK MYIIKOI Teja Koje je mporuio ¢pusndky Toprypy. me je mobuo mo
Karempamu Cseror JoBana Kpcrurema y Topuny, rae ce rogunama qyBa.
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Mmuoru cy BepoBaJsiu fa je yrnpaso TuM Komajgom Tkauuae Mcyc Xpuct 6mo
IIOKPUBEH IIPUJINKOM caxpamuBamba. 1988. rojune je obaB/beHa aHAJIM3A U
JIOKa3aHo je, oJ CTpaHe TPHU He3aBUCHE JIJabopaTopuje, /1a je KOMa  TKAaHITHE
3alpaBo cTap oko 660 romumHa, OJTHOCHO Ja JAaTUpPa U3 cpejmber Beka. OBa
aHaan3a je obaBj/beHa y3 IMOMON 3aKOHA PaarOaKTUBHOT paciana. /lerasb-
Huje nHOpMaIje dnTagal Moxe mponahnu y [4].

3agarak 4.1.2 Kopucmehu nodamax da je ceemu noxpos cmap oxo 660
200una, odpedu npoyenam xosuvure yemenurosoz uzomona 2 C y odnocy
Ha NOYEMHY KOAUNUNY Y2menurosoe usomona 4 C xoju ce y moj mranunu
Ha.aa3uo0 Y nepuody anaaude, 1988. 200une. 3adamax je npeysem us [{].

Pemneme: Ha ocHOBY IpeTXoaHO peveHOr MW IIOJATKA JIa je MePHUoJ, IMOJIy-
pacraia yribeHHKoBOr n3oromna '+ C' mpubimzkao 5730 ronuHa, 3aMEeHOM Y
jenuaunny (4.9) mobujamo

N(660) = Ny2 570

0

mTo 3Ha4n j1a je y Tkanuau 1988. rogune 6uno 92, 33% moderne KoJmunHe
aToMa PaJIMoaKTUBHOT yribeHnKoBor msoromna 4 C. [J

Bagarak 4.1.3 Odpedumu cmapocm xomada dpsema nporaheroz y nehuru
Jacko y Dparyyckoj, axo anamo da ce 85,5% yemenurosoe usomona 4 C
KOJu ce cadpacu Y Hcusom dpeemy ucmoz muna, Yy mom Komady pacnaio.
3adamar je npeysem u3 [J|].

Pememe: Pacrano ce 85,5% nmodyerne BpeHOCTH yTJbEHUKOBOI M30TOIA,
ITO 3HAYM Jia ce caJja y apsery Hanasu 14,5% on mouerne BpemHOCTH.
Jlakne

N(tg) = 14,5% - Ny = 0, 145N,.

Jasbe,
N(tg) = N2~ 7.

AKo 3aMeHNMO MO3HATE BPEIHOCTH, TOOMjaMO

0, 145N, = Ny2~ 590,
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OJlaKJie CJeIun
to = —5730 - log, 0, 145,

OJTHOCHO
t ~ 15963 ronune,

IITO 3HAYM Ja OBO APBO JaTupa u3 moba mpaucropuje. [

4.2 IbytHOB 3aKoH xJahema

FbyrHoB emnupujcku 3akoH xaabhema (rpejama) Kaxe Ja je Op3uHa XJia-
bema Testa MPOMOPIIMOHAJIHA PA3JIMIU TEMIIEPATYPE TeJia U TEMIIEPAType
CpelnHe KOja Ta OKPYXKY]e Tj.

ar k(T ) (4.10)
N — T .

dt ’

npu demy je T = T(t) Temmeparypa Teja y TpEeHYTKY ¢, T TeMIepaTrypa
cpednHe y KOjOj ce Tejio HaJjasu, a k, rae je k > (0, koedunujeHT mpomop-

IIMOHAJIHOCTH KOjU Ce Ha3WBa KOHCTAaHTa XJabhema.
3aHnMa HAC KAaKO OJPEINTH TeMIIepaTypy Teja y TPEeHyTKY t, ako 3Ha-

MO TeMmIeparypy cpeauHe (Koja je KOHCTAHTHA) Yy KOjO] Ce TeJIo HAJa3u u
nmovyeTHy Temieparypy tena’ [lorpedbno je pemutu cienehu Korujes mpo-

o1em
T
O k(T —7)
dt (4.11)
T(0) = Ty

Kaxko je omrrre pemese gudepennujaine jeanadnte (4.10))
T{t)=ce ™ +71, ceR,

Jia 6ucmo ozpenuiu KorujeBo perrerme moTpeOHO je OJpeuTu KOHCTaAHTY
c, Tj.
T():T(O) =c+17=>c=Ty—T.

Tpaxeno KommjeBo perremne je

T(t) = (Ty —7)e ™ + 7. (4.12)
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Hobujenn n3pa3z Ham omoryhasa ja npeaBuanMo Oyayhy TeMmepaTypy
Tesla WIN OJIPEeIuMO HEKY FheroBy mpeharmy Temueparypy. AKo je pasiiu-
ka Ty — 7 < 0 temmeparypa he pacru, ma onma rosopumo o EbyTHOBOM
3aKOHY T'pejamba.

byTHOB 3aK0H x/1ahema je BeoMma 3HaUYajaH y (POPEH3UIM, PAIN YTBP-
buBama BpeMeHa CMPTH.

Algor mortis nim mpmeauxo raahere je Mpolec CMambUBambha TeJIECHE
TeMIIepaType HaKOH CMPTHU. Y IUTAY je CTAJIHO Ol Ialhe TeMIIepaType Te-
JIa JIOK Ce OHa He m3jegHadn ca TeMmeparypom okoanHe. OBaj mporec Huje
caBpIieHo Mmojennpan byraoBuMm 3akoHOM Xj1ahema, jep xaaheme Tesa Ha-
KOH CMPTH 3aBUCH OJT BuIlle (paKTopa. XeMUjCKH IPOIeCH HaCTaB/bajy Ja Ce
OJIBUjajy y TeJIy U HAaKOH CMPTH U MOI'Yy OJIpKaBaTH KOHCTAHTHY TeMIIEpa-
TYPy Teja TOKOM HEKOI' BpeMeHa, HAKOH KOra he TeK HACTynuTHu xJaheme
Tesa.

3aHuMJBbUBOCT: ¥ BpeMeHy oapehuBama CMPTH YJIOTY UMa U 7igor
mortis, OJHOCHO MPMBGYKG YKOYEHOCM, KOja je Y3POKOBAHA XEMW)CKUM
IIpoMeHaMa, y MUIINNIMAa HAKOH CMPTHU U KOja Kao IOCJEINIy UMa yKOde-
HOCT TeJjia TMOKOJHHMKA, Kao 1 livor mortis n pallor mortis. Burmre nadopma-
muja Moxkere nponahu y [9].

3agarak 4.2.1 Teno ybujenoz wosexa je nporahero y cobu KoHCMaAHMHE
memnepamype 21°C, y 3 waca naxon nonohu. Y epeme xada je meso npo-
Hnaheno, wezosa memnepamypa je buna 29°C. Cam epemena makxon moza
memnepamypa meaa je buaa 26°C. YV xoaukxo camu je nouurber 3404UH?
IIpemnocmasma ce da je nopmanrra wosexosa memnepamypa 37° C. 3ada-
max je npeyzem u3 [3].

Pemmeme: /la 6ucvo HamIm Bpeme Koje je MPOTeKJIO Ol yOMUCTBa, MOPaMO
npso nahu k, koedurujent xnahema. Fbera mobujamo xkopucrehu aBa me-
pema Temieparype HakoH youcrsa. Osuaunmo ca T'(0) = 29 Temmeparypy
tena 'y 3h, a ca T'(1) = 26 Temmeparypy Tena y 4 h, car Bpemena kacHuje.
Temmeparypy cobe o3Hadumo ca 7 = 21, ma 3aMeHOM y nobujamo

T(t) =21+ (29 — 21)e ™.

Kaxo je
T(1) = 26,
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cJIeIn 1A, je
26 = 21 + 8¢ *,
Tj.
8¢k =5,
mna je
k =In R koedurmjenT xsahema.

Cama, momTo nmamo k Tpeba ja HaheMo Bpeme IPOTEKJIO O TPEHYTKA
KaJa je Tejio uMaJio remmeparypy 37° C' 1o OHOI TpeHyTKa KaJa je TeMIle-
parypa Teja buia 29° C'; o3HaunMo To Bpeme ca t1 (ogekyjemo na je t; < 0,
jep ce 3JI0YUH JIOrO/IMO TIPe MPBOT MEperba)

8
e— lngtl — 2
eln % tl —

8 1
In-t; =In-
5 2

1

t_lng —0.6931
YT 04 T 0T

In —

5

3y109mH ce oroano npubamkHO 1,5 h nmpe TpeHyTKa KaJa je u3BPIIEHO

IIPBO Mepembe TeMiepaTrype Tefna, Tj. oko 1.30 mocse mornohu. []

4.3 JImHAMUWYKN MOJEJIN pacTa IIOITyJaluje

MogesioBame pacrta momyJialije je mpBoOuTHO O6mI0 Be3aHo 3a Tomaca
Pobepra MaﬂTycaH. [Tomynamnuja je cKyu jeJMHKH KCTE€ BPCTE KOja Hace-
JbaBa ojipeheHn mpocToOp M Koja mMa MOIyNHOCT pa3sMHOXKaBamwa. [IpBu u
Ha]jeJHOCTABHU]U MOJEJ pacTa MoImyJjaluje je, yupaBo, MaarycoB Momel,
npezacrapber 1789. rogune y pany ,,IlyT y karacrpody”. OBaj momen ce 3a-
CHUBA Ha TOMe J1a je Op3WHa pacTa IOIyJ/Ialluje MPOIOPIIMOHATHA BETUINHA
nonystanuje. IlpomeH/buBE y OBOM MOy CY BpeMe u Opoj je IUHKH, OJTHO-
cHO, BesimunHa nonysanuje. I y oBom ciydajy hemo 3a auckperHy 1mojaBy

3Thomas Robert Malthus (1766-1834.) 6o je enrneckn mMatemaruydap u gemorpad.
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KOPpUCTUTU KOHTHUHYAJIHU MOJEJI.

Axo oznaunmo ca P = P(t) 6poj jenuHKu momysianuje y TpeHyTKy t, ca 3
CTOIlY HATAJIUTETa, ) CTOIy MOpTAJIUTETa, Jo0OMjaMo cromy pacta k = 5—4,
IITO je KOoeUINjeHT MPOMOPIUOHAJTHOCTH. AKO OPOj jeIMHKHU IOIyIaIije
y MOYETHOM TpPEHYTKY ¢t = ty osuaunmo ca P(ty) = Py > 0, ouma 6poj je-
MUHKY TOIyJIaIiije y TPEHYTKY ¢ MOXKeMO H00uTH pernaBameM KormmjeBor

poodJiema
4P kP(t 4.13
= kP() (113)
P(ty) = B.

Kaxko je y nuramy audepeHinjaina jeHaAUYNHA KOja pa3aBaja IPOMEH/bUBE

JIo0MjaMo jeTHOCTABHUM PAYyHOM JIa je OIIIITE PEIIeHe

kt

In|P| =kt + ¢, omaocuo P(t) = ¢y - €™, rme je ¢ € R.

U3 modgeTHOT yCaoBa
P(ty) = Py = c1efo = ¢; = Pye™™
nmobujamo ma je perreme Kommujesor mpobiema (4.13))

P(t) = PyeMt—to), (4.14)

Bagarak 4.3.1 IIpemnocmasumo da odpehena baxmepujcka Kysmypa 3a-
dosomasa Masrmycos modes pacma nonysavyuje. Harxon cam epemenra, Ha
odpehernom npocmopy je 1000 baxmepuja, a naxon 4 cama 3000 baxmepu-
ja. Odpedumu 6poj baxmepuja y mpenymxy to = 0 npumerom Maarmycosoe
MOOENQ.

Pememe: 3uamo 11a je pacT momyJiaiuje y 0BOM Mojery oapehen mspasom
(#.14)
P(t) = Py ekttt

[a 6ucmo ofpeanin jeTHAYUHY KOJOM Ce OIHCYje pacT Opoja oBUX Oak-
Tepuja mopamo Hahu koedwumujent k. O3naunmo ca P, 6poj bakTepuja Ha-
KOH 4 cara, a ca P, 6poj bakrepuja HakoH jenHor cara. 3amenom y (4.14)
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nobujamo
P, = Pyef,
P, =Py e
Cnenu na je
Pie*=PFB 1j. =P e =p e
Tj.

3000 = 1000 "4V,
Oparie mobujamo ma je

In3

Cana je morpe6no mahu P(ty). Kako je Py = P, -e”* Bumumo 1a je mogernn
6poj bakTepuja
Py=P(t)) =1000- ¢~ 5 ~ 693,5.

O

Bugumo 1a oBaj mogmes npegsuba ga BeJIWYUHA IIOIMYJIANUje €KCIIOHEH-
IIMjaJHO, HEOT'PAHMYEHO pacTe, IITO Ce, YIJIAaBHOM, yV IPHPOJU HEe JoTra-
ba. IlocToju MHOrO pazsora 360r KOjux IOIyJIallije He PacTy HeorpaHude-
Ho. Hekn on wux cy HejocraTak pecypca (xpama, ofrosapajyhia cpejuna,
Boma, CyH4UeBa CBETJIOCT, XpaH/bUBE MaTepHuje, IPOCTOP 3a pacT U pa3M-
HOKaBambe), Kao U PUBAJICTBO Meljy jenmuukama. 360r OrpaHUYeHOCTH OBUX
pecypca, momysianuja he pacT 10 OHOT TPEHYTKA KaJIa, HheHa BeJIMINHA, Ol
roBapa JIOCTYITHOCTU PECYPCa.

Kama roBopuMo 0 JbYICKO] IOMYJIAUju, 3HAYAjaH (PAKTOP Cy U €MU-
rpaiuje u UMHUrpaluje, IJIaHuPAke MOPOIUIE Y CABPEMEHNM APYIITBUMA,
enuaeMuje 3apa3Hux 0OJIECTH, PATOBHU, BUCHHA, KUBOTHOT CTaHIAPIA.

Y MaarycoBoMm MOJIey je MpeTmocTaBKa Jia Cy PeCypPCu HeOrDpAHWYEHU
u a 6poj jeIMHKHU 3aBUCH caMo o7 6poja poljerux u 6poja ympiux (Koju cy
KOHCTAaHTHU y JIATO] jeJMHUIM BPEMeHa), J1a HeMa 60JIeCTH, eMUrpalija u
nvurpanuja. OBaj Mozes je IpUMEH/bUB 33 HeKe IOIyJialnje, 3a oapehenn
BPEMEHCKH IEPHO/I, YIJIABHOM 0K je IoIyJamnnja MaJja. /Jlakie, oBaj Momes
HaM He OJroBapa Ha JyKe CTa3e, HUTU 33 CBe BPCTe IOIYJIAllHja.
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Y paHujuM HEpHOAMMAa PACT JbyACKe IOIyJIallije 3aucTa jecTe OMo eK-
CIIOHEHIIMjaJIaH, ajn ce OP3UHA pacTa CMambuiIa ca nosehamem Opoja Jbyau.
36or oBora ce jaBuja morpeda 3a popMupameM HOBOT, O0/ber MOJeIa PacTa
nomrystanuje. [Ijep @pancoa Bepxyncuﬂ je 1845. rogune mpejcraBuo 00/bU
MOJIesI, Ha3BaH JIOTUCTHIKN MOJEJ pacTa MOIyIaluje uin BepxyacToB Mo-
Jie.

Y oBoMm mogiety, Bepxyuict objamnimbasa j1a y moueTKy (0K je moIyiaimja,
U jajbe MaJia) 6poj jesMHKY [OolryJIanuje pacre ,, IpuOJINKHO” eKCIIOHEH 1~
jasno, ca cromom pacta k (kao mo MaaTycoBoM Moety), aiu 1a ce Taj pacT
criopuje ofBHja KakKo ce OpOj jeMHKU TOIyJIallije MPUoInKaBa MaKCUMAJI-
HOM KallalluTeTy cucreMma K, OAHOCHO, MAKCUMAJIHOM OpPOjy jeIMHKH KOje
cucreM Moxke ma m3ap:ku. OBe je jacHa 3aBUCHOCT HaTaJIMTETa O Opoja
jeIMHKM, a He OJ] BpeMeHa, jep KakKo Opoj jeIuHKH pacTe, TaKO je Mambe
Moryhe majbe pasMHOXKABAIE. JalXe XpaHe Ce CMambyjy, Ia HeKe jeInHKe
MOI'y U yMPETH OJI IJIa i, IIPOCTOP Ce CMaibyje 1a ce U (PEPTUTUTET MOKE
CMaBUTH § HEIOCTATKY CBera MmorpebHOr 3a KupoT. Mory ce mojaBuTH u
3apas3He 00JIeCTH KOje JIOIATHO CMambyjy Opoj jeIMHKU Y TOIYJIAIUji, Kao
U puBaJICTBO Mely jenuakama paju obe3d0ehuBama moTpeOHOr 3a KUBOT.

BepxyscToB Mojiest ce KopucTu Hajuelnthe 3a npeasuharme pacra momyJia-
nuje bakTepuja, BONHUX MyIuUIla, TPOTO30a HA HEKOM OrPAaHUYEHOM IIPO-

CTOPY.

Moges mpermocTaB/ba fa je 3a MaJly HOIYJAIli]y TPUPOIHU TIPUPAIITA]
jemnak k, 3a momynamujy jeanHaky /K oH je jemnak 0, a 3a ocrajie BPeIHO-
CTH TIOIyJIaIlMje TPUPOIHU IPUPAIITA] je JuHeapHa (DYHKIIH]a IO BeTUINHE
nomyaaruje. Crora je JOrUCTHYKKA JUHAMUYKHI MOJIEN oJipeheH jeTHaINnHOM

P(t) = %P(t)(K _P(t)) =k P(#) (1 _ %)

(4.15)

Bunumo ma y ciydajy kama je 6poj jemmHku masu, ga je ouma P(t)/K
MaJIo, Ta jeé BPEIHOCT YHYTap 3arpajie NMpUOJMKHO jeTHAKA jeIUHUIUA U
pact je 6pxu. Ca nosehamwewm nomynanuje P(t)/K ce mosehasa, mro cma-
byje Op3uHYy pacTa IOIyJ/IallKje.

Cama Tpeba pemmn KormujeB mpobJieM 3a OBY JIOTUCTHYKY AudeEpeH-

4 Pierre Francois Verhulst (1804-1849.) 6uo je Genrmjckm MaremMaTHyaap U JI0KTOp Teopuje Gpojesa.
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IWjaJTHY jeTHAUYUHY
k
P'(t) = = P(t) (K — P(t))
K (4.16)
P(ty) = B.
Jlobuja ce 11a je OmIIITe pelreme

P(t) = "
W= 1rcew

a pereme Koje 33/10B0/baBa yCJIOB

P(to):PO

rie je C € R,

onpebeno je aHAIUTUYIKHM H3PA30OM
KPF,
(K — By) - e hli=to) + By

a 6ucmo 1obuyin TadHuja npeBuhama, Kajga je ped O JbYJICKO] IOoIy-

P(t) =

(4.17)

Januju, He Tpeba je mocMaTpaTh Kao XOMOTeHy TPYILy, Beh IojesnTu Ha
BUIIIE TPYIIA, 14 CBAKY TPETUPATHU KAO MOCEOHY TOMYJIAIH]Y.

OBu MojieI1 ce MOTY IPUMEHUTHU U HA TaJ] Opoja JeIUHKY Y TOIMYJIAIju,
OJTHOCHO, aKO je Opoj poheHuX Marmbu o Opoja YMpJINX y jeIUHUAIN BpEeMeHa,
O6poj jeanHKM ToImysaalnje he eKCIOHEeHIIN]aaHO /13 OIa/Ia.

3amarak 4.3.2 [lpema nodayuma Penybauwkoe 3a600a 3a cmamucmuky
(nodayu ce moey nponahiu y [10]) Cpbuja je 1961. 200une umana 6678247,
1971. 200une 7202915, a 1981. 200une 7729 246 cmarnosruka. Kopucmehu
Aozucmusky modes npedsudemu xoauko je Cpbuja umasa cmMaHOBHUKA
1991. 20dumne.

Pememe: [louerna nonynanuja je Py = P(1961) = 6678247. Axo yBp-
CTUMO TI0JIaTKe 0 Opojy cranoBHUKA n3 1971. u 1981. rogune y JOTUCTUYKH
MOJIeJI OHJIa MOKeMO M3padyHaTH k U MaKCHMAJHU KallalluTeT cucrema K
13 JIOOMjeHOor CUCTeMa jeJIHAYNHA Ca JIBE HEITO3HATE

P(1971) = Ik - 6678247 — 7202915
(1971) = (K — 6678247) - ¢ 0k + 6678247 '

P(1981) = 0078247 = 7729246
(1981) = (K —6678247) - 20k + 6678247 '
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Pememe cucrema je k ~ 0.014 u K =~ 14732436, na je Tako TpaskeHu OPO]
CTAHOBHUKA TIO JIOTUCTHIKOM MOJIEJTY TPUOJIMIKHO

14732436 - 6678 247

P(1991) =
(1991) (14732436 — 6678 247) - ¢ 0-014(1991-1961) - 6 678 247

= 8219556,

mTo je 3a oko 400 000 Butie o1 6poja cTaHOBHUKA 100MjeHOoT momucoMm 1991.
ronute (Tadan 6poj cranoBHuKa Cpbuje mpema momucy u3 1991. ronusue je
6uo 7822795 (momarax mnpeyser uz [10])).

[TpumeTnmo 18 JTOTUCTUYKNA MOJIE Y OBOM CJIydajy He [aje J0BOJHHO 100pe
pesyaTare 3a npeapuhame 6poja cranoBHnKa Cpbuje, jep He y3uMma, y 003up
MUTpallfje Koje Cy Ce Y TOM IepHuo/ly MHTEH3UBHO JieniaBaJie. [

4.4 IIpobaem cmerra

JudepennujasnuM jelHAIMHAMA CE YCIEIIHO pellaBajy W TaKO3BaHU
pobIeMu cMeria. Y MUTaky Cy MpodJeMu Yy KOjuMa je MoTpebHO OapeInTn
KOJIMYUHY HEKe CYICTaHIE J00MjeHy MeIarmeM JIBa PacTBOPa Pa3IUTUTHX
KOHIIEHTPAIIH]a.

Axo ca y = y(t) 03HAYNMO KOJUYKMHY CYICTAHIE y TPEHYTKY t, aude-
peHIIMjaJIHy jeqHaunHy >KeJauMo (popMmuparu Ha ciaeaehn HaUMH

dy
dt

= (ysasnu dayke cyncmanye) — (usaasnu Payke cyncmanye), (4.18)

dy
IIpHU 9eMy je pn Op3uHa IpOMeHe KOJUINHE CYIICTaHIle y TPeHYTKY t. ¥ 3a-
BUCHOCTH OJI Ipupo/ie mpobsema gobujahemo pasiumante mudepeHIjaiHe
jelHaYnHE KOje Tpeba perruTH.

Bagarak 4.4.1 Pesepsoap cadporcu 300 amepuurux 2anona caane eode (1
eanon ~ 3,785 aumapa). Jpyeu pacmeop y Kom je KOHUEHMPALUIA COAU
21b/gal (Ppynme no zanrony; 1 gynwma ~ 0,45359237 wunoepama) yrasu
y pedepsoap b6p3urom 0d 3 gal/min. Pacmeop nanywma pe3epsoap ucmom
opaurom. XHKeaumo da odpedumo dugeperyujarty jedHavuHy Koja onucy-
Jje MPOMEHY KOAUMUHE COAU Y TOM PACMeEopy, ako je nodnamo da je y
NOYEMHOM MPEHYMEY Y PACMBOPY KOJU Ce HaAa3uo Yy pedepsoapy bu.no 50 1b
coau. Badamarx je npeysem u3z [J].
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Pemmeme: /la bucmo oxpennin mndepeHInjaany jeIHAINHY ITOTPEOHO je
Ja ofpesuMo yiiasHu u ussasuu duyke conm. Ca y = y(t) o3Ha4nMO KO-
JMYUHY coyin y pacTBopy (y dbyHTaMa) y pe3epBoapy y TPeHYTKY t (MepeHo
y MUHyTHMa). Bp3uHa mpomMeHne KoJMYuHE COJIA Y PACTBODY j€

dy
i (yaasru dayrce coau) — (usaasnu Gaykc coau).
Ynazuu QJyKC CoJIH je IPOU3BOJL Op3uHE KOjOM PACTBOP yJIa3U y pe3epBoap
1 KOHIIEHTpallije COJIu y TOM PacTBOPY, Tj.

al 1b 1b

min  gal min
Anagorao oxpehyjemo u nznmazun IyKe, Kao IpoOU3BOI, OP3UHE KOjOM pac-
TBOP W3JIa37 U3 pe3epBoapa M KOHIEHTPAIIN)je COJIA Yy TOM PacTBOPY, OIHO-
CHO,
gal y(t)Ib  y(t) 1b
min 300gal 100 min’
[Tommrro pacTBOp MCTOM OP3MHOM yJAa3W y pe3epBoap M M3 Ibera M3Jas3H,

KOJIMYMHA PACTBOpPa y pe3epBoapy je KoHcTtaHTHa u m3Hocu 300 rajioHa.
[IpermocTaBuMO 13 Ce pacTBOP y pe3epBOapy HEMPEKUIHO MEIIIA.

OBo He MoOpa yBeK OUTH caydaj, Op3MHA KOjOM pPAaCTBOp yJa3u y pe-
3epBOap U OHA KOjOM H3JIa3W MOT'Yy OUTHU pa3/IUYuHUTe, IIa CTOra He MOPaMO
MMaTU KOHCTAHTHY 3alPEMUHY PACcTBOPA Y Pe3epBoapy; MOKe Ce JOTOINTHU
JIa BHUIIIE TEIHOCTHU MCTEKHE HEro ITo y pesepBoap yhe u o6puyTO, 1mTo he
outn obpalheHo y HapegHOM IIPUMEPY.

Haxkue, nndepenijaana jeaHadnna nma, ciaegehn obmk
b w0
d 100

CkyI cBuX pellleha mocMaTpaHe qudepeHIinja He jeTHATIHE je
y(t) = (600-6150+c) e =600+ c-e ™, ceR
KoncranTy ¢ Tpaxkumo u3 nmodersor yciaosa y(0) = 50, Tj.
50 = y(0) = 600 + ¢ - e~ = 600 + c.
Cnemn nma je ¢ = —550, na je dyHKIIjOM
y(t) = 600 — 550 - ¢~ 10

npeacraB/b€Ha IIPOMEHA KOJUMYIMHE COJIX TOKOM BPEMEHA. L]
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3amarak 4.4.2 Pesepsoap cadpotcu 300 2ar0mna 60de y x0joj je pacmeopero
50 pyrmu coru. Keaumo da cacmasumo Jupeperyujarty je0HavUHy Koja
he onucamu MPomMeHy KOAUMUHE COAU Y PACMEOPY Y MpeHymky t, axo:

a) wucma 6o0da yaasu y pesepsoap bpaurom od 3 gal/min u ucmom bpaurom
U U3NA3U;

6) y pesepsoap yaasu dpyeu pacmeop 6paurom od 3gal/min u cadporcu
21b/gal coau, a us pesepsoapa uzaasu meurnocm cnopuje, 6paurom 0d 2 gal /min;

8) y pesepsoap ysrazu dpyeu pacmeop bOpaurnom od 3gal/min u cadporcu
21b/gal coau, a us pesepsoapa uzaasu meurnocm 6poice, bpaurom od 3,5 gal /min.
3adamak je npeysem u3 [J].

Pemteme: a) Ilomro y pesepsoap ysasu ducra Boja Koja He CajpiXKU CO,
ysa3uu PJIyKC COJIU je

gal b b
33— 0—=0———.
min  gal min

N3mazaum Gpayke com je, Kao U y IPETXOIHOM 3aIaTKY,

gal y(t)Ib  y(t) b
min 300gal 100 min’

Tpaxena audepeHnujaaHa jeJHAYNHA je
dy  y(t)
dt 100

Cxyn cBUX pellema mocMaTpane audepeHnyjaae jeTHaunHe je
y(t)=c-e ™, ceR.

U3 nouernor ycnosa y(0)=>50 ciaenu na je koucranta ¢ = 50, ma je pyHK-
IV jOM
ot
y(t) — 50 - ¢ 10
IIpeICTaB/beHa IIPOMEHA KOJMUUHE COJIM TOKOM BpEMEHA, TIe je t n3paskeHo

y MuHyTHMAa, a y(t) y dyHTaMma.

6) Y oBoM ciy4ajy, yiaasHu QJyKC Cou je

gal 1b 1b
33— 2—=6——-
min  gal min
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Kako TeunocT u3 pesepBoapa criopuje u3Jja3u HEro IMITo Y hera yiasu, KO-
audauHa pactBopa ce nosehasa 3a 1gal/min, mro 3Haun ga je yKynHa KO-
JIMYNHA PAaCTBOPA y pe3epBoapy y TpeunyTKy t jemnaka 300+t gal. Mzmazun
dyke conn je

gal y(t) b y(t) 1b

min 300 + ¢ gal 2 300 + ¢ min’

obujamo mudepeHnujaaHy jeTHaAInHY

d t
dy_g_, Y0
dt 300 + ¢
YMJU je CKYT CBUX PeIemna
(£) = 2(300 + 1) ‘ eR
Yy = +1) + m, C .

N3 mogernor yciaosa y(0) = 50 Hama3uMoO BpeTHOCT KOHCTAHTE ¢ HA CJle-
nehu Haumn

&
50 = y(0) = 600 + ——

3002

_° 550
90000

c=—4,95-10".

Konnauna comm y pesepBoapy v TpeHYTKY © je ompehena m3pasom

4,95 - 107

y(t) = 20300 +1) — e

re je t uspaxkeHo y MuHyTHMa, a y(t) y dynrama.

6) Y oBOM cCiIy4ajy je, Kao Uy IpeTXoaHoM, yiasuu duyke couau 61b/min.
TeunocT u3 pesepBoapa n3jaa3u OprKe HEro MITO V Iera yIasn, Ia ce YKYITHA
KOJIMIMHA PAacTBOPa y pe3epBoapy cMambyje 3a

YKymHa KOJIUYUHA pacTBOpa y pe3epBoapy y TpeHyTKy ¢ je 300 — 0, 5t gal
(TeunocT 6pKe uCTHYE, T1a ce KOJMYMHA pacTBopa cMmambyje 3a 0,5 gal /min
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[JTABA 4. ITPUMEHA J1J ITPBOI' PEJA YV MATEMATITYKOM MOJ/IEJIOBAILY

1 YKyITHA KOJIWYUHA PAcTBOPa y TPEeHYTKY t y pesepBoapy he outnm 300 —
0,5t), na je uznazuu diykc conn oapehen uspazom

] t 1b ' 1b
ga y(t) 5 y(t)

3,52 — .
" min 300 — 0,5t gal " 300 — 0, 5¢ min

HHomazumo 10 audepeHIrjaane je HadInHe

d t
@ __ 35 Y0
dt 300 — 0, 5t

CKyI cBuX pellleha mocMaTpaHe qudepeHInja He jeTHATIHE je
y(t) = 2(300 — 0,5t) + (300 — 0,5t)", c€R.

13 mouernor yemosa y(0) = 50 mobujamo 1@ je BpEIHOCT KOHCTAHTE ¢ =
—25,14 - 1071, mTo 3HAYM 1A je mpoMeHa KOJHYUHE COJIH TOKOM BPEMEHA
y OBOM CJIy4ajy JaTa (PyHKIIHjOM

y(t) = 2(300 — 0,5t) — 25,14 - 1071°(300 — 0, 5¢)",

rie je t u3paxkeHo y MuHyTtuMa, a y(t) y dynrama.
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I'maBa 5

ObuuynHe mudepeHInjaiHe jeJHAYNHE
BUIIIET pea

Hasenumo ocnoBHe meduHUIMje 1 TeopeMe Koje ce oaHoce Ha gudepeH-
[jaJiHe jeJlHaYrHe BUIIEr pejla, Koje he Outu Hallla TeMa y HapeHOM JIeJTy

paJia.

Hedbununuja 5.1 Hexa ¢pynryuja f : G — R, npu wemy je G C R
mada je jedHavuHa 0bAUKA

y" = f(x,y,, "y, (5.1)

ede je y = y(x) menosnama Pynruyja, dudeperyujanna jedHauuna n-moea
peda Y HOPMAAHOM 00AUKY.

Hedbunumnuja 5.2 Oynrxyuja y = @(x) je pewere dupepenyujanme jeo-
navune (5.1) na unmepsaay (a,b) axo nocmoje ' (x), 0" (z), ..., o™ (x) sa
cearo x € (a,b) u axo pynryuja y = p(x) 3adosomasa jednauuny (5.1) Ha
(a,b).

Hedbununuja 5.3 Kowujes sadamarx 3a dugepenyujanny jednavuny (5.1)
nodpasymesa da ce odpedu pewerve y = () dudeperyujarte jednauure
(5.1) xoje sadosowasa ycaose

y(x0) = Yo
?/(330) =
y"V(z0) = yp_1, (5.2)
npu wemy ynanped zadame 6pojese T, Yo, Y1, - - -, Yn_1 308EMO NOUEMHUM

Ycaoeuma.
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[JTABA 5. OBUYHE JJUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYMHE BUIIED PEJIA

Haxie, Tpeba Hahu dpyHKIM]Y (0 TAKO Jia OHA 3a/10BOJbaBa ciemehux n+ 1
yCJIOBA:

o = flz, 0,0, ¢", ..., D)
SO(IO) = Yo
¢ (o) = 1

go("_l)(xo) = Yp_1. (5.3)

Pememe Kommjesor 3amarka HasuBa ce Kommjeso pereme.

Kao u kon qudpepeHImjaHux jeTHAUMHA TTPBOT peia U KO A epeHIu-
JaJIHUX JeJITHAYMHA BUIIET PeJia Pa3JINKyjeMO TPHU BPCTe pelllemha U MOTIYHO
aHAJIOTHO WX JIe(PUHUIIIEMO.

Teopema Koja HaM rapaHTyje €r3UCTEHIN]Y pellema je cieneha.

Teopema 5.4 Hexa je pynruyuja [ nenpexudna na omeoperom ckyny G C
R, Tada 3a ceaxy mauxy (xo,Y0,Y1,--.,Yn1) € G nocmoju pewere

y = @(x) dupepenyujarne jednavwune (5.1)) xoje je dedunucano y mexoj
OKOAUHU MaYKe Ty U 3600805464 YCAOEE

~1
Sﬁ(n )(CUO) = Yn-1-
lapaniujy 3a jeIMHCTBEHOCT TOT peIlemna Jgaje cieaeha TeopeMa.

Teopema 5.5 (Ilocaeduua Iuxapose meopeme). Hexa cy dynruyuge

f, %, S—J,, e % nenpexudre na omsoperom ckyny G C R, Tada 3a
ceary maywky (o, Yo, Y1, ---,Yn-1) € G nocmoju jeduncmeseno pewere y =

() dudepenyujarne jednavune (5.1) depurucaro y nexoj oxoruru mavxe
To Koje 3a0080.6a6a Ycaose

p(To) = Yo
¥ (z0) = 01

" (w0) = Yo
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[JTABA 5. OBUYHE JJUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYMHE BUIIED PEJIA

Op moceOHOT 3HAYaja ca CTAHOBWINTA IIPUMEHE jecy JImHeapHe mudepeH-
nujaJiHe jegnaqdumne. Judepeniujaane jegHaunHe BUIIET Pella, MOI'Y OUTH
M3Y3€THO TEIKE 32 PeIaBambe, ajl BEOMa YECTO Ce Y MOJIETOBAIbY JaB/ba]y
yIIpaBO JInHeapHe nudepeHInjajne jeJHaYnHe Ca KOHCTAHTHUM KOoeuIu-
jeHTuMa, a Ha HaIry cpehy, oHe ce MOry PeIIuTH.

Hedbwuuunnmja 5.6 Jednawuna y xojoj ce nenosnama dyrnkyuja y = y(x)
U WeHU U3600U 0o N-moz peda jasmajy Y AUHEAPHO] 6€3U, HA3UBA CE AU-
Heapha dugepenyujasta jednavura n-moe peda. Onwmu 06AUK AUHEAPHE
dugeperyujarre jednanure n-moe peda je

po(2)y"™ + pi(2)y Y + 4 pa(2)y = (), (5.4)

2de cy dpynryuje po, p1, ..., Pp U q dame dynryuje depurucare Ha uHmep-
sany (¢, d).

Axko je po(z) # 0 3a cBako = € (c,d), ounma ce jemgaaunna (5.4) moxke
HAIIUCATU Yy CMaHIapOHOM 00AUKY

Y™+ ay @)y + 4 an()y = b(x), (5.5)
= pilz) = ) zai=1,n
rie cy a;(r) = o) ub(zr) = P0(@) = 1,n.

Pazyukyjemo aBa THIla OBUX jeJHAYMHA Y 3aBUCHOCTH OJI AaHAJIUTUYKOT
obsinka dyukimje b. Yrosnuko je b(z) = 0 3a cBako x € (¢,d) y nuramy je
TOMOREHA NUHEAPHA OUPEPEHUUIANHG JeOHANUHA N-T02 Peda

y™ +ay(z)y" Y + .+ an(x)y =0, (5.6)

a y CympoTHOM, ako nocroju Heko T € (¢, d) 3a koje je b(x) # 0, peu je
HeTOMO2eH0] Auneaphoj dudepenyujanto] jednavuny n-moez peda (5.5)

y(") + al(x)y(”_l) + ...+ ay(x)y = b(x).

Teopema 5.7 (O e23ucmenyuju u jeduncmeenocmu pewerba
aureapre dugeperyujaare jednawune). Hera cy a; u b nenpexuo-
ne pynryuje na unmepsary (c,d), sa i = 1,n. Tada sa ceaxy mauwy
(0, Yo, Y1, - - -, Yn—1) € (¢, d) X R™ nocmoju jeduncmeeno pewerve y = @(x)
Jugpeperyujanre jednavune (5.5) xoje je depunucaro na (¢, d) u s3adosowa-
64 YCAOBE
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[JTABA 5. OBUYHE JJUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYMHE BUIIED PEJIA

90(”_1)(550) = Un—1-

5.1 XomoreHa JumHeapHa audepeHnnjarHa
jeaHadmHA n-TOT peaa
Heka cy dyukimuje a; € C(a,b). Y ciydajy XoMorene JuHeapHE Ivi-

dbepennujanne jennaaune gyuxiuja p(x) = 0, x € (a,b) je TpuBmjasHO
pemrebe. O3HAYNMO Ca,

Lo(y)(z) == y"™ + ar(2)y" Y + ..+ an(x)y.

Ounepazop L, : C™(a,b) — C(a,b) je auneapru dudepenyujanmu onepa-
mop peda n, Tj.

Ln(01y1+02y2)(:ﬁ) - Can(yl)(x)+02Ln(y2)(x)a Y1,Y2 € C(n)(a7 b)a C1,C € R.

Kopucrehu oBy o3znaky, jennauunse ((5.6) u (5.5) moxkemo pemom mpezcra-
BUTHU y OOJIUKY

L,(y)=0 u L,(y)=b(x).
Teopema 5.8 Hexa je k € N. Hexa cy y1(x), ..., yx(x) pewera dugpeper-
yujaane jednavune (5.6) na unmepsany (a,b). Tada je dynryuja

k
y(x) = Z cyi(r), ¢ eR, i=1,k,

i=1
maxohe pewere dugepenyujanre jednavune ((5.6)).

Jla 6ucMO IIPOHAIIIN OIIITE PEIIehe JIMHeapHe jedHadnHe, MOPaMO Cce
yVIIO3HATH Ca IIOjMOM JIMHeapHe HEe3aBHCHOCTU (QYHKIIHMja, AeTePMUHAHTE
Bponckor u dyHIaMEeHTAJTHOT CKYIIa PeIlebha.
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[JTABA 5. OBUYHE JJUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYMHE BUIIED PEJIA

Hedbunnnmja 5.9 Hexa dynxyuje f; : (a,b) — R, ¢ = 1,m u nexa je

D C (a,b). Qyuryuge fi1, ..., [ cy suneapro nezasucke na D axo 3a ceaxo
(a1, .., ) € R™ sastcu umnaukayuja: 3a céaxo x € D
(a1 fi(@) + azfo(z) + ... + apfin(r) =0) = a1 = ... = @y, = 0.

A% CYnpomHom Ccy AUHEAPHO 3A6UCHE.

Hedbunnunuja 5.10 Hexa cy ¢pynxyuje fi, ..., f, depurucare na urmep-
sany (a,b) u Hexa ose Pynryuje umajy cee useode na (a,b) saxmpy4Ho ca
(n — 1)-6um useodom. Dynryuonasna demepmunarma

fl@) o fole) o (@)
A f1(x) f2(37) fn(x) (5.7)
@) B0 B @)
ce Hasusa demepmurarma Bponckoz (Bponckujan )H dynxyuja fr, fo, ..., fn
na unmepsany (a,b).
Teopema 5.11 Hexa cy ¢ynxuuje fi,..., f, dedpunucare na urnmepsany

(a,b) u Hexa umajy cee uzsode 3axmyuro ca (n — 1)-6um Ha (a,b). Axo cy
dynryuge fi, ..., fn auneapro sasucre na (a,b), onda je W(f1,..., fo)(z) =
0, Vz € (a,b).

Teopema 5.12 Hexa cy dynruyuje a; nenpexudne na unwmepsanry (a,b).
Pewera y1,Yo, . .., Yn dupepenyujasne jednavune (5.6) jecy auneapro me-
aasucHa wa uwmepsasy (a,b) axo u camo axo nocmoju xy € (a,b) maxo da

saotcu W (y1, v, ..., yn)(xg) # 0.

Hedbunnnuja 5.13 Ckyn od n auneapro He3a8UCHUL peulera dudeper-
yujaane jeonauune (5.6) na (a,b) je dyndamenmanru cryn pewersa duge-
penyujasne jednavune (5.6) na unmepsasy (a,b).

Teopema 5.14 (O ez3ucmenyuju pyndamenmanaroz cKkyna peuwse-
1a). Hexa cy a; € C(a,b), i = 1,n. Tada nocmoju gyndamermanmu cxyn
pewera dudepenyujanne jednawune (5.6) na unmepsary (a,b).

L Josef Wronski (1776 - 1853.) 6uo je mobcku MaTemaTudap, dbusndap, dusozod u mponasasad.
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[JTABA 5. OBUYHE JJUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYMHE BUIIED PEJIA

Hoxka3z: @ukcupajmo gy € (a,b). locmarpajmo Kormmmujes mpobiem 3a ju-
dbepenryjanuy jennaquny ((5.6) u mouerne yciose:

y(z0) = 1, y'(v0) = 0,..., y" Y(zg) = 0.

Ha ocuoBy Teopeme cJIedn Jia IOCTOju pelrere audepeHIinjaiHe je-
Ha9YNHE Koje hemMo o3HAYUTH ca y;, KOje 3aJ0BO/haBa JIATE YCJIOBE.
Cama mocmatpajmo Kormuje mpobJiieM 3a qudepeHInja Hy je THATHHY
1 TIOYETHE YCJIOBE:

y(0) = 0, 3/ (v0) = 1,..., y" V(zg) = 0.

Ha ocHoBy mcre Teopeme ciieiu ga OCTOjU PEIIemhe Koje heMo O3HAYNTH ca,
yo u oBor Kommwujeor mpobsiema. HacraBumMo Jin mocTynak mocMaTpambeM
anajioraux KorrujeBux mpobema u mpuMeHoM Teopeme nobmhemo pec-
Xerma Koja NemMo peioM O3HAYUTH Ca Y3, Y4, - - - , Yp TPHU TEMY j€ TIOCTIEIFHE Y
Hu3y pereme KommjeBor mpobdaema 3a gudepeHnnjaany jeIHATnHY
1 IIOYETHE YCJIOBE:

y(zg) =0, 3/ (x9) =0, ..., y("_Q)(xo) =0, y(”_l)(xo) =1.

Jlakje, HaIII CMO N pellema audepeHnjaane jeIHaInHe . Jla 6u
oHa oOpa3oBaJia pYHIAMEHTAIHUA CKYII PEIleha, MOTPpeOHO je joIrr j1a Oymy
1 JUHEeapHO He3aBHCHA Ha mocMaTpaHoMm mHTepBasay. Ha ocuoBy Teopewme
n unibeHune 1a je Bpouckujan gatux GyHKIUja y TAYKA T(, 3aIPABO,
JIeTepMUHAHTA jeTUHUTIHE MAaTPUIIE CJIeIN 1a pellemna 1, . . . , i, duHe PyH-
JTaMEHTAJIHU CKYII peleba audepennnjaine jennadune (5.6) Ha nHTEpBATY
(a,b), aume cmo jmokasanu weroy ersucrennujy. l

Teopema 5.15 (O onwmem pewery). Hexa cy a; € C(a,b), i =1,n.
Hexa gpyrruyuge y1,ys, . .., Yy, 00pa3yjy dyndamernmarru cryn pewera ou-
deperyujanne jednavune (5.6) na unmepsaay (a,b). Tada je

n

y(x) = Z cyi(r), ¢ €R, i=1n

i=1
onwme pewerve dupepenvujanme jednavune (5.6) na (a,b) x R".
Teopema 5.16 Hexa cy a; € C(a,b), i = 1,n. Ckyn ceux pewera duge-
penyujanne jednavune ((5.6) obpasyje eexmopcku npocmop wuja je dumer-

auja n. Pyndamenmanrnu ckyn pewera dugepenyujanre jednavune ((5.6)
je jedna basa moez 6eKmMopcKoz NPoCcmopa.
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[JTABA 5. OBUYHE JJUOEPEHIINJAJIHE JEAHAYMHE BUIIED PEJIA

5.2 Hexomorena jquHeapHa audepeHIjaIHa
jeaHaYmHa n-TOr peja

[Tocmarpajmo jeanauanny ((5.5)
y" + ay(2)y" Y + L+ an(z)y = b(x).

Teopema 5.17 Hexa cya; € C(c,d), i =1,nub e C(c,d). Hexa dpyrwuyu-
JEYL, .« .. Yn 00Da3YTY PYHOGMEHMANHY CKYN Pewerba 0d208apajyhe romoze-
re dupepenyujanre jednavure na unmepsany (¢, d). Hexa je y,(x) 6uno xo-
je napmuxyaapro pewere dugepenyujarne jeonavune (5.5) na (¢, d) u yp
onwme pewerve odzosapajyhe romozene dudepenyujarre jednavure Ha (¢, d).
Tada je onwme pewerve dupeperyujante jednavure (5.5) na (¢, d) obaura

y(x) = yn(x) + yp(x Zczy@ +y(z), ¢eR,i=T1n

Jla GucMo HAILIN OTIIITE Pellehe HEXOMOTeHe je/IHaYnHe, TOTPEeOHO HaM
je, JaxJje, OIIITEe peIehe XOMOTeHe U OWJI0 KOje MapTHKYJIapHO pelle-
e HexoMoreHe. llapTukysapHO pellebe HEXOMOTeHe jeJHAYNHE MOZKEMO
TPaXKUTH TTOMONY MeToJ/e Bapujalirje KOHCTAHTHU WU MeTOo/e HeoapeheHnx
KoeduiujeHaTa.

5.3 JIuneapna gudepennujajaHa jeJHAYMHA N-TOT
peJaa ca KOHCTAaHTHUM KoeduIjeHTnMa
[Toceban cirydaj XOMOTe€HUX JUHEAPHUX AUMEPEHINjATHUX jeTHATNHA,

BUIIIET peJia Cy JInHeapHe JudepeHIjaane jeIHaunHe BUIIET peia ca KOH-
cTaHnTHUM KoeduimjeHTrMa. 10 Cy jeqHaqnte o0JIMKa

v 4 ay™ V4 4ay=0, a; €R, i=1,n. (5.8)

[a 6ucmo ux pemwuan moTpedHO je Hahm je,ZLaH dyHIaMEHTATHI CKYTI
pemema. Pemema Tpaxkumo y obmuky y(z) = e, A € C. Bamennmo jm

y(z) = M u yW(z) = NeM y (5.8) mobujanmo j Je,ZLHaLII/IHy
N+ a NP Fap A +a, =0, (5.9)

KOjy HA3MBAMO KAPAKTEPUCTUYHOM jeJHAUMHOM JudepeHIinjaane jeHa-

qune (5.8)).
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Teopema 5.18 Axo je A = A\ pewere kapaxmepucmuune jednavure (5.9),
onda je y(x) = €% pewerve dupepenyujanne jeonaqune (5.8) na R.

[MommaOM A" + a1 N P+ ... 4+ ap_1\ + a, je KApaKTEePUCTHIHH ITOJIITHOM
nudepeHnjaaHe jeTHAINHE . [ToTpebHo je Hahu perema KapakKTepu-
CTUYHE jeTHaAYNHE . Y 3aBUCHOCTH OJI FbIX PA3JNKYyjeMO BUIIE CJIyYa-
jeBa.

Teopema 5.19 Axo cy A1, ..., \, peasna u pasauMuma pewera Kapaxme-
pucmuyune jednavune (5.9), onda gynryuge

AT AnT

y1(x) = e’\lx,yg(x) = o yn(r) =e

0bpasyjy Pyndamernmanru cxyn pewera Jupepenyujanre jednavune ((5.8)
na R.

ITocaemuma 5.20 Axo cy A\i,...,\, peaisna u pasisuduma pewera Kapax-

mepucmuune jednavune (5.9), onda je onwme pewere dugpeperyujarre
jednavune (5.8)) obauka

A A An
y(r) = c1e™* + ce™ + .+ e’ o, 0o, .., 0 € R

Teopema 5.21 Axo je A2 = a£1ib, a,b € R pewere wapaxmepucmuumne
jednayvune (5.9), npu wemy je b # 0, onda cy

yi(x) = e cosbr u y(r) =e"sinbr
AUHEAPHO HE3A8UCHA pewersa Judepenyujarne jeonauune (5.9) na R.

Teopema 5.22 Hexa cy \;, © = 1.k, peaana u pasauvuma pewera Ka-
paxmepucmuiHe jedHavume , nexa cy \j = aj £1ib;, a;,b; € R, b; #
0, 7 = 1,8, Komnaexcha u MEHYCOOHO PaA3AUMUMA PEWErA KAPAKMEPU-
cmuyune jednavune (5.9), npu uemy je n = k + 2s. Tada ckyn Ppynryuja

yi(x) = N
y]l(:v) = €% cosb;x

y;(z) = e’ sin bz,

s3ai=1k j=1,s obpasyje dyndamernmanru ckyn pewera dudeperiyu-
jaane jednavune (5.8) na R.
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Teopema 5.23 Axo je A\ peasro pewere xapaxmepucmuyme jedHavuHe
(5.9) suwecmpyrocmu k, onda cy dpynryuje

)\x’ N _ xk—le)\x

yi(w) = M, y(w) = we™, . yi(2)

AUHEAPHO HE3A68UCHA pewersa dudepenyujarne jednavune (5.8)).

Teopema 5.24 Axo cy \ip =a=+xib, a,b € R, b# 0 xomnaexcra peweroa
kapaxmepucmuyne jednawune (5.9) suwecmpyrocmu k, onda cy dynryuje

y1(x) = e cos b, yp(x) = e cosbr, ..., yp(z) = 2" 1™ cos be,

Y1 (2) = e sinbe, ypio(z) = e sinbr, . .., yop(x) = ¥ 1e™ sin b

AUHEAPHO HE3A6UCHA pewersa dudepenyujarne jeonavune (5.8) na R.

Hokasu nperxoaaux reopema ce mory Hahu y [2].

VY ciydajy HEXOMOTeHe JInHeapHe qudepeHIijaTHe jeITHaYnHe Ca KOH-
CTAaHTHUM KOE(MUIIMJEHTUMa, OIIITE PEIIEHhe TPAXKUMO KA0 W Y OIIITEM
ciydajy: Kao 30up omiirer pemiema ojrosapajyhe xomorene jgudepeniiujali-
He jeTHaYNHe U OMJI0 KOT MapTUKYJIAPHOT pelllerhba HeEXOMOTeHe je THATIHE.

Crenujaau cay4aj je kaga ce dyHknmja b jaBma y obauky P, (z)e*”,
OTHOCHO KaJa je jeIHadInHa 00JIMKa

Yy 4+ a4 any = Po(2)e™, (5.10)

rie je P, moamHOM M-TOT CTeleHa, a « peajiaH 0poj. Tamga JaKo MOXKEMO
Hahu ®meHo mapTuky/aapHo perreme. OHo he 6uTn obmKa

Yp(z) = 2°Pp(x)e™”,

rie je P, (x) mosmuoMm cremena m, a 6poj § BUIIECTPYKOCT Opoja « Kao
pemema oarosapajyhe KapakTepucTUdHe jenHadmHe. AKO « HHje pelie-
e KapaKTepUCTHIHe jefHaqnne s he Omrn jennako mymm. Koedurnmjente
nonuaoma Py, (r) Hanasumo momohy merose Heonpehennx koedurmjenara
(Bume o meronu Heonpehenux kKoedunujenara moxkere nponahu y [2]).

Kana je dpynkmmja b obsmxka (Pm(a:) cos fx + @Qp(x) sin Bx) e, rme je
P, (z) mommuOM m-Tor crenena, (,(r) MOJMHOM pP-TOI CTEIEHA, OHOCHO
KaJIa je jeTHadImHa OOJIMKA

v+ a4 4 ay = (Pm(x) cos fx + @Qp(x) sin Bx) e™, (5.11)
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Ta/la MapTUKYJIAPHO PEIehe TPasKUMO y OBIUKY
yp(x) = a° (/]5;(3;') cos Bz + Qx(x) sin Bz) e,

TJie je s BUIIECTPYKOCT Opoja j1 = a+ i3 Kao pererba orosapajyhe kapak-
TepucTuyHe jegaadnne, a Py(r) u Qi (r) nomunomu crenena k = max{m, p}
qnje KoeduimjenTe Moxkemo Hahu Meromom Heompehenux kKoedurmjeHara.
Burrie o 0Boj Meromu unrasnan moxe nahu y [2].
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I''maBa 6

IIpumena gudepennujajsHmux
jeJHadYnHa BHUIIED peja y
MaTeMaAaTU4IKOM MO/IEeJIOBaby

6.1 OcnuiaTopHO KpeTame

[TocmaTpajmo Tei0 Mace m OKadeHoO O eJIACTUYHY OIpPYIy Koje ce Kpehe

BEPTUKAJIHO (CJIHKa 6.1).

m

K

Cauka 6.1: OcnuaaTopHO KpeTame TeJjia OKAYeHOr O OIIPYTy

[Ionm emacTudaHOM OIPYTOM IOJAPA3yMeBaMO ONPYTY Koja MPHU HCTE3AIbY
UJIN CTUCKAIby 3aHeMapJbUBO MAaJIO MeHa CBOjY JYKHUHY U KOja YBEK TE€XKH
Jla ce BpaTu y IPBOOUTHO CTAMbHE.

Oznaunmo ca y = ( paBHOTEXHU IIOJI0XKA] Tesa, OJHOCHO, TOJI0XKA] Y
KOMe TeJIO Mupyje. ¥ ClIydajy KOju IOCMaTPaMO, Y PABHOTEXKHOM IT0JI0XKA]Y
Ha, TeJIO He JIeJIy]y CIOJballlibe CHuje, OcuM cuiie rpasuramuje. OHa je, JT0K
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[JTABA 6. I[TPIMEHA J1J BUIIED PEJIA V MATEMATTYKOM MO/JEJIOBAY

TeJI0 MUPYje, jeJHaKa CUIU UCTe3amba OlpyTe, alu Cy CyIpPOTHOr cMepa, Ia
je pesynranta Te jBe cuie jeqnaka Hynau. Ca y = y(t) o3HaUUMO 1MOMEpPa]
TeJa y TPEHYTKY ¢.

Jla 6ucMmo [asbe IpoyvYaBaJIn OCIIIAIINA]e, HEOIIXOIHO je [1a AeduHuIIeMo
HapeHe mojMoBe. [ToMepaj je pacTojame Tesma 071 pABHOTEXKHOT TOJIOXKAja,
KOjH MO2Ke MeHhaTHU CMep, Te 3aT0O MOXKe Y3UMATH HeEraTUBHY BPEIHOCT, JIOK
je aMILIUTyma MakcuMaJIHu momepaj. Ilepron ocuioBama je Bpeme 3a Koje
TEJIO U3BPIIH JeIHYy IIyHY OCIUIaIn]y, a (DPEKBEHINja OCIII0Bamba je 0poj
U3BPIIEHNX OCIUJIAINN]A Y JeUHUIA BpEMEHA.

PazymmkoBahemo Buitie BpcrTa ociuiaiuja y 3aBUCHOCTH OJI TOTa KOje CH-
ne nenyjy Ha teno. [locmarpajmo y = y(t), momepaj Tena y TpeHyTKY t.
PesysitanTa rpaBuTanuone cujie U CUJe 3aTe3arma OIpyre Jejlyje Ha TeJo
CHJIOM TIPOTIOPIIMOHAJIHOM TIoMepajy Tesna —k - y(t), rae je k > 0 koeduru-
JEHT eJIJaCTUYHOCTHU ONpyTe, a 3HAK MUHYC je 3aTO IITO je CMep CYIPOTaH
moMepajy Tesa. 1o je cuia KOjoM Ompyra TeXKH Ja Ce BpaTh Y PABHOTEKHU
nosoxkaj. CpenmHa y K0Ojoj ce TeJio u onpyra Hajase Takohe meiyje Ha Kpe-
Tahe CUJIOM JUPEKTHO IIPOIOPIIMOHATHOM OP3UHI KpeTamba KOja je jeJHaka
—c-y/(t), 3a ¢ > 0, vae je ¢ koedunujert ornopa cpeaune. OHa omera Kpe-
Tame, IpyzKa My OTIOP U JiejIyje CYIIPOTHO CMepy KpeTama Teja. Ha Teso,
OCHIM IpaBUTAIIMje, MOXKE JIeJIOBATH U HeKa criojbarima cuia F = F(t). Ko-
puctehu II FbyTHOB 3aKko0H, Tj. YUIbeHUILY Jla je CHJIA jeHAKA IIPOU3BOJLY
Mace u yopsama gobujamMo m3pas:

Py — e b
mdtQ__y()_CE+ (),
TO jecT,
*y  dy
— — + ky = F(t). 6.1

Y 3aBUCHOCTH OJI TOTa KOj€ 0Ji OBUX CHUJIa 3aHEMapyjeMo, a KOje y3uMa-
MO y 003D paz3/uKyjeMo MpUTYIIeHe U HEeIIPUryIieHe, cob0 He U TPUHYI-
He ocrimarnuje. [IpoyvuaBame 3amounmeMO HEMPUTYIIIEHNM OCIUJIAIIAjaMa.,
OHUM Yy KOJUMa 3aHEMapyjeMoO Je]CTBO CPeIuHE.

1.1° CiroboaHe HempurymnieHe OCIUJIaIlnje

Y nuramy Ccy ocumjaluje y Kojuma, MOpes JiejCTBa CpeanuHe, 3aHeMa-
pyjeMo u JiejCTBO CIIOJballllhe CHJIe Ha Kperame. [IpoMmeny momepaja Tesa
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[JTABA 6. I[TPIMEHA J1J BUIIED PEJIA V MATEMATTYKOM MO/JEJIOBAY

OTIICY]eMO jeTHATUHOM
d?

Y
. ) k .
KOJa, aKO Ca CUO O3HAYUMO KOJIMIHHUK — IIOCTAaje
m
d2y
2
W + woy = 0.

Ommrre perere oBe uHeapHe audepennujatne jeqnadune 11 pema ca
KOHCTAaHTHUM KOoeUInjeHTUMA, je

y(t) = ¢ coswpt + cosinwpt, 1, € R.

JlobujeHo perreme MOXKEMO 3AIUCATU Y cyegeheM oOJIUKY

c
y(t) = Rcos(wot — ), tae je R=1/c& + 3, tgd = -y (6.2)
C1
3a meraspHUje objallribehe Ha KOji HAYUH Ce IOILIO 0 OBOT 3aINCa I0-
raenaru [7].
y 2
JE——

YRTATA

Cawmka 6.2: I'padux dynkuuje y(t) = R cos(wot — J)

YoumumMmo 11a je peleme orpaHndeHa (pyHKI]ja (CJII/IKa 6.2|), meproamIHA

2T k

ca riepuogom —. OpekBenIuja wy = |/ — KOJOM T€JIO y OBOM CJIy4ajy OCITHU-
wo m

JIyje Ha3MBa Ce COICTBEHa WM HMPUPOIHA (ppEeKBeHIIrja Teaa. AMILIITYIa

je KoHCTaHTHA u u3Hocu K.
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[JTABA 6. I[TPIMEHA J1J BUIIED PEJIA V MATEMATTYKOM MO/JEJIOBAY

1.2° TlpunyaHe HenpuryIiieHe OCIUJIAII]e

VK/BYUNMO y IPETXOIHN CJIy4aj JejCTBO IEPUOAUYHE CIIOJHAIILE CHJIE
F(t) = Fycoswt, ca dppekBeHImjoM w. JeaHadnna mocraje

2
% + Wiy = % coswt, e je wj = % (6.3)
Y oKBHpPY OBOI' cilydyaja pasaukoBalieMo 1aBa mojciaydaja: Kaja ce COIl-
crBeHa (bpeKBeHIja U (PPEKBEHIINja CIIO/BAIIbE CUIIE PA3IUKY]Y (wWy 7# w)
U KaJia Cy OHe jenHake (w = wyp).
Y ciayudajy Kaja je w # wy HapTHKYJIapHO perieme jepnaqdune (6.3))
TPaXKUMO y OOJIUKY

Yp(t) = Acoswot + B sinwyt.

Hakon npumene MeTome HeojipeheHnx KoeduiujeHaTa 1001jaMo TParKeHo
MapTUKYIAPHO PeIleHHhe

TIa je OIIITe pelllerhe MoYeTHe audepeHIjaate jeTHaIImHe

Fo

5 5y coswi,  c1, ¢ € R,
m(wi — w?)

y(t) = c1 coswyt + co sinwpt +

TO jecT,

o [2 4 2 c2
y(t) = Rcos(wot—5)+m coswt, R=1/ci+ ¢35, tgd = o (6.4)

0
Pememe je orpanmueno.

NuTepecanTauju je ciiydaj Kaja Ccy moMmenyte (dpekBeHIuje jeJlHaKe, Tj.
w = wy. To je ciy4uaj Kama mosasu g0 pe3oHanie. [locmarpajmo audepen-

IUjaJIHY jeTHAYUHY
d*y Fo
2
— + wjyy = — cos wot. 6.5
dt? 0y m 0 (6.5)
Y 0BOM cilydajy TMapTUKYJApHO pelrebe jennaqdunne (6.5) Tpaxkumo y
00JINKY

Yp(t) = At cos wyt + Bt sin wyt.
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[Tpumenom meTome Heompehenmx Koedunnjenara Hagazumo ga je A = 0,

F
abB = —O, 11 je TPaXkeHO IMapPTUKYJIAPHO PeIIehe
2m - wy
(1) M0 it
= —t sinwyt,
Yr 2m - wy 0

IIITO 3HAYU JI3, je TPasKeHO OIIIIITe perewne audepeniujatte jeaaadnte ((6.5))

y(t) = Rcos(wpt — 9) + t sin wyt. (6.6)

2mwy

MHEAE
'

Cauka 6.3: I'pacdux dyHKIMje HEKOHTPOJIUCAHHX OCIIAIM]A Ca BEJIUKOM AMILIUTYIOM

Kako je y;(t) orpanudena dyukimja, a y,(t) auje orpanndena QyHKIU-
ja, mobmjamMo ma he aMIIUTy/a OCIMIOBaFa CBAKOT pelllerha HeXOMOTEHe
nudepeHIjaaHe jeHAYNHE TEXKUTH Ka OECKOHAYHOCTH, Kaja t — +00.
To 3Ha4M J1a aKO Ha OCITUJIATOPHU CUCTEM JIEJIY]eMO TIEPUOTUTHOM CHJIOM
HA COIICTBEHO] (DPEKBEHIMjU, OHJA J0JIa3K J0 Pe30HaHIE ca (JIOKAJIHUM)
aMILTATyJaMa KOje HEOTPAHUYEeHO PacTy (CJII/IKa 6.3)). HajmosnaTuju npu-
Mep PE30HAHIIE je Jby/bathe Ha JbYJHAIIIIH, /e JI00MjaMO BeJTUKe aMILIUTY/Ie
JbyJbarba 9aK ¥ IPU CUTHUM IMOKPETHMa, YKOJIUKO Ce OHU TOKJIoNE ca dpe-

KBEHIINJOM Jby/baba. Pe3onanIia je, 300r CBOjux BEJIMKUX aMILIATY/IA, 9€CTO
HeTIOBOJbHA 3a OCITUJIATOPHE CUCTEME.

2.1° C1ob60/1He mpuUryIieHe ocCIiualije

JemHaunHa KOjoM ce onucyjy caobojHe npuryiieHe ocnuianuje (Kamua y
pasMarpare y3MeMO U JIEjCTBO CUJIe CIoJballlibe cpejaune (Hajuernilie Tpe-
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me)) je
d
m—+c—+ky =0, (6.7)

4mje pemrere TpaxkuMo y obmky y(t) = eM, X € C.
Opnrosapajyha KapakTepucTuvHa jeJHAYNHA je

mA2 + e\ + k = 0.

Y 3aBHUCHOCTH OJT BPETHOCTH JUCKPUMUHAHTE, PA3JIMKY]jEMO TPH CIydaja;

a) aKo je c® — 4km > 0, oHIA Cy \; U \y HETATUBHU U peIleme MoTa3He
jeHaunHe je 00/TuKa

At Aot
)

y(t) = cre™" + cae 1,0 € R;

b) axo je ¢ — 4km = 0, oHJa je pelleme MoJa3He jeHATHHE 00INKA
et
y(t) = (c1 +cot) e, c,00 €R
1 32 OCIIMJIATOPHU CUCTEM KayKeMO /13 je KPUTUIHO HIPUTYIIEH;

v) axo je ¢ — 4km < 0, permeme moasHe jeTHAYHHE je OOJHKA

o Vakm — 2

y(t) = e_%(cl cos ut + ¢ sin ,ut), = g c1,00 € R (6.8)
m

YA

~Y

Comka 6.4: Tpu caydaja cJI060MHUX TPUTYIIEHIX OCIIHJIATIN]A
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[IpumeTnMo [a TOHAIIAKE CUCTEMA 3aBUCH O, C, KOPUIMJEHTa OTIOPA
cpesuHe. Y CBa TPU CiIydaja MOMepaj TeXKW Hy/Iu Kajla t TexKu OecKoHad-
HOCTH IIITO 3HAYMU Ja Ce IIOMepaj cMambyje IOJ YTUIAjeM OTIIOpa CpeJInHE,

T]. NIPUTYIIEHA (CJII/IKa 6.4)). Y caydajy KpUTHUIHOT TIPUTYIIEHA, CIMIHO

Kao y TPBOM CJIY4ajy, TeJI0 ce MOHOTOHO, Oe3 Jia/ber OCIuIoBama Bpaha y
PABHOTEKHU TIOJI02KA] U TO je YIIPaBO MPUHITUI IO KOME PaJjie aMOPTH3ePHU
Ha ayromobmimuma. OHu HacToje fa ybsiaxe (Ipuryiie) yaap Koju HAcCTaje,
pernuMo, Kajga ayToMOOWII yIaiHe v PyIry. Y MPBOM CJIydajy TeJo Ce TaKO-
be monoTOHO Bpaha y paBHOTEXKHU I10JI0KAj, aJIU CIIOPHUje HErO Y CIydajy
KPUTUYHOT MPUTYIIIEHA. Y KOJTUKO U3Pa3 3aIUIIEMO § OOJTUKY

y(t) = Re % cos(ut — 0), R= /A +E, tgd = ? (6.9)
1

BUJIMMO JIa Y OBOM CJIy4ajy TeJI0O HACTaBJba Jla OCIIWIYje JI0 ,,lI0BpaTKa’ Y
PaBHOTEXKHHU MOJIOXKA], Ca CBE MAHOM aMILTUTYIOM.

2.2° IlpuHyaHE TIpUTyIlleHe OCIIJIAINje

Jlo/1ajMo IpeTXoMHOM CIIydajy JejcTBO croballke cute F'(t) = Fycoswt.
[Ipenmer usydasama Taja 1MOCTaje jeTHAYNHA

d? d
md—zngcd—:ZJrky:Focoswt. (6.10)

[TapTuKyJjIapHO pelllere TPasKUMO y O0JIUKY
Yp(t) = Acoswt + Bsinwt.

3aMeHOM V jeTHAuUNHY J00ujaMo BpeTHOCTU KoeuIlnjeHaTa

Ao Fo(k — mw?) B Fyew
(k= mw?)? 4 c2w? N (k= mw?)? + 2w?’

CTOTA je TPaxKeHo MaPTUKYJIAPHO PeIlerhe

FO 2 .
yp(t) = = ) 1 ((k — mw®) coswt + cwsinwt),
TO jecT
Fy cos(wt — 6) cw
lt) = w0

((k: — mw?)? + CQwQ)
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Ommrre pererbe mosiasHe andepeHInjaane jeJHadnHe je 30Up OIITer
perema oaroBapajyhe XxoMoreHe jeaHadnHe W J100MJEHOr MAPTHUKYJIAPHOT
pemrerba. OImIITe peleibe XOMOTeHe jeqHAaYNHe TeXKU HYJIH Kajda t TexKH
OeCKOHAYHOCTH, IIa BHIUMO J1a 3a JOBOJBHO BeluKo t mapas y(t) ~ y,(t)
JIOBOJBHO JI0OPO ommcyje momepaj Teja. 3a GuKcupano Fj ce mpoMeHoOM w
nobujajy pasnumuure ammnTyne 3a y,(t). Hajseha ammauryna ce nobuja 3a
w1 = \/wi — 2p?, rae je p = 5. La (ppeKkBeHIMja Wi Ce 30B€ MPAKTHIHA
pesonanTHa dpekBennuja. [[pumep mpakTutuHe pe30HAHIE TPEICTaB/bA Pa-
qno npujeMauK. OBO je MpuHIUN OMpama PaIn0 CTAHUIA Y eJeKTPUIHOM
KOJIy rme ce (bpeKBeHIHja Ke/beHe PaJuo CTAHUIE I0jadaBa BHUIIIE HErO
dpekBeHIje OCTaINX CTAHUIIA.

6.2 MareMarn4ko KJIaTHO

JelaH o1 mpuMepa OCHUIATOPHOI KPETalbha je KPETame MATEMATUYKOT
kjaTHa. [log MaTeMaTHIKUM KJIATHOM IOJAPAa3yMeBaMO TeJo OOJIMKA JIOII-
te (Kyrauiy) oxpehene mace m, OKau4eHO O HEMCTErJbUBU KaHAIl JLyKUHE |
KOju je mpuyBpIiheH 3a HemokpeTHy Ta4uky. [IpermnocraBuhemo na je maca
KaHalla 3aHeMap/bUBa y OJIHOCY HA MAacy Teja, Kao U JUMEH3Uje Teja y
oznHocy Ha myxkuny Kanamna (Ciuka [6.5]).

PaBroTeKHM 1MOJI0KA] Tesa je oI0Ka] y KoMe Teso mupyje. Kama Temo
JIeJCTBOM HEKE CIIOJhAalllibe CHJIe M3BEJIEMO M3 PABHOTEXKHOT II0JIOXKAja, a
3aTUM YKUHEMO JIeJCTBO Te CIIOJbAIIbe CUJIe, TeJI0 Ne HACTAaBUTH CJIODOIHO
J1a, OCIIUJIy]je JIEBO-IECHO 110 KPY>KHO] IIyTamU 10 1€jCTBOM CHJIe 3eMJbIHE
TeXKe.

[TocmaTpajmo TpeHyTaK t KaJia je KJIaTHO YIaJ/bEHO OJT pABHOTEXKHOT I10-
J0%Kaja 3a yrao oTkjoHa 6 = 0(t) u o3Haummo ca s = s(t) npehenu myr
(pacrojame) jyK JIyKa IIyTame Teja Of PABHOTEXKHOT MOJI0XKAaja y Tpe-
aytky ¢ (Cimka [6.5]), ¢ Tum ma he mMaTnm 3HAK MUHYC ako ce JIONTHIR
kpehe J1eBo o1 paBHOTEXKHOT moJioxkaja. Cuiaa 3eM/buHE TexKe Jeyje Ha
TEeJI0 BEPTUKAJHO HAJIOJIE U jeJIHAKA je IMPOU3BOJLY Mace Tejia m u yopsa-
mha 3emsbure Texke g ~ 9,807 m/s%. Y oBoM ToJI0Kajy ce cuaa 3eMbUHe
TeKe MOXKe IIPEJICTABUTH Kao 30Up JiBe KOMIIOHEHTE: PaJifjasiHe, CHUJe 3a-
Te3ama KaHama F). Koja, IO IPEeTIOCTaBIN, HEMA JI€JCTBO W TAHTEHITH]aJIHE
KOMIIOHEeHTe F} Koja, 3a1paBo, jeinHa numa edekTa 3a OCIUIATOPHO KpeTa-
e, OJTHOCHO, Bpahaibe KyIjuile y paBHOTEXKHHU 1oJ10Kaj. OHa memyje myx)
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Cauka 6.5: MareMaTnako KJaTHO

nyTame Tena. Ca ciuke BuauMoO 1a je Fy = —mgsin 6. Ilomro je cura
jemHaKa MPOM3BOLY Mace W yoOp3ama, a yOp3ame je Ipyru u3Boz mnpeheHor
nyTa gobuja ce

d’s .
mﬁ = —mgsinb,
OJTHOCHO,
d’s _
E = —gsin 0.

Kaxko je myxwuna jiyka (mpeheHu 1myT) AUPEKTHO MPOMOPIMOHAIHA YIJIY
OTKJIOHQ,

JI00MjaMOo MOIes ,
%: —% sin 6. (6.11)
OBo je Momesn KjaTHa 0e3 MPUryliema, jep CMO 3aHEMAPUIN OTIOP CIIO-
Jballlibe cpenumue. Y NHUTamy je nudepeHnunjajgHa jegHadnHa APyror peaa
KOja mMa OECKOHAYHO MHOTO peIlerma. 3a J00ujame pelrema HaIler mpo-
6JieMa KOPUCTHNEMO W TOYeTHEe YCJIoBe. Y IMOYeTKy yrao OTKJIOHA je Omo
6(0) = 6y u reno je 6mio y mupoBamy, ma My je 6p3una vy 6mra 0. Ca

ciaeehuM MoYeTHUM yCIOBUMA

do
dt
u jennagunom (6.11)) mobujamo Kommjes 3asarak Koju mma jeJnHCTBEHO

0(0) = 6y, — (0) =0

perietbe (Ha ocHoBy Teopeme [5.7), anu Huje moryhe no6uTn Heropo ana-
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JINTUYIKO PEIICHHE.

YKOJIMKO je MOYeTHU yrao OTKJIOHA #j MaJii, MOXKEMO M0JaTHO YIIPO-
CTUTH MOJIEJI, jep je 3a MaJjie BpeJHOCTH Sin f &~ #, Te MOKeMO mocMaTpaTH
jeTHAIUHY

d*0 g 0

a2 1
KOja Ce MOXKe TAYHO pemuTu. 10 je XOMOreHa JImHeapHa audepenIujaana
jeIHaYnHA APYror peda ca KOHCTaHTHUM KoedunujeHtuMa. Hbeno pereme

MOKeMO TpaxkuTu y obmuky 0(t) = eM. W3 Tpaxkenor obimKa peliema
cJIelIn J1a je
2
d_e — )\26)\t
dt? ’

I1a ce Hallla jeIHaYMHa CBOIM HAa,

ey Lo

e <A2 + %) ,

TaKo J1a je ojroBapajyha KapakTepucTuIHa jeIHAINHA,

i d o,
[
Hbena perrera cy KOHjyroBaHO - KOMILIEKCHU OpOjeBu
M2 = i),

Te je OIIIITEe pellemhe 00TUKa

0(t) = ¢y cos \/%t-l— co sin \/%t c1,co € R,

N3 moverHux ycioBa mobujamo ma je ¢ = y, co = 0, cTora je peleme
Kormmjesor mpobiiema,

0(t) = 0y cos %t, (6.12)

IIITO OMUCY]E TIEPUOANTHO XaPMOHU]CKO KPETAHE.
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o oBor mcTor Mojesa MaTeMaTUYKOr KJIATHA CMO MOIJIN Johu Kopu-
crehu u 3aKOH OJipKatha eHEepPruje KOju Kaxke Jia ce 30Up MOTEeHIU]aHe U
KWHETUYKe €HEePruje KJIATHA He MeHa Ca BPEMEHOM (BHUIIe O OBOM HAUUHY
moxkere morsienara y [1).

Y3mumo caga y o03up 1 OTIOP BazayXa KOju yCIIopaBa KJIATHO IIPU Kpe-

ds

tamy. Taj oTmop je cma IpoIopiHoHaJ HA Op3uHU Teaa Fjy = —B%, mna

os3HauaBajyhm b = — mobmjaMo MOjes KJIaTHA Ca MPUTYIIEHEeM
m

Ogaj momen HeheMo pa3smarparTi, jep je jberoBa aHaan3a, J0CTa 3aXTEeBHU]a
0/I, AHAJIU3€E ITPETXOHOT .
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https://www.youtube.com/watch?v=intBEYKlaGY (Rigor Mortis, Livor Mortis, Pallor Mortis, Algor Mortis: Forensic Science Explains Stages of Death)
 https://pod2.stat.gov.rs/ObjavljenePublikacije/G2002/pdf/G20024009.pdf

buorpaduja

Musena Astekcuh je pohena 3. HopemOpa 1991. rogune y I[lanueBy, rae u
nanac xkupu. Kao mocutan Bykose pumiome 3aspinuia je OCHOBHY IITKOJIY
,,Ceern Capa” u ['mmuazsujy ,,¥Ypour [Ipenuh” y I[lanueny.

[Tkoscke 2010/2011. ynucyje ocHoBHe cryauje Ha Maremaruukom da-
Kynarery y Beorpamy, cmep [Ipodecop maremaruke u pauayrapcTsa. Cryau-
je 3aBpmasa 2018. roauHe U UCTe TOAWHE YIUCYje MacTep CTyIuje, Takohe
Ha Maremaruakom dakyarery y beorpaay, cmep [Ipodecop maremarnke
U pavdyHapCTBA.

Yuopemno je ca cryaujama ox 2014. mo 2018. roaune OuJia 3arocjieHa y
OcnoBHoj mKou ,,bpanko Paguuesnh” y IlandeBy, Kao HaCTaBHUK MaTe-
maTuke u nHgopmatuke. O 2018. rogune je 3amociiena y OCHOBHO] TITKOJIH
,,Ceern CaBa” y ITanueBy Kao HaCTaBHUK MATEMATHKE.
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