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1 VYBox

VY 1recToM BeKy cTape epe HajBehy yjIory y KyJITypH W HayIu uMmaJn cy ['prmn.
Tama um reoMerprja TOUYNHE Ja ce Pa3Bhja Y MOTIYHO HOBOM cMepy. |'pukm
MaTeMaTH4apu TOT J106a OTKPHUJIN CY HOBY MeTOJy W3TPaJibe TeOMeTpuje,
KOja ce JlaHac Ha3uBa Jie/IlyKTuBHa MeTo/1a. HapaBHo, oBa MeTojia HUje HacTa-
Jia, ojijesTHoM, Beh je pe3ysiTar Jyrorouliiher Mpeianor pajga MaTeMaTudapa
Tor Bpemena. [IpBe naroperiraje akCHOMATCKOT 3aCHUBaha reoMeTpuje cpeh-
eMo y llmaronosoj akagemuju. Iliraron je npsu ykazao Ha pasjauky usmehy
HAyYIHOT 3aKJbyYMBarha U NCKYCTBEHUX Ca3Hama. TeopujcKke OCHOBe JIeTyKTH-
BHE MeToje pas3Buo je [limaronos yuenuk, Apucroresn. OcHOBHA TBphema Ha
KOjUMa Ce 3aCHUBA JIe[yKTHUBHA MeTOJa APHCTOTE je CBPCTaBA0 y aKCHOME
n nocrysare. IV akcmoM W TOCTYJIaT Cy OCHOBHA TBphema, Koja Baxke 0e3
JIOKa3WBarma, ¢ TUM INTO MOCTYJAaT Tpeba /1a BaxKM HCK/BYUIWBO 3a je/IHY
onpeheny Hay4uHny 00J1acT, a aKCHOM BazkKH y BHUIIE HAYIHUX OOJIACTH.

Jlaneko Hajo3HaTHje W HajuYnTaHUje €0 TOr BpeMmeHa cy EykiummpoBu
Enementn (300. rommna crape epe) o kome he Gutu pumre peunm y 2.1.
TokoMm HHu3a BekoBa, u 0e30poj MOKYyIIaja, HUKO HHje yCIeO Ja YHaIpPeIu
reoMeTpH]y Kao HayKy OJl oHora mTo je Eykmmn ypagmo y EjaemenTnma.
Hapasno, umaio je m HeKHMX cjajHuX OTKpuha, aJu HHUIITA ce CYITHHCKH
BeKOBUMa 1ocje EykJimnjaa Huje HIpoOMeHuI0. Y npaBo hemo ce oBuM 0aBUTH Y
JIPYTOM TIOT/IaBJBY OBOT' PaJIa.

PasBoj reomerpuje o Eykiauaa, npeko Ojiepa, 1o Jlobadyesckor, Bosbaja,
[ayca m Pumana je jeana mpuda Toje/beHa Ha BUINE JIeJ0BA - €yYKJIHICKA
reoMeTpuja, HeeyKJIMJICKa reoMerpuja u JudepeHinujajina reomerpuja. Y
OBOM pajy MOKYIIAHO je J/ia ce JeJOBH yjejauHe ca cBojuM Mmehyomnocuma,
MoTHBHCAHU HcTOpUjoM U 1ipobemoM [leror Eykianmosor nocryiara.

Hajucraknyruja suanoct tpeher normassba osor paja 6uhe ['ayc, meron
paJi Ha MOBPIINMA HEHTPAJHH JI€0, a HheroBa Gpu/baHTHA TeopeMa (TeopeMa
Egregium) 3Be3na Bonusba. Pokyc je Ha [aycoBoj kKpusuHu Koja oxpebyje
NPUPOJy TeoOMeTpHuje Koja omucyje mosprmi. [aycoBa Opu/baHTHA TeopeMa
TBpAH Ja ce ['aycoBa KpMBUHA IOBPIIN CMEIITEHEe Y TPOAUMEH3NOHH IPOCTOP
MOKe Pa3syMeTH Kao YHYTpalliba KapaKTepucTHKa noBpmu. ~ CranoBHUn”
HeKe TOBPINM MOTY M3ydaBaTu [aycoBy KpHBHHY IOBPIIH U 0e3 ca3Hamba y
KOM Cy TPOJMMEH3HOHOM npocTopy cMemntrenn. OHO 0 demy he Outu pedn je



u To na ce ['aycoBa KpHBHHA MOYKe MEPUTH IIPOBEpPaBaHéM KOJIUKO ¢ 0OUM
MaJie KPY KHHUTIE pa3JIuKYyje OJ1 277, Tj. OJi BPeAHOCTH KOjy O Taj 00uM nMao y
eyKJIJICKOM 1pocTopy. Tume hemo ce 6aputu y Tpehem norsianiby, 1TBpheme
7. 7CraHoBHUII HeKe MOBPITN 61 MepemeM ['aycoBe KpUBHHE y HEKO] TAUKH
Ha MOBPIIU 3HAJIM HA KAKBO] ce MOBPIIK HaJIa3e, Ja JIM je OHa paBaH IPOCTOP,
cdepHOr 00IMKA WM UIIAK HEIITO JAPYTO.



2 Eykiamacka m HeeyKJHnJACKa reoMeTrpuja

Jndepeniujaana reoMeTpuja mpeacTaB/ba NPUMEHY padyHa Ha TeOMeTPHjy
nmpocTopa Koju ce kKpuBH. /Jla 6mcMo pasymesnm mpocTop KOjH €€ KPUBH,
MOpaMO TPBO Pa3yMeTH ITPOCTOP KOJU je paBaH.

Mu KuBUMO y CBETY IPOKETOM 3aKPUB/HEHUM OOjeKTHMA, U aKO OM Hac
HEKO TUTA0 33 3HAYEHHE Pedn ~paBaH , BEPOBATHO OMCMO OJI'OBOPUJIN Y CMU-
CJIy OJICYCTBa KPUBHHE; IJIATKA MOBPII 0€3 NKAKBUX M300YHHA U YIAyOJ/berba.

Miiak MHOrM paHu MareMarudapu Cy U3IJieJa BOJIeJIM jeJJHOCTABHOCT U
yHupOPMHOCT paBHE paBHU, Ila cy U Owian narpabenu 3a oTKpuBarme BeoMa
JIETIMX W BayKHUX YHUIbeHHIA O puUrypama y moj. JeaHa oji HajpaHUjuX u
Haj1y0/puX TAKBUX YHibeHuIa Ouna je [lutaropuna reopema. axko je [Iutaro-
pa xkuBeo y ['pukoj oko 500. roguHe cTape epe, TeopeMa KOja HOCH HHETOBO
nMe, TI0jaBUIa ce MHOTO paHuje, Ha BaBuionckoj rmnaenoj miodn - [Liummron
322 (Cumka 1), xoja marupa u3 1800. roguue crape epe. Ha moj cy ypesane
[Turaropune Tpojke. Jla 6u ce mpoHAIAO JIOKA3 O MOJIEPHOM, JIOTHIKOM,
JIeTYKTHBHOM MPUCTYIy MaTeMaTuiu Mopamo ~ckountu” y 600. romuny
crape epe, Kaj je xkxuBeo Tasec u3 Mmiaera. Hekw maydsunm cMmatpajy na
je OH OMO MPBH KOjU je TMOCTAaBHO Heje O U3BOhemby HOBHUX 3aK/bydaKka W3
HPETXO/THO YCTAHOB/HEHUX.

Cauxka 1: Ilnmumuoron 322

2.1 Eykijamacka m Xurepoo/imviKa reoMeTpuja

[IpBu mokymiaju cTBapama JeIyKTHBHE TeOpHje IaTwpajy jour u3 5. Beka
crape epe. Eusiementn Xwunokpara ca Xuoca HallUCaHU CPEJIUHOM O. BeKa



cTape epe TPBU je MOKYINaj CHCTeMaTH3allhje TeOMEeTPHUjCKUX 3Hama. Ha
Hecpehy, weros pykomnuc 7o Janac zuje cadysan, mehyrum Cumiuiukuje (6.
BEK HOBe epe), y cBojuM KoMeHTapuMa Apucrorenose Pusnke npeneo je jenan
neo ByneMoBe nctopuje reoMeTpuje U3 ApyTe MOJoBUHe 4. BeKa cTape epe, y
K0jOj OH KOMeHTapuIle XunokpaTtose Enemente. Ped EjlemenTn ce y aHTHIKO
J106a OOMYHO OTHOCWIIA HA JEeTYKTHBHO 3aCHOBAHY T€OMETPH]Y.

HajuayBennjy, HajunTanujy u HajyTUIAjHU]Y PACIIPABY 110/ HA3UBOM LjieMeHTH
Hanncao je oko 300. roaune crape epe Eykimna, yaenuk [iarornose akagemmuje
U OCHHBAaY TeoMeTpHujcke mKojge y Anekcanapuju. Hwujemma on xmura o
reoMeTpHUju HammcaHux mpe Eykiauaa HEWje MOorjaa Ja ce OJIp KU, HUTHU je
BEKOBHMMA II0CJI€ Hhera IOKYIIAHO JIpyraduje 3aCHUBAbE I'eOMeTpuje.

Eykannosu EjsemenTtu cy ce cacrojain u3 23 meduHUIM]e, KOje Cy TpeacTa-
BJbaJle KPaTKa 00jalllbeha 0 OCHOBHUM I'eOMeTPHjCKIUM mojMoBuMa. (OCHOBHE
CcTaBOBe TeoMeTpHje EyKJIN je 0/1eJIMO HA aKCHOME U TIOCTYJIaTe, 5 MOCTyIaTa
u 9 akcuoma (6poj Bapupa y pasimauTuM npemucumMa). [IpBo cy nabegenn
HOCTYJaTH.

ITo cBojoj cnoxkenoctu nctude ce lletn Eykimaos moctynar.

Tsphewe 1 (Ilemu FEyraudos nocmyaam) Axo jedua npasa y npecexy ca
dpyeum dsema npasama 00pasyje ca ucme cmpare 0686 YHYMPAUHLG YA 4Uju
je 3bup marou 0od dea npasa yaaa, me dse npase he ce cehu u mo ca one cmpare
ca Koje cy 06U Yaa08u MaU 00 dea npasa.

/ b
Cmuka 2: Tlern Eykaumos mocrynar

Ha mpBu morsen n HajIy»Ku OJ1 CBUX OCTAJINX, H3a3WBA0 j& MUNLBEHHA Ta
He Tpeba Ja Oylie jejlaH 0 OCHOBHUX IIOCTYJara, Jia ra Tpedba u3BecTH u3



OCTaJInX.

Hcnurupama 3 Teopuje napasie/;IHIX JUHAja Koja ce ogHoce Ha [letw mocty-
JlaT M37Bajajy ce Kao BarkaH IIOIJie]] Ha ocHOBe reomerpuje. Hakon 6e36poj
HeycIeJInX MoKyIIaja jga ce lleTn mocTynar usBee U3 ocTaInX, pa3peliero je
IATarbe J1a je Taj MOCTY/IaT He3aBUCaH OJ1 OCTAINX. TaKo ce JIOCIesI0 JI0 MPBOT
3HAYAJHOr pe3yJiTara oJi KyKAnI0BOI BpeMeHa, KOjU je 3HATHO yHAIPeIuo
OCHOBe TeOMeTpHje.

Y neny Hukonaja Jlobauesckor u Janoma Bosbaja mpBu TyT je m3pakeHa
Mucao ja je Iletm EykammoB mocTysiaT He3aBUCAH OJ OCTAJIUX IMOCTYJIaTa,
1a ce U3 HbUX He MOke Hu u3BecTu. Tajia je 3aKOpavyeHo y jejaH HOBH CBET
reomerpuje. Pesynararu Jlobauesckor u bosbaja nmocrajm cy cacBUM jaCHH TeK
kpajeM 19. Beka, Kajia je KOHAYHO (POPMHUPAH IMOTJIEJ HA JJOTUYKE TTPUHIIHIIE
3aCHUBamba TeOMeTpHje.

BekoBuma, iapaJejiHe mnpaBe cMarpaHe Cy Kao IIpaBe ~Koje ce HaJjas3e
y HMCTOj] paBHH U Koje ce npoctupyhu ce meorpanmyeno y oba mpasia He
ceKy HU y jeqanoj Tauku . FceHIMjaaHO HOB HAYMH IMOUMAba MAPAJICJTHOCTH
npenoxkuo je JlobadyeBcku, a 3a UM 1 Boskaj. 3axBasbyjyhu mUMa, 3aCHO-
BaHa je XWIepOoJMYKa reoMeTpHja y Kojoj He Baxku lletm mocrynar. VY
jemmoMm of cBojux Jena JlobadeBckm Ha caMOM TOYETKY JOKasyje ma ~cBe
IIpaBe JIMHHje KOje ToJa3e y jeJIHOj PaBHU W3 jejTHe TadKe, MOTY ce y OJTHOCY
Ha jeJIHY JaTy TpaBy y MCTO] PaBHU TMOJIEJIUTH y JABE KJjace, U TO y JIWHU]je
KOje ce ceKy W JIMHHje Koje ce He ceKy . Camuno, Janom Boskaj je HA caMoMm
mouerKy cBor gena ” Appendiz” nammcao : ”Ako BN He cede, a cBaKa apyra
npaBa BP yria ZABN ceue AM, nucahemo BN || AM”.

leomerpuja 3acnoBana Ha akcmomama 0e3 lleror mocrysnara nasusa ce
ANCOAYMMG 2€0MEMPUJQ.

Akcumoma mapanemunoctu: Kpos 6mino kojy Tauky P BaH mpaBe [, mocToju
TA4YHO jeHa IpaBa P Koja je mapaJjesina ca l.

Unycrpanuja Akcrnome mapasesnoctu gara je Ha Canka 3.



Cimka 3: AKcroHa mapaJjeTHOCTH

[Tokymaju na ce goxkake ja ce [leru eyk/gma0B MOCTY/IaT MOYXKE M3BECTH
W3 OCTAJINX, JOBEJIU Cy JI0 KOPUCHUX eKBUBAJIEHATa aKCUIOMU TapPaJeTHOCTH.
Ha npumep: ”IlocToje ciM9HE TPOYIJIOBH pasinduTuX BesimduHa ( Bosmc
1663. roauua)”. Asin mpBU eKBUBAJIEHT je TPeJCTaB/beH joun Ko Eykimia:
7YroBe y Tpoyriy cabepute 10 aBa nupasa yriaa’ (Ciuka 4).

Cnuka 4: EXBUBaJIeHT aKCHOMH IIapaJIeTHOCTH

Kako je u panmje pedeno, objalnmbere OBUX HeycIexa, JOILIO0 je TeK
oko 1830. rogumme. 3aspmasajyhu myToBaibe Koje je modeso mpe oko 4000
roJInHa, HE3aBUCHO jenaH on apyror, Hukomaj Jlobauescku u Jaromr Bospaju
00jaBuIN Cy OTKpuhe HMOTHYyHO HOBe (bopMe TeoMeTpHje - XUImepboandKe
reoMeTpHje, Koja ce JieliaBa y HOBOj PaBHU - XUIMEPOOJMYKOj pABHU.
Y oB0j reomerpuju npse derupu EykiamgoBe akcmome Bazke, aju IieTa He.
YnMmecto me cieneha akcrnoma BayKu.

Xumnepboanuka akcuoma : /Jlata je nmpaBa [ u Ttauka P Bam me. Tazga
nocroje bapem JBe npase Kpo3 P Koje cy mapaJesse ca l.



2.2 Caxkepu u Jlambepr

JlobaueBcku n Bosbaju cy ucTpazKuBaJiu JOTHUIHE MTOCIEIUIE XUITepOoInIKe
aKCHOMe, W YHCTO AICTPAKTHUM Pa3MHUILBAIEM JIONLIA 0 HEBEPOBATHHX
pe3yJTara YHyTap HOBe, (paclUHAHTHE reoMeTpHje Koja ce MHOTO Pas3JInKyje
on Eykmmmose.

Muoru npe mux, nocebno Cakepu u JlambepT, OTKpHIN Cy HEKE MOCIEINIE
xurepboindke akcuome. Fbuxos 1usb je 6uo ja Hahy KOHTPaJIUKIN]y, 3a KOjy
cy BepoBasu Ja he KOHAYHO JOKa3zaTu EyKIMJICKY reoMeTpHjy Kao jeJauHy
IpaBy T€OMeTpH]y.

Y cBom peny ” Euclides ab omni naevo vindicatus” Caxepn je mpeacTaBuo
OHO TIITO y JaHalmbe BpeMe 30BeMo Cakepujes wemeopoyzao. 'To je weTBOpO-
yrao 4uje JiBe HAacIpPaMHe CTDAHHIlE CY je/IHaKe TO JTyKWHU H HOPMAaJHe
Ha cycemne. [IpBo je mokazao, Kopuctehw camo TpBa 4YeTHPH MOCTYIATA
(arcosryTHa reoMeTpHja) Jla €y YIJIOBU HErOBOI 4eTBOPOYIJIa jeaHaku. Mory
6uTw paBu (eyKJIUACKH cay4aj), Tymu (Cakepu je [0IMao 10 KOHTPAIuKITje)
u omrrpu. OBaj Tpehn caydaj MO3HAT je W KAO TUNOME3A O OWIMPOM Y2AY.
Hopa paBan je paBaH y K0joj BaxKe IpBa YeTUPHU MOCTYJIaTa, & YMECTO MEeTOT
BaKH XUIIOTE3a 0 omTpoM yriry. Cakepujes IuJb je 6o j1a mporale KOHTpaIu-
KIIWjy V OBOj HOBOj pPaBHHU W CTOTa TMOKake 1a je lleTm moctymar ycrBapm
teopema Eykiaumaose reomerpuje. On kake: ”Xwuiore3a O OIMTPOM YUy je
afcoJIyTHO TIOTPEIHA, jep je Y CYIPOTHOCTH Ca HPHUPOJOM IIpaBe JIMHHje .
['pernika Kojy je HamrpaBuo Om/Ia je Ta IITo je cMaTpao Tadke y 6eCKOHAYHOCTH
3a OOMYHe TavyKe y HOBOj PABHH.

JlambGepr je y cBojoj "Theorie der Parallellinien” pa3Buo Teopujy Ha
candad HaunH Kao Cakepu, ajan 6e3 TBPAU 114 je J0IIa0 10 KOHTPAIUKIIH]e.
JlamM0OepT je KOpUCTHO OHO TIITO MU JaHAC 30BeMO Jlambepmos wemeopoyzao.
To je weTBOpOYTao ca Tpu npapa yriaa. derBpru MoxKe GUTH MpaB (€yKIUICKH
caydaj), Tyn (Iomao J0 KOHTpajukiuje) wan omrap. OH je HCTO JIOIIA0
JIO MHOT'MX MHTEPECAHTHUX pe3yJiTara, aju HberoB 3ak/bydak je ouo: "V
UCKYIIIEeY caM Jia 3aK/byduM Ja Tpeha xunoresa Bazku 3a HEKY UMardHAPHY

cepy”.

McnocTaBuiio ce j1a je ujaeja pa3MaTpaiba cpepe IMaruHapHOT HOJIYIIPEeIHUKA
U IbeHe aHaJjoruje ca obnanom cpepom HajBaxkuuje opyhe 3a orkpuhe HeeykJ/in-



Jicke reoMerpuje. OBJle, aHAJIOTHja HAM MPeJICTaB/ha METO KOjUM 3aMeIbyjeMO
R ca umarunapuum O6pojem Ri y cBum (opmysiama Koje ce 1ojaBibyjy y
reomerpuju chepe noaynpeunuka [R. Tako mobujene dpopmyse Bazxkuhe y
OBOj HOBO] pPaBHU.

Unaxk, Jlobauescku n Bosbaj 3aciy:Kyjy caaBy Kao MPBU KOjU Cy MPENO3HATH
7y TOTIYHOCTH HPUT PN HAE]Y Ja CY OTKPUJIN MOTIIYHO HOBY HEEYKJINJICKY
reomMeTpujy. AJin IITa je 0Ba HOBA TeOMeTpHja 3HAYNIA, U Y€MY je CIAYKNJIA,
HU FHUX JBOJUIIA HUCY MOTJIN J1a KAXKYy.

Wsnenalyjyhe, oarosop na to nurame gaJa je ludepennujasna reomeTpu-
ja 3akpuB/berux noppiu. 1868. rogune nraanjancku Maremaruydap Eyrenno
BenarpaMu koHa4Ho je ycreo y Tome Jia XuiepooInaKoj reOMeTPHju 18 KOHKPe-
THY WHTepPIpeTalujy, mocras/bajyhu je Ha 4BpcT TeMesb, ca Kor he ce camo
muputu 1 nBeraru. Haxkasocr, nu Jlobadyescku, Hu Bosbaju HuCY T0KUBETH
JIa OBO BHJE.

Benrpamu je y com meny " Saggio di interpretacione della geometria
non—euclidea” w3 1868. mpoydaBao noBpii gepuHucany je JMHUIHUM JTUCKOM
n cHabJeBeHY eJIeMEeHTOM [y KHHe, KOju OH Jiaje eKCILIUIUTHO, Y OJHOCY
Ha KOjy je KpMBUWHA KOHCTAaHTHAa W HeraTwBHa. IberoB Saggio ce mMoxe
YUTATU Ka0 KOHCTPYKIHja MoJIena HoBe paBuu. Hbene Tauke cy Tauke yHyTap
kpyra y EykiuioBoj paBuu, pacrojame mehy mwuma je ogapeheHo emeMeHTOM
JIysKuHe 1edUHUCAHUM aHAJOTHjOM Ca eJIeMEHTOM JIyKuHe obm4He cdepe,
beHe JUHHje Cy TeTWBe, a IapaJjejHe JIMHUje Cy TeTHBe KOje ce ceKy Ha
obony kpyra. Ha oBaj mauun ce gobuja reoMmerpuja Koja 3aJ0BO/baBa CBE
Eyknunose moctynate, cem Ileror mocrynara m Ha3BaHa je HeeyKJIHICKA
reomerpuja,/XunepboJandka reoMeTpHja.

2.3 Jlambept, I'ayc u BoJspaj

7. Iutame je, na s Moxke [leTn moctyaaT OUTH KCIIPABHO U3BEIEH U3 OCTATIUX
EyxaunoBux nocryiara n akcuoma. Vim, ako oHe HUCY JIOBOJbHE, MOLY JIH
JIDYTH TOCTYJIATU WIN aKCHOME WIW W jeJHO W JAPYro jaa Oyay mare Tako
Jla, UMajy MCTe JOKa3e Kao €yKAUJCKEe W W3 dera OW MeTH MOCTYJIaT MOTAo
outn mokazan?! 3a IPBH €0 OBOI MHTakba, MOXKE Ce allCTPAXOBATH M3 CBera
IPETXOIHOT TITO CaM Ha3Bao MpeJcTaB/bakbe cTBaph... . (JlamGepr 1786.)
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Bpio je moryhe na je layc mosnasao JlambeproB paja Beoma no6po. Jegan
oJ1 Hajoospux ekcuepara JlambeproBor paja 6uo je Kiyres, 6im3ax npujaresb
laycoBor caBernuka Joxana Ildada. Heke npenucke Jlambepra u Kiyrena
nocroje 3abesexkene. Kuryren je y c¢Bojoj Te3m u3 1763. roamHe KpUTUIKU
aHATM3WPAO JOTAJAlle MOoKyaje ma ce gokaxe llerm moctymar. OH je
BepoBao y HezaBucHocT lleror mocryrnara. U3zjaBmo je na cy CakepujeBu
pe3yJiTaTu JIOBEJU JI0 KOHTPAJIUKIIMje HCKYCTBA, aJjii He U akcuoma. Ha
pUMep, Kajia TOBOPU O eKBUIMCTAHTH IpaBux junuja, Kiayrer kaxe: " [Ipu-
JIMIHO je jJaCHO J1a OBJIe KOPUCTUMO Jla JIUHU]A, KOja je Ha UCTOM PacTojarhy O/l
mpaBe JINHHje je W caMa MmpaBa Juauja. OBO ce MO¥Ke 3aKJbYUIHTH HCKYCTBOM
U IOCMaTpaibeM, He M3 NMPUpoe NMpaBux JuHHja” . MaJio je BepoBaTHO Ia
layc nuje ayo 3a JlambeprToB paji Ha TEOPUjU HPABUX.

HenembOpa 1818. rogune o Heeykanjackoj reomerpuju, Pepaunany [MIBajkapt
je pekao: ”Cyma Tpu yIyia y HeeyKJIUJICKOM TPOYIJIY TOCTaje CBe Mama, IITO
je Behm Tpoyrao.”. Oy Oesemky je l'aycy nocnao Kpuctujan [epawnar. YV
cBoM oyiroBopy lepimnry, layc kaxe: ”Hejpocrarak 10 180° y cymu yrjiosa
y paBaHCKOM TPOYyTJy Huje camo Behu kako je moppinna Beha, eh je mporio-
pumnonaJsian Tome.” Moryhe je na je oo ['ayc Hayumo u3 JlambeproBux pesy-
JTaTa.

Y 4mcToj aHAJOTHjH ca chepHOM reomerpujoM, JlambepT HaBOmHM, 1A
"umarnHapta cdepa’ mMa Ty 0COOMHY Ja je Ha 0j 30up yIjaoBa y TPOYIJLY
mamu o1 m. Jloka3 oBe ocobune mMoxkere morpazxkurn y [6].

Besza uzmehy laycoBux 7 Disquisitiones” u HeeyKJIUJICKE FeOMETPHje MOZKe
ce amanum3mpatun kopuctehu Hapemme 2 xmmorese, Koje omoryhasajy ma ce
0/IrOBOpU HA OjipeheHa MPUPOIHO HAMETHYTA HUTAHA.

1. Tayc je Ouo cBecTan ja peleme TpodIeMa Be3aHOr 3a XHIIOTe3y O
OIITPOM YIJIy HHje Moryhe mokazaTu moMohy Tavaka, IpaBUX U PaBHHU.
113 Tor pasiora, ['ayc je ycBojuo JlambepToB AHAIUTHYKE IPOrPaM Kao
KOPEeKTaH MeToJ, 3a J1e(bUHUTHUBHO pellemhe Tpodema.

2. T'ayc je 6mo omnyuan y Tome ja wahe moBprr koja he urpartm yjory
JlambGeproBe umarunapue coepe.

Y Taycoum cnimcuma m3mely 1823. u 1827. romamHe, HABOM ce Ja je 3a
kpuse (x(s),y(s)) yuja poranuja reHepuiie CynporHoCT chepu 3a/10BOJbEHO:

11



y = Rsing

x = Rcos¢ + logtan ¢

s = Rlog 0o
. . . . .
13 oBora je ouuraenHo Ja je KpUBHHA ~ g Jep je Kpupmia mospuim Koja je
. 1 d?y
HacTasga poranujom Kpuse (z(s),y(s)) oko x—oce, gara ca K = —5@

Kojy To moBpir nmarnaapsa cdepa npegacrapba’! Kako cy TpoyriioBu Ha 10j
IpeJCTaB/beHU U KOJIUKH je 30up muxoBux yriaosa?! Moxkma je Oamr Hazga 3a
IPOHAJIACKOM TaKBe MOBPIIK U Oma pasjor aa [ayc nanure ” Disquisitiones” .
Tparajyhu 3a umarunapaom cdepom, ['ayc je nponaiiao ynyTparimby Kapakre-
puctuky moBpiin. OBO HEBEPOBATHO OTKPHhE je Hmeroba TeopeMa Fgregium.

Y TaycoBom nucmy lllymaxepy u3 1831. rogune Koje ce Tmde Teopuje
IIpaBuX, MoceOHO OKO eKBUBaJsieHaTa lleror moctynara, mucaso je: ”Ilocme-
JIIbUX HEKOJUKO HeJlesba CaM I0o4Ye0 Jla 3alliucyjeM HeKe CBOje MeIuTallhje.
Hexke on wux cy crape u oko 40 rogauna. [Iposasmo cam xkpo3 wux 6ap 3 uian 4
nmyTa, ocBexkapajyhm nux y mojoj rmasu. Hucam keseo ja mporajny ca MHOM.”
Hekosmko mecenu kacuuje, [ayc je mpountao bospajeB Appendix u omyiy4dno
Jla BUIIIe HUIITA He KaKe HA Ty TeMy. Y nucmy Lepawary croju: ”Ilocaenmux
JlaHa caM MPUMUO KpaTak paja u3 Mahapcke Ha TeMy HeeyKJIHICKe reoMeTpuje
y KOjeM HaJa3uM CBe CBOje ujieje W pe3yiTaTe 3alucaHe Ca eJleraHIujoM,
MaJla y popME Koja je TeIrKo pa3yM/bUBa HEKOMEe KO HUje YIIO3HAT Ca TEeMOM.
AyTop je Beoma MJIaJ1, ayCTPUjCKH OUIIDP, CHH MOT IIPHjaTe/ha U3 MIAI0CTH,
ca KOJHM caM 4YecTO pa3roBapao Ha oBy Temy...Cmarpam Ja je oBaj Muajauh,
Bomaj renuje npse kirace.” YV muemy BosbajeBoM oIy, HaBOAM Ja ako OH
[IOXBAJIMO HEIOBOT CHHA, OWJI0 OM Kao jia XBaju cebe, jep je HEeroB CHH
3aIMca0 CBE OHO O 4YeMy je OH CaM Pa3MHIIL/BA0 MOCTETILUX TPUIECETAK
TOJIMHA U MAJIO IITa CTaBUO HA MAIHD...

Y BomajeBom Appendiz-y nanasu ce m3mely ocrasor u dhopmysa 3a o6um
Kpyra JaTta OpeKo moayupeduka r (o woj hemo wermro Burre pehu y 3.4):

r
L(r) =27 Rsinh —
(r) = 2w Rsin 7

12



Ja s je layc mpountao BomajeB Appendiz? He MoxkeMo OMTH CUTYPHH,
aJIi MOYKEeMO HACTyTUTH JIa jeé OArOBOP HOTBPIAH, ¢ 003UPOM /1A je HEOIXO/IHO
3Hame JndepeHIinjaj e reoMeTpuje 3a 00aB/bathe OBUX IIPOpatdyHa, a u 3007
TOra INTO je MpecTao Jja IHIIe cBoje Oeselike O HeeyKJIUJICKO] I'eOMeTPHUjH
HaKOH YuTama bosbajeBor paja.
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3 KpuBuHe nmoBpHin

[ToznaTo je 1a cy KpuBUHA U TOP3Uja KpUBe Ouie K/bydHe y rpahermy reomerpu-
je xpuBuX. lIpHKaKuMo aHaJIOrHjy 3a moppmm y R3.

[TocraB/baMo nuTamk€ KakKO Ce TO HOBPII ~“KPUBH Yy TadyKu. Y OBOM
neny, moxkaszahemo msa mpuctyma. Ilpeu, koju je mao Ojrep, a maeja je
y pa3MaTrparmy KpUBWHE KpHWBe KOja HacTaje Kao MPecek PaBHU W IMOBPIIIH.
W npyru, koju ce npunucyje I'aycy, a npejcras/ba Ipec/imKaBambe u3Mehy
noBpimu u cdepe Koje je oapeheHO HOPMAJHHM IIPABIEM YV CBAKO] TAUKH.
OBa jBa npuCTyIa ce PAa3J/IMKyjy U 10 BpeMeHny y koM cy nponahenu. [Ipsu
KOPHUCTHU TPOMEHY KOOpJnHaTa, ceknuja 3.1. J[pyru 3axTeBa TEXHUKY pa3BUje-
HYy 3a W3ydaBarbe MoBpinu (noverak gudepeHnnjasne reoMeTpuje), CeKimja
3.2.

[Ipe mero mTo mpehemo y pasmarpame KpUBMHA Ha MOBPIH, JaheMo Heke
BazkHe Jedununuje u jeMmy kKoje he nam game y pajay Outu 3navajue.

Hedbunnmuja 1 [odckyn S C R? je pezyaapra nospw, axo y ceaxoj mauku
p na S nocmoju omeopen ckyn V. C R u dynryuja x: U — VNS, 20e je U
omeopen ckyn y R? xoja 3adosomasa caedehe yeaose:

1) x je dupepenyujabuana Pynruuja, mj. axo wanuwemo x(u,v) =

(filw, ), fa(u,v), fs(u,v)), 20e je (u,v) € U, xoopdunamme fynxvuge fi, f2, f3
umajy napyujasre udeode ceuxr pedosa.

2) x je xomeomoppuszam. Henpexudna je, no npsom yciosy, na uma
nenpexudar, uneeps x 1 VNS — U. To suauu da je x~' pecmpuryuja
na VNS nenpexuone dynryuje uz W y R?, 20e je W omeopenu nodckyn 00
R3 xoju cadpsrcu V N S.

3) Jaxobujesa mampuua

14



Oy O

ou (u,v) ov (u, )
dfs dfa
J(@)(u,v) = | 5, (wv) ()
df3 dfs
%(l% U) %(u, U)

uma pane 2. Tj. 3a cearo (u,v) € U, J(z)(u,v): R* - R? je 1 — 1 xao
Auneapro npeciukasarse. 06aj Ycaos npedcmassa PeysapHocm 3a .

Jlema 1 Axo je f: U — R dugpepenvyujabursna Gynruyuja Ha 0mMe0PEHOM
exyny U C R2, onda je epadux dynwyuje f xoju je nodekyn 00 R3 dam ca
(u,v, f(u,v)) 3a (u,v) € U peeyaapra nospu.

Hedbuaunuja 2 Jedunuuru Hopmasnu 6eKmop wa nospus S Yy mavku p =

. Ty X T
z(u,v) je N(p) = m

3.1 OjuaepoB paa 0 moBpIINMA

[lornenajmo cienehy cauky.
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[IpermocTaBumo 1a je p Tauka wa mosputn S u N(p) jemnHuTHA HOpMaIa
y p. Heka je v jenmunmuanu tanrentau Bekrop Tamrentre pasuu 1,(S) ma Sy
tauku p. [lap {v, N(p)} onpebyje pasan y R3. Tpanciupahemo oBy pasan
TaKO Jla KOOpJAMHATHU moderak Oymae v p. llpecek oe pasuu u mospiru S
Jlaje KpuBY Ha Sy OJIU3WHU P.

Heka c(s) upejicras/ba napaMerpusalujy Kpuse jeJuHuIHe OP3UHE TAKO
na je ¢(0) = v. "Yommrena” xpusuna k.(s) je kpuBuua kpuse c(s), Kaj
je s = 0, y paBHEU Kpo3 p, MapaJieJTHOj ca paBHU pas3amneTo] BEKTOPUMa V
u N(p). Hedbununiemo HOpMadHy KpuBuHy k,(v) mospiu S y Tadyku p u
npasiy v kao k.(s). Kanga 6ucmo dbukcupanu tauky p, k,(v) je dynkuuja
npaBana y TaHreHTHoj paBau. Y Recherches sur la courbure des sur faces
1760. romuue Ojrep je mokaszao caemaehy Teopemy.

Teopema 1 Axo nopmaara xpusuna k,(v) nuje Koncmanwmua @yrryuja no
Vv, onda nocmoje mauno 06a jeduruvra marzenmma eekmopa X1 u Xao, mako

da je kn(X1) = ki maxcumanan u k,(Xo) = ky munumanan. Yax wma suwe,
X5 L X,

Jokaz: Hahemo T'aycos moxas OjrepoBe Teopeme.

Hexka je p = (0,0,0) u T,(S) je zy pasan. Ilo TeopemMu 0 HMIIHIUTHO]
dyuknuju moctoju orBopeH ckyn U Ha S Koju caapku p u uMa GbopMmy
rpaduka byukmuje, 1j. U = {(z,y,2)|z = f(z,y)}. Opasae mm umamo
napamverpusanujy 3a Sy osmsunn p nary ca x(u,v) = (u,v, f(u,v)). Pecka-
JIMPambeM, aKo je TIOTPeOHO, MOYKEMO y3eTH:

Tyl 0,0) = (1,0,0) 1 24|00y = (0,1,0) 1j. KOOpAMHATHE JIHHUje

f0.00=0 21 —ou2l| o
ox 0,0)

Jorr jenna mpomena je morpebua. To je poramnuja xy paBHEH JTOK

0 f
0x 0y

(0,0)

Poramuje cy mare dpopmyiiom:
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po(x,y) = (xcost — ysinf, xsinf + ycos ).

Heka je fy = f o pg.
Onna BaXKu:

dfg . Of of
oy sin 6_(913 + cos 0_83/’
dfy of . Of

o CoS 6—(% + sin H—ay u

a2f0 ) 32 ) a2f a2f ) 82
920y = —SlHQ(COSH@ +Sm98$8y) +C089<00868x8y +Sm08_y2)

Mmuoxkemem u cpehuBamem 106ujamo:

A f 9
20y = (cos 6 — sin 9>8x8y+8m96089(8_y2_@)

Kako je cos? 8 — sin? @ = cos 20 u 2sinf cos § = sin 26, cuaenn aa je:

0 fo O*f  sin20 (0*f O*f
= cos 20 + —
0xdy 0xdy 2 dy?  Ox?

2

2 - 2 2
Jla 6u 5£9 = (0 Mmopa cos 26 ot +sm29(8f 8f> =0.

0x0y 0x0y 2 oy2 a2

2 2
Kan je

92 8_y2’ 6 Tpaxkmmo Kao pernierbe ciaesiehe jepnadnne:

e
__ Oxdy
tan 20 = 82f_82_f

022 Oy?

(070)'
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102 = oy?’

na f oyae fy Kako je 1 KOHCTPYHUCAHO.

i i
HeKa je 0 = 1 Porupamo xy paBan 3a § u mocTaBuMoO

Kana S ceue xz paan, pesynryjyha Kpua je mapamerpuszoBaHa (He
HyKHO jequuumdne Op3une), y Oxz paBuu ca ¢, (t) = (¢, f(£,0)). Kako je

xy tupaeny, ’ =1u 2 == =0. "Youmrena”’ kpusnna k

ox

JaTa je ca:

Cxz

[/ Y 2
by — x'z ngza“’;(o,()).
(@) + ()28 0

CnudHO mpecek ca yz paBHH Jaje KPUBY ¢y, (t) = (¢, f(0,t)) ca ”yommnrrenom”
0 f
KpUBHHOM k., (1) = —% = k.
p Cyz< ) 8y2 2
AKO je V BEKTOp jeIMHHYHe Iy>KWUHE Y PaBHH Ty, OHIA V MOXKe OMTH
HANUCaH Kao (cos ¢, sin ¢). Kpusa gedunucana npecekom S 1 paBHH pa3arie-
TOj BEKTOpUMA V H €3 MOXKe OWTH mapameTpus3oBaHa Osm3y p ca c(t) =
(t, f(tcos @, tsin¢)). Hopmanna kpuBuHa je mata (hopMyIoM:

2 2 2

_d : 2 O0f .o O°f .
kn(v)= dth(t cos ¢, tsin @) (O’O)— cos ¢6’x2 (0,0) + sin ¢ay2 (0,0) Tj.

En(v)= Ky cos? ¢ + ko sin® ¢.

kn(v) moctuzke cBojy MuHmManny BpeaHoct ko = ke,.(0) 32 ¢ = 7, a cBojy
MaKcuMaIHy BpegrocT ki = k., (0) 3a ¢ = 0.

A

Bpennoctn ki u ko Ha3zwBajy ce riiaBHE KPUWBHHE MOBPIHU S yV TAUKN
p, a npaBiu X; u X, TJIaBHU MPAaBIU. 3ajeJHo, IJIaBHEe KPUBHHE Jajy
KBaJUTATUBHY CJUKY OBpinu y okoyiman Tadke. 113 aycosor gokaza Ojiaepo-
Be TeopeMe, MOYKEMO HAIMCATH jeHAYNHY OBPIIN S y OKOJUHH P Kao rpaduk

dbynkmje z = f(x,y):

o R(z,y)
a2 2 =
2 = ki’ + kay® + R(x,y), vae je lm 525 = 0.
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Crora, MOBPII je y OKOJUHH TaYKe P alpOKCHMHUpAHA IOBPIIU APYTOT Pea
VARS k11132 + k2y2.

Ojnep je nammcao cuaenehe: "H mako ce meperwe xpusune nospuiu, Mma
KOAUKO KOMNAUKOBAHO OUAO, 800U Y CBAKO] MAYKU HA NO3HABaAIE D60 Padujy-
ca kpusune, jedan wajeehu u jedan najmarou. Te dee cmeapu nomnyro

odpehyiy npupody KpusuUHe U MU MOHCEMO 00PEOUMU KPUBUHE CBUT MO2YRUT
npecexa HopMasrux y damoj mauxku.”

[IIta nam 3HAIM IVIABHUX KPUBHHA KAy’

1. kl,kg > 0 wim ]{?1,]{?2 <0:

TakBa Tauka ce Ha3WBa €MUNTUYKA Tadka. [loBpm apyror peaa koja
AIlPOKCUMHUPA JATY IIOBPII ¥ TAYKHU P je mapabdbosiounm:

z = £((ax)* + (by)?).

Koncrantao z Ham jaje ckymnose esuicu. V3 oBe jejnaduie 3a S, ako
Cy T | y JOBOJBHO MaJ, z = f(x,y) je HeHyJa U YBEK MO3UTHBHO I
VBEK HETaTUBHO. Y OBOM CJIyUajy, Oau3y Tadke p, S JeXKHU ca jemaHe
crpane TanrenTHe pasuu. llorjiegajMo Ha CJMIM UCIOJ UJIYyCTPAIU]Y
OBOT CJIydvaja.
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2. k1>0,k‘2<02

OBakBa Ta4uka 30Be ce XUMEePOOJIMYIKA TAaYKAa, a MOBPII JAPYIOT PeIa
Koja ampokcumupa S y p je XumepboJudKu mapabosionmd, dmja je
jeaHaquHa;

2 = +((ax)? — (by)?).

KoncranTHo 2z HaMm maje ckymn xumnepbosa. Y OBOM CJyd4ajy IOCTOje
TauKe KOje Cy ca jeJHe cTpaHe TaHTeHTHe PaBHU, aJld U TadkKe Koje Cy
HUCTOBPEMEHO ca JIpyre cTpaHe TaHTeHTHe paBHU. liaycrpamuja oBor
caydaja je Ha CJUTM WCIO/I.

3. k1>0,]€2:0HﬂI/Ik1:0,k2<02

OBakBa Tauka Ha3uBa ce mapaboamuka tauka. [lospm apyror pena
KOja anpokcumupa S y p je GUJANHIAP:

y = k2? nam z = kyy?
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Y O/IM3UHU P CcBe TadKe JieXKe Ca UCTe CTPaHe TaHI'€HTHE PAaBHU.

4. k)lzk'Q:OZ

Takse Tauke Ha3WBajy ce MJIAaHApPHE Tadvke. [Ipumepn Kao 1ITo je HiIp
f(x,y) = 23, nokasyjy ja nonamame S y 0JHOCY Ha TAHTEHTHY paBaH
y P MOKe BapupaTu.

o. klzkg#OZ

To cy ymMbunumvke Tadvyke U CBU IPABIM y THM TadKaMa Cy IJIABHU
npaBmy. MoxkeMo y3eTu OHJIO KOjU Hap OPTOTOHAJHUX IIpaBama y
TOj Taykd 3a IvIaBHe mpaBie. Ha mpumep cBe Tauke Ha cdepu cy
yMOMJIUYIKE TadKe.

3.2 T'aycoBo mpecJ/imKaBame

3a paBaHCKe KpUBe, KpHBUHA MEpH IIPOMEHY Yy TAHTe€HTHOM BEKTOPY Tj. HOP-
MaJTHOM BEKTODY. YOIIITeme 110jMa KPUBHHE Ha HOBpIIHEMa yBeo je layc y
cBoM sienty Disquisitiones generales circa superficies curvas (1828.). Mucnupa-
U]y je HAIllao y acTPOHOMMjH U ueju Hebecke cihepe. [Ipecnnkaparme, Ha3BaHO
['aycoBo mpecnuKaBame, jJaBUJIO ce U paHuje, 1815.roaune, Koa Pogpuresa.

Hedununuja 3 Hexa je S opujenmabusna nospw u S* jedunuuna chepa
y R® ca yenmpom y woopounammnom nowemxy. Iaycoso npecaurasaroe je
npecauvasarve N: S — S?, xoje ceaxoj mauru p ca S npudpyoicyje jedrnunnu
sexmop N (p).
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Ty X Ty

Jlokammo umamo dbopmyay N(p) [Ipumerumo ma oBaj

| Zu X 2y ||
u3pa3 3aBUCH 0 m300pa KoopjauHara. Ha npumep, ako 3aMEHUMO U U U,
HopMmasa ce pomenu u3 N(p) y —N(p). Baxkna ojyinka Meperma KpPUBHHE
6asupana na ['aycoBoMm npec/imKaBamby je ImTo He 3aBUCH 0J1 1360pa KOOpIruHA-
Ta.

Ty(S)

3a perymrapue nospmu N: S — S? je mudepenmujabuimo.

Crora, mocroju npeciukasame dN,(S): T,(S) — Ty (S?). aycoso npecin-
KaBame je HeOOMYHO, jep TaHTeHTHA paBaH Ha S y p je HopMmasHa HA N(p).
CeojcrBo cdepe S? je na je T,(S?) HopMaaHO HA ¢, jep Cy TAHTEHTE DABHU
napasesnne y osom ciayuajy. Onga je T,(S) = Ty (S?) 1 moxemo ysern xa
je dN, nuueapuo npecaukasaibe dN,(S): T,(S) — T,(5).

[a ducmo cpadyHau d/N, MOzKeMO KOPUCTUTH Kpube Ha S Kpo3 p. Pazmo-
TPUMO TaHTe€HTHH BeKTOp VE T,(S) y p, KA0 TAHTEHTHN BEKTOP HA KPUBY
a: (—e€) = S gary ca o/(0) =v. Hame dN,(v) = (N o a)’(0). OBaj uzpas
HaM gaje aa je dN,(v) Op3uma mpoMene PeCTPUKIje HOPMAIHOD BEKTOPa Ha
KpuBY (t).

Xajie ma morseaamo ciaeiehe mpumepe:
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1. Heka je mara paBan Il: ax + by +cz+d = 0 u p € Il. Jenunununa
(a,b,c)

Vaz +02+ 2

mopmana y p je N(p) = To je KOHCTaHTAH BEKTOp, Ia

je dN, = 0.
2. Heka je S? jemmununa cdepa y R3. 3a xpusy ca cdepe yzmemo:
a(t) = (2(t), y(t), 2(t)), e je 2*(t) + y*(t) + 2°(t) = L.

Onja je 2zx’ + 2yy' + 222" =0, na je o/(t) L aft).

N(x,y,2) = (z,y,2) je u360p 3a jejiuHuYan HOpMaJaH BekTop Ha S? y
(x,y,2). Crexu na je dN, = id.

3. Heka je mospmr ceqyio z(u,v) = (u, v, u? — v?). Hame:
x, = (1,0,2u),z, = (0,1, —2v).

Hopwmana ma mospi je gata ca:

(—2U07 21}0, 1)

VAU +4v5 + 1

N(p) = N(z(uo,v0)) =

i j ok
jep ty Xy = |1 0 2u | = (—2u,2v,1).

0 1 —2v
Ja 6ucmo nobunn uspas 3a dN, y (0,0,0), neka a: (—€,€) — S Oyze
kpusa jeauandne 6psune u «(0) = (0,0,0). Onga Bazku:

a(t) = (u(t),v(t), u(t) — v3(t)), na cremn

on (—2u(t), 20(t), 1)
(Noa)t) = VAE(t) + 42(t) + 1

Pauynajyhu u3Boa y Tauku t = 0 modujamo:
(N o a)'(0) = (—24/(0),20'(0),0).
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OH/a, UMaMO
dN,0,0) (v) = dN0,0,0) (v/(0),2'(0),0) = (=2u/(0),20'(0), 0).

Marpuano 3amucano dN, y 6a3u {z,, z,} :

-2 0
dN(0’070) - |: O 2:| .

YV ommteM ciay4ajy, Ipecaukasame d/V, IMa U3y3eTHO CBOJCTBO Y OJHOCY
Ha npBy (yngamenraany gopmy.

Tsphewe 2 dN,: T,(S) — T,(5) je cumempuuro npecaukasare y odnocy
Ha NP6y Pyndamenmanrty dGopmy.

Jlokaz: IIpBo ma Kaxkemo I1Ta je TO CUMETPUYHO IIpecinkaBame. Heka je B
peajiHi BEKTOPCKU TPOCTOP Ca CKajJapHuUM mnpomsBogom <,>: V x V — R
n A:V — V jguneapHo mpecimkaBame. A je cuMerpudvaH, aKO 3a CBaKO
v,w € V Baxku:

(A(v), w) = (v, A(w)).

Jla bucmo JioKa3aJii 0BO CBOjCTBO KOpUCTHheMO ujiejy u3 JimHeaphe aJjreope.
Ckanapun npoussox [,(u, v) jmneapan je mo obe mpomemnsbuse. Heka je
p = x(up, vo) y 6asu {x,, x,}. Moxkemo oapemuru dN,(x,) u dNy(z,):

ON
dNp(zu) = (N 0 z(u, v0)) (u0) = - =N, n
U 1 (uo,v0)
ON
de(xU> = (N o x(uo,v))/(vo) = a— — N’U'
Y 1(uo,vo)

Buamo ga je I,(N,z,) =0 = I,(z,, N). ¥Ysumajyhu napnujanne uspoze 1o u
1 U PeJioM, JI00njaMo:
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L,(Ny, xy) + I,(N, 2y,) = 0 = L,(Ny, xy) + L,(N, 2yy).
Kako je u x,, = ,, IMaMo:
Lp(dNy(zu), 20) = Ip(Nu, ) = =1,(N, @) = Ip(@u, No) = Ip(2u, dNy(10)).
A

* 3amro je 3aHUM/bUBO CUMETPUIHO HPECIUKABAHE T

CrojcTBo 1: A: V — V je Henysa cumeTpudaH OmepaTop y OJHOCY HA <, >.
Omneparop A uMme JBe peasine, He HYKHO PA3JIUINUTE, CONCTBEHE BPEIHOCTH.

CsojcTBo 2: Heka je A: V — V cumerpudan oneparop KOju UMa je IHHUTHE
COTICTBEHE BEKTOpe e M €s. AKO comcrBeHe BpeanocTu on A HuUCY jenHake,
oHJIa je e; L es.

CsojcTtBo 3: Heka je A: V — V cuMmerpudaH oIeparop ca COICTBEHHM
BPEJHOCTUMA A7 > Ao M HPHUJAPYKEHUM COICTBEHUM BEKTOPHUMA €] U Es.
Y3MUMO Jla Cy CONCTBEHHM BeKTOpu jejuHuynu. Heka je v € V rtakohe
jemmamanm BekTOp. Mokemo namucatn v = cos(f)e;+sin(f)es u < A(v),v >=
A1 cos?(6) + Ay sin®(0). Tame, < A(v),v > jocTuzke MakcumyMm A; Kaj 0 = 0
win 6 = 7, a CBOj MUHUMYM A9 KaJ je = % win 0 = —g.

Ocraa cBojcTBa, Kao U JoKasu, MOTy ce mponahu y kmusu [6], crpana
162 n 163.

Hedbununuja 4 Hexa je p mauka ca nospwu S. pyea dyndamenmantia
dopma na S y p je weadpamma gopma I1,(v): T,(S) = R dedurucana ca:

I1,(v) = —IL,(dN,(v),v).

OBJie UMaMO U T€OMETPH]CKY HHTepIpeTanujy apyre dyHiamMmentaine ¢popme
I1,(v) xax je v jerunuanu Bexktop. Kao y mokasy Teopeme 1, Heka je c(s)
KpuBa jenuanune 6p3une jpara ca ¢(0) = p u ¢/(0) =v. Tpar oe kpuse je
IpPeceK ca PaBHU KOja je mapaJiesiHa DaBHHU pa3aneroj Bekropuma v i N(p) u
nposasn Kpo3 p Ha S. Hopmanny KpuBuHy v p Ha S y IpaBIly v oberexkaBamMo
ca k,(v) u OHa 3aJ710BOJbABA jeTHAUNHY:

"(v) = kn(v)N(p) (1)



Teopema 2 Hexa je v € T,(5) jedunuunu sexmop. Tada je I11,(v) = k,(v).
Jloka3s:

Kaxko je N.(s) L d(s) 3a cBako s, coenu:

I (Ne(s), c(s)) = 0.

Vaumajyhu npsn n3sox 106HjanMo:

L) (N 0.¢)'(s),¢(5)) + Les) (N(c(s)), " (s)) = 0
Ba 5 = 0 MOKEMO HAIICATH:

L) (N 2 ¢)'(0),¢(0) + Le(o) (N (c(0)), "(0)) = 0
Kaxo je ¢(0) = p u ¢(0) =v, caemu:

L(dNy(v),v) + I,(N(p),¢"(0)) = 0 1j.
—L,(dN,(v),v) = I,(N(p),¢"(0)).
Haswe,
I (v) = =I,(dN,(v),v) = I,(N(p),¢"(0))

an3 (1) caenn:
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3.3 T'aycoBa kpuBHMHa

Heka je { X1, X5} oproHopmupanu ckyn riaBaux npasana y p Ha S. Tama je
tTpancdopmanuja dN, y 0oBoj 6a3u gaTa MaTPHUIIOM:

-k 0
IN, = ( h _k2>

Caza hiemo Bugern kako je layc (1825.) mpemcraBuo ”Mepy KpuBHHE Y
Tayku.”

Hedbununuja 5 laycosa kpusura nospwu S y mavwky p depuHucana je ca:
K(p) = ky - ky = det(dN,).

[Mpumernmo xa je K (p) > 0y emunruuknm Taukama, K (p) < 0y xunep6o-
auakuM, a K (p) = 0 y napaboudkuM U [TAHAPHAM TadKaMa.

[Ipuposa ampoxcumupajyhe moBpimm Japyror peia ojapehena je 3Hakom
[laycoBe kpuBuHe. JoIn jejHO BaxKHO 3allazkambe je ja laycoBa KpuBHUHA He
3aBucu o1 u3bopa KoopamHaTta y okonmHE p. CBaka MpPOMEHa KOOPIMHATA
BOJIM Ka TpOMeHH Oa3e TaHreHTHe paBHH y p, amu K (p) ocraje ucra jep je
JIeTePMHUHAHTA.

Jla 6ucmo pas3Bujin W upuMemuBajin [aycoBy KpuBuHYy, 3a by HaM je
norpeban u3pas Koju MOxkeMo cpauyHaru. Heka je p € S tauka na x: (U C

R?) — S. Onga je N(p) = % Axko je w = o/(0) € T,(S), 3a Heko
a: (—e€) — S5, ouna:
w=a'(0) = %(f(u(f)a v(t))) - u'(0)zu + v'(0)z0, (2)
i) = N oa(u0) | = ON I ON O

Kako N, u N, nexe y T,(S), moxkemo ux uspasuru y 6azu {x,, ,}:
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Ny, = anwy, + ap,, (4)

N, = ag17, + axx, (5)

Ako zamumenmo ckpaheno v = 4/(0) u v' = v'(0), onga dN,: T,,(S) — T,(S5)
MOZKEMO 3aIMCATH MATPUTHO:

u _(an axn u
dN, (v’) = (au azz) (v’)’ y 6asu {x,,x,}.

IIpeacrasuhemo a;; npeko japyre dynjgamentanne ¢gopme. Paau jakmier
sanuca kopuctuhemo I(w,v) = (w,v).

Kako Baxn (2) u (3), cienn:

II(w) = — (dN,(w),w) = — (WN,, + V'N,, vz, + v'z,).

Pauynajyhu oBaj ckaylapuu npou3Boj, 1001jamo:

II(W) = — (Ny, 2) ()2 = ((Ny, 2,) + (Ny, 2,))u'v" — (N, ) (v')%
Hedunumnmmmo cirenehe dyukiuje na U:
€= — <Nuaxu> = <N7 xuu)

= - <Nu7$v> = <N7 xuv> = <N7 wvu) = - <Nva xu)

g=—- <Nvaxv> = <N7 xvv>-

Onasje cienn,
II(w) = e(u)* + 2fuv + g(v')2

Kopucrehn 6a3y {x,,x,} n MHOXKeme MaTpuiia, gahemo jokaaHe u3pase
3a NMPBY U JIPYTY PpyHIAMEHTAIHY (HPOPMY.
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Jlasbe, Kako je

—th ((u» — (AN, (W + v, o, + ) ™)

kopucrehn (6) u (7) gobujamo:

—11I

u’ , , , ~(E F\ (u
p o = (anu + axnv', a1pu’ + axn’) F G V'
oo [ Q11 G12 E F u

Ako ynopennmo (6) u (8) mobujamo:

(& f (a1 a2 FE F
B (f 9) B (CL21 a22) (F G)

| E F\ ' 1 G -F
HOXKeIbeM, Ca JeCHe CTpaHe, Ca F G — _EG I F2 _F E

Jio01jamo:

ay iz _ 1 e f G -F (9)
a1 A2 EG-F2\f g)\—-F FE
Caeneha Teopema HaM Jaje eKCIIUIUTHe bopMyJie 32 KoedHUIUjenTe a;;.

Teopema 3 Koefuyujenmu a;; uz (4) u (5) cy jeonaku:

fF —eG el — fE gF — fG fF—gE

W= T G- R T BGo T
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Hoxkaz:

[Tokazahemo camo, Ha npumep, aq1, OCTaJe Ce AaHAJOTHO JI00Mjajy.

U3 (9) MHOKeIeM MaTpHIla 100HjaMo:

aip Q2 _ 1 BG—fF fE—eF
as@ axn)  EG-F2\fG—gF gE—fF
Tj.,
fF—eG eF—fE
ann a2\ _ | EG— F? FEG-—F?
a1 Qg2 gF' = fG  [F—gFE
EG—-F? EG-—F?
. fF —eG
Hajeallzm.
JAN
Tocaequna 1 K (p) = det dN, = det | “11 2 _ - r
P P a1z Qoo EG — F?’
Joka3s:
fF—eG gF — fG
ain Qo1 _ EG - F? EG— F?
det (a12 (122)_det eF —fE [F—gL
EG - F? EG — F?
B 1 - det fF—eG eF - fE
- (EG — F?2)2 gF — fG fF —gE
1 2 2
=——(f°F*— fFeG—gefF EG—eFgF
(EG—F2)2 (f f €G gef +g€ G erqg +
eFfG+ fEgF — f*EG)
1
=——— . (—F%eg — f?) + EG(eg — f*
(EG_FQ)Q( (eg = f7) + EG(eg = [7))
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L (eg— f(EG - F?)

(EG — F?)
_eg— f?
- EG — F?
eg — f*

[Ta cne aje K(p) = ——.
aean xa je K(p) = w5—
IIpumep 1 [aycosa xpusura POMAYUOHE NOCPULL.

[Tpernocrasumo ja je c(t) = (A(t), u(t)): (a,b) — R? perynapua kpusa y
yz paBuu.Hexka c(t) He mpecera camy cebe, Hu z-ocy, Tj. Baxku A\(t) > 0,Vt €

(a,b) u p/(t) > 0,Vt € (a,b).

[ToBpin Kojy mobujamo porupajyhu 0By KpUBY OKO z-0OcCe je:

[Tpeo padyHamo GazHe BEKTOpE TAHTEHTHOT IIPOCTOPA X, U T,. Pajn JaKier
pauayna kopuctuhemo 3amuc A\(u) = A u p(u) = p.

xy, = (N cosv, N'sinv, '), x, = (—=Asinv, Acosv, 0).
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i ik

Ty X Ty = | Ncosv Nsinv o
u v K
—Asinv Acosv 0

Hakon kpaher pauyna jpobujamo:
Ty X Ty = (—p/ Acosv, —p/ Asinv, A'N).
Cajza Tpaxkumo Koeduimjente npse (popme:
E = (vy,7,) = (V)?cos?v + (N)%sin®v + (¢/)2 = (V)2 + (i')?
F = (z,,z,) = —NAcosvsinv + MAcosvsinv +0 =0
G = (T, 2,) = A2sin* v + N2 cos?v + 0 = A2
Hasne,

det (ﬁ g) =BG - F2= X (V)2 + (1))

Kako je ||z, X z,|| = VEG — F?, onga je ||z, X x,|| = A/ (N)? + (/)2

Takobe,

Ty X Ty 1
2w X @o|| A/ (V)2 + ()2

Ty = (AN cosv, N sinv, u"),

N = (—p' A cosv, —p'Asinv, '\,
Ty = (=N sinv, X cosv, 0),

Ty = (—Acosv, —Asinw, 0),

na cy koeduiujeHTu apyre dopme HakKoH Kpaher padyna:
)‘/M// . /\”MI

(VP + (P
f=(N,zu) =0

e=(N,xy,) =
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!/

Ap

g=(N,z,,) = .
e = T T G
. a1 G21
Yo uy Lo de u,v) —
asu {T,,T,} je (u,0) (am a22>
B XM" o )\”M, )
fF —e@G ()\/)2 + (NI)Q )‘/M// _ )\//#/
a1 — = - —
HTEG-F T RO WP (VP W)
Comano,
ag = ajp =0
99 = .
MNP+ (P
OnaBre je:
B )‘/MH . >‘///~L/ 0
N2+ (1/)2)3/2
o= | PP o
0
WP+ (P
Ila Cy IJIaBHE KPUBHUHE jeHaKe:
kl _ )\/ILL” _ A//ul . k2 _ M/
(V)2 + (w)2)32 V)2 + ()2
a ouja je [aycoBa KpuBuHA
,U,)\/H// _ )\//(/,l,/)2

K(p) =ki -k =

(V)2 + (1))
Kaga je (N)? + (¢/)* = 1, onja HakoH y3uMarma U3BoJa 1O ¢ 100UjaMo 12

Baxku N\ = —p/i”. W3 oBora cieau jeanocrapauja popmysa 3a [aycoBy

KPUBHHY:

B )\//J///J/” _ )\l/()\/)2

K(p) 3
)\/)\/)\//+ )\”(M/)Q

A
()\/)2)\// _|_ A//(M/)Q
A
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NP+ )?)

)\//
DY
U cdepa je poranmona noepiir. Porupamo kpyzxuuiyy c(t) = (Rcost, Rsint),
t e (—g,—g). Buaun A\(u) = Rcosu, a u(u) = Rsinu. Takobe, N =
—Rsinu, \ = —Rcosu, f/ = Rcosu u p” = —Rsinu. Ila je Taycosa
kpuBuHa cepe noaynpednnka R jejHaka:

K(p) = Rcosu(—Rsinu)(—Rsinu) + RcosuR?cos? u
Pr= Rcosu((—Rsinu)? + (R cosu)?)?
R3cosu(sin®u+cos?u) R 1
TE R

~ Rcosu(R2(sin? u + cos? u)

~—

= 1.

—_
ml'_A

Ba cdepy S? mosnynpeunuka R =1, K(p) =

. m T .
Ca gpyre crpane kpusa c(t) = (cost,sint),t € (—5,—5) je KpyzKHHIA
nonynpeunuka R = 1. lloBpm koja ce mobuja poTanmjoM OBe KpHUBe je
cepa S%. Kakxo je A(t) = cost u p(t) = sint, onpa je (N)* + (u/)? =
14

— t
(cost)? + (sint)? = 1. Tla je TaycoBa kpusuna K (p) = —— = — CO? =1

cos

Osa dopmyaa je n apyru gokas ga je K(p) = 1,Vp € S2

[ToBpit o BeJMKOr 3HaA4Yaja je poTalMoOHa IOBPIN JI00MjeHa POTAIUjOM
tpakTpuce. Heka je y-oca cdukcna oca, a pukcHna jayKuHa HeKa je @ U HEKa
KpuBa mnouuise y (a,0) Ha T-0CH.

Q
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Tpakrpuca © = (x(t),y(t)) 3a10B0/baBa jeAHATHHY:

d / 2 _ 2
@w_y_ yver-—r (10)

de o x
Jla bucmo j00m/1u napaMeTpu3alujy TpakTpuce Kao rpaduk pyHKIHje MOXKe-

Y
MO HHTErPAJIATH dr o I:
z

y(x) :/—#dm.

Pemasame oBor nnrerpaJia 3axreBa MoroJiHy TPUTOHOMETPU]CKY CMEHY , IITO
HaC JIOBOIM 10 Apyradnje mapamerpusanuje. Heka je x = acos®.

2 _ 2 3
/__de:/ﬂ(asmg)d@
X

—acosf
)
:a/sm edé
cos

1 — 2
:a/ Cos 9d9

cos

:a/seCOdQ—a/cosﬁdQ

[Ta je mapamerpu3saiuja oBe Kpune jgarta je (popmyioMm:
O(t) = (acost,aln|sect 4+ tant| — asint)
Kana je a = 1, napameTpusaluja TpakTpuce je:
O(t) = (cost,In|sect + tant| — sint)
Hakme, A(u) = cosu n p(u) = In|secu + tan u| — sin u.

[Tpsu u apyru m3soan A(u) = A u p(u) = u cy:
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N = —sinu, \ = —cosu,

sinu 1

secu + tanu)’ 2 2 1
’:( ) —cosy = COFU__COSTU _ cogq = . = —cosu =

secu + tanu I +sinu cos u

cos u
sec u — Cos u,
y , sinu ) )
p" = (secu — cosu)' = —— +sinu = secu tanu + sin u.
cos? u

3amMeHOM 0BUX BpemgHOCTH Y dopMmysry [aycoBe KpuBmHe 1061jaMo:

K(p) (—sinu)(secu — cos u)(sec u tan u + sinu) + cos u(sec u — cos u)?
p =

cos u(sin?u + (secu — cosu)?)?

Haxkon cpeljuBama nobujamo ga je K(p) = —1.

JlakJjie, porupaime TpaKTPHCe BOJIM /10 TIOBPIITH KOHCTaHTHE HerarupHe ['aycose
KpuBHWHE. Ta MOBPIIT Ha3MWBa ce rnceyaocdepa.

[Tapamerpu3zarmuja nceympocdepe aara je GpoOpMyJIOM:

z(u,v) = (a cosusinv, asinusin v, acosv + alog (tan E)) (11)
a
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Moxke ce cpauyHaTu heHa [aycoBa KpuBWHa, U OHA W3HOCU - Buaumo
a

Jia je KOHCTAHTHA W HEraTHBHA.

A

ITpumep 2 lahemo jows jedny napamempusaryujy nceydochepe, dobujeny po-
MAYUJoM 0KO Z— 0Ce MPAKMPUCE Y TZ— PABHU:

cosv  sinw
= ,u—tanhu | , u e R, v e (0,2m) .
r(u,v) (Coshu’ oahg ¢ tan u) u v e (0,2m)

[Tokazahemo j1a je popmysiama r = v,y = cosh u jgara jioKaJHA T30MeTPH-
ja mceynocdepe n mospru h(x,y) auju cy koedunujertn npse dopme E =

1
Yy

x —
et L e € +€x

2 2
(") —2ye® +1=0

Y

[h02 —
6$:2y:t 24y 4Tj. "=yt y*—1

inh 21
sinhu = \/y?> — 1, na je tanhu = (S::;hz = yy )

O (u,v) = (v,coshu),®(z,y) = (arccoshy, x).

Heka je h =170 ®.

7 <COS£E sin \/yQ—l)
oy y '

,arccoshy —
)

Jasmwe,

— —sinz cosx
hx:< | ,o).
Y Y
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2
N

. Yy =
7o —COoST _Smx,ln(y+\/ﬁ)’_ Vi —1

vy

y2

1+ Y

7 _ | —cosw —sinx Vi —1 1

! vy Ty -1 -1
7o —cosr —sinx 1 1

Y vy TP —1 -1
7 —cosr —sinx \/y2—1>

Y y2 ? y2 ’ y2
Tana cy:
— - - 1
E = <hx7hz> = ?7
F= (k) =0,
— S — 1
G - <hy,hy> - ?

[TITo je m Tpebaso mokazaTH.

JAN

C 063upoM Ja MO y TPeTXOJTHOM IpUMepPY MOoKa3aau Ja je nceymocdepa

JIOKAJTHO H30MeTpHYHa ca nospin h(x, y) quju cy Koedurnujenru npse hopme
1
E =G = -, F =0, moxemo u Ha Jpyru Ha1uH npoHahu l'aycoBy Kpubuny

nceypocdepe, Tako 1mro hemo nmponahu 'aycoBy KpuBuHY 0] H30METpUYHE
noBpiu A.

Hawnwme, kaxo cy
1

E:yz’
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F=0mn

1
G:—Q,
Y

Kpucrodenopu cumboan mocsae kpaher padyHa U3HOCE:
1 12 _ 1l _
Iy =T, =-T5% =0

1
F%Q = F%z = _Fi =

K

[Ipse naBe 'aycoBe jegnaudnne ce HAKOH padyHa CBOJIE Ha:
()

y v/,

1 1

7= ()

ITa je I'aycoBa kpwBuHa K = —1.

)

Teopema 4 (Tlospuwu konemanmue nezamuene laycose kpusune) : Heka je
M pomavyuona nospw wuja je Taycosa KpusuHa KOHCMAHMHAG U HE2GMUBH

——. Onda je M nospw napamempusosana ca:
a

z(u,v) = (¢(v) cos u, (v) sinu, 1(v))
2de je npoduana xkpusa o(v) = (P, 1) jedna 0d caedehiuz:

1. (nceydocpepa)

(a) a(v) = (ae‘“/a,f\/l — e—Qt/adt> 30 0 <v < o0
0

(6) a(v) = (ae”/“,f\/l — th/adt) 36 —00 < v <0
0

2. (xunepboaoudnu mun)
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v/a

v :
a(v) = [ beosh —, / Va2 — b?sinh®tdt |, 3a nexo xoncmarnmmo b u
a

0
L. a L.a
—a arcsinh 7 < v < —garcsinh 7

3. (konycnu mun)

v/a

v
a(v) = | bsinh —, / Va2 —b2cosh’tdt |, 3a mexo xoncmarnmmuo b €
a
0

JaZ — b2 2 _ 2
(0,a] u —aarcsinh CLT < v < —aarcsinh CLT.




HpI/IMep 3 Jow nexe noepwy KOHCMaHmMHe KPUBUHE.

Y oBoMm npumepy HaBerrthemo JiBe TOBPIIN KOje HUCY POTAIMOHE, & UMA]y
koHcTanTHy HeratusHy ['aycoBy kpusuny. To cy Iunujesa u Kyenosa mosprir.

JduHnjeBa moBpIir:

VBpuyTa 1nceyaocdepa je mosnara 1o uMenoM /IuHujeBa moBpii.

ExcrumnuTHa napaMerpusanyja JIunujese moBpiu gaTa je popMyIoM:

v
z(u,v) = (a cosusinv,asinusinv, a (COS v+ log (tan —)) + cu)
a
Kyenosa mospi:

JlocTa KOMITIKOBaHWja MOBPII HeTaTUBHE KOHCTaHTHe ['aycoBe KpuBHHE
je Kyenosa mospmt. ['aycoBa kpuBmHa joj je K = —4.
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Mozxke ODUTH apaMeTpU30BaHa CA:

(cosu + usinu)sinv (sinu + ucosu)sinv 1 v Cos U
—5 , —5 ,—log(tan—>+T
1+ u?sin“v 1+ u?sin“v a 14+ wu?sin”wv

A

[Topen maTepmperanuje ['aycoBe KpUBHHE y OJHOCY Ha TJIaBHE IIPABIIE,
JiaheMo jor jeJiny reoMeTpHUjCcKy MHTepIIpeTalujy, ony Kojy je ['ayc npejcraBuo.

Tsphewe 3 Hexa je p maura na nospwu S, ca Taycosom xpusurom K (p) #
0. Onoda je:

_ . P(N(A))
Kp) =l =58y~

2de je A nosesana obaacm 0KO P U AUMEC je Y3em KPO3 HU3 MAKSUL
0bAaCTU KOJE KOHBEP2UPATY K P.

Jloka3s:
Buamo ma Baxe (4) u (5).
N3 ocobuna BEKTOPCKOD POU3BO/IA BEKTOPA, CJIE/IH:

42



Ny X Ny = (a1 + a122y) X (a212y + a20,)
= (a11a22 — (Ilgagl)(l'u X CCU) = K([L’u X l'v).

Hakmne, N, x N, = K(z, X z,).

Y I0BOJHHO MAJIOM PErmoHy, MOBPIIHHA 00JacTH A Yy OKOJMHU p JaTa je
dopmysiom:

/ ||z X x,||dudv.

IIpeciukaBame oBe obaacT Ha S? ['aycoBUM IIpecuKaBambeM J100HjaMo:

= // || Ny X Ny||dudv = / Kl|z, x z,||dudv.
z=1(A) z—1(A)

Ucupasuuje 6u 6uio ga cmo nanucasu | K |||z, X z,||. Ako je p equnruyka
Tayka, ouja je K > (0 ma nam He Tpeba anco/iyrHa BpeaHOCT. Y XUepOou-
9KUM Tadkama ['aycoBo mpecinkaBame Meha OPHUjeHTAIN]y, U 3aT0 ga 6ucMo
no6min nospuay N (p), MOPaAMO MOMHOXKHTH €a -1.

Cana, mpuMemyjyhn TeopeMy cpembe BpeJHOCTH 3a IBOCTPYKe HHTerpaJie
Jio01jamo:

/ K|z, X zy||dudv
lim ngiA)) _ me—l(A)
- P(A) P / [|zy X x| |dudv

z 1(A)

PA /K||xuxxv||dudv

1

1
T Aoy A // ||y X 2y||dudv

(E 1(A)
K||xy X ||

= K(p)

teA

= lim
A=p |[|oy X 24|

rje je t Heka Tavyka y A.
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3.4 OO6uM m nmoBpIIMHA Kpyra Ha cdepu

Bammro je IaycoBa KpuBmHa Tako 6uTHA?

Heka je mara cepa nonynpeunuka R. Ilocmarpahiemo Kpyr nosynpednu-
Ka 7 ca meHTpoM y c. 2KemMo 1a n3padyHaMmo meros oouM. ¥Y3ehemo Kpajmy
TAYKy P TEOME3UjCKOT CerMEHTA Cp W 3a0KPEHYTH je CKpo3 Oko c¢. Obum

r
oBakBor kKpyra je gar ca O(r) = 2w Rsin <§) [Tornemajmo 3amnrro:

\\\\ //{
p= Rsing

r
R

Buamvo na je

(12)
na je O(r) = 2mp = 2w Rsin <%>
Kako Baxkmn:
. 1 1
sing = ¢ — igbg + §¢5 — ..
OHJIa je:
) L
¢ —sing ~ 6¢ .

Kao mTo 3aKpuB/BHEHOCT JOBOIU /10 OACTYIama y 30UpYy yIJIOBa TPOYyTJIa
Ha cdepu o1 LpeBUDEHUX T U3 €yKJIUJICKe IeOMeTpHje, Tako JIOBOJAU U JI0
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oJicTynara y obuMy Kpyra oa npeasubenunx 27r. [la coenn:

2rr — O(r) = 27r — 27 Rsin (%) =27R (% — sin (%))

Tj. Kako Baxu (12), onma je

. 15 I
2r — O(r) =27 R(¢ — sin¢g) ~ 27 R - 6¢ =2TR - ik

Kana cpepumo mobujamo:

2mr — O(r) =~ %
. 1 .
Kaxko je K(p) = Tz Ko cepe, ongA je:
21 — O(r) ~ =r*K(p)

Onasne ciaenu:

quMe CMO J0Ka3aau ciaenelie TBpheme.

Tephewme 4 Axo je O(r) obum kpyea damoe Ha cgepu, onda 3a Taycosy
Kpusury cghepe y 6us0 K0jO] MauKU S8aANHCU:

3 (2nr —O(r)
K(p)~ 2 (22220
(p) - ( = )
Tephemwe 5 Axo je P(r) nospwuna deaa cfhepe ozpanuyene kpyeom ca ye-

HMPOM Y C noaynpeunura r, owda 3a Laycosy kpusuny chepe y 6uio K0joj
MAYKU BAANCU:
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Hokaz:

Oner, KpUBUHA HAM KazKe KOJIMKO OBa MOBPIIMHA OJICTYIIA O IIpeiBuhene
r?m. Crora mocMaTpaMo MOHOBO CJIHKY:

T T ey

\\\

—h
R

[Ia cimyno Kao u 3a 00UM MOCMATPAMO PAa3JIUKY:

[
N

Buammo jia je cos ¢ = , Tj. h = R — Rcos ¢. 3uamo na Baxu u (12).

r?m — P(r) = r*m — 2Rwh = 2R*w ok
B B 2R> R
Jamwe,
2
2 plyy — oty (& _ = ficosd
rm P(T)—QR?T(Q I )
¢2
= 2R%m (? —1+ Cos¢)
2 4 2 4
Kakojel—cos¢p ~ 1— (1 — % + 35—4) = % — 35—4, 3aMemyjyhu y mpeTXoTHr
pe mobujamo:
2 2 4 4 4
2 _ ~ IR? ¢__¢;¢_:22¢_:227"
r*m —P(r) R?T(Q 5 T o1 R7r24 R7T24R4
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CpebhuBamem ciiean:

. _rm
rm — P(r) 3R
) 1
Kako je K(p) = Tz Caean
4
K
r?m — P(r) ~ ! 7r12(p)

[Ta cnemm na je

3.5 T'aycoBa jema

JIBa TBphema u3 noraas/ba 3.4 Baxke U 3a JIpyre HOBPIIH, HE caMo 3a cdepy.
Jla 6ucMmo TO ToKazaJ MmoTpedHa HaM je JojJaTHa amapaTrypa.

Jedbunummja 6 Excnonenyujanno npecauxasarve exp,: Be, (p) — S je defu-
HUCAHO CaQ:

exp, (W) = Yo/ 1wl ([ [W]1),

maxo da je exp,(W) mavka na S dobujena nomeparoem 3a dysrcuny ||w|| dyorc
jeduncmeene zeodezujcre kpos p y npasuy w/||wl|.

[IpermocTaBuMO J1a je p HEeKa TauKa Ha MPOU3BOJHHO] moBpinu S. Paszmo-
TPUMO MPaMeH T'e0JIe3UjCKUX JUHUja KPO3 TAYKY p. NKCIIOHEHIHjaTHO TIPec/Iu-
KaBarbe MOzKe ONTH ynoTpeb/heHo Ja ce neduHnIne napamerpusanmja; Gukcn-
pajmo jeaunndun Bektop W y 1,(S). Hexka je a: (—m,m) — T,(S) marka
dbysrnmja koja 3amosomasa ||a(f)|| = 1 un I,(w,a(d)) = cosf 3a VO €
(—m, 7). Cnuka o a je jequunuanu kpyr y 1,(S) (6e3 jenme Tauke) u a(f)
napaMerpusyje Kpyr npema yriay Koju rpajiu ca (bHKCHPAHUM BEKTODOM W.
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Teopema 5 3a ceaky mauky p € S nocmoju €, > 0 maxo da excnonenyuja-
ana pynxuuja exp,: B, (p) — S 6yde dugdeomoppusam xoju cauxa B, (p) C
T,(S) y mnexy oxoauny mauxe p. Ta okoauna na3uea ce HOPMAAHG OKOAUNG .

OBy Teopemy Mozkere nponahu y kmusu [6], Ha crpanu 195.

Hedbununuja 7 Ieodesujcke nosapre koopduname cy dame caedehom
NAPAMEMPUSAUUTOM:

z: (0,6p) X (=7, m) — S, dedpunucarno ca x(r,0) = exp,(ra(f)).

l'eonesnjcka KpyzKHHIA OJIyIPedHUKA 7 < €, Ca IICHTPOM Y P je FeOMeTpH-
JCKO MecTo Tavaka Ha S Koje ¢y Ha pacTojamy r of p. [pyrum peunma, To je
cauxa ckyna {u € Ty,(s) | ||u|| = r} upu excrnonenmujaIHOM IpeCIHKABAILY.
Ba durcupann yrao 6y, reogesmjcka auanja gara ca v: (0,r] — S, y(s) =
exp,,(sa(th)) 30Be ce reo/le3HjCKH MOIYIPETHAK Te0/Ie3HjCKOT KPYTa MOy IIpe-
YHHKA 7.

Teopema 6 (I'aycosa aema): [eodesujcke KpyscHUUE HOPMAAHE CY HG
c80je 2€00€3UJCKE NONYNPESHUKE.

Hoxkaz:

Duxcupajmo Tauky p Ha S. 3HAMO Ja IOCTOju OTBOpeHa Kyria B, (p) C
T,(S) na K0joj je eKCIOHEHNIjaTHO TIpecanKaBame JudeoMopdu3am.
IIpernocrasumo fa je a: (I C R) — T,(S) kpuBa y TaHI€HTHO] PaBHH KOja
zamoBosbaBa ||a(t)|| =7 < €, 3a ce t € I. Kpusa ((t) = exp,(a(t)) je geo
reo/Ie3ujcKe KpyzKHuile nojyupednuka r. Hledunumemo damuiinjy KpuBux:
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oy(s) = exp,(sa(t)), 0 <t < 1.

Onga o4(1) = B(t), u 3a dbuxcupano ty € I,04,(s) je reofesujcka JuHUja.
Hamr b je na nokazkemo jia 3a Vi € [ BaxKku:

d
<£O’t(1) S:1> = 0.

Y 0BOM JI0Ka3y cMaTpaMo Jia je haMuiinja KpuBux oy (s) Bapujanuja reo/ie3u-
jeke nunuje oy, (s). Pasmorpuhemo Bapujamujy dynknuje nedunucany ca:

1
E(t) = / <%, %> ds
0

OBa ¢yHKIHja je KOHCTAHTHA jep je T AyKUHA Te0e3WjCKOT MOTyITPeTHITKA
on p no B(t). Ysumajyhiu usson mo t mobujamo:

d
) %Uto (3)

t=to

1

d do; do
0= = 5 | [ () o
0
1
_/2 doy doi\
~ ) ot \ds ds )
0 t=to
620',5 dO't
2<_8tas’$>d8

_ (2% Do
ot 0s?

t=to

t=to

I
O\H

)ds
t=to
oo

Ot O¢

s=0 0 t=to

-

t=to

g

I

AKo pacmuiemMo IpBu cabupak U3 IIPETXOIHOT pea J00’jaMo:
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s=1

dO't dO't d do—tg d dgt()
i —{ Z5.(1 Ty (2 b
< o d8> Com| o) (da)| L)

t=tg ls=0 t=tg t=to

0
Kaxo je 04(0) yBek Tauka p, apyru cabupax #am je 0. IIpsu cabupax Ham je

CKaJapHU TPOU3BOJI KOJH KeJIUMO Jla u3padyHaMmo. J[0BOJBHO je moKa3aTh Ja
je unTerpaJi Koju cMmo obesiexxkusin ca I jegnak 0.

Teonesnjcka JuHUja 0y, (S) je KOHCTaHTHe OP3WHE W 33/[0BOHABA!

d*c
27 N
ds?
OBo je ybpsame kpuse 0y,(0) ycMepeHo y cMepy HOpMaJe Ha TmoBpIr. Kako
do
je d_tt TAHTEHTHH BEKTOD HA KPHUBY 04(Sg) , OH JIEXKH Y TAHT€HTHO] DABHH Ha
. . 80} 82Ut
HOBPII H OH/IA 3AKIBYTyjeMO Ma je{ —=, —— = 0. Onmapue caenn 1ema.
t=to
A

PasMoTpuMo MUHUjCKT eleMeHT 3a Teojle3njcKe TMoTapHe KOOpAnHATE.
KoopanratHe KpuBe maTe Cy Teo/Ie3WjCKUM KpPYKHUIAMa KaJ je 7 KOHCTa-
HTHO, a T€OJe3UjCKH 3pally u3jiase u3 p Kaj je § koucrantao. V3 nedununmje
0 EKCIIOHEHIHjATHOM MPEeCIHKAaBakhy, KPUBe KOJ KOjuX je § KOHCTaHTHO Cy
reojie3njcke jeanandne op3une, na je £ = 1. Ilo 'aycoBoj iemn KoopanHaTHE
KpHBE ce CeKy II0J IpaBuM yrjioMm u 3ato je F' = 0. Onasae ciaeau:

ds* = dr* + G(r, 0)d6>.

®ynkunja G(r, 0) nma pecrpukimje. Hanme, Tpebahe vam ja ce oapeheno
CBOjCTBO MOJAPHUX KoopauHaTa Ha R?: KoopI@mHaTHE OYeTaK je CHATYIapHA
tauka. To je Mel)yTum J1akHa CHATYJIAPHOCT, KAO IITO HE IPOMEHA HPaBOyTa-
OHUX KOOPMHATA HEMA, CUHTYJIAPHOCT Y KOOPJAMHATHOM OYeTKY. AKO pazmo-
tpumo ckyn (0, €,) X (—7, ) Kao nogckyn ox R? y nomapauM KoopanHATaMA,
OHJIA MOYKEMO MEHaTH ITPOMEH/bUBE N3 MPABOYTAOHUX KOODIMHATA:

X: (B, (p) —{0} CR?) — (0,¢,) X (—m, )

X(z,y) = (\/xQ + y?, arctan Q)
x
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Kako roj, koopamHATHE TOYeTaK Yy MPaBOYTAaOHUM KOOp/INHATaMa HUje CUHTY-
JApUTET, 1 MOzKeMO mpohu mumecom kaa r — 01 u uckopucTuTH IpaBoyraoHe
KOOpJAMHATE 13 U3IVIaJUMO CHHI'YJIAPHOCT.

Kako je mpomena KoopimHaTa JaTa ca X m30MeTpHja, MOXKeMO J1a MOHOBO
xdx + ydy 40 xdy — ydx
—mu = ——

uspauynaMo ds® mo z u y. 3Hamo ma dr = 5
r r

Ila je ds?:

ds* = dr? + G(r,0)d6?

2 2
_ (xdx+ydy) - Gr0) (xdy—ydx)

T 72

2z 2mwydedy  yPdy? 2y 2mydedy  yPda’
zide® | Zzydzdy |y y+G<r79)(x y' _ 2eydedy w)

r2 r2 72 ré r4 r4

'pynucamenm y3 dz?, dedy u dy? nobujamo:
2 0 2 0 2 0 2
ds® = (I_2 + G(7‘,—4)y> dx2+2 (1 B G(T; )) I—gdmdy—i— (y_2 n G(T,4)x ) dy2
r r r r r r

= Edx? 4 2Fdxdy + Gdy?

I3 oBora n uumenune ja je z2 + y* = r? caenn:

2G92
T (r,0)y

E-1=5+ 2000

2?2 G(r,0)y* r?
2 rd 2

v GrO)y® 2+
T2 ré 2

2 2

-y G(r,0
TV ( ‘ )y

r r

ol



Opasge cremu z2(E — 1) = y*(G — 1).

Kaxko oa dopmyra Baxku 3a ce (z,y) y obaactu JedUHUCAHOCTH, CJIeTH:

Bamemyjyhn ose pesamuje v dopmyie 3a £ — 1 u G — 1, nobujamo:

G(r,0)

5 =14+mr’+ ..
,
OpnaBre ciaenu 1a je:
G(r,0) :r—l—%r?’—i—.... (13)

Tako ma monasmmo g0 ciaenehux yemaopa 3a G.

Tspheme 6 3a zecodesujcrke noaapne woopduname dame ca ds® = dr? +
G(r,0)d0* u buno Koju yeao Oy € (—7,T) casricu:

lim G(r,6)) =0 u lim AVASIGLLY)

r— 0t r— 0t or

Kaua je F' =0, 3a ['aycoBy KpuBUHY OHJIa BayKu:

=5 (o (via) * o0 (7))
2VEG \Ov \VEG/) Ou\VEG))
[Mornenatu Konamu-Majuapaujese dbopmyste y Kibusu [6] Ha crpanun 182.

Kako je y namem ciayuajy F'=0, E =1u G = G(r,0), onga je Faycosa
KpHUBUHA!

1 9*/G(r,0
K=- gr, ) (14)
G(r,0) or
Tpeba mam Tejnopos passoj /G(r,0) oko r = 0. Kopucrehu (13) u (14)
JiobujaMo ca jejiHe crpaHe:
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~-KVG=-K (r + %7’3 + )

a ca Jpyre crpaHe:
92V G

—K\/_: 5,2 =3mr + ...

[Ia y okonunu r = 0 Ham je —K = 3m. [lakrne,

7“3

G(r,0) =r — K(p)g + ...
K(p) nam je T'aycoBa kpusuna y Tauku p. Takole, oBa dbopmysa He 3aBucu

o1 u3bopa 6 y unjoj OMUBUHA T WOE y HYIY.

Y Teone3mjcKuM NoJapHUM KOODJNHATAMAa je Treojie3njcKa KPYKHUIA, 0-
JyIpedHuKa 1o < €,, KOOpAUHATHA KpuBa (1o, 0), § € (—m, ). dyxuna ose
KPYZKHUTIE je:

e TK(p) 4
O(ro) = [ V/G(ro,0)d0 = rO—K(p)E—i-... df = 2mry— 3 o+ ..
(15)
Beprpann u [lyuce cy 1848. ronune nanu cieehy reoMeTpujcKy HHTepIIpe-
tanujy l'aycoBe KpuBuUHE.

Tepheme 7 Axo je O(r) obum zeodesujckoz Kpy2a NOAYNPENHUKA T €A UeH-
mpom y p na nospw S, onda:

K(p) — tim 3 (2777“—(’)(7“))

r—0+ T 73
Jokas:
Dopmyna TupekTHO caean u3 (15).
A

Tepheme 8 Axo je P(r) nospwuna zeodezujcroz kpyza nosynpesnura T ca
uenmpom y p Ha nospwu S, onda je:
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T
— — 2K (p)—t
5 (p) o1+
72 K( )7’47T+
= m — _—
P9

Hoxkas tBphema ciieu ogaBie.

JAN

Heka je ma mospmu S mara tadka p nenrap Kpyra ma S. Heka je ¢
MTOBE3aHa €a P TeOJe3NJCKAM CeTMEeHTOM. 1aj CerMeHT je VjeJIHO W MOJIyIIpe-
qHuK TOT Kpyra Ha S. Kaza je ekcronennujaano npecankaBame aedunucano
na B,(0,) C T,(S5), tme je r > d(p, q), MOXKEMO KOHCTPYUCATH T€OAC3UjCKE
KPYT Ca IEHTPOM Y P, TOJYHPEYHUKA Pg. Y OHIITEM CIy4ajy, OBAKBa KOHCTPY-
KIIH]ja je peCTPUKOBaHA HA MaJIU PAJIMjyC IO TEOPUjH AU epeHIInja THUX jeTHa-
YUHA HA MTOBPITUMA.

Y cunrernyukoj reomerpuju, Eyksimn, u kacuuje Apxumen, [ayc, Jloba-
1eBCKN U DBo/baju cy cMaTpasm KPyroBe, Ca JATUM MPETHHUIMA, KOHTDYe-
urauM. Kako Tspheme 7 kaxke, Ha OHJI0 KOjO] NMOBpIIH, OOMM Kpyra ca
MEHTPOM y p HOJYIpeYHUKa 1 3aBucH o7 ['aycoBe KpuBuHe y neHTpy. OBaKBO
MOCMATPAIHe HAC BOJIU JI0 JTAJBUX MPETIOCTABKU O MOBPIIIMMA KOje MOTY OUTH
mozenn He-Eykauacke reomerpuje. TakBa moBpIn Mopa MMaTH KOHCTAHTHY
[laycoBy KpuBuny.

Teopema 7 (Tayc) Obum kpyza nosynpewnura r y TunepbosudKoj pasry je

O(R) = 27k sinh (%)
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[Ipumermmo, oBa bopMmyia HAC BOIU 0 Pa3Boja:

, r r2 3 o 73
O(R) = 27k sinh <%> = 27k (Z + 7] + T20k5 + ) =27r + 5 + ...

13 (16) u (15) MozKeMO Jia JaMO HHTEPIPETAIUjy KOHCTAHTE k Y HeeyKJIu-
JICKOj TeOMeTpHju, Koja je mpoHahena y pagosuma layca, JlobadeBckor u
Bomaja:

, r s 7K(p) 4
27k sinh <E> :27rr+w+...:27rr— 5 r’ 4+ ...
.2 .
U rako je — = —K(p) = —K. Crora noBpi Koja je MOJeJ] HeeyKJ/IJICKe

k2

reoMeTpuje MOpa UMAaTH KOHCTAHTHY HETaTUBHY KPUBUHY.

3anarak 1 HUszsedumo jedan excnepumenm. 3a nowemar yamume nerxo eohe
cpeproz obaura, nosynpewrura R, na npumep durey. 3abodume wanukaruyy y
cesepry noa durbe U Jedar Kpaj Korya 3a 3ybe 0bmMomajme 0ko me “auKaAuye.
3amez2nume 48pcmo Konay, npexo durbe 0o mavke K0ja je Omnpuiuke Ha noaa
nyma do exeamopa. [poicehu 0a06KYy Ha Kpajy moz ceemenma dystcume 1,
noaako je, sameacyhu kKonay nosaauume npexo duree cmeapajyhu Kpyscruyy
dyorcune O(r). 3abodume waukaruye na 16 mecma dysic me KpyscHuye.
Cada obmomajme KoHaY, 0KO YAYKAAUUG JYdHC Me KPYHCHUUE U cmesHume 0
bu KPYAHCHUUE 00 KOHUG NPAMUAL KPYHCHUYY Ha nospwury durbe. O0a06K0Mm
03HAMUME NOY%EMAK U Kpaj Kpyscruue od KoHua (mecmo 2de ce cnajajy).
Hasewuso odmomajme u pauwsupume xonay, dyoc servupa. Usmepume dyoicu-
ny O(r) usmehy 03HAUEHUT MAAKG.
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Kopucmehu gopmyay 3a K npexo obuma kpyea, npoyenume K. Cpauynajme
R npexo K. Ynopedume maxo dobujeno R ca cmeaprnum R.

IlIma saxnwyuyjeme? Ja au je epeuwska Mana Uit 6EAUKA?

Teopema 8 (laycosa meopema Egregium) Iaycosa KPUBUHA Je YHYMPAULtsa
Kapaxmepucmura nospw. Jlpyeum pevuma, axo je f: S — S uzomempuja
usmely dee pezynapne nospuiu, onda je K(p) = K(f(p)), 3a cearop € S.

OBa TeopeMa KazKe, /1a aKO CTAHOBHUIIA HEKOT JTBOJIUMEH3UOHOT ITPOCTOPA
3HAjy /1 je IHUXOB CBeT WIACHTU(MUKOBAH ca HEKOM TOBPIIH, OHJIA OHU MOTY
u3MepuTu ['aycoBy KpUBUHY CBOI' CBeTa CaMO O3HABajyhu Meperme JIyzKuHe
kpuBux. 3uenalyjyhe je na je m0BO/bHO 7@ ce Mepu KakKO ce MOBPII KPUBH
y R3, ¢ 063upoM Ha TO ja Cy CTAHOBHHIM JBOJMMEH3HOHHX IIPOCTOPA je/Ba
MOTJIN Ja JoKyde u R3.

Jla sin Bazxku obpar Teopeme 87

IIpumep 4 Jame cy napamempusosare nospwu r(u,v) = (ucosv,usinv,-
alnu),u > 0,v € (0,27),a > 0 u x(s,t) = (scost,ssint,at),s > 0,t €
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(0,27),a > 0. Joxasamu da nocmoju dupeomopdusam usmely osux nospuiu
koju wysa I'aycosy kpusuny, aiu da e nocmoju usdomempuja usmehy damuz
NOSPULL.

. a

ru(u,v) = <cos v, sinv, —)
u
ro(u,v) = (—usinv, ucosv, 0)
a

Tuu(U, v) = (0,0, _E>
Tuw (U, v) = (—sinw, cos v, 0)
Too(U,v) = (—ucosv, —usinv,0)

Ty X 7y(u,v) = (—acosv, —asinv, u)

|70 X 7y (u,0)|] = Va2 + u?

(—acosv, —asinv,u)

N =
Vva? 4 u?
g
U
F.=0
G, =u?
a
Cr = ————r
uva? + u?
fTZO

au
= Vet e

['aycoBa kpupuna nospinu r je K, = —

CL2

((l2 +U2)2 :
Ha cinuan vHauun JA0JIa3UMO U 10 FaYCOBe KpuBHHE IIOBPHIN T

CL2

K,=-———.
(a? + s2)2
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YenoB jeqnakocTn ['aycoBUX KpWBHWHA OBUX TOBPINH CBOAU Ce HA U = S, jep
u,s > 0. IIpema TOMe cBakKo Ipec/imKaBame 00JIMKa

O (u,v) = (u, h(u,v)), rue je h raarka dyHKIMjA

naje mudeomopduzam P uzmely oBUX HOBpIIN KOju 4yBa l'aycoBy KpUBHUHY,
Tj. Baxku K, = Kz, 11e je

Z(u,v) = (ucos h,usinh,ah), h = h(u,v),u > 0,v € (0,2m).

Jla 6m HeKo mpec/MKaBame OUJI0 M30MeTpHja MoTpedHOo je ja Oyje oBor
00JIMKa KOju ¢MO yrpaBo ojpeuian. MehyTum Taj ycjioB HEje U JIOBOJbAH.

Ja 6u ® 6mna uszomerpuja, mopa I, = Iz, cTora Kako je:
Ty = (cos h — usin hh,, sin h + u cos hh,,, ah,),
T, = (—usin hh,, u cos hh,, ah,),
Ez =1+ (v +a®)h?, Fr = (u* + a®)hyhy 1 Gz = (u? + a?)h?

MOpa BayKUTH:

2 + 2
1+ (W2 +a?)h2 =2 u2“ (17)
(u® + a*)hyh, =0 (18)
(u* + a*)h? = u? (19)

13 (18) wau je h, = 0 nwam h, = 0. Mebhyrum, y rtaukama tae je h, = 0
n06rjaMo KOHTpaauKnujy v penanuju (17), mok h, = 0 naje KOHTpaIUKIU]y
y (19). TIpema Tome m3omerpuja usMelly oBUX mapaMeTpU30BaHUX MOBPIIH
He mocroju!

Oo6par TBphena o uyBamy [aycoBe KpuBWHE IpU W30METPUjaMa HE BAXKH,
ajll BaykKy HemTo ciabuje TBpheme. (CBake JBe TOBPINH KOje UMAjy HCTY
KOHCTAHTHY ['aycOoBYy KpHUBUHY jecy M30MeTpHUYHE.

A
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3.6 DBearpammjeBa Teopema

7...Y nocrienme BpemMe, MareMaTH4YKa jaBHOCT IOYesIa je jga ce 6aBu HeKUM
HOBUM KOHIIEITHMa KOJU cy cyheHH, aKo IPeOBJIaIajy, ja AyOOKO IpoMeHe
eo mopejak Kiacudare reomerpuje.” (Bearpamu)

”...Axo mu ycBojumo oBe neduauIImje, Teopeme Jlobauesckor 6uhe nctunute,

TO jecT CBe TeopeMe KJIaCHYHe TeoMeTpHje ce MOy MPUMEHUTH Ha OBe HOBE

BeJINYWMHE, OCM HAPAaBHO OHUX KOje Cy TocJaeinna netor Bykangosor moctyaa-
ta.” (IToenkape)

Bearpamu je 1865. mnocraBuo nurame: Tpazkuo je JIOKaJIHEe YCJIOBE Ha
JIBEMa ITOBPINHMA, S1 U Sy, KOjH TapaHTyjy JAa MOCTOju JOKaJTHU audeomopdu-
3aM S7 — Sa, Koju he reomesmjcke JuHUje ca S, CAUKATH Y TEOHAE3MjCKEe Ha
Sy. TakBo mpecIMKaBare Ha3UBa Ce 2e00e3ujcko npeciukasare. bBenrpamn
je pemmo mpobJeM y caydajy aa je So eyKiamjacka pasaH. [lao je yciaose 3a
[IOCTOjarbe HPECINKABAbA KOje NeOIe31]CKe Ca HEeKe IMOBPIIH S CJUKA Y IPaBe
JuHHAje (reoe3ujcke y paBHN).

Hawnme, mocToju reoe3mjcko mpecanKaBambe CBAKOT OJT JTOKAJTHAX MOJesa
noBpiu KoHctanTHe [aycoBe KpuBmue y paBad. Ciiydaj KOHCTAHTHE HyJIa
KDPUBWHE je UJICHTUUYKO ITPECIUKABALE PABHHU. ¥ CJIy4ajy cdepe, Y TONIaBbY
7 kbure [6], MOXKEMO BHAETH Ja IEHTPAJHA MPOJeKIHja IIPECINKABA BEJIHKe
KPYTOBe y NpaBe JUHH]E.

Teopema 9 (Beampamu) Axo nocmoju 200e3ujcko npeciurasare ca no-
epwu S Ha eyrkaudcky pasan, onda je Laycosa kpusuna nospwu S KoHCMA-
HIMHG.

[Tpe camor nokaza, nedpuuaucahemo Kpucrodesiose cumbolie Ffj (u,v), Koju
HAM Cce IOMUEbY Y JIoKa3y Teopeme. (BujeTu u moraasbe 2.4y [3])

Hedbuaunuja 8 Hexa je S peeyraprna nospuw. Kpucmogerosu cumboru
Ffj = Ffj(u, v) nospwu S defunuwy ce Kao KomMnonewme 0pyeur u3600a
napamempuaayuje y 6asu [T, x,, N|, koje cmoje y3 maneenmue eexmope:
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Ty = Iy + T2 2, + €N, (20)
Ty = I192y + T2x, + fN, (21)

Tyy = [0y + 20w, + gN. (22)

CraTapHHM MHOXKEHEM Ca T, U T, jeanaununa (20), (21) u (22), y3 mauo
pauyHa jg001jamo:

. GE,—2FF, + FE,

'y, =

1 2(EG — F?)

, 2EF,—EE,+FE,
N 2(EG - F?)

r _ GE, — FG,
2 2(EG — F?)

e _ EG.—FE,

27 2(EG - F?)

1 _ 2GF, - GG, + FG,
2 2(EG - F?)
re _ BG,—2FF, + FG,
2 2(EG - F?)

u [y =Ty, T3, =T,
Hoxkaz Teopeme 9:

[Ipernocrasumo ga je f: (W C S) — R? reogesujcko mpecianKaBame,
Jiokastar audeomopduszam Aedurncan Ha orBopernoM ckymy W C S. Heka
U C R? orsopen ckyn Koju jiexku Ha caumy oj f u yamumo ga z: (U C
R?) — S Gy/e mapameTpu3alyja OBpIIH, Tj. KapTa jgata ca v = f 1. Kaxo
je f reomesmjcko npecaukaBame, pase JuHUje Ha U ce caIuKajy y reojie3njcke
na S. Hanmmumo ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv? 3a MeTpuky nopesany ca
x. Iperunocrasumo ga ce y(t) = (u(t),v(t)) upeciukaBa Ha 1eOJE3UJCKY
rov(t) = f'ov(t) ma S. Tlo npernocrasiu, v(t) je jeo eyk/aujcKke npase,
na je au(t) + bv(t) + ¢ = 0, rue un @ uu b uucy myna. Kako je au’ + bv' =0
u au” + bv” = 0, umamo:
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/ /
(= D)) oo

Kpusa v(t) = (u(t),v(t)) je reogesujcka, ako Baxu cJejehe:

0 — det u' U+ (W)°T + 200D, + (V)T
ety v wprh 4 2w + (),

3a goxkas moregaru Teopeme 2.21 n 2.22 y [3].

To jecr,

F%l(ul)g + (21—‘%2 - Fh)(u/)zvl + (1%2 - 211%2)“/(“/)2 - F52(UI)3 = 0. (23)

Kaxo je U orsopen nogckyn oz R?, mocToju 0TBOPeHH JAUCK HEKOT PaJujyca,
ca neHTpoMm y Omsio Kojoj Taukm Ha U, koju je meo caapxkan y U. Tako
ocToje JinHuje OUI0 Kor Harnba y OWI0o Kojoj Tadku. KOHKPETHO, MOCTOjH
reonesujcka gunuja Yo (t) = (ug, vo(t)), rae je v = 0 u v’ # 0, u reogesnjcka
7(t) = (u1(t),v1), rme je v/ # 0 m v = 0. 3aMeHOM 75 y T€OJE3HjCKY
jeanauuny mobujamo ma je I'2, = 0. Coamuamo, 3aMeHOM 7, J06HjaMo Ja je
'}, = 0. Kopucrehu nap npasana (u(t),v(t)) 3a koje je 2u(t) —v(t)+c=0nu
uo(t) — vo(t) + ¢+ 0 = 0 mobujamo 2u’ = v' u uy = vj,. Cana, kopucrehn (23)
nonazumo j1o '3, — 2T, = 0. Comano, 213, — T'}, = 0. [la Baxu cienehie:

F%l =0= F%z: F%Q = 2F]1L2 u QF%Q = F%r

Taycose opmyie moBesyjy [aycoBy kpusuny u Kpucrodeaose cumbose (Bu-
geru u crpany 178 y [6]):

(a) (Fh)v - (Fb)u + Fhrfz + F%1F%2 - Fbr%l - F%ZF%Z =FEK
(6) (Fb)u - (Fh)v + F%2F%2 - P%1F%2 =FK
(B) (T39)u — (Tig)v 4+ T5oT]y 4+ T3,y — Ty, — I, = GK

(F) (F%2>v - (ng)u + Piﬂ?z - F%2F%1 =FK
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[TorrrTo MU TOBOPUMO O T€OIE3MJCKOM ITPECTINKABAILY Ha paBaH, TMaMoO M0je THO-
CTaB/bEIHA:

(a) EK =TT, — (My)u
(6) FK = (T'}y)u — (2T), + T,
(8) GK =TT, — (D)
(r) FK = (T1y)s — (2T'1g)u + Tl

Oaysumajyhu (r) ox (6) mobujamo (T'},), = (T'%,), , na Moxkemo 3anucaru (6)
u (r) Kao:

(6) FK = F%ZP%Q - (Wz)v

(r) FK =TI, — (T1))u

C obsupom na cy I';; rmarke dbynkumje, mvamo:
(Fb)uv = (F%Q)vu

(M) ue = (T2)vu-

Axko y3memo napuujasae u3Boje o (a) mo v u (6) no u, Ko6ujamo:

O(EK
) Z B+ BR, = 2h(T), - (T
J(FK)
90 =FK+FK, = F%z@%z)u + F%Q(Fb)u - (F%Q)vu

KoMmbunyjyhu oBe pesaiuje, HaJIa3UMO:
EKv - FKu + K<Ev - FU) = 21—‘%2(1—‘%2)@ - F%Q(F%Z)u - F%Q(F%z)u

Bamena u3 (a), (6) u (r) maje:
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EK, - FK, = —K(E, — F,) + 2I%(T,I2, — FK) — T, (I'%,T%, — EK) —
[ (ML, — FK)

Hakon cpebuBama, n1obujamo:
FEK,—-FK,=-K(E,—- F,)+ K(I'l,E —T%LF) .

N3 nedpununmje Kpucrodenopux cumboia, nMamo:

1 1
MLE+ThF = B, uTHF + 4G = F, - 5,

Penamuje 12, = 0 u '}, = 2T'%, ummymnupajy caeselie:

TLE —T2,F = TL,E + T%,F — 2T%,F — T%,G
Tj.,

I',E —T%4LF =T{,F +1%,F - (I'l,F+T%G

MITO je UCTO ITO H:

1 1
I'LE-T4LF = §EU — (Fy — §Ev) =FE,—F,.
[Ipema Tome EFK, — FK, = 0. Cuposobhemem cauanor m3sohema 3a
O(FK) O0(GK
(8 ) — (6 ) nobujamo na je FK, —GK, = 0. Marpuuno ose dopmye
v u

WU3TJIeJ1a]y OBAKO:
E F\(K\_ (0
F G)\-K,)] \O
na Kako je EG — F? # 0, onga je K, = 0 = K, 1j. K je KoHncranra.

A

Tspheme 9 Hnsepsro npeciukrasarse uenmpanre npojexyuje Koje cauka 90o-
rwy remuchepy chepe nosynpewnukra R, ca yenmpom y k00pouHammom nove-
mry, y maneenmuy pasan y jyscrom noay (0,0, —R) je obauka:

R
(.,
V +u“+v
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Hoxkaz:

(0,0,0) = OP x OQ = (—Rs — tv, Rr + tu, v — su)

Oua . tu tv
BIe CJe Tajer = —— U § — ——.
JaBI A1 13 ] R R

—R2
NI

Kako je s + 172+t = R?, ciemn t =

" TBpheme BaxKu.

A

W3 maBep3a nenTpaJiHe IpojeKInje BUIIMO Ja ce MO¥Ke paBaH 000TaTUTH
reomerpujom cepe S%, ysohemem Pumanose merpuke na R? npec/iiukasamem
r: R? = S%. Kako je cdepa nospm y R*:

_ R 2 2
Ty = (R2+u2+v2)3/2(R + v°, —uv, Ru)
R
T, = (—uv, R* + u*, Rv)

(R? +u? +02)3/2

OBu KoOpAMHATHU BeKTOPH 0Jpelyjy JIMHUjCKU eJleMeHT y paBHU, WHYKOBaH
reomeTpujoMm cdepe:
(R? 4+ v*)du? — 2uvdudv + (R? + u?)dv?

(R2 + u2 + 02)2

ds®> = R?
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BearpaMu HaM je IIpeJCTaBHO MPBU MO HeeYK/IUICKEe PABHHU, 3aMEHHBIIN
R? ca —R? na n0o0uje JIUHUJCKE €JIEMEHT:

(—R? + v?)du?® — 2uvdudv + (— R? + u?)dv?

ds? =~ (—R? + u? + 12)?2

Tj.,

(R? — v?)du? + 2uvdudv + (R? — u?)dv?

ds* = R? (R2 — u2 — v2)?2

OBuM je momao 10 3aK/bydKa Ja je KpUBHHA KOHCTAHTHA W jeTHAKA e
Jlasbe, KaKo je TIpOMemeHa caMo KOHCTaHTa [R2, cienehe pemamumje m jmasbe
BazKe:

F%l =0= F%%
QF%Q = F%h

Tako cy onma reosme3mjcke JIMHHjE YCTBApU €yKJIHJIACKE Hmpase. 300r oBOra
HaM je Omyio moTpebHO reo/Ie3mjCKO MPECTNKABAHE.

Heka je R = 1. lloBpmr kojy Taga mo6ujaMo je YHYTPAITHOCT je IMHTIHOT
JIACKA:

D = {(u,v) € R*|Ju® +v? < 1}
Oznaumhemo merpuky ca ungekcom B o Benrpamujy:

(1 —v*)du? + 2uvdudv + (1 — u?)dv?
(1—u2—2)2

Heka Dp = (D, dsp) o3nauasa Bearpamujes mopeur.

2 _
dsp =

(24)

[Tern EykinmgoB nocryaar oBe He nposiasu. IloryeaajMo CIuKy UCIHO.
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lata je Tauka P koja muje Ha matoj mpasoj [. Jlara je OeckomadHa
dbammauja munuja (reogesujckux) Kpo3 P, o kojux HujenHa He cede [. [Tapa-
JIeJIHE TIpaBe IpaBoj [ cy ¢Be IpaBe Koje IMpoJase Kpo3 Tauky P u Tauke Ha

jeamuunanoj kpyxkuuiu rie je | cede. Kako te tauke we npunajajy Dg, ose
npaBe He CeKy npaBy .

Ako yBesieMo mosapHe KoopamHare, Ham guck noctaje Dp = {(r,0)[0 <
r < 1}. Ja 6ucMo OpOMEHWIH MeTPHKY Mopa u = rcosf, v = rsinf u

du = cos @dr — rsin 0df, dv = sin 0dr + r cos 0d6.

Jennaunua (24) Moke GUTH pacIUCaHa W OBAKO:

(1 —u? — v?)(du?® 4+ dv?) + (udu + vdv)?
(1 _ u2 _ 02)2

2 _
dsp =

Tj., V TOJAPHUM KOOpJIHHATAMA:

g2 — 1= r?)(dr? + r2d6%) + r2dr*  dr? N r2do*
Sp = (1—T2)2 - (1—7“2)2 1 — 2

[Topen BearpamujeBor Moje1a 3Ha9ajHu cy u [loeHKapeoB IUCK MOMIe I
[ToenkapeoB MOy paBAHCKH MOJIE.

Heka cy (u,v) craEmapaHe KOOpAMHATE Ha TUCKY MOJIYIPEYHHUKA A

D?*(a) = {(u,v) € R*u? +v? < a®}.
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Jedunurremo IloeHkapeoBy MeTpuUKy Ha AUCKY Ca:

4a*
(a2 —u? — 02)2<

3a (u,v) ca mucka D?(a). Mosxke ce m3padynarn ['aycoba KpEBUHA OBE METPUKE

ds* = du® + dv?) (25)

¥ OHA M3HOCH ——.
a2
Heka cy (x,y) cramgapjiHe KOOPJHHATE FOPHE IOJIYPABHHU:

R} = {(z,y) € R?ly > 0},

rJie je ¢ TO3UTHUBHA KOHCTAHTA.

Hedunumniemo IloeHkapeoBy MeTpUKY MOJypPaBHU ca:

2
ds? = %(dmz +dy?). (26)

Bamr kao (25) u (26) MeTpuka uMa KOHCTAHTHY HeraruBHy ['aycoBy KpUBUHY
1

a?’

Y Ilpumepy 4 pexsu ¢MO Jla YKOJHUKO TOBPIIN UMajy KOoHCcTaHTHe ['aycoBe
KPUBWHE je/IHAKe, OHJA Cy Te MOBPIMHU JOKAJHO m3oMerpuare. CamMuM THM,
BUIUMO Ja ¢y nceynocdepa (11) u nospiiu Koje uMajy Merpuky [loeHkapeose
MOJIYPAaBHU JIOKAJTHO H30METPUYHE.

[Tornerajmo reojie3njcke annauje y [loerkapeoBom Moy paBaHCKOM MOJIETY .
2
) a
Heka je E=G=—un F'=0.
v

Cl2

U2+<U—D)2:@7

C, D const

[eonesujcke y [oenkapeoBoj mostypasuu ¢y mpape kaj je C' = 0 i KpyKHHIIE
HOPMaJTHE Ha XOPU3OHTAJIHE Oce. 300T M30MeTpHrje, OBO BaXKH U HA 1CEYT0CHePH.

Jlamme n3ydaBame OBUX MOJesa MpeBa3naa3u OKBHPe OBOT paja.
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4 Kyna naspe?!

7...llopen Eykamnma, koju je u masbe 6poj jenan, Jlobadesckm m Puman cy
OJTUTPAJIN 3HAYAJHY YJIOTY V HCTpasKUBambIMa OCHOBA TeoMeTpHje, ain Puman
je momao npe ocranux...” (JIn)

Toxom 19. Beka pa3Boj aHaau3e M MEXaHHKE JOBEO je MareMaTHdape
y MO3UIHjy Jia KOPHUCTE Pa3/JUIuTe U3pa3e ca BEJUKUM CTEIIEHOM CJI0DOJE.
@opmyalyja I0jMOBa, Ha IPUMep KMHETHUIKEe eHepruje Kao KBajapaTHe ¢o-
pMe WM HPHHIIUIA HajMabe aKifje Kao BapHjalloHor mpobsema, mosehaso
je MoryhHOCT HpUMeHe I'eOMEeTPHUjCKUX METO/a Ha MeXaHudke npobJieme y
BHUIIIUM jJuMen3ujama. Kao mro cy Tepauwan [lomn u Jlynen, npuxsarame
HeeyKJHNJICKe TeoMeTpHje v Apyroj mojosuHM 19. Beka, 3aje HO ca TI0jaBOM
BHIIIEIUMEH3UOHUX (PeHOMEHA Y MEXaHUIIM U IIPOJeKTHUBHOj reOMeTPHju, OUIO
je YBOJ y BHUIIEIUMEH3HOHY T'€OMETPH]Y KAaO OKBHPA 3a IpEJICTaB/baibe H
pelaBame IPUPOJAHO HacTagux npobdsema. Ociiobahamem reomerpuje o
IbeHUX €yKJIUJICKUX KOpeHa, Oujio je Moryhe 3aMuC/IUTH yUeHhe FreOMeTPUJCKUX
objekaTa y OMJI0 KOJUM JMMEH3MjaMa y KOMe ce MeXaHW4IKH cucreMu Kpehy
0 JI0OPO MO3HATUM HPUHITHIIAMA.

Jyna 1954., Puman je onpxkao npegaBame Ha PumozodcekoM haxyaTery
Yuusepaurera y ['orunreny, ja 6u uCIyHuo 3axrese 3a ynanpeheme y Banpe-
jgHor mpodecopa. Puman je npemioxkuno Tpu Moryhe teme 3a cBoje mnpejaBa-
we. IlpBe jBe cy ce ogHocuiie Ha caMy XabwiauTalujy, J0K je Tpeha Ousa
Be3aHa 3a OCHOBe TeoMmeTpuje. l'ayc je, Kao 4IaH Hmerope KOMHUCH]e, TPOTUB
yobmuajeHe mpakce, uzabpao Tpehy temy, oHy Koja je memy Ousia mHTepeca-
HTHa. Puman je nmonyaumo upepaBame On the hypotheses that lie at the
foundations of geometry. Ty je mokperyo HOBy pazy pa3Boja audepeHiimja-
JTHE TeOMeTpHuje.

Texct PumanoBor mpeaBama HUje ce TI0jaBHO 3a BpeMe HeroBOT JKHBOTA.
[TocrxymHuo je objaBiben 1868. rojaune. Te ucre rojune mnojasspyje ce benrpa-
MujeB Essay on the interpretation of non-FEuclidean geometry, y KoM je
oH TipejicTaBuo cBOj JIuck mozes. TlocseTno je maxkKimy HEEYKJIUJICKO] pPaBHHU,
ocTaB/bajyhu HepellleH IpoOJeM CXBaTaiba TPOJAMMEH3UOHOI HeeyKJIHJICKOT
npoctopa Jlobauesckor u bosmaja. Illta Buie, Bearpamu je 6M0 MUILBEHHA
Jia je takap npocrop nemoryh. Ilucao je: ”Bepyjemo ja cMo jjocTuriiun
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/b 33 IJIAHAPHU JIe0 MOKTPUHE, Al CMaTpaMo Ja je HeMoryhe HacTaBUTH
nasbe.” Masio makon mro ce PumanoBo mnpejasaibe MojaBumio, bejrrpammn
je objaBMo aHAJIM3Y MMPOCTOPA KOHCTAHTHE KPUBUHE Yy MHOTO JAMMEH3Hja Ha
ocHOBY PmMaHOBEUX mieja Koje YK/BYIY]Y JdeTa/bHY BEP3Ujy TPOAUMEH3NOHOT
HEeYKJIHJICKOT IIPOCTOPa. 3a BUINe /eTasba, norienatn CTUIBEJOBY KEBUTY
Sources of Hyperbolic Geometry, Koja ce cacToju o/ KOMEHTapa Ha PaIoBe
Benrpamuja u ocranamnx.

?

Y PumanoBom mnpenaBarmy MOyKe ce npoHahm 10BOJBHO JeTasba Ja 1ajy
IIpaBall, HapeJJHUM TeHepalljaMa reoMeTtapa. JemgHa o/ K/BYIHUX TadaKa je
OuIa 0/IBajame OCOOMHA CKYIa TavyaKa BUIIEINMEH3MOHOT IIPOCTOPA, HEroBe
TOLOJIOTHje, OJ, MOryhux MeTpuuKuX cBojcraBa. Puman je yBykao cebe y
[aycoBy Teopujy MOBpIIN U BEOMA je IMEHHO YHYTPAIIU MOLJe], IITO je U
KaMeH TeMesball theroBOT puctyma. /lasbe pacipase 0 OBOj TeMu TpeBa3uiase
OKBHPe OBOT paJia u Mory ce nHahu, na npumep, y Geschichte des Mannig falt-
igkeitsbegrif fs von Riemann bis Poincare (Iloan) unu Linear dif feren-
tial equations and group theory from Riemann to Poincare (I'pej).
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5 3axBaJjIHUIIA

ZKejtesra 6ux Ha MPBOM MECTY Jla M3PA3UM BEJIUKY 3aXBAJTHOCT CBOM MEHTOPY
npod. jap. Mupjanu Dopuh koja je yBek Omya Ty 3a MeHe Kao mpodpecop,
Kao MEHTOP M Kao YOBEK. YBEK HacMejaHa, CIIpeMHa Jia MOMOTHE U NPYZKH
HOJIPIIKY KaJ1 je Ousio Terko. Hen3mepHa 3axBa/iHOCT 3a CBE IITO je YINHUIA,
3a TPy, U3/IBOjEHO BpeMe U caBeTe Koje Hukasa nehy 3abopasutu. [locebno
caM 3aXBajiHA HA CTPIJBbEHY Jla 0Baj PaJl yIiIeJa CBETIOCT JIaHa.

Taxobhe, Hajuckpenuje ce 3axBaJbyjeM wianoBuMa Komucuje, ap. Mutonry
Dopuhy u jap. Usany /lumurpujesuhy Ha cBum cyrecrujama u caseruma.

1, na kpajy, 3axBajbyjeM Ce MOjo] MOPONIN, MOjO] CHUT'YPHOj JIYIIH, Ha
HOJIPIIIITY, HEM3MEPHO] JbyOaBU U CTPILHEILY.
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