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Forsing,koji je u teoriju skupova uveo P.Cohen, je pos-
tupak konstruisanja "generi&ne" ekstenzije polaznog (tranzitiv-
nog i prebrojivog) modela teorije ZFC,dodavanjem "genericnog”
skupa,uz pomo¢ kompletnog niza uslova.Kljuéni pojmovi ove meto-
de su (kona&ni) uslovi i forsing relacija izmedju uslova 1 re-
cenica (adekvatnog ijezika),a sama konstrukcija se odvija u pre-
brojivo beskonac¢no mncgo koraka.U svakoj fazi odluduje se 0O sa-
mo kona&no mnogo relacija pripadanja koje de vaziti u modelu.
Sskup tih relacija je odgovarajuéi po redu uslov posmatranog kom-
pletnog niza,a sva svojstva novog modela su odredjena skupom us-
lova,drugim re¢ima (datc) svojstvo e u njemu vaziti ako i samo
ako je determinisano (forsirano) nekim od uslova.No,premda je
pojam "forsiranja" u vezi sa pojmom impliciranja esencijalno se
od njega razlikuje u sledefem: ako uslov p forsira svojstvo ¢
nece nudno i svaki model koji zadovoljava p zadovoljavati 1 ¢.

U teoriji skupova forsing se iskazao (i jos uvek se is-
kazuje) kao vrlo pogodna metoda za konstrukciju modela kojima
se dokazuju brojni rezultati vezani za pitanja konsistentnosti.
Prvi medju njima su Cohen-ovi o nezavisnosti aksiame izbora (AC)
od Zermelo-Fraenkel-ove aksiomatike (ZF) i nezavisnost kontinuum
hipoteze (CH) od ZF+AC.

Tokom 1969. i 1970.godine A.Robinson generalizuje meto-
du forsinga za (klasiénu) teoriju modela,razvijajuéi prvo konac-
ni a potom i beskona&ni forsing,dok K.J.Barwise teoriju Robhin-
son-ovog kona&nog forsinga uopstava za beskonatne logike.Konac-
ni forsing je neposredno inspirisan Cohen-ovim skupovnim forsin-
gom {opet se koriste kampletni nizovi uslova za konstrukciju ge-
neri®nog modela) .U sludaju i -jednog i drugog forsinga krede se
od (neke) teorije i njene klase modela i konstruiSu nove klase
modela koje sa svojim teorijama predstavljaju (u odnosu na po-

laznu klasu i teoriju) analogone algebarski zatvorenih polja 1
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njihove teorije (u odnosu na klasu i teoriju polja).(Upravo je
primer algebarski zatvorenih polja naveo A.Robinsona na uvodje-
nje pojma modelskog kompletiranja,a kasnije je E.Bers izvlace-
&i esenciju iz te definicije,imajudi u vidu primer formalnih
realnih polija,definisao modelsko pridruzenje).Klasa modela do—.
Ibijena beskona&nim forsingom je modelski kompletna 1 modelski
konsistentna sa polaznom,dok kona&ni forsing daje (za prebro-
jiv jezik) samo modelski kompletnu klasu,cija je teorija model-
ski konsistentna sa originalnom (ako je jezik neprebrojiv moze
se desiti da uopite nemamo generiénih modela).Oba forsinga de-
fini%u operatore pridruZenja,koji,kao uostalom i svi ostali ope-
ratori pridruZenja,produkuju,u sludaju njegove egzistencije, ,mo-
delsko pridruZenje.

Metoda forsinga pokazala se i u teoriji modela (konac-
nih i beskonadnih logika) i model teoretskoj algebri korisnom
(§to se vedé vidi i iz gore navedenog) kako za dobijanje novih
tako i za simplifikaciju dokaza veé postojedih rezultata.Navo-
dimo samo,red je o prvoj primeni forsinga u algebri,A.Macinty-
re-ov dokaz obrata tvrdijenja B.H.Neumann-—-a: ako se konacno ge-
nerisana grupa moZe utopiti u svaku netrivijalnu algebarski za-
tvorenu grupu onda je ona rekurzivno predgtavijiva sa resivim
problemom reci. )

Ova disertacija nad je prilog teoriji (konacnog) for-
singa u teoriji modela.

U prvom paragrafu prvog poglavlja,razradjujudi ideje iz
doktorske disertacije Jean-Pierre Keller-a,pokazujemo neophod-
nost formulisanija forsing pridruZenja preko "slabih” formula u
sluaju forsing relacija za beskonacne logike (Lku) ako se Ze-
1i sintakti®ka aparatura adekvatno prosirxiti a da pritom forsing
pridruZenje ostane deduktivno zatvoren skup,koji sadrzi sve lo-
gic¢ki valjane formule (1.16) .Cak i ako se ostane pri sintaktic-
koj aparaturi za konad&ne logike,ako je L jezik s jednakosfu,upu-
ceni smo na isti korak (1.23),jer je iskaz: za svaki uslov p
pll—~~pA® akko pl||—A~~®( (*)ydovoljan ali ne i potreban (1.24)
uslov za: za svako p pl|l—-~~PCl1.Uslov da svaki neopadajuci la-
nac (duZ?ine manje od )\) ima gornje ogranilenje je,pak,dovoljan
(1.11) ali ne i potreban (1.22) za (*).
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U drugom paragrafu dajemc korekciju dokaza slabe 1in-
terpolacione teoreme za beskonadne logike prezentiranog u Kel-
ler-ovoj tezi.Csnovnu gresku,kcriddenje relacije koja u opstem
ne mora da bude (i u sluCajevima od stvarnog interesa i nije)
forsing relacija dok se istovremeno koriste svojstva f[orsing
relacije,otklonili smo formiranjem forsing relacije (1.35-1.46)
koja sa datom ima presek "po meri" (1.47).No,prethodno smo mo-
rali izvrgiti jo3 neke ispravke 1 poboljdanja pojedinih rezul-
tata vezanih za ovaj dokaz,od kojih neki u novoj varijanti (po-
sebno 1.26) nalaze i kasnije primenu.

U drugoj glavi iznosimo uglavnom sudtinu magistarskog
rada.Mnogi dokazi su,medjutim,pojednostavlijeni,a korigovana su
delimi&no i dva tvrdjenija,pri ¢emu je (kontra)primerima pokaza-
no neva¥enje nijihovih prvobitnih (kompletnih) verzija (2.7,2.9,
2.10) .Izlo%enim materijalom dokazujemo da se sva bitna svoljstva
Robinson-ovog konacénog forsinga prenose na n—-konac¢ne forsinge,

4 smislu njihovog “transliranja za n" (2.15-2.23,2.27) (-)°n
je,takodje,n-operator pridruZenja (2.26)) i dajemo konstrukci-

ju n-konac¢nog forsing pridruZenja pomocu aproksimativnih lana-

ca P.Henrard-a (dakle,standardnim metodama teorije modela) (2.28-
2.37). .

U tredoj glavi ukazujemo prvo na to da ako se aa n-ko-
nadni forsing gleda prevashodno kao na sredstvo za dobijanje
n-kona&nog forsing pridruZenja i ostalih za tu teoriju relevan-
tnih rezultata izbor skupa uslova nije jedinstven (3.1-3.10) (po-
sebno npr. u slu&aju (Robinson-ovog) konacnog forsinga za skup
uslova moZemo,s tog stanovidta,uzeti i skup ¢iji su elementi ko-
naéni skupovi (konsistentni sa datom teorijom) recdenica ekviva-
lentnih sa kvantifikatorsko slobodnim re&enicama}.Glavni rezul-
tat ovog poglavlja je da za svaku teoriju T jezika L postoji pro-
$irenje T” ,definisano u adekvatnom prodirenju L~ jezika L,tak-
vo da Je rin = (T’)ff1SENT(L) (3.11-3.13) .0datle onda sledi 1i
da se (za dato n) svaka teorija jezika L moZe proSiriti do _teo-
rije ™ (dobro) prodirenog jezika LY za koju je (Tw)f=(Tw)
(3.14-3.18).

Setvrtim poglavljem nadinjemo jednu veliku temu: 0dnos
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izmedju date teorije i njoj korespondentnih n-konac¢nih forsing
pridrufenja i medjusobni odnosi n-kona&nih forsing pridruZenja
(n-w) .Pored rezultata opsSteg karaktera (4.1-4.8) koji su nam

(zajedno sa 2.18,2.23 1 jcd nekim iz druge glave) bilifosnovni
i L] ] . i : — : . 3 3 - — n
alat” u tom 15p1t1vunj% dokazujemo i sledecle: Tor.om ToLoM

po=pin oD n o' o4 gvako n>l (4.9,4.12,4.13,4.14)
G G ! AG "AG ' F F ! ! ! !
gde su TDLOM'TG'TAG 1 TF,respektlvno,teorlja gqustog linearnog
uredjenja sa maksimalnim 1 minimalnim elementom,grupa,%belovih

grupa i polja.Za kompletnu aritmetiku (TN) imamo TN=TNn za sva-
ko new (4.10),a za Peanovu arit?etiku (TPR) vazi: za svak% n
K n

n ] .
[ ] - L L] T 4 - - T
postoil k>n takvo da e TPA% PA i nijedna od teorija DA

nije modelski kompletna,niti (sigurno) za n>l1 kompletna (4.11) .

Rezultati petog poglavlja wopStenja su veé poznatih,u
prvom redu onih od J.Hirschfeld-a,i iznosimo ih ovde,s obzirom
da je sama"translacija za n",0 kojoj je re&,rutinski i ne bas
inventivan posao,poglavito zboyg njihove povezanosti sa materi-
jalom izloZenim u drugoj 1 detvrtoj glavi i moguénosti koju oni
pruzaju u traZenju odgovora na pitanja koja iz tog materijala
proizilaze (tu,pre svega,mislimo na korisdéenje (topoloskih) pro-
stora kompletnih 1 (n+l1)-egzistencijalnih tipova u ispitivanju
pojmova vezanih za teorije n-operatora pridruZenja i n-konacnog
forsinga 1 (n+l)-egzistencijalne kompletnosti—S.3,;.4,5.6,5.ll,
5 24-5.27) .Nag udeo se,stoga,pre ogleda u modifikaciji i dopu-
ni pojedinih stavova i dokaza dime se navedena veza jos bolje

saq ledava.

Yelim na kraju da spamenem one koji su mi,posredno ili
neposredno,pomogli u izradi ove disertacije.Akademik profesor
dr .Mirko Stojakovié mi je drzao predavanja iz svih kurseva al-
gebre na redovnim studijama i udinio da zavolim taj predmet.
profesor dr.Slavi%a Pre3ié me je na postdiplomskim studijama
sainteresovao za teoriju modela i uputio na izudavanje teorije
forsinga.Struéni razgovori sa profesorom dr.Svetczarem Milicdem
su mi uvek bili od koristi.Docent dr.Zarko Mijajlovidé mi je
svojim idejama,sugestijama i primedbama u mnogome olaksao rad

na tezi.Na njihovoj pomoc¢i iskreno im se zahvaljujem.




UVODNE NAPOMENE

Notacija koriddena u disertaciji u standardnoj je upo-
t rebi u teoriji modela. I pored toga, tekst nudi (eventualno)
votrebna tumacenja vedine simbola i izraza, naravno, obavezno
onih koje mi uvodimo. Za svaki slucaj dajemo ovde jo$ neke na-

pomene .

Modele demo obeleZavati sa M, N,K,... a njihove domene

sa odgovarajudim velikim latinicénim slovima M,N,K,...

Ako je L (dati) jezik i A skup (novih) konstanti, L (A},
prosta ekspanzija jezika L, je Jezik sa funkcijskim i rela-
cijskim simbolima iz L i konstantama iz i L i A. Posebno, ako

je M model jezika, L(M) je prosta ekspanzija Jezika L pri cCe-

mu postoji bijektivno preslikavanje skupa M na skup novih konstantl

(u literaturi se Cesto elementi skupa M i njima korespondent-

ne konstante oznacavaju istim slovima).

Skupove En, Hn formula jezika L definisemo induktivno:

Ly = g = (|9 je formula )jezika L bez kvantifikatora}
L4y = {jvm...gvm_l¢|¢aﬂn, mew } ,
“n+l = {Vvo...va_1¢|¢ELn, mewl .

U konaénim logikama svaka formula je ekvivalentna sa
nekom iz skupa En' Hn, za dovoljno veliko n. S obzirom na to
mi ¢emo, ukoliko ne naglasimo drugacije, formulu (jezika L)
zvati Zn' Hn formulom ako je ekvivalentna sa nekom formulom

iz skupa Zn, Hn.

Teorija T jezika L jJe deduktivno zatvoren, konsisten-
tan skup reCenica (jezika L). Teoriju obicno "zastupa" neki
njen podskup (skup aksioma), Cija je ona deduktivno zatvore-
nje. Ako je skup aksioma podskup skupa Hn' kazemo da Je teo-

rija ﬂn aksiomatizibilna.




Hn segment teorije T jezika L, u oznaci Tﬂﬂn, defini-
semo formalno kao skup reZenica {¢}¢ Je i reCenica jezika L 1
T+ 4]. Teorija T je, prema tome, Hn aksiomatizibilna ako Je
jedan njen skup aksioma (podskup od} Tﬂﬂn. No, mi u tom slu-
*aju neformalno stavljamo 1 T=Tan naglasavajuci time da je
T deduktivno zatvorenje skupa Tﬂﬂn. UopSte ako su Tl i T2 dva
(konsistentna) skupa relenica jezika L T,=T, de za nas zna-
citi da dati skupovi imaju isto deduktivno zatvorenje, drugim

red¢ima, za svaku reenicu ¢ Jezika L le-¢ je ekvivalentno
sa TZF-¢.

Ako su M i N modeli jezika L i h preslikavanje skupa
M uN , hije n-elementarno utapanje (h:M+nN) akko za svaku

y , T formulu ¢(v_, ...,V ) jezika L wvaZi

n n O m—1

MF=¢[&O,...,am_1] akko MP=¢[aO,...,amqi], a. eM,

i=0;---;m"l-

Ako je N ekstenzija modela M i h identicno utapanje
pisemo Md%N i ka¥emo da je N n-elementarna ekstenzija modela
M.

Lanac modela Mcc:M1C2;..__M&;;..., a<f je n-elementa-

ran lanac modela ako MY<£N6 za sve ordinale v,6<R, Y<d.
¥ 4
(Poznata je teorema da je u tom sludaju M=MGQBMq n-elemen=-

tarna ekstenziija svakog modela Ma, a<B) .

U osnovi vedine rezultata za konadne logike su sledece

teoreme na koje demo se pozivati implicite:

Teorema dedukcije. Skup redenica je konsistentan ako i

samo ako je svaki njegov konacan podskup konsistentan.

Teorema kompletnosti. Skup refenica je konsistentan

ako i samo ako ima model.

Teorema kompaktnosti. Skup redenica ima model ako 1

samo ako svaki njegov konacan podskup ima model.

Takodje demo se Zesto (i opet uvek precutno) koristi-
ti tzv. lemama prenosa (koje su direktne posledice teoreme

kompaktnosti) |32].




Lema prenosa L. AKG su M i N modeli jezika L i h:M=N

injektivni homomorfizam modela M u N postoji model N’ (jezika

.} takav da je slededéi dijagram

Nl"

. // \\%

M —— N

komutativan.

Lema prenosa II. AKO su M i N modeli jezika L i h:M-N

injektivni homomorfizam modela M u N postoji model M’ (Jezika
L) takav da je sledeci dijagram

r

M
AR\
o N

komutativan.-

(M=N znadi: postoji bijektivni homomorfizam modela M

na N).

I poslednja napomena: sa @m u drugom i tredfem poglavlju
obelaZavamo skupove Zm,ﬂm reCenica (jezika L(A)), a u petom
({n+l)~)egzistencijalne m-tipove. NO, nedoumice nema, s Obzi-

rom da se u tekstu ovi pojmovi ne javljaju istovremeno.

BCHOBHA OPTAHMIANMIA YIAPYWENOT PAAA

SA MATEMATHKY, MEXAHMKY
, HAC
bnbiAHOTE HTTHUM"‘IY

Bpoj:
Batywm:




[ GLAVA
APSTRAKTNT FORSING

i 1. FORSING RELACIJA

Definicije i neke od rezultata vezanih za forsing rela-
ciju preuzimamo iz |26|. Definicija forsing relacije Jje uopste-
nje (u svakom sluaju ne suStinsko) definicije iz [25] utoliko
5to posmatramo samo dati jezik L dok se u 1251 (kao i ul37,
12]) uvodi i (prebrojivo) beskona&an skup novih konstanti. No,
svejedno, bez konstanti ne moZemo. Pretpostavljamo u svim opsS-
tim razmatranjima da je L jezik prvog reda, Sto vise nedemo

posebno naglaSavati, (konaCan 111 beskonadan) koji sadrzi bar

jednu konstantu. Za osnovne logicke simbole uzimamo " (negacija),

& (kona&na konjunkcija),j(egzistencijalni kvantifikator) 1 (u
sludaju da je L beskonaZan jezik) A(beskonacna konjunkcija) ,a
ostale Vv (konad¢na disjunkcija), ¥(univerzalni kvantif&kator),
»(implikaciija) i V(beskonacna disjunkcija), definisemo na uo-

bidajen nadin preko osnovnih.

Neka je <C,<,0> parcijalno uredjen skup sa najmanjim
elementom O,AT{(L) skup atomarnih i SENT(L) skup svih recenica
jezika L (pisacemo 1 samo, kad kontekst dozvoli, AT, odnosno

SENT) .
pefinicija 1.1 Unarna relacija ||— nad skupom CxSENT je

forsing relacija ako ispunjava sledece uslove:

(1) uslov saglasnosti: za svako p,qeC, za svako ¢eAT
(p,¢)e||l— 1 p<q implicira (q,¢)e ||—

‘ako je L jezik s jednako$céu zahtevamo takodje

(1) (i) za svako peC i svaki zatvoren term t posto]i
qeC, p<q i (q,t=t)e ||~

(1) (ii1) za sve zatvorepe terme tl'tZ' za sve atomarne
formule ¢(v) (s najviSe jednom slobodnom promenljivom) 1 za
svako peC postoji qgeC, g2p takvo da ili (p,t1=t2)¢ | |— ili
(P9 (t)))E = 111 (q,e(ex))e [l

Al o — —————— ¢

T S




(2) (pﬂh;¢2h;iyﬂ akko (p,¢l)g[p_ i (p,py)e|l-;
kada je u pitanju beskonacna logika, uvodimo 1

(2) (i)  (p,Ad)e |l— akko (p,d) za svako ¢ed;
(3)  (p,vd)e| |~ akko za svako gzp (q,®)# ||

(4)  (p,3ve(v))c ||~ akko =za neki zatvoren term ¢t

(p,p(t))e]l—-

Umesto (p,o)el|— i (p,d)¢||— koristicemo nadalje stan-
dardniju notaciju: p ||{—, odnosno p|l#). Elemente skupa C z0-
vemo uslovima, a p|l-¢&itamo: (uslov) p forsira ¢. Ako

pll— "¢ kaZemo i da p slabo forsira 9.

U opisu kakve forsing relacije (nad CxSENT(L})) formuli-
sademo samo njen presek sa CxAT(L) (koji je oCigledno u potpu-

nosti odredjuje).

pefinicija 1.2 Forsing sistem je uredjena trojka <C,

|-, L>, gde je C parcijalno uredjen skup sa najmanjim ele-

mentom, I data logika i ||- forsing relacija (skupa CxSENT (L)) .

Definicija 1.3 Neka je <C, ||-,L> forsing sistem, gde

je L konacéna logika. Za pcC
Tc[p] = {$eSENT|p ||— vvo}.

TC[O] (0-najmanji element skupa C) kfade se pise TC.
TC zovemo forsing pridruZenjem (the companion).
Direktno, na osnovu definicije forsing relacije, proizi-

laze stavovi:

rTeorema 1.4 (a) Za svaki uslov p 1 svaku recenicu ¢

iz p||-¢ i g>p sledi gf|-¢.

(b) Za svaki uslov p i svako ¢eSENT pjl£~o
i1i pl|+¢ .

(c¢) Za svaki uslov p 1 svako ¢eSENT posto-

ji geC, g>p i1 q||—¢ 1li g |i—v¢.

Lema 1.5 (a) Ako p||—¢ tada pll-vve;
(b) pll-~¢ akko p |- vvvé;
(¢) pl|-vva} akko p|l—avvg;
(d) pll-vivvep(v) akko za svaki zatvoren term
t pli-vvd(t).
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U !26] je dat iscrpan (sintaktic¢ki) dokaz sledele teoreme:

reorema 1.6 Neka Jje <C, |i—,L> forsing sistem, gde je
[, kona&na logika (jezik L je proizvoljne kardinalnosti). Ta-

da za svako peC

(1) TC[p] je (konsistentan) deduktivno zatvoren skup (iz

T‘prL¢ sledl ¢ETC[p] za $eSENT) 1

(2) ako jJe ¢(v1,...,vn) logic¢ki valjana formula
(}TH(VI""'VH))OQda za sve zatvorene terme tl""'tn jezika
oty e E) - [pl.

Sistem aksioma korisden u dokazu prirodno se deli u
sledede grupe:

(A) (aksiome nastale od tautologija propozicionalnog

racuna) |

PC1 ¢~ (¢d)

PC2 (o~ (y=x)) > ((¢~>p) » (¢>x))

PC3  (vpovg) o ()

PCd4a &y >

PC4b ¢&y)p - ¢

PC5  (¢=p) > ((d>x) ~ (d>y&x))

PCéa $>bvy

PCbb y-¢vy

PC7  ($ry) » {({Pp>x) > (pvyrx))

L(B) bazidne kvantifikatorske aksiome

PC8 Wwvy(v) » ¢(t) gde Je t term slobodan za promen-

ljivua v u ¢

PC9  wvy(v) > (Jvx(v)-¢) ¢ Je formula koja ne sadrizi

slobodnu promenljivu v, a y(v} - (x (v)=9) Je iz (A)
i (D) generalisane kvantifikatorske aksiome

¢ je kvantifikatorska aksioma ako postoji konacan niz formul.

¢1,...,¢n5¢ takav da za i, l<i<n

¢i je iz (B) ili postoje indeksi1 j.k<i takvi da ¢4 je

¢j&¢k ili postoji m<i 1 ¢i je Vv¢m(v).

Kona&no, ako je L jezik sa jednakoscu, tu je i

{C)

PC1l0 Vv (v=v)




PC1l VYvvu(v=u > (¢=$ 7)) gde je u promenljiva slobodna
za promenliivu v u formuli ¢ i ¢~ je rezultat
samene slobodnih pojavljivanja od v u ¢ (ne nu-
no svih) promenljivom u.

0d pravila izvodjenja imamo samo

(E) iz ¢ i ¢~y sledi ¢ (modus ponens) .

Ovaj sistem je kompletan, drugim re¢ima, valjanost 1

logic¢ka valjanost se poistoveduiu (t]. —¢ akko = ¢). On se
evidentno moie.reducirati u delu (A), Sto bi, pak, samo ucini-
lo mnoge dokaze duzZim (npr. kompletnosti), ali zato gore pome-

nuti kradim.

Sam izbor sistema je u ovom slucaju irelevantan 1 stvar
je,u prvom redu,procene autora o njegovoj pogodnosti za izla-
ganje tehnilkih detalja. Dokaz, inate, sledi ide]ju iz |2, gde
je dobijen analogan rezultat za kona&ni forsing (i recimo uz-
gred, koriscen drugi sistem aksioma). U vezi sa teoremom 1.6,

misljenja smo da je bitno uociti sledece:

prvo, uslov (ma koji) p zapravo forsira (a ne samo

slabo forsira) svaki aksiom. Ovo je posledica lema 1.5 i

reme 1.7 pllm~(wgay) akko pll—~(eay),
koje daju y

Lemu !.8 pj|—~(¢>y) akko pil— (¢->y) -

Naravno, uslov je da se drZimo definicije 1.1, jer npr.

u |2| u okviru definicije je dato

p||-¢vy akko p||-¢ ili p{k ¥
dok mi imamo
Lemu !.9 Postoji r>q, r||-¢vy akko postojl rxq,

r||-¢ ili r||—v¢.

Drugo, rezultat teoreme 1.6 se ne moZe generalisatl,
tj. analogno tvrdjenje za beskonadne logike s jednakoscu ne
vaji u opStem &ak i ako ostanemo pri istoj "sintakticko]j apa-
raturi" obogadenoj samo uvodjenjem aksiome (sledimoc i dalje
notaciju iz |26/ )

PC_2 AP -~>¢ za svako ¢ iz ¢.

Napomenimo odmah da vaZzi




rema 1.10 Svaki uslov p slabo forsira M-+ 1 s te

—

strane smo mirni. Ali pokusajmo da dokazemo p | —vVvPCll (dokaz
smo u sludaju konaéne logike bazirali na definiciji 1.1 1 in-

Jdukcijli po sloZenostl formule). Primetimo prvo da

pl\—u\HvVu(v ur(p-a’)) akko za sve zatvorene terne

to,t,  pLT (e =t & o (t l) & ovp’(t  ty) ).

I 2
Uzmimo da je formula & beskonacna konjukcija AV 1 probajmo,
imajuéi u vidu induktivnu pretpostavku, dokaz dati reductio ad
absurdum. lipoteza je, dakle, da postoji uslov g:p takav da
q| -t -tz&nT&mﬁw’. Iz q!k—t1=t2 1 q||—¢ gde ye¥ sledil q||%m¢'
pa izvodimo qihix\mmW’. (U protivnom bi,naime, imali da za
svako r>q postoji formula y'ey’ takva da r|l#auy’. Fiksirajmo
r>q i y’ev’ tako da r||#vwy’. Onda za neko s>r(zq) s|{—-nyp’ ali
i 5|F~tl=t2
potezom) . No, da 11 q||¥mﬂmmw’ protivuredi q{ljmmP'? Jedinst-

i s||—p, 8to je kontradiktorno sa induktivnom hi-

venog odgovora kao Sto demo videti (lema 1.12 i primer 1.22),
naYalost, nema u opsStem, tj. sama definicija forsing relacije
ga ne daje i jedini izlaz je 1li u postavljanju izvesnih novih
uslova ili u preformulaciji skupa ¢ [p] (naravno, intencija

nam je da teorema 1.6 ostane u vaznosti) .

Tako ako je u pitanju Lmu (¢>w) logika vaZi (podrazume-
: 7

vamo, $to femo i ubudude ¢initi, aksiomu izbora) :

Lema 1.1! Ako parcijalno uredjen skup uslova <P,<> ima

svojstvo da za svako A<k svaki monotoni niz PoSP -+ -SP S-- -
n < A 1ima gornje ogranicenje tada za svaki uslov p (1 svaki

skup formula ¢, [d]|<k)
P H—ﬂ%%$ ako i samo ako p||_%m;@ (*) .

Dokaz Razmotrimo samo manije trivijalnu implikaciju.

Neka je ¢= {¢ ly<i(<x)}, p,gecP, g2p 1 p||-And i pretpostavimo

da smo za dato a<) veé konstruisali niz q<pPg. - pa_ .+r B<o
tako da p [|_ za svako y<3. Ako je g graniéni ordinal upra-

vO nam uCLnjena pretpostavka o parcijalno uredjenom skupu

<P, <> omogucava da proS$irimo niz nekim uslovom p, (p,> Pg za <o)
koji forsira sve formule ¢ , y<o (sada jednostavno moZemo da
"premostimo jaz" izmedju naslednlh i grani¢énih ordinala) dok

sluaj a je nasledni ordinal nije ni predstavljao problem




(uporediti sa 1.5(c)). Tako kona&no dobijamo i p, takvo da
E-])'I:(] j_ pA||_— Ao

Primetimo samo na kraju da druga (vise trivijalna} im-
plikacija vazi uvek.

Iz (*) direktno proizilazi p||[-vwPCll i ake je L bes-
konacna logika jer

Lema 1.12 Uslovi "(*) i"za svaki uslov p p||-"¢

" . .
akko pi}-%A%%é su ekvivalentni.

Drugi nad¢in je da na adekvatan nacin, kao $to je receno,
ako ved ne %¥elimo da definiciju forsing relacije opterecujemo
“amandmanima”, definisemo Tc[p]. I kao 3to smo "slabo forsira-
nje" uveli zbog modus ponensa da bi mogli "izvuci" dvostruku

negaciju ispred A, koristimo "slabe formule" {(u oznaci ¢w ) .

pefinicija 1.13 Za formulu ¢ (beskonacne) logike L

definiSemo ¢Wk na slededéi nacin:
(i) ako je ¢ atomarna formula, ¢Wk je v ;

wk je AWWk wk

(tj-wgww
(ovaj sludaj podrazumeva i kona&nu konjunkciju);

(1i1) ako je ¢ Iwvo(v), (3vb(v)™ je anaup™(v) 1

(iv) ako je ¢ ¢ tada (%w)Wk je mwwk.

y
Lema {.14 Ako je L kona&na logika i <C,{|— ,L> forsing

(ii) ako je ¢ formula AY, onda (AY) ) .

sistem, onda (za svaki uslov p 1 svaku formulu ¢ logike L)

pll- vv¢ ako i samo ako pl{—¢Wk.

Dokaz Rutinska provera indukcijom po sloZenosti formu-

le (od pomoéi je i p||-vvive(v) akko p{[=vvivive(v)).

Lema !.15 P ]—m%¢WK ako i samo ako pi!—¢WK.

(Mala) napomcna: Nedoslednost u formulisanju tvrdjenja
-~ pominjanje, odnosno nepominjanje forsing sistema - nasa jJe
odbrana od monotonog ponavljanja "Ako je <C,||— ,L> forsing si-
stem...". Jer, jasno je, on je uvek, dakle, i nepomenut, prisu-
tan (u ovoj glavi mi niSta drugo i ne radimo do ispitujemo
opita svojstva forsing relacije) i to apsolutno proizvoljan

ukoliko veé preostali deo teksta ne uvodi izvesne restrikcije.




-10-

7akljudujemo da su "slabe formule” 1 vige nego ispuni-
le zadatak, mada se od toga nedemo posebno okoristiti (ne sa-
no da smo "izvukli” dvostruku negaciju ispred A, mi smo Jje za-
pravo eliminisali):

p!%—h%%¢WR akko p|L~A$Wk akko pikmmmﬂQWR).

Tek sada smo ujedno u moguénosti da za "potrebe" besko-
naéne logike ukljucimo 1:

PC, 1 Avud A D
E iz y+¢ za svako ¢$e¢ sledi ¢\ ¢

x5

a definiciju generalisane kvantifikatorske aksiome prirodno

nopstimo:

D : U logici LrA ¢ je kvantifikatorska aksioma ako po-
stojl niz (¢Y)Y56,6£A, formula loglkE-LKA takav da ¢6'je ¢ 1
za y<§ |

(1) by je iz (B) ili (2) za neki podniz (qm)8<€,g<y i
1[ <Y l:} y

y je ng b ili (3) postoji indeks a<y za koji je ¢Y
)

Da to ranije nije bilo moguce kazZe nam

reorema 1.16 Slededi iskazi su ekvivalentni:
(a} (*) ,
(b) =za svaki uslov p pll-vvw akko pl%—¢Wk,
(c) za svaki uslov p pl||-vPC 1

i (d) za svaki uslov p iz p||-vv(y>$) za svako ¢e¢

sledi p||—~v(y-n¢).

Dokaz (a) - (d)
S ozbirom da slabi forsing ocuvava modus ponens (0vo

tvrdjenje je deo teoreme 1.6) prema lemi 1.7 (d) je ekvivalent-
no sa

(d') za svaki uslov p pl%—%m(¢£¢%m(w+¢}+(w*ﬂ¢)), ti.
pli=v( Ay~ (Wave) apenad) .

Smatramo da je jednostavnije proveriti (a) - (d').

Pretpostavimo da vaZzi (a) ali da za neki uslov p po-
stoji uslov g>p takav da q]L—¢£¢%{w&m¢)&¢&w\$. Prema 1.12
- q]L_%Am%¢ pa za neku recenicu ¢oe¢ ql}%%m¢o. Znaci za neki us-
lov r>q rH—am¢O, no tada i rf||—-v(p&ve ) i r||—y&v . kontradik-

cija.
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(d) +~ f(c)

Kako (za svako g¢e?) pl}~mm(nmm¢+mm¢) (lema 1.10) i
o (uup>g) to prema lemd 1.5(c) pll=vv((Avvgrng) & (Vvgrd) )
a onda i pl|—vv{(Avng>d) (primetimo samo da su sve tautologije
izvedive iz skupa aksioma PCl-7 pomocu modus ponensa) pa zbog

Q) p | i=ve(Avesad), ti. pil=v(Avedgie) .

(c) -~ (b)

Uz pretpostavku da (c) vazi, (b) dokazujemo indukcijom
po sloZenosti formule. Da seé ne bhi ponavljali (videtl teoremu
1.14) prelazimo odmah na slucdaj: formula je oblika 79d.

p]L—(A@)WR akko za svako ¢ed P H—¢Wk akko (po indu-
ktivnoj pretpostavci) za svako ¢e¢ pjfj-vv$ akko p |—A v

akko pll—-"wA® (u poslednjem koraku koristimo: 1z p |—Aug i

(c) sledi da za svaki uslov q>p qlhﬁmn¢, dakle, pl —uf §)

(b) - (&)
Upravo smo pokazali da uvek plL—(ﬁ®)Wk akko p[%—hmm¢
2 (b) nam daje i pll- (A@)¥® akko p||-ne.

Prema tome, pro&irenje aksiomatike beskonacCne logike
(ne nuno s jednako$céu) bilo sa aksiomom (tacnije rec¢eno aksiom
Semom) PC_1 bilo s pravilom izvodjenja E_ (videtil primedbu na-

kon teoreme 1.20) uslovlijava isti korak.
¥

Prirodno je na ovom mestu postaviti 1 pitanje svrsisho-
dnosti definisanja forsing relacije uzimanjem za osnovni logi-
&ki simbol A radije nego V, jer sa (|25|) p[|-Ve akko za ne-
ko ¢e® p||—¢ odmah bismo imali i tako zeljeno pl|-Ad akko
p||-Annd (gde sada A¢ zamenjuje ~Vnd) pa onda 1

pll- " akko p|l-v
tto bi nas, znadi, oslobodilo uvedjenja “slabih formula" (vi-
deti primer 1.22). Opravdanje, pre svega, vidimo u privrzZzenos-
ti navedenoj (i &esto korisdcenoj) prezentaciji aksiomatike bes-
kona&ne logike (]23]). Primetimo jos da su u | 2| ,137] simboli &
i v posmatrani nezavisno jedan od drugog no kada se, kao u
ovom sluéaju, potencira sintakticki pristup i to posebno 1 za
beskona&ne logike (kona&ne logike nam i, inade, nisu zadavale,

bar kad je re® o formulaciji skupa Tc[p], problem-teorema 1.6)
| jasno je da demo minimizirati skup logidkih simbola koje kori-

stimo.
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k .
Lema 1.17 Ako p {—(Ib—ﬂll)w i Pl \_ q;WK’ onda P““‘b

wk

wk

Lema .18 (a) pl — (Avud ) d) (t. pii_ (Ple)Wk);

(b) p‘__(¢ ¢(P*¢)+(v+ﬁ®)) ; odatle iz
piiﬂ(¢+¢)w za svako ¢ed sledil pl|— (p>Ad) k
(c) Ako Je ¢{v1,...,vu),u<l kvantifikatorska
formula, tada za sve zatvorene terme tl""’tu pl}-¢w (tl""t“)’
pokaz (a) pth(A%%¢+h¢)Wk je (prema definiciji implika-

cije (»), definiciji 1.13 1 lemi 1.15)ekvivalentno sa: za sva-

ko qzp, g |HAeYE 118 qf#we
(b) Kaoc i u delu (a) izvodinmo

pii—(,A ®(¢+¢)+(¢+ﬂ¢))‘*’k akko p| [ (% » (09) e e ")
a pretpostavka da postoji uslov g>p takav da |
q gk (0e) Vs anan ™
vodi u kontradikciiju (onda, naime, za neko ¢ ed qH¥1¢Wk dok s
druge strane q ||—( w+¢0)wk i gll=y Wk te stoga i q|l- wk).

(c) Razmotrimo posebno svaki slu€aj (videti defi-
niciju kvantifikatorske formule). (1) je veé dokazano (teore-
ma 1.6 i lema 1.14). Dokaz za (2) i (3) se bazira na indukci-

ji. (2) je trivijalno, a za (3) (¢ je ¥vé (v,Vv ..,VU)G<Y]

17
imamo: prema 1ndukt1vn03 hlpote21 za sve zatvorene terme

tort st p||—¢ (t tl,...,t ), tj. (lema 1.15 )

o 1 i

p[{—%%¢zk(to,tl, t ), a ovo je ekvivalentno sa, redom
(lema 1.5{(d)}) P ——%3v%¢a (v,tl,...,tu)
(lema 1.5(b}) P —"m%%3v%¢:k(v,tl,. .,tu)
(definicija 1.13) p —-(Vv¢a(v,t1,...,tu))Wk.

Preostaje nam jo¥ samo da uvedemo

pefiniciju 1.19 Neka Je <C,||—,L> forsing sistem (gde

je L ma kakva logika). Za pEC

fC[p] = {¢eSENT | p|$~¢WR}

1°[0] se krade pise ¢
(zadr¥ali smo notaciju iz definicije 1.3 jer definicija 1.19
je samo njeno uopstenje za sludaj L Jje beskonacna logika -

- videti lemu 1.14) i zakljudimo da vazi
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reorema [.20 Neka je <C, ||—,L> forsing sistem, gde je

1. beskonadna logika sa skupom aksioma i pravilima izvodjenja

4

S {pCi-11,pPC_1,PC_2,modus ponens,D_,E_!.

Tada za svako peC

(1) Th[p] je deduktivno zatvoren skup;
(2) Ako jJje m(vl,...,v“) formula logike L 1

..,vt], onda za sve zatvorene tecrme tl""'tu

Primedba. Ponovo smo aksiomatiku (koja inace nije kom-

pletna-iz = ¢ ne sledi nuZno |- ¢, |8, |26]) "preopteretili®. La-
ko se uvidja npr. da PC_2 i E_ daju PC_1 (ovde mislimo na dire-
ktan dokaz, a ne onaj prezentiran u {26|, gde, pomenimo i to,
takodje nalazimo i p|1—¢%¢(w+¢)+(w+nmm¢) (u proveri koristiti
lemu 1.7), odakle gotovo direktno: za svako p p||{-vAvP,  im-
plicira: forsing relacija ocuvava E_, tj. (za svako p) 1z
pll-wu (9>9) za svako dped sledi pl[-an (=40}, no to je samo deo

tvrdjenja 1.16.
Navedimo necke primere forsing sistema.

primer 1.21 |25 Neka je p klasa modela konacnog jezika

L, Ly fragment logike Lmlw a ¢yneki njegov deo koji sadrzi sve
atomarne formule i zatvoren je u odnosu na (uzimanje) podfor-
mule (za svako ¢ed sub(¢)={y|y je podformula formule ¢J}=¢) i
C beskona&an skup konstanti takav da LNC=¢. Neka je, dalje,

A A
uvidja da su njegovi elementi formule dobijene zamenon konacno

K. najmanji fragment logike L(C)wlw koji sadrzi L_ (lako se

mnogo slobodno promenlijivih konstantama iz C u formulama
fragmenta LA) i ${(C) skup {¢(cl,...,cn)eSENT(KA) | ¢(vl,...
.,vn)g¢}. Tada je <P,|[—,K,

je konacan podskup skupa ¢(C) realiziv u prodirenju nekog mo-

> forsing sistem gde jJe P={p | p

dela M iz p} skup uslova, < relacija inkluzije 1 za

qb(cl,...,cn)EAT(L(C)) i peP p i|—¢(cl,...,cn) ako i samo ako ¢(cy,...C )EP-

Ukoliko za fragment L, uzmemo ba3 L i za ¢ skup atomarnih

A
i negacije atomarnih (baziénih) formula, a za klasu u klasu
“modela teorije TNT, (=<{¢|¢ je univerzalna relenica jezika L i

T|—¢), pri &emu je L jezik u kome je teorija T definisana,
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imamo Robinsonov konacni forsing (] 2 ,(21],(37) . Svojstva,pak,
forsing sistema kod koga je ® skup Zn U “n formula i U klasa
modela teorije Ti]ﬂn+l (LA je, jos uvek, L) u korelaciji su
sa svojstvima konac¢nog forsinga (slikovito releno radi se O

"vyanslaciji za n") |16].

Osvrnimo se ovom prilikom, kad je ve¢ o konacnom for-
singu (i ne samo njemu) red, na jo¥ jedan detalj. Nalme, tako
duge dok smo "u sferi sintakse® u dobijanju za nas relevant-
nih rezultata, dovoljno je pretpostaviti da je skup {(novih)
konstanti C beskonadan, npr. prebrojivo beskonacan. Situaci-
ja se, medjutim, menja kad se predje na semantiku. Tako u sa-
mom pojmu generi&nog modela nailazimo na preslikavanje skupa
konstanti € na skup generatornih elemenata modela, 3to u
opStem teoretskom razmatranju (egzistencija generi¢nog modela
nije zagarantovana u slucaju neprebrojivog jezika L) znaci da
nam treba "neiscrpna zaliha” konstanti, dakle, prava klasa
(podrazumevamo ovde da ne 5elimo nikakvih ograda po pitanju
kardinalnosti generi¢nih modela = u 125 skup C (1 uopSte
fragment KA] je prebrojiv, pa su i svi generi¢ni modeli, kao
kanoni&ki, automatski prebrojivi). Na raspolaganju su nam dve
moguénosti: ili da po potrebl "dopunjavamo" skup konstanti (s
tim u vezi videti teoremu 2.13 u !37|) ili da odmah za C uz-
memo pravu klasu. Ovo drugo fétina nije u skladu sa definicijom
1.1, no, istina je isto tako da bi se ta definicija mogla 1
preinaéiti dozvoljavajuéi da su uslovi elementi prave Klase.
Dosad navedeni rezultati ostali bl u vaznosti i jedina razli-

ka bila bi u promeni prirode objekata sa kojima se radi.

primer 1.22 Neka je M prebrojiv model prebrojivog Je-

zika L 1 ﬁ={¢n | new} njegov dijagram (skup bazi&nih receni-
ca jezika L(M) koje vaZe u M). Posmatrajmo forsing sistem

<P,H—,L(M)m1uJ
kluzije i pn={.;pi | O<i<n},new i za pyeP 1 deAT (L (M)) piH--¢

ako i samo ako ¢ep; - Lako se uvidja da svaki uslov P forsira

> gde P={p_ | new} je skup uredjen relacijom in-

AvuA, ali ne i A A (E]. pj|LLA%mﬁ i pjlk-ﬂﬁ&).
Uredimo sada skup 4=¢, U o, (¢1 i ¢, su, respektivno,
skupovi atomarnih i negacije atomarnih re&enica iz 4A), tako

da je ¢1={¢n | n<w} i ¢2={¢m+k|kem} i uzmimo da je
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p =tp, | a<wtwl, pa“{¢6 | 6<a} (npr. p =¢, U o, }). P, takodje
sredjujemo relacijom inkluzije, a 1 for51ng relac13u odred ju-
jemo kao u prethodnom slucaju. Za forsing sistem

K . ~ e
Py N ,L(M)LllelJ vaZi:
ako je p=p_ uslov i P skup reCenica jezika L (M) . kar-

Wi
Jdinalnosti <w, tada palﬂ—mmﬁ¢ ako i samo ako pﬂ[L—Amm¢,
PokaZimo to. Kako jJe uPl,E? linearno uredjen skup (s
najmanjim elementom po={¢o}) za svako B,y {(<wtw) 1 svako

Pzl (M) wlw

pBH— vup ako i samo ako pl}—-m%¢
S obzirom na to dovoljno Je dokazatl tvrdjenje za a=w. Naime,
to smo ved ranije konstatovali, jedino je problematican (<)
smer, a uz hipotezu da tvrdjenje vazZi za barem jedno « lako
se izvodi da vaZi za svako 'R; jer ako B#a i pB|l~A%m¢ onda i
pulk~ﬂm%¢ pa, dakle, i pa||~m%h¢ , a odatle pBILm%%A¢.

No, za svaku relenicu ¢ logike L(M)m "
1

||-¢ ako i samo ako pmlLr%%¢ (onda jasno p ||-Awvd
implicira pmll—-htb, dakle, i p_ | [ d) .
Dokaz je indukcijom po sloZenosti formule.
Ako je ¢ atomarna recCenica, u pitanju je neposredna
posledica Cinjenice ¢ 1&=Py - Ako je ¢ oblika Jvy(v) 1
IL—mmng(v) za neko new i neki zatvoren term t p . L= v (E) .
Stoga P, | |- ~vp (t) 1 po induktivnoj pretpostavci pil— p{t), tj.

I._dl|--Elmp(v) Ostali slu&ajevi su jos laksi.

Napomena Ovim primerom smo pokazalli da je uslov za

parcijalno uredjen skup P dat u lemi 1.11, koji garantuje

pl]-wA® ako i samo ako pf |- Avud

dovoljan, ali ne i potreban.
Mi smo pokazali da (*) implicira ¢ (p]|— PC11 za svako
p (tj. za svaku formulu ¢ koja pripada aksiom Semi PCll1
[p]l -¢, odnosno ¢5Tc[p]) Stoga u sluéaju kada (*) ne vazi,
moramo da proveravamo posebno da 1i ¢ [p] -PC11 vaZi ili ne.

Sledeéi primer u svakom slu¢aju potvrdjuje nasu prime-

dbu datu nakon leme 1.9.
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primer 1.23 Neka Je L jezik koji sadrZi (samo) rela-

ciju jednakost = i M beskona&no prebrojiv model za L u kome
se = 1nterpret1ra kao relacija ekvivalencije tako da barem je-
dna klasa sadr?i beskonadno mnogo elemenata. Neka je A Jed-
na takva klasa i a,b dva elementa iz A. Neka je Ap"& ua, pozi-
tivni dijagram od M, gde Je 4, skup atomarnih recenica u koji-
ma se javlja konstanta ¢, koja odgovara elementu a (a2=ap—al)
i neka je Lptako numerisano da A *{¢ lnew} i ﬁz-{¢ ]kém}.
Opet stavljamo pu=f¢ﬁ\63n}, Cﬂ{pu]a€m+m] i deflnlsemo za jezlk
L(M)mlm forsing relaciju kao ranije.

sada ne postoji uslov koji bl slabo forsirao c_=c,~
(Ady +1&'), gde Jje &' skup re&enica dobijenih kao rezultat sub-

stltu01je konstante € konstantom ¢, U reCenicama 1z Ay, jer

pw\k-ca = cb&ﬂ&l&%h&i

Posebno ni jedan uslov ne forsira slabo ¥vvu(v=u-
r(\A (v)+ﬂ5 (u)}, gde & (v) 1 A (u) se dobijaju iz ﬂ i &i za-
menom konstanata Chyr Cp sa, respektlvno, promenljlv1ma v 1 u.
Konadno, primetimo da (*) nije 1 potreban uslov za: 2a

svako P Tc[é]FPC1l. Pokazujemo to

primerom 1.24.Neka je L Jjezik s jednakoscu i bez funk-

~ijskih simbola 1 xonstarci i M beskona&no prebrojiv model za
I, u kome se = interpretira kao relacija identiteta. Numerisi-
mo dijagram modela M A=A U 4,, gde & “{cachla beM,azb} (A,=
6-A,) na slededi nadin: & —{¢ [n<w}, 8, {d +k\k<w} Za skup
uslova C uzimamo, kao i u prethodnlm primerima, {p la<wtw},

#{¢B|B<a} a i forsing relaciju ||- za jezik L(M)m . takodje
deflnléemo standardno: za peC 1 ¢EAT(L(M)) p| |- ¢ akko bEP .

Lako se proverava da za svaki uslov p p| |- ¥v¥u (v=u~

>(¢>d’)) (tj. za sve konstante C_.,Cy PlL"%(ca=Cb&¢&%¢')'dOk S
druge strane vaZi: za svako P pl|--a~veé i p||-—-d gde jJe
¢={ca=ca|aeM}.
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© 2. SLABA INTERPOLACIONA TEOREMA ZA BESKONACNE LOGIKE

Na primer iz |26! imamo odredjene primedbe. Kako smatra-
no da su one relevantne za ispitivanje 1 same date relacije 1
njene primene pozabaviclemo se time detaljnije. Citiramoc prvo

primer.
Primer 1.25 |26! Neka su dati logika L (s pravilima

izvodjenja ﬂo), konsistentna teorija T logike L, skupovi

Ay i A, respektivno, novih konstanti, odnosno relacljskih 1
funkcijskih simbola, pri Cemu jJe 1A2| < [All = ¢ng¢lgiL! = K
(14| je kardinalnost tranzitivnog zatvorenja formule ¢) i

skup FcL(A UAZ) koji ima slededa svojstva:

1

(1) iz ¢eF sledi sub(d)c=F;

(2) 1z ¢eF sledi ~¢el’;

(3) ako ¢==F i |&[<k onda A®eF;

(4) ako ¢ (v)eF 1 CEAI onda ¢ (c)elF
i (5) za svaku formulu ¢ iz F postoji konstanta c iz
Al koja se ne javlja u ¢,
i neka Je ¥, Supremum duzine dokaza u L, dakle, A, ako je L
fragment logike Ly (podsedamo na definiciju: T |—¢ akko po-
stoji podskup A od T ftakav da ]A|<KO i |-AA>d) .

Skup uslova € (u F u odnosu na T) parcijalno uredjen
relacijom inkluzije ima za elemente sve podskupove (p) skupa

SENT (F)=SENT (L (A UAZ))H F koji ispunjavaju

1
( i) ako peC onda lpl<mo;
( ii) =za peC TUp je konsistentna teorija u L(Athz)
i (iii) formule koje se javljaju u uslovima nisu konjuk-
cije
(Forsing?) relaciju (u L(A UA,)) | |- (c=C*SENT (L (A, UA,)))

ponovo odredjujemo sa

p|F"¢ ako i samo ako ¢ep (gde ¢eAT(L(AIUA2))).

odmah uofavamo da u slugaju logike s jednakoscu, bez
naknadnih uslova za F, <C,||—,L(A UA,)}> uopdte ne mora biti
forsing sistem. ZtaviSe ni tvrdjenje kao Sto je:

ako su t.,t, zatvoreni termi koji se javljajuu F 1

|
¢ {v) formula iz F tada
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(1) P vl =t,)

(ii) za svako p postoji gop takvo da ilil plhitl=t2
i1i pllAe () ili afl—(ty)
ne vazi uvek.

Izgleda najprirodnije avesti uslov da [ sadrzi komp-
letnu odgovarajucu finitarnu logiku i onda ako je A singularan
kardinal nuZno oslabiti {3) kako bi (5) ostalo u vaznosti. Us-
lov (3) je i inale suvide jak. Njega, recimo i to, skupovi F¢l,
F¢2 1 Fo' koje koristimo u dokazu oslabljene verzije interpo-
lacione teoreme za beskonacCne logike,u opStem i ne ispunjava-
ju; podsetimo se, premda ovde nije bas o tome re¢, da iz defi-
nicije fragmenta L, date beskonadne logike L kao njenog pre-
seka sa kakvim tranzitivnim skupom A, koji ima odredjena
svojstva, proizilazi samo da ako je & skup formula takav da

b =L, i ¢eA tada i Abel, (|24]) . Posmatrano i neovisno od teo-
rije forsinga (3) Jje zajedno sa (4), bez naknadnih velikih og-

raniZenja, u koliziji sa (5) za A singularno.

glededa dva rezultata, ako se i ne radi O forsing rela-
ciji, interesantna su sama poO sebi, a u izvesnim slucajevima
mogu. biti i od koristi bas u primeni forsinga.

Neka je A regularan kardinal (ovaj uslov uvodimo s Jedi-
nom namerom da pojedndstavimo "pricu”}), [ fragment logike L
i Al,Az i T kao u 1.25, a 8to se tiCe skupa C iskljucdujemo
tadku (iii) koja, misljenja smo, u datim razmatranjima nema
posebnu funkciju. Onda za relaciju IlwgCXSENT(L(AfJAZ)) koju
jefiniZemo za atomarne relenice na ved poznat nacin, a za

slo¥enije na nadin na koji definigemo forsing relacije s tim

to (za peC)

p|l— 3vé (v) akko postoji ¢ iz A, tako da pli—¢(c)
(alternativa ovoj soluciji, ako bi se insistiralo na sto ve-
doj sli¢nosti sa forsing relacijom, bilo bi "pojalanje" skupa
F sa (4') kao zamenom za (4): (4') ako je ¢{v)eF i t zatvo-
ren term tada i ¢ (t)eF) vazi:

Lema 1,26 ( i) p H—¢Wk ako i samc ako p H—mm¢Wk

y (ii) Ako je ¢eSENT(F),peC i (1) ¢eP, (2)
-p||_¢w . (3) TuplAve i (4) postoji g takvo da gpopUl¢} tada:
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(a) (1)-(2), (b) (2)~(3) i (c) (3)}~>(4).

Dokaz (ii) (c) je trivijalno a (a) i (b) dokazujemo

(simultano) indukcijom po sloZenosti formule $. S obzirom na
izvrdene preformulacije dajemo dopunu (uz nuzne korekcije) do-
kaza iz [23}.

Neka je Abep, qmp 1 $cb. Kako je TuUqU{é} konsistentno

r=qUi{pst je uslov 1 po induktivnoj pretpostavci rik—¢Wk. Proi-
o . ' WK . i wk . ' . wk
zilazi p|j- v, ti. pll- ¢, dakle, i pll-(a2) 7.

Ako plk—(h*)Wk, ali ne i TUplL ~ad, onda je TUpULvA G
konsistentno, pa je i za ncko ped TUpU{nad,vd} konsistentno.
No, za qmpUlrad, ) (eC) qi}—%¢Wk je u protivurecnosti sa
p|l-¢Wk, a 1z qi|¢%¢WK sledi egzistencija uslova roqg takvog
da r H—¢wk i stoga TUr|#£~¢ dok ~per 1 opet kontradikcija.

Ako v (v)ep za neko ceAl TUpU{sd(c)} je konsistentno;
lako se proverava da je ovo talno za svaku konstantu C iz
Al koja se ne javlja u relenicama uslova p. Analogno i za

svako qop postoji ¢ iz A, tako da jJe r=qU{4{c)} uslov, pa

1
kako,po induktivno] hipotezi rli—-tbwk

k: t]. PIF-(3v$JWk‘

iz p\?m(?v¢(v})Wk
A, tako da r\L*¢Wk
TUr|£vveg (v), dakle, i TUp |AvIve (v) .

(C) (znaci 1 r[[ﬂ3v¢Wk(v))
W

p ||~ 3ve

sledi, pak, da postoji r=p 1 c 1z

(c). Pretpostavka TUr|L~¢(c) implicira

Korolar 1.27 Za ¢eSENT(F) 1 peC

plk“¢Wk ako i samo ako TUp|-—4¢.

Napomena. S obzirom na pretpostavku da je X regularan
kardinal ogranidenje |T|<A je nepotrebno. U protivnom (kada je
A singularan kardinal) uvodimo ga zbog primene pravila E_.

Primetimo, takodje, da uslov (3) za skup F se ne kori-

sti u dokazu leme 1.26.

Osvrnimo se u vezi sa primerom 1.25 i na dokaz stava
kojim kompenziramo nevaZenje interpolacione teoreme u opsStem

sludaju za beskonac¢ne logike (DGi).

Teorema_ 1.28 Neka su ¢, id¢, dve reCenice date logike

Lku s jednakoidu (i pravilima izvodjenja ho) i neka i—¢1*¢2-
Tada postoji relenica ¢ te logike takva da F“®1*¢ i |=d>0,
i da svaka konstanta i svaki funkcijski i relacijski simbol

izuzimajuéi = koji se javlja u ¢ javlja se 1 u ¢y iu ¢ 5 -
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Osnovna ideja, koja dobrim delom sugeri$e i tehnicka
redenja, preuzeta je iz dokaza interpolacione teoreme u (kla-
si¢noj) L_ logici u kome smoO uz pretpostavku da ne postoji
interpolant za ¢1 i ¢2 izvodili egzistenciju teorije Hintilke
koja je sadrZavala formule ekvivalentne sa ¢1 i %¢2, dakle i
nodela (odgovarajudi kanonicki model) za ¢1 1 %¢2. Sada, shod-
no zameni = sa |-, koristimo sintakti&ku aparaturu. U tom ci-

] ju prosirujemo prvo jezik L skupom (novih) konstanti A

4 o e i i

kardinalnosti .U ]&i pa u I'J(f.!’fa))‘l_1 definisemo F¢i,i=l,2 kao skup
formula sa svoistvom da se svaka konstanta 1 svaki funkcijski
i relacijski(razlicit od =)sinmbol jezika L,koji se javlja u njima javlja
Lou gy i koje sadrZe ne viSe konstanti iz A nego Sto je do-
zvoljeno kvantifikovanja (sto nam uz ostalo ostavlja mogudnost
da se, kada to bude potrebno "oslobodimo® tih konstanti} .
Sem trede F¢i ispunjava sve ostale tacke definicije u 1.25.
No, u svakom slucaju ako ?CF¢. 1 |¢|<cfu onda A¢eF¢,. Stoga
i po analogiji sa dokazom Cralg-ove teoreme i1 uzimamo za ele-
mente skupa C sve podskupove p=p1Up2 skupa SENT(F¢PE%2)denr-
zumevamo pig;F¢i, i=1,2) kardinalnosti manje od cfu i takve
da je unija teorija Thm(npi}={EEF0=F¢lnF¢2|ﬂpiLﬂg}, i=1,2 kon-
sistentna. Relacija 11§;CXSENT(L(A)AU) je definisana kao (}1—)
u 1.26. Ovog puta koviscCenjem oznake || umesto ||— naglaSava-

no da se ne radi (nuZno) o forsing relaciji.

U dokazima sledeéih lema neophodne su manje ispravke,
bolje redi, dopune. Osnovno Je stvarna moguénost pretpostavke
da za skupove A koriScéene u njima (A;;Thm(ai),aieF¢i i I&iémo)

vazi AAcF .
y o

Lema !.29 Ako gieF¢i,i=l,2 1 EeF tada Thm(gl&E)UThm(gz)
je konsistentna ako 1 samo ako je Thm(al)UThm(gz&g) konsisten-

tnha teorija.

Lema 1.30 Ako EieF¢i,i=l,2 i Thm(EIHJThm(Ez) je nekon-
sistentna teorija posto]i interpolant £eFO Za El i VE
( ‘-£1+g i I“E’*fbgz) .

Lema 1.3! Neka aiqu;i,i:l,z i Thm(El)UThm(Ez) je kon-
sistentno. Onda je i {gl}UThmiﬁl)UThm(Ez) konsistentno.




Loema .30 hko & . oFd, ,i=1,2, aocFdH_ 1 Thm(El&$)UThm(E,)

1 i 1 2
je nekonsistentna teorija, tada [QI}UThm(EZ)}—m¢ 1 Thm(il&m$)U

Thm{<..) je konsistentno.

2

Lema .33 Ako EiaFﬁi,i:l,Z, AdcFg, 1 Thm(il&%ﬂ¢)UThm(€2)

1
je konsistentna teorija za neko dew 1 Thm(il&%ﬁw&%¢)UThm(£2)

je konsistentna teorija.

tema 1.31 Neka prC i giFd (ic{1,2}). Tada (1}-(2) 1

(2) > (3} gde je (1) wuep, (2} p H$Wk i (3) postoji g u C tak-

vo da pU{yleza.

pokaz Standardno, indukcijom po slozZenosti formule. Ka-

ko su nam ved date leme 1.29-1.33, preostalo je malo toga da
se uradi. Ilustrujemo to na primeru ¢ Jje Ivo(v) (ostali su,

smatramo, laksi).

Pretpostavimo da ]v$(v)€F¢l i 3v¢(v)apf;;pfjp2=p (Sto
svakako ne utide na opStost razmatranja). Tada za neko ¢ 1z
A Thm(hpl&¢(c))UThm(ﬁp2) je konsistentno, jer u suprotnom ki
za svako ceA bilo hplUThm(hp2)|~%¢(c) (1.32), no, ako je <c
konstanta koja se ne javlja ni u AP,y ni u APoy imali bismo 1
ApIUThm(Apz)L—mqv¢(v), kontradiktorno sa 1.31 (1.29 nas oslo-
badja posebnog rarmatranja teorije Thm(hpl)UThm(ﬂp2&¢(c)) u
slucaju 3V¢(V)EFD). Prema tome, za svako geC, g—op posto]i c
iz A tako da qU{¢(c)}=reC, te zbog r||¢Wk(c) pll%%3v¢Wk(v),

odnosno p |[(3ve (v) )",

Ako p|l{3v¢(v))wk za neko geC i neko ceh q|i$WK(C). on-
da qU{s (c)lcreC, pa i rU{3jvs(v)leC.

Potrebna nam je, medjutim, jos i forsing relacija (11— )
takva da su uslovi elementi datog skupa C a za ¢EF$i (ie{1,2})
(i peC)

k k

p||——¢w ako (i samo ako) p|| o

Jer sa njom dokaz je tu. Naime, prema 1.30 dovolino je da po-
kaZemo da {¢1,m¢2}¢C. No, pretpostavka p={¢l,%¢2}sc sada vodi
u kontradikciju zbog teoreme 1.20 i (hipotezelf-¢l+¢2)

P -m(¢1&m¢2)wk dok prema 1.34 p|[¢?k&%¢gk, dakle 1

wk wk
P —¢1 &m¢2 .




Pretpostavljamo u daljem da Jezik L od n%logiékih sim-
bola sadrzi samo one koje se javlijaju u formulama ¢l 1 m2 i
Lkoliko ved nije ukljulen i relacijski simbol =, . L=L1U%¥{:}
ade su Ly 1L, jezici &iji su elementi simboli formula ¢, i ¢,
respektivno.

74 zatvoreni term t  jezika L(A) recdi cemo da je bazi-
‘ni ako je ili konstanta jezika L{A) 1ili oblika f(cl,...,c )

I't
gde je £ n-arno funkciijskc slovo 1 Cyres-sCp clementl 1z A.

rema 1.35 Za svaki baziéni term t 1 svako peC posto-

ji ¢ iz A i qeC tako da cUlt=clCiqg.

pokaz Neposredna posledica lema 1.31 1 1.32.

Relaciju pl||—-t=c gde je peC, t =zatvoren term 1 CeA

definisemo za t=caF¢1UF¢2 sa

(a) pl|-t=c ako i samo ako t=cep;

u suprotnom induktivno (po slioZenosti terma t) i s obzirom na
(a)

{b) ako t=f(tl,...,tn) p|l-t=c ako i samo ako postoje
elementi ¢,,...,c iz A takvi da p[l—ti=ci, i=1,...,n i
plinf(cl,...,cn)=c.

Relacija p||-c=t se analogno odredjuje.

¥
Ubuducde nedemo (uvek) posebno naglasSavati da su prve

komponente (p,q.r,...) elemenata relacije | |- elementi skupa C

(tj. nedemo stalno ponavljati peC, qeC, reC...}.

Lema 1.36 Iz p||-t=c (p}l-c=t) i g=p sledi g||- t=c
(q|[-c=t).

Lema 1.37 Ako pl||-t=c (p||-c=t) postoji g, q=p 1

g||~c=t (ql|-t=c).

Lema 1.38 Za svaki zatvoren term t 1 svako p PpPoOs-

toji g i ceA, tako da je ps=q i q||-t=c (q | ,-c=t).

Dokaz Ako su svi simboli iz t iz Ll(Lz) tvrdjenje

proizilazi iz ¢injenice da postoji ceA koje se ne javija u
formulama skupa p. Inade koristimo indukciju po slocZenosti

terma.




Lema 1. 39 Neka su t,tI zatvoreni termi 1 <¢,dsA.

(a) Ako pll—t=c i pi'— t=d postoji g, tako da g==p 1

Gii-c=d;
‘b) Ako p| ~t=c i p!l-c=d postoji g tako da gj|—t=d i y=p

(c) Ako pll—t=t. i p|i—t=c postoji g tako da g=p 1

q;r~tl=c.

(d) Ako p[i—t=t1, pll-t=c 1 p|imtl:d postoji g tako
da qm=p i qglij-c=d.

Sada na prirodan nadin proSirujemo relaciju ||- uz na-

comenu da éemo za proSirenje koristiti isti simbol

Definicija 1.40 Neka je ¢Ep(tl,...,tn)(za n=2 p moze

Liti i =) atomarna refenica (jezika L(A)) i peC. Relacija ||—&

C<AT(L(A}) je data sa

(a) pli~+ ako i samo ako ¢ep, ako ¢eF¢ UFb,, odnosno,

(b) p||-¢ ako i samo ako postoje konstante c,,...,C
iz A takve da plkmti=ci ipleyse..,cdep (tj. prema (a)
p|1ﬁp(cl,...,cn)), ako ¢¢Fy UF$, . (Jasno, izmena zahteva
p]}—ci=ti umesto plk—ti=ci sudtinski nista ne menja-1.37).

Lema !.4! Ako je |} atomarna recenica, pi;Q¢ 1 q;zp.

tada 1 qi I-—-- S .

. F . .
Lema .42  4a sve zatvorene terme tl,tz,tj i svaki skup

-

peC vazi:
(a) postoji q, q=p i q[]—tl=t1;
(b) ako p||~t,=t, postoji q, qmp 1 q||- t,=t ;
(c) ako p]}wtlﬂtz i pf|-t,=ty postoji g, q=p
i qlf—t,=t;3.

Lema 1.43 Neka su ti,ti,i=1,...,n, zatvoreni termi, f

el

i p funkcijsko, odnosno relacijsko slovo duzine n 1 peC. AkoO
pli--t,=t! postoji q, q=p 1 qlk«f(tl,...,tn)=f(ti,...,t5). Ako
jos i plkmp(tl,...,tn) postoji r, r=sp i r|L~o(ti,...,tﬂ).

!

Lema !.44 Neka su t,t, 1 o zatvoreni termi, ¢ term

1
koji nastaje zamenom u o (ne nuZno svih pojavljivanja) terma

t sa t, i peC. Ako p||-t=t

t postoji g, q=p i qil—o=0".

1
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vokaz Indukcijom po sloZenostl terma uz primenu pret-

hodne leme.

Lema 1.45 Neka su t,t, zatvoreni termi i ¢ (v) atomarna

formula sa najvi$e jednom slobodno promenljivom. Tada za svako

p postoji q tako da il1 pli+t=t, ili pll#a(t) ili qgf|- ¢ (t ).

Prema lemama 1.41 i 1.45 relacija ||— odredjuje forsing
relaciju (koju takodje obelezavamo sa |- i) za koju vaZi:
Lema .46 Neka je p uslov (sada, shodno usvojenc]

terminologiji elemente skupa C 2zovemo uslovima), t zatvoren
term i ¢ (v) formula sa najviSe Jednom slobodnom promenljlvom

(jezika L(A)), c element iz A 1 neka pil-t=c. Tada

% |F4$(t))wk ako i samo ako pll_(¢(c))Wk_

Dokaz Indukcijom po sloZenosti formule.

Akc je ¢ (v) atomarna formula,tvrdjenje je neposredna
posledica prethodnih triju lema. Ostali slucajevi su trivijal-

ni.

Na osnovu veé reCenog dokaz teoreme 1.28 proizilazi iz

Leme [.47 4a& ¢EF¢1UF¢2 i peC

p|L"¢Wk ako 1 samo ako F[¢WK. )

Dokaz Indukc1jom po sloZenosti formule. Jedini intere-

santan slu&aj imamo kad Je ¢ oblika 3vy{v) (gde je y(v) formu-
la sa najvise Jjednom slobodno promenljlvom)

Neka pl%—(avw(v)) (tj. p|l—~vave” (v)) i gop. Tada
za neko r—oq i neki zatvoren term t r||— ¢ K(t). Prema 1.38
postoje s{eC) i ceA tako da s:nr'l s||-t=c. No, onda i(1.46)

s||-y” K(c), dakle, i p||(3v¢(v)) . Dokaz u suprotnom smeru

je jasan.




|1 GLAVA

q-KONACNI FORSING

Prvi deo

U primeru 1.21 vel smo spomenull forsing sistem sa for-
s;ing relacijom koju €emo u daljem zvatl n-konac¢ni forsing. %a
n=-0 nemamo, dodusSe, bas Robinson—ov kona¢ni forsing, ali ni
ssencijalnu razliku izmedju njega 1 O-kona¢nog forsinga (vide-
i naredno poglavlje, tcoremu 3.10). Sto se tice ostalih model
Leoretskih pojmova, uz koje stoli parametar n, kada je n=0
voristidemo njihova standardna imena (parametar u tom slucaju
jednostavno nedemo spominjati). Isto tako smatrademo koji put
is1i8nim i da se samo zbog parametra navodi definicija pojma
koji je nastao iz vecl nama familijarnog jer je uloga paramet-
ra uglavnom evidentna. Ilustrujemo to sledecdim primerima (no-
taciju, uz ved nasledjenu iz prve glave, preuzimamo uz izvesne
izmene iz [6]; ovde samo podsecamo: u(T) je klasa svih modela
teorije T; fv($) je skup slobodno promenljivih formule ¢; ako
piSemo ¢(VD,...,vm), onda fv(¢)§§vo,...,vm};neki put ¢emo (ako
kontekst dozvoli) umestc ¢(vo,...,vm), odnosno ¢(to,...,tm),
pisati kracde samo ¢(;), odnosno ¢ (t); takodje napominjemo da
cemo umesto ¢ 1 daljem koristiti, u teoriji konacnog forsin-

L)

ga standardno Tf, odnceno T 1) 16| :

Definicija 2.1 Teorija T Je n-modelski kompletna

—— —— — — A ——— o —

ako za svako M,Nep(r) iz M<%N sledi M<N.

Definicija 2.2 T* je n-modelsko pridruZenje tecrijec

1 ako wvazi:

. - .
(i) T nnn \ TN

4 n+il

i (ii) T* je n-mcdelski kompletno.

Definicija 2.3 Model M je n-egzistencijalno kompletan

za teoriju T ako
(i) M je model jezika teorije T;
(ii)  Mewp(TAN L )
(1ii) M= _ N za svako Nep (T) takvo da M< N.
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U |16] je konstatovano da se osnovna svojstva konacnog
rorsinga prirodno prenose na n-konac¢ne forsinge: u gotovo svim
tvrdjenjima za konacni forsing dovoljno je samo pojmove zame-
niti njima adekvatnim "n-pojmovima" (modelski kompletno sa

n-modelski kompletno, modelsko pridruzenje sa n-modelsko pri-

iruzenje itd.). Da bi se uverili u ispravnost ovakvog postup-
a4 11 svim tim slucajevima treba to 1sto uraditi i1 u dokazima.
N4 osnovu svega nekoliko teorema iz teorije modela (15t,!320)

lako se uvidija da sve ostaje u vazZnosti.

Kako nam je Zelja da nastavimo sa ispitivanjima zapoce-
(im u 16| rekapitulirademo u ovom poglaviju relcvantne rezul-
rate. Iskoristicdemo ujedno to ponavljanje za korekciju nekih

od nijih i pojednostavljenje pojedinih dokaza.

Definicija n-konac¢nog forsinga vezana je za teoriju T
(konsistentan, deduktivno zatvoren skup redenica) konacnog je-
,ika L i beskona&an skup novih konstanti A koje u daljem
(ne samo kroz ovo poglavlje) smatramo fiksnim. Neka je ®n(A)
skup svih En’”n formula jezika L(A} {formula je Zn,ﬂn ako je
logi€ki ekvivalentna sa formulom koja je u preneks normalno]
formi i ¢iji preneks sadrzi najvise n blokova kvantifikato-
ra). Skup uslova C je onda skup svih kona¢nih podskupova
skupa SENT(®H(K)) konsistentnih sa T. Za deAT(L(A)) 1 peC
pll—¢ akko ¢ep. Shodno definiciji L1 ponovo usvajamo pl|— Jve (v)
akko pll-¢(t) za neki zatvoren term jezika L{A); u 116! po uzo-
ru na |25) tra%?ilo se da t bude jedna od konstantl 1z skupa
A. Ovo sustinski ni¥ta ne menja, jer je za nas,pre svega, re-

levantno "slabo forsiranje”.

Ako je ACA’ a C i C',]]K— i |]~,odgovarajuéi, respek-
tivno, skupovi uslova i forsing relacije, onda za prC 1
$eSENT(L(A)) p HK¢ akko p[[3,¢(57;). MoZemo stoga, kada nam
to zatreba (videti komentar uz 1.21) pretpostaviti da je skup

A dovoljno (poc potrebi) velike kardinalnosti.

7a n-kona&éni forsing vaZe i tvrdjenja analogna rezul-

tatima 1.26 i 1.27 (dokaz demo dati u narednom poglavlju).




Teorema 2.4 Neka je peC 1 ¢ESENT(¢H(A)). Ako je (1)

cops (2) o {i-d ;o (3) Mp 4 v 1 (4) postoji uslov g takav
da pul*1Cqg, tada (a) (1)»(2); (b) (2)-(3) 1 c) (3)~+(4).

Korolar 2.5 4Za peC 1 ¢ESENT(¢H(A))
pl|~+vp ako i samo ako TUp|— ¢.

Neka je M model jezika L. Uredjen par ~A,f> gde je £
preslikavanje skupa A u M, Jc dodeljivanje konstanti modelu
Uy ako je f(A) generatorni skup za M, tj. nijedna prava pod-
struktura modela M ne sadrzi f(A) (]2]) (jasno, kada je jezik
. bez funkcijskih slova i konstanti preslikavanje f mora
biti surjekcija). Prema tome, ako Je <A,f> dodeljivanje kon-
stanti modelu M i svako a iz A interpretiramo u M sa f£(a),
svaki element iz M je, da tako kaZemo, oznacen (bar) Jjednim
zatvorenim termom (&ija je on interpretacija) jezika L{A).

Odatle: Meu(TﬂHn+1) akko je svaki konacCan podskup skupa

Dn(M):l$|¢ je En'“n reCenica jezika L(A) i M ¢luslov (Dn(M)

je tzv. n-elementarni dijagram modela M). Za model ME“(Tnﬂn+l)

i dodeljivanje <A,f> konstanti modelu M definisSemo: F_a f}(M)—

v, ) | ¢{vl,...,vk) je formula jezika L takva da za

={$(Vl,.. k
sve zatvorene terme tl""’tk jezika L (A) M==¢(tl,...,tk) akko

Zza neko pCDﬁ(M) plku¢(tl,...,tk7}.

rTeorema 2.6 Neka je M model teorije Tl i <A,L>

n+l
dodeljivanje konstanti modelu M. Tada skup ¥ _. fE(M) sadrzi

sve bazidne formule i zatvoren je u odnosu na konjunkciju 1 eg-
zistencijalni kvantifikator.

Posebno za svaku En,ﬂn formulu ¢(vo,...,vm) i sve zat-

vorene terme to""'tm jezika L(A)

ME(t . tp) akko p[]—--%'bcb(te,...tm) za neko peD_ (M) .

Dokaz Prvi deo teoreme ofigledno vaZi. U dokazu dru-

gog koristimo teoremu 2.4 i1 korolar 2.5.

Ako M F=¢(t_,...,t ) prema 2.4 {¢(to"'"tm)}|F“%¢“Ef"”tm)'

Ako za neko pch(M) p||--vve prema 2.5 TYpi-¢. Neka je

N model teorije T takav da M%%N. Tada N k¢ pa i ME=¢-




_.28_

U opStem F (M) nije zatvoreno u odnosu na disjunk-

_ ~A,f>
ciju. Razlika u definiciji forsing relacije iz 21 u odnosu na
"nadu" (videti komentar pre leme i samu lemu 1.9) koju, inace,

slabi forsing "briSe" zatvara u |2| F,

. 1 V.
xA,f>(d) i u odnosu na

Primer 2.7 Neka je T teorija koja "kaze" da je ¢

relacija (striktnog) poretka ( irefleksivna, antisimetricna 1

: \ . . :
tranzitivna relacija) i iM,p”ﬁ njen model gde M={ai|15w} i
:l'-[# | . : . ] i 3 — : —_
“={a_,a, ). Neka je, dalje, A=lc, licw}l, flc;)=a, 1 |- kona

cni forsing. Odmah se uocCava:

¥

EVD(V'cz)’HVQ(Cz'V)EFqA,f>(M) ali MF=%3vp(v,c2)&%3vp(cz,v)

t. Mhéjvp(v,cz)vﬂvu(cz,v) dok p|L~%(%3vp(v,cz)&mjvp(cz,v)) Za
svako pcA(M) (tj. p |i-3velv,cy)vivpl(c,,v)). Primetimo uzgred

(ved¢ znamo da T (M) nije zatvoreno u odnosu na negaciju)da

<A,ft>
<an f£> M, Jer nijedan uslov pcA (M) ne forsira

”]UH(V,CZ) (kao 3to ne forsira ni 3vp(v,cz).

v ]Vp(v,cz)iF

Ako bi za ||— uzeli n-konaéni forsing, nzl, imali bismoc,
medijutim, “Ivplc.,v),"Jvplv,c,)cF (M), naravno onda i
] t P g ’ P 1Ly <A,f> ¢
mgvp(cz;v)&%Evp(v,cz)EF

F{A,fﬁ(M).

“:A,f?‘(M)’ ali i vIVP (Cz,V)V%]Vp(V,cz)E

U sluCaju da je za osnovni logicCki simbol uzeto v, a
& definisano pomocdu v 1 Vv F<A,f>(M) ne bi nuZno bilo zatvore-
no u odnosu na konjunkciju.Za demonstraciju toga ponovo bl nam
mogao posluziti gornji primer. Ovim ujedno Zelimo da ukazemo
na gredku udinjenu u |16|, gde smo u §1 usvojili definiciju
forsing relacije iz {25/, ali.smo u narednim paragrafima zapra-
vo koristili onu iz | 2|, !37|. To zahteva od nas da 1z 3.3 u l1el
izbacimo "kona&nu konjunkciju"™uz veé, inace, pogresSno "prebro-

jivu" (disjunkciju), koje treba zameniti sa "konacénu".

Primer 2.8 (a) Neka je T, kao i u prethodnom primeru,

relacija (striktnog) poretka 1 <M,pM> njen model, gde
M={a, |ieZ} U{bjljeZ} (Zz-skup celih brojeva) i
M . '
0 ={(aipaj){1<J}U{(bk;bl)|k<l}U{(ar,bs)lszr+l}. Za skup (no-
vih) konstanti A uzimamo prebrojiv skup {ci|iEZ}U{djijez}
‘a f:A>M je zadano sa f(c;l)=a,, f(dj)=bj. ||~ je 1-konaéni for-

sing.
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O¢igledno vaﬂu(%v:u&%p(v,u)&%p(u,v))EFCArf>(M), ali,

sto je manje ofigledno, %vaﬂu(%v=u&%u(Vru)&%p(u,V))¢F,A £y (M)

Imamo, naime, M F=uvlveiu(vv=u&vp(v,u)&vp{u,v}) ali ne i uslov

e, (M) kdji i forsirao tu recenicu. Ovo stoga sto Je

1
‘I‘i.fDl(M)lf{HvVu(v:uUD{VM)Vp(u,v)} konsistentno. Model te teori-

. : N { . N M L L
je je npr. <N, p >, gde N=MUtiel i p =p U{(e,ai)Llez}U{(e,bj)beZ}.
ba je M egzistencijalno kampletno u N sledi iz Cinjenice da za sva-

ki konac¢an skup elemenata iz M postoji u M "donja granica'.

(L) Neka u odnosu na elemente zadane u (a) Jjedina raz-

lika bude u interpretaciji relacije p, koja Jje sada

pmz{(ai,aj)]iaj}U{(bkbz)lk<E}. Onda ponovo

Tvaeju{rvv=ugvp (v,u)&vp{u,v))cF (M), no ovog puta i

<A, f>
'ﬂ]vﬁhdmv=u&%p(v,u)&mp(u,v))EFéA f>(M). Jer
(¢l |—3Ivau(ve=ugvp(v,u)&vp{u,v)), gde Je ¢ED1(M) (Hl) - re-

enica kojom se izrazZava da ne postoji element koji bi isto-
L] ' " [ 4 - ]- el L] L +
vremeno bio u jednoj od relacija =,p,P (ne nuzno isteoj) i

Sa co.isadojimati W vidu korolar 2.5).

Korolar 2.9. Neka je M model tecrije ThHI <A, f> dode-

n+1’

ljivanje konstanti modelu M 1 ¢(vo,...,vm)2n+lformula. Tada

za sve zatvorene terme to,...,tm(jezika L{(A)) wvazi:

(a)M F ¢t _,...,t ) implicira: za neki uslov
pcD (M) pr-%%¢(tO,...,tm); (b) Ako za neki uslov

qch(M) q]}-mm¢(to,...tm) postoji n-elementarna ekstenzija N
modela M takva da NP:TU{¢(tO,...,tm)}.
Dokaz: (a) je posledica teorema 1.6, 2.6 i (oCigled-

nog) fakta: ako p||—~(t) za neki zatworen term (¢ (v) je pro-
izvoljna formula), onda i p|i{-—-~3vp(v),

a (b) korolara 2.5.

Naredni primer ispravlja rezultat 3.4 iz |16 (pravu
verziju (2.9) smo upravo dali). Naime, iz p||—~¢, gde jJe

pch(M) id*

n+] reCenica ne proizilazi nuzno i ME6$.

Primer 2.10. Ponovo je T teorija relacije (strogog)

poretka. Za njen model uzimamo <Z,<> (Z-skup celih brojeva),
za A skup {ciliaZ}, a f definifemo sa f(c,)=k. |- je

1-konad®ni forsing. Sada Z§ 3Iv¥u(u=vvp(u,v)) iako
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pfiVuVV(u=VVU(u;V)VQ(V;U)}EE““WﬁV“]U(%u=V&Wﬂ(u,V))- Ovo posle-
Anje stoga Sto ako Je gop 1 N=TUg N je linearno uredjen skup
pa 111 sam ima najvedi element,ili je egzistencijalno komple-
ran u nekom modelu sa najvedim elementom {takav jedan NOZemo
Jobiti npr. dodavanjem novog elementa i njegovim proglasava-
njem za najvedeg - analogan postupak imali smo u 2.8({a), a to,
pak, znac¢i da je za neku konstantu ¢ Tialiviu{vu=c&vp{u,c) )
ronsistentno. Dakle, r=qH{”3u(%u=c&%p(u,c)} je uslov i, Jjasno,

l‘ .l ‘-_' -.]-1\.."”'1’3{.1 ( k'#Ll:V&“'u;l' (Llr*\r) ) .

Lema 2.11. Neka je pic . ..c JeC gde su c .« . sve
= Je pi o’ m) 9 o rCm

— -

konstante iz A koje se javljaju u reCenicama uslova p 1

t ""'tm proizveljni zatvoreni termi jezika I.(A) . AKO

O

w { - ‘.__“ r ! ; :
p(LD,-..,Cm)Ii f(co,...,cm,co,...ck) i p(to""’tm) je uslov
tada p(to,...,tm)|L—¢(to,...,tm,cé,...,ci) (podrazumevamo da

su u redenicama uslova p 1 u ¢ sva pojavljivanja konstanti

ci,O:iim zamenijena sa, respektivno, termima ti).

Slobodu izbora dodelijivanja konstanti modelu bez pos-
ledica po opStost rezultata (5to koristimo u dokazima tvrdje-
nja vezanih za svojstva (n)-konacno generi¢nih modela) daje

naitn

Terrema 2.12. Neka je M model teorije TﬂHn+l i neka su
r 4

nAl,flb i {A?fzb dva dodeljivanja konstanti modelu M. Tada

F (M) =F (M)
<Ay, <A2I2f

S obzirom na nezavisnost skupa FaA f}(M) od <A,f> pi-

f

sademo nadalje samo F(M).

reorema 2.13. Neka jJe p(co,...,cm] uslov 1 ¢(co,...,c )

re¢enica jezika L(A), gde su Cc_,s...-,C SVE konstante iz A

koje se javljaju u recenicama uslova p ili ¢. Onda 1z

f

— { 1 - = = - =k - = = n-
p|[ %%b(co,...,c ) sledi VVO va(&p(vo,. .,vm) b(vo; ﬂfm))ET

mn

Dokaz. Prema korolaru 2.5 i lemi 2.11

pefinicija 2.14. Neka je M model jezika L i <A, f>
(jedno) dodeljivanje konstantil modelu M. Model M zovemo T-n

konaéno generic¢nim ako vaZzi:
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(a) Mo (TN ) ;

n+l

(b) za svaku re¢enicu + jezika L(A) M = akko postocji

-

pch (M) takav da p;i— o.
L

feorema 2.15. Ako je Jezik L prebrojiv posteoji pre-

—

brojiv T-n konacno generiéni model M takav da pch(H).

Dokaz. Kao 1 u slucaju konacnog forsinga (koristimo,

narvavno, i 2.4).

fvorema J.1e. (1) Neka je M T-n kona&no generian mo-

del i N model teorije Tfn. Tada iz M*%N sledi M<N;

(1i) Ako Meu(TIM) i 22 svaki model

NLU(Tfn) M<%N implicira M<N onda je i M T-n kona¢no generi&an;

(iii) Klasa Fg svih T-n konaéno genericénih

modela zatvorena je u odnosu na uniju n-elementarnih lanaca.

Korolar 2.17. Tfn Je n-modelski kompletna teorija ako

——

| . . . f N .
1 samo ako jJe svaki model teorije TN T-n kona&no generidan.

Teorema 2.18. Ako Je L prebrojiv jezik, onda
Tfn:Th(Fg) gde Th(F$)={¢|¢ Je reCenica jezika L i ME4¢ za
svako MEFg}.

Kerolar 2.19. Ako Je jezik L prebrojiv, klasa F? je
N
aksiomatizibilna ako i samo ako je Tfn n-modelski komplethna

teorija.

PR 3 : i AL 1 1 I s - n
‘eorema 2.20. Ako je M<h+lN i NEFT, tada i MEFT.

reorcma 2.21. Svaki &lan klase u(Tn0Q ) je n-elemen-

n+l
taran podmodel nekog n-egzistencijalnog modela teorije T.

Teorema 2.22. Klasa EE svih n-egzistencijalno komplet-~
nih modela teorije T Jje jedinstvena podklasa ( klase

u(TﬂHn+l) koja ispunjava sledede uslove:

(i} svaki ¢lan klase ”(Tﬂ”n+l) je n-elementaran podmo-
del nekog d¢lana iz C,
(ii) ako M,M'eC i M<M', tada M< . M’;

ntl
(iii) ako MEp(Tﬂﬂn+l),M eC 1 M*%M implicira M<%+1M ,

onda i Me(C.




=rfnqp

i . SRS T - F i fn— fn.
recreme 2.23. (1) (FﬂLn+]) =T
AN I
(ii) 1 ‘m'%r+l'TnLn+l'
(iii)Ttnfn:Tfn
(iv) Ako 3e T.,N i =T.nH onda Tfn Tfn
1" ‘'n+l1 2" n+i’f 1 2
{v) Tt“ je kompletna teorija ako i samo
ako ‘' ima svoijstvo n-pridruZenog utapanja;
£ I _
1 L ] ='* . i - .
(vi) 1 ﬂ”n+2 Lh(ET)ﬂHn+ZQTﬂLn+2 gde
Th(E ={é!¢9 je recenica jezika L koja vazi g svim modelima
n
klase LT}

(vii) Ako T ima n-modelsko pridruzenje

e i - )
T, onda T+=Tt“=Th(F;);

(viii) Klasa svih T-n konaé¢no genericCnih
modela je podklasa klase svih n-egzistencijalno kompletnih mo-
dela teorije T {(u slufaju da Je jezik L neprebrojiv, moze

se desiti da Je Fg prazan skup).

Dokaz. (1) skup uslova C Je isti za teorije T 1

'Pﬂﬂn+l;
(ii) Prema teoremi 1.6 i korolaru 2.5 za Hn+1

reenicy, ¢ jezika L(A) 1 uslov p vazi
p |+ va ako i1 samo ako TUp | ¢;

(iii) Direktno na osnovu (i) i (ii);

(iv) Prema (1i);

(v) Ako T ima svoistvo n-pridruzZzenog uta-
panja, a p i g su uslovi, tada je 1 pygq uslov, pa je Tfn

kompletna teorija.

Neka je sada Tfn kompletna teorija, a 4% i ) neka su

dve Xn+1 recenice jezika I. konsistentne sa T. Prema koro-

laru 2.9 postoje uslovi p 1 q koji (slabo) forsiraju, res-
pektivno, ¢,v. Dakle, @l |— vvp&vup. Onda za neki uslov r
r||-¢&p i ponovo prema korolaru 2.9 ¢&jp Je redenica konsisten-

tna sa T;

. : £ S o : _
(vi) Neka Je ¢eT RO, 1 MtET. Kako je TN . =

Y postoji model N takav da M*%N::T N, No, tada 1
L4 n
M= N te M=o 1 $cTh (Eq)




-33-

Pretpostavka, pak, da postojil Hn+2 recenica

of{v , ...,V ;U0 ,...,u )} takva da $ETh(EE) 1

Ll
K e m: O K

F Yv ... ¥vo o du L. L]
&0 m- O £
14 TN vodi u kentradikciju. 4boy b4T N postoje uslov p i zatvo-

reni termi to,...,t (moZemo pretpostaviti da su to bas neke

m
kenstante 1z _ﬂ) takvl da pi}—WHuO...guk¢(to,...,tm,uo,...,uk).
veka je M model teorije TUpUlt =t _,...,t =t } i NeE n-elemen-

L O QO m In T
) ) C “ 1 7 i"’- }‘: N - u [;r T « - F
tarna ekstenzija modela M. Kako N HuO ﬂukg(to, ’tm’uo' uk)
postoji uslov qch(N) takav da qi-—%%Euo._.Huk$(tO,...tm,uo,“”,uk)
t |} forsira kontradiktor-

(2.9} ali onda uslov pUgquit =t ,...,t
O 0O m m

nu recenlicu.

L. rm m n . .
Relacija Tl mlh(ET)ﬂHn+2 je jasna.

n+2=

.. . - + . :
(vii) Kao n-modelski kompletna teorija T Je Jednaka
3V i S t (T+“T+ﬂﬂ ) i ima svojstvo da za svak
svom L .., segmentu = S m vojstv a vaku

. o +
formulu ¢ postoji ? formula ¢ takva da T ¢ <+ .Lako se

+ _n‘n+1 P N
proverava T =Th(LT). Odatle, prema (vi), T <t " i kako T 1
o : - . : +
Tfn sadrzZze iste xn+l relenice vazi takodje T =Tfn;

(viii) Trivijalno.

Definicija 2.24. n-operator pridruZenia je preslika-

vanyai—)* teorije T u teoriju T* takvo da je za sve teorije

T, T ispunjeno:

|

I §

: 1 =r1* -
(i) T STHAN L

(1i) Ako TNN onda T*:T*1

=T1ﬂﬂn+1,

n+l

L - n - '--‘*
(iii) THHH+£; i

+ .
Lema 2.25. Neka su (-)* i (-) dva n-operatora pridru-

zenja. Tada:
(1) (%) " = 17,

+

*
(2) T ﬂﬂn+2

Dokaz. (1) Prema (i) i (ii) definicije 2.24.

(2} Prema (i)} i 2.24 (iii).

Tecorema 2.26. (-)°&n je n-operator pridruzenja,gde T%Eﬂhfﬂﬁ.

Dokaz. Direktno na osnovu 2.22.
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f : : - .
reorema 2. 27. (=) je n-operator pridruzénja.
Dokaz. ved dat — 2.23 (ii), (iv) 1 (vi).
petinicija 2.28. Teorija T Je (n+k)-kompletna ako
za svaku | form ,, konsistentnu sa T csto]i -
vaku I o4y ormulu ¢, 3 r P oN ht 1
formula 9%, konsistentna sa T takva da fv( U )cfv(g) 1
Jii : ) i.i_- - :, .
Lema 2.2v. Iz Thlil =1 {1 i (n+k)-kompletnosti
== : nakl Mgy b (nFk)mromplet
¥ -1 e F ~47 ‘P —7 .
Leorl je fl sledi 11“n+k+2&:ql

Korolar 2.30. Za svako krw vazi: ako su T 1 Tl (n+k ) -

~kompletne teorije 1 T““n+1:T1””n+1* onda Tnﬂn+k+2=T1an+k+2'

pefinicija 2.31. Teorija T Je fn-kompletna teorija

ako za svaku formulu ¢ konsistentnu sa T, postoji En+1 formula

konsistentna sa T takva da fv(g) =fv(s) 1 T 0 ~¢.

Lema 2.32. Ako su T 1 Tl fn-kompletne teorije 1

T = i tada T=T
n n

+1 1 1°

pokaz. Neposredna posledica korolara 2.30.

+17

. £ .
rTeorema 2.33. Za teoriju T T o je Jedinstvena fn*kom—

pletna teorija koja ima zajednicki I segment sa T.

n+1l

sokaz. Prema prethodnoj lemi i 2.13.

xorolar 2.34. Ako teorija T ima n-modelsko pridruze-
En_ox

nje T*, -onda T

vokaz. n-modelsko pridruZenje T*, ako postoji, je, ja-

SNOo, fn—kompletna teorija.

Lama 2.35. Za svako k.w 1 svaku teoriju T postoji

teorija T(k) koja zadovoljava sledecCe uslove:
T(k)

(1) TR 4y = M ks ?
Ny (k) __n(K) ]
(ll) T =T ﬂ“n+k+2r
(iii) Ako je ¢ I formula konsistentna sa T(k),
nrictl (k)
i takva

onda postoji I formula ¢ konsistentna sa T
n+k+1 (k)
da £v( o JCEv($) i T |= 0

B f*] -




I
ot
]

|

pokaz. T ={¢ b Je ”n+k+q reCenica (jezika L) konsis-
b entna - ' - e ! iR3 1 =T
tentna sa T takva da je (Tﬂdn+k+lﬁﬂ¢,)ﬂﬂn+k+l 1ﬂHn+k+l}.
: +
Lema 2.3v. Neka je za datu tecoriju T TO:T(O), Tk =
fi {!\_.
= (0 }‘Krl). Tada:
: K kK+1
T ' — | .

(1) 1 ”“n+k+2 1 M k427

- kK . : . e el s .

(i1) T Je “n+k+2 aksiomatizibilna teorija;

: +

{(ii1) TRETK 1;

. T [ _rl.k

(iv) iﬂnn+l—l n“n+l'

(v) Tk je {(n+k)-kompletna teorija.
Teorema Z.37. Tfnﬂ U Tk.

kea
k vy
: U — .
Dokaz. kEwT nﬂn+l Tﬂ“n+l prema Eackl_(lv) prethodne
leme, a lako se verifikuje 1 da je kng f —kompletna teorija.

Napomenimo odmah da medju n-konac¢nim forsing pridruze-
njima za datu teoriju T (Tfn) u opStem ne vlada hijerarhij-
ski odnos. Istina,skupovi uslova C_,new (pisacemo hﬁ-,cn da
bi naglasili koji je paramater u pitanju) su linearnc uredje-
ni inkluzijom: C < C za m<n, ali 1z p[%ﬁ¢(pccm) ne sledi nu-

m=""n
» . CL . f f .
*no i pikﬁ¢, pa ne mora biti ni T"cT ™. Ilustrujemo to sle-
deéip

R . ! . . e -
Primerom 2.38. 137! Neka je T tecorija linearnog ure-

djenja sa najvedim elementom (definisana u jeziku L={p}). Ta-
da mlvVu(u:vva{u,v))eTf (ne postoji konacdan skup bazicnih re-
Cenica p konsistentan sa T, takav da pli— Iv¥u{u=vvp (u,v)) |37,
dok Jvvu(u=vvp (u,v))eT M za svako m»0 (2.23) (vi) (videti i

primer 2.8).




bk = 1 B Y UFTQIITI:]AHI!JE yaAayny=
3N MATEMATHXY, HExARIAY 1y PARA

" ACTPOH
ITT GLAVA BUB MO T o o UMY
. 5 .
n=-1TONACNTI FORSING Pojr ~
Bartywm:
Druagl deo

MNeka jJe T (proizvolina) teorija jezika L, L(A) nor-
malna ekstenzija jezika L ({Aigﬂ%) i neka su, za dato n
&é(ﬂ), h;(h) i C;, C”nredom, skupovi {¢ﬂ®n(h)15ub(¢hzﬁn(h)},
{vabn{hli¢ je u preneks normalnoj formi} (¢n(A} je, podseca-
mo, skup svih En, Hn formula jezika L(A)), odnosno
{p%:SENT($é(A)| p’je konad¢an skup konsistentan sa T},
{pﬁ:SENT(¢;(?))I p" je konacCan ?kup konsistentan sa T}. Neka
su, dalje,ilﬁg;CAKSENT(L(A}),|iEgC£KSENT(L(A)) forsing relaci-
je definisane na isti nad¢in kao i forsing relacija u prethod-
nom poglavlju (skupovi Ca, C; su, dakle,ruredigni relacijom
inkluzije i za ¢eAT(L(A)) i pucC(C]) p|§5¢(p| |-ﬁ-¢>) akko ¢ep) .
n-konadéni forsing i njegov skup uslova obelezZzidemo ovog puta
sa [h; , £3. C.

Lema 3.1 %a sve uslove p={$l,...,¢k}acq, p'={¢i,“.,%?£Cé

i p"={uI,...,¢£}EC; takve da su ¢i,¢£ i ¢;, i=1,...,k medjuso-

bno ;kvivalentne formule u osnosu na T, 1 svako ¢$SENT (L(A})
vazi:

EJ|iH*““b akko p’|E§mm¢ akko p" \h;%m¢.

pokaz. Rutinska provera indukcijom po sloZenosti formu-

le ¢. Dokazacdemo,koliko ilustracije radi, samo

p ||— i akko p’||— vug
n n -
Ako je ¢ atomarna formula
D H?1%%¢ akko TUp |- ¢ akko TUp‘'|—¢ akko p’|Ei%%¢'

SlucCaj ¢EE¢1&¢2 je trivijalan.

’

—

Ako je SERLIY pj{ﬁuﬁ_i qﬁgp’!q'ecﬁ q’ ne moZe forsirati ¢,
(u protivnom, po induktivnoj pretpostavci, q=pU(qﬂ—p')]b;%%¢l;

pa p' ||-;T‘u¢al. Isto tako iz p'||-;i-'h¢l,sledi p|[?{m¢yl.
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Neka je sada ¢ = dvd {(v), p }bE%%3v¢l(v) i gq'op’. Za
g=pl({g'—p’) postoje uslov reC ,raq i zatvoren term t takvi
da r ;i ¢, (t). Prema induktivnoj hipotezi r’=q’U(r—qJWMﬁﬂﬂ@j(t}.
stoga p’ H%f““HVﬁl(V)* Analogno tele dokaz u suprotnom smeriu.

f;'] fll

f o fr . . :
Korolar 3.2, 770 =17 TN, gls su t'n 1 TN forsing prid-

5 -

- . . . . .o ! ! .
ruzenia, respektivno, (forsing) relacija ‘YH iz

Napomenimo da smo s lemom 3.1. ujedno dokazali sledeci

rezultat: ako su p:{¢1,...,ﬁk} i q={61,...,8k} elementi skupa

C (C',C") i ako je T — &, =>0, za i=1,...,k onda za svaku re-
n n’'on i i . ,

cenicu § jezika L (A) p!hgmmw akko qih{%%w (p!}H vy akko

1] |
. 4 i 1 : iy e v ~
8 ] 1'1,{ N, p’ }-ﬁ Ry akko q | IE \ mL;) .

Zza date forsing relacije vazi i1 (naizgled) jace tvrdje-

nje {(zbog 3.1 dovolino ga je dokazati za ||E forsing relaciju):

Lema 3.3. Neka su p i g wuslovi iz C i T |— &p =>8&q.
Tada za svako $eSENT(L(A)) pli="v¢ ako i samo ako q|h;%%¢.
posebno T n[pl=1tn[q].

i . — - s
Dokaz. Recimo da plc_, ,cm)[ln ¢ (e, ¢} gde su

Cre--eC SVE konstante iz A koje se javljaju u redenicama
uslova p 1ili ¢£ Prima 2.13 Vvo...va(&p(vo,...,vm)+
-H[J(VO, . a = ,Vm) )E.T n(-___:T n[q] pa

p

q ||=neple o) > d(c aeaaic)) .
Kako za svako vep TUg |— ¢, na osnovu 2.5. g |l- g,
dakle, g ||- &vvp, ti. g |l- vv&p. Proizilazi g | |- .

Simetrija stvari ¢ini dokaz u suprotnom smeru izlidnim.

Ostali smo jos duZni za dokaz leme 2.4. i korolara 2.5.
No, analogoni ovih tvrdjenja su tadni za forsing relacije IL%
(i skup $;(A)) (lema 1.26, korolar 1.27-¢5(A) je zatvoreno u
odnosu na negaciiju i uzimanje podformula, a konstatovali smo
da je uslov zatvorenosti u odnosu na konjukciju suviSan), pa
dokaz leme 2.4. i korolara 2.5. direktno sledi na osnovu 1.6.
i 3.1. Demonstrirajmo to na slucaju: (za peC_ i ¢€¢H(A)) bep

implicira p |h€%%¢.
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Neka je pz{ﬁl,...,¢k} i b ¢, za neko i, 1<i<k, i ne-
ka je p'=(,-- ;HL)LC;, gde \-¢jqi¢3, j=1,....,n. (Premar
1.26.) p' [1£ v’ i prema 1.6.  p'll; vw(d'>9). Stoga p’ || v
a onda i (lema 3.1.) p |]= v,

n
Jasno, tvidjenja korespondentna lemi 2.4. 1 korolaru

f e " ] - ] . v .
2.5. vaze i1 za forsing relaciju |h{ (1 skup #°(A)) .
Neka su sada C, Co’ Cf i Cé redom skupovi (uslova)

{plp je konaan skup bazi&nih redenica jezika L(A),

konsistentan sa T},

{plp je konadan podskup skupa SENT(¢O(A)), konsisten-

tan sa T},

{plp je konadan skup konjunkcija bazi&nih refenica je-

zika L(A), konsistentan sa T}

i (plp je konaan skup kvantifikatorsko slobodnih receni-
ca jezika L(A) u disjunktivnoj normalnoj formi, konsistentan
sa T

a Ibm,ilg,lli-i||é- i 7t Tfo, Tf’, rTo njima, respektiv-
no, odgovarajude forsing relacije, odnosno forsing pridruze-
nja (za svaku eventualnost ponavljamo: skupovi su uredjeni re-
l,cijom inkluzije i u svim sluCajevima uslov p forsira ato-

marnu refenicu ¢ ako (i samo ako) je ova njegov element); ||-

je Robinsonov konac¢ni forsing i ]h; 0-konac¢ni forsing.

Prema lemi 3.1. odmah sledi:

fo £4

Lema 3.4. T = T .

Lema 3.5. Za p’eC’ neka je p(eC) skup svih bazicnih re-

Cenica koje se javlijaju kao konjugati recenica iz p’. Tada:

za svako p’'eC’'i svako ¢eSENT(L{A))
p’ |~ vv¢ ako i samo ako p ||]- v .

pokaz. Indukcijom po slozenosti formule ¢.
!
Tf==Tf.

Korolar 3.6,

Lema 3.7. Ako je p={v®, ,...,Vd JeC! (¢ - konjunkci-
_ Il Ki O ml
Jja baziénih relenica) i peCQ;Cé uslov nastao izborom po Jed-
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nog "reprezenta" {(disjunkta) iz svake reCenice uslova p’ (mo-
¢ se dogoditi da sce neki "reprczenti®” podudaraju), onda za

svako p'LCé i svako HoSENT(L{A))

r

! .
p'{!a vuh implicira p ih;““¢-

Dokaz. OCigledno; jer ako pgq’€Cé q'Up’ je takodje

usliowv.

Korolar 3.8. Ako ngQ;Cé i $eSENT(L(A))

[ I
L ||— v ako i samo ako p Ihswm¢.
| £’ fh
Korolar 3.9. T = T O,
£ f
Teoroema 3.10. T = T 0,

Prema tome ako na (konacnu) forsing relaciju gledamo
prevashodno kao na sredstvo za dobijanje forsing pridruZenja
i ostalih, za tu teoriju, relevantnih rezultata slobodni smo
u izboru bilo kojeg od Cetiri data skupa (C,CO,C',Cé) za skup
uslova, odnosno kada je u pitaniju n-konac¢ni forsing u izboru
izmedju Cn' Cé 1 C; (naravno 1 tu smo "izbor" mogli prosiriti,
recimo, izmedju ostalog 1 skupom svih Zn’nn reCenica u preneks
normalnoj formi, ¢ije su "matrice" u disjunktivnoj normalno

formi).

Za dobijanije n-forsing pridruZenja dovoljna nam je, me-
djutim, i samo kona¢na forsing relacija. StaviSe, svaka teori-
ja T Jjezika L sadrZana je u (nekoj) teoriji definisanoj u
(odgovarajucem) prosSireniu jezika L, za koju se konac¢no i
n-konac¢no forsing pridruzZenje podudaraju. Sledi dokaz ovih tvr-

djenila.

Pridruzimo svakoj formuli ¢(vil,...vi ) 1z
| m
¢n(~®n(h)ﬂFORM(L)). gde fV(¢)_{Vil""’vi$ i v—(vi ,...,Vim)
je na Jedinstven nacin odredjeno (recimo, redosledom slobod-

nih pojavljivanja promenljivih Vi 1<k<m u ¢), relaciiski sim-

bol Ft:j S duzZine m ( R¢ ﬁ(tl""’tm) onda uvek tumacimo kao
s ’
rezultat zamene promenljivih v, ,1<jsm u R, ~(v, ,...,Vv. ) ter-
15 db,v 11 im
mima, respektivno, tl,...,tm); ukoliko je ¢ reCenica njo)] od-

govarajuf€i relacijski simbol (sada samo R,) je duZine jedan.

¢




_{10_

U jeziku L' dobijenom prosirenjem jezika L ovim novim rela-

cljskim simbolima neka je T’ skup redenica

IU{VUil"'Vvim(w(vil'""Vim)*¢R¢,ﬁ il e Vs

[Ged ~SENT($ ) P (¢
e S[ﬂl(bn)fU1(dﬂ¥v0R$(Vo))&(VVOR$(VOPJVVO%R¢(VO))l

[ B eSENT (¢ )}
n

Lema 3.11. T' je konsistentno.

Dokaz. OCigledno. Svaki se model M teorije T proSiru-

je do modela M’ (sa istim domenom) za T’ interpretacijom no-
M M

vih relacijskih simbola R G sa R¢’~ gde (al""’am)€R¢,§ ako

i samo ako M r—¢[al,...,a ] dok R% = M ako M= ¢, inace

M—-er

U daljem demo pod T’ podrazumevati teoriju generisanu

(istoimenim) skupom aksioma.

Uoc¢avamo odmah da wvazi:

[ﬁ-Vv0R¢(VD)*+3v0R¢(VO)

dakle, 1
¥y

F—VVOR (v_)<~=R, (t) za svaki zatvoren term t.

p O P

Primetimo, takodje, da za svaku bazi¢nu recenicu jezika L’ {(A)
postojl nijo]j ekvivalentna u odnosu na T’ atomarna relenica ob-
lika R, ~(t "tm) ili R, (t) (ovo proizilazi iz &injenice

b,V ) ¢
da je skup ¢n zatvoren u odnosu na negaciju).

Neka je C_ skup uslova n-konacnog forsinga (li— ) za
teoriju T 1i jezik L(A),C’" skup uslova Robinsonovog konadnog
forsinga {( |]=) za T' i jezik L'(A) i C"={p’cC’| elementi us-
lova p’ su relenice oblika R¢,§(tl""'tm)' odnosno R¢(c) gde

su tl,...,tm( zatvoreni) termi jezika L' (A} 1 ¢, fiksirana, ali,
inade, proizvoljno cdabrana konstanta jezika L(A)}. Za

""'{ (tl); R (t ] 1]
P ¢1,V1 G r VIR ' Rwl(C),...,ka(c)}EC (m>0,k>0)

neka je £(p')={¢ (£ ),...,¢m(€m),wl,...,wk}(ecn). O%igledno f
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j¢ surjektivno preslikavanje skupa C" u skup Cn(a u slucaju da

jo dezik L Dbez konstanti takodje i injektivno). q'gf_l(p)

i _ -1
cnaci da f(q')=p. Tasno, za p,qg L ~(p) T |- &p‘=a&q’.
feorcema 3.12. Za (proizvoljno) heSENT{L{(A)) 1 svako
EJIE {._:"
N I.'I
f(p')iyﬁ "t ako 1 samo ako p'| |- vve.
Dokaxz. Indukcijom po sloZenostl formule ¢.
Ako je » atomarna re&enica TUE(p') |— ¢ akko T'Up’ |- ¢,
!

' 1
E VA VLT
1 T

premwa tome 1 f(p") {bi%m¢ ako i samo ako p’

Slucajy =y &, je isto tako trivijalan.

Neka je ¢ up 1 f(p’)lia-%¢l, ali p’ll;-m¢l. S obzirom
na vedé konstatovano {i lemu 3.3) postoji uslov g'eC" takav da

g Dp’ i q’ = ey Sledi, prema induktivnoj pretpostavci,

E{q’}i[H vup . Sto Je, medjutim, kontradiktorno sa f(p')H-H vy

Ako, pak, p’ [ﬁ_m¢l, ali ne i f(p')l}H “¢,, onda za neko geC_,
4of(p’) q |l= §,. Neka je q'cC’ takav uslov da q'ef T i
p’‘cy’. Tada (ponovo imamo u vidu 3.3 1 gornje napomene)

q’ !}—mm¢l i opet kontradikcija.

Dokaz za slucaj ¢ 53v¢l{v) je samo tehnicki neSto slo-
feniji. Pretpostavimo f(p’) |[5vv3vé,(v) 1 neka je ple=g'eC’.
Formiraimo uslov (p’c)q’eC" zamenom bazilnih recenica jezika
I.(A) i negacija atomarnih reenica jezika L' (A} iz g" njima
ekvivalentnim (u odnosu na T') atomarnim reCenicama oblika
R¢r~(E), odnosno Rw(c) i zamenom u redenicama oblika Re(t)
terma t sa c¢. AKO su racn i t =zatvoren term takvi da
f(q'lcr 1 r |iﬁ¢(t), a r’ uslov takav da q'gr'af*l(r), onda

!

r' |j£ap, (b)), stoga i r'=q"y(r'=q’) {|= v, (£), pa

|
P’ !L—%%3v¢1(v). Kona¢no, neka p’||- "vjve, (v) 1 neka je

qaf(p’). Ako p'cq’=f l(q) postoje uslov r"eC’ 1 zatvoren term
t takvi da q'cr" i r" ]ﬁ-&l(t). Tada (q’g:)r’{li v, (t), gde
smo uslov r’eC’ dobili (iz r") na isti nac¢in kao g’ (iz gq")

u prethodnom sluéaju, te, prema induktivno) hipotezi, 1

(qgﬂf(r')|1ﬁ %%$1(t). Dakle, takodje, fi{p') \b;mmgv¢l(v).
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fn £

korolar 3.13. T = (T") ASENT(L).

Definidimo sada rekurzivno (1 simultano) nizove teori-
* k » ] - k o e |
ja T i jezika L na sledeci nacin:

=1, P =T

+ L: F r -
Lk L2 (Lk)', T‘+1 = (Tk) (gde podrazumevamo (Lk) i

(Tk)' se formiraju prodirenjem jezika 1.X, odnosno teorije Tk

na na&in analogan dobijanju L' i T’ (u prethodnim tvrdjenjima )

od L 1 T).
: () kK . IRV k
Neka je LW = U L 1 r= 4 T .
Kew Keuw
Lema 3.14. TV je konsistentno.
Lema 3.15. Neka su C” i Ck}kgw respektivno skupovi

. w . . e by 0 .
uslova Robinsonovog kona&nog forsinga za teoriju T 1 Jezik

“(A), odnosno za teoriju Tk i jezik Lk(A). Tada C¥= U Ck.
K Keuw
pokaz. Jasno. Svaki se model teorije T moZe prosiriti

. (1
do modela teorije T .
Naravno, vazi 1

Lema 3.16. Neka su Cﬁ 1 Ci,kgm respektivno skupovi uslo-

va n-kona¢nog forsinga za teoriju ™ i jezik .Y (A), odnosno
za teoriju Tk i jezik Lk(A). Onda Cﬁ = U Ck.

N KEw
Lema 3.17. Za svako ¢eSENT(L (A)) i svako ng

p ||— vy ako 1 samo ako p |h{%m¢

gde su ||— i |h{ kona&na, odnosno n-konaf¢na forsing relaclja

za teoriju T® i jezik LY (Aa).

Dokaz. Indukcijom po sloZenosti formule.

Sludajevi: ¢ je atomarna formula i ¢ E¢1&¢2 su trivi-
jalni. Sludaj ¢ =~$, je neznatno teZi, a ¢Eav¢1(v) zahteva
(kao i u 3.12) samo malo vi3e strpljenja, koji c¢emo opet po-

kazati.

Neka p IF-%%3v¢l(v) i pcqgc , = pU{wl(El),...,wk(Ek)L

k>0. Neka su, dalje, wl(t ),...,wk(tk) atomarne rec¢enice tak-
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DR - i - 7i . . .
ve da T r“¢i(t )++¢i{t ), i=1,...,k. (na raspolaganju nam Je,
jasno, &irok izbor takvih reenica, no, svakil izbor je jedna-

ko dobar za ova] dokaz), a reC” uslov i t =zatvoren term tak-

vi da pU{El(E 1),...,@k(Ek)}g; ir H—-¢1(t). Prema induktiv-
noj pretpostavci r |%—%m¢l(t) i stoga, prema 3.3,

— ﬂ'l —_ ""'k , Lo
sy r—{¢l(t ),...,$k(t )}Ih-%%¢1lt). Dakle, p H—-%%3v¢l(v).

Ako, pak, p l{gmm3v¢l(v) i pgqgcm tada za neko reCE i neki zat-
voren term t, ggr i r}}; b, (£) . Neka je r’ uslov nastao zame-
nom re¢enica iz r—-g njima ekvivalentnim u odnosu na ™ atomar-
nim redenicama. Onda r’lLH vup, (&) pa i (prema induktivnoj hi-

P

potezi} r’ H—-mm¢1(t). zaklju&ujemo p| |- %%3v¢1(v).

| g, £
Teorema J3.18. (Tm)f = (T”) n,

pokaz. Direktna posledica lema 3.3 1 3.17.




[V GLAVA

n=KONACNA FORSING PRIDRUZENJA

Primerom 2.38 smo pokazali da medju n-konacnim forsing
pridruZzenjima ne mora da vlada hijerarhijski odnos. Naredni
rezultati daju tek neke od odgovora na brojna pitanja odnosa
date teorije T i njoj korespondentnih n-konacnih forsing pri-

druzenja.

Prva dva tvrdjenja su uop3tenja veé poznatih za konacCni

forsing (videti |2]).

Lema 4.1 (a) DNko je jezik L teorije 1T prebrojiv 1

T=Tf“, onda za svaku reéenicu ¢ jezika L konsistentnu sa T
postoji model M teorije TU{¢} takav da jJc TUDn(M) kompletna

teorija (kaZemo jo% i da M n-kompletira teoriju T);

(b) Neka je teorija T (jezika L proizvolj-
ne kardinalnosti) takva da za svaku relenicu ¢ jezika L kon-
sistentnu sa T postoji model teorije TU{¢} koji n-kompleti-

ra T. Tada T:Tf“ i uopste T=Tfk za svako k>n.

Dokaz. (a) Kako je jezik L prebrojiv Tfn=Th(F$)(2.18),
te postoji bar jedan T-n konacno generidni model M takav da
M= b
(b) Dati uslov, jasno, vazi i ako umesto rece-
nica jezika L posmatramo relenice proSirenog jezika L{A), a
koristedi se indukcijom po sloZenosti formule (jezika L) lako
pokazujemo da svi modeli koji n-kompletiraju T su i T-n ko-

nadno generi&ni {(videti teoremu 2.6).

Pretpostavimo sada ¢¢Tfn. Onda za neki uslov gq qj|gvé
pa ako je M model za TUq koji n-kompletira T, prema prethod-

nom, ME ~¢ i ¢$4T. Analogno rezonujemo i u sluaju ¢gT.

Korolar 4.2. Da bi kompletna teorija T bila n-forsing

kompletna (T=Tfn) dovoljan uslov je da postoji model Mep(T)
koji n-kompletira T. Ako je jezik L teorije T prebrojiv,

ovaj uslov je i1 potreban.

Korolar 4.3. Ako je jezik L teorije T prebrojiv i

za neko n T=Tfn, onda i T=Tfk za svako k>n.
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Korolar 4.4. Ako je teorija T n-modelski kompletna,

tada T:Tfk za svako kzn.

Dokaz. Prema 4.1. (b).

Dokaz se moZe dati i pozivanjem na tacke (ii) i
(vi) teoreme 2.23 kao i poznate ¢injenice da n—modelski komp-
letna teorija ima “n+2 aksiomatizaciju i da su dve n-modelskl
kompletne teorije sa istim nn+1 segmentom Jjednake.

Lema 4.5. (a) Ako je teorija T kompletna 1 T=Tﬂﬂn+2,
tada T:Tfk za svako Kkzn;
(b) Ako je za (proizvoljnu) teoriju T poO-

cev od nekog n Tf“=Tfk za svako k>n, onda 1 T=Tfn.

Dokaz. (a) je direktna posledica tacke (vi), a (b) tac-

ke (ii) teoreme 2.23.

kKorolar 4.6. Ako je T kompletna teorija prebrojivog

jezika L 1 T:Tﬂun postoji model Mep(T) koji n-kompletira

T.

+2/

Lema 4.7. Ako je za neko n(>0) T-n konacCno forsing pri-

druzenje Tfn teorije T kompletna teorija, onda je i za svako

K n Tfk kompletna teorija.

Dokaz. Neposredna posledica tvrdjenja 2.23 (v).

Lema 4.8. Za svaku teoriju T Jjezika L postoji pro-

Sirenje T1 definisano u (adekvatnom) proSirenju Ll jezika L

takvo da T1=Tfn za svako n>0.

Dokaz. Neka je M (ma koji) model teorije T i FM nje-

gov elementarni dijagram (skup svih recCenica jezika L{M) koje
vaze u M). M, jasno, kompletira (kompletnu) teoriju FM i prema

4.2. F“=F£n za svako n20 (uporediti ovo tvrdjenje sa 3.18).

Teorema 4.9. Neka je T teorija gustog linearnog

DLOM
uredjenja sa maksimalnim i minimalnim elementom definisana u

o j N _ CiLi e -pfk
jeziku L={p} (p~binarni relacijski simbol). Tada TDLOM TDLOM

f f
Torom®  'brom

za svako k>1 i T je (takodje) kompletna te-

DLOM#
orija.

Dokaz.

TDLOM je kompletna teorija jer nema konacnih

modela i w~kategoric¢na je (Zoé~Vaught-ov test). No, ni jedan
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model ne kompletira teoriju ($ta vise, nijedan model teorije

T nije ni egzistencijalno kompletan za TDLOM)' Prema 4.2.

DLOM
| | £ _ h
i 4.6. TDLOM#TDLOMHHZ L Toron®Tonod: 9257° Tprom™ TpLom iy, te

—pik N . ) )
DLOM TDLOM Za ?vako k>1 (4.5(a)). Kako %e TDLOM kompletna teo

rija, to je 1 T5LoM kompletna teorija. ToLoM je, zapravo, mo-
delsko pridruZenje teorije TDLOM (dakle, i modelski kompletna
teorija). To je teorija gustog linearnog uredjenja bez minimal-
nog i maksimalnog elementa. Dokaz sSmo mogli bazirati i na Ci-
njenici da teorija TDLOM ima model koji je l-kompletira. (Ima-
~o i1 vise od toga: ona je l-modelski kompletna) . Zaista, neka
je M bilo koji njen prebrojiv model, M<1N%=TDLOM i K prebrojiv
elementaran podmodel modela N takav da MczK. Naravno, onda 1
H*’k pa, takodje, i M<K (koristedi se Cantor-ovim argumentom
lako se moze pokazati da ako su Ayreserdpy bilo koji elementl

iz M i b proizvoljan element iz K posto]ji izomorfizam modela
K na K koji element b preslikava na neki element a 1z M, a
ostavlija fiksnim Ayreessdp za dokazivanje l-modelski komplet-
nosti dovoljno je bilo ogranic¢iti se samo na prebrojive modele) .
Dakle, i M<N.

Napomena. Da smo datu teoriju definisali u jeziku koji

pored binarnog relacijskog simbola sadrZi i dve konstante (oz-
nake za minimalni i maksimalni element) dobili bismo kompletnu
teoriju koja je Jednaka svom H2 segmentu i stoga jednaka sa
svim n~konaénim forsing pridurZenjima (ovako definisana teori-
ja je, primetimo, i modelskl kompletna i slucaj je, na neki
nadin, analogan primeru teorije gustog linearnog uredjenja bez

minimalnog i maksimainog elementa) .

reorema 4.10. Neka je T.. kompletna aritmetika (prvog

N
reda) (skup svih recenica Jjezika L={+,%x,=,0,1} koje vaZe u mo-

delu N=<N,+,x,0,1>, gde je N skup prirodnih brojeva) . Tada

£
— k i [ L] ] a
TN T, 1 N je jedini (TN
k>0.

-k) konadno generilni model za svako

pokaz. Kako su svi elementi modela N definabilni, moZe

se na neki nacin TN smatrati elementarnim dijagramom modela N.

N, jasno kompletira TN' te TN Ték za svako k. No, N je i jedi-
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ni model koji kompletira TN (prema toma TN

letna (videti takodije kraj tcoreme 4.11.), a N je jedini

nije modelski komp-

(TN—k)—konaéno genericni model). M.O.Rabin Je, naime, dokazao
da ni jedan nestandardni model kompletne aritmetike nije nt
cgzistencijalno kompletan (za teoriju TN). S druge strane,
spomenimo i to, A.Robinson je izveo da ni jedan egzistencijal-

no kompletan model teorije T, razlicCit od N nije model ni

N
Peanove aritmetike ;39 ].
Teoreme 4.11. Neka je TPA Peanova aritmetika {(defini-
sana u jeziku i={+,x,=,0,11). Tada: (a) za svako n postojl

£y
PA

konaéno genericni model; (d) TgA'nije

£ £, . . . . .
k*n tako da Je TPE#TPE; (b) Nijedna teorija T za k>1 nije

kompletna; (c) N nije Toa
modelsko kompletiranje teorije TPA'

£ £

. : - Nk
Dokaz. (a) Pretpostavimo da jJe za neko n TPA TPA za

f
svako k>n. Onda, prema 4.5 (b), TPAZTPE i prema 2.18
Tph=Th(F$ ). Prema tome, postoji nestandardni model Peanove
PA
aritmetike koji je n-kompletira. No, to je u suprotnostl sa

slededom teoremom (11} (citiramo je u potpunosti):
| P

Zza svako n>0 postoji % formula ¢ (v) takva da svaki

n+l
nestandardni model M teorije Toa ima ¢lan c¢ takav da
M j=~¢[c] dok postoji n-elementarna ekstenzija M* modela M ko-
ja je eclementarno ekvivalentna sa M i koja ispunjava M* = ¢{c].

d* je krajnja ekstenzija (end extension) Jjedne kofinalne ele-

mentarne ekstenzije modela M.

(b) 1 (¢)(zapravo jedno Sire tvrdjenje) proizilaze pre-

ma Gédel-ovom rezultatu (datom u ned3to izmenjenoj verziji):

7a svaku podteoriju T teorije TN sa efektivno datim

rekurzivno nabrojivim skupom aksioma postoji reCenica ¢ oblika
Vv

1...va (r#t), gde su r 1 t termi, takva da NF= ¢ (t3].
$+ thN), ali -;,')¢T.

Odatle nijedna takva teorija T, a T A je jedna od njih,

P
nema svojstvo l-pridruZenog utapanja, te T£1, a onda ni bilo
koje drugo forsing pridruZenje T kfza k>1 ne moZfe biti komplet-
. _eoin . o
na teorija. Kako ¢¢TPA, a T, NN =T 0l , N ne moZe kompletira

£
ti TPR (postoji prebrojiv TPA kona&no generidéni model M takav
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da M = 1, Jasno, Ncli, Dijagram modela N Je, da tako kazZe-
mo, sadrzan u skupu kvantifikatorski slobodnih recdenica teori-
Je Tha (opet imamo u vidu definabilnost svih elemenata iz N).
Napomenimo da je u osnovi rezultata na kojJe smo se po-
zivali (u ovoj teoremi) fundamentalna teorema Matijasevica da
Je svaka rekurzivno nabrojiva relacija diofantova kao 1 to da
su 2a njeno dobijanje dovoljne upravo aksiome Peanove aritme-

tike. Ona se uostalom koristi i u dokazu sledeceg tvrdjenja

({121), konkretno u konstrukciji dole pomenute formule §:

Ni jedna teorija T {(jezika L) koja sadrzi TPAHHZ nije

modelski kompletna teorija.

Postoji, naime, 33 formula Y{v) {(sa samo slobodno pro-
menljivom v} takva da ako je M egzistencijalno kompletan mo-
del (ma koje) teorije T, koja je ekstenzija H2 segmenta Pea-
nove aritmetike, tada: (a) {a| MEy[a]l=N ( i (b) M=N akko

M = wvd(v}}). Sada ako bi T bilo modelski kompletna teorija,

dakle, i Ep=n(T) skup formula {y(v)}U{n<vineN} bi bio konsis-
tentan sa teorijom T, pa bi se realizovao u nekom njenom mo-

delu M. No, onda {a|MpF ¢[a]l#N kontradiktorno sa (a).

f

Kao poseban 'zakljuc¢ak izvodimo da TPR nije modelski kom-

pletna ni za jedno new, dakle, vazi i (d).

reorema 4.12. Neka je T. teorija grupa (definisana u

G £
jeziku L={-,el}). Tada: (a) Tf je kompletna teoriija; (b) T=T K

za svako k>1l.

Dokaz. (a) Jasno, jer T. ima svojstvo pridruzZenoyg uta-

G

panja. Primetimo uzgred da T,. nema modelsko pridruZenje. Poz-

nato je, naime, da teorija iga modelsko pridruzenje ako i sa-
mo ako je klasa nienih egzistenciijalno kompletnih modela ele-
mentarna - kazZe se jos, i elementarna u Sirem smislu (podseda-
mo: klasa modela p je elementarna ako je u=p(Th(n))). Klasa
modela je, opet, elementarna ako i samoc ako je zatvorena u od-
nosu na formiranje ultraproizvoda i elementarnu ekvivalenciju.
No, to nije siludaj sa klasom egzistencijalno zatvorenih grupa.
Tako, npr. ako jJe M egzistencijalno kompletna grupa i D
w-nekompletan ultrafilter nad (proizvoljnim) beskonacnim sku-

pom T MI/D nije egzistencijalno kompletna grupa [10}.
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Neka je sada ¢ recCenica konsistentna sa TG. Kako svoj-
sivo "biti beskonacna grupa" nije svojstvo prvog reda (suprot-
nu pretpostavku dovodi u kontradikciju primer ECH/D gde je D

neylavni ultrafilter nad w 1 Cn(cikliéna) grupa reda n pos-

toji kona&na grupa M takva da MF¢$. M, jasno, l-kompletira
teorilju TG (u jeziku L(M) moZemo univerzalnom reCenicom reci

"da je svaki element jednak nekom od elemenata grupe M"Y}, te

f
je TC:TGK za svako k21. (4.1. (b)).

Teorema 4.13. Neka je T tecorija Abelovih grupa (defi-

AG

nisana u jeziku L={+,0}) ima modelsko kompletiranje, a za

svako ki rlk,
SVaKko kKo lh AG

TAG

Dokaz. Prvo tvrdijenje je samo poseban slucaj mnogo ops-

tijeg stava |10} .

Neka Jje Th teorija modula nad prstenom s jedinicom R
(odgovaraijudéi jezik je LR={+,0}U{fr[reR}, gde su f_ unarni
funkciijskil simboli; jasno fr(x)=rx). Ako je R koherentan prs-
ten (prsten R je koherentan ako je jezgro svakog homomorfnog

preslikavanija prstena R" u R kona&no generisano) Tp ima model-
?RE(R/I (x‘l’), (gde Jje

je takodje direk-
tna suma, a F(R/1) je injektivni omotac ciklic¢nog modula

sko kompletiranje i to je teorija T* Th ( I

v oznaka za (slabu) direktnu sumu; E(R/I)

R/I-1 je ideal prstena R). Da je prsten R koherentan ujedno
je i potreban uslov za egzistenciju modelskog kompletiranja
teorije TR'

Kada je R komutativan Noether-ov prsten svaki injektiv-
ni modul £ je izomorfan meodulu oblika pL ?E(R/P)(a ), gde je
quo, dok je P skup svih prostih ideala prstena R.up je je-
dinstveno odredjeno modulom E([30]). Primenom ovog rezultata u

ilolje dokazana ekvivalentnost slededih tvrdjenija.

(I) € je model teorije Tﬁ
(II) E je injektivan i ako E—P ? (R/P)(&P), tada ap>0
za svaki maksimalni ideal P, a ako je jo$ P takav maksimalan

ideal da je prsten R/P kona&an, onda apzn%.

Na osnovu navedenog modelsko kompletiranje teorije

Abelovih grupa (posmatranih kao /-modula) Je




L) }{' . . " "
Th(éz(p )('0) & Ra(k)L k=0, p prost broj, tj. teorija
I
F 1* = ? ; = 1 L : i - ; # = & [ . - + [ - ¥ —
' Th Uivadv(nv w) [newl yld vy va(léjvlivj&lgl(Oivl&pvl 0) |

b

m: v, p prost broji (I(p ) - grupa svih pP-tih kompleksnih
korvena iz jedinice, Ra-aditivna grupa racionalnih brojeval.
Injektivni Z-moduli su bas deljive grupe (modul je injektivan
akko je direktni sumand svakog modula u kome je sadrZan), a /[
(komutativan) prsten glavnih ideala (ako je F maksimalan ide-
al onda P=<p-, gde je p-prost broj, /P Je kona¢ni -modul
(grupa ostataka po modulu p 1 E(Z/P}=Z(pm)). Naravno da je
TRG i kompletna tecorija (modelski je kompletna i ima svo]stvo
pridruZenog utapanja).

Jasno; teorija (Abelovih) deljivih grupa (s obzirom da je
model konsistentna sa teorijom Abelovih grupa) ima isto mo-
delsko pridruZenje. Teorija TTFDG torziono slobodnih deljivih
grupa je modelski kompletna, viSe od toga ona je podmodelski
kompletna. Jer, neka je M torziono slobodna deljiva grupa 1 N

kona®no generisana podstruktura (koJja ne mora nuZzno biti 1 pod-

grupa). Tada TTFDCUD(N) nema kona&nih modela i a-kategoricna
je za svako wzw, (ako G =:TTFDCUD(N) minimalna deljiva podgrupa

grupe G(dakle, i njen rang) koja sadrzi podstrukturu D(N) Je-

dinstveno je odredjena).

Syojstvo "biti p-primarna deljiva grupa" nije uopste

aksiomatizibilno (nije generalno svojstvo prvog reda).

Teorija T beskona&nih p-primarnih grupa sa elementi-

IPP
ma reda p Jje i kompletna i modelski kompletna (prema Prufer-
—ovoj teoremi takve grupe su direktne sume ciklic¢nih grupa i

otuda onda odmah proizilazi w-kategoricnost. Naravno, teorija

je i induktivna).

Iskljudimo 1i uslov beskonacnosti ostaje nam %eorija TPP
L : 4 . - . . St — k -
cije je modelsko kompletiranje TIPP' a, inace, TPP TPP Zza sva
ko kzl.

Teorema 4.14. Neka je T, teorija polja definisana u Jje-

3

| fr . . . .
ziku L={+,°,0,1}. Tada TF=TFk za svako kzl, a Tf je teorija al-

gebarski zatvorenih polja TACF'




. £
Dokaz. Pokazujemo prvo TFHTACF'

Teorija algebarski zatvorenih polja je modelski komple-
tna, &ta viZe, podmodelski kompletna. Jer, neka je M konacno

generisana podalgebra algebarski zatvorenog polja N (s obzirom

na izabrani jezik M nije nuZno polje). Dijagram modela M odre-
djuje minimalno podpolje M’ (polja N) u kome je sadrzano M (ako
SU ajs.--cay generatorni elementi M'=K[a1,...,aﬁ], gde je K ili

polje racionalnih brojeva ili polje ZP za neki prost broj p,
ovisno od karakteristike polja N)}. Jasno, teorija TACFU&M nema
kona&nih modela. Osim toga, ona je i A-kategoriCna za svako

A>w Naime, neka su Nl i N. dva modela kardinalnosti Azw, teo-

2 1
Pretpostavidemo da oba polja sadrze zajednicko

L
rije TACFU&M'
prebrojivo potpolje (izomorfno sa) M’ kao i to da nemaju drugih
zajedniCkih elemenata. Transcedentne baze C, i C2 polia Nl i N2
nad M’ su iste kardinalnosti {(\) pa postoji bijektivno presli-
kavanje f skupa C, na C,- Preslikavanije g:M'(C1)+M'(C2) od-
redjeno sa glM,=idM, i g]cl=f je izomorfizam datih polja koji
se, dalje, moZe pro3iriti do izomorfizma njihovih algebarskih

zatvorenja Nl i N2 (Steinitz-ova teorema).

Kako su TF 1 TACF modelskli konsistentne TACF je model-

] . > L] - f - n - n
sko pridruzenje teorije TF pa TF=TACF‘ Uzgred, teorija TF ima i
svojstvo amalgamiranja (ako su M i N ekstenzija polja K moZemo
ih utopiti u polje M © KN/I gde je M @ KN tenzorski proizvod
K-algebri i I njegov maksimalni idela) tefje'TACF i modelsko
m

Tacr=Tacr

Primetimo da iz onog 3to je veé releno proizilazi da je

kompletiranje teorije T.. Naravno, za svako mew.

teorija algebarski zatvorenih polja date karakteristike p (p
je prost broj ili nula) kompletna teorija (da takva teorija ni-
je p-kategori&na pokazuje primer algebarskih zatvorenja polja

Zp i Zp(x), odnosno ako je p=0 Ra i Ra(x)}.

5to se tife prvog dela tvrdjenja on je (kao i u slucaju
teorije grupa) posledica ¢injenice da svejstvo "biti beskonacéno
polje"” nije svojstvo prvog reda (posebno, "biti polje karakteri-
stike 0" nije svojstvo prvog reda}. Ilustrujemo OVO primerom

EZP/I' gde je Zp polje ostataka po modulu p, p prolazi skupom




prostih brojeva, a I Je neglavni ultrafilter nad tim skupom.
bDakle, ako je relenica ¢ konsistentna sa TF’ postoji konacno
polje M u kome se ona realizuje %, naravno, TFUDl(M) je kom-
pletna teorije. Prema tome, TF:TFI' uopste TF:TFk za svako

K- 1.

Ako je T teorija realnih zatvorenih polja (real

RCTF
£ :
closed fields), tada T =r- kK _2a svako kew. Jer TRCF Jje mo-

RCF "RCF
delski kompletna (takodje i kompletna) teorija. U dokazu OvOg
stava pozivamo sa na poznata svojstva realnih zatvorenih polija,
az primedbu da je dovoljno razmotriti samo sluCajeve

McM? MM en (T ) gde je stepen transcedentnosti polja M7 u

RCF
odnosu na polije M bas Jjedan:

svaki polinom nad realnim zatvorenim poljem (M) se raz-
la%e u proizvod linearnih i kvadratnih faktora (s obzirom da

je M(V~1) algebarski zatvoreno pcelie);

ako je M realno zatvoreno polje i M(x) uredjena, pros-
ta transcedentalna ekstenzija, tada uredjenje u M(x) Je Jjedin-
stveno odredjeno relacijama asx, odnosno xsa, zavlsno veé koje

vaze u M(x);
svaka dva realna zatvorenja Mi i M2 polja M su izomorfna.

Kako svako realno zatvoreno polje je ekstenzija polja

recalnih zatvorenih brojeva teorija Trer je i kompletna teorija.

Inace, r e modelsko pridruZenje teorije formalnih

TRC
realnih polja (TFRF
nije njeno modelsko kompletiranje {(koje stoga 1 ne postoji).

Tako npr. i M=Ra (V2) (VV2) i N=Ra (V2) {V-V2) su formalna realna

polja, pa ce V2 u realnom zatvorenju polja M biti pozitivan, a

) (dakle, i njeno forsing pridruZenje), ali

u realnom zatvoreniju polja N negativan element.

Mediju teorijama sa modelskim kompletiranjem je i teori-
ja Bulovih algebri (TBA)' Njeno modelsko kompletiranje je teo-
rija bezatomi&nih Bulovih algebri (TALBA)' Dajemo u osnovnim

crtama dokaz ovog tvrdjenja.

T podmodelski {znac¢i i modelski) kompletna, jer

ALBA €
podalgebra M Bulove algebre N generisana konadnim skupom M’ je
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i sama konadna (za dato n posto]li samo 22™ razliditih Bulo-
vih funkcija, a mi posmatramo funkcije sa najvise ‘M’ pro-
menljivih) ,pa ako su Nl i N2 dva prebrojiva modela teorije
TﬁLBAU&M koristedil se Cantor—oviﬂ argumentom mozemo pokazatil
da se parcijalni izomorfizam f:Cal

do izomorfnog preslikavanja algebre Nl na algebru N2. TALBA

N y e i
+Ca2 , acM, moze prosirlitil

je,prema tome, w-kategoriéna, stoga i kompletna (naravno ne-

mamo konac¢nih modela).

Jasno je da su teorije PBA i TALBA modelski konsistent-
ne (direktni proizvod dve Bulove algebre je bezatomilna Bulo-
va algebra ako i samo ako Jje jedan od sumanada bezatomican) .

No, teorija T ima i svojstvo amalgamiranja (191).Zaista, ne-

ka su M,Nl i ﬁz Bulove algebre i neka su f£ 1 g 1inJjektivna
preslikavanja algebre M u algebre Nl i N2 respektivno (pretpo-
stavicemo odmah da su Nl i N2 netrivijalne Bulove algebre - u
protivnom slucaj je trivijalan). Neka je, dalje, K slobodni
proizvod algebri Nl i N2 (u klasi u(TBA) slobodni proizvod al-
gebri Ni, ieT uvek postoji, jer: za svaki kardinal A (prema
tome, 1 za k:Z(iNiliigI)) postoji slobodna Bulova algebra sa
slobodno generatornim skupom kardinalnosti A, H(U(TBA)EEU(TBA)
i postoji Bulova algebra N u koju se utapaju sve algebre Ni,iEI)kO“
je femo identifikovati sa njihcvim slikama u K. Ako je 1 ideal
u K generisan skupom {(f(a)Ag(a)’)v(f(a) ag(a))laecM} s nesto
truda se dokazuje da NiﬂI={0}, i=1,2, te su restrikcije priro-
dnog homomorfizma h:K»K/I na Ni’ i=1,2, injektivna preslikava-

nja i, Jasno h(fl(a))=h(f2(a)) za svako aeM.

Drugi jedan dokaz,da teorija Thn ima svojstvo amalgamil-

ranja, moZe se videti u [33].




V GLAVA

n-KONACNI FORSING I TEORIJA TIPOVA

Rezultati ovog poglavlja prirodna su uopstenja i dopu-

ne tvrdijenja iz 20, 211,

U svim razmatranjima teorija T 1 parametar n su
fiksni, no, inade, potpuno proizvolini, uz jedini uslov da jJje

jezik L teorije T prebrojiv.

Za dati skup formula [ £v(T)=U{fv(¢)]|el'}. Kompletan
m-tip teorije T Je maksimalan skup formula konsistentan sa
T . takav da |[fv(l)|=m. (n+l)-egzistencijalni m~tip se defini-
¢ analogno s tim $to su njegovi elementi (samo) Zn+1 formu-
le. Kompletne (m)-tipove demo, generalno, obeleZavati sa T (v)
(i1i samo '), {n+l)-egzistencijalne {(m-) tipove sa E(v) (ili
samo E), njihove elemente sa, respektivno, ¢(v), odnosno o (V)
(11i samo ¢,0), skup svih kompletnih m-tipova teorije T sa
Qm i skup svih (n+l)-egzistencijalnih m-tipova teorije T sa
¢m. Skupove ﬂm i @m snabdefemo, takodje, topologijama, ciji
bazi&ni skupovi imaju za elemente A¢p{(V)={T|¢(V)el}, tj.

A5 (V)={E}lo(V)eE)}.

Veé nam je poznato da ¢m {mew) , n-konac¢ni forsing i

n-modelsko pridruZenje ovise jedino od Il segmenta teorije

n+l
(videti 2.22, 2.2, 2.23(i)). Ovo je jedan od razloga (no, sva-
kako, ne i jedini - s tim u vezi videti 1 ostale rezultate iz

druge glave) koji je motivisao pokusaj da se izmed)u izvesnih
svojstava n-konac¢nog forsinga i n-modelskog pridruZenja s Jed-

neg strane 1 skupova $m' mew 8 druge strane ustanovi veza.

Konstatujemo odmah da su ¢m i Qm Hauzdorfovi topoloski
prostori sa otvoreno-zatvorenim (clopen) bazidnim skupovima.
Jer, recimo, neka su El(ﬁ) i Ez(ﬁ) dva razlidita elementa iz
» - Tada za neku formulu o, (v) iz g, Ul(§)¢52 pa u E, moZemo

naé¢i formulu oz(ﬁ) takvu da TF-oz(ﬁ)+mcl(G) (u protivnom bi
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HjU{ﬂl(ﬁ)} bilo konsistentno sa T, t3. © (%)582). Proizilazi:

1
(v), EZEﬁJE(V) i Aﬁl(v)ﬂﬂdz(v)zﬁ.

Koristidemo (obic¢no precdutno) 1 sledecCa svojstva pros-

| A L
i 1'.&‘]1_11

tora 2 s Ad, (V) =AL (V) akko Tl &) (Ve i, (V)5 BY ) (DICA, (V)

akko T}-$l(ﬁ)+$j(ﬁ) (jasno, pravci (+«) vaZe i u v _). AkO

i

'TV 4 (ﬁl+~$

(
RA 1 (V) &vp, (v
Mep (1) MEG@ (3
7&

dﬂkl&, AQl(ﬁ)'

v}, T je konsistentno sa

’))V3§(¢2(ﬁ)&m¢l(ﬁ)}. Neka npr. u nekom modelu
] A

svg,[a]. Onda ¢, (N el={p (V) [M=+[4]) 1 ¢

2 2
AL (V). Analcogno rezonujemo 1 u drugom slucaju.
P

Primetimo Jda skup Kn+l formula realizovanih nekom m-
~torkom u modelu tcorije T nije nuZno (n+l)-egzistencijalni
m-tip. Navodimo ovom prilikom uz napomenu da Je uslov O pre-

brojivosti jezika teorije T ovde suvisSan

Lemu 5.1. (a) Model M iz u(TﬂHn+1) je n-egzistencijal-
no kompletan model teorije T akko svaka njegova m-torka

(mew) realizuije (n+l)-egzistencijalni m—tip teorije T.

(b) E je {(n+l}-egzistencijalni m—-tip akko ga
realizuje kakva m—-torka nekog n-egzistencijalno kompletnog

modela teorije T.

Dokaz. (a) U osnovi dokaza je sledede tvrdjenje koje

se lako proverava i vaZi za svaku teoriju T: Ako su M i N

modelil teorije T, Ay w-r@0 4 1 bo""'bm—l elementi iz, res-

. . . f L .
pektivno, M i N takvi da {J(vo,...,vm_l)|M-0[ao,...,am_lJ,

. | A .
o je L., formulah;{o(vo,...,vm_l)lN_—zﬂbo,...,bm_lj, ¢ je
Loy formulal tada se M i N mogu n-elementarno utopiti u mo-

del K teorije T tako da se slike elemenata a; i bi’ i=0, ... m—-1

podudaraju.
(b) Videti 2.21.

U daljem radu pojmovi iz naredne definicije ¢e imati
kljucnu ulogu (nedemo visSe posebno naglasSavati da se radi o

tipovima teorije T).

Definicija 5.2. Kompletan m-tip Jje normalan ako je

ekstenzija (n+l)-egzistencijalnog m-tipa;
Kompletan m-tip je kompletan (n+l)-eg-
zistencijalni m-tip ako je jedinstvena ekstenzija (n+l)-egzi-

stencijalnog m-tipa.
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r'oorema 5. 3. Slededi iskazi su ekvivalentni:

— -

(a) T je n-modelski kompletna teorija (vi-
Aot definiciju 2.1);

(b)) LAY 1a(v) Jje L., formula, fv (o) {<mi
ju bacza prostora ﬂm (za svako mrw} (gde sada, naravno,
Jafi%)={IEE%niJ(ﬁ)EF};

(¢) Svaki kompletan tip je kompletan (n+l)-
-2gyzistencijalni tip;

() Svaki kompletan tip Je normalan.

Dokaz. (a}y +» (b))

Jasno, jer T Jje n-modelski kompletna teorija akko za
svaku formulu ¢ (v) postoji L ., formula o{(v) takva da
T e (V)eo(V).
(b) > (cC)

Neka je TeQ 1 E={ g(T)eT}|o(V¥) je Lo formulal}. Pret-

postavimo da E nije (n+l)-egzistencijalni m-tip. Onda za ne-

- 5 Y2 X7 7 1 e 2 :
ku £ formulu EE(U) Ub(V)¢E ; EU{ob(v)} je konsistentno sa
T. Prema tome, FeA(vo (V)) = ;-4 Acj (V) i, recimo, I'eAgj (V) ,ioel.AlL

uiotﬁ)vn i TF—UiD(G)+%GO(%), kontradiktorno sa pretpostavkom

o konsistentnosti TUEU{Gb(ﬁ)}.
(c) = (d)
Jako trivijalno,.
(d) - (a)

Dovolijno je da pokaZemo da je svaka Hn+1 formula T-ek-
vivalentna sa nekom En+l formulom (onda je svaki model teori-
je T n-egzistencijalno kompletan i prema (adaptiranom) Ro-
binsonovom testu T Je n-modelski kompletna). Pretpostavimo
da Hn+1 formula ¢ (¥) nema to svojstvo. Tada je za svaku En+1
formulu ofv) takvu da Tl o(¥)+¢(¥) TU{$(V)&vo(¥)} konsisten-
tno. Kako Tk-ol{ﬁ)+¢(ﬁ) i Tk-oziﬁ)+¢(ﬁ) implicira |
Tk*nl(ﬁ)de(ﬁ)*¢(§), a disjunkcija dve I ., formule je opet
%, formula, skup formula ['={s (N IU{vo(¥)|TF o(¥)+¢ (W)} Je
konsistentan sa T. No, ako je T tip koji sadrzi T’, T nije

normalan (suprotno uslovu (d)), s cobzirom da je ¢ (V) konsis-

tada
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tentno sa B={a(¥) el [u(¥) Je Eﬁ+l formulal (pretpostavka da
S (v)&o(¥) nije konsistentno sa T za neko o(v)eE implicira

e (V)8 (), t. va(@)el).

Teoorema 5.44.

| £
(a) T = T n;
ib) Za svako mew, za svaki otvoren skup 0 u Qm posto-

30 formula o(¥) takva da Ao(9)=0;

(c) Za svako mcw, skup kompletnih (n+l)-egzistencijal-

nih m—tipova je gust u Qm'

pokaz. PokaZimo prvo da ije (b) ekvivalentno sa
(L") T Jje fn-kompletna teorija (definicija 2.31).
(b) > (DB)

Neka je ¢(V) konsistentno sa T. Tada Ap(V)#@, te za

neku I, formulu o(9) A5 (V)cAd (V), dakle, i TH—o(¥)>d (V).

(b’) > (b)

Ako je 0 prazan skup A(3v(v#v))=0. Pretpostavimo stoga

da je 0 neprazan skup i 0= A¢i(§). Onda za bar jedno icl

U
icl

A¢i(” #@§, pa za I hrl formulu o(v) konsistentnu sa T i takvu

da je Tl o(¥)=9, (V) Ac(VIchad; (V) (c0).
Kako nam je (am=(b’) veé dato {teorema 2.33 (sa 2.23(i1))

dokazademo samo (al)—*(c) i {(¢)>(b’).
(a) * (c)

Neka je Ad (V) neprazan skup. Prema 4.1(a) postoJi mo-
del M teorije TU{3v4(V)} takav da Je TUD (M) kompletna teori-
ja. Ako je MEolal, I={p (N {ME=y[a]} i F= [G V) |MEol[all B e
(n+1)~egzistencijalni tip (5.1(b)) 1 zbog kompletnosti teori-
je TUDn(M) [ je njegova jedinstvena ekstenzija. ' je, znaci,
kompletan (n+l)-egzistencijalni tip 1 l'eA¢p (v) . Proizilazi da
skup kompletnih (n+l)-egzistencijalnih tipova ima neprazan
presek sa svakim nepraznim otvorenim skupom, drugim relima,

on je gust u ﬂm
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Neka 3e ¢(v) formula konsistentna sa T, '(v) kompletan
(n+l1)~egzistencijalni tip 1z A (V) 1 E(¥) {(n+l)-egzistencijal-

)

ni tip sadrZan u . Tada za neku formulu J(V)ek T= o(v)+¢ (V)
h|

(u suprotnom bi TUEU{~p(¥) bilo konsistentno i tip I ne bi

hio jedinstvena ekstenzija od E).

n-egzistencijalno kompletan model teorije T nije nuzno
i model teorije T. Pravo pitanje je, zapravo, kada medju mo-
delima klase u(T) uopSte ima n-egzistencijalno kompletnih mo-
dela. Odgovor je, naravno, potvrdan ako T=Tﬂf1n+2 ili T=T 0
(videti 2.23(vi) i 4.1.,) ali, npr. u 4.9 Je data H3~aksiomati-
zibilna teorija (TDLOM) bez svojih modela koji bi bili egzis-
tencijalno kompletni, dok u p(TN) ima samo jedan egzistenci-
jalno kompletan model za TN (bad N). Teorema 5.6 ne nudi odgo-
vor ba¥ na naSe pitanje, ali njen korolar to vec &ini u sluca-

ju kompletnih teorija. No, dajemo prvo

Lemu 5.5. (a) Model Meyu (TNI ) Je n—egzistencijélno

n+l
kompletan model teorije T ako i samo ako za svaku Hn+l formu-

1u moo(ﬁ) ispusta tip (ovde reC tip, jasno, ne podrazumeva mak-
simalnost skupa) {mao(%)}U{%U(?)]fV(UH;fV(UO) i TF-U(?)+%GO(?)}
(podseéamo na dogovor da je simbol ¢ rezervisan za I ., formu-
le}.

(b) Model Meu(T) n-kompletira T ako i samo
ako za svaku formulu ¢ (¥) ispusta tip {6 (W) Tulnva() [ Eviol=tv ()
i T g(¥)=p (V) ],

Dokaz. (a) (=) Neka je “EU(TﬂHn+l) n-egzistencijalno
kompletan model teorije T, Mk=mcb[ﬁ] i BE={o(¥) | ME o[&]}. Pre-

ma S.1(a) E je (n+l)-egzistencijalni tip, a za bar jednu for-

mulu o(v) iz B Tk-u(§)+%do(§) (inaCe bi TUEU{UO} bilo konsis-

tentno, prema tome i C_€E, kontradikcijaj .

(«) Pretpostavimo sada da M ispusta sve ti-
pove oblika {%JO({})}U{’\.-G({}) |fv(o)gfv(oo) i TH U(f})-*oo({'f)},
M NET 4 MF=%00[§]. Kako za neku I_,, formulu o (V) M%=GEE] i
Th o(¥)»vo (¥), sledi NEold] 1 NF srvo_, stoga i NFmao[a].
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(b) (») Neka M n-kompletira T i MEola_,...,a__, - Ka-
ko Je TUDH(M) kompletna teorija TUDn(M) }-¢(cao,...,cam_l),
L2 za nekq formulu w(cao,...,cam_l,cbo,...,cbk_l) iz D (M)
Jl':_!;'J(Cao.r--.,Canl_l;Cbo;---er}ER'r-p(CaD;---rcan_l), ad Onda 1
(uz eventualno prenumerisavanje promenljivih)

- s 0 | ' / S ANV y
" SR E m+k-l#kvo"'"vm—l'hm"""m+k*i) P(UO' 'vmﬂlJ
ivm...]vm+k_l$(vm,...,vm+k_1) je Lo+ formula 1
A - ~ T _ o . A .
Mt ]Vm‘"3Vm+k-1wLao""’am-lJ' M,znaci, ispusta tip
{? Y . » ou {'W- ¥ . ; .
v AR RN Vo VTR )
{(«+} Kao (a) (+)
Teorema 5.6. Sledecdi iskazi su ekvivalentni:

(a) Ako je ¢ (V) konsistentno sa T teorija {3V (V)

ima model koji je n-egzistencijalno kompletan model {teorije

l'l'l} ;
(b)) Za svako mew skup normalnih m—~tipova je gust u Qm.

Dokaz. (i) » (b))

Neka je At {V) neprazan skup i M n-egzistencijalno kom-
pletan model teorije T takav da METU{3v# (V)] . Pretpostavimo
ME ¢ [al. Tada je I={y(v)iME¢[a]} normalan tip (jer

p={ g(v) [ME o[a] }CT je (n+l)-egzistencijalni tip - 5.1(a)) 1
e A (V) .

{b) - (a)

Neka je formula $(v) konsistentna sa T. Prema prosire-
noi teoremi o ispudtanju tipova(l 51)i 5.5.(a) teorija
TU{J94(V)} e imati model koji je 1 n~egzistencijalno komple-

tan model teorije T pod uslovom da za svaku formulu )(v) i

svaku “n+l formulu mrb(ﬁ) vazi: ako je TU{3G¢(G),m(§),mcb(G)}

konsistentno, onda je konsistentno 1 TU{]G¢(§),ﬁ(G),%ﬁO(§),

3(¥)} za neku I formulu g takvu da T~o »vo_.
n+1l O

Pretpostavimo da je TU{3G¢(G),w(§)&%UO(ﬁ)} konsisten-
tno. Kao neprazan otvoren skup A(3ﬁ¢(§)&¢(§)&%ub(ﬁ)} sadrzi
normalan tip ' i s obzirom da Ubtﬁ)iF postoji u (n+l)-egzis-

tencijalnom tipu E={o(¥)|o(¥)cT} element ¢ takav da Tro -vJ_.
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Sledi da je 1 TUQLIVH (v, ¢ (V) ﬂb(ﬁ),ﬁ(ﬁ) konsistentno.

Korolar 5.7. FKompletna teorija T ima model koji je

s -cyzistencijalno kompletan ako 1 samo ako su normalni m—-ti-

povi gustil u ﬂw Za SvVako mcw.
1

Korclar 5.8. Ako je T kompletna teorija takva da
Tfﬂtﬂn+2, tada za svako mow skup ncrmalnih m-tipova je gust
S

itl
coxas. Prema 4.6, 1 5.7,

- ———— —— e

;1

Kako nam je vedé na raspolaganju 5.5. pomenucemo i

n

T je aksiomatizibllna

reoremu 5.9. (a) Teorija klase t

joednom (jedinom) recCenicom jezika Lu -
V1

n

(b) Teorija klase FT

je aksiomatizibilna

jednom (jedinom)recenicom jezika Lm "
1

Dokaz. (a) Prema 5.5.(a) imamo direktno da je

A(Tﬂﬂn+1)&n{w$|¢{v) je Il_,, formula (jezika L)},

gde je Iirq‘f“‘&i?(-\b (V)splvo(9) T [— g ¢, aksioma za L;

Napomena: Tvrdjenje (a) vazi, ustvari, za svaku teori-
ju u smislu da ako je Jjezik teorije T kardinalnosti A aksioma
Loorije Th(E?) je reCenica jezika Ll+m'

(b) Znamo da je model teorije Tfn T-n konac¢no
generic¢an ako i samo ako n-kompletira T Boy2.16 (1), (ii)) .
Zbog toga, a na osnovua 5.D.({D)

£

AT n&A{wﬁ|¢(G) je formula (jezika L)},

5
gde wﬁ?m3§{¢(ﬁ)&htmo(ﬁ)ITPﬂJ+¢}), je aksioma klase genericnih
modela.
: . oL C n ., no_ .
Prisetimo se. jo§ da u jeziku L klase tg i FT nisu uvek
aksiomatizibilne; zapravo, ako je Jjedna onda je 1 druga, 1
u tom sludaju te dve klase se poklapaju, a njihova aksiomati-

zibilnost je, pak, ekvivalentna sa egzistencijom n-mcdelskog

»

pridruZenja.
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Kao primere teorija sa svojstvom (a) 1z 5.6 moZemo na-
costl Tfﬂ i Thi(M) yde je M{ma kojl) n-egzistencijalno komple—
tan model teorije . Uverimo se u to samo u sluaju teorije
't (M) . Neka je ¢(v) formula konsistentna sa ™ (M) . No, tada
ve oo (v),a M je 1 n-egzistencijalno kompletan model za teo-
viju Thi(M). Zaista, pretpostavimo da je N model 12 g (ThM))1
H~%H. Posto NF:Tﬂﬁn+1
la A p(T), a kako je M (n+l1)-clementaran podmodel modela K

N je n—elementaran podmodel nekog mode-

31edil 1 M N
= n+1l

oma 5.10. Slededi iskazi su ekvivalentni:

ia) Teorije T i T, imaju zajednicki Hn

1T T = I -

segment
1 °°Y

(b)) Za svako meiw teorije T 1 Tl imaju isti prostor o

(sa istom topologijom).

Dokaz. (i) » (b)

Neka je E(v) (n+l)-egzistencijalni tip za teorLju T.
Prema 5.1. (b) on se realizuje u nekom n-egzistencijalno kom-
pletnom modelu M teorije T. S obzirom da T i ’I‘l imaju zajed-
nicki I segment M je n-egzistencijalno kompletan model 1

n+l

za teoriju T dakle, E{(Vv) je (n+l)-egzistencijalni tip 1 za

lf
teoriju Tl.-

(b)) — (a)

Neka e Tﬂﬂn+l#Tﬂ]ﬂn+l i, pretpostavimo,mJ Hn+1 rece-
nica takva da vocT-T . Onda je TIU{G] konsistentno. Ako je
M model teorije TlU{o} i N n-egzistencijalno kompletan model
teorije T u koju se M n-elementarno utapa, tada Nk= g, pa ako
je E bilo koji (n+l)-egzistencijalni tip koji se realizuje u
N ofrE. Naravno E nije (n+l)-egzistencijalni tip i za teori-

ju T.

Teorema 5H.11. glededi iskazi su ekvivalentni:

(a) Teorija T ima n-modelsko pridruzenje;

(b) Za svako mcew @m je kompaktan topoloski prostor.
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Dokaz. (a) » (b}

Neka je T+ n-modelsko pridruZenje teorije T. Prema
prethodnod lemi T 1 T+ imaju za svako mcw 1iste prostore ¢m
Mozemo stoga u dokazu (da je &m kompaktan topolosSki prostor)
F oy tietirati kao skup (n+l)-egzistencijalnih T—tigova teoxri-
je ' . Na osnovu teoreme 5.3. prostori ¢m 1 ﬂm (Qm*skup kom-
pletnih m-tipova teorije T+) su homeomorfni (svaki m-tip Je
jedinstvena ekstenzija u njemu sadrZanog (n+l)-egzistencijal-
nogy m-tipa, 35to nam i daje homeomorfno preslikavanje) . Osim
toga, {Aa(¥)]u(¥) je © formula i |fv(o) | <m} je baza za

n+l
. . y . + .
Dovoljno je zato da pokaZemo da ako je & = U Ag, (V)

pgstoji konacan podskup {Awil(ﬁ),.. AJl (v)} (d;iég pokriva-
¢a) takav da je @ —Anll(v)J Uhcik(v) Pretpostavimo suprot-
no. U tom slucaju T U{ug (¥) |icI} je konsistentno jer za sva-
ki konaCan podskup formula {ajl(ﬁ),...,ojr(ﬁ)} postoji tip T
koji nije u Aojl(ﬁ)u...UAojr(ﬁ) i, prema tome,
uUjl(ﬁ)&...&mojr(ﬁ)eF. No, ako je I kompletan tip koji sadr-
Z1i Puui(ﬁ)|igl} sledi F¢Aci(ﬁ) za svako icI, t3]. r¢m;, kontra-
dikcija.

(b} - (a)

£
Prema 5.10. teorija T N ima za svako mew kompaktne to-

polo8ke prostore $m' Treba dokazati da je Tfn n-modelskl kom-
pletna teorija, odnosno da je svaki kompletan tip i normalan.
(5.3 ). Polazimo od suprotne pretpostavke. Neka je T komple-
tan tip iz Qi (Qf-skup kompletnih m-tipova teorije T ) koji

nije normalan, dakle, Er={a(v)iaaF}nlje (n+l) - eg21sten013al-

f
: . ~ Dyir
ni tip. Stoga za neku En formulu GO(V) T qu”ﬁoiv)} je

+1
konsistentno 1 muo(ﬁ)¢r. Ako je A komplement skupa Aao(ﬁ) u

+m, onda za svako EeA postoji formula GE{G)QA takva da

£
T “F~0E(§)+%JO(G)(u protivnom bi EU{Gb(G)} bilo konsistentno
£
, 7 N - Y F = U - ' J ~za-
sa T ", t3. oo(v)eE). A= EeA E(v) i kako je Aao(v) otvoreno—-za

tvoren skup A je isti takav, prema tome i kompaktan. Neka Je

fag.(¥),...,0,(¥)} konacan podskup skupa [GE(G)KEEA} takav da

1 t

A=lqg<tAoj(§). Tada svaki (n+l)-egzistencijalni tip sadrZi
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tormulu uo(ﬁ)vdliv)V...Vnt(ﬁ) (Jer je 1l1 u KUO 11 u A i1 ¢im

sadrzi jednu od formula Jo,n ..o, sadrzi 1 njihovu disjunk-

. L
siju) . No, ni jedna od formula (ﬁ)fﬂl(ﬁ)r---rﬂt(ﬁ) nije u
(wjlﬁ)aF, j=1,...;t, U7]. 1j(v “EI je u protivurednosti
. f1
s konsistentnosSdéu T nUErU{th (1 T nr*gjv%uo)), zraci

G (V)& Ls C (V)T u posebnom, %ﬂo(ﬁ)&mﬂ (ﬁ)&...&uﬁt(ﬁl je

foormula konsistentna sa T. All sada A(”‘b(v)&%al(ﬁ)&...&njt{%J}
ne sadrzi ni jedan normalan tip (naime, pretpostavka da je T

normalan tip iz E\(“:J (V) &y (V) &.. .&"bﬁt({:’)) dala bi 1

l

S W Eve (W) e ava (D) el d o (WIVe (B) V.. .vo (W)el), Sto

7
je kontradiktorno sa 5.4. (T 0 je f_ -kompletna teorija i zato
je skup kompletnih (n+l)-egzistencijalnih m-tipova gust u o ,
a onda, naravno, i skup normalnih m-tipova).

O odnosu n-egzistencijalno kompletnih i n-konacCno-yo-
nericnih modela u slucaju kada teorija T ima svojstvo n-prid-

ru¥enog utapanja saznajemo viSe iz narednih tvrdjenja.

Lema 5.12. Teorija T ima svojstvo n-pridruZenoy utapanjua

ako i samo ako za svaki n-egzistencijalno-kompletan model &

Leorije T i ThM) imaju zajednicki |l segment .

n+1l

pokaz. (>) Neka je J nn+l reffenica (jezika L) iz Th(M).

Pretpostavimo da o nije u T, drugim recima,da postojl model

N za TU{~no}. No, tada ako je K model teorije T u koju sc ML

N n-elementarno utapaju (koristimo: M je n-elementaran (u stva-
ri, (n+l)-elementaran) podmodel nekog modela M* teorije T)
sledi KE~o (zbog NE~s), no, onda i ME~g (Jer M<n+lK), kon-

tradikcija.
Obrnuta inkluzija nem je uvek data (2.23.(vi)).

(+) Podsetimo se prvo da je svojstvo n-pridruzenog ut.-

panja ckvivalentno sa: ako su o, 1 0, (ma koje) dve T ., re-

Zenice (jezika L) konsistentne sa T, onda je i reCenica

$£¢l&$2 konsistentna sa T(videti 2.23(v)). Stoga ako T nena

svojstvo n-pridruZenog utapanja, za neke & n+1 rec¢enice I, 1

o, skupovi TU{o} i T{/{ 0,} su konsistentni dok Tr*%(Gl&Gw)-

Neka je M n- eg21stenc1jalno kompletan model takav da M Gy
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(pet imamo u vidu 2.21.) . Naravno, onda MEzor,, pa %ﬁZETh(M)

g

: R T 1
1 ".r} ‘E_‘.I 13
s

roorema 5.13. Ako je T teorija sa svojstvom n-pridru-

-noy utapanja za n-egzistencijalno kompletan model M sledeci

iskazi su ekvivalentni:
(a) M je n-konacno generican model;

(1) Th(M)UDn(M) je kompletna teorija.

Dokaz. () > (b)

| Prema 2.23.(v) T ' je kompletna %eorija, a kako
Tf”:Th(Fg)g;Th(M) (MEF%), to je Th(M)=T . Kao n-konaé¢no ge-

neriéni model M n-kompletira Th(M).
(b) > {(a)

Th (i) je kompletna teorija sa modeclom koji je n-kom-
pletira, pa je Th(M)=(Th(M))fn (4.2.). Prema prethodnoj lemi
Th(M) i T imaju zajednicki Hn+1 segment pa (Th(M))fn :Tfn
2.23.(iv)). Kako M n-kompletira T P M je n-kona¢no genericni

model (2.16.(ii)).

Korolar 5.14. Za teoriju T sa svojstvom n-pridruzZenog

utapanja slededéi iskazi su ekvivalentni:

(a) Svaki model se moZfe n-elementarno utopiti u (neki)

n-konadé¢no generic¢ni model.

(h) Za svaki n-egzistencijalno kompletan modei M

Th(M)UDn(M) je kompletna teorija.

pokaz. (a) > (b}

Direktna posledica teoreme 2.20.
(b} ~ (a)

Prema 5.13. ako (b) onda je svaki n-egzistencijalno
kompletan model i n-konaéno generican, te data implikacija

sledi iz 2.21.

Recimo na kraju nesto 1 © Hn+2 omotadu teorije T (u

sludaju n=0 radi se o tzv. induktivnom omotadu {(inductive hull)




.L.,.".:. - =y . 1 . o
Leorije T). Definisemo ga kao maksimalny Hn+2 akeigmatizipilny

Leoriju koja sa teorijom T ima zajednicki 0 — .
oh Seqgn ’ . e | L
| | B | n+l egment
ina teorema dokazuje egzistenciJu i jednoznad¢nost takvog omo-
taca za svaku teoriju (kardinalnost jezika je po tom pitan;u
i'lJ-'

irelovantna) (431) .

am

Teorema 5.15. Za datu teoriju T neka je

Hm=tely Je Hn+2 recenica takva da (Tﬂﬁn+1}U{$5 i T

imaju zajednicki 1.4 segment!}.

Tada:
(1) I(T) je konsistentan skup recCenicaj;

. . O .
(2} Teorija T generisana skupom aksioma I(T) 4ispunjava

sledecde uslove:

O f— ]
(a) TONH_, =TO

(b} Ako je 'I'* |l aksiomatizibilna teorija koja usa

n+2

Leorijom T ima zajednicki T segment, onda T*g;TQ

ntl

pokaz. (1) Dovolino je da pokaZemo da je I(T) zZatvores

no u odnosu na konjunkciliju.

Neka su wl i ¢2 dve relenice iz I(T). ¢, & ¢2 1 ﬂnkz
refenica pa preostaje jedino da se dokaze da je svaki model
M teorije T n-elementaran podmodel nekog modela teoride
(Tan+l)U{¢l&¢2}. S obzirom na to kako smo definisali I(T),
postoje modeli N iN, respektivno, teorija (Tﬂﬂn+l)U{¢l} i
(Tnﬁn+l)u{¢2} takv1 da je M< N-< N . Ponavljajudi ovaj pot-
tupak iznalaZenja redom modela pomenutlh teorija takvih da

je svaki n-elementarna ekstenzija prethodnog dobijamo lanac

M< NG N <N N5

| 1 . {ia lan-
gde N, | (Tl ) ule, by Ny g B (IO )u{¢2}, icw. Unija lan

b = U 1 'I?jl)"—r
ca K= 1gmN21 1ng21+1 je model teorlje (TNT_ 4 yU{d, 80,

uopste, I - aksiomatizibilna teorija je zatvorena U odnosu

na k-elementarne lance, a, takodje, (opet prema poznatOJ Lets

remi iz teorije modela) vaii M<nK.




. O .
(2) (a) Jasno, Tﬂﬂn+ﬁ:;T ﬂﬂn+1 (Tﬂﬂn+zg;I(T)). Ako e,

redenica takva da = -+ za neku (I re¢enicu i

LA S
'_C..q I . in+l n+2)
iz 1(T) i M model teorije T, onda za neki model N teorije

'73~+1)U{*} “<$N' pa kako NE$ to i ME . Dakle, T=4.

-

i
(b) Ocigledno je da ako teorija T* ispunjava nave-
Jone uslove svaka njena aksioma (a to Jje Hn+2 recenica) je

1iedno i element skupa I(T).

skup I{(T) se moZe okarakterisati i pozivanjem na{n+l)-

-2gzistencijalne tipove. To upravo <ini

Teorema 5.10. I(T)={V§G(ﬁ)ihd(§)=¢m}.

Doka=z. Pokazujemo zapravo da su komplementi datih sku-

pova reCenica Jednaki.

Neka ¥vu(v)4I(T). Prema definiciji skupa I{(T) to znaci

da posto]ji model teorije Tl koji se ne moZe n-elementarno

n+l
utopiti u model teorije (TﬂHn+1)U[Vva(ﬁ)}. Odatle sledi da
postoji model M teorije TAN ., takav da za neke konstante
Cre-=rCh jezika L (M) (Tﬂﬂn+1)Lan(M)U{o(c)} nije konsistent-
no (u protivnom bi, naime, za svakil model M teorije Tnﬂn+1
mogli formirati n-elementarni lanac MzM < M. < M< ... takav
onln?2hn

da M,k TN U{a@ |c ,... o su konstante jezika LM},

, N _u .
L) UYve) ) LNy =8 LMD ), 4

prema tome, svaki model bi se mogao n-elementarno utopiti u

&ija unija je model za (TAl

model teorije (Tnﬂn+1)U{Vﬁu(§)}). Stoga za neku recenicu
f(ﬁ,a)ch(M) (Tﬂﬂn+1)k—w{§,d)+%o(5) 3to implicira

P L_' g - ——r o > s ~ - ~ » . _
Tndn+1i YV (30 (V,0)>va{¥)) . Judy (v,u) Je Zn+l formula konsis

tentna sa Tﬂﬂn+l (M}=w(§,a)), pa ako je E (n+l)-egzistencijal-

ni tip koji je sadrZi, jasno, E4Ac(¥).

Obratno, neka je Aa(ﬁ)%bm (}fv{0) |=m) i neka o(v} nije
element (n+l)-egzistencijalnog tipa E. Tada za neku formulu
JO(Q)EE T}—qo(ﬁ)+wa(ﬁ) (ovaj argument smo ve& koristili u vi-
Se navrata), te se model Mu kome se realizuje cb(ﬁ) ne moze

n—elementarno utopiti u model teorije (Tﬂﬂn+1)U{VGU(ﬁ)}.




—H 7=

Teo 5,17, (=) (10-n e
2O emad A . . — -— - T N,
_ n+2 omotac te{}rij‘ >3 j& n-oLL

rator pridruZenija i to najmanJi (u smisly inkluzide)
-

pokaz. Prvi deo tvrdjen)a je jasap (tadks (4) definic!-
je 2.24 je ved proverena, a ocigledno je, ip l‘ﬁﬂrdtiinicijﬂ
skupa, T(T), da on ovisi Jedino od Hn+l segmenta teorije T
Fao i_cha’fﬂﬂn+2g;jliﬁf)).

ﬂ Drugli deo Jje posledica Hn+2 akSiOmatilibilnﬂﬁtl Ceuri-
je 1Y 1 2.25(2). |

e f
Korolar 5.18. TS ¢ T R c— 1 1,

Dokaz. Zbog 5.17 1 Cinjenice da je klasa n=kon.acno §e&-

nericnih modela podklasa klase n-egzistencijalno kompletlnil
modela. Naime, ako je M n—konacno generiéni model § M{ﬁNr‘T 5

. . fn
obhzirom da T 1 T

. . '_; oW . . -? "_:.*.L‘-
imaju zajednicki nn+l gsoeglment N jo n-cle
mentaran podmodel nekog modela K teorije T, a iz M-K sledl
M*%+1M.Napomena: ovde se bitno koristi pretpostavka o nrebro-

jivosti jezika tecrije T - videti 2.19}).,

: © .
Za Hn+2 aksiomatizibilnu teoriju T & T B se moZe odre-

diti uz pomoé¢ (n+l)-egzistencijalnih tipova.

Neka je

»

T =TYi{vIve (V) |AP (V) ne sadrZi normalni tip!

. D A’ : X . ., e “i o
i defini&imo T ) induktivno po ordinalima na slededi nacin:

T(O) = T
ple) - Y p(8) za granicni ordinal .
ol

Lema 5.19. Za(proizvoljnu) teoriju T T’ jeneride (kon-

T

sistentnu) teoriju koja sa T 1ima zajednicki L h+] Segment.

Dokaz. Pretpostavimo da je yvo(v) takva Hn+1 reCe-
nica da je TU{3vv8(v)} konsistentna teorija dok T’ wi0 (V).
No, kalko posto]i n-egzistencijalno kompletan odel u kome vazi
(2.21) A(vO(¥)) sadrii normalan tip,

(7. ) reCenica 3Jvvi{(v)
n+l

kontradiktorno sa ~3U%0 (V) eT’. Znacl T'nﬂn+l;;TﬂHn+l. Obrnuta

inkluzija je (vide nego) jasna.
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(L‘I):T(Cl‘*'l)' cnda T = 5 73

-

Lema 5.20. (a) Ako T

L]

v i ordinal 2.

(D) Postoji prebrojiv ordinal « takav da je

¢y (atl)

XNy

bokaz. {(a) Dovolino je pokazati T =T , a to tri-

R ~1lno sledi iz definicijes
(b) Jasno, jer je u pitanju prebrojiv Jezik.
. . t TR v .
hko je « ordinal za koji vaZt T(*};T(‘ L) oznaclmo
Y. o

sa T .

Korolar 5.21. 7% ﬂHn+1=TﬂH

n+l

Loema Ako teorija T ispunjava uslov (a) teoreme

5.
en—n,

ﬂ .
[N

S.65., tada T

Dokaz. Trivijalno (2.19).

Teorema 5.23. Za T 42 aksiomatlzibilnu tcoriju T vazi:
7 = 7°n,

R AR 1 S
Dokaz. (») Prema 2.23(vi) TgT P, a onda 1 [ =T =T

—

jer, ako bi za neku reCenicu v (V) bllo {spunjeno v (V) eT’,
ali ne 1 m3ﬁ¢(ﬁ)nTﬂﬂ=Th{E$) postojao bi n~segzistencijalno kom-
.,1etan model M u kowe vazi 394 (¥), pa ako, recimo, ME¢[d],

empletan tip F={y (Vv IHF:ra]} bi bio normalan tip {(5.1(b)) iz

Lyt lV) .

Gornje rasudjivanje nam, zapravo, daje qgqencralno: ako

( )[:fT n_ onda 1t T( 1)--VT(“)) c:ﬂ?" Znaci 1”3*‘P1n_

(«) Dokazimo prvo da T ispunjava uslov (L) (dakle, i
{a) teoreme 5.6. Necka jJe Tm=T(“)=T(u+1) 1 neka jo o (V) formu-
la konsistentna Ssa T". Tada mora postojati (n+ll)-cqzistenci-
jalni tip E(¥) takav da je T ®yf¢(¥))JUE kensistentro (u pro-
tivnom Ad{V) ne bl sadrZavalo normalne tipove 1. po ‘definiciji,

1
bilo bi %3v¢(v)ﬂT(a )(—T }). Prema tome, SVakl neprazan otvo-

‘ren skup A¢ (V) sadrZi normalan tip.

% } leml (ny S n e
Rezimiramo konaéno: prema prethodnol 1emi TR} fcT,

@™ € e
a prema 5.21 i 2.26 (T ) =T N,
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U vezi sa Il ., aksiomatizibilnim teorijamd navescemo 1

gledede rezultate,

Teorema o.24. AKO je T 1 , aksiomatiZibilna i n-for-
: n+
sing kompletna,sledeci uslovi su ekvivalentni:

(2) Svaki model je n-elementaran podmodel (nekog) n-ko-
naé¢no generic¢nog modela;
(b) Svaki n-egzistencijalno kompletan model je i n-ko-

na&no generican;

(¢) TUE{C .- sCp 4 -1 konstante koje

nisu sadrfane u jeziku L, je kompletna teorija za svakil (n+l) ~eg-

)fgde SU CO;t--rC

zistencijalni tip E (pisacemo,naravno,krade E(C)) .

Nokaz. Dokazujemo niz implikacija (a)-(b)-(c)~(b)~>(a).

(al - (D)
Prema 2.20.

(b) » (c)

Neka Jje E($) (n+l)-egzistencijalnl tip i N n-egzisten-
cijalno kompletan model u kome se realizuje H(E) (5.1(b)) .Pre-
ma (a) Nep(T) 1 TUD (N) je kompletna teorija,a onda i TUE (C) .
(Rezonujemo kao i u slucaju dokaza za 5. S(b) Za svaku recCenicu
p(&) ili Tan N)L—w(c) 111 TUD (N)P—Nw(c) recimo TUD_ (N)k-w
Tada za neku recenicu a(c,d)LD (N) Tf-c(c d)-p(u‘ dakle i

T (&, ~olc),dok  Feld, ¥ e (&),

(c) -+ (D)
Prema 2.23(vi) svaki n-egzistencijalno komplctan model

N je (s obzirom na uslove teoreme) 1 model teorije T.Konstatuj-
mo jos 1 da je TUDn(N) kocmpletna teorija.

Neka je ¢(8) refenica jezika L(N) 1 E(v) (n+l) ~eqgzi-
stencijalni tip koji u modelu N realizuju slike konstanti
=1 +PO uslovu (c), TUE(S) je kompletna teorija te je
i1i TUE(S) Fo(c)  ili TUE(c)}-mw(c),pretpostavtmo TUE (&) y(cC) .
No,onda i TUDn(N)k-w(c), jer ako je za V(& V) cE(S)
T}-B&o(g,&)-+w(c) hipoteza o konsistentnosti TUDn‘”}U{ﬂﬁ(g)}
implicirala bi i konsistentnost skupa reenica

TU{3%0 (&, %) ULy () }.

C s = »
Ol‘ ’
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(b)) > (a)

Trivijalno (2.21).

£
r n }"
F 'ln+2

je i ako svi (n+l)-egzistencijalni tipovi teorije T kompleti-

Loma 5.25. Ako su 1 T i aksiomatizibilne toori-

raju T (uslov {c) prethodne teoreme), tada se svakl model too-
rije T mo¥e n-elementarno utopiti u neki n-konacno genericni
model .

bokaz. Prema uslovima leme T 0 (2.33(vi)), a svaki

n-egzistencijalno kompletan model teorije T Je i n-konacno ge-
neric¢an (2.23(vi)) {(uzgred, tcorijc T i Tfn imaju uvek zajednic-
ku klasu n-egzistencijalno kompletnih modela, a onda i (n+l)-
~egzistencijalnih tipova (2.23(ii)). Preostaje nam jo3 samo

da se pozovemo na 2.21.

. £ . s .
Korolar 5.26. Ako je T D ”n+2 aksiomatizibilna tcecorija,

slededi uslovi su ekvivalentni:
(a) Svaki model teoriije T s¢ moZe n-—elementarno utopitil

1 {neki) n-konacno generican model.

. L , £
(b) Svaki (n+l)-egzistencijalni tip kompletira T n,

Dokaz. Direktna posledica teoreme 5.24 (Tfn je n-for-

sing kompletna (2.23(iii)), a svaki model teorije Tfn je n-cle-~

mentaran podmodel nekog modela teorije T).
f. f . £, .
Korolar 5.27. Ako je T 0=T nﬂﬂn+2 teorija T o je generi-

sana skupom {VGG(§)|AU(§)=$m}.

f
o) .
Dokaz. Prema 5.18. T T N a s obzirom na uslov korola-

nc:TO Dokaz onda sledi na osnovu 5.16.

ra sada jJe 1 T

GCHOBHY OPF ™18’ 34 YAPYINTHOT PAZA
JA MATEMATHKY, MEXAHUKY W ACTPOHOMUIY
BHBJIHUTEL-L*.A

bpoj:

Batywm:




BIBLIOGRAFTJA

1!

.

fons

7
3

|10
11
[ 12]
|1 3]

114
|15

I'.W.Anderson,K.Fuller: hingys anrd Categorteas of Module.,
Springer-Verlag,1973. |
K.J.Barwise,A.Robinson: Completing iheories by Forcing,
Annals of Mathematical Logic-vol.2,N22(1970),119-142
J.Bell,M.Machover: A Course in Mathemattcal Logtie,North-
Holland (Amsterdam) ,1977,

J.Bell,A.B.Slomson: Models and Uliraproducts,North-lolland
(Amsterdam) ,1971.

C.C.Chang,H.J.Keisler: Model 7heory,North-Holland (Amster-
dam) ,1973.

P.Cohen: Set Theory and the Continuum Hlypothestis,W.A.Ben-
jamin, Inc.Reading,Mass.,1966.

P.M.Cohn: Algebra vol.Z,John Wiley&Sons (London),1977.
M.A.Dickmann: Large Infinttary Languajes,North-Holland
(Musterdam) ,1975. .

P.Dwinger ,M.F.Yaqub: Genegralized Frece Products of Boolcan
Algebras with an Amalgamated Subalgebra,Indag.Math.25(1963),
225~231

P.Eklof,G.Sabbagh: Model Completiong and Modules ,Annals

of Mathematical Logic-vol.2,N23(1970),251-295

H.Gaifman: 4 Note on Models and Submodzls of Avithmetic,
Lecture Notes in Mathematics 255,Springer-verlag,1972,128-14;
D.C.Goldrei,A.Macintyre,H.Simmons: 7/e Foreing Compantons
of Number Theories,Israel J.Math.vol.14,1973,317-332
R.Gostanian: Lectures on Model Theory part I,Lecture NO~
tes Series,1974.

G.G

M.Grulovic: ¢n forsing i neke primene u algebri, Magistar-

ski rad,Beograd 1978.

ratzer: Universal Algebra,D.Van NOstrand Company,Inc.1953.




—72-

16! M.Grulovié: eimedba o rorsingu, Zbornik radova Prirodno-
matematidkog fakulteta u Novom Sadu,br.10(1980) ,161-171
17, M.Grulovid: 4 Vuie ON Fovrzing and Weak Interpolation Theo-

vom For Infinttary Logics,Zbornik radova Prirodno-matema-
ckog fakultata u Novom Sadu,vol.12(1982),327-348

18 P.R.Halmos: lectures on Boolean algaﬁrqs,Springer~Verlag,1974.

19 G.Higman,B.H.Neumann,H.Neumann: Embedding Theorems for
Groups ,J.London Math.Soc.24(1949) ,247-254

20, J.Hirschfeld: Finite Foraing,Existential Types and Comple-
Lo Types,J.Symb.Logic,vol.45,Nzl,1980,93—102

21! J.Hirschfeld,W.l.Wheeler: Foreing,Avithmetie,Divistion Rings,
Lecture Notes in Mathematics 454 ,5pringer-Verlag,1975.

221 N.Jacobson: Lectures in Alstract Algebra vol.1I1I1,D.Van No-
strand, 1964.

23! C.R.Karp: Languages with Expressions of Infinite Lenght,
North-llolland, 1964.

24| H.J.Keisler: Model Theory for Infinttery Logic,North-~Holland,
(Austerdam-London) ,1971.

25| H.J.Keisler: Foreing and the Omitting Types Theorem,Studies
in Mathematics {(ed.A.Morley) ,v0l.8,96~135

1261 Jean-Pierre Keller: Abstract Foreings and Applications,Ph.D.
Thesis,New York University 1977.

127 Ix.JI.Kennu: OOulas ronosiorus , "Hayka" ,MockBa, 1981.

281 A.r.Kypow: Teopus rpynn,"Hayka", Mocksa,l967.

|29 | A.Macintyre: Omitting Quantifier-free Types in Generic
Stpuctures,J.Symb.Logic,vol.37,N23,1972,512-520

130 E.Matlis: Injective Modules over Noetherian Rings,Pacific
J.Math,.,8(1958),511-528

31| E.Mendelson: Introduction to Mathematical Logie,D.Van No-
strand,1979.

321 % .Mijajlovié: Prilog teorijt modela t Booleovinh algebri,
Doktorska disertacija,Beograd 1977.

133] Z2.Mijajlovié: On the Embedding Property of Models,Third
Algebraic Conference,Beograd 1982,103-110

34| S.Pre%ié: Elementi matematidke logike,Matematicka Bibliote-
ka 34,Beograd 1968.




foad
Ch

37

40

|41 |

[42]

|43

-] 3

E.Pacépa,P.CHKopCcKHil: Maremaruka meTamareMaruiy, "Hayka",
MockBa,1979.
A.Robinson: inircducticn to Model Theory and to Metwmathe-

N AEg;byq,North-Holland (Amsterdam) ,1963.

|
-

y o .
flr;izwlcn} L

A.Robinson: Foruing in Molel Theory,Proceedinygs of the Collo-

quium of Model Theory,Rome 1969,69-82

A.Robinson: /ufinite #oveing in Model Ineory,Proceedings of
Second Scandinavian Logic Symposium,0slc 1970,317-340
A.Robinson: ronctandurd Apitimetic and Generic Aritnmetlice,
Proc. of the Fourth Internat. Congress for Logic,Methodo~
logy and Philosophy of Science,Buchares 1971 ,North-Holland,
1973.

H.Rogers: [hecory of Recursive Functions and Effective Com-
putability,Mc.Graw-Hill (New York),b1967.

H.Simmons: Extstentially Closed Structures,J.Symb.Logic,
vol.37,N22,1972,293-309

H.Simmons: The Use of Injective-like Structures in Model
Theory,Compositio Mathemattica,vol.28,1974,113-142
H.Simmons: Companion Theories (Forcing in Model Theory),Se-
minaires de Mathematique pure,Universitet Cattholigue of
Louvain,Louvain,1975. .

C.Wood: Foreing for Infinitary Languages,Zeitschrift fur
Math.Logik und Grundlagen d.Math.,Bd.18,385-402
O.Zariski,P.Samuel: Commutative Adebra vel.I,Springer-Ver-
lag,1958.







	001a
	001b
	002a
	002b
	003a
	003b
	004a
	004b
	005a
	005b
	006a
	006b
	007a
	007b
	008a
	008b
	009a
	009b
	010a
	010b
	011a
	011b
	012a
	012b
	013a
	013b
	014a
	014b
	015a
	015b
	016a
	016b
	017a
	017b
	018a
	018b
	019a
	019b
	020a
	020b
	021a
	021b
	022a
	022b
	023a
	023b
	024a
	024b
	025a
	025b
	026a
	026b
	027a
	027b
	028a
	028b
	029a
	029b
	030a
	030b
	031a
	031b
	032a
	032b
	033a
	033b
	034a
	034b
	035a
	035b
	036a
	036b
	037a
	037b
	038a
	038b
	039a
	039b
	040a
	040b

