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1. YBoj,

VY yBOJHOM Jieily paja yBemheMo OCHOBHE MOJMOBE M JIaTH IPErJie]] HEKUX KIACHYHHX
TBphema, Kao MITO je CBOJCTBO jeTHO3HAYHE (haKTOPHU3AIIH]e 32 IPCTEH MOJIMHOMA ca IIETI00POjHIM

KoedumjentTuma u ['aycosa gema.

VY HacraBKy pa3smarpaheMo KpuTepHjyMe HepacTaBJbUBOCTH y OBOM IpcTeHy. hux hemo
nojenuTH y Tpu rpyme. [IpBo hemo natu xpurepujyme 3acHOBaHE Ha apUTMETHYKUM OCOOMHamMa
koepunurjeHara; nahemMo Aj3CeHINTajHOB KPUTEPHjyM, Ka0 W HEKa HEroBa yommrema. M3mel)y
octanor, Ouhe mpukazaHo Kako ce IbyTHOB amjarpaM MoXke NPHUMEHHUTH 3a HCIHTHBAHE
HEepacTaBJbUBOCTH. 3aTUM heMo JaTh KpUTEepHjyMe HEepacTaB/BUBOCTH 3a MOJUHOME KOJU UMajy

'TOMHHaHTaH' KOSPHIIM]EHT, a Ha KPajy U KpUTEPHjyMe KOji KOMOHMHY]Y MPETXOIHE JIBE OCOOMHE.

Yy 3aBpIIHOM JCTY paaa, KpOo3 HEKOJUKO 3a/laTaKa, HpI/IKaSahCMO u apyre Hneje KOjC Mory

outu Ol KOPHUCTHU IMPHUIIUKOM UCIIMTHBAba HCPACTABJbUBOCTHU IIOJIMHOMA.



2. JlepuHuLHEje U ONLITA CBOjCTBA MOJIMHOMA

2.1. lIpcten nosimHOMa

Y oBoM ojiesbKy nahemo Mmperiie/l HajBaKHUjUX NeUHUIMja U TeopeMa O MOJMHOMHUMA,

Koje he Outu nmponpahene npumepuma.

[Ipe Hero mro neduHUNIEMO TMOjaM TOJWHOMA HAJl MPCTEHOM, IMPHCETUMO CE Hajmpe

neduHUI]e MPCTeHA.
HMepununuja 2.1. Ypehena tpojka (Z, +, -), e je £ HempasaH CKyI, je IPCTCH aKO BaXH:

1) (Z, +) je koMyTaTHBHA IpyIIa;

2) (Z, ) je nomyrpyna;
3) saceea,b,c € Zakua-(b+c)=a-b+a-cu(b+c)-a=b-a+c-a.

Jakne, ckyn Z je TakaB Jia je y leMy OMHapHa olepaluja + acolujaTuBHa U KOMYTaTUBHA,
nocroju HeyTpan 0 y oMHOCY Ha cabupame W 332 CBaKH €JIEMEHT M3 TOT CKYIa IOCTOJH HeMy

CYIpoOTaH CJICMCHT U3 IIPCTCHA TaKO L[aje BUXO0B 36I/Ip jeI[HaK HYJIHN.

IIpumep 2.1. Ypeheny tpojky (Z, +, -) Ha3uBamo NpcTeH neaux OpojeBa. CnenujaaHo y OBOM

Cllyuajy BakKH Jia je onepanyja - KOMyTaTUBHA, [1a TAKaB IPCTEH HA3UBAMO KOMYMAMUBHU NPCHIEH.

Haxon neduHucama npcTeHa 1 OCHOBHUX CBOjCTaBa ollepalirja Koje Bake Y ’beMy, yBEUMO cajia

10jaM MOJIMHOMA U 00jaCHUMO H-ETrOBa OMIITa CBOjCBa.
Jepunnumja 2.2. [TonmnHOM 1O TPOMEHIJBHUBO] X HaJ IMIPCTEHOM Z je h3pa3 o0JInKa
ApX™ + Ao X"+ o+ agx + ay,

I7ie €JIEMEHTE Ay, ..., Ao U3 CKYyNa Z Ha3uBamMo KoedulMjeHTuMa MOoJMHOMA, a Opoj N cTerneHoM
MOJINHOMA, YKOJIMKO Baxku a, # 0. IlommHOM KojeM cy cBU Koe(UIIM]eHTH jeTHAKU HYJIU Ha3uBa

CC HYJIa-TIOJIMHOM.



OBa neduHMIMja je YONIITEHa, a Y 3aBHCHOCTH KOM CKYyIy KOe(HIIMjeHTH Npunanajy
(mpcTeHy Henux, MoJby paluoOHAIHUX, PEATHUX MM KOMIUIEKCHHX OpojeBa), CKyIOBE MOJIMHOMA

osnaunhemo ca Z[x], onrocno, Q[x], R[x], C[x].

JMedununuja 2.3. Uspas obnuka cx®, rue je k meneratusan 1eo 6poj, a ¢ eneMeHT ckyna 2
Ha3MBa c€ MOHOM, 30Hp J1Ba MOHOMA Ha3MBaMO OMHOM, TPM MOHOMa TPUHOM, Te fie U yomITeHo

CBaKU 30Mp HEKOJIMKO MOHOMA OUTH MOJMHOM, ILITO HaM TOBOpU U AepuHunuja 2.2.

Ipumep 2.2. IMomurom x% + x + 1 npencrap/ba IOJIMHOM APYror CTENEHA ca LEI00pOjHUM

koepunujentuma. Kako je oH 30up Tpu MOHOMA, OH j€ YjeHO U TPHHOM.

Jepunnumja 2.4. Y 3aBUCHOCTH O]l CTEIICHA TIOJIMHOMA, Tj. Ja JIX je MTOJIMHOM IPBOT, IPYTOT M

tpeher crenena, paznukoBahemo uneaphe, keadpamiue v KyOHe TIOJTMHOME.

VY 3anucy moJIMHOMa MOJKE C€ jJaBUTH BHIIE PA3JIMYUTHUX MMPOMEHJBHBHX, I1a CE KOPUCTE
Heku oj cnenehux 3amuca: p(x) = x2 + x + 1. Opo je, 3ampaBo, 3amuc HOAMHOMA P, THE je
HATJIAIEHO J1a Ce CaMO NPOMEHJBMBA X HAlla3U y lerooM 3anucy. Ciugno Tako, q(x,y) = x% +
y2 + 1 je ONMHOM KOjM 3aBUCH O] JIBE IIpoMeHIbuBe. CTeleHy OBUX TIOJIMHOMA UMAajy HOTalHjy
d°p (degp), onHocHo, d°q (degq). 3a momuaom hemo pehm aa je cpeleH Mo MPOMEHIBHBO] aKO

CY HETOBH YJIaHOBH, Tj. MOHOMHU, Topehanu 1o crenennma y pactyhem min onajaajyhem noperky.

Han nonmHomuma je Moryhe M3BpIINTH pauyHCKe olepaluje cabupama U MHOXKEHa I10

CJ'IG,Z[GhI/IM I[IpaBUJINMaA.

Jepununumja 2.5. Ctpykrypa (Z,+, ) je HHTETpallHU JOMEH aKo je £ KOMyTaTHBaH MPCTEH ca

JEIVHULIOM U 3a cBe a,b € Z 3akoje Baxku a - b = 0 mopa Outn naje a = O umu b = 0.
Jlakiie, y HHTETPaTHOM JIOMEHY ITOCTOj€ JIETUTEIhHU HYJIE.
Hepununuja 2.6. Hexa cy natv moJMuHOMH:
a(x) = apx* + -+ ayx + agub(x) = by x™ + -+ byx + by,
rze je 6e3 ymamema onmtoctu d°a > d°b, Taga cy 30Mp M IPOU3BOJ] OBUX MOJIMHOMA 3aJ]aTH ca

a(x) + b(x) = apx™ + -+ Ay x™ + (@ + bp)x™ + -+ (ag + by)x + agi by



a(x) - b(x) = ¥i_,(a;x' ¥9_, bix?).
a(x) - b(x) = aghy + (agh; + a;bg)x + -+ + apbypx™ ™

Crenen 30upa jBa MmoJiMHOMa Ouhe MamM WU jeHAK O]l MAaKCMMyMa CTEIeHa Ta JBa
MOJIMHOMA, a CTETICH MPOM3BO/Ia 1Ba MOJMHOMA Ouhe jeHak 30Upy BUXOBHX CTETICHA aKO IIPCTEH
Z Hema mpaBe nenutesbe Hyne. lIpumehyjemMo ma cy 30Mp W MpPOM3BOA JBa MOJUHOMA YBEK
nojuHoM. HeyTpanuu eneMeHT 3a cabupambe je HyJa IMOJMHOM, a CYIPOTHH MOoJMHOM a(x) je
—a(x), ma ce omy3umarme monuHOMa He neduumine, Beh ce mocmarpa kao cabupame. Kao
KOJIMYHHK JIBa TIOJIMHOMA HE MOPa C€ YBEK JaBUTHU IOJIMHOM, T€ YBOJHMO JICJbCHE Ca OCTATKOM,

anu Hajipe hemo ce moaceTuTH AeUHUI]E MO0Jba.

2.2. lenvTes/b¥ NMOJIMHOMA

HMedpununuja 2.7. Ypehena tpojka (Z,+, -) je moJbe ako BaXKH:

1) (Z, +) je koMyTaTHBHA IpyIa;

2) (Z\ {0}, -) je xomyraTuBHa rpyma;
3) saceea,b,c € Zakua-(b+c)=a-b+a-cu(b+c)-a=b-a+c-a.

IIpumep 2.3. CtpykType Koje hemo HaBecTH jecy Heke 01 MOryhux npumepa mnosba:

1. (R +, -) nosbe peannux 6pojeBa;
2. (C,+, -) nosee KOMIUIEKCHUX OpojeBa;

3. (Zp,+, -) XoHa4YHO MOJbE 1eMMX OpojeBa o MOy P, TAE j€ P IPOCT 6poj.

W3 nedununmja 2.1. u 2.7. MOKEMO 3aKJbYUUTH Jla Cy CBa MOJba MPCTEHOBU, Al HUCY CBU

MPCTCHOBU I10JbA.

Kaxo je Z nmosee, Tako he onroapajyhu npcreH mojamHoMa OMTH KOMYTaTHBaH M 0€3 MpaBUX

ACIIUTEIba HYIJIC. Jenmun I/IHBep3I/I6I/IHHI/I IMMOJIMHOMMU CYy HE-HYJIa KOHCTAHTC.

Teopema 2.1. ([lesmeme ca octatkom) Ako je Z mosbe 3a noiuHome a(x) u b(x) u3 Z[x], npu

gemy je b(x) # 0, mocroje jeTMHCTBEHU MOIMHOMH g (x) u r(X) TakBH 1a je

a(x) = b(x)q(x) +r(x),



IIPH YEMY je CTETICH IMOJIMHOMA 7' (X) CTPOTrO Mamy OJ] CTENeHa moJauHoMa b (X).

VYkonuko je Boachu koedunmjent noaraoMa b(x) WHBEp3UOWIIaH, TeOpeMa BaXKH U Kaja

je Z OWII0 KOjH MPCTEH.

HMedpununuja 2.8. OnpehuBame monmuHoma q(x) u r(X) HA3UBAMO J1e6UM eYKAUOCKUM Oe/berbeM
nonuHoMa a(x) moiauHOMOM b(x), a came moiamHOMe q(x) W 7(X) PEIOM KOAUUHUKOM H
ocmamkom TIPH CJbEIbY.

Ipumep 2.4. Ilpu nemewy nomunHoma a(x) = x> + x + 1 nomunomom b(x) = x> —x — 1

KOJMYHHUK je q(x) = x + 1, a ocrarak r(x) = 3x + 2.

Nedpunnmuja 2.9. INomuuom a(x) je mespuB moamHomoM b(x) y npcreny Z[x] ako je ocrarak
r(x) npu nememy a(x) ca b(x) jeqHak Hylla mMOJIMHOMY. TO 3HAYM Ja MOCTOjU TOJUHOM q(X)

TakaB 11a je a(x) = b(x)q(x). Taxga kaxkeMo jour u 1a moJAUHOM b (x) nenu noiuHoM a(x).

Hedpunuuuja 2.10. Heka cy a(x) v b(x) nonmunomu mipcrena Z(x), rae je Z nosse. [lonuHom

d(x) Ha3uBaMo 3ajeTHUYKUM JennoleM noauHoma a(x) v b(x) ako cy u a(x) u b(x) nepuBH ca

d(x).

HNepunnumja 2.11. Tlomwmaom d(x) je najsehiu 3ajeonuuxu oemunay (H3J) momuHOMA
a(x) u b(x) (koju HUCY jeTHAKU HYJIHN), aKO j& 3ajeTHIUYKH JICTHIIAIl THX MOJIMHOMA, y3 TO Ja je U

caM JICJbUB om0 KOjPIM Apyrum JeJIOoLeM THX ITOJIMHOMA.

Axo monmmHOM d (X) 3a/10BOJbaBa HABENEHE yCIOBE, OHAA W MOJMHOM k - d(x) 3a70BOJbaBa jare

ycJIOBe, TJie je K HeHylla eleMeHT cKymna Z.

VY Behunu cityuajeBa MoTpeOHO je OJpeaUTH TaKaB MOJUHOM d (x), IITO HaM ocurypasa Eykiuoos

aneopumam, OMHOCHO, HHUME MOTBPl)YjeMO JeTUHCTBEHOCT TAaKBOT MTOJIMHOMA.
VYKOIMKO MoJIMHOM a(X) ToeuMo TToTMHOMOM b (x), moduhemo cnenehy pemnanujy:

a(x) = b(x)q1(x) + 11().

3aTuM HacTaB/baMoO JieJbeHhe MOoNUHOMAa b(x) momuHOMOM 74(X) , KOjU y OBOM CIIyuajy

MpeJICTaBJba OCTaTaK KOJUIHHUKA TojiuHOMa a(Xx) U b(x), kako O6ucMo toomiu cienehy penamujy:



b(x) = r1(x)q2(x) + 12(x).

[Tocrymnak ce Tako HacTaB/ba KOHAYHO MHOTO IyTa U J0OMjaMO HHU3 OcTaTaka o]l KOjux je 1y (x)

MOCIIEFHH OCTATAK Pa3IMYMUT OJ HYJIC ¥ K0 TaKaB MMPEACTaBIba HajBehy 3ajeTHIUYKY JIEITHIIAL.
Hpumep 2.5. Onpenu H3/ (x° + x* —x3 —3x%2 —3x— 2 — 1,x* — 2x3 —x? — 2x + 1).
Pewere: Kopucrumo Eyknunos anropuram:

(P +xt—x3—-3x?2-3x—-2-1):(x*—2x3—x?—-2x+1)=x+3

[6x3 + 2x2 + 2x — 4]

1 7
(x4—2x3—x2—2x+1):(6x3+2x2+2x—4)=8x—ﬁ
5 5 5]
9% T9* g
5 5 5 54 36
3 2 _ | 2 ) = _
(6x° + 2x“ + 2x 4).( 9X ~g* 9) 5x+5 [0].

3akJbyuyjemMo Jia je

H3z[(x5+x4—x3—3x2—3x—2—1,x4—2x3—x2—2x+1)=—§x2—§x—§,

N 5 s 5
OMHOCHO, KaKo je —gxz —sx—o= —;(x2 + x + 1), Baxku:

H3Q(x° +x* —x3—3x2—-3x—-2—-1,x*—2x3 —x?2 - 2x+ 1) =x?+x+1

Hedunnmuja 2.12. 3a nonmmaome a(x) v b(x) us npcrena Z[x] kaxemo 1a ¢y y3ajMHO MPOCTH

aKo je HUXOB HajBehM 3ajeJHUYKU JIeIMIall JeJHAK JeJMHULIN.

Teopema 2.2. Heka je monmaoM d(x) HajBehn 3ajelHHYKH JewuIall moHHOMA Py (X) U P, (X)),

KOjH Cy €JIeMEHTH HEKOT mpcreHa Z[x], rae je £ mosbe, OHJa MOCTOje MOIMHOMH G4 (X) U g, (x)

TakBu 12 je d(x) = p1(x)qq1(x) + p2(x)q2 ().

Mpumep 2.6. Jlatu cy nomunomu py(x) =3x3—2x2+x+2 u py(x) = x2—x+1.

Onpenutu nonmHOME @4 (Xx) M q,(x) Taxo aa je:



P1(0)q1(x) + p2(x)q2(x) = 1.
Peweme: TlpBo hemo npumenntu Eyknuaos anropuraM Ha noimHoMe pq(x) U p,(x) u nodutu
pr(x)=3x3-2x2+x+2=0CBx+Dx*—-—x+ 1D+ (—x + 1),
p(X)=x2 —x +1=(—x + D(—x) + 1.

3arum hemo Ha JeCHY CTpaHy jeJHAKOCTH J0aBaTH HEOIXOHE MOHOME Kako OrucMo hopmupanu

TPaKCHE MOJTHMHOME:
1=x?—x?+x—x+1=x*—-x+1—-x(x—1)=x*—x+1+x(—x+1).
Cana hemo u3 monuHOMa Pq (X) IPUMETHTH J1a je:
—x+1=p,(x)—Cx + D(x?* — x + 1)
=x2—x+14+x[(Bx3-2x2 + x + 2)—Bx + D(x?-x + 1)]
=xBx3-2x2 + x + 2)+ (x> —x+ (1 —x(Bx + 1))
=0GBx3-2x2 + x + D)x+ (2 —x+1D(-3x>—x+1).
Crora umamo 1a je q;(x) = x,a q,(x) = —3x% — x + 1.
2.3. Hysie nosvHoMa
Nepununmja 2.13. Heka je a emeMeHT mosba Z TakaB aa 3a (pukcupad moiauHOM p(Xx) u3
Z[x] Baxu p(a) = 0, Tajia ce TaKBO ¢ HA3WBA HyJIa WK KOPEH MOJIMHOMA.

Hanaxeme Hyse moarHOMa MOIpa3yMeBa oapeljuBame pemema jeqnaunse p(a) = 0, mro
y OIIITEM CIIy4ajy, KaJia je MOJIMHOM CTeleHa et wiu Beher, Huje moryhe. Crnienujanas ciyyaj 3a
pemaBame jenHaunHe ax? + bx + ¢ = 0 610 je Mo3HAT jom y crapoM Beky. KopeHe momuHOMa

1001jaMo 110 MO3HATO] (OPMYIIH:

—b +Vb?% — 4ac
Y12 = 2a



OHo mITO MpecTaBmha MpodiieM y Be3H ca HyJama rnojimHoMa p(x) u3 Z[x]| jecre muxosa
nokanm3anuja. To moapasymeBa ojipeljuBame HajMambUX MOJICKYIIOBA 1M0Jka £ KOju he campkatu

10 TaYHO jeJHY O]l TUX HyJa.

Teopema 2.3. (be3yoBa Teopema) OcraTak Koju ce J00H]je ITPH JeJbeby MoaruHoMa p(X) cax — a

jemHak je p(a). 3akipydyjeMo Ja je moJmHOM P (X) Je/bUB MOJTMHOMOM X — @ aKO M CaMO aKo je

p(a) = 0.

Hokaz: Osnaunmo ca q(x) = x —a. Y ommurem ciy4ajy jaesbeme nonuaoMa p(x) ca q(x)
Moxkemo 3ammcati kao p(x) = q(x) - k(x) +r(x), rue je k(x) moaMHOM KOjH IpEACTaBIba
KONMYHHUK, a 7(x) ocrarak. Jakue, momuaoM p(x) = (x —a) - k(x) + r(x) . Konauno, npu

ciny4dajy x = a noouja ce p(a) = (a — a) - k(a) + r(a), ognocuo, p(a) = r(a). o
2.4. ®akTopu3aluja noJMHoMa

Kana je peu o ¢akropusanuju moaMHOMa HEKOHCTAHTHH IOJIMHOMHU Ca KOMIUIEKCHUM

Koe(pUIMjEeHTUMA UMajy HYIly Y CKYyIly KOMIUIEKCHUX OpojeBa. OHOCHO, Baxku cieneha Teopema:

Teopema 2.4. (O jemunctBenoj pakropusanuju) [omuaom p(x) = a,x™ + -+ + a,x + a,, T1€ je
a; € C,i = 0,ncrenenan > 0 uma 6ap jenHy HyIy Y M0Jby KOMIUIEKCHMX OpojeBa U IOCTOjH

je,Z[I/IHCTBCHO MMpeaACTaBbakbe 10 HA pE€AOCIICH YNHMWIIAA Y 06J'II/IKy:

P(x) = an(x — x1)(x = x2) = (x = xp),

rne cy a, # 0,xq, ..., X, KOMIUIEKCHU OpojeBHU. 3aKkbydyjeMo Ja MOJUHOM p(X) UMa HajBUILIE N

Pa3IMYUTUX HYyJA y 10JbY KOMILJIEKCHUHX OpojeBa.

OBo TBpheme je, 3ampaBo, aHATIOTHO TEOPEMU O JeAMHCTBEHO] (pakTOpU3aIvju IpUpoHOT Opoja

Ha poCTC YNHUOIIC.

Teopema 2.5. IlonmuHoMm p(x) uMju cy KOe(UIMjEeHTH peasHd OpojeBH HMa jEeIUHCTBEHY

(hakTOpH3aIMjy 0 HA peOCIIe]] YMHIIIAIA Y OOJUKY:
P(x) = an(x —x1) = (x —x)(x* = p1x + 1) = (x* — pix + q0),
TJIE Cy X; ¥ Pj, 4 peantu OpojeBU TaKBH Ja p? <4qiuk+2l =n.

10



IMpumep 2.7. Oxpenn daxropusamujy nomuHoMa p(x) = x* + x3 + x? + 3x — 6 Hax nosbem

1enux Opojesa.
Pewerve: Kako je p(1) = 0, npBo aenumo moauaoM p(x) nomuHomoMm x — 1. Taxa je:
*+x3+x2+3x—6):(x—1)=x>+2x*+3x+6

Osznaunmo ca q(x) = x3 +2x2+3x+ 6. Kako je q(—2) =0, caga hemo oBaj monMHOM

MoJIeTIUTH ca X + 2, nobuja ce:
(X3 +2x>+3x+6): (x+2) =x2+x—2.

Kako mocneamu noOujeHH MOJIMHOM HeMa LETUX HyJa, 3aKjbydyjeMo Aa je dakTropusaimja

IIOJINHOMA JaTta ca.

p(x) =(x—D(x+2)(x? +x — 2).

2.5. CBojcTBa MOJIMHOMa Ca 1[eJI06pOojHUM KoedUliMjeHTUMa
Heka je p(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ + a;x + a, N0IUHOM TakaB Ja cy My KoeUIUjeHTH
eNIEMEHTH CKYyTia [eux Opojesa, Tana ce pasnuka p(x) — p(y) Moxe HalkcaTH y OOJIHKY:
ap (X" = y™) + -+ ay(x? —y?) + ai(x — ),

I7Ie MOXKEMO NPUMETUTH Ja Cy CBM cabupuu JebuBU noiuHoMoM x — Y. Crneneha teopema

Hpe,Z[CTaBJ'bajCI[HO O BAX)KHUX apUTMCTHYKUX CBOjCTaBa IOJIMHOMA U3 Z[X]:

Teopema 2.6. Heka je p(x) nmomunoM ca nenoOpojHuM kKoeduimjentimMa, taaa je p(a) — p(b)

JICJBUBO ca a — b 3a cBe paznuyuTe 1eie Opojese a u b.
N3 Teopeme MOkKeEMO 3aKJbYYUTH Ja CBE 11e7100pojHe Hye nonuHoMa p(x) aene p(0).

Ipumep 2.8. lokazatu 1a noauHoOM p(Xx) ca 1eauM KoepHIjeHTuMa HeMa 1eI00pOojHUX HyIa

aKo y3uMa BpeaHoCTH 11 y Tpu paznuyuTe MeI00pojHe TauKe.
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Pewerve: TlpermoctaBUMO CYNpoTHO Ja ¢y a,b,c u d uenun OpojeBM TakBU Ja je
p(a),p(b),p(c) € {—1,1} u p(d) = 0. U3 Teopeme 2.6. 3aksbyuyjemo naa —d,b—duc—d

nene 1, mTo je KOHTpaauKIIHja. O
3a panuonaine Hyie noausaoma p(x) € Z[x] Baxu cieneha Teopema:

Teopema 2.7. Axo je panmoHanan O6poj S (p,q €Z,q # 0,H3]1 (p, q) = 1) Hyna nmoauHOMa

f(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + ay ca nenobpojHuM KoedHIMjeHTHMA, OHAA P|d, H

qlan.

Hoxa3z: Heka je q"f (g) =a,p" + -+ agq", Taga BUIUMO 1a Cy CBH CaOHMPIH, OCHM, MOXK/A,

IPBOT JICJbUBH CA ¢ ¥ CBH CAOUPHIIM CEM, MOK/Ia, TIOCIEbEr Ie/buBH ca p. [Ipema Tome, Taja je

a,p™ nelbuB ca q, a ayq™ NeJbKB ca p, a Kako q He aenu p"t, Mopa OUTH 1a q|d,, CIIMYHO TaKO

1% | agp. O
1., 1 :

Mpumep 2.9. Tlomuuom p(x) = 5X“ —ZX TpeiCTaB/ba NPUMEp MONMHOMA KOjM Y CBHM

[EIO0pOjHUM Tadkama y3uMa IieJie BPEAHOCTH, ajll OH HHje IOJIMHOM ca IeJIOOpOjHIM

KOe(UIIN]EeHTHMA.
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3. HepacTaB/bUBOCT NOJIMHOMA

3.1. HepacTtaB/bMBOCT OJIMHOMA Ha/l IPCTEHOM L|eJIUX OpojeBa

Nepununmja 3.1. ITonmuuom p(x) € Z[x] je pacmaséwbus Han Z[x] yKOIUKO MOCTOje MOJTHHOMH
a(x) u b(x) u3 Z[x] nosutuBHOr crenena TakBu na je p(x) = a(x)b(x), yKOIUKO TO HUje

CIIy4aj, KaKeMO Jia je MOJMHOM P (X) Hepacmassbue, OTHOCHO, UpedyyubuiaH.
Hcro Tako ce neduHuIIe U HepacTaBJbUBOCT HAJI CKYTIOM PAaIlMOHATHUX WM peaTHUX OpojeBa.

Cneneha teopema kojy hemMo HaBecTH NpelCTaB/ba YOIIITCHE TEOPEME O jEAMHCTBEHO]

(bakTopH3anmju.

Teopema 3.1. Heka je Z nosbe. CBaku HEKOHCTaHTaH MOJUHOM p(x) € Z(x) uma hakTopu3aimjy

Ha HCPACTAaBJbHUBC ITOJMHOME U TAKBO paCTaB/balkbe je jGZ[I/IHCTBeHO A0 Ha peaocCIic] YnHuIana.

Mpumep 3.1. CBu nonMHOMH ca APYTHM WK TpehuM cTeneHOM KOju HeMajy pallMOHAIHHX HyIa

ouhe HepacTaB/buBHu Hax Z. Taksu cy, Ha IpuMep, monuHoMu X2 + x + 1 n x3 + 2x? — 3x — 3.

Nepununmja 3.2. Hajsehu 3ajennuuku aenawian KoeduijeHata a, ..., d, noiauHoMa p(x) €
Z(x) 30BeMO CcaapXHTeJbeM TOI MoJduHOMa y o3Hauu cont(p) . Jacho je ma je p(x) =

cont(p)q(x), rae je q(x) NOAMHOM Haj Z ca caip>KuTesbeM 1.
Teopema 3.2. cont(ab) = cont(a)cont(b)

Jlokaz: Y ciydajy na Ccy caap)kareJbh TIOJWHOMAa a M b jeqHakW jeIWHUWIM, TBpHEeme je
tpusujanHo. Hekaje A = Y a;xt, B = ¥ B;x' u AB = Y, y;x". IIpetnocraBumo 1a je cont(AB) =
d > 1 u p ipoct 6poj, Tako na p|d. Tama cy cBu KoedumujeHTH TToJUHOMA AB NeJbuBH ca p.
[IpernoctaBumo na nonuHoMmu A U B HeMajy cBe koeduimjeHTe nesbuBe ca p. Heka je a, npBu
KOoepUIMjeHT moJMHOMa A KOjU HUje IeJbUB ca P, U s IPBU KOS(HUIHjSHT MoJIMHOMa B Koju HUje

JIEJbUB Ca P.
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Tana:

Cros = Arfs + Apyp1fs—1 + Apry2fs—2 + -+ A1 Bsiq + A 28512 + -+

=a,fs#0  (modp),

jep je:

Ar—1 = Ar—2 =

Bs—1=Ps—2==P =0 (modp).

HOH_UII/I CMO JO KOHTpaHHKHHje, ma MOKEMO IPETIOCTABUTHU [1a Cy CBU KOG(bI/II_II/IjCHTI/I IIOJIMHOMA
A ACJbYBU Ca P. Axo noyimaOM A moaCIuMO C€Ca p U HaCTaBUMO Ha CJIIMYaH HAa4YWH, JOJa3huMO I0

KEJbEHOT pe3yJiTara. i

3.2. 'aycoBa siema

Teopema 3.3. (I'aycoBa nema) [TonuHoM unju cy KOeQUIMjEHTH LIeTH OPOjeBH je UpeaylnOuIan

HaJ Z aKo U caMo ako je upeaynuounan Hag Q.

Hoxasz: Heka je a(x) € Z[x] u a(x) = b(x)c(x) , tae b(x),c(x) € Q[x] . Topen Tora,
npernoctaBuhemo u na je cont(a) = 1. Hzabpahemo m mosutuBan 1eo Opoj TakaB na je
mb(x) € Z[x] . Heka je n = cont(mb). Tama je Gpoj r =% takaB ga je rb(x) € Z[x] n
cont(rb) = 1. Cnnuno hemo n3a0paTv W TMO3UTHBAH palMOHANaH Opoj S 3a MoIMHOM C(X).
JToxaxxumo cana ja je rs = 1. Kaxko je (rb(x))(sc(x)) daxropusanwuja monmusoma rsa(x) Hax Z,
Ha ocHOBY Teopeme 3.2. cont(rb)cont(sc) = cont(rsbc), ognocno, 1 = cont(rsa). Kako je
cont(a) = 1, 3aksmyuyjemo na je rs = 1. Hakne, a(x) = (rb(x))(sc(x)) je daxropuzauuja

noiauHoMa a(x) y Z[x], unme je 1oKa3 3aBpIleH. O
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4. Kputepjymu HepacTaB/bUBOCTH MOJIMHOMA HAZ, IPCTEHOM LieJIUX
opojeBa

4.1. Aj3eHIITAajHOB KPUTEPHUjYM

Teopema 4.1. (AjsenmrajuoB kputepujym) Heka je p(x) = ag + a;x + -+ + a,x™ nonuHoM
TakaB 1a je a; € Z. YKOJIMKO 3a TakaB IOJIMHOM B&XH Jla Cy My KOCQUIHEHTH Qy, ..., Ap_1
NeJbHBH IPOCTUM OpojeM p, a d, HUje Je/bUB ca P U 4, HUje AeJbHB ca p2, Taga je p(x)

HepacTaBJbUB HAJ Z.
Jlokas3: IlpernoctaBuMo Ja:
p(x) = gOh(x) = (X bpx) (T cxh),

Tako ga cy g(x) v h(x) ToIMHOMH 4YHjU je CTENeH MPHUPOJAaH Opoj ca MEeIoOpojHUM
koepunmjentuma. bpoj bycy = ay je AespUB OpojeM p, U3 Yera ciead 1a je by Wiu Cy JCJbHB
Opojem p. be3 ymamema ONIITOCTH Y3MHUMO Ja je by nesbuB O6pojem p. Tana ¢y HUje ebuB ca p,
jep ao, Huje me/buB ca p2. Ako 6u cBU KoeduIMjeHTH b; GMIN JeJbUBH ca p, OHAa OM U a,, 61O
JICJBbUB ca p. 3aT0 HeKa b; Huje nespbuB ca p 3aHeko i, 1 < i < degg < n. llpermocraBumo 1a je i
ToCIIe M UHIEKC OpojeBa b; kKoju HUCY neJbuBH ca p. Ca jeJiHe cTpaHe, IpeMa MPETIoCTaBIH, a;
je nespuB Opojem p. Ca apyre crpane, a; = b;cy + b;_1¢1 + - + byc;, TIe Cy cBH cabupuu, OCUM

b;cy, nesbuBH ca p, YMMeE ce 10J1a3u 10 KOHTPAAUKIIH]e. o
HMpumep 4.1. Jloxasatu aa je nonunoM p(x) = x3 — 14x + 7 HepacTaB/buB Haj Z.
Pewerse: Kako 7|7 u 7| — 14,a7 + 1 u 7% + 7 nomusoM p(x) je HepacTap/buB Haj Z.
Ipumep 4.2. Kopuctehu Aj3eHImTajHOB KPUTEPHjyM JOKA3aTH Ja je cieaehu moimHoM
p(x) =x*—x3+2x+1
HEPACTaBJHHB.
Pewere: TIpBo hemo paznoxxutu nonuHoM kopucrehu Tejnopos pa3Boj. Jobuhemo xa je:
p(x)=(x-D*+3(x—-1)3+3(x—-1)%2+3(x—-1) + 3.
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3atum yBoIMMO cMeHy x = t + 1 u nobujamo 1a je:
qt) =p(t+1) =t*+3t>+ 3t + 3t + 3.

Ha ocHOBY Aj3€HIITajHOBOT KPUTEPUjyMa, T1Ie je p = 3, moJmHOM ¢ (t) je HepacTaBJbUB, 1A je U
nonmaoM p(x) TakaB. Kama o He O OHO HepacTaBJbMB, MOCTOjau OW mosuHOME U(x)u v(X)
takBu 1a je p(x) = u(x) - v(x), d°u,d°v > 0. Cmerom x =t + 1 y mocieamoj jeaHakoCTH
nobujamo maje p(t + 1) = u(t + 1) -v(t + 1) = uy(t) - v1(t), rme cy u,(t) u v, (t) momuHOMHU
crereHa Beher o Hyse. OBO je y KOHTPAJUKIMjU Ca YHEEHUIIOM J1a je omHoM q(t) = p(t + 1)

HEPACTaBJbHB.

Ha npBu norien Hje jacHO Kako MPUMEHHUTH Aj3eHINTajHOB KpuTepHjyM. Kako ce cBaku moimHoM
MOXE pa3BUTH IO CTENEHHMa X — X, Xo € R, HOpMamHO je MOTPaXHTH X, TAaKO Jaa ce
AJ3€HILITajHOB KPUTEPH]YM MOKE MPUMEHUTH Ha MTOJMHOM Pa3BHjeH 10 CTEICHUMA X — X, jJep ce
CMEHOM X = t + X, NOJMHOM H3pa)kaBa INpeko cremneHa t. OapehuBame Opoja x, je ycTBapu
po0JIeM KOju ce TEHIKO pemaBa. HajjeTHOCTaBHU]E je HaucaTH CBE U3BOJIC JATOT MOJIMHOMA, I1a
oJlaTiie TIOKYyIIaTH Aa ce oApean 0poj Xy, 3a Koju he koe(UljeHTH Yy MOJIMHOMY 33J0BOJbABATU

Aj3eHIITajHOB KPUTEPHjYM.

Ipumep 4.3. Axo je p npoct 6poj, nokazaTtu 1a je nomuHoM p(x) = xP 14+ xP~2 4+ ...+ x + 1

HEpPacTaBJbUB.
Pewerve: MHOXeEHEM 1aTOT TOJTMHOMA MTOJIMHOMOM X — 1 100MjaMo jeIHaKOCT:
(x —Dpx) =xP - 1.

Hakon yBohemwa cmene x = t + 1 monunom p(t + 1) hemo o3Hauutu ca q(t). Cana je:

tq) =tp(t+ 1) =t +1DP -1=tP + (7;) tP~t + (72’) tP=2 + .- + (p f 1) t.

Kanma oBy jenHakocT moaenumo ca t youaBaMo J1a Cy CBU OMHOMHH KOe(HUIIN]EHTH JEJbUBH Ca P U
napt1lup?tp, naje camum TuM monuHOM ((t) HEPACTaB/BUB HA OCHOBY Aj3€HINTajHOBOT
KpUTEpHjyMa, a TUME j€ HepacTaB/bUB U IMOJUHOM p(X), YMja ce HEpacTaBJLMBOCT JOKazyje

AHAJIOTHO MPETXOJHOM MPUMEPY.
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Ipumep 4.4. Jlokaszatu ja je natu moauHoM f (X) HepacTaBJbMB, IJIE je P MPOCT Gpoj.

k
xP -1

f(x)=m

Pewerve: Jla bucMo pUMEHIITN AJ3SHIITAjHOB KPUTEPH]YM 32 ITPOCT OPOj P, YBOJAUMO CMEHY X =

t + 1 u qoka3yjeMo Ja je MOJIMHOM:

(t+1)P -1
(t+ 1P -1

fe+1) =q@®) =

HepacTaBibuB. Kako je:

1

q(t) = (t+ D@7 4 (£ 4+ D@D 4 e+ )P 41

3aKJpydyjeMo aa je Boachu xoedurmjenT mommaoma q(t) jeanak 1, 10k je ciio0oaH YiaH jeTHaK
D U JIeJbUB je ca p, a Huje IesbuB ca p. J{OKaKUMO J1a Cy CBU OCTaId KOe(ULHMjEeHTH 1eJbUBH Ca
p. Iokazahemo na cy cBu KoedwunujeHTH monuHoma (t + 1)pk — 1, ocum Boneher, nespuBH ca p.
Hoka3 hemo 3aBpmmtu wHAYKIHjoM. 3a k = 1 TBpheme Baxu Ha OCHOBY mpumepa 4.3.

IIpernocraBumo fa je TBpheme TayHo 3a k = n — 1. YV ToM ciaydajy MOXKEeMO MUCcaTH Ja je:

n-1

(t+ 1P —1=¢""" +ph,_,(0),

rne je h,_1(t) HeKu monmmHOM ca 1enoOpojHUM KoeduiujeHTuMa. Kopucrehn WHAYKTUBHY

XHUIIOTE3Y 1001jamMo Aa je:
n n-1 p n-1 p n
E+ 17" = ("7 + 1+ phyy(8) = (7" +1)" +pe(e) = 7" + 1 + phy (),
rne cy h,(t) u ¢ (t) nonuHoMH ca 11eno0pojHuM Koedpuipjentuma. Caga numamo ja je:

_t-1pk-t
P _ et , p(ne-c ey

t) = = t(p—l)pk_l t
a(®) = O tp +pU(o)

—
L+ phy1 ()

rae cy koeduumjeHtn moimHoMa YP(t) uenodpojuu, jep je YP(t) KOMMYHUK TMOTHMHOMA ca
nenoOpojHUM KoedunmjeHTuMa, npu yemy je Boaehu koedumujent nenmona jeanax 1. Mehyrum,

npumehyjemo aa cy cBu KoedunujenTu moauHoma q(t), ocum Boaeher, nesbuu ca p. CBH yCIOBH
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Aj3eHIITajHOBOT KpUTEpUjyMa 3a NOJIUHOM ¢ (t) Cy 3a/10BOJbEHH, A je OH HEPACTABJBUB, TC jC

TakaB U nmosimHoM [ (t + 1). Onatne cienu HepacTaBbUBOCT oJauHOMA f(X).

Mpumep 4.5. Jokazatu aa je nomuuoM f(x) = x™ + 5x™ 1 + 3,n > 1 HepacTaB/bUB y CKYIy

MTOJIMHOMA ca 11eJI00pojHUM Koe(HIIrjeHTUMA.

Pewerve: TIpeTmocraBUMO CyIpOTHO, Ja IOCToje HeHydaa mnoaumHomu g(x) m h(x) ca
1ea00pojarM KoepunujenTrma TakBu aa je f(x) = g(x)h(x). Kako je |f(0)| = 3, cineau na je
|g(0)| = 1 wmu |h(0)| = 1. be3 ymamema ommroctu y3mumo aa je |g(0)| = 1 u neka je g(x) =
(x —x)(x — x3) * .t (x — xz), THE je x; € C. Tama je |x;x; - ... x| = 1. Kaxo je x]* 1 (x; +
5) = —33acBako i = 1,2, ..., kK MHOKEmEM OBUX jemHakocTH gobujamo aa je |(x; + 5)(x, +5) -
vt (. + 5)| = |g(=5)| = 3%. Mehyrum, f(—5) = g(—=5)h(=5) =3, majed°’g(x) =k =1.V
TOM city4ajy nosmHoM f (x) uMa 1eao0pojuy Hymy. [Tomurom f(x) Hema 1enoOpojHe HyIie, MTO

j€ JaKo MPOBEPHUTH, Ia JOOMjeHa KOHTPAJAUKIIHM]a ToKa3yje TBpleme 3a1aTka.

4.2. JlyMUH KpUTEPHUjyM UPEAYLUOUIHOCTH

Hexa je p ¢uxcupan mpoct 6poj u f(x) =Yl ,A;x' momuHOM ca meNTO6POjHUM
KoepuuMjeHTuMa TakaB 1a AgA, # 0. O3HaunMo HeHy/a KoepuuujeHTe noauHoma f(x) ca 4; =
a;p“, Tako 1a cy a; 1enu OpojeBH KOju HUCY AeJbUBH ca p. CBakoM HeHyJa kKoeduiujenty a;p%i
nonenuhemo Tauke, Tj. ypehenu nap koopaunarta (I, @;). OBe Tauke he Hac noBectu a0 Fhymuosoe

oujacpama nonurnoma f(x) (Koju 3aBHCH O p).

Hexa je Py = (0, ap) u P; = (iy, @;,), 7€ je iy HajBehu meo 6poj 3a KOju BakH 1a HEMa TavaKa
(i, @;) ncnon muruje Py Py . lambe, Heka je P, = (i3, a;,), rae je i, Hajsehu 1eo 6poj 3a Koju Baxu
na Hema Tadaka (i, a;) ucnop munuje P; P,, utna. [locnenma nyx je obnuka P,._4 P, Tako na P =
(n, a,). YKONMKO HEKa Ty U3JIOMIbEHE JHHH]jE P ... P, Mpola3u Kpo3 Tauky ca 1eI00pojHOM
KOOpauHATOM, Taja he Ta Tauka OMTH cMaTpaHa 3a TeMe OBE HM3JIOMJbeHe JuHHje. OBaKBUM
uclpTaBambeM TeMmeHuma Py, ..., P ce gomaje s = 0 temena. Pesynrar je u3nomibeHa JMHHja

Qo --- Qr4s ¥Ojy HazuBamo IbyrHoBUM mujarpamom. [yxku PP, u Q;Q;,; hemo Ha3zuBatu
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CTpaHHIIaMa, OJHOCHO, aykuMa tbyTHoBOTr nujarpama, THM peoMm, a Bektope Q,Q,,1 BEKTOprMa
nyxu tbyrHoBor 1ujarpama. MoxemMo IpUMETUTH Ja Koe(hUIIMjeHTH MpaBLia MPaBUX KOJU calipiKe

oBe BeKTope dhopmupajy Heonaaajyhu Hu3.

Jepunnumja 4.1. Cucrem Bekropa ayxu HbyrHoBor amjarpama monmuoma f(x) je damuinja
CTOBHX JY)KH, IPU Y€MY CE CBAaKH BEKTOP Y3UMa ca BHLICCTPYKOIINY ¢ KOjOM Ce 10jaBIbyje y

byTtHOBOM mujarpamy.

Teopema 4.2. Heka je f(x) = g(x)h(x), Ttako na cy f(x),g(x) m h(x) nomuHomu ca
1es100pojHUM KoeduuujeHTHMa. Tana je cucteM BeKTopa 3a MOJMHOM f (X) jelHaK YHHjH cHCTEMa

BeKTOpa 3a nonuHoMe g(x) u h(x) (y3 ycioB 1a je p UCTO 3a CBE MOJIMHOME).

Jloka3z: Heka cy:

n m n—-m
fx) = Z a;pixt, g(x) = Z bjpﬁjxj, h(x) = z cxp’exk,
i=0 =0 k=0

TakBM J1a Cy a;, bj, ¢, OpojeBn koju Hucy nesbuBu ca p. ITocmarpahemo IbyTHOB mujarpam
nosuHoMa f (x). Heka cy koopannare Hekux tayaka Py v Pryq penom (i, a; ) u (i, a;, ). Haru6

nyxu PP, MOXKeMO U3pauyHaTH Ha cieaehu HauuH:

=i
Heka je a;, —a; = Atmi, —i_ = It, tako na je t > 0, Hajsehu 3ajeHnuKy nemunan Opojesa

al-+

—a; niy—i_.TamajeM = ?, npu yemy je (4,1) = 1.
Crpana P,P;,, BbyTHOBOT nujarpama je aeo mpase
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la—Ai =F,tneje F =la;, — Aiy = la;_— Ai_.

[Ipema mpernocTaBiu cBe Tauke (i, a;), Tako na je i = 0, n, Jexe Ha WK U3HAJ OBE JIMHH]E, Tj.

la; — Ai = F, rne je ctpora HejenHakocT3a i < i_ M [ > 0.

Bpoj Ia; — Ai hemo Ha3zBatu TexxmaoM moHoMa ap®x', rme je (a,p) = 1. BpojeBu i, mi_ ¢
i ) +
JEIUHCTBEHO YCIIOBJACHH KaO HajMamM M HajBehM €KCIIOHEHT CTEeleHa X 32 CBE MOHOME KOjU Ce

jaBJpajy y monuHOMY f(X) ca HajMambOM TEKHHOM.

3a nmonuHOM g (x) pazmorpuhemo:

G= ]iglnm{l'g] B A]}

u aedunucahemo j_ u j, Kao HajMamK U HajBehu MHIEKC 3a KOjU
Cnuuno, 3a monuHoM h(x) hemo pa3MoTpuTu:

H= min {ly, — Ak},
k=0,...,n—-m

u nepunucahemo k_ u k, xao HajMawmU U HajBehu UHIEKC 3a KOjU je
H = ka_ —Ak_ = ka+ —Ak+

JacHo je na

Aj_ti_pHi-te- = Z (bjpPix?) (crp?iex®).
k=] +k_

TexxrHa mpou3Bo/a /1Ba WiaHa jeJHaKa je 30Upy BUXOBHUX TEXKHMHA U 3aTO j€ TeXKHHA cabupaka ca
j=j_uk =k_jennaka G + H. Texxuna cBux ocranux cabupaxa je crporo Beha on G + H, 300or

toramro je j < j_wmmk < k_.

3aucra, HeKa je, Ha mpumep, j < j_. Taxa je Texuna bjpﬁij ctporo Beha o1 G 1 Texuna ¢ p*x*

HUje Mama o H.
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TexuHa npousBoaa (bjpﬁixj )(ckpy’cxk) 3a j + k = const MOHOTOHO pacTe Kako f§j + ¥ pacre,
jep je I > 0.V cnyuajy xana je j + k = j_ + k_ cyma §; + y) je MUHMMaJIHa JEAMHO 3a ] = j_ U

k = k_. 3ato je Texxuna koepunujenta a; 4 p“-+*- jennaka G + H.

Taxole, jacHo je naje3a i < j_ + k_ Texuna a;p%x’ crporo Behaon G + H, re 3anpaBo 3a i >
j_ + k_ Texuna a;p%x' muje mMama ox G + H. Crora, G+H =F n j_+k_ =i_. Cimuno

nokasyjemo u naje j, + k, = i,. OnHocHo,
by —io=(y —Jjo) + (ky — ko).

ITocebHo, jenan ox cabupaka j, — j_ u ky — k_ je pa3nuuuT ol HyJe. YKOIMKO cy o0a cabupka
pasnuyuTa Of1 HyJjI€, Tajia je Iy uMje Cy Kpajwe tauke (j_, B;_) u (j, Bj,) cTpanuua byrHosor

avjarpama 3a MOJMHOM g(X) M Jy)K ca KpajwbuM Taukama (k_,Yx_) u (ky, Vg, ) j€ cTpanuna

BbytHoBor aujarpama 3a nonunom h(x). Harub obe gyxu je jeqnak M = %, jep je

B, — Bj_ :é:)’h—)’k_
I~ Tk, —k_

J+ —J-

U3 iy, —i_ = (G, —j_) + (ky — k_) Bumumo na je 30up AyKHHA CTpaHMIA 4dju je Harub® M
BytHOBOr nujarpama monuHoma g(x) u h(x) jenHak IyXUHM CTpaHMIle McTOr Haruba M

ByTHOBOT MHjarpama monmHOMa f(X).

Ykonuko jenan ox cabupaka j, — j_ wimu k, — k_ m3ocraBumo, taga he tbyrHoB mmjarpam 3a
jeman oj moyimHOMa, g (x) wiu h(x), UMaTu CTpaHUIly ca HaruooM M u meroBa AyxuHa he Outu
jenHaka qyxuHH ctpanuiie IbyrHoBor qujarpama noiuaoma f(x), riae lbyrHoB aujarpam apyror

MIOJINHOMAa HEMa CTpaHuIly ca Harubom M.

3akibydyjeMo Ja je BeKTOp cTpaHuie ca HaruOom M BbyTHOBoOr nujarpama 3a moiauHoM f(x)
jemHak 30upy BEKTOpa CTpAaHHWIIA ca UCTHM Haruoom M HbyTtHOBOT aujarpama 3a mojguHoMe g (x)
u h(x). U3 jemnmakoctu i, —i_ = (j, —j_) + (ky — k_) BuauMO ma, YKOJHMKO jedaH Of
BbytHOBUX nmujarpama 3a mosmHOME g(X) u h(x) caapxu crpaHuIly ca oapehernum Harnbom M,

tana he lbytHoB mujarpam 3a monmmHOM f (X) Takohe moceoBaTH CTPAHUITy Ca HCTUM HaruOoM. O
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Iocneouya: Axo ce 3a ipoct 0poj p BbyrHOB nujarpam monumHoma f (x) cacToju OJ] TAYHO jEeITHE
Jy>KH, OJJHOCHO, OJT Y’KH KOja HE CaJipyKK TauKe ca [[eI00POjHUM KOOpAUHATaMa, Ta/1a j& TIOJTMHOM

f (x) HepacraBsbuB.

IMpumep 4.6. (AjsenmrajoB kputepujym) Heka je f(x) = ag + ayx + -+ + a,x" moiauHOM
TakaB Ja je a; € Z. YKOJMKO 3a TakaB MOJMHOM B&XH Ja CYy MY KOCDHUIM]EHTH Ay, ..., Ap_q
NeJbHBH HPOCTUM OpojeM p, a a, HHje Je/bUB ca P U d, Huje AelbHB ca p?, Taza je f(x)

HCPACTaBJbHUB HAl Z.

Jloka3: IbyTHOB nujarpaM moiauHOMa f(X) caApkH TayHO jeAHY AYX 4YHje Cy KOOpIMWHATE

kpajiux Tadaka (0, 1) u (n, 0). OBa gy He cap KK TauKe ca eI00pOjHIM KOOpAMHATAMA. o

Ipumep 4.7. Heka je p mpoct 6poj, (c,p) =1u (m,n) =1, taga je momuaom x™ + cp™

HCPaCTaBJbHUB.

Hoxas: tbytHOB nujarpam monuHoma x™ + cp™ je nyX 4Hje Cy KOOpAMHATE KPajlbHX Tadyaka
(0,m) u (n,0). Kako cy m u n y3ajaMmHO TpoCTH OpojeBH, HEMa Tadaka Ha Aujarpamy ca

1e100pOjHUM KOOpIUHATaMa, 112 j€ Taj TOJTUHOM HEPaCTaBJHHB. |

Ipumep 4.8. Heka je p mpoct 6poj. Axo momunoM f(x) = x™ +px +bp?, rne cy bu p

y3ajaMHO MPOCTH OpOjeBH, HeMa LeI0OPOjJHUX HyJIa, OHJIA je OH HEPACTaBJbUB.

Jloxas: WytHOB nujarpam monmuoMa f(x) = x™ + px + bp? je yHMja DyXH uHje Cy Kpajibe
tauke (0,2) u (1,1) u nyxu umje cy kpajie Tauke (1,1) u (n,0). Kako oBe ayxu He caapike
TayKe ca [eJ00pojHIUM KoOpIuHaTaMa, (hakTopu3aliyja noiaruHoma f (x) Haj Z cacToju ce caMo Off
JauHeapHor (aktopa u ¢akropa creneHa n — 1, mro Huje moryhe jep f(x) Hema 1enoOpojHUX

HyJa. i

4.3. [lonvHOMHU Cca JOMMHAHTHUM KoepULUjeHTUMA

VY cnenyjalHUM ciy4ajeBUMa MOXe C€ TapaHToBaTu JAa he moiaumHOM ca oapeheHum
,,BEIMKUM” KoepHIHjeHTHMa OUTH HepacTaB/buB. O CBUX KpUTEPHjyMa OBOT THIIA, HAjTIO3HATH]H

je I[lepoHOB KpuTEPHjyM O KOM hemMO TOBOPUTH.
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Teopema 4.3. Heka je p(x)=x"+ax"1+--+a, nomnoMm ca uUeTOOPOjHUM
Koe(ulMjeHTUMA TakaB J1a je a, * 0.
a) Ako je |a;| > 1 + |ay| + -+ + |ay|, Tana je p(x) HepacTaBIbUB.

0) Akoje |as| =1+ |ay| + -+ |a,|, u p(£1) # 0, Tana je p(x) HepacTaB/bUB.

Hokas: a) TIpBo hemo mokaszatu 1a cBe Hyne nonuHoMa p(X), OCHM Ta4dHO jefHe, JIeKe YHyTap

aucka |z| < 1. JacHo je aa monmHOM
n—1

q(x) =x"+ ayx

3aJJ0BOJbaBa OBO CBOJCTBO, Tj. J1a CBE HYJIE OJMHOMA ¢ (X), OCUM TayHO jeJIHE, JIeKe YHYTap AUCKA

|z| < 1. 3aro je, mo PyreoBoM craBy, T0BOJBHO J0Ka3aTy 1a 3a |z| = 1 umamo:
lp(2) —q(@)| < |[p(@)] + lg(2)I.
3ancra 3a |z| = 1 umamo, ca jeaHe cTpaHe,
Ip(2) — q(D)| = laz" 2 + - + agl < lag| + -+ + |ap] < lay| - 1,
a ca Jipyre cTpaHe
Ip(@)| + 19D = 1q(2)| = |z" + a1z2" | = |z + a;] = |as| — 1.

Hokaxumo cama na je p(x) upemyrnubunan. IIpermocTaBuMO CyMpOTHO, Jda MOJUHOM P (X)
MOYKEMO TIPEJICTABUTH Kao MPOM3BOJI MOJIMHOMA P4 (X) U p,(x) unju je crened Behu ox HyIe ca
11es100p0ojHUM KoeduiujenTuma. IIpons3Bo/ Hya CBakor 0/ OBUX IMOJIMHOMA j€ HeHYJa 11eo Opoj 1
3aTO CBAaKH O] OBHX IMOJMHOMA MMa HYIy YHjU MOAYJ HUje MamH of 1. Anu mommHOM p(Xx) nma

caMo jeJTHy TaKBY HyJy, 1a 3aTO JI0JIa3UMO 10 KOHTPATUKIH]e.

6) Axoje |a;| =1+ |az| + -+ + |a,|, Tana Baxnu HejexHakocT:

Ip(2) — q(2)| = laz" 2 + -+ ay| < laz| + -+ lay] < lag| =1,
amu ako p(+1) # 0, Taga he BaxxuTH na:
P+ 1| > 1q@D)] = 12" + ;2" = |z + a4].

3aucra, 3a |z| = 1 jexnakocT
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lp(2)| +1q9(2)| = la;| =1

je jemuno moryha kama je |p(z)| =0 wu |z+ a;| = |a;| — 1. Tocnenma jemHaKOCT jeIUHO je

moryha 3a z € R. Kako je |z| = 1, cnenu na je z = +1, anu tana p(z) # 0. i

Teopema 4.4. Hekacy a; = a, = -+ = a,, npupoaau 6pojesu u n = 2. Taza je nonuaoM p(x) =

1 2

x" —ax™t —a,x"" % —--—a, HepacTaBJbMB HaJ Z.

Hoxas: Tlocmarpahemo momuaoM f(x) = (x — 1)p(x). JacHo je na:
F(x) =x™1 —byx™ + byx™ 4 -+ byyy,

rne ¢y by=a,+1,b,=0a,—ay, .., b, =a,_1 —ay,byy1 =a, . bpojeBu by,.., b1 cy
HEHEeraTWBHHU 1ienn OpojeBu u by = 1 + b, + -+ + b, 1. 3aTo f(x) 3amoBOJbaBa IPBU O] YCIOBA
nena (0) mpeTxojaHe TeopeMe, ald He 3a70BoJbaBa JApyru ycios, jep je f(1) =0, Te hemo

KOPHMCTHTH JpYyru apryment. Heka je:

h(z) = byz"™ — byzZ" 1 — - — b, 4.
ITpBo hemo mokasatu 1a 3a J0BOJHO Maiio € > 0, umamo ciezehe:

|h(2)] > 12" = |f(2) + h(2)]
cByja Ha Kpyxuumu |z| = 1+ €. Axo |z| = 1 + &, Tana:
|h(2)] = 12" 2 by (1 + )" — by (1 + )"t — = by — (1 + )™ =
g(nb1 —(n—-1b,—-—2by_1—b,—(n+ 1)) + =
e(by +2bs+ -+ (n—1b, +nby,q — 1)+ -

KoeduILujeHT € je HO3UTHBAH, allk 3aTO 3a J0BOJEHO Maio € > 0 umamo |h(z)| — |z > 0.V

OBOM CIIy4ajy:
If (@) + (2| = 12" < [R(2)] < If @] + [R(2)I.

3ato mojauHOM f(Z) UMa OHOJMKO Hyna yHyTap aucka |z| < 1 + & konuko ux uma u h(z). Amu

HyJe mojuHoMa h(Z) Jieke HCKIbYdyBO yHyTap aucka |z| < 1. Ykomuko |z| > 1, tana:

24



|h(2)| = by|2|" = by|2|" ™" — -+ = bpsyq = 12| (by — by =+ = bp4q) = |2]™ > 0.

Axo myctumo na € — 0, BUANMO J1a YHyTap ¥ Ha TPaHUIM JuCKa |z| = 1 umaMo TayHo n Hyna
noiuaoMa f(x) = (x — 1)p(x). Kako cy tauno n — 1 myna nonmuaoma p(x) yHyTap AHMCKa, TO
3HayM Ja TayHO jeJHa Hy/la Mopa JiexaTh BaH aucka. Kao y 1oka3y nperxojHe Teopeme

3aKJby4yjeMO Ja MOJMHOM P (X) MOpa OUTH HEpacTaBJHUB. i
Teopema 4.5. Heka je f(x) =x"+a;x" 1+ -+ a,_x+p nomnoM ca ueI00pPOjHUM
Koe(uIlMjeHTuMa, a p IpocT Opoj.

a) Akojep > 1+ |aq| + -+ |a,_1]|, Tana je monuHOM f(X) HEpacTaBIHUB.

0) Ako jep = 1+ |a4| + -+ |a,,—1| u momuuOM f(x) Hema Hyna mMoxayna 1, Taja je MOJIMHOM

f (x) HepacraBIbHB.

Hoxas: TlpernocraBumo na je f(x) = g(x)h(x), Tako na cy momuromu g(x) u h(x) crenena
Beher on Hyne ca unenoOpojuuM koedunujentuma. [IpousBoa cia0001HUX YIaHOBA MOJIMHOMA
g(x) u h(x) jennak je +p. Kako je p npoct 0poj, jeaan o c1000IHUX YJIAHOBA OBUX MOJIMHOMA
jennak je 1. 3aro je mpou3Boja MOAyJa Hyja jeqHor of nonuHoma g(x) u h(x) jennax 1. Jenan
0] OJIMHOMA 3aTO MOpa UMaTH Hyly « TakBy 1a je |a| < 1. Kako je a Takolje u Hyna noianHoma

f(x), u3 f(a) = 0 cnenu na je:
p=la®+a ™+ t+ap_jal <1+ ||+ -+ lay_ql.
V ciyd4ajy moj a) AOULTH CMO 10 KOHTPaIMKIIH]e.

V cny4ajy mon 6) @ Huje moayna 1, Beh je || < 1, majep <1+ |aq| + -+ |a,_41|, oaHOCHO,

OTIET CMO JIOIILJIU J0 KOHTPAIUKIIN]E. i

5. [IpumMepu nNo/IMHOMA KOjHU He MOAJIe)KY HaBeJ€HUM KpUTepUjyMHMa

Ipumep 5.1. Axo monmHOM Tpeher creneHa Hema pallMOHATHMX HyJNa, JOKa3aTH Ja je OH

HEpacTaBJbUB HAJl IPCTEHOM Z.
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Pewere: Axo 6u monmHOM Tpeher crernena 0o pactaBibuB y CKymy Z[x], oHna Ou jenan dakrop
y TOM paszjaramy OWO IOJIMHOM TPBOT CTEMEHa ca IeJOOpOjHUM KoehHUIMjeHTHMa, ma Ou

MOJIMHOM UMao 0ap jeaH palMoHallaH KOPEH, IITO je Y KOHTPAJAUKIU)U ca IOCTaBKOM 33/aTKa.

Ipumep 5.2. Jlokazatu ga ce noiusoM f(x) = x* + 2x2 + 2x + 2 He MoOXke NPUKA3aTH Kao

MIPOM3BO/I JBA IMOJIMHOMA JIPYTOT CTETEeHA ca eT00pOjHUM Koe(hHUIHjeHTHMA.

Pewerve: TIpernoctaBuMo 1a ce HoIuHOM f (X) MOsKe IPUKa3aTH Kao IPOU3BO OIMHOMA X2 +

ax +b ux?+ cx + d ca uenobpojuum koepunujentuma. Taga umMamo 1a je:

(x2+ax+b)-(x?+cx+d)=x*+(a+c)x®+ (b +ac+ d)x? + (bc + ad)x + bd

OJTHOCHO,
a+c=0,
b+ac+d=2,
bc+ad =2,
bd = 2.

Kako cy a,b,c,d uenm OpojeBH, W3 TMOCHIEIHE JETHAKOCTH 3aKJbydyjeMO Ja jelaH oOf
KoeduuujeHata b unu d Mmopa OuTH jeaHak +1, 1ok apyru Mopa 6utu £2 u Ja cy UCTOT 3HakKa.
Hexka je ump. |b| = 1,|d| = 2. Tana u3 tpehe jemnakoctu cineau na je bc mapuo. Kako je b
HernapHo, Mopa 6uTH jaa je ¢ mapHo. OHJa 300T IpBe jeAHAKOCTH CJIEAH Ja je a napHo. OBUM cMO
no6unu aa je cana b + ac + d HenmapHo, ITO je Y KOHTPaJAUKILUjU ca ApyroM jeaHaunHoM. Kako
f (x) Hema 11eno0poOjHUX HyJIa OBUME CMO JIOKa3aJld Jia ce JaTH MOJIMHOM HE MOKE MpeACTaBUTH

Kao MPOU3BO/I JIBa TIOJIMHOMA Ca IeI00POJHUM KOePHUIIM]eHTUMA.

Ipumep 5.3. Ako cy a4, ay, ..., @, MehyCOOHO pa3nuyuTy Lenu OpojeBH, JOKa3aTH Aa je TOJIHMHOM

f)=x—-a)x—a) .. (x—ay,) -1

HEPACTaBJHHB.
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Pewere: Heka je f(x) = g(x)h(x), tne cy g(x) u h(x) moaumHoMH ca IEI0OPOjHUM
koe¢unujerTrMa, urju cy crernenu 6apem 1. Kako je f(a;) = —1, wm je g(a;) = 1, ah(a;) =
—1,umu je g(a;) = —1,a h(a;) = 1.V o6a cnyuajaje g(a;) + h(a;) = 03acBako i = 1,2, ..., n.
Kako je f(x) = g(x)h(x), crenenn momuuoma g(x) u h(x) Mamu Cy omx m, ma je CTEIeH
nonmaoma g(x) + h(x) Takohe mamu ox n. [Tomrro je 6poj Hysa moauHoma g (x) + h(x) Behu ox
cTerneHa OBOT MOJIMHOMA, Ha OCHOBY ITO3HATOT cTaBa MoJHHOM g (x) + h(x) je uIeHTHUYKY jeHaK
uyna nomunomy. Crora je g(x) = —h(x), na je f(x) = —h?(x), WTO je y KOHTPATUKIHjH ca

YHLEHUIIOM J1a je Bogehu koedunujent noiaumaoma f(x) jenHax 1.
Ipumep 5.4. Ako cy a4, ay, ..., @, Mel)yCOOHO pa3THUUTH 1eIH OPOjeBH, JOKA3ATH /1A j& TIOJTUHOM
fO)=&—-a)x—az) .- (x —ap) +1
HEpPaCTaBJbHUB, OCUM TIOJIMHOMA
x—a)(x—a-1Dx—-a-2)x—a-3)+1=((x—a—-1D(x—a-—2)—1)>
u x—a)(x—a—-2)+1=(x—a—-1)>2%

Pewere: TlperniocTaBUMO 12 TOJMHOM HHje HEpacTaBJbUB. Tana ce OH MOXE MPHUKA3aTH Kao
npousBo nmosmHoMa g (x) u h(x) uuju cy crenenu Behu o nyse. Kako je f(a;) = 1, cenn na je
g(a;) = h(a;) = 1. Kako nonmusomu g(x) u h(x) HUCY KOHCTaHTE, FbUXOBU CTEIICHH Cy MAbH
0/l M, @ aKO UM C€ BPEJHOCTH IMOKIIAMAjy Yy N Pa3IMuUTHX Tavyaka, CICAH Ja CYy OHH UICHTHYKH

jennaku. Crora je

f(x) = g*().

Oga jennakoct mMoryha je jennHo ako je n nmapHo. M3 ucre cneau jeqHAKOCT:

(x—a)x—az) .- (x—ap) = (g(x) + D(g(x) - 1),

13 Koje 1o0ujamo Ja je, perumo,
g +1=x—-a)x—az) .- (x —ap-1)

gx) —1=x—-a)(x—ay) ... (x — ap).
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Ony3uMameM OBHX jeTHAKOCTH UMaMo J1a je.

(x—a))x—az) ..-(x—ap1))—(x—a)(x—ay) ... (x —a,) =2

Kako cy nenu OpojeBu a4, s, ..., G, Pa3INIATH, MOXKEMO MPETIIOCTABUTH Ja j€, PEIUMO, a; >
.o . . n
az >+ > a,_1. AKO y TOCIENHOj JETHAKOCTH CTaBUMO JIa je X = dgy, rae je k = 1,2, vy

nobuhemo cienehy jemHakocT:

(az —ay)(azx — az) - .- (g — p_1) = 2.

VY 0Boj jemHakocTH CBH (DaKTOpH pasziarama Opoja 2 cy pa3nuuuTH, a nopehanu cy y pacryhem

. n . n
Hu3y. Ha Taj HaumH cMO JOOWIIH > PasiIMYUTHX pasjarama Opoja 2 ca 5 lenux dbakropa
nopehanux y pacryhem mopetky. OBo je moryhe camo 3a§ =2,10ject2=—-2(—1)=1-2, u
3a % = 1. YpaBo TO Cy HaBeJICHH CITy4ajeBH Kaja je TOTUHOM f (X) pacTaBibuB. Y CBUM OCTAIHM

Clly4ajeBHMa OH je HepacTaBJbUB.

Mpumep 5.5. Axo momuHoM f(X) m — TOr cTemeHa ca IETOOPOjHUM KOeQHIMjEeHTHMa HMa
BpeHOCTH *1 y Buie oa 2m 1menoOpojHUX BPEIHOCTH MPOMEHJBHBE, TIE je N = 2M Wi N =

2m + 1, noka3aTu /ia je OH HEpPaCTaBJbUB.

Peweme: TIperniocTaBuMo aa monuHOM f (X ) HUje HepacTaBJbUB. Taga ce OH MOKe PUKa3aTH Kao
npou3sBoj nonuHoMa g(x) u h(x) uunju cy crenenu O6apem 1. CterneH jeaHor o bUX HUje Behu ox
m, jep OM y IPOTUBHOM cTereH noauHoMa f (x) 6uo Behu ox 2m + 1. He ymamyjyhu onmroct
pasmarpama, MO’KEMO MPETIIOCTABUTH JIa CTETIeH mouHoMa g (x) Huje Behu ox m. Kako mommHoM
f(x) uma BpemHoctn +1 3a BHme 04 2mM TEIOOPOJHUX BPETHOCTH TPOMCHJBHBE, TC HUCTE
BPEIHOCTH MOpa UMaTH W moyimHOM g (x). Jemny on BpemHoctu +1 momuHoM g(x) mobuja 3a
BHUIIIE OJ1 M LEI00pOjHUX BpeJHOCTH MpoMeHsbrBe. Ho, OH/Ia je MOJMHOM MJIEHTHYKH JeIHAK TOj
BPEIHOCTH Ha OCHOBY MO3HATOT cTaBa. OBO je y KOHTPAJAUKIM]U ca MPETIOCTABKOM Ja MOJMHOM

f (x) HU]je HepacTaBJbUB.

IIpumep 5.6. Axo cy a4, ay, ..., a, MehyCOOHO pa3nuyuTy e OpojeBu, JOKA3aTH Ja je TOJTMHOM

fO) =(x—a)’(x—a))? .- (x—a,)* +1
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HCPACTaBJbHUB.

Pewerve: Tlpumerumo, Hajupe, na moauHoM f(X) HeMa pealHuX Hyna. AKo OH He Ou OWo
HepacTaBJbMB, OHJIA M eroBu (dakTopu g(x) u h(x) takohe He Ou uManu peannux Hyia. Crora
Cy OHM HWCTOT 3HaKa 3a CBE peajHe BpPEIHOCTH IpoMeHsbuBe. He ymamyjyhu ormmroct
pa3marpara, MoXkeMo mperinoctaButd aa je g(x) > 0u h(x) > 0 3a cBe peaHe BPEIHOCTH X.
Kako je f(ay) =1, cnenn na je g(ax) = h(a,) = 1 3a cBako k = 1,2, ...,n. AKO je CTeleH
nonuHoma g(x) win h(x) mamu og n, taga je nmoiauHoM g(x) mim h(X)MIESHTUYKH jemHaK
JEIMHUIIA, IITO je Y KOHTPAJAUKIUjH ca MPETIOCTaBKOM ja je mojuaoM [ (x) pacrasspu. OcTaje
na ce pasmotpu Mmoryhuoct kazaa je d°g(x) = d°h(x) = n. Kako je g(a,) = h(ay) = 1 3a cBako

k=1,2,..,nud’g(x) = d°h(x) = n, nomurome g(x) u h(x) MOKEMO IIPEJACTABUTH Y OOJIHKY:
gx)=alx—a)x—ay) ..-(x—a,) +1
h(x) = B(x —a))(x —az) - .- (x —an) +1,

rae ¢y a u f neku e 6pojesu. Kako je f(x) = g(x)h(x), cnenn na je:

(x—a))?(x—ay)? ..-(x—ay,)?*+1

=af(x—a)? .- (x—a))’+(a@+Px—a) ...(x—a,) +1
UsjennavapameM koeduujenara y3 crenene x2™ u x™ nobujamo cienehu cucteM jeHaYMHA:
af =1
a+p=0.

OBaj cucTeM jeHaYMHA HeMa 1e100pOjHa pellena, MITO je Y KOHTPAJUKIM]H Ca YUHCHULIOM J1a

cy a u § uenu 6pojeBu. TuMe cMO JT0Ka3aiu 1a je moauHoM f(x) HepacTaBJbUB.

6. HepacTaB/bUBOCT IO MOAYJY P

Hexka je Z, nosbe ocratka 1o Moayiy p. CBaku MOJHMHOM ca LEN0OPOjHAM Koe(HIIHjeHTHMA

MOX€E C€ IOCMaTpaTH Kao TOJMHOM ca KoeuuujeHTUMa u3 nosba Z, . [lonmHom koju je
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HEPACTaB/bUB HaJl Z MOXe OMTH pacTaBJbuB Hal Z,, 33 CBAKO p, ITO HaM IIOKasyje cuencha

TeopeMa.

Teopema 6.1. IMomunom q(x) = x* + ax? + b?, a,b € Z, je pacraB/buUB Haj Z,, 3a CBaKu

pupoJia 6poj p.

Jloka3z: 3a p = 2 nmocroje caMo 4 TOJTUHOMA KOja MOYKEMO JIa TTOCMaTpaMo | TO:

x4, xt 4+ x% =x%2(x? + 1), xt+1=(x+ 1% x4+ x24+1=0U%+x+1)>%
CBaku 0]1 OBHX IOJIMHOMA j€ PacTaBJbUB.

Hexka je p menapan npuponan 6poj. Taga moxkemo na m3abepeMo 1eo Opoj S TakaB 1a je a =

2s (mod p). Jakne, umamo:
q(x) =x* +ax®?+b* = (x* +5)? — (s> — b?) =
= (x?2+b)?—(2b—25)x% =
= (x2 = b)?2 — (—=2b —2s)x*> (modp).

Jla Gucmo noka3 3aBpIIMIM JOBOJHHO j€ Ja OKaXeMo Ja je jedaH oa OpojeBa s?2 —b?2b —

2s,—2b — 2s KBaJipaTHU OCTaTaK MPH MOIYIY P.

IperniocraBumo na 2b — 2s u —2b — 2s Hucy KBagpaTu mo Mmoxyity p . Kako je (2b —
25)(—2b — 2s) = 4(s? — b?), 10BOJBHO je J0KA3aTH Ja je BUXOB HPOU3BOJ KBAIPaT MO MOLYIY

D.

Hexka je f(x) = x2. Tanga ce x u - x ca f(x) cnukajy y uctu enement. CaMuM THM CJIMKa I1EJTOT

-1 ) .
CKYIla HeHyla eleMeHata u3 Z, uMa — enemenara. Hacympor TOMe, aKo je X = Y2 oHpa je
p 2

p—1

= _ . . p— ..
x 2 =yP ™l =1, 10 jecr, cBe cIMKe eleMeHaTa, KOjUX HMa — > 3a10BOJbABAjY jEAHAKOCT
p-1
p-t : p-1 : :
x 2z =1, Koja Hema BHIIC O] —— peema. Enementn xoju Hucy cimka dynkumje f (%)
p—1
3a/10BOJbaBajy jeqHakocT x 2 = —1. CX0aHO TOMe, aKo JiBa 1efia 6poja HUCY MOTITYH KBaIpaT 1Mo

MOJyJly P, OHJIa jé HUXOB IPOM3BOJ MOTIYH KBaApaT M0 MOIYIY P.
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