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Besmky 3axBaJIHOCT JdyryjeM cBOM MeHTOpPY, Ap Mropy
YibapeBuhy, IIPBO jep MU je CBOjUM IIpeJaBarbuMa, CaBe-
TUMa U KOMEHTapuMa, JIOJATHO ITPUOJUKHUO OBY OOJIACT
U YYMHHO Ja IIYHO HamIpeayjeM y B0j. Takobhe my ce
3axXBaJbyjeM U 3a MOMON y M300py TeMe M BEJIMKY aHTa-
>KOBAHOCT JIa, OJI'OBOPU HA, CBAKO MOje IHTaHhe, Kao U Ha,
pa3yMeBamby U CTPILbEIbY TOKOM CBEr' BpeMEHa HaCTaHKA

OBOT' PaJia.

3axBajbyjeM Cce U OCTaJUM YJAHOBUMa KOMUCHjE Ha,
CBOM 3Halby KOje caM CTeKao CJaymajyhm HUXoBa IIpe-
JaBama 1 KOPHCHUM KOMEHTapuMa M CyrecTujamMa Koje

Cy AOIIPpUHEJIN KBAJIUTETY OBOI' pPa/ia.

3a Kpaj, 3aXBaJjIlo OUX Ce U CBOjO] IIOPOIUIIH, IIPUjaTe-
JbIMAa U KOJieraMa, Ha ’bUXOBO] HEM3MEPHO] IIOJIPIIIN KOJY

HNMaM CBE€ BpEME.
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YBO

[ oBor pajia je Ja 00jacHM HACTAHAK TEOPHje CUMILIEKTHYIKE XOMOJIOTH]jE
Kao BayKHOT aJiaTa Yy CUMIJIEKTUYKO] TOIOJIOTUJHU.

Y 1pBoj, YBOMIHO]j, IIaBH JlaTe Cy OCHOBHeE JiebuHUIMje, O3HaKe U TBphema ca
KOJOM ce CTyJIeHTH (Kao U ayTop) yrJaBHOM cpelly Ha BHIIMM IOJMHAMA OCHOBHUX
U MacTep cTyaujama, a omhe kopumiheHa y oBoMm pamxy. OHa cy pa3BpcTaHa o

odJracTuMa O K0joj TOBOpeE.

Y npyroj raasu mpe3eHTyjeMo MopcoBy Teopujy Koja ce XPOHOJIONIKN Pa3BUJIa
ipe PJiopoBe, KAO U CBE HEHE KOHIENTE KOjU Cy MOIJIH JIa C€ TeHEPAIU3Yjy U 3aTO
MMOC/TYKUJI Kao MoTuBanmja 3a HactaHak Pjgopose Teopuje. Ty cy msioxKeHU
CBU JleTa/bu KOju omoryhaBajy KoHcTpykiujy MopcoBe xomoJioruje jia dOucMo y

Hape/Ha /JdBa IIOIJIaB/ba MOIVIX 1a C€ OCJ/IalbaMO Ha IhbUX.

[Ipeamer Tpehe rimase je ynpaso momenyTta ®joposa Teopuja u BehumHCcKE je
[caHa TaKo Jia cuMmysaupa ejgeMmente MopcoBe Teopuje, ajau MpU Pa3TUINTO] TO-
CTaBIM IIPOOJIEMa, Te je BeJUKU Opoj jdedwHunmja u TBphemwa M3BEIEH Kao M-

PEKTHO yOIIITeme ojropapajyhux pedunuiuja u tBphema n3 Mopcose Teopuje.

Konauno, gerBpTa 1/1aBa ce ynpapo DaBH TEMOM HACJIO0Ba OBOT' PaJia OJIHOCHO
IIpUKa3yje Kako ce Teopuja u3 Tpehe riraBe Moxe Jiajbe HCKOPUCTUTH 3a U3padyHa-
Bamb€ XOMOJIOTHje HOBe KJjace MHOTOCTPYKocTH — JInyBuaoBux JjiomeHa kopucrehu

pe3yjaTaTre CBUX ITPETXOJHUX Je/JI0Ba OBOI' pa/ia.



I'maBa 1

Iedunummje, oOCHOBHU IIOjMOBU U

TBphema

[IpBo HaBOIMMO jeiHO TBphembe U3 peasHe aHAJII3E.

Tepheme 1.0.1 (Apuesia—AckoanjeBa TeopeMa — omiita Bep3uja) Heka je
(X, d) xomuaxmar mewWpuuky TGPocwop u F 0Ipanudena Gamuiije Helpexugrur

dynxyuja f: X — R xoje cy pasnoctietierno neupexugre na X Wj.
(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € X) d(z,y) <o = |f(x) — f(y)| <e.

Taga je osa pamuruja Peaaiiu6rho KOMUGKTWAH CKYT Y TPOCTOPY CEUT HETUPEKU]-

HUT peasnux Gynkyuja na M ca maxcumym Mempurom.

1.1 IndepeHnujajiHa reoMerpuja

Hedbunaunmja 1.1.1 Hexa je M taattixa mmotoctupykoci v R u S rwene tratire
aogmmotoctipyroctuiu. Kaoicemo ga ce R u S cexky Wpanceep3asno axo 6aiHcu
RN S =0 uau je 3a cearxo p € RN S ucuyrwerno T,R + 1,5 = T,M.

Tspbewe 1.1.1 Hexa je M iratika muotoctipykocti R uw S roene taature Gog-
MHOTOCTPYKOCTIY Koje ce cexy Wpanceepaaano. Taga je u RN S wnatixa Gogmro-
tocupyrxoci og M u easrcu codim(R N S) = codimR + codimS wyj. dim(RNS) =
dim R + dim S — dim M.

Hedbununmja 1.1.2 Hexa je f : M — N waatixo upecauxasarse udmehy matikux

MHOToCTpyKocu. 3a Wawky p € M xascemo ga je peryarapra WawKka 0807 UPECAU-

2
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Kasaroa axo je rweios uzeog y wawky p wj. Df(p) : T,M — TN cypjextiusan.

Y cyapotirom, wavka p je KpuuwHa WawKa UPeciurasarsa f.

Hedbununuja 1.1.3 Hexa je f : M — N waatixo upecaurasarse udmehy matikux
MHoTocTpykocWu. 3a Wauky q € N Kadtcemo ga je peryaapha 8pegroctl, 0607
apecauxasarva axo ckyt f1(q) C M cagporcu camo petyaapne Wavke. Hnave, q

je KpuliuvmHa 8pegrocii Upeciurasara f.

Tephewe 1.1.2 Hexa je q € N pewyaapha 6peguOCTl TAATIKOT TUPECAUKABATHA
f: M — N usmely taatixuz muotoctipykoctiv. Taga je f~1(q) mawmra tog-

Mmuotocttipykocti og M wuje je gumensuja dim M — dim N.

Hedbununuja 1.1.4 Hexa je M aattixa muotoctipyrocis u A C M. Kaotcemo ga
je exyt A wmepe nyaa yxoauxo je ckyd p(ANU) C RIMM Jlebetose mepe nyaa sa

ceaxy xapwy (U, p) og M.

Tephewe 1.1.3 (Capaosa teopema) Ckyt KpuliuyHuT WAAKe TAGTKOT Tpe-

caukasarva f 2 M — N usmehy wratikur MHOTOCTUPYKOCTY Je MePE HYAG.

Tepbhewe 1.1.4 Csaxa wosezana u KOMUAKTHG TAGTKA MHOTOCTUPYKOCT GUMEH-

auje 1 gugdeomopdna je uau xpyorcnuyu St usu untiepeany a,b] C R.

Tspbhewe 1.1.5 Hexa je G Jlujesa ipyta xoja car0dbogho u c60jciuseno gejciusyje
Ha wamky muotoctupykocti M. Taga je xoruwnuwku poctwop M /G wotorowra
muotoctipykocti gumenauje dim M — dim G wa x0joj ce na jequHCTUGEH HAYUH
MoOdfCe 3agatiu Taaika clupykliypa Wakea ga upojexyuja ™ @ M — M/G byge

MaKa cyomep3uja.

1.2 CuMILIEKTUYKa TOIIOJIOTHja

Hedbununuja 1.2.1 Hexa je M wratixa MHOTOCTUPYKOCTH U W HEJETEHEPUCAHA 3a-
weopena gugepenyujasra 2-gpopma wa 1woj. Taga 3a 08y MHOTOCTUPYKOCTH KAHCEMO

ga je CuMUNEKTTUMKA MHOTOCTUPYKOCT, G W Je HeHA CUMTNEKTUUYKE HopMma.

Tepbhemwe 1.2.1 (Csaxa KoHauHOGUMEHUOHA CUMTNEKTLUYKA MHOTOCTLPYKOCTI je

TAPHE GUMEHSUJE.



IVIABA 1. JEOHUHUIIAJE, OCHOBHU I10JMOBH 1 TBPBEIHA 4

Hoxka3z: Caka cuMIIeKTHIKa (hopMa NMa CBOjy MaTPHILY y 0/1adpaH0j da3u mpo-
cropa T,M (kao dminneapHO mpeciukasame) Kojy hemo ozmauntu ca A. Kako je
w Hejserenapucana, A je maBepruduiina tj. det A # 0. HomarHo, A je anTucume-
Tpu4Ha, jep je To 1 w (Kao caka judepennujaina dopma), na je AT = —A. 3aro
je

det A = det AT = det(—A) = (=1)9™M det A,

na je konauno (—1)4mM =1 (350r det A # 0) u dim M napan 6poj. O

IIpumep 1.2.1 Hexa je wy = Y. dx; A dy; gudepenyujaara 2—popma na R*™ (ca
j=1

K00pguUHATama (T1, To, ... Tn, Y1, Y2, ---,Yn)). Taga je (R?" wy) cumbrextiuuna

n

MHotoctupyroct. Fbena malipuya y 06uM K0OPGUHATLAMG j€ HA0K-MaTTpuya ) =
0 E,

B 0 , 1ge je ca En 03HAYEHA jeguuu%ﬂa MAWPUYQG guwaeusuje n.
—Lin

JIako ce MoxKe ToKa3aTH Jia je yCJI0B HeJIereHEPUCAHOCTU 2—(hopMe w eKBUBAJICH-
TaH ca w" # 0, MTO CleNujaJaHO 3HAYN Ja je CBaKa CUMIIEJTHIKA MHOIOCTPYKOCT

OpUjeHTadUJIHA.

Hedbununuja 1.2.2 3a gupeomoppusam ¢ : M — M cumtarexiiuure mHoTo-
cwpyroctiu (M, w) Kascemo ga je CuMUACKTLOMOPPHPUIAM AKO “YEA CUMTNEKTUYKY

popmy w WJ. aKo je uctuyrwero ¢*w = w.

Hedbunnunmja 1.2.3 3a mawpuyy M € My, (R) xaosrcemo ga je cumrextivura
yxoauko eaotcu MTQM = Q. Cuminestiuure malpuye qumensuje 2n wune pyiy

Y OgHOCY HA MHOCEIE KOJY 03Hauasamo ca Sp(2n).
Tephemwe 1.2.2 Sp(2n) NO(2n) = U(n)

Hedbununuja 1.2.4 Ckopo xomusekcHa CUpyKbypa Ha CUMUAEKTLUYKO] MHOTO-
cawpykoctiu (M,w) je wmamra Pamunruja auneaprur tpecauxasaroa Jy, @ T,M —
T,M waxeux ga je Jg = —Id. Ykoauxo je ca w(-,J-) gepunucana Pumarosa

metpura ma M, xastcemo ga je ckopo xKomusexcha cupyxitiypa J cairacha ca w.

Huje temko mokazaru jia, kopucrehum o3Hake m3 MpeTxojiHe JedUHUIM]e, BazKH

w(X,JY) = —w(JX,Y) nw(JX,JY) = w(X,Y).
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Tephewe 1.2.3 (KapranoBa dopmyna) Heka je M iaatika MHOTOCTPYKOCT,

a € Q¥ (M) k-gpopma u X € X (M) sexttiopcro towe na 1oj . Taga easicu
Lxa=Xda+d(X_a),

e je Lx Jlujes uszeog y upasuyy toma X, a 1 03HAKG 36 YHYWPAUIHY U360G

gugeperyujarne dopme U0 8EKTOPCKOM TONDY.

1.3 KoHnTakTHa TOIOJIOTHja

Hexka je M rnarka muOrocTpykoct, 1'M meHO TaHMeHTHO paciiojerbe u & C T'M
riarka davuauja xuneppasuau Ha M (€, < T,M, dim¢, = dim M — 1 u noxespu-
Bambe p — §, je ratko). OBakBy (haMuinjy XurmeppaBHI HASHBAMO JUCTPHOYILH-

joM koguMmen3uje 1 va M.

Tephewe 1.3.1 Juctipubyuuja & ce A0KaAHO MOdHCE TUPUKA3ATU Kao Ker o 3a

nexy gugepenyujadbusny 1—popmy .

Joxkas: Heka je g npoussossbna Pumanosa merpuka va M u &+ C TM oproro-
HaJIHHI KOMILIEMEHT 071 Y OJIHOCY Ha OBy MeTpuKy. Jlaxie, £ je jeHoImMen310HO0
noapaciojetse on TM. Tana je TM = £ @& u &+ = TM/E. Tlonpaciojeme £+ je
JIOKAJIHO TPUBHjaJIHO (KAO M CBAKO PAC/IOjerse), Ma 3a IPOU3BOJbHY Tauky p € M
nocroju oxonuna U n Henysa Bekropcko noke X € X (U) rakso na je X, € & 3a

ce ¢ € U. Iedunnmenmo « := g(X,-) u oanrnenno je ker a = &|y. O

Hedbununuja 1.3.1 Hexa je M ratixa mmotoctupykocti gumenduje 2n + 1 u
£ C TM wmawixa damunujo xudeppashy A0KasHo 3agaitia 1—@opmom o WaKeom
ga je aA(da)™ # 0. Taga aap (M, ) nazueamo KOHWAKTLHOM MHOTOCTPYKOWY.
Ykoauxo je dopma o trodbasno gedunucana, Ha3uUBAMO je KOHTUAKTHOM HOPMOM

na M, a ctupyxiypy & K00pUjeHTaAOUNHOM.

KowmenTap: IIpumernmo nga mako dpopma « durypuiie y gedUHAIN]T KOHTAKHE
MHOT'OCTPYKOCTH, KOHTAKTHA CTPYKTYPa je 3ampaBo 3a1aTta uctpuoynujom &. Jle-
dunUIMja je y TOM cMuCIy J00pa, jep YKOJIUKO je 3 Heka japyra l-¢opma Ttaksa
na je ker f = £, taga je f = fa 3a Heky riaTKy QYHKIHU]Y f CByIa PA3JIHIUTY O/I

HYyJIe, TIa TMaMO

BA(AB)" = fan(df Aa+ fda)"™ = fa A (f"da’™) = f" o A (da)™ # 0,
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[P 9eMy CMO y PadyHy KOPUCTHIN Ja je /A = (), mTOo BaxKu 3a cBaKy l—-dopmy.

[Tocnenuano, yKOIMKO je ov KOHTaKTHA popMma Ha MHOTOCTpyKOocTu M, Taja je

OHA OPUjEeHTAOMITHA.

IIpumep 1.3.1 ITocmatmpajmo R*™ L sa xoopgunatmama (1, Y1, - - ., Tny Yn, 2) U 1-
popmy o = dz + > xjdy;. Oeo je wonmaxwna Popma, a & = kera nasusamo
j=1

CTANGAPGHOM KONTAKTIHOM CTPYKTYPpom na R*HL,

Y cayaajy n = 1 1j. dim M = 3 xontakTHe MHOTOCTpYKOCTH (M, £) yeaoB aNda #
0 eKBMBaJIEHTAH je Ca YCJIOBOM JIa 3a CBaKy Tadky p € M u cBaka JiBa JIMHEAPHO
He3aBHCHa BeKTOpcka noba X, Y € & Baxku [X, Y], ¢ {, mro cienn u3 mo3HATOT

uaenTuTeTa 3a 1-dopme
do(X,Y) = X(aY)) = YV (a(X)) — a([X, Y])
u unenurie jga X,Y € & = ker a.

Hedbunnunmja 1.3.2 Heka je (M,§) xoopujentiadbunma KoHTaKTHA MHOTOCTIPY-
KOCW, G KOHWAKWHOM Popmom «. Bexwopcko tomwe R, € X (M) 3a xoje je

uctyrveno Ryida =0 u a(R,) = 1 nasusamo Pebosum 6eKWopcKuM TOHEM.

Odjacanmo 11a je PeboBo BEKTOPCKO 110/b€ jeIMHCTBEHO Ope)eHO OBUM YCJIOBUMA.
3 ycnoBa a A (da)™™ # 0, cneqm na je u (da)™™ # 0, na je dopma doy, axn-
THCUMeTpUYIHA OmyimHeapHa (opma paHra 2n, Te UMa jJeIHOJAMMEH3MOHO je3rpo
resepucaHo BekTopoM [IR,. Kako je n3 KoHTaKTHOr ycsoBa n o # 0, TO MOXKeMO

CKAJIMPATH BEKTOPCKO ToJbe R, ma 3am0BosbaBa ycioB a(R,) = 1.



I'maBa 2

MopcoBa Teopuja

2.1 MopcoBe dyHKIEje 1 OCHOBHA TBphema

Heka je M 3arBOpeHa (KOMIIAKTHA M 0e3 I'DaHUIE) TJIATKA MHOTOCTPYKOCT

mumensuje n € Nu f: M — R riarka dyHknnja Ha 850j.

Hedbununuja 2.1.1 3a wauxy p € M xaosrcemo ga je xputiuura wWawka GyHKUUje

[ yxoauxo je (df), = 0.

Ckyn cBux KputnaHux Tadaka dpyakimje f osnadasamo ca Crit(f).
Kpurnanoj taukn p € M moxemo npuapyzxutu Ominaeapny dopmy H,(f) -
T,M x T,M — R na cnenehn naunn:

Hp(f)(Xm Y;ﬂ) = Xp(Y(f))a

rie je Y € X(M) nupousBo/bHO BEKTOPCKO Mmojbe Ha M TakBO Jia Koje je y Tadkn
p jennaxo Y,. Jlaxko je Bumeru na je oBa neduHmMIuja 100pa Tj. Ja BPEIHOCT
H,(f)(X,,Y,) ne 3aBucu ox n3dopa mospa Y, Kao u j1a je oBa duimHeapHa (hopma
(kojy HazmBamo Xecujanom) cumerpudna. To mam omoryhyje na yBememo ciaenelin

mojaM.

Hedbunaunmja 2.1.2 3a kputiuuny wawky p € M pynxuyuje f : M — R xasrcemo

ga je negetenepucana axo je gopma H,(f) negetenepucana.

Hedbununuja 2.1.3 Pynxuyuja f je Mopcosa axo cy cee were xputivwhe WavKe

HegeleHepucare.
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HapomuMo jesno jeHocTaBHO, au BayKHO TBpheme unju J0Ka3 caean u3 Teopeme
0 WHBEpP3HO] (DYHKIMjH, a KOje he HaM oMOryhuTu ja KacHuje J100po JAedUHUTIIEMO

MOpCOB JJaH49aCTH KOMIIJIEKC.

TBphemwe 2.1.1 Kpuiuune wawke Mopcose dpyrruyuje cy usonrosare.

IIpumep 2.1.1 OPyuknumja Bucure g : S" — R wa chepu S" = {(z1,...,Tp41) €
R | 2f 4+ 22, = 1} mata ca g(z1, ..., Tny1) = Tpp1 je Mopcosa dyrkumja.

bene kpuruune tauke cy cesepuu (V) u jyxuu mou (.5).

Chauka 2.1: @yukiuja Bucune Ha chepu S”

IIpumep 2.1.2 Dysknuja f : S* — R gara ca f(x1,...,%,11) = 22, uMa 3a
kpuTnaHe Tadke ceepHu (N) m jyxkuHu mon (S), Kao u CBe Tadke ca €KBaTOpa
E = {(z1,...,2,11) € S' | 2,11 = 0}. Kaxo je S" KoMmakTHa, YKOJUKO OU OBa
dyuknuja duna MopcoBa, Ha OCHOBY IIPETXOIHOT TBphema 01 MopaJia UMaThi caMo

KOHAYHO MHOTO KPUTUYHUX Tadaka, ITO HHUje ciay4daj. [laksme, To Huje Mopcosa

dyHKIIHja.

Hpyrum peunma, cKyn KpuTudHux pyHKIuja MopcoBe dyHKIHje je JTucCKpe-

TaH, a KaKO je MHOINOCTPYKOCT M KOMIAKTHA, TO je OH U KOHAYAH.
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Cauka 2.2: KBagpar dyskiuje Bucune Ha chepu S

Y nokamHuM KoopAmHartama ¢(x) = (z1,...,2,), ¢ : U > p — R™ kpurnane
: 9 D | i |[9P(Foe™h)
tadke p Marpuria Xecujana H,(f) y dasn o ’p, s B )p je [ D107, (p(p)) riion

U OHA je OYUIJIETHO CUMETPUIHA 300T CUMETPUIHOCTH MAPIUjaTHUX U3BO/IA BUIIIET
pesa (IITO je U 3a OYEKUBATH TIOMITO je XeCHjaH CUMETPHUYAH), JOK je yCJIOB He-
JICTEHEPUCAHOCTH TAYKe P €KBUBAJEHTAH MHBEPTHOUTHOCTH OBE MATPHUIIE OHOCHO
YUILEHUIN 18 je BeHa JieTepMuHaHTa pasaumduta of 0. Ilomro je Ta marpuma
CUMeTpHUYHa, 3HAMO JIa Cy CBe heHe COICTBEHE BPEIHOCTHU peaJsiHe, a IOIITO je U
WHBEPTUOMIHA, HUjEJIHA OJ IbUX HUje jeJHAaKa HYJIU Tj. CBaKa HbEHA COICTBEHA
BPEJIHOCT je WJIW TO3UTUBHA WM HeraTwWBHa. HapaBHO, TpOMEHOM 0a3e ImpocTopa
T,M mema ce n MaTpulia XecrujaHa, ajayd IIOCTOjJH jeHa BaxKHa UHBapujaHTa. IIpe-
u3Huje, YKOJUKO je P marpwuiia mpesacka ca jeamne Ha JIpyry 0a3y un ako je G
MaTpuia XecnjaHa y mpBoj oasu, Taga je PTGP marpunma Xecwjana y apyroj
dazu. Kao mro cmo peksu, marpuia XecujaHa ce MPOMEHUIa, &Il OPOj HEraTUB-
HUX U OPOj MO3UTUBHUX COIICTBEHUX BPEIHOCTHU CY OCTAJM HCTU Ka0 KO MaTpUIlEe
G (uako cy ce, MOXKJa, BUXOBe BpenHocTH npomenmie). To mam omoryhyje ma

yBeaeMo ciaeaehy

Hedbununuja 2.1.4 Hngexc xputiuune wauke p Mopcose pynrkuyuje f, y oz3nayu

Ind;(p) je bpoj newwueHuz coucmisenuxr epegroctiu mawmpuye Xecujana H,(f) y
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nexoj (a wume u cearoj) basu wanientwrnor upoctwopa T,M .

[TpumeTnMo 1a je HHIEKC 3alIpaBo MaKCUMAJIHA JUMEH31ja HEKOT MOTIPOCTOPA O
T,M na xome je pecrpukiuja Xecujauna H,(f) Herarusno gedunuria.

Ba cBako k € Ny hemo ca ¢, (f) oznauaBatu 6poj KpurnaHux tadaka dyHkimje f
quju je ungekc jeanak k. Kako je 0 < Ind,(f) < n, 3a cBako k > n je ¢x(f) =0,

a 300T IPeTXOJHUX TpUMeIda Cy cBU OpojeBu ¢ (f) KOHAYHH.

N3 simaeapue aiaredpe 3HAMO J1a Ce CBaKa CUMETPUYHA MAaTPUIA MOYKE JIHjaro-
Hasm3oBaTH HaJ R, ma ce tako 3a Xecujan H,(f) kao cumerputdny OminHeapmy
dopmy, moxke Hahm morogHa da3a y K0joj je MaTpuiia Koja My OJroBapa JIujaro-
HAJTHA. 3aTUM Ce €BEHTYAJHUM CKAJUPAbeM U [IEPMYTOBAEM KOODMHATA J0-
Jlazu 10 Oa3e y K0joj je MaTpuiia OBOI XecHwjaHa Takohe JaujaroHasiHa, IpU IEeMY
je upsux Indf(p) enemenara na gujaroHann jegHako —1, a ocranu cy jegHaxu 1.
Hapenno TBpheme cymmpa mpeTxoiHy JHUCKYCHjy U TOBOPU O TOME Jla Ce Y OKO-
JIMHU KPUTHYIHE TadKe MOyKe Hahu morojHa KapTa (Ha rope OnucaHu HAYWH) TAKBa
1a MopcoBa GyHKIIMja v lbeHUM KOOpAWHATaMa UMa Jiel 3amnuc. Jletamu ce Mory

Buztetn y [17].

Tephemwe 2.1.2 (MopcoBa nema) Heka je p kputiuuna Wavka ungerca k Mop-
cose pynryuje f @ M — R. Taga wocmoju wapwa (U,p) Waksa ga easrcu
pelU,p:U—=R", ¢p)=0u

-1 _ 2 2 2 2
fOSO (xh?xn)_f(p)_xl__xk+$k+1++xn
[IpupoaHo ce MOXKe TOCTaBUTHU MMHUTabe ersucrenmuje MopcoBux dyHKIHMja HaA
IPOU3BOJbHO] KOMITAKTHO] MHOTOCTPYKOCTHU Tj. Ja JIX yBEK IIOCTOje W aKO je OJI-
rOBOp MOTBP/aH, KOJUKO ux nma. VcmocraB/ba ce Ja Ha CBaKOj MHOTOCTPYKOCTH

IIOCTOje | JIa UX UMa ,MHOTO O YeMy IPE3UIHUje TOBOPU HAPETHO TBPhHeEmbe.

Tepbewe 2.1.3 Crya Mopcosux pynkyuja na muotoctupyroctuu M je ceyg wycti
gogeryt cxytua C°(M) y C? nopmu. Jpytum peuuma, 3a ceaxo € > 0 u aatiny
dynruyujy g + M — R aocmoju Mopcosa dpynxuyuja f : M — R waxsa ga je
If = glle> <e.

Hoxkasz: Ilo Burnujesoj Teopemu, M ce mozxke yaoxuru y RY 3a mosospno Besmko

N € R. Moxe ce nokazaru ja je f(z1,...,xx) = g(x1,...,2n)+{(L, (21,...,2N))

Mopcosa dyHKIHja 3a ckopo cse (y oaHocy Ha Jlederosy mepy nHa RY) BexTope
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L € RY npu gemy je (-,-) cranmapanu ckajapuu npousso Ha RY. Jleramu ce

mory Buzetu y [17]. O

2.2 TI'pagujentHu Tok MopcoBe dbyHKIje

Ila ducmo ycrenrHo HacTtaBuu kKa Jedunucamy MopcoBe xomolioruje, caja
je moTpedHO a yBeJeMO JIOJIATHY CTPYKTYPY Ha MHOIOCTPYKOCTHU — PumaHOBY
meTpuky ¢. Jlakie, Hamabe y oBOj riiaBu hemo cmarparu ma je (M, g) rnarka
PumanoBa muorocrpykoct u f : M — R MopcoBa dyurnmja #Ha w0j. Omarie

UMaMOo J1a je J00po JedHUCAHO BEKTOPCKO moJbe gradf = V f € X (M) penanujom

9(Vf, X) = df(X) = X(f)

3a cBaKO BEKTOPCKO mosbe X € X (M). IIpumernmo vajupe qa ykomuko p € Crit(f)
Baku (df), = 0, ma U3 HeJEreHePHCAHOCTU CKAJAPHOI IIPOU3BOJA ¢, HUMAaMO
Vf(p) = 0. Hapasno, Baxku u obpayTo — ako je Vf(p) = 0, raga je p € Crit(f).
Cata MoxkeMo TrocMaTpaTn JudepeHnnjaHy jeHaunHy reHepucany ca Vf, of-
HocHo oarosapajyhm KommjeB mpodiiem u pazmorpuTu ojpeheHa cBojcTBa Koja
IETOBa pellerha MOCeIy]y.

Hexka je x € M npoussosbHa Tauka. [locmarpajmo Kormmujes mpodiem

v(t) = =V f(v(1)),

2.1
7(0) = =. >

[Tormro je f rmarka dyuknuja, a Tume u V f 1y1aTKo BEKTOPCKO 110/be Ha M, 3a710BO-
Jbenu cy ycaoBu [Iukapose Teopeme, ma oBaj Kommjes mpodsiem nma je TmHCTBEHO
pemiemse (Ha 1esom R, jep je M kommakTHa). To pereme HA3MBAMO TPAIUjEHTHOM
suarjom Mopcose dyuknuje f. Hapapuo, oBuMm je 3a cBako t € R medunucan n
TOK ¢y : M — M (ayTOHOMHOI') BEKTOPCKOI 1o/ba V f KOjU Ha3MBaMO TDAJIUjEHT-
HuM TokoM dyukuuje f. Dammanja {¢; |t € R} je jennomapamerapcka rpymna

qudeomopduzama Ha M.

Pazmorpumo caga rpagujentre jmnuje dyukmuje f. IIpBo, ykommko x €
Crit(f), 36or npumende 0/103ro 3akibydyjemo Ja y(t) = = jecre perieme Korrmje-
BOr 1podsiema 2.1, a 300r jeIMHCTBEHOCTH je U JeIMHO HHerOBO PEIIeheE.
Pasmorpumo cajia mHerpusmjaianu ciay4aj kaga x ¢ Crit(f). Jacwo je ma y Tom

ciydajy perierbe 7y (t) He caap:Ku HUjeIHy KPUTUIHY TadKy (MHa4Ye Ou Ha OCHOBY
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IPETXO/THO PA3MOTPEHOr CJIy4aja MOPAJIO OUTH KOHCTAHTHO, IIITO OUUTJIE/HO HIjE).
Haxie, rpajinjeHTHA JTUHKjA je UM KOHCTAHTHA (U jeJHaKa KPUTUIHO] TAYKN) UJIH
He CaJpXK1 HUjeJIHY KPUTUIHY TAadKy. Y BHUIAeheMO JBa BayKHA CBOjCTBA peIIeHa

~(t) Koja he Ham duTu KacHUje 0J KOPUCTH.

Tephemwe 2.2.1 Dynuxuuja f monowono otuaga gyotc ipagujeniine sunuje. Ilpe-
yuanuge, axo je vy : R — M pewere Kowujesor upodosema 2.1, waga je dpynrxyuja
f oy monotmono otagajyha. /Jlogatino, ykosuko v He cagpacu KpuliudHe WaYKE,

f o ge cporo ouagajyha.

oxkas:

%ﬁfcvﬂﬂ=z@#%@CV@D==Mﬂﬂw(—vf0ﬂﬂﬁ==9mKVfW@Df—Vﬂ7@D)

==V SOy @O)l50) <O

3a cBako t € R, ma je oBa ¢dynKIUja 3arcTta MOHOTOHO omasajyha. IllTaswurme,
3a T'PJIMjEeHTHY JIUHU]Y KOja je KOHCTaHTHA, OBO TBpheibe je TPUBHjAJIHO, JIOK 34
IpaJIjeHTHY JIMHU]Y KOja He caiap:ku KpurudHe Tadke V f((t)) Hukam Huje jegHak
0, ma je m3pas — ||V f(v(t)) Hi(t) HETaTUBAH U 3aTO y OBOM CJIy4ajy f CTpOro omaja

Jy7K TpaJiujeHTHe JIMHU]E. U

Tspbemwe 2.2.2 Hexa je v : R — M pewere Kowujesor upobrema 2.1. Taga,

wocwmoje wavke p,q € Crit(f) wakse ga je tlim v(t)=q u tlir+n ~y(t) = p.
——00 — 400

Hoxka3z: Axo je x € Crit(f), rBpheme je TpuBujasno (p = ¢ = ). Y cynpoTHOM,

Ha OCHOBY IIPETXOJHOI TBphema 3mamMo ga je %( fov)(t) < 0 3a crako t € R.

[Tormrro je M wommakTHa, f je orpaHudeHa (jep je HEIPEKWJIHA), 11a je u (DYHKIHja

fovy:R — R rakohe orpanmdena. U3 Hbyru—J/lajorumnose dopmysre nmamo

+oo
i (F00)(t) = lim (For)(6) = [ 507 o)

IIa KaKo je JieBa CTpaHa Or'PaHUYeHa, HECBOJCTBEHU MHTerpaJl Ha JIeCHO] CTpaHU

kouBeprupa. C 003upoM J1a je mojuHTerpajna (pyHKIHja CTAJTHOT 3HaKa, 3aKJby-

qyjeMo Ja je lin]En a(f o7)(t) = 0, ma je HA OCHOBY TPETXOJHOr TBphema u
T—r00

liril IVf(y(t)] = 0. Hame, mexa cy {pi,...,px} CBe KpUTHUHE Tadke (PyHK-

T—>1T00

nuje f. Owne cy m3os0BaHe, Ia MOCTOje IHUXOBE JIMNCjYHKTHE OTBOPEHE OKOJINHE

k
Ui, ..., Ug. Osmaummo U := |J U;. Cxyn M \ U je 3arBopeH, a U KOMIIAKTAH,
=1
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Te HenpekugHa dyHKIUja |V f(7y(t))|| mocTnxke cBOj MUHMHUMYM Ha HeMy, KOjU
hemo oznauanTu ca m. Baxu m > 0, jep ckyn M \ U nHe cajap:Ku KPUTHIHE TaIKe
dyuxnuje f. Kako je tLlinw||Vf(7(t))|| = 0, mocroju 1o0BO/bHO BesmKO ty € R
TaKBO JIa je 3a cBako t > to ucnymeHo |V f(v(t))]] < m, a tume u y(t) ¢ M\ U
tj. ¥(t) € U. Cxym {v(t) |t > to} je nosesam, ma mopa durn moxckymn U; 3a HEKO
jeA{l,...,k}. Jpyrum peunma, 3a cBaky oxkosuny U; tadke p; € Crit(f) mocroju
to € R TakBo ga 3a cBako t > to Baxku (t) € U;, ma je 3aro tLifrnoofy(t) =p; U
MOKEMO y3eTH p = p;. AHaJOrHO ce noka3dyje n ersucrennuja radxe ¢ € Crit(f)

TakBe Ja je lim v(t) = q. O
t——o00

[Tocnenmwe TBpheme, gakie, TOBOPH Ja CBAKAa HEKOHCTAHTHA I'DAJUjeHTHA JIU-
uuja Mopcose dyHKIje ,,u3/1a31” U3 jeTHE U ,,yIa3W y HEKY JPYTY IbeHYy KPUTUIHY
Tauky. 1o Ham omoryhyje ja yBeJieMO HOBe IIOJMOBe, BazKHE 3a JaJbU Pa3BOj OBE

Teopuje.

2.3 CraduiHe M HecTadUJIHE MHOTOCTPYKOCTH
Hedbununuja 2.3.1 Cwadbusra MHooCTUpyKoctlh KpUuwHe Wavke p je ckyl
W2(p) = {z € M| lim ¢y(z) = p},
—+00
gox je HecThadusHa MHOTOCTUPYKOCT WavKke P CKYT
W(p) ={z € M| lim ¢:(z) = p}.

Jlakjie, cTadUHy MHOTOCTPYKOCT YMHE cBe Tadke x € M 3a Koje rpajujeHTHa
JINHUja KOja WX CAJPKU 3aBPIaBa y Ta4KU P, 8 HECTAOUJIHY MHOTOCTPYKOCT YMHE
Tauke r € M TakBe Jla TpajiijeHTHA JUHHUja KOja UX CaJIPKU MOYUIHE y TAYKH P.

Jla cy Ha3uBU y IPeTXOJIHO] JebUHUIIN]U OIpaBIaHu, ToBopu cieaeha Teopema.

Tsphewe 2.3.1 Hexa je Indf(p) = k. Taga cy W*(p) u W"(p) watare Gogmro-

woctipyxoctiu og M xoje cy gugdeomopdre, pegom, guckosuma D" F u DF.

Hoxka3z: Buneru [17]. O

Takobhe, y3 npeTxojiHe IpeTIocTaBke nMaMO U TOMOBY JI€KOMITO3UITH]Y MHOTO-

crpykoctu M.
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TBpheme 2.3.2
M= || Wp).
peCrit(f)
Joka3z: JIupekTHO U3 ersucTeHlnje U jeJMHCTBEHOCTU I'DAJINjeHTHE JIMHUje KPO3

[IPOU3BOJbHY TauKy u TBphema 2.2.2. O

Ja du Mopcosa dyHKImja Onia JT0BOJBHO Jiela W OMOryhmaa HaM padyHarbe
XOMOJIOT'Hjeé MHOT'OCTPYKOCTH, 3axTeBaliemo j1a ucnymasa jgogarau, Mopc-Cwmejion

YCJIOB.

Hedbununuja 2.3.2 3a Mopcosy dynxuujy f : M — R xaostcemo ga je Mopc—
Cwmejrosa yroauko 3a ceaxe gee wavke p,q € Crit(f) saorcu W*(p) th W*(q).

Haname hemo npermnocraspatu ga je f Mopc—CwmejmoBa dbyukmnmja na M.
Kao mro Buammo n3 nperxoane gedunauimje, Mopc—CmejaoB yCiIoB OCUM 01 came
dyukimje, 3aBucu u on Pumanose merpuke g. Vcrocrasiba ce fga 3a gary yHK-
nujy f yBeK MOXKEMO TOT0/IHO ofadpaTn PUMaHOBY METPUKY ¢ TAKBY Jia OHA 3a]10-
BosbaBa Mopc—CmejsioB yci0B 1 TakBe MeTpuKe hemo 3BaTu reHepudkum. Jlakie,
y3 o/1adup reHepuyke mMeTpuke Hama ¢ynkiuja noctaje Mopc-CmejioBa, Te 0BO

HUje HUKAKaB J0JIaTHU ycJIoB Koju cama MopcoBa dyHKIja MOpa Ja UCIIYHaBa.

Ba cBake e p,q € Crit(f) osnaunmo ca M(p,q) cKyll cBUX HapaMeTprU30Ba-
HUX TPaJIUjeHTHUX JIMHUja KOje MOUniby y p W 3aBpriaBajy y ¢q. Tamga ce M(p,q)
Mmoxke ujentudukoBatu ca W (p) N W#(q). Ha ocuoBy Tephema 1.1.1 umanmo 1a

je W*(p) N W*(q) mommuorocTpykoct oz, M u Jako padyHAMO HEHY JIUMEH3H]Y
dim(W*(p) N W*(q)) dim W*(p) + dim W*(q) — dim M =
= Ind;(p) + (n — Ind(q)) — n = Ind;(p) — Ind,(q),

na je 3ato u M(p, q¢) maOorocrpykocru numensuje Ind;(p) — Inds(q).

Cana hemo nedunucaru aejcrso rpyne (R, +) wa mogmuorocrpykocr M(p, q)
KOja he HAM J0HETHU eceHIMjaJIaH 3aK/bydak 3a JeduHucame MopcoBor jaHgacTor
KOMILJIEKCa. 3a cBako § € R u rpagujentny jsmaujy v € M(p,q) nedunurniemo
(s-7)(t) »=~(t+ s). OBum nejcTBOM ce UAEHTUMUKY]Y CBe rpajijeHTHE JINHU]je
Koje nMajy uctu tpar. O3Ha4mMo ca M (p,q) = M(p,q)/R KOIUIHUYKE TPOCTOP
upu oBoM JejerBy. OBO je 3ampaBo CKyIl HelapaMeTPU30BAHUX I'PaMjeHTHUX

JINHUja KOje TIOYUIbY y P U 3aBPIIaBajy ce y q.



I'IABA 2. MOPCOBA TEOPHJA 15

Tsphemwe 2.3.3 M\(p, q) je mrotoctpyroci gumensuje Indg(p) — Inds(g) — 1.

Hoxka3z: Ilocmarpajmo mpeciukasamse ¢ @ M(p,q) — R naro ca ¢(v) = f(v(0)).
Kako je uz Tephewa 2.2.1 dynxmuja f o v omazajyha, To je p(M(p,q)) =
(f(@), f()). Hexa je ¢ € (£(g), f(p)) perynapha spemsoct dymkure @ (ona mo-
croju Ha ocuoBy Tephema 1.1.3) u neka je M(p, q) = ¢~ '(c). Ha ocnosy Tsphema
1.1.2 M*(p,q) je mommuorocrpykoct ox M(p,q) — 1 mumensuje dim(M(p,q)) =
Indf(p) — Indf(q) — 1. IIperxonuo medunucamno nejerso je caodbomuo na M(p, q),
na ce muMe ocTBapyje qudeomopduzam usmehy ME(p, ¢) u M (p, q), omake cieau

TBpheme. U

[IpBu cnemnujanan ciydaj mpeTXojHe TeopeMe KOju he HaM OUTH OJ BeJINKe

BazkHOCTH je Kaza je Inds(p) — Inds(¢) = 1 o gemy rosopu cienehe TBphee.

Tspbemwe 2.3.4 Vkoauko je Inds(p) — Inds(q) = 1, mnotoctupyrocin M\(p, q) je

KOMUAKWHA U gumerduje 0 Wj. KonauwaH ckyld WavaKa.

oxkas:
Bugeru []. O

Yxomuko cy p,r € Crit(f) raxse na je Indf(p) = k u Inds(q) = k — 2, Tana,
Kao mro 3HamMo, M(p,r) je MHOrOCTPYKOCT JuMeH3uje 2, a M\(p,r) KOMITaKTHA,
MHOTOCTPYKOCT jiuMen3uje 1 ca rpanurioMm. Ebeny rpanuily 4mHe CBe U3JIOMJbEHE
rpajinjeHTHe JIMHIje HAcCTaJie HaJIOBE3NBAIbEM jeJIHe I'PaaJinjeHTHe JIMHNje KOja Io-
unibe y p u 3aBpmasa ce y ¢ € Crit(f), Inds(¢) = k — 1 u npyre koja nounsse y

q, a 3aBpiaBa ce y r. deramu ce mory Bumern y [17].

[Tocnenme e unmenuiie he dutu Kpyrujasane y koucTpykiuju Mopcosor Jran-
JaCcTOI KOMILJIEKCA U JIOKA3y Ja TO 3aUCTa jecTe JIAHYACTU KOMILIEKC IITO je TIPe/i-

MET HapeJaHe OJeJ/bKa.

2.4 MopcoB jjaHYacT KOMILJIEKC 1 XOMOJIOTHja

Caja mmamo cBe 1ITO je OTpedHo 3a Jedunucame MopcoBor jlaHIacTor KoM-
nekca. Vako ce on mMoxke nedunncatu u ca Koedunujentuma y Z (y3 nap mper-

XOJIHUX JIeTa/ba BE3AHUX 3a OPHUjeHTalujy), oBje NemMo paju jeJHOCTaBHOCTHU pa-
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JIUTH ca KoepurumjeHTuma y Zs.

Osnaunmo ca Ck(f, Zy) cnodoay AdesioBy rpyily reHepuCcaHy CBUM KPUTUIHIM
taukama dynkiuje f wnmekca k. Hapasno, Ci(f,Z;) = 03a k < 0 u k > n.
Hedunumemo oneparop 0y : Ci(f,Z2) — Cr_1(f,Z2) Ha reHeparopuma rpyie

Ck(f,Zy) na cnenehn naunn

i)=Y, a9

Indf(q)=k—1

rze je n(p, q) 6poj ememenara M(p, q) no momysy 2. OBako jedUHUCAHO TTPECIIU-
KaBaibe HA TeHePATOPUMA jeTHOZHAYHO Ce MPOJYXKYyje Ha CBUM €JIEMEHTHUMA OBE
rpyne. Odekmsano, saxkuhe 0% = (0, amm Ja OECMO MOIIH TO Ja JloKaxkemo omhe

HaM IOTPedHO ciienehe TBpheme.

Tsphemwe 2.4.1 Hexa cy p,r € Crit(f) waxse ga je Inds(p) =k uInds(r) =k —
2. Taga metapametlipudo8aHur U3AOMMDEHUL IPAJUIEHTIHUL AUHUIA KOJE TOUUIDY
Y P U 3a8PUABATY CE Y T, G TUPOAA3E KPO3 HEKY KPUUYHY WawKy ungexca k — 1

uMma Gapar (kowauan) opoj.
Hokaz: I3 nuckycuje y IPETXOJHOM OJI€/bKY 3HAMO Ja YIPABO MOMEHyTe U3-

JIOMJbCHE JII/IHI/Ije YUHE I'PaHUIly KOMIIaKTHE je,H‘HO,ILI/IMeHSI/IOHe MHOT'OCTPYKOCTH

—~

M(p,r), Te ux uma napas dpoj Ha ocHoBy TBphema 1.1.4. Il

Cajia cMO CIIpEeMHH J1a TTOKaXKeMO TJIABHO TBPheme OBOr' 0JIe/bKa.

Tephemwe 2.4.2 I[lpetizogho geunucar oUEPATLOP JECTIE NAHMACTUY W] BAAHCU
Or—100, =0 3a cee k € 7.

Hoxka3z: doBosbHO je oBo jokasaru Ha renHeparopuma rpyne Ci(f,7Zs). Hexka je

p € Crit(f) raksa ga je Inds(p) = k. Tana je

O-1(0k(p)) = Ok Yo npae] = D npq)dh-(g) =

Indy(q)=k—1 Indf(q)=k—1
= Y nae D>, n@nr|= ), > np,a)nlg,r)r.
Indy(q)=k—1 Indy(r)=k—2 Indf(¢)=k—1Indf(r)=k—2
[Ipumerumo ma > n(p,q)n(q,r) y mocaeamoj cyMu mpejcTaBba Opoj He-

Indy(q)=k—1
[apaMeTPU30BAHUX U3JIOM/bEHUX T'PAJIMjeHTHUX KPUBHUX KOje MOBE3Y]y KPUTUYHE
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Tauke p u q. Ha ocuoBy TBphema 2.4.1 3HaMO J1a je OH HapaH 3a CBAKU OBAKaB
n300p KPUTUIHUX Tadaka ¢ W T, Ha je mo moayay 2 jeauak uyau. Omatie je
Ok—1(0k(p)) = 0, ma morrro je p dusia TPOM3BOJbHA KPUTHIHA TAYKA MHJEKCA k, TO

je Op 0 0r_1 = 0. O

Casia umamo 100po jedurncann Mopcos sandactu komiuiere (Cy (M, Zs), 0),
na Moxemo jedunucatu u MopcoBy xomosorujy H, (M, Zs) = ker 0, /im0, .
Ucnocrasiba ce ga kojy rog MopcoBy dyukiujy Ha M omadpasu n Ha 0Baj HAYUH
dopmupasim Mopcos jtangactu Komiiekc, MopcoBa xomMosoruja je nHBApUjaHTHA,

(o ma wzomopduszam). [lrasunte, Baxku cienehe Tepherme.

Tephemwe 2.4.3 (Teopema o MopcoBoj xomomoruju) Mopcosa xomorotuja

H.(M, f,Zs) je usomopgma cuniyarapnoj xomonotuju H,(M,Zs).

Hoxka3z: Buneru y [17].

NnycrpoBahemo cBe mpeTxo/iHe MOjMOBE U KOHCTPYKIIHje Ha jeJIHOM ITPUMEDY.

IIpumep 2.4.1 Heka je T? = R?/Z? topyc ca nacielenom merpukom u3 R? u
dbyukupja f @ T? — R gara ca f(x,y) = cos(2wz) + cos(2my). Uspauynahiemo
MopcoBy xomoutornujy Jsandacror komiuiekca Cy(f,Zsy), upu yemy hemo oBaj To-
pyc mocmaraparu kao kajapar [0,1] x [0,1] y R ca unentndukoBanum Hacmpam-
HUM HuBHIIaMa y uctoMm cMmepy. lIpeo, dyukmja f je modpo medunmcana, jep je
f(z,0) = f(z,1) u f(0,y) = f(1,y) 3a cBe z,y € [0,1]. Takobe je u ruarka,
jep je rmartka cxBahena ca jgomenoMm R, ma moxkemo npehm Ha ojpehuBaimbe me-

HIX KPUTHYHUX Tadaka. Pammhemo ca crammapaamM koopamHartama Ha R2. Kako

je g—i(x,y) = —2msin(27x) n g—i(x,y) = —2msin(27y), TO JIAKO BUIAWMO 1A je
Crit(f) = {A(0,0), B(,0), C(0,3), D(3,3)}. Mupexruum mspadynasamem

Xecujan MaTpuIle BUJAUMO JIa CYy CBe YeTUPH KPUTHUYHE TadKe HeJereHepucaHe n
ma je Indg(A) = 2, Indy(B) = Inds(B) = 1 u Inds(D) = 0, na je oBa dyukuuja

Mopcosa.
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Y
A B A
? <
Y Y Y
C > < C
A~ A~ A~
> < 4
A B A z

Crnuka 2.3: I'panujerrtne manje dyamnuje f

Hame ce mako oxpehyjy rpajujentre juHuje oBe (pyHKIWje (HEKE O BUX CY
npUKa3aHe Ha CJIMIM), a CAMUM TUM U CTaOWJIHE M HECTADMJIHE MHOIOCTPYKOCTHU

CBHUX KpI/ITI/ILIHI/IX Ta4daKa
W*(D) = {D}, W*(B) = (xpyxauna BDB)\ {D},

W*(C) = (xpyxuuna CDC)\ {D}, W*(A) = cBe ocrajo

We(A) ={A}, W*(B) = (kpyxuuna ABA) \ {4},
W?*(C) = (xpyxuuna ACA) \ {A}, W?*(D) = cBe ocraio.
JupekTHOM IIPOBEPOM yTBphyjeMo sa ce cBe oBe cTabHJIHE U HEeCTaOHJIHE MHO-

TOCTPYKOCTHU CeKy TpaHcBep3aJsHo, ma je f 3amcra Mopc-CwmejmoBa dyukiuja u

Moxkemo opmuparu Jgardactu komiuieke C.(f,Zs), npu uwemy je Co(f,Zs) =
Z2<D>, Cl(fa Zg) = Z2<B> D ZQ<C> n Cg(f, Zg) = ZQ<A> HapaBHo, Ck(f; Zg) =0
da k<0wuk>2 maje

0 — Zo(A) B Zy(B) @ Zo(C) L Zo(D) — 0.

Kako mocroje 1o aBe rpajujeHTHe JUHUje Koje moumiby y A m 3aBpiaBajy ce y
Buy C, 10 je (A) = 0A+ 0B = 0, na je d = 0. Cumgno, nocroje 1o
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JiBe TpaJijeHTHe JuHUje Koje nounby v B u y C, a 3aBpmaBajy ce y D, na je
O(B) =0 = 0,(C), Te je m &y = 0. Oparne je Ho(f,Zs) = kerdy/imd; =
Zo(D)]0 = Zo, 3atum Hi(f,Zs2) = ker 0y /im0y = Zo(B) & Zo(C)/0 = Zy & Zs u
Hy(f,Zs) = ker 05/im03 = Zy(A)/0 = Zs. Jacno, Hy(f,Zs) =03a k <0u k > 2.
Haxkue,
Zy,  ke{0,2},
Hy(T?, f,Zs) = Lo ®Zy, k=1,

0, nHave,

IIITO Ce U 0OYEKUBAJIO Ha ocHOBY TBphema 2.4.3.



I'maBa 3

Pji0poBa Teopuja - 3aTBOpPEH

cJIy4aj

3.1 XaMuJToHOBE IeT/be u PYHKINOHAJ JIejcTBa

Hexka je (M,w) 3aTBOpEHa CUMILIEKTHYKA MHOIOCTPYKOCT JIUMeH3uje 2n u 1—
nepuognyanu Xamuiaronujan H; : M — R. Osaj XaMuaTonujan renepuiiie BEKTOp-
cko nosbe Xy, penanujom dH; = Xy, w Koje Ha3uBaMO XaMUJITOHOBHM BEKTOD-

CKHM II0Jb€M U OHO T€HEepHIle jeJIHonapamMeTapcky dbaMuanjy audeomMopduzama
Pt

Hedbuunumja 3.1.1 Vkoaukxo je wetwna v : R/Z — M pewere 1-tepuoguuro

jegravune ' (t) = Xp, (v(t)) nasusamo je Xamuaimornosom Getibmom.

Hedbunnunuja 3.1.2 3a Xamuatwionosy uetioy Y KaGHCEMO §a j€ HeGETEHEPUCAHA
axo saorcy det(Id — doyi(v(0))) # 0.

Oznaunmo ca LM ckyn cBux 1-TIepuOIMYHUX KOHTPAKTHOWJIHUX II€T/bU, a Ca
P(H) cBe XamuiaroHoBe KoHTpakTuOUIHE 1etibe. 2Kesmmo na y Pioposoj Teo-
pUju OBe MeT/be MMajy yJIOry KPUTHYHUX Tadaka n3 MopcoBe Teopwuje, amm mpe
TOra MOpaMo Jia jJAedUWHUIIEeMO TojaM Koju dou omo mamjgan MopcoBe dyHKIHje.
[Tomrro cy nerjbe KOHTPAKTUOMIIHE, MOXKEMO UX HEIIPEKU/IHO IIPOJIyKUTH Ha jeJu-
araan auck D2, mro hemo xopuctutn y Hapennoj mebunumuju. Ilpe Tora, ma ou

JeduHUNja OnIa 100pa, mpernocrtaBuheMo Ja je M cuMIieKTuaky acepudHa Tj.

/u*w:o

SQ

Ja je

20
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3a cBe v:S?— M.

Hedbununuja 3.1.3 Pynkxyuoran gejcisa 3a Xamunatwornujar H; je dynruuja
Ag : LM — R gawia ca

An(r) == [ue / Hy(y(t))dt,

D2
9e je u : D* — M upouseonro upogyscere y na guck D* (u|s1 = ).

Kao mro cMmo Beh pekiin, 0BO IPOJyzKeme 1 YBEK IIOCTOju, jep ¢y neTbe v Ay KOH-
TPaKTHOUJIHE, & TaKOhe BpeJHOCT (DYHKIMOHAJIA JIejCTBa He 3aBUCH O] IIPO/LY Ketha,
300r mpernocraBke fa je M CUMILIEKTUYKNA aceprudHa. 3anucra, YKOJUKO Cy U
U U JBa IPOJLysKema KOHTPAKTHOWIHE IIeT/be Y Ha auckK D?, JensbemeM TpaHnia
OBHUX JIICKOBa J0OHjaMo IIpecanKaBambe v : S° — M Koje je Ha ropmoj nosycdepn

jeHaKko u, Ha JIOWOj U U Ha eKBaTopy 7. laja je

O:/v*w:/u*w—/ﬂ*w,
S2 S2 S2

Te je

Cama hemo usBectu dpopmysty 3a audepeHnujat GyHKIINOHAIA IEjCTBA U OJIpe-
JINTU FHeroBe KPUTHYHE TadKe duMe NeMo IIOKa3aTHh Ja OBa IIOCTaBKa OJroBapa
nocrasiu u3 MopcoBe Teopuje.

1

Tephewe 3.1.1 Baorcu dAy(7v)(§) = /w('y’(t) — Xy, (7(¢)),&(t))dt 3a cee & €

0

T,AM.

Hoxkas: Hexka je v, myr y AM rakas na je vo = v u £(t) = L,(t) u u, nponysKeme

IeTbe Y, Ha JucK B 3a cBako s. Tasa je

d 4 / Wi — / Hi(,(8))dt

dAu(7)(§) = EAH(%)

s=0
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1

= e =~ [ @er s + ()

B 0 B

- [ w0 - [ w(Xn 0. E0Nde = [wr@) - Xu((0), €00

Osze cMO mOrosiHO ofadpaJiu BEKTOPCKO moJbe Y tako ga je Y (v(t)) = £(t), mro

YBEK MOXKEMO. U

Maxe, uaumo Ja HyHKIMOHAT JejcTBa Apg 3anMcTa UCIymbaBa OHO MITO CMO
xenenu, jep je Crit(Ag) = {v: S' - M | ¥/'(t) = Xg,(v(t))} = P(H). lperno-
crasuhemMo Haabe jla cMo Tako ojabpaiu H u J reHepuuKku Tj. Tako ja Cy CBe

XaMHIJITOHOBE IIET/HE HejgereneprucaHe.

Jlasbe, Kao mMTO CMO paHHje TmocMaTpaJu IpagujeHTHH TOK MopcoBux dyHK-
yja, cajia XKeJuMo UCTO JIa YPaJIuMO ca T'PAJIUjeHTHUM TOKOM (DYHKITHOHAJIA JI€]j-
CTBa, aJIi JIa ONCMO MOTJIM /I3 TOBOPUMO O T'PA/MjEHTY, IIPBO MOPAMO J1a YBEIEMO
merpuky Ha T,AM. Heka je J, 1-nepuonumuna damuinja CKOPO KOMILJIEKCHUX
CTpyKyTpa KoMnarubminux ca w. akie, (-, -); = w(-, J;+) je damuanja Pumano-

Bux Merpuka. Cana moxemo nedunncarn Merpuky Ha T,AM kao

1

(€.0) = / (8, C(0)) et

0

u umaTu J100po meduHncaHo BeKTopcko nosbe gradAgy (y(t)).

Tepbhewe 3.1.2

grad Ay (v)(t) = Jy (7(t) — Xu(v(1))).

Hokaz: Ilo nedunuruju je

(gradAg(7),&) = dAu(7)(§).
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Opnarite, pactmcuBameM n Kopucrehn mperxoaHo TBpheme 100mjamo

/w(v'(t) — X, (7(1)), £(t))dt = dAp(7)(§) = (gradAp(y), &) =

1 1

/ (gradAp (v)(t),£(t)).dt = / (£(t), grad Ap (v)(t)).dt =

0 0
1 1

= /W(ﬁ(t)»thradAH(”Y)(t))dt: _/W(thradAH(’Y)(t)a§(t))dt

olaKJie je KOHATHO

/ W (Y () = Xon (1(8)) + Jigrad Ay (3) (1), (1)) dt = 0

3a cako & € T,AM. Oso je jemuno morylie ako Baxku 7' (t) — Xpg,(v(t)) +
Jigrad Ay (v)(t) = 0 1j. gradAp(v)(t) = Ji(v'(t) = Xu, (7(2)))- B

Casa, moTuBucanu Teopujom Mopca MOXKEMO J1a TTOCMATPaMO jeTHAYNHY I'pa-

JIMJeHTHOT TOKa (DyHKIMOHAA JAejctBa Ay

%(s, t) = —gradAm(u(s, ).

Kopucrehu dhopmysny 3a rpajmjeHT KOjy CMO YIIPaBO U3BEJIU, OBY jeIHAYUHY MO-
JKeMO 3aIucaTh y ciejaeheM oduKy

ou ou
_(87 t) + Jta

95 (s,t) — J: X, (u(s,t)) = 0. (3.1)

n HazuBamo je PIOPOBOM jeTHAUMHOM.

NsBeumo u popmyiy 3a rpagujent Xamuaronnjana H y ognocy na PumanoBy

MeTpuky ¢(-, ) = w(-, J;-) ma M. Kako je
W(JtVHt, ) = —CU(VHt, Jt) = —g(VHt, ) = —dHt() = —W<XH” '),

13 HeJIeTeHEPUCAHOCTU CUMILIEKTHYKe dopme w caemn — Xy, = J,VH; 1j. VH;, =
J X,
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[Ipe nerapHuje ananuse pemema Oropose jeHadnne, 3actaheMo oBjie Ha Tpe-
HyTaK W IIOCMATPATH FhEeH CIIeNjasial ciiydaj Kajaa pememe u(s,t) = u(s) u Xa-

vwiTonnjan H;, = H He 3aBuce 0j1 t OJTHOCHO KaJla C€ CACTOJU OJI JereHEePUCAHUX

mneT/bu Tj. Tadaka. Taja je, HapaBHO, ‘?9;” (s,t) =0, ma ce jeqHaUMHA CBOJM HA
ou
—(s)—JX =0
“(s) = T X (u(5))
OJIHOCHO
ou
—(s)=VH
“(s) = VH(s),

IIITO je y CTBapU je/IHAaYMHA MO3UTUBHOT I'pajujeHTHOr TokKa (yukmuje H. 3aro

ompaB/IaHo Kakemo ja je Pjoposa Teopuja yormmrreme Mopcose.

3.2 Emnepruja pemmema — nmojam u
KJlacudpukammja

3a pasnuky o Teopuje Mopca rie je 0e3 MKaKBUX JOJATHUX IIPETIIOCTABKU O
MopcoBoj dyHKINju Wi rpaujeHTHOj JIMHUjI BaXKUJIO Ja OHA MOYUHE U 3aBP-
HiaBa ce y HeKOj KPUTUIHO] TauKu (He HY:KHO HCTO]), OBjle Helie BasKuTH J1a CBAKO
periebe jeanadnne 3.1 modmibe W 3aBpIiaBa y KPUTUYHO] TAYKU (DYHKITHOHAJIA
nejerBa (Tj. KOHTPAKTHOWJIHO] XaMUJITOHOBOj mersbn). Jla ducmo wzasojuin u

KaCHHje TIOCMATPAJIM CaMO TaKBa PeIleba, YBOAUMO ciieehn mojam.

Hedbunumuja 3.2.1 Enepiuja peweroa u : R x St — M jegnauune 3.1 je

1 +oo
1 du? 8u 2
_5// ( 5 - X () )dsdt.
0 —o0
[Tpumernmo na u3 3.1 je
ou|’ ou\ |? oul®  |ou 2
—| = X -—— | =X - —| = - X
| = |2 (Xt - G| = P - G| =[5 - x|
2
na je 3aro E(u / / ’ dsdt = // ‘ — Xy, (u)| dsdt. Hac he zanu-

MaTHU CaMO OHa peme}ba u jemHauuHe 3. 1 KOJa nMajy KOHAYHY €Heprujy Tj. 3a Koje

je E(u) < 400, Te yBOJAMMO O3HAKY 3a HbUX

M= {u ‘Rx S — M‘ u 3a70BoJbaBa 3.1, KouTpakTubuino je n E(u) < +oo} .
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[Tpumernmo na je E(u) = 0 ako u camo axo pememe u(s,t) = u(t) He 3aBUCH 01
S TITO 3aITPaBO 3HAYM JIa je OBO pellleme ,Mupyje’ y jeanoj XaMUuITOHOBO] TETI/bH.

VY cynporaom je E(u) > 0.

Hapenno tBpheme je anasor Tephemwy 2.2.2 y MopcoBoj Teopuju. Cpako pe-
merbe DopoBe je/IHAUNHE KOHAYHE €HePruje MOYNhe U 3aBPIaBa ce y KPUTUYIHO]

TaYKu (PYHKIIMOHAJIA JIejCTBA Tj. Y XaMHUJITOHOBOj TETIbHU.

Tephemwe 3.2.1 Hexa je u : R x S — M xonilipaxtubuamio pewerve jegradume

3.1 waxso ga je E(u) < +oo. Taga wocmoje uetwne vy~ € P(H) wakse ga je

lim u(s,t) =~ (t),

§—>—00

lim wu(s,t) =~ (¢),

s§—+400

ou
Jim 5558 =0,

Hoxka3z: Buneru [17]. O

Casa, nasmmk MopcoBoj Teopuju, yBOJIUMO O3HAKY

s—+o0

My~ ,7%) = {u R x S' — M | u sanosomasa 3.1 u lim u(s,t) = 'yi(t)}.

Cnenehe TBpheme mpukasyje Kako ce eHepruja perreha Djopose jeqHadnne

MOYKE€ M3PA3UTH y TePMUHAMA HHEHUX KPajibUX HeT/bHU.
Tephemwe 3.2.2 Hexka je u € M(z,y). Taga je E(u) = Ag(z) — Au(y).

loxkas:

QL
~
QL
Il
|
8\
o
;T
/\
. QJ
@
QD
2
\/
QL
~
QL
V>
I

1 a 8 +oo 1 a +
U u u *
0 0 0
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+00 1 i
+ / ag/Ht(u)dtdsz/“*“’_/u*w+/u*w+/Ht(u(+OO7t»dt
S
S0 c Da Dy ’

_jmmewom:—/ﬁw+/wwﬁ/mwmﬁ—/E@MWZ

:—/mw—jm@@Mw-—/Mw—/&@@ﬂtzAM@—Aﬂ%

Ds D, 0

IpU 9eMy CMO KOPUCTHUJIN Ja je f u*w = 0, jep je 3arBopenn muauagap C xoMmeo-
c
mopdan chepu S? n Muorocrpykocer M cumiieKTndKn acdepuyana, 10K cy D, u

Dy JAUCKOBU OI'PaHUY€HU KOHTpaKTI/I6I/IJ'IHI/IM IneT/baMa r 1 Y, PeIOM. ]

Kako je yBek E(u) > 0 3a HekoHCTaHTHO perierse DiopoBe jeHadNHEe U, TO
je Au(x) > Ag(y). Hakie, 3a cBako pememe Piopose jeaHaunte QyHKIUOHAT
JlejcTBa y3uma Behy BPEJIHOCT y CBOjOj HMOYETHOj IEeT/bU Y OJHOCY Ha KPajiby Iie-
wpy. OBa unmenniia he HaM OUTH BaKHA MPUJIMKOM JOKa3a Jia MOCTOjU KOHATHO
MHOTO perierba DPJropoBe je/IHAUNHE KOja MOYUIbY Y U 3aBpIIaBajy ce y, jep IpH-
JINKOM OrpaHuverha (hyHKIIMOHAIA JIejCTBA MOYeTHE IeT/he, ayTOMATCKU he duTu

OTpaHWYeHa U FHeTOBa BPETHOCT y KPAajih0j MEeT/bU.

3.3 I'panyucame n Konnu—-llenmepoB mHIeKC

Y MopcoBoj Teopuju, jeJHOCTABHO je OMJIO TPynucaTu KpurtudHe tadke Mop-
coBe (pyHKIMje Ha OCHOBY HbUXOBOT MHJIEKCA U HA Taj HAYUH (POPMUPATH JTAHIACTH
komiutekc. OBJie, Ha IPBU TOTJIE/T HUj€ JACHO KAKO TO YIUHUTHU A XaMUJITOHOBUM
nerjbaMa Tj. Kako 7y € P(H) upuiapyKuUTu HEHEraTuBaH 11e0 Opoj k Takas ja 7y
Oyae jeman o1 reHeparopa cyiodomne rpyne CFy(H, J). CaMum THM He 3HAMO KAKO
dbopmuparn naruactu komieke CF,(H, J). 3aro yBomumo Konnmm—Ilennepos un-

JIEKC KOoju he HaM pa3pemmTu 0Baj IPOOJIEM.

Osnaunmo ca Sp*(2n) CKyl CBUX CHUMIUIEKTHIKAX MATPHIA YUje Cy CBe COI-
crBeHe BpejHOCcTH pasaunuute ox 1. dakie, Sp*(2n) = {M € Sp(2n) | det(M —

E) # 0}. Osaj ckyn uma jBe Komnonenrte nosesanoctu: Sp'(2n) = {M €
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Sp(2n) | det(M — E) > 0} u Sp™ (2n){M € Sp(2n) | det(M — E) < 0}. Ilra-
summe, Sp*(2n) u Sp~(2n) cy npocro nosezanu. Ozuauuvo W = —Fy, u W~ =
diag (2,-1,-1,...,-1,3,-1,-1,...,—1) € My,(R). Tama je W' € Sp*(2n) u

)99
W= € Sp (2n), na ce ceaka marpuna A € Sp*(2n) Moxke myreMm moBe3aTH ca
HEKOM OJI OBE J[Be MaTpUIE.

Tephemwe 3.3.1 Ilocmoju jequnciiceno Upecauxasare p : Sp(2n) — St C C xoje

3ag0680.646a:

(1) p(A) =det A, 3a cee A € U(n);

(2) p(B~'AB) = p(A) 3a cee A, B € Sp(2n);

(3) p(A) € {—1,1} 3a cee A € Sp*(2n);

(4) p(A@® B) = p(A)p(B) 3a cse A € Sp(2k), B € Sp(2n — 2k).
Hoxka3z: Buzeru [17]. O

[Tpumepa pamm, 3a n = 1 1j. Ha Sp(2) OBO HpeciWKaBame je y JBa Hama

HajKOPUCHU]a caydaja JedUHUCAHO Ha caeaehn HadmH

2

= 2,
—1, ako cy ode concrsene BpenHocTu Marpuie A merarusHe u tr(A) < —2.

(A) { 1, ako cy ode comncrene BpenHocTn Marpuie A nosurusae u tr(A)
p =

Kaxko je W+ € U(n), oqmax umamo p(WT) = det W+ = (—1)", a s1ako ce Buu

1
p(W™)=p (diag (2, 3 —1,-1,..., —1)) —

p (diag (2, %)) p(diag (—=1,—1,...,—1))=1-(-1)"' = (-1)""1

Cazna cmo cupemun ja gedunuiemo Konmm-Ilennepos nnpekce 3a onpehenu tum

u 1a je

nyreBa y Sp(2n).

Hedununuja 3.3.1 Heka je uyw ¢ : [0,1] — Sp(2n) waxas ga (0) = E u
W(1) € Sp*(2n) u 1 [0,2] — Sp(2n) @aras ga P(t) = P(t) sat € [0,1], Y(t) €
Sp*(2n) sa t € [1,2] u (2) € {WH, W~}. Taga je pcz (1) = deg(p? o)) € Z

Konau—Ilengepos ungexc tyta 1.
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Tpeda nipBo objacHUTH J1a OBa JeUHHUIN]a UMa CMUCA | Jia je jpoopa. IlyT & To-
CTOjU Kao MPOJIy>Keme IIyTa 1, jep je HacTao HaI0BE3UBAKhEM YIIPABO IIyTa 1) U IIyTa
koju nosesyje ¥ (1) ca nekom oi marpuna W+ u W, Barum, p? o E [0,2] — S!
W P@(0) = PA(E) = det E = 1 = 2(5(2)), jep $(2) € (W, W}, a el exo
e ga p(W*) € {—1,1}. Baro ce oBo npeciukaBambe MO¥Ke CXBATUTH KaoO
S! — S!' u uma cmucna nocmarpaTu meros crenen. Konauno, 36or mpocre To-
Be3aHoCcTH cKynoBa SpT(2n) u Sp~(2n) u unmenuIe Ja je CTeleH IpecanKaBaba
XOMOTOIICKA MHBapujanTa jgedbunuiuja Komm-IlenmgepoBor ne 3aBucu oJ1 mpoLy-

JKerba, ’QA/;, mma je jgoopa.

3.4 ®0opoB JJAHYACTU KOMILJIEKC M XOMOJIOTHja

Harmr Hapeau 3agaTax je na cBakoj metbu v € P(H) npuapyzxumo nyt (da-
MUJIMjy) CUMIUIEKTUYIKIX MATPUIA KOju mounibe y F, a 3aBpimasa ce y Sp*(2n).
To he mam omoryhutu ja met/pbu -y J0/eIUMO HEHETATUBAH 11€0 Opoj Y PYHKIUjU
o, Konnmu—Ilenneposor mnjgekca npuapyzkenor myta. I[lomohy tor dpoja hemo
3HATU KAKO Jia TPYIHIIEMO IeT/he U HAKOH Tora dopmupamo Djopos JjraHuacTu

KOMILJIEKC IIO aHaJIOI‘I/IjI/I Ca MOpCOBI/IM JIaH9aCTHUM KOMIILJICKCOM.

Heka je v € P(H) netba u u : D* — M mWeHO IPOU3BO/LHO MPOJLyZKere Ha
muck D?. Obaj JqucK je KOHTpaKTHOWJIaH, I1a je paciojemse u*TM TpusujasHo.
[Tokazahemo ma mocrojm Tpusmjammsanmja 3 : D? x R*™ = y*T'M Taksa 1a je
w(B(p,X),(p,Y)) = XTQY 3a cee p € D?, X,Y € R?". 3a nouerax, o1adepumMo
Ha M Jleeu—Husura kKomekcujy V Koja (ocmM, HapaBHO, METpUKe) Takohe dyBa
U CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYypy J, a camum TuM u w. Heka je onma «f(0,-) :
R?" — (u*T'M ), () m3omopdusam. Tazxa je w(a(0,X),a(0,Y)) = XTQ,Y 3a mexy
aHTUCUMeTpUIHy mHBepTuomwiny marpuily (). Ilocroju muBepTuduiHa mMaTpuia
S taksa ga je STOS = ), ma momohy me JedUHUIIEMO HOBO HPECIHKABAILE
B(-, ) = al-,S-) Takso na je w(B(0, X),3(0,Y)) = XTQY. Hakse, 3a caja umamMo
nedunncano npecaukasame 3 3a p = 0. Y IPOU3BOBHO] TauKu p jucKa D2
nedurncahemMo ra Kao pesysnrar mapaJenHor tpancrmopra BekTopa [(0, X) myx
TIOJTYIIPEYHUKA OBOT' JIUCKA KOJU CaJIPKU yIpaBo Tadky p. llperusnuje, Heka je
p € D? npoussosbha Tauka u 0(t) = tp ayx taksa ga je 0(0) = 0 u (1) = p.

Osnaunmo ca P} napasesnu Tpascnopt jayxk jayxu 0 u geunumumo B(p, X) =
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PY(5(0,X)). Tlokaxkumo 1@ OBa TpUBHjAIU3AIMja jecTe cuMmILiekTuaka. Kako je

w(B(p, X), B(p,Y)) = w(FF(B(0, X)), Py (B(0,Y))) = w(B(0,X),5(0,Y)) = X' QY,

TO 3auCTa MMaMO OHO IITO CMO 2KeJIeJIN.

Heduuummmo cama (t) = (a(e?™,)) " o dg(v(0)) o (1, -). Tama je ¥(t) da-
MIJITja CUMIIIEKTHIKHAX [IPECINKaBaba, (Koja MOKEMO HOCMATPATH U KAO MATPHIIE
y crangapanoj 6asu). Baxu 1(0) = (a(1,-)) "t oldoa(l, ) = Id, na moxkemo cma-
rpat (0) = E. 3arum, xako je ¥(1) = (a(1,-)) " o dpy(7(0)) o a(l,-) camuma
marpury deo:((0)) n kako npyra Hema 1 3a cONCTBEeHY BPeJHOCT (300r HejereHe-
PHCAHOCTH TeTJbe ), TO HeMa Hu npBa, Te (1) € Sp*(2n). Onmarie ciaemu na je
Konmu—Iennepos unmexc myra v : [0, 1] — Sp(2n) nodpo nedunucan, e KOHATHO

MoxkeMo nedunncaru Konmun—llenaepoB nuaekc netbe y ca

pu(y) =n— pcz(®).

[Ipumerumo sa oBa JAeduHUIM]a Y IPBU MaX 3aBUCH OJI IIPOJIYKEIba MET/be Ha
mack D?, 11a ce 3a pasimumTa IPOIYZKemha MOTY JOONTH PasinduTe BPeJHOCTH
Konmn-IlenaepoBor umjiekca, IMTO y OHINTEM CIy4ajy u jecte Tadno. Mehyrwmm,
YKOJIMKO JIOJIATHO IpeTnocTaBuMo Jia je M acdepudna, 3a CBAKO MPOJyKEHE ce

JIo0nja UCTa BPEIHOCT, Te je oBa JeUHUII]a T00Pa.

[Moryro anasiorao MopcoBoj Teopuju umamo cienehy teopemy.

Tepbhemwe 3.4.1 3a csaxe gse uewne x,y € P(H) waxee ga je py(x) > pp(y)
cya M(z,y) je mawra muotoctipyrocti gumenauje g (x) — pg(y) — 1 u moorce
ce KOMUAKTWUPUKOSATU §o MHOTOCTPYKOCTIU “HUja j€ TPAHULA CAYULEHA 0 U3NO0-

MPpEHUT peuterva Daopose jegHavuHe.

Hoka3z: Bugern y || O

VY HareM BayKHOM cirydajy Kazaa je pg(y) = pm(x)—1, maorocrpykocr M(z, y)
je mumensuje 0 U KOMIIAKTHA, Te je 3aTO KOHa4YaH CKyl Tadaka. O3nauuMo Opoj
TUX Tavdaka 1Mo Mojyiy 2 ca n(z,y). Cama umMaMo cBe HEOIXOJHO 3a JiebUHUCAHE
@ropoBor jandacTor komiiekca. lIpe Tora, npernocrasuhemo na cy H u J re-

HepuuKu (Tj. 33/10BO/baBajy ojapehena cBojcrBa 300r Kojux hie J1ajbe KOHCTPYKIH]je



I''TABA 3. ®JIOPOBA TEOPHUJA - BATBOPEH CJIYYAJ 30

ourtn m06pe). Heka je
CFy(H,J) = GB Zo()
pr (v)=k
csiodboHa AbesioBa rpyna HaJl Zy reHeprcaHa XaMUJITOHOBUM netsbama 7y € P(H )

najekca k. Ha mwenuM reneparopumMa JIe(OUHUIIIEMO TTPECTUKABAIHLE CA

()= >, nlv.n)y

pr(n)=k—1

U MPOJY>KUMO ra jimHeapHo Ha uyurasoj C'Fy(H, J).
Ha mncroBeran maymn Kao y MopcoBoj Teopujum MOXKe ce TOKa3aTH Jia je OBaj
omeparop JaHdacT Tj. Ja je 02 = 0, Te je 0BO 3amcTa JIaHYACTH KOMILIEKC. Iberosy

XOMOJIOTH]Y

Hk(H, J) = ker 8k/1m8k+1

HazuBamo PjiopoBoM xomojOTHjoM MHOrocTpykoctu M 3a Xamuiaronujan H u
CKOPO KOMILJIEKCHY CTPYKTYpy J. Y IpBU Max MOxKe ce yuHuTu ja n3dop H u J
OMTHO yTHYe HA OBY XOMOJIOTH]jY, MehyTuMm, Kao u y ciay4ajy Mopcose xomosioruje,
MOYKe ce TOKa3aTH! Jia TIOCTOju TpupoHn u3omopbusam H,(H®, J*) u H,(H?, J?)
3a remepuaxe HY HP J% JP (sugern [17])



I'maBa 4

CuMIjieKTu4YKa XOoMOoJIoruja

Y OpeTrxoaHOM IIOIJIaBJ/bY CMO IPUKA3aJ/Jl HAYUH Ha KOjU MOXKEMO pavdyHaTH
DI0pOBY XOMOJIOTH]Y 3aTBOPEHE CHUMILJIEKTUYKe MHOrocTpykocTu. lIpenmer osor
MIOTJIaBJba j€ TeHepaJn3aliija Te ujeje Ha MHOTOCTPYKOCTHU ca KOHBEKCHOM T'DaHU-
oM. I[IpBo hemo yBecTm MHOrOCTPYKOCTH KOj€ IMOCMaTpaMO Y OBOM IIOTJIABIBY —
Jluysusiose momene !, saTuM 1eUHICATH IUXOBO KOMILIETHPAIhe U CBe HEOIIXOHe
KOHCTPYKIIHj€e J1a OUCMO KOHAYHO MOTJIM Ja JIePUHUIIEMO IbUXOBY CUMILJIEKTUYKY

XOMOJIOTHjY Ha OCHOBY M3JI0ZKEHOI' y IIPETXO/HOM IIOIJIABJBY.

4.1 JIuyBUJI0OBU JOMEHU

Hedbumnunuja 4.1.1 Hexa je W xomtaxtwina mMHoTocUpyrocti guMeH3UJE 2n ca
warnuyom u X € QY W) 1-gopma na W wmaxsa ga

(1) w=d\ je cumasrexmuyka gopma na W

(2) «a:= Now je xonwarxwna Popma koja 3agaje GOSUTUUESHY OPUJEHTLAUUTY.
Taga 06y mmotoclipyroc Hasusamo Jluysurosum gomenom ca Juysunrosom gop-

MOM .

OdjacHnMO TOperoMeHyTH ojaM O3uTUBHE opujerTaruje. [Ipumernmo ja mornro
je w cumiiekTuaka dpopma Ha W, w\" je jenna dpopma 3anpemune Ha W, na 3a1aje
opujeHTaIujy MHOrocTpykoctu W, a caMuM THM U WH/IYKOBaHY OPUjEHTAIIA]y HheHe

rparune OW. C gpyre crpame, « je konraxTna dopma ma OW, ma je a A (da) 1)

ly nureparypu uecto mazsusamu symplectic manifolds with contact type boundary

31
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takohe popma 3anpemune Ha OW. Ose aBe opujenrtanuje na OW He Mopajy yBek

OuTH; mcre, a KaJia KaykeMo L IO3UTHUBHA OpujeHTalmja’ cMaTpaMo Jia jecy MCTe.
) 2

Hedbunnmuja 4.1.2 Hexa je (W, \) Jluysunos gomen. Pesauujom X w =
X*4(dX) = X gobpo je gepunucano eextiopcko tone X € X (W) xoje nazusamo

JIuysurosum 8eKWOPCKUM TUWOHEM.
Tephemwe 4.1.1 Jluysu.nros gomen nuje 3atlicopena mrotoctpykocti wj. OW # ().

Hoxka3: Ilpernocrasumo cymporro. IIpumenom CrTokcoBe Teopeme 107a3MMO 10

KOHTPa/IUKITH]je
0 # /w/\" = /d()\ AWy = / AA WD =,
W W oW =0
Hapasnro, kopuctmmu cmo d(w” ™~ 1) = 0, jep je w 3aTBopena dopma. O

Tephemwe 4.1.2 JIuysu.nro60 6eKWOPCKO UOME Je WPAHCEEP3ANHO Ha Tparuly OW

U UOKaA3Yje CUOMNG.

Hoxkas: Tpancsepsannocr X* M W sanpaso suaun (Vp € OW) X} ¢ T,(0W).
U3 yeaosa (1) u (2) y Hedunnmujn 4.1.1 na OW Baxkn

1
0# a A (da)"" D = XA (dN) "D = (XA 1dA) A (@)Y = EXAJ(d)\)A" =

= l)()‘J<J.1/\n
n

omakie je X*_w™ #£ 0. Kaxo je w\" dopma 3anpemune Ha W, 13 I0CIeImHer
YCJIOBA, TMAMO X; ¢ T,(OW) 3a cBako p € OW, e je zamcra X* h OW. Ilame, u3
ycaosa (2) y peduHunmuuju opujeHTanmje Kojy 3aiaje a A (da)“”’l) = %X’\me,

oiHOCHO HHAYKYje dhopma w’" cy ucte na OW, na X mokasyje Ka CHoJba. |
Takobe, jennocraBuom npumenoMm KapranoBe dopmysie nspadyHnaamo JIujen
n3BoJ popMe w y mpasity JInyBUIOBOI BEKTOPCKOL TOJba
Low = X 1dw + d(X*aw) = d\ = w.

Oznaummo ca ¢} Tok JImyBuioBor BeKTOpCKOT Tojba X* Koju hemo 3BaTm
JImysuios Tok. l3Bemhemo Heka kopucHa cBojcTBa JImyBuaoBOr TOKa y OKBUDY

HapeJIHOr TBphema.
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Tephemwe 4.1.3 V3 upetuixogne o3nake 6axrcu (gp;\)* A=¢e\u (go;\)* w = elw.

Hoka3z: I[Ipumenom Kapranose dopmysie nmamo

L) A= (@) (Fdr + d (X)) = ()" (A d(AXY) =

(90)" (A +d (WX X)) = (21)" A

Onarne je 4 (e (gog\)* A) =0, na je (e’ (gog\)* A) = 1 3a Heky 1-dopmy 7 Koja
He 3apucu t. 3a t = 0 godujamMo 7 = \ mITO 3HAYM J1a je e ! (gpg\)* A = )\ ¥ KOHAYHO
()" A = €'\ 3a cBako t € R.

CauvaHo, mMamMo

C (o) w = (6) (i +d (X)) = () (0 dN) = (),

. . *
I1a UICTUM ITOCTYIIKOM Ka0 MaJIope 3aKJ/bydyjeMo Jia je (gog\) w = w. U

Tephemwe 4.1.4 Hexa je (W, \) JIuysu.nios gomen u o = gy Konwaxma gopma.
Iocwoju yaatare ¢ : OW x (0,1] — W @waxso ga je t*\ = rav (ige je r koopgunatia

na (0,1]) v t(x,1) = x 3a ceaxo x € OW.

Hokaz: Heka je v(z,r) := ¢ (z). Ouurmeano je t(x,1) = ¢y(z) = x. 3arum,

t* X je 1-dopma na W x (0, 1] u HA OCcHOBY mpeTxoiHOr TBphema je
U\ = (‘Pf\m)* A=e""A=r\=raq,

IpU 9eMy IOCJIe/Iiha JeHAKOCT ciefu u3 A|gw = a. [la je ¢ ymarame, Moxe ce
Buztetn y [17]. O

OBo nam omoryhyje nmpomyxerse JInyBuioBor oMmeHa y OeCKOHAIHOCT, OHOCHO
BEroBo KoMiuieTupame (y cvuciay jga he JInysusios Tok cajga dutn gedunncan 3a

cee t € R), mrro Bumumo y cienehoj gedbuHumjm.

Hedbuunumja 4.1.3 Komusewupare Jluysunrosor gomena (W, \) je oteopera

WaIYHA CUMUNERTUULYK MHO?OCLTL])Z/K)OC’U? (W,}:) gawa ca
W =W U ((dW) x RY) /4,

upu wemy je X=XnaW uX=ramnsdW x [1,+00). Cumisexmivura gopma O

Ha 10j je gata ca W =w na W v =dr A a+ rda na OW x [1,400).
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Haxuie, mpupogro cmo maertudukosamn OW x (0, 1] momohy ynaraa ¢ u3 mpet-

xomHor Tephema n kKommrerupame W nodmmn sembemem OW x RT u W.

Cruka 4.1: Kommnerupamwe JluyBuioBor qomena

Hanaspe, o mojmMom 6ausy beckonawnoctiu cMaTpamo ,Ha ckyry OW X (r, +00) C
W 3a meko r > 17, a ca W Tiemo oznauasaru ckyn W\ (OW x (r,4+00)) . Takobe,
HaJa/be NemMo pajn jeJHOCTAaBHOCTH IpeTrocTaB/barh u jga cy W O0W mnosesann

CKYIIOBHU.

4.2 PyHKImoHaJ aejctBa u PiopoBa jeagHadYMHA

VBeauMo TPBO Hap OCHOBHUX IOjMOBa KOju he HaM oMoryhurtu Jjia y OBOM

caydajy jiecbuHuUIeMo pyHKIIMOHAJ JIejCTBA HAJIUK 3aTBOPEHOM CJIyUajy.

Hedbununuja 4.2.1 3a cumasext@omoppuzam ¢ : W — W xaorcemo ga je wanan
YKOAUKO je KOMUAKTHO TOgpotcan y ynywpawrociu og W (supp(¢) C intW je

Komuaxwiar) u 1-gopma ¢*\ — X je wavna.

3a matu cmMiekTomMopduszaMm ¢ osHaumMmo ca Fy rmarky dysxnujy ma W

TakBy Ja je dF, = ¢*\ — X Koja je Takohe KOMIIAKTHO IIOJIPKaHa y YHY TPAIIHBOCTH
on W.

Hedbununuja 4.2.2 3a 6poj a € R kaosrcemo ga je gouycwius y ognocy wa Juyeu-
06 gomen (W, X) ykoauro nuje jeguax uepuogy nexe opbutie Pebosot eextuiopckot

aoma R, na OW, gox je +00 yeex gouyctiuea.
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Hedbununuja 4.2.3 [log Droposum Gapom 3a Wa4HY CUMTAEKTLOMOPHU3AM TOG-
pasymesamo ceaxu uap (H,J), ige cy H : R x W >R Xamuntonujar u J cxopo

KOMUNCKCHA CUPYKTYPG KOMTUGTUUOUAMG ca W WaK6u ga Toctmoju o > 0 u astcu
Hy \y=H, 009,
*
Jt+1 - ¢ Jt;

Hi(x,r) =ar wa OW X (ry,+00),
dro Jy(z,r) = =X nHa OW X (rg,+00).

Hedbununmja 4.2.4 Paopos aap (H, J) nazusamo petyiaprum ykoiuro 3a ceaxy

Puxcrny wanry x og ¢ o P easrcu

det(d(¢ 0 v]) — ) #0.

[Io anajoruju ca 3aTBOpPEHUM CJIydajeM U3 IIPETXOJHOM IIOrJiaB/ba, Ha W Mo-

2KEMO IIOCMAaTpaTHUu IIPOCTOP CBUX IVIATKHUX, aJI1 YBPHYTUX, II€T/bHA

Qp={7:R—=W | ¢(v(t+1)) =~(t)}

u gedbunnmemo QyHKIHOHAI IejcTBa HA eMy Ay i Qs — R ca

1

Ao () / A / H,(4(t))dt—Fy(v(1)) = — / (A -+ Hy(4(1))dt) — Fy(+(1)).

0

Jlako uzBogumo dopymynny 3a audepennujasn GyHKIMOHAIA JIEjCTBA KAO y MPET-
xonHoM norsasiby. Heka je 7y, mytT y QO Takas ga je 7o =y 1 £v,(t) = £(t). Taxa

je
d
dAsu(7)(§) = %A%H(Vs)
1
/ i
d
0
1

/7 (§adA + d(§22)) /w X, §())dt + (M) (v(1)) — (A(§))(1(0)) =

0

- <- / YA / H(y:()dt — Fy(:(1))

s=0

1

/dHt(ﬁ(t))dt + ) (v(1)) = (ME)(1(0)) =

»



I'JTIABA 4. CUMIIJIEKTUYKA XOMOJIOI'IJA 36

1 1

= —/7*(€Jw+d(€w\)) —/w(XHHf(t))dH (AE)(v(1)) = (M) (1(0)) =

0
1 1 1

- / W(E(), () dt — / YV A(A(E)) — / (X £(1))dE+ (A(E))((1))

—(AE)((0) = / W (1), E(1))dt — / A(N(E) 0 ) (t)dE — / (X, £(0))dt

= [t/ - Xu60). g0
0
Y mperxogHoM padyHy cMo Kopuctuian KapranoBy dopmymy. /[lakie, kao mrro
BUJIUMO, ucTa je dopmyna 3a jaudepeHImjan (pyHKIMOHAIA JI€jJCTBA Ka0 Y 3a-
TBOPEHOM CJIy4ajy, Ila Cy U KPUTHYHE Tadke ojpeheHe mcToM jemHadunoM 7' (1) =
Xg,(7(t)). Oznaunhemo ca P(¢, H) cBe yBpHYyTE TIeT/be KOje CY YjeIHO U KPUTUIHE

TavyKe oBor yHKIMOHaIa JejcTBa. Takohe, meTpuky na (24 3amajemo ca

1
(6.0 = [ wle®. 3ot
0
Te JIAKO padyHaMo I'PaJInjeHT (PYHKITMOHAJIA JI€JCTBA Y OJHOCY HA by Kao y 3aTBO-
pEHOM CJIydajy

grad Ay m(7)(t) = Ji(v(t) — X, (7(1))).

Baro he u ®oposa jejHaYnHA UMATH UCTU OOJIMK Kao PaHUje y3 JOJATHU YCJIOB
w:R? — /V[7
ou ou
—(s,t Ji—(s,t) — J: Xg, , 1)) =0,
88(8 )+ tat(s ) t H(U’(S )) (41)
d(u(s,t +1)) = u(s,t).
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4.3 TI'pagyuncame W JJAHYACTU KOMILJIEKC

CaJia MO2KeMO KpPEHYTH Y KOHCTPYKIHjy JaHdacTor komiuiekca. IIpso hemo
00jaCHUTH KaKO Ce BPIIN MHIEKCHpame yBPHYTHX HeT/bl u3 {,. CBake 1Be Takse
retsbe nMajy cBoj Kommum-llenaepoB wHIIEKC KOju KOHCTPYHUIIIEMO CJIAUYHO Kao Y
PETXOHOM TIOTJIaB/by (momohy moserbere daMmiinje CUMIIEKTUYKIX MATPHIA
U3 IHUXOBE CUMIUIEKTUYKE TPUBHjaM3aliyje). 3a XOMOTOINHU]Y U KOja MOYHEE Y
JIaTOj YBPHYTO] INETJ/bU 7Yy U 3aBpIliaBa ce y -y JeduHuiieMo men MacjioB/beB

UHJIEKC Ca,
p(u) = pr(n) — pa (o).
HOIHTO MaCJ’IOBﬂjeB NHOCKC HE 3aBHUCHU O/ XOMOTOHI/Ije U,, Beh CaMO O/ prHyTI/IX

ner/bu Koje oHa mnosesyje, ymecto ju(u) fiemo meka nucatu u (o, y1)-

Haoanmo Baxkuo TBpheme koje he mam omoryhuru 100po jedunncame JiaH-
JacTor IpecnKaBamba OBOI' KOMILIEKca U Koje mnojiceha Ha oarosapajyhe TBpheme

y 3aTBOPEHOM CJIy4ajy.

Tepbemwe 4.3.1 Hexa je ¢ Wauan cumbaex@iomoppuszam JIuysuro6or gomena
(W, A) u (H,J) peryaapan @aopos tap 3a ¢ u neka cy v ,v+ € P(o, H). Crya
M(p, H, J,v~,v") ceux pewera Daopose jeghavune 4.1 koja Gowury y vy~ U
3aspwasajy ce y vy je mmotoctupykocii (mooce dbultiu u Gpasar ckyt). Koauuwnuk
rwenol k-gumensuonot geaa MF(p, H, J,v~,vT) na 1wy ungyxosan tpytom (R, +)
03HANABAMO CA ./ak(@ H,J,~v,~v7).

Hoxkaz: Bunern y [17]. .

Ba k = 1 y nperxomaHoj TeopeMn MOXKe ce MOKa3aTHh J1a je /\//Tk(qb, H,J,~v ,~v")
KOHa4YaH CKyI Tadaka, na hiemo ca n(¢, H, J,v~,v") o3HaunTn 6poj merosux eJe-
MeHaTa 110 MOy 2.

Cajia, 3a npousBoJbHY TeTIbY Yo € P(¢, H) u k € Z nedunuriemo

CF(¢,H,J)= P Zly),
m(yv0)=1
opu 9eMy y JUPEKTHOj cymu nocMarpamo camo v € P(¢, H). Hakon tora, ne-
dbunumemo npecnukasawwe 0 : CFy (¢, H,J) — CFy_1(¢, H, J) Ha reHepaTopmma
ca

oy)= D n(¢ H Jv3)7

p(v,¥)=1
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U TIPOJIy>KaBaMO T'a Ha IeJI0j TPyIn 3a Koje ce Ha ocHOBY TBphema 4.3.1 moxe 110-
Ka3aTH J1a je JAHJIACTOo, Te 3arcra nMamo aedunncany xomosnorujy HF, (¢, H,J).

JacHo, y 0BOj KOHCTPYKIUjU IPaJyUcaibe 3aBUCH OJI U300pa MEeT/be 7.

3a aBa pasmmauTa ogadupa peryiapuor ®moposor mapa (H, J*) u (H?,JP)
JMHeapHO IIpec/IKaBambe regeprucano gpaMmanjoM peryaapauax OJI0poBHX IIapoBa

(Hy, Js) KOja ux nosesyje

Y Z n(¢, Hy, Jo, v v*)y°

n(y>yP)=
nHayKyje m3omopduzam y DopoBOj XOMOJIOTHjU KOjU 30BEMO HACTaBJbajyhum
npeciukapamem?. Crora HF, (¢, H,J) ne 3apucu o1 uzdopa perymnapuor ®jopo-
Bor napa (H,J).

Konauno, moxkemo geduHHCATH CHUMILIEKTUIKY XOMoJiorujy JInysBusioBor J1o-
mena (W, ). Heka je ¢ rauan cumitekromopdusam u 6 € €Q,. Ilomro cmo
ycranoswiu jga HF, (¢, H, J, ) ue 3aBucu ox uzdopa (H, J), rpyna HF,(¢,a,0) je
noopo gedunncana. OHIa MOXKEMO AePUHACATH U

HF.(¢,a) = @ HF.($,a,9).
0eQy
Hasbe, 3a cBe a1 < ao HacTaB/bajyhe ImpecjmKaBambe 3ajiaje XoMoMopdu3am
HF.(¢,a1,0) — HF.(¢,as,0) onakie je 100po jgedUHUCAH HUXOB JTUPEKTHU JIH-

Mec o a € R

HF,(¢,+00,0) = h_m> H.(¢,a,0),

a oHJa je 1o0po neduHECaHA U XOMOJOrHja 1mo cBuM 0 € (),

HF.,(¢,+0) = @) HF.(¢, +0).

9€Q¢
Opnmadbupom ¢ = Id nodmjamo cUMILIEKTUUKY XOMOJOrujy JInyBusmoBor gomena

(W, \) ca xoedurmjentuma y Zso

SH,(W,Zs) = HF,(Id, +0)

u ona je uzomopdua Mopcosoj H,,(W,Zsy). Ceu jerasbu 0OBUX HABEJEHUX KOH-

CTpyKInja Mory ce Bujgetn y [17].
2

eHr. continuation map
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