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Naslov master rada: Helikoidne povrxi sa konstantnom sred-
�om krivinom. Burova teorema

Rezime: Deloni je u svom radu [5] opisao rotacione povrxi kon-
stantne sred�e krivine. Skoro 150 godina kasnije, Do Karmo i
Daj�er su u svom radu [7] potpuno opisali prirodno uopxte�e
Delonijevih povrxi- helikoidne povrxi konstantne sred�e kri-
vine. Vrlo zanim	ivo, na tom putu k	uqnu ulogu je odigrao re-
zultat iz 𝑋𝐼𝑋 veka do koga je doxao Bur u [3]. U ovom radu je dat
opis Delonijevih povrxi i kako se do �ih mo�e do�i. U kratkim
crtama dat je i dinamiqki naqin kako se do �ih dolazi, upravo
kako je Deloni do �ih i doxao. Rezultat rada [7] je u potpunosti
prezentovan i deta	no je objax�ena povezanost sa Delonijevim
povrxima. Opisana je i jedna modernija interpretacija Do Kar-
movog i Daj�erovog rada, xto govori u prilog aktuelnosti teme
ovog rada.

K	uqne reqi: Sred�a krivina, Delonijeva povrx, helikoidna
povrx, 𝐶𝑀𝐶 povrx, izometriqka deformacija
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Sadr�aj



Uvod

Pita�e zakriv	enosti povrxi jedno je od najznaqajnih pita-
�a u teoriji tih matematiqkih objekata, tim pre jer je situa-
cija neuporedivo kompleksnija u odnosu na onu kod krivih. Dve
najznaqajnije vrednosti preko qijeg ponaxa�a su matematiqari
pokuxavali da daju odgovor na to pita�e su Gausova i sred�a
krivina.

Istorijski gledano, jedan od prvih matematiqara koji se bavio
pita�em zakriv	enosti povrxi je Ojler1 jox u 18.veku. Veliki
napredak na ovom po	u posti�e Gaus2 vek kasnije, gde praktiq-
no zasa�uje klicu diferencijalne geometrije kakvu danas znamo.
Svojom Veliqanstvenom teoremom dokazanom 1827. godine, usta-
nov	ava da je Gausova krivina unutrax�e svojstvo povrxi, tj. da
se quva pri izometrijama, xto daje jedan vrlo efikasan mehani-
zam za razvrstava�e povrxi.

Me�utim, sred�a krivina nije unutrax�e svojstvo povrxi, pa
direktno zavisi od parametrizacije povrxi, odnosno smexta�a u
euklidskom prostoru. Kao takva, vixe se odnosi na materijalna
svojstva povrxi xto je od interesa u praktiqnim primenama.

Povrxi konstantne sred�e krivine fiziqki mo�emo opisati
kao rexe�e problema minimizira�a povrxine nekog trodimen-
zionog objekta bez me�a�a �egove zapremine. Kako se taj problem
mo�e jox vixe formalizovati upotrebom funkcionala povrxine
i zapremine, ove povrxi pru�aju interesantnu spregu diferen-
cijalne geometrije i kompleksne analize. �ihov poseban sluqaj
su minimalne povrxi, kod kojih je sred�a krivina nula. Potraga
za novim primerima minimalnih povrxi je inspirisala brojne
matematiqare 19. i 20. veka dovode�i do raznih novih povrxi.

1𝐿𝑒𝑜𝑛ℎ𝑎𝑟𝑑 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 (1707-1783), xvajcarski matematiqar i astronom. Jedan od najznaqajnijih matematiqara
18. veka. Pored mnogih dostignu�a, smatra se i ocem teorije grafova.

2𝐽𝑜ℎ𝑎𝑛𝑛𝐶𝑎𝑟𝑙 𝐹𝑟𝑖𝑒𝑑𝑟𝑖𝑐ℎ𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 (1777-1855), nemaqki matematiqar i fiziqar. Smatra se jednim od najuti-
cajnih matematiqara ikada. Dao je nemer	iv doprinos brojnim matemtiqkim disciplinama, poput algebre,
teorije brojeva i Furijeove analize. Uz Rimana se smatra osnivaqem moderne diferencijalne geometrije.
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Jedan od prvih sistematskih radova na nala�e�u neke klase po-
vrxi konstantne sred�e krivine je Delonijev3 rad [5] iz 1841. go-
dine u kome opisuje rotacione povrxi konstantne sred�e krivine.
Minimalnu me�u �ima, katenoid, je otkrio Ojler jox 1744.godi-
ne.

Helikoidne povrxi su prirodno uopxte�e rotacionih povrxi.
Delonijev savremenik i zem	ak, Bur4, se intenzivno bavio �ima
i rotacionim povrxima. Osla�aju�i se na rezultat iz Burovog
rada [3], koji qak nije ni bio usko vezan sa problematikom povrxi
konstantne sred�e krivine, skoro vek i po kasnije, Do Karmo5 i
Daj�er6 u svom radu [7] daju potpunu klasifikaciju helikoidnih
povrxi konstantne sred�e krivine, povezuju�i ih s Delonijevim
povrxima i daju�i �ihovu eksplicitnu parametrizaciju, xto je
s napretkom tehnologije omogu�ilo i �ihovu bo	u vizuelizaciju.

Sledi kratak pregled ovog rada po glavama:

• Prva glava predstav	a rekapitulaciju osnovnih pojmova iz
diferencijalne geometrije sa akcentom na povrxima i �iho-
voj lokalnoj teoriji.

• U drugoj glavi uvodimo pojmove rotacionih i helikoidnih po-
vrxi na dva naqina- u kontekstu teorije povrxi, kao i preko
�ihovog dinamiqkog nastaja�a. Data je i klasifikacija De-
lonijevih povrxi na malo drugaqiji naqin negoli u [5].

• U tre�oj glavi je dokazana Burova teorema, klasiqan rezul-
tat koje potvr�uje vezu unutrax�ih geometrija rotacionih i
helikoidnih povrxi.

• Qetvrta glava predstav	a k	uqni deo rada. U �oj se konstru-
ixe familija helikoidnih povrxi koja sadr�i i jednu rota-
cionu povrx, ali qlanovi te familije nisu nu�no iste sred-
�e krivine, qak nekim qlanovima i nije konstantna uopxte.
Me�utim, na osnovu te familije se dolazi do diferencijal-
ne jednaqine koja karakterixe helikoidne povrxi konstantne
sred�e krivine i �enom analizom se, kao u radu [7], dolazi
do reprezentacione formule helikoidnih povrxi konstantne
sred�e krivine.

• U petoj glavi proveravamo da li je mogu�e dinamiqki generi-
sati neke helikoidne povrxi konstantne sred�e krivine po
uzoru na originalnu konstrukciju Delonijevih povrxi.

• Xesta glava predstav	a kratku sumaciju svih zak	uqaka do
kojih se u radu doxlo.

3𝐶ℎ𝑎𝑟𝑙𝑒𝑠 − 𝐸𝑢𝑔𝑒𝑛𝑒 𝐷𝑒𝑙𝑎𝑢𝑛𝑎𝑦 (1816-1872), francuski astronom i matematiqar.
4𝐽𝑎𝑐𝑞𝑢𝑒𝑠 𝐸𝑑𝑚𝑜𝑛𝑑 𝐸𝑚𝑖𝑙𝑒 𝐵𝑜𝑢𝑟 (1832-1866), francuski matematiqar i in�e�er. Poznat po svom radu na

teoriji minimalnih povrxi od kojih jedna i nosi �egovo ime.
5𝑀𝑎𝑛 𝑓 𝑟𝑒𝑑𝑜 𝑃𝑒𝑟𝑑𝑖𝑔𝑎𝑜 𝑑𝑜 𝐶𝑎𝑟𝑚𝑜 (1928-2018), brazilski matematiqar. Dao veliki doprinos u oblasti di-

ferencijalne geometrije
6𝑀𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠 𝐷𝑎 𝑗𝑐𝑧𝑒𝑟 (1948-), brazilski matematiqar, argentinskog porekla. Do Karmov student i saradnik.
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U radu se, pored par slika preuzetih s navedenih izvora, na-
laze i brojne slike koje su kreirane u programima 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐𝑎
i 𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎 u sluqaju trodimenzionih slika, kao i u programu
𝐷𝑒𝑠𝑚𝑜𝑠 u sluqaju dvodimenzionih. Kodovi slika nisu uneti u
rad zbog rastere�e�a teksta.



GLAVA 1

Uvod u lokalnu teoriju povrxi

U ovoj glavi je data rekapitulacija osnovih pojmova i tvr�e-
�a lokalne teorije povrxi. Iz praktiqnih razloga, mnogi bitni
pojmovi nisu spomenuti, dok su neki ma�e formalno objax�eni.
Ci	 ovog poglav	a je da se uvedu pojmovi neophodni za da	i tok
rada bez odlaska u neke dub	e vode diferencijalne geometrije.

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1. Neka je Ω oblast1 u R2. Parametrizovana
regularna elementarna povrx klase C𝑘 (kra�e regularna in-
jektivna zakrpa2) je "1-1"preslikava�e 𝑟 : Ω → R3 klase C𝑘 takvo
da su vektori 𝜕𝑟

𝜕𝑢
(𝑢, 𝑣) i 𝜕𝑟

𝜕𝑣
(𝑢, 𝑣) linearno nezavisni za svaku taqku

(𝑢, 𝑣) ∈ Ω3.

U ovom radu �e, sem kada je drugaqije naglaxeno, 𝑘 biti +∞,
i takva parametrizovana regularna elementarna povrx �e
biti glatka. Od sada pa nada	e u radu �emo termin povrx kori-
stiti za glatke parametrizovane regularne elementarne povrxi,
sem u sluqajevima kada se zahteva opxtija definicija. Preslika-
va�e 𝑟 iz definicije 1.1 ima veoma lepo svojstvo da je difeomor-
fizam do na sliku, te �emo samu povrx do�iv	avati kao skup
slika 𝑟 (Ω), dok �emo preslikava�e

𝑟 (𝑢, 𝑣) := (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)), (𝑢, 𝑣) ∈ Ω

zvati parametrizacijom povrxi.

Lako se dokazuje da su slede�i uslovi su ekvivalentni:
1otvoren i povezan skup
2eng. 𝑝𝑎𝑡𝑐ℎ
3qime se u svakoj taqki 𝑟 (𝑢, 𝑣) povrxi obezbe�uje egzistencija tangentne ravni, qiji je jediniqni vektor

normale
𝑟′𝑢×𝑟′𝑣

| |𝑟′𝑢×𝑟′𝑣 | |
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1. Vektori 𝑟𝑢 (𝑢0, 𝑣0) i 𝑟𝑣 (𝑢0, 𝑣0) su linearno nezavisni.
2. 𝑟𝑢 (𝑢0, 𝑣0) × 𝑟𝑣 (𝑢0, 𝑣0) ≠ 0.

3. Rang Jakobijeve matrice


𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑣

 u taqki (𝑢0, 𝑣0) je 2.

Glatko preslikava�e 𝑟 koje ispu�ava ove uslove se u literaturi
naziva i imerzija.
Uoq	ivo je razmimoila�e�e geometrijske intucije pojma povrxi
i pojma povrxi kao skupa slika 𝑟 (Ω). Najoqigledniji primer je
da jediniqna sfera 𝑆1, kao kompaktan skup, ne ispu�ava uslove
definicije 1.1 ali se mo�e pokriti sa konaqno mnogo skupova
slika parametrizacija, xto opravdava termin glatka regularna
injektivna zakrpa kao alternativno ime za povrx.
Prethodno razmatra�e nas dovodi do slede�e definicije:

Definicija 1.2. 𝑛-dimenziona topoloxka mnogostrukost
𝑀 je Hausdorfov topoloxki prostor sa prebrojivom bazom, takav
da za svaku taqku 𝑝 ∈ 𝑀 postoji �ena okolina4 𝑈 (𝑝) i homeomor-
fizam 𝜙 : 𝑈 (𝑝) → 𝑉 , gde je 𝑉 neki otvoren skup 𝑛−dimenzionog
euklidskog prostora. Ure�eni par (𝑈 (𝑝), 𝜙) je lokalna karta
mnogostrukosti M, dok je 𝜙−1 �ena lokalna parametrizaci-
ja.

Skup lokalnih karata {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼) |𝛼 ∈ Λ} mnogostrukosti 𝑀 takav
da je 𝑀 = ∪𝛼∈Λ𝑈𝛼 nazivamo atlas mnogostrukosti 𝑀. Obaziru�i
se na to da se karte atlasa lepo preklapaju na svojim presecima
dolazimo do slede�e definicije:

Definicija 1.3. Neka je A = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼) |𝛼 ∈ Λ} atlas mnogostru-
kosti 𝑀 takav da je za svake �egove dve karte (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) i (𝑈𝛽, 𝜙𝛽)
tzv. funkcija prelaza

𝜙𝛽 ◦ 𝜙−1𝛼 |𝜙𝛼 (𝑈𝛼∩𝑈𝛽) : 𝜙𝛼 (𝑈𝛼 ∩𝑈𝛽) → 𝜙𝛽 (𝑈𝛼 ∩𝑈𝛽)
gladak difemorfizam. Tada je A gladak atlas mnogostruko-
sti 𝑀.
Unija dva atlasa jeste atlas, me�utim unija dva glatka atlasa

nu�no ne mora biti gladak atlas. Na skupu glatkih atlasa mnogo-
strukosti 𝑀 mo�emo definisati binarnu relaciju ∼ na slede�i
naqin: Neka su A i B glatki atlasi mnogostrukosti 𝑀.

A ∼ B ⇐⇒ A ∪ B je gladak atlas mnogostukosti 𝑀.

Neposredno se pokazuje da je ∼ jedna relacija ekvivalencije na
skupu glatkih atlasa mnogostrukosti 𝑀, qija klasa predstav	a
maksimalni gladak atlas na mnogostrukosti 𝑀. Glatka mnogo-
strukost 𝑀 je topoloxka mnogostrukost snabdevena jednim ta-
kvim atlasom.

4neki otvoren bazni skup koji tu taqku sadr�i
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Sada vidimo da pojmu povrxi koji odgovara geometrijskoj in-
tuiciji najbo	e odgovara pojam glatke dvodimenzione mnogostru-
kosti i da povrx u smislu definicije 1.1 predstav	a bax ono
xto �eno alternativno ime naznaqava: jednu od zakrpa koje su
neophodne da bi se u potpunosti pokrila povrx koja odgovara
klasiqnoj geometrijskoj vizuelizaciji. No kako je za glavni deo
ovog rada i vixe nego dovo	na lokalna teorija povrxi, uvek �e
nam req povrx biti rezervisana za pojam definisan definicijom
1.1, sem ako razmatra�e zahteva opxtiji kontekst.

Kako su povrxi odre�ene skupom slika �ihovih imerzija, �e-
limo da znamo konkretno kada su dve povrxi jednake. Neka su
povrxi 𝑀 i 𝑁 date parametrizacijama 𝑟1 : Ω → R3 i 𝑟2 : Π → R3,
respektivno i neka va�i da je 𝑟1(Ω) = 𝑟2(Π). Tada postoji gladak
difeomorfizam 𝜙 : Π → Ω takav da je 𝑟2 = 𝑟1 ◦𝜙 koji nazivamo re-
parametrizacija povrxi 𝑁. Jasno tada je 𝑟2(Π) = 𝑟2(𝜙−1(Ω)), pa
kako je 𝑟2 ◦ 𝜙−1 difeomorfizam, �ime je sada 𝑁 parametrizovana
parametrima iz Ω, te je termin reparametrizacija opravdan.5

Fiksira�em parametara 𝑢 i 𝑣, respektivno, dobijamo na povrxi
𝑣-parametarske i 𝑢-parametarske krive.

Definicija 1.4. Tangentni vektor 𝑋 na povrx 𝑟 : Ω → R3

u taqki 𝑃 predstav	a poqetnu brzinu neke krive na povrxi koja
poqi�e u taqki 𝑃, tj. postoji kriva 𝛼(𝑡) = 𝑟 (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) takva da je
𝛼(0) = 𝑃 i 𝛼′(0) = 𝑋.
Skup tangentnih vektora na povrx 𝑟 : Ω → R3 u 𝑃 = 𝑟 (𝑢0, 𝑣0),

uk	uquju�i nula-vektor, qini jedan dvodimenzioni realan vek-
torski prostor koji nazivamo tangentni prostor povrxi 𝑟 u
taqki 𝑃 (u oznaci 𝑇𝑃 (𝑟)). Jednu bazu tog prostora qine

{𝑟𝑢 (𝑢0, 𝑣0), 𝑟𝑣 (𝑢0, 𝑣0)}.
Kako je 𝑇𝑃 (𝑟) jedan realan dvodimenzioni vektorski prostor, tan-
gentni prostor povrxi u taqki nasle�uje jedno bitno svojstvo od
R2 kome je izomorfan, a to je postoja�e skalarnog proizvoda. Oda-
tle je opravdana slede�a konstrukcija:
Neka je 𝑤 ∈ 𝑇𝑃 (𝑟) proizvo	an tangentni vektor u taqki 𝑃. Ta-
da postoje diferencijabilne krive 𝑢, 𝑣 : (−𝜖, 𝜖) → R3 takve da
je 𝑃 = 𝑟 (𝑢(0), 𝑣(0)) i 𝑤 = 𝑢′(0)𝑟𝑢 + 𝑣′(0)𝑟𝑣. Restrikcijom standard-
nog skalarnog proizvoda sa R2 na 𝑇𝑃 (𝑟) korektno je definisana
slede�a kvadratna forma:

𝐼𝑃 (𝑤) = ⟨𝑤, 𝑤⟩𝑃
koju nazivamo prva fundamentalna forma povrxi 𝑟 u 𝑃.
�elimo na�i matricu te kvadratne forme u standardnoj bazi

5Potpuno analogno bi se u ovoj situaciji i 𝑀 mogla reparametrizovati parametrima iz Π.
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vektorskog prostora 𝑇𝑃 (𝑟), te koriste�i bilinearnost standard-
nog skalarnog proizvoda dobijamo:

𝐼𝑃 (𝑤) = ⟨𝑤, 𝑤⟩𝑃 = ⟨𝑢′(0)𝑟𝑢 + 𝑣′(0)𝑟𝑣, 𝑢′(0)𝑟𝑢 + 𝑣′(0)𝑟𝑣⟩𝑃

= (𝑢′(0))2⟨𝑟𝑢, 𝑟𝑢⟩𝑃 + 2𝑢′(0)𝑣′(0)⟨𝑟𝑢, 𝑟𝑣⟩𝑃 + (𝑣′(0))2⟨𝑟𝑣, 𝑟𝑣⟩𝑃.

Uvo�e�em koeficijenata

𝐸 := ⟨𝑟𝑢, 𝑟𝑢⟩𝑃 𝐹 := ⟨𝑟𝑢, 𝑟𝑣⟩𝑃 𝐺 := ⟨𝑟𝑣, 𝑟𝑣⟩𝑃 (1.1)

vidimo da se prva fundamentalna forma mo�e zapisati i kao

𝐼𝑃 (𝑤) = 𝐸 (𝑢′(0))2 + 2𝐹𝑢′(0)𝑣′(0) + 𝐺 (𝑣′(0))2.

Na osnovu qi�enice da su u svakoj taqki 𝑃 povrxi 𝑟 vektori 𝑟𝑢
i 𝑟𝑣 linearno nezavisni, vidimo da u svakoj taqki povrxi va�i
da je 𝐸𝐺 − 𝐹2 > 0 kao determinanta Gramove6 matrice linearno
nezavisnih vektora [⟨𝑟𝑢, 𝑟𝑢⟩𝑃 ⟨𝑟𝑢, 𝑟𝑣⟩𝑃

⟨𝑟𝑣, 𝑟𝑢⟩𝑃 ⟨𝑟𝑣, 𝑟𝑣⟩𝑃

]
xto uz to da je 𝐸 > 0, po Silvesterovom7 kriterijumu, daje pozi-
tivnu definitnost prve fundamnetalne forme povrxi 𝑟 u svakoj
taqki. Maxinerija linearne algebre nam na osnovu pozitivno-
sti prve fundamentalne forme sada uistinu obezbe�uje skalarni
proizvod na tangentnom prostoru u svakoj taqki povrxi, te ako
su data dva tangentna vektora na povrx svojim koordinatama u
standardnoj bazi za 𝑇𝑃 (𝑟) 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) i 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2), onda je korekt-
no definisan �ihov skalarni proizvod sa:

⟨𝑢, 𝑣⟩ := 𝐼 (𝑢, 𝑣) = [𝑢1 𝑢2]
[
𝐸 𝐹

𝐹 𝐺

] [
𝑣1

𝑣2

]
.

Koeficijente 𝐸 , 𝐹 i 𝐺 u literaturi nazivamo i metriqkim ko-
eficijentima povrxi (ili koeficijentima metriqkog tenzora).
Taj naziv je verodostojan jer preko tih koeficijenata mo�emo
raqunati du�ine tangentnih vektora na povrx8 kao i uglove iz-
me�u �ih:

(∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝 (𝑟)) ∥𝑢∥ =
√︁
𝐼 (𝑢, 𝑢) cos ∠(𝑢, 𝑣) = 𝐼 (𝑢, 𝑣)√︁

𝐼 (𝑢, 𝑢)
√︁
𝐼 (𝑣, 𝑣)

.

6𝐽𝑜𝑟𝑔𝑒𝑛 𝑃𝑒𝑑𝑒𝑟𝑠𝑒𝑛 𝐺𝑟𝑎𝑚 (1850-1916), quveni danski matematiqar. Ostavio znaqajan trag na po	u teorije
brojeva.

7𝐽𝑎𝑚𝑒𝑠 𝐽𝑜𝑠𝑒𝑝ℎ 𝑆𝑦𝑙𝑣𝑒𝑠𝑡𝑒𝑟 (1814-1897), engleski matematiqar. Dao bitan doprinos u teoriji brojeva, kom-
binatorici i teoriji matrica. Skovao mnoge bitne matematiqke izraze, poput matrice i diskriminante.

8a time i du�ine krivih koje le�e na povrxi
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Primer 1.5. Povrx parametrizovanu sa

𝑟 (𝑢, 𝑣) = (𝑢 cos 𝑣, 𝑢 sin 𝑣, 𝑣), (𝑢, 𝑣) ∈ (−𝑅, 𝑅) × (0, 2𝜋) (1.2)

nazivamo helikoid. �egove 𝑣-parametarske krive heliksi, a 𝑢-
parametarske krive prave.
Kako je 𝑟𝑢 = (cos 𝑣, sin 𝑣, 0) i 𝑟𝑣 = (−𝑢 sin 𝑣, 𝑢 cos 𝑣, 1), dobijamo da su
koeficijenti prve fundamentalne forme helikoida

𝐸 = 1 𝐹 = 0 𝐺 = 𝑢2 + 1,

tj.da je prva fundamentalna forma helikoida

𝑑𝑢2 + (𝑢2 + 1)𝑑𝑣2. (1.3)

Slika 1.1: Helikoid za 𝑅 = 5

Primer 1.6. Katenoid je povrx parametrizovana sa

𝑟 (𝑢, 𝑣) = (cosh 𝑢 cos 𝑣, cosh 𝑢 sin 𝑣, 𝑢), (𝑢, 𝑣) ∈ (−𝑅, 𝑅) × (0, 2𝜋). (1.4)

Kako je

𝑟𝑢 = (sinh 𝑢 cos 𝑣, sinh 𝑢 sin 𝑣, 1)
𝑟𝑣 = (− cosh 𝑢 sin 𝑣, cosh 𝑢 cos 𝑣, 0),

to su koeficijenti prve fundamentalne forme katenoida

𝐸 = cosh2(𝑢) 𝐹 = 0 𝐺 = cosh2(𝑢),
odnosno �egova prva fundamentalna forma je:

cosh2(𝑢) (𝑑𝑢2 + 𝑑𝑣2). (1.5)



Glava 1. Uvod u lokalnu teoriju povrxi 8

Slika 1.2: Katenoid za 𝑅 = 2

Kako smo povrxi definisali kao preslikava�a iz oblasti u
ravni u euklidski prostor R3, da bismo dobili preslikava�e
izme�u povrxi, moramo prvo zadati preslikava�e izme�u oblasti
gde su �ihovi parametri definisani:

Definicija 1.7. Neka su povrxi 𝑀 i 𝑁 date parametrizacija-
ma 𝑟1 : Ω → R3 i 𝑟2 : Π → R3, respektivno. Diferencijabilno
preslikva�e 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 je preslikava�e indukovano difeomor-
fizmom 𝐹 : Ω → Π, tj. preslikava�e definisano tako da

(∀𝑃 = 𝑟1(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀) 𝑓 (𝑃) := 𝑟2(𝐹 (𝑢, 𝑣)).
Definicija 1.8. Izometrija povrxi 𝑀 i 𝑁, datih svojim
parametrizacijama 𝑟1 : Ω → R3 i 𝑟2 : Π → R3, respektivno, je
difeomorfizam koji quva du�ine krivih, odnosno preslikava�e
𝑓 : 𝑀 → 𝑁 takvo da za svaku krivu 𝛼 : (−𝜖, 𝜖) → 𝑀 va�i

∥𝛼(𝑡)∥ = ∥ 𝑓 (𝛼(𝑡))∥.
Ukoliko takvo preslikava�e postoji, ka�emo da su povrxi 𝑀 i
𝑁 izometriqne.

Definicija 1.9. Lokalna izometrija povrxi 𝑀 i 𝑁 je lo-
kalni difeomorfizam 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 koji quva du�ine krivih. Uko-
liko takvo preslikava�e postoji, ka�emo da su povrxi 𝑀 i 𝑁
lokalno izometriqne.

Koristan naqin za proverava�e postoja�a lokalne izometrije
izme�u povrxi dat je slede�im tvr�e�em:

Lema 1.10. Povrxi 𝑀 i 𝑁 su lokalno izometriqne akko postoje
�ihove parametrizacije 𝑟1 : Ω → R3 i 𝑟2 : Ω → R3, gde 𝑟1(Ω) = 𝑀
i 𝑟2(Ω) = 𝑁 tako da imaju iste prve fundamentalne forme.
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Dokaz. (⇐) Neka su 𝑟1 : Ω → R3 i 𝑟2 : Ω → R3 parametrizacije
povrxi 𝑀 i 𝑁 takve da im je prva fundamentalna forma ista.
Za preslikava�e izme�u oblasti parametara uzimamo 𝐹 := idΩ i
definixemo 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 sa

(∀𝑟1(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀) 𝑓 (𝑟1(𝑢, 𝑣)) := 𝑟2(𝑢, 𝑣).
𝑓 je oqito lokalni difeomorfizam i kako za svaku krivu na 𝑀
oblika 𝛼(𝑡) = 𝑟1(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) va�i

𝑓 (𝛼(𝑡)) = 𝑓 (𝑟1(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))) = 𝑟2(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)),
iz jednakosti prvih fundamentalnih formi za 𝑟1 i 𝑟2 zak	uquje-
mo da �e 𝛼(𝑡) i 𝑓 (𝛼(𝑡)) imati iste du�ine.
(⇒) Neka su povrxi 𝑀 i 𝑁 lokalno izometriqne, preko lokal-
nog difeomorfizma 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 indukovanog difeomorfizmom
𝐹 : Ω → Π, i neka su date parametrizacijama 𝑟1 : Ω → R3 i
𝑟2 : Π → R3. Prvo �elimo da parametrizujemo obe povrxi istim
parametrima, pa mo�emo reparametrizovati 𝑁:

(∀(𝑢, 𝑣) ∈ Π) (∃(𝑢, 𝑣) ∈ Ω) 𝑟2(𝑢, 𝑣) = 𝑟2(𝐹 (𝑢, 𝑣)).
Za proizvo	nu krivu 𝛼(𝑡) = 𝑟1(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) na povrxi 𝑀 vidimo da
je �ena slika lokalnom izometrijom 𝑓 zapravo

𝑓 (𝛼(𝑡)) = 𝑟2 ◦ 𝐹 (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)).
Ako su koeficijenti prve fundamentalne forme povrxi 𝑀 pri
parametrizaciji 𝑟1 : Ω → R3 i povrxi 𝑁 pri parametrizaciji
𝑟2 ◦ 𝐹 : Ω → R3 𝐸1, 𝐹1, 𝐺1, odnosno 𝐸2, 𝐹2, 𝐺2, koriste�i da je 𝑓
lokalna izometrija imamo da je

𝐸1(𝑢′)2 + 2𝐹1𝑢
′𝑣′ + 𝐺1(𝑣′)2 = 𝐸2(𝑢′)2 + 2𝐹2𝑢

′𝑣′ + 𝐺2(𝑣′)2. (1.6)

Prime�uju�i (1.6) na 𝑢−parametarske i 𝑣−parametarske krive re-
dom dobijamo da je 𝐸1 = 𝐸2 i 𝐺1 = 𝐺2, dok primenom (1.6) na krivu
(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = (𝑡 + 𝐴, 𝑡 + 𝐵) za odgovaraju�e konstante 𝐴 i 𝐵, dobijamo
i da je 𝐹1 = 𝐹2, te tvr�e�e va�i. □

Izometriqne i lokalno izometriqne povrxi imaju istu unu-
trax�u geometriju. Budu�i da je tematika ovog rada vezana za
lokalnu teoriju povrxi, od sada �emo pod izometrijama podrazu-
mevati lokalne izometrije, sem ako se ne naglasi drugaqije.

Primer 1.11. Posmatrajmo helikoid i katenoid definisane u
1.5 i 1.6 (odnosno, �ihove delove):

𝑟1(𝑢, 𝑣) := (𝑢 cos 𝑣, 𝑢 sin 𝑣, 𝑣),
(𝑢, 𝑣) ∈ (−1, 1) × (0, 2𝜋)

𝑟2(𝑢, 𝑣) := (cosh 𝑢 cos 𝑣, cosh 𝑢 sin 𝑣, 𝑢),
(𝑢, 𝑣) ∈ (arsinh(−1), arsinh 1) × (0, 2𝜋).
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Ako reparametrizujemo katenoid istim parametrima kao i heli-
kod, odnosno uvo�e�em koordinatne transformacije

(𝑢, 𝑣) → (sinh 𝑢︸︷︷︸
𝑢

, 𝑣︸︷︷︸
𝑣

)

�egova parametrizacija postaje

𝑟2(𝑢, 𝑣) = (
√
1 + 𝑢2 cos 𝑣,

√
1 + 𝑢2 sin 𝑣, arsinh 𝑢), (𝑢, 𝑣) ∈ (−1, 1)×(0, 2𝜋).

(1.7)
Kako je

𝜕𝑟2

𝜕𝑢
=

(
𝑢

√
1 + 𝑢2

cos 𝑣,
𝑢

√
1 + 𝑢2

sin 𝑣,
1

√
1 + 𝑢2

)
𝜕𝑟2

𝜕𝑣
=

(
−
√
1 + 𝑢2 sin 𝑣,

√
1 + 𝑢2 cos 𝑣, 0

)
,

vidimo da su koeficijenti prve fundamentalne forme katenoida
nakon reparametrizacije 𝐸 = 1, 𝐹 = 0 i 𝐺 = 1 + 𝑢2, te su po 1.10
katenoid i helikoid izometriqni.

Preslikava�e koje ispu�ava malo slabiji uslov od izometrija,
tj. da quva uglove izme�u krivih definisano je na slede�i naqin:

Definicija 1.12. (Lokalno) Konformno preslikava�e po-
vrxi 𝑀 i 𝑁, datih svojim parametrizacijama 𝑟1 : Ω → R3 i
𝑟2 : Π → R3, respektivno, je (lokalni) difeomorfizam koji quva
uglove izme�u krivih, odnosno preslikava�e 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 takvo
da za svake dve regularne krive 𝛼, 𝛽 : (−𝜖, 𝜖) → 𝑀 takve da je
𝛼(0) = 𝛽(0) = 𝑃 ∈ 𝑟1(Ω) va�i da je

∠(𝛼′(0), 𝛽′(0)) = ∠(( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0)). (1.8)

Ukoliko takvo 𝑓 postoji ka�emo da su povrxi 𝑀 i 𝑁 (lokalno)
konformne.

I kod konformnih preslikava�a postoji efektivan naqin usta-
nov	ava�a �ihove eventualne egzistencije me�u povrxima para-
metrizovanim istim parametrima:

Lema 1.13. Povrxi 𝑀 i 𝑁 su lokalno konformne akko postoje
�ihove parametrizacije 𝑟1 : Ω → R3 i 𝑟2 : Ω → R3, gde 𝑟1(Ω) = 𝑀
i 𝑟2(Ω) = 𝑁 tako da su im metrike konformno ekvivalentne,
odnosno da postoji ne-nula diferencijabilna funkcija 𝜆 : Ω → R
takva da, ako su 𝐸1, 𝐹1 i 𝐺1, odnosno 𝐸2, 𝐹2 i 𝐺2, koeficijenti
prve fundamentalne forme povrxi 𝑀, odnosno 𝑁, respektivno,
za koju va�i

𝐸2 = 𝜆
2(𝑢, 𝑣)𝐸1 𝐹2 = 𝜆

2(𝑢, 𝑣)𝐹1 𝐺2 = 𝜆
2(𝑢, 𝑣)𝐺1 .
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Dokaz. (⇐) Neka su 𝑟1 : Ω → R3 i 𝑟2 : Ω → R3 parametrizacije
povrxi 𝑀 i 𝑁 takve da su im metrike konformno ekvivalentne.
Za preslikava�e izme�u oblasti parametara uzimamo 𝐹 := idΩ i
definixemo 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 sa

(∀𝑟1(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀) 𝑓 (𝑟1(𝑢, 𝑣)) := 𝑟2(𝑢, 𝑣).
𝑓 je oqito lokalni difeomorfizam. Neka je 𝑃 = 𝑟1(𝑢, 𝑣) proi-
zvo	na taqka povrxi 𝑀 i neka su 𝛼, 𝛽 : (−𝜖, 𝜖) → 𝑟1(Ω) proi-
zvo	ne regularne krive za koje je 𝛼(0) = 𝛽(0) = 𝑃. Tada postoje
diferencijabilne funckije 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2 : (−𝜖, 𝜖) → R takve da je
𝛼(𝑡) = 𝑟1(𝑢1(𝑡), 𝑣1(𝑡)) i 𝛽(𝑡) = 𝑟1(𝑢2(𝑡), 𝑣2(𝑡)). Sada direktnim raqu-
nom dobijamo:

cos ∠(( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0))

= cos ∠

(
𝑑

𝑑𝑡

���
𝑡=0
𝑟2(𝑢1(𝑡), 𝑣1(𝑡)),

𝑑

𝑑𝑡

���
𝑡=0
𝑟2(𝑢2(𝑡), 𝑣2(𝑡))

)
=
𝜆2(𝐸𝑢′1(0)𝑢′2(0) + 𝐹𝑢′1(0)𝑣′2(0) + 𝐹𝑢′2(0)𝑣′1(0) + 𝐺𝑣′1(0)𝑣′2(0))√︁

𝜆2𝐼𝑀 (𝑢′1(0), 𝑣′1(0))
√︁
𝜆2𝐼𝑀 (𝑢′2(0), 𝑣′2(0))

=
𝐼𝑀 ((𝑢′1(0), 𝑣′1(0)), (𝑢′2(0), 𝑣′2(0)))√︁
𝐼𝑀 (𝑢′1(0), 𝑣′1(0))

√︁
𝐼𝑀 (𝑢′2(0), 𝑣′2(0))

= ∠(𝛼′(0), 𝛽′(0)).

(⇒) Neka su povrxi 𝑀 i 𝑁 date parametrizacijama 𝑟1 : Ω → R3 i
𝑟2 : Π → R3 lokalno konformne preko lokalnog difeomorfizma
𝑓 : 𝑀 → 𝑁 indukovanog difeomorfizmom 𝐹 : Ω → Π. Identiq-
no kao u dokazu 1.10, parametrizujemo obe povrxi istim para-
metrima i mo�emo smatrati da su obe povrxi parametrizovane
parametrima iz Ω. Za proizvo	ne krive 𝛼(𝑡) = 𝑟1(𝑢1(𝑡), 𝑣1(𝑡)) i
𝛽(𝑡) = 𝑟1(𝑢2(𝑡), 𝑣2(𝑡)) na povrxi 𝑀 takve da je 𝛼(0) = 𝛽(0) = 𝑃 ∈ 𝑀,
zbog lokalne konformnosti 𝑓 va�i:

cos ∠(𝛼′(0), 𝛽′(0)) = cos ∠(( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0)), (1.9)

xto nam daje jednakost:

𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0))√︁
𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0))

√︁
𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0))

=
𝐼𝑀 (𝛼′(0), 𝛽′(0))√︁

𝐼𝑀 (𝛼′(0), 𝛼′(0))
√︁
𝐼𝑀 (𝛽′(0), 𝛽′(0))

.
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Posmatrajmo kanonsku ortonormiranu bazu {𝑒1, 𝑒2} prostora 𝑇𝑝𝑀.
Tada imamo regularne krive 𝛼, 𝛽 : (−𝜖, 𝜖) → 𝑀 takve da je 𝛼(0) =
𝛽(0) = 𝑃 i 𝛼′(0) = 𝑒1 i 𝛽′(0) = 𝑒2. Budu�i da je preslikava�e 𝑓
konformno, to �e vektori ( 𝑓 ◦𝛼)′(0) i ( 𝑓 ◦𝛽)′(0) biti ortogonalni u
𝑇 𝑓 (𝑝)𝑁.

9 Oznaqimo koeficijente prve fundamentalne forme na 𝑀
i 𝑁 sa 𝐸1, 𝐹1 i 𝐺1, odnosno sa 𝐸2, 𝐹2 i 𝐺2, respektivno. Neka je 𝜙 ∈
[0, 𝜋2 ] proizvo	an. Posmatrajmo vektore 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑇𝑝 (𝑟) definisanesa:

𝑣1 := 𝑒1 𝑣2 := cos 𝜙𝑒1 + sin 𝜙𝑒2.

Uvedimo slede�e oznake:

𝐴 := 𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0))

𝐵 := 𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0))

𝐶 := 𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0))
Primenom (1.9) na vektore 𝑣1 i 𝑣2 dobijamo da je:

cos 𝜙 =
𝐴 cos 𝜙 + 𝐵 sin 𝜙√︁

𝐴2 cos2 𝜙 + +2 cos 𝜙 sin 𝜙𝐴2𝐵 + sin2 𝜙𝐴𝐶
(1.10)

Zamenom 𝜙 = 𝜋
2 u (1.10) dobijamo da je 𝐵 = 0, xto smo, zbog kon-

formnosti 𝑓 , ve� i znali. No, sada (1.10) postaje:

√
𝐴 cos 𝜙 = cos 𝜙

√︃
𝐴 cos2 𝜙 + 𝐶 sin2 𝜙,

xto nakon sre�iva�a i koriste�i qi�enicu da je sada 𝜙 ≠ 𝜋
2 daje:

𝐴 = 𝐴 cos2 𝜙 + 𝐶 sin2 𝜙. (1.11)

Zak	uqujemo da je 𝐴 = 𝐶, odnosno da je

𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0)) = 𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0)), (1.12)

Zak	uqili smo da je :

𝐴𝐼𝑀 (𝑒1, 𝑒1) = 𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0))

𝐴𝐼𝑀 (𝑒1, 𝑒2) = 𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛼)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0))

𝐴𝐼𝑀 (𝑒2, 𝑒2) = 𝐼𝑁 (( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0), ( 𝑓 ◦ 𝛽)′(0)),
te �e po bilinearnosti prve fundamentalne forme va�iti i ovaj
smer tvr�e�a. □

1.2 Gausovo preslikava�e. Druga fundamenalna forma

Na regularnoj povrxi u svakoj taqki imamo korektno definisa-
nu tangentnu ravan, odnosno odabir jediniqnog vektora normale.
Time je definisano slede�e preslikava�e:

9Ali ne nu�no ortonormirani!
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Definicija 1.14. Neka je povrx 𝑀 data svojom parametrizaci-
jom 𝑟 : Ω → R3. Preslikava�e 𝑛 : 𝑀 → 𝑆2 definisano sa

(∀𝑝 = 𝑟 (𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝑀) 𝑛(𝑝) := 𝑟𝑢 (𝑢0, 𝑣0) × 𝑟𝑣 (𝑢0, 𝑣0)
| |𝑟𝑢 (𝑢0, 𝑣0) × 𝑟𝑣 (𝑢0, 𝑣0) | |

zovemo Gausovo preslikava�e povrxi 𝑀.

Napomena. Jasno je da Gausovo preslikava�e mo�e biti defini-
sano i na regularnim elementarnim povrxima koje nu�no nisu
glatke, ve� samo regularne.

Gausovo preslikava�e je diferencijabilno, te je korektno de-
finisan �egov diferencijal 𝑑𝑛𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑛(𝑝)𝑆

2, koji zbog iden-
tifikacije 𝑇𝑝𝑀 i 𝑇𝑛(𝑝)𝑆

2 sa R2 mo�emo do�iv	avati kao

𝑑𝑛𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑀.

Kako su elementi tangentnog prostora 𝑇𝑝𝑀 poqetne brzine dife-
rencijabilnih krivih na 𝑀 sa poqetkom u 𝑝, to je 𝑑𝑛𝑝 definisano
prirodno kao poqetna brzina dobijene krive na sferi 𝑆2:

(∀𝛼′(0) ∈ 𝑇𝑝𝑀) 𝑑𝑛𝑝 (𝛼′(0)) :=
𝑑

𝑑𝑡

���
𝑡=0
𝑛(𝛼(𝑡)).

Budu�i da bazu vektorskog prostora 𝑇𝑝𝑀 qine {𝑟𝑢, 𝑟𝑣}10, korisno je
znati �ihove slike pri preslikava�u 𝑑𝑛𝑝. Kako su 𝑟𝑢 i 𝑟𝑣 poqetne
brzine 𝑢−parametarskih, odnosno 𝑣−parametarskih krivih, to je:

𝑑𝑛𝑝 (𝑟𝑢) = 𝑛𝑢 𝑑𝑛𝑝 (𝑟𝑣) = 𝑛𝑣 .
Definicija 1.15. Neka je 𝑉 realan vektorski prostor snabdeven
skalarnim proizvodom ⟨, ⟩. Linearan operator 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 je
simetriqan ukoliko va�i:

(∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉) ⟨ 𝑓 (𝑣1), 𝑣2⟩ = ⟨𝑣1, 𝑓 (𝑣2)⟩. (1.13)

Najva�nije svojstvo operatora 𝑑𝑛𝑝 je iskazano tvr�e�em:

Teorema 1.16. Neka je povrx 𝑀 data imerzijom 𝑟 : Ω → R3.
Diferencijal Gausovog preslikava�a 𝑑𝑛𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑀 je jedan
simetriqan linearni operator.

Dokaz. Linearnost 𝑑𝑛𝑝 direktno sledi iz:

𝑑𝑛𝑝 (𝑢′(0)𝑟𝑢 + 𝑣′(0)𝑟𝑣) =
𝑑

𝑑𝑡

���
𝑡=0
𝑛(𝑟 (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))) = 𝑢′(0)𝑛𝑢 + 𝑣′(0)𝑛𝑣,

Zbog linearnosti operatora 𝑑𝑛𝑝, dovo	no je pokazati da sime-
triqnost va�i na baznim vektorima, odnosno dovo	no je dokazati
da va�i

⟨𝑑𝑛𝑝 (𝑟𝑢), 𝑟𝑣⟩ = ⟨𝑟𝑢, 𝑑𝑛𝑝 (𝑟𝑣)⟩,
10Naravno, misli se na �ihovu vrednost u (𝑢0, 𝑣0 ).
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odnosno da je ⟨𝑛𝑢, 𝑟𝑣⟩ = ⟨𝑟𝑢, 𝑛𝑣⟩.
Poxto je 𝑛 ⊥ 𝑇𝑝𝑀, to je ⟨𝑛, 𝑟𝑢⟩ = ⟨𝑛, 𝑟𝑣⟩ = 0, pa diferencira�em
tih jednakosti dobijamo:

0 = ⟨𝑛𝑢, 𝑟𝑣⟩ + ⟨𝑛, 𝑟𝑣𝑢⟩
0 = ⟨𝑛𝑣, 𝑟𝑢⟩ + ⟨𝑛, 𝑟𝑢𝑣⟩.

Odatle zak	uqujemo da je ⟨𝑛𝑢, 𝑟𝑣⟩ = −⟨𝑛, 𝑟𝑣𝑢⟩ = ⟨𝑟𝑢, 𝑛𝑣⟩, tj. da je
linearni operator 𝑑𝑛𝑝 i simetriqan. □

U praksi se iz tehniqkih razloga vixe pa��e posve�uje opera-
toru 𝑆𝑝 := −𝑑𝑛𝑝, koji se naziva operator oblika povrxi 𝑀.
Taj operator quva informacije o promeni vektorskog po	a nor-
mala kako se kre�emo du� 𝑀, pa u neku ruku ono xto predstav	a
krivina kod regularnih krivih, to predstav	a ovaj operator za
povrxi, i daje nam informacije o zakriv	enosti povrxi i �e-
nom smexta�u u prostoru R3.
Na osnovu 1.16 vidimo da je 𝑑𝑛𝑝, a time i 𝑆𝑝 jedan simetriqan li-
nearni operator, te je korektno definisana slede�a simetriqna
bilinearna forma na 𝑇𝑝𝑀:

(∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑀) 𝐼 𝐼 (𝑣, 𝑤) := ⟨𝑆𝑝 (𝑣), 𝑤⟩,
koju nazivamo druga fundamentalna forma povrxi 𝑀 u 𝑝.
Sada mo�emo lako na�i drugu fundamentalnu formu (tj. �ene
koeficijente) u standardnoj bazi za 𝑇𝑝𝑀:

𝐼 𝐼 (𝑣, 𝑣) = ⟨𝑆𝑝 (𝑣), 𝑣⟩ = ⟨𝑆𝑝 (𝑢′𝑟𝑢 + 𝑣′𝑟𝑣), 𝑢′𝑟𝑢 + 𝑣′𝑟𝑣⟩

= −⟨𝑑𝑛𝑝 (𝑢′𝑟𝑢 + 𝑣′𝑟𝑣), 𝑢′𝑟𝑢 + 𝑣′𝑟𝑣⟩

= −⟨𝑢′𝑛𝑢 + 𝑣′𝑛𝑣, 𝑢′𝑟𝑢 + 𝑣′𝑟𝑣⟩

= 𝑒(𝑢′)2 + 2 𝑓 𝑢′𝑣′ + 𝑔(𝑣′)2,
gde su koeficijenti

𝑒 = −⟨𝑛𝑢, 𝑟𝑢⟩ = ⟨𝑛, 𝑟𝑢𝑢⟩
𝑓 = −⟨𝑛𝑣, 𝑟𝑢⟩ = −⟨𝑛𝑢, 𝑟𝑣⟩ = ⟨𝑛, 𝑟𝑢𝑣⟩
𝑔 = −⟨𝑛𝑣, 𝑟𝑣⟩ = ⟨𝑛, 𝑟𝑣𝑣⟩

koeficijenti druge fundamentalne forme povrxi 𝑀 u 𝑝.
Preko koeficijenata 𝐼 i 𝐼 𝐼 fundamentalne forme povrxi se

mogu izraziti deformacione formule �enog vektora normale, tj.
va�e jednaqine Vajngartena:

𝑛𝑢 =
𝑓 𝐹−𝑒𝐺
𝐸𝐺−𝐹2𝑟𝑢 + 𝑒𝐹− 𝑓 𝐸

𝐸𝐺−𝐹2𝑟𝑣

𝑛𝑣 =
𝑔𝐹− 𝑓 𝐺
𝐸𝐺−𝐹2𝑟𝑢 + 𝑓 𝐹−𝑔𝐸

𝐸𝐺−𝐹2𝑟𝑣 .

(1.14)
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Definicija 1.17. Neka je 𝛼(𝑡) regularna kriva na povrxi 𝑀
koja prolazi kroz taqku 𝑝 ∈ 𝑀, 𝜃 ugao izme�u vektora normale
krive i vektora 𝑛(𝑝) i 𝜅 krivina krive 𝛼(𝑡).Normalna krivina
krive 𝛼(𝑡) u taqki 𝑝 (u oznaci 𝜅𝑛(𝑝)) je broj 𝜅 cos 𝜃.
Vezu druge fundamentalne forme i normalne krivine daje sle-

de�e tvr�e�e:

Lema 1.18. Neka je 𝛼(𝑠) prirodno parametrizovana kriva na po-
vrxi 𝑀 za koju va�i 𝛼(0) = 𝑝 ∈ 𝑀. Tada je

𝐼 𝐼 (𝛼′(0)) = 𝜅𝑛(𝑝).
Dokaz. Posmatrajmo 𝑛(𝑠) kao restrikciju Gausovog preslikava�a
na krivu 𝛼. Kako je 𝑛 ⊥ 𝑇𝑝𝑀, to je ⟨𝑛, 𝛼′(𝑠)⟩ = 0. Diferencira�em
te relacije po 𝑠 dobijamo da je ⟨𝑛, 𝛼′′(𝑠)⟩ + ⟨𝑛′, 𝛼′(𝑠)⟩ = 0, tj.

⟨𝑛′(𝑠), 𝛼′(𝑠)⟩ = −⟨𝑛(𝑠), 𝛼′′(𝑠)⟩.
Sada je

𝐼 𝐼 (𝛼′(0)) = −⟨𝑑𝑛𝑝 (𝛼′(0)), 𝛼′(0)⟩ = −⟨𝑑𝑛𝑝 (𝑢′𝑟𝑢 + 𝑣′𝑟𝑣), 𝛼′(0)⟩

= −⟨𝑢′𝑛𝑢 + 𝑣′𝑛𝑣, 𝛼′(0)⟩ = −⟨𝑛′(0), 𝛼′(0)⟩

= ⟨𝑛(0), 𝛼′′(0)⟩ =︸︷︷︸
Frene-Serove formule

⟨𝑛(0), 𝜅(0)𝑛(0)⟩

= 𝜅(0)∥𝑛(0)∥∥𝑛(0)∥ cos ∠(𝑛(0), 𝑛(0)) = 𝜅𝑛(𝑝).
□

Napomena. Za povrxi je bitna i slede�a konstrukcija: u proi-
zvo	noj taqki 𝑝 povrxi 𝑀 fiksirajmo jediniqni vektor 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀
i posmatrajmo ravan razapetu vektorima 𝑣 i vektorom 𝑛(𝑝). Na-
zovimo tu ravan 𝜋. Krivu 𝛼𝑝,𝑤 := 𝜋 ∩ 𝑀 nazivamo normalnim
seqe�em povrxi 𝑀 odre�enim taqkom 𝑝 i vektorom 𝑤. U
okolini taqke 𝑝, vektor normale krive 𝛼𝑝,𝑤 se upravo poklapa sa
vektorom ±𝑛(𝑝) ili 0, te je |𝜅𝑛(𝑝) | tada zapravo krivina krive
𝛼𝑝,𝑤 u taqki 𝑝.

Po 1.16 smo zak	uqili da je 𝑑𝑛𝑝 simetriqan, pa je time i dijago-
nalizibilan linearni operator, tj. postoji ortonormirana baza
{𝑒1, 𝑒2} za 𝑇𝑝𝑀 takva da

𝑑𝑛𝑝 (𝑒1) = −𝜅1𝑒1
𝑑𝑛𝑝 (𝑒2) = −𝜅2𝑒2.

Vrednosti 𝜅1 i 𝜅2 predstav	aju maksimum i minimum druge fun-
damentalne forme restrikovane na jediniqnu sferu u 𝑇𝑝𝑀11, te
samim tim predstav	aju maksimalnu i minimalnu vrednost nor-
malne krivine u taqki 𝑝.

11koju qine poqetne brzine prirodno parametrizovanih krivih na 𝑀 kroz taqku 𝑝
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Definicija 1.19. Vrednosti 𝜅1 i 𝜅2 nazivaju se glavne krivi-
ne u taqki 𝑝, dok su vektori 𝑒1 i 𝑒2 glavni vektori u taqki 𝑝.
Kriva qiji je vektor brzine u svakoj taqki glavni vektor naziva
se linija krivine povrxi.

Linije krivine povrxi karakterixe slede�e tvr�e�e:

Lema 1.20. Neka je povrx 𝑀 data parametrizacijom 𝑟 : Ω → R3 i
neka je 𝛼(𝑡) = 𝑟 (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) kriva na 𝑀. Tada je 𝛼(𝑡) linija krivine
na 𝑀 akko ������

−(𝑣′)2 𝑢′𝑣′ −(𝑢′)2

𝐸 𝐹 𝐺

𝑒 𝑓 𝑔

������ = 0.

Dokaz. Neka je 𝛼(𝑡) = 𝑟 (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) kriva na povrxi 𝑀 i neka su
(𝑢′, 𝑣′) koordinate �ene poqetne brzine 𝛼′(0) u bazi {𝑟𝑢, 𝑟𝑣}. Kako se
da videti da su glavne krivine rexe�a jednaqine 𝑑𝑒𝑡 (𝐼 𝐼 − 𝜆𝐼) = 0,
gde su 𝐼 i 𝐼 𝐼 matrice prve, tj. druge fundamentalne forme povrxi
𝑀, to linearni operatori 𝐼 𝐼 − 𝜅𝑖 𝐼 imaju netrivijalna jezgra, pa
do glavnih vektora mo�emo do�i tra�e�i netrivijalna rexe�a
slede�eg sistema jednaqina:[

𝑒 − 𝜅𝑖𝐸 𝑓 − 𝜅𝑖𝐹
𝑓 − 𝜅𝑖𝐹 𝑔 − 𝜅𝑖𝐺

] [
𝑢′

𝑣′

]
=

[
0

0

]
,

xto se pretvara u jednaqine

(𝑒𝑢′ + 𝑓 𝑣′) − 𝜅𝑖 (𝐸𝑢′ + 𝐹𝑣′) = 0

( 𝑓 𝑢′ + 𝑔𝑣′) − 𝜅𝑖 (𝐹𝑢′ + 𝐺𝑣′) = 0.

Sada zak	uqujemo da je netrivijalnost jezgra operatora 𝐼 𝐼 − 𝜅𝑖 𝐼
ekvivalentna tome da je (1,−𝜅𝑖) netrivijalno rexe�e sistema:

(𝑒𝑢′ + 𝑓 𝑣′)𝑥 + (𝐸𝑢′ + 𝐹𝑣′)𝑦 = 0

( 𝑓 𝑢′ + 𝑔𝑣′)𝑥 + (𝐹𝑢′ + 𝐺𝑣′)𝑦 = 0,

tj. da je determinanta tog sistema jednaka nuli, odakle se dobija
da va�i jednaqina:

(𝑒𝐹 − 𝑓 𝐸)𝑢′2 + (𝑒𝐺 − 𝐸𝑔)𝑢′𝑣′ + ( 𝑓 𝐺 − 𝑔𝐹)𝑣′2 = 0

koja se mo�e zapisati i kao:������
−(𝑣′)2 𝑢′𝑣′ −(𝑢′)2

𝐸 𝐹 𝐺

𝑒 𝑓 𝑔

������ = 0,

odakle vidimo da tvr�e�e va�i. □
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Jedan od najstarijih rezultata iz teorije povrxi (1760.) je sle-
de�e tvr�e�e:

Teorema 1.21. (Ojlerova teorema) Neka je 𝛼(𝑠) prirodno para-
metrizovana kriva na povrxi 𝑀 takva da 𝛼(0) = 𝑝 i neka su 𝜅1 i
𝜅2 glavne krivine povrxi 𝑀 u taqki 𝑝, a 𝑒1 i 𝑒2 glavni vektori
u 𝑝. Ako je 𝜃 ugao koji zaklapaju 𝑒1 i 𝛼′(0), tada je

𝜅𝑛(𝑝) = 𝜅1 cos2 𝜃 + 𝜅2 cos2 𝜃.
Dokaz. Kako je {𝑒1, 𝑒2} ortonormirana baza za 𝑇𝑝𝑀, to su koordi-
nate 𝛼′(0) u toj bazi (cos 𝜃, sin 𝜃). Odatle koriste�i 1.18 dobijamo:

𝜅𝑛(𝑝) = 𝐼 𝐼 (𝛼′(0)) = −⟨𝑑𝑛𝑝 (𝛼′(0)), 𝛼′(0)⟩
= −⟨𝑑𝑛𝑝 (cos 𝜃𝑒1 + sin 𝜃𝑒2), cos 𝜃𝑒1 + sin 𝜃𝑒2⟩

= −⟨cos 𝜃𝑑𝑛𝑝 (𝑒1) + sin 𝜃𝑑𝑛𝑝 (𝑒2), cos 𝜃𝑒1 + sin 𝜃𝑒2⟩

= ⟨𝜅1 cos 𝜃𝑒1 + 𝜅2 sin 𝜃𝑒2, cos 𝜃𝑒1 + sin 𝜃𝑒2⟩

=︸︷︷︸
{𝑒1, 𝑒2} ortonormirana baza

𝜅1 cos
2 𝜃 + 𝜅2 sin2 𝜃.

□

Operator oblika opravdava svoje ime i jer se �ime mogu kla-
sifikovati taqke povrxi, tj. ka�emo da je taqka 𝑝 povrxi 𝑀:

1. eliptiqka, ako je 𝑑𝑒𝑡 (𝑑𝑛𝑝) > 0;

2. hiperboliqka, ako je 𝑑𝑒𝑡 (𝑑𝑛𝑝) > 0;

3. paraboliqka, ako je 𝑑𝑒𝑡 (𝑑𝑛𝑝) = 0 i 𝑑𝑛𝑝 ≠ 0;

4. planarna, ako je 𝑑𝑛𝑝 = 0;

5. umbiliqka, ako je 𝜅1 = 𝜅2.

1.3 Sred�a krivina. Minimalne povrxi

Na osnovu glavnih krivina povrxi 𝑀 mo�emo uvesti dve veoma
bitne vrednosti:

1. Sred�u krivinu povrxi u taqki 𝑝 ∈ 𝑀, kao �ihovu arit-
metiqku sredinu, tj. 𝐻 (𝑝) := 𝜅1(𝑝)+𝜅2(𝑝)

2

2. Gausovu krivinu povrxi u taqki 𝑝 ∈ 𝑀, kao �ihov proi-
zvod, tj. 𝐾 (𝑝) := 𝜅1(𝑝) · 𝜅2(𝑝).

Gaus je 1827. u svojoj veliqanstvenoj teoremi dokazao da 𝐾 (𝑝) za-
visi samo od unutrax�e geometrije povrxi12, dok za 𝐻 (𝑝) to ne
va�i u opxtem sluqaju, te ona direktno zavisi od toga kako je
povrx smextena u R3.

12tj. da zavisi samo od prve fundamentalne forme povrxi i da se quva pri izometrijama
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Svakako je od znaqaja imati izraz za Gausovu i sred�u krivinu
u lokalnim koordinatama, pa je korisno na�i matricu linearnog
operatora 𝑑𝑛𝑝 u standardnoj bazi {𝑟𝑢, 𝑟𝑣} za 𝑇𝑝𝑀13. Poxto zna-
mo kako se slikaju bazni vektori (𝑑𝑛𝑝 (𝑟𝑢) = 𝑛𝑢 i 𝑑𝑛𝑝 (𝑟𝑣) = 𝑛𝑣),
koriste�i Vajngartenove jednaqine (1.14) dobijamo da je matrica

operatora 𝑑𝑛𝑝 u standardnoj bazi jednaka


𝑓 𝐹−𝑒𝐺
𝐸𝐺−𝐹2

𝑔𝐹− 𝑓 𝐺
𝐸𝐺−𝐹2

𝑒𝐹− 𝑓 𝐸
𝐸𝐺−𝐹2

𝑓 𝐹−𝑔𝐸
𝐸𝐺−𝐹2

 .
Sada mo�emo na�i sopstvene vrednosti matrice operatora 𝑑𝑛𝑝

kao rexe�a jednaqine:������
𝑓 𝐹−𝑒𝐺
𝐸𝐺−𝐹2 − 𝜆 𝑔𝐹− 𝑓 𝐺

𝐸𝐺−𝐹2

𝑒𝐹− 𝑓 𝐸
𝐸𝐺−𝐹2

𝑓 𝐹−𝑔𝐸
𝐸𝐺−𝐹2 − 𝜆

������ = 0, (1.15)

odnosno rexe�a jednaqine

(𝐸𝐺 − 𝐹2)𝜆2 + (𝑔𝐸 + 𝑒𝐺 − 2 𝑓 𝐹)𝜆 + 𝑒𝑔 − 𝑓 2 = 0. (1.16)

Koriste�i Vijetove formule i qi�enicu da su rexe�a jednaqine
(1.16) −𝜅1 i −𝜅2, dobijamo izraze za Gausovu i sred�u krivinu u
lokalnim koordinatama:

𝐾 =
𝑒𝑔 − 𝑓 2

𝐸𝐺 − 𝐹2
𝐻 =

𝑒𝐺 − 2 𝑓 𝐹 + 𝑔𝐸
2(𝐸𝐺 − 𝐹2) . (1.17)

Definicija 1.22. Povrx 𝑀 kod koje je u svakoj taqki 𝑝 ∈ 𝑀
sred�a krivina 𝐻 (𝑝) jednaka nuli nazivamo minimalna povrx.

Minimalne povrxi su specijalan sluqaj povrxi kod kojih je
sred�a krivina u svakoj taqki konstantna- 𝐶𝑀𝐶14 povrxi.

Definicija 1.23. Povrx 𝑀 kod koje je u svakoj taqki 𝑝 ∈ 𝑀

Gausova krivina 𝐾 (𝑝) jednaka nuli nazivamo ravna15 povrx.

Direktna posledica Gausove veliqanstvene teoreme je da sve
ravne povrxi imaju istu unutrax�u geometriju kao euklidska
ravan.

Primer 1.24. Sada mo�emo na�i sred�u krivinu katenoida i
helikoida iz 1.6 i 1.5.
�ihovi drugi deformacioni vektori su, za katenoid:

𝑟𝑢𝑢 = (cosh 𝑢 cos 𝑣, cosh 𝑢 sin 𝑣, 0)
𝑟𝑢𝑣 = (− sinh 𝑢 sin 𝑣, sinh 𝑢 cos 𝑣, 0)
𝑟𝑣𝑣 = (− cosh 𝑢 cos 𝑣,− cosh 𝑢 sin 𝑣, 0),

13Jer �e �ene sopstvene vrednosti upravo biti −𝜅1 i −𝜅2, a sopstvene vrednosti linearnog operatora ne
zavise od odabira baze vektorskog prostora.

14𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑀𝑒𝑎𝑛 𝐶𝑢𝑟𝑣𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒
15eng. 𝑓 𝑙𝑎𝑡
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a za helikoid:

𝑟𝑢𝑢 = (0, 0, 0)
𝑟𝑢𝑣 = (− sin 𝑣, cos 𝑣, 0)
𝑟𝑣𝑣 = (−𝑢 cos 𝑣,−𝑢 sin 𝑣, 0).

Direktan raqun nam daje da je Gausovo preslika�e katenoida

𝑛(𝑢, 𝑣) =
(
− cos 𝑣

cosh 𝑢
,− sin 𝑣

cosh 𝑢
,
sinh 𝑢

cosh 𝑢

)
,

kao i da je Gausovo preslikava�e helikoida

𝑛(𝑢, 𝑣) =
(

sin 𝑣
√
𝑢2 + 1

,− cos 𝑣
√
𝑢2 + 1

,
𝑢

√
𝑢2 + 1

)
.

Na osnovu dosas�ih rezultata nalazimo da su koeficijenti druge
fundamentalne forme katenoida

𝑒 = − cosh2(𝑢)
𝑓 = 0

𝑔 = cosh2(𝑢),

dok su koeficijenti druge fundamentalne forme helikoida:

𝑒 = 0

𝑓 = − 1
√
𝑢2 + 1

𝑔 = 0.

A sada, koriste�i (1.17), vidimo da su i katenoid i helikoid
minimalne povrxi.

Primer 1.25. Neka je 𝑡 ∈ [0, 𝜋2 ] proizvo	an realan broj. Posma-
trajmo slede�u jednoparametarsku familiju povrxi 𝜙(𝑢, 𝑣; 𝑡):

𝑥(𝑢, 𝑣) := sinh 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑡 + cosh 𝑢 cos 𝑣 sin 𝑡

𝑦(𝑢, 𝑣) := − sinh 𝑢 cos 𝑣 cos 𝑡 + cosh 𝑢 sin 𝑣 sin 𝑡

𝑧(𝑢, 𝑣) := 𝑣 cos 𝑡 + 𝑢 sin 𝑡
(1.18)

pri qemu su parametri 𝑢 i 𝑣 u oblasti (−𝑅, 𝑅) × (−𝜋, 𝜋). Pri-
me�ujemo da za 𝑡 = 0 suxtinski dobijamo helikoid iz primera 1.5,
dok za 𝑡 = 𝜋

2 zapravo dobijamo katenoid iz primera 1.6. Strogo
formalno, i jedna i druga povrx su u odnosu na kontekst prime-
ra 1.5 i 1.6 reparametrizovane i translirane du� 𝑧− ose. Kako su
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bazni tangentni vektori ove familije

𝜙𝑢 =(cosh 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑡 + sinh 𝑢 cos 𝑣 sin 𝑡,

− cosh 𝑢 cos 𝑣 cos 𝑡 + sinh 𝑢 sin 𝑣 sin 𝑡, sin 𝑡)
𝜙𝑣 =(sinh 𝑢 cos 𝑣 cos 𝑡 − cosh 𝑢 sin 𝑣 sin 𝑡,

sinh 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑡 + cosh 𝑢 cos 𝑣 sin 𝑡, cos 𝑡),

dobijamo da su koeficijenti prve fundamentalne forme qlanova
familije jednaki:

𝐸 = cosh2 𝑢 cos2 𝑡 + sinh2 𝑢 sin2 𝑡 + sin2 𝑡 = cosh2 𝑢

𝐹 = 0

𝐺 = sinh2 𝑢 cos2 𝑡 + cosh2 𝑢 sin2 𝑡 + cos2 𝑡 = cosh2 𝑢.

(1.19)

Na osnovu 1.10 zak	uqujemo da su svi qlanovi familije me�u-
sobno izometriqni i da im prva forma ne zavisi od parametra
𝑡, dok se lako pokazuje da to nije sluqaj sa drugom fundamental-
nom formom, koja zavisi od 𝑡. Familijom 𝜙𝑡 predstav	ena je jedna
izometriqa deformacija helikoida u katenoid.
Mo�emo se i igrati sa raznim parametrizacijama ovih povrxi,
recimo bax sa onima iz primera 1.24, pokuxavaju�i izometriq-
ki da deformixemo katenoid u helikoid ili obratno. Me�utim,
par stvari u ovom primeru nisu sluqajne: da su poqetna i kraj�a
sred�a krivina dobijene povrxi bile iste (u ovom sluqaju 0), kao
i da je metrika qlanova familije bila konformno ekvivalentna
euklidskoj16. Uopxte�e ove konstrukcije �e biti teme	 glavnog
rezultata ovog rada u 4. glavi, no jox smo daleko od toga.

Napomena. Neformalno govore�i, parametar 𝑡 familije 𝜙𝑡 iz
1.25 mo�emo tretirati kao vreme. Kako vreme teqe, tako helikoid
postepeno prelazi u katenoid. Pri toj neprekidnoj deformaciji,
zbog izometriqnosti, rastoja�a ostaju ista, pa je mogu�e zamisli-
ti i jedan znatno neformalniji primer:
Zamislimo qovequ	ka koji �ivi na teritoriji helikoida u do-
ba turbulentnih izometriqkih deformacija i po ceo dan se xeta
oko svoga ogra�enog ima�a, glave pognute u zem	u zbog loxe eko-
nomske situacije dr�av	ana helikoida17. Ako bi izaxao u svoju
standardnu xet�u u 0 sati i sa �ome zavrxio u 𝜋

2 sati 18, kada
bi napokon digao glavu shvatio bi da je, sasvim neprimetno, po-
stao dr�av	anin katenoida. Doduxe, to mu u budu�nosti glavu
od zem	e di�i ne�e, jer mu se sta�e u katastarskim spisima nije
pobo	xalo19.

16Va�ilo je da je prva fundamentalna forma svakog qlana familije cosh2 𝑢(𝑑𝑢2+𝑑𝑣2 ), qime po 1.13 vidimo
da je svaki qlan familije konforman 𝑂𝑢𝑣 ravni, odnsno �enom delu.

17Ovaj deo primera �e qitaocu verovatno najte�e pasti da apstrahuje.
18Oqito, jedna od briga stanovnika helikoida je i nedostatak bo	ih mernih jedinica za vreme.
19Ali ni pogorxalo!
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(1) Polazna stanica-helikoid (2) Deformacija u trenutku 𝑡 = 𝜋
16

(3) Deformacija u trenutku 𝑡 = 𝜋
8 (4) Deformacija u trenutku 𝑡 = 𝜋

4

(5) Konaqna stanica- katenoid

Slika 1.3: Izometriqka deformacija iz 1.25 za 𝑢 ∈ (−2, 2).
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1.4 Izotermalni parametri

U teoriji 𝐶𝑀𝐶, a pogotovu minimalnih povrxi, va�no mesto
zauzimaju parametri u kojima je prva fundamentalna forma po-
vrxi konformno ekvivalentna euklidskoj metrici20.

Definicija 1.26. Neka je povrx data svojom parametrizacijom
𝑟 : Ω → R3 tako da postoji strogo pozitivna funkcija 𝜆 : Ω → R
takva da su koeficijenti prve fundamentalne forme

𝐸 = 𝐺 = 𝜆2(𝑢, 𝑣) 𝐹 = 0.

Tada ka�emo da su parametri (𝑢, 𝑣) ∈ Ω izotermalni.

U izotermalnim parametrima vektori 𝑟𝑢 i 𝑟𝑣 su ortogonalni i
iste du�ine (𝜆(𝑢, 𝑣) u svakoj taqki 𝑟 (𝑢, 𝑣) povrxi).
Preko izotermalnih parametara teorija 𝐶𝑀𝐶 povrxi se povezuje
sa kompleksnom analizom, o qemu govore i slede�a dva tvr�e�a:

Teorema 1.27. Neka je povrx data izotermalnom parametrizaci-
jom 𝑟 : Ω → R3. Tada je ona 𝐶𝑀𝐶 povrx akko je funkcija

(∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈) 𝜙(𝑢 + i𝑣) := 𝑒 − 𝑔
2

− i 𝑓

analitiqka kompleksna funkcija.

Dokaz. U izotermalnim parametrima jednaqine (1.14) postaju vr-
lo jednostavnije: {

𝑛𝑢 = − 𝑒

𝜆2
𝑟𝑢 − 𝑓

𝜆2
𝑟𝑣

𝑛𝑣 = − 𝑓

𝜆2
𝑟𝑢 − 𝑔

𝜆2
𝑟𝑣

(1.20)

dok je sred�a krivina povrxi jednaka 𝐻 =
𝑒+𝑔
2𝜆2

. Koriste�i da je

{𝑟𝑢, 𝑟𝑣, 𝑛} baza vektorskog prostora R3 imamo da je:

𝑟𝑢𝑢 = 𝛼1𝑟𝑢 + 𝛽1𝑟𝑣 + 𝛾1𝑛
𝑟𝑣𝑣 = 𝛼2𝑟𝑢 + 𝛽2𝑟𝑣 + 𝛾2𝑛
𝑟𝑢𝑣 = 𝛼3𝑟𝑢 + 𝛽3𝑟𝑣 + 𝛾3𝑛.

Skalarnim mno�e�em dobijamo da je

𝛼1 =
⟨𝑟𝑢𝑢, 𝑟𝑢⟩
𝐸

=
𝐸𝑢

2𝜆2
=
𝜆𝑢

𝜆
𝛼2 =

⟨𝑟𝑣𝑣, 𝑟𝑢⟩
𝐸

= − 𝐸𝑢
2𝜆2

= −𝜆𝑢
𝜆

𝛼3 =
𝜆𝑣

𝜆

𝛽1 =
⟨𝑟𝑢𝑢, 𝑟𝑣⟩
𝐸

= − 𝐸𝑣
2𝜆2

= −𝜆𝑣
𝜆

𝛽2 =
⟨𝑟𝑣𝑣, 𝑟𝑣⟩
𝐸

=
𝐸𝑣

2𝜆2
=
𝜆𝑣

𝜆
𝛽3 =

𝜆𝑢

𝜆

𝛾1 = ⟨𝑟𝑢𝑢, 𝑁⟩ = 𝑒 𝛾2 = ⟨𝑟𝑣𝑣, 𝑁⟩ = 𝑔 𝛾3 = ⟨𝑟𝑢𝑣, 𝑁⟩ = 𝑓 .

20Mo�emo primetiti da prva fundamentalna forma katenoida u primeru 1.6 upravo ispu�ava taj uslov.
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Odavde smo dobili da je:
𝑟𝑢𝑢 =

𝜆𝑢
𝜆
𝑟𝑢 − 𝜆𝑣

𝜆
𝑟𝑣 + 𝑒𝑛

𝑟𝑣𝑣 = −𝜆𝑢
𝜆
𝑟𝑢 + 𝜆𝑣

𝜆
𝑟𝑣 + 𝑔𝑛

𝑟𝑢𝑣 =
𝜆𝑣
𝜆
𝑟𝑢 + 𝜆𝑢

𝜆
𝑟𝑣 + 𝑓 𝑛.

(1.21)

Koriste�i da je: 𝑟𝑢𝑢𝑣 = 𝑟𝑢𝑣𝑢 i 𝑟𝑣𝑣𝑢 = 𝑟𝑣𝑢𝑣 dobijamo jednaqine:

𝑒𝑣 − 𝑓𝑢 −
𝜆𝑣

𝜆
(𝑒 + 𝑔) = 0 𝑓𝑣 − 𝑔𝑢 +

𝜆𝑢

𝜆
(𝑒 + 𝑔) = 0

iz kojih slede jednakosti:

−𝜆2𝐻𝑣 = −(𝑒 + 𝑔)𝑣
2

+
𝜆′𝑣 (𝑒 + 𝑔)

𝜆
= −(𝑒 + 𝑔)𝑣

2
+ 𝑒𝑣 − 𝑓𝑢 =

(𝑒 − 𝑔)𝑣
2

− 𝑓𝑢

𝜆2𝐻𝑢 =
(𝑒 + 𝑔)𝑢

2
−
𝜆′𝑢 (𝑒 + 𝑔)

𝜆
=

(𝑒 + 𝑔)𝑢
2

+ 𝑓𝑣 − 𝑔𝑢 =
(𝑒 − 𝑔)𝑢

2
+ 𝑓𝑣 .

Sada zak	uqujemo da je konstantnost sred�e krivine posmatrane
povrxi (𝐻𝑢 = 𝐻𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) ekvivalentna jednaqinama{ (𝑒−𝑔)𝑢

2 = − 𝑓𝑣
(𝑒−𝑔)𝑣

2 = 𝑓𝑢

xto su zapravo Koxi21-Rimanovi22uslovi kompleksne funkcije
𝜙(𝑢 + i𝑣) := 𝑒−𝑔

2 − i 𝑓 , te tvr�e�e sledi. □

Napomena. Vredi primetiti da i jednaqina glavnih krivina u
izotermalnim parametrima postaje znatno jednostavnija:

𝜆4𝜅2 − 𝜆2(𝑒 + 𝑔)𝜅 + 𝑒𝑔 − 𝑓 2 = 0,

kao i da je |𝜅1 − 𝜅2 | =

√
𝜆4(𝑒+𝑔)2−4𝜆4(𝑒𝑔− 𝑓 2)

𝜆4
=

2
√

( 𝑒−𝑔2 )2+ 𝑓 2
𝜆2

= 2 |𝜙(𝑢+i𝑣) |
𝜆2

.

Odatle vidimo da je 𝐶𝑀𝐶 povrx ili potpuno umbiliqka ili ima
izolovane umbiliqke taqke.

Posledica 1.28. Neka je povrx data izotermalnom parametri-
zacijom 𝑟 : Ω → R3. Tada je ona minimalna povrx akko je 𝑟 har-
monijsko preslikava�e, tj. Δ𝑟 = 0.

Dokaz. Na osnovu (1.21) je

Δ𝑟 = 𝑟𝑢𝑢 + 𝑟𝑣𝑣 = (𝑒 + 𝑔)𝑛. (1.22)
21𝐴𝑢𝑔𝑢𝑠𝑡𝑖𝑛−𝐿𝑜𝑢𝑖𝑠𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 (1789-1857), jedan od najve�ih francuskih matematiqara. Brojna fundamentalna

tvr�e�a i koncepti realne i kompleksne analize nose �egovo ime.
22𝐺𝑒𝑜𝑟𝑔𝐹𝑟𝑖𝑒𝑑𝑟𝑖𝑐ℎ𝐵𝑒𝑟𝑛ℎ𝑎𝑟𝑑𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 (1826-1866), nemaqi matematiqar. Svojim radom praktiqno sam zasno-

vao modernu diferencijalnu geometriju. �egova hipoteza do danax�ih dana predstav	a izvor inspiracije
mnogim matematiqarima xirom sveta.
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A kako je minimalnost povrxi u izotermalnim parametrima
ekvivalentna sa time da je 𝑒 + 𝑔 = 0, dobijamo da ovo tvr�e�e
va�i.
Mo�emo konstatovati iz (1.22) da je u izotermalnim parametrima
Δ𝑟 ∥ 𝑛. □

Kod minimalnih povrxi interesantna je i konstrukcija data
u idu�oj napomeni.

Napomena. Posmatrajmo povrx datu kao grafik funkcije dve
promen	ive, tj. 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) i na�imo joj sred�u krivinu u 𝑝. Odgo-
varaju�om izometrijom mo�emo posti�i da taqka 𝑝 bude (0, 0, 0),
kao i da tangentna ravan u �oj bude paralelna 𝑂𝑥𝑦 ravni. Posma-
traju�i parametrizaciju

𝑟 (𝑥, 𝑦) := (𝑥, 𝑦, 𝑓 (𝑥, 𝑦))
iz zadatih uslova vidimo da je

𝑝 = 𝑓 (0, 0) 𝑛(𝑝) = (0, 0, 1) 𝑓𝑥 (0, 0) = 𝑓𝑦 (0, 0) = (0, 0).
A kako je 𝑟𝑥𝑥 = (0, 0, 𝑓𝑥𝑥) i 𝑟𝑦𝑦 = (0, 0, 𝑓𝑦𝑦), odatle je 𝑒 = 𝑓𝑥𝑥 (0, 0)
i 𝑔 = 𝑓𝑦𝑦 (0, 0), pa koriste�i (1.17) i da je 𝐸 = 1, 𝐹 = 0 i 𝐺 = 1
dobijamo izraz za sred�u krivinu povrxi u taqki 𝑝:

𝐻 (𝑝) =
𝑓𝑥𝑥 (0, 0) + 𝑓𝑦𝑦 (0, 0)

2
=
Δ 𝑓 (0, 0)

2
.

Sada vidimo da teorija minimalnih povrxi sem veza sa harmo-
nijskim funkcijama ima jake veze i sa teorijom eliptiqkih par-
cijalnih diferencijalnih jednaqina.

U vezi sa 1.28 interesantno je i slede�e razmatra�e: Ako imamo
minimalnu povrx 𝑟 : Ω → R3 (𝑟 (𝑢, 𝑣) = (𝑟1(𝑢, 𝑣), 𝑟2(𝑢, 𝑣), 𝑟3(𝑢, 𝑣)))
parametrizovanu izotermalnim parametrima i kompleksne funk-
cije definisane na slede�i naqin

(∀𝑖 ∈ {1, 2, 3})(∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈) 𝜙𝑖 (𝑢 + i𝑣) := 𝜕𝑟𝑖

𝜕𝑢
− i
𝜕𝑟𝑖

𝜕𝑣
,

za �ih dobijamo da va�i:

𝜙21 + 𝜙22 + 𝜙23 =
(
𝜕𝑟1

𝜕𝑢

)2
+

(
𝜕𝑟2

𝜕𝑢

)2
+

(
𝜕𝑟3

𝜕𝑢

)2
−

((
𝜕𝑟1

𝜕𝑣

)2
+

(
𝜕𝑟2

𝜕𝑣

)2
+

(
𝜕𝑟3

𝜕𝑣

)2)
− 2i

(
𝜕𝑟1

𝜕𝑢

𝜕𝑟1

𝜕𝑣
+ 𝜕𝑟2
𝜕𝑢

𝜕𝑟2

𝜕𝑣
+ 𝜕𝑟3
𝜕𝑢

𝜕𝑟3

𝜕𝑣

)
= 𝜆2 − 𝜆2 − 2i0 = 0.

Kako je, po 1.28 𝑟 harmonijska funkcija, to va�i:

(∀𝑖 ∈ {1, 2, 3}) 𝜕2𝑟𝑖

𝜕𝑢2
+ 𝜕

2𝑟𝑖

𝜕𝑣2
= 0,
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xto je zapravo jedan od dva Koxi-Rimanova uslova funkcija 𝜙𝑖, a

kako je i drugi trivijalno ispu�en, jer va�i 𝜕2𝑟𝑖
𝜕𝑢𝜕𝑣

=
𝜕2𝑟𝑖
𝜕𝑣𝜕𝑢

, dobijamo
da su funkcije 𝜙1, 𝜙2 i 𝜙3 holomorfne.

Za funkcije 𝜙𝑖 va�i i

3∑︁
𝑖=1

|𝜙𝑖 |2 =
(
𝜕𝑟1

𝜕𝑢

)2
+

(
𝜕𝑟2

𝜕𝑢

)2
+

(
𝜕𝑟3

𝜕𝑢

)2
+

(
𝜕𝑟1

𝜕𝑣

)2
+

(
𝜕𝑟2

𝜕𝑣

)2
+

(
𝜕𝑟3

𝜕𝑣

)2
= 2𝜆2 > 0.

Prethodno razmatra�e se mo�e uopxtiti i mo�e se dokazati (vi-
deti [13] i [14]):

Teorema 1.29. Neka je Ω prosto povezana oblast u C i neka su
𝜙𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, 3} holomorfne na Ω takve da je

∑3
𝑖=1 |𝜙𝑖 |2 ≠ 0 i∑3

𝑖=1 𝜙
2
𝑖
= 0. Tada je preslikava�em 𝑟 : Ω → R3 (𝑟 = (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3))

gde su funkcije 𝑟𝑖 definisane na selede�i naqin:

(∀𝑖 ∈ {1, 2, 3}) 𝑟𝑖 (𝑢 + i𝑣︸︷︷︸
𝑧

) := ℜ
(∫ 𝑧

𝑧0

𝜙𝑖 (𝑧)𝑑𝑧
)
,

definisana minimalna povrx. Prethodni integral ne zavisi od
puta koji spaja taqke 𝑧0 i 𝑧.



Glava 1. Uvod u lokalnu teoriju povrxi 26



GLAVA 2

Helikoidne i rotacione povrxi. Povrxi Delonija

U ovoj glavi uvodimo rotacione povrxi, a zatim i �ihovu ge-
neralizaciju u vidu helikoidnih povrxi. Za tematiku ovog rada
je vrlo bitna konstrukcija i klasifikacija Delonijevih povrxi
data u 3. ode	ku ove glave, jer �e se one ispostaviti kao neizbe�na
stanica na putu do helikoidnih 𝐶𝑀𝐶 povrxi.

2.1 Rotacione povrxi

Rotacione povrxi su jedna od najva�nijih i najprepoznat	i-
vijih klasa povrxi. Neformalno govore�i, do �ih se dolazi tako
xto jedna regularna ravanska kriva rotira oko prave sa kojom ne-
ma preseka, gde se uz nameta�e dodatnih uslova krivoj koja rotira
ispu�avaju uslovi iz definicije 1.1.

Definicija 2.1. Neka je 𝜋 ravan u euklidskom prostoru R3, 𝑙
prava u toj ravni i neka je 𝛼(𝑢) diferencijabilna kriva u 𝜋.
Rotaciona povrx je skup taqaka 𝑀 koji se dobija rotacijom
krive 𝛼(𝑢) oko prave 𝑙. Pravu 𝑙 nazivamo osom rotacije povrxi
𝑀, dok krivu 𝛼(𝑢) nazivamo profilna kriva povrxi 𝑀.

Radi jednostavnijih jednaqina, ravan 𝑂𝑥𝑧 �emo uzeti za 𝜋, za
osu rotacije 𝑧−osu, a regularnu 1 krivu

𝛼(𝑢) = (𝑥(𝑢), 0, 𝑧(𝑢)) (2.1)

za koju su 𝑥(𝑢) i 𝑧(𝑢) diferencijabilne funkcije pri qemu je 𝑥(𝑢)
strogo pozitivna2, �emo uzeti za profilnu krivu.

1 (∀𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏) ) (𝑥′ (𝑢) )2 + (𝑧′ (𝑢) )2 ≠ 0
2Ovaj uslov je neophodan, jer bi u suprotnom profilna kriva sekla 𝑧− osu, te bi u tim taqkama bila

naruxena regularnost povrxi. Kod nekih crte�a �e regularnost u svakoj taqki biti �rtvovana iz estet-
skih razloga.
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Prime�uju�i matricu rotacije oko 𝑧− ose za ugao 𝑣 ∈ (0, 2𝜋)3
cos 𝑣 − sin 𝑣 0

sin 𝑣 cos 𝑣 0

0 0 1


na krivu (𝑥(𝑢), 0, 𝑧(𝑢)) dobijamo da je parametrizacija rotacione
povrxi4:

𝑅(𝑢, 𝑣) := (𝑥(𝑢) cos 𝑣, 𝑥(𝑢) sin 𝑣, 𝑧(𝑢)), (𝑢, 𝑣) ∈ (𝑎, 𝑏) × (0, 2𝜋). (2.2)

Xto se koordinatnih krivi rotacionih povrxi tiqe, one su:

• 𝑢−parametarske krive (𝑥(𝑢) cos 𝑣0, 𝑥(𝑢) sin 𝑣0, 𝑧(𝑢)), koje su za-
pravo kopije profilne krive. �ih nazivamo meridijanima
rotacione povrxi5 𝑀.

• 𝑣−parametarske krive (𝑥(𝑢0) cos 𝑣, 𝑥(𝑢0) sin 𝑣, 𝑧(𝑢0)), koje su kru-
govi polupreqnika 𝑥(𝑢0) na visini 𝑧(𝑢0). �ih nazivamo pa-
ralelama rotacione povrxi 𝑀.

Slika 2.1: Rotaciona povrx qija je profilna kriva (ln(1 + 𝑢2), 0, 𝑢), 𝑢 ∈ (−10, 10). Na slici
su naznaqeni paralela 𝑢 = 2 i meridijan 𝑣 = 3𝜋

2 .

3Otvoren skup je formalno neophodan zbog toga xto je skup parametara regularne elementarne povrxi
oblast, qime se �rtvuje ostvare�e potpune rotacije, i opet mnoge povrxi koje prirodno do�iv	avamo kao
rotacione to u smislu naxe definicije ne�e biti. I u ovom sluqaju naxa definicija rotacione povrxi
opet samo "krpi" delove rotacionih povrxi kako smo navikli da ih vizuelizujemo, mada ni to u radu ne�e
qiniti neku preveliku prepreku.

4Ovu parametrizaciju rotacione povrxi nazivamo standardnom.
5Oqito, naxom definicijom rotacione povrxi i parametrizacijom (2.2) �rtvovan je jedan meridijan iz

naxe klasiqne predstave o rotacionim povrxima.
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Slede�im tvr�e�em dobijamo sve bitne podatke o metriqkom i
tenzoru oblika rotacione povrxi.

Tvr�e�e 2.2. Neka je rotaciona povrx data svojom profilnom
krivom 𝛼(𝑢) = (𝑥(𝑢), 0, 𝑧(𝑢)), 𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏) i standardnom parametri-
zacijom (2.2). Tada su �eni koeficijenti prve i druge fundamen-
talne forme:

𝐸 = (𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2, 𝐹 = 0, 𝐺 = (𝑥(𝑢))2

𝑒 =
−𝑥′′ (𝑢)𝑧′ (𝑢)+𝑥′ (𝑢)𝑧′′ (𝑢)√

(𝑥′ (𝑢))2+(𝑧′ (𝑢))2
, 𝑓 = 0, 𝑔 =

𝑥(𝑢)𝑧′ (𝑢)√
(𝑥′ (𝑢))2+(𝑧′ (𝑢))2

,

dok je �eno Gausovo preslikava�e

𝑛 =
1√︁

(𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2
(−𝑧′(𝑢) cos 𝑣,−𝑧′(𝑢) sin 𝑣, 𝑥′(𝑢)).

Sred�a i Gausova krivina, kao i �ene glavne krivine su:

𝐾 =
𝑧′ (𝑢) (−𝑥′′ (𝑢)𝑧′ (𝑢)+𝑥′ (𝑢)𝑧′′ (𝑢))

𝑥(𝑢) (𝑥′ (𝑢)2+𝑧′ (𝑢)2)2

𝐻 =
𝑧′ (𝑢) (𝑥′ (𝑢)2+𝑧′ (𝑢)2)+𝑥(𝑢) (−𝑥′′ (𝑢)𝑧′ (𝑢)+𝑥′ (𝑢)𝑧′′ (𝑢))

2𝑥(𝑢) (𝑥′ (𝑢)2+𝑧′ (𝑢)2)3/2

𝜅1 =
−𝑥′′ (𝑢)𝑧′ (𝑢)+𝑥′ (𝑢)𝑧′′ (𝑢)

(𝑥′ (𝑢)2+𝑧′ (𝑢)2)3/2

𝜅2 =
𝑧′ (𝑢)

𝑥(𝑢)
√
𝑥′ (𝑢)2+𝑧′ (𝑢)2

.

Dokaz. Direktnim raqunom dobijamo da je

𝑅𝑢 = (𝑥′(𝑢) cos 𝑣, 𝑥′(𝑢) sin 𝑣, 𝑧′(𝑢))
𝑅𝑣 = (−𝑥(𝑢) sin 𝑣, 𝑥(𝑢) cos 𝑣, 0),

odakle su koeficijenti prve fundamentalne forme:

𝐸 = (𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2, 𝐹 = 0, 𝐺 = (𝑥(𝑢))2.

Kako je

𝑅𝑢 × 𝑅𝑣 = 𝑥(𝑢)

�������
®i ®j ®k

𝑥′(𝑢) cos 𝑣 𝑥′(𝑢) sin 𝑣 𝑧′(𝑢)
− sin 𝑣 cos 𝑣 0

�������
= 𝑥(𝑢) (−𝑧′(𝑢) cos 𝑣,−𝑧′(𝑢) sin 𝑣, 𝑥′(𝑢)),
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dobijamo da je ∥𝑅𝑢 × 𝑅𝑣∥ = 𝑥(𝑢)
√︁
(𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2, pa je Gausovo

preslikava�e rotacione povrxi jednako

𝑛 =
1√︁

(𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2
(−𝑧′(𝑢) cos 𝑣,−𝑧′(𝑢) sin 𝑣, 𝑥′(𝑢)).6

Dok na osnovu deformacionih vektora

𝑅𝑢𝑢 = (𝑥′′(𝑢) cos 𝑣, 𝑥′′(𝑢) sin 𝑣, 𝑧′′(𝑢))

𝑅𝑢𝑣 = (−𝑥′(𝑢) sin 𝑣, 𝑥′(𝑢) cos 𝑣, 0)
𝑅𝑣𝑣 = (−𝑥(𝑢) cos 𝑣,−𝑥(𝑢) sin 𝑣, 0)

dobijamo i koeficijente druge fundamentalne forme:

𝑒 =
−𝑥′′(𝑢)𝑧′(𝑢) + 𝑥′(𝑢)𝑧′′(𝑢)√︁

(𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2
, 𝑓 = 0, 𝑔 =

𝑥(𝑢)𝑧′(𝑢)√︁
(𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2

.

Poxto znamo koeficijente prve i druge fundamentalne forme,
po (1.17) mo�emo izraqunati Gausovu i sred�u krivinu:

𝐾 =
𝑧′(𝑢) (−𝑥′′(𝑢)𝑧′(𝑢) + 𝑥′(𝑢)𝑧′′(𝑢))

𝑥(𝑢) (𝑥′(𝑢)2 + 𝑧′(𝑢)2)2

𝐻 =
𝑧′(𝑢) (𝑥′(𝑢)2 + 𝑧′(𝑢)2) + 𝑥(𝑢) (−𝑥′′(𝑢)𝑧′(𝑢) + 𝑥′(𝑢)𝑧′′(𝑢))

2𝑥(𝑢) (𝑥′(𝑢)2 + 𝑧′(𝑢)2)3/2
.

Kako je 𝑓 = 𝐹 = 0, jednaqina (1.15) postaje znatno jednostavnija i
dobijamo da su glavne krivine

𝜅1 =
𝑒

𝐸
=
−𝑥′′(𝑢)𝑧′(𝑢) + 𝑥′(𝑢)𝑧′′(𝑢)

(𝑥′(𝑢)2 + 𝑧′(𝑢)2)3/2

𝜅2 =
𝑔

𝐺
=

𝑧′(𝑢)
𝑥(𝑢)

√︁
𝑥′(𝑢)2 + 𝑧′(𝑢)2

.

□

Na osnovu prethodnog tvr�e�a prime�ujemo da su Gausova i
sred�a krivina, glavne krivine, kao i koeficijenti prve i druge
fundamentalne forme konstantni du� paralela.

Napomena. Qitav raqun u 2.2 postaje neuporedivo lakxi ako
pretpostavimo da je profilna kriva prirodno parametrizovana,
tj. da je

(∀𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏)) (𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2 = 1. (2.3)
6Sada vidimo da je uslov regularnosti profilne krive zaista neophodan zbog egzistencije tangentne

ravni u svakoj taqki povrxi, tj. zbog �ene regularnosti.
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Tada su koeficijenti prve i druge fundamentalne forme:

𝐸 = 1 𝐹 = 0 𝐺 = (𝑥(𝑢))2 (2.4)

𝑒 = −𝑥′′(𝑢)𝑧′(𝑢) + 𝑥′(𝑢)𝑧′′(𝑢) 𝑓 = 0 𝑔 = 𝑥(𝑢)𝑧′(𝑢). (2.5)

Gausovo preslikava�e postaje

𝑛 = (−𝑧′(𝑢) cos 𝑣,−𝑧′(𝑢) sin 𝑣, 𝑥′(𝑢)),
dok su Gausova i sred�a krivina

𝐾 = −𝑥
′′(𝑢)
𝑥(𝑢) 𝐻 =

𝑧′(𝑢) − 𝑥(𝑢)𝑥′′(𝑢)𝑧′(𝑢) + 𝑥(𝑢)𝑥′(𝑢)𝑧′′(𝑢)
2𝑥(𝑢) . (2.6)

Glavne krivine su sada : 𝜅1 = −𝑥′′(𝑢)𝑧′(𝑢) + 𝑥′(𝑢)𝑧′′(𝑢) i 𝜅2 = 𝑧′ (𝑢)
𝑥(𝑢) .

Bitno svojstvo rotacionih povrxi dato je slede�im tvr�e�em:

Tvr�e�e 2.3. Meridijani i paralele rotacione povrxi 𝑀 su
linije krivine u taqkama koje nisu umbiliqke.

Dokaz. Za povrx 𝑀 jednaqina linija krivina po 1.20 postaje :������
−(𝑣′)2 𝑢′𝑣′ −(𝑢′)2

𝐸 0 𝐺

𝑒 0 𝑔

������ = 0,

odnosno
𝑢′𝑣′(𝐺𝑒 − 𝐸𝑔) = 0. (2.7)

Ali kako ne radimo u umbiliqkim taqkama, tj. taqkama za koje su
glavne krivine jednake, mora va�iti 𝑒𝐺 + 𝑔𝐸 − 2 𝑓 𝐺 ≠ 0, odnsno
𝑒𝐺 + 𝑔𝐸 ≠ 0. Sada vidimo da su jedina rexe�a jednaqine (2.7)
krive 𝑢′ = 0 i 𝑣′ = 0, tj. paralele i meridijani. □

Primer 2.4. Posmatrajmo za proizvo	no 𝑎 > 0 krivu 𝛼(𝑡) u 𝑂𝑥𝑧

ravni datu u parametarskom obliku(
𝑎 cosh

𝑡

𝑎
, 0, 𝑡

)
, 𝑡 ∈ (−𝑅, 𝑅).

Ta kriva se naziva lanqanica (ili katenara). Oqigledno da za
𝑎 = 1 �enom rotacijom oko 𝑧− ose nastaje katenoid iz primera 1.6.
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Slika 2.2: Lanqanica za 𝑎 = 2 i 𝑡 ∈ (−10, 10) gledano u 3 dimenzije.

Slika 2.3: Oblik lanqanice kao estetska inspiracija pri dekoraciji ulica. Izvor: internet.

2.2 Helikoidne povrxi

Helikoidne povrxi su familija povrxi koja predstav	a gene-
ralizaciju rotacionih povrxi. �ih je prvo prouqavao Minding7.
Poput rotacionih, i helikoidne povrxi inicijalno mo�emo uve-
sti �ihovom kinematiqkom reprezentacijom.

Neka su pojmovi ose rotacije i profilne krive povrxi defini-
sani kao u prethodnom ode	ku, sa razlikom da �e se sada profil-
na kriva istovremeno rotirati oko ose rotacije i translirati za
vektor paralelan osi8 tako da je brzina translacije proporcio-
nalna ugaonoj brzini rotacije. Skup taqaka koji profilna kriva
opixe pri ovom kreta�u �e predstav	ati helikoidnu povrx , a
odnos brzina translacije i ugaone brzine rotacije pri neprekid-
nom zavojnom kreta�u �emo zvati nagib9 helikoidne povrxi.
Oqito, kako pri kreira�u rotacionih povrxi nemamo komponen-
tu rotacije, rotacione povrxi mo�emo videti kao helikoidne po-
vrxi nagiba nula.

Sada mo�emo na�i i lokalnu parametrizaciju helikoidne po-
vrxi uz odre�ena pojednostav	e�a. Osa rotacije je opet 𝑧−osa a
profilna kriva regularnu kriva (𝑥(𝑢), 0, 𝑧(𝑢)), 𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏) gde je
𝑥(𝑢) pozitivna funkcija na intervalu (𝑎, 𝑏). Uvode�i normaliza-
ciju ugaone brzine, mo�emo uvesti konstantu ℎ koja �e predsta-
v	ati raspon helikoidne povrxi10, veliqinu koja predstav	a

7𝐸𝑟𝑛𝑠𝑡 𝐹𝑒𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑛𝑑 𝐴𝑑𝑜𝑙 𝑓 𝑀𝑖𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔 (1806-1885), nemaqko-ruski matematiqar. Jedan od prvih koji je poqeo
koristiti Gausov pristup teoriji povrxi.

8Ovo kreta�e je sliqno kreta�u zavrt�a pa se u literaturi naziva i neprekidno zavojno kreta�e

(eng. 𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤 𝑚𝑜𝑡𝑖𝑜𝑛).
9eng. 𝑠𝑙𝑎𝑛𝑡
10eng. 𝑝𝑖𝑡𝑐ℎ
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visinsku razliku u polo�aju jedne taqke nakon izvrxe�a nepre-
kidnog zavojnog kreta�a u fiksiranoj jedinici vremena11.
Zak	uqujemo da je helikoidna povrx raspona ℎ data parame-
trizacijom:

𝐻 (𝑢, 𝑣) := (𝑥(𝑢) cos 𝑣, 𝑥(𝑢) sin 𝑣, 𝑧(𝑢)+ℎ𝑣), (𝑢, 𝑣) ∈ (𝑎, 𝑏)×(0, 2𝜋). (2.8)

Oqito, rotacione povrxi smatramo helikoidnim povrxima ra-
spona 0, te se vidi da prebaciva�e terminologije sa nagiba na
raspon pri definisa�u helikoidnih povrxi suxtinski ne me�a
nixta u �ihovom geometrijskom znaqe�u.

Sada mo�emo i opisati koordinatne krive helikoidne povrxi
u sluqaju kada je ℎ > 0:

1. 𝑢−parametarske krive su (𝑥(𝑢) cos 𝑣0, 𝑥(𝑢) sin 𝑣0, 𝑧(𝑢)+ℎ𝑣0) i �ih
nazivamo meridijanima helikoidne povrxi. Meridijane
helikoidne povrxi mo�emo dobiti u presecima helikoidne
povrxi sa ravnima upravnim na osu rotacije.

2. 𝑣−parametarske krive su (𝑥(𝑢0) cos 𝑣, 𝑥(𝑢0) sin 𝑣, 𝑧(𝑢0) + ℎ𝑣) he-
liksi sa poqetkom u (𝑥(𝑢0), 0, 𝑧(𝑢0)), koje nazivamo paralelni
heliksi helikoidne povrxi.

Primer 2.5. Uzimaju�i za profilnu krivu kru�nicu sa centrom
u (0, 0) i polupreqika 𝑎12 i raspon ℎ > 0 dobijamo povrx po imenu
uvrnuta sfera. Ona zanim	iva povrx ima parametrizaciju:

(𝑎 cos 𝑢 cos 𝑣, 𝑎 cos 𝑢 sin 𝑣, 𝑎 sin 𝑢 + ℎ𝑣).

Slika 2.4: Uvrnuta sfera za 𝑎 = 2 raspona 1 i gde (𝑢, 𝑣) ∈ (0, 𝜋
2 ) × (0, 2𝜋).

11ili prosto 2𝜋 umno�ak nagiba
12odnosno �en deo da bi uslov regularnosti povrxi bio ispu�een
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Slika 2.5: Uvrnuta sfera za 𝑎 = 2 raspona 1 i gde (𝑢, 𝑣) ∈ (0, 2𝜋)× (0, 2𝜋). Regularnost povrxi
u svakoj taqki je �rtvovana iz estetskih razloga.

Napomena. Sada vidimo da je helikoid13 definisan u primeru
1.5 jedna helikoidna povrx jediniqnog raspona koja se kinema-
tiqki mo�e generisati tako xto jedan pozitivan deo 𝑥−ose vrxi
neprekidno zavojno kreta�e oko 𝑧−ose.

Formalniji pristup pojmu neprekidnog zavojnog kreta�a nam
daje mehanizam da spojimo kinematiqki aspekt helikoidnih po-
vrxi sa formalizmom diferencijalne geometrije, i xto je naj-
bitnije, snabde nas definicijom koja obuhvata i helikoidne po-
vrxi u smislu glatkih dvodimenzionih mnogostrukosti, a ne samo
�ihove delove preko zakrpa. Za tu definiciju nam je neophodno
uopxte�e pojma neprekidnog zavojnog kreta�a.
Neka je 𝑡 ∈ R proizvo	an, a ℎ ≥ 0 fiksiran realan broj. Posma-
trajmo preslikava�e 𝑔𝑡 : R3 → R3 definisano sa:(
∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3) 𝑔𝑡 (𝑥, 𝑦, 𝑧) := (𝑥 cos 𝑡−𝑦 sin 𝑡, 𝑥 sin 𝑡+𝑦 cos 𝑡, 𝑧+ℎ𝑡). (2.9)

To preslikava�e vidimo i kao
𝑥

𝑦

𝑧

 →

cos 𝑡 − sin 𝑡 0

sin 𝑡 cos 𝑡 0

0 0 1



𝑥

𝑦

𝑧

 +

0

0

ℎ𝑡

 ,
odakle je jasno da za svako 𝑡 ∈ R, 𝑔𝑡 predstav	a jednu izometri-
ju euklidskog prostora R3. Preslikava�e 𝑔𝑡 zovemo helikoidno

13Odnosno �egov deo definisan za vrednost parametra 𝑢 ∈ (0, 𝑅) da bi formalizam pozitivnosti
𝑥−koordinate profilne krive bio ispu�en.
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krea�e sa rasponom ℎ i osom 𝑂𝑧. Kako je 𝑔0 = idR3 i(
∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3) (∀𝑡1, 𝑡2 ∈ R) 𝑔𝑡1 ◦ 𝑔𝑡2 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(𝑥 cos(𝑡1 + 𝑡2) − 𝑦 sin(𝑡1 + 𝑡2), 𝑥 cos(𝑡1 + 𝑡2) + 𝑦 cos(𝑡1 + 𝑡2), 𝑧 + ℎ(𝑡1 + 𝑡2)),
vidimo da helikoidna kreta�a sa rasponom ℎ i osom 𝑂𝑧 qine jed-
noparametarsku podgrupu14 grupe izometrija euklidskog prostora
R3. Za ℎ = 0, 𝑔𝑡 postaje samo rotacija za ugao 𝑡 oko 𝑂𝑧 ose u po-
zitivnom smeru, dok se jednoparametarska podgrupa koju qine 𝑔𝑡
skup	a u grupu tih rotacija.

Definicija 2.6. Helikoidna povrx raspona ℎ ≥ 0 sa osom
𝑂𝑧 je svaka glatka dvodimenziona mnogostrukost15 fiksna 16 pri
𝑔𝑡 za svako 𝑡 ∈ R.

Napomena. Prethodna definicija nam iz algebarske taqke gle-
dixta govori da su sve helikoidne povrxi raspona ℎ ≥ 0 sa osom
𝑂𝑧 potpuno opisane orbitom nekog elementa pri dejstvu jednopa-
rametarske grupe helikoidnih kreta�a sa rasponom ℎ i osom 𝑂𝑧

na skup R3. Specijalno, orbitom dela helikoida za 𝑢 ∈ (0, 𝑅) iz
primera 1.5 potpuno su opisane helikoidne povrxi sa osom 𝑂𝑧

jediniqnog raspona.

Analogon tvr�e�a 2.2 za helikoidne povrxi predstav	a:

Tvr�e�e 2.7. Neka je helikoidna povrx raspona ℎ ≥ 0 data pro-
filnom krivom 𝛼(𝑢) = (𝑥(𝑢), 0, 𝑧(𝑢)), 𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏) i svojom parame-
trizacijom (2.8). Tada su �eni koeficijenti prve i druge funda-
mentalne forme:

𝐸 = (𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2 𝐹 = ℎ𝑧′(𝑢) 𝐺 = (𝑥(𝑢))2 + ℎ2

𝑒 =
𝑥(𝑥′𝑧′′−𝑥′′𝑧′)√

(𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2)
𝑓 = − ℎ(𝑥′)2√

(𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2)

𝑔 = 𝑥2𝑧′√
(𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2)

,

dok su �ena Gausova krivina i sre�a krivina
𝐾 =

𝑥3𝑧′ (𝑥′𝑧′′−𝑥′′𝑧′)−ℎ2(𝑥′)4
((𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2))2

𝐻 =
2ℎ2(𝑥′)2𝑧′+𝑥(𝑥2+ℎ2) (𝑥′𝑧′′−𝑥′′𝑧′)+((𝑥′)2+(𝑧′)2)𝑥2𝑧′

2((𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2))
3
2

.

Dokaz. Direktnim raqunom je

𝐻𝑢 = (𝑥′(𝑢) cos 𝑣, 𝑥′(𝑢) sin 𝑣, 𝑧′(𝑢))
𝐻𝑣 = (−𝑥(𝑢) sin 𝑣, 𝑥(𝑢) cos 𝑣, ℎ),

14homorfizam Lijevih grupa (R, +) i (𝐺, · )
15eventualno mnogostrukost u smislu definicije 1.2
16ali ne taqka po taqka
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odakle su koeficijenti prve fundamentalne forme

𝐸 = (𝑥′(𝑢))2 + (𝑧′(𝑢))2, 𝐹 = ℎ𝑧′(𝑢)17 i 𝐺 = (𝑥(𝑢))2 + ℎ2.
Lako se dobija i da je Gausovo preslikava�e helikoidne povrxi

𝑛(𝑢, 𝑣) = (𝑥′ℎ sin 𝑣 − 𝑥𝑧′ cos 𝑣,−𝑥𝑧′ sin 𝑣 − ℎ𝑥′ cos 𝑣, 𝑥𝑥′)√︁
(𝑥′)2ℎ2 + 𝑥2((𝑥′)2 + (𝑧′)2)

,

pa nalazimo da su koeficijenti druge fundamentalne forme

𝑒 =
𝑥(𝑥′𝑧′′−𝑥′′𝑧′)√

(𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2)
, 𝑓 = − ℎ(𝑥′)2√

(𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2)
i

𝑔 = 𝑥2𝑧′√
(𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2)

.

Kako imamo koeficijente prve i druge fundamentalne forme,
koriste�i (1.17), mo�emo na�i i Gausovu i sred�u krivinu heli-

koidne povrxi te dobijamo da je 𝐾 =
𝑥3𝑧′ (𝑥′𝑧′′−𝑥′′𝑧′)−ℎ2(𝑥′)4
((𝑥′)2ℎ2+𝑥2((𝑥′)2+(𝑧′)2))2 i

𝐻 =
2ℎ2(𝑥′)2𝑧′ + 𝑥(𝑥2 + ℎ2) (𝑥′𝑧′′ − 𝑥′′𝑧′) + ((𝑥′)2 + (𝑧′)2)𝑥2𝑧′

2((𝑥′)2ℎ2 + 𝑥2((𝑥′)2 + (𝑧′)2)) 32
.

□

2.3 Delonijeve povrxi

Da bi se moglo diskutovati o helikoidnim 𝐶𝑀𝐶 povrxima ne-
ophodno je potpuno razumeti rotacione povrxi konstantne sred�e
krivine. �ih 1841.godine prvi potpuno klasifikuje Deloni u [5]
koji zak	uquje da se �ihove profilne krive dobijaju kao ruleti
�i�a konika18. U ovom poglav	u �emo ukratko opisati jedan dru-
gaqiji naqin kako se mo�e do�i do Delonijevog rezultata sa jaqim
akcentom na diferencijalnim jednaqinama a malo ma�im na sa-
moj geometrijskoj vizuelizaciji poput one u Delonijevom radu. Za
vixe deta	a o postupcima ovog ode	ka pogledati [11] i [10].

Ali pre svega, mo�emo pokuxati na naivniji naqin da reximo
problem nala�e�a rotacionih povrxi konstantne sred�e krivi-
ne. O tome govori naredni primer.

Primer 2.8. Pretpostavimo da je profilna kriva rotacione po-
vrxi data u obliku

(𝑟 (𝑠), 0, 𝑠), 𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏).
�ena parametrizacija je tada

𝑅(𝑠, 𝜃) = (𝑟 (𝑠) cos 𝜃, 𝑟 (𝑠) sin 𝜃, 𝑠), (𝑠, 𝜃) ∈ (𝑎, 𝑏) × (0, 2𝜋),
17Ovde vidimo da koordinatne krive helikoidne povrxi u opxtem sluqaju nisu ortogonalne, sem ako su

raspona 0, tj. ako se radi o rotacionim povrxima.
18Puta�a koju opisuje �i�a konike prilikom �enog kotr	a�a po fiksnoj pravoj.
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pa je na osnovu 2.2 �ena sred�a krivina jednaka

𝐻 =
1 + (𝑟′)2 − 𝑟𝑟′′

2𝑟 (1 + (𝑟′)2) 32
(2.10)

Ukoliko je 𝑟′ = 0, onda je

(∀𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏)) 𝑟 (𝑠) = 𝑐 > 0.

U ovom sluqaju dobijamo da je 𝐻 = 1
2𝑐 > 0, te se zaista radi o nekoj

povrxi konstantne sred�e krivine. Budu�i da rotiramo pravu,
odnosno deo prave

(𝑐, 0, 𝑠) = (𝑐, 0, 0) + 𝑠(0, 0, 1),
koja je paralelna 𝑧− osi oko �e, dobijena povrx je cilindar.

Pretpostavimo li da je 𝐻 = 0 dobijamo diferencijalnu jednac-
hinu

1 + (𝑟′)2 − 𝑟𝑟′′ = 0.

Uvode�i smenu 𝑟′ := 𝑓 (𝑟) ta jednaqina se svodi na

1 + 𝑓 2 − 𝑓 𝑓 ′𝑟 = 0.

Kako je to obiqna diferencijalna jednaqina koja razdvaja pro-
men	ive, mo�emo je rexiti prostom integracijom:

𝑓 𝑑𝑓

1 + 𝑓 2
=
𝑑𝑟

𝑟
. (2.11)

Integrale�i (2.11) dobijamo da je

1 + 𝑓 2 = 𝐷𝑟2,

gde je 𝐷 pozitivna realna konstanta. Vra�a�em smene dolazimo
do diferencijalne jednaqine 𝑟′ =

√
𝐷𝑟2 − 1 odnosno

𝑑𝑟
√
𝐷𝑟2 − 1

= 𝑑𝑠.

�enom integracijom dobijamo da va�i arcosh(
√
𝐷𝑟) =

√
𝐷 (𝑠 + 𝐸),

xto nas dovodi do toga da je

𝑟 (𝑠) = 𝜆 cosh( 𝑠
𝜆
+ 𝐹),

pri qemu je uvedena pozitivna konstanta 𝜆 := 1√
𝐷
i realna kon-

stanta 𝐹 :=
√
𝐷𝐸 . Izborom konstante 𝐹 = 0, na osnovu primera

2.4, vidimo da se radi o lanqanici i dobijena povrx je katenoid.
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Neka je sada 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0. Nakon mno�e�a sa 𝑟′ jednaqina (2.10)
postaje:

2𝑟𝑟′𝐻 =
𝑟′√︁

1 + (𝑟′)2
− 𝑟𝑟′𝑟′′

(1 + (𝑟′)2) 32
,

xto se mo�e zapisati kao

𝑑

𝑑𝑠

(
𝐻𝑟2 − 𝑟

√
1 + 𝑟′2

)
= 0.

Sada smo stigli do diferencijalne jednaqine

𝐻𝑟2 − 𝑟
√
1 + 𝑟′2

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

koja se ne mo�e rexiti.

Na osnovu prethodnog primera vidimo da smo od rotacionih po-
vrxi konstantne sred�e krivine jednostavnim raqunom stigli
do cilindra i helikoida. Na putu do preostalih bi�e potrebno
upotrebiti slo�enija razmatra�a.

Neka je profilna kriva rotacione povrxi regularna prirodno
parametrizovana kriva (𝑥(𝑠), 0, 𝑧(𝑠)) klase bar 𝐶2 gde 𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏) ∋ 0
i neka je 𝑥(𝑠) pozitivna funkcija na intervalu (𝑎, 𝑏). Prvo �emo
sprovesti raqun za sred�u krivinu koja ne mora nu�no biti kon-
stantna a odatle izvesti zak	uqke za sluqaj kada jeste. Poxto je
profilna kriva prirodno parametrizovana, koriste�i (2.6) do-
bijamo da za sred�u krivinu rotacione povrxi 𝑀 va�i:

2𝑥(𝑠)𝐻 (𝑠) − 𝑧′(𝑠) + 𝑥(𝑠)𝑥′′(𝑠)𝑧′(𝑠) − 𝑥(𝑠)𝑥′(𝑠)𝑧′′(𝑠) = 0. (2.12)

Mno�e�i (2.12) sa 𝑥′ dobijamo:

0 = 2𝑥𝑥′𝐻 (𝑠) − 𝑧′𝑥′ + 𝑥𝑥′𝑥′′𝑧′ − 𝑥(𝑥′)2𝑧′′

= 2𝑥𝑥′𝐻 (𝑠) − 𝑥′𝑧′ − 𝑥(𝑧′)2𝑧′′ − 𝑥(𝑥′)2𝑧′′ = 2𝑥𝑥′𝐻 (𝑠) − 𝑥′𝑧′ − 𝑥𝑧′′︸     ︷︷     ︸
(𝑥𝑧′)′

.

Dok mno�e�em (2.12) sa 𝑧′ dobijamo:

0 = 2𝑥𝐻 (𝑠)𝑧′ − (𝑧′)2 + 𝑥𝑥′′(𝑧′)2 − 𝑥𝑥′𝑧′𝑧′′

= 2𝑥𝐻 (𝑠)𝑧′ − (𝑧′)2 + 𝑥𝑥′′(𝑧′)2 + 𝑥(𝑥′)2𝑥′′︸                   ︷︷                   ︸
𝑥𝑥′′

= 2𝑥𝐻 (𝑠)𝑧′ + 𝑥𝑥′′ + (𝑥′)2︸       ︷︷       ︸
(𝑥𝑥′)′

−1.
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Spaja�em prethodnih jednaqina u jednu zak	uqujemo da za pro-
filnu krivu i sred�u krivinu 𝐻 (𝑠) va�i relacija

2𝐻 (𝑠) (𝑥𝑧′ − 𝑥𝑥′) + (𝑥𝑥′ + 𝑥𝑧′)′ − 1 = 0. (2.13)

Definiximo pomo�nu kompleksnu funkciju

𝑓 (𝑠) := 𝑥𝑥′ + i𝑥𝑧′.

Direktnim raqunom dobijamo:

𝑓 ′(𝑠) − 2i𝐻 (𝑠) 𝑓 (𝑠) − 1 = (𝑥𝑥′)′ + i(𝑥𝑧′)′ − 2i𝐻 (𝑠)𝑥𝑥′ + 2𝐻 (𝑠)𝑥𝑧′ − 1

= (𝑥𝑥′)′ + 2𝐻 (𝑠)𝑥𝑧′ − 1︸                      ︷︷                      ︸
= 0

− i(2𝑥𝑥′𝐻 (𝑠) − (𝑥𝑧′)′)︸                    ︷︷                    ︸
= 0

.

Iz svega do sada zak	uqili smo da za profilnu krivu rotacione
povrxi, �enu sred�u krivinu 𝐻 (𝑠) i pomo�nu funkciju 𝑓 (𝑠) va�i
slede�a diferencijalna jednaqina:

𝑓 ′(𝑠) − 2i𝐻 (𝑠) 𝑓 (𝑠) − 1 = 0. (2.14)

Budu�i da je (2.14) linearna diferencijalna jednaqina 1.reda,
odmah znamo da je �eno rexe�e dato kao :

𝑓 (𝑠) = 𝑒2i
∫ 𝑠

0
𝐻 (𝑡)𝑑𝑡

(
𝐶 +

∫ 𝑠

0
𝑒−2i

∫ 𝑡

0
𝐻 (𝑢)𝑑𝑢𝑑𝑡

)
, 𝐶 = 𝑐1 + 𝑐2i 𝑐1, 𝑐2 ∈ R.

(2.15)
Uvo�e�em funkcija

𝐹 (𝑠) :=
∫ 𝑠

0
sin

(
2
∫ 𝑡

0
𝐻 (𝑢)𝑑𝑢

)
𝑑𝑡

𝐺 (𝑠) :=
∫ 𝑠

0
cos

(
2
∫ 𝑡

0
𝐻 (𝑢)𝑑𝑢

)
𝑑𝑡

(2.16)

(2.15) postaje znatno jednostavnija:

𝑓 (𝑠) = (𝐺′(𝑠) + i𝐹′(𝑠)) (𝑐1 + 𝑐2i + 𝐺 (𝑠) − i𝐹 (𝑠))

= 𝐹′(𝑠) (𝑐1i − 𝑐2 + i𝐺 (𝑠) + 𝐹 (𝑠)) − i𝐺′(𝑠) (𝑐1i − 𝑐2 + i𝐺 (𝑠) + 𝐹 (𝑠))

= (𝐹′(𝑠) − i𝐺′(𝑠)) (𝑐1i − 𝑐2 + i𝐺 (𝑠) + 𝐹 (𝑠)).
Sada vidimo da rexe�e jednaqine (2.14) mo�emo zapisati kao

𝑓 (𝑠) = (𝐹′(𝑠) − i𝐺′(𝑠)) ((𝐹 (𝑠) − 𝑐2) + i(𝐺 (𝑠) + 𝑐1)) . (2.17)

�elimo da na osnovu 𝑓 (𝑠) do�emo do koordinatnih funkcija pro-
filne krive. Zbog prirodne parametrizacije profilne krive je
| 𝑓 (𝑠) |2 = 𝑥(𝑠)2, a odatle dobijamo

𝑥(𝑠) =
√︁
| 𝑓 (𝑠) | =

√︁
| (𝐹 (𝑠) − 𝑐2) + i(𝐺 (𝑠) + 𝑐1) | |𝐹′(𝑠) − i𝐺′(𝑠) |

=
√︁
| (𝐹 (𝑠) − 𝑐2) + i(𝐺 (𝑠) + 𝑐1) | =

√︁
(𝐹 (𝑠) − 𝑐2)2 + (𝐺 (𝑠) + 𝑐1)2.
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Na osnovu jednakosti 𝑓 (𝑠) − 𝑓 (𝑠) = 2i𝑥(𝑠)𝑧′(𝑠) dobijamo i drugu
koordinatnu funkciju profilne krive:

𝑧(𝑠) =
∫ 𝑠

0

2i((𝐺 (𝑡) + 𝑐1)𝐹′(𝑡) − (𝐹 (𝑡) − 𝑐2)𝐺′(𝑡))
2i𝑥(𝑡) 𝑑𝑡

=

∫ 𝑠

0

(𝐺 (𝑡) + 𝑐1)𝐹′(𝑡) − (𝐹 (𝑡) − 𝑐2)𝐺′(𝑡)√︁
(𝐹 (𝑠) − 𝑐2)2 + (𝐺 (𝑠) + 𝑐1)2

𝑑𝑡 + 𝑐3, 𝑐3 ∈ R.

Sumiraju�i dosadax�e zak	uqke dolazimo do troparametarske19

familije profilnih krivih :
𝑋 (𝑠;𝐻 (𝑠), 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) := (

√︁
(𝐹 (𝑠) − 𝑐2)2 + (𝐺 (𝑠) + 𝑐1)2, 0,∫ 𝑠

0

(𝐺 (𝑡)+𝑐1)𝐹′ (𝑡)−(𝐹 (𝑡)−𝑐2)𝐺′ (𝑡)√
(𝐹 (𝑠)−𝑐2)2+(𝐺 (𝑠)+𝑐1)2

𝑑𝑡 + 𝑐3), 𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏)
(2.18)

Napomena. Vredi primetiti da je u taqkama 𝑠0 ∈ (𝑎, 𝑏) za koje
𝐹 (𝑠0) − 𝑐2 = 0 i 𝐺 (𝑠0) + 𝑐1 = 0, po Lopitalovom20 pravilu, podin-
tegralna funkcija na 𝑧 koordinati neprekidna, te je familija
profilnih krivih (2.18) zaista klase barem 𝐶2(𝑎, 𝑏).
Geometrijsko znaqe�e realnih konstanti 𝑐1, 𝑐2 i 𝑐3 dato je sa:

𝑋 (0;𝐻 (𝑠), 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) =
(√︃
𝑐21 + 𝑐21, 0, 𝑐3

)
𝑋′(0;𝐻 (𝑠), 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) =

(
𝑐1√
𝑐22+𝑐

2
1

, 0, 𝑐2√
𝑐22+𝑐

2
1

+ 𝑐3
)
.

(2.19)

U [10] je dokazano da va�i i obratno: da se za svaku neprekidnu
funkciju 𝐻 (𝑠) na (𝑎, 𝑏) ∋ 0 i proizvo	nu trojku realnih broje-
va (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) na osnovu Koxijevih uslova (2.19) i jednaqine (2.18)
mo�e konstruisati prirodno parametrizovana profilna kriva
rotacione povrxi sa sred�om krivinom 𝐻 (𝑠) koja �e zadovo	ava-
ti (2.12).

Sada mo�emo analizom (2.18) pokuxati da prona�emo preostale
rotacione 𝐶𝑀𝐶 povrxi. Prvo �elimo videti mo�e li se do�i
do jox neke minimalne rotacione povrxi, tj. xta se sve mo�e
dobiti ukoliko je 𝐻 (𝑠) ≡ 0. Na osnovu (2.16) vidimo da je 𝐹 (𝑠) = 0
i 𝐺 (𝑠) = 𝑠, te profilna kriva (2.18) postaje©«

√︃
𝑐22 + (𝑠 + 𝑐1)2, 0,

∫ 𝑠

0

𝑐2√︃
𝑐22 + (𝑡 + 𝑐1)2

𝑑𝑡 + 𝑐3
ª®®¬ . (2.20)

19Parametra 𝑐3 se mo�emo osloboditi ve� sada translacijom du� 𝑧−ose, no to jox ne�emo uraditi.
20𝐺𝑢𝑖𝑙𝑙𝑎𝑢𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑙′ 𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 (1661-1704), istaknuti francuski matematiqar 17.veka. Dao veliki doprinos

razvoju infinitezemalnog raquna.



Glava 2. Helikoidne i rotacione povrxi. Povrxi Delonija 41

Razlikujemo dva sluqaja:

1. 𝑐2 = 0: Dobijena profilna kriva je21

(𝑠 + 𝑐1, 0, 𝑐3) = 𝑠(1, 0, 0) + (𝑐1, 0, 𝑐3),
xto je prava paralelna 𝑥−osi. �enom rotacijom oko 𝑧−ose
dobijamo ravan, odnosno �en deo.

2. 𝑐2 ≠ 0: Uvode�i novi parametar profilne krive sa 𝑠 := 𝑠+ 𝑐1 i
smenom u integralu na 𝑧−koordinati, profilna kriva (2.20)

postaje

(√︃
𝑐22 + 𝑠

2, 0,
∫ 𝑠

𝑐1

𝑐2√
𝑐22+𝑝2

𝑑𝑝 + 𝑐3
)
, a te krive pogodnim na-

mexta�ima parametra 𝑐322 svodimo na oblik(√
𝑐2 + 𝑠2, 0,

∫ 𝑠

0

𝑐
√
𝑐2 + 𝑡2

𝑑𝑡

)
𝑐 > 0, 𝑠 ∈ R.

Kako jednostavnom integracijom vidimo da je 𝑧(𝑠) = 𝑐 arsinh( 𝑠
𝑐
),

dobijamo da za profilnu krivu u ovom sluqaju va�i relacija

𝑥 = 𝑐 sinh
( 𝑧
𝑐

)
,

te, po (1.7), vidimo da se za svako 𝑐2 ≠ 0 radi o katenoidu.

Prethodno razmatra�e nam je dalo da su rotacione minimalne
povrxi ravan i katenoid, dok sada treba proveriti sluqaj ne-
nula konstantne sred�e krivine (𝐻 (𝑠) = 𝐻 ≠ 0). Po (2.16) tada
su

𝐹 (𝑠) = 1 − cos(2𝐻𝑠)
2𝐻

𝐺 (𝑠) = sin(2𝐻𝑠)
2𝐻

i profilna kriva (2.18) nakon translacije du� 𝑧−ose (𝑐3 = 0)
postaje:(

1

2|𝐻 |
√︁
(1 − cos(2𝐻𝑠) − 2𝐻𝑐2)2 + (sin(2𝐻𝑠) + 2𝐻𝑐1)2, 0,

∫ 𝑠

0

(sin(2𝐻𝑡) + 2𝐻𝑐1) sin(2𝐻𝑡) − (1 − cos(2𝐻𝑡) − 2𝐻𝑐2) cos(2𝐻𝑡)√︁
(1 − cos(2𝐻𝑠) − 2𝐻𝑐2)2 + (sin(2𝐻𝑠) + 2𝐻𝑐1)2

𝑑𝑡

)
.

Uvo�e�em nove konstante 𝐵0 = 2𝐻𝑐1 i zadava�em 𝑐2 =
1
2𝐻 , profil-

na kriva dobija jednostavniji oblik:©«
1

2|𝐻 |

√︃
1 + 2𝐵0 sin(2𝐻𝑠) + 𝐵2

0, 0,

∫ 𝑠

0

1 + 𝐵0 sin(2𝐻𝑡)√︃
1 + 2𝐵0 sin(2𝐻𝑡) + 𝐵2

0

𝑑𝑡
ª®®¬ .
(2.21)

21biraju�i takvo 𝑐1 da je (∀𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏) ) 𝑠 + 𝑐1 > 0
22pogodnim translacijama profilne krive du� 𝑧−ose
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Tu krivu mo�emo obele�avati 𝑋 (𝑠;𝐻, 𝐵0) i poxto ona ispu�ava
slede�a svojstva:

• 𝑋 (𝑠;−𝐻, 𝐵0) = 𝑋 (𝑠;𝐻,−𝐵0)

• 𝑋 (𝑠;𝐻,−𝐵0) = 𝑋 (𝑠 − 𝜋
2𝐻 ;𝐻, 𝐵0) + (0, 0, 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)

• (∀𝜆 > 0) 𝑋 (𝑠;𝜆𝐻, 𝐵0) = 1
𝜆
𝑋 (𝜆𝑠;𝐻, 𝐵0)

u da	oj diskusiji �emo smatrati da je 𝐵0 ≥ 0 i 𝐻 > 0.

�elimo da vidimo koje sve rotacione 𝐶𝑀𝐶 povrxi mo�e izge-
nerisati profilna kriva (2.21). Suxtinski, ovde imamo qetiri
razliqita sluqaja :

1. 𝐵0 = 0: U ovom sluqaju profilna kriva postaje(
1

2𝐻
, 0, 𝑠

)
=

(
1

2𝐻
, 0, 0

)
+ 𝑠(0, 0, 1),

tj.prava paralelna 𝑧−osi pa je dobijena povrx cilindar.

2. 𝐵0 = 1: Sada profilna kriva postaje

©«
1

√
2𝐻

√︁
1 + 2 sin(2𝐻𝑠)︸               ︷︷               ︸

=
√︁
(cos(𝐻𝑠) + sin(𝐻𝑠))2

, 0,
1
√
2

∫ 𝑠

0

√︁
1 + 2 sin(2𝐻𝑠)𝑑𝑡

ª®®®®¬
.

Restrikuju�i se na interval 𝑠 ∈ (− 𝜋
4𝐻 ,

3𝜋
4𝐻 ) profilna kriva sesvodi na(

1
√
2𝐻

(cos(𝐻𝑠) + sin(𝐻𝑠)), 0, 1
√
2𝐻

(1 − cos(𝐻𝑠) + sin(𝐻𝑠))
)
,

odakle vidimo da ona zadovo	ava jednaqinu

(𝑥(𝑠))2 + (𝑧(𝑠))2 = 1

2𝐻2
.

Kako postoje i konaqni su odgovaraju�i levi i desni lime-
si funkcija 𝑥(𝑠) i 𝑧(𝑠) u boqnim taqkama intervala (− 𝜋

4𝐻 ,
3𝜋
4𝐻 )

zak	uqujemo da se radi o polukrugu, te je u ovom sluqaju do-
bijena rotaciona 𝐶𝑀𝐶 povrx sfera.
Mo�e se tako�e pokazati (pogledati[11]) da se za 𝑠 ∈ R pro-
filna kriva neprekidno produ�ava u neprekidan niz sused-
nih polukrugova istog polupreqnika 1√

2𝐻
.
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3. Za 𝐵0 ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), mo�emo prvo posmatrati ponaxa�e
koordinatne funkcije 𝑧(𝑠). Poxto je

𝑧′(𝑠) = 1 + 𝐵0 sin(2𝐻𝑠)√︃
1 + 2𝐵0 sin(2𝐻𝑠) + 𝐵2

0

,

prime�ujemo da je 𝑧(𝑠) rastu�a funkcija na (0, +∞) u sluqaju
kada je 𝐵0 ∈ (0, 1), dok kada je 𝐵0 ∈ (1, +∞) to ne�e biti sluqaj.
Ali se u oba sluqaja mo�e dokazati da je

lim
𝑠→+∞

𝑧(𝑠) = +∞

na osnovu qi�enice da je profilna kriva 𝑋 (𝑠;𝐻, 𝐵0) perio-
diqna sa periodom 𝜋

2𝐻 (videti[10]). Posmatrano na zasebnim
podintervalima, parametar 𝐵0, sem u smislu smexta�a pro-
filne krive u ravni, ne�e imati da	i geometrijski uticaj te
suxtinski dobijamo jox samo dve razliqite profilne krive:

• 𝐵0 ∈ (0, 1) Dobijena kriva u ovom sluqaju se naziva undu-

lara23, a rotaciona 𝐶𝑀𝐶 povrx koju ova kriva generixe
nazivamo unduloid.

Slika 2.6: Dinamiqko generisa�e undulare. Izvor: www.discretization.de/gallery.

• 𝐵0 ∈ (0, 1) Dobijena kriva se naziva nodara24, a rotaciona
𝐶𝑀𝐶 povrx koju ona generixe nazivamo nodoid.

Slika 2.7: Nodara. Izvor:internet.

Rekapitulacija dosadax�ih zak	uqaka ovog ode	ka nam daje
potpun spisak rotacionih 𝐶𝑀𝐶 povrxi, koje �emo nazivati iDe-
lonijevim povrxima. Time smo i dokazali slede�e tvr�e�e:

Teorema 2.9. (Delonijeva teorema) Ravan, katenoid, cilin-
dar, sfera, nodid i unduloid su jedine rotacione povrxi kon-
stantne sred�e krivine. Specijalno, ravan i katenoid su jedine
minimalne rotacione povrxi.

23Dinamiqki gledano, kriva nastaje kao puta�a koju jedna �i�a elipse opixe pri kotr	a�u po pravoj.
24Dinamiqki gledano, kriva nastaje kao puta�a koju jedna �i�a hiperbole opixe pri kotr	a�u po pravoj.

www.discretization.de/gallery
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Napomena. Zanim	iva posledica prethodnih razmatra�a je ta
da za fiksirano 𝐻 > 0, varira�em parametra 𝐵0 ∈ [0, +∞)25 dobi-
jamo neprekidnu deformaciju cilindra preko familije undulo-
ida, sfere u trenutku 𝐵0 = 1, pa sve u familiju nodoida.26

Slika 2.8: Unduloid

Slika 2.9: Nodoid

25tj. �egovim do�iv	a�em kao protoka vremena
26Qlanovi spomenutih familija su, poput polaznog cilindra i sfere, iste sred�e krivine 𝐻, ali za

razliku od primera 1.25, ovde nema ni govora o tome da je deformacija izometriqka.



GLAVA 3

Burova teorema

Tvr�e�e opisano u ovoj glavi je prvi dokazao Bur u [3]. Ono
govori o vezi unutrax�e geometrije helikoidnih i rotacionih
povrxi i interesantno je s istorijskog aspekta kao jedan od prvih
rezultata iz ove tematike, a i dokaz je konstruktivan sam po sebi.

Teorema 3.1. (Burova teorema) Svaka helikoidna povrx je izo-
metriqna nekoj rotacionoj povrxi i to tako da heliksima heli-
koidne povrxi odgovaraju paralele rotacione povrxi.

Dokaz. Posmatrajmo helikoidnu povrx datu parametrizacijom

𝐻 (𝑢, 𝑣) = (𝑢 cos 𝑣, 𝑢 sin 𝑣, 𝜙(𝑢) + 𝑎𝑣) (3.1)

i na�imo �enu prvu fundamentalnu formu:

𝐻𝑢 (𝑢, 𝑣) = (cos 𝑣, sin 𝑣, 𝜙′(𝑢))
𝐻𝑣 (𝑢, 𝑣) = (−𝑢 sin 𝑣, 𝑢 cos 𝑣, 𝑎).

Odavde vidimo da su koeficijenti 𝐼 fundamentalne forme za
𝐻 (𝑢, 𝑣) jednaki 𝐸 = 1 + (𝜙′(𝑢))2, 𝐹 = 𝑎𝜙′(𝑢) i 𝐺 = 𝑢2 + 𝑎2, te je prva
fundamentalna forma povrxi 𝐻 (𝑢, 𝑣):

𝑑𝑠2 = (1 + (𝜙′(𝑢))2)𝑑𝑢2 + 2𝑎𝜙′(𝑢)𝑑𝑢𝑑𝑣 + (𝑢2 + 𝑎2)𝑑𝑣2. (3.2)

�elimo reparametrizovati povrx 𝐻 (𝑢, 𝑣) tako da joj prva fun-
damentalna forma bude dijagonalna, i to tako da 𝑢−parametarske
krive i da	e budu heliksi, a da 𝑣−parametarske budu ortogonalne
na �ih.
Za poqetak, na�imo na 𝐻 (𝑢, 𝑣) krive ortogonalne na helikse (tj.na
krive 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). Neka su koordinate vektora poqetne brzine te
krive u standardnoj bazi tangentnog prostora (𝑢′, 𝑣′). Tada je :

[𝑢′𝑣′]
[
1 + (𝜙′(𝑢))2 𝑎𝜙′(𝑢)
𝑎𝜙′(𝑢) 𝑢2 + 𝑎2

] [
0

1

]
,
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odakle dobijamo jednaqinu

𝑢′𝑎𝜙′(𝑢) + 𝑣′(𝑢2 + 𝑎2) = 0,

qijim mno�e�em sa 𝑑𝑡 dolazimo do diferencijalne jednaqine

𝑎𝜙′(𝑢)𝑑𝑢 + (𝑢2 + 𝑎2)𝑑𝑣 = 0,

odnosno diferencijalne jednaqine koja razdvaja promen	ive

𝑑𝑣 = − 𝑎𝜙
′(𝑢)

𝑢2 + 𝑎2𝑑𝑢,

za qije se rexe�e lako dobija da je

𝑣 +
∫

𝑎𝜙′(𝑢)
𝑢2 + 𝑎2𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Sada reparametrizujemo povrx 𝐻 (𝑢, 𝑣):{
𝑢 = 𝑢

𝑣 = 𝑣 +
∫

𝑎𝜙′ (𝑢)
𝑢2+𝑎2 𝑑𝑢.

(3.3)

Preciznije uveli smo transformaciju

(𝑢, 𝑣) = Ψ(𝑢, 𝑣) = (Ψ1(𝑢, 𝑣),Ψ2(𝑢, 𝑣)) :=
(
𝑢, 𝑣 +

∫
𝑎𝜙′(𝑢)
𝑢2 + 𝑎2𝑑𝑢

)
.

Kako je

𝑑𝑒𝑡𝐽 (Ψ) =
�����𝜕Ψ1
𝜕𝑢

𝜕Ψ1
𝜕𝑣

𝜕Ψ2
𝜕𝑢

𝜕Ψ2
𝜕𝑣

����� =
����� 1 0
𝑎𝜙′ (𝑢)
𝑢2+𝑎2 1

����� = 1 ≠ 0,

zaista je sa (3.3) data jedna reparametrizacija povrxi 𝐻 (𝑢, 𝑣).
Nakon te reparametrizacije, �ena prva fundamentalna forma
postaje:

𝑑𝑠2 = (1 + (𝜙′(𝑢))2)𝑑𝑢2+

2𝑎𝜙′(𝑢)𝑑𝑢
(
𝑑𝑣 − 𝑎𝜙′(𝑢)

𝑢2 + 𝑎2
𝑑𝑢

)
+ (𝑢2 + 𝑎2)

(
𝑑𝑣 − 𝑎𝜙′(𝑢)

𝑢2 + 𝑎2
𝑑𝑢

)2
=

(
1 + (𝜙′(𝑢))2 − 2𝑎2𝜙′(𝑢)2

𝑢2 + 𝑎2
+ 𝑎

2𝜙′(𝑢)2

𝑢2 + 𝑎2

)
𝑑𝑢2 + (𝑢2 + 𝑎2)𝑑𝑣2

=

(
1 + 𝑢

2(𝜙′(𝑢))2

𝑢2 + 𝑎2

)
𝑑𝑢2 + (𝑢2 + 𝑎2)𝑑𝑣2.

Ovde mo�emo uvesti jox jednu koordinatnu transformaciju:
𝑢1 =

∫ √︃
1 + 𝑢2(𝜙′ (𝑢))2

𝑢2+𝑎2 𝑑𝑢

𝑣1 = 𝑣.

(3.4)
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Poxto je�����𝜕𝑢1𝜕𝑢 𝜕𝑢1
𝜕𝑣

𝜕𝑣1
𝜕𝑢

𝜕𝑣1
𝜕𝑢

����� =
�����
√︃
1 + 𝑢2(𝜙′ (𝑢))2

𝑢2+𝑎2 0

0 1

����� =
√︄
1 + 𝑢

2(𝜙′(𝑢))2

𝑢2 + 𝑎2
≠ 0,

to je sa (3.4) zaista definisana jox jedna reparametrizacija he-
likoidne povrxi nakon koje je �ena 𝐼 fundamentalna forma:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑢21 + ( 𝑓 (𝑢1))2𝑑𝑣21, (3.5)

gde je uvedena pomo�na funkcija 𝑓 (𝑢1) :=
√︁
𝑢2 + 𝑎2.

Ako sada posmatramo rotacionu povrx datu parametrizacijom

𝑅(𝑢, 𝑣) := (𝑢 cos 𝑣, 𝑢 sin 𝑣, 𝜆(𝑢)),
za �u va�i:

𝑅𝑢 = (cos 𝑣, sin 𝑣, 𝜆′(𝑢))
𝑅𝑣 = (−𝑢 sin 𝑣, 𝑢 cos 𝑣, 0)

𝐸 = 1 + (𝜆′(𝑢))2, 𝐹 = 0, 𝐺 = 𝑢2.

Vidimo da je 𝐼 fundamentalna forma rotacione povrxi 𝑅(𝑢, 𝑣)
𝑑𝑠2 = (1 + (𝜆′(𝑢))2)𝑑𝑢2 + 𝑢2𝑑𝑣2. (3.6)

Pore�e�em (3.5) i (3.6) zak	uqujemo da �emo slede�om reparame-
trizacijom rotacione povrxi:{

𝑢1 =
∫ √︁

1 + (𝜆′(𝑢))2𝑑𝑢
𝑣1 = 𝑣

(3.7)

uz dodatni uslov da je
𝑓 (𝑢1) = 𝑢 (3.8)

na osnovu 1.10 do�i do izometrije helikoidne i rotacione povrxi.
Poxto je �����𝜕𝑢1𝜕𝑢 𝜕𝑢1

𝜕𝑣

𝜕𝑣1
𝜕𝑢

𝜕𝑣1
𝜕𝑣

����� =
�����√︁1 + (𝜆′(𝑢))2 0

0 1

����� = √︁
1 + (𝜆′(𝑢))2 ≠ 0,

(3.7) jeste jedna reparametrizacija rotacione povrxi.
Preduslov tvr�e�a 1.10 je da povrxi budu parametrizovane is-
tim parametrima, pa sada �elimo videti kako rotaciona povrx
izgleda u lokalnoj parametrizaciji sa parametrima 𝑢 i 𝑣:

𝑢 = 𝑓 (𝑢1) =
√︁
𝑢2 + 𝑎2 =

√
𝑢2 + 𝑎2

𝑣 = 𝑣1 = 𝑣 = 𝑣 +
∫

𝑎𝜙′(𝑢)
𝑢2 + 𝑎2𝑑𝑢.
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Ostaje jox pita�e koliko je funkcija 𝜆(𝑢) izra�ena u parame-
trima 𝑢 i 𝑣. Iz (3.7) je 𝑑𝑢21 = (1 + 𝜆′(𝑢)2)𝑑𝑢2, a odatle je

𝜆(𝑢) =
∫
𝜆′(𝑢)𝑑𝑢 =

∫ √︄
𝑑𝑢21

𝑑𝑢2
− 1𝑑𝑢 =

∫ √︃
𝑑𝑢21 − 𝑑𝑢2

=

∫ √︂
1 + 𝑢

2(𝜙′(𝑢))2
𝑢2 + 𝑎2 − 𝑢2

𝑢2 + 𝑎2𝑑𝑢 =

∫ √︂
𝑎2 + 𝑢2(𝜙′(𝑢))2

𝑢2 + 𝑎2 𝑑𝑢.

Rezimira�em dosadax�ih opa�a�a dobijamo da je helikoidna po-
vrx (3.1) izometriqna rotacionoj povrxi 𝑅(𝑢, 𝑣) datoj sa:

𝑥 =
√
𝑢2 + 𝑎2 cos

(
𝑣 +

∫
𝑎𝜙′ (𝑢)
𝑢2+𝑎2 𝑑𝑢

)
𝑦 =

√
𝑢2 + 𝑎2 sin

(
𝑣 +

∫
𝑎𝜙′ (𝑢)
𝑢2+𝑎2 𝑑𝑢

)
𝑧 =

∫ √︃
𝑎2+𝑢2(𝜙′ (𝑢))2

𝑢2+𝑎2 𝑑𝑢.

(3.9)

A kako su heliksi na helikoidnoj krive oblika 𝑢 = 𝑢0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
to je 𝜙′(𝑢) = 0 i pri Burovoj izometriji heliks �e se slikati u

krug polupreqnika
√︃
𝑢20 + 𝑎2 na visini 𝑎 arsinh(

𝑢0
𝑎
), xto je upravo

paralela na rotacionoj povrxi. □

Napomena. Sada mo�emo videti koja rotaciona povrx je izome-
triqna helikoidu preko Burove izometrije. Poxto u kontekstu
(3.1) za helikoid va�i da je 𝜙(𝑢) = 0 i 𝑎 = 1, na osnovu (3.9)
vidimo da je �oj izometriqna rotaciona povrx

𝑅(𝑢, 𝑣) = (
√
𝑢2 + 1 cos 𝑣,

√
𝑢2 + 1 sin 𝑣, arsinh 𝑢), (3.10)

za xta znamo po (1.7) da je zapravo reparametrizacija katenoida.

Napomena. Veoma je bitno primetiti slede�u stvar koju smo im-
plicitno1 provukli u dokazu prethodne teoreme: parametrizaci-
jom (3.1) je podrazumevano da se profilna kriva helikoidne po-
vrxi mo�e zadati kao grafik funkcije promen	ive 𝑥. I ovo je,
po teoremi o implicitnoj funkciji, mogu�e u taqkama krive kod
kojih je 𝑑𝑥

𝑑𝑡
≠ 0. Me�utim, sasvim je mogu�e da postoji taqka u ko-

joj je 𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 0. Ali tada zbog regularnosti krive mora biti 𝑑𝑦

𝑑𝑡
≠ 0

te bismo u okolini te taqke krivu mogli predstaviti grafikom
funkcije promen	ive 𝑦 i tvr�e�e bi opet uz neznatne modifika-
cije va�ilo.

1nenamerna igra reqi
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Slika 3.1: Helikoid za 𝑢 ∈ (−2, 2) i katenoid (3.10) kao �egova slika Burovom izometrijom.

Slika 3.2: 𝐻 (𝑢, 𝑣) za 𝜙(𝑢) = 𝑢, 𝑢 ∈ (−2, 2) i �oj izometriqa rotaciona povrx Burovom izome-
trijom. Na slici su oznaqeni heliks 𝑢 = 1 na 𝐻 (𝑢, 𝑣) i �egova slika pri Burovoj izometriji.
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GLAVA 4

Helikoidne povrxi konstantne sred�e krivine

Za razliku od Delonijevih povrxi, rexe�e problema klasifi-
kacije helikoidnih 𝐶𝑀𝐶 povrxi moralo je qekati 80−e godine
proxlog veka i rad [7] brazilskih matematiqara Do Karmoa i
Daj�era. Ovo poglav	e uglavnom dr�i liniju tog rada, uz nijan-
sirano mimoila�e�e po pita�u raquna, zak	uqaka, kao i formu-
lacije na nekim mestima.

Prva dva ode	ka ove glave su k	uqna; u prvom od �ih se famili-
ja helikoidnih 𝐶𝑀𝐶 posmatra u okviru xire, Burove familiju,
poznate jox iz rada [3]. To pove�a�e opxtosti dolazi na naplatu
u drugom ode	ku gde se na osnovu Burove familije dobija efek-
tivan naqin provere da li je helikoidna povrx Burove familije
konstantne sred�e krivine ili nije- karakterizaciona jednaqi-
na. Tre�i ode	ak, uz dodatak naprednije matematiqke maxine-
rije, daje potpun odgovor na pita�e klasifikacije helikoidnih
povrxi konstantne sred�e krivine i qini glavni deo ovog rada.

4.1 Burova familija

Posmatrajmo helikoidnu povrx raspona ℎ0 ≥ 0 datu imerzijom:

𝐻 (𝑟, 𝜃) := (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃, 𝜆(𝑟) + ℎ0𝜃), (𝑟, 𝜃) ∈ (𝑎, 𝑏) × (0, 2𝜋). (4.1)

Za poqetak �emo ovu povrx smestiti u familiju �oj izometriq-
nih helikoidnih povrxi, ali koje ne�e nu�no imati istu sred�u
krivinu; ve�i deo �ih ne�e ni imati konstantnu sred�u krivinu.

Slede�e tvr�e�e je prvi dokazao Bur u [3], dok �e izlo�eni dokaz
umnogome pratiti Darbuov1 iz [4].

1𝐽𝑒𝑎𝑛 − 𝐺𝑎𝑠𝑡𝑜𝑛 𝐷𝑎𝑟𝑏𝑜𝑢𝑥 (1842-1917), francuski matematiqar. Ostavio dubok trak na po	ima diferen-
cijalne geometrije i matematiqke analize. �egov rad [4] predstav	a, u pravom smislu, jednu malu enciklo-
pediju teorije povrxi.
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Lema 4.1. (Burova lema) Za svaku helikoidnu povrx (4.1) po-
stoji dvoparametarska familija helikoidnih povrxi �oj izome-
triqna2.

Dokaz. Na osnovu 2.7 vidimo da je prva fundamentalna forma

povrxi (4.1) oblika

(1 + (𝜆′(𝑟))2)𝑑𝑟2 + 2ℎ0𝜆
′(𝑟)𝑑𝑟𝑑𝜃 + (𝑟2 + ℎ20)𝑑𝜃2. (4.2)

Ve� smo primetili da helikoidne povrxi ne-nula raspona nema-
ju ortogonalne koordinatne krive. �elimo reparametrizovati
povrx (4.1) tako da �ena prva fundamentalna forma bude dija-
gonalna. Kako (4.2) mo�emo zapisati i na slede�i naqin:(

1 +
(𝜆′(𝑟))2) (𝑟2 + ℎ20)

(𝑟2 + ℎ20)

)
𝑑𝑟2 + 2ℎ0𝜆

′(𝑟)𝑑𝑟𝑑𝜃 + (𝑟2 + ℎ20)𝑑𝜃2

=

(
1 + 𝑟

2(𝜆′(𝑟)2)
(𝑟2 + ℎ20)

)
𝑑𝑟2 +

ℎ20(𝜆′(𝑟))2𝑑𝑟2

𝑟2 + ℎ20
+ 2ℎ0𝜆

′(𝑟)𝑑𝑟𝑑𝜃 + (𝑟2 + ℎ20)𝑑𝜃2︸                                                       ︷︷                                                       ︸
(𝑟2 + ℎ20)

(
𝑑𝜃2 + 2ℎ0𝜆

′ (𝑟 )𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑟2+ℎ20

+ ℎ20 (𝜆
′ (𝑟 ) )2

(𝑟2+ℎ20 )2
𝑑𝑟2

)

=

(
1 + 𝑟

2(𝜆′(𝑟)2)
(𝑟2 + ℎ20)

)
𝑑𝑟2 + (𝑟2 + ℎ20)

(
𝑑𝜃 + 𝜆

′(𝑟)ℎ0
𝑟2 + ℎ20

𝑑𝑟

)2
,

prime�ujemo da koordinatnom transformacijom
𝑠 = 𝑠(𝑟, 𝜃) :=

∫ √︂
1 + (𝜆′ (𝑟))2(𝑟2+ℎ20)

(𝑟2+ℎ20)
𝑑𝑟

𝑡 = 𝑡 (𝑟, 𝜃) := 𝜃 + ℎ0
∫

𝜆′ (𝑟)
𝑟2+ℎ20

𝑑𝑟

(4.3)

prva fundamentalna forma povrxi(4.1) postaje dijagonalna:

𝑑𝑠2 +𝑈 (𝑠)2𝑑𝑡2, (4.4)

gde je uvedena pozitivna funkcija 𝑈 (𝑠) :=
√︃
(𝑟 (𝑠))2 + ℎ20.

Bitno je primetiti dve stvari:

• Jakobijan preslikava�a (𝑟, 𝜃) → (𝑠(𝑟, 𝜃), 𝑡 (𝑟, 𝜃)) je������
𝜕𝑠
𝜕𝑟

𝜕𝑠
𝜕𝜃

𝜕𝑡
𝜕𝑟

𝜕𝑡
𝜕𝜃

������ =
��������
√︂
1 + (𝜆′ (𝑟))2(𝑟2+ℎ20)

(𝑟2+ℎ20)
0

ℎ0
𝜆′ (𝑟)
𝑟2+ℎ20

1

�������� =
√︄
1 +

(𝜆′(𝑟))2(𝑟2 + ℎ20)
(𝑟2 + ℎ20)

≠ 0,

2koju �emo zvati Burova familija
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pa je (4.3) uistinu jedna koordinatna transformacija, odno-
sno �ome smo korektno reparametrizovali 𝐻 (𝑟, 𝜃)3.

• 𝑠 ne zavisi od 𝜃

Neka je ℎ ≥ 0 proizvo	an broj4 i 𝑈 (𝑠) pozitivna funkcija. Sada
�elimo obrnuti postupak i na osnovu �ih do�i do funkcija 𝑟, 𝜆
i 𝜃 koje zavise od 𝑠 i 𝑡 i za koje �e va�iti:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑟2

𝑟2+ℎ2𝑑𝜆
2

𝑈 (𝑠)𝑑𝑡 = ±
√
𝑟2 + ℎ2(𝑑𝜃 + ℎ

𝑟2+ℎ2𝑑𝜆)
(4.5)

Oqito ovako dobijene funkcije 𝑟 i 𝜆 ne�e zavisiti od 𝑡.
Dele�i drugu jednakost u (4.5) sa ±

√
𝑟2 + ℎ2 dolazimo do jednaqine

𝑑𝜃 = ± 𝑈 (𝑠)
√
𝑟2 + ℎ2

𝑑𝑡 − ℎ

𝑟2 + ℎ2𝑑𝜆 = ± 𝑈 (𝑠)
√
𝑟2 + ℎ2

𝑑𝑡 − ℎ

𝑟2 + ℎ2
𝑑𝜆

𝑑𝑠
𝑑𝑠,

pa kako je 𝑑𝜃 = 𝜃′𝑠𝑑𝑠 + 𝜃′𝑡𝑑𝑡 dobijamo slede�e jednaqine:

𝜃′𝑠 = − ℎ

𝑟2 + ℎ2
𝑑𝜆

𝑑𝑠
𝜃′𝑡 = ± 𝑈 (𝑠)

√
𝑟2 + ℎ2

(4.6)

Kako desna strana prve od tih jednaqina ne zavisi od 𝑡 dolazimo
do zak	uqka da je 0 = 𝜕2𝜃

𝜕𝑠𝜕𝑡
= 𝜕2𝜃
𝜕𝑡𝜕𝑠

, te dobijamo da je

𝜕

𝜕𝑠

(
± 𝑈 (𝑠)
√
𝑟2 + ℎ2

)
= 0, (4.7)

xto nam daje i drugi od dva parametra iz iskaza leme:

± 𝑈 (𝑠)
√
𝑟2 + ℎ2

=
1

𝑚
≠ 0. (4.8)

Prime�ujemo da je parametar 𝑚 ne-nula, kao i da se sada druga
jednaqina u (4.5) transformixe u:

1

𝑚
𝑑𝑡 = 𝑑𝜃 + ℎ

𝑟2 + ℎ2𝑑𝜆

odakle dobijamo jednaqinu preko koje mo�emo na�i 𝜃 kada na�emo
funkciju 𝜆:

𝑑𝜃 =
1

𝑚
𝑑𝑡 − ℎ

𝑟2 + ℎ2𝑑𝜆. (4.9)

Iz (4.8) vidimo da je

𝑚2(𝑈 (𝑠))2 = 𝑟2 + ℎ2 (4.10)
3parametre 𝑠 i 𝑡 nazivamo prirodnim parametrima helikoidne povrxi
4za koji �e se na kraju ispostaviti da je jedan od dva �e	ena parametra iz iskaza tvr�e�a
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qijim diferencira�em dolazimo do

2𝑚2𝑈 (𝑠) 𝑑𝑈
𝑑𝑠

= 2𝑟
𝑑𝑟

𝑑𝑠
, (4.11)

a kvadrira�em te jednakosti i zamenom 𝑟2 sa 𝑚2(𝑈 (𝑠))2 − ℎ2 dobi-
jamo diferencijalnu jednaqinu(

𝑑𝑟

𝑑𝑠

)2
=

𝑚4(𝑈 (𝑠))2
𝑚2(𝑈 (𝑠))2 − ℎ2

(
𝑑𝑈

𝑑𝑠

)2
. (4.12)

Na osnovu (4.12) mo�emo dobiti diferencijalnu jednaqinu koja
�e nam dati funkciju 𝜆(𝑠):

𝑑𝜆2 =
𝑟2 + ℎ2
𝑟2

(𝑑𝑠2 − 𝑑𝑟2) = 𝑚2(𝑈 (𝑠))2
𝑚2(𝑈 (𝑠))2 − ℎ2

(
1 −

(
𝑑𝑟

𝑑𝑠

)2)
𝑑𝑠2

=
𝑚2(𝑈 (𝑠))2

(𝑚2(𝑈 (𝑠))2 − ℎ2)2

(
𝑚2(𝑈 (𝑠))2 − ℎ2 − 𝑚4(𝑈 (𝑠))2

(
𝑑𝑈

𝑑𝑠

)2)
𝑑𝑠2.

Sumiraju�i ovaj rezultat sa (4.10) i (4.9) dolazimo do �e	enih
funkcija 𝑟, 𝜃 i 𝜆:

𝑟 (𝑠) =
√︁
𝑚2(𝑈 (𝑠))2 − ℎ2

𝜃 (𝑠, 𝑡) = 𝑡
𝑚
− ℎ
𝑚

∫ √︂
𝑚2(𝑈 (𝑠))2

(
1−𝑚2( 𝑑𝑈

𝑑𝑠 )2
)
−ℎ2

𝑈 (𝑠) (𝑚2(𝑈 (𝑠))2−ℎ2) 𝑑𝑠

𝜆(𝑠) =
∫

𝑚𝑈 (𝑠)
𝑚2(𝑈 (𝑠))2−ℎ2

√︄
𝑚2(𝑈 (𝑠))2

(
1 − 𝑚2

(
𝑑𝑈
𝑑𝑠

)2)
− ℎ2𝑑𝑠.

(4.13)

Dobijeni rezultati nas motivixu da posmatramo za proizvo	nu
pozitivnu funkciju 𝑈 (𝑠) i proizvo	ni realan broj ℎ ≥ 0 fa-
miliju helikoidnih povrxi raspona ℎ dobijenu zamenom (4.13) u
(4.1):

𝑋 (𝑠, 𝑡) = [𝑈, 𝑚, ℎ] (𝑠, 𝑡) := (𝑟 (𝑠) cos 𝜃 (𝑠, 𝑡), 𝑟 (𝑠) sin 𝜃 (𝑠, 𝑡), 𝜆(𝑠) + ℎ𝜃 (𝑠, 𝑡)),
(4.14)

gde su funkcije 𝑟 (𝑠), 𝜃 (𝑠, 𝑡) i 𝜆(𝑠) definisane sa (4.13) za proi-
zvo	nu ne-nula realnu konstantu 𝑚.
Sada mo�emo izraqunati bazne vektore tangentnog prostora:

𝑋𝑠 = (𝑟′ cos 𝜃 − 𝑟 sin 𝜃𝜃′𝑠, 𝑟′ sin 𝜃 + 𝑟 cos 𝜃′𝑠, 𝜆′ + ℎ𝜃′𝑠)

𝑋𝑡 = 𝜃
′
𝑡 (−𝑟 sin 𝜃, 𝑟 cos 𝜃, ℎ).
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a na osnovu �ih do�i i do koeficijenata prve fundamentalne
forme familije [𝑈, 𝑚, ℎ]:

𝐸 = (𝑟′)2 + (𝜆′)2 − (𝑟2 + ℎ2) (𝜃′𝑠)2 = (𝑟′)2 + 𝑟
2(𝜆′)2
𝑟2 + ℎ2

=
𝑚4(𝑈 (𝑠))2(𝑈′(𝑠))2
𝑚2(𝑈 (𝑠))2 − ℎ2 + 𝑟

2 − 𝑚4(𝑈 (𝑠))2(𝑈′(𝑠))2
𝑟2

= 1

𝐹 = 𝑟2𝜃′𝑠 + ℎ(𝜆′ + ℎ𝜃′𝑠) = 𝜃′𝑠 (ℎ2 + 𝑟2) + ℎ𝜆′ = −ℎ𝜆′ + ℎ𝜆′ = 0

𝐺 = (𝜃′𝑡)2(𝑟2 + ℎ2) = (𝑈 (𝑠))2.

Zak	uqujemo da nezavisno od parametara 𝑚 i ℎ svi qlanovi fa-
milije [𝑈, 𝑚, ℎ] imaju istu fundamentalnu formu koja je jednaka
(4.4), pa je po 1.10 helikoidna povrx (4.1) izometriqna svakoj
povrxi konstruisane dvoparametarske familije [𝑈, 𝑚, ℎ], te tvr-
�e�e va�i. □

Napomena. Sem xto je izometriqna qlanovima Burove famili-
je, helikoidna povrx (4.1) od koje smo krenuli je ujedno i qlan
te familije5. Svaka Burova familija sadr�i i jednu rotacionu
povrx6. Deluje da ve� na ovom mestu mo�emo izvrxiti norma-
lizaciju, olakxati posao koliko-toliko i barem se osloboditi
parametra 𝑚 pogodnom transformacijom, ili prostije reqeno po-
stav	aju�i ga na vrednost 1 bez gub	e�a opxtosti, no to ne�emo
uqiniti iz razloga koji �e se kasnije pokazati.

4.2 Karakterizaciona jednaqina

Kako je ci	 ove glave opis helikoidnih povrxi konstantne
sred�e krivine, a qlanovi Burove familije nemaju nu�no istu
sred�u krivinu, a kamoli konstantnu, deluje da smo se uda	i	i
od ci	a. Me�utim, korist Burove familije je xto mo�emo vrlo
efikasno okarakterisati kada �en qlan ima konstantnu sred�u
krivinu xto kazuje slede�a teorema:

Teorema 4.2. Helikoidna povrx Burove familije [𝑈, 𝑚, ℎ] ima
konstantnu sred�u krivinu 𝐻 akko �ena generatorna funkcija
𝑈 (𝑠) zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu:

−2𝐻
√︁
𝑚2(𝑈 (𝑠))2(1 − 𝑚2(𝑈′(𝑠))2) − ℎ2 = 𝑚2𝑈 (𝑠)𝑈′′(𝑠) − 1 + 𝑚2(𝑈′(𝑠))2.

(4.15)

Dokaz. Pre svega moramo na�i drugu fundamentalnu formu po-

5za vrednosti parametara familije 𝑚 = 1 i ℎ = ℎ0
6za vrednosti parametara 𝑚 = 1 i ℎ = 0
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vrxi iz Burove familije. Direktnim raqunom dobijamo:

𝑋𝑠 × 𝑋𝑡 = 𝜃′𝑡

�������
®i ®j ®k

𝑟′ cos 𝜃 − 𝑟 sin 𝜃𝜃′𝑠 𝑟′ sin 𝜃 + 𝑟 cos 𝜃′𝑠 𝜆′ + ℎ𝜃′𝑠
−𝑟 sin 𝜃 𝑟 cos 𝜃 ℎ

�������
= 𝜃′𝑡 (ℎ𝑟′ sin 𝜃 − 𝜆′𝑟 cos 𝜃,−𝜆′𝑟 sin 𝜃 − ℎ𝑟′ cos 𝜃, 𝑟𝑟′).

Na osnovu toga imamo da je

∥𝑋𝑠 × 𝑋𝑡 ∥ = |𝜃′𝑡 |
√︁
(𝑟′)2(𝑟2 + ℎ2) + (𝜆′)2𝑟2

= |𝜃′𝑡 |
√︂
𝑚6𝑈2(𝑈′)2

𝑟2
+ 𝑚

2𝑈2(𝑚2𝑈2 − 𝑚4𝑈2(𝑈′)2 − ℎ2)
𝑟2

= 𝜃′𝑡𝑚𝑈,

te je Gausovo preslikava�e Burove familije

𝑛(𝑠, 𝑡) = 1

𝑚𝑈
(ℎ𝑟′ sin 𝜃 − 𝜆′𝑟 cos 𝜃,−𝜆′𝑟 sin 𝜃 − ℎ𝑟′ cos 𝜃, 𝑟𝑟′).

U prethodnom raqunu je obra�ena posebna pa��a na to da su 𝜃′𝑡 i
ne-nula konstanta 𝑚 istog znaka. Na osnovu deformacionog vek-
tora

𝑛𝑡 =
1

𝑚𝑈
(ℎ𝑟′ cos 𝜃𝜃′𝑡 + 𝜆′𝑟 sin 𝜃𝜃′𝑡 ,−𝜆′𝑟 cos 𝜃𝜃′𝑡 + ℎ𝑟′ sin 𝜃𝜃′𝑡 , 0)

dobijamo slede�e koeficijente druge fundamentalne forme:

𝑓 = −⟨𝑛𝑡 , 𝑋𝑠⟩ = −
𝜃′𝑡
𝑚𝑈

(ℎ(𝑟′)2 − 𝑟2𝜆′𝜃′𝑠) = −
ℎ𝜃′𝑡
𝑚𝑈

= − ℎ

𝑚2𝑈 (𝑠)

𝑔 = −⟨𝑛𝑡 , 𝑋𝑡⟩ =
𝑟2𝜆′(𝜃′𝑡)2
𝑚𝑈 (𝑠) =

√︁
𝑚2(𝑈 (𝑠))2(1 − 𝑚2(𝑈′(𝑠))2) − ℎ2

𝑚2
.

A kako se direktnim raqunom dobije i da je

𝑒 =
−𝑚4(𝑈 (𝑠))3𝑈′′(𝑠) + ℎ2

𝑚2(𝑈 (𝑠))2
√︁
𝑚2(𝑈 (𝑠))2(1 − 𝑚2(𝑈′(𝑠))2) − ℎ2

,

na osnovu (1.17) imamo da �e helikoidna povrx Burove familije
[𝑈, 𝑚, ℎ] imati konstantnu sred�u krivinu 𝐻 akko je:

2(𝑈 (𝑠)2)𝐻 = 𝑒𝐺 + 𝑔𝐸 =
ℎ2 − 𝑚4(𝑈 (𝑠))3𝑈′′(𝑠)

𝑚2
√︁
𝑚2(𝑈 (𝑠))2(1 − 𝑚2(𝑈′(𝑠))2) − ℎ2

+
√︁
𝑚2(𝑈 (𝑠))2(1 − 𝑚2(𝑈′(𝑠))2) − ℎ2

𝑚2
.
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Mno�e�em sa
√︁
𝑚2(𝑈 (𝑠))2(1 − 𝑚2(𝑈′(𝑠))2) − ℎ2 i de	e�em obe stra-

ne prethodne jednakosti sa −(𝑈 (𝑠))2 dobijamo jednaqinu (4.15). □

Sada �elimo da reximo diferencijalnu jednaqinu (4.15). Uvo-
�e�em pomo�nih funkcija

𝑥(𝑠) := 𝑚𝑈 (𝑠) 𝑦(𝑠) :=
√︁
(𝑥(𝑠))2 − (𝑥(𝑠))2(𝑥′(𝑠))2 − ℎ2 (4.16)

ona postaje:

−2𝐻𝑦(𝑠) = 𝑥(𝑠)𝑥′′(𝑠) − 1 + (𝑥′(𝑠))2.
Ako jednaqinu

(𝑦(𝑠))2 + ℎ2 = (𝑥(𝑠))2 − (𝑥(𝑠))2(𝑥′(𝑠))2 (4.17)

diferenciramo po 𝑠 dolazimo do relacije

2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 2𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑠
− 2𝑥

(
𝑑𝑥

𝑑𝑠

)3
− 2𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
,

dok mno�e�i tu jednaqinu sa 𝑑𝑠
2𝑥𝑑𝑥 dobijamo da je:

𝑦

𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 −

(
𝑑𝑥

𝑑𝑠

)2
− 𝑥𝑥′′.

Sada je jasno da (4.15) postaje

−2𝐻𝑦 = 1 − (𝑥′)2 − 𝑦

𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 1 + (𝑥′)2,

xto, nakon sre�iva�a, vidimo da je obiqna diferencijalna jed-
naqina koja razdvaja promen	ive: 2𝐻𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑦. �eno rexe�e je

𝑦 = 𝐻𝑥2 + 𝑎, 𝑎 ∈ R. (4.18)

Vra�a�em tog dobijenog rezultata u drugu jednaqinu u (4.16) do-
lazimo do jednostavnije diferencijalne jednaqine gde figurira
samo funkcija 𝑥(𝑠) i �en izvod:

(𝐻𝑥2 + 𝑎)2 = 𝑥2 − 𝑥2(𝑥′)2 − ℎ2. (4.19)

Uvo�e�em nove pomo�ne funkcije 𝑧(𝑠) := (𝑥(𝑠))2 je 𝑑𝑧
𝑑𝑠

= 2𝑥 𝑑𝑥
𝑑𝑠
, te

kako je 𝑥(𝑠) pozitivna funkcija, (4.19) postaje:

𝑧′ = 2
√︁
−𝐻2𝑧2 + (1 − 2𝑎𝐻)𝑧 − 𝑎2 − ℎ2. (4.20)

Analizom diferencijalne jednaqine (4.20) mo�emo do�i do svih
helikoidnih 𝐶𝑀𝐶 povrxi oblika (4.1). Postupak se ovde grana
na dva sluqaja:
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1. 𝐻 = 0
U ovom sluqaju jednaqina (4.20) se transformixe u

𝑑𝑧

2
√︁
𝑧 − (𝑎2 + ℎ2)

= 𝑑𝑠, (4.21)

koju rexavamo tabliqnom integracijom i dobijamo√︁
𝑧 − (𝑎2 + ℎ2) = 𝑠 + 𝑐.

Nakon vra�a�a smena dobijamo izraz za generatornu funkciju
Burove familije

𝑈 (𝑠) =
√︁
𝑎2 + ℎ2 + (𝑠 + 𝑐)2

𝑚
. (4.22)

Pogodnim transformacijama konstantu 𝑎 mo�emo namestiti
da bude 0 i dobijamo

𝑟 (𝑠) =
√
𝑚2𝑈2 − ℎ2 = 𝑠 + 𝑐.

Sada nam (4.12) daje 𝑈′ = 𝑟 (𝑠)
𝑚2𝑈

i odatle je 𝜃 (𝑠, 𝑡) = 𝑡
𝑚
i 𝜆(𝑠) = 0.

Zak	uqujemo da je helikoidna 𝐶𝑀𝐶 povrx u ovom sluqaju
oblika

𝑋 (𝑠, 𝑡) =
(
(𝑠 + 𝑐) cos

( 𝑡
𝑚

)
, (𝑠 + 𝑐) sin

( 𝑡
𝑚

)
, ℎ0

𝑡

𝑚

)
Uzimaju�i konstante 𝑐 = 0 i 𝑚 = 1 postaje jasno da se radi
o helikoidu, i to sa jox xirom oblasti va�e�a parametara
negoli u primeru 1.5.

2. 𝐻 ≠ 0
Mo�emo, bez uma�e�a opxtosti, pretpostaviti da je 𝐻 > 0.
Integracija jednaqine (4.20) daje:

𝑠 + 𝑐 = 1

2

∫
𝑑𝑧√︁

−(𝐻2𝑧2 + (2𝑎𝐻 − 1)𝑧) − (𝑎2 + ℎ2)

=
1

2

∫
𝑑𝑧√︃(

2𝑎𝐻−1
2𝐻

)2 − (𝑎2 + ℎ2) − (𝐻𝑧 + 2𝑎𝐻−1
2𝐻 )2

= 𝐻

∫
𝑑𝑧√︁

1 − 4𝐻𝑎 − 4𝐻2ℎ2 − (2𝐻2𝑧 + 2𝑎𝐻 − 1)2

=
𝐻

√
1 − 4𝑎𝐻 − 4𝐻2ℎ2

∫ (
1 −

(
2𝐻2𝑧 + 2𝑎𝐻 − 1

√
1 − 4𝑎𝐻 − 4𝐻2ℎ2

)2)−1
2

𝑑𝑧.
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Smenom 𝑡 = 2𝐻2𝑧+2𝑎𝐻−1√
1−4𝑎𝐻−4𝐻2ℎ2

prethodni integral se svodi na ta-

bliqni i nakon svega dobijamo da je, do na konstantu:

𝑠 =
1

2𝐻
arcsin

(
2𝐻2𝑧 + 2𝑎𝐻 − 1

√
1 − 4𝑎𝐻 − 4𝐻2ℎ2

)
. (4.23)

Napomena. Do sada je malo "ispod �ita" provlaqena qi�e-
nica da je izraz 1 − 4𝑎𝐻 − 4𝐻2 strogo pozitivan. Naime, jed-
naqina:

1 − 4𝑎𝐻 − 4𝐻2 = 0

nakon uvrxtava�a u (4.18) postaje kvadratna jednaqina po 𝐻:

𝐻2(𝑥2 − ℎ2) − 𝐻𝑦 + 1

4
= 0. (4.24)

qija su rexe�a

𝑦 ±
√︁
𝑦2 − 𝑥2 + ℎ2

2(𝑥2 − ℎ2) . (4.25)

A, po(4.17) vidimo da je diskriminanta jednaka −𝑥2(𝑥′)2, te
imamo kontradikciju. Sluqaj da je 𝑥2 − ℎ2 = 0 bi proizveo da
je 𝑟 (𝑠) = 0, te ni to nije mogu�nost.

Prethodna napomena potpuno opravdava uvo�e�e strogo po-
zitivne konstante

𝐵 :=
√
1 − 4𝑎𝐻 − 4𝐻2ℎ2

Sada nam vra�a�e smene za 𝑧 u (4.23) daje troparametarski
izraz za 𝑈 (𝑠):

(𝑈 (𝑠))2 = 1 − 2𝑎𝐻 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠)
2𝑚2𝐻2

. (4.26)

Poxto znamo generatornu funkciju Burove familije, mo�emo
izraziti i funkciju 𝑟 (𝑠):

𝑟 (𝑠) =
√︂

1 − 2𝑎𝐻 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠) − 2𝐻2ℎ2

2𝐻2

=

√︄
1 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠) + 𝐵2−1

2

2𝐻2

=

√︁
1 + 𝐵2 + 2𝐵 sin(2𝐻𝑠)

2𝐻
.
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Dok na osnovu slede�ih jednakosti:

𝑈 (𝑠)𝑈′(𝑠) = 𝐵

2𝑚2𝐻
cos(2𝐻𝑠)

1 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠)
2𝐻

=
√︁
(𝑟 (𝑠))2 − 𝑚4(𝑈 (𝑠))2(𝑈′(𝑠))2

koriste�i (4.13) i funkciju 𝜃 (𝑠, 𝑡) mo�emo izraziti tropara-
metarski:

𝜃 (𝑠, 𝑡) = 𝑡

𝑚
− ℎ

𝑚

∫
1 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠)
2𝐻𝑈 (𝑠) (𝑟 (𝑠))2𝑑𝑠

=
𝑡

𝑚
− 2𝐻ℎ

∫
1 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠)

𝑈 (𝑠) (1 + 𝐵2 + 2𝐵 sin(2𝐻𝑠)) 𝑑𝑠 =
𝑡

𝑚
− 4𝐻2ℎ

×
∫

1 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠)√︁
1 + 𝐵2 + 2𝐵 sin(2𝐻𝑠) + 4𝐻2ℎ2(1 + 𝐵2 + 2𝐵 sin(2𝐻𝑠))

𝑑𝑠,

kao i funkciju 𝜆(𝑠):

𝜆(𝑠) =
∫ (1 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠))𝑚𝑈 (𝑠)

2𝐻 (𝑟 (𝑠))2 𝑑𝑠

=
(1 + 𝐵 sin(2𝐻𝑠))

√︁
1 + 𝐵2 + 2𝐵 sin(2𝐻𝑠) + 4𝐻2ℎ2

1 + 𝐵2 + 2𝐵 sin(2𝐻𝑠) 𝑑𝑠.

4.3 Reprezentaciona formula

Rezultati s kraja prethodnog ode	ka nam daju opis helikoidnih
𝐶𝑀𝐶 povrxi oblika (2.8) preko parametara 𝑚, 𝐵 i ℎ i funkci-
ja 𝑟, 𝜃 i 𝜆 koje zavise od prirodnih parametara (𝑠, 𝑡). Do Karmo
i Daj�er su u [7] na osnovu Losonovog7 rada [12] uspeli dati i
potpuniji rezultat.

Ci	 ovog ode	ka je da se kao u radu [7] za proizvo	ni realan
broj 𝐻 > 0 potpuno opixe skup svih helikoidnih povrxi qija je
osa 𝑧−osa, raspon ℎ ≥ 0 i sred�a krivina 𝐻. Oznaqimo taj skup
sa Σ𝐻. Loson je u [12], xto uopxtava primer 1.25, ustanovio da za
svaku povrx 𝑀 sa konstantnom sred�om krivinom 𝐻 postoji �oj
2𝜋− periodiqna familija { 𝑓𝜙}𝜙∈[0,2𝜋] me�usobno izometriqnih po-
vrxi koje sve imaju istu konstantnu sred�u krivinu 𝐻 i za koju
va�i 𝑓0 = 𝑀. Ta familija povrxi se naziva pridru�ena fa-
milija povrxi 𝑀 i jasno se radi o uopxte�u konstrukcije iz

7𝐻𝑒𝑟𝑏𝑒𝑟𝑡 𝐵𝑙𝑎𝑖𝑛𝑒 𝑙𝑎𝑤𝑠𝑜𝑛 𝐽𝑟., ameriqki matematiqar ro�en 1942. godine, poznat po svojim radovima iz
teorije minimalnih povrxi.
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primera 1.25.
Formalnije govore�i, u ovom radu �emo bez dokaza koristiti sle-
de�u verziju teoreme 8 iz [12]8:

Teorema 4.3. (Loson) Neka je povrx 𝑀 konstantne sred�e kri-
vine 𝐻 data imerzijom 𝑓 : Ω → R3. Tada postoji diferencija-
bilna 2𝜋−periodiqna familija povrxi 𝑓𝜙 : 𝑈 → R3, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]
koje su sve me�usobno izometriqne povrxi 𝑀, 𝑓0 = 𝑓 i sve po-
vrxi familije imaju istu konstantnu sred�u krivinu 𝐻. Pride,
familija { 𝑓𝜙}𝜙∈[0,2𝜋] je jedinstvena do na izometriju euklidskog
prostora R3.

Postupak s kraja prethodnog ode	ka nastav	amo uvo�e�em no-
vih parametara 𝑎0 i 𝜙 koji �e umnogome olakxati da	i raqun:

𝑎 := − 𝑎0 cos 𝜙
1+2𝑎0𝐻 (1−cos 𝜙)

ℎ := 𝑎0 sin 𝜙
1+2𝑎0𝐻 (1−cos 𝜙)

𝑚 :=
√︃

1
1+2𝑎0𝐻 (1−cos 𝜙)

(4.27)

Nakon uvo�e�a parametara (4.27) konstanta 𝐵 postaje:

𝐵(𝑎0, 𝜙) =
√
1 + 4𝑎0𝐻

1 + 2𝑎0𝐻 (1 − cos 𝜙) . (4.28)

Napomena. Primetimo da za 𝑎 = −𝑎0, ℎ = 0 i 𝑚 = 1 dobijamo
rotacionu povrx konstantne sred�e krivine 𝐻 > 0 unutar Burove
familije [𝑈, 𝑎, ℎ, 𝑚]. �u �emo oznaqavati sa 𝑅(𝑎0).

Za dokaz reprezentacione formule helikoidnih 𝐶𝑀𝐶 povrxi
presudnu ulogu �e imati slede�a lema:

Lema 4.4. Neka su 𝑎0 i 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] fiksirani i neka su parametri
𝑎, ℎ i 𝑚 definisani jednaqinama (4.27). Tada:

a) Za svako 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] va�i

𝑈 (𝑎, ℎ, 𝑚) = 𝑈 (−𝑎0, 0, 1). (4.29)

Drugim reqima za svaku rotacionu povrx 𝑅(𝑎0) definisanu sa
(4.13) postoji jednoparametarska familija �oj izometriqnih he-
likoidnih 𝐶𝑀𝐶 povrxi sa istom konstantnom sred�om 𝐻 > 0 i ta
familija je bax pridru�ena familija rotacione povrxi 𝑅(𝑎0).

8koja je tamo dokazana u znatno opxtijem kontekstu
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b) Za proizvo	nu helikoidnu 𝐶𝑀𝐶 povrx 𝑀 generisanu sa (4.13)
postoji rotaciona povrx 𝑅(𝑎0) i realan broj 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] takav da
je 𝑀 unutar pridru�ene familije rotacione povrxi 𝑅(𝑎0).
Dokaz. a) Ubacuju�i nove parametre (4.27) u izraz za generatrisu

Burove familije (4.26) i koriste�i (4.28) dobijamo:

𝑈2(𝑎, ℎ, 𝑚) = 1 + 2𝑎0𝐻 +
√
1 + 4𝑎0𝐻 sin(2𝐻𝑠)
2𝐻2

= 𝑈2(−𝑎0, 0, 1),

te va�i (4.29). Oqito, varira�em 𝜙 ∈ [0, 2𝜋], preko (4.27) dobijamo
familiju helikoidnih povrxi koje su izometriqne sa 𝑅(𝑎0) i iste
konstantne sred�e krivine 𝐻 > 0. Iz jedinstvenosti pridru�ene
familije u Losonovoj teoremi zak	uqujemo da je ova familija
helikoidnih povrxi koja zavisi od 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] upravo pridru�ena
familija rotacione povrxi 𝑅(𝑎0).

b) Po�imo od proizvo	ne helikoidne povrxi sa konstantnom
sred�om krivinom 𝐻 > 0. Ona pripada nekoj Burovoj familiji

𝑈 [𝑎, ℎ, 𝑚] .
Suxtinski, �elimo do�i do rotacione povrxi 𝑅(𝑎0) sred�e kri-
vine 𝐻 i do �ene izometriqke deformacije tako da naxa heli-
koidna povrx nastaje u nekom konkretnom trenutku 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] te
deformacije. Slikovito reqeno, potreban nam je neki "recept" za
𝜙 i 𝑎0 u terminima 𝑎, ℎ i 𝑚.

Pre svega, korisno �e biti da predstavimo koeficijente druge
fundamentalne forme naxe helikoidne povrxi na malo pogodni-
ji naqin. Na osnovu dokaza teoreme 4.2, vidimo da je:

𝑒 = 1
𝑥2𝑦

(ℎ2 − 𝑥3𝑥′′) = 𝐻 − 𝑎

𝑚2𝑈
2

𝑓 = − ℎ

𝑚2𝑈

𝑔 = 1

𝑚2 (𝑎 + 𝐻 𝑚2 𝑈
2) = 𝑎

𝑚2 + 𝐻𝑈
2
.

(4.30)

Sada, pretpostavimo da tra�ena rotaciona povrx postoji. �ena
�e metrika biti generisana funkcijom 𝑈 (−𝑎0, 0, 1) za koju znamo
da mora va�iti 𝑈 = 𝑈, jer su sve povrxi koje se pojave tokom izo-
metriqke deformacije izometriqne. Neka je druga fundamentalna
forma te povrxi 𝑒0, 𝑓0 = 0 i 𝑔0. Uvedemo li reparametrizaciju
te rotacione povrxi sa 𝑝 :=

∫ 𝑠

0
𝑑𝑧
𝑈 (𝑧) , odnosno

𝑑𝑠 = 𝑈𝑑𝑝,

�ena prva fundamentalna forma (4.4) postaje

𝑈2(𝑑𝑝2 + 𝑑𝑡2),



Glava 4. Helikoidne povrxi konstantne sred�e krivine 63

te smo dobili izotermalne parametre, koji su neophodni da bismo
mogli sprovesti postupak iz teoreme 8 iz [12], pa nam konstrukci-
ja iz tog dokaza daje pridru�enu familiju helikoidnih povrxi
koja zavisi od 𝑎0 i 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. Postupak iz dokaza Losonove teore-
me daje i koeficijente druge fundamntalne forme te familije9:

𝑒 = 𝐻 + cos 𝜙(𝑒0 − 𝐻)
𝑓 = 𝑈

2 sin 𝜙(
𝑔0
𝑈2 − 𝑒0)

𝑔 = 𝐻𝑈2 + cos 𝜙(𝑔0 − 𝐻𝑈2).
(4.31)

□

Pore�e�em (4.31) i (4.30) i koriste�i qi�enicu da su svi qla-
novi familije izometriqni10 dobijamo:

𝑒0 = − 𝑎

𝑈2 𝑚2 cos 𝜙
+ 𝐻

𝑔0 =𝐻𝑈
2 + 𝑎

𝑚2 cos 𝜙

ℎ = − 𝑚
2𝑈2

2
sin 𝜙( 𝑔0

𝑈2
− 𝑒0︸   ︷︷   ︸

2 𝑎

𝑚2𝑈2 cos 𝜙

) = −𝑎 sin 𝜙
cos 𝜙

.

Sada smo naxli "recept" za 𝜙 preko 𝑎, 𝑚 i ℎ. Ostaje da se isto
uradi i za 𝑎0. Za to �emo iskoristiti qi�enicu da se rotacio-
na povrx s parametrom 𝑎0 pojav	uje u nultom trenutku Losonove
izometriqke deformacije, tj. da do �e dolazimo za 𝜙 = 0, kao i
da je u tom trenutku 𝑎 = −𝑎0, ℎ = 0 i 𝑚 = 1. Koriste�i, po (4.27)
da je 𝑎 = −𝑎0 cos 𝜙 𝑚2, dobijamo i "recept" za 𝑎0.

Sada treba pokazati da je nax "recept" dobar, odnosno, da ako
definixemo 𝜙 i 𝑎0 preko jednakosti

ℎ = −𝑎 sin 𝜙
cos 𝜙

𝑎0 = − 𝑎

cos 𝜙𝑚2

(4.32)

9Koji, za razliku od prve, zavisi od parametra 𝜙.
10te je 𝑈 =𝑈
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za 𝑎0, 𝜙, 𝑎, ℎ i 𝑚 �e va�iti (4.27).
Koriste�i to xto je 𝑈 (𝑎, 𝑚.ℎ) = 𝑈 (−𝑎0, 0, 1) dobijamo da je:

1 − 2𝑎𝐻 +
√︃
1 − 4𝐻2ℎ

2 − 4𝑎𝐻 sin(2𝐻𝑠)
2𝑚2𝐻2

= 𝑈 (𝑎, 𝑚.ℎ)

= 𝑈 (−𝑎0, 0, 1) =
1 + 2𝑎0𝐻 +

√
1 + 4𝑎0𝐻 sin(2𝐻𝑠)
2𝐻2

,

xto nakon unakrsnog mno�e�a daje jednakosti:

𝑚2(1 + 2𝑎0𝐻) = 1 − 2𝑎𝐻 = 1 + 2𝑎0𝐻 cos 𝜙𝑚2

𝑚2
√︁
1 + 4𝑎0𝐻 =

√︃
1 − 4𝐻2ℎ

2 − 4𝑎𝐻.

Prva od tih jednakosti daje

𝑚2 =
1

1 + 2𝑎0𝐻 (1 − cos 𝜙) , (4.33)

dok kvadrira�e druge od �ih daje jednaqinu:

𝑚4(1 + 4𝑎0𝐻 + 4𝑎20𝐻
2 sin2 𝜙) − 4𝑎0𝐻 cos 𝜙𝑚2 − 1 = 0,

qijim rexava�em dobijamo da je

𝑚2 =
1 + 2𝑎0𝐻 (1 + cos 𝜙)

1 + 4𝑎0𝐻 + 4𝑎20𝐻
2 sin 𝜙

=
1 + 2𝑎0𝐻 (1 + cos 𝜙)

(1 + 2𝑎0𝐻)2 − 4𝑎20𝐻
2 cos2 𝜙

=
1 + 2𝑎0𝐻 (1 + cos 𝜙)

(1 + 2𝑎0𝐻 + 2𝑎0𝐻 cos 𝜙) (1 + 2𝑎0𝐻 (1 − cos 𝜙)) ,

odakle ponovo dobijamo (4.33).
Zamenom (4.33) u (4.32) dobijamo i da je:

𝑎 = − 𝑎0 cos 𝜙

1 + 2𝑎0𝐻 (1 − cos 𝜙)

ℎ =
𝑎0 sin 𝜙

1 + 2𝑎0𝐻 (1 − cos 𝜙) .

Dakle, ako definixemo 𝑎 := 𝑎, ℎ := ℎ i 𝑚 := 𝑚, dobi�emo Losonovu
familiju helikoidnih 𝐶𝑀𝐶 povrxi konstantne sred�e krivine
𝐻 > 0 koja je u nultom trenutku u rotacionoj povrxi 𝑅(𝑎0) gde je 𝑎0
definisano preko (4.32) i koja je u nekom trenutku u helikoidnoj
povrxi od koje smo krenuli, pa i ovaj deo tvr�e�a va�i.

Napomena. Sada mo�emo pogledati xta smo prethodnim tvr�e-
�em dokazali. Ve� smo znali da unutar svake Burove familije
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[𝑈, 𝑎, 𝑚, ℎ] imamo po jednu Delonijevu povrx, i da mo�emo fiksi-
ra�em parametra 11 𝑚 = 1, kao i parametra 𝑎 = −𝑎0 i varira�em
parametra ℎ od 0 pa navixe sprovesti izometriqku transforma-
ciju koja poqi�e u toj Delonijevoj povrxi i prilikom koje se
"proxetamo" kroz ostatak familije. No ovo tvr�e�e nam ka�e i
vixe od toga: svaka helikoidna 𝐶𝑀𝐶 povrx konstantne sred�e
krivine 𝐻 > 0 nastaje izometriqkom deformacijom neke Deloni-
jeve 𝐶𝑀𝐶 povrxi iste sred�e krivine! Oqito, zbog pozitivnosti
𝐻 misli se na unduloid, nodoid i eventualno cilindar i sferu12,
kao graniqne sluqajeve.

Pre glavne teoreme, mo�emo jox bli�e povezati zak	uqke ovog
poglav	a s onima iz drugog, tj. zak	uqcima vezanim za parametri-
zaciju Delonijevih povrxi. Na osnovu (4.28) vidimo da je vred-
nost parametra 𝐵 u trenutku 𝜙 = 0 jednaka

√
1 + 4𝑎0𝐻, xto nas

motivixe da definixemo novi parametar 𝐵0 na slede�i naqin:

𝐵0 :=
√︁
1 + 4𝑎0𝐻. (4.34)

Nakon uvo�e�a tog parametra, mo�emo transformisati parame-
tre (4.27) i (4.28):

𝑚2 =
1

1 + 2𝐻
(𝐵20−1) (1−cos 𝜙)

4𝐻

=
2

2 +
(
𝐵2
0 − 1

)
(1 − cos 𝜙)

ℎ =

(
𝐵2
0 − 1

)
sin 𝜙

4𝐻 + 2𝐻
(
𝐵2
0 − 1

)
(1 − cos 𝜙)

𝐵 =
2𝐵0

2 +
(
𝐵2
0 − 1

)
(1 − cos 𝜙)

.

Poveziva�em svih dosadas�ih zak	uqaka ovog poglav	a dolazimo
do glavnog rezultata rada- reprezentacione formule helikoidnih
povrxi sa konstantnom sred�om krivinom iz [7].

Teorema 4.5. (Reprezentaciona formula) Postoji surjekcija
Ψ : [0, +∞) × 𝑆1 → Σ𝐻

13 takva da za je za svako 𝐵0 ∈ [0, +∞), Ψ(𝐵0, 0)
rotaciona povrx i {Ψ(𝐵0, 𝜙) |𝜙 ∈ [0, 2𝜋]} �ena pridru�ena fami-
lija. Pride, sem za Ψ(1, 𝜙), xto je sluqaj sfere, svaka helikoidna
povrx Ψ(𝐵0, 𝜙) je data parametrizacijom

(𝑟 (𝑠) cos 𝜃 (𝑠, 𝑡), 𝑟 (𝑠) sin 𝜃 (𝑠, 𝑡), 𝜆(𝑠) + ℎ𝜃 (𝑠, 𝑡)), (𝑠, 𝑡) ∈ R2.

11Parametra koji, xto ve� postaje praksa, u svakom primeru sravnimo na 1, me�utim ne fiksiramo ga
zbog �egove koristi pri globalnim zak	uqcima. Korist od �egovog nefiksira�a se najbo	e mogla videti u
dokazu prethodne leme, bez koje ni nema glavnog rezultata ovog rada.

12Mada smo u primeru 1.25 videli da sliqan zak	uqak va�i i za katenoid i helikoid.
13Gde jediniqnu kru�nicu 𝑆1 { (cos 𝜙, sin 𝜙) |𝜙 ∈ [0, 2𝜋 ] } identifikujemo sa taqkom 𝜙.
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Funkcije 𝑟 (𝑠), 𝜃 (𝑠, 𝑡) i 𝜆(𝑠) definisane su sa:
𝑟 (𝑠) =

√
1+𝐵2+2𝐵 sin(2𝐻𝑠)

2𝐻 ,

𝜃 (𝑠, 𝑡) = 𝑡
𝑚
− 4𝐻2ℎ

∫
1+𝐵 sin(2𝐻𝑠)√

1+𝐵2+2𝐵 sin(2𝐻𝑠)+4𝐻2ℎ2(1+𝐵2+2𝐵 sin(2𝐻𝑠))
𝑑𝑠,

𝜆(𝑠) = (1+𝐵 sin(2𝐻𝑠))
√
1+𝐵2+2𝐵 sin(2𝐻𝑠)+4𝐻2ℎ2

1+𝐵2+2𝐵 sin(2𝐻𝑠) 𝑑𝑠

(4.35)
gde su parametri 𝐵, ℎ i 𝑚 definisani preko 𝐵0 i 𝜙 kao:

𝐵 = 𝐵(𝐵0, 𝜙) := 2𝐵0
2+(𝐵20−1) (1−cos 𝜙)

ℎ = ℎ(𝐵0, 𝜙) := (𝐵20−1) sin 𝜙
2𝐻(2+(𝐵20−1) (1−cos 𝜙))

𝑚 = 𝑚(𝐵0, 𝜙) :=
√︃

2
2+(𝐵20−1) (1−cos 𝜙)

.

(4.36)

Dokaz. Jedino xto je jox ostalo dokazati jeste xta se dexava ka-

da je 𝐵0 = 1. Tada, po (4.36) parametar 𝐵 dobija tako�e vrednost 1,
ℎ postaje 0, dok je 𝑚 = 1 i 𝑎0 = 0. I sve to nezavisno od vremena 𝜙!
Dakle, izometriqka transformacija ovde sve vreme "stoji" u jed-
noj te istoj rotacionoj povrxi- sferi. Tada izraz 𝑚2(𝑈 (𝑠))2 − ℎ2
postaje samo (𝑈 (𝑠))2. A kako 𝑈 (𝑠) za odre�ene vrednosti parametra
𝑠 (npr. 𝑠 = 3𝜋

4𝐻 ) postaje 0, to parametrizacija (4.35) ima singula-
ritete, te u ovim sluqajevima nije globalna. □



GLAVA 5

Dinamiqka interpretacija

U ovom poglav	u �emo pokuxati da, sliqno Delonijevom radu
u [5], do�emo do zak	uqaka kako dinamiqki generisati helikoid-
ne 𝐶𝑀𝐶 povrxi, ili bar neke od �ih za koje je to mogu�e. Ova
glava je zasnovana na interesenatnim radovima [16] i [17] Oskara
Perdomoa1.

5.1 Pokretna traka krive

U prethodnoj glavi smo videli jasnu prepletenost helikoidnih
𝐶𝑀𝐶 i Delonijevih povrxi gledano iz perspektive diferenci-
jalne geometrije. Logiqno je postaviti pita�e da li sliqna po-
vezanost postoji i pri �ihovoj dinamiqkoj interpretaciji, tj. da
li, kao pri generisa�u Delonijevih povrxi, postoji neki naqin
kako profilna kriva helikoidne 𝐶𝑀𝐶 povrxi nastaje kinema-
tiqki.

Kako pri nastaja�u helikoidnih povrxi, sem rotacije profil-
ne krive oko ose rotacije imamo i �enu simultanu translaciju, to
i pri postupku dinamiqkog kreira�a profilne krive helikoid-
nih 𝐶𝑀𝐶 povrxi moramo modifikovati postupak kojim su nasta-
jali ruleti Delonijevih povrxi. Pre svega, postupak generisa�a
Delonijevih ruleta se mo�e formalizovati uvo�e�em operatora
koji od konike i neke fiksne taqke generixe novu krivu- rulet.

Sada �elimo konstruisati sliqan operator, ali pogodniji kri-
vama koje �e kasnije vrxiti helikoidno kreta�e koje nu�no ne mo-
ra biti rotaciono. Konstrukcija koju �emo izlo�iti mo�e biti
od interesa sama po sebi, nevezano za kontekst ovog rada. Najpre,
na malo neformalan naqin, mo�emo zamisliti da je neka ravanska

1𝑂𝑠𝑐𝑎𝑟 𝑀𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑃𝑒𝑟𝑑𝑜𝑚𝑜, kolumbijski matematiqar ro�en 1970. godine, bavi se diferencijalnom geome-
trijom.
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kriva2 (u naxem sluqaju �e biti u ravni 𝑂𝑥𝑧) jednom taqkom pri-
kaqena za koordinatni poqetak druge ravni (u naxem sluqaju za
koordinatni poqetak 𝑂𝑥𝑦 ravni), i da se umesto kotr	a�a kre�e
po toj ravni kao po pokretnoj traci3, ili matematiqki preciznije
reqeno, da je tokom celog vremena tog kreta�a tangentni vektor
te krive u taqki (0, 0) vektor ®𝑖. Interesuje nas kriva koju �e pri
ovom kreta�u opisati taqka krive koja se u poqetku nalazila u
koordinatnom poqetku.

Slika 5.1: Koncept pokretne trake krive. Izvor:[17].

�elimo matematiqki formalizovati prethodno navedeni po-
stupak uvo�e�em operatora pokretne trake koji �e regularne kri-
ve prevoditi u regularne krive.

Definicija 5.1. Neka je 𝛼 : [−𝜖, 𝜖] → R2 ravanska, prirodno
parametrizovana regularna kriva koja prolazi kroz taqku (0, 0).
Pokretna traka krive 𝛼 je kriva

(𝑇𝑆(𝛼)) (𝑠) := {J (0, 0) |J ∈ 𝑆𝐸 (2) (∀𝑠 ∈ [−𝜖, 𝜖]) J (𝛼(𝑠)) = (0, 0)
𝑑J𝛼(𝑠) (𝛼′(𝑠)) = (1, 0)}.

Slede�e tvr�e�e �e nam biti od velike koristi u narednom
ode	ku.

Lema 5.2. Neka je 𝛼(𝑠) = (𝑥(𝑠), 𝑧(𝑠)), 𝑠 ∈ [−𝜖, 𝜖] prirodno parame-
trizovana kriva. Definiximo za svako 𝑠 ∈ [−𝜖, 𝜖]:{

𝜉1(𝑠) := 𝑥(𝑠)𝑥′(𝑠) + 𝑧(𝑠)𝑧′(𝑠)
𝜉2(𝑠) := −𝑥(𝑠)𝑧′(𝑠) + 𝑧(𝑠)𝑥′(𝑠).

(5.1)

Tada je 𝑇𝑆(𝛼) (𝑠) = (−𝜉1(𝑠),−𝜉2(𝑠)).
2e nu�no konika
3eng. 𝑇𝑟𝑒𝑎𝑑𝑚𝑖𝑙𝑙 𝑠𝑙𝑒𝑑
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Dokaz. Kako je kriva 𝛼(𝑠) prirodno parametrizovana, to postoji
diferencijabilna funckija 𝜃 (𝑠) takva da je

𝛼′(𝑠) = (cos 𝜃 (𝑠), sin 𝜃 (𝑠)).
Posmatrajmo izometriju J : R2 → R2 definisanu sa(

∀(𝑎, 𝑏) ∈ R2) J (𝑎, 𝑏) :=
[
cos 𝜃 (𝑠) sin 𝜃 (𝑠)
− sin 𝜃 (𝑠) cos 𝜃 (𝑠)

] [
𝑎

𝑏

]
−

[
𝜉1(𝑠)
𝜉2(𝑠)

]
(5.2)

Kao kompozicija rotacije i translacije, J je direktna izometri-
ja ravni i za �u za svako 𝑠 ∈ [−𝜖, 𝜖] va�i J (𝛼(𝑠)) = J (𝑥(𝑠), 𝑧(𝑠))
kao i

𝑑J𝛼(𝑠) (𝛼′(𝑠)) =
[
cos 𝜃 (𝑠) sin 𝜃 (𝑠)
− sin 𝜃 (𝑠) cos 𝜃 (𝑠)

] [
cos 𝜃 (𝑠)
sin 𝜃 (𝑠)

]
= (1, 0).

Poxto je je 𝐽 jedina ovakva direktna izometrija ravni, to odmah
po definiciji i koriste�i (5.2) dobijamo da je pokretna traka
krive 𝛼(𝑠) jednaka J (0, 0) = −(𝜉1(𝑠), 𝜉2(𝑠)). □

Napomena. 𝜉1(𝑠) i 𝜉2(𝑠) nisu neke vextaqki nametute koordinate.
Ako posmatramo pokretni Frene4-Serov5 reper du� krive 𝛼(𝑠):

𝑇 (𝑠) := 𝛼′(𝑠) = (𝑥′(𝑠), 𝑧′(𝑠)) 𝑁 (𝑠) := (−𝑧′(𝑠), 𝑥′(𝑠)),
onda su 𝜉1(𝑠) i 𝜉2(𝑠) zapravo koordinate taqke 𝛼(𝑠) = (𝑥(𝑠), 𝑧(𝑠)) u
Frene-Serovoj bazi.

5.2 Uvojci

U ovom ode	ku �emo definisati jednu klasu helikoidnih 𝐶𝑀𝐶
povrxi od koje �emo imati dvojaku korist: mo�i �emo da opixemo
kako �ena profilna kriva dinamiqki nastaje i �ena profilna
kriva �e imati geometrijski vrlo interesantan oblik. Pre svega,
za profilnu krivu (𝑥(𝑠), 0, 𝑧(𝑠)), posmatra�emo povrxi oblika
𝜙(𝑠, 𝑡) := (𝑥(𝑠) cos(𝜔𝑡) + 𝑧(𝑠) sin(𝜔𝑡), 𝑥(𝑠) sin(𝜔𝑡) − 𝑧(𝑠) cos(𝜔𝑡), 𝑡).

(5.3)
Neka je 𝑔𝜏 proizvo	no helikoidno kreta�e raspona ℎ. Kako je

𝑔𝜏 (𝜙(𝑠, 𝑡)) = (𝑥(𝑠) cos(𝜔𝑡 + 𝜏) + 𝑧(𝑠) sin(𝜔𝑡 + 𝜏),
𝑥(𝑠) sin(𝜔𝑡 + 𝜏) − 𝑧(𝑠) sin(𝜔𝑡 + 𝜏), 𝑡 + ℎ𝜏),

vidimo da �e se za 𝑡 + ℎ𝜏 = 𝑡 + 𝜏
𝜔
, odnosno ℎ = 1

𝜔
(5.3) predstav	a-

ti jednu helikoidnu povrx. Dakle, za svaku ugaonu brzinu 𝜔 > 0,
(5.3) �e davati lokalnu parametrizaciju helikoidne povrxi odre-
�enog raspona.

4𝐽𝑒𝑎𝑛 𝐹𝑟𝑒𝑑𝑒𝑟𝑖𝑐 𝐹𝑟𝑒𝑛𝑒𝑡 (1816-1900), francuski matematiqar i astronom
5𝐽𝑜𝑠𝑒𝑝ℎ − 𝐴𝑙 𝑓 𝑟𝑒𝑑 𝑆𝑒𝑟𝑟𝑒𝑡 (1819-1885), francuski matematiqar
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U ovoj glavi ne�emo biti previxe restriktivni po pita�u uslova
koje profilna kriva zadovo	ava i bi�e nam sasvim dovo	no da je
profilna kriva regularna i prirodno parametrizovana pa makar
nekad dobijena povrx ne bila regularna u svakoj taqki. Napokon
mo�emo i definisati povrxi koje su glavni ci	 izuqava�a ovog
ode	ka.

Slika 5.2: Kriva oblika (5.3) za 𝑤 = 2 qija je profilna kriva (sinh(𝑠), 0,− cosh(𝑠)) i gde
(𝑠, 𝑡) ∈ (−2, 2) × (0, 2𝜋).

Definicija 5.3. Uvojak6 je helikoidna povrx oblika (5.3) koja
je konstantne sred�e krivine.

Slika 5.3: Slatkixi po imenu 𝑡𝑤𝑖𝑧𝑧𝑙𝑒𝑟𝑠 ameriqke kompanije 𝐻𝑒𝑟𝑠ℎ𝑒𝑦′𝑠. Izvor : internet.

Od posebnog �e nam interesa biti uvojci sred�e krivine 1,
a pri �ihovom izuqava�u od velike koristi �e biti koordina-
te pokretne trake (𝜉1(𝑠), 𝜉2(𝑠)) definisane u prethodnom ode	ku.
Tako�e, bi�e nam za fiksirane 𝑤 > 0 od znaqaja i funkcije oblika

ℎ𝜔 (𝑥, 𝑦) := 𝑥2 + 𝑦2 +
𝑦

√
1 + 𝜔2𝑥2

, (5.4)

tj. krive zadate implicitno kao ℎ𝑤 = 𝑀, gde 𝑀 ∈ [−1
4 , +∞). Te

krive su prepoznat	ivog, srcolikog oblika.
6eng. 𝑡𝑤𝑖𝑧𝑧𝑙𝑒𝑟
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Slika 5.4: Srcolike krive za 𝑤 = 8 i 𝑀 = −1/4, 5, 16 i 32.

Teorema 5.4. Uvojak dat parametrizacijom (5.3) �e imati sred�u
krivinu 1 akko funkcije 𝜉1(𝑠) i 𝜉2(𝑠) definisane sa (5.1) zadovo-
	avaju sistem diferencijalnih jednaqina{

𝜉′1(𝑠) = 𝑓1(𝜉1(𝑠), 𝜉2(𝑠))
𝜉′2(𝑠) = 𝑓2(𝜉1(𝑠), 𝜉2(𝑠))

(5.5)

gde su funkcije 𝑓1(𝑥, 𝑧) i 𝑓2(𝑥, 𝑧) definisane kao:
𝑓1(𝑥, 𝑧) := 1+𝜔2𝑥2+2(1+𝜔2𝑥2)

3
2 𝑧

1+𝜔2(𝑥2+𝑧2)

𝑓2(𝑥, 𝑧) := 𝜔2𝑧−2(1+𝜔2𝑥2)
3
2

1+𝜔2(𝑥2+𝑧2) 𝑥

(5.6)

Pride, funkcija ℎ−1𝜔 (𝑀) �e biti konaqna du� tog rexe�a za sve
realne brojeve 𝑀 ∈

[
−1

4 , +∞
)
.

Dokaz. Poxto je profilna kriva uvojka prirodno parametrizova-
na, to je 𝑥′(𝑠) = cos 𝜃 (𝑠) i 𝑧′(𝑠) = sin 𝜃 (𝑠) za neku diferencijabilnu
funkciju 𝜃 (𝑠). Izra�eno preko �e, koordinatne funkcije pokret-
ne trake profilne krive su:[

𝜉1(𝑠)
𝜉2(𝑠)

]
=

[
cos 𝜃 (𝑠) sin 𝜃 (𝑠)
− sin 𝜃 (𝑠) cos 𝜃 (𝑠)

] [
𝑥(𝑠)
𝑧(𝑠)

]
. (5.7)

Primenom inverzne matrice na (5.7) dobijamo koordinatne funk-
cije profilne krive izra�ene preko koordinatnih funkcija po-
kretne trake: {

𝑥(𝑠) = cos 𝜃 (𝑠)𝜉1(𝑠) − sin 𝜃 (𝑠)𝜉2(𝑠)

𝑧(𝑠) = − sin 𝜃 (𝑠)𝜉1(𝑠) − cos 𝜃 (𝑠)𝜉2(𝑠)
(5.8)



Glava 5. Dinamiqka interpretacija 72

Na osnovu (5.8) vidimo da va�i (𝑥(𝑠))2+ (𝑧(𝑠))2 = (𝜉1(𝑠))2+ (𝜉2(𝑠))2.
Diferencira�e (5.7) nas dovodi do sistema diferencijalnih jed-
naqina{

𝜉′1(𝑠) = 1 + 𝜃′(𝑠) (𝑧 cos 𝜃 (𝑠) − 𝑥 sin 𝜃 (𝑠)) = 1 + 𝜃′(𝑠)𝜉2(𝑠)
𝜉′2(𝑠) = −𝑥′(𝑠)𝑥(𝑠)𝜃′(𝑠) − 𝑧′(𝑠)𝑧(𝑠)𝜃′(𝑠) = −𝜃′(𝑠)𝜉1(𝑠).

(5.9)

Korisno je primetiti i da va�i

𝑥′(𝑠)𝑧′′(𝑠) − 𝑧′(𝑠)𝑥′′(𝑠) = 𝜃′(𝑠).

Sada mo�emo izraqunati bazne vektore tangentnog prostora po-
vrxi (5.3) kao i �ihove deformacione vektore:

𝜙𝑠 = (𝑥′(𝑠) cos(𝜔𝑡) + 𝑧′(𝑠) sin(𝜔𝑡), 𝑥′(𝑠) sin(𝜔𝑡) − 𝑧′(𝑠) cos(𝜔𝑡), 0)

𝜙𝑡 = 𝜔

(
−𝑥(𝑠) sin(𝜔𝑡) + 𝑧(𝑠) cos(𝜔𝑡), 𝑥(𝑠) cos(𝜔𝑡) + 𝑧(𝑠) sin(𝜔𝑡), 1

𝜔

)
𝜙𝑠𝑠 = (𝑥′′(𝑠) cos(𝜔𝑡) + 𝑧′′(𝑠) sin(𝜔𝑡), 𝑥′′(𝑠) sin(𝜔𝑡) − 𝑧′′(𝑠) cos(𝜔𝑡), 0)

𝜙𝑠𝑡 = 𝜔 (−𝑥′(𝑠) sin(𝜔𝑡) + 𝑧′(𝑠) cos(𝜔𝑡), 𝑥′(𝑠) cos(𝜔𝑡) + 𝑧′(𝑠) sin(𝜔𝑡), 0)

𝜙𝑡𝑡 = 𝜔
2 (−𝑥(𝑠) cos(𝜔𝑡) − 𝑧(𝑠) sin(𝜔𝑡),−𝑥(𝑠) sin(𝜔𝑡) + 𝑧(𝑠) cos(𝜔𝑡), 0)

Odavde dobijamo koficijentne prve fundamentalne forme:

𝐸 = (𝑥′(𝑠))2 + (𝑧′(𝑠))2 = 1 𝐹 = 𝜔𝜉2(𝑠) 𝐺 = 1 + 𝜔2((𝜉1(𝑠))2 + (𝜉2(𝑠))2).

A kako je

𝜙𝑠 × 𝜙𝑡 =

𝜔

���������
®i ®j ®k

𝑥′(𝑠) cos(𝜔𝑡) + 𝑧′(𝑠) sin(𝜔𝑡) 𝑥′(𝑠) sin(𝜔𝑡) − 𝑧′(𝑠) cos(𝜔𝑡) 0

−𝑥(𝑠) sin(𝜔𝑡) + 𝑧(𝑠) cos(𝜔𝑡) 𝑥(𝑠) cos(𝜔𝑡) + 𝑧(𝑠) sin(𝜔𝑡) 1
𝜔

���������
= (sin(𝜔𝑡 − 𝜃 (𝑠)),− cos(𝜔𝑡 − 𝜃 (𝑠)), 𝜔𝜉1(𝑠)).

Odavde zak	uqujemo da je Gausovo preslikava�e povrxi (5.3)

𝑛(𝑠, 𝑡) = 1√︁
1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2

(sin(𝜔𝑡 − 𝜃 (𝑠)),− cos(𝜔𝑡 − 𝜃 (𝑠)), 𝜔𝜉1(𝑠)).

Sad mo�emo na�i i koeficijente druge fundamentalne forme
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povrxi (5.3):

𝑒 =
−𝑥′′(𝑠) sin 𝜃 (𝑠) + 𝑧′′(𝑠) cos 𝜃 (𝑠)√︁

1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2
=

𝜃′(𝑠)√︁
1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2

𝑓 = − 𝜔√︁
1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2

𝑔 =
𝜔2√︁

1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2
(𝑥 sin 𝜃 (𝑠) − 𝑧 cos 𝜃 (𝑠)) = −𝜔2𝜉2(𝑠)√︁

1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2
.

Kako su uvojci sred�e krivine 1, za �ih �e, po (1.17), va�iti
2(𝐸𝐺 − 𝐹2) = 𝑒𝐺 − 2 𝑓 𝐹 + 𝐸𝑔, odnosno jednaqina:

2(1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2) =
𝜃′(𝑠) (1 + 𝜔2((𝜉1(𝑠))2 + (𝜉2(𝑠))2)) + 𝜔2𝜉2(𝑠)√︁

1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2
.

Za rexava�e sistema (5.9) nam je neophodan izraz za 𝜃′(𝑠):

𝜃′(𝑠) = 2(1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2)
3
2 − 𝜔2𝜉2(𝑠)

1 + 𝜔2((𝜉1(𝑠))2 + (𝜉2(𝑠))2)
(5.10)

Zamenom (5.10), sistem (5.9) postaje:
𝜉′1(𝑠) =

1+𝜔2(𝜉1(𝑠))2+2(1+𝜔2(𝜉1(𝑠))2)
3
2 𝜉2(𝑠)

1+𝜔2((𝜉1(𝑠))2+(𝜉2(𝑠))2)

𝜉′2(𝑠) =
𝜔2𝜉2(𝑠)−2(1+𝜔2(𝜉1(𝑠))2)

3
2

1+𝜔2((𝜉1(𝑠))2+(𝜉2(𝑠))2)
𝜉1(𝑠)

(5.11)

Direktnom proverom se mo�e videti da je funkcija

ℎ𝑤 (𝜉1, 𝜉2) :=
𝜉2√︁

1 + 𝜔2(𝜉1(𝑠))2
+ (𝜉1(𝑠))2 + (𝜉2(𝑠))2

prvi integral sistema (5.11), tj. da zvako rexe�e (𝜉1(𝑠), 𝜉2(𝑠)) tog
sistema va�i ℎ𝑤 (𝜉1(𝑠), 𝜉2(𝑠)) = 𝑀, gde je 𝑀 realna konstanta, pa
zak	uqujemo da tvr�e�e va�i. □

Suxtinski znaqaj ovog tvr�e�a se ogleda u �egovoj slede�oj
direktnoj posledici.

Posledica 5.5. Pokretna traka profilne krive uvojka je sr-
colika kriva −ℎ−1𝜔 (𝑀) za neku realnu konstantu 𝑀 ∈

[
−1

4 , +∞
)
.

Vrednost 𝑀 = −1
4 odgovara cilindru polupreqnika

1
2 .

Napomena. Iz prethodnog tvr�e�a je jasno da nas od konkretnih
primera uvojaka deli samo efektivna parametrizacija srcolikih
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krivih ℎ−1𝜔 (𝑀). U [17] je dokazano da je za svako 𝑀 > −1
4 i svako

𝑤 > 0 srcolika kriva ℎ−1𝜔 (𝑀) data u parametarskom obliku:
𝑥(𝑠) = 𝐴 cos 𝑠

𝑧(𝑠) = −1+
√
1+4𝑀+𝐵 cos2 𝑠 sin 𝑠

2
√
1+𝜔2𝐴2 cos2 𝑠

(5.12)

pri qemu su konstante 𝐴 i 𝐵 date kao:
𝐴 =

√︃
−1+𝑀𝜔2+

√
1+(1+2𝑀)𝜔2+𝑀2𝜔4

√
2𝜔

𝐵 =
2+2𝑀2𝜔4+𝜔2+2(𝑀𝜔2−1)

√
1+(1+2𝑀)𝜔2+𝑀2𝜔4

𝜔2

(5.13)

Sada mo�emo i dati primere uvojaka:

Slika 5.5: Uvojak sred�e krivine 1 za 𝑀 = 0 i 𝑤 = 1 i za koji (𝑠, 𝑡) ∈ (0, 𝜋
2 ) × (0, 2𝜋)

Slika 5.6: Uvojak sred�e krivine 1 za 𝑀 = 0 i 𝑤 = 1 i za koji (𝑠, 𝑡) ∈ (−20𝜋, 20𝜋) × (−20𝜋, 20𝜋)
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Korisno bi bilo imati, ako je mogu�e, i neke jednostavnije pa-
rametrizacije nekih uvojaka za crta�e. Razrexe�e te dileme nam
daje slede�a teorema:

Teorema 5.6. Povrx oblika (5.3) je ravna akko je pokretna traka
�ene profilne krive taqka 𝑂𝑥𝑧 ravni razliqita od (0, 0) (i u tom
sluqaju je povrx cilindar) ili vertikalna poluprava s temenom
na 𝑥−osi koje nije u koordinatnom poqetku. Profilna kriva je
tada eksplicitno data sa:

𝑥(𝑠) = 1
2 cos

(
2
√
𝑎𝑠+𝑏
𝑎

)
+
√
𝑎𝑠 + 𝑏 sin

(
2
√
𝑎𝑠+𝑏
𝑎

)
𝑧(𝑠) =

√
𝑎𝑠 + 𝑏 cos

(
2
√
𝑎𝑠+𝑏
𝑎

)
− 1

2 cos
(
2
√
𝑎𝑠+𝑏
𝑎

) (5.14)

Dokaz. Ukoliko je povrx oblika (5.3) ravna, to je 𝑒𝑔 − 𝑓 2 = 0,
pa koriste�i koeficijente druge fundamentalne forme povrxi
(5.3) iz dokaza 5.4 dobijamo jednaqinu 𝜔2(𝜃′(𝑠)𝜉2(𝑠) + 1) = 0 , koja
se svodi na

𝜃′(𝑠) = − 1

𝜉2(𝑠)
, (5.15)

qijom zamenom u sistem (5.9) dolazimo do sistema:{
𝜉′1(𝑠) = 0

𝜉′2(𝑠) =
𝜉1(𝑠)
𝜉2(𝑠) .

(5.16)

Rexe�e prve jednaqine tog sistema je 𝜉1(𝑠) = 𝑎
2 za neku realnu kon-

stantu 𝑎. Zavisno od prirode te konstante imamo dva razliqita
rexe�a:

1. (𝑎 = 0) U ovom sluqaju je 𝜉1(𝑠) = 0 i 𝜉2(𝑠) = 𝑏 ≠ 0 , te je po-
kretna traka profilne krive (𝑥(𝑠), 𝑧(𝑠)) taqka razliqita od
koordinatnog poqetka, dok je sama profilna kriva, po (5.8)
(−𝑏 cos 𝜃 (𝑠),−𝑏 cos 𝜃 (𝑠)) i poxto je povrx ravna, zak	uqujemo
da je u pita�u cilindar.

2. (𝑎 ≠ 0) Druga jednaqina u (5.16) postaje 2𝜉′2(𝑠)𝜉2(𝑠) = 𝑎 qijom

integracijom dobijamo da je 𝜉2(𝑠) = ±
√
𝑎𝑠 + 𝑏, dok nam (5.15)

daje diferencijalnu jednaqinu 𝜃′(𝑠) = ∓ 1√
𝑎𝑠+𝑏

koja se rexava

direktnom integracijom i dobijamo da je 𝜃 (𝑠) = ∓2
√
𝑎𝑠+𝑏
𝑎

. Zame-
nom tog rezultata u (5.8) dobijamo jednaqine (5.14)

□
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Slika 5.7: Ravna povrx oblika (5.3) za 𝑎 = 2 i 𝑏 = 0 i za koju (𝑠, 𝑡) ∈ (−2𝜋, 2𝜋) × (−2𝜋, 2𝜋).



GLAVA 6

Zak	uqak

Kroz ceo rad smo videli prepletenost rotacionih i heliko-
idnih povrxi. Poqevxi od samih �ihovih definicija u 2. po-
glav	u, preko �ihovih metriqkih svojstava (o qemu je govorila
Burova teorema), i konaqno do nivoa 𝐶𝑀𝐶 povrxi, odnosno �i-
hovog smexta�a u prostoru.

Delonijeve povrxi, iako istorijski daleko od moderne matema-
tike, ispostavile su se kao neophodan alat u razumeva�u heliko-
idnih povrxi konstantne sred�e krivine. Izometriqka deforma-
cija helikoid-katenoid je pokazala kako od Delonijevih povrxi
mogu nastati helikoidne povrxi konstantne sred�e krivine, ma-
kar na nivou minimalnih povrxi.

Glavnim rezultatom ovog rada dokazano je da to nije izolovan
sluqaj, ve� da je jedini naqin kako helikoidne 𝐶𝑀𝐶 povrxi na-
staju putem izometriqkih deformacija Delonijevih povrxi. Za-
k	uqili smo da sve mogu�e helikoidne povrxi konstantne sred�e
krivine nastaju tako xto odaberemo jednu konkretnu Delonijevu
povrx iz jednoparametarske familije opisane parametrom 𝐵0 u
3. ode	ku druge glave ovog rada i pro�emo kroz �enu pridru�enu
Losonovu familiju u kojoj se, pored polazne Delonijeve povrxi,
nalaze sve �oj izometriqne helikoidne povrxi konstantne sred�e
krivine jednake polaznoj Delonijevoj povrxi.

Konaqno, u petoj glavi smo videli da se Delonijev rad mo�e pre-
neti na moderna razmatra�a qak i u kontekstu dinamike. Ideja o
generisa�u Delonijevih povrxi u realnom vremenu se, uz odre�e-
ne modifikacije, prenosi na helikoidne 𝐶𝑀𝐶 povrxi konceptom
koordinata pokretne trake.

I povrh svega, mnoge interesantne i aktuelne teme srodne te-
matici ovog rada, poput prostora modula uvojaka, koordinata po-
kretne trake Delonijevih povrxi, a pogotovu stabilnosti heliko-
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idnih povrxi konstantne sred�e krivine nisu mogle na�i mesto
u zavrxnoj verziji ovog master rada iz praktiqnih razloga.
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