YHUBEP3UTET Y BEOI'PAJTY
MATEMATHUYKHU ®AKVIITET

Josana b. Jlozanos

IIPEBPOJABAIBE CTABAJIA U AIUKJIMYHE
OYHKIHNJE

MacTep paj

beorpan, 2023.



MenTop:

npod. np ['opan bankosuh, BanpegHu npodecop
VYuusep3utet y beorpany, Matematuuku Qaxysnet
YnaHnoBu KoMHCHje:

ap Tama CtojanuHoBUh, TOIEHT
VYuusep3utet y beorpany, Matemarnuku daxkyiaret

np Mapko PanoBanoBuh, BanpeaHu npogecop
VYuusep3utet y beorpany, Matematuuku gaxyntet

Jdatym onopane:




Pe3ume

[IpebpojaBame crabana je mMaTreMaTHYKHd KOHIENT KOju ce OaBu oapehuBamem Opoja
pa3IMYUTUX HAYMHA Ha Koje ce Mory gopMmuparu ctabdna. Ctabiio je cTpyKkTypa Koja ce cacToju
0J1 YBOPOBA U IpaHa, Mpu YeMy TpaHe MoBe3y]y UBOpoBe 0e3 cTBapama nukiryca. OBaj KOHIIETT je
TUPOKO TPUMEHUB Y Pa3IUYATHM O00JIaCTUMA, YKJbY4yjyhn MaremMaTuKy, padyHapCTBO U
onosorHjy.

AnuximuHa GyHKIHja, ¢ ApyTe CTpaHe, je GyHKIHja y K0joj He MOCToju oapehen myT koju
MMOYWHE U 3aBpIllaBa Ha UCTOM 4yBOpy. OBe (yHKIIHM]e Cy OuTHE y 00IacTMa Kao IITO Cy TeopHja
rpadoBa, anropurtama mperpare W pekyp3uja. AnMKINYHE (YHKIHMjEe CE€ 4YecTO KOpHCTe 3a
peraBame mpodemMa Koju 3axTeBajy 00paay Wi MaHUITYJIalH]y Mo1aTaka KOju Cy OpraHW30BaHU
y CTpYKTYpH Tpada.

KombunoBame nmpebpojaBama crabana M auuKINIHUX (YHKIHM]a MOXKE OUTH O] BEIUKE
KOPHCTH Yy pelllaBamy CIOKEHUX MPpoOJieMa KOjU YKIbY4Y]y CTPYKTYpe IojaTaka ca CBOjCTBUMA
cTabyia ¥ 3axXTeBajy M3pauyyHaBamke WM MAHUITYJallM]y HAYMHAMA Ha KOje C€ TH MOJAIl MOTY
OpraHu30BaTH.

VYkparko, mnpeOpojaBame crabama ce OaBu onapehuBamem Opoja Moryhux HaumHa
dhopmupama crabdana, 0K ce alMKINYHe (QYHKIH]e OJHOCE Ha (PYHKIH]e KOje HEMajJy LHKITYCe.
KomOunanmja oBUX KOHIENaTa MOKe OWUTH OJ] KJbYYHOI 3HAYaja y Pa3Iu4YUTHM 00JIacTHMA,
npykajyhu anare 3a peniaBame CJI0KSHHUX MpobiiemMa U ONTHMH3aln]jy neppopmMaHcH.

Kibyune peun: rpad, cradio, 4Bop, rpana, GyHKIH]a, 1eUHUALIH]A
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I'naBal

1 VYBoa

Teopuja rpadoBa je MaTeMaTHUKa JUCHUIUIMHA KOja JaTtupa Tek HemrTo Bume ox 100
roauHa yHasaj. tben OypaH pa3Boj MOYHbE, OTIPUITHKE, TIOJOBHHOM IPOIUIOT BEKa U Tpaje joIr
yBEK. Y3pOKOBaH je MOHAJBHINE pa3BOjeM padyHapcTBa W mHPopmatuke. Mehytum, rpadoBu
HaJla3e CBOje MECTO M MPUMEHE U y IPYTUM HAyYHUM JTUCIHIIMHAMA Ka0 IIITO CY eJIeKTPOTEXHHKA,
TPAHCMIOPTHE M TEIEKOMYHHUKAIMOHE MpEXe, XeMHja, 1la YaK ¥ APYIITBEHE HayKe Kao IITO je
corosioruja. ['padoBu cy moce6HO 3aHUMIBMBH jep TOMONY FbUX MOXKEMO MOJIEJIOBATH CIIOKEHE
mpobjieMe BeoMa jeJHOCTaBHO, Kao IITO je TOCTaBJbamke caoOpahajHHIa, TOCTAaBIbAE
ENCKTPUYHUX MPEKa, pauyHApCKUX Mpexka u ci1. HajpaznuuuTuje TucKkpeTHe CTPYKType Koje ce
M0jaBJbY]y y pauyHapCTBY MOTOAHO ce omucyjy rpadosuma. [IpBu mpobiaeM U HEroBoO pelieHmhe
M3HECEHU Ha HAYWH KOJH je APYraduju y OJHOCY Ha MPETXOJHE U MOXKE C€ CMaTpaTH MPEeTeuoM
Teopuje rpadosa jecre pan Jlconapaa Ojiepa (Leonhard Euler) mox nasusom Cedam mocmosa
Kenuecoepea (eng. The Seven Bridges of Konigsberg), o6jasiser 1736. rogune (Crnuka 1.1).
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Cnuka 1.1: Cegam MoctoBa KenurcOepra



[IBajiiapckom Marematudapy Jleonapoy Ojnepy cy Toxkom OopaBka y Kenurcbepry
(manammu Cant [lerepcOypr) MemraHu MOCTaBWIM MpoOieM ja mnpehe mpexko cBuX 7 MOCTOBa
(xoju cnajajy 2 obane peke IIperen melycoOHO 1 ca 2 ocTpBa) TaKko Aa MPEKO CBAKOT mpehe Tauno
jemanmyt. Y To Bpeme Ojiep je xuBeo u pamuo y Cant IlerepcOypry kao wian uyBeHe CaHT
[TerepcOyprike akanemuje Hayka. Ojiiep je Hallao pememne 3a1aTor MpodiieMa y KojeM je moka3ao
Jla TpakeHa meTma He mocToju. Ojnep je mpBo Mpe3eHTOBao cBOj pax, 26.aBrycra 1735.roqune,
Ha oBoM npobnemy Cant [lerepcOypikoj akameMuju Hayka Aoka3yjyhu &a je TakaB oOuiazak
MOCTOBa HEMOT'Yli y3 HallOMEHY Jia C€ HerOB METOJI MOKE IMPOIIMPUTH Ha MPOU3BOJbAH PACTIOPE]
octpBa 1 MocToBa. [IoToM ra je myOIMKoBao Kao HaydHU paj moja HaciaoBoM Solutio problematis
ad geometriam situs pertinentis koju y mpeBoay ca JIATHHCKOT Tiacu Peuterbe npobiema
eeomempuje nonoxcaja (Cnuka 1.2). Pan je o0jaBsben y ananuma Canr [letepcOypiike akanemuje
Hayka 1736. ronune. Ha crnenehoj ciauim MokeMoO BUACTH Kako je M3rjefalia mpBa CTpaHMIIA
OjnepoBor paja.
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Cnuxka 1.2: IIpBa ctpana HaydHoT paja - Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis

[Ipe nero mto u3noxxkumo OjIepoBO pelieke, U3HEeheMO HEKOJIMKO BAKHUX 3aMakama.
Kao mto To marematuvapu yecto pane, Ojnep je manopamy Kenurcbepra 3amenuo cienehom,
JeTHOCTaBHOM, reoMeTpujckoM ciukoM (Crimka 1.3):
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Cnuka 1.3: OjnepoBa 3amena Kenurcoeprose manopame

Ha mo0j cy octpBa 060jeHa 3eneHo u o3HaueHa ca A u C, nok cy obane peke [Iperen
o3HaueHe ca B u D. Caj ce cBakoj HIETHH NMPEKO MOCTOBA MOXKE NPUIPYKUTHU j€aH HU3 YUJU CY
eireMeHTH ciioBa A,B,C u D.

EBo kako To u3riena Ha jeTHOM KOHKPETHOM IPUMEpY: TTocMaTtpajmo cieaehy mermy koja
nouynme Ha 00anu B. Jlakie, mpBo ciioBo y HH3Y je B. Heka merma jefHIM 01 MOCTOBA Mpesia3u
Ha ocTpBo A. Tajga Ha Ipyro MECTO y HU3Y cTaBjbaMmo ciaoBO A. Heka ce moToM Apyrum MocToM
Bpaha Ha obairy B. Cnenehe cioBo y Hu3y je B. 3atum npena3u Ha ocTpBo C, T€ je YETBPTO CIOBO
y Hu3y C. 3atuMm ujae Ha obairy D, a HU3 ce HacTaBjba clioBoM D. OHpa jeqHuM OJ MOCTOBA Ha
OCTpBO A 1a Ha IECTO MECTO Y HU3Y JI0J1a31 CJIOBO A M KOHAYHO JIPYTM MOCTOM IIOHOBO Ha 00aiy
D Ttako ga je Ha MOCIeaHEM MECTY Y HU3y ciioBo D. Tume ce meTma 3aBpiaBa jep ce HU MPeKo
jemHor mMocrta He cMme npehu Bumie of jemanmyT. [IpuMeTMo 1a Cy cBaka JBa CyceaHa CJIOBa Y
TO0OMjeHOM HHM3Y pa3finyuTa U Ja OHA IIPEJICTaBIbajy jeaH O]l MOCTOBA. Y OBOM CiIy4ajy npeheHo
je mpeko 6 MOCTOBa Te CTOra Hu3 caJpu 7 ciosa. [I[puMeTumo joir fa npu 0BOM MOKYIIIAjy MOCT
m3mely octpBa A u C Huje npehen Hujenannyt. Pasyme ce, oBaj HEycIenu MOKyIaj HUje J0Ka3
Jla TpakeHa IeTmha He ocToju. [IpaBo o0jammeme, koje hemo yckopo Buaetu, aao je Ojiep. EBo
caga Ojneposor eneranTHor pemema (Cnuka 1.4).
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Cnuxka 1.4: OjnepoBo peliemne



[IpernocraBuMO Aa moctoju meTwma W npeko 7 MOCTOBa KOja CBAKUM MOCTOM IpeJiasu
Ta4yHO jemaHmyT. [Ipema mpeTxogHOM pa3maTpamby HbOj OATr0oBapa HU3 XqX,X3X4X5XeX7Xg UHJU
eJIEMEHTH Tpumazaajy ckymy ciosa A, B, C, D. Ilputom cycenHa ciioBa X; U X;,q IPEICTaBIbajy
jenaH o MOCTOBA. Y BE3W C TUM IPUMETHMO clieiehe: CBako CIIOBO KOje Ce Hala3W yHyTap HU3a
W mnokpuBa Ta4yHO 2 MOCTa. AKO je TO CIIOBO X; MOCTOBH Cy X;_1X; ¥l X;X;41, @ aKO C€ HaJla3u Ha
JeITHOM OJT KpajeBa HH3a TaJia MOKpHUBa Ta4HO jenad MocT. [lociienuiie oBor 3anaxama cy cieachu
3aKJBYUIIU: OCTPBO A MMa 5 MOCTOBA, TipeMa ToMe cJIoBO A mojaBibyje ce 3 myra y Huzy W. Jlasbe,
obanta B uma 3 mocra, ia ce ciioBo B nojaBipyje 2 myra y Hu3y. OctpBo C u o6ana D takohe nmajy
o 3 MocTa, na ce cioBa C u D Takohe nojaBsbyjy 1o 2 myrta y Hu3y. M3 0BUX 3akspydaka cienu
na Hu3 W ocaapxu 9 cum6o71a, a To je KOHTpaauKIIFja ca MPETIOCTaBKOM J1a HU3 uMa § cuMOora,
¢ 0063upom J1a je 6poj MocToBa jenHak 7. [Ipema Tome, TpakeHa mieTHa HE MocToju. MoXa cre
npumetusu aa OjepoB paj Koju CaAp kKU OBO peliemhe nMa 12 cTpaHa. AKO je HaBeJIEHO pellieHhe
CTaJI0 Ha OTHPUJIMKE jJeJIHy CTpaHy, LITa OHJAa cajapxke mpeoctanux 11 ctpana? OxaroBop Huje
TemKo oAroHeTHYTH. Kao roToBo cBM MaremaTnyapu, Ojiep je oaMax pazmaTpao yormrema. [lTa
ako je apyru Opoj MOCTOBa W Jpyrd Opoj OCTpBa, IITa aKO CYy MOCTOBHM OBAaKO WJIM OHAKO
pacniopehenu u tako gaspe. [locToju jour jeHa cTBap Koja MaKJBHBOM YHUTAOITy MOXKE J1a MaTHE
Ha mameT. Paau ce o cienehem: mo6po, BUAEIN CMO jeJaH Jiel U UHTEPEeCaHTaH MpoOJieM U joII
nernie 1 uHTepecanTHHje OjepoBo pellenhe all KakBe TO MMa Be3e ca TeopujoM rpadosa? Yop3o
hemo Bugern ma mma. CtBap je y Tome mto ce OjinepoBa ynpomheHa ciuka KenurcOepra u
HETOBHUX MOCTOBA MOXE JI0JaTHO YIIPOCTUTH Ha cienehu HaunH. OctpBa 1 obane A u C 0THOCHO
B u D mory ce 3ameHuTH Taukama y paBHu (Cnuka 1.5). Ako u3mel)y n1Ba moapydja mocToju MocT,
OH je MPeACTaBJbEH JIYKOM HJIH IY’KH KOja craja oaroBapajyhe tauke. Tako je o1 ynTaBe maHopame
Kenurcbepra ocrao oBaj rpad:
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Cnuxka 1.5: Ynpomrhena cnuka

Taunuje, To je myaTurpad ¢ 003upoM J1a caJpu napajienHe rpaHe uzmely usoposa A u
B onnocHo A u D (Cnuka 1.6). Caga, cBakoj meTwu npeko KeHurcOepkux MocToBa oJroBapa
jenHa crasza y nobujeHoM myaturpady. Pagu ce o cTtasu jep ce rpaHe He MOT'Y IOHaBJbATH C
0031pOM J1a ce MPEKO CBaKOT MOCTa MOKe npehu HajBuIle jelaHMyT.



EBo kako 1o nge. Imamo OjnepoBy memy KenurcOepra u \ieroBUX MOCTOBA U MapaJIeTHO
¢ ’1OM noMenytu myaturpad. Pasmorpumo panujy mersy BABCDAD. 1lpBu A€o MIeTHE NOYHbHE
Ha o0anu B u 3aBpmiaBa ce Ha ocTpBy A. To ce y mynrurpady manugecryje upBeHHM JyKoMm BA.
Crpenmia ciryXH J1a MOKake J1a je IoYeTak OBOT Jiena meThe y B, a 3aBpuierak y A. Jlasbe nmamo
npenas ca octpa A Ha obairy B. tbemy oaroBapa opujeHTHCaHM IIpBeHH TYK AB 1 Tako nasbe. Ha
Kpajy uMaMo Tipesa3 o1 octpBa A xa obaym D u oarosapajyhu nyk AD. Kao mro ce Buau 1jpBeHe
rpaHe nopehane HaBeIEHUM peaOM IPEJCTaBIbajy jeAHy cTa3zy y myaturpady. [Iputom Ta craza
He caapku rpany AC mTo 0/ArOBapa YMH-CHUIM Jia EeTHha HUje Tpelnia MocToM n3mely octpsa
A u C, 1 Tako CMO CTUTIIU JI0 TpadoBa.
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Crnuka 1.6: Mynturpad

Hanomena: OcHOBHE MMojMOBEe O rpad)OBHMa YBOJMMO y HApeIHOM TMOTJIABJbY, JOK HUX OBIC
KOPHUCTHUMO KaKo OM KOMILIETHPAJIM MTPUIY O HACTaHKY TeopHje rpadona.

Hepununuja.
3arpad G kaxemo na je Ojriepos ako ¥ caMo aKo CaApKu 3aTBOPEHY cTtazy W koja caapxu
CBE HeroBe rpaHe. TakBy 3aTBOpEHy cTaszy 30BeMo Ojieposa konmypa.

Hepununuja.

3arpad G xaxemo na je noay Ojnepos ako u camo ako caapxu crazy W koja caupku cBe
rpane rpada G. TakBy cra3y 30BeMo Ojiepoé nym.

Kao mro ce u3 gepunnnuja Bunu ceaku OjnepoB rpad je mony Ojnepos, 10k oOpaTHO HE
Mopa na Baxku. EBo Hekomuko npumepa (Cnuka 1.7). I'pad ca nese ctpane je Ojnepos jep My je
3arBopeHa cta3za OjnepoBa KOHTypa. 3aTuMm, rpad y cpeauHu je nosry OjiaepoB jep caapiku
OjnepoB myT, NOK nocneamu npumep rpada uuje Hu OjnepoB Hu moxy Ojnepos, jep ce Moxke
nokasaru Aa Hema Hu OjnepoBy KoHTYpy HU OjnepoB myT. CBaka meroBa cra3a Moe Ja oKpHje
HajBuIIe 5 TpaHa. JenHa o/ TaKBHX je MPUKa3aHa Ha CIUIIH.



Ojlerov polu Qjlerov
Cmuxka 1.7: IIpeno3HaBame rpada

Tako ponazumo a0 cieneher npodnema: Kaxo paznuxosamu Ojnepoge epaghose 00 nony
Ojneposux 0OHOCHO 00 OHUX KOju Hucy Hu npeu Hu Opyeu? Wium, mTo je HCTO, Koja je
kapaktepuzanuja OjnepoBux ogHocHO noiry OjnepoBux rpadona?

Cnenehe nomohno TBpheme kopuctrhemo 3a najba ucnuthBama OjiaepoBux rpadosna.

Jema 1.1. Axo je §(G) = 2, Tana G cagpKu KOHTYPY.

gZOK(l&

Heka je G rpad y kojem je MUHMMATHHU CTETIEH YBOPOBa Behr WM jeTHaK 2, IIITO 3HAYU Ja

je crerneH cBakor yBopa 6ap 2. Heka je P, = vv, -+ V5, s = 3 Hajayxku iyt y G.
v Va Ve
1 2 P, ;

Ycnyr HarmoMeHUMO J1a je S = 3 jep je crerneH cBakor yBopa Behu nim jennak 2. Kaxko je
CTEIEeH YBOpa v, Behu WM jeHaK 2, OH OCUM VU, MMa 0ap joII jeIHOT Cyce/ia, 03HaYuMO T'a ca U.
C o63upom Ha myT P 32 4BOp U UMaMO JIB€ MOTYhHOCTH:

a) UYsop u He npunaaa nyty P

Tana je uv v, -+ v nyT Pgyq cas + 1 uBopom.
Ps+1

U

¥ Vi Ve
Crora je meroBa ayxuHa Beha ox nyxusHe nyra P;. To je koHTpaaukuuja ca
MPETIIOCTaBKOM Ja je P; Hajayxu nyt y rpady G. [Ipema Tome, ciydaj a) je Hemoryh.

6) UYBop u npumnana nyry P
C 003upom 12 je pa3iauuuTo Of V,, U je HeKu uBop v;, 3 < i < s. Tanma je vyv, - v;1

koHTYypa C; y rpagy G.



Teopema 1.1. (Euler 1736, Hierholzer 1873) ITose3an rpad G je OjnepoB ako u caMo aKko Cy CBH
YBOPOBH MMAPHOT CTEICHA.

QOKCZB'.

(=) Heka je G mose3an Ojnepos rpad. Tpebda goka3atu ja je cTENEH CBaKOT YBOpa rpada
G mapan Opoj. Heka je 3arBopena ctaza W = vye v,e,V3 *+* Vi er 41 Vo OjiiepoBa KoHTYpa y G.
[To neduuuMjI oHa caapxku cBe TpaHe rpada G. Heka je v; uBop rpada G pa3nuduT o1 vy U HeKa
ce OH S TyTa MojaBibyje y crazu W. Kako OjiepoBa KOHTypa caipku cBe TpaHe rpada G 1 Kako
J€ CBaKo T0jaBJbUBAK-E YBOPA V; BE3AHO 3a JBE I'PaHE KOj€ M3 Ibera M3Jjia3e CTENEeH Tora 4yBopa
jenHak je 2s Tj. mapan Opoj. Pasmorpumo cama cremeH uBopa vy. OcuM MITO c€ JBa IyTa
rojaBJbyje Ha KpajeBuMa ctaze W y3aMumo n1a ce mojaBibyje joun t myra yHyTap Te craze. M3 tora
CJIeNIU J1a je BheroB cTeneH 2 + 2t, a To je moHOBO mapaH 0poj. VI3 HaBeneHOT ciiequ 1a je CTeneH
cBaKor yBopa rpada G mapan 06poj, mrto je u Tpedaio na ce gokaxe (Cnuka 1.8).

(&) Hexka je G moBe3aHn rpa¢ 4mju Cy CBM YBOPOBH IapHOT cTereHa. Tpeda moka3aTu na
je G Ojnepos rpad. [Ipumerumo aa xommeTan rpad K; 3amoBosbaBa ropme yciaose. Kako on
HeMa rpaHa, o neuHuIHjU ce y3uma jaa ce OjnepoBa KOHTypa KoMIuieTHor Tpada K; cactoju of
TOT jemHOT yBopa. 300T Tora hemMo oBaj TpUBHUJATHU CITy4aj OCTABUTH TI0 CTPAHU U y3€TH aa rpad
G wma Oap nBa uBopa. Kako je G moBe3an rpad umMju cy CBM YBOPOBHU MAPHOT CTEINEHA CIEIN Ja
Cy cTernieHu yBopoBa rpada G mapau OpojeBu Behu win jeaHaku 2. OUnriIeHO HUjeIaH YBOP HE
Moxe outu crernena 0 jep 6u Taga 6uo uzonoBaH u rpad He Ou 6mo moses3aH. [loxcehamo na rpad
G wMma Gap nBa yBopa. Jloka3 uae MHIAYKIHjOM 1Mo m-0pojy rpaHa rpada G. Jlako ce Buam 1a je
m > 3. 3aucra, 3a m < 3 G UM HUjE MTOBE3aH rpad Wix My CBM YBOPOBH HUCY NMAPHUX CTEMEHA.
buo jenHo 6mI0 APYTrO CYMPOTHO je TOPH-0j MPETIOCTABIN. ¥3MUMO IIPBO 1a je m = 3 1j. 1a G
nMma 3 rpane. Taga G He MOKE J1a ©Ma 5 WJIM BHIIIE YBOPOBA jep Tajaa He Ou Omo moseszad. He moxke
Ja UMa HU 4 yBopa jep O6u 300T 1MoBe3aHOCTH U 3 rpaHe 01O ¢TabI10, a CBako CTadJIo ca 2 WU BUIIIE
9YBOpOBa cajip>ku Bucehe uBopose, a Bucehn 4BOpoBH Cy cTerneHa | Tj. HemapHOT CTeleHa, IITo je
KOHTpaJAMKIIMja ca mpernocraBkoM. Tako ocraje na rpad G uma 3 yBopa u 3 rpaHe, Te ce CTora
cBOJM Ha KoMIuieTaH rpad Ks, a oH je ounrsieano Ojnepos. [Ipema Tome, TBphewme Baxu 3a m =
3. Heka nHaykuujcka XUoTe3a Kaxe Ja je cBaku mose3aH rpad ca m' rpanam’ <m,m > 3 u
4Hju Cy CBH YBOpOBHU mapHor crerneHa OjinepoB. Heka je G moBe3an rpad ca 6ap 2 yBopau m, m >
3 rpaHa ¥ 4uju Cy CBH YBOPOBH mnapHor crenena. [lokaxxumo na je on OjiaepoB. C 003upom Ha
HaBEJICHE YCJIOBE Kao y MPETXOTHOM pa3Marpamy 3aK/bydyjeMo Jia je CTEIeH CBaKor yBopa Behu
i jeqHak 2. Ha ocHoBy Jlemel. . cneau na G canp:ku KOHTYpY, peuumo C,. Heka je To koHTYypa
V1V; -+ Uv;. O3Hauumo ca G’ rpad nobujeH u3 rpada G yKiiamameM IpaHa oBe KoHType. Heka
cy G1,G,, -+, G, 1 = 1 kommonenTe rpada G'. Kako je G moBe3aH rpad, cBaka KOMIIOHEHTa G; IMa
0ap jemaH 3ajemHUYKH YBOp ¢ KOHTypoM C,. Tama 3a xommnonenrte Gq, G,, -+, G; Baxu cienehe:
MIPBO, CBaKa OJ] UX je moBe3aH rpad. Jpyro, cBu YBOPOBH CBaKe OJl KOMIIOHEHTH UMajy MapHe
creniene. O6jacCHUMO Mayio OIMKE OBY YHHHCHHUILY.



Axo 4BOp KOMITOHEHTE (; He TpHuaga KOHTYypH C; Ta/ia je IleroB CTETEH y TOj KOMIIOHEHTH
UCTH Kao creneH y rpady G, a To 3HayM mapaH Opoj, a ako YBOp mpunaga Koutypu C; Tajaa ce
HAKOH YKJIamama IpaHa Te KOHTYpPE HEroB cTemneH u3 rpada G cMmamyje 3a 2. Kako je y G 6uo
napan 0poj, octao je mapan. Tpehe, Opoj rpaHa cBake 0] KOMIIOHEHTH MamH je o] Opoja rpaHa
rpada G Tj. oq m. M3 oBora Ha OCHOBY MHIYKIIH]CKE XUIIOTE3€E, CIC/IN a je CBaKa KOMIIOHEHTa G;
OjnepoB rpad. Heka je W; mena OjmepoBa xoHtypa. KomOunyjyhu xoutypy C; u Ojnepose
KOHTYpE IMOjeIUHUX KOMIOHEHTH Tpada G’ ¢dopmupahemo OjiepoBy KOHTYpy Tpada G.
[Tounmemo ca koHTYypoM C; ¥ l€HUM OOMIIACKOM TIOYEB OJ1, PEIFMO, YBOpa V4. UYBop v, mpunana
HEeKoj oJ1 komroHeHTH rpada G'. Heka je To kommnoHeHTa (. Kao mto cmo Buzenu ona je Ojnepos
rpad umja je OjnepoBa konTypa W;. Obuhemo Ty OjnepoBy KOHTYpY MMOYEBIIN U 3aBPIIMBIIN Y
yBOpY V4. [loToM koHTYpOM C; HacTaBJHaMoO Yy YBOp V,. OH ce Takole Halla3u y HEKOj KOMIOHEHTH
rpada G'. Ako je To manomnpehamnima KoMmoHeHTa G, HacTaB/baMO KOHTYpoM C; y YBOp Vs.
¥Y3MuMo 1a je TO HeKa HOBa KOMIIOHEHTa, peruMo, G,. CIMYHO Kao Yy MPETXOJHOM CIIyda]y
ormmmemo OjiiepoBy KOHTYpY W, Te KOMIIOHEHTE Tako IITO MOYHEMO H 3aBPIIMMO y YBOPY Vs.
Haxon Tora mmemo KoHTYypoM C; Y YBOp V3. YKOJIHUKO C€ OH HAJIa3H Y jeHOj OJI MPETXOTHE JIBE
KoMmrioHeHTe (G, W (G, HacTaB/baMO Ka 4YBOPY V,. Y TPOTUBHOM V3 TpHUIaNa HEKO] Tpehoj
KOMIIOHEHTH, peunMo, Gz uuja je OjaepoBa koHTypa Ws. Onumemo W3 Tako mTo moyHeMo u
3aBpIIMMO y YBOPY V3 M TOTOM HacTaBUMO KOHTypom C; y 4Bop V,. Kako je y KOHKpeTHOM
cllydajy 4YBOp V, Y paHM]O] KOMIOHEHTH G, HAaCTaB/baMo Ka YBOpY Vs. Mel)yTuM u oH je y paHujoj
KOMIIOHEHTH (; T€ HacTaBJ/haMO Ka YBOPY Ve. OH ce Hajla3u y HOBOj TPUBHJAJIHO] KOMIIOHEHTH
KOjy YiHH caMo Taj uBop. Onmmiemo wmeny OjiepoBy KOHTYPY Koja je Mo AeUHULIU]A caMo Taj
yBop. [ToTom naemo y HapenHu 4Bop KOHTYpe C; U Tako Jajbe. Y MOCIEIBEM KOpPaKy U3 YBOpa U,
Bpahamo ce 'y uBop v;. Tako cmo  gobunu  3atBOopeHy crazy W =
VW 010, Wy 0,03 W3 vvs -+ v W' v v 01 Ca W) o3Haden je ynyrpammu neo Ojnepose
koutype W;. Ha npumep, W, je meo OjnepoBe koutype W, 6e3 uBopa v,. Jlako ce Buam 1a je
3aTBOpeHa craza W OjnepoBa koHTypa y rpady G.

Cnuxka 1.8: Jlokas teopeme 1.1.



Hanomennmo na je Ojnep nokazao camo notpedaH ycioB u3 oBe Teopeme. Jlokas na je 1aj
yCIOB M JI0BOJbaH jomao je Bume on 100 romuna nakon Ojmeposor. Ilpunaga Hemaykom
MaTemaruuapy Xwupxosuepy (aem. Hierholzer). Xupxomniepos moka3 yjeaHo je ajaropuram 3a
KOHCTpYKIHjy jemHe Ojmepose koHType y narom OjnepoBom rpady (Cnuka 1.9). Tpeba jom pehun
na Ojnep, XupxoJiep ¥ MHOTH JIPYT'H MaTeMaTH4apy TOTa BPEMEHA HHUCY KOPHUCTHIM TCPMUH
2pag WaKo je jacHO Ja Cy TaKO HEIITO UMAJIH y BHITY.

1. 7‘4‘_,
\ s

=l
bt

Cmuxka 1.9. XupxommepoB g0ka3

Ojnep je unanak o [Ipo6nemy Kenurcoepmkux MmocroBa Hamrcao 1736. rogune (u ctora
Ce Ta roJIMHA y3UMa 3a OCHUBamE Teopuje rpadoBa) U OH je IpBU MyT objaBibeH 1741. roaune,
anu je Taga mpoOyano maiio uHtepeca Mel)y octanum Maremarndapuma. Heke ctpanwuiie u3 oBor
pana cy npukazaHe Ha HapeaHoj ciaui. OBaj mpodjeM U pe3ynTar Cy OCTaIM Majio MO3HATH 0
Kpaja 19. Beka kaja cy ra enriecku marematruapu [lopu JIykac (enr. George Lucas, 1882) u Payc
bon (enr.Rouse Ball, 1892) ykmbyunau y cBoje KM€ O peKpeaTHBHOj maremartuiu. Ilojam
OjnepoBor rpada 3a rpad Koju ce MOKe HalpTaTH He Mo Kyhu 0JIOBKY ca manupa ce ogomahno
3axBasbyjyhu KeHury, koju ra je MCKOPHUCTHO y CBOjO] MMOHMUPCKO] KbU3K 0 Teopuju rpadoBa
(1936.

Cnuxka 1.10. Crpanune kmure o Teopuju rpadoBa

Tpaxewe OjnepoBor myra Hajgasd NpPUMEHY Yy jomr HekuM mnpoOinemuma KomOunaTtopHe
ontumusanuje, nonyt [IpoGiema KMHECKOT MOIITapa, ajll U y pajy ca JlacepuMma, re HaMm je LiJb
Ja ONTHUMAaJHO KOPUCTHMO Jacep M CaMUM THM IM0je(THHUMO LeHy (UHAIHOT MPOU3BOJA
(meronama KomOuHaTOpHE onTUMHU3alMje NOCTUTHYTA je yIITe1a BpeMeHa paja u 10 90%)



I'naBa 2
2 Pa3pana

2.1 OcHOBHM NOjMOBH

Hedpununuja.

I'pagp G = (V,E) je ypehenu map xoju ce cactoju o ckyna V u ckyma E C (‘2/), e je (‘2/)
CKYI CBUX JIBOCJIEMEHTHHUX MOJCKymnoBa ckyma V. Enmemente ckyna V 30BemMo ugoposu rpada, a
eneMeHTe ckyna E epane rpada. Hecto hemo ckym uBopoBa rpada G o3nauaBatu ca V(G), ckyn
rpana ca E (G), opoj uBopoBa ca n(G), a 6poj rpana ca m(G). 3a uBopoBe u, v € V kaxkeMo aa cy
cyceonu ako je {u, v} € E. Axo je e = {u, v} € E xaxxemo Jia rpaHa e uMma kpajese u u v. Takole,
kana je e = {u, v} € E, KaKeMO J1a Cy YBOPOBH U U V UHYUOEeHMHU Ca TPAHOM €. Y3 CBE OBO, 32
JBE TpaHe y rpady KaxxeMo Ja Cy cycedHe YKOIUKO UMajy 3ajeTHUYKU Kpaj (4BOD).

Hanomena: T'pad u3 nperxoane aeduHULIE]E 30BEMO JOIIT B npocm epag. Y 3aBUCHOCTH
o motpeda, moryhe je nmpommuputu oBy Aehunuiyy. Ha nmpumep: - Heopujenmucanu epagp G =
(V,E) je ypehenn nap ckynosa uBopoBa V urpana E, rie je E © (Z) U V. Paznuka je y Tome mro
MOKEMO MMaTH U TrpaHe obinka e = v (rae je v € V), 1j. rpaHe KojuMa cy 00a Kpaja y UCTOM
yBopy v. TakBe rpaHe ce Ha3UBAjy nem.ve.

- Opujenmucanu epag wm ouepagh G = (V,E) je ypehenu map ckynoBa 4yBopoBa V u
rpana E, rne je E € V X V. Paznuka je y TOMe IITO rpaHe y OBOM CJIy4ajy UMajy OpHjeHTaln]y:
rpaHa e = (x,y) uMa MOYETHHU YBOP X U KPajibUu YBOP Y.

I'padoBe Hajuenrhe npecTaBbaMo HPTEKUMA Yy PABHU TAKO IITO YBOPOBE MPEICTABIHAMO
taukama (y cTBapH, yernhe ux npeacTaB/baMo Kpy)kuhnuma), a rpaHe npecTaB/baMo HelTPEKH THIM
(PKopmanoBum) kpuBama u3Mmel)y Tauaka oapeheHux muxoBuM kpajeBuma. Kona rpadosa yecto
Ba)XkKM [03HATA U3PEKa Jla CJAMKA BPeIH XHJbATy PedH.

Hedpunnnmja.

- Ilox oxonunom Ng(u) uBopa u rpada G = (V, E) noapasymeBamMo CKyNl CBHX Cycenaa
ugopa u: Ng(u) = {v € V:{u, v} € E}.
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- Oxonuna N (U) ckyna uBopoBa U € V je ckyn uBopoBa u3 V koju cy cycemnu ca 6ap
jeaHuM yBopom u3 U.

- Cmenen dg(u) uBopa u je 6poj merosux cycena dg(u) = |Ng(u)|. 3a uBop umju je
crerniex 0 pehu hemo na je uzonosan. 3a uBop crenena 1 hemo pehu na je sucehiu(rucm). Hajmarou
u najeehu cmenen usopa umajy cienehe osnake: 6(G) = IJIE]‘EI de(uw), AG) = max dg(u).

- I'pad G je pecyrapan axo cBM 4YBOPOBU MMajy MCTH cTemneH Tj. ako je 6(G) = A(G).
Ako je 6(G) = A(G) = r xaxemo 1a je G pecyrapan 2pag cmenena r WA T-peyiapat.

- Hu3z cmenena ueoposa rpada G je uu3 6pojesa (dy, ..., d,) Koju ce 100Hja TaKo IITO Ce
CTENEHU CBUX 4BOpoBa y rpady mopehajy y Hepactyhu mnm Heomanajyhu mopenak. Ako cy
4BOpOBH Ipada G 03HAYEHH Ca V4, ..., U, Tako faje 6 (vy) < -+ < §(vy) mmm §(vy) = -+ = 6(vy),
onpa je (6(vy), ..., 8(v,)) Hu3 crenena yBopoBa Tor rpada.

JMepunnumja.

IBarpada G; = (V4,Ey) u G, = (V,, E,) cy uzomopghna ako nocroju oujeknuja f:V; —
V, 3a kojy Baxu na je {u, v} € E; axo u camo ako je {f(u), f(v)} € E,. ®yukuuja [ ce HasuBa
usomopghuzam rpadoBa, a UnmeHUIy 11a cy rpadosu G, u G, nsomopdHm o3HauaBamo ca G; = G,

(Cnuxka 2.1).
Ilpumep.
L3
Vi V3
i V7 V3 Vy
i (7] Uiy 2R
1,11 1I.-il Irl!:] Hg
Crnuka 2.1: U3omopduzam rpadosa
Hedpununuja.

Hexacy G = (V,E)u G' = (V',E") rpadosu.

-Axoje V' C VuE' C E, tana kaxxemo aa je G’ nooepag rpada G,y o3naum G’ < G, 10K
je G naoepag rpada G'. Kaxxemo jom u na G canpxu G'.

- Ako je V' =V, Tana kaxxemo na je G' nokpusajyhu (pazanuryhu) nooepagh rpada G.

- Heka je v uBop, a e rpana rpada G. Ca G — v o3HauaBamo rpa¢ koju ce oxa rpada G
no0uja yKIIambameM YBOpa V U CBUX HEeMy HHIUIEHTHUX TpaHa. Ca G — e o3Ha4aBamo Tpad xoju
ce oxrpada G nobuja yknamameM rpane e. JacHo, V(G —e) = V(G).

HMepunnnnmja.
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Komnaemenm zpapa G = (V,E) jerpad G narca G = (V, (V) \ E).

[Ipema ToMe, KOMIUIEMEHT G cajp)KH TadyHO OHE IpaHe Koje He caiapxku rpad G.
Komnneman rpad K, je rpad xoju mMa n 4BOpoBa KOju cy cBU Mel)ycOOHO criojeHu rpaHama, 0K
je npazan rpad OHAj YMjU je CKyN rpaHa npa3aH. Ha npumep, komrutetnu rpad K, v mpa3as rpad
K,, cy KOMILIEMEHTH je/laH IPYTOT.

IIpBa Teopema Teopuje rpadoBa npeacTaBba MPBU KOMOMHATOPHH IPHHIIUAIT OBE TEOPHU]E.

IIpBa Teopema. 361p cTeneHa YBOPOBA CBAKOT rpada je mapaH Opoj U jeAHaK JBOCTPYKOM
Opojy rpaHa, Tj.

Y2vevc) A(W) = 2|E(G))].

/lokas.

Jloka3s je KoOMOMHATOPHOT TUIIA U CACTOJU C€ Y TOME JIa C€ TIOKaXKE J]a M JIEBa U JIECHA CTpaHa
TOpH:E JeTHAKOCTHU Npedpajajy jeaan Te uctu ckyn (Cnuka 2.2). JlecHa ctpaHa, OYUTIIeIHO, CBAKY
rpany rpaga 6poju aBa nyta. [loxazahemo na ucTo uuMHU U JeBa cTpaHa. Heka je e rpana ca
KpajeBuMa U U V, e = uv. by X Ha neBoj cTpanu Opoju J1Ba MyTa, JeTHOM y CTEMEHY YBOpa U Kao
rpaHy Koja M3J1a3H 13 TOT YBOpa U jJeIAHITYT y OKBUPY CTereHa yBopa v. [Ipema Tome 1 jieBa cTpaHa
Opoju cBaky rpany rpada nBa myra.

d(vy) +d(wy) + d(v3) + d(v,) + d(vs) + d(vg) =
3+4+3+3+3+0=
16 =28 = 2|E(G)|
30up cremeHa yBOpoBa rpada u3 mpuMmepa jemHak je 16, a To je jeaHako 2 myra mo 8
0JHOCHO 2 1yTa Opoj rpana Tora rpada.

Cnuxka 2.2: KoMOMHATOPHU TUIT

ITocneouya 2.1. Bpoj uBopoBa HEMapHOT CTeleHa cBakor rpada je mapan. (Hanomena:
OBa nocienuia ce y IuTepaTypu 4ecTo 30Be Jlema o pykosary: Y CBakoM JIpylITBY Opoj ocoba
KOjH Cy ce pyKoBaJie HerapaH Opoj myTa je napat. OBjie ocobe U3 ApYIITBA IIPeJICTaBIbajy YBOPOBE
rpada, Tako J1a u3mely 1Be 0cobe NOCTOjU rpaHa YKOJIMKO Cy Ce OHE pyKoBalle.)
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Ilocneouya 2.2. Axo cy cBu 4BOpOBH rpada HEMapHOI CTeleHa, Taaa je Opoj YBOpoBa

napas.

Ilocneouua 2.3. Axo rpad uma HermapaH Opoj YBOpOBa, Tajaa je Oap jemaH 4BOp MapHOT

CTCIICHA.

2.2 Cneuujajanu rpagoBu

Ca K,, o3HagaBamo rpad koju ¥Ma n YBOpOBa W KOJ KOTa Cy CBaka J[Ba YBOpPa CYyCEIHA.
Ogaj rpad ce 30Be komnaeman (nomnymn) epag ca n uBopoBa. Komrmiieran rpad ca n 4Boposa je

(n — 1) — pery/siapaH u uma (’21) = @ rpana. I'pad ca n 4BopoBa MOXe MMATH HajBHUIIE (72‘)

rpana. Ha cinumm 2.3 cy npuka3zaHy HEKU KOMIUIETHU IpadoBu.

L L &
K, K; K; K, Ks
Crnuka 2.3: Kommetnu rpadoBu

Ilpazan epagh K_n je rpad ca n yBOpoBa KOJI KOra HUKOja JIBa YBOpa HUCY cyceaHa. OBakaB
rpad je 0 — perysapad. Ha ciounu 2.4 cy npukazanu Heku npa3au rpadosu (Crnuka 2.4).

; .

Cnuxka 2.4: [1pa3uu rpadosu

I'pad G je bunapmuman ako ce CKyIl BErOBUX YBOPOBA MOKE TIOJICITUTH Ha JBa Jiena, X U
Y, Tako na caka rpana Tor rpada cmaja jeman 4Bop ckyma X ca jemHuM 4BopoM ckymna Y. Ilap
(X,Y) ce taga 30Be bunapmuyuja ckyna ueoposa epaga G. Kon bunaptutHor rpacda ca m rpaHa
u Oumaprunujom ckyma yBopoBa (X,Y) je Xyex0(V) = Xpey 6(v) = m. Ha cimmum 2.5 cy
MPUKA3aHU IPUMEpU OUNIAPTUTHOT rpada.
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s a b

a b

Crnuka 2.5: bunaptutau rpadosu

Komnneman 6unapmuman epag je bumaptutan rpad ca rakBom oumapturjoM (X, Y) xox
Koje je cBaku 4Bop M3 X cycegaH ca cBakuM uBopoM u3 Y. Kommieran Oumaptutan rpad
o3Ha4aBamo ca K, raeje s = |X|,t = |Y|. I'pad K, uma s - t rpana. Ha cumm 2.6 cy npukasanu
NPUMEPH KOMILICTHOT OMIapTUTHOT rpada.

PN /1IN

E; 3 K 3

K

Crnuka 2.6. KommietHu oumaptutau rpadoBu

I'pad G je k —naptutan, k = 2, ako nocroju maptunuja (Xy, ..., Xy) CKyna HBEroBHX
YBOpOBA TaKO Ja 3a CBaky rpaHy e = {u,v} rpada mocroje WHICKCH [ # j ca 0COOMHOM U €
X;,v € X;. Jlpyrum pedynma, CBaKa rpaHa criaja 4Bop jeJiHe KJlace ca YBOPOM HEKE APYyre Kiace y
youeHo] mapTuniuju. bunapturan rpad je k — maptuTtaH rpad kox kora je k = 2. Ha ciumm 2.7
je mpukazaH npumep k — napTUTHOT rpada.

X X,

e

_ X
Cnuxa 2.7. k — naptuthu rpad

Komnneman k — naptutaH epag, je k —napthTaH rpad ca TakBOM MapTULIHjOM
(X1, .., Xi) KOX KOje 3a CBe MHJEKCE [ # j, 3a CBAKO X € X; ¥ CBaKO y € X; MMaMo 1a Cy X U Y
cycennu 4BopoBu. Kommieran k —maptuTtaH rpad osnauaBamo ca K ., rae je s; =

|X1l, ..., s = |Xi|- Ha ciiunm 2.8 je mpukasan KoMIuieTan kK — mapTHUTaH rpad.
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Crnuka 2.8: k - maptutas rpad

Konmypa ca n ueoposa, y oznauu C,, je Tpad KOju CaAp>Xd N YBOpPOBAa U N TpaHa.
[Ipenu3nHuje, ako YBOPOBE KOHTYpPE 03HAYMMO Ca Vy, ..., Uy, OHJAA rpad C, uMa n rpaHa ey, ..., e,
Koje m3rienajy omako: e; = {v;, V;,1}. KoHTypa je 2 — perysapan rpad. Ha cmumu 2.9 je
IpuKas3aHa KoHTypa Cy.

V3 V4

¥1 V1

Cq_ = V¥V V)
Crnuka 2.9: Kontypa C,

Llemma y epaghy G je HU3 Vye,V1€5V; ... Vg_1 €x V) YBOPOBA U TpaHa rpada G Takas 1a je
e; ={v;_1,v;}3acBei € {1, ..., k}. UBopoBu v, u v}, ce 30BY Kpajesu meTwhe. Takohe kaxemo 1a
OBa ILLIETHA 108e3)je YUBOPOBE Vg U V.

Ilym y epaghy je HU3 pa3TUUUTUX YBOPOBA Vy, ..., Vs TOT Tpada TakaB Jla Cy V; U Vjyq
cycennu 3a cBe i € {1, ....,5 — 1}. Bpoj rpana Ha myty 30BeMo Oyorcuna nyma. 3a nyt y rpady G
KOKEMO Jia j€ MaKcumMaiaH ako ce€ OH He Moxe mpoxayxutu. Ilyr y rpady koju mma Hajpehy
OyKUHY je YBeK MaKCMMaiaH, Maja oopat He Mopa Aa Baxku. Ha cruru 2.10 je npukazan nyt P,.

V3 V4

1 ¥2

P4 = V1 V¥; Va2 Vs
Cnuka 2.10: Iyt P,
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Teopema 2.1.1. Ako MOCTOjH IIETHA KOja TIOBE3Yje YBOpOBE U U ¥ rpada G, OHJa NOCTOjU
U YT KOjU UX TOBE3Yje.

JMepunnumja.
I'pad G je nosezan axo 3a cBaka jJBa 4BOpa TOT Tpada MOCTOjH MyT KOjU HX MOBE3Yje.
Maxkcumanan noBe3ad noarpad rpada G 30Be ce komnonenma nosezanocmu Tor rpada. bpoj

KOMITOHCHTH MOBe3aHoCTH rpada G o3nayaBamo ca w(G). I'pad G je nosezan ako u caMo axo je
w(G) = 1.

Teopema 2.1.2. I'pad G je moBe3aH ako U caMo aKo 3a CBako paszoujame V (G) Ha HenpasHe
nucjyaktHe moackynose Vim Vo, (V; U V, =V(G), Vi nV, =@, V,,V, # @) nocroju [V, —
V,] —rpana, 1j. rpana uv,rneu € Viuv € V.

gZOKCZS’.

(=) Iokaxumo mpBo 1a je ycios notpedan. Heka je G mosesan rpad. (1) Tpeba mokazaru
na 3a csako Vi, V, pasbujame ckyna uysoposa V(G) mocroju [V; —V,] —rpana y G.
[IpermocTaBuMO CYMPOTHO, Tj. Ja MoCToju pasdujame Vi, V, ckyma uBopoBa V(G) y KojeM HeMa
[V, — V,] —rpane. Heka cy u € V;, v € V, npousBosbHH 4yBOpoBU. Kako je, mo npernocrasuu, G
MoBe3aH rpad y \memMy mocToju uv myt. Heka je To myt P = uxy ... x, v,k = 0 (Cruka 2.11).

¥

7

P
Crnuka 2.11: Jloka3 Teopeme 2.1.2

Jonajmo na P moske na Oyzie camo rpana uv (y tom ciay4ajy je k = 0). Hekaje x;(0 < i <
k; x, = u) ,,iocneamu’” YBOpP, TOT IyTa, KOjU Ipumaga ckyny V;. UBop u cMO O3HAYMIIM ca X.
OBpe mocneamy 3HaUM J1a CBM YBOPOBU Ha MyTy P mocie yBopa X; npunaaajy ckyny V,. Takas
yBOp X; Mopa aa mocroju jep je u 'y Vi, a v y V,. Jlakie, x; € V;, 1Ok YBOpPOBH
Xis1r Xig2r r Xi» Xe41 € Vo. Ca Xxp4q cMO O3Haumnu 4yBop v. Mehyrtum, Taga je x;x;,, jenHa
[V, = V,] —rpana y G, a To je KOHTpaJWKIHKja ca HAIIOM IPETIIOCTaBKOM aa y G He IOCTOjU
[V, — V,] —rpana.

(e&)llokaxxumo cama na je yciuoB M JAoBoJeaH. I[IpermoctaBumMo J1a 3a CBako
pasbujame V;,V, ckyna uBopoBa rpada G nocroju V;V, —rpana (Cnuka 2.12). Tpeba
nokasaru 1a je G moBe3aH rpag OJHOCHO Jla UMa TAYHO jeTHY KOMIMOHEeHTY nmoBe3anocTd (w(G) =
1). TpermocraBumo cympotao Tj. w(G) =k = 2. Heka cy Gy, G,,...,G, KOMIIOHEHTE
nose3aHocTH. M3Bpmumo caza pazdujame ckyna uBoposa rpada G Ha ckynose Vi, V, Ha cnenehu
HauuH: y ckyn V; ctaBumo uBopoBe kommnoHeHte G; (V; = V(G,), a y ckyn V, 4uBopoBe cBUX
ocranux komrouentu (V, = V(G,) U ..U V(Gy)).
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Cnuxka 2.12. V;V, — rpana

CxojHo Harioj mpernoctaBmu noctoju [V; — V, | — rpana. Heka je to rpana uveE (G), rie
u € V;,v € V,. Carnacao nepunurmju ckynosa V; u V,, yBop u mpumaga mpBoj KOMIOHEHTH G4
(u € V(G,)), auBop v Hekoj komnmonent G; v € V(G;),2 < i < k. Mehyrum, taga G,u G;unne
jenny xommoHnenty (G, U G;), a He aBe, ogHOCHO Tpad G uma k — 1 komnoHeHTy a He k, a To je
KOHTPaJMKIIMja ca HAIIOM IMPETIOCTAaBKOM Ja uMa k xommoHeHTH. Jlakie, mpermocraBka na G
MMa BUIIE OJ1 jelHe KOMIIOHEHTE BOJM KOHTPAIUKIMJU, W3 Yera cieau Ja je Opoj KOMIIOHEHTH
rpada G jemnak 1, a To 3HauM 1a je G moBe3aH rpad.

23 Crabaa

2.3.1 JlepuHuumja 1 OCHOBHE 0COOUHE

Crabna (wiu JpBeTa) MPEACTaBJbA]y YJEAHO jeaHY OJ HajjeJHOCTaBHUJUX, alld U
HajBaXHMjUX Ki1aca rpadosa (Cnuka 2.13). Jlakie, oHa ©Majy peJIaTUBHO JETHOCTaBHY CTPYKTYPY,
QM UTIaK JIOBOJHHO CJIOKEHY Ja 3aciy)Kyjy OCeOHO MHTepecoBame. MHore ocoduHe rpadona
3aBHCE YMpaBO 0] cTabana, Kao BUXOBUX cacTaBHUX jenoBa. [loceban 3Hayaj cTabnma umajy y
pasHUM npuMeHama (y eJICKTPOTEXHHUIU, PAaYyHAPCTBY, (DU3UIH, XEMHJU UT]L.).

Hepununuja.

Ayuxnuuan epag je rpad koju Hema KoHTypa. Cmabno je ToBe3aH U aluKiaIndad rpad.
Illyma je rpad 6e3 koHTypa. KoMIoHeHTe MoBe3aHOCTH IITyMe Cy cTaduia, Wi, Ipyradyuje peucHo,
mryma je yuuja crabana. [loarpad myme je myma. T,, — ctabmo ca n uBopoBa

L ] -—a - - 5—<
N I3 T3 Ty

Ty

Crnuka 2.13. Cra0na
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Mepunnnmja.

Pazanurwyhe cmabno je pazanumyhu nonarpad xoju je crabmno, a pazanurwyha wyma je
MaKCHMAJIHU pa3anumbyhu noarpad koju je myma. Ako je pazanumyhe crabno T = (V,E") rpada
G = (V,E) tana rpad G' = (V,E \ E") HazuBamo xocmabno. 3a nenosezan rpap G = (V,E) u
weropy pasanuwyhy mymy T = (V,E") yBoaumo xowymy ca G' = (V,E \ E'). [la pa3jacaumo
OBJIC IITa TMOJPA3yMEeBaMO I0J] MAaKCHUMaTHUM ToarpadoM Koju je myma. MakcuMmanaH je y
cMucity Opoja TpaHa, Tj. ako OMCMO J0Jalii OWJI0 KOjy TpaHy TO BHIIEC He Ou Owia mryma, Hero
rpad Koju caipKu Ta4HO jeqHy KoHTypy. Ctora, pasanumyha mryma cagpxu pazanumyha crabna
Kao0 CBOje KOMIIOHEHTE MMOBE3aHOCTH.

Teopema 3.1.1. Caka jBa uBopa cTabia Cy MOBE3aHa jeTUHCTBEHUM ITYTEM.

gZOKa3.

Heka cy u,v € V(T,,),n = 2 nBa usopa crabna T,,. Kako je crabmno T, nosesan rpad, y
meMmy nocroju (u — v) —uyr (Cnuka 2.14). Heka je To nyr P = ua, ... a;v, k = 0. Hanomenumo,
3ak =0, je P = uv. IIpernocraBumo aa nocroju jou jexan (u — v) —uyr Q = ub; ...bjv,1 =0
Q+#P. Kako cy Q # P = Fe=xy € E(P),e ¢ E(Q), 1j. mocroju Gap jenma rpaHa Koja
MpUIaza jeJHOM MyTy, a He mpumaga apyrom. Osnaunmo ca G' = P U Q — e rpad u3 Kxor je
YKJIOEeHA TpaHa e. G' je ouurnenno moarpad crabma T,, (G' < T,) u y3 TO TBpauMo aa je G’
nosesan. Kaxko je mosesan, y rpady G'nocroju (x — y) —uyr. Heka je To myr P’ = x ...y. Kana
ce TOM IyTy J0/a rpaHa e qo6uja ce koutypa (P’ Ue) y T,,.

|!J1 ':-_} X g ¥ L7
L}

R

al

P
Crnuka 2.14: Jloka3 Teopeme 3.1.1

Mehytum, TO je KoHTpamuknuja, Oyayhu ma je T,, ctabmo, a crabia Ccy amuKIAIHA
rpagoBw.

Hedpununuja.
3a yBOp vV KaxkeMo J11a je gucehu (Kpajibu) 4BOP aKo je HeroB cremneH 1.

Teopema 3.1.2. CBaxo crabio ca 6ap nBa yBopa uma 6ap aBa Buceha uBopa.

/lokas3.
Hexa je T,,,n = 0 ctabno ca 6ap aABa yBopa U Heka je P, = vV, ..Uy, k = 2 iyt Koju je
Hajnyxu y crabny T,, (Cnuka 2.15).

Pyl

v oW Vi

Cnuxka 2.15. Jloka3 Teopeme 3.1.2
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[Tpumernmo na y cBakoMm rpady MOCTOjU HAjAyXKHU MyT jep Ha IyTy HEMa MOHABJbamba
YBOpOBA, I1a CAMUM THM ITyT HE MOYKE HMATH BHILE YBOPOBA HETO IITO uX uma rpad. TBpaumo 1a
cy Kpajesu myra Py Bucehu y crabny T,, 0JHOCHO KeIuMo ja nokaxemo aa je d(v,) = d(v,) =
1. IIpernocraBumo ga je d(v,) > 1. Taga on ocum cycena v, uMa 0Oap jom jeaHor cyceaa
o3naunmo ra ca x, (N(v,) = {v,, x, ...} — cyceam uBopa v,). 3a 4Bop X, ¢ 003UpPOM Ha IyT Py
noctoje a8e Moryhuoctu:1%) x € V(P). O3Hauumo ca Q = xv,V;, ... vy 1yt (Ciuka 2.16).

o

—

X ¥1 V2 ¥i

Cnuka 2.16: Q = XV, V5 ... V) TIyT

C 003upoM j1a uMma jean 9Bop Buiie ox myra Py, cienu na je d(Q) = d(P,) + 1 > d(Py).
MehyTtum, TO je KOHTpaJUKIIMja ca MPETIOCTaBKOM 1a je P, Hajayxu nyt y ctabny T,. [Ipema
TOME 0Baj CiTy4aj je HeMoryh.

2)Yx €V(P)

Kako je x pasmuumro on v,, mMamo ga je X =v;,3 <i < k. Mehyrum, Tama je

V1V, ... V;(= X))V, KOoHTYpa y cTabny T, (Cruka 2.17).

P N

v oW X=v; Vi

i H X

Cmuka 2.17: v1v, ... v;(= x)1;

To je xouTpaaukirja, Oyayhu na je crabdno anuknmyan rpad. [Ipema Tome, Hu 0Baj ciiy4aj
auje Moryh. 19),2°) = d(v,) = 1, 1j. n1a je v, Bucehu usop. Ha ciuyan HauMH mokasyje ce 1a
jeud(vy) = 1, omHocHo 1a je u on Bucehu usop. TuMe je 10Ka3 Teopeme 3aBpiieH. Jlakie, CBako
cTabJio ca JIBa WJIM BUIIIE YBOPOBa MMa Oap nBa Buceha uBopa. Moske ce moka3aTtu Ja ako cTadiio
¥Ma TavHo JiBa Buceha yBopa na je Tama oHO myT. AKO MOTJIelaMo MpuMepe cradaja ca moveTka
OBOT TIOTJIaBJba, MOXKEMO TpuMeTuTH ciienehe: crabno T; UMa jefaH 4yBOp U HyJa rpaHa, ctadio
T, uma nBa yBOpA M jeIHY TpaHy, cTadio T3 UMa TpU YBOPA U JIBE I'PaHE, U TAKO JaJbe, MOCIIES/IHE
crabio T;o UMa JeceT YBOpOBa M JieBeT rpaHa. Hu oBo Huje ciyyajuoct. Hanme, Baxu cienehe
TBpheme.

Teopema 3.1.3. CBako crabno ca n uBopoBa uma n — 1 rpany.

4201('613.

Jloka3 M3BOAMMO MHAYKIMjoM 10 Opojy uBopoBa n. 3a n = 1 umamo crabno T; (Ciuka
2.18). Kako ono Hema rpana E(T;) = @ cinenu na je |E(T;)| = 0 = 1 — 1. [lakie, TBphermbe BaKu
3a n = 1. [IpernocraBumo, a To je MHAYKIM]CKAa XUIOTE3a, Aa CBaKo crabino ca ny(ny < n,n =
2) uBopoBa uMa n, — 1 rpana. Ilocmatpajmo crabno T,,n = 2 ca 6ap aBa uBopa. Ha ocHOBY
nperxoane teopeme 73.1.2, T,, caapxu Bucehu uBop kojer hemo o3Hauntu ca u. Heka je v jenunu
cycen, N(u) = {v}, usopa u y crabny Ty,.
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Cnuxka 2.18: Jlokxas teopeme 3.1.3.

Axo u3 crabmna T,, yKIOHUMO YBOP U TBPAUMO Ja n1obujamo ctabno ca n — 1 uBoposa, Tj.
T, —u = T,,_; — cTabs0. Ha ocHOBY MHIyKIM]jCKe XUTIOTE3e N0OUjeHo cTabno T,_, uman — 2
rpane, ognocHo |E(T,_,)| = (n — 1) — 1 = n — 2. Ca apyre crpane, ctadno T,, ©Ma jeZIHy rpany
Buie ox crabna T,,_q, 10 je rpana uv. |E(T,)| = |[E(T,-)|+1=Mn—-2)+1=n—-1. Kao
IITO CMO HaBelu cTtabjia Mpe/CcTaB/bhajy BeoMa BaxHy kiacy rpadosa. 300T Tora je KOPUCHO Jia
HMaMO IITO BUIIC HHAWKATOPA 34 BbUX, 4 TO 3HAYM IITO BUIIC HOTp€6HI/IX " IOBOJbHUX YCJIOBA Aa
Heku Tpad Oyme crabno. Jeman on muX je cama neduHUINM]a cTadna, Tj. TOBE3aH W AIllMKINYaH
rpad. Jpyru je kao mTo CMO IMMOMEHYJIH JIa CY CBakKa JiBa YBOpa MOBE3aHa JSAMHCTBCHUM ITyTEM.
Hapenno tBpheme naje jomr nBa 3rogHa moTpeOHA M JOBOJbHA YCIIOBa Koja heMo KOpHUCTHUTH
KacHHJE.

Teopema 3.1.4. Axo je G tpad can,n = 1, yBopoBa, Taja cy cienacha TBphema eKBUBaJICHTHA:
a) G je ctabmo,

0) G je moBe3aH u uMa n — 1 rpany
B) G je anmkiIM4aH u uma n — 1 rpany.

Jloxas.

Jlokazahemo (a) = (6) = (B) = (a). Hajupe na u3 (a) = (6). [daxkie, G je cTadio ca
n yBopoBa. Tana u3 nepuHunmje ctadbna u nperxoaHe teopeme 73.1.3 cneau na je G moBe3aH U
na uma n — 1 rpany, a to je ynpaso TBpheme (0). [lokaxumo cama na u3 (6) = (B). Cana je
MPETHIOCTaBKa Jia je G moBe3aH rpad ca n yBopoBa un — 1 rpaHom. /la 6u nokazanu TBpheme (B)
JIOBOJBHO j€ Jla JOKaKeMo 1 je G anukimyal. [IpeTnocTaBuMo CynpoTHO, a To je 1a G caapxu
KoHTYpy. Heka je To konTypa C = vV, ... Vv, C G. O3Haunmo ca G’ rpad Koju ce n00uja u3
rpada G ykiamameM rpaHe v, v, ca koutype C, 1j. G' = G — v,v, (Cauka 2.19).

GF

Crnuxka 2.19: Jloka3s Teopeme 3.1.4
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Tepaumo na je rpad G’ mosesan. Ca apyre crpane, rpad G' uMa n yBopoBa kao u rpad G
u n — 2 rpane. CBe y cBemy, G’ je moBe3an rpad ca n yBopoBa U n — 2 rpane. Melyrum, To je
KOHTpaJMKIIMja ca panujoM teopemoM (Teopema: [pagh ca n(n = 2) usoposa u marwe 00 n — 1
2pana Huje nogeszan.) Koja Kaxe na rpad ca n 4yBOpoBa M Mame 0] n — 1 rpaHe HHje NOBE3aH.
[Ipema Tome, rpad G je anuknmyad u uma n — 1 rpany, Tj. Baxu TBpheme (B). Jokaxumo jomr qa
u3 (B) = (a). Y oBoM cityuajy MpeTHoCTaBKa je Aa je G anukindad rpad ca n upopopau n — 1
rpanoM. Jla Ou pokazamu nma je G ctaliio TOBOJHHO je J1a IOKaXKeMo Ja je moBe3aH. Heka cy
G4, ..., Gy, k = 1 xommnonente rpaga G (Ciuka 2.20).

DD D E

G.-

L

Cmuxka 2.20: Kommonente rpada G

Kaxo je G anuxnmyan rpad v cBaka HEroBa KOMIIOHEHTA j€ alliKJIn4daH rpad, a Kako je y3
TO CBaka KOMITOHEHTa moBe3aH rpad, u3 nedunuimje cradna, cieau Ja je CBaka KOMIIOHEHTA
crabo. Heka kommnonenra G; uma n; usoposa, ogaocHo |V (G;)| = n;. Taga Ha oCHOBY IpeTX0IHE
teopeme 73.1.3 Ta komnoneHTa uma n; — 1 rpany. Ca apyre crpane n3mel)y KOMIIOHEHTH HeMa
rpana, crora je [E(G)|+[E(G)I+ -+ IEGII=IE@)] = —D+-+m—1) =
n—-1=mn++n)—-k=n-1>=n—-k=n-1=k=1=k=wG)=1=
G — noBe3aH = (a)

2.3.2 TloxpuBajyha cradJua

[Toceban 3Hauaj, a ¥ IPUMEHY UMajy T3B. nokpusajyha crabna.

Hepununuja.

Crabno T je noxpusajyhe crabno rpada G ako u camo ako je crabiso T mokpuBajyhu
noarpad rpada G. Jla ce moaceTnumo, TO 3HaUM Jia C€ CKYIT YBOpoBa cTabiya T mokjamna ca CKyrnom
yBopoBa rpada G u 11a je ckyn rpaHa Tora ctabia mojackyn ckyma rpana rpada G. MHTyuTHUBHO
je jacHo na je rpad koju uma nokpuajyhe crabno, nmoBe3aH, U 0OpaTHO Ja CBAaKH MOBe3aH rpad
uMa nokpusajyhe crabno. Mnak nokaxumo 1o TBpheme.

Teopema 3.2.1. I'pacd uma nokpusajyhe cradio ako U camo aKko je moBEe3aH.

Jlokas.

(=) IlpernocraBumo na rpad G mma nokpusajyhe ctabno T. Tpeba nokazatu na je G
nose3ad rpad. Jlakiue, crabno T je mokpusajyhu noarpad rpada G. Kao mro cMo pexin meros
CKYIl YBOPOBA IOKJIAIA CE€ ca CKyIloM yBopoBa rpada G, A0K My je CKyIl I'paHa MOJCKYI CKymna
rpana rpada G.
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Hexka cy u, v n1Ba npou3BosbHa uBopa rpada G. Tasa cy OHM HCTOBpEMEHO YBOPOBHU cTabia
T, a kako je cTabno nose3an rpad nmocroju (u — v) —myr, o3Haynmo ra ca P, y T. Kako cy usoposu
u rpade crabiaa T ucToBpeMeHO 4BOpoBH U rpane rpada G, P je (u —v) —nyr u y rpady G.
Jlakie, 3a cBaka JiBa 4Bopa u, v rpada G mocroju (u — v) —nyr y G, a 1o 3Haum 1a je rpadp G
noBe3aH. Tume je moka3 oBora nena 3aBpiieH. (<) Heka je G moBe3an rpad. Tpebda mokazatu ga
G uma nokpuBajyhe ctabno. Ako G nma HajBuIIe 2 YBOPA JIAKO c€ BUIM J1a TBpheme Baxku. Hanme,
taga ce G mokiamna ca cBojuM nokpuBajyhum cradmom. Crora, y3mumo ga G uma Gap 3 4Bopa.
Kako je G moBe3an rpag ca n 4BopoBa, Ha OCHOBY pPaHH]je TOKa3aHE TeopeMe OH uma O6ap n — 1
rpany. Pasmorpumo 2 ciydaja: (a) Heka je Opoj rpana rpada G jemnak n — 1. Ha ocHoBy
MPEeTX0JIHE TeopemMe, ciiean 1a je cam rpad G cradmo. [Ipema Tome, TpaxkeHo nokpusajyhe cradino
T je rpad G u noka3 je 3aBprieH. (0) Heka je Opoj rpana rpada G Behu oq n — 1, ogHOCHO Behn
WJIU JeTHaK o M. 3a TO UCTIUTHUBamKke Ouhe HaM O] KOPUCTH cliefieha Jiema Koja je cama oJ1 cede
Ba)kKaH pe3yJrar.

Jema 3.2.1. Axo je G rpad ca n(n = 3) yBopoBa u 6ap n rpana, Taga G caapKu KOHTYpY.

gZOKCZS’.

Hexka je G rpad ca n 4BopoBa, rie je n = 3, ¥ Koju uma 0ap n rpana. Tpedba noka3atu jaa
G campxu xoHTYpy. [IpBO, MpuMeTMO 1a ce 0e3 yTHIaja Ha OMIITOCT MOXe y3eTu na je G
noBe3aH Trpad. EBo 30or dvera: mpermoctaBuMo aa je G HemoBe3aH W Ja Cy My KOMIIOHEHTE
G4, ..., G, k = 2. Hexa xomnoHnenTa G; uMa n; 4BOpoBa U e; rpaHa. TBpauMo Ja Tajia MOCTOjU
koMmroHeHta G;,1 <[l <k uuju je Opoj rpana Behum wiu jegHak oj Opoja YBOpPOBa.
[IpernocraBuMo na HUje Tako. Taza je 3a cBako i Opoj rpaHa KOMIIOHEHTE (i; MaFbU WM jeJIHAK O]
n; — 1. Kako je cBaka KOMIIOHEHTa 1MOBe3aH rpad, ClIeu a je Y OBOM ciiy4ajy Opoj TpaHa cBake
KoMmroHeHTe jennak n; — 1. Kako usmelyy xomnonentn Hema rpana, |E(G)| =e; + -+ e, =
-+ +mm—-1)=my+--+n,) —k =n—k <n. To je KOHTPaJAUKIIHja ca YCIOBOM
teopeme aa G uma Gap n rpana. [Ipema Tome, mocToju KoMnoHeHTa G; uuju je e; = n;. [aswe,
rmocMaTpamo Ty KOMIIOHEHTY (; ¥ TIOKa3yjeMo Jia OHa cajp»u KoHTypy. Pasyme ce, Tana u rpad
G cazapxu KOHTYpY, a TO 3Ha4H, J1a CMO MOTJIM y3eTH Aa ce G cBoJu Ha Ty KOMIIOHEHTY G; Tj. 1a
je moBesaH. Jlakiie, G je moBe3aH rpad ca n yBopoBa u O6ap n rpana. [IpeTnoctaBUMO CympOTHO
Tj. 1a G HemMa KOHTypa OJHOCHO 1a je anukinnyad. [lo negununuju, taga je G crabno. Ho, Tana
npema paHuje qoka3zanoj reopemu G uma n — 1 rpany, a To je KOHTPaJUKIMja ca MPETIOCTaBKOM
na je 6poj rpana rpada G Behu unu jennak on n. Ilpema tome, G caapxu koHtypy. Tume je oBa
nema JokazaHa. Bpatumo ce cana noka3y reopeme koju he nhu unaykiujom no 6pojy rpana rpada
G koju je Behu miu jeqHak oA n. Ako je Taj 6poj jelHaK n Taja Ha OCHOBY JloKa3aHe jeme rpad G
caapxu KOHTYpy C. AKO je e IpoM3BOJbHA I'paHa ca Te KOHType, 03Ha4uMo ca G' rpad koju ce
no6uje u3 rpada G yknamameM rpane e. Tazna je rpad G’ moBesaH can yBopoBa U n — 1 rpaHoM.
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Ha ocHoBy panuje Teopeme, G’ je ctabio, a Kako UMa UCTH CKYIT YBOpoBa kao u rpad G,
G' je mokpuBajyhe crabno rpada G. Ilpema tome, G mma mokpuBajyhe crtabmo. Heka je
MHIYKIHjcKa xunote3a cieaehe tBpheme: Axo je G moBesan rpad ca n uBopoBa u m (m = n)
rpaHa, Taga G uma mokpusajyhe crado.

Hexka je G moBe3an rpad ca n uBopoBa u m = n rpana. Ha ocHoBy nperxoane neme, G
caapku KoHTYpy C. O3naunmo ca G' rpad noduje on rpada G ykiamameM rpaHe e ca KOHType
C. Tana je G' moBe3an rpad ca n usopoBa 1 m — 1 rpaHoM. Ha 0CHOBY HHAYKIIH]jCKE XHUIIOTE3E,
G' wma mokpuBajyhe crabmo T. Kako je G' mokpuBajyhu moarpad rpada G, cBako mHeroBo
nokpuBajyhe cradio mctoBpeMeHo je u mokpuBajyhe crabno rpada G. Ilpema tome, T je
nokpuBajyhe cradio rpaga G.

3a mokpuBajyha crabna Be3aH je jeJlaH MpakTU4yaH mpoOsieM. 3a meroBy (opmysaiujy
MOTPeOHO je HEKOJIMKO AOAATHUX MojMoBa. [IpBu je mojam TexkmHCKoOr rpada.

Hedpununuja.

Texuncku rpad G je ypehena tpojka (V,E,w), rae cy kao u panuje, V u E cKkynoBu
YBOpPOBa, OJHOCHO CKYIOBM TpaHa, 10K je w: E(G) — R*. Cnuka rpane e 1j. w(e) 30Be ce
TeKMHA JOTHYHE rpaHe. 30up TexxnHa cBuX rpana rpada G, w(G) , 3Bahemo TexxnaOM rpada G,
ZeEE(G)W(e) =w(G).

Ipumep (Cnuxa 2.21).

wG)=1+1+2+2+2+3+3+4+4+5=31
Crnuka 2.21: Ilpumep TexuHCKOT rpada

Kako je oBaj rpad moBesan, on uma nokpunajyhe cradno. Heka je T umje cy rpane o6ojeHe
npeero jeano ox wux. Tama je w(T) =1+ 1+ 2+ 2 + 3 = 9. Kako moBe3aH TeKUHCKH rpad
MO)KE€ MMAaTH BHIIIE MOKpUBajyhux ctabana, MOXKe HAaC MHTEpecoBaTH OHO MOKpuBajyhe crabio
KOje je HajMame TexxuHe. [[pyrum peunma, npobinem je cnenehu: //POBJIEM: 3a damu nogezanu
MEeNCUHCKU 2pagh oopedumu nokpueajyhe cmabnio najmarbe mesicume.

OBaxkBo cTabino 3BaheMo jou munumanno nokpuBajyhe crabno. Ako je y nutamby oOn4aH
rpag ca n UBOpOBa UHMje CBE 'PaHe UMAjy UCTY TEXKUHY, peluMo 1, Taja cBako nokpusajyhe ctadmio
uMa TeXUHY n— 1 M CBako je pelieme HaBedeHor mpoliema. MelyTuMm, kaga je y nuTamy
TEXHMHCKU Tpad KOjU CaapKH IpaHe pa3IMUUTHX TeKHHA CUTYyalllja je HeYyOPEAUBO CIOKEHH]A.
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3a Hanaxeme MUHUMAIHOT MMOKpuBajyher crabia AaTor TEXKUHCKOT rpada NOCToje BUIIIE
MOCTYIaKa OJJHOCHO ajiroputama. Jeaan o wux je Ilpumoe anzopumam (R. Prim 1957, V. Jarnik
1930). UnrepecaHTHO je 1a HOCH MME 10 aMEepHUYKOM Maremarudapy [IpuMy, uako je 10 ucTor
pesyiTara omao yemkyu Matemarndap Japauk untaBux 27 roguna npe [Ipuma. [lar je moBe3an
TeXHHCKU rpad G ca n yBopoBa. HakoH 3aBpIieTka mpUMeHe alropuTMa Koju hemo ommcaTH
nobuja ce MUHUMATHO TIOKpuBajyhe ctabio rpada G. Anropuram ce cactoju ox oapehenor o6poja
KOMaH/IM KOje ce MpuMemYjy Ha cienachu HaunH:

Komanoa 1:Y rpady G youu ce mpou3BOJbaH YBOP V4 U OH ce mporiacy 3a rpad T;.

Komanoa 2: Youn ce rpaHa e; Koja u3na3u u3 yBopa v;. Heka je To rpana v, v,. [Ipurom
ce rpaHa e; Oupa Tako Jia je OHa HajMamke TeKHWHE Mel)y CBHUM TpaHaMa Koje M3J1a3e U3 YBopa v;.
AKO TakBHX I'paHa MUHUMAaJHE TeKUHE UMa BHIIE, Oupa ce Omio koja ox wux. Ca T, 03HAYUMO
rpadg 4Mju Cy YBOPOBHU V; U V, W YHUJU C€ CKYI T'paHa CacToju O] TpaHe e;. 3atum ce rpad T,
3ameHHu rpadom T.

Komanoa 3: Hexa je 3a i > 2 nobujen rpad T; 4uju je CKyn 4BOpPOBA Vy, ..., V; U YUJH j€
CKYII TpaHa €y, ..., €;_1. O3Hauumo ca T;,; rpad 4uju je CKyl YBOPOBA Vg, ..., V;, Vi1 U UUJU J€
CKyIl TpaHa ey, ..., €;_1, €;. Kao mro ce Buau rpad T;,; y onHocy Ha rpad T; uma jenaH 4Bop
BHIIIE, TO j€ YBOP V;,q1, U JeIHY TPaHy BHIIIE, TO je TpaHa e;. [lonatHu 4yBOp V;, 1 U IOJAaTHA TpaHa
e; Oupajy ce na cienchun Hauun: e; = v;v;,,. [lputom 3a uBOpOBE V; M V1 Baxu cieneche

W(vjviﬂ) = ” 1;{16151( & w(vsv,). Jlpyrum peunma, rpaHa e; Oupa ce Mel)y rpaHama 4uju je jenaH

se{1,...,i}
t&{1,...i}

Kpaj y CKYIy Vg, ..., Vj, @ YUJH je IPYTH Kpaj BaH TOT CKyIla ¥ MPUTOM ce OMpa OHa Koja je HajMame
TeKHUHE. AKO TaKBUX MMa BHIIIE OMpa ce OmIo Koja on mux. 3aTtum ce rpad T; 3ameHu rpadom
T;,1 u npehe Ha kKomMaHy 4.

Komanoa 4: Axo je i = n taga CTOII, a ako HUje TOHOBUTH KOMaHy 3.

[Ipe nero mro ce ymyctumo y ananuzy [IpumoBor amropurma mpukazahemMo Kako OH

¢dbyaknuonume (Crouka 2.22).
Ilpumep.
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3.

3.

T;

T5

2. T, WI)={v. vy}
E(T3) = {vivs}

i=2<8
W(T3) = {v1. va. v} 3. Ip V(T = {v1. va va. vs)
E{TS) = {Vlvd-: Vlvﬂ.} E(Tﬂ = {Fl‘ﬁ.ﬂf: ViV, ‘l»‘g_‘lfg}
i=3=6 i=d =6
V(T5) = {V1. V4. V2. V3. Vg 3. Ty WTe= {v1. va. V2. V3. Vg. Vs

E(T5) = {vivy, vivo, vova, Vivey E(Tg) = {viva, vivy, vavs, Vive. vivsy

i=5<6 i=6 STOP

1.1}{T6]=1+]_+2+2+3
=9

Cnuka 2.22. IIpumep ¢pynkunonucama [IpumoBor anropurma
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[Ipema IIpumoBom amroputmy, rpad Tg mpeacraBjba MUHUMAIHO NMOKpHUBajyhe crabio
TexxuHcKor rpada G. Texxuna tora crabdna je 9. U3 camor onmca [IpumoBor anropurmMa He BUAN
ce 3amro je 3appurau rpad T, mokpuBajyhe ctadbmo TexxuHCKor rpada G, a ako U jecTe HUje jaCHO
3amTo OM To OMyI0 MUHUMAITHO TOKpHBajyhe cTabno. 360r Tora je HeonmxoaHo cienehe TBpheme
KOje 0JIroBapa JI0ka3y KOHCTPYKIH]e Y TCOMETPHjCKUM 3aaliMa.

Teopema 3.2.2. [IpuMoOB anropuTam, MPUMEHEH HA MMOBE3aH TEXKUHCKHU rpad, naje mokpuBajyhe

cTa0JI0 MUHUMAJIHE TEKUHE.

gZOKa3.

Heka je G moBe3an TexxuHCKU rpad ca n 4BOpoBa M Heka je T,, 3aBpiiHU Tpad 100HjeH
[IpumoBuM anroputmom. TBpaumo na je T,, MuHUMaJHO NokpuBajyhe cradao y rpady G
(Cnuxa 2.23). Ilokaxumo mpBo na je T, mokpuBajyhe cradno y G. Cxogno IlpumoBom
anroputmy rpad T; ce cBoau Ha uBop V4. ['pad T, nobuja ce Tako mro ce rpady T; nona Bucehun
4YBOD V,. 3aTuM rpad T; Hactaje o rpada T, nonaBameM Buceher yBopa v; ¥ Tako Jajbe. Y OIIITe
rpad T;,, Hactaje ox rpada T; momaBameM Buceher uBopa v;,,. 3aBpmaH rpad T, HacTaje of
rpada T,,_; nonaBameM Buceher uBopa v,. Kako ce y cBakoM kopaky Aojaje HOBH 4Bop, rpad T,
“Ma n yBopoBa kosmmko u rpad G. [Ipema tome, T, je mokpuBajyhu noarpad rpada G. [Tokaxxkumo
na je T, crabio. Y cBpXy Tora BpaTUMO ce Ha roderak anroputma. I'pad T, je moBesan Oynyhu
Jla ce cacToju o caMo jemHor uyBopa. Kanx my ce nona Bucehu uBop Hacraje rpad T, Koju je Takohe
MmoBe3aH. YOIITe, JJaKo Ce BUAM Jia ce JoJaBameM Buceher uBopa moBe3zaHoMm rpady mobuja
noHoBo moBe3aH rpad. [Ipema tome u rpad T3 je moBe3aH u Tako nasbe u rpad T, je Takohe
noBesaH. Jlakie, T;, je moBe3aH rpad ca n upopoBa. C apyre ctpane, T,, uma n — 1 rpany jep je
MOYEB OJ] IPYTroT KOpaka JI0aBaHa 1o jeiHa HoBa rpana. Ha ocHoBy panuje teopeme T, je cTabio,
a Kako je uctoppemeHo nokpusajyhu noarpad T, je mokpusajyhe crabdmo y rpady G. ITokaxumo
caga na je mobujeHo crabmno T, mokpuBajyhe crad/jo HajMame TeKMHE WM KaKO CMO Tra joIiI
3BaJIM MMHMMAaJIHO okpuBajyhe cradmao. Heka je T, 3aBpIIHO cTabio U HEKA CY €y, ..., €,_1,
penoM, meroBe rpane aoOujene I[Ilpumoum anroputmom. IlpermocraBumo na T, HHje
MUHUMAaJIHO cTabno. O3Hauumo ca S MHUHMMaiHO cTabno. Taga je mweroBa TeXKHWHA Mamba O]l
texuHe crabna T,,. Tux MmuHuManHux crabana mMoxxe OutH Buie. Heka je S oHo koje uma cneaehy
0COOMHY: O]l CBUX MUHUMAIHKX cTtabana rpada G, crabna T, u S umajy npBux k 3aje JHUYKUX
MOYETHUX TpaHa e; rae je k Hajaehe moryhe. [[pyrum peunma, Baxku ciezaehe: momro je ctadio
T,, pa3nuuuTo OJ MUHUMAIHOT cTabna S BenmunHa k Moxe ma ysuma BpenHoctu 0, ...,n — 2.
Hauwme, k ne moxe na 6yzae jennako n — 1 jep 6u taga crabna T, u S umana ucre rpaHe mna 6u ce
nokianana. Heka je e, ,; rpaHa uv xoja mpumaja cradny T, a He npumnaga ctabny S. [Iputom,
cxosiHO [IpMOBOM anropuT™My, jeJlaH BbeH Kpaj, peuumo u npunajaa rpady Ty, 10K APYTH Kpaj v
Huje yBop Tora rpada. ITomro je crabno S noBesan rpad y \memMy NOCTOju UV —IyT, 03HAYUMO T'a
caP.
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Kako rpana ey, He mpumazga crabiy S, oHa He npunana Hu nyry P. Tako y crabmy S
uMamo myT P Koju cmaja 4Bop u Koju mpunana rpagy Ty ca 4BopoMm v koju je BaH rpada Tj.
[Tputom YBOpPOBU U M V HUCY CyceaHHU y cTabny S. M3 Tora cnenu na Ha myty P moctoju rpaHa e
ca KpajeBHMMa X M Yy TakBa Jia 4Bop x mnpunazia rpady T 1ok je uBop y BaH Tor rpada.

T, y

Cnuka 2.23: TIpuMoB anropurtam, TpUMEHEH Ha TIOBE3aH TEXKHUHCKH Tpad

Bparumo ce cana [TpuMoBOM anropuTMy U TPEHYTKY KaJa CMO OMpaIv TPpaHy €y, 1 Tj. Kaaa
cmo ox rpada Ty, dopmupanu rpad Ty,1. Y TOM TPEHYTKY Ha pacriojiaramy HaMm je Ouiia u rpaHa
e = xy. Mehyrum, nzabpanu cMo rpaHy ey, OJHOCHO rpany uv. O0jammemne 3a To je ciaeache:
rpaHa €., je Ouna Mame TeKUHE of rpaHe e, na je npema Komanmu 3 IlpumoBor anropurma,
MuMaJia IPUOPHUTET Hall TpaHoM e. J[pyra MoryhHOCT je 1a cy IrpaHe €, U e UMajie UCTE TeKUHE,
Ta je cBaka oJ1 ’BbHX Morja OuTH n3adpaHa, a MU CMO C€ OJJTYYUIIU 3a TPaHy €, . CBe y cBeMy,
n3 Komanze 3 [IpumoBor ajaroputMa, cieau 1a je TeKUHA TPaHE €y, Mamka WM jeJHaKa O]
TeXHHE TpaHe e. 3a JaJjbl TOK JJ0Ka3a BaxkHa je ciejaeha jgema:

Jema 3.2.2. Axo ce y ctabny T ykioHU jenHa rpaHa, 1o0uja ce HemoBe3aH rpad G kKoju ce
cacroju ox aBa crabma T' u T"' . Ako ce notom rpady G 1o1a rpaHa Koja craja OHIIo KOju 4BOp
u3 T' ¢ 6usno kojum uBopom u3 T'', nobuja ce moHOBO cTabs0 (Koje He Mopa aa Oyae crabmo T).
Osnauumo ca S’ rpad koju ce 100uja U3 cradia S yKIamameM IpaHe e U JOJIaBabeM I'PaHE € 4 1.
Ha ocnoBy HaBezneHe neme, S’ je Takohe mokpusajyhe crabno y rpady G. C 0o63upom Ha HauuH
kako je Hactano, w(S') = w(S) —w(e) + w(egs1) < w(S). Kako je S munHuManHo crabiio,
cnem w(S') = w(S), mro 3Haum 1a je S’ takohe MuHHMaHO ctabmo. Mehyrum, crabmo S’ uma
ca crabiom T,, 3ajeIHUYKE TPAHE €4, ..., €k, €411 » & TO 3HAUHU jEJIHY I'paHy BHILE HEro cradio S.
Ho, To je koHTpaaukuuja ca MakcuManHomhy BenuuuHe k. /lakie, mpeTnocTaBka Ja 3aBpILHO
nokpuBajyhe crabmo T, koje ce nobuja [IpuMOBUM aJropuTMOM HHj€ MUHUMAIIHO BOJIM
KoHTpaaukuuju. Cnenu aa je T,, MUHMMaIHO MokpuBajyhe cTabio TexuHcKor rpada G, unme je
notephena ucnpasroct [IpumoBor aaropurma.
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2.3.3 KopeHncka cradiaa

Jepunnnmja.
Crabio y KoMe je jellaH 9YBOp IMOCeOHO M3BOjCH HA3WMBA CE KOPEHCKO cmabiio, a Taj 9YBOp
ce Ha3uBa kopen crabna (Cnuka 2.24).

Cnuxka 2.24. Kopencka crabia

Axko je T KopeHCKO cTali0, a V' YBOP Pa3IUYHT OJ1 KOPEHa, pooumess YBOPA U je YBOP U
TakaB Ja je UV OpUjeHTHCaHa TpaHa oJ U kKa V. Tama je v gere uBopa u.YBOpOBU ca MCTHUM
pomuTesbeM U cy deya 4uBopa u. Koj KopeHCKuX cTabana ce MOHEKaJ TpaHe OPHjeHTHUILY O]
poIuTesha Ka eI WM OJ Jelle Ka poauTesbuma. [Ipeyu 4dBOpa U, KOjU HHUje KOPEH, CY CBH
YBOPOBHU KOjH JIS)KE Ha MyTY 0J1 KOopeHa j0 uBopa u (6e3 u ). [lomomyu 480opa U Cy CBH YBOPOBH
KOjU WMajy YBOp U Kao mpeTka. Jlucm je 4yBop Oe3 nere (TakBM YBOPOBU C€ HA3WBaJy W
MEPMUHATHU, OJHOCHO 3a6puwiHu 460posu). OCTalnu YBOPOBU CY VHYmMpauttbu 48oposu (WIH
unmepru ygoposu). KopeH je nHTepHu 4BOp ako ctadmo T caapku 6ap 1Ba yBopa. AKO je U 4BOP
KOpEHCKOT cTabna, Taja je moAcTabio ca KOPEeHOM U CTa0JI0 MHAYKOBAHO YBOPOM U U HETOBUM
MOTOMIIMMA.

Hepununuja.

KopeHncko crabno ce Ha3uBa M-apHo cmabno ako CBAaKW MHTEPHU YBOP UMa HajBHIIE M
neue. [lomnyno M-apro cmabno je cTabio y KOMe CBaKd MHTEPHU YBOp MMa Ta4yHO M nere. 3a
m = 2 oxarosapajyhe m-apHo ctabio ce Ha3uBa ounapro cmabno. Ha ey 2.25 MOKeMO BUIETH
TpH M-apHa KOPeHcKa cTabna.

Cnuxka 2.25: m-apHo cTtabi10

VYpehena kopencka cmabna cy ctabna y KojuMma cy Jelia CBaKOT HHTEPHOT YBOpa JaTa y
onpehenom mopetky. [Ipunukom nprama TUX rpagoBa, YBOPOBHU CE€ CMEITAjJy CIE€BE Ha JIECHY
CTpaHy Y3 pecleKTOBame noperka. Tume cy yjeHo u rpane crabma ypehene. Kon GuHapHHX
crabana, ako poAUTEeJb UMa JIBa JIETeTa, TaJa cy y YHOTpeOH U MOjMOBH JIEBO JeTe (I0AcTabo),
WM JiecHo nere (noacrabio). [Tonekan, ako poauTesb UMa caMo jeHO AETe, OHO MOXKe OUTH MITH
JIEBO WJIM JECHO JIETE.
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BaxHo cBOjcTBO KOpEeHCKOT cTabia je na je uzmel)y cBakor uyBopa rpada u KopeHa nocroju
JEOMHCTBEH IMyT. Y OJHOCY Ha KOPEH, MOXKE Ce M3BPIIMTH MapTULIMja CKylla YBOpOBa rpada Ha
cnenehu HaunH: V;, ce cactoju camo ox kopena, V;,i > 1 je ckyn uBopoBa rpada Ha pacrojamy I
o] kopeHa. [lakie mMaMo Ja ce cKyn 4BopoBa rpada Moxe mpeacTaBuTH Ha cieaechu HauuH V =
VoUVyU--uUl.

YobugajeHo je 1a ce Kaxe Ja Cy YBOpOBH V; Ha i-TOM HUBOY y OJTHOCY Ha 7" (KOpEH cTadia).
VYjenno, h je eucuna crabma. KopeHcka crabia uMajy BENUKY MPUMEHY y padyHapCTBY.

[Tokazahemo Ha mprMepy Kako ce Heka (popmyIia MOKe MPEACTaBUTH KOpEeHCKUM cTtabiiom (Crnka
2.26).

()

O )
D @ @
0101610
[a+b) - (c—d)+a-d

Cnuxka 2.26. [Ipumep nipeacraBibama GopMysie KOPEHCKAM CTa0IOM

Kopen oxrosapa uenoj gpopmymu (a+b)-(c —d) + a-d. Csaku yHyTpalImd YBOP
oJlroBapa HeKoj moadGopMyH: Ha IpUMep, JIEBO NOCTadI0 KOpeHa oarosapa noapopmynu (a +
b) - (c —d), a necHo mojcTabio kKopeHa oarosapa nojadopmyiau a-d (oBa aBa mojacradia cy
npeAcTaB/beHa Ha ciaunu 2.27), WTA. JUCTOBU CTabjia OJroBapajy CIOBHHUM CHUMOOJHMMa
(TPOMEHJBHBUM ).

(a+6)-(ec—d) -
Cruka 2.27. IToncratna
Hedpununuja.
3a KOpPEHCKO CTalJo ce Kaxke Ja je OuHapHo ako CBaKH 4BOp cTabna (poauTesb) MMa

HajBUIIIE JIBa CyceqHa YyBOpa Ha ciencheM HUBOY (merera). Y cTaHmapIHOM MpUKa3y OWHApHOT
cTabJia IeTe ca JIeBe CTpaHe Ce Ha3MBa Jeso Oeme, a IETE ca JISCHE CTPAHE 0ecHo Oeme.

2.3.4 O3HayeHa cTadJ1a

3a crabna je Be3aH jenaH JocTa 030MJbaH KOMOMHATOPHHU mpobiem. [loTuue u3 oprancke
XeMHje U OJHOCH C€ Ha HCIUTHBAE YIJbOBOJOHHKA. Panu ce 0 Tako3BaHUM O3HAYEHUM
cmaobauma.
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Mepunnnmja.

3a nBa crabna Ty, T;, , ca 1o n YBOPOBA, KAKEMO Ja Cy 03HAYeHA YKOJIUKO UMajy UCTH CKYII
usoposa V(T,) = V(T,), peuumo ckyn npupoinux Opojesa {1,...,n}. Osnauena cradna T, T,
CcMaTpaMo pasauyumuM yKOJIMKO UM CE Pa3NIMKyjy CKYNOBHU TpaHa, a TO 3HAYM Ja MOCTOju Oap
jeman map uBoposa {i, j} € {1, ...,n} Koju cy cyceaHu y jeqHOM CTadily, a y APYroM HHCY.

T,#T, = E(T,) #E(T,) < 3{i,j}c{l,..,n}ije E(T,) ANij ¢ E(T,)

OOpartuTe nakK\by Ha TO J1a JIBa pa3IMuiTa O3Ha4eHa ctabia mory Outn uzomopdna. To he
ce BUJICTU U3 MIpUMEpa KOjU Ciele.

3a n =1 mocToju camo jenHo o3Ha4yeHo crabno. To je TpuBHjaIHO CTAbJIO ca jeTHUM

YBOPOM.

]
1

3an = 2, MOHOBO je 03HAYEHO CTabJIO JeTUHCTBEHO.

—
1 2

3an = 3 umamo Tpu o3HaveHa crtabma. To cy cieneha:

— ¢ » — —
1 2 3 1 3 1 3

(3]
(3]

[IpumeTnmo n1a cy cBa Tpu U30MOp(Ha aKo ce 3aHeMape 03HaKe. Y3 03HaKe OHa CY, CXOJIHO
ropmoj AedhuHunmju, paznuuuta. Ha mpumep, y mpBoM ctadiy mocroju rpana 12 xoje y apyrom
HeMa. 3an = 4 nocroje 16 paznuuuTHX o3HadeHUX cTadana. [Ipurom cy, ako ce 3aHemMape 03Hake,
npBux 12 melhycobno mzomopdHa kao u nocnenma yetupu (Cnuka 2.28).

4 3 4 3 4 3 4 3
- L ]

o
2 b a3 2

1 2
4 3
.

1 2 1 2
4 3 4 3
1 2 1\I 1 2
4 3 F 3 4 3
1D<2 1 2 1>42
4 3 4 3 4 3
1 2 1 2 1 2 1 2

Crnuka 2.2

oo

. 16 pa3nuuuTUX 03HAYCHHUX cTadasa

Tako ce Ha mMpUpPOJAaH HAYMH IMOCTaBJba cliegehe nuTame: Koauko uma paziuyumux
03HaueHux cmabana ca n ueoposa? Jlo oAroBopa Ha HaBEJCHO MHUTAKE MOXKE CE JIOhM Ha BUIe
HauuHa. JeJaH o1 BbUX 3aCHUBA Ce Ha OJIMCTABO]j M/eju HeMaukor Matematuyapa [lpugepa (Heinz
Prufer 1896-1934). IlpudepoBa ujaeja cMaTpa ce mpaBuM OHcepoM y mMartemaTHiu. Pamu ce o
cnenehem:

Axo XenuTe Aa ONUILETe HEKH Irpad 4Mju je CKyI YBOpOBa JaT WM Ce€ MOJpa3yMeBa,
HEOTIXO/THO je J1a JaTe CKYI HheroBux rpasa. [Ipu Tom cTpykTypa rpada He 3aBUCH caMo o] Opoja
rpana Beh 1 o1 BUXOBOT pacropesa.
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[Ipudep je cMUCINO HAYMH KaKO Ja OMHUIIE CTabJI0 HA CKYITy OJ1 1 YBOPOBA MOMONY jeTHOT
HU3a AY’)KHHE N — 2 YHjU CYy €JIEMEHTH TIOjeIMHI YBOPOBU cTabna nopehanu oapeheHuM peaom.
[Ipu ToMe ce YBOpPOBH TOTa HM3a MOTY MOHABJBATH YKJBYUYjYhH M CiIydaj Kajga Cy CBH jeTHAKH.
Takas Hu3 30Be ce Ilpughepoeé koo vunu Ilpughepoeé nusz. EBo kako ce 10 mera J0Ja3u.

Hexa je T,, cTabno ca ckyrmom yBopoBa V u ckynom rpana E, 1j. T,, = (V,E). Heka ckyn
uyBopoBa uuHe npupojanu opojesu V(T,) = {1,...,n}. Heka je f:T,, — (a,ay,...,an_3),a; €
{1, ..., n} npecnukaBame xoje cradino T,, cnuka y ypeheny (n — 2) — TOpKY, IpH 4eMy eIeMEHTH
te (n — 2) — TopKe npumnazajy ckymy uBopona crabmna T,,. Enementu HaBenene (n — 2) — Topke
nobujajy ce Ha cienehu HauKH:

Hexka je b; Hajmamu Bucehn uBop y cradmny T, ¥ HeKa je a; \beroB jeaunu cycen. To aq je
yIpaBo MpBH WiaH ropme (n — 2) — Topke. 3atuM ce u3 cradna T,, ykionu Bucehu uBop b, . Kao
pesynrar Hactaje ctadno T,_;. OHIa ce y memMy youHu HajMamu Bucehu 4yBOp, perumo ja je To,
b,. Hexka je a, jemunu cycen uBopa b, y Tom cradimy. Usop a, je apyru wian ropme (n — 2) —
Topke. J/lasbe HacTaBMMO Ha ciuvaH HaunH. M3 crabma T,,_; ykinoHumo Bucehm uBop b, u
nobujamo ctadno T,,_,. Y mweMy younMo HajMamHu Bucehr 4BOp M Tako Aajke. Y n — 2. KOpaky y
crabny T; koje ce noOuja u3 mperxoaHor crabma T, ykiamameM Buceher uBopa b,,_; yOounMO
HajMamu Bucehu uBop, Heka je To b,,_,. AKO je YBOp a,,_, JSTUHHU BETOB CyCell y TOM CTadITy Taj
YBOP JI0JIa3HM HA TIOCIICIEE MECTO y TOpoj (n — 2) — Topku. Tako nobujeHa ypehena (n — 2) —
TOpKa Tj. Tako nobujenn uu3 (a,, d,, ..., a,_,) 30Be ce Ilpugpepos koo wmu Ipudepos HU3 3a
o3HaueHo crabno T,,. Kao wryctpanujy npukazahemo popmupame [IpudepoBor xoma 3a jeaHo
KOHKPETHO 03HaueHo cTabio (Cnuka 2.29).

()
[

1 12 1

I3=I:-17 I3=I-12

fIg=1(1, 2.3 2,1, 3
Cnuka 2.29: popmupame Ipugeposor koga

Hexa je Tg o3HaueHo crabno ca 8 yBopoBa. dopmupajmo meros [Ipudepos xox f(Tg).
Beros Hajmamu Bucehu uBop je 4 uuju je jenunu cycen usop 1. [Ipema Tome, uBop 1 gonasu Ha
npBo mecto y [Ipudeposom kony.
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3arum ce u3 crabna Tg yknonu Bucehu uBop 4 u nobuje cradno T,. Hajmamu Bucehu uBop
y BEMY je 4BOp 5 uHju je jeaunu cycen yBop 2. Usop 2 nosazu Ha Apyro mecto y Ilpudeporom
koxy. [lorom ce y ctabmy T, ykinonu Bucehu uBop 5 u nobuje cradno Tg. Y memy je HajMamu
Brcehu uBop 6 umju je jequnau cycen uBop 3. Crora uBop 3 monasu Ha Tpehe mecto y [IpudepoBom
koxy. Jlasbe ce u3 crabna Ty ykioHH 4BOp 6 1 100Hje ctadio Ts. Y meMy je caa HajMamu Bucehn
9BOp 7 UMjM je jenuHu cycena uBop 2. Jlakie, yBop 2 3ay3uma 4eTBpTo Mecto y [IpudepoBom koy.
Onpa ce u3 crabmna Ts ykionu Bucehu uBop 7 u noduje cradno T,. Y memy je HajMamu Bucehu
yBop 2 uuju je jeaunu cycen uBop 1. Tako uBop | monasu Ha meto mecto y [IpudepoBom Kony.
[ToToMm ce u3 crabna T, ykinonu Bucehu uBop 2 u goduje ctabno T3. Y mweMy je HajMamu Bucehn
yBop 1 umju je jenunu cycen uBop 3. UBop 3 nonasu Ha mecto u nocienmwe mecro y [lpudeposom
koxy. Tako IIpucdepoB kon, mator o3naueHor crabma Tg , rmacu (1, 2,3,2,1,3).

3a I[Ipudepor ko Baxku cieneche TBpheme:

Jlema 3.4.1. CBakoM 03HaYEHOM CTa0ITy OAroBapa TayHo jeman [Ipudepos ko,
/lokas.

Jloka3 cirequ U3 AepuHHIM]e TpecirKaBama [ Tj. HaunHa hopmupama [IpudepoBor koja.
Kao mro cmo Buzmenwn, [Ipudepos kox je ypehena (n — 2) — TopKa 4uju Cy WIAHOBHU €IEMEHTH
ckymna {1,2, ..., n}. [Ipu ToM HEMa HUKaKBHX OTpaHHUYEHa Y CMHUCITY J]a C€ WIAHOBU Te (N — 2) —
TOpKe Mory moHaBshaTh. McmoctaBmhe ce ma ce cBakoj TakBoj (n — 2) — TOPKU MOXKe
MPUAPYKUTH 03HAUEHO CTA0JI0 ca n YBOPOBa 3a Koje je Ta (n — 2) — Topka [Ipudepos ko

Taj mocTynak 30Be ce dekooupare noTudHe (n — 2) — TOpPKe, a Kao MITO CMO PEKJIH TO
3HauM oapehuBame 03HaUeHOT cTabia ca n yBopoBa uuju je To [Ipudepos ko.

Hepununuja.

Hexooupawe a = (aq,a,,..,a,_,)je ogpehuBame o3HaveHor crabaa T, uyuju je
[Tpudepor kox a. EBo kako m3riena to nexomupame. [lounme ce ca mpa3HuM Tpadom ca n
qBopoBa Koju hemo osmaumté ca G,. Heka je V(Gy) = V(K,) = {1, ..,n}. IIpBu Kopak y
JEKOUpPaky: y CKYIly YBOPOBa YOUMMO HajMamHM YBOP KOjU ce He mojaBibyje y Ilpudeporom
Ko1y. AKO je To 4BOp b; TO MOXeMo 3amucartd Ha cinenehu Hauue b, = min{i|i € {1, ...,n} —
{aq, ..., an,_2}}. Hotom rpady G, nomamo rpany b;a, u gobujenu rpad osnauumo ca G; = Gy +
bia,. 3atum mpenazuMo Ha JIPYrH KOpaK: M3 CKylla YBOpPOBa HM30pHIiieMo 4BOp b, a u3
[Tpudeposor kosa nmpBu 4iaH a,. Taaa Ha peyKOBaHM CIIMCAK YBOPOBa U peaykoBanu [Ipudepon
KOJI MMPUMEHUMO CIIMYHY MPOLEAYPY Kao y IMPBOM KOpaky. Y PEeIyKOBaHOM CIIUCKY YBOPOBA
YOUYHMO HajMamH YBOP KOJU C€ HE MojaBJbyje y peaykoBaHoM [IpudepoBom koay. AKo je TO 4BOp
b, TO MOXEMO CIMYHO Kao y MPBOM KOpaky 3amucaTd Ha cieiachu HauuH b, = min{i|i €
{1,..,n} —{by,ay, ..., a,_5}}. 3atum rpady G, noaamo rpany b,a, u g00ujeHu rpad) O3HAUMMO
ca G, = G, + bya,. Jlajbe HacTaBUMO Ha ciiMyaH HaunH. Y (n — 2). KOpaKy peayKOBaHH CKYIl
YBOpOBA CAAP>KU TPH YBOPA, 0K penykoBaHu IlpudepoB koa caapxu camo jeaH yBOp, TO je
a,_,. Cama y peqykoBaHOM CKYIly YBOPOBa OMpaMO HajMarmH YBOP KOJH je PA3IUYUT OA Ap_;.
Axo je y muTamy 4BOp b,_, TO MOXXEMO 3amucaTd CIUYHO KA0 y MPETXOJHUM CIIyuyajeBUMa,
b,_, = min{i|i € {1, ...,n} — {by, ..., b_3, an_>}}.
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Hakon tora mperxoano noodujenom rpady G,,_z 101amo rpany b,,_,a,_, u jooujenu rpad
o3Ha4uMO ca Gp_p = Gp_3 + by_,a,_5. Y (n—1). Kopaky, caga cy y peIyKOBAaHOM CKYITy
YBOpPOBA TAa4HO JABa 4Bopa. Heka cy Tto b,_; u b,. To cy nHade 4BOpPOBH KOjU OCTajy Kajaa ce
{b,_1,b,}=1{1,...,n} —{by, ..., b,_}. Tpady G,_, nomamo rpany b,_,b,, u nobujenu rpad
o3HaunMmo ca G,_q = Gp_, + b,_1b, . I'pad G,,_; je TpakeHo o3HaueHO cTa0NO Ty, Tj. Gp_q =
T,.

Ilpumep.

Kao wmnyctpanujy 3a nexoaupame oapeaumo crabimo umju je [Ipudepor xox cieneha
ypehena mectopka a = (1,2, 3,2, 1, 3). Axo noryieaTe y nmpeTxoHoM npumepy, a je [pudepor
kon crabna Tg. To 3HauM jga HAKOH JeKoaupama Tpeba na gobujeMo MOTHYHO cradno Tg.
[Tounmemo ca mpa3auM rpadom G, 9uju je ckyn uBopona {1, 2, ..., 8}.

Cmuxka 2.30: MmycTpanuja 3a IeKoAupame

Hajmamu uBOp y cKymy 4BOpOBa, a Koju ce He Hanasu y [IpudepoBom koay, je 4. Hhera

cnajamo ca npuM wianoMm [Ipudeposor koxa, a To je uBop 1 u Tako nodujamo rpad G, (Cnuka
2.31).
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Crnuka 2.31: Jlo6ujame rpada Gi

Haxkon tora, Opumemo yBop 4 u3 ckyna usopoBa 1 uBop 1 y IIpudepoBom koay, u Ha Taj
HauuH 100HMjaMO peayKOBaHHM CKyN 4yBopoBa M peaykoBaHu [Ipudepos xoxa. Caga y rpady G,
IPUMEHYJEMO UCTY IPOLEaAypy. Y HOBOM PEIyKOBAaHOM CIMCKY YBOPOBa OMpaMo HajMamH YBOP
KOjU ce He Haja3u y peaykoBaHoM [IpudepoBom kony, To je uBop 5. Hbera cnajamo ca npBum

yiiaHoM peaykoBaHor [Ipudeposor koaa 1j. ca uBopom 2. Tako nobujamo rpad G, (Cnuka 2.32).
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Cnuka 2.32: Jlo6ujame rpada Gz
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[ToTom OpumiemMo 4BOp 5 W3 MOCHIEOHET CHHCKAa YBOPOBA M YBOP 2 W3 PEIyKOBAHOT
[Tpudeposor koaa u Tako J0OMjaMO HOBH CIIHICAK YBOPOBA W HOBU peaykoBaHu [IpudepoB ko
Hajmamu 4BOp y HOBOM CIIMCKY, a KOjU CE€ HE TOjaBJbyje Y HOBOM peaykoBaHoMm I[IpudepoBom
koxay je 6. Crajamo 4Bop 6 ca 4BOpoM 3, MPBUM 4JIAHOM HOBOT peaykoBaHor IIpudeposor koma.
Pesynrar je rpad G; (Cnuka 2.33).

& 2

'\ -
3 /5
-—b
4 1 2
.

Gs
Cmuxka 2.33: Jlobujame rpada Gs

Jabe OpuiiemMo yBopoBe 6 u 3 ¥ Tako 00MjaMO HOBH CITMCAK YBOPOBA M HOBU PEAYKOBaHU
[IpudepoB koa. Y HOBOM CHHCKY YBOpOBa OMpaMo HajMamM KOju HHje Y HoBOM I[Ipudepoom
kony. To je uBop 7 u Wera cmajaMo ca MpBUM YBOpoM HoBOT [IpudepoBor koaa, a To je uBop 2.
Taxo Hacraje HoBU rpad G, (Cnuka 2.34).
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Crnuka 2.34: Jlobujame rpada G

3aTUM U3 MPETXOJHOT CIHCKa YBOPOBA OpUIIEMO YBOP 7, @ U3 MPETXOJHOT PEAYKOBAHOT
[TpudepoBor koma mpeBu wiaH, Tj. uBop 2. Tako nOOMjaMO HOBU CIHCaK YBOPOBA W HOBHU
penykoBanu [Ipudepos koa. [lajbe, y HOBOM CIIMCKY YBOPOBa OMpPaMo HajMamH KOjH Ce HE HaJIa3H
y HOoBOM [IpudepoBoM Koy, TO je YBOp 2 KOjU crajamMo ca MpBHM 4iaHOM HoBor [IpudepoBor
KoJia, a To je uBop 1. HoBonacranu rpad o3naunmo ca Gs (Ciuka 2.35).

G

Cnuxka 2.35: Jlobujame rpada Gs

VY OperxoAHOM CHMCKY 4YBOpOBa OpUIIEMO 4YBOp 2, a y MNPETXOJHOM pEIyKOBAHOM
ITpucdepoBom koxy Opuriemo mpeu wiaH. Tako 1001jaMoO HOBH CITUCAK YBOPOBA KOJU CATPKH TPU
4yBopa M HOBM peaykoBaHu IIpudepoB koa koju je caga jeqHowIiaH. Y HOBOM CHHCKY YBOPOBa
OupaMo HajMamU KOjU ce He Hajla3u y HoBoM peaykoBaHoM [IpudepoBom koay. To je uBop 1 koju
crajamo ca 4BopoM 3 u jobujamo rpad G (Cnuxa 2.36).
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Cnuxka 2.36: Jlobujame rpada Ge

Ugop 1 OpumeMo U3 MpeTXOHOT CIHCKA YBOPOBA, & YBOP 3 U3 MPETXOIHOT PEAYKOBAHOT
[Tpudeposor koaa. Ha taj Haunn 100MjaMO HOBH CITMCAaK YBOPOBA KOJU CAAPIKHU JBA YBOPA U HOBHU
penykoBanu [IpudepoB ko koju je cajma mpa3aH. Y MOCIEAHEM KOPAKy CrajaMo JBa YBOpA U3
nocjeamer crnucka u u3 rpada Gy nodbujamo rpad G, (Cnuxa 2.37).

Cruka 2.37: Jlobujame rpada Gy

I'pad G, je TpaxeHo o3HayeHO cTabio ca ocaMm yBOpoBa. 3aucta, rpad G, je 03HaYeHO
ctabmo Tg W3 TPEeTXOAHOT TpuMepa, a meros [IpudepoB kom je, kao mMTO CMO BHUACIH,
(1,2,3,2,1,3). Y Be3u ¢ IeKOUpakEeM BaXH TBpHEeHe YMjUM ce J0Ka3oM HeheMo OaBUTH.

Jema 3.4.2. 3a cBaky (n — 2) — Topky a = (a4, ..., a,_»),a; € {1, ...,n}, mocroju jeano
u camo jemno craono T, V(T,) ={1,..,n}, 3a xoje je a Ilpudpepo xox, T1j. f(T,) = a.
KoHauHo ¢MO y IpHMIIMLM [a JaMO OArOBOP Ha MHTAm€ KOJNMKO MMa O3Ha4YeHHX crabana ca n

"=2 y T0 je pe3ynTaT MO3HATOr eHryieckor MaTemaTtuuapa Kejmuja (Arthur

yBopoBa. MIMa ux n
Cayley 1821-1895). Kejrujesa meopema 3a 6poj 03HaueHUX cTabaia je jeJaH o/ HajllO3HATHUX U
HaJJIENIIUX pe3yaTaTa y KOMOMHATOPHIIH.

Teopema 3.4.1. (Cayley 1889) Bbpoj o3mauennmx crabana ca m 4BOpoOBa jeaHak je m™~ 2,

Hanomena: Ilopeo moca wmo Oaje enecaHman u jeOHOCMABAH 002080p HA NPUPOOHO
NOCMAB/AHEHO NUMArbe, 08d Mmeopema je 3aHUMMDUCA U JIend U 3amo Wmo ce Modice OOKA3amu
Kopucmehu paznudume KoMOUHamopHe uiu aieedbapcke memooe.

Hoxkas bujexyujom.
Crabna ca 3 uBopa:

A r “1 T *1' ra
AV A
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¥ uMa ux 3+ 3 = 9, Tj. cBaKoM cTabIy MOXKEMO NMPUAPYKUTH N UCTaKHYTHX cTabana, TIe je n
0poj uBopoBa y ctabmy. Obenexumo ca T,, 6poj ctabana ca n yopoBa. CBakOM CTa0IIy MOKEMO

HpUAPYXKUTU N2 03HaueHUX cTabana (cTabia y KojuMa IOCTOjU Ta4HO jeJiaH YBOp 00esIeKeH ca O

¥ TAYHO je/laH 4BOp obenexkeH ca ). O3HauMMO CKyIl 03HaueHMX (MCTaKHYTHX) cTabana ca T,,.
Tana Baxu |t,| =n?-T,. JoBo/bHO je mokazatu ga je |t,| = n™. Heka je NV ckyn cBux
gynxumja f: N — N, rae je N = {1,2, ..., n}. Ycnocrasumo 6ujexuujy F namely ckynmosa NV u
T,,. 3HauM, Kb HaM je ja Gyakuuju f € NV npuapykumo HEKO MCTAKHYTO CTablIo M3 T,, a J0
TOT UCTaKHYTOT cTabyia hemo mohu y HEKOJIMKO Kopaka:

1. Hahwu hemo npBo ycmepenu rpad GTc

2. Y rpady G7 he ce mponahu cBe KOMITOHEHTE TTOBE3aHOCTH

3. CBaka KOMIIOHEHTA MMOBE3aHOCTH he MMaTH Ta4HO jeJaH IUKITYC

4. U3 gurpada 67 obpucahemo rpaHe Koje y4ecTByjy y nyKiycuma, oopucahemo cMepose y
npeoctaymM rpaHama. Ha taj Hauna hemo 1o0MTH MHOTO Majux crabana (BHIIIE HEro IITO
je OMJI0 KOMIIOHEHTH MTOBE3aHOCTH Y 67)

5. Ha kpajy hemo noBe3aru mana crabia u Jo6uTH TpaskeHo ctabdio F(f)
ITa na xpenemo:
1. Ycmepenu rpad 5]: ca yBopoBuma 1,2,...,n ce mobuja ox ¢yHKIMje [ crHajambem

yBopoBa i — f(i)3acBei € N.
2

3 10
7 5 5

9
4 7
4

g {*‘*]f: @ 8

Ha npumep 3a f: ( 3 i g ; S ),I[OGI/I_]aMO

2. Ycmepenu rpad Gy mMa CBOje KOMIIOHEHTE MOBE3aHOCTH (MAKCUMAIHM IMOBE3aHU

noarpadu). Ha Harem npumMepy TO ¢y Tp¥ KOMIIOHEHTE MTOBE3aHOCTH 3a0KPY)KEHE JbyOUYacTUM.
[TpumeTnMO 1a Cy KOMIIOHEHTE TIOBE3aHOCTH JIUCjYHKTHE.
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3. urpad Gy je unak cnenujanan ycMepeH rpad) Ko Kora U3 CBakor YBOPa U3/1a3H TaqHO
jenHa rpaHa (uM3la3HU cTemneH cBakor uBopa je 1). Ilocnmemuia tora je ma cBaka KOMIIOHEHTa
MOBE3aHOCTH CAAP>KH TAYHO jenaH nukiyc. Ha Hamem mpumepy To cy:

3amTo je To Tako? AKO y3MEMO je/laH YBOp, PEIMO a, KOjU HeMa yJa3HUX rpaHa (yi1a3Hu
creneH My je 0) u younmMo HajMamu moArpad Koju caap kv YBOP @, U CBE TPaHE KOje U3yIa3e u3
BETrOBUX YBOpoBa. Tana taj moarpad mopa 6utu cneneher o6nmka (HazoBuUMO 1a G, U OH CaipKH
TavyHO jeJlaH UKIIYC), Jep U3 CBAKOT YBOpa M3JIa3u TayHO jeJHA TpaHa, Opoj YBOpOBA je KOHAYaH
Ta ce HeKa I'paHa Mopa BpaTUTH Y HEKH YBOP KPO3 KOJH je Beh mpoIiao ycMepeHH MyT 01 YBOpa d.
Ha taj HaumH cMo 100MIH jejaH YCMEPEHH MUKITYC (3a0KPY)KEH TUTABUM).

Caj ce muTamo J1a Ji y jeJHOj KOMIIOHEHTH ITOBE3aHOCTH MOJKE JIa [IOCTOJU BHIIIE O jeTHOT
nuktyca. [IperrnocraBuMo aa noctoje aBa nukiyca C; u C, y jeZIHOj KOMIIOHEHTH TTOBE3aHOCTH.
Kako w3 cBakor 4Bopa W3la3u jeaHa rpaHa, oHga je C; N C, = @ (mpernocTaBUMO aa Cy
pasmuunty nuknycu). Hexkaje C; = {i E N| C; € G} u C, = {i € N| C, € G;}, 1j. Cy, je Hajpehu
CKYIl YBOPOBA KOjU I'CHEPHINy MOBe3aHu nojarpad koju y cedu campxku mukinyc Cp. Tama Baxu
C, N C, = @ jep C; canpxu TauHo jenan mukinyc C;, C, caapsKu TauHO jefaH mukiIyc Cy, a ako 6u
b e C_l N C_z oHJa Ou nuKIyc u3 G NpUNaaao u C_1 Hu C_z, a TO je KOHTPaJIUKIIN]a.

4. O6pumumo cana y rpady G—f rpaHe Koje MpHUMajgajy HUKIyCcuMa, a KOJ MPeocTalux

rpana u3bpumumo cMmep. Ha Hamem npumepy ce 1061ja HeopujeHTUCAHU Ipad.
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Ha oBaj HaunH ce no0uo rpad ca Mano BUIlE KOMIIOHEHTH MOBE3AHOCTU (3a0KPYXKEHO
IJaBUM) M Y CBAKO] IJIABO] KOMIIOHEHTH C€ Hajla3W TAuyHO jeJlaH 4BOp (MPEICTaBHUK) KOJU je
npuIagao HekoM IuKirycy. Obenexumo ca M cKyn THUX MpeACTaBHUKA TUIABUX KOMIIOHEHTH, Tj.
CKyIl CBUX YBOPOBA KOjU MPHIIaAajy HEKOM IHKIycy. Y Hamewm npumepy je M = {1,7,5,4,9,8}.
Hujemna o muraBux KOMIIOHEHTH HE CaJIp KK IIUKITYC T1a Cy CBE Te KOMIIOHEHTE HeKa Majia cralna.

5. Cag hemo noBe3atu Mana ctabiia mpeKo ’UXOBHUX MPEJACTaBHUKA TAaKo IITO hemo nonatu
JeIHy cTa3zy Koja MmoBe3yje CBe Te YBOPOBE U3 CKyna M. YOUrMO PeCTpUKIH]Y f |y ¥ 3aIHIIAMO
je Ha cnenehu Ha4YuH

a b z
flw: (f(a) fb) ™ f (z))
rne je M ={a,b,...,z} u a,b, ...,z je coprupan Hu3 (pacryhm). [lopex Tora, Baxu u M =
{f(a),f(b), ..., f(2)} jep je f|u Omjexumja Ha ckyny M (yHuja nukiyca). Y rpady ca IIaBuM
KOMITOHCHTaMa IMOBEXEMO TpaHama cyceHe yBopoBe u3 Hu3a f (a), f(b), ..., f(2), w uBop f(a)
IIPOTJIACUMO 32 HCTAKHYTH 4BOP M 00ENe)HMO ca =, a uBop f(Z) IpOriacHMo 3a UCTAKHYTU H
oGenexumo ca . Ha oBaj Haumn cMo 100wy jenHo ucrakuyro cradmio (ca © u 1), 1j. F(f). Ha
HaleM MpuMepy uMamo Ja je:

fl_(145789>
M\7 9 15 8 4

(oOpucane cy kosioHe wu3 f UWjU elNeMeHTH Hucy y M), ma ybaiyjeMo TpaHe
T8 =T =¥ty HUCTYpUMO @ u m VYo6auene cy jpyOuuacTe rpase, Tj. Jbyonuyacra
CTa3a Koja je moBe3alia IJlaBe KOMIIOHEHTEe, a HHMje HampaBuia IuKiIyc. Jlo caga cmo omucanu
Gynxuujy F koja ynxuuju f us NV npuapyxyje ucraknyro cradno (F(f)). Tpeba nokasaTtu na
je F oujexuuja. F je "1 — 1" mpernocrasumo 1a f,g € NV u na je F(f) = F(g). To 3nauu na
crabna F(f) u F(g) umajy ucte UCTypeHe YBOPOBE © U [/, ¥ BAKH:

1. wucre cy uM cTasze Koje MoBe3yjy UCTypeHE YUBOPOBE,

2. WCTe Cy UM “TuiaBe’” KOMIIOHEHTE Kao U BbUXOBH “TIPEJICTABHUIM (UBOPOBU U3 CTa3€ KOjU

Ce yjeTHO Haja3e U y IMJIaBUM KOMIIOHEHTaMa).

N3 1. Moxkemo 3akibyuuTu Ja je ckynn M uctu 3a dynkuuje f u g, u Baxu f |y = glu, a
TO 3Hauu Jia Gy ¥ G BaH MJIABUX KOMIIOHEHTH MMajy MCTE IPAHE U J1a CY JEJHAKO YCMEPEHE.

Kako kon ycmepenor rpada G¢(Gy) y IiiaBuM KOMIIOHEHTaMa Cy CBE TpaHe “‘ycMepeHe”

Ka “mpeACTaBHUKY T€ KOMIIOHEHTE (CBH IyTEBU BOJE Ka “NPEJCTaBHUKY’) A00HjaMO Ha OCHOBY
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2. 1a cy CBE TPaHe JeHAKO YCMEPEHE y IIIaBUM KOMIIOHEHTamMa Koat Gy u Gg. 13 naBenenor cneau

na je Gy = Gy, a omarne cnequ na je f = g. F je “HA”: mocrapsba ce nurame Ja JiM 3a CBaKO
ucTakHyTo cTadno S nocroju pyuxumja f € NV Taksa na je F(f) =S. Y S umamo ucrakuyre

gpopose © u . Heka je M ckyn 4BopoBa Koju ce Halase Ha CTa3d Koja IoBe3yje uBopose © u

a az
by by "

rope nmomenyra craza, M = {by, b,, ..., by} = {ay,a,, ...,a} ua; < a, < -+ < a,. Axo y crabiy
S oOpwuieMo cBe TpaHe Koje ce M0jaBJbyjy y TOpe MOMEHYTO] cTa3u, octahe k crabana u y CBakoM

", 1 Ha TOM CKyITy AedHHHIIEMO TIpeciuKaBame f' kao f': ( Zi) raeje by — b, — - — by,

MaJjioM ctadiy 1o jegad uBop u3 M. Taga y cBakoM HOBOM CTa0ily yCMEPUMO IpaHe Tako Jia CBU
IyTeBH BOJE Ka YBOpoBUMa W3 ckyma M. IIpommpumo cama npeciukasame [’ Ha f € NV na
cienehy HauuH:

f'(x),akox € M
C,aKo x € M 1 oCTOju rpaHa x — C

f(x)={

3a oBako koHcTpyHcano f Baxu F(f) = S.

Hanomena: o6om xoncmpykyujom ce nocmueno 0a Yyukiycu y GTc obpa3yjy epag GTu

2.4 AunuxkanyHe QpyHKUM]je

Kpamku oujazpam pynxyuje f:[n] — [n] cacroju ce ox n Tayaka Koje MpeACTaBIbajy
eneMenTe [n] u n crpenuua Koje mpeacraribajy aejcteo f Ha [n]. @ynkuumja f:[n] — [n] je
AYUKIUYHA aKO FEH KPaTKH JHjarpaM CaJpsku IMeTJbe, a He calpKu KOHType. Mopa aa caapxu
neTJbe, jep Ou y CynmpoTHOM JAOOMIH KOHTYPY IITO HE MOXKE.

Ilpumep.

Heka je n=6. Taga je ¢ynkumja f:[n] — [n] nebunucana xao f(i) =i+
1 ako [ HUje e/brBO Cca 3, a f(i) = [ MHa4e, alMKJIMYHa, Ka0 IITO MOXEMO BHUJIETH Ha CIUIH
2.38.
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Crnuxka 2.38: AuukinyHe GyHKIHje

Cnenehe tBpheme nosesyje aukiInyHe QyHKIMje ca cTabiuma U Iymama.
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Teopema 4.1. bpoj auukinaaux pyHKIUja ca n uBoposa je (n + 1)1,

[okas |.

[Mocmarpajmo npupoaHy Oujexiujy H Koja CKyn anMKIMYHUX (QYHKIMja ca N 4BOPOBa
MpeciinKaBa Ha KOPEHCKa cTalia ca n 4BopoBa. Ako je f anmukiandHa (QyHKIMja ca N YBOpPOBA,
OHJIa TBPJMMO Ja je mpuka3 f nryma (He y3umajyhu y o03up CTpenuiie 0CuM OHUX Ha IeT/hama)
ca jeqHMM YBOPOM y CBakoj KOMIIOHCHTH KOja MMa TETJby OKo cebe. 3amcra, momto je f
AIMKJIMYHA CIIEJH J1a CBaKa IyTama Koja MoYnbe y OMIo KoM 4Bopy U3 ckyma {1, ...,n} mopa na
ce 3aBpIIM y neTbu. Jlakiie, cBaka KOMIIOHEHTA CaJpKu MeTspy. HujemHa KoMIoHEHTa HE MOXKe
HMMAaTH JIBE TETJbe jep OM TO 3HAYMIIO JIa TTOCTOjJU YBOP M3JIa3HOT cTerneHa Oap 2. Ctora, MOXEMO
JjeaHOCTaBHO OCTaBUTH 112 je H (f) HeycMepeHH KpaTKu aujarpam f ca YBOpOBUMa, UHje Cy IeTIbe
KopeHu kommnoHenTe. CylpoTHO TOMe, aKo je F KOpeHcKo cTabio, nako je nponahu H1(F) na
cienehu HaunH: AKO je X KOpeH KOMIIOHEHTE, OHJia TocTaBuMo ja je f(x) = x. Y cynpoTHOM,
nocraBumo 1a je f(x) =y, rae je y jeNMHCTBEHH Cycell X, KOju je OJMKH KOpPEHY CBOje
KoMrmoHeHTe Hero X. OBo moka3syje n1a H uma uHBep3Hy QyHKIH]y, TIa CJIEIM J1a je TO OMjeKIuja.
Jlakie, anukIU9IHUX (PyHKIHja ca CKyrmoM 4BopoBa {1, ..., n} nMa OHOJIMKO KOJIMKO U KOPEHCKUX
crabana ¥ OBUME je TBphEemEe T0Ka3aHo.

Joxas 1l.

Jla 6ucMo J0Ka3aau OBy TEOPEMY, MOXKEMO KOPUCTHTH MaTeMaTHuKy MHIyKuujy. EBo
KOpaka JjoKa3a:

basza unnykuuje: IIpBo, npoBepumo TBphemwe 3a n = 1 (jeman uBop). Ca camo jeaHHM
YBOpPOM, MMaMO caMo jeaHy moryhy (yHKujy (TayHO WM HETAyHO), IITO OArOBapa H3pasy
(1 + 1) = 1. Jlakne, ocHOBa je TauHa.

HNunykuujcka xunotesa: [IpernocraBumo na tBpheme Baku 3a n = k, rae k npeacraBiba
6poj usopona. To 3raun na moctoju (k + 1)*~Y) anuxmmyanx ynxiumja ca k yBoposa.

Nunykunonu xopak: Cama hemo nokaszatu na TBpheme Baku 3a n = k + 1. Pasmorpumo
rpad ca k + 1 uBopoBa. Jla 6ucmo noOwnu anukianuHe ¢yHkuuje ca k + 1 uBopom, MOKEMO
Pa3sMOTPUTH /1B Cllydaja:

a. Cimyuaj 1: UBop k + 1 HMje mOBe3aH HU ca JeAHUM JIPYTUM YBOpOM. Taja uMamo UCTH
Opoj amuknnuHux ¢GyHKIUja kKao 32 n =k, jep k+ 1 yBOop He NONPUHOCH UMKIMYHUM
dbyHKIHMjama.

6. Cniyuaj 2: UBop k + 1 je moBe3aH ca jelHUM WJIM BHIIE YBOPOBA U3 MPBUX K YBOPOBA.
Y 0BOM ciTyuajy, MO>)KEMO KOPUCTUTH MHIYKIIM]CKY XUIIOTE3Y. 32 CBAKH YBOP U3 MPBUX k, MOKEMO
oabpatu na nu he 6uTH yKibydeH y QYHKIMjy UM He, mro aaje 2 moryhnoctu. Kako umamo
k + 1 uBopoBa 3a moBe3uBame ca k YBOPOBa, YKynaH Opoj allMKINYHUX (YHKIM]a 3@ OBaj CIIy4a]
je 2% myra (k + 1)1,

Caza MokeMOo U3padyHaTH yKynaH Opoj auMkInYHuX pyHKuja 3a n = k + 1 nonaBamem
pesynarara u3 ciy4aja 1 u ciydaja 2:

Bpoj anukmmurmx Gyakuujazan =k +1 = (2X + 1) - (k + D&V = (k + 2).
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Haxne, TBpheme Baxku 1 3a n = k + 1. To 3Haum na ako TBpheme Baxku 3a n = 1 U ako
Baxku 3a n = 1, onga Baxu u 3a n = k + 1. [lo npuHIMIy MaTeMaTuyke WHIYKIH]E, TBpHEeHE
BaXKU 3a CBE TIO3UTHBHE 11e7ie Opojese N.

2.5 IapkunHr pynkuuje

JMepunnumja.

@ynkyuja napkupara 1yxuHe n je vu3 (a,, a,, ..., A, ) TO3UTUBHUX IEIHX OpojeBa Unje
neonanajyhe mpeypehewe (bq, by, ..., b,) 3amoBompaBa b; < i. Ca P, o3HayaBaMO CKyI CBHX
(GyHKIMja MapKupama 1y>KUHe n.

Hexka ayro C; npedepupa nmapkuHr mecto a;. Ako je a; 3ay3eto, onaa C; 3ay3uma cienehe
PAacIoNIoKUBO MMAPKUHT MecTO. (A4, Ay, ..., Ay ) HA3UBAMO HAPKUHZ PyHKYUja (Ty)KUHE N) aKo CY
CBU ayTOMOOWJIN TTapKUPaHHU.

Hexka Tp>xHU 1IeHTap MMa n MapKUHT MECTa IyXK jeJJHOCMEpHE yiuie. JeqHora jyrpa, TagHo
n ayroMoOwWiia CTIKE y TP)KHHU IIeHTap y Pa3IMddTAM BpeMeHUMa. JeIHOM Kaza je ayroMOOHII
MapKUpaH, He 0J1a3H Mpe HEeTO MITO CTUTHY CBH OCTaIH ayroMoOm. CBakd 0] ayToMOOMIIa HMa
CBOje OMHUJBEHO MapKHHT MecTo. HanMe, cBaku ayTOMOOWII MPBO HJE HA CBOje OMUJBEHO MECTO.
AKO je TO Tpa)k€HO OMHUJbEHO MECTO CJI000IHO, ayToMoOun he ra 3ay3eru, y cynmpoTHoMm he ce
MapkupaTd Ha cienehe MapKUHT MeCTOo. 3aTUM, ako cienehe MapKWUHT MECTO HHje CiI000HO,
ayroMoOui he otuhu 10 HapeaHOT MecCTa, M TaKo Jajbe, OK He mpoHahe c10007HO MapKUHT
MECTO.

Ako Hema c1000JHIX MecTa mocie (M yKbydyjyhn) OMUIBEHOT MecTa ayToMOoOuIa, OH/Ia
Taj ayromobmsn Hehe WMMaTH TMapKUHT MecTo, a MM hemo pehm na je mapkuHT mporec OHO
Heycnemrad. JIoK, ako je CBakM ayroMOOWJI MPOHAIIA0 MapKUHT MecTo, oHnxa hemo pehm ma je
npoliec napkupama 6uo ycrnemas. J[ok, ako ce mojaBe mpa3Ha MapKHHT MECTa, OHJAa je TPOoIiecC
napKupama OMO HEYCIICIIaH.

[TuTamo ce koju ckyn npedepeHIyja 3a mapkupame he J0BecTH 0 YCIEHIHOT Mpoleca
napkupama? O3HaUUMO CKYIl O] N ayToMoOwIIa ca [n] ¥ CKyIl oJ1 n TapKUHT MecTa Takohe ca [n].
Heka je f (i) oMHIbEHO IApKUHT MeCTO 011 ayroMobmia i. Tana je f: [n] — [n] dynkuumja. Axo je
MapKUHT npouec 0uo ycnewan, onna hemo pehu na je f ¢ynxyuja napkuparsa ua [n).

Ipumep.

Hexka cy gara nBa ayromoOwiia Kao M JiBa MapKUHT MecTa Koja hemo o3HauuTh ca 1 u 2.
[IpBOoM ayTomMoOMITy OMUIBEHO je MecTo 1, a npyrom je omuibeno mecto 2. Tana je (1,2) dynkuuja
napkupama 3aTo mro he cu ayromoOunu 6utu napkupanu. C npyre crpane, (2,2) Huje GyHKUH]ja
napkupama 3ato mTo Hehe cBU ayTOMOOWIM OMTH MapKUpPaHHU.
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Ilpumep.

Axo je f mepmyranuja, oHaa je f GyHKIMja mapkupama momTo he cBaku ayromoOmt Hahu
CBOje oMHJbeHO MecTo pasHuM. Pyukimja f (i) = 1 3a cBe i € [n] je Takohe mapkunr GyHKuUja,
amu ¢Qynkiumja f(i) = 23acBei € [n] Huje, MOMTO ayrOMOOWIJI KOjU MOCIEAmU CTHIHE Hehe
MMaTH MECTO 3a MapKUpame. Y OBOM TPEHYTKY je MPHPOJHO IMOCTAaBUTH JBa muTama. [IpBo,
nocMarpajyhu ¢pyukiujy f: [n] — [n], kako Mmoxemo pehu 1a 1 je f QyHKIHMja mapKupamba win
He? Jlpyro, Konmko (pyHKIMja mapKupama MocToju Ha ckyny [n]? Kaga noriegamo npBo nurame,
HEKH HEOITXOHH yCJIOBH he J1ako macty Ha maMeT. Ha nmpumep, Moke TIOCTOjaTH HajBHINE jeJaH
ayTOMOOWJI YHje OMUJBEHO MECTO j€ MOCIEekhE MECTO (T]. MOXKE OMTH HAJBHIIIE JeTHO [ TaKo Jia je
f (i) = n), nomro ayroMoOMIM KOjH IPBO Oy 0 MOCIEMBEr MecTa, Hehe JOOUTH IPYyry LIaHCYy.
CnnyHO TOME, MOTY TTOCTOjaTH HajBUIIIE IBA AyTOMOOWMIIA YHja Cy OMHJbEHA MecTa U3 CKyma {n —
1,n}.

Teopema 5.1. ®yukuuja f: [n] — [n] je dyHKuMja mapkupama ako U caMo aKo 3a cBe k € [n]
nocroju Hajsuiie k BpeaHoctu i € [n] Tako gaje f(i) =n —k + 1.

gZOKCZS’.

(=) Hujenan ayromoOun Hehe mokymaru ja ce mapKupa Mmpe CBOT OMHJBCHOT MECTa.
Crora, ako Buie 0,1 k ayromooOmiia (haBopu3yje MECTO U3 IMOCIEIBUX k MecTa, Taa IOCTOj! BHIIS
o1 k ayromoOuia koje he mpuxBaTUTH caMO MeCTO M3 mocheamux k mecta. [lakie, mocrojahe 6ap
jenan ayromoOua koju Hehe Mohu 1a ce mapkupa.

(&) HacympoT ToMe, MpeTnocTaBUMO Jia TIOCTOjHu 0ap jeaaH ayrToMOOMII KOji HeMa CBOje
MapKUHT MecTo (WM HHje y CTamy Ja ce mapkupa). Heka C Oyme mpBU TakaB ayTOMOOWII
(xponosomiku). To 3HauM 1a Kaga ce ayromooOms C 10Be3€ 10 CBOT OMUJBEHOT MecTa i, Taja Cy
ceamecra i, i + 1,...,n 3ay3era.

Moryhe je na mocToje jour MecTa HeMoCpeaHO UcIpe]] [ Koja cy Takohe 3ayzera. Heka je j
HajMamkU MHJEKC TaKo Jla CBa MecTa Hymepucasa ca j,j + 1, ..., n cy 3ay3era y TpeHyTKy kazxa C
CTUTHE Ha mapkupanuire. Taga Mopa na Baxu j = 2, momTo ce ayromoobusn C jour yBeK HHUje
MapKupao, na 3Hamo 1o aepuHUIMjH j, 1a je j — 1 cio6oaHo MecTo.

Jlaxne, Hujean ayTroMoOui Koju ¢aBopusyje MECTO O3HadeHo OpojeM j — 1 uinu mame
HUje 3ay3e]o0 MecTo ca OpojeM j miu Buumie. To 3Haun nga n—j + 1 mecra j,j+1,...,n cy
OMUJbEHA MecTa 3a HajMawme N — j + 2 ayromoOuia, oJHOCHO n —j + 1 ayromoOuina Koju
napkupajy Ha oBUM Mectuma kajna C cturHe, kao u cam C. JlpyruMm pednmma, Haml ycJoB je
HapymeH3a k =n—j + 1.

IToce6HO, MMajTe Ha yMy /1a ToTpeOaH U 10BOJbaH ycioB J1a f Oyae GpyHKIMja mapKupama
HE 3aBUCH 0J1 peiocieia KOJUM ayTOMOOWIN CTUTHY Ha MapKUpaUIITe.

IIpehumo cama Ha Hame ApYro NHUTame, OJHOCHO MNHTame HaOpajama (yHKIHja
napkupama Ha [n]. Hamumumo (f (1), £(2), ..., f(n)) 3a dyukuujy f. IIpema mpeTxoHOj IeMH,
aKo je f (QyHKIHja MapKupama, OHAA Cy U cBe (PyHKIMje JOOHjeHe IepMyTaIljoM BPEIHOCTH O
f. OBe dynkuuje hemo 3Batu nepmymayujama on f .
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Haxie, (1,2,1) je mepmyranuja ox (1,1,2). Heka je P(n) 6poj pyHKuuMja mapkupama Ha
[n]. Tana je P(1) = 1 u P(2) = 3 (3a dyukumje (1,1),(1,2) u (2,1)). Jlako ce nposepasa 1a je
P(3) = 16 (3a dyukuyje (1,2,3),(1,1,3),(1,1,2),(1,2,2),(1,1,1) u bux0oBe epMyTaIyje).

Teopema 5.1. (Pyke, 1959; Konheim u Weiss, 1966). Heka je f(n) Opoj dbyHkuuja nmapkuparma
nyxune n. Taga je f(n) = (n + 1) D,

Iloxas. (Pollak, 1974)

il \ o L

o —~— MR =

Crnuka 2.39: Jloka3 Teopeme 5.1

3a moyerak, xajzie ja peopraHu3yjeMo MapKuHT Tako Ja MOCTaHe KPY>KHU U Jja uma n + 1
MecTa. Jou yBek uMamo n ayromooOuiia koju gasopusyjy jenHo oa n + 1 mecra. Jlakie, ykynax
0poj moryhux mapkuHr npedepennuja je (n + 1)™.

Kana ayromo6ui cturte g0 mecran + 1 1 He MOXKe /1a ce mapKupa, OH HacTaBJba J0 MecTa
1, 3aTuMm axo je moTpeOHO 10 MecTa 2, ¥ Tako najbe. Ha oBaj HaumMH, cBaku 011 n ayromobuia he
MMaTu MecTo cTora he jeTHo MecTo ocTaTu MpasHo.

TBpaumo na he cBako o n + 1 mMecTa jeTHAKO BEPOBATHO OCTAaTH Ipa3HO. 3aucTa, ako
onpehenn ckynm mnpedepeHiHja ocTaBM MecTO [ Mpa3HuM, Taaa he nomaBameM 1 CBakoj
npedepeHIy napKupama, IOMEPUTH LIeTy NMpoIieaypy MapKupama 3a jeiaH CTeNeH, ocTaBbajyhu
mecto § + 1 mpasaum. (OBze ce (n+ 1) + 1 Tymaun kao 1) Jlakie, CBAKO MECTO OCTaje Mpa3Ho

Ha BpEMCHa. HpI/IMeTI/IMO Ja ako je Mecto n + 1 ocrano IIpa3Ho, OHJa OHO HUKaJla HI/Ije oo

1
(n+1)
KopuitheHO TOKOM Mpolieca mapKupama, mna ¢y camo mecra 1,2, ..., n Ouna notpebna. Mehyrum,

TO 3HAUM Ja CMO ce 3aIpaBo 6aBUiIM QyHKIMjoOM nmapkupama. Jlakie, Opoj pyHKIMja TapKupama

. (;++11)) = (n+ 1)(n—1)_
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2.6 3amanm

1. CBako cTa6J10 ca 6ap 1Ba yBopa caap:ku 6ap ABa Buceha upopa. lllyma ca k koMnoHeHTH
MOBE3aHOCTH U S M30JI0BAHUX YBOpoBa cajap:xku 6ap 2(k — s) Bucehux uBoposa. lokazaru.
Pewere.

CBaka KOMITOHEHTA TIOBE3aHOCTH IITyMe KOja HHje U30JI0BAaHU YBOD je cTabio ca Oap aBa
gyBopa. thux nma k — s, a cBako crabio ca Oap aBa yBopa mMma Oap aBa Buceha uBopa. Onmatie,
Iryma ca k KOMIIOHEHTH M S M30JI0BaHUX YBOopoBa uMa Oap 2(k — s) Bucehux uBopona.

2. Jloka3aTu a y CBaKOM cTa0.1y ca 6ap Tpu YBopa MOCTOju YBOP Koju Huje Bucehu uBop, a
YHjHu HajBHIIIE jeflaH cycel HUje BUcehu uBop.
Pewere.

[IpernocTaBumMo na To HUje TauHo. Tana mocroju crabdno T ca cienehoM 0COOMHOM: CBaKU
YBOp KOju HHUJe Bucehu uBop uma Oap JBa cycena koju HucCy Bucehu usoposu. Heka cy x4, ..., X
Bucehn uyBopoBm crtabma T . Ilocmarpajmo cama tpap G =T —x; —--—x5 . llpema
MIPETIOCTaBIM, CBaKU YBOp Irpada G mMma creneH O6apem 2, Tako Aa y G MOCTOjU KOHTypa. 360r
G < T nobujamo na 'y T TIOCTOjU KOHTYypa — KOHTPATUKIIN]A.

3. Y jennom pa3peny uma 20 yuyeHHKa, NP YeMy CBaKa Ba YUEHHKA MMAajy 3ajeTHUYKOT
aeny. JlokazaTu 1a mocToju Aeaa Koju y ToMm paspeny uma 6ap 14 ynyka.
Pewerme.

Hexa je V = {d,, ..., d,} cKyn cBUX Jiefia CBHX y4eHHKA y TOM pa3peny. CBaku ydeHHK UMa
TavyHO JBOJUILY JieAa 1 o0a ce Hanase y ckyny V . [lokazahemo na Baxku cnezaehe tBpheme: n = 3
WJIY TIOCTOJH JIe/1a KOj! je Jie[a CBUM yueHuIuMa. Y ounumo rpad G 4uju cKymn uBopona je V, a 1Ba
pa3MyKrTa YBOpa Cy CIIOjeHa IPaHOM aKO M CaMo aKo Ta JiBa Jie/ia UMajy 3ajeTHIYKOT YHYKA.

3aTo mTO CBakKa J[Ba YUYCHHKA MMajy 3ajeTHHYKOT Je/la, CBake JBe rpaHe y rpady cy
cycenne. (Ako 6u y G mocrojayie ABE HEeCycelHe IpaHe, UMajau OucMo Oap JBa YYCHHKA KOJU
HEMajy 3ajeTHUYKOT Je/1a).

To 3naum na je G moBe3aH rpad u Aa je mujamerap rpada G Hajumie 2. Ako G Hema
KOHTYpY, OHJIa je G cTabio nujameTpa HajBuIle 2, OMHOCHO, G je 3Be3na. To 3Hauu Ja mocToju
YBOp KOjU j€ HMHIIMJCGHTAaH ca CBUM TIpaHama, 300T dYera mOCTOju Jela KOJU je JAela CBUM
yueHUIUMa. Ako G UMa KOHTYpY, oHJa je G = C3 3aro mTo je C3 jenunu rpad Koju uMa KOHTYDpY,
a KOMe cy CBe I'paHe cycenHe. Tume je mokasaHo Ja je n = 3 WM Ja IOCTOjU JIe[ia KOju je aena
CBUM yuYeHHIIMMa. AKO TIOCTOjU JieJia KOjU je Jella CBUM y4eHHIIMMa, OH oHja uma 20 yHyka u
THUME je TBpheme Moka3zaHo. AKO TakaB JeJa He MOCTOjU, OHJA je n = 3, Tj. IOCTOje TAaYHO TPH
nena. Heka npBu uma n, yHyka, Apyru n,, a Tpehu n; yHyka. 3aTo 1mITO CBaKM YHYK MMa Ta4HO
IBOJUIY Aena, Mopa OuTH nq +n, + nz = 2+20 = 40 . bap jenan ox oBa Tpu 6poja je > 14 ,
LITO 3HauM J1a 6ap jeaaH oJ oBa Tpu jaeAa uma Oap 14 yHyka.

44



4. Heka je V = {v4,v,, ..., V,} KOHauYaH cKyln U Heka cy dq,d,, ...,d, npupoaHu 6pojeBu
TakBu aa je d; + -+ d,, = 2n — 2 . Jloka3zaTu 1a je 0poj cradaja ca ckynom uBopoBa V
TaKBHX /1a YBOP V; uma crenen d;, i = 1,2, ..., n, jeqnak
(n—2)!
dy—-1)'d, —1)..(d, — 1)

Pewerve.

Jloka3z CrmpoBOJMMO MaTEeMaTHYKOM HHIYKIHjoM 1o n . 3a n = 1,2 tBpheme je
TPHUBHjAITHO TaYHO, T1a IPETIIOCTaBUMO jaa je n > 2 . lomro je je dy + -+ + d,, = 2n — 2, mocToju
i Tako na je d; = 1 . be3 ymamema OMIITOCTH MOXEMO MPETIocTaBuTH f1a je d, = 1 . Heka je T
CKyIl CBHUX cTabajia ca CKymoM 4BopoBa V TakBHX Jia 4BOp V; UMma creneH d;, i = 1,2,...,n
HampaBumo maptuumjy {7y, ..., Tp—1} CKyla T Tako LITO y CKYII T; CTABUMO CTalna u3 T y Kojuma
je uBop v, cycenaH ca 4BopoM v; . 3a cBako crabno T € 7; , rpap T' =T — v, je crabmo ca

4BOpOBUMA {Vq, Vs, ..., Vp_1} . Ilpu TOMe je 67/(v;) = d; 3a i # j, 10K je 6Tr(vj) =d; -1

[Tpema Tome, |Tj| = |t|, rae je Tj ckyn cBuX cTabajna ca YBOPOBUMA {Vy, Uy, ..., Vp_1} U C& HU30M
crenena yBoposa dy, ..., dj_y,dj — 1,dj,q, ..., dy_;. I10 HHAYKTMBHO] IPETIIOCTABIIN, HMAMO JIa j€
| | B (n—3)!
— D! (djoy — 1)1 (d; = 2)1 (djyg — D! (dpey — 1)!
n—3)!(d—-1)

— D! (djoy — 1)1 (dj = 1)1 (djyg — 1)1 (dpy — D!

Kaxo je |t| = Z’?"l 7] ,Z[O6I/I_]aM0, 36ord, =1, naje
z (n—3)!(d—1)
(dl_l)' (dn 1_1)'

~ (n—3)! Ny = D@-3)

T (dy - D (dy, — D! ;( j=1) = (d, — D!'...(dp_y — D!
(n—2)!

d— D (dyr— Dy —DI "

5. Heka je T cTaduao ca n uBopoBa, n > 2 . 3a npupoaan 0poj i, Heka p; o3Ha4YaBa Opoj

ypopoBa crenena i y craday T. Jlokazatu qajepy —P3 — 2pg — - — (M —3)p1 = 2.

Pewerve.

V npoussosbHOM rpady G ca n UBOpoBa 30Mp CTENeHa YBOPOBA jeIHAK j€ Yyey () dg (V) =
Y lip; , a ounriienHo BaxM U Y, i—; p; = n. Ako je G cTabno, meros 6poj rpana je n — 1, Tako
ma pobujamo YA ltip, =2(n—1) = 221 Lp; — 2 , mro maje TpaxkeHny jeamHakoct yi-;(2 —
)p; =2 ,00HOCHO Py — P35 — 2P, — - — (M —3)pp_1 = 2.
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6. Kpas lllonradonra je umao 4 cuna, 10 o \eroBux MymKuxX MoTOMaKa ¢y HMaJiM 1o 3
CHHA CBaKH, 15 01 HeroBMX MyIIKHMX MOTOMAaKa Cy HMAJIM N0 2 CHHA CBaKH, A0K Cy CBH
ocTtajqu ympJu 0e3 aeune. AKo je mo3Hato Aa kpab LlloHradoHra HHMje MMao KEHCKHUX
MOTOMAKA, KOJIMKO je YKYITHO MYIIKHX MOTOMAaKa HMAa0 0Baj KpaJb?
Pewerve.

Axo HarpTamo poaociioB kpassa lllonraboHre, BUIMMO /1a OH MpeICTaBsba cTabiIo y Kome
YBOp KOjH OJrOBapa Kpajby UMa CTereH 4, TOK YBOp KOjH OJroBapa HEKOM KPaJbeBOM IOTOMKY
MMa CTETICH 32 jejaH Behu 071 Opoja leroBUX CHHOBA: 110 je/THA IPaHa 3a CBAKOT CHHA U JOII jeJTHa
rpaHa 3a HBEroBOr oma. AKO caja ca p;, 03HauMMO OpOj YBOPOBA CTEINEHa [ y POAOCIOBY, OHAA
BUIMMO Jaje p3 = 15up, = 10 + 1 = 11 . Kako pomocnoB campku caMo YBOpOBe cTerneHa 1, 3
uu 4, Ha OCHOBY MPETXOJIHOT 33/1aTKa UMaMo J1a je p; = p3 + 2p,4 + 2 = 39, na je 6poj uBopoBa
y crabiry jemHak n = 65, a kako je Ty padyHar u kpass [llorrabonra, qo6mjamo aa je o umao 64
MYIIKUX TOTOMAKa.

7. Ako je T cTtadmao 3a koje Baxu A(T) = k, rana T uma 6ap k aucrosa. lokasaTu.
Pewerve.

Hexka cy vy, V3, ..., Uy, uBopoBu cTtabna T ypehenu Taxo na Baxu dy(v,) < dr(v,) < -+ <
dr(v,) = k. Kako crabmo uma n — 1 rpany, o Baxu ),i—, dr(v;) = 2n — 2 . C gpyre crpase,
mpernoctaBuMo Aa T wma Mame oa k gmcroBa: Tama je dr(vy) =2 HW Baxu
ridrw)=(k—1)-1+Mn—k)-2+k=2n—1, mro je kourpaaukuuja. [lpema Tome, T
nma Oap k nuctoBa.

Hanomena: Cra6no 3a koje Baxu A(T) = k u uma tauno k Bucehux uBopoBa Ha3uBa ce
36e30acmo: OHO UMa jeJlaH YBOp CTEIeHa K, IOK OCTaJId YBOPOBHU MMajy cTerneH | wium 2.

8. VI paspeo, Casezno maxmuuerwe 1997. Ha jenHoM OCTPBY NOCTOjU YKYIHO 9 ap:xaBa.
Joka3zaTm 1a Ha OBOM OCTPBY IIOCTOjU Jp:kaBa Koja Mel)y muMa uma mnapaH O0poj
NpHUjaTe/bCKUX Jp:KaBa. AKO je Ap:kaBa A nmpujare/bcKa ca ap:kaBom B, onaa je u ap:xxasa B
npujaTe/bCKa ca ApKaBoM A.
Pewerme.

Hokazamu oa y epaghy G ca 9 ueoposa nocmoju ueop naproz cmenena. IlpernoctaBumo
Jla Cy CBH CTENEHHW 4YBOpOBa, dq,d,, ..., dg HemapHu. Tana je 36up d; + d, + --- + dy Henapan
Opoj, mro je Hemoryhe jep je dy +d, + -+ dg = 2m , rae je m 6poj rpana y G. Kako cmo
JNOOMIM KOHTPAAUKIIN]Y, [T0JIa3Ha MPETIOCTaBKa HUje TauHa, a rpad uMa 4Bop MapHOT CTETEHa.

9. | pazpeo, Casezno makmuuerwe 1990. Llap xeau na carpaau nsopan y kojem he 6uru 1990
co0a y jefHOM HUBOY, TAKO J1a Baxe cjaeaehu yciaoBu:
1. Bpoj Bpara Ha cBakoj coou je 0, 1 niau 2.
2. H3smely cBake aBe code cy HajBullIe jeAHAa BpaTa, a U3 cBake co0e Ha yJuLy BoJe
HajBHILE jeHA BpaTa.
3. Bbpoj BpaTa npema y;iunu jennak je 19, a 6poj coda ca jexnum BpaTuma je 90.
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Ja s je moryhe carpaauTu TakaB aBopain?
Pewerve.

Ja nu nocmoju epagh ca 1991 usoposa, koju uma jedan usop cmenena 19 u desedecem
ugoposa cmenena 1, a ocmanu ugoposu cy cmenena 0 unu 2?
OBze cMO CIIOJBALTEHOCT BOPLA 3aMEHUJIHM jeJHUM YBOPOM M TPaHE HaM TPE/CTaBJbajy BpaTa.
Oarosop je oapuyan, jep je 30up crernena Hemapad 0poj, mro je Hemoryhe jep je Y. d; = 2m, rue
je m 6poj rpana rpada.

Zdi=19+90-1+k-0+(1900—k)-2
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I'nmaBa 3

3 3ak/pydak

Y oBoM macTep pamay caMm ce OaBwia Temama IMpeOpojaBama cTabalia W aHalu3e
AIMKINYHUX (QYHKIM]a, KOJe Cy U3Y3€THO BayKHE y MaTeMaTHUIM U padyHapcTBy. Lusb pana 6uo je
MPYXUATH TyOJbe pa3yMeBame OBHX KOHIIETIaTa M UCTPAKUTH FHHXOBE NMPUMEHE y Pa3IHIUuTHM
obnacTuma.

[IpebpojaBame cTabasia je clokeH MpoOJieM KOjU 3axTeBa KOMOWHATOPHU TPHUCTYI U
MpaBUJIa Koja OTpaHUuaBajy CTPYKTypy crabana. OBa aHaian3a MMa BEJIMKHU 3Hauya] y obiactuma
momnyt Teopuje rpadoBa, OnonHPOpMaTHKE, ONITUMH3AIM]E U BEIITAYKE HHTEIUTCHITH]C.

Ananuza anmKIMYHEX (QyHKIFja HaM oMoryhaBa pa3yMeBame CTPYKType mpobiema u
pelaBame ONTHUMH3AMOHUX M3a30Ba. AnukinuHe (YHKIMje HE caapKe MHUKIyce y rpady
3aBHCHOCTH, IITO WX YAHU ITOTOJHUM 32 IPUMEHY y ITOPUTMHUMA MIpeTpare, aHaJIM3M 1Mo1aTaka u
Mojenupamy Tmpobiema. Kpos mnpoydaBame CBOjcTaBa anMKIMYHUX (PYHKIHja, MOXKEMO
UACHTU(DUKOBATH ONITUMAJTHA Pelickha U ePUKACHE AITOPUTME 32 Pa3IIUYUTE TIOMEHE.

Ogaj pan je mokasao aa npedpojaBame crabana U aHAIHM3a AlMKINYHUX (QYHKIM]a UMajy
3HaYajHE MPHMEHE y pa3HUM olOnactuma. bruxoBa mpuMeHa ce MOXE BUACTH y MPOJEKTOBAY
epHUKaCHUX aJITOPUTaMa, ONITUMH3AIIN]H pecypca, MOJCIUpamy U aHAIIM3H Mo1aTaka. PasymeBame
U TPUMEHA OBHMX KOHIIETIaTa MOJKE JIOHETH 3Ha4yajHe NPEAHOCTH y pellaBamby MpodieMa u
yHanpehewy nephopMaHcu cuctema.

VYKyIHO IJIefjaHo, OBaj MacTep paj HaMm je oMoryhuo ny0spe pasymeBame MpedpojaBama
ctabana v aHANMKM3e AMKINYHUX (QYHKIIHja.
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