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I'maBa 1

YBOI

Maremarnuka OHTI/IMI/IBaHI/Ija ce OaBu MeTO/JaMa IIPpOHaJIazKE€iba MUHHMYMa U

MakcuMyMa peaauux GyHrnuja. OmmTu mpodyieM ONTUMU3AIN]E je 00JIUKA:

min  f(z) (1a)
gi(x) <0, i=1,...,L (1b)

Oyuknuja f, auja ce BpeJHOCT MUHUMU3Yje, HA3UBa ce (PYHKIHja IMUJba, CKYII
D nomen, a ycaosu (1b) orpanndema. Iloackyn ckyna D Ha KojeM Cy 3a/10BOJbEHA
CBa OrpaHMYEba HA3WBa Ce MPETPaKUBAYKU ITPOCTOp. EJjieMeHT u3 JioMeHa KOoju
3aJI0BO/baBa CBAa OIPAHUYEIHA, Tj. €JEMEHT U3 MPETPaKUBAYKOT IIPOCTOPA, HA3UBA
ce JIOIyCTUBO perrerbe. [IpodiieM MaTeMaTudke ONTUMHU3AIH]E je IIPOOJIeM ITPOHA-
JIayKemha OHOT JIOIYCTUBOT Pelllerkha 3a KOje je BPEHOCT IiJbHe (DYHKITNje HajMamba.
[Ipumerumo na mara popMmynaiuja 0dyXBaTa 1 IPOHAIEKEHE MAKCHMYyMa, ITOIITO
ce INpoHaJaxKeme MakcuMyMa (yHKIHje [ MOyKe CBeCTH Ha IPOHAJIAYKEHhe MU-
unmyma Gyakmmje —f. Takobhe ce m jemHAKOCHA OTrpaHUYerma JIAKO yKJIATA]y y
HaBeJieHy (opmynamnujy. Hawmme, orpanudeme g(x) = 0 ce MOXKe MpeJCTABUTH
nomohy nBa orpannvema: ¢g(r) < 0 u g(x) > 0. YKOJIUKO je IpeTpaxKuBadKu Mpo-
CTOP KOHA4YaH WM IIPeOPOjUB, Pau ce O JUCKPETHO] ONTUMUIAIN)U, JOK YKOJIUKO
je y muTamy HempedpPOjUB MpeTpazKuBadKU ITPOCTOP, Hajuernthe moacKym cKyna R”™,
pajii ce 0 KOHTUHYAJHO] ONTUMU3AIIHjU.

MaremaTnyka ONTHMHU3aIja Ce JOIT HA3WBa W MATEMATUYKO IMPOTPAMUPAHE,
a Ha3UB JITHEAPHO MPOrpAMUpPAIbe je IMUPOKO PACIOPCTPAEH HA3WB 33 MaTeMa-
TUYKY ONTHUMUBAIMI]Y Ca JIMHEApHOM (YHKIUjOM Iuba [ U (yHKIHjaMa Orpa-

HUYema ¢;. Y BpeMe KaJjla je HacTao M3pas3, I0jaM padyHapCKOT Iporpama jorrn
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YBEK HHUje OMO y IMIUPOKOj yIoTpedu, Te ce IMporpaMupare OJHOCUIIO Ha MPodIeMe

wianupama. Ommrru mpod/ieM JIMHeapHOT MporpaMupama je ciaegaeher odmka:

min C1T1 + CoTo + ...+ CrTp (2a)
(z1,22,...,2,) € R"

a; 11 + a;ors + ...+ a;pxy, S O, 1= 1, Ce ,L, (2b)
x> 0, k=1,...,n (2¢)

AKo cy cBe mIpoMeHJbUBE I1,Ta,...,T, U3 CKyla IEIUX OpojeBa, IIPOOJIeM
HA3MBAMO I€JI0OPOJHUM JIMHEApHUM MporpamuparmeM (enrs.  Integer Linear
Programming). V¥ ommmreMm ciydajy, npodieM 1ea00pOjHOr JTMHEAPHOT TIPOrDaMu-
pama je NP-Ttexkak. YKOJIUKO YCJI0B 11€JI00POJHOCTU HE BasKU 3a CBE IIPOMEHJbUBE,
TO je TPOOJIeM MEIIOBUTOI I1eJI00POJHOT JIMHEAPHOT mporpamupama (enrt. Mixed
Integer Linear Programming, MIP uau MILP), koju je u name NP-rexak.

MaremaTnyka ONTUMHU3AIMja UMa IIUPOKY NpuMeHy y npakcu. Kopuctu ce
y pelaBarmy MHOTHX ITPOOJIEMa CBAKOJHEBHOI KUBOTA U3 PA3IUUUTUX OOJIACTU
Kao ITo cy caodpahaj, MHXKEHEPCTBO, TEJEKOMYHUKAIIMje, JIAHIIN CHAOJIeBaba,
CUCTEMU HABO/IFHaBarha, MOJIEKY/IapHa OMOJIOTHja, eKOHOMIja, (PU3NKa, BEIITATKA
WHTEJUTEHITN]a T,

Jlokarujcku npodsiemu (enrsi.  Facility Location Problems) unne 3uauajuy
KJIacy mpodsieMa ontumusarnuje. Hajsehy npumeny mmajy y OnTUMH3AIUjA TPO-
IIKOBA y TPAHCIOPTHUM U TEJIEKOMYHUKAIMOHUM Mpexkama. (Cacroje ce y ojipe-
DuBamy onruMaJIHe JOKaIje 3a IOCTAB/balbe 00jeKaTa, a HEeKaJ[ U YCIIOCTABI/bAIbe
TpaHCIOPTHUX Be3a n3Mely objekarta, 1o oapehennm ycaoBuma, Tako J1a ce MUHH-
MU3yjy yHampes neduHucanu Tpomkosu. lIpmmepn TpormkoBa kKoje Tpeda onTH-
MHU30BaTH cy HajBehe pacTojame nu3dmely jBa ckymna odjekara, YKyIIHA CyMa TPAaHC-
MIOPTHUX TPOIIKOBA, YKYITHO BpeMe TPAHCIOPTa, IleHe yCIOCTaB/babha oJpeheHnx
pecypca, MaKCUMaJIHa, TIOKPUBEHOCT UT/I.

[Tocebuy BpCTy JIOKAIM]CKUX IIPOOJIEMa IIHE JIOKAITIjCKH IIPOdIeMU Ha, MPEXKH,
rJe je Ha yJIasy Jarta Mpexka, Tj. Tpad, IJie YBOPOBU IPEJCTABI/ba]y JOKAIUje
objekaTa, rpaHe NpeCTaB/bajy JIMPEKTHE Be3e n3Mely odjekara, a TEKUHE I'paHa
cy 1leHe oAroBapajynnx TpaHCIIOPTHUX TPOIIKOBa. OrpaHuYema ce MOTY OJHOCUTH
Ha Be3e m3Mehy odjekara, KamamureTe 0djeKaTa WM Be3a U CJAUTHO.

Xabosu (enrs. hub) cy mocedbHo m3abpaHu YBOPOBU HA MPEKH KOjU OMOLY-

haBajy 3aMeHy JUPEKTHUX Be3a M3MeDy CBakKa JiBa YBOpPa Y MPEXKU Ca HEKOJIUKO
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WHIUPEKTHUX Be3a MPEKO jeJIHOT WJIM BUIIlE XadoBa. Y MPAKCH Cy TO YECTO II0-
cedHU 00jeKTH, KOjU Cy CIIEIUjaJJM30BaHU 38 KOJIEKIIN]y U KOHCOJIN/IAIN]Y BEJIUKOT
nporoka. Ko xad JIOKaIujcKux 1mpodsemMa je OOMIHO MOTPEedHO WIeHTU(MUKOBATU
YBOPOBE Ha MpEXKU Koju he OuTm xadoBU, U MPUIAPYKUTHA Be3e KAKO OU CE yCIIO-
CTABUO TPAHCIIOPT Y MPEXKU MPEKO XadoBa.

[Ipodaem p-xad MejujaHe HEOIPAHUYEHUX KAIAIUTETa CA BUIIECTPYKUM AJIO-
KaljamMa, Koju hemMo pasmaTpaTd y HAaCTaBKY OBOI' pajia, MPHUIIaIa KJacu Xad
JIOKAITNjCKUX ONTUMU3AINOHNX ITpodsieMa. Koj xad JlokalumjcKux mpooJsiemMa je 1mo-
TpedHo mIeHTnGUKOBATH ONTUMAJIHE JOKaIuje 3a xadose y mpexu. /Jlar je mor-
IIYHO TIOBE3aHU yCMepeHH rpad, Tj. Mpexka, IJie YBOPOBHU IPEJICTAB/bajy 00jeKTe
y MpexKW, a rpaHe JUpeKTHe Be3e m3Mmely odjekara. 3aTuM je jgaTa MOTParKiba
pecypca m3mehy cBuX mapoBa 4YBOpoBa. ¥ TOM KOHTEKCTY KarKeMO Jia je II0-
JeTHU YBOP CHAOIEBad, a KpajibUd IBOP KOPUCHHUK pecypca. W mara je jequHuIHA
IleHa TPAHCIIOPTa 3a CBe JUPEKTHEe Be3e. ¥ BehuHm xad JIOKAIMjCKUX ITPOdJIeMa
je Takohe maTo na he mene gupekTHHX Be3a m3mely xaboBa mMaTu ymameme 3a
koedunujent ymrene o < 1. Ilpurom, kaj Tpeda ycrnocrtaButu Bele, Hajuerihe
IIOCTOjU OrpaHUYerhe Ja HHUje JI03BOJheHa JMPEKTHA Be3a m3Mely aBa dBOpa Koju
HHCY XaDOBH.

Ocranu nmapaMerpu xad JIOKAIMjCKUX [IPOOJIeMa Bapupajy, U mpeMa ToMme xad

JIOKAITjCKe IIPOoOJIeMe MOXKEMO KJIACH(pPUKOBATH Ha cjiesiehe HadmHe.

e [Ipema mperpaknuBavIKOM IIPOCTOPY MPOOJIEMA, TIOCTOj€ TUCKPETHU W KOHTH-
HyaJHU Xa0 JIOKAIMjCKHU mpodJieMu. Ko TucKpeTHNX, CKYIl YBOPOBa MPE¥Ke
je KOHaYaH CKYyIl, JOK je KOJ KOHTHHYaJIHHX IIpodJeMa Hajdelnhe gaT Ieo

paBuu wim cdepe 3a Moryhe sokanuje odbjekara.

e [Ipema dyHKIUju 1U/ba, MOCTOje MpodieMu Xad IMeHTapa U MPOOJIEMHU Xad
Mmenujane. lIpBu cnagajy y min-max mpodseMe MaTeMaTUudKe ONTUMU3AIIT]e,
JIOK JIPYTH CHAJajy y min-sum mpodjeme MaremMaTuyke ontumusaruje. Min-
max IpodJIeMU Cy OHU IIPOOJIEMH KOJ KOJUX ce MUHUMU3Yje PYHKIHja IHba
KOja TIpeJicTaB/ba (DYHKIN]Y MAKCUMyMa, JIOK je KOJI min-sum Ipodjema
dyukimja nmwba pyHKIEja cyme. Y mpodseMy Xad IeHTapa MUHUMHU3Yje
ce MaKCHUMaJHa IleHA TpaHcropTa m3Mely nBa 4YBOpa y MpexKu, JTOK ce y
podJieMy xad MejIjane MUHUMU3Yje CyMa TPAHCIIOPTHUX TPOIIKOBa u3Mehy

CBUX YBOPOBA, Tj. YKYIHU TPOIIKOBU MPEZKeE.
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e [Ipema Opojy xaboBa Koje Tpeda TOCTABUTU, TPayKEHH OPOj XadoBa MOKe
OuTH yHAaIIpe/I 3a/iaT UK je J03BOJHEHO Jia Bapupa. Kaja je yHarpe 3ajar,

TO cy p-xad mpodJiemu.

e [Ipema orpanndemy KamaluTeTa, pa3MaTpajy ce ImpodJieMu OrpaHndIeHnX Ka-
IaluTeTa U IpodJeMu HeorpaHUYeHnX Kamarnurera. Ko mpodiema orpaHu-
YeHUX KallalluTeTa, JlaTa Cy JIoJaTHa OrpaHuYerba KallalliTeTa YBOPOBa MU
rpaHa, JIOK KOJ IIpodJieMa HEOTPAHUYEHHUX KallalluTeTa He II0CTOje TaKBa

orpaHUYehA.

e [Ipema orpanmyuemnMa Be3aHUM 3a YCIIOCTAB/baIbE, Tj. AaJIOKAIU]y, BE3a,
“MaMO IPOOJIEME jeIHOCTPYKE aJIOKalluje, U IPodJieMe BUIIECTPYKE aJloKa-
nuje. Pamu ce o orpanuversy HaJl ajloKalijama Be3a nsMehy xabosa u odut-
HuxX 9BopoBa. Koj jeaHocTpyKe ajiokarmje, J03BO/bEHO je OOMYHOM YBOPY
MPUJIPYKUTH CaMO jeJIlaH Xad, JOK je KOJI BUIIIECTPYKe aJIOKaIllje JI03BOJHEHO

HNPUIPYKUTH BUITIE XaDOBA jeHOM OOMYIHOM YBODY.

Hagenenn nipobsiemu cy yrsiasaom NP-temkum u o7 BeJIMKOr Cy NPaKTHUIHOT
3Havaja. DpojHU pajoBuU y JIMTEpATypu ce OaBe PeIIaBarbeM OBUX ITPOOJIEMA.
Krnacudukanuja u neraspan nperes gureparype ce Moxke Hahu y pasy [1].

VYV HapeJiHOj IJ1aBU 2 OIKCYje ce MPOoOJIeM KOjU je TeMa OBe Te3e U Pa3sMaTpajy
ce JBe MaTeMaTudke (popmysianuje u3 jgureparype. laBa 3 cajp:Ku mperyes pe-
JIEBAHTHE JINTEpATYPE Ca KPATKUM OCBPTHMA Ha Kopuiilhene mnpucryme. Y IJaBu
4 ce ommcyje MeTO/la IPOMEH/BUBAX OKOJIMHA KOJOM Ce PelllaBa pa3MaTpaHU IIPO-
OJ1eM U TIPEJICTaB/bajy Ce JleTasbU IPeJIozKeHe UMILIEMEHTAIINje pellaBamba JaTor
mpodjema. Y TJIaBH 5 ce MOr'y Hahm jera/bu eKCIepuMeHTa KOjuM je M3adpaHa
[IpEJIJIOYKEHa MEeTOJIa, KA0 M KOHAYHU PEe3YJITaTH IPeJJIoKeHe MeTojie yropehenun
ca pesyiararuma komeprmjaaanor CPLEX pemapada. Takobhe cy maru pesysraru

Ha BEJIMKUM TeCT MHCTaHIIaMa, ‘{I/Ija OIITUMaJIHa pell€iba HUCY ITO3HATA.
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Onmc npodJsieMa nu MareMaTHudKe

dbopmynaiuje

[Tpobyiem p-xad Meaujane HEOTPAHUYEHUX KallAllUTETa Ca BUIIECTPYKUM
ayokarnjama (erria.  Uncapacitated multiple allocation p-hub median problem,
UMApHMP) nedunurmie ce na cienehn naumn: 3a mary Mpexy, ca jeIMHUTHUM
IleHaMa JIUPEKTHUX TPAHCIOPTHUX Be3a Kao TeKWHaMa TIpaHa, CHadIeBad-
KOPUCHUK IOTpaxKmaMa, U (HaKTOpOM yMambema IleHe Be3a m3Mehy xaboBa «,
IIOTPEOHO je OJIPeIUTU ONTUMAJIHE JIOKAIMje XadoBa U AJIONUPATH Be3e, TAKO Jia
ce MUHUMHU3Yje YKyIHA I[IeHa TPAHCIIOPTa Yy MPEXKHU, Y3 yCJIOBE Ja HHUCY Moryhe
JITPEKTHE Be3e n3Mehy JiBa 00MYHa YBOpa, U Jia je Moryhe jeJHOM OOUYHOM YBOPY
nonesmtu Buiite xabosa. IlogpasymeBa ce j1a 3a jeIuHUYHE IIeHE TPAHCIOPTA Yy
MPeKHU BarK! HejeIHAKOCT TPOYTJa, Tj. Jla je YBeK IOBOJbHUja JUPEKTHA Be3a O]I
IyTame Ipeko Tpeher ¥Bopa.

[Ipumernmo, Kajia He OM OMJIO ycjioBa KOjH 3a0pambyje rpaHe u3Mely Ba
0o0MYHA YBOPa, MUHUMYMAJIHY YKYIHY I[eHY TPaHCIOPTAa OM MMao MOTIYHO IIO-
Be3aHU rpad. VY MIpakcu He YKeJIUMO IOTIIYHO IOBE3aHE MpeXKe U3 OYUTJIETHUX
pazJjiora Kao IIITO Cy IleHa U3rPa/iibe U OJpyKaBarba BEJIMKOT Opoja Be3a, U 3aTO U
YBOJUMO XaDOBe y3 0Baj WJIN CJAUYAH YCJIOB.

[Ipobisiem p-xad Meaujane HeorpaHudeHnX Kanarurera je NP-Texkak, u mputom
jé ca yCcJIOBOM jeJIHOCTPYKE aJIOKaIlrje YaK M MOTIPOOJIeM aJloKaluje, Kajia Cy Io-
suatu xabosu, NP-texkak [29]. Ca ycioBoM BuIlecTpyke aJioKallije, moTprodeM
aJIoOKallfje je PeruB y MOJIWHOMUjaJITHOM BpeMeHy. Kako HUje orpaHmYeHO Ha KO-
JINKU OPoj XaboBa jeJaH IBOP MOXKE Ja Ce MTOBeXKe, HAjOITHUMAJIHUjEe je TPAHCIOPT

n3Melhy nmapa YBOpOBa BPIIUTU HAJIOBO/LHHUJOM JIOMYIIITEHOM IIyTarboOM, Tj. HAJIO-



I'JIABA 2. OIINC IIPOBJIEMA U MATEMATUYKE ®OPMYJIAIIUJE

BOJbHUJOM IIyTarbOM IIPEKO xadoBa. 3ancra, MYHKIHja IMU/ba Y ITPOOJIEMIMa Xad
MeJIFjaHe ce MOXKe BIJIETH Kao CyMa IeHa IyTama m3Mely CBUX mapoBa IBOpa, Ia

OH/Ia BarKIH:
min Z(C“w) = Z min(Cy,) (3)

TIIE j€ Cyy IeHa myTarbe o1 u 10 w. OBa jeIHaKOCT BasKH jep Cy, ca YCIOBOM BHIIIE-
CTPYKE aJIOKaIlnje, CBe IYyTaIbe Cy,, He3aBUCHE jegHa oj japyre. Jlakie, 10BOBHO
je MHHUMH30BaTH TPOIIKOBE IIyTama M3MeDy CBUX MapoBa CHad/IeBavu-KOPHUCHUK
He3zaBucHO. HajonrmMmaJsiauje myrtame je moryhe nponahu, npumarohenum Puroj-
Bapmasnosum agropurmom 3a Hajkpahe myrese y rpady (enrin. Floyd-Warshall
algorithm) [18] [43], y Bpemenckoj cioxkenoctu O(pn?), 3a 6poj YBOPOBa y MPEXKH
n, U TpaxkKeHu Opoj xadbosa p.

3aHUMJBUBO je joIll IPUMETUTH, Ja he cBe myTame m3Mely cHadiaeBada U KO-
pUCHUKA OUTHU Jy>KWHE HajBuIe 4, Tj. MPOTOK OJi cHad/eBada JI0 KOpUCHUKA he
nhu tpeko HajBuime j1Ba xada. 3amcra, aKO Cy W CHadAeBad U KOPUCHUK OOWMIHU
1BOpoBH, Mopahe Jia MocToju Makap jeJan xad uamely mux y myTtamu. 3a « = 1,
BazKM HEjeJIHAaKOCT TpoyIyia y rpady, na he yBeK MOCTOjaTH TAYHO jeJaH Xad m3-
Meby, Tj. cBe myTame douTn nyxkuHe HajBuie 3. Kama je a < 1, moreHmujaaHo ce
HapyIlllaBa HejeJHaKOCT Tpoyriia u3dMehy jiBa xada u jeITHOr OOMYHOT YBOpa, I1a Ce
MOYXKe JIECUTH Ja je jepTuHuja myTama IPeKo JIBa xada oJ1 IMyTarbe MPEKO jeTHOr
xaba. A ca npyre cTpaHe, HejeJHAKOCT TPOYTJIa U Jla/be Baxku MeDy xaboBuma, jep
Cy CBe IleHe yMalbeHe 3a UCTH KoeduInjeHt, ma he uamelhy jiBa xada Hajkpahu myT
OUTU JIUPEKTaH, Te je 3aTO 4 TOpha IPAHUIIA.

Ha canmm 1 mato je HeKoMKO IIpuMepa HOTIIYHO TIOBe3aHe MpexKe Koja je JaTa
Ha yJia3y, JIEBO, U OIITHMAJIHOT Pelllemha Ipod/eMa p-xad Menjane HeOrPAHUIEHUX
KallaluTeTa ca BUIIECTPYKUM aJjioKalujama, JiecHo. llorpakma pecypca je miy-
cTpoBaHa Jied/bHAMA I'PaHa. XadOBU Cy MCTAKHYTH IIpBeHOM OojoM. IIpmmepu cy
u3 ckyna uHcraniu AP (Australia Post) koju je cranmapaau CKyn WHCTAHIM 32

TECTUPAhE PENIeha Y JINTEPATYPH.

2.1 MaremaTrtunuke dpopmMyJialiuje

[IpBu pajoBu y JauTepaTypu KOju Cy ce OaBHJIU IIPOOJIEMOM p-Xad MeujaHe
HEOTPAHNIEHNX KATAINTeTa Ca BUIIECTPYKUM aJioKallijaMa OaBUd Cy ce aedu-

HHUCamheM IpodjieMa Kao 1es100pojHor jmmHeapHor nporpama [1]. Ilpsu je, 1992.
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TeTa ca BUIIECTPYKHUM ajioKaijama Ha AP nncrannama 3ap = 3 un = {10,20,50}



I'JIABA 2. OIINC IIPOBJIEMA U MATEMATUYKE ®OPMYJIAIIUJE

rojJiuHe, MaTeMaTU4Ky (OopMyJalujy mpodjemMa p-xad MeaujaHe HEOTPAHUIEHUX
KalanuTeTa ca BUIIeCTPYKNM ajokanujama gao Campbell, y pazgy [10], y obiuky
podJIeMa MeJ00pOJHOT JuHeapHOr mporpamupama. Jlajemo Ty dopmynamujy y
HaCTaBKY.

Hexka je maTo n 1BopoBa, 0 KOJUX CBH MOTY OUTHU U CHAOJIEBAYN U KOPUCHUITA
U MOTEHIHjaJaHn XaboBH, TParKeH! OPOoj XadoBa P, W KOe(UIMjEeHT yMatbhemba IeHe
JIUpEeKTHOT TpaHcropra n3Mehy xaboBa a. 3aruMm, HEKa Cy JaTe jeUHUIHE IeHe
JUPEKTHOT TpaHcropTa n3Mehy cBux maposa usopoBa. Obdesexumo ca Cj; jean-
HUYHY TI€HY JUPEKTHOT TPAHCIOpPTa m3Mely YBOpOBa ¢ U j. 3a HUX BAXKM Ja je
Ci; = C};, m Baxxn HejeHakocT TpoyTia. Heka je, 3aTuMm, maTa moTpaxKmba pe-
cypca u3Mel)y cBUX mmaposa cHadneBad-KopucHuK. Odesexkumo ca W;; moTpazkmby
0/ YBOpa-CHad/IeBaya ¢ JI0 YBOPa-KOPHUCHUKA j. ¥ BEIUMO joIr u cjiegehe o3Hake

U HajaBUMO IIITa OHE IIPEJICTaB/bajy 3a OINTHUMAJHO PeIlerhe y OIHOCY Ha J1aTy

dbopmytanujy.

® Xijkm — YJI€O IIDOTOKa OJ1 CHad/IeBava ¢ JI0 KOPUCHUKA J, KOjU IIPOJIa3H IIyTa-

BOM ¢ — k —m — j. Y CBaKOM JOIYCTUBOM DEIIetby k U m Cy XaDOBH.
e H; — unnukarop xada. 3a Hy = 0, k je odbuuan uBop, a 3a H, = 1, k je xad.

o Cijkm = Cip, + Cpyj + aClypy,

min Z Z Z Z Wi Xijtem Cijim (4a)
i 5k m
ZZijkm =1, Vi7ja (4b)
kK m
Z Hk =P, (4C)
k

Xijkm < Hy, Vi, j, k,m, (4d)
Xijem < Hp, Vi, j, k,m, (4e)
Xijkm > 0, Vi, j, k,m, (4f)
H, €{0,1}, VEk (4g)

Oyukiyja mba y (4a) npeacTaBba YKYIHU TPOIIAK TPAHCIOPTA HA MPEXKH.
Cymupa ce Tpolrak TpaHCIOPTa m3MeDy CBUX IMapoBa YBOPOBA ¢ U j IMyTamaMa

mpeko JBa xada k m m. Ilpucerumo ce, cBe myTame y ONTHMAaJHOM peliermy he
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ouTH JTyKUHe HajBUIIe 4, 11a je oTy/1a OBaKBa (pyHKIMja MU/ba J0BOJbHA. 3a k #£ m
nyT je ayxube 4, 3a k = m uyt je myxuue 3 uta. Ycaosu (4b) u (4f) nedunrumnry
Xijkm Kao yleo IpoTOKa of i 10 j. Ycios (4c) mamehe ma fomycruBo perrerse
nMa TadHo p xaboBa. A ycsoeu (4d) u (4e) 3abpambyjy IyTeBe NMPEKO YBOPOBA
Koju HUCy xadboBu. [Ipumermmo j1a, MOIMITO je y TUTalby MPOodJIeM HEOTPAHUYIEHIX
Kallal[ITeTa, IIOCTOjU OHTHMAJIHO pellese 3a Koje ¢y Xijm € {0,1},Vi, j,k, m, jep
jecre oNTUMAJIHO Jla CaB MPOTOK m3MeDhy ¢ um j mpobe jeanum, Hajkpahum 1myTeM.
Bugmmvo 1a osa dopmynanuja uma O(n?) mpomersbusux u O(n?) orpandera.
Epucr u Kpumnamypru objasspyjy 1998. roaune edbukacuujy dopmystaiu]y
OBOI' TTPOOJIEMa, Y OOJIMKY MEITOBUTOI MEJI00POJHOT JIMHEAPHOT IIporpaMa y paJry
[16]. Fbuxosa dopmynamumja cagapxku O(n?) npomensbusux u O(n?) orpaudema.
Hexa ozmake n, p, o, Cj;, W;;, Hy, Baxke u y 0B0oj bopMmynauju. YBeIuMO jOIIT

HOBUX O3HAKA U HAjABUMO IITA e OHe IPEJICTAB/bATUA y ONTUMAJHOM DEIIerby.
® ;. — KOJIWYWHA POTOKA OJ cHADJIeBada ¢ KOja TpaHOM ujie y xad k,

° Y,jl — JIeo TIPOTOKA KOjU Ce TPAHCIOPTYje rpaHoM k — [, a TIOTEKao je o1 IBOpa

1, upu ueMy cy k u | xadosu,

o X fj — J1e0 TIPOTOKa KOjU JTUPEKTHOM I'DAHOM [ — j 3aBpIlaBa Y KOPUCHUKY 7,

a MOTEKaOo je OJI 9Bopa ¢. ¥ CBAKOM JIOIYyCTUBOM peremy [ je xad.

min Z(XZ CinZin+ @ Y CuYi+ 6 Z Ci; X)) (5a)
i Zik k: > Wy, - Vij ] (5b)
- :
SXi = v?/] Vi j, (5c)
zi:y,;‘l + ZX,gj — zl:Yl; — Zyp =0, Vi,k, (5d)
> H,= p], (5e)
ka <> WiHy, Vi, k, (5f)
Z X;'jjg Z Wi, Hy Vi, 4, (5g)

Ykllellysz 2 0; Vi7ja kvlv (5h)
Hy € {0,1}, Vk (51)
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Yeqosu (5b) — (5d) mpernusHO edUHUILY OHO IITO KEJUMO Ja IPOMEHIBHBE
Zir, Yy m X|; IpesicTaBibajy y ONTEMATHOM permersy. Jemmaumnonm (5b), Zy ce
nedunHmIe Ka0 TpOTOK u3 i. Jemnaunuom (5c¢), ij ce geduHUIIE Ka0 MTPOTOK
u3mel)y cuadieBaua i u kopucHuka j. Jlok jennaunna (5d) cmaja cse Tpu mpomeH-
JbUBE cJieJiehoM JIOTMKOM: TIPOTOK KOjU M3J1a3W W3 4YBOpa k — IpBa JiBa cadbWpKa,
jelHaK je TPOTOKY Koju Josia3u y k — apyra jaBa cabupka, a Jia ce IPUTOM Paju
caMo 0 JieJly TTPOTOKa Koju mortude n3 ¢. OBakBa jeJHaYMHA TOJpAa3yMeBa M J1a
jeJlaH Jeo MPOTOKa MOXKe Ja ocTaHe y k, jep odyxBaTa crerujaJHe ciayJdajese k = [.
[TonoBo, yciioB (5e) nHamehe J1a JOMYCTUBO PEIEEe UMa TAYHO P XadoBa. YCJIOBU
(5f) u (5g) cupeuasajy nupekTHe Bese usMely nBa obuuHa YBOpA.

HaxkJte, uneja ope popMmysialyje je Jia MPOMEH/bUBE TIPEICTABIbAjy IIPOTOK KPO3
3 rpamne Ha myTy i — k — | — j, Z; — IPOTOK cHadjeBad-xab rpamne, Y}, — IPOTOK
xa0-xad rpane u X fj — IPOTOK Xad-KOpucHUK rpane. PyHKIMja MU/ba CyMUPa 1O
1, YKYIIHY TIeHy TTPOTOKAa Y MPEeXKHU KOJy IaJbe IBOP 1.

[Ipumehyjemo s1a cy y oBOM pajiy ayTopu IIPETIOCTAaB/hAJIM Jia II0CTOje U KOe-
durujentn ¥ > 1 u d > 1, Koju peJICTaB/bajy MOCKYIL/bEIbEe CHADIEBAY-Xad TPAHC-
mopTa u Xad-KOPUCHUK TPaHCIopTa, TUM pegoM. OBO He Memba KapaKTEePUCTUKE
poodJieMa, a IMPUJINYHO je peaJliCTHYaH 3axTeB. Ha mpumep, y MOIMTAHCKAM CH-
cTeMHuMa, KOJIEKIINja, UHTEePHU TpaHcdep U JUCTPUOYINja TOMUBKA CE 00aBIbajy
Ha TPU NPWINYIHO pa3jnydnTa HauYnHa. Takolhe ra je jJako mpojaTu y mpBy pOpMy-

narmjy, nebunucameM Cijrm = XCi, + aChy, + 0C,,;.
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IIpernen pejieBaHTHE JUTEpPaATypeE

Y paay [10] uz 1992. romuune, Kambesn yBogu npBy mareMarundky Gopmy-
Jlanujy mpodJsieMa p-xad MejjaHe HEeOTDAHWYEHNX KalalluTeTa Ca BUIIECTPYKUM
anokanujama. To je dopmymnanuja (4) y ruasn 2.1.

Barum 1994. roauue, Kamben y pamy [11] odpabyje xad sokarujcke mpodieme
ca JIBa JI0JIaTHA yCJIOBA: MOCTOjarbe JOEr Mpara 3a KOJIUYUHY ITPOTOKA y I'PaHaMa
n3Mehy xadoBa M OOMYHUX YBOPOBA U IIOCTOjarbe (PUKCUpaHEe IeHe TPAHCIIOPTa Y
UCTUM T'paHaMa, U HABOAU MaTeMaTUIKy (OpMYJallfjy 3a OBaj IPOOJEM 3a Te
CIIeNjajiHe cIydajeBe.

Ejkun y pamy [2] w3 1995. romumue u Kamben y pasgy [12] uz 1996. romune
perraBajy oBaj HmpodJieM XeYPUCTUYIKOM METOJOM KOja Ce CACTOjU U3 IOXJIEITHE
dbaze u dasze pasmene (enrs. Greedy-interchange method). V¥ EjkuroBoMm pe-
ey ToxJielmHa da3a Kpehe o cKyna CBUX YBOPOBA U MOXJIENHUM AJTOPUTMOM
EJINMUHUIIE YBOP 10 YBOP JIOK HE OCTaHe p YBOpoBa 3a xadose. Y KamdemoBoMm
pererby ce kpehe oJ1 Ipa3HOr CKyla U MOXJIEITHUM AJITOPUTMOM Ce JI00Uja CKYII
0/l p YBOPOBa 3a xadoBe. ¥ 00a ciaydaja ¢dasa pa3MeHe ce CacTOju OJi pa3MeHa
jeHOr Xab-uBopa ca jeJIHUM OOMYHUM YBOPOM CBe JIOK TaKBa pPa3sMeHa CMarbyje
dyukimjy numpa. Oda perrema KOPUCTE YUILEHUILY Ja je JOIMYCTUBO PEIIeihe J10-
BOJHHO MPEJICTABUTHU KAO CKYI OJ p UBOPOBa KoOju he dutum xadoBH, jep ce rpaHe
Mory edUKaCHO aJoIMupaTH Kaja Cy XadOBU MO3HATH. J3aHWMJBHUBO je jOIT Ha-
HOMEHYTH Jia je IpUMapHH /b paja [12] permaBare mpodsema p-xad Mesujane
HEOTPAHUYIEHUX KamarureTa ca jeaHocrpykum asokarujama (UMApHSP), amu ce
peleme mTpodJieMa ca BUIIECTPYKUM aJIOKalldjaMa KOPUCTH Kao TOYeTHA TadKa 34
pelaBame IIpodJieMa, ca jJeJJHOCTPYKAM aJioKallijaMa.

VY pagy [39] uz 1996. rogune, ayropu cmamyjy 6poj orpanuuera y Kambemosoj

11



I'VTABA 3. IIPEI'JIEJ] PEJIEBAHTHE JINTEPATYPE

dbopmynanuju (4), npedopmyuinyhu orpanndersa (4d) u (4e) na cienehin navynn:

ZXijkm S Hka Vi7j7k7 ZXijkm S Hm’ VZ’J’m
m k

OBo jesHOCTABHO TMODOJBINIANLE MMa 3HAYAjaH edeKaT W OHU yCIeBajy Jia perie
roroBo cee nncraHie CAB cKyma 3a TecTupame.

BHauajaH Hampesak 3aTuM npejcraba paj [16], rae Epacr u Kpunnamypru
J1ajy HOBY MareMaTudKy (opmyaimjy koja cagapxu 3a O(n) Mame MPOMEH/bUBIX
u orpannuema. 1o je dopmynanuja (5) y rmasu 2.1. Y ToM pajly OHU IPEJIAXKY
7 HEKOJIMKO METOJIa 33 PelllaBaibe MpodJieMa: er3aKTHY METOY eKCIIUIIUTHE eHYy-
mepanuje (enra. Explicit enumeration method), ersakTHy MeTomy Tpamama u
orpannmuaBama (erri. Branch-and-Bound) kopucrehu nHoBy maremaruuky cop-
MYyJIAIHAjy, ¥ XEYyPUCTHIKY METO/y KOja ce 3aCHUBa Ha HajKpahuM IIyTeBHMA.

ExcrmumuTaa enyMeparyja mpeJicTaB/ba OOMIazKehe JIPBETa CBUX JIOMYCTUBUX
pemesa. JlomycTUBO peleme je W OBJE MPEJICTaB/bEHO Ka0 CKYI YBOPOBA BEJIH-
qnHe p. Jlakse cj0KeHOoCT OBOT aJIrOPUTMA je IIPOIIOPIIMOHAIHA OPOjy TOIYCTUBUX
pemiema, O(n), MOJIMHOMUjAJIHA TI0 1, AJIU €KCIOHEHIUjaJIHA 110 .

Metosa rpamama W OparHMYaBaiba je II03HaTa MeTOo/a 3a pellaBame IIPo-
OsiemMa I1eJIOOPOJHOr JIMHEAPHOT IporpamMupara, npejjioxkena 1960. romume o
crpane Jlaun u lour y [31]. Uneja je momesnTn cKyn JONYCTHBHUX pelllera Ha
IIOJICKYTIOBE IIOMONY OrpaHMYaBarmbha BPEIHOCTU IMTPOMEH/bUBUX U OJIOAIIUBATU ITOT-
podJieMe urja MpOoIeibeHa M0ha I'PAHNIA TPEBA3MIA3U TPEHYTHO OIITUMAJIHO pe-
meme. Jlomwa IpaHuIla ce y OPUIMHAJJIHOM aJlOPUTMY IIPOIEYje TaKo IITO Cce
IIOTIPOOJIEM PeTaKCUpa YKJIAAbeM YCJIOBa IE€JI0OOPOJHOCTH, jep Cy TAKBU OITH-
MU3AIMOHU TIPOOJIEMU JIAKIITN 3& PEIIaBahe.

Ucre rogune xkacuuje, y pajy [17], Epacr u Kpumaamypru mobospinasajy mpe-
JIJIOZKEHO PEIEhe Ca IPabarbeM U OTPAHUYaBAIbEM TAaKO IITO, 3a IPOIEHY JIOHhe
rpaHUIlEe, YMeCTO CTaHJap/lHe peJlaKcalije MOTIIPOOJIeMa JIMHEAPHOT MPOrpaMU-
pama, OHU KOPHCTe ajropuram 3a Hajkpahe myrese. OBa m3MeHa je 10OOJbITIANA
IIPETXOJIHO peIehe ca rpamameM n ojiceriambeM 3a H00 myTa y cMHUCITy BpeMeHa
M3BpIaBaba HA TeCTUpaHUM nMHCTaHaMa. OTKpuin cy ONTHMAJIHA peIlemna 3a
cee AP uncranne 3a n = 200 u p = 3. MehyTum, jortr yBeK HUCY YCIEH J1a Perre
nHcTaHIe npodjeMa 3an =100 m p > b uzan =200up > 3.

Y pazay [5], 2004. romuHe, ayTOpH JOJATHO MOOOJBINABAJY JOHE I'DAHUIE aJl-
FOPUTMa U TAKO TOOOJBINABA]Y €(DUKACHOCT IIPETXOHOI PEIieha Ha OfpeheHuM

marbuM uHCTaHnaMa (AP, n < 50 u p < 5).
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Y pauy [38] u3 1999. roxuue, ayropu obpalyyjy crenumjasnu cirydaj mpodiaema p-
xabd Me/MjaHe HEOIPAHUYIEHUX KallalluTeTa Ca BUIIECTPYKUM aJioKallijaMa y KOojeM
HIUCY JIO3BOJbEHA JIBa Xada Ha myTamama. Hazusajy ra mpodiiemom p-xad mejujane
HEOTPAHMYEHUX KaIlallUTeTa Ca BUIIECTPYKUM aJIOKAIIMjaMa Cca jeJHOM CTaHUIIOM
(errs. 1-stop UMApHMP), npenaxy dopmymnanujy y 0OOJUKY MEIIOBATOL Iie-
JIOOPOJHOT JIMHEAPHOT MPOTrPaMUparba, MPEeJJIaXKy jeJIHy BapHjaHTy pelema ca
rpambabeM U OJICEIAheM, U jeHY MOXJIEIIHY XeyPUCTUKY, u pemasajy ra na CAB
MHCTAHIAMa 38 TeCTUPAHE.

Y paxy [40], 2008. rommue, CrannmupoBuh mpemyiake T€HETCKH AJITOPUTAM
3a pelllaBame OBOI' IIpodJieMa. ['eHeTcKr ajropuTMu, MPEeJJIOKEeHN 01 cTpaHe Xo-
nauga 1975, roguee y Kmusu 27|, cy BpCTa €BOJyTHBHUX ajropuTama, KOju
MIPETPAXKYjy pellleha TeXHUKaAMa WHCIUPUCAHU OMOJIONIKUM I10jaBaMa ITPUPOJIHE
cesieKIje, Kao IITO Cy MyTalldja, cejiekimja, crossover, utd. JlomyctuBo pereme
je y paJjiy mpecTaB/heHO Kao OMHAPHU HU3 JIy’KUHE N Ca P jeJuHUIa. AJIropuram
ycresa ja perru uuacranie n3 AP ckyma 10 n = 200 u p = 2. 3arum 2010. rogumue,
y paxy [32], Munanosuh mnpejcraBba MpuCTyIl Takohe 3aCHOBAH Ha €BOJIYIIH]H.

Tapcuja u jomr asa ayropa, y pajy [19], 2021. rojune npeiazky HOBY MaTeMa-
Tuky dopmynanujy, koja uma camo O(n?) npomensbuBux. IIpesaxy u ersakTHy
METOJIy I'pambarba ca ojcenameM (enri. Branch-and-Cut) 3a permasame kopucrehn
HOBY dompynanujy. Meroga rpamarma ca oOJcelameM je TPBU IIyT IPeJJIOXKEeHa
1991. romume y [37]. Pamu ce o Hajgorpajamu Beli moMeHyTe MeTO/E Tpambamba 1
orpaHuvaBama. Hanme Kajia ce J1001jy Mambu ITOTIPOOJIEMH OHU Ce pellaBajy Me-
Tojom ozcenama (eurs. Cutting planes) [23], koja urepaTuBHO CMamyje HHTEPBAJ
3a HeIesJ00pOojHe BPETHOCTH ITPOMEH/bUBIX. bUXOB mpuCTym OTKpUBa HEKa HOBA
pelema Ha IIO3HATUM TeCT MHCTAHIlAMa, a II0CeOHO ce J00po IoKa3yje 3a Behe
BPEIHOCTH P.

Kparuna 2013. romuse y pasy [30] npemiaxke ajropuram KOju ce 3aCHUBA Ha
MeTaxeypUCTHUIN WHCIUPUCAHO] esleKTpoMarHeru3moM (enri. Electromagnetism-
like metaheuristic). To je meraxeypucruka Koja je 3aCHOBaHA Ha IOILyJalljama
U KOja MoJiesryje ojiHoce u3Mely pernerma Kao OJIHOCE HAEJIEKTPUCAHUX YECTHIR Y
eJIeKTPOMarHeTu3My. AJITOpuTaM je JTOCTUTA0 CBa IMPETXOHO MMO3HATA PEIeha.

Tandu u Tonocujesuh, y pamy [42] 2017. ronuue, daBe ce POOYCHOM ONTUMUI3a-
IIIjOM Y MIPOOJIEMY p-Xad MejiijaHe HeOI'DAHMYEHUX KallalluTeTa Ca BUMIECTPYKUM
anokanujama. PobycHa onrummusaruja [36] je mpucryn kKoju y3uma y od3up He-

MOYy3/IaHOCT YJIa3HUX TojaTaka. Kako he momanu BapupaTw 3ajaje ce momohy
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WHTepBaJa U3 Kojer yJjia3 MoxKe Jia y3uMa BpenanocT. Ha mnpumep, jeman moryhn
HAYMH KaKO KBAHTU(UKOBATU POOYCHOCT je min-max KPUTEPUjyM — MHUHUMU3IO-
BaTU MaKCUMAJHU TPOIINAK CBUX MOryhux ciieHapuja Ha yJjazy. ¥ pajy ce IpeT-
IIOCTaBJba HETIOY3/IAHOCT MTOTPaXKibe pecypca u3Mel)y aBopoBa, jgedunuiine ce HoBa
Mepa POOYCHOCTH PeIlerha ONTUMU3AIMOHUX IIPodJieMa, JeduHuIIe ce HoBa MaTe-
MaTHYKa (popMysIanmja mpodaemMa p-xad Me/irjaHe HEOTPAHUICHUX KAIalUTeTa ca
BHUIIIECTPYKUM aJIOKaIljaMa Koja Jaje poOyCHa pellerha, U Kao XeyPUCTUYKa Me-
TO/Ia TIpeJIIazke ce MeTo/la IIpoMeH/buBIX oKoynHa (eHrit. Variable Neighbourhood
Search, VNS) [35] koja ce moka3syje Kao podycHa.

ladapunacad ce Takohe Hapu mpodiiemom Heoy3aaHe MOTpaxKbe n3mely IBo-
poBa. ¥ paxay [20], 2018. romune, maje mareMaTudky GOpPMYyIANUjy OBAKBOD
npodseMa u podyCHO pelere KoMbnHoBameM Tady mperpare (enra. Tabu Search)
ca ersakTHUM MeTojiama HaJ jgaroM dopmyaanujom. Tady mperpara [22] je Ba-
pUjaHTa JIOKaJIHE IpeTpare ca JoJaTHUM 3adpanHama Bpahama y Beh mocehena
pemema. Y paxy [21], 2021. rommue, mpejicTaB/ba HOBY (GOpMyJIalujy Koja je
npuiarohena apyradmjoj poOyCcHO] BapHjaHTH MPODJIEMA.

Bpumbepr, Togocujesuli, Ypomesuh u Miagenosuhi y pauy [9] npemiaky HOBY
MaTeMaTU4Ky (QOpMyJIaIujy npuiaroheny mnpooseMuMa p-xad MenjaHe Heorpa-
HUYEHUX KalallnTeTa ca BUITECTPYKUM aJioKalljaMa KoJ KOjuX HUje 3aJI0BOJHEHA
HejeJIHaKOCT TPOYIJIA 3a jeIMTHUYHE TPOIITKOBe TpaHcropTa. TakBu mpodeMu MOTy
MMAaTH ONTUMAJIHO peIllerhe ca BUIIE OJI JBa Xada y IyTamama. lecTupajy ra Ha
CTaHJIAP/IHOM peIlaBady 3a JUCKPETHY ONTHMU3AINjy, U YaK Ce€ W TaKO JI00Wjajy
D0JbU pPEe3yJITATU OJ] IIPUMEHE JIOTAJAIIHUX AJTOPUTAMa KOJU HUCY CIIEIHjaInu30-
BaHU 32 OBY JIOJATHY KapaKTEPUCTUKY.

Y KOHTEKCTYy OBe Te3e 3HadajHO je IMOMEHYTH oIl JBa paJjia OBe YEeTBOPHIIE
ayTopa Koju ce dbase dimckuM npodsemuma. ¥ pajy [7], onu permasajy npobiem p-
xad MeHTapa HeOIPAHUIEHUX KAIAIIUTEeTa Ca jeTHOCTPYKUM aJIOKAIHjaMa METOJIOM
IPOMEHJBUBUX OKoJIMHA. Y pajy [6] je maTo permaBarme mpobiema p-xad IeHTapa
HEOI'PDaHUYICHUX KallalluTe€Ta Ca BUIIIECTPYKHUM aHOKaHI/IjaMa ME€TOJ0M IIPpOMEHJbU-
BUX okojinHa. IIpodsem m3 jipyror paja je 0amxKu mpodsiemy odpaheHoM y 0BOj
Te3u u Ouhe pedepeHIUpaH y HACTaBKY, JIOK je KOJ IIPBOT PaJia 3aHUMJbHBO YIIO-
PEeUTH KAaKO YCJIOB jeJIHOCTPYKe aJIoKaluje, Koju n ajokarujy dnan NP-remkoMm,
yTHYe Ha PA3JIMKe y PEIpe3eHTAIUjU [IPodIeMa U n300p OKOJIMHA 33 METOJy ITPO-

MEHJ/bUBUX OKOJIMHA.
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I'maBa 4

IIpumena MmeToe NpoMeHJbUBUX

OKOJINHAa

Metoy mpoMeH/bUBUX OKOJIMHA TIpeiioxKuu cy Miaaenosuh n Xancen, 1997.
ronute y pazay [35]. To je meraxeypucTuka Koja IpeJICTaBiba YOIIITEHE JOKATHE
IpeTpare 3a peliaBambe IIpodJeMa MaTeMaTudke onTuMusaiuje. laBHa uieja je
YBECTHU BUIIE PA3JIMYUTHX TUIIOBA OKOJIMHA Yy OJHOCY Ha KOje ce TMPeTPaxKyjy Jo-
KaJHu MuHUMYMHU. MeToja ce, Kako ayTOpu HaBOJIe y paJly, 3aCHUBa Ha cjeehum

YUIbCHUIIaMa.

1. Jlokaauu MUHMMYM 3a jeJJaH TUI OKOJMHE HEe MOpPa HYKHO OWTU JIOKAJHU

MUHHUMYM 3a JAPYT'U THUII OKOJIMHE.
2. T'modasmm MHUHHMYM IIpeJCTaBJ/ba JIOKaJIHU MUHUMYM 3a CB€ TUIIOBE OKOJIMHA.

3. 3a mHOTE TIpOdJIEME y TPAKCH, JIOKAJTHI MUHUMYMH BUIIE THUIIOBA OKOJUHA

Cy peJIATHUBHO OJIU3Y jeJlaH JPYTOr.

YBemuMo o3HaKe Koje hemo kopuctutu y HacTaBKy. Heka o3nake u3 jedu-
Hurpje npodsiema Maremarnike onruMusarmje (1) m game Baxke. Ca x,, hemo
O3HAYABATH ONTUMAJHO PEIIee, Tj. TJIODAJHU MHUHUMYM, [IPOOJIEMa MaTeMa-
tuuke ontumusanuje. O3Hauanmo ca Ny, k= 1,..., k4 yHATIpED n3adpanux k.
TUTIOBA OKOJIMHA, a ca Ny (x) cKy peremma u3 k-te okosune of . JIOKaJIHn MUHY-
MyM y oznHocy Ha okoimHy N je ono x' € X takBo ja e nocroju z € N(x') C X
rae je f(z) < f(2).

Jlokasina nperpara (enrs. Local Search) nponasasu jeman JiokaaHu MUHHMYM

ONITUMUBAIMOHOT IIPOdJIEMa Yy OJIHOCY Ha HeKy OoKouHy N. AJiropuram moJiasu o1
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I'VTIABA 4. IIPUMEHA METOJE IIPOMEH/bUBUX OKOJINHA

HEKOT' MHUIIA]aJIHOT peIlerha T, TpakKu mpasal cirycta dyHKIuje f u3 r, yHyTap
okosmue N (x) u momepa ce yrytap N(z) y TOM mpaBily. YKOJIMKO HEMa TAKBOT
[IpaBIla JIOKAJHA IIpeTpara ce 3ayCcTaB/ba U TPEHYTHO peIleibe IPUjaBsbyje Kao
JIOKQJIHI MUHUMYM, YKOJIMKO MMa IPaBIa CIIyCTa HABEJEHU IIPOIEC Ce MTOHABIbA
ureparuBHo. Hajuenilie ce kopuctn mpasar] Hajoosber crycra (enru.  Best
Improvement). VY JUCKpETHO] ONTUMHU3ANUA TO OM 3HAYUIIO Jia CE€ CBA PEIIeHha
yuyrtap okonuue N(x) mopajy nposeputu. Kako TO MoOxke OUTH HEJOBOJHHO
epUKaCHO, aJITEPHATHABA je 3ayCTABUTHU IpeTpary OKOJIUHE Kaja ce IpoHahe mpBu
npasar; ciycra (ears. First Improvement). O&e Bepsuje anropurma cy jare y

HACTaBKY.

Asnropuram 1: Best improvement Jjiokasna nperpara

Data: inicijalno resenje x, okolina N

Result: Lokalni minimum u odnosu na okolinu N optimizacionog
problema min, f(x) pocevsi iz x

while f(z) < f(2') do

=

2 T <
3 T argminyeN(x)f(y);
4 end

5 return z’

Agnropuram 2: First improvement Jiokasna mperpara

Data: inicijalno resenje x, okolina N
Result: Lokalni minimum u odnosu na okolinu N optimizacionog

problema min, f(x) pocevsi iz x

1 do

2 7 <

3 1 < 0;

4 do

5 11+ 1;

o | | @ armmin{f(2), f(z)}, 2 € N(@)
7 | while f(z;) < f(z) and i < |N(z)];

8 while f(z) < f(2);

9 return 2’
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I'VTIABA 4. IIPUMEHA METOJE IIPOMEH/bUBUX OKOJINHA

Y mpuior jeHOCTABHOCTH U e(dPEKTHUBHOCTU OBE METOJIe TOBOpE OpOjHE yCIle-
IIHE TPUMEHe Ha ONTHMHU3aIoHe mpodseme. Y pajy [24] ayropu oBe Mmerome
J1ajy JeTajbaH IIperJiesl BapujaHTu u npumena y jureparypu. OBaj paj je mo-
ceDHO 3aHUMJBUB y KOHTEKCTY OBE Te3e, jep ayTopH IocBehyjy jeman meo paja
IreHepaJIJHUM CaBETHUMa KaKO paBBI/IjaTI/I METOA4Yy IPOMEHJ/bUBUX OKOJIMHA 3a JdaTH
podJieM, U Koje TUInIHe MouduKaIje UCIPOOaTH YKOJIUKO OCHOBHA METO/IA He
Jaje 3a/10BoJbaBajyhe pesysrare.

[TocToje paznuauTe BapujaHTe MeTO/€ TPOMEH/bBUBUX OKOJIMHA Y 3aBUCHOCTH
on dananca u3mely IeTePMUHUCTUYKOT U CTOXACTHUIKOD E€KCILIOATUCAA OCHOBHE
uzeje nare gnmennama (1) — (3).

Metona npomensbusor crmycra (enri. Variable Neighbourhood Descent, VND)
je yomuITeme JIOKAJHE IIpeTpare KOpPUIINemeM BUIE THIIOBa OKOJWHA. JIokasiHe
mperpare ce BpIe PeIOM y OJHOCY Ha 3ajarTe TUIOBE OKOJMHA. AKO BaxKu
kmaz = 1, ped je o oOu4HOj JIOKaJIHO] peTpa3u. Kako je oBa BapujaHTa cIiopa,
Hajuerthe ce y3uMa Ko, = 1 win kpe, = 2 [24]. Ilpumernmo, 3a kpe = 1
JIOOUMjEHO DeIerhe je JIOKAJHU MUHUMYM, a ca k., > 1 nmoBehaBamo 1mramce jia je

JIOOUJEHO Pelllerbe U [JIODJAHN MUHUMYM, OCJambajylin ce Ha dnmbeHuryy (2).

Asnropuram 3: MeToa IpOMEH/BUBOT CITyCTa

Data: kriterijum zaustavljanja, tipovi okolina Ny, 1 < k < kpuz
Result: Najbolje pronadeno reSenje optimizacionog problema min, f(x)
1 x < inicijalizacija() ;

2 while nije zadovoljen kriterijum zaustavljanja do

3 k <+ 1;

4 while k£ < k,,,,, do

5 x" < lokalna_pretraga(z’, Ni(x)) ;

6 prelazak _u_narednu_iteraciju(z,x’ k) ;
7 end

8 end

9 return x

OcHoBHa MeTOo/Ia TpOMeH/bUBUX OKosmHa (eHri1. Basic Variable Neighbourhood
Search, BVNS) komOuHyje J1eTepMUHUCTHYIKE U CTOXACTHYKI IPUCTYIT Y IPETPA3H.
[Tpe cBake JioKaJIHE IpeTpare paju ce T3B. pasdmpjasambe (erry. shaking), tj. dupa

ce HOBO ITPOU3BOJBHO pelerbe y TeKyhoj okInHu 0/1 Kojer Kpehe mperpara, Kako ou
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I'/IABA 4. HPUMEHA METO/[E IPOMEH/bUBUX OKOJIMHA

ce m30eryIo 3arjaB/bUBarmbe y JOKAJTHOM MUHHMYyMy. To je maycTpoBaHO Ha CIUIN

2 mpeyseroj u3 [24].

=

f(x) * Global minimum

® Local minimum

Cauka 2: OcHOBHEM MeTO/i TIPOMEH/PUBUX OKOJIMHA,

Asroputam 4: OcHOBHa MeTOJIa MPOMEH/bUBUX OKOJIMHA,
Data: kriterijum zaustavljanja, tipovi okolina Ny, 1 < k < kpz

Result: Najbolje pronadeno reSenje optimizacionog problema min, f(x)
1 x < inicijalizacija() ;

2 while nije zadovoljen kriteriyum zaustavljanja do

3 k<« 1;

4 while k£ < k,,,,, do

5 x' < razmrdavanje(z, Ny(z)) ;

6 x" < lokalna_pretraga(z’, Ni(x)) ;

7 prelazak _u_mnarednu_iteraciju(z,x” k) ;
8 end

9 end

10 return x

PenykoBana MeToma NPOMEHJbUBAX OKOJMHA (EHIJI. Reduced Variable

18



I'VTIABA 4. IIPUMEHA METOJE IIPOMEH/bUBUX OKOJINHA

Neighbourhood Search, RVNS) ce y oaHOCy Ha OCHOBHY MeTOIY HPOMEHJHBHBUX
OKOJIMHA, Pa3JInKyje MO TOME INTO je MOTIIYHO M30CTaB/beHA JIOKAJHA IIpeTpara.
Jlakjte, y TpPEHYTHO] OKOJIMHHM CE€ CAMO OMpa MPOM3BOJHHO PEIIehe, He TPaXKU Ce
cuyct. Kopucha je Ha BeJMKUM MHCTaHIIAMa TpodJsieMa. ¥ IPaAKCH Ce MMOKA3AJI0
Ja je Hajdosba BPENHOCT 3a mapamerap k., Hajdemthe 2 [24]. Kao kpurepujym
3aycTaB/balba Ce Hajdelrhe y3uMa MaKCUMaJHU OpOj wHWTepaluja u3sMmehy Ba
nobospmama. Mako Beoma ciamuna Mounte Kapio meromum, decto ce mokasyje

YCIIEIIHUjOM jep Ha CHCTEeMaTHIHUjI HAUWH IPeTpakyje MPOou3BOJbHA pelema [24].

Aaroputam 5: PenykoBana mMeTona MpOMEH/BUBUX OKOJIMHA
Data: kriterijum zaustavljanja, tipovi okolina Ny, 1 < k < k02

Result: Najbolje pronadeno reSenje optimizacionog problema min, f(x)
1 x < inicijalizacija() ;

2 while nije zadovoljen kriterijum zaustavljanja do

3 k <+ 1;

4 | while k < k., do

5 x' < razmrdavanje(z, Ny(z)) ;

6 prelazak _u_narednu_iteraciju(z,x’, k) ;
7 end

8 end

9 return «

Asroputam 6: Yorrmrena MeTo/1a TPOMEH/BUBUX OKOJINHA,
Data: kriterijum zaustavljanja, tipovi okolina Ny, 1 < k < ks

Result: Najbolje pronadeno resenje optimizacionog problema min, f(x)
1 x < inicijalizacija() ;

2 while nye zadovoljen kriterijum zaustavljanja do

3 k <+ 1;

4 while k£ < k., do

5 x' < razmrdavanje(z, Ny(z)) ;

6 x" < vnd(z', Ni(x)) ;

7 prelazak _u_mnarednu_iteraciju(z,x” k) ;
8 end

9 end

10 return z
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I'VTIABA 4. IIPUMEHA METOJE IIPOMEH/bUBUX OKOJINHA

Yommrrena MeToa POMEH/BUBUX OKOJIMHA  (€HIVI. General Variable
Neighbourhood Search, GVNS) ce ox ocHOBHe pasiuKyje IO TOME INTO Ce
YMEeCTO JIOKAJIHE IpeTpare y CBaKOj UTEPAIMji KOPUCTU MEeTOJIa ITPOMEHJbUBOT
cyrmcra. OBa BapujanTa MeTOJe NPOMEH/bUBUX OKOJIMHA je HAjyCHelIHuja y
npumeHama [24].

Hatu cy 1mcey oKOI0BA HABEJIEHUX BAPHUjaHTU METO/e NMPOMEH/bUBUX OKOJIMHA
y asiroput™MuMa 3, 4, 5 u 6. Haunn nipestacka y HapeJiHy UTeparujy je 3ajeITHIIKN
3a CBe BapHjaHTe W JIaT je y HACTaBKYy Kao aJropuTaMm 7. YKOJIMKO je mpoHalheHo
dosbe perrere, IpaBu ce KOPaK y TO pelneme u mokpehe ce mperpara oxkosmHa
UCIIOYETKA, & YKOJIMKO HUje mpoHaheno dosbe periere, HACTaB/ba Ce IpeTpara y
OJTHOCY Ha HApPEIHY BPCTY OKojmHe. VHunmjanamsanyja MOYEeTHOT pelrerma MOXKe
OUTH HACyMUYHA WJIM delThe HeKa epUuKacHa IOXJelHa MeToda. Kpurepujym
3ayCTaB/balba MOXKEe OUTH MAaKCHUMAJHO IIPOIECOPCKO BpeMe, MaKCUMAaJaH OpOj

uTeparnja, MaKcuMaJaH Opoj urepalja u3Mehy JiBa modoJbiama u CJI.

Anropuram 7: llomohuu meron prelazak u narednu_iteraciju

1 def prelazak _u_narednu_iteraciju(z, x’, k):

2 if f(2') < f(2') then
3 T+

4 k+1;

5 else

6 k+—k+1;

7 end

Metoia MpOMEH/PUBUX OKOJIMHA MUMa OPOjHE YCIIENTHe TpUMeHe Ha JUCKPETHE
JIOKAIMjCKe IpooJieMe y Jyimreparypu. Mely mpodimemMuMa JTUCKpPETHE ONTUMU3A-
[uje MmpodjeM p-MeJifjaHe je Urpao IMEeHTPAJHY YJIOTY Y Pa3BOjy OBe MeTaxeypu-
cruke [24], mouesmu pagom [25]. Heku oi nmpumepa npumeHa MeToJle TPOMEHIbY-
BIX OKOJIMHA Ha JIOKaIljcKe mpodsieMe ce mory mahum y [26], [34], [4], [15], [28],
[41], [33], [7], [14], [13], [42].

4.1 IlpeajioxkeHU ajiropuTam

Y HaCTaBKYy Cy JdaTH JeTaJbu IIPpe/IJIozKeHe MeTOJe IIPOMEHJ/bUBUX OKOJIMHA 3a

peraBarme mpoosieMa p-xad MeJijaHe HeOTPAHUYIEHUX KAIallUTeTa Ca BUIIECTPY-
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I'VTIABA 4. IIPUMEHA METOJE IIPOMEH/bUBUX OKOJINHA

kuM anokanujama. Heka je I = {1,2,...,n} ckyn uBopoBa nar Ha yja3y. Perpe-
3eHTaIja pelerba Koja je kopumihena je ckyn H C I, |H| = p uBopoBa Koju ce
oupajy 3a xadope. DyHKIMja IMUJ/ba CE pavIyHA TAKO IIITO CE MIPBO AJOIM)Pajy Be3e
moaundukanujom Dioja-Bapimaaosor ajaropurMma 3a Hajkpahe myrese y rpady, y
BpeMeHckoj coxkenoctu O(pn?), a MOTOM ce cadepy TPOIITKOBH CBHX aJIONUPAHUX
Be3a IOMHOXKEHU OJ/I'0BapajynuM MmoTpakKmaMa U MapaMeTpuMa o, 0 U Y, y UCTOj
BPEMEHCKO] CJI0ZKEHOCTH.

[Ipennaxke ce pemaykoBaHa METOJIa MPOMEH/PUBUX OKOJIMHA Ca TOXJIEITHOM HHU-
MUjaJIn3aInjoOM TTOYETHOT perierba, TPU THUIIA YTHHEXKJIEHUX OKOJIWHA U CPEIbUM
WHTE3UTETOM pa3MpjaBama. 3a WHUIMUJAJHO PEIIehe ce y3UMa P IBOpPOBa Ca
MUHAMAJTHOM MAKCHMAaJHOM IIeHOM muxoBe rpane. [Ipenusnuje, ako ca g(h) obe-

JIE2KIMO MAKCUMAJIHY IeHy TpaHe u3 h,
g(h) =max{cli € I,i#h}, hel,

OHJ/IA je MHUIIA]AJTHO PEIehe p IBOPOBa ca HajMarmoM BpeaHorihy g. OBaj meros
naurjausanyje je el kopunthen y qureparypu, y [42] u [8]. Kao ocnoBru Tun
OKOJIMHE TIpeJijTayke ce OKOJIMHA, KOJI KOje Cy CyceJu JIOOMjeHU Pa3MEHOM jeJTHOT
xaba u jesHOr obOmvHOr uBOpa. Jpyra, mwupa okoJnHA, ce J00uja pa3sMEeHOM JIBa
xaba ca jBa obuuHa yBopa. Tpeha, Hajmmpa OKOJIMHA ce JI00Wja PA3MEHOM TPU

xaba. Moxkemo mpenusnuje jgeduHICATH OKOJINHE Ha cjeaehn HadIwH:
Ny.(H)={H'|H C N,JHNH'| >p—k}, ke{l,23}. (6)

OBu THIOBH OKOJIMHA Cy CTaHJAPJHU Yy JINTEpaTypu 3a ciamdHe mpodseme. Ha
npumep, kopuiihenu cy takohe y [42] u [8]. Tlox cpeasmum nHTE3MTETOM pa3Mp-
JlaBarba ce Mo/Ipa3yMeBa Jia ce TPU pasMpaBaiby He y3UMa IMOTIIYHO ITPOU3BOJHHI
cyceJi U3 OKOJIMHe, Beh ce m3 MOJIOBUHE OKOJIMHE KOja je ciaydajHo nzadbpana Oupa
HajOosbe pererbe. Kpurepujym 3aycraBibarba IIpoBepaBa Ja Jik je Opoj uTeparmja
0e3 1odosbIama Behn o1 5. Y morasmy 5.1 Moxke ce Hahu Buie o ToMe Kako je

U3BPIIEH U300P METOJ/Ie U KOje aJTePHATUBE Cy TeCTHPAHE.
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EKCHepI/IMeHTaJIHI/I pe3yJiTaTu

CBu ekcliepuMeHTAJHN pPe3y/JITaTH y HACTaBKY JOOHjeHU Cy Ha padyHapy ca
3.0 GHz Intel Scalable mpomecopom u 16 GB RAM memopuje. Nmmiemenrtaruja
je moctynHa Ha https://github.com/marijakatic/VNS_for_UMApHMP. Kipyurnu
JIEJIOBU AJITOPUTMa, UMILJIEMEHTUPAHU Cy y mporpaMckoMm je3uky C, /0K ce aJiro-
purmu nokpehy u nogaru odpabhyjy y nporpaMckom je3uky Python.

3a Tecruparse qodujennx pemnierwa kopuihen je ORLIB [3] ckyn 3a Tecrupame,
nozHar y jureparypu kKao AP (Australia Post). lobujen je m3 mpakTUIHOT mPO-
oema Aycrpasmjckor momTaHcKor cucrema. Hajseha mHcTaHIa mpodsema nma
200 uBopoBa. Ilorpaxkma pecypca je mecumerpuuna marpuna [W;;], n Baxn ma
je Wi # 0, jep je moryhe na mommsbka Oyje mocjara Ha UCTY aJipecy ca Koje ce
maJbe.

Pesynratu modujenu npeioKeHOM METOJIOM yHopeheHu cy ca pe3yTaThuMa
nodujennm kKopurthemem komeprimjasaor CPLEX pemaBaua Ha MaTeMaTHdKO]
dopmynamuju mpodiaema (5). CPLEX permmasau, Bepsuja 22.1.1.0, je mokperan

Ha padyHapy Ca UCTUM KapaKTEpPUCTUKaMa Kao U IIPe/JIOKeHa XeyPUCTUKA.

5.1 IlomemmaBame mapamMeTrapa ajJiropuTMa

[Ipemioxkena MeTosa 3a pelaBambe TpodJeMa pP-xad MeaujaHe HeorpaHmde-
HUX KallalluTeTa Ca BUIIECTPYKUM aJloKallijama Jarta y noriasby 4.1 nodujena
je TecTmpameM pa3IMYNTHUX KOMOWHAIMja HEKOJIWKO IMapaMeTapa ajJroOpuTMa M1
BapujaHTU METOJie NMPOMEH/bUBUX OKOJIMHA. ¥ HACTaBKy he OWTH 1aTh jJeTasbu

EKCIIEpUMEHTA.

22


https://github.com/marijakatic/VNS_for_UMApHMP

I'VIABA 5. EKCIHHEPUMFEHTAJIHU PE3YJITATH

Pazmorpene cy siBe MoxXJielHe BapHjaHTe WHUIIMAjAJIU3AIN]e TTOUYETHOT pellemha
n HacymudHa (eHri. random) mHHMIMjaau3anuja pagu nopehema 1a Ju npBe JiBe
nmajy edexta. IIpBa BapujanTa je ona koja je mpesjoxena y 4.1. VY npyroj
BapHjaHTU WHUIFjaJIn3aImje, nahe ce cpeaumima Tadka C' y OJHOCY HA CBe J1aTe
YBOPOBE, TOJIEJIN Ce paBaH Ha p yriaoBa Bejwduse 27/p ca nentpom y C u u3
CBaKOI' yIJIa ce y3uUMa II0 jeJlaH YBOp 3a Xad, OHA] KOjU je HA CPEJIUHU Y OJIHOCY
Ha ymajbeHocT oy C. VYKOJMKO HEKH yrao He CaJIp:KHM HU jeJlaH |YBOp, INTO je
PETKO ciIy4aj, y3uMa ce MPOU3BOJ/bHHU YBOP yMecTo Tora. Hcnuparnuja 3a OBaKBY
VHUTUjAIU3AIN]y je HacTaja Tako IITO je nmpuMeneHo Ja MpBa BapujaHTa WHUIINA-
januzaiyje Jiaje xadoBe KOjU Cy YIVIABHOM Y IIEHTPY Yy OJHOCY HA MPEXKY, JIOK Cy
ONITUMAJIHU XaDOBU Hajuerhe pa3dariaHu 10 MPeXKH.

Pazmorpeno je obudno pa3zMpiaBarme U pa3MpIaBarbe Pa3InIuTUX THTE3UTETA
(emrut. intensification vs. diversification) [24]. MeTona npoMeH/BUBAX OKOJIMHA
Ha yJa3y [1o0uja mapamerap MHTeH3uTeTa pasmpiasama r € [0,1], u on ce 3a-
TUM TIpecjuKaBa y 1eaodpojHy Bpemnoct [ € {1,2,...,p} y omHOCYy Ha yia3Hy
IIPOMEHJbUBY p. Pa3MppaBarme ce BpIIM TaKO IITO Ce U3 OKOJWHE y3UMa y30paK
cycena BeqmuuHe | w3 Kojer ce dupa Hajoomm cycena. 3a l = 1, 7). r =1,y
IATAKY je OOMYIHO pa3Mp/iaBambe. TecTUpaHO je HEKOJNKO BPEIHOCTH WHTE3UTETa
pazMpaaBama. [IpesmMuHapHN pe3yaTaT Cy MOKA3aJM Ja PA3JIMIUTE BPETHOCTH
u3z r € (0,1) majy caudHa pelrema 1a je y KOHaYHOM Topehery tectupano r = 1
u r = 0.5. Pazmorpene cy okosnne nedunucane y (4.1) 10 Kpar = 3.

Takohe cy pa3morpene Tpu BapujaHTe MeTOJie ITPOMEHJPUBUX OKOJIMHA,
OCHOBHA, PEJIyKOBaHA U METOJa IPOMEHJ/bUBOI CIIycTa. lecTupaHe Cy ca CBUM

KOMOHMHaIujama cjejgennx BpeIHOCTU IapaMeTapa;
o LS € [best, first] — nokanna nperpara HajbOJbEr U MPBOI CIIYCTA,
e 1 € [0.5,1] — uHTE3UTETH pa3MpIABabHA,
® ke € [1,2,3] — 6poj okosuHa,

e init € [rand,grane,ugovi] — rope NPEeJIOKEHN AJITOPUTMU UHUIIUjATU3A-
nuje: rand — HACYMUYHA WHUIMjaJIu3aInja, grane — u3d0Op p XadoBa ca

HajjedpTUHU]jOM HajCKYyILJOM I'DAHOM, ugovi — IOJ/eJIa PaBHUA Ha P yIJIOBA.

To je 3a ocHOBHY MeTojy maso 36 pa3IWYUTUX BapHUjaHTH aJTOPUTMA, JOK je 3a
METO/Iy IIPOMEJBUBOI CIIyCTa U PeyKOBaHY METO/Y /JlaJio 10 18 BapujaHTH aJjiro-

puTMa.
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I'VIABA 5. EKCIHHEPUMFEHTAJIHU PE3YJITATH

— PEﬂyKDBaHa mMeToAa NPOMEHJ/bUBUX OKOJINHA
—— MeTona NMPOMEH/bUBON CnyCcTa
—— OcHoBHa MeToAa NpoMeH/bNBUX OKO/IMHA

30

15

speme u3spLiasarba [s]

10

50.3 50.4 50.5 50.10 100.2 100.3 100.4 100.5 200.2 2003
TECT MHCTaHUa

Cnuka 3: Ilopeheme BapujaHTH MeTO/I€ TTPOMEH/BUBOT CITYCTA

Ha rpaduky 3 je npukazano nopeheme BpeMeHa U3BpIaBamba TECTUPAHUX AJ-
ropurama J0 IPOHAJACKA OINTHMAJIHOL Pelliemha Y CeKyHaaMma. JacHO ce BUIU Jia
ce MeToJ/la ITPOMEHJbUBOT CIIyCTa JIONIHje IMOKa3yje 3a oBaj mpodsieM. Buam ce
7 Jia ce HajOOJhe TOKA3yjy HEKH AJTOPUTMU PeIyKOBaHE MeTO/e MPOMEH/bUBUX
OKOJINHA, aJId Ja jeé BaXKHO MaXKJhUBO OJadpATH MmapamMerpe Merojie. ¥ Ty CBPXY
AHAJIM3UPAHU Cy TOJAIMN JOOUjeHN MMOKPETAIheM PeJIyKOBaHEe METOJe IMPOMEHJbU-
BUX OKOJIMHA, JaTh y Tabeysn 1, Tjie cy JaTa BpeMeHa M3BpIIaBarmba aJropuTaMa,
JIO TIPOHAJIACKA ONTUMAJIHOT Pellleha, Y CeKyHIaMa. JeHa KOJIOHa y Tadesn mpesl-
CTaB/ba jeJIHY BapUjaHTy aJrOpUTMa y OJIHOCY Ha m3adpaHe mapamerpe r, Kojq, 1
nHUNjam3anujy. Kao kpurepujym eduKacTOCTH METOJe KOPUIITheHa je Cpelibha
BPEJIHOCT BpeMeHa HM3BpIaBamba aJropuTMa Ha 16 pasaunduThx TEeCT WHCTAHIIW.
Taj momaTak je mar y mocienameMm peay Tadesne. OBre je KopuiheH Marbu CKYII
Beliux Tect uucrannu, Tadnuje n € {40, 50,100,200}, kako du cpejiba BPEJIHOCT
Ha Pa3/IMYUTUM HHCTAHIIAMa Ouja JI00ap KpUTepujyMm. ¥ Tadesu je JaTO IMPBUX
ocaM aJI'OpUTaMa COPTUPAHUX TI0 CPEIIb0j BPEIHOCTH BPEMEHA M3BpIIaBarmba. ¥
IIOCJIE/IIb0j, JIEBETOj KOJIOHU, naTta je Hajropa Bapujanta RVNS. Huje uznenalyjyhe
J1a ce Hajrope mokazaJja BapujanTta RVNS merose ca mapamerpuma r = 1, ke = 1
U HACYMUYIHOM WHUIIMjAJIU3AII]OM, C OO3UPOM JIa je CBe MOTIIYHO HacyMu4Ho. Ha
OCHOBY OBHUX II0J/IaTaKa M3adPaH je ajJropuTaM u3 IpBe KOJIOHE Tadesie 3a HajOo bu
7 TIPeJIIoKeH y ToryiaBsby 4.1.

SaHnM/BMBO je jorr mpumeruTn ja Mely Hajdo/buM aJropuTMuMa JIOMUHHPA
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WHUIAjaIu3aIija ca OMpameM YBOPOBa Ca MUHUMAJJIHUM MaKCUMAJIHUM T'DaHAMA.
Ca gpyre crpane, mpumeheHo je Ja ce KO MeToJ/ie TPOMEH/BUBOT CITyCTa JTAJIEKO
OoJ/be TIOKa3yje WHUIMjau3allija ca IoJe/ oM paBHH Ha yryoe. JIok cy ko
OCHOBHE MeTOJIe IIPOMEHJ/bUBUX OKOJIMHA TepdopMaHce OBe JIBE MWHUIN]AJTU3AIN]E

n3jeTHAYEHE.

Tadena 1: RVNS anaropurvmu coprupanu mpemMa CpeitbeM BPEMEHY HU3BPIIaBabha

RVNS
T 0.5 1 1 0.5 0.5 1 1 1 1
Emaz: 3 3 1 1 2 2 3 1 1

inat: || grane | grane | grane | grane | grane | grane | uglovi | uglovi || rand

‘ n.p H BpeMe U3BpIIaBamba J0 MPOHAJACKA ONTUMAJIHOT Pelnema [s| ‘

40.2 0.12 0.15 0.13 0.14 0.15 0.12 0.14 0.13 0.12
40.3 0.2 0.18 0.24 0.27 0.18 0.19 0.26 0.29 0.26
40.4 0.33 0.31 0.46 0.38 0.33 0.43 0.33 0.29 0.31
40.5 0.39 0.44 0.42 0.46 0.42 0.44 0.48 0.44 0.48
40.10 1.19 1.02 1.09 1.02 1.19 1.24 1.23 1.08 1.07
50.2 0.21 0.24 0.2 0.21 0.24 0.2 0.21 0.22 0.24
50.3 0.36 0.44 0.37 0.46 0.4 0.42 0.46 0.45 0.41
50.4 0.62 0.57 0.65 0.69 0.56 0.55 0.66 0.63 0.57
50.5 0.74 0.77 0.74 0.8 0.73 0.8 0.9 0.84 0.77
50.10 2.02 2.03 2.11 2.1 1.95 2.04 2.02 2.42 2.29
100.2 1.28 1.34 1.27 1.27 1.54 14 1.28 1.28 1.47
100.3 2.09 2.31 2.2 2.09 2.42 2.09 2.3 2.73 2.30
100.4 3.17 3.77 3.47 3.17 3.17 3.31 3.51 3.61 4.23
100.5 4.78 4.59 5.23 5.48 0.2 4.79 4.59 4.83 5.60
200.2 8.64 8.19 8.19 8.65 8.22 | 10.34 | 8.62 9.47 9.90
200.3 || 14.39 | 14.38 | 14.41 | 14.35 | 15.12 | 14.43 | 16.55 | 15.81 || 20.90

cp-sp. || 253 | 254 | 257 | 259 | 261 | 267 | 272 | 278 | 3.18 |

5.2 KoHauHu pe3yJTaru

[Ipeuioxkena pejiyKoBaHa MeTO/a ITPOMEHJPUBUX OKOJIMHA, JlaTa y IOTJIABJbY
4.1 je recrupana Ha uHcTaHnaMa AP ckyma 3a rectupame 3a n € {10, 20, 25, 40, 50,
100,200} u p € {2,3,4,5,8,10,15,20,25,30}. VY rabesu (2) maro je mopebheme
npejgiozkene Merose u CPLEX pemasaua Ha maremarudkoj dopmymnamuju (5). Y
IIpBe JIBe KOJIOHE je pernere u Bpeme u3BpmraBamba CPLEX pemasada, a y Ha-
pesiHe TpU KOJIOHE JIaTO je pellerhe, JeBUjaliuja periema 0JT ONTUMAJHOT U BpeMe

U3BpIITaBamba MPeIoyKeHe PelyKoBaHe MeTOo/Ie TPOMEH/bUBUX OKOJIMHA. Y Taden
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ce MOKe BUJIETH Ja je mpejioykeHa Merona Beh ma Masmmm mHcTaHiama 20 10 40

nyTta epukacuuja o CPLEX pemasada, 1ok je na Behum mHcTanmama, 3a n = 50,

300 mo 400 nyrta edbukacuuja. Takobhe, Buaumo a je Ha BehuHM MHCTAHIU IIpe-

JJIO2KEHa MeTOda IIpOHalllJla OIITHMaJIHO pelleibe, JTOK je Ha HEKOJIMKO MHCTaHII

nesujarmja 10 2.5%. VY smreparypu cy Beh IOCTUTHYTE ONTUMAJIHE BPEJIHOCTH 34

CcBe MHCTaHIlEe U3 Tadese 2.

Tabena 2: Pesynraru mpeioxkeHe peayKoBaHe MeTOJe IPOMEH/bUBAX OKOJINHA Ha,
MaJIIM TecT nHcTaHnama AP

cplex rvns
n-p pelreme \ t[s] pelreme \ dev|%)] \ t[s]
10.2 163603.94 | 0.23 163603.94 0.0 0.01
10.3 || 131581.79 0.31 131581.79 0.0 0.01
10.4 || 107354.73 0.26 107354.73 0.0 0.01
10.5 86028.88 0.28 86028.88 0.0 0.01
20.2 168599.79 1.37 168599.79 0.0 0.03
20.3 148048.3 2.0 148048.29 0.0 0.04
20.4 || 131665.43 1.77 131665.43 0.0 0.06
20.5 118934.97 1.77 118934.97 0.0 0.07
25.2 171298.1 3.43 171298.08 0.0 0.04
25.3 || 151080.66 | 4.26 153172.09 1.38 0.07
25.4 || 135638.58 | 4.76 135638.58 0.0 0.09
25.5 120581.99 3.43 120581.99 0.0 0.12
40.2 173415.96 | 24.42 | 173415.96 0.0 0.12
40.3 || 155458.61 72.1 159197.6 2.41 0.19
40.4 140682.74 | 69.48 | 140682.74 0.0 0.35
40.5 130384.74 | 61.73 | 130384.74 0.0 0.41
40.8 || 109971.92 | 64.51 | 110358.25 0.36 0.77
40.10 99452.67 40.81 | 100345.22 0.9 1.12
50.2 || 174390.03 | 82.15 | 174390.03 0.0 0.2
50.3 || 156014.73 | 391.48 | 156014.73 0.0 0.37
50.4 || 141153.38 | 318.4 | 141153.38 0.0 0.68
50.5 129412.6 | 234.29 | 129505.83 0.07 0.79
50.8 109926.6 | 450.71 | 110320.04 0.35 1.43
50.10 || 100508.95 | 307.66 | 100644.72 0.14 1.93

Y rabemu (3) maru cy pe3yiararTu IpeJJIOKeHe MeToJle Ha BEJIMKUM TeCT WH-

craamama. To cy Tect mucranie 3a koje CPLEX nuje ycreo na mponabhe perrermne

Yy BPEMEHCKOM OTpaHuvery oJ1 4 cata. Y MPBOj KOJIOHU Cy JilaTa HajOO/ba peIeha

nponabena y sureparypu, y pajgosuma [40], [30] u [42]. ¥V mapeane Tpu Kosone
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JIaTO je pelere, JIeBUjallja pelema 01 ONTUMAJTHOT U BpeMe M3BpIIaBamba Ipe-
JIJIOYKEHE PeJIyKOBaHe MeTOjie MPOMEHJ/bUBUX OKOJIMHA. BuamMmo j1a mpejiozKeHa
MeTO/a JIOCTUKE OINTUMAJIHA WU HajOooJba MO3HATA pelllerha U3 Jureparype Ha 11
TeCT WHCTAHIM, JIOK je 3a ocTajle MHCTaHIe u3 Tadese (3) JeBujanuja oj HajOOber

pemema Mamba of, 0.01%.

Tabemna 3: Pesynraru mpeioxkene peykKoBaHe MeTOJe IPOMEH/BUBAX OKOJINHA Ha,

BeJIMKUM TecT uHcTannama AP

np Hajoosbe U3 rvns

' mateparype | permeme | dev[%]| | t[s]
100.2 176245.38 | 176245.38 | 0.000 1.35
100.3 157869.93 | 157869.93 | 0.000 2.3
100.4 143004.31 | 143004.31 | 0.000 3.75
100.5 133482.57 | 133482.57 | 0.000 6.07
100.8 114295.92 | 115180.52 | 0.007 9.53
100.10 104794.05 | 104794.05 | 0.000 15.83
100.15 88882.05 89037.18 0.002 27.61
100.20 79191.02 79409.05 0.003 51.56
100.25 - 72164.19 0.000 74.13
100.30 - 67200.95 0.000 104.1
200.2 178093.99 | 178093.99 | 0.000 8.26
200.3 159725.11 | 159725.11 | 0.000 14.46
200.4 144508.20 | 144508.20 | 0.000 | 40.19
200.5 136761.83 | 136761.83 | 0.000 33.78
200.8 117709.98 | 118322.91 | 0.005 78.35
200.10 107846.82 | 107846.82 | 0.000 | 122.25
200.15 92646.39 92857.68 0.002 | 270.54
200.20 83385.94 83385.94 0.000 | 511.86
200.25 - 77052.07 | 0.000 | 781.56
200.30 - 72252.28 | 0.000 | 941.56

Kako nMmmiemenTaruja mpejjioykeHe MeToJie TPOMEH/bUBUX OKOJIMHA MMa, TIPO-
CTOpAa 3a ONTUMU3AIIN]Y, Ha IIPUMED KEIUPahe BPETHOCTU (DYHKIINjE 1I/ba, HABE-
JIEHU pe3yJITaTH ITOKa3yjy MOTEHINjaJl IPUMeHe MeTO/Ie ITPOMEH/BUBUX OKOJIMHA Ha
pemaBame TpoosieMa p-xad Me/jaHe HEOTDAHMYEHUX KalalliTeTa Cca BUIIECTPY-

KUM aJIoKallijama.
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I'maBa 6

3akKJbydakK

Y oBoMm pajy je pazMarpaHa MeTO/a ITPOMEH/bBUBUX OKOJIMHA 3& PEIaBAHEe
podsieMa p-xad MeJiMjaHe HEOIDAHMYEHUX KallalluTeTa Ca BUIECTPYKHM AJIOKa-
nujama. /lat je mcropmjcku mpersiejt JuTepaType Koja ce daBmia CPOJIHIM TeMaMa
u JBe MareMaTwdke (popmysaruje mpodseMa. OICeKHO Cy TecTUpaHe KOMOWHA-
IIje HEKOJIMKO BapUjaHTH MeTOJle IIPOME/bUBUX OKOJIMHA U PA3JIMIUTHX HapaMe-
Tapa aJropuTMa, U IpeJjIo’KeHa BaprjaHTa Koja je Jlajia Hajoosba pellermha Ha, TeCT
nHCTaHaMa. Pa3maTrpaHa je HOBa MeTO/la MHUIIMjAJIU3allije pellehba Koja je Io-
Ka3aJjia MOTEeHIjasl IPU KOPHUIINey MeTo/e TPoMeHIbUBOr cirycta. [Ipesioxkena
MeTO/1a TPOMEHJHPUBUX OKOJIMHA 33 BeOMa KPATKO BPEMEHE JIOCTUXKe ITO3HATa OIl-
TUMAJIHA pelllerba, & Ha BEJIMKUM TEeCT WHCTAHIAMA JIOCTUXKE HEKOJIMKO HajOOJbIX
pelema U3 JIMTePaType.

Kako paji nera/bHO aHAM3Upa TPUMEHY PAa3JINYUTUX BAPUJAHTU METO/IE IIPO-
MEHJ/bUBHUX OKOJIMHA HA JIATU MIPOOJIEM OH IIPY2Ka ITUPOKY OCHOBY 3a Jla/ba UCTPa-
JKWBaba OBOT' U CJIMYHUX ITpodsieMa. IIpaBiu gasmper pajia MOTy OUTH M TEXHUYKE U
nCcTpaxKuBadke rnpupojie. Mory ce nasbe modospInaTu nepdopMaHce Mpe IoKeHOr
pelierba, Ha MpUMep KemwupameM (ykiuje muba. Mory ce jera/bHUje WHTEP-
MIPETUPATU JOOUJEHU PEIYJITATU Ca PA3JIUIUTUM KOMOWHAIMjaMa IapamMerapa u
JIOHETH TeHEPAJHU 3aKJbYyUIll O Kopesjaluju m3Mely KapakTepucTuka mpodsema
u neppopMancu xeypucTuka. Moke ce mpejjioyKeHa MeTOa WHUIN]AJTU3AIn]e

TeCTUpPaTU Ha CPOJIHE IIPOdJIeME.
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