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YBOI

Hajpakuuju mnpobsem Teopuje KOMIJIEKCHUX IIOJIMHOMA je IIPOHAJaXKewhe HyJa o
KPUTUYHUX TAYaKa JIATOr [OJMHOMA, OJHOCHO, ITPOHAJIAXKEHE PErnOHa Yy KOMILIEKCHO]
paBHU KOju caapxu oxapehennw Opoj Hysa WIM KPATHIHAX TAIaKa JATOT TIOJUHOMA.
OcHOBHU Wb Paja je MPEe3EeHTOBakEe OCHOBHUX PE3YJITATA KOjU Ce OJHOCE HA TeOMETPH]Y
MOJIMHOMA, V KOMILIEKCHO] paBuu, Mehy kojuma cy 06asma BapujanTa layc-Jlykacose
TeopeMe, Kao U TeopeMa ['pejca o anoslapHUM TOJITHOMUMA.

Y TpBOM TIOTJIABJBY OBOT Pajia JaTa Ccy Heka ocHOBHa TBphema m OcHOBHA TeopeMma
asirebpe, kao u llpunnun aprymenara u Teopema o HenpekuaHOCTH, KOje heMO KOPUCTUTH
y JaJbeM PaJy.

Jeman on ocHOBHUMX pe3y/Tara y oBoj obsactu rpejcraBiba layc-Jlykacosa Teopema,
KOja Kayke /3 CBe HyJe NPBOT M3BOJA (KPUTHYHE TauKe) HEKOHCTAHTHOI IMOJUHOMA Y
KOMILJIEKCHO] DABHU IIPUII/1ajy KOHBEKCHOM OMOTady Koju (pbopMuUpajy HyJie TOr TOJUHOMA.
[Mocroju MuEOTO yormrrema mperxogaae Teopeme. O Tome he buTy peun y ApyroM HOIaB/by
osor pajga. [Ipe Tora medwrucahemo KOHBEKCHE CKYTIOBE Y KOMILJIEKCHO] PABHM, KOHBEKCHU
OMOTaY U HAJMABU KOHBEKCAH CKYII.

Tlopes Tora, 3a mosmHOMe ca peannnM koedunmjeHTnmMa moryhe je m3BecTm jorr
HEKOJIMKO JIOJIATHUX 3aK/by4YaKa O BUXOBUM KPHUTHUYHUM Tadykama, Kopucrehu JeHceHoBe
JINCKOBE M JEHCEHOBY TEOPEMY O KPUTHYHUM Tadkama. JeHCeHOBa TeopeMa M HheH JIOKa3
JIOBOJIO JIO PA3HUX 3aHUMJBUBUX ITOCJeINIIA, Koje hie buTu HaBeneHne y3 Teopemy y Tpehem
TOTJIABJBY.

Taxohe, KOHBEKCHM OMOTAYM HyJIa JIBA, AllOJapHa MOJMHOMA Y KOMILIEKCHO] PaBHU HE
MOTy OWTH JUC]YHKTHH, IIITO MPEJACTAB/ba AWPEKTHY IOCIEIUIly mo3HATE Teopeme ['pejca
0 aloJIapHUM [OJUHOMUMA, KOja je jeJdaH o/l IEHTPAJHUX pe3ysrara y oBoj obJacTu.
YV derBpTOM mOIJIaB/BY, Ne OuTU pedu O KPYKHUM JIOMEHHMA U IIOJAPHUM HU3BOAUMA.
Kopucrehu o3nake 3a KpyzKHe jJOMeHe, MOI'Y C€ KOHCTATOBATU €KBUBAJIEHTHE (hOpMyIaliuje
layc-Jlykacose Teopeme. Jemna on mux je u JlarepoBa Teopema, Koja Tajbe UMIIUIIADPA
KODHCHY DPerpe3eHTarnjy 3a JOTapUTaMCKN U3BO/L TIOJNHOMA.

Ilocnenmu meo paga mocBernhemo 3anuM/BHBOj] I'pejc-XWBymoBOj] TeopeMu, Koja je
KOMTIIeKCHU aHaor Pojose Teopeme. Oj1 BeIWKOD je 3HAUaja YTBPIUTH KOHIIEHTPUUYAH
JINCK, TAaKaB J1a [MOJIUHOM He MOYKEe UMATH UCTY BPEIHOCT y OUJIO KOje /IBe TauKe TOT JIUCKA.
To Hac j10BOjM /10 JI0BOJHHO KOPHUCHOT YCJIOBA Jia TIOJIMHOM Oy/le jeJHOBaJIEHTAH Ha JIUCKY,
IIITO HaM TOBOPH TeopeMma Kakeja.

Ha xpajy, xkesmum ma ce 3axasmm menTopy, npodecopy ap Bobany Kapamerposuhy,
Ha BEJINKO] TOMONU TOKOM m3pajie paja U BeoMa KOPUCHUM caBeTuMa. Takole, 3axBasbyjeM
Cce M YJIAHOBMMAa KOMUCHje Ha KOPUCHMUM IpuMejibamMa u cyrecrujama Koje cy JlolpuHesie
60/beM KBaJUTeTy Paja.

Cawa ITpubarnosuh



I'maBa 1

OcnoBHa TBphema nu OcHoBHA
TeopeMa, ajareope

Teopema 1.1 (PosioBa teopema) Heka je [ peaana Pynruyuja, nenpexuona na
sameoperom unmepsany [a,b], dudepenyujaburna na omsopernom unmepsany (a,b), npu
wemy je f(a) = f(b), mada nocmoju 6ap jedna mawka § uz omsopenoz unmepsana (a,b),
maxea da je f'(£) = 0.

Hoxas. @yuknuja f(x) nocruxe najsehy u majmaiby BpegHocT Ha [a, b]. Heka je

M = = i .
max flz) m m= min f(z)

Haxme
m < f(x) < M.

Axo je m = M, dyskmmja f(x) je xoHCTaHTHA W 3a & MOXKEMO y3eTH OHIO KOjy TadKy
unrepBasa (a,b). Ako je m # M, tana je f(a) = f(b) > m wm f(a) = f(b) < M.

Heka je f(a) = f(b) < M. Tlocroju 6ap jeana tauka € (a,b), Taksa ga je f(§) = M,
IIITO 3HAYN [1a Y Tadku £ PyHKIHUja f uMa JOKAJHI MAKCHMYM.

Ha ocroBy ®@epmaose teopeme je f'(€) = 0. Cayuaj xazma je f(a) = f(b) > m pasmarpa ce
Ha CAMYIAH HAYTHH. |
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Cauka 1.1: Teomerpujcka unTepuperaruja Posose Teopeme: Ako dyHKIM]a 33/10B0/bABA
YCJIOBE TeopeMe, TaJa MoCToju Tavuka &, y uarepsaiy (a,b), Takpa Ja je TaHreHTa (DYHKITHjE
y TOj Ta9KHU BOJOPABHA.



1 OCHOBHA TBPBEILA 1 OCHOBHA TEOPEMA AJITEBPE

Hamomena 1.1 (®epmaosa reopema) Axo dynkyuja f() uma sokainu exempemym y
mauxu xo € (a,b) u Judepenyujabuana je y moj mauku, onda f'(xg) = 0.

/oxas. Heka, na mpumep, dyakruja f(z) uMa JOKaIHU MAKCHMyM y Taduku o € (a,b).

Taga 3a g < x < o + d BaKu M < 0, omakae caean
Tr — X
voon o f(@) = f(wo)
fao) = x—l>lmnol+0 T — Tg =0 (1)
Takohe 3a g — § < z < xp HAITABUMO M >0mn
Tr — X
f'(zo) = lim @) = J(z0) > 0. (1.2)

z—x0—0 T — X0

1z (1.1) u (1.2) pobujamo f'(x¢) = 0. [ ]

Heka je [a,b] cermenT Ha peasinoj npasoj.

Hedunuimja 1.1 Heka je ¢ : [a,b] — C dama nenpexudna pynxyuja. Tada je

/:So(t)dt:/abRego(t)dtJri/abIm(p(t)dt'

Jlema 1.1 Hexa je ¢ : [a,b] — C nenpexudna dynxyuja. Tada sasncu

/ "o dt] < | oo d.

Aoxa3. Kopucrehu nosiapuy popmy KOMIJIEKCHOr OPOja, ©uMaMo

b
/ o(t) dt = re?,

za Heke > 0 u 6 € [0,27). Taga

b b b
/ o(t) dt‘ = r=e pelf :6_16/ o(t) dt:/ e Yp(t) dt

—_——
eRrR

= /b Re (e‘iego(t)> dt + i/b Im <e_ie<,o(t)) dt

=0, aesa cmpara je peanar 6poj

_ / " Re (e e(n)) i
< / ’

b
— / (1) dt,

mTo je m Tpebasio moKa3aTu. |

e Vo(t) } dt
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Hedbununmja 1.2 Henpexudno npecaukasarve vy : [a,b] — Q je kpusa y obaacmu 2 C C.
Axo je npecukasare 7y : [a,b] — Q nenpexudno Judepenyujabuino, mada je vy eaamra
KPUBQ.

Kpuea 7 : [a,b] — Q je deo mo deo eaamxa axo nocmoju nodesa a < c¢; < ... <
cn < b ceemenma [a,b], maxo da je v menpexudno Judepenyujabunia Ha cezmMerMUMG
la,c1], [c1,¢2], ...y [cn, b).

Jleo no deo eaamexa kpusa je kowmypa. Axo je vy : [a,b] — Q xonwmypa u y(t) = z(t)+iy(t)
3a cee t € [a,b], mada je

b b
_/ V! (t)? 4 y'(t)2dt —/ [/ (t)] dt dyorcuna wowmype v

Kpusa v : [a,b] — Q je sameopena axo sasrcu y(a) = y(b).

Hedbunnimja 1.3 Hexa v : [a,b] — Q xonmypa y obaacmu Q0 y Komnaexcnoj pasuu u
nexa je f € C(Q). Tada je

[ s - [ s JECIEE [ s ola

b
/ |dz| = / |'y’(t)‘ dt = ((v) dyotcuna xwonmype .
¥ a

U jow

Teopema 1.2 (OcHoBHua maTerpaJsina nejegnakocr) Heka je v xonmypa y obaacmu )
y Komnaexchoj pashu u nexa je f € C(Q). Tada saorcu

< / ()] |dz].

Howxa3s. Heka je v : [a,b] — Q xonrypa. Kopucrehin Jlemy 1.1

dt’ / e (t)] at] = / £ 12

JIAKO JTIOKA3YyjeMO OBO Tpre}be. |

z)dz

Teopema 1.3 (KomujeBa unrerpanua dpopmysia) Hexa je pynruyuja [ roromoppna y
HEKOM OMBOPEHOM CKYNY KOJU cadpoicu 3ameoperve oepanunene obaacmu (), yuja je epanuug
0) ducynrmma YHUJG KOHAGYHO MHO20 NPOCTNUT, 34MBEOPEHUL KOHMYPA, KOje CY NO3UMUEHO
opjenmucane u nexa je z € 0 un € Ng. Tada easrcu

= M Fw)
7 )_2771/39 (w—z)”“d '

|
Teopema 1.4 (Tejiropos paSBoj) Hexa je ¢ynwyuja f € H(D(z0; R)). Tada, 3a cse
z € D(z0; R), saorcu f(z Zan z— 29)", 2de je
n=0
1
an = / 7f(2) +1d2
2mi 9D (zo;r) (Z - Zo)n
sa ceen € Ng u0<r<R. [ |
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Teopema 1.5 (JImyBunoBa Teopema) Hexa je f : C — C yeaa u oepanuvena dynryuga.
Tada je f xoncmarnmmua Pynryuja.

Zloxas. Axo je f mesa u orparmdena GyHKIM]a, Talga TOCTOJU HEHEraTHBHA, KOHCTaHTa, M,
rakBa 1a je |f(z)] < M 3a cBe z € C. Xohemo ma mokaxkemo fa je f cremena He Beher ox
0. Kako je f xomomopdhHa y KOMILIEKCHO] PABHU, MTPEICTABUMO je y 00Ky

f(2) :Zanzna z € C,
n=0

£ (0

n!
KpyxkHuia ca mnenrpom y rtadxku 0, moaynpednuka 7 u n € N. Ilpumenom Komwujese
naTerpaane popmysne u OCHOBHE WHTErpajHe HeJeIHAKOCTH J00MjaMO 1a BarXKu

() [ 1) dz'

n! 2 /., Zntl
T

e je ap, = sa cee n € N (Tejnopos passoj). Heka je 7, mo3uTusHO OpjeHTHCAHA

|an‘ =

.1 [ )

L S

1 M
< [ 2 q
- 27r/v,. \Z\”“‘ g

|dz|

1 M
= op gnil’ ()
M

[Momrro je n > 1 onma Baxku
M
lan| < — — 0, 7 — 0.
Tn

Cnemu ma je ap, = 0 3a cee n > 1, omnocno f(z) = ag. Ilpema Tome, mobujamo ma je f
KoHCTaHTHA (PYHKIH]a, TITTO CMO W KEJIEIN J13, JOKAKEMO. |

Teopema 1.6 (OcuoBua Teopema anredpe) Csaxu HEKOHCMANMAN NOAUHOM  UMG
HYAY Y KOMNAECKCHO] PABHU.

Hoxas. Heka je f mexoncrantan noamaOoM y Komiiekcuoj pasau. Crequ f(z) — 0o kaga
z — 0o. Taga moctoju R > 0 Tako Ja BaxKn

|f(2)| > |f(0)] 3acse |z] >R.

Tpeba ma mokaxkemo ga mopa 6utn f(z9) = 0. ITa nmpernocraBumo cynporho, aa f Hema
uyne y C. Tj. ma f(z0) # 0. Pa3zBojem monmmuoma f cremena n > 1y ofgHOCY Ha TadKy 20
nobmjamo

f(2) = f(z0) + > aj(z — 20),
ik

4



1 OCHOBHA TBPBEILA 1 OCHOBHA TEOPEMA AJITEBPE

e je 1 < k < n npupoman 6poj u ai # 0, Ipu deMy TakaB HEHYITH KOeDUIHJEHT MOpa

. . . —J 20 .
rmocTojaru, jep je f HeKOHcTaHTaH mMoJuHOM. Tajga BaxKwu L € C*, mro 3Haum 12 je
Qg
f( ) — Tel@
ag

3a meke r > 0 u 0 € [0, 27). O3nagumo ca

i0

w=/r-ex.

Mozxkemo ogabpatu 10BOBHO MaJjo € > 0, Tako Ja cy ciaefehu yCja0BH UCITYEEHI

n
20+we € D(0;R), 0<e<l wm Z |ajw|e77F < | f(20)]-
Jj=k+1

Tana je
f(z0 +we) = f(z0) + Zaj(we)j =(1—€"f(z0) + Z ajwlel.
j=k j=k+1

Haxon Tora mobmjamo

ol < If (o +we)l = |(1=2") fz0)+ Y aule?

j=k+1

n

< (1= 1ol + Y gl

j=k+1

n

1Fzo)l = [ 1F o)l = D lajwl|e™F | &

j=k+1

< |f(20)l,

mro je Kourpaaukiurja. [a saxwn f(z9) = 0, a T0 je y cTBapm u TpebaIO JTOKAZATH. |

Hamomena 1.2 Ocnosny meopemy anzebpe mooicemo dokaszamu u na caedehu nauumn.

Hoxas. Heka je f(z) =ap+a1z+ ...+ apz", a, # 0un > 1. Baxn lgn f(z) = o0, ma
Z— 00

nocroju R > 0 tako ja |z| > R, onakie caequ ga |f(z)] > 1.
[IpermocraBumo cynporHo, fga moauaoM f(z) Hema Hyse y KOMILIEKCHO] pasuu. Heka je

g9(z) = —f B 106po mecdbunucana, neta u HekoncrantHa dyaxnuja. Taga je M = max |g]
z D(0;R)

u jorr 3a |z| > R Baxu |g(z)| < 1. IIpema tome |g(z)| < max{M,1} 3a cee z € C.

Caga Ha ocHoBy JInyBHIOBe TeopeMe ClIeIu Ja je ¢ KOHCTaHTHA, a TO je KOHTPaIUKIIUja.

3ak/bydyjeMo Ja MOJUHOM f UMa HyJe ¥ KOMILIEKCHO] PaBHHU. |

[Ipumenom Teopeme 1.6, OcHoBHE Teopeme anrebpe, MoXKe ¢ 3aK/bYIUTH /1a TOIUHOM f(2)
crerrera n € N uma tagmno n wyna y kommaekcuoj papan C; ykmbyayjyiu n BUIIECTPYKOCTH.
Hawmwme, wa ocaoBy Teopeme 1.6, mosmmuom f(z) mMa myny z; € C, mrro 3Haum ja moctoju
nommHom ¢(z) crenena n — 1, rakas ga je f(z) = (2 — 21)g(z). Unaykrusao nacrasbajyhin
MPETXOJIHU TOCTYNAK JI0Ja3UMO JI0 CJiejielier 3aK/byyKa.
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Teopema 1.7 Csaxu nosurom f cmenena n > 0 uma ykynHo n KOMNAEKCHUL HYAL U
Modice ce Npedcmasumu Kao

k
- HZ_ZJ ’

adejean # 0, 21, ..., 2k PassuNUME HYAE U M1, ..., Mk € N maxeu da mi+...+mp =n. R

VY morsey oBe TeopeMe jaBbajy ce ciaemehu mpobaemu 3a mogauHOM f.
IIpo6siem 1 Konuko myaa nogunaoMa f je caip:KaHO v TOACKYITY KOMILIEKCHe paBHH, {17

IIpo6sem 2 Ogpebhupamwe nojckyna on C koju caap:ku HajMarbe m HyJa [MOJUHOMA f,
e je m 1eo 6poj u 1 < m < deg f.

Opxrosop wa Ilpobaem 1, cagpxkan je y crenehoj reopemu. Hagermhemo je y majommrujem
00.IIKY.

Teopema 1.8 (IIpunuun aprymenara) Heka je vy nosumusno opjenmucana Xopdanosa
KPUSG Yy KOMNAEKCHO] PaSHU U Heka je [ payuonaana gynryuje dedunucara y domeny xoju
cadporcu vy u weny yuympawrwocm. llpemnocmasumo da vy me cadpotcu wu HYAE, HUMU
nosose pynryuje f. Hewa ce z xpehie no v y nosumusnom cmepy. Onda

A arg f(z) = 2n(m — ),

2de je m 6poj wysa, o £ 6POJ NOAOBA KOJU A€dHCE Y YHYMPAUWHOCTIU KPUSe Y Yy3umajyhiu
y 0b3up u ruzose suwecmpyrocmu, npu wemy je Ayarg f(z) je npupawmaj apeymenma
Ppynruuje f dyoc Kpuse .

oxa3a. Y3unmo modeTHy Taduky a Ha KPUBO] 7y U n3abepumo arg (z — () y AOBO/HHO MaJIO]
okosimaE Tavke a. Taga, Kako ce z kpehe 1o v y mosuruBHOM cMepy, ipupariTaj arg (z — ()
TeXMU 27 aK0 ( JIeXKU YHYTAP 7Y, ald je HyJId aKO JIeXKW W3BAH 7.

Pammonanny bynkimjy MoxkemMo zammcaté Kao f = rne cy P m @ momumnovmu 6e3

P
Q?

zajeqauyke Hyse. Onja je

arg f(2) = arg P(2) — arg Q(2).

Axo n3ocTtaBuMO TpuBHjaTaH caydaj viae je P xoucranTHo, n3 Teopeme 1.7 mobujamo

z—z] 7,

sz

n3 4era cjaean

arg P(z) = arga, + Z mjarg(z — zj).
j=1

Corano, mobujamo u 3a arg Q(z). VI3 mpeTxoHor J1ako 101a3uM0 10 Ke/beHor pesyarara. ll

[IperniocraBumo Jjia mosimHOM f mMa m HysJda MOJyJaa Koju He mnpenase r. Taga y
reomerpujckoj uarepuperanuju quck D(0;7) cagpxku m myna. Jlakne, cregeha reopema
Jlaje pelemne IMPeTX0 HO HaBEIeHOT mpobiiema 2.
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Teopema 1.9 Hexa je

n
f(z) = Z a,z”
v=0
MOHUNHY noaurom cmenena n u nexa je m € N maxo da m < n. Tada f uma najmaroe m
HYAG MOOYAG KOJU He NPEAG3E

1
2 max |ay|"e.
0<p<m—1

Hoxas. lIpso gokazkumo ciaabuje rephemwe. Heka f npunana ximacu M., , Koja ce cacToju
n

0J1 MOHUYHUX IIOJMHOMa, 00JIKa, Z a,z” crenena n 3a xoje |a,| < 1, tne p=0,...,m—1.
v=0

[lopenehu myne z, moaunoma f kao |z1] < ... < |zy|, TBpAUMO 12 |z | < 2.

Ja mokaxemo 0BO, HacTas/bamo Ha ciaegehin nauun. IpernocraBumo aa |z, 41| > 2, mro je

jenVHU HETPUBHUjATHE CIy4aj. 2KeJnMo 1a U3aBOjUMO HYJIE Zmtl, - - -, 2n- Heka je ( jemna

Ol BUX U JePUHUIITIMO

n—1
= Zbyz” = 1(2) n b_y:=b,:=0.
v=0 z _C

Tana, uzjennagapajyhu Koedurajenre, Haigazumo 1a a, = —Cby, +b,_1, 3av =0,...,n.
N3 oBora 3akmydayjemMo ma

Zg‘] v+1 (j:o,...7n—2),

Takohe, Ha OCHOBY HAIIlE MTPETTIOCTABKE

M pt1

|bu\§z2u et _22 f<1 (u=0,...,m—1).

v=0

Crora g € My, n—1. llonaspajyhn oBaj mporec, BuanMo 112

:chzlj — ( f(2) (cm = 1)
v=0 o

npunaga Mo, m.
Hasbe, veka je w uvysa ox h. Tana

m—1
= — E c,w”.
v=0

[Tpema Tome, y caydajy rze je |w| > 1, umamo

m—1 o) 1
w| < Cyl| - |W < w =,
< u—m+1 < —€
1—fw|~!
v=0 =0

mro motaun Aa je |w| < 2. Jakie, y 6u10 KoM cay4ajy, |zm,| < 2. Bakspydyjemo ma je
TBpheme 0 noamHoMuMa Kiaace My, , norspheno.
N3jaBa Teopeme ce caja jako m3Bogau. Heka je

1

A= max |a,|"*~
0<pu<m-—1

7
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¥ m3ocTaB/bajyhu TpuBMjaman caydaj, mpermnoctaBuMo Jga je A > 0. Tama
O(z) :=A""f(\2)
npunaga M., ,. Jaxne, ® nva Hajmame m Hyjla MOIy/la KOJU He Ipejase 2, caMuM THM

f nva Hajmarse m HyJa MOIYJIA KOju He mpesase 2. |

Teopema 1.10 (O uenpekumnoctu) Hexa je

n k
f(z) = g a,z’ = H(z —zj)™  (mi+...+mp=mn)
v=0 j=1
MOHUBAH NOAUHOM CMENEHE N, CO POISAUNUMUM HYAGME 21, ..., 2Zn GUWECTPYKOCU
mi,...,mg. Tada, axo je € > 0 0dabparo maxo da
iz
€< min ’7]’

1<i<j<k 2

n

. . v .

onda nocmoju § maxeo da 6uao Koju Mmonuuan noaumnom ¢(z) = E b,z wuju
v=0

Koeduyujenmu sadosomasajy |b, — ay| < 0, 3a v = 1,...,n — 1, uma mauno m;
HYAG Y QUCKY
D(zj5e) (=1,...,k).

Zloxas. Heka cy f un g jatu Ttako Ja

flatz) = fi(2) = ) afle” m gz +25) = g(z) = D02,
v=0

rae

. "k » ‘ "k »
GB]ZZ(J%ZJ’? ’ by]zz<l/>bk’2? (v=0,....,n—1)

k=v k=v
] (4]

uaj =a, =b, =bJ =1.Y HacTaBKy, Kaxo je Zj HyJia HOJIUHOMa [ BHIIECTPYKOCTH 1M,
(7]

il _ _ _
MMAMO GG = ... = Ay g = 0 n Tako

n—1
bl = bl — ol = 3 @ (b —ap)2 " (=0, m;—1).
k=p

Caga, mpumemyjyhu Teopemy 1.9 na g; 3a m = m; u ysogehn

1

n—p

n—1 k
e _ PR
pj 209{%%4 > <'u>|bk ak - |2 ;

k=p

nanazumo 1a Dy = {z € C : |z — z;| < p;} campxku HajMmame m; Hyna of g. lI36opom
JOBOJBHO MAaJIoT 0, PRAUjyCH p; MOTY OWTH HaIpaB/beHH Tako fa Oymy mamu of €. Taga
cy auckosu Di, ..., Dy aucjynktan. CaMuM THM, 3aK/bydyjeMo 1a D; caJpzkKu TadHO M
HYyJ1a TIOJIMHOMA ¢. |



1 OCHOBHA TBPBEILA 1 OCHOBHA TEOPEMA AJITEBPE

Teopema 1.11 Hexa cy f u g noaunomu maxsu da |f(z)] < |g(z)| 3a cee x € R.
IIpemnocmasumo da g uma cée céoje NyAe Y 3aMBOPEHO] 20P160] NOAYPAGHL.

Tada |f(z)] < |g(2)| 3a Imz < 0. IImasuwe, jednaxocm ce nocmusice y madwky u3 Jore
noaypasnu axo u camo axo f(z) = e¥g(z) sa nexo 0 € R.

Zloxas. Heka je f =d- fi u g = d- g1, rie je d najsehu 3ajeHUYKN MOHUYAH JI€JIAJIAL
nommuoma f u g. Taga [fi(x)] < |g1(z)| 3a cBe x € R. Crora, g1(z) # 03a € Ru
deg f1 < deg g;. lllTaBuire, aKo 3aMAIIEMO

filz) = Za,,z’/ u  gi(z) = Zb,,z”
v=0 v=0

re je b, # 0, gosasumo 10 3ak/byuka ga je |an| < |by].
Ha nokazkemo Teopemy, Tpeba f1a mokazkeMmo 1a, ako | f1(¢)| > [g1(¢)| y rauru ¢ 3a Im ¢ < 0,
ouma fi(z) = €g1(2). 3a oBaj 3aK/byUaK, JOBOBHO je A HOKAZKEMO A j€ MOIIHOM

h(z) == g1(2) f1(¢) — f1(2)g1(C)

wpeHTryky jennak wysm. [Ipermocrasumo cynporuo, h(z) # 0, 3a | f1(¢)] > |g1(¢)|. Onga
nocroju A € R mako ma h(\) # 0. ITocmarpajmo caa dbaMuInjy moJIHHOMA

2 [z + N A = th(z + N)g1(0)]
g1(A) f1(€) = tf1(N)g1(C)

[Ipumernno 1a je F(t, z) MOHUYAH TIOJMHOM CTEIIEHA Ny TavdKu 2z, U, 3a t € [0, 1] nmenmran

F(t, z):=

(t €[0,1]).

ue mecraje. [[lTaBure, npecrukaBama

1
e liz—o 274
z—= A

p:rz—

cy Omjeximje mpommupeHe KOMILTEKCHE PABHI C koje npecaukasajy R U {oco} y cebe, ropwy
noJIypasaH y Jomy, u 06payTo. Crora F(0, - ) mma cBe cBoje Hyse y JI0EB0] TIOJTyPABHHU, JOK
F(1,- ) necraje y ((—A)~!, mro je Tauka y ropmoj momypasuu. Ilo Teopemu 1.10, najmarme
jemna myma mopa cehn peasny mpasy kag t ume ox 0 mo 1. Hakute, mocroje t* € (0,1) u
x* € R raksu na F(t*,2*) = 0. Ogasae caenn na

91 (@) T+ [ <A (@) T+ A)| ako " #£0

u |by| < |an| ako je z* = 0. Y oba caydaja uMamo KOHTPAIUKIIA]Y. [



I's1aBa 2

KonBekcHu cKynoBu u
I'ayc-JlykacoBa Teopema

Hedbunnimja 2.1 (KouBekcuu ckymnosu y komiuiekcHoj pasuu) Cxyn K C C je
KoHeekcan ako 3a ceakxe dse mauke 21,29 € K u 3a csaxo t € [0, 1] saorcu:

(1 —t)z1 +tz € K.

n
Jlema 2.1 Axo je K C C xoneexcan cxkyn, n € N, z1,...,2, € K u Z)\j =1, npu vemy
j=1
jeXNj >0, 3=1,...,n, mada eadcu:

A2+ .o+ Azn € K

Zloxa3. IlpoBepaBamo na Jjiv TBpheme Baxku 3a n = 1. Heka cy 21,20 € K u A1 + Ao =1
upu gemy cy A, A2 > 0, ciean A\ = 1 — Ag. Taza, xkako je Ay € [0, 1], no Jedunnumju 2.1
BazKWU:
Az1 + Aozg = (1 — )\2)21 + Xaz9 € K.

Cama, mpermocTaBuMO 13 TBpheme Baxku 3a n. Jloxaxkmmo ma Baxm 3a 1 + 1. Heka cy

n+1
Z1y-y2ny1 €E K Z)\j =1, mpm wemy je A\; >0, j =1,...,n+ 1. Osmaumvo

j=1

N
j=1

Tama je A € [0,1] u A+ \y41 = 1. Ako je A = 0, Taga je Apy1 = 1 u cuenn na Baxu
AMzit. o A\zn A Anr12n41 = 0+ 1241 = zp41 € K. Ila mperniocrasumo na je A € (0, 1].
Taa Baku:

A An
Azl 4o+ A1zt = (1 — )\n+1> <A121 + ...+ Azn) + A+12nt1 € K,

A
jep je K xonBekcaH n Xlz1 +...4+ 22, € K 1o uHIyKTUBHO] IPETIOCTABIM, uMajyhu y

. A
) Aj A
BHzLyILaJeZ—:—zl.
= A A
[lo nmpunIUIY MaTeMaTUYIKe UHIYKIU]e J0Ka3yjeMo na TBphemwe Baxku 3a cege n € N. Wl

10



2 KOHBEKCHU CKVYIIOBU 1 TAYC-JIVKACOBA TEOPEMA

OBo TBpheme z3ampaBo 3HAYM 1A Cy KOHBEKCHW CKYIOBH 3aTBOPEHU 33 KOHBEKCHE
KOMOWHAIK]E CBOJUX €JIEeMEHATA.

Hedbunnnmja 2.2 (Kousekcan omorau) Konsexcarn omomay ckyna S C  C ce
depunuwe wa caedehu Havum:

C(S) = ﬂ{K : K je xonsexcan ckyn u S C K}.

Jlema 2.2 (Hajmamwn koHBekcaH ckym) Kowneexcan omomas Hexoe CKYna y KoMnaekcHoj
PAGHU Je HAJMAIU KOHBEKCAH CKYT KOJU 20 CGOPAHCU.

Hoxas. Heka cy 21,29 € C(S) u t € [0,1] npoussossru. Heka je K D S KOHBEKCAH CKYTIL.
Tana cy 21,22 € K, ma Baxku (1 —t)z1 + tz2 € K no Jedunannujn 2.1. Kako oBo Baxkn 3a
cBakn KouBekcan ckyn K D S, ciaenn na je (1 — t)z; + tzo € C(S). Bakmyuyjemo na je
C(S) xoHBeKCaH CKyII. [

Teopema 2.1 (Tayc-JIykacoBa) Cee nyse npeoz u3600a HEKOHCMAHMNOZ NOAUHOMG Y
KOMNACKCHO] PAGHU NPUNGJATY KOHBEKCHOM OMOMAYY KOJU POPMUPATY HYAE MO2 NOAUHOMG.

Hoxas. Heka je f(z) = ap2" + ... + a1z + ap TOJUHOM y KOMILJICKCHO] DaBHH, TJe je
n €N, a, # 0. Xolemo ga mokaxkemo aa cse nyse nojunoma f'(2) npunajajy KOHBEKCHOM
omoravy Hysa noanHoma f(z). Heka cy 21, ..., 2z, cBe Hyse, padyHajylin u BumecTpyKkocTy,
nommHoMa f(z) y kommiekcuHoj pauu. Heka je S = {z1,...,z,}, C(S) omrosapajyhn
KOHBEKCaH oMoTad u « Hysaa nomuroma f'(z). Axo je f(a) =0, Tama Baxn o € S C C(S).
[Ipermocrapumo ma je f(a) # 0. Ilpumernmo ma BayKwu:

n

f(z) =an H(Z - %)),

oTyJa

Crnenu na je

ay [[e-z)

f'(@) k=1 j#k

an, H(a — %)

i=1

—_

o
Il
I
Il

. (2.1)
-

o~

I

MR
Q

Konjyrosamem mperxosne jeanakocru (2.1), mobuja ce

Z —

o — 2>

0/1aTJIe BaXKu

11



2 KOHBEKCHU CKVYIIOBU 1 TAYC-JIVKACOBA TEOPEMA

Konauno, Heka je

Z:I loe — zk]
n
za cBe j = 1,...,n. Cajga, TUPEKTHO CJIEIH Z Aj = 1, na Baxxu ga je
=1

a=> Xz €C(9),
j=1

jep je C(S) koHBekcaH CKyTl. [

Jlema 2.3 Hexa cy [ u g noaunomu maxeu da |f(z)] < |g(x)| 3a cee © € R. Axo g uma
cee ceoje nyae y sameoperoj 20proj noaypasru, onda | f'(2)] < 1¢'(2)| sa Imz < 0.

oxas. Ilox npernocraBkoM Jeme, 3akpyayjemo aa | f(z)| < |g(z)| 3a Im z < 0, Ha ocHOBY
Teopeme 1.11. Kaxo je g(z) # 0 y orBopenoj 1ow0j nosypasau Hy, ciaeau jaa, 3a 6uio Koju
KoMILTeKcHu 6poj A mojyia Beher oj 1, mosimHOM

ha(z) == f(z) = Ag(2)

He nectaje y H . Jakie, on nMa cBoje HyJle y 3aTBOPEHO] TOpH:0j moaypasan Hyr. Ilo Tayc-
Jlykacosoj Teopemu, cse nyse nosunoma h'y raxobe sexe y Hy. Crora, f'(z) # Ag'(2)
ka7 rog je z € Hy w |[A| > 1. Oso je moryhe jeqmuo axo je |f'(2)| < |¢'(2)| 3a z € Hp, n,
CBaKaKo, 3a Im z < 0 Mo HEMPEeKUTHOCTH. |

Jlema 2.4 Hexa je K(S) cxyn ceuxr xonsexcnuxr xombunayuja esemenama ckyna S. Tada
je u K(S) jedan xonsexcan cxyn.

Hoxas. Taxne, nexa je K(S) ckyn enemenara 06/mka

Azl + ..+ Aza,

n
daceen €N, z1,...,2, €5, \; >0, j=1,...,n, npn gemy je Z)\jzl.

j=1
Yamumo npoussossre z,w € K(S) ut € [0,1]. Crenn

n m
= E Ajzj m w= E LWy,
j=1 i=1

SaHeKenmeN 21,.. VZny Wiy, Wy €5, 0 20,5=1,...,n, u; >0,1=1,...,m,

F,ZLQJQZ)\ —1HZMZ—1 Tana je

7j=1 =1

n

(1—-t)z+tw= Z( IRVES Ztuzwl,

=1

12



2 KOHBEKCHU CKVYIIOBU 1 TAYC-JIVKACOBA TEOPEMA

TIPU YeMy BaKu

n

SA=tN+D tui=1—1)> N+tY pi=1—t+t=1,
i=1 j=1 i=1

j=1

mTo gupekTHO noBmadn (1 — )z 4+ tw € K(S). llpema Tome, K(S) je 3ancra KoHBeKcaH
CKYTIL. |

IMocnenuua 2.1 Konsexcan omomay C(S) ckyna S je 3anpaso ckyn c6uT KOHEEKCHUT
KoMOUHAUUJa esemenama moe ckyna. Jlaxae, sasicu

Hoxas. Bynyhu na je C(S) KOHBEKCAH CKyT KOJU CaIp:Ku S, OH CAJPKH U CBe KOHBEKCHE
KOMOMHAIM]e eTeMeHaTa TOT CKYIA, jep Cy KOHBEKCHW CKYTIOBH 3aTBOPEHH 32 KOHBEKCHE
koMmOuHarmje ceojux enemenara. [la je C(S) D K(S). Ca mpyre crpane, y Jlemu 2.4 cmo
nokazamm ja je K(S) xomeekcan ckyn u K(S) D S. Kako je C(S) majmarmn KoHBEKCAH
cKyT Koju caapxku S, caenn na je C(S) C K(S). Bakmyayjemo C(S) = K(5). [

Teopema 2.2 (KapareoyiopujeBa TeopeMa 0 KOHBEKCHUM CKyrnoBuma) Hexa  je
S CCuzeC(S). Tada je z Konsercrua KoMbUHAYUIA NHEKA MPU eaeMeENMa CKYna S.

Hoxas. Kaxo saxu z € C(S) = K(S), 10 je z KOHBEKCHA KOMOMHAIIM]A HEKUX €JeMEHATA

ckyma S. Cnenn
n
Z = Z )\ij,
Jj=1

n
zameke n €N, z1,...,2, €5, X; >0, =1,...,n, Ipu 9eMy BaxKn Z)\j =1.3an <3,
=1
TBpheme Baxku. I[IpermocraBumo ga je n > 3. Taga cy BekTopu 29— 21, . . . , 2p — 21 JTHHEAPHO
zaucHu, Oyayhu na je n — 1 > 2. IIpema Tome, 3a Heke peantHe Opojese fio, ..., ln, KOjUI
HUCY CBU JeJHAKH HYJIU, BaXKN

n
> ni(z—z1) =0.
§=2
[Topex Tora, Heka je

n
M1 = —Zuj-
j=2

Ha ocnoBy mperxomHor ciemn:

n n n
D omjzi= Y pizi+ iz =y pi(z—21) = 0.
j=1 =2

Jj=2

Kaxko 6pojeBu py, ..., 4, HUCY CBU je/IHAKU HYJIM U KAKO BaXKu
n
> 1 =0,
j=1

13



2 KOHBEKCHU CKVYIIOBU 1 TAYC-JIVKACOBA TEOPEMA

TO je 6ap jeman on wux crporo Behn o Hyse u cTora, nedUHUIIEMO
. Aj Ai ,
a= min {ZL:p; >0 =" sanexo i€ {l,...,n}
1<j<n | Uy i

[TpumermMo 78 Taga BaXKn

n n n n
z = Z)\jzj = Z)\jzj - az,u,jzj = Z()\] - auj)zj.
j=1 j=1 j=1

=1
360r HaUMHA HA KOjU CMO jeduHUCAIN OPOj (v, 3aK/byUyjeMo Ja je
Aj—ap; >0, 3acsej=1,...,n

Taxobe je

J

n n n
N —am) =) Nj—ay p=1
=1 j=1 j=1
Kaxko Baxxkn

)\i — Qi = 07
TO je

z= Z(/\j — o)z

J#i
W3 mperxomor, ciean ga je z KoHBekcHa KoMmbuHammja n — 1 enemenara ckyma S. Ako je
n —1 < 3 nokas je 3aspmed. Unadue, ako je n — 1 > 3, moHaB/haMO IPETXOIHY TPOIEIYPY,
CBe JIOK He J001jeMO [peJiCTaB/hbathe TaYKe 2 KA0 KOHBEKCHE KOMOUHAIIN]e TP eJIEMEHATA
u3 cKyma S. |

Pacrojame m3melhy Tagaka z = x4+ iy u w = u+1iv, roe ¢y z,w € C u x,y,u,v € R usnocn

|2 —wl = V(z —u)? + (y —v).

Taga ce dujgamemap cxkyna S C C nedunumie va cienehu HaunH:

diam S = sup |z —w|.
z,weS

UcnocraBma ce ga je nmjamerap HEKOT CKyTa jeJIHAK MNjaMeTPy HerOBOT KOHBEKCHOT
omorada. Ila Baxu cienehe TBpheme.

Teopema 2.3 Hexa je S C C. Tuda saoicu
diam S = diam C(S5).

Hoxas. Kako je S C C(5), to muperrro Baxu diam S < diam C(S). Ca apyre crpate,
Heka ¢y z,w € C(S) npoumssospuo omabpanu. [TpumenoM mnperxognHe Teopeme MOXKeMO

3aK/byUUTH /13 C€ Z W W MOTY IPEJCTABUTH KAa0 KOHBEKCHe KoMOMHAIMje oJf 10 Tpu
3

3
enemenara ckymna S. CaMuM TUM, MOXKEMO THUCATH Z = E Njzj mw = g i W;, TAE CY
j=1 i=1

14



2 KOHBEKCHU CKVYIIOBU 1 TAYC-JIVKACOBA TEOPEMA

3 3
zj,wi € S m Aj, 1y > 03acse j,i =1,2,3, npu yeMy BaxKu Z)\j = Zm =1.
j=1 i=1
Tama Baxkn

IA
™
Q

|
g

7j=1
3 3 3 3

= DN |m Do mw| = DN >z — wi)
j=1 i=1 j=1 i=1

IN
Moo
i
kS
g
|
E

IN
[M]
>

A~

-
=

~

o

&

=

U

= diam S.
[Tpema TOMe, npesackoM Ha cynpemym 1o csuMm 2z, w € C(.S), crean

sup |z —w| < diam S,
z,weC(S)

OTHOCHO

diam C(S) < diam S.

Ha ocHOBY cBera mpeTxOHOr HATA3UMO
diam S = diam C(95),

ITO je U Tpebasio J0Ka3aTH.
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I'maBa 3

Peagun noanmuomu m JenceHoBa
TeopeMa

Axo nmomuaoOM f mMa peanHe KoedUIIHjeHTe, OHIa MOXKEMO M3BECTH HEKOJWKO TBphema o
HyJlaMa TPBOT W3BOJA TOT MOJUHOMA. 3HAMO [a aKO je HyJa MOJUHOMA BUIMECTPYKOCTH
m > 2 oHJA je HyJa OPBOT M3BOJA TOT MOJUHOMA, Y Ja/beM TEKCTY KPUTUYIHA TadKa,
pumectpykoctu m — 1. IllTapure, ako je f peajiHe BPeAHOCTH HA PEAJHO] TTPABOj, OHIA
o PosnoBoj Teopemu mnocroju 6ap jenna peasHa KpUTHYHA Tadyka u3Mmely 6mio koje JiBe
y3aCTOITHE PeasiHe HyJie TOT MOoJuHOMA. [Ipema Tome, ako f uMa YKyIHO k peasHuX HyJIa
yauMajyhn y o63up m mUXoBe BHINECTPYKOCTH, OHAa f mMa HajMame k — 1 KPpUTHIHHX
Tagaka. OBo Moxkemo npedopmyancaru Ha ciaegehn HAUWH.

Tephewe 3.1 3a noaurom ca peasrum xoeduyujenmuma 6poj KOMNAEKCHUL KPUMUSHUL
MANAKG MO2 NOAUHOMA He mooice bumu eehu 00 6poja Komnaexcrux nyaa moe nosurnoma. l

Y mperxonroM TBpHemy cBaka KOMILIEKCHA HYyJia UMa ¢BOj KoHjyrosaau map. OBo ce MoxKe
KOPHUCTUTU 33 U3BOheme 3aHUMJ/BUBOI pe3y/irara Koju Huje nokpuseH layc-JlykacoBom
TEOPEMOM.

Heka je f nosubom ca peannum koedurujenruma. O3HAYUMO Ca 21, ..., Zn HYJIE KOje
JIE2KEe y OTBOPEHO] rop0oj nosiypasuu. uckosu

D,:={2€C:|z—Rez,| <Imz,} (p=1,...,m)

Rez
\

®
®
®

N

Cauka 3.1: JencenoBu mmckoBu mosmuoma cremena 9. Hysme mommmoma cy ozmadene
TaUKHUIIAMa, 3 KPDUTUYHE TadKe, 3a0KPYKEHUM TAUKHUIAMA.

16



3 PEAJIHM IIOJIMHOMM 11 JEHCEHOBA TEOPEMA

he ce masuBatu JencemoBu guckou moaumHoma f. [lpumerumo nma cermMeHT KOju craja
KOH]yTOBAHW Map 2, %, GopMupa BepTUKAIHA mpednnk ox D, (Bugern canky 3.1).

Teopema 3.1 (Jeucenosa) Hexa je f noaunom ca peasnum woepuuujenmuma. Tada
KOMNACKCHE KpUMuuHe mayke nosunoma [ aeoce y ynuju ceur Jenwcenosur duckosq
noauroma f.

JHomarak. KommiekcHa KpUTHUYIHA TadKa JPYTe BPCTE JIEXKHW Y YHYPAITHBOCTH HajMarbe
jeaHor o JeHCeHOBMX JMCKOBA OCHM aKO je Y IUTamhy IPAHWYHA TayKa CBAKOT OJ HUX. Y
TOM caydajy f He MOXKe UMATH HUjeIHY PEaJHy HYJIY.

n
Hoxas. Heka je f(z) :=c¢ H(z—zj) nosmHoM crenera n € N rae ¢y 21, . . ., 2, KOMILIEKCHE
j=1
uyse moaunaoMa f(z). Kao m y mokasy ayc-Jlykacoe Teopeme nmamo

fiz) &~ 1
f(z) _ZZ*Z#

k=1

[IpernocTaBuMo J1a je w KOMILJIEKCHA KpUTHYIHA Tadka nosuaoMa f, tana je f/(w) = 0. Ako
je f(w) =0, onma je w = zx 3a HEKO k M w JiexKM HA rPaHAIM JEHCEHOBOr AuCKa oapeljeror
ca w = zg. 3aTo npermnoctaBuMo Ja je f(w) # 0. Heka je w = u +iv, u,v € R, v # 0. 3a
KOMILIEKCHY HYNY zx = « + 1y, x,y € R, Z je Takobhe nyna u zZ = = — iy. Onga umamo

1 1 1 1 2w — 2z

w72+77:77- — iy (w— )2+ ¢
. w—2p w—zx—iy w-—-x+iy (w—x)?+y

Kaxo je (w — )% + y2 = (w — x)? + y?, 1o je

Qw — 2 (2w — 22)((W — x)? + y?)

(ol 42 Jw-2?+ 7P

Cajia >keJTuMo 13 n3PpadyHaMo 3HaK UMAarnHApPHOT Jea OBOr m3pa3sa. [lomro je nmermmalg
peajiaH W ITO3UTHUBAH, JOBOJLHO je MOrJIeJaMO 3HAK MMArMHAPHOT jiejia 6pojuoria.

2w —2z)((W - 2)* +¢*) = 2((w—2)@—2)([@ - 2) +y*(w - z))
= 2(jw —zf*(@ - 2) +y*(w - 7))
= 2w —zP(u—iv—z) + 9> (u+iv—2)).
A nMarusapHu 1eo oBor Gpoja je
2(—vlw — z* + y?v) = 2v(—|w — > + ?).

OBaj n3pas nMa HeraTUBaH 3HAK —V jep CMO MPETTIOCTABUIN /3 je W BaH JEeHCEeHOBOT [INCKA,
ma CJIe I
y? < |w — x|

[TornenajMo caja 3HAK UMardHAPHOT Jiefla OBOT M3pas3a

1

w — 2k

17



3 PEAJIHM IIOJIMHOMM 11 JEHCEHOBA TEOPEMA

v caydajy ma je zxp = x € R. Tana je

1 w u—1iv—2x

—z
w—2 W—1r |w-—

UmarnHapHU 1€0 OBOT W3pa3a TavdHO 3HAK O/ —U.
Cana y cymnu

O_J;;((;U;))_iw—lzk_ > Im<w_12k>—|- > Im(wl +w—1zk> (3.1)

k=1 Im z;,=0 Im 2z, >0

“MaMO JIBE BPCTe HYyJIa, KOMILIEKCHE KOje MOry OuTH yrapeHe 3ajeH0 ca CBOjUM
KOHjYrOBaHMM [1aPOM M 3HAK KOjU MM OJI0Bapa je jejHaK —v U peaJjiHe Koje Takohe mmajy
MMajy 3HAK jeJHAK 3HAKY —vU. 3aK/bydyjeMo Jia HaIlla CyMa UMa 3HaK OJ] —vU, a KAKO 3HaAMO
ma je v # 0, cyma He Moxke 6utu mysa. Jlomasumo 1o korTpamukimje. Crora Halra Hysa w
MOpa HPUIAJIATH YHYTap WM HA IPAHUIM jeJIHOT 0J1 JEeHCEeHOBUX JIMCKOBA.

Hoparak ce siako jiokasyje u3s jejguadune (3.1). [

JeHceHoBa TeopeMa W IbeH JOKa3 J0BOJE 0 PAasHUX 3aHnM/pnBuX mnocaemuna. Ciremeha
TEOpEMA Ce MOYKE CMATPATH TEOPEMOM Da3/iBajarba.

Hocneauna 3.1 Hexa je f noaunom ca peasnum xoeduyujenmuma. IIpemnocmasumo
da je T* mauka na peaanoj npasoj uzsan ceur Jemcenosuxr duckosa noaumoma f. Axo
je f(x*) =0, onda y ceaxoj 0d noaypastu

Hi={z€C:Rez<z*} u Ho:={z€C:Rez>z"},
Opoj nyaa je jednar 6pojy KPUMUYHUL MaAYaKa.

Hoxas. Heka cy z; = x; +iy;, rae ¢y zj,y; € R3a j = 1,...,n, Hyne nomuaoMa [ 1
nedUHATITIMO

fi(z) := cH(z — xj — ity;),
j=1

rie je t € [0,1] u c uzabpano tako 1a je fi1(z) = f(z). Hame, Heka je €; yHuja peasine oce u
Jercermosux auckosa moaunoMma f;. 3a 0 <t < 1, ounmrsenso je ; C e1. [locneauma Baxxn
3a fo xao mocaenuia Pomose Teopeme. Kako ¢ pacre, Hyse moanHOMa f; € HEMPEKUIHO
nomepajy(Teopema o menpekumnoctu 1.10), amu ocrajy y €1.

Hame, y numby ma nobhemo ox Hi 10 He v oOpHYTO, KPUTHUHE TAUKe MTOJUHOME MOPA]Y

mpohn Kpo3 x*. Ao ce 0BO TIpBO JOroaW 3a t = s, oHma f; Mopa mMaTu Hyae Behe
BUINECTPYKOCTH y Tauku x, Hero mrro uMma fo. Agwu, 1o He O6m Omjao y Ckaagy ca
IIPeTIIoCTaBKaMa 0 ¥ u JepHHUIINJOM MIOINHOMA, fi. |

Kao nmammam mperxomHo]j MOCAeIUIN, HaBOAUMO cieaenn pe3yaTar.

Ilocneanua 3.2 Hexa je f nosunom ca peasnum woeduyujenmuma. Ilpemnocmasumo
da je ¥ mauka MG PeaAHO] NPaso] u3eaH ceux Jencenoeuxr Juckosa nosunoma f. Axo
je f(x*) # 0, onda y ceaxoj 0d noaypasru

Hi:={2z€C:Rez<z*} u Ho:={z€C:Rez>uz"},

6poj HYyAG je HajMmarbe JeOHAK OPOJY KPUMUYHUL MA%AKA, GAY 20 MONHCE NPEMGUUMY CAMO
3a jedny.
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3 PEAJIHM IIOJIMHOMM 11 JEHCEHOBA TEOPEMA

. . / . .
Aoxas. Hexa je n; Gpoj Hyna u n; Gpoj KpuTHuHEX Tadaka y Hj, rae j = 1,2. Iox
TPETITOCTABKOM OBE TIOCTENTIE He MOXKe TTOCTOjaTH HujeaHa Hysaa Ha Re z = x*, ma cremnen
noauHoMa f Mopa 6uTu ni+ng =: n. 3abepumo mosuTusHe OpojeBe a u b TOBOBHO BEJINKE
Jda ITPAaBOYTaOHUK F Ca TEeMEHUMa y TadKaMa

—a—1ib, ¥ —ib, 2" +1ib, —a+1ib

obyxBaTa HyJie U KPUTUYHE TA4YKe KOje Jieke y Hp aju ce He cycpehy HU ca jeJHUM O/
Jencenosux pmckosa nmosmuoma f. Ako ce z kpehe o I' y cmepy cymlpoTHOM 01 KazasbKe
Ha cary, oHJa je npema Teopemu o mpuaNUNy apryMmenara 1.8

f'(z)

A(T) arg ( = 2m(n] —ny).

f(2)
Kako Jencenosa Teopema Baxku 3a cBe z € I, onga mopamo nmaru A(T') = 274, rae je
¢ e {-1,0,1}. Opo mosnaun n1—1 < n} < n;+1. Anasorxo, sanazumo no—1 < nf < ng+1.
MebyTum HujesHa 0J TOPHUX IpaHMIa 3a N) u nf ce He Moxe nocrulim, jep GucMoO y
CYIIPOTHOM MMaJIn

ny 4 nhy >ny 4 ng = n,

MTO je KOHTPAIUKINja ca INHeHuToM na f nMa n — 1 KpUTUYIHy Tadky. |
[MTpumvenom Tlocmemmma 3.1 w 3.2 mBa myTa, MOXKEMO 3aK/bYYUUTH pe3yarare o Opojy

KPpUTHYHUX Tadaka Ha BepTukasHoj ocu. Ouu cy Jjake nociaenurie PojioBe Teopeme y
caydajy Kaj cy cee myse peanse. 3a wiycrpaiujy locmequna 3.1 u 3.3 sugeru Cauky 3.1.

Tlocneauna 3.3 Hexa je f noaunom ca peasnum xoeuyujenmuma u wexa cy a u b, a < b,
dse mauxe na R usean ceuxr Jencenosuxr duckosa nosunoma f. Osnauumo ca m 6poj nysra
u ca m' 6poj kpumuuruxr mavaxae na npasoj {z € C:a < Rez < b}. Tada

(i) M =m+1 axo f(a)=0 u f(b)=0;
(i) m<m'<m+1 axo f(a)=0 wau f(b)=0;
(iii)) m—1<m'<m+1 axo f(a)#0 u f(b)#0.
Hoxas. O3naunmo ca ny 6poj Hyna u ca n) 6poj kpurnunux tavaka Ha {z € C: Rez < a}.

Heka cy ng u n, onrosapajyhe nyne u kpuruure rauke va {z € C: Rez > b}. HososbHo je
pasmorpuru ciaeaeha rpu ciyuaja.

1% f(a) = f(b) =0

Oznaunmo ca kp Buriecrpykoct Hyne y tauku a. U3 [locaeuie 3.1 3akspyayjemo 3a
¥ :=apajens =nimuzaz*:=bmajens +ki+m=n]+k—1+m" Crora,

BaxKu (1);
2° f(a) =0, [f(b)#0

TMocnemuua 3.1 3a z* := a maje xa je m + ng = m' + nly. Ocum Tora, IMocneguna 3.2
3a 2* := b naje ga je ng — 1 < nf < ng. Crora m <m/ <m+ 1.

IMpumemyjyhin oBo Ha mosmaOM f(—2 + a + b), MOJA3UMO JI0 UCTOT 3AK/bYUKA AKO je
f(a) #0, f(b) = 0. Ila Baxkn (i);
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3 PEAJIHM IIOJIMHOMM 11 JEHCEHOBA TEOPEMA

3° fla) #0, f(b) #0

Bakspyuyjemo u3z Ilocaemuie 3.2 3a z* := a ma je ng —1 < nf < n; u 3a
z*:=bpmajens +m—1<n)+m <ny +m. Koubunanujom oBux HejesHakocru,
BUIUMO J1a Baxku (i47).

Y Ilocaemuim 3.3 xunoresa ga a u b HUCY cagp:xKaHe y JEeHCEHOBOM JUCKY je KJbydHA.
Bamcra, pazMoTpuMo momuHOM f(2) := x? + 4.

On nema mysa va npasoj S := {z € C: —1 < Rez < 1}. Kaga 6u ITocaeauna 3.3 moriia
na ce mpuMenu Ha ¢ = —1 u b = 1 ouyma 6um mosmHOM f MMAO0 HAJBUINE jeIHY KPUTHIHY
Tauky Ha S. AJn, OUUTJIETHO, TIOJUHOM [ WMa KPUTHUYHY TAUKy BUIIECTPYKOCTH 3 Y HYJIH.
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I's1aBa 4

Teopema I'pejca o anojlapHuM
IMOJMHOMUMA,

4.1 KpyKHU JOMEHU U TOJAPHU W3BOAN

Hexa je C MPOIIWPEHa, KOMIIJIEKCHA paBaH. AQUHO TPECIUKABAFHE
C—C
z—=az+p (a,8€C,a#0)

je bujekinja ¥ ca KOMIIO3UIMjOM ITPECANKABAKA Ka0 oleparujoM, gopmupa rpymy G,.
nuBep3ny GyHKIH]y 071 ¢ 03HAUaBaMO ca, ¢~ . Ejementu rpyne G, IpecKImKaBajy TUCKOBe
y AuckoBe u nojaypashu y nosypasuu.lllrasumre, 3a 6uno koja asa aucka Dy u Dy (nam
ouo xoje aBe mosypasau Hq u Hs), 6uao ma ¢y 0b6a oTBOpeHa uan 06a 3aTBOPEHa, TTOCTOjN
esleMeHT rpyne G, Koju ce mpecauKaBa WHjeKTUBHO 3 Dy y Dy (wnmm u3 Hy y Ha).

IIpomernom mpomens/buBe z ToaHHOMA [ CTemeHa 1 myTeMm TpaHcdopMaImje ¢ Koja
npunaga rpymu G, 3akmydayjemo ma g(z) = f(¢(z)), mTo je omeT MOJMHOM CTermeHa
n. Hyﬂe U KPUTHUYHE Ta4YKe IIOJUHOMa ¢ Cy TTOBE3aHC Ca HyJ/JIaMa W KPUTUYHUM Ta4dKaMa
nojimHOMa, f Ha BPJIO jeJlHOCTaBaH HAauMH. Tauka z* je HyJsia MOJMHOMA ¢ aKO M CaMO aKo je
©(2*) myna nommaoMa f; mcTo Tako ( je KPUTUYHA TAvKa MOJUHOMA ¢ aKO M CAMO aKO je
©(¢) kpuTHYHA TaYKa HOAWHOMA f.

Pammonanna dpyuxmuja crenena 1, kojy obuuno mazuBamo Mebujycosa rpancdopmarmja

C—C
(I az+
e
vz 49

(o, B,7,0 € C, «ad —~B#0) (4.1.1)

je takobe Omjeximja m dopmupa rpymy G., Koja caap:xku rpyny G, Kao omrosapajyhy
noarpyny'. Heka je C* o3nHaxa 3a CKyII CBHX KPyroBa M CBUX HPaBUX y PaBHH. 3HAYAjHO
je Ja cBako ¥ € G, mpecinkasa jenaH enemenT ckyma C* y jeman emement ckyma C*.
Kako je npeciukaBame 1 bujeknuja, caegu ja ce, y @, CBAaKM JIOMEH ¢nja TPAHUIA
mpunaga ckymy C*, TpecimkaBa y goMeH mcTor Twma. Takme momene hemo HaswBaTh
KPYHCHUM JOMEHUMA TIOJT YCIOBOM Ja CY OTBOpPEHU WM 3aTBoperu. CTora, HHje camMo
JMCK (OTBOpEH MM 3aTBOPEH) KPYKHU J0MeH, Beh je M HeroB KOMILJIEMEHT y OJIHOCY Ha
C, kpyxKHU JOMeH, TaKohe, OBO BayKU U 3a IMOJYpPaBaH.

by yIIOeHUITMMa KOMILIEKCHE aHan3e ejeMenTe rpyne Gq, ma 9aK u o1 §, 9eCTO HA3WBAjy JTUHEAPHUM
rpancdopmanmujama uako jmHeapaocr 3axresa Y = =0
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4.1. KPY>2KHUM JOMEHMU " ITOJIAPHU N3BOJU

3a 6uio Koja mBa kpyxkHa gomenHa K; m Ko, 6uno ga cy oba oTBOpeHa mjiam 0ba
3aTBOPEHA, MOCTOJU eleMeHT y G, Koju ce mpecankaBa wHjekTusHO U3 K1 v Ko. U3 oBOr
pasJiora, KpyxHe goMene hemo nedunncatu (popmannuje Ha caegelin HadnH.

Hedbununmja 4.1.1 Iodckyn npowupene KOMNAEKCHE PABHU J€ KPYHCHU COMEH, AKO je
O CAUKG 3ATNEOPEHO2 UAU 0TNEOPEHO2 JeduHUYHO2 JUcKka npeciukasara esemenama (4.1.1)
us epyne G, .

ITocmatpajmo monmaoMm f cremena n > 1. Axo je ¢ € G, \ G, ouna f(i(z)) Bume Huje
momaoM. Ajin, To Huje npobiem. Kako ¢ € G, 1) MOXKeMO 3amucar Kao

az+f3

= . 4.1.2

W) = S (84 ad) (4.1:2)
Crora, medunuiyhu moguHOM

9(2) = (24 0)"f(¢(2)), (4.1.3)

3aKJ/bydyjeMo na je moauHoM ¢(z) = f(a)z™ 4 ... cremeHa HajBUIE M; a CTENEHA N AKO W

camo ako f(a) # 0.

[Ipumernmo ma —J He MOXKe OUTH HyJIa TIOAUHOMA ¢ jep je moauaoM f cremena n. Crora,
aKo je z* Hyna nojquHoMa g, ouja 1 (2*) mopa 6uru Hyna nosmuoma f. Ca apyre crpane, ako
je w* myma mommHoMa, f, onja je v~ (w*) myma mommHOMa g, ocuM ako je ¥l (w*) = co. Y
TocTemeM CIydajy g je cTemeHa Mamer o n jep ¥~ (w*) = oo ako I caMo ako je w* = a,
mro 3xHaun ga je f(a) = 0.

Y by J1a OMUIIEMO KPUTHYHE TadKe TMOJNHOMA ¢, TIPBO padyHaMO

J(z) = n(z+0)"" f W)+ (z+8)" [ (=) (2)

ad — [
z+0

e <nf W)+ 2B <w<z>>)

= (240" (nf (¥(2) = (W(2) — ) f (¥(2))) -

Crnemn ma, ako je ( KpUTHYIHA TadKa TMOJMHOMA ¢, OHja je ¥ (() wWin HyIa ToJIuHOMA,

Fla,2) i=nf() - (z — a)f'(2), (4.1.4)
um ( = —d u F(a,z) je crenena mamer ox n — 1. O6pHYTO, aKo je w HyJa MOJHHOMA
F(a,z), onga je ¢~ '(w) xpurumuna Tauka moJMHOMa ¢ OCHMM ako je ¥ '(w) = oo. Y

Hmoc/TeilbeM ciryuajy, w = «, u omer f(a) = 0.
Osa pasMaTparba yKa3yjy Ha PeIeBaHTHOCT Au(EepeHIjaTHorT omepaTopa mpBor pea

d
D, ::n—(z—a)d—
z

U Ha 3Ha4Ya] ucnuTuBama Hyna ox Dy f, mro je mommaom F(a,- ) medunucan y (4.1.4).
Takobhe, MOxKE€MO TPUMETUTH 113

lim <1Daf> = f.
a—oo \

Mommnrom F(a, z) ce wecTo Ha3uBa 43600 NOAUHOMG [ y OFHOCY HA (X UK TOAAPHU
u36800 noauroma f ca nojsom y «. Ou je cremeHa HajBuiiie n — 1 U CTeneHa jeJIHAKOT
n —1 axo u camo axo f™D(a) # 0.

Csa nperxojiHa pa3marpama hemo cabparu y ciegehe Tepheme.
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4.2. JIATEPOBA TEOPEMA, IbEHE BAPNJAIIMJE N ITPUMEHA

Tephemwe 4.1.2 Hexa je f nosunom cmenena n > 1 u nexa je

Fla,z) :=nf(z) = (z = a)f'(2)

He206 noaapru u3eod y odnocy Ha o. Hexa cy v u g dame y (4.1.2) u (4.1.3).
Tada saoice caedeha mepherva:

(i) axo je z* nyaa noaunoma g, onda je Y(z*) nyasa nosunoma f;

(ii) axo je w* nyaa nosunoma f, onda je uau Y~ (w*) nysa nosunoma g usu w* = o u

f(a) =0;

(iii) axo je ¢ wpumuuna mauxa noaunoma g, onda je uau Y(C) nyaa noaunoma F(a,- )

uau ¢ = —6 u fD(a) = 0;

(iv) axo je w nyaa noauroma F(a,- ), onda je uau = (w) wpumunka manka nosunoma
g uauw=a u fla)=0.

IIpumenda 4.1.3 Ilpumemunmo da nocmoju 1 —1 xopecnodenyuja usmehy nwyaa nosuroma
f ugaxo f(a) # 0. Caunna xopecnodenyuja nocmoju usmehy wyaa noaunoma F(a,- ) u
KPUMUYHUT TAYKaka nosuHoma g, ako nonoso f(a) # 0 u dodammuo f(a) # 0.

4.2 JlarepoBa TeopeMa, IbeHe Bapujaluje 1 MpuMeHa

Kopucrehu moranujy 3a kKpyKHe mOMeHe, MOXKEMO KOHCTATOBATHU cjejehe eKBHBAJIEHTHE
dopmynanuje I'ayc-Jlykacose Teopeme

(I) Ceaku KpyzKHU JOMEH KOJU CAJpPKW CBE HyJIe MOJUHOMA [ , ajii HE W TAUKy y 0O,
CaJIPXKU CBE KPUTUUIHE TAUKe MOJUHOMA f.

(II) Heka je f mosmHOM cTemeHa n > 2 u HeKa je ¢ OUIJIO KOja E-EroBa KPUTUIHA TadKa
apyre Bpere, Tama je f(¢) = 0, amu f({) # 0. YV macrasky, weka je £ 6mao koja
mpaBa koja mpoJiasu kpo3 (. Tajga, obe oTBOpeHe MoJypaBHU UHja je TpaHUIlA TPaBa
L, cajgprke HajMarhe jeqHy Hy/Iy MOAUHOMa f OCHM aKO CBe HheHe HyJe Jiexe Ha L.

Crenehia Teopema yommrasa oBa TBphema.

Teopema 4.2.1 (Jlarep) Hexa je f noaurnom cmenena n > 2 u nexa je o € C.

(1) Kpyotcnu domen K xoju cadpotcu cee nyse nosunoma [, it He U mauky o, cadpoci
cee nyae noaaproz uzeoda noaunoma F(a,z) :==nf(z) — (z — a)f'(2).

(i) Hexa je ( # a nyaa noaunoma F(a, z) maxea da f(() # 0. Tada, ceaxu xpyz C xoju
npoaasu Kpo3 o u ¢ paszdeaja Hajmarbe 06e HYyAe NOAUHOMA [, OCUM GKO CEE OHE AEIHCE
na xpyey C.

az+1

loxasa. TlocmaTpajmo mpecimkaBame ¥ : 2 — , Koje je cnenujanan cayqaj ox (4.1.2)

7 J1epUHUAIITIMO

9(2) == 2"f (¢(2)) .
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4.2. JIATEPOBA TEOPEMA, IbEHE BAPNJAIIMJE N ITPUMEHA

U3 xunorese (i), cienn ma f(a) # 0. Ilo Tephemy 4.1.2, Hysie mosuHOMA g JI€KE ¥ KPYKHOM
nomery D = ¢~ 1(K), xoju me caapxu Tauxy y oo, jep a ¢ K. Crora, o rope HapeeH0j
eksuBaieHTHO] bopmynarmju (I) Tayc-JIlykacose Teopeme, cBe KPUTHIHE TAUKe MOTHHOMA
g rakobe siexxe y D. Taza. nonoso no Tephemwy 4.1.2, nyse noaunoma F(a, z) nexe y (D),
mro je ckyn K, ma tBpheme (i) BaxKm.

Tephewe (ii) je TpuBujaaHo ako je v HyJa nojuHoOMa f peja n.

Baro mpernocTaBuMo ma noamHoMm f wma Hyay (3, 8 # a um ga je ( HyJa MOJTHHOMA
F(a,- ), rakpa 1a ¢ # aun f(¢) # 0. Taga no Tephemwy 4.1.2, ¥ ~1(¢) je kpurnuna Tauka
[OJIMHOMA, ¢, aJii He W HyJa mojunoMa ¢. Ca jpyre crpame, IOJUHOM ¢ HE MOKe OUTH
He-Hy/la KOHCTaHTan jep mecraje 3a ¢~ 1(f). Crora, g je majumame cremena 2. Kako je
Y~ (a) = oo, kpyr C, Koju mposiasm Kpo3 a u (, ce ca ¢~ mpeciukasa Ha mpasy L Koja
npostasu kpos ¥ (¢). Caga npumenumo rpheme usnas (I11) xa nomunom g. Taga xesbern
pesyarar 3a mojuHoM f ciean y3 momoh Tephema 4.1.2. |

3a maru kpyxHEH AoMer K u mosmuOM f cTenena n > 2, cayda) (1) u3 Teopeme 4.2.1 xaxe
na, ako K¢ (kommaement Ky onmocy ua C) He canpxku Hyse ouHOMA, f, OH/IA HE CATPKA
Hu myse nommaoma F(a, 2) 3a cBe o € K¢. Kako je K¢ Takohe Kpy»KHHU JOMEH, MOXKEMO J1a
TTOHOBUMO TIPBH Jieo Jlarepose Teopeme y ciaegeheM eKBUBATIEHTHOM OOJHKY.

Teopema 4.2.1 a Hexa je [ nosunom cmenena n > 2 u Hexa je K npouseonsar KpysHcHy
domen xoju He cadpocu nujedny nyay noaunoma f. Tada

nf(z) —(z—a)f'(2) 20 (z€K,ack).

Cnenehu nokas ve Kopuctu l'ayc-JlykacoBy Teopemy.

Zloxas. Kako f mvma camo koragas 6poj Hys1a, MoxkeMo Halin jelaH OTBOPEH KPYXKHN JTOMEH
K1 D K rakas ga f(z) # 03a z € K. Y noranuju (4.1.4) ounrie Ho je 10BOJBHO JTOKA3ATH
na F(a,z) #03a 2z € K1 ua € K. Caza Heka je ¢ npon3BosbHA, aau (DUKCHA TAYKA Y

K1 u o3HauMMO ca 21, ..., 2y HyJe nojaunoma f. Quurienso, 3a v = 1,...,n, Tauke C
—z,
. oo ~ 1
npunajajy ckymy € koju je cauka C\ Ky 3a mpecaukasame w — ——. Jlako ce youasa
—w
ma je £ 3aTBOPEH JNCK, 3aTO jé W KOHBEKCAH CKyT. Kao TakBa, apuTMeTHIKa, CPEIUHA

n

1

1
C— 2z

3

v=1

takolje npunazga . Crora, mocroju Tadka w € C\ K; Taksa 1a

cBux n OpojeBa
v

10 _1§s 1 _ 1
n f(Q) nyzlc—zu (—w

1 1
Jacho je ma, ako o € K1 n a # (, oHJia * , Takohe u
(—w' (—«
10, 1
nf(¢) " ¢—a’
u3 qgera caean ga F'(a, () # 0. Amm ako je o = ¢ ounma F(a, () = nf((), urro je pa3auanto
o 0 1o 1periocTaBIiu. [ |
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4.2. JIATEPOBA TEOPEMA, IbEHE BAPNJAIIMJE N ITPUMEHA

Yumecto ga 6upamMo « u Tpaxknmo Hymy ¢ nogmaomMa F(a, z) y (4.1.4), moxemo omabparu ¢
u ozxpeauTn @ Tako ja noanHoMm F(a, () = 0. OBa jeqnadnna je 0unrieHo 3a/10B0/beHA 3a

f(©)
f1©Q)

Haxne, neo (ii) Teopeme 4.2.1 je eksuBasentan ciaejneliem TBphemby.

:C—n

(4.2.1)

Teopema 4.2.1 6 Hexa je f noaunom cmenena n > 2. Axo mauka (, Koja npunada
KOMNAEKCHO] PABHU, HUJe HU HYAG HUMU KPUMUYHG MaKe nosuroma f, onda ceaxu kpye

f(Q)
f'(¢)

C xoju nposasu xpo3 ( u . —n pasdeaja najmare dse Hyase nosuroma [, ocum aro

C6E HYAE AEIHCE HA C.

3a cnenehu jokas, Takohe, e kopucrumo l'ayc-JlykacoBy Teopemy.
Loxas. Hedpurummmo

f(©)
f'(¢)

—n

= Re” (R>0, 0<p<2n).

Kako kpyr C nponasu kpo3 ¢ u ¢ + Re'?, onga nocroju v € (B — g,ﬁ + g) TaKO j1a je
__ B
cos(f — 1)

aykuHa aujamerpa kpyra C. OBo HaM JI03BO/baBA, IPUKA3 KPyTa

cos(f — )
cos(8 =)

Tauka 2* = ( + rel®, tue je r > 0, nexu

C:{ZGC:Z:“R e, —g+v§9<g+v}‘

cos(o —
yaytap C ako u camo ako 0<7r < RM,
cos(B— )
(4.2.2)
cos(a —
Ha C ako W caMo ako T € {O,R(’Y)} .
cos(f — )
AKO 03HAYUMO Ca 21,. .., 2, Hyje HOJHHOMA [, OH/IA MOZXKEMO 3aIUCATH 2, — ( =: r,el
rne jer, = |z, — (| nway, € [0,2r) 3a v = 1,...,n. Kako f(¢) # 0 no xunoresama, cBu
OpojeBu 1, Cy TOBUTUBHU W BAXKHU
e 1) 1 z": 1 I el
R nf(Q) nitzm—-( nig o '
Mmuozkehn obe crpane ca e u u3jeqHavaBajyhu peasHe neose, 3aK/bydyjeMo
cos(f8 — 1 = cos(a, —
R n Ty
v=1
JlecHa cTpaHa je apUTMeTHYKA CPeINHA BeJIMINHA
cos(ay —
qy = M (v=1,...,n).
Ty
Ako mucy cBu jenHaku, onga nocroje m,l € {1,...,n} rako na
qm = lrgnuagxn qQu, q1 = lgygn qv,
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4.2. JIATEPOBA TEOPEMA, IbEHE BAPNJAIIMJE N ITPUMEHA

u
cos(ay — cos(8 — cos(ay, —
g= =) cos(B-y) coslom—7) _
T R Tm
Ogo 3raun, no (4.2.2), na z,, Jexu yayrap, a z; nssan C.
, . cos(8 — )
Ako cy cBu ¢, jenHaku, OHJA HLUXOBA 3aje/HUYKA BPEIHOCT MOpa OUTH — g M
(4.2.3). Crora, no (4.2.2), cee nysne nosmsoma f jexe Ha kpyry C. [

ITpumenba 4.2.2 Teopema 4.2.1 6 uma unmepeconmuy nNpuMeny Yy HYMePUuHko) GHAAUSY.
Hexa je f noaunom cmenena n > 2. Jla uspauynamo wysy nosurnoma [ ca epewskom od
najeuwe € > 0, Fbymnosom umepayujom

f(zk)

Rk+1 = %k — f/(zk)

(k=0,1,2,...),

MOdHCEMO Kopucmumu caedehe npasuao o npexudy umepayuje:
3aycmasumo umepauujy UM

‘ flar) | _ 2¢
f'ar)| —on
U NPUTEATNUMO
SRLY i (2k)
2 f'(zk)
Kao HYyaYy nosuroma f.
- . o f(zk)
Tada z uma orcemeny mannocm. 3aucma, z je uenmap xpyaa C, wuju dujamemap n el
2k
NPoAa3U KPO3 Zi U Zj — n;/izk)). Cmoaza, no Teopemu 4.2.1 6, nocmoju wyaa 2* NOAUHOMG
2k
[ ynymap uau na xpyey C u maxobe
|Z* _z‘ < 2 f/(zk) <e
2 | f'(2k)

JlarepoBa TeopemMa WMILTHIMPa KOPUCHY PEIMPE3CHTANM]y 3a JIOTAPUTAMCKH W3BOJ
TTOJTUHOMA.

Teopema 4.2.3 (Bomn) Hexa je f NOAUHOM CIMENEHA T €4 CEUM CBOJUM HYAAMO Y
kpyorcnom domeny K. Tada, 3a ceaxo ¢ € C\ K, nocmoju a € K, maxso da

/') n

0 = t—a (4.2.4)

Jloxas. 3a maro ( € C \ K, a gedunncano y (4.2.1) zanosomasa (4.2.4) u ¢ je Hysma
nosmuoma F(a,z) w3 (4.1.4). Ako a nexn Ban K, onga he, npema Teopemn 4.2.1 cBe
Hysne nosmHoMa F(a, z) nexaru y K, Tako ma ¢ He Moxe 6utn jemHa on mux. OBo je
KOHTPaIAKITI] . |

Teopema 4.2.3 kaxke ma, y cBakoj Tauku ( W3BaH KPYXKHOT joMera ) KOju cajpKu CBe
HyJIE N-TOT CTEleHa [MOJUHOMA f, BPEJHOCT JIOTAPUTAMCKOD U3BOJIA TOJMHOMA f je/THAK je
BPEIHOCTH JIOTAPUTAMCKOT M3BOA TOJIMHOMA YUjUX CE N HYJIA MOKJIAIA]y y OAToBapajyhoj
Tauku o € K, rie, HapaBHO, o 3aBucu o/ (.
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4.3. AIIOJIAPHOCT ITIOJINHOMA

AKo kpyxkHE moMeH K, KOju caIp:K1 CBe Hy/e NOIRHOMA f, HEUje CIOJBAIImBOCT IUCKA,
ouga f'(¢) # 03a ( € C\ K un taga je bynkumja

f(Q)

f1Q)’

nmara y (4.2.4), amanmurnuka y gomitemenTy ox K. IIpumermmo 7a o T€XKM KOHAUHO]
TPaHUYHO] BpeaHocTHu, Kam ( — 00.

Axko je K cromammocT mucka, oHga oarosapajyha momndukaimja oBUX pedrIekcuja
Takohe JOBOIM 0 Pelpe3eHTaryje JOTapUTAMCKUX W3BOJAA, Yy TEPMUHUMA aHAJATHIKE

1
dyukmuje. Caeneha Teopema naje xopucte mHbpOpManuje o GyHKIU ¢ : ( — —, ¥
!

(—>a=(—n

caydajy rie je K crosbalibocT OTBOPEHOT je/IMHUYHOT JIUCKA.

Teopema 4.2.4 (djynone) Hexa je f noaunom cmenena n 6€3 myaa Yy OMEOPEHOM
jedununrom Jucky . Tada

[z _ __ n (z € D),

F) 2= (0())

2de je ¢ anaaumuura dynryuje u |(P(z))| < 1.

Hoxas. Heka je ¢ € D. Onga Teopema 4.2.3 mosnaun na (4.2.4) Baxu 3a |of > 1.V
HACTABKY 3aKJbydy]jeMO

1
)= = T - nf©’

u Takohe, ¢ je parumonasina pyukuja u orpanundena ca 1 y . Koukperno, ¢ je anamntuaka
dbyukmnuja y D. |

4.3 AmnoslapHOCT TIOJIMHOMA

OBaj omemaxk je mocsehien merajpHOM MpOyUaBamky MojMa Koju fie ce KopucTuTh y ciegehem
o/leJbKy Jla Ou ce MpuKazao pe3yarar, JobujeH Kao mocjaefuria Jlarepoee Teopeme, uuju
O6I/IM CexXKe NAJICKO M3Had KPUTUYHNUX TaYaKad.

Hedbununmja 4.3.1 Jea noaunoma f u g, oba cmenena n, cy anosapHe axo

n

S (=1)" £ (0)g™ ) (0) = 0. (4.3.1)

v=0

n n
Axo cy aBa nonunoma gara kao f(z) = Z a2’ m g(z) = Zbyz”, ouma f)(0) = vla, u
v=0 v=0

g ) (0) = (n — v)!b,_,. Y macraBky, ycaos anosaproctn (4.3.1) je eksupasenTan

Z(—n”a”(bg)—” = 0. (4.3.1 a)

Haseaunmo mpso cieneha cBojeTBa KOja Cy OUHIVIETHE HOCIEANIE TepUHATIN]E.
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4.3. AIIOJIAPHOCT ITIOJINHOMA

(i) AmosapHOCT je cCHMeTpUYHA peJalmja; ogHOCHO, y (4.3.1) yiore moauHoMa f u g MOTY
OuTH 3aMerheHe.

(ii) Anmomapnoct je (y cymrruam) JuHEApHA PeJIAIija; OJHOCHO, aKo ¢y 00a moJmHOMa, fi
u fo anosiapHa mosmHOMY g U A1, A2 € C, orzma je moauuoM f = A1 f1 + Ao fo Takolje
aroJapad MoJIMHOMY ¢ TIOJI YCJIOBOM Jia Cy f W g WCTOT CTEIeHa.

(iii) Cpaku 1OJIMHOM HEIIAPHOD CTEIIEHA je allosiapaH caMmoM cebu.

AKo je JaT TOJMHOM ¢ CTEMeHa 7, OHJIA TMOCTOjU MHOTO MOJHHOMA, KOjU Cy AlMOJapHN
TOJIMHOMY ¢. YBODhemeM JruHeapHe PyHKITHje

Ag: f— i:(—l)”f(”)(o)g(”‘”) (0) =0, (4.3.2)
v=0

nedUHUCAHE HA JUHEAPHOM IIPOCTOPY Py, KOjU CAlIpKU CBE TMOJuHOME f CTeleHa HajBUIIe
n, BUAAMO 72 je [ amomapaH MOJTMHOMY ¢ aKO M CaMO aKo

Ag[f] =0 u f S ’Pn\lpnfb
3HauajHO U KOPHCHO CBOjCcTBO dyHKNHUje A, je omucano y ciaenehoj gemu.

Jlema 4.3.2 Hexa cy f u g noaunomu cmenena wajsuuie n u depunuhumo

F(2)i= flaz+8), G(:)=glaz+B) (@BeC, a#0)

Tada Pynruyuja (4.3.2) moorce bumu uspascena kao Ag[f] = o "Ag[F]. Konkpemno,
anoAaPHOCT, je 0vy6aHa nod aPurom mpParcHoPMaUUIoM KOMNAEKCHE PAGHU.

Joxas. Kako je FM)(0) = o* fM)(B) i GP=)(0) = o™ Y¢("¥)(B), Buammo ma

n

AG[F] = o™ Y (=1 F(8)g" ) (8)

v=0
Cajia je J0BO/BHO MOKA3ATH /13, IECHA CTPaHa He 3aBUCH 0 (. YcTBapu, nudpepeHyjanija

v ogHocy Ha 3 maje ma

P~ S (5B ) + V) ))

v=0

= " (F(B)g"V(B) + (-1 F D (B)g(8))

IIITO HECTaje, IOIMTO ¢y f M ¢ CTEeNeHa HAjJBUIIE 7. |

Ipumenda 4.3.3 Jlema 4.3.2 nodpasymesa da je

n

Y (D) (2),

v=0

nocmampana kao dynkyuja 00 z na C, xoncmanma. Jaxae, y (4.3.1), useodu ce mozy
ysemu y npoudsonnoj maywku ¢ € C, ymecmo y 0.
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4.3. AIIOJIAPHOCT ITIOJINHOMA

IIpumenda 4.3.4 Hs (4.3.1 a) je jacnwo da, axo cy dsa noaunoma [ u g cmenana n
1 1

anosapha, onda cy anosaphy u 2" f () uz"g () , MO0 YCAOBOM 04 CY HUTOBU CMeENneH
z z

jednaru n. Kaxo ce ceaxa mpancghopmavuja

az+p
vz + 46

(ad = By #0)
Mooice Jobumu KOMNO3UYUJOM MPpanchopmayuje obauka
1
z—=az+ 0 u z— —,
z

jacno ce 6udu da anoaAapHOCT NOAUROMG [ U § NOOPA3YMESA AMOAGPHOCT. nosunoma F u
G, dame ca

F(2) = (v2 + 0)°f (“z 5 )

vZ+0 G(2) := (v2 +0)"g (O‘ZJFB)’

vz + 0

nod yeaosom da cy u F u G cmenena n.
Cuenieha jiema cyrepuiiie j1a anoJgapHOCT MOXKJIa UMa Be3e €a 3aje JHUYKUM Hy/IaMa.

Jlema 4.3.5 Hexa cy f u g nosunomu cmenena Hajeuwe M, €4 3aJEOHUNKOM HYAOM 1
mauku 2*. Ipemnocmasumo da je cyma GUWECTNPYKOCTU HYAs nosuroma f u g, y maukuy

z*, eeha 0od n. Tada
n

Aglf] =D (=) f(0)g" ) (0) =0,
v=0
U noauromu f u g Cy anosapru nod Ycaosom 0a cy 06a NOAUHOMG CMENEHAa M.

Jloxas. Ozmauumo ca k, BUIleCTpYKOCT HyJie 2z*, Kao HyJay moiaumHoma f u ca [,
BUITECTPYKOCT HyJe 2*, Kao HyJIy TOJIWHOMA ¢, W3 TMPETIocTaBke, 3HaMO na k + [ > n.
Kopucrehu lpumendy 4.3.3 moxeMo 3amnucatu

Aglf] =D (=1 f¥(0)g" ) (0) = > (=) £ (z")g " (2"). (4.3.3)

Cana, axo je v < k, ouma f)(2*) = 0; aym ako je v > k,omgan—v < n—Fk < lu
g V)(z*) = 0. Jakue, cBu ycioBu ca jgecHe crpame jeasaxocru (4.3.3) mecrajy, wmro
nokasyje ma je Ag[f] = 0. [

Cajia MOYKEeMO OTIMCATH CKYTI CBUX TIOJUHOMA KOJH Cy amoJapHW 33 JATH TOJTUHOM ¢ ¥
CMHUCJY BeTOBHUX HYyJIA.

k
Teopema 4.3.6 Hexa je g(z) = by, H(z—Zj)mf, ede cy 21, - . ., zn € C pagauvumu, b, # 0,
j=1
k
m; ENsaj=1,....ku ij =n. Tada nosunomu
j=1
k mj—1 k
)= ciulz —z)" " D cio#0], (4.3.4)
j=1 p=0 j=1
edecjy, € Csaj=1,....,k, p=0,....,mj — 1, npedcmasnajy cxyn c6us anoAGPHUT

NOAUHOMA MOAUHOMY (.
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4.3. AIIOJIAPHOCT ITIOJINHOMA

Zloxas. Caku moimHOM 0OJIHKA

mj;—1

fi(2) =) cjulz — )" " (4.3.5)

pu=0

HMa zj Kao HyJy BANICCTPYKOCTH Hajmame n — mj + 1. dakne, Jlema 4.3.5 nmogpasymesa
k

na je Ag[fj] =03aj=1,...,k Taxo Ay[f] = ZAg[fj} = 0 . Ilomrro, criopeaau ycaoB
j=1

k
Z cjo # 0 m3 (4.3.4) rapauryje z1a je f cremena n, cBaku nosunoM obsuka (4.3.4) je 3aucra
j=1
arosiapad noguaoMy ¢g. Ocraje Ja MOKazKeMo jOIl Ja He I0CTOje JPYTH TIOJIUHOME HheMy
AToTaPHHA.

®ynknuja Ay HEje UACHTUYKH jeJHAKa HYJH, jep, 3a HOJIHHOM

- VW v
h(z) == 2}(-1) QT,Z ,

n 2
nvamo ga je A)(0) = (—1)"g0=(0) u raxobe Ag[h] = 3 ‘g(”_”)(())‘ > 0. Ipema
v=0

CraH/Iap/HOM pe3y/aTary JiMHeapHe ajreOpe, jesrpo dynknmje Ay, Koje je CcKyl CBHUX
nomioma f € P, u 3amoBosbana Ag[f] = 0, je smHeapun moampoctop V, aumensuje n.
[Moaunowm f, anosapan moJuHOMY ¢, MOpa npunagatu V,. llo Jlemn 4.3.5, mosuaoMu

fin(z) = (z—z)"# (j=1,....k, p=0,...,m;—1)

npunanajy Vp. llomTo nocroju ykynno n moiamnHoma fj,, JOBOJbHO je Ja IHOKaxKeMo Ja Ccy
OHU JTMHEAPHO HE3ABUCHU.
IIpernocraBumo cynporHo, ja

k mjfl

Z Z ¢ufin(z) =0,

Jj=1 p=0

n
a J1a CBHE KOCDUIM]eHTH ¢, HACY jeJHAKH HyIu. AKO 3alUIIeMO JIeBY CTPAHy Kao E L,z",

v=0
ouga mopamo mMmatu L, = L, 1 = ... = Lo = 0. Tlomrro
k mjfl
n—p n—pu—v
L, = —z )V TH ; =n,n—1,...,1,0),
>3 (", e e )

rae je (n v “) MPeCTaB/beHO Ka0 HY/Ia Kaja vV > N — (4, CJIEAN 13 CUCTEM

m;—1

k

n — o —
9 S (it (S S VT
j=1 p=0

OZ M JeJHAYMHA Ca N HEIO3HATHUX T, MM

Tju = Cju (j:l,...,]{:7 N:07u-7mj—1)



4.3. AIIOJIAPHOCT ITIOJINHOMA

HeTpuBHUjaaHO permemne. Jlakae, merepmMmunara oBOT cucTteMa Mopa Hecratu. Fbeme xomone
cy

_ n—1 n n—1 _ n—2 n — 1 n—2 _ n—m.: n — mJ + 1 n—m;
(—1) <n—1>2j (-1) (n—?)zj o (=1 J( n—m, z; ,

e j = 1,..., k. Jerepmunara jeqHaka Hy/IU TOAPa3yMeBa 13, HETPUBUjAJTHOM JITHEAPHOM
KOMOWHAIIMjOM PEeIOBa, MOXKEMO [a TeHEPHUIeMO pPeI HYJITHX yHOCa. HKKBUBaJIEHTHO,

TTOCTOJH TTOJTUHOM
n—1
o) =0 (0)a
v
v=0

KOjU HUje WJEHTUYKH jeTHAK HY/JU TaKaB J1a

(=) (n—p+D)pW(z)=0 (G=1,....k p=0,...,m;—1).

k
Tako 6u p UMaI0 yKyITHO OJT HAjMAFHE E mj; = m HyJa, IWTO je Hemorylie, jep je cremen
Jj=1
ToJIMHUMA p HajBute n — 1. |

PeneranTrocT anorapuocTy y Be3u ca JlarepoBoM TeopeMoM AeMOHCTPHUPA ce caeaehum
pPE3YITATOM.

Jlema 4.3.7 Hexa cy f u g anosapru nosunomu cmenena n. Tada, wiv nosunom g uma
nyay 2¥ maxsy da cy

F(z*,2) i =nf(2) — (2 = 2")f'(2) u g«(2):= 9(2) (4.3.6)

z— z*

ANOAAPHY NOAUHOMY cmenena N — 1 uau [ u g umajy 3ajednusky nyay.

k
Hoxas. Heka je g(z) = by, H(z — z;)™, e ¢y z1,...,2, pasnmuantu 6pojesu. Taza 1o
j=1
k
Teopemu 4.3.6, f mopa 6utu obuka f = Z fj, voe

j=1

m]-—l

fi(2) = > cjulz—z)" " (G=1,....k).

=0
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4.4. TPEJCOBA TEOPEMA

Caga, Heka je z* 6mIo Koja HyJsia moJnHOMa g. YBohemem nosmHoma (4.3.6) u gedunncamem

F;i(2*,2) ==nfj(z) — (2 — z*)fjl(z),
MOZKEMO 3aIIUCATH

F(z"2) = nf(z) = (2= 2")f'(2)

k

k
= nY fi(2) = (z=29)>_ filz) =) _Fj(z",2).
j=1 j

Jj=1 J=1

Ounrnenno, Fj(z*, z) je moamuoMm crerena Hajsuiie n — 1y Taduk| 2, ca Ta9KOM Z; Kao

HYJIOM UHja je BHINeCTPYKOCT HajMame n — m; + 1 KaJa zj = z* u HajMame n — m,; KaJla
* * 4

zj # 2. TIpema Tome Fj(2*, z) je obimka

il m; aKko z; # 2%
F;(2*,2) = Z Yju(z — 2)" Y n;=< "7 R
s m; —1 ako z; =z

k
Oso 3uaun, o Teopemnu 4.3.6, na je moamnom F'(2*,z) = Z F;(2*, z) mehy nosmumnomuma

i=1
k
AroNIaApHUM TIOJTHHOMY by, H(z — 2;)" = g«(2), nox ycnoBoM ga je F(z*,- ) cremena n — 1.
=1
n—1
Ha oapeaumo crenen nosmuoMa F(z*)z) =: Za’;z”, HOPUMETHMO J1a Ce 4 | MOXKe
v=0
U3PA3UTH KA
~1
o _F0) + 2 M(0)
Qp_1 = .

(n—1)!

Crora, anoiapHOCT ocTaje Kaja Hy/lIy 2* mojmHoMa ¢ ogabepeMo Tako aa a,_q 7# 0.

F0(0)
Fm(0)

nomuoma g u g(z) = by (2 —2*)". Cana, Teopema 4.3.6, nokasyje ja CBaku MOJTMHOM KOJU je
aroJiapaH MoJuHOMYy ¢ uMa, Hysry z*. Ilpema Tome, 2* je 3ajegauaka uysna moanuoma f u g.

Ako a}_, Hecraje 3a cBaky Hysy z* mosmnoma ¢, OHJA je 2F = — jeanHa Hy1a

4.4 T'pejcoBa TeopemMa

Cajma cMo copeMHM 3a jeJlaH Of] HajBaKHUMjuUX pe3ysarara. Kao mro cMo Buueau y
IIPETXO/HOM OJle/bKY, alloJIaPHU II0JIMHOMMU HE MODPAjy MMaTH 3aje/HuyKy Hy/y. MeDhyrum,
Baxku cregehn ognoc namel)y muxosux myna (3a miaycrpanujy, Bugern cauky 4.1).

Teopema 4.4.1 (I'pejc) Hexa cy f u g anoaapnu nosunomu. Tada, ceaxu xpyotcrnu domen
Koju cadpocy cee Hyae jedHoz 00 NOAUHOMG, CGOPHCU HAJMATbE JeOHY HYAY OPY202 NOAUHOMG.

Zloxas. Jloxazahemo Teopemy MPWHIUIIOM MaTeMaTWdKe WHIyKImje. IIpBO mposepaBamo

na sim TBpheme Baxku 3a n = 1. Ako ¢y f(z) = a1z + ap u g(z) = b1z + by amosapuu

. . ag bo
MOJIMHOMHY cTenena 1, onja je agby — a1bg = 0 u uMajy 3ajeHUUKy Hy1y 2° = —— = ~h
aj 1
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4.4. TPEJCOBA TEOPEMA

Cumka 4.1: Hyne u ckynoBu kouekcHux KomOuuarmja K(f) u K(g) maposa amosapHux
nommuoma f u g crenena 8. Hyne mosmroma f cy o3nadene taukumama, a HyJ€ MOJTUHOMA
g 3Be3unama.

TIpermocTaBmmo cama ma TBpheme BaxkKm 3a TOJWMHOME cTemena n — 1 > 1, Tpeba ma
JIOKaKkeMo j1a Baxku 3a n. Heka cy f u g anosiapHu moJinHOME CTereHa n u Heka je JC KpyKHu
JTOMEH KOjU Cap:KU CBe Hy/Te TOMMHOMA ¢. AKO f U g Majy 3ajeTHUTKY HY/Ty, OHIa HEMaMO
mITa J1a Jokasyjemo. ¥ cynporaoM, mo Jlemn 4.3.7, nocroju Hya z* MOJMHOMA ¢ TaKBa Ja
cy moymmaomu F(2*)- ) u gy, nedurncann y (4.3.6), anonapuau u 06a cy crenena n— 1. Kako
CBe HyJIe IOJMHOMA g, JexKe y K, 3aK/bydyjeMo, Ha OCHOBY UH/yKTUBHE [IPETIIOCTABKE, J1a
F(z*,- ) uma najumame jenny nyny y K. ITo Teopemu 4.2.1 a, oBo He 6u 6uao moryhe 3a
z* € K ako f mma cBe cBoje myse u3san K.

Konauno, npumehyjemo Jia y IpeTxoJHuM pasMarpabuMa yiore nojuHoMa f u g Mory
OuTH 3aMemeHe MOTITO je armoJapPHOCT CUMETPUIHA peslallnja. [

Teopema 4.4.1 xake, eKBUBAJIEHTHO, /1a CE€ HyJie IBA AIOJaPHA MTOJUHOME, HE MOTY
Pa3IBOJUTH KPYTOM. Y CTBapHU, HE MOTY Ce Pa3ABOJUTH FPAHUIIOM KPYKHOT JIOMeHa, K0ja je
WM KPYT WU TIPaBa. ¥ 0BOj CUTYAIMju, JOBOJLHO je pehu Kpyr, jep ako cy HyJe pa3iaBojerne
IpaBOM, OHJIA, Ka0 MITO jeé TeOMETPHjCKU OUHIJIEJHO, MOCTOJU U (JOBOJBHO BETUKH) KPYT
Koju mx pazzasaja. Osmauasajyhm, kao y [maBm 2, cKym CBHX KOHBEKCHWX KOMOWHAITHja
eJleMeHaTa, CKyIa KOju caJap:Ku cBe Hyse mosuuoma f ca KC(f), Mmoxkemo HaBectn coesehy
nocnenuiy I'pejcose Teopeme.

Ilocnemuna 4.4.2 Hexa cy [ u g anoaapru nosurnomu. Tada K(f) N K (g) # 0.
Hoxas. Axo naro tBpheme He BayKku, OHAA OW TOCTojasa mpaBa Koja pasasaja K(f) u
K(g). Haxne, nyne nomuaoma f 6u jexkasie y KpyzKHOM JOMEHY, OJHOCHO, MOJIyPABHU Y

K0joj HeMa HyJa MOJIMHOMA (. |

I'pejcoBa Teopema je mpumermena u mpedopMmyancana na pasue maunne. Mebhy meroBmm
Haj3aHUMJ/BUBUJUM €KBUBAJEHTHUM OOJIUITMMA je U cjeeha TeopeMa.

n
Teopema 4.4.1 a (CeroBa teopema KoHBoustytmje) Hexa je f(z) = Zayz” NOAUHOM
v=0
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4.4. TPEJCOBA TEOPEMA

CMENEHA T, YUJU KOePHUUUTEHMU 360060.5A6G]Y NUHEADHY DEAAUUTY
lnao + ln—1a1 + ...+ lpa, =0 (I, #0).
Tada nosurom f uma wajmare jedny HYAY Y CEAKOM KPYHCHOM OOMEHY KOJU CadpoCy cee
HYAE NOAUHOMG .
o(z) = ;)(—W(Z) 2"

Zloxas. Tlox mpermocTaBKOM OBe TeopeMme, JIAaKO Ce 3aK/bydH Jia Cy TOJUHOMHU f U
anosapuu. [Ipema Tome, oBa Teopema je mociennma Teopeme 4.4.1. |
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I'maBa 5

Kommiekcan anaJjior PojoBe Teopeme

Axko je f: [a,b] — R qudepenimjabunna dyukuuja u f(a) = f(b), orna nocroju & € (a,b)
takBo za je f'(£) = 0. Osa kinacnuna PosioBa Teopema Bullle He BaxKu, YKOJUKO f uMa
KOMTIJTEKCHY BpeaHOCT. 3amcta, ako je f(z) = €7 omma f(—1) = f(1), amm f nema
HUjeHy KPUTUYHY Tauky. llommHom cremena m > 2 He MOKe OMTH JIMINIEH KPUTHIHUX
TavaKa, ajiu 3a nm > 3 MOXKe Ce JIeCHTH Jla HUjejHa Tadka He Jexu Ha [—1, 1], yak u ako je
f(=1) = f(1). Ha npumep, mouHoM

f(z):= (z —ictg%)n

CTeleHa N MMa CaMO jeTHY KPUTHIHY TadKy; OHA JIEXKHW Y TaUKH ictg E, nako je f(—1) =
f(1). Amm onga, Kosmko janeko ox [—1, 1] mory siexkaru cse KpHTI/IqHE;rZ TauKe IMOJIUHOMA, f
cremena n, ako je f(—1) = f(1)? Oarosop je mar y crenehoj Teopemn, Koja Kaxe [a
sarBoper jquck D, = (z€ C:|z] < ctg% CajIpXKu HajMarbe jeJHy KPUTUIHY TadKy.
Moxke ce aecutu Jia HujeHA OJ BUX HE Oyie y yHyTPalmmbocTu Aucka Dy, Kao Iro cMo
BUJIEJIN y TIPUMEDY.

Teopema 5.1 (I'pejc-XuByxn) Heka je f noaunom cmenena n > 2. Axo cy z1,29 € C
6un0 Koje d8e PA3AUMUNE MANKE Y KOJUMA NOAUHOM [ uma ucmy apednocm, onwda Juck

T
~ctg}
n

Honmarak. llox ycioBuMa faTe TeopeMe, CBAKM KPYKHU JTOMEH, KOJU CAAPXKU CBe TadKe
obJinka

Atz
2

21— 22
2

D(z1,22,n) = {ZEC: ‘z <

CAOPAHCU HAJMATHE JEOHY KDUMUSHY MAHEKY NOAUHOMA f.

1
5((21+ZQ)+1(21—22)~ctg%) (v=1,....,n—-1)

caIpKu HajMaibe jJeqHy KpUTHUIHY Tadky moanaoMa f. [locebHo, Hujeama o ABe 3aTBOpEHe
TTOJTyPaBHU, 9UHja, je TPAHUIIA CHMETPAIa CEIMEHTA 21, 22 , HUj€ JINIIeHa KPUTHIHUX TAIaAKa.

Aoxas. Kopucrehn aduny tpancdopmarujy

z_>22—21 Z+2’1+22
2 2
MOXKEMO C€ OUPAHUYUTHU Ha CIIENUjaIal ciay4daj rie je 21 = —1 u 29 = 1. 3anucyjyhu uzsoze

Kao

fl(z)=ao+aiz+... +a,_12" 1,
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5 KOMIIJIEKCHM AHAJIOT' POJIOBE TEOPEME

UMaMO

1
0= f(1) - f(~1) —/_1f’(t)dt— %0+ 2>+ Sast ...

Caja, nupumemyjemo Teopemy 4.4.1 a na nonunom f’ crenena n — 1. Hberos anonapuun
TTOJTMHOM (0 TIPEJCTABHAMO

olz) = (=1t (22"—1 + <n N 1) %z”_?’ + (n . 1> %z"‘5 . )
- %(—1)”—1 <<T> Ly (g) 3y (Z) P >

(_1)71—1 n n
= ——(z+1D)"=(z—=1").
n
) v
Hberose nyme cy —ictg— 3a v = 1,...,n — 1. Ilpema Tome, mo Teopemu 4.4.1 a,
n
CBaKM KDPYXKHH JOMEH KOjU CaJp:KI CBe OBe TadKe, CAAPKH TaKohe W HajMame jeaHy
KPUTUYHY Ta4Ky IIOJIMHOMA f HajMal—bI/I KPYy2KHU JOMEH OBC BPCTE je OYHUIVICAHO OUCK

T
D(—-1,1,n) =4z € C: |z] <ctg— . OBuM CMO JOKA3a/IN TEOPEMY U J0/aTaK. |
n

Teopema 5.1 mogpasymesa ma, akO MOJUHOM CTEMEHA N > 3 HEMA KPUTUIHUX TAIaKa

vV 3aTBOPEHOM JHCKY TOTYIPETHUKA T, OHJA Ta] IMOJUHOM He MOYKe UMATH UCTY BPEIHOCT
. s
y JBe AUjaMeTpajHO CYIMpPOTHE TadKe KOHIEHTPUYIHOT IUCKa moaynpednuka rtg —. On

n
BEJIMKOT je 3Havaja YTBPAUTH KOHIIEHTPUYAH JUCK, TAKaB /a [ HE MOXKEe MUMaTh HCTY

BPEIHOCT y OMI0 KOje IBe TadKe TOT JUCKA. JacHO je 1a he To moBecTu A0 JOBOJHHO KOPUCHOT
yCJIOBa Jia MOJUHOM OyIe jeIHOBaJIeHTaH HA JUCKY.

Teopema 5.2 (Kakeja) Akxo noaunom cmenena n  Hema KPUMUYHUL —MAYAKG Y
304MBOPEHOM QUCKY TNOAYNPEYHUKG T, OHOG j€ OH JEOHOBUACHMAN Y KOHUEHIMPUYHOM,
m

34MEOPEHOM JUCKY NOAYNPEUHUKA T SIN — .
n

. T .
Hocaeanna 5.1 Koncmarwma sin — He wmooice bumu 3amerena eefium Opojem. 3aucma,
n
NOAUHOM
i n T\
f(z):=(z+ren) — (rcos—
n
. . in
UM CAMO JeOHY Kpumuuny mayxy, xoja je pedan — 1 u sesrcu y —ren, aau
... T .o 2ni T
f (—I’I”SID —) =f <1re n SlIl*) =0,
n n
.
na nosuHom f uma dee wyse modyaa rsin —.
n
ZJloxasz Teopeme 5.2. /lokazahemo exBUBaJIeHTHO TBpheme, Ja, ako OOJIUHOM f uMa

UCTY BPEJHOCT Yy JIBE DA3JNYMTE TadKe 3aTBOPEeHOr nucka K (r) mogynpedHuka r, OHjia
MOJTMHOM f MMa HajMame jeJIHy KPUTUYHY TadyKy y KOHIEHTPUYHOM 3aTBOPEHOM JUCKY
T

MOJIYTIPEIHAKA ——— .

n
Baucra, no Teopemu 5.1, yauja U cBux nuckosa D(z1,29,n), ca Taukama 21 U 2z Koje

aexe y K(r), caapku HajMame jeHy KpuUTHUIHY Tadky moamnoMa f. [la oapeammo U,
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5 KOMIIJIEKCHM AHAJIOT' POJIOBE TEOPEME

Arcos T
n

AT
" I N

Cumka 5.1: Jlokas Teopeme 5.2 (Kakeja).

sarmmcahiemo ra kao U = U V(A), tae
0<A<1

V(A) = U {D(Zl,zz,n) : 21,22 € K(1), 212_7422| = )\}_

Ckyn V(M) je muck, xoumenTtpuvan ca K(r); meropa rpaHuiia je oMOTad CBAX JTHCKOBA
D(z1,22,n) TakKBUX Ja Cy 2] W 22 eKcTpemHe Tadke TermBe ox K(r), myxkumme 2Ar. 3a
nosynpedank p(A) o V(A), vamasumo ga (Bumern Camky 5.1)

p(A)zr(Vl—)@—i—Actg%) 0<A<).

. . r
Konauno, mpocra KaJakyaanuja mokasyje ga p(A) < p (cos %) =—F. |
sin ©
n

[Ipucryn kopumihen 3a Teopemy 5.1 jaje nuckoBe Koju cajipxke 6ap jeJIHy KPUTUYHY TAUKY.
Ocrasm TUTIOBU [TOMeHa Takohe Mory O6uTH WHTEpeCaAHTHH.
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Cnoucak cumMooJia

arg z
CX
C(Q)

COS

ctg

apryMeHT KOMILJIEKCHOT Opoja z

KOMTIIJIEKCHA DaBaH

C\ {0} mpobymrena KOMILTIEKCHA paBaH

C U {oo} npommpena KOMIJIEKCHA, PABAH

menpexuane dyukmje y obmactu €2

TPUTOHOMETPHUjCKa PYHKIN]a KOCUHYC Y KOMIIJIEKCHO] PABHHU
TPUTOHOMETPHjCKA PYHKI[M]a KOTAHTEHC Y KOMIIJIEKCHO] PABHI
KOHBeKCaH omorad ckyma S C C

JEUHIYHA JUCK Ca MEHTPOM Y KOOPAUHATHOM TTOYETKY ¥ KOMILIEKCHO]
pasun C

JIMCK Ca TIeHTpoM ¥ Taukn zg € C momympednnka R
BaTBOPEH JUCK Ca MEeHTpoM y Tauku zg € C momympeunnka R
CTeleH moJiuHoMa, f

mujamerap ckyma S C C

mpuparnTaj aprymenTa byHKje f 1y KpuBe vy y KOMILJIEKCHO] PABHU

C

xosomopdue byskimje Ha aucky D(zp; R))

WMaruHapHa jeTUHATIA

MMaruHapaH Jieo KOMILJIEKCHOT 6poja z

CKYII CBUX KOHBEKCHUX KoMbuuanuja ckyma S C C
TyKWHA KpuBe 7y v KoMiutekcnoj pasau C

cKyT mpupomaux Opojesa

ckyn NU {0}

CKyTI peajiHux 6pojeBa

peaJsiaH 1eo0 KOMILIEKCHOT Opoja 2z

TPUTOHOMETPHjCKa PYHKIM]ja CHHYC Y KOMILIEKCHO] PABHI
TPUI'OHOMETPHUjCKA (PYHKI[M]a TAHI'EHC Yy KOMILJIEKCHO] PABHU
MOJIYJT KOMILIEKCHOT Hpoja 2

KOHjyraT KOMIIJIEKCHOT Opoja 2

pacrojame m3mehy tavaka z,w € C

obnact y komiuiekcaoj papau C
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