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I'maBa 1

YBoXI

OBaj paja mocBeheH je MCIUTHBAabY OCHOBHUX OCOOMHA CYOXapMOHUjCKUX
dyHKIIMja y KOMILIEKCHO] PABHU HEOIIXOIHUX 3a JePUHHICAHE U Pa3MaTpahe
Pa3IMYNTUX TUIIOBA IUXOBUX MHTEIDAJIHUX cpeauHa. HTerpasne cpennne
cyOxapMOHUjCKUX (PYHKIINja UMA]y BEJIMKY HPUMEHY Y TeOpUju XapJiujeBux
IIPOCTOPa Ha jeJITHUYHOM JIUCKY y KOMILJIEKCHO] PaBHU.

Ha camom moderky mare cy Heke OCHOBHe (TOJpa3yMeBaHe) O3HaKe U
nojmoBu. /[lecdbunuiimje u Teopeme Koje ce KOpUCTe IPHU JIOKA3UMa HaBeeHe
cy Ha moueTkKy pajsa. Kako 6m pasjacHuIM y MOTIYHOCTH CBa TBpherma
OWJIO je HeloXo/IHO KOPUCTUTH U IIOjMOBE TEOPHUje Mepe KAO U TOIOJIOIIKUX
npocropa u3 [3| oxmocuo [6]. Yecro hemo ce mosuBaTu Ha Teopeme Koje ce
oJfHOCEe Ha XoJioMopdHe (yHKIMje n TpyauheMo ce Ja JaMO CBe HHXOBE
notpebHe ocobune. Behuna TBphema Koja Baxke 3a xojomopduHe QyHKIH]je
npernoce ce n Ha xapmonwujcke. Onjyie hemo nedunncaTn Hajipe HEKOJIUKO
BayKHUX TeopeMa 3a XapMOHHjcKe (yHKIHje Koje ce MOry IIOCMaTpaTh
yrnopeio ca xojmomopduuMm. [lerasbHuja anammsa oBux (pyHKIIHja MOXKE Ce
nponahin y [1, 2| rige je mokpuBeHO MHOrO BHIlE O TTOTpeba OBOT pajia.
[Torom yBojmMO cyOxapMmonujcke (byHKIHje U IHbUXOBa cBOjcTBa. Ha oBoMm
MecTy hemo ce 3ajpKaTH jep MHTerpajHe CpejinHe Koje KacHUje HaBOJIMO
nmocMaTpaMo ympaBo 3a Take dyuknuje. Kana nedunumiemo cse mro
HAM je MMOTPeOHO MpPeIa3uMO Ha IEHTPAJIHY TEeMYy OBOI' Pajia - MHTErPaJIHe
cpenune cyoxapMonunjckux dyskmuja. [Tokazahemo muxose melycobHe Bese
U CBOjCTBa a OINIIMPHHUja aHaIM3a OBUX cpeanHa ce Moxke wahum y [7]. Ha
caMOM Kpajy JlaTa je TpUMeHa WHTErPAJHHUX CPeJINHa CYOXapMOHUjCKUX
dyuknuja y Teopuju XapaujeBux npocropa. OBa Tema je y HOTIIYHOCTH
pasmarpana y [4, 5].



1.1

VYBoaHe O3HaKe

Ha oBom MecTy HaBOJMMO OCHOBHE O3HaKe M II0jMOBE Koje hemo y
HaCTaBKY KOPUCTUTH KaO IIO3HaTE.

Cimka 1.1: /Iuck ca 1eHTPOM Z( MOJIYIIPEIHUKA T

C - koMILIeKCHA pPaBaH;

D(z,7) = {2 € C | |z — 2| < r} - orBOpeH IuCK ca LeHTPOM y Z
HOJIYIPEUHKKA T’

D= D(0,1) - jemandanu 1ucK;

Ckyn V' C C je orBopen ako Baxu (Vz € V)(Ir > 0) tako na je
D(z,r) CV;

Ckyn V C C je okosnmna Tatuke z € C ako je V orBopen n z € V;

Cxyn V C C je obaacT ako je Henpasan, IOBe3aH U OTBOPEH;

=xz+iy € C; z,y € R; Re(z) = z, Im(2) = y; |2] = V22 + 2,

z
zZ=x—1;

f:C—C, % = fu, g—g = f, - maprmjaaan n3Boau GyHknuje f;
c)={f:Q—-=C ‘ f menpekngna y C};
CH)={f:Q—>C]| fo, [, €C(V}

C*Q)={f:Q—>C| fu. f, € CHQ}.



Im(2) |- “‘,z:cH—bz
I
Rei(z)
- % Re
~ Re(z)
R
Im(z) |------ Y
) zZ=a—bi

Cmuka 1.2: leomerpujcku mpuKas KOMILIEKCHOT 6poja

1.2 OcnooBHa TBphema

Hapeane Teopeme, jieme un jedununuje hemo KOpHUCTUTH y JTOKa3UMa.
Pann naxmrer pasymeBama pajia HABOJNMO UX CAJIA.

Teopema 1.2.1 (meopema o ez3ucmenyuju npumumusre gynruyuje)
Hexa je 2 npocmo-nosesana obnacm u f € H(QY). Tada nocmoju F € H(Q)
maxsa da je F' = f.

Teopema 1.2.2 (JIuysuaosa meopema 3a xoaomoppre dynruuje)
Hexa je f uena u oeparuvena gyrxyuja mada je f woucmarmmua Gynryuja.

Teopema 1.2.3 (meopema jedunocmu 3a xoaomoppre Pynruuje)
Hexa je Q obnacm u {z,}2 nus pasavvumuz mavaxa uz obaacmu S xoju

koneepeupa y 2. Axo cy f,g € H(Q) u f(z,) = g(2z,) 3a cee n € N, onda je
=gy

Teopema 1.2.4 (npunuyun maxcumyma 3a xoaomoppue dynruuje)
Hexa je Q2 obnacm, [ € H(Q) npu wemy dynruyuja | f| docmuorce marcumym
y Q. Tada je f xoncmanmna dynruyuja.

Teopema 1.2.5 (Kowujesa urwmeezpaana dopmyasa)
Hexa je Q2 obaacm, dynxyuja f € H(Q) u D(zp,r) C Q. Tada easrcu:
1 [ f(»)
S g AC2R)
/(z0) omi ) -z

3



ede je Q. MO3UMUBHO OPUJEHMUCAHA KPYAHCHUUG CG  UEHMPOM Y Zo
noaynpevnura r > 0.

Hedbunumuja 1.2.6 Hexa je X monosowru npocmop. DPynruyuja f: X —
[—00, +00) je noaynenpexudra odozeo axo je ckyn {r € X : f(x) < a}
omseopen y X, Va € R my.

limsup f(y) < f(z),z € X.

Yy—x

Hedbununmja 1.2.7 Hexa je —o0 < a < b < +o00. Qynxyuja f : (a,b) = R
je KonsekcHa axo 3a 6uno koje ty,ty € (a,b) saorcu:

FUT =Nt + Ma) < (1= N)f(t1) + MNf(t2).

Hedbununmja 1.2.8 Hexa je X nenpasan ckyn uP(X) we2o06 napmumueru
cxkyn. Qamusuja T C P(X) je monoaoauja na X axo easrcu:

e ). X €71;

e U, C7= Y U,€erT;
neN

e UVerT=UNnVer.
Ypehen nap (X, T) Ha3usamo monoaowky npocmop.

Hebununpmja 1.2.9 Hexra je (X, m, 1) npocmop ca mepom u nexa je f :
X — R xaorcemo da je pynryuja f meprusa axo sasicu buro koju od caedeha
YeMmuUpPU Ycao8a:

1. (Ve € R), {z € X|f(z) < ¢}, odnocno cxyn f~'([—o0,c)) je mepwus

2. (Ve € R), {z € X|f(z) < ¢}, odnocno ckyn f~'([—o00,c]) je meprus

3. (Ve € R), {z € X|f(z) > ¢}, odnocro cxyn f~((c,+o0]) je meprus
Ve € R);

Ve € R), {z € X|f(z) > c}, odnocro cxyn f~([—o0,c]) je mepaue

Pazjacuumo nojam mpoctop ca mepom. Ypebena rpojka (X, m, u) , vie je X
HelpasaH CKyIL, m curMa ajarebpal, p Mepa’ npeicraBba IPOCTOP Ca MEPOM.

l®ammmja m C P(X) je curma anre6pa axo saxu: ) € m, A € m = A° € m, A; €
+oo
m;jeEN= |J 4; em.
j=1

2Hedopmasnno, mepa je dbyHKImja 3a Kojy Bazke aBa yciosa: Mepa of Ipa3HOr CKyTia
Tpeba Ja Oyje Hy/la U Mepa OJf YHUje JUCjyHKTHUX CKYIIOBa je CyMa IOjeIMHAYHAX Mepa.
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1.3 CsojcTBa X0osi0oMOpdHUX (PYHKII]A

Hedbununmuja 1.3.1 Hexa je Q C C obaacm u f: Q — C dama dpyrxyuja.
Axo je f € CHQ) depunuwemo:

1 .
fz = §<fa: - ny):

1 ,
f = SUa ity

Hedbunnnuja 1.3.2 Oynxyuja [ je xoaomopdua y mauku 2z axo je
Jugepenuujabustia Y HeKoj HeHo] OKONUHU.
Crxyn xosomopdprux dynkuuja 03Hawa8aMO CA:

HQ) ={f:Q—=C|f zoromoppray Q}.
Axko je f € C*(Q) moxkemo nedunucaru Jlannacujan dbynknuje f ca:

Af - fm + fyy'
Hedbunnmuja 1.3.3 DOynxuyuja f je yeaa axo je xoromopgpra y C.

Hedbunumuja 1.3.4 Oyuxuyuja f je dupepenyujabusna y mavwku z aKo
nOCMOoju HaPeoHy AUMEC:
h) —
o LG = 1)
h—0 h

sanucyjemo xao f (z) = lim w
h—0
[Tpumerunmo ma Baxku: Ako je V' orBopen ckyt, f je qudepennujabuina y V'
aKo m caMo ako je f xomomopdua y V.

Nako nuje uneja ga ce xomomopdue dyHKImje nerabHo 0Opahyjy y oBoM
paJjly HaBenrheMo HeKa OUTHa CBOjCTBa jep XOJOMOPGHOCT YecTo cpeheMo y
BE3W Ca XapPMOHUJCKHUM, & CAMUM TUM U CyOXapMOHUjCKUM (DYHKIHjaMa.
Bazku ciaenche:

1. Heka je Q obmact u f = u +iv, f € H(Q) tana saxu f = f, = —if,
y §2 1j. Baxke Komm-PuMaHOBY yClIOBH U, = Uy 1 Uy = —Us.

/

2. Heka je Q obuacr, f € H(Q2) raga Baxku f=0u f, = f,.

3. Heka je Q obnacr u f = u+iv, f € H(Q) npu uemy cy u,v € C1(Q) un
Bake Komu-Pumanosu yesosn y €2 raga je f € H(Q).
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4. Hexka je Q obnacr, f € CY(Q) u fz =0. Tana je f € H(Q).

Teopema 1.3.5 Hexa je 2 obracm u f : Q — C dama ¢yrxyuja. Tada
BaANCU:

1. fe H(Q) avro f € CHQ) u f= = 0.
2. Axo je f € C2(Q) onda je Af = 4f.5.
3. Awo je f € CY(Q) mada sancu (fz) = f, u (f.) = f=.
4. Axo je f € H(Q) onda je f = (2Re(f))..
Zloxas.

1. Ako BaKu JecHa CTpaHa JIAKO 3akK/bydyjeMo Jga je hyHKImja
xoJioMop(Ha Ha OCHOBY IIPETXOJIHO HABEJIEHUX CBOjcTaBa (CBOjCTBO 4.).
Axo je dynxuuja f xonomopdna y Q onga je f € C1(Q), a na ocHoBy
[PETXOJHIUX CBOjcTaBa (CBOJCTBO 2.) 3a70BOJbeHO je u fz = 0.

2. Kopucrehu nedpununmjy 1.3.1 moxkemo 3anucartu ciesehe:

e = =1 (50— i8)
= Q(fx_zfy)f

= (fx_ify)w+i(fm_ify)y
= fmm_ifym"i_ifmy"i_fyy

= 4sz:fxx+fyy:Af-

3. IlpaBomMHIjCKUM 3aK/bydnBaIbeM JT00UjaMo:

7 = 5Tl =5F-T) =T

1l _

) = U i) = 5T+ i) ==

4. Ako jemHakoCT pasBHjaMO ca JleCHe cTpaHe Kopucrehm ja 3a
xonomopduy byrKInjy Bazkn fzr=0u f = f. caemm:

2Re(f). = (f+f=f+f.=f+F=F.



I'1aBa 2

XapMoHHjcKe (pyHKIIH]je

2.1 JledwmnHnummja m ocCHoOBHa CBOjCTBa

Hedbunnmuja 2.1.1 3a dynxuujy f rxascemo da je xapMoHUICKa aro je
feC*Q) uAf=0.

CKyIl CBUX XapMOHMJCKUX (DYHKIHMja 03HAIABAMO:
Q) ={f:Q—=C ’ f xapmonmjcka}.
CKyIl CBUX XapMOHUJCKUX PeaHO-BPEIHOCHUX (DYHKIMja 03HAUABAMO:
hp(Q) = {f : Q — R | f xapmonnjcka}.
Baxku cienehe:
o hr(2) C h(Q) jep je R C C;
o [ € h(Q) akko Re(f),Im(f) € hr(Q).
Teopema 2.1.2 Hexa je ) obaacm. Tada easicu:
1. Axo je f € H(Q2) onda je f € h(Q2);
2. Axo je f € h(Q2) mada saocu f, € H(Q);

3. Axo je Q npocmo-nosesana obaacm u f € hg(Q2) mada nocmoju g €

H(Q2) maxo da Re(g) = f;

4. Axo je Q npocmo-nosesana obaacm u h € h(2) mada nocmoje
dynryuge f,g € H(Q) maxo da h = f + 7.

Joxas.



1. Us f € H(Q) Baxkn ga je f € C*(Q). Uspaz Af = 4f> = 4(fz), =
0. 3BakspydyjeMo Ja cy uciymena obdba ycioBa ja dbyHkinuja f Oyie
XapMOHU]jCKA.

2. f€h(Q) onnaje feC*Q) nau f, € CHN). Taxobhe Baxku:
(F)e= foe= AT =0

3. f€hr(2) Ch(Q)najef, € H(2). Ha ocroBy Teopeme o ersucrenimjn
npumuraBHe bynKnuje nocroju dbyukuuja h € H(Q) Taxsa ga je h' =

e
[Tocmatpajmo 2 Re(h) — f € C1(Q). Hajnpe nokasyjemo na je
(2Re(h) — f)z=0.

Kopucruhemo cojctBa Teopeme 1.3.5:

(2Re(h) = f)z = ((2Re(h) - f).)

= ((2Re(h) = f)2),
jep je 2Re(h) — f peanno-Bpennocua dyukimja. Jambe je
= (2Re(h)): — [

= W —f

- 0,
jep je K = f, ouna je (2Re(h) — f) xomomopdua ma je

’

2Re(n) = f) = (2Re(h) = f)-
= W

= 0

1tj. 2Re(h) — f = ¢ = const € R. Osnaunmo (HaMerITamo

noro/iHy (byHKIUjy Kako OHCMO JIONLIN JI0 3aKjbydka) g = 2h — ¢ €
H(Q),Re(g) =2Re(h) —c=f.



4. Oyukuumja h € h(Q) Taga je h, € H(), na mocroju dyHKIwmja f Taksa
na je f' = h,. Osnaunmo g = h — f. Tpeba noxazaru ja cy GyHKImje
f m g xonomopdue u jna Baxku h = f + 7.
Oyukruja f je xonomopdua. llokaxkumo ucro 3a g. Dyurnmja g €
() jep f,h € CY(Q),

g = (=Fpe=Th= o= Pe=T—F =0,
na je g € H(Q).

f+9 = [f+(—=J)

= h=f+7
|

Hamomena: Hapejne teopeme Baxke 3a XapMoOHHUjCKe (QyHKIUje aJH
HUCTOMMEHE IOCTOje U Y 00JIaCTH XOJOMOPGhHUX PYHKIIH]a.

2.2 (CBojCcTBO cpefithe BpeAHOCTHI
Teopema 2.2.1 Hexa je 2 o6aacm, h € h(2) u D(z,7) C Q. Tada casicu:

1

2T
h(z0) = 5- /0 h(zo + r¢®)d6.

Jokas.

Heka je Q mpomssosbHa obsacT (He Mopa 6uTH mpocTo-Tioesana), D(zo,7)
je sarBopen y (). Jla 6mcMO NpPUMEHWIM IPETXOJHY TEOPEMY MOPaMO
IPOIIUPUTH JIUCK jep HaM Tpeba IPOCTO-oBe3aHa 00sacT (a TO He BaxKu
3a 3aTBOpeH nuck). llpormmpyjemo ra tako na He m3abhemo u3 2. Heka je
d = d(D(zp,7),9Q°) > 0. Omabepumo 0 < ¢ < d. O6mact D(z,7 +¢) C Q
he Outm mnpocro-nosezana. IIpumenom Teopeme 2.1.2 ciean ga 1mocToje
dyukmmje f,g € H(D(zp,7 + €)) Tako na Baxku h = f + 3.

h(z0) = f(20) + g(20), (2.1)

n3 Komujese narerpasane opmysie 106ujamo:

1 (2)
= — d
1 (z0) 2mi z2— 2 %
dD(zo,r)



D(zo,7 + €)

Cmuka 2.1: IIpaBbeme npocro-ioBesane 001acTh

OJTaKJIe je

2 27

1 fleotre®) 1 / i0
f(z0) = 5 / P Zome dé = o f(zo + re*)do,
0 0

aHaJIOTHO J00ujaMo Ja 3a PYHKIN]Y ¢ BarKu:

2w

27
1 glzo +1e?) 1 / "
=— [ ———rie"df = — *“)de.
9(z0) 27Ti/zo+re“’—zome 27 9(z0 +re)

0

0

¥Yeperumo y (2.1) n gobujemo:

h(z) = f(20)+ 9(20)

2w 2
1 - 1 )
= ﬁ/f(ZO‘H”@w)dQ‘f'%/Q(ZOWLWZQ)CW
0 0

27 27
1 0 LN oy
= 27T/f(20+re )d0—|—2ﬂ/g(zo—|—re )do
0 0
1 27
- —/(f(zo+reie)+g(z0+rei9)> dé
2
0
1 27
- %/h(z(]—i-rew)dé’,

IITO je 1 TpebaJo JIoKa3aTH.
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2.3 JInyBujioBa Teopema

Teopema 2.3.1 Hexa je f € h(C), oeparnuuena dynrwyuja. Tada je f
KOHCTAHMHa GyHKryuja.

Jokas.

Heka je f = u+ v € h(C) onma cy u,v € hg(C), f je orpanuvena
dyuknmja na cy w,v cy orpanumuene dynknuje. C je mpocro-moBesana
obacr. 3akmyuyjemo ga nocroju h € H(C) Tako 1a je u = Re(h) (Teopema
2.1.2).

Jasse oznaummo ¢ = e, dynkmuja h je xomoMopdHA a UCTO BayKH U 3a €7
na je u pyHKIMja ¢ je XomomopdHa.

lg| = |e" = efW = ¢ orpammuena dbynxmmja jep je u orpanmdena
dyukmuja.  Ha ocnoy JImysusiose teopeme 3a xosjomopdne (yHKIMje
3aKJbydyjeMo Jia je g KOHCTAHTHA.

g = const

g:eh:const/’

gd=e"n=0=Hn=0

y C Tj.
h = const = Re(h) = u = const.

AHajloruuM 3aK/byIMBabEM J00MjaMo U J1a je v = const na je f = u + v =
const. |

2.4 Teopema jeuHOCTHU

Teopema 2.4.1 Hexa je Q obaacm fi, fo € h(Q) u'V C Q nenpasan u
omeopen ckyn npu wemy saodtcu: f1 = fo y V. Tada je f1 = fo y Q2.

Joxas.

Osnaunmo f = fi — fo € h(Q2). Tpeba ma gokaxemo na je f = 0.
f=u+iv=0yVmnajeu=v=0yV, fe€h(Q) ounnacy u,v € hg(2) na
he Baxuru u, € H() (cBe mro 6yemMo y HACTABKY U3BeIM 32 (DYHKIH]Y U
aHajIorHo he BaxkKuTH U 3a QPYHKIH]Y V).

Oynkmmja u, =0y V (jep je u =0y V), Ha OCHOBY TeopeMme jeJIMHOCTH 3a
xojjoMmopdHe dyHKIMje 3ak/bydayjemo u, = 0y €.
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u, = 3(uy —iuy) = 0 onga je ug,uy, = 0y Q, ma je u = const y Q u 3namo
nmajeu=0yV, onga Baxu u =0y 2.

Amnajytorno gobujamo 3a v, v = 0y Q. Konauno f = u+iw = 0y
zakspyayjemo f1 = fo y Q. |

2.5 Ilpuniun MakcuMyMa

Teopema 2.5.1 Hexa je Q obaacm, h € h(Q) npu wemy ¢ynxuuja |h|
docmuorce marxcumym y 2. Tada je h xKoncmanmma dynruyuja.

Zloxas.
Hexka |h| mocrmxe MakcumyM y 2 € 2. Bpeamocr h(zg) = M, |h| < M y Q,

sarmmanumo h(zy) = Me™. Oznauumo ca A = e~ |\ = 1, M\h(z) = M.
Hexka je u = Re(Ah) omna je u € hg(Q2).

u(zo) = Re(Mr(z)) =Re(M) =M,

ul = |Re(An)| < [Ah| = [h] < M

y €2 Tj. u JTOCTUKE MaKCUMyM y zo u3 2.

[Mocroju r > 0, D(z,r) C §2. Ha ocuoBy teopeme 2.1.2 mocroju f €
H(D(zp,7)) Taxo aa je Re(f) = u. Osnaunmo ca g = ¢/ € H(D(z,7)),
gl = cRelh = e

Mozkenmo 3akspyanTn ga GyHKImja |g| moctuzxe makcumym y D(zg, 7) y Tauku
2o (jep dyHKIMja u JTOCTHZKE MAKCHUMYM Y TOj Tadku), ¢ je XoaomopdHa
dyukiuja. [Ipumennhemo mpuHIUIT MakcuMyMa 3a XojaoMopdHe DyHKIM]je
na je g KoHCTaHTHA y JAucKy D(zo,T).

Camum M je u dynxmuja g = e/ koncrantHa y mucky D(zg,7).

g:ef:const/'

d=ef=0majef =0

cienn ga je f = const y mucky D(zg,r). Tomro je u = Re(f) onzma je u u =
const y Q. Kako je u(zg) = M ounma je u = M na mesoj obmactu 2.

u = Re(Ah) =M

M = Re(A\h) <|Ah|=|h| <M
1a MOYKEMO 3aK/by IUTH:
Re(Ah) = |AR| 1j. Im(Ah) =0 = Ah = Re(Ah) = M y Q.
ITa je mw Ah = const 'y 2 = h = const y . |

12



I'maBa 3

IlyaconoB nnTerpaJ u llyaconoBa
nHTerpaJna (opmyJia

3.1 IlyaconoBo je3rpo m IlyacoHoB mHTerpaJ

Hedbunnnmja 3.1.1 Ilyacornoso jedzpo je npecaurasare P: 1D X T — R
(T = 0D) depurucaro ca:

a+z
a—z

P(z,a) = Re ,z€D,aeT.

Hedbunnnnmja 3.1.2 Ilyacornos ummezpan dame nenpexudne dyrxyuje
¢ : T — C jecme npecaurasare Py : D — C dedpurucaro ca:

27

/P(z, e (e)db.

0

1

"o

Py(2)
JIlema 3.1.3 Iloxasahemo da sasicu caedehe:
1. P(z,a) > 0;
27 )
2. 5= [ P(z,e?)df = 1;
0

3. sup P(z,a) >0, xkad z—bbeT,0<§<2.
la—b|>8

Joxas.

13



P(z,a) = Re = Re —
a—z a—za—=z2
I (a+2)(a—72) Re la]* — 2] + @z — az
a— P 0P

1— |z +2iIm(az) 1—|z]?

= Re la — z|? ~a— 2|2 >0
jep Baxu |z| <1=1—|z]*> > 0.
1 7 o 1 T e + 2
%/P(z,ez )dg = %/Reew_zdﬁ
0 0
1 2We“g—l—z
= Re%/ew_zdﬁ
0
1 2weie+z L .
= Re%/ew zie’ew do
0

Veemumo cvmeny a = €, da = ie?df, a € T. Jlobujanmo

1 1 1 20 — (a —2) 1
Re — a+z—da = Re— m—da
21 a—za 21 a—z a

T T
1 2 1
— Re | — da — —
¢ 27?2'/@—2 “ 271
T T
= Re(2-1)=1,

jep je Ha ocuoBy Kommujese unrerpaJsue gpopmysie

1 2

1 1
da = 2 — | —=da = 1.
21 &—za H2m’ aa
T T

14
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3. Ilpernocrasumo j1a je |z — b| < 0,

1— |22 1—|2]?
sup P(z,a) = sup < — 0,
ja—b]>3 (%) ja—bj>s |a — 2> 7 (6 — [z = b])?
jep BaxKmu:
la—z| = |la—b—(z—10)

> la—0bl—|z—0|
> 0—|z—b
= Ja—z2> (6 — |z —bP).
|

Jlema 3.1.4 Hexa je Q) oepanunena obaacm, h € C(Q) u h € h(Q). Tada
savtCu:

max |h| = max |h.
Q o0

Jloxas.

Oyukimja |h| je HenIpekuIHA T1a, JIOCTHZKE MAKCUMYM Ha KoMmakTuma (2 u 0f).

1. Ako je h = const TpuBHjaHO CJIEIH;

2. Ako h nuje koHcranTHa (byHKIMja OHJa |h| Ha OCHOBY HpUHIIUIIA
MaKCUMyMa He JIOCTUKE MakcuMyM y {2 ma je:

max |h| = max |h|.
a 50

3.2 JupuxjeoB npobiem

Hedbunumuja 3.2.1 Odpehusare rapmonujcre pynruyuje h : D — C xoja
UCNYrasa Ycaos lilrih(z) = ¢(b),b € T, 3a damy nenpexudny Pynryujy
2=

¢ : T — C npedcmasnwa Jupuxareos npobaem.

15



Teopema 3.2.2 [lyaconos unmezpan Py npedcmaena jeduncmeeno pewerve
Hupuxaeosoz npobaema 3a damy nenpexudny pyrxyujy ¢ : T — C.

Zloxas.

VY nperxo/Hoj jgeduHUIIjU BUAUNMO Ja DYHKIMja MOpa OUTH XapMOHU]CKA J1a
6u 6usa pemere /lupuxiieoBor npobsema, ma Hajupe To nmokaxkumo. Heka je
¢ =u+w.

Po(z) = —/P(z,eww(eia)dﬁ

1 [e+2 . 1[4z 4
= Re <%/ew_zu(e )d9> +iRe (%/ew_zv@ )d9)~

0 0

QyukImje A
e + 2

e — 2

e 4 2

el — 2

u(e?) un v(e)

cy xosoMopdHe 1o z, a cBaka xojomopdHa (yHKIHUja je XapMOHH]jCKa
(reopema  2.1.2). 36up Be xXapMOHHjCKe ((DYHKIMje je XapMOHHUjCKa
dyukImja.

Cajla TOKayKUMO J1a BasKH: ,IZIE}; Py(z) = ¢(b).

Vamumo rpousBosbhe b € T, e > 0. VI3 HenpekuHoCTH CIeau
30 € (0,2) : |a—b] < = |p(a) — p(b)] < e
Ha ocuoBy seme 3.1.3:

30, >0:]z—b <01 = sup P(z,a)<e.
la—b[>5

Heka je |z — b| < 0;. [Tocmarpajmo uspas:

27 27
1 ) ) 1 )
o | Plechoteyas - o) | P(z,e%de‘,
0

|Ps(2) — o(b)| =

16



jep je

Hame je:
1 2m
|Fs(z) — o(b)] = %/P(z,ew)(sb(ew) — ¢(b))do
0
1 2m
< o [ Plcloe) - o)
0
~ A+B,
r7e je
Aeoo [ PG~ o)l
lei? —b|<d
n
1 o
Beg [ Plaelote) - o)l
lei? —b|>5
Hampasumo nporeny 3a nspas A:
2

1 ,
A<el— [ P(z,e" =
_6(27‘_/ (z,e )d@) €
0

Harmpasumo mporieny 3a u3pa3s B:
27
1 i i
B < e o P(z,e")|p(e”) — ¢(b)|dO
s
0

] 2 i 1 2
(52 [1oteias + - [ 1owian)
0 0

2

1 )
A+ B < 6(1+ %/\qﬁ(ewﬂd@—i— \(ﬁ(b)]) = €.

0

IN

[Ta je

17



[ne je €; npousBosbHO Maso. [la 3akibydyjemo: lirré Py(z) = ¢(b).
z—

OctaJio je jorr ja mokaykemo jeauHCTBEHOCT. lIpermocramhemo ja mocroje
JBe byHKIMje Koje cy pemnema upuxieoBor npobiema. Heka Baxku:

limhy(z) = limhy(z) = ¢(b),b € T
z—b z2—b

Heka je h = hy — ho, 3a byuxunjy h hie BaxKuTH 18 je Henpekumaa Ha D U
xapMmonnjcka Ha ) 1ma Ha OCHOBY HMPHUHIIUIIA MAKCUMyMa je:

max |h| = max|h| =0,
D T

jep cy Ha pyOy dbyuxmnuje hy u he jemnake . 3aksbydyjemo jaje h = 0
Tj. hl == hg.
|

3.3 IlyaconoBa mHTerpaJjiHa dpopmyJia
Y peTxo/H0j TJIaBu MO JiepUHECAIN CBOjCTBO cpeiibe BpeanocTu. Caja
JlajeMo yOIIITee Te (POpMYIIe.

Teopema 3.3.1 Hexa je Q obaacm, h € h(2) u D(z,7) C Q. Tada sadxcu:

27

« 1
h(zg + pe) = /

T oo
0

r2 _ g2
r2 + p? — 2rpcos(f —t)

h(z + re?)do,

ede je p € [0,7),t € [0,27].

[Ipumerumo J1a 3a p = 0 j1006MjaMO CBOjCTBO CPEIbe BPEIIHOCTH.

Zloxas.

Yamumo npoussossre p € [0,7) ut € [0,27]. Heka je D = D(z,7), ¢ = h‘@D'
Ppy u h cy pemema JlupuxiaeoBor npobsiema y D 3a dyuknujy 1. Ilomro
je pememe IupuxiieoBor mnpobdjemMa jeuHCTBEHO ciienu fa je Ppiy = h.

h(zo + pe™) = Ppi(z + pe')

2

- [y e e
- 20 + e
or | 124 p2 —2rpcos(0 —t) "
0
2 9 9
1 rt—p 0
= — h )db.
27 / r2+ p? — 2rpcos(0 — t) (20 4 re”)

18



OmpaBiajMo MpeTxoaHe jeTHAKOCTH:

Hedbununmja 3.3.2 Hexa je D = D(zo,7),20 € C,r > 0,9 : 0D — C
nenpexudna gymuxyuja u Pp : D — C npecaurasare damo xao:
21
1 w—2zy :
Ppyp(w) = %/P (Toaew) Y (20 + re?)db.
0

Nzpagynajmo:

) 1 L .
Ppp(zo + pe'’) = — /P (Be”, 6’9) V(20 + re?)df

P (Be”,ew) _ 1- |$€it{2

T |eif — $e¢t|2

2 — p?

|Tei0 _ peit‘Q

r2 _ 2
72 + p? — 2 Re(rpei@-1)

r2 _ 2
r2+ p? —2rpcos(6 —t)

Teopema 3.3.3 Hexa je Q0 obnacm u h € C(Q) npu wemy saosrcu (Vzy €
27

Q)(3r > 0) : D(z9,7) CQ uh(z) = 5= [ h(z0 + pe)df, 0 < p <r. Tada je
0

h € h(Q).

Zloxas.

Heka je D npoussosban muck, D C €. Oznauumo ca ¢ = h|pp. Jedburmmumo
byuxumjy f:
h— Pp(¢), ako z € D
f)= 1P
0, ako z € 0D

Axo 6ucmo jokazasm ja je h = Pp(¢) va D noka3 6u 610 3aBpiieH jep je
Pp¢ xapmonnjcka dyHKIHT]A.
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Oyuknuja f je Henpekujna nHa D jep cy takBe h u Pp¢. Heka je
max |f| = M. Caza hemo cBe esilemente ckyna D passpcraTi y JBa CKyma
D

TAKO Jia y jeJiHOM Oyjly CBH OHE y KOjuMa (arcojiyTHa BPeIHOCT (DYHKIH]E)
dyuknuja f 1ocTHKE MAKCUMYM a OCTATaK Y JPYTOM.
A={zeD:|f(z) < M},
B={zeD:|f(z)|=M}.

Ananuzupajmo oba ckyra. Y3MUMO Hajlipe IPOU3BOJbHO 2 € A u 3001 came
nedbunnmje ckyna A Moxkemo ysectu € Tako ga 0 < e < M — | f(2)].

36 >0:D(2,6) C D,w e D(z,0) = |f(w) — f(2)] <€

flw) = flw)—=fz)+[(2)
= |f < [f(w) = fI+[fE)] <et flz) <M.

Bakspyuyjemo na w € A, D(z,0) C A 1j. A je oTBOpeH CKyTL.

Cama pasmorpumo ckyn B. V¥Yaummmo npomsBosbHo z € D. Ha ochoBy
nedbununuje ckyna B cienu: z € D, |f(2)| = M.

U3 came dhopmynanuje je:

2m
1 .
h(z) = %/h(z + pe®)dh,0 < p < r.
0

[Tyaconos unrerpan Pp¢ je xapmonujcka dynkimja va D (Teopema 3.2.2).
[Ta MO2KEMO TPUMEHUTHU CBOjCTBO CPE/IHHE BPETHOCTH.

27
Pod(s) = o [ Poo(z + pe)ao,
0

2

f(z) = h(z) = Poo(z) = % / (h(z + pe”’) = Ppo(z + pe'*))df

0

2
1

— %/f(z—l—pew)dé?.

0

20



2

M=|f(z)] < i/|f<z+pe”>rdesmow<r

2
0
OHJIa je:
27
1 i0
M o= — [ |f(z+pe”)|do
27
0
1 27
0 = o [0 =1f+ petas
0

0 < M—|f(z+pe”)|

= M=|f(z+pe)|,0 €[0,27],0< p<r

1. |f| = M wa D(z,7) = D(z,r) C B onzga je B orBopen.
Baxun na je D = AU B. lIlomrro je 0oBO yHHja JUCjYHKTHUX OTBOPEHUX
ckymoBa a ckyn D mose3an ouja je A= D uimu B = D.

1. Ako je A = D, f he (Ha OCHOBY NpHHIUIIA MaKCHUMyMa) JOCTHNN
MakcuMyM Ha pyOy (0D) a Ha ocHoBy nedunuimje dyuknuje f 1o je 0
na je M = 0.

2. Axoje B= D, |f| = M ma D a nomro je | f| nenpexknaa wa D onja je
|f| = M na 0D. Ha ocuoBy nedunurmje je f =0 va 0D na je M = 0.

OBuMm cMmo JoKazaJm Ja je Ha mnejgoMm D dbysknuja f jeanaka wHyan Tj. h —
Ppp = 0 na je h = Ppp na D. Kaxko je Pp¢ xapmonnjcka Ha D oHma je
n h xapmonmjcka Ha D. D cMo y3eim Kao MPOu3BOJbaH n3 {2 I1a MOXKEMO
3aK/bYIUTH Ja je PyHKIMja h XapMOHHUjcKa Ha obacTu §2. ]
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I'1aBa 4

CybxapmoHujcke (pyHKIHje

4.1 Jedunuiija 1 oCHOBHA CBOjCTBA

Hedununmja 4.1.1 Henpexuona @ynryuja u : Q — [—o00,+00) je
CYoxTAPMOHUICKA KO BANHCU:

2m
1 )
(V2o € Q)(3r > 0) : D(20,7) C Q,u(z) < Dy /u(zg +pe)d0,0 < p < 7.

" (4.1)

IIpumedba. C ob3upom ja 3a XapMOHHjCKe (DYHKIMje BaXKU CBOjCTBO
CpeJiibeé BPEJIHOCTH, CBaKa pPeaTHO-BpPEeIHOCHA XapMOHHUjcKa (yHKIHja Ouhe
cybxapMOHTjCcKa.

IIpumedba. W3 nedununuje BUIUMO J1a CyOXapMOHHjCKe (DYHKIIAje MOTY
Jla y3My BPEIHOCT —OO aji He W BpeaHocT +o0o. Hejemmakocr (4.1) je
TPUBHjaJIHO 33/I0BOJbEHA Yy OHUM TadKama zg 3a Koje je u(zg) = —oo. AKo je
u(z9) > —oo m umajyhu y Buy Jia je u HENpeKuHa Taja je U OrpaHuveHa
0JI03710 y HEKO] OKOJIMHU Tadke 2o na je mHTerpana y (4.1) medwunucan sa
JIOBOJHHO MAJIO T

IIpumedba. Tume 1mTO J103BO/HABAMO Jla CYOXapMOHHUjCKa (DYHKIHja y3Me
BPEJHOCT —00 (BUJETH MPETXOJHY HpuMendy) Jako gobujamo TBpheme ja
je dyukumja log|f| je cybxapmonujcka ako je f amajuruuka, 6e3 ob3upa ja
i f uMa win HeMa Hysa y obsactu (teopema 4.1.3 c¢BojeTBO 5.).

Jlema 4.1.2 Hexa je D duck y C, f € H(D) u f #0 y D. Tada nocmoju
dynxuuja g € H(D) maxea da je e9 = f y D.

Zloxas.
Omabepumo 29 € D = f(z9) # 0 jep je dynkumja f # 0 y uneaom D.
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Banucahemo y mosapuoj dopmu:

F(z0) = | f(z0)]e" ™800,

MIPUMETUMO 1, je

= I'(s) s+ lo z iar 20), 2
o) = [ LS tosf(ea)| +insg fea). 2 € D.

[ZO’Z]

Oyukiuja g je xosoMmopdHa jep je f xonmomopdna. Bpemnocr dyukImje g y
2o je g(z0) = log|f(20)| +iarg f(20). Baxku u ¢’ = fTI

Yeenumo byukiujy h = fe 9. Hub je nokazaru ma je ¢dpyukiuja h = 1 u
TMe OU TeopeMa OmJia JJOKa3aHa.

Oyukmmja h je xomomopdHua y D jep cy takse f u g.

I
f

cneqn fa je h = const. Wneanmno Ou 6mio Kaja O6wcmo 3a HEKO 2z € D
JioKazasn 1a je dyakiuja h = 1.
Pagynamo BpemnocT dpyuknuje hy zg,

W= (fe9) = ['ed — fetg = [le™? — fe 0 =0,

h(z) = f(z)e 9™ = 1= h=1= f=e¢
[ |

Teopema 4.1.3 IIpemnocmasumo da cy cee dynkyuje dedpunucarne Ha
obaacmu ). Tada sasice caedeha ceojcmea:

1. Axo cy fi1 u fo cybrapmonujcke pynruyuje u ay,as > 0 onda je ay fi +
as fo cybTapmorujcra.

2. Axo cy [ u —f cybzapmonujexe dynryuje onda je [ rapmonujcxa.
3. Axo je [ zapmonujcka dynruuja onda je |f| cybrapmonujcra.

4. Axo cy fi, f2 cybzapmonujcke dynruuje onda je f = max{fi, fo}
cybTapmonujcra.

5. Axo je f woaomopdra dynryuja onda je log | f| zapmonujera y Q\{f =
0}, alog|f| cybxapmonujcera.

loxas.
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1. a1 fi1 + as fo je Henpekuna dyHKIHja jep cy fi U fo HEIPeEKUIHE.
2

(V2o € Q)(Fr1 > 0) : D(z9,71) C Qu f1(z) < %ff1(zo+pew)d0,
0

0<p<ry,

27
(VZ() - Q)(HTQ > O) : D(Zo,’l“z) CcCQu fQ(ZQ) < % ffg(z0+pew)d9,
0
0 < p < Ta.
Yamumo r = min{ry, o} opum he u 3a dyHKIWM]y a;f; + agfo Gurn
3a/10BOJbeHa HejegHakoct (4.1).

2. ¥Y3muMmo 2y € §) mpoussospHy. Ycios (4.1) he mcroBpemeno BazkuTn u

sa fusa—f1j. (Vzo € Q)(Ir>0): D(z,7) C

27
1 .
fe) < 5 [ Hat 00 <p <
0

2

1 .
S < 5o [ ~Htped0<p <
0

MHoxkemem 00e cTpaHe HejeHaKOCTH ca -1 jgo0ujamo:

27
1 .
fo) = 5 [ Hat 00 <p <
0

ma je
27

1 )

fo) = 5o [fGatpetiigo<p <,
0

f je m menpekmana dyHKnja jep je cyOXapMOHMjCKa Ma Ha OCHOBY

TeopeMe 3.3.3 3aKjpydyjeMo sa je f xapMoHMjcKa (QyHKIM]a.

3. Heka je zg € 2 mpoussospra. Ilocroju r > 0, D(zy,r) C §2. Ilomro je
f xapMmonwmjcka dyHKIIja MOKeMO 3anucaTtu ciejehe:

2 2
1 , 1 .
1ol =I5z [ £o)+pedo] < o [ 170) + pelab0 < p <
T 27
0 0

Taxobe Baxku u j1a je f Herpeku iHa jep je XapMOHUjCKa I1a, CAMUM THUM je
u | f| Henpeknaaa. 3akbydyjemo na je dbyuknmja | f| cybxapmoHmjcKa.
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4. Oyuknuje f; u fo cy HENpPEKUIHE I1a je u

fi+ fo+1fi — fo
2

f=max{fi, fa} =

HEIIPEeKNJIHA Ka0 KOMIIO3UI[ja TaKBHX.
Hexka je zp € 2 mpousBossuo omabpano f(zg) = fj(zp) 3a HEKO j €

(1,2},

1 )
(Fr>0): fi(z) < %/fj(zo +pe”)dh, 0 < p < r
0

21
f(20) = fi(z0) < %/fj(ZO‘Fpe %/ zo+pe )do,
0 0

3a cBe 0 < p < r ma je f cyOxapMOHHjCKA.

5. Kako je f xonomopdHa dyHKIHja 3aK/bydyjeMo Jia je OHa U
HenpeknHa. [Ipumernmo na je

{f=0={2€Q: f(2) =0} = f7(0)

3aTBOpeH CKyn (jep UWHBEp3Ha CJHKa HempekugHe QGyHKIHje
3aTBOPEHOI /OTBOPEHOI CKYIla jeé 3aTBODEH/OTBODEH CKyIl) Ta je
Q\ {f =0} orBopes.

Heka je D npousso/bHO oabpan auck Tako ja saxu D C Q\{f = 0}.
Ha ocuoBy sieme 4.1.2 ciequ ma nocroju dbyukuuja g € H(D) taksa
Ja Baxku f = e9.

log| f| = log [e?| = log ™% = Re(g),
a dyukuuja log|f| je xapmoHmjcka Kao peajaH Je0 XOJOMOpPMhHE
dyukumje na je log | f| xapmonujcka y D.

Hobumm cvmo nma je log|f| xapMmoHHMjcKa ©  peasHO-BPETHOCHA Y

Q\ {f =0} na je log|f| cybxapmonnjcka y 2\ {f = 0}.
Y raukama ckymna {f = 0} Baxu log|f| = —oo onma je log|f]
cyOGxXapMOHIjCKA.
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4.2 Ilpuxiuno MakcumMyMa

Teopema 4.2.1 Hexa cybxapmonujcra dynxuuja f docmuotce marxcumym y
obaacmu ). Tada je f xoncmanmua dynryuja.

Joxas.

Heka f moctmxke makcuMyM y HEKOj Tadku zg € (2. O3HAINMO

E={zeQ: f(z)=f(20)}

Ckyn E je menpazsan (z9 € F). E je 3arBopen: [ je menpexunna QyHKIuja u
E = f7'(f(2)) unBepsna ciMKa jeHOUIAHOr CKylla KOjH je 3aTBOPEH.
Ckyn E je orsopen: z € FE npousBosbHO, f cyGxapmonujcka (jedununmja
4.1.1) ouna je (Vzo € Q)(Ir > 0) : D(2o,7) C €,

2

£:) < 5 [ £+ pe)iB0< p < r
0

o [ () = £+ peyas < 0

byukiuja f(z) — f(z + pe?) > 0 wenpexuana = f(2) = f(z + pe?), za
0<p<r, 0el0,2n].

z4+pe? € Ezacee 0 < p<r,0€l0,2r] = D(z,7) CE.

Bakspydyjemo Jia je E nenpaszaH, 3aTBopeH u orBopeH y objiactu () moBesana
obmacr) ) na je £ = ) u Baxu ga je f = const. |

ITocaenuiia 4.2.2 Hexa je () oepanuena obaacm u f cybxapmonujcka
dynryuja y , xoja je nenpexudna y 2. Tada easrcu:

max f = max f.
ﬁXf aﬂxf

Zloxas.

Henpekuana dynknuja f Ha KOMIAKTEMa Max ¥ Max JOCTHKE MAKCHMYM.
Q 0

e Ako je f =const TpuBHjaHO BayKU TParKeHA jeTHAKOCT.
e Axo je f #const onyma f He moctmke MakcumyM y () ma je max f =
Q

ma. .
6QX f
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4.3 Teopema o Tpu KpyKHUIIE

Teopema 4.3.1 Hexa je A = {z : a < |z| < b} 3a nexe 0 < a < b u f :
A — C nenpexudna dynruyuja xoja je xoromopdua y A, npu wemy nocmoje
xoncmanme 0 < mg, my, < +00 makse da eadrcu |f(z)| < m, 3a cee |z| = a
u|f(2)] < my 3a cee |z| =b. Tada je :

log b—log | z| log |z|—log a
logb—loga logb—loga
If(2)] < mg™" 5 my s

Zloxas.

Osnaumnmo ca c(z) = % xapMonujcka dyHknuja y A jep je log|z|
takBa. Kako pasmunubaru! Buanmo ma y Kpajibem m3paly Tpeba a
nobujeMo  o6/mK mlT¢mg.  Ako 6UCMO JIOrapUTMOBAJIM M HOCMATPAJIHI
ciydajeBe Kaja je |z| = a,|z| = b (jep Ham je mara mporena 3a GyHKuujy f
y THM CJIydajeBuma) 00 G1cMo:

—(clogmy + (1 — ¢) log ma)“z|:a = —logm,,

—(clogmy + (1 — ¢)log m, — log my,

szt

Heka je u = log|f| — (clogmy + (1 — ¢)logm,). Dyukumja log|f]| je
cybxapmonnjcka y A. @yuknuja (clogmy, + (1 — ¢)logm,) je xapmonujcka n
peasiHO-BpeiHOCHA Y A (camuM TuM je u cybxapMonujcka y A). 3akibydyjeMo
Ja je u cybxapMoHMjcKa y A Kao 30Mp TaKBHX, a BaXKU 1 /14 je U HeIIPeKuIHa
y A (jep je f Taxsa).
Onja je maxu = maxu < 0 jep:

a DA

Ako z € 0A onja nocroje jBe MoryhnocTu:

e Axo je |z| = a Baxknu u(z) = log |f(2)| —logm, <0, jep je | f(2)| < myg;
e Ako je |z| = b Baxu u(z) =log|f(z)] —logm, <0, jep je | f(2)] < my.
Haxkiie 3a ce z € A he Baxuru u(z) < 0, ojakse HaJIA3UMO

log |£(2)] < e(2) logmy, + (1 — ¢(2)) log m, = log(my = @m;®)

Tj. BayKU:

(2) logb—log|z| log|z|-loga
— c(z — Lo
lf(2)] < m}l C(z)mb — et Tose mblogb loga
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I'1aBa b

NurerpaJjane cpejiune

o cMo 10 ToryiaB/ba Koje IMpeICTaB/ba K/bY9IHY TadKy OBOI' PaJia.
Wurerpanne cpeaune cyOXapMOHU)CKUX (DYHKIUja UMajy BEJIMKY TPUMEHY Y
Teopuju Xap/njeBux MIPOCTOPa Ha JeITHUYHOM JINCKY Yy KOMIIJIEKCHO] PaBHU.
Kaxko 6ucmo nedunncain nHTerpasine cpejHe a moToM u Xap/ujeB mpocTop
Hajipe heMo HaBecTH TeopeMe Koje Cy HaM HEOIIXO/HE.

5.1 OcHoBHe TeopeMme

Teopema 5.1.1 Hexa je f : Q — [—00,4+00) cybrapmonujcra dynryuja

u ¢ : [—00,+00) — R pacmyha u woneexcna dynxyuja. Tada je ¢ o f
cybrapmonujcKa.
Joxas.

Oyukinuja ¢ o f je HenpekuHa Kao KOMIIO3WIMja Henpekuaux. Heka je
2o € € mpomsBosbHO ofabpana. [lomro je f cybxapmonujcka dyukmnuja (4.1)

2

(3r > 0)D(20,7) C Q, f(20) < 5= [ f(20 + pe')df. TIposepumo ma m oBaj
0

yCJIOB BaxKu U 3a QPyHKIHUjy ¢ o f.

de

o) < o [ ety ],

27

jep je ¢ pacryha ¢ynxumja. IIpumernmo na je [ % = 1 u ¢ je KOHBEKCHA
0

dyHKII]ja 18 MOXKEMO TPUMEHUTH JEHCEHOBY HejeTHAKOCT.

de

27 27
. L df
o [sGaroens | < [olrtntpg 02 p<n)
0 0
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na je ¢ o f cybxapMoHujcka (pyHKIIHja. |
Hamomena: 3a nperxojne HejegHakocTu Kopuiiihena cy ciejgeha mo3nara
CBOjCTBa KOHBEKCHUX (PYHKIIH]ja:

1. Cpaka KOHBeKCHa (DYHKIIMja je HEIPeKNTHA;

2. Jencenosa nejennakoct: Heka je (X, m, p) mpocrop ca mepom, pu(X) =
1, f: X — R mepmuBa pyaknmja, ¢ : A — R koHBekcHa pyHKIIH]a

rae je f(X) C A razna je: ¢([ fdu) < [(¢o f)du.

ITocaemumia 5.1.2 Hexa je f xoaomopdpra dpyrxuuja y Q2 u 0 < p < 400.
Tada je |f|P cybxapmonujera pynryuja y .

Joxas.

[Tomrro je f xomomopdua €2 caeau na je log | f| cybxapmonujcka y 2 na je u
plog |f| cybxapmonnjcka y €.

Excrnonennujanaa dyHkimja je pacryha n KOHBEKCHA Ha [—00,00) ma je
erloglfl — | f|P cy6xapmonnjcka y €. ]

Teopema 5.1.3 Hexa je [ cybrapmonujcka dynrkuyuje y obaacmu € u
D(zp,7) C Q. Tada sasrcu:

2

Fla0) < o [ oo+ o)

0

3a cee ) < p <.

Zloxas.

Heka je 0 < p < r upousBosbHO ofabpana. Osunaummo ca D = D(zg, p).
Bazku sa je D C D(z9,7) C Q.

Hokazahemo reopemy kopucrehn Ilyaconos unrerpasn dbyukimje ¢ = f|ap.
Dyukimja Ppo je xapmornjcka y D n nenpexnmasa v D. Taa je n dyHKInja
—Pp¢ xapmonujcka y D, a mOIITO je peasHO-BPeIHOCHA 3aKJ/bydyjeMo Jia je
cyOxXapMOHIjCKA.

[Tocmarpajmo dbyukiujy g = f — Pp¢g. Omna je cybxapmonwujcka y D u
HerpekuHa v D jep je pasinKa TakBUX.

Ha 0D he Baxkutu

g|6D = <f_PD¢>‘8D

- f‘aD - (PDQS)}aD
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- 6-0
= 0.

[Torpebra HaM je mporieHa 3a MYHKIW]Y f Tj. KeJIMMO J1a MOKaXKeMO Ja je
3a/I0BOJbeHa TpazkKeHa HejeHakKocT. VckopucruheMo TPUHITUT MaKCHMYMa.

max(f — Pp¢) = max(f — Pp¢) = 0.

Ha ocnosy nperxomsor je f — Pp¢p <0 1j. f < Ppoy D.

27 2
z0) < Pooea) = o [ 0(za-+ o) = 5 [ Flao + pea9
0 0

Teopema 5.1.4 Hexa je u cybzapmonujeka dyrkyuja y ducky D u v(z) =
27
1

= [ u(z¢?)df,z € D. Tada je Pynryuja v cybzapmorujera y D.
0

Zlokas.

Heka je zp € D npoussossro. (I > 0), D(z,7) C D, 0 < p < r. Ilokaxknmo
na GyHKIHja v 3370Bo/baBa ycJoBe jaa Oyae cybxapmonujcka. Padynamo:

27 27 27
1 , 1 1 L
—/v(z0+pe”)dt = —/—/u(zo%—pe’t)ewd@dt
2m 2 ) 27

0 0 0

2m 2m
1 1 , ,
= %/%/u(zoew—i-pez(”(’))dtde.
0 0

2
Osnaunmo ca A = 3= [ u(z0e” + pe'™9)dt, ysenemo cveny s =t + 6.
0

27 (%
A= %bfu(zoew + pe*)ds + %J u(20€” + pe'*)ds, a cveny ¢ = s — 27

[IPUMeEYjeMO Ha JIPYTU cabupaK:
2T 0
1 - A 1 . A
A = — /u(zoew + pe*®)ds + — /u(zoele + pe'®)dg
2T 2
0 0
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1 ) )
- —/u(zoew + pet)dtds.
2m

Ha ocnoBy mnperxosine Teopeme (Teopema 5.1.3) je A > wu(ze®) jep je
D(ze") C D na nobujamo cienehy mejemnaxoct:

27 27

1 - 1

%/U(zo—i-pe”)dt > %/ (20¢)dB = v(20),
0 0

Tj. JOOMJIM CMO & BasKMU:

2w

1 .
v(20) < 7 /v(zo + pet)dt.

0

OyukInja v je HempeKuiHa jep je u TakBa. [lokazahemo HENpEeKUIHOCT U 110
JIebUHATIHj 1.
1 2T
;llir% v(zo+h) = lim— / u((zo + h)e?)do
_)

h—0 27T
0

21

1 ) )
= — [ lim u(z0e® + he)db,
2w h—0
0
3a HOCJIEJIBY jeTHAKOCT CMO NCKOPUCTHIIN JIa je U HEIIPEeKUIHA Ha KOMITAKTY
oJlaKJIe CJIeN Jla je U paBHOMEPHO HENPEKN/IHa Ha KOMITAKTY Tj. JI03BOJbEHA
je 3aMeHa WHTerpaJa u JIMMeca.

2 2

1 )
llr% u(zpe™ + he)do = o u(ze™)dl = v(zp).
7r
0 0

1
o

Hoc.ne,m/m;a 5.1.5 Hexa je f cybzapmorujcra pynruyuja y ducky D. Tada
jer — o 1 f f(re®)do pacmyha na (0,1).

Zloxas.

Ha ocmoBy nperxomue Teopeme smamo ja je ¢(2) = o [ f(z¢?)d0
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cybxapmonnjcka ¢gyuknuja y D. Komiuiekcan O0poj 2z MOXKeEMO 3alucaTh y
HoJIapHOM OOJINKY 2z = |z|e''8% 1a je

2T
1 .
_g/f(’2|61(0+argz))d9
0

yBeIMMO cMeny t = 0 + arg z u jgobujamo ciejehe:
2m4arg z
/ f(zle™) dt—i—— / f(|zle™)dt
arg z

Ha JIDYT'H cabupak yBeJIuMO cMeny s = t — 27 na jiobujamo:

arg z

9() = — / Fll=le)dt + / F(l2le™)d

arg z

2
1 .
- & / F(I2ledt.
0

[Touerny ¢yHKIHjy cMO cBesiu Ha OOJIMK KOJU je TOTOJaH 3a 3aKJ/byIuBarbe
0 MOHOTOHOCTH.

BaO0<r<luzedD(0,r)Baxu: g(z —1ff7“e’9d9
[Tommro he ¢ ma cBako] Tauku ca pyba y3€TI/I UCTY BPEJHOCT MOXKEMO
3aKJ/byUUTH JIa je:

21

1 i0
6%1(%§)g(z) = %/f(re )db,z € 0D(0, 7).
0

Ja 6ucmo nokazasm jga je dynknnja g pacryha y3aMHMO Mpou3BOJBHO R Tako
1a 0 <r < R < 1. Tpeba ma nmokaxemo na je g(r) < g(R). Baxuhe cienche:

max ¢g = max ¢ < max g = max g——/f (Re)d
oD(0,r) D(0,r) D(0,R) 0D(0,R)
O6jacHIMO IPETXO/IHE jeIHAKOCTH U HejeTHAKOCTH:
e JeIHAKOCTHU cJjieJie Ha OCHOBY NPUHITUIIA MAKCUMYMa,

e Hejeamakoct cienn us wmmente aa je D(0,7) € D(0, R) jep je r < R.
]
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5.2 IurerpaJne cpeamHe

Heka je f xomomopdua dbyukimja y mucky D(zg,7) 1 0 < p < +00. Tama
3a 0 < r < 1 gedunurneMo UHTErpaHy CpeMHy pejia P Kao:

P

M0 0) = | 5 [ Ie")pas
0

Kopucrehu nperxojino HaBejgeHe TeopeMe MOXKEMO 3aKJby TUTH:
Axo je f xomomopdua ouya je |f|P cybxapmonujcka dbyukImja y D ma Baxkn

2
r— 5= [ |f(re)|Pdd pactyha.
0

Hedbununmja 5.2.1 Hexa je [ cybrapmonujera dyrxyuja na ducky D(0, p)
mako da f Z —o0. 3a 0 < r < p depunuwemo:

M¢(r) :== sup f(z) (5.1)

|z|=r

Ce(r) == iﬂ/f(reit)dt (5.2)

By(r) = / fdA (5.3)

[Iperxo/He Tpu jeJHAKOCTH [IPEJICTaB/bajy HHTErpaJiHe cpeaute gpyHkimje f.
Bazku u ciencha sesa:

By(r) = z/C’f(s)sds, (5.4)

r2
0

yspcrumo C'y u 1obujeMo n3pas3 o0/IMKa:

r

27 r 2
2 1 i 2 1 i
By(r) = ﬁ/ %/f(set)dt sds = ﬁ%//f(se Nsdtds,
0 00

0
yBeJUMO CMEHYy § = rz:

1 27
/ /zf(rze“)dtdz.
00
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[Ipe Hero 1mTO HaABEJIEMO OCHOBHA CBOjCTBA WHTEIPAJHUX CPEJIMHA
JIokazaheMo HEKOJIMKO TeopeMa KOje Cy 3a TO HEOIIXOJIHE.

Hamomena. Ha oBom Mecty hemo HaBecTu jegHy OUTHY HAIlOMEHY
jep y HapeJIHUM JOKa3uMa a ¢ YOIIITe y pajy MoxKe johm jo 3abyHe. 3a
HaIlle oTpede KOPUCTUIN CMO MOJIMMPUKOBaHY JIe(DUHUIIA]Y CYOXapMOHMjCKe
dyHKIIMje 3aT0 OBJIe HABOJIUMO OPUTHHAJIHY :

Jlepuruyuja™  Heka je U orsopen ckyn, U C C. @Oyukuujy f : U —
[—00, +00) Ha3MBaMO CyOXapMOHHJCKOM AKO j€ IIOJIYHEIPEKHHA 00310 W
aKO 33/10BOJbaBa HEjeTHAKOCT:

2m
(Vzo € U)(3r > 0) : D(z0,7) C U, f(20) < %/f(zo + pe®)dh,0 < p < r.
0

(5.5)

Y nacraBky hemo octaru npu HaIoj 1edUHUII).

Teopema 5.2.2 Heka je T womnaxmar monosowru npocmop, U omeopen
nodckyn 00 C u nexa je v : U X T — [—00,+00) dynruuja maxsa da je:

o v Henpexudna na U X T';

o 2 = v(z,t) je cybrapmonujcka na U, ¥Vt € T.

Tada je u(z) :=supv(z,t) cybrapmonujcera na U.
teT

Zloxas.

¥Yamumo mpomssosbro z € C. Hajupe pokaxkumo ja je dyHknmja u
HEIIPEKUTHA.
Ucnmrajmo j1a JIn je 3a/10BOJbEHA jeTHAKOCT: lllirr(l] u(z+ h) = u(z).

—

lim u(z + h) = lim supv(z + h,t) = sup lim v(z + h,t) = supv(z,t) = u(z).
h—0 h—0 teT teT h—0 teT

Ompasajmo nperxonuu pe: [omrro lim u sup #e mocmarpamo y ofHOCY Ha
HCTE IPOMEHJBHBE CJIO00IHO MOKEMO PONH JINMECOM KPO3 CYIPEMYM.
Heka je D(z,p) C U, tana je 3a cBako t € T

27

— wt)do
0

v(z,t) <

2

1 ”
— [ u(z + pe”, t)df | su
27/ ( P ) /tejp

0

IN
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2

1 )
= u(z) < —/u(z+pew)d0.
2T

0

JlakJie, 3a/10BO/beHN Cy CBU YCJI0BH Jia dyHKInja u Oye cydxapmonnjcka. M

Teopema 5.2.3 Hexa je (2, ) mempuuru npocmop, p(2) < +oo, U
omeopen nodcxkyn 0d C u v : U X Q — [—o00, +00) Pynkyuja maxea da:

e v je mepmusa na U X §Q;
e 2 — v(z,w) je cybxapmonujcra na U, Vw € Q;

e 2 — supv(z,w) je aokaaro oepanuvena rna U.
weN

Tada je u(z) :== [v(z,w)dp(w) cybrapmonujera na U.
Q

Joxas.

JloBo/pbHO je nokasaTu Jia je yHKIHja u CcyOXapMOHHUjCKA Ha CBAKOM

peJIaTUBHO KOMIIAKTHOM TosicKytry D ckyna U. Y3mumo npousBosbaH D.

Tana 360or orpanmvenocru gyHknuje sup v(z,w) Ha ckymy U 3ak/bydyjeMo
w

Jia je oHa OrpaHuveHa OJI03T0.
Hajupe j0ka>KnuMo HeIpeKuTHOCT.

h—0

limu(z+h) = / (z 4+ h,w)du(w)
Q

_ / im v(z + h,w)dp(w)

Q

Ompasnajmo nperxojne jeanakoctu: Vckopucruiu cMo J1a je v HelpeKkuiHa
Ha KOMIIAKTY OJIaKJ/Ie CJIEJIN JIa je ¥ PAaBHOMEPHO HEIPEKUIHA HA KOMIIAKTY
Tj. JIO3BOJbEHA je 3aMeHa MHTerpaJja u JIMMeca.
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Hokaxkumo caga ma (yHKIMja 3a10BO/baBa HEjeIHAKOCT (4i) Hexka je
lim u(w,) = k. Kopucruhiemo @ybunujesy reopemy. Heka je D(k, p) C D:
n—oo
2w 2
1/ (k + pe”)do / 1/ (k + pe®)d6 | du(w)
— [ u e = — [ u e w
27 P 27 P a
0 Q 0

1
> — [ v(k,w)du(w
> oo [l w)due)
0
= u(k).
OBumMm cy 3a710BoJbeHA 00a yeIoBa 1a (byHKIHja Oyae cyOXapMOHU]jCKA. |

Teopema 5.2.4 Hexa f : D(0,p) — [—00,4+00) dynkyuja xoja je
pomayuono unsapujanmua (f(z) = f(|z])) u npemnocmasumo da je
f # —oo. Tada je cybzapmonujexa na D(0,p) ako u camo akxo je
f(r) pacmyha u xomsexcna dynxuyuja no logr (0 < r < p) npu uemy
limv(r) = v(0).

r—0

Joxas.

1. IIpBu cmep (mokazkumo jia je dyHKIMja cyOXapMOHUjCKA)

Uckopucruhemo Teopemy (5.1.1). Ozmaaumo ca ¢(t) = f(e'). Tomro je
f pacryha koHBekcHa (pyHKIMja U eKCIIOHEHIMjaIHa (PYHKIINja Takohe
oHJa he m ¢ buTu TaKsBa.

Osnaunmo ca ¢(z) = log |z|. Uneanno 6u 6mio Kaga GHCMO MOKA3AIIH
Jia je g cybxapmonujcka (pyHKIHja jep OUCMO MOIVIM 3aKJbYUUTH Jia je
1 ¢ o g cyOXapMOHHMjCKa IITO je Kpaj JoKa3a. PazMorpumo GpyHKIH)y
g. Ona je menpekuaaa Ha nucky D(0, p). Ilokaxkumo na HejemHAKOCT
(4.1) Baxxu ma D(0, p).

(V20 € D(0, p))(3r > 0) : D(z,7) C D(0, p),

Q
~~
N

(=)
N
IN

2T
1 .
— /9(20 +pe’)dh,0 < p <r
2

0

g(z) = log|z
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9(z0 + pe”) = log |z + pe”|

YBPCTUMO:
2

1 .
log | 20| < —/log|z0 + pe’®|dh.
2m
0

[Iperxoman pej heMo 3anmcaT BENITauKy Kao:
2w 2m
1 1 i0
— [ log|2ldd < — [ loglzo+ pe”|df
2m 2m
0 0

& log|z| < loglzo + pe|.

[lomro je |zo| < |20 + pe| Morkemo BumeTn nma je oBa HejemIHAKOCT
UCIIYyH-€Ha TaKO MTO NeMO MCKOPUCTHTH YUIbEHHILYy Ja je (byHKIuja
log x pacryha (ocHoBa e je Beha ox 1). Baxspyuyjemo na je dbyHKIHja
g cyoxapmonujcka. Ha ocnoBy Teopeme 5.1.1 je m dynknuja ¢ o g
cyOXapMOHI]CKA.

. Hpyru cmep (ako je dynknuja cybxapmonujcka va D(0, p) J0KaKIMO
JIPYTy CTPaHy €KBHUBAJIEHIIH]E).

Yamumo 11,79 € [0,p) Tako ma r; < ro. Hajupe mokasyjemo na je
dyukiuja pacryha. MckopucruhemMo mpuHIUIT MaKCHMyMa.

max v = max v = v(ry),
D(0,r2) 9D(0,r2)

< —
v(ry) < Bg%gg;)v v(rs)

na je dyukuja v pacryha na D(0, p).
[TomrTo je mpermnocraBKa Ja je (byHKIMja CyOXapMOHHjCKa OHJA je OHa

1 HEIIPpEKH/Ha a CaMHUM THUM HEIIpEKWIHa U y HYJIN IIa BazKH:

lim v(r) = v(0).

r—0

JlokazkuMo caJia Jia je KOHBEKCHA.
Heka cy 71,79 € (0,p) Tako na r; < 1. M3abepumo KoHcTaHTe «, 3
Koje 3an0BosbaBajy v(ry) = a + Blogry,v(ry) = a+ flogry. Yamumo
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Cnmka 5.1: [Ipon3BosbHU JTUCKOBU MOJYIPETHUKA 11 < Ty < p

r € (r1,re) Tako ma Baxm: v(r) < a+ flogr. Bameko 0 < A < 1lmu
logr = (1 — X\)logr, + Alog ry Baxu:

v(r) < a+pBlogr
= (1 =X (a+ Blogry) + AMa+ Slogrs)
= (1 =XNov(r) + Av(rs).

Teopema 5.2.5 Kopucmumo unmezpasne cpedure u3d depurunyuje 5.2.1.
Baotcu caedehe:

1. Mg(r), Cr(r) u Bg(r) cy pacmyhe xonsexcre gynryuje no logr;
2. Mf(’f‘) > Cf(?") > Bf(T‘) > f(O), (O <r < p),
3.t My () = lsy Cy(r) = lsy By (r) = £(0).

Zloxas.

1. Ha ocmoBy teopeme 5.2.2 je dyukmuja M(r) cybxapMoHmjcKa, a
npumenoM Teopeme 5.2.3 cy dyukuuje Cr(r) u By(r) cybxapMoHHIjCKe.
Onmax MmoxkeMo 3akspyanTn (Teopema 5.2.4) na cy one pacryhe u
KOHBeKCHe (yHKIHje 1o log r.
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2
2. Hajupe gokaxnmo na saxum: sup f(z) > o [ f(re®)dt. Hexa je
|2[=r 0
cynpemym dynxmaje f 3a |z| = r neko M = f(rei®). Tpusnjammo
2
Bazku Ja je M > 5- [ f(re)dt, unme cmo mokasasm IpBy HejeHAKOCT.
0

JlokazkuMo cajia Jia BayKu:

on r
%/ﬂwwtzﬁ/Q@Ms
0 0
1 1 27
= ;O/O/zf(rze )dtdz
> f(0).

Uckopuctuhemo unmennny na je C; pacryha, KoHBekcHa (byHKIH]ja.
Tana Baxkn:
Cy(r) = Cy(s),r = s.

Ako obe crTpamne HejeHAKOCTH TOMHOXKHUMO Ca % U WHTErPaJUMO y

rpanunama s = 0 0 s = r g006mjamo:
JleBa cTpana:

2s 25> Cy(r)|"
L_/ﬁ@mw——-ﬂOZQW
0
Hecna crpana:
[ 2s 2 |
D= /T—QCf(T)dS = T—g/s(]f(S)dS = By(r)
0 0

OBum cmo mokazammu ga Cr(r) > By(r), cama JZOKaXKUMO Ja BayKu

By(r) = f(0).

MozkeMmo BumeTu cienehe:

Konauno:



3. C ob3mpom 1a cMo goxasanu Hejenarocta My(r) > Cr(r) > By(r) >
£(0), (0 < r < p) cana je moBosbHO HoKazaru fa limsup Mp(r) < f(0).

r—0
Qynxinuja My je cyOxapMOHHjCKa INTO 3HAYU Ja je HEIPEKHJHa IIa

CaMHM THM U IIOJIYHEIIpEKUIHa OJ03I'0. Ta;:La 3HaMO Ida je:

lim sup M(r) < M;(0) = limsup M(r) < £(0).

r—0 r—0

5.3 XapamjeBu IIPOCTOPU
Hedbunannmja 5.3.1 [Ipocmop 3a xoju easrcu:

H? ={f € HD) : || f|la» = Sup My(r, f) < +oo}

naszusa ce Xapdujes npocmop HP.

8a0<p<+xje

M0 = (52 [ 15epas)”

Axko je p = +00 Taja BaxKm:

[ = sup [f(2)].

|z|<1

[Tomrro je M,(r, f) pacryha dbynknuja Baxmu:
| fllae = Tim My(r, f).
r—1

Ba 0 < p < q < +¢ je HY C HP, 10 MOXKeMO TOKa3aTh Kopucrehn
XemepoBy HejeHaKoCT

p 2w q—p

q

(& Jicero) < (& Juweria) (& )
0 0 0

'Hexa je (X, m,u) npoctop ca mepom, f,g Mepibuse dbyHKImje u p,q > 1 cipermyTn
koedunmjentu. Tama je

Ufmdu ‘s(!ﬂpdu);(!mm)é
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27 1

1 . q

— <%/|f(rew)|qd9) .
0

YBemumo cienehe o3nake:

) g[fd,u = ﬁsffdy, rje je dy KOHaYHA [MO3WUTHUBHA Mepa HaJ| CHI'Ma

aJareOpoM TOJICKYTIOBa CKYyTIa S.

Hpmsiep:  £(Q)]d¢] = & [ (Ol = & [ fd.
T T T

e Caka MebujycoBa tTpanchopmanmja ¢ U3 JeIMHAIHOT [TUCKA Ha

jeJTMHUYHE JIUCK MOYKe Ce ITIpeJICTaBuTh Kao ¢(z) = bo,(z), tae je
bl =1mu
a—z
0.(2) = 1%, la| < 1,|z| < 1.

OBa mpeciunkaBama (GOpMHUPaAjy TPYILY Y OIHOCY Ha KOMIIO3UIIH]Y
[IpeCcIuKaBambAa.
CBojcTBa MebujycoBux mnpecinkaBarmba;

1.
2.

—1.
a

/ / 7(12
7() = (00) () = 2= o] < 1] < 1

(1—|al*)(1—2w)
(1—za)(1—aw)

O e RO (R E}

Og =0

1 —04(2)0,(w) = , CIIEIHjaJTHO:

Oyuxkimja dy(a, z) = |04(2)|, (a, 2 € D) je merpuka xa D n Hasusa
ce MeeyIOXUIepOOIIIKa METPHKA, 3a Iy BayKH:

dp(o(w),0(2)) = dp(w, 2),

3a cBako ¢ u3 rpyie MebujycoBux Ipec/imKaBarba.

Mepa d,(z) = (1—|2|?)7? je Mebujycosa nuHBapujaHTa ITO 3HAYM:

/hOO'adT:/th,

D D

rie je h > 0 mepsbuBa pyaKIMja Ha D.
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Jlema 5.3.2 Hexa f € HP 3a ceaxo 0 < p < +00 onda

1F(2)] < (1= 1277l

lim My (r, f)(1 — 1“2)% = 0.

r—1-

Lloxas.
IIpernocrapuhemo na je f € H(D). Omga je ||f|[2 = f|f[Pdl. Bamenom

¢ = 0.(§) nobujamo:

1A = f F(o2(€) P10 (€)1

_ ][ F(0-(6) (o) (€)F P de].

Oyukmmja g(w) = |f(az(w))(0;)(w)%|p je xosomopdua na BaxKHu Ja je
dbyuxrnuja M,(r, g) pacryha na [0,1)(ma ocnoBy mociegue 5.1.5):

/

1£12 > | £(02(0))(e) (0)5]7

= (1= [P)IfP.

Jemanakoct

AL
|

lim My (r, f)(1 —r*)7 = lim sup |f(re')|(1 — 7“2)% =0

r—1- r—1— 0e[0,27]
TPUBHjAJTHO BayKU. ]

IMocnemunia 5.3.3 Hexa f € HP onda:

My(r, £) < (1= 12575 | f||p g > p. (5.6)

Jokas.
Mozkenmo sammcatn M(r, f) xao:

My f) = eI e
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< (uplFlre )M ).

Ykosmko y3memo ¢ = 1,p < ¢, U 3a r y3uMaMO BPEJIHOCT Koja je OJucKa

jemumumm r = 1 — n+r1 onja nejeanaxoct (5.6) mocraje:

_1
Mi(r, f) < (L=12)%] | f].
HacraBumo ca mporieHOM y3 j1aTe yciaoBe u jJemy 5.3.2:

M f) < (supl (e ) ML)

< (@ =) fly

jepjep<1HaM£(7",f)§HprZSllll)Mp(T,f). u
r<
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3aKJbydakK

Pan koju je ympaBo mpe3eHTOBaH NpPHUITAJa BEOMa IIOIYJIAPHOM JIEJTy

KoMmILTekcHe anann3e. CybOxapmonmjcke (byHKIMje HMajy jakKo KOPHUCHA
CBOJCTBA W BEJINKY ITPUMEHY.
OBne je akmenar OMO Ha HWHTErPAJHUM CpeJuHaMa  CyOXapMOHUjCKUX
dyuknuja. Kao muxoBy OWTHY NpHMEHY HaBEJIM CMO MECTO KOje OHe
3ay3uMajy y Teopuju XapjumjeBux Ipocropa. Jlemesa mpumene je mgaJieko
Iupa, Kao IpUMEep MOXKEMO HaBeCTH YTHIA] KOju OHe mMajy y dbusuim,
TEOpPUjU TIOTEHIMjaa aJld U Y MHOIUM JIPYTHM OOJIACTUMAa, MaTeMaTHYKe
aHAJII3e.

Kenena 6ux fa ce 3axBajiuM WIAHOBUMa KOMIUCHje Ha CBUM CyrecTHjaMa W
BpeMeny koje cy uznsojuin. Hajsehy 3axsasnoct ynyhyjem csom ripocecopy
u menTopy bobany Kapamnerposuhy Ha mpejjiory Teme u BeJIUKOj moMohu u
pa3yMeBamy y TOKy mu3pajie. zKejiesia Oux Jia ce 3axBaiiM U IIpodecopuma
ca Puromomkor dakynarera (mocebro upodecopy Muaomy Yreuhy n
npodecopkn  Munnn  Vkonuh Hemunh) xoju cy wumamm makcumaiHy
TOJIEPAHIIN]Y 3a Moje obaBe3e Ha MacTep CTyAujaMa a M 3a caM MacTep paj.
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