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I'maBa 1

YBOI

PumanoBa Teopema je jemna om Haj3Hadajuujux teopema 19. Beka. Yumbenwu-
a4 JIa Ceé CBaKU IIPOCTO TIOBe3aH JIOMeH (pas3J/InauT O] caMe KOMILIEKCHE DABHU) y
KOMILJIEKCHO] PABHU MOXKe KOH(OPMHO TPECTUKATHA Ha OTBOPEHU jEJIMHUYHU JTUCK
je on Bequkor sHauaja.dysenn maremarudap Bepuxapa Puman® je npsu xoju jy
je objaBuo 1851. rommue y cBOjoj aucepraryju y l'eTuHreny u mokyiao je ja je
JIoKaxke, MehyTuM y ToMe Huje yCIeo, IeroB JI0Ka3 je HauIao Ha OpojHe 3aMepKe.
Bes o03upa Ha TO, y BeMy Cy ce HaJjla3ujie BaxkKHe HJjeje Koje he KacHHje OUTH
rjaBHe cMepHulle 3a Oymyhe mokaze ose Teopeme. IlpernocraBibao je ga oxapehenn
€KCTPEMAJIHU IIPOOJIEM MOPa UMAaTH PeIleme, IMTO He MOpa YBEK OUTH CIIydaj, U Y
TOME je IJIaBHa MaHa HeroBOr jioka3a. [IpBu Bajman 10Ka3 je 7a0 aMEepUIKu Ma-
remarudap Oszryn’ 1900. rogune. O3ry je KopucTro opurunaine Pumanose nieje,
aJIu je OBaj JI0Ka3 MIIaK MHOT'O TE€XKU O] JaHAIIBNX MOJEPHUX J0Ka3a OBE Teope-

3 MeTon 3a pemasame JIupuxiteosor?

Me, jep Huje mMao Ha pacnosaramy [leporon
npobsiema. Kopuctuo je meo-1o-eo imHeapHe alrpoKCUMAIIje yHYTPAITEOCTH J10-
Mena u Jupuxjeos mpobjeM 3a Takas clienujajnu jgoMed koju je Illsapm® sehi
pemmo. Ke6e® u Kapareomopu’ cy oko 1910. ronune o6jaBUin J0Ka3 OBe TeopeMe
KOJU KOHCTPYWUIIlE TParKEHO IIPeC/IMKaBalbhe Ka0 I'PAHUYHY BPETHOCT HEKOI HU3a

IpecanKaBama. Kapareoiopu je 1a0 IpBU J0Ka3 OBE TEOPEME KOJU Ce OCJIamha0 Ha

'Bernhard Riemann (1826 - 1866) - nemaukn MaTemMaTHIap
2William Fogg Osgood (1864 - 1943) - amepuuxu MaTemMaTHdap
30skar Perron (1880 - 1975) - HeMauKku MaTeMaTHIap

4Johhan Dirichlet (1805 - 1859) - memMauxkm MaTeMaTHIAD
SHermann Schwarz (1843 - 1921) - memauku MaTeMaTHIap
fPaul Koebe (1882 - 1945) - HeMauKu MaTeMaTHIap
"Constantin Carathéodory (1873 - 1950) - rpuku MaTemaTHdap



I'VTABA 1. YBOJI

Teopujy dyHKIHja, mpuToM je Kopuctuo MonTtenosy® Teopemy. Mako je Osrymnos
JIOKa3 TIPBU BaJIUJIaH JIOKA3 OBE TeopeMe, OH HUje OO0 HUjeTHO TPU3HAE 38 CBO-
je mocrurnyhe, MHOTO BUIlle axKmbe je npuBykao KebeoB /0ka3, nako ce mojaBuo
HEKOJINKO TojuHa HakoH O3rymoBor. BpemeHoM cy MHOTH JIpyru MaTeMaTudapu
JaBaJIH CBOje Bep3mje JoKasa, Kopucrehn pasne merone. Ha mpumep, Xunbeptr® je
KOPHUCTHO BapHjanuonn padys. [Ipsu mogepan nokas gam cy Puct’ u @ejepl!l. 3a
paznuky on KapareomopujeBor, oBaj JI0Ka3 rOBOPH CaMO O IOCTOjalby KEJbEeHOT
IpecanKaBamba, aju He U KaKo OHO u3rieia. Kopuctuau cy MonTe/1oBy Teopujy o
HopMasHuM damuinjama dyakimja. CTangap/iHu JI0Ka3 KOju ce JJaHAC Hajderhe
Kopuctu je ynpaso noka3 Ppuca n Pejepa uz 1923. romune. Hapasrao, nocroje n
HOBUjU JIOKa3W KOjU C€ 3aCHWBA]y Ha HEKUM HOBUM IOjMOBHMA W HOBUM TeOpHja-
Ma, HIIP. KOHCTPYKTHBHU JOKa3 KOjU KOPUCTH reoje3njcku aaropuram [5]. Mmeja
je nma ce, kopuctehu oBaj ajropuraM, KOHCTPYHUIIy KOH(MOPMHA MIPECIMKaBaba U3
pactyher Hu3a JOMeHA Ha jeIMHUYHU JIMCK, a MOTOM Jla Ce JIOKaXke Jia Taj Hu3

KOHBEPrupa Ka KOH(pOPMHOM IIPECINKABAaIbY YHUjE TUX JIOMEHA Y JeIMHUIHA JTUCK.

[TocToju BuIle Tenepam3anuja oBe Teopeme. llopea mpocTo MmoBe3aHWX JTOMEHA,
MOKEMO TIOCMATPATH U BUIIECTPYKO MOBe3aHe JOMeHe (JJOMeHe y KOMILIEKCHO]
PABHU YUjU Ce KOMIJIEMEHT CACTOjU OJI BUIIIE KOMIOHEHTH ToBe3aHocTn). Ha npu-
Mep, 3a JBOCTPYKO IIOBE3aHE JIOMEHe, Yije KOMIIOHEHTEe ITOBE3aHOCTU UMHE Dapem
JIBE TadKe, BayKM Jia Cy KOH(MPOPMHO €eKBUBAJEHTHU IpCcTeHy. 10 je jegan crernmjaJ-
HU CJIy4a]j jeJIHe OIIITUje TeOPEME O BUIIIECTPYKO oBe3aHuM gomenuma. Ilope s ose
TeopeMe IIOCTOjU W TeHepaJ/u3alinja Ha ITPOCTO MOBe3aHWM PUMaHOBMM MOBPIIH-
Ma, To je Teopema ynudopmuzaiuje. Teopema yuudopmuzaruje HaMm omoryhasa
Jla 9UTaBY jeJIHy KJjacy mnopinu Kjaacudukyjemo. Hamme, ona nHam Kaxke Jia mpo-
cTo ntoBe3ana PumanoBa moBpiin Moxke 6UTH KOH(MOPMHO €KBUBAJIEHTHA OTBOPEHOM
JEIMHUYHOM JIUCKY Y KOMILJIEKCHOj PaBHU, CaMO] KOMILIEKCHO] paBHU mian Puma-
HOBO] ccepu. Jlakjie, unTaBy jeJIHYy TEOPHU]y CMO CBEJU CAMO Ha OBA TPHU IOjMA,
a KOju Cy HaM JI00pO MO3HATU M Cca KOjUMa je MHOTO JIaKmwu paJi. Teopemy yHH-
dbopMusaImje cy IpBu J10Ka3a/u, He3aBUCHO jesan of apyror, Kebe u IToenkape!?

1907. romume.

8Paul Montel (1876 - 1975) - dpamiyckn MaTeMaTHIap

9David Hilbert (1862 - 1943) - memauku MaTeMaTHIAD

Frigyes Riesz (1880 - 1956) - mahapckn MaTeMaTHIap

UTLipot Fejér (1880 - 1959) - mahapckn MaTeMaTHuap

2Henri Poincaré (1854 - 1912) - dbpaniyckn MaTeMaTuIap u TeOPHjcKu dbusmaap



I'VTABA 1. YBOJI

Ha 6ucmo mMoriu 1a pOpMyJIHITIEMO U TIOTOM JI0KaXKeMo, Kako PuManoBy Teopemy,
TaKO W TIOMEHYTe IheHe T'eHepaJn3aliije, Hajupe hemMo ce y OBOM YBOJIHOM IIOTJIa-
BJ/bY TIOJCETUTH HEKWX Haj3HAUYAjHUX IIOJMOBA W TeOpeMa KOMILIEKCHE aHaJM3e U
Teopuje XapMOHUjCKUX (DYHKIIN]a, & KOje he HaM cBaKaKO OUTHU OJ1 BEJIMKOT 3HAJaja
KacHuje. PumanoBa noderna 3amucao 3a J0ka3 PumanoBe Teopeme ce 3aCHUBAJIA
Ha pemaBamy lupuxsieosor npobiema (HAKO y HBEroBO BpeMe OH Huje GO perleH )
¥ KacCHUje je YCIIENTHO AT JI0Ka3 3aCHOBAaH Ha FHETOBUM HiejaMa. ¥ JIPYyroM To-
rJaB/by NeMo JaTu CTaHJIapJ Hu J0ka3 PumanoBe Teopeme y3 momoh HOpMAaJHUX
damumja koju ce uajuernthe Buha, a MOTOM jOII jeJaH JIOKa3 OBe TeOpeMe KOju
ce ocjama Ha perasBambe JupuxiieoBor mpobsiema. ¥ TpeheMm moryiaB/by mpeiasu-
MO Ha IbE€HE IeHepasin3alje, Ha Beh MOMeHyTe BUIIECTPYKO MOBE3aHe IOMeHe. ¥
YeTBPTOM IIOIVIaBJ/bY heMo ce KpaTKO OCBPHYTH Ha OCHOBHE IOjMOBe Be3aHe 3a Pu-
MaHOBE TOBPIIH, Jila OMcMO HakoH Tora jonutu 10 Teopeme yaudopmusanuje. Ha

camoM Kpajy hemo cnomenyTu m Heke npuMmene PumanoBe Teopeme.
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Anpanmutnuke dpyHKIHIje

Hedununuja 1.0.1. Hexa je f : D — C, zge je D gomen® y C, u zy € D. Axo
UOCTOJU KOHAUHA SDAHUMHA BPDEGHOCT,

lim f(z) = f(20)

z—20 Z— 2

(1.1)

Kaotcemo ga f uma (Komarexcnu) ussoq y zo u Zpanuywny epegroct (1.1) oznaya-
samo ca f'(29). Axo uzsog pynryuje [ Goctwoju y cearxoj wawku zg € D wasrcemo

ga je dynxuuja f anasumuvka na D, gok je [ anasutiuvwka y Wawky 2y axo je

AHAAUUUYKA HG OKOAUHU WAYKE 2.
Creneha Teopema HaMm Jaje KpUTEPHUjyM Kaj1a je PYHKIMja aHAJTATHIKA.

Teopema 1.0.1. Hexa je D gomen y C u f : D — C anarumuvka na D gatta
ca [ =u+iv, 2ge cy u = Ref v v = Imv. Taga saorcu f' = f, = —if,, 2ge cy
fz = Uy + 10, u fy = uy + vy, ognocro easce Kowu-Pumanosu ycaosu u, = vy,
uy, = —vy y gomeny D. [ogawino, axo je f = u 4+ v, 2ge cy u,v : D — R
Heuperugro-gupepenyujabusre dynrkyuje na D u easce Kowu-Pumarnosu ycaosu

y D, onga je [ anasumuvka nwa D.

1.1 IIpocto moBe3aHu JOMEHU

Henpekunny dbysxmujy v : [0,1] — D nmasuBamo kpusom y gomeny D C C.
Kpusa je npocra ako 3a cBako ti,ty € [0,1], rue je t1 # to Baxku Y(t1) # Y(t2),
Tj. ako Hema camornpecenamwa. Ako je ¥(0) = (1) onna je kpusa 3arBopena. Ka-

JKEMO Jla je KpuBa 7y TJIaTKa KpuBa yKOIHKO je dyukmuja 7 : [0,1] — D rmarka,

a JIeo-TI0-JIe0 TJIaTKa KPUBa aKo 1mocTtoju mojena 0 < ¢ < --- < t, < 1 cermeHTa

[0,1] TakBa Ja je HENPEKWJIHO MPECTUKABAE 7 HENMPEKUIHO JudepeHInjabuIHO

Ha cermenTuMa [0, t1], [t1, ta], ..., [tn, 1]

Hedbunnnuja 1.1.1. Heka cy gat@e gse kpuse 1,72 : [0,1] — D, 2ge je D C C
gomen, waxree ga je v1(0) = 12(0) = 2o u 11(1) = (1) = 2. Kascemo ga cy

KPUBE Y1 U Yo TOMOWOUHE CA PUKCUPAHUM KPajrum Wwavkama y D axo Goctmoju

neapexugha gynryuje H : [0,1] x [0,1] — D @axsa ga je

1. H(0,t) = v (t) 3a ceaxo t € [0, 1],

13 [Tomen je menpaszamn, oTBopen u mnosesan ckyi y C.
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2. H(1,t) = y(t) sa ceaxo t € [0, 1],
3. H(s,0) =z 3a ceaxo s € [0,1] u
4. H(s,1) =z 3a csako s € [0,1].

Hedbununnuja 1.1.2. Hexa cy gatte gee 3atusopene kpuse 1,2 : [0, 1] — D, zge je

D C C gomen. Kaostcemo ga cy kKpuse y1 U Yo TOMOWOUHE Kao 3aieopere Kpuse y [

axo tocwoju neupexugha gynrkyuja H :[0,1] x [0,1] — D waksa ga je
1. H(0,t) = 71 (t) 3a ceaxo t € [0,1],
2. H(1,t) = y(t) 3a cearo t € [0,1] u
3. H(s,0) = H(s,1) 3a ceaxo s € [0, 1].

Hedbununuja 1.1.3. Jlomen D C C je upoctio uosesam axo je c6aka 3aWE0PEHA

xpusa ¥ y D xomowoura xao 3aWE0PEHa KPUSa HEK0] KOHCaHHo] kpueoj y D,

ogrocho wavwku y D.

14

Teopema 1.1.1 (I'punosa'® Teopema). Heka je v geo-to-geo Zaaiixa, Upoctia

3amweopena kpusa xkoja ozpanuvasa gomern D y C. Hexa je U C C owsopen ckyt
wakas ga je D C U u ¢gynxyuje P : U — R u Q : U — R umajy Heupexugre

uapyujaire udeoge upsoz pega. Taga je

/(de Qdz) = // (a—P—l—a—Q)d:cdy,

UPU YeMY Je 7Y UOBUWUBHO OPUJEHULUCAHA.

15

Teopema 1.1.2 (Kommujesa'® reopema). Heka je D apoctio tosesan gomen y C u

f: D — C anarumuvra gynxuyuja na D. Taga je

/f(z)dz =0 (1.2)

30 C8AKY UPOCWLY 3aTNBOPEHY GEO-UO0-Geo 2AAKY Kpuesy Y y D.

ITopen oBe Bep3uje KorujeBe Teopeme moCTOju U HEHA OIIITHja BEP3U)ja.

“George Green (1793 - 1841) - 6puTancKy MaTeMaTHIap 0 GU3AIAD
15 Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857) - dbpamiyckn MaTeMaTngap, GU3AIap U HHKEHED
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Teopema 1.1.3. Hexa je D C C ozpanuven gomen wuja ce 2panuya cactmioju og
KOHAYHO MHO20 UPOCTUUL 3aTBOPEHUT Geo-Uo-geo Zaaturuxr xpusux u f : D — C
anaaudiuwka dynkyuja na D, woja ce Gpowupyje go netpexugre gynxyuje na D.
Taga je

f(z)dz =0,
oD

upu wemy je zpanuya 0D G03uu6Ho opujeHiiucana.

Aoxas Kowujese weopeme 1.1.2. Hajupe hemo nmokasatu Teopemy y CIIEIINjaJTHOM
cayqajy kazga je f' menpekuana dynkimja. Heka je Ref = u, Imf = v, v : [0,1] —
D upocra 3aTBOpeHa JIO-I0-/1€0 TJIaTKa Kpuba Taksa ja je Y(t) = a(t) +if(t) u

U = inty. Taza Baxku

/7 f(2)dz = / ) (0 = / [0 + o) (') + 8 0
= [ [utroet) ~ v @]ae i [ [ottna' o + utrmo]a
= /(udx —vdy) +1i /(vda: + udy)

Y Y

= /[—(vdy —udz)] + 1 /[udy — (—vdz)]

— j/(](—vx — u,)dzdy —|—Z//U(uz — vy )dxdy (1.3)

0. (1.4)

Y (1.3) cmo uckopuctuim I'puroBy Teopemy 1.1.1, y3 nosaTHy IpPETIIOCTABKY
na je f' mempekumna dysknuja, 10k cMmo y (1.4) mckopucrmim Komm-Pumanose
ycaose. Tume cmo jokasanm jga (1.2) BazKu 1OJ, JIOJATHOM IIPETIIOCTABKOM JIa je

f" menpekuana dyHKIM]jA.

Caga xemumMo j1a ce ocaob0amMo oBe mpernocraBke. [IpernocraBumo na je v =
OA, rze je A tpoyrao y C. Hokazxumo ga je [, f(z)dz = 0. [logemmo Tpoyrao
A ma gerupm Tpoyrna A;, j = 1,2,3,4, cnajameM CpeIuINTa HErOBUX CTPAHMUIA.

Taza je

4
dz = dz.
RELE T
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Osnaunmo I = [, f(z)dz u I; = faA 2)dz. Tana je |I] < ZJ L 17;]- Heka je A
Tpoyrao Takas jaa je |I'| = max |I;| n ]11] > ﬂ, rie je I' = [, f(2)dz. Cana
1<5<4

hemo monoBuTH IOCTYHAK, ojgemhemo Tpoyrao Al ma Tpoyriose Aj, 1=1,23,4
u uzabpahemo tpoyrao A? takas na je |I?] > |I > W rne je 17 = [, f(2)d2
HacTaBibameM OBOT IOCTYTIKa, jJobujamo Hu3 Tpoyriosa A = A D At 5 A2 5

n—1
u unTerpasa I" Tako ma Baxu |I"| > % > > L{J, 3a cBako n € N.
[Tpumernmo 1a je myxuna ((OA™) nara ca

ié(aAO), (1.5)

0(OA™) = %E(&A”‘l) ==

na je lim diamA"™ = 0. I3 Kanropose Teopeme 1.1.4 ciemu na je ﬂ A" = {z}.

n—00
n=0

Kako je f anamutudaka y 2o,

f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + 0(2)(2 — 20),

npu yemy je lim o(z) = 0. Jlokazaiau ¢Mo J1a TeopemMa BaxKu 10/ IPETIIOCTABKOM JIa
Z—r20
oJIMHTerpasiHa OYHKIMja UMa HEITPEKUIHE U3BOJIE TIPBOT peia, 1a je f oan 1dz =10

1 [yan (2 — 20)dz = 0. Omamie ciemu ga je

f(z)dz = /am o(2)(z — z0)dz.

JANG

Kako je zh—g,lo o(z) = 0, 3a cBako £ > 0 mocroju § > 0 TakBO 1a je |0(2)| < %5,
JIOK je |z — zo| < 9.

Hexka je n € N rakBo ma 0A™ npunajia okosmHu |z — zp| < d. 3a cBako z € JA" je
|z — 20| < $0(A™), onmocro u3 (1.5) caenu na je |z — zo| < 5 l(9A), 3a cBaKo

z € OA™. Tana Baxn

f(z)dz] < 4" f(z)dz|=4" / o(2)(z — z0)dz
A OA™ OA™
. L 0N,
<4 /W o)1z = | < 4" 5 e (OA”)
on £ L(0A)
=2 0n) o °©

Haxne, [, f(z)dz=0.

CaJta ipeTrmiocTaBUMO Jia je KpuBa 7y nojuronasina jgunuja nojaurona C. Taga Ta-

kobe Baxu [, f(2)dz = 0. Baucra, momron C' MOXKeMO TOJEIUTH HA KOHAYAH

7
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OpOj TPOYTJIOBA U MPUMEHOM ITPETXOIHOT JT00UjaMO

dz = dz =0,
aCf(z) z ; aAjf(Z) z

KoHadHo, BpaTuMO ce TPeTIoCTaBI| TeopeMe, HeKa je 7y MpocTa 3aTBOPeHa Jeo-TIo-
b )

-1€0 IJIaTKa KpHuBa. Ty KPpUBY MO2KEMO AlIPOKCUMUPATHU IIOJIUTOHAJIHOM JII/IHI/IjOM

0C,. Tana je pasmuka mnterpana [ f(z)dz u [, f(z)dz mana xaga n — oo.

Haxke, fﬁ/ f(2)dz = 0, mro je u Tpebao joKa3aTH. Il

Y JoKa3y mpeTxojHe TeopeMe CMO UCKOPUCTUIIN CJiefehy Teopemy.

17

Teopema 1.1.4 (Kanroposa'® Teopema). Hexa je X xomtaeiian'’ metipuuru

UPoOCUWop u {Sn}neN HU3 HEUPAZHUT 3GTEOPEHUT TOGCKYU08a Yy X WaKa6 §a 6aHCU
1. S, D Suy1, 3a ceaxon € N u

2. lim diams,, = 0.

n— oo
oo
Taga ce ﬂ Sp cactoju 0g camo jegre WavKe.
n=1
Teopema 1.1.5. Hexa je [ : D — C anasutuurae gynwkyuja wa upociuo tose-
sarom gomeny D C C u xpuse 1,7 € D upociie geo-uo-geo zaature ca uChuM

UOYeTWHUM U Kpajrum wavwkama. Taga je

/% f(2)dz = [/ f(2)dz. (1.6)

Zloxas. TlocmaTrpajmo KpuBy v = 9 — 1. Taga u3 Komujese Teopeme 1.1.2 mo6u-

jamo
/ f(=)dz = 0.
Kaxo je '
[tz = [ s [ s
OHJIA je ' b b
L ez - / ez =0
a asn (1.6). m

16Georg Cantor (1845 - 1918) - HemMadKkn MaTeMaTHIAD
173 MeTpuaxm mpocToOp KazKeMo Ja je KOMILIETaH aKko y meMy cBaku Kommjes Hu3 KoHBeprupa.

8
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Hedbununmja 1.1.4. Hexa je [ : D — C neupexugna dynxuyuja na gomeny D
y C. Ipumuusna pynrxyuja pynxuyuje f je anarutuura dynwkyuja F D — C

waxsa ga je F'(z) = f(2) 3a cearo z € D.

Teopema 1.1.6. Hexa je D upocitio uosesar gomen y C u f : D — C anarutuura

dynruyuja na D. Taga toctoju tpumuiiusta gyrurxuyuja gynrkyuje f y D.

/loxas. Heka je a € D durcupana rauka y D. ebuuumumo byuxnujy F : D — C

Cca

F@%ifﬂoa,

rie je v kpuba y D Koja crnaja tauke a u z € D, ogHocHo TakBa na je v(0) = a u
v(1) = z. Dyurnuja F je nobpo medunucana, jep npema Teopemu 1.1.5 maTErpas

He 3aBHCH 0] n300pa KpUBeE.

Jokazahemo ma je F' mpumuruBHa dyaKIuja dyakiuje f wa [. Tpeba mpose-
putu na F'(z) mocroju y cBakoj Tauku z € D u na je F'(z) = f(z) 3a cBako z € D.
Hexka je zg € D. @yuknuja f je Henpekujana y zo u [ je oTBOpeH, 1ma 3a cBako € > ()
nocroju 6 > 0 TakBo na je B(z,d) C D u 3a cBako z € D TakBo Ja je |z — 29| <
Baxkn |f(2) — f(z20)] < . Heka je 7 kpuBa Koja cmaja Taduky @ ca TAIKOM zo U 34
npou3BoJbHO 2 € B(2g,0), HeKa je v, = v + |20, 2], 0HOCHO 7, je KpuBa j00ujeHa

criajarbeM KpUBe 7y U JIY2KHU ca KpajibuM Tadakama zp u 2. Kako je

F(zi - Z)(ZO) _ 2_120 (/7 F(O)dC — Lf(g)dg) = Z_1Z0 /[Z’ZO] f(Q)d¢

OHJIA je
F(zi:j;(zo) _f(Zo)‘ = z—lzo/[ ](f(() —f(zo))d(‘
el MILLGREEIS
1

max |f(¢) — f(zo0)] |dc]|

- |Z - ZO| CG[Z’ZO] [Z,ZO}

— ) = o)l Iz ol

|z — 20| '
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F(z)—F
Oparie gobujamo 1a je lim M = f(20), omaocuo F'(z) mocroju 3a

zZ—20 Z — Z
cBako z € D, na je F anammruaka na D n F'(z) = f(z) 3a cBako z € D. laxie, F

je 3amcra npumutuBHa yHKIwmja ox [y D. ]

Teopema 1.1.7. Hexa je D upocttio uosesan gomen y C u f : D — C anasutiuura

dyrruyuja na D @arsa ga je f(z) # 0 3a ceaxo z € D. Taga Goctoju aHAAMTUKG

dynryuja g(2) dwarea ga je f(z) = e93),

/lokas. Dyukiumja fTI je anasmruuka Ha D, jep je f(z) # 0, 3a cBako z € D. Ilpema
nperxomgHoj Teopemu 1.1.6 mocroju nmpuMmuTrBHA DyHKIHja ¢ QyHKIHIje f7/ Ha D.

C ob3upom ma je

(fe9)(2) = ['(2)e™) = [(2)e g (2)

nocroju ¢ € C\{0} Taxso ma je f(2)e %) = ¢, 3a cako z € D, OIHOCHO TOCTOju
co € C rakBo 12 je

Y

f(2) = ce?®) = e0er) = peotel®)

3a CBaKo z € D.
BakspydyjemMo jJa nocroju aHamuTuyaka dynkmmja g(z) Ha D takBa na je f(z) =
e9?) 3a ceaxko z € D, ommocuo, g(z) = ¢y + ¢(z), npu Yemy je ¢ UPUMHUTHBHA
dyukIHEja dyHKIM]je fTI

O

OyuKIUjy g 100UjeHy y MPeTX0HOj TeOPEMU HA3UBAMO AHATUTHIKOM I'DAHOM

gorapurma dyukmmje fy D u numemo ¢(z) = log f(z).

Ilocnenuna 1.1.1. Hexa je D upoctio uosesarn gomen y C u f : D — C ana-
avmuuka gyrnkyuja na D @akea ga je f(z) # 0 3a ceaxo z € D. Taga Goctoju

anarutiuuke pynxyuja g(z) waxea ga je f(z) = g(z)%

Jloxas. Tlpumenom nperxomue Teopeme 1.1.7 wa dyukuujy f(z) mobujamo anajm-
Tnuky byukmujy h(z) ma D taxsy ma je f(z) = e"?). dedunummmo dbynkmmjy
g(z) Ha D ca

10



I'VTABA 1. YBOJI

Omna je ounryieTHO aHATUTUYKA HA D U BaXKM

h(z) \ 2 .
P(2) = () =" = f(2),
na je g(z) Tpaxkena QyHKIHja. O
QynKIHja g 10dWjeHa y TPeTXOIHO] MOCIEIUIN je aHAJIUTHIKA I'paHa KOpeHe

dbyukmmje n oznagaBamo je ca g(z) =/ f(2).

Crenehn mojam mam omoryhasa jia joheMo j10 KpUTepujyMa Kajia ce aHaJjIu-
THUYIKa (byHKI_[I/IJa Y OKOJIMHU HEKE TadKe JOMEHa MO2KE IIPOIMUPUTU JO aHAJIUTUIKE

dyHKIMje HA IUTABOM JIOMEHY.

Hedbuunuuja 1.1.5. Hexa je v : [0,1] — C xpusa u fo : D — C, 2ge je D C C,

AHAAUTAUYKG GYHKUUIQ Y OKOAUHY TLaYKe 7(0). Taga je aHasIUTBUYKO TUPOGYHCEILE

gyoic Kpuee ¥ wonavar wu3 dynxyujae fi,..., f, Wwakeuxr ga je f; gedunucana u
anasu@uara y okosunt Y([tj, tii1]), 7 =0,....,n u fj = fix1 y oxoaunu y(tj41),

J=0,...,n—1, apu wemy je 0 =to < t; < -+ < t,11 = 1 Gogesa cezmena [0, 1].

Teopema 1.1.8 (Teopema mononpomuje). Heka je D C C apocto tosezan gomen
yC, z0 € D u fo: D — C anaruiivura y oxosunu wavke zo. Axo ce fo moorce
GHANUTUUYKY TUPOGYHCUTUU GYHC CBAKE KPUBE €A UOHETKOM Y Zg, OHGQ TUOCULOJU

anasumuyke pynkyuje f: D — C na D waxea ga je f = fo y okoaunu wavke 2g.

KomujeBa nHTEerpasiHa dpopmMmysa U HeHe TTOCJIeaUuIle

Teopema 1.1.9 (Kommujesa unrerpasnua dopmyra). Hexa je v apociia 3atUeopena
geo-10-geo ZAatika U Uo3uUWUSHO opujentucana kpusa. Axo je f: D — C anasu-

wuuKa 1 apoctmio uosedanom gomeny D C C xoju cagporcu v u wWauky zo € intry,

oHga je
1 [ f(z)
= — [ ——dz. 1.7

f(#0) o A/z—zoz (1.7)

Jloxas. Oyuxnuja f(z) je amammruaka Ha D\{2}, na je npema Kommujesoj Teo-
zZ— 20
pemu 1.1.2
1) g [ G,
v % T 20 e # TR0

11
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rue je vy, = 0B(29,7), 3a Heko r > 0. Jlape Baxkn

O (C PR O CYI

Z—ZQ ,YZ—ZO Z—ZO

= 2mif(zo / f ZO
e zZ — 20

Vaumajyhu mmmec kaga r — 07 mobujamo

/() dz = 2mif(z) hm/ F&) = (=) po ZO : (1.8)
- 2

Z — 20 r—0+

Yr

Osnaunmvo M, = max |f(2) — f(20)|- Tana je

= f(2) = f(z0) ‘S/ f(z) — f(20)

zZ— 20
Kaxko je hm M, =0, umamo na je

r—0t
lim / Mdz = 07
r—0+t o Z— 20

M,
< —27mr =27 M,.
r

1j. u3 (1.8) crenn

]

Teopema 1.1.10. Hexa je f : D — C anasviusxa Ha GPocto G08e3aHOM JOMEHY
D c C. Taga je

£ (29) = n_'/%dz (1.9)

27
3a ceaxo n € Ny, upu wemy je v Upoctia 3aMW60peHa geo-uo-geo 2Aatika U Uo3u-

WUBHO opujentuucara kpusa y D u zy € intry.

Jloxas. Osznaunmo F),(z9) = f7 e ZZO) dz n moxazkumo na je [ (z) = 2’;!1. n1(20)-

JlokazahemMo MHIYKIIHjOM.

IMokazxumo 1a je F{(z0) = Fa(z). Hexa je z € D raxso 1a je [z — 20| < $. Tazna

C/C—o‘

(= - ZO)/ Z)(C - Zo)dc'
<lz =zl /!f )lldcl,

je |§—z|>g3aCBaK0C€'y,Haje

|F1(2) — Fi(20)| =

12
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omHocHO F) je mempekuana yHKImMja y 2. Omatie cienn

Fi(z) — Fi(20)

/ . f(©)
Al =1, =) ‘3530/ c- ><<—zO>dC
_ C
- [ e [
Haxme, F{(z) = Fa(20) u f'(20) = 2}HF’(,ZO) = 5= Fy(2) = 271m ., (Z ZO 2 dz.

[TpermocraBumo Ja Bayku MHAyKIMjcKa xunoresa F) _(z) = (n — 1)F,(z) u

nokaxkumo F (z9) = nky,11(20)-

Fu(2) = Fa(zo) = / f_“z) ac - / Cf_lec

SO f(©)
Oznaunmo G,,_(z) = f7 @:%dg u G, 1(2) = f7 (C_t%d(. JlempemeM ca z — 2
W y3UMaIbeM JIMMeca KaJla z — 2y J00HjaMo
Fn - Fn . n— - n—
hm (Z) (ZO) _ hm G 1(Z> G 1(20) + hm/ f(C) dC
220 Z— 2y 2=20 Z =20 220 ) (C - Z)”(C - 20)

=G+ [ e

= G_1(20) + Foia(20)-

[Tpumenom uHAyKIMjcKe Xumorese Ha G, (ymecro dyHkmje [ nmamo GyHK-

majy £) nobujamo na je G, ;(20) = (n — 1)Gn(z), ommocno

FiX

F/(20) = (n = 1)Gol(z0) + Fusa(20) = (n — 1) /v T+ ()
- [ I+ Fuialia) = (1= 1) P (o) + Fosa o
— nFy1(20).
Taxsie
70 = (1 ) = PR ) = Ut = o [
]

13
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Teopema 1.1.11 (Kommwmjese nejennakoctn). Heka je f anaau@uyka dyrnkyuja
na okoaunu B(zo,7) y C 3a nexo r > 0. Axo je |f(2)| < M 3a ceaxo z € 0B(2y,7),
oHga je

|
‘f(m)(z(])‘ < %M’ m € Np. (1.10)

Zloxas. Ilpumenom Teopeme 1.1.10 mobujamo

| | g2 if 4
o [
Taza je
590e0)| < g [ V1o 4 re)la < o omt = T
2rrm J, 2mrm rm

]

8

Teopema 1.1.12 (JIuysunosa!® Teopema). Hexa je [ anaruiiuura dynxyuja na

C.Y Axo je f ozparuvena na C, onga je f wonciianiuna.

Jloxas. Heka je f orpanmuena ca M > 0, omnocuo |f(z)| < M, 3a cako z € C.
[Tpumennmo Kommjese mejennakocru 1.1.11 wa guck B(zg, ), tae je v > 0. Taga
J001jamMo
m!
‘f(m)(zo)‘ < r_mM’ m € Ny.

Cuernujasnno, 3a m = 1 Baxu

M
"(20)] < —.
7o)l <
Axo r — +o0, ouna je |f'(z0)] = 0, ma je f'(2) = 0. OBo Baxkm 3a GmyI0 KOje
z0 € C, ma je f' =0, onnocuo [ je KoHcTanTHa PYyHKIH]jA. ]

1.2 Teopema o pesuaymuma u IIpunmmun
aprymMeHTa

Hekaje 2o € Cu0 < r; < ry < oo. [Ipcren A(zg,71,72) y C ca niearpom y Tauku

2o ¥ TOJIYIIPEYHUIIUMA T ¥ T2 je mat ca A(zg,r1,12) = {2 € C : 1 < |z — 20| < 1ra}.

18 Joseph Liouville (1809 - 1882) - dpamiyckn MaTeMaTHIap
YTakpe dynxuuje mazusamo mesmm. Ilommnomu, e, cosz, sinz, cosh z, sinhz cy npumepn
TaKBUX (DYHKIIN]A.

14
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Teopema 1.2.1 (Jlopanos® passoj). Hexa je f : A(z9,71,72) — C anasuiiuvuxa
dynruyuja na apctaeny A(zo,m1,72) C C. Taga sasrcu

o0

FE)=> an(z—2)", (1.11)

n=—oo

3a ceaxo z € A(zy,r1,72), 2ge je

1
2mi ), (2 — 20)

3a ceako n € L, Upu wemy je vy, Uo3utUU6Ho OPUJeHTUUCAHA KPYHCHUUA CQ UEHTPOM

Y 2o uoAyupedHura p € (7‘1, TQ).

Heka je f amasmrnuka dyukumja vHa B(zo,7)\{20}. Taza 3a Tauky zp Kaxkemo
Jla je M30JI0BaHM cUHTYyJaapuTeT. [Ipodyienn quck ce MoxKe BHIETH KAO MTPCTEH
A(20,0,7), Te byukimja f uma Jlopanos passoj

o0

F = anlz— 20
n=—o0
3a cBe z € A(z,0,r), Te cy a,, n € Z onrosapajyhu koedurmjenru. Kaxkemo na
je M30JI0BaHM CUHTYJIADUTET zo DYHKIHje f OTKJIOHUB ako je a, = 0 3a ce n < 0.
Tana je f amammruaka wa B(zg,r) u f(20) = ao.
Koedunujent a_; nazuBamo pe3uaymom dyHKInje f y Ta4Ku 2y U O3HATABAMO

ca Res(f; 2o).

Teopema 1.2.2 (Komujesa Teopema o pesumymuma). Hexa je D C C gomen,
Y UOBULUBHO OPUJEHTUUCAHA TPOCTLA 3AUWBOPEHA GeO-U0-geo 2iattika kpusa y D,

WanKe 21, ..., 2, € inty u f: D\{z1, ..., z,} = C anaruwuura pynryuja. Taga je
/f(z)dz = 27 ZRes(f; 2;). (1.12)
il j=1

Joxas. Hexa cy 0B(zj,r;), j = 1,...,n, MehycoOHO THUCjyHKTHH HO3UTHBHO OpU-

jeHTuCcaHu KpyTOBHU Ca LIEHTPOM y Z;, j = 1,...,n, Koju npunajajy inty. Tazga je

/Wf(z)dz = 2/83(@,73) f(2)dz.

20Pjerre Alphonse Laurent (1813 - 1854) - dpaHILycKn MaTeMATHYIAD, UHKEHED U BOJHU OQUIIUp
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IIpo6ymene auckose B(zj,7;)\{7;} Bunumo xao npcrene A(z;,0,7;), na kako je f
Ha HbUMa aHaJmTudKa, nmpema Teopemu 1.2.1 uma Jlopanos pa3soj

o0

f2)= > aw(z—z),

k=—0o0

3a cBako z € A(z;,0,r;). Omatie umamo ma je

2)dz = ax(z—2z; dz- ag | (z—z; de—Zma 1 = 2mi Res(f; z;),
;) ;) j

Vi k=—o0 k=—o00

opu 49eMy cy 7;, j = 1,...,n, IO3UTUBHO OPUJEHTHCAHU KPYTOBHU Ca IICHTPOM Y Zj,

J =1,...,n, noxynpeynuka Mamer of r;. Taga je

/f(z)dz = ZWiZRes(f z

]

Hedbununuja 1.2.1. 3a gpynxuyujy f: D — C xoja je anarutiuura wa D, ocum

y uonosuma na D, kaosrcemo ga je mepomopdra wa D.

Teopema 1.2.3 (Ilpunuun aprymenta). Heka je f(z) mepomopdna dynryuja na
gomeny D C C ca nynama aj, 1 < j < my u tdorosuma by, 1 < k < mo xoju ne
UPUTUAGajy Upocuioj 3aUe0peH0] geo-uo-geo 2AaUKoj Kpueoj ¥ Koja je Uo3UutUu6Ho

opujentuucara Ha D. Taga eastcu

1[G
2mi J., f(2)

zge je Ny (Py) 6poj nyaa (Goaosa), pawyrajyhu mys@utivyuiied, gynryuje f

dZ—Nf Pf, (113)

Koju uputagajy inty.

Jlokas. Heka je r > 0 moBosprO Masio tako ga cy B(a;,r) u B(bg,r) cagpxame y

D. Ozuauumo ca D' = D\(U B(aj,r) U U B(bk,r)) Qyuknuja % je amasm-

traka Ha D’. [Ipumenom Teopeme 1.1.3 ,U,O6I/IJaMo na je | oD ZZ dz = 0, a mTo je

C€KBHUBAJICHTHO Ca

1), ) )
, F@) dz‘;/mj,m ok +Z / Sl )

OB (by,,r)
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3a ¢urcupano 1 < j < my u3padyHajMo faB(aj,r) %dz. Heka je a; myna pena p;.
Tana je
f(z) =(z—a;)"g(z), (1.15)

upu demy je g(a;) # 0. Judepenmpamem obe crpane jegnaunse (1.15) mobujamo

f'(2) = pi(z = a;)" " g(2) + (2 — a;)" g (2). (1.16)
Hememem jegnaunne (1.16) jennaunuom (1.15) mobujamo
f'z) _ » 90

ORI O] (L17)
f(2)

[Tpumenom Kormmujese Teopeme o pesmpymuma 1.2.2 Ha pyHKIUjY (o) AOJ1asuMO

v 7
"(z

dz = 2mip;.

\/83((1]-,7”) f(Z) : 27mp]

Casa hemo dpurcuparu o 1 < b, < mo 1 U3padyHaTu f oB(

f'(z)
bkv"’l) f(Z)

dz. Hexka je by,
moJt peaa qi. Tamga je

f(z) = % (1.18)

nupu demy je g anamurudka Ha B(bg,r) u pazmmaura ox Hyse. Judepennupamem
o6e crpane jenuadune (1.18) mobujamo

g(= g9(z)

oy )
fi(z) = —q (2 = byont + EEAT
(

(1.19)

Hememem jepunaunne (1.19) jennaunuom (1.18) mobujamo

'@ e JG) (1.20)

f(2) z—by  g(2)
'z

[Ipumenom Kommjese Teopeme o pesumymuma 1.2.2 Ha QyHKIMjy () Jl0/IasuMo

v 7(2)
"(z

dz = 2mi(—qy).

/z?B(bk,r) f(z) @ = 2mi(—a)

Jennagamna (1.14) cama mocraje

/ J;((j)) dz = Zl(%ipj) + i(Qﬂi(—qk)) = 2mi (lea‘ - Z%) = 2mi(Ny = ).

j=1 k=1 j=1 k=1

]
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1.3 Hopmaane dbamuianje

Hedbununmja 1.3.1. Heka je D C C gomen. Hud xomtnrekcro-epegrochux Gym-

wuja { futneny ma D ynudopmmno xonsepzupa na xomuakmuma y D xa gynkuyuju f

axo 3a cearxu womuaxw K C D wu ceaxo € > 0 wocwoju nyg € N waxso ga 3a cearo

z € K u cearo n > ngy saorcu |fr(2) — f(2)] <e.

Hedbununmja 1.3.2. Hexa je F damuruja KoMUeKCHO-6PEGHOCHUT HYHKUUIA Ha

gomeny D C C. Kaowcemo ga je pamunuja F exsuneupexugna axo 3a ceako € > 0

aocwioju 6 > 0 wWakeo ga 3a ceaxo f € F u cee z,w € D waxese ga je |z —w| <

saorcu | f(z) — f(w)] < e.

Hedbununuja 1.3.3. Heka je F damuauja KoMUNEKCHO-BPEGHOCHUT GYHKUUIA HO
gomeny D C C. Kaorcemo ga je damuauja F nopmanna axo céaxu wu3 { fnlnen Y

F uma wogrus Koju YyHUPOPpMHO KOHBEPIZUPG HA C8AKOM KOMUAKWHOM ckyuy y D.

Teopema 1.3.1 (Apnena?'-Ackomu® Teopema). Pamuiuja F HeUpexugruz @ynx-

yuja je nopmasna y D axo u camo axo adicu:
1. gamuauja F je ex6uHeUpeKugHa Ha CEAKOM KOMUAKTHOM ckydy y D u
2. 3a ceaxy wauky z € D cxya {f(z) : [ € F} je ozparnuuen y C.

/loxas. Heka je F nopmanna damuinja. /lokakmMo 11a je eKBUHEIPEKHUIHA Ha
cBakoM KoMmakTy y D. IIpernmoctaBumo cynpoTHO ja TO He BaxKu. Taja 1mocroju
Hekn KoMmakT K Ha kome davuiuja F HEje eKBUHeENpeKuHa. /lakje, mocroju
e > 0, amzoBu Tavdaka {2, fnen 1 {(nbneny v K u vu3 dyuxkumja {f,, }neny € F Taksu
naje |z, — G| < % u | fn(zn)— fn(C)] > €. Kaxko je F HopmasiHa dbamMuinja, TocToju
nonuu3 { fp, }ken KOju yHIEGOPMHO KOHBEPIHpa HA KOMIAKTHMA Ka (QDyHKIUju fo.
Heka cy {zn, }ren ¥ {Cny ren mogauzoBn HusoBa {2, fnen 1 {(, tneny KOju KOHBED-
rupajy 2o, OMHOCHO (o. Mehyrum, |z, — (.| < % — 0, kax k — o0, ma je zg = (p.
Oyukiuja fo je HepeKuaHa, ma je

e <limsup |fn, (2n,) = fui (Gui)| = [fo(20) — fo(Co)| = 0,

k—o0
IIITO je KOHTPAIUKITU]a.
Hokaxkumo caja jia Baxku 2. ako je F nopmasna dpamuiuja. [IpermocraBumo cy-

OPOTHO JIa TIOCTOjU HEKO 2o € D TakBo na je ckyn { f(zo) : f € F} nHeorpanuuen. Y

M Cesare Arzela (1847 - 1912) - uTanmjaHCKu MaTeMaTHIAD
2Giulio Ascoli (1843 - 1896) - jeBpejckn m UTATMjAHCKE MaTeMaTHIAD

18



I'VTABA 1. YBOJI

ToM cirydajy nocroju Hus dysrimja { f, faen € F Takas na je | f,(z0)| > n 3a cBako
n € N. @amminja F je nopmasna, na 3a Hu3 {f, }neny mocroju nomuus {f,, Hren
KOju YHUGOPMHO KOHBEPIUpa Ha KoMIakTuMa. 3a cako n € N saxku | f,(20)| > n,

na Taj NMOJIHU3 He KOHBEPrupa Ha KOMIAKTY {zo}, IITO je KOHTpaIuKIuja.

Jokaxkmmo 0OpHYT cMep Ja je (bamuianja F HOpMaJIHA, IO/ IIPETIIOCTABKOM J1a
Baxke 1. u 2. Heka je {f,}neny HU3 y F u {p, : n € N} upebpojus rycr ckym y
D. U3 cBojcrBa 2. ciequ na je ckyn {|f,(p1)| : n € N} orpanuden, ma nocroju
nomau3 { fn, , (P1) bren Koju KoHBeprupa Ka fo(p1). Cmwano 3a py, ckym {|fn(p2)] :
n € N} je orpannien, ma nocroju noauus { fn, , (p1) fren Koju konseprupa xa fo(p2)

" caJip:KaH je y npBom nogau3dy. Ha Taj Hauun jqo0ujamMo HU3 MOIHU30BA

np < nig < .. < N <
Nop < MNgg < ... < Ngp <
n

g1 < Mz < ... < Np <

Takap Ja nomuus {f,,, (p;)}ren KouBeprupa ka fo(p;) kam k — oo m cBaxm je
cagpxkaH y nperxomaoMm. Omasge cienn ma je 3a GUKCUPAHO j IMjarOHAJHN HU3
{nu}ien momexkyn musa {njtren 3a [ > j, ma mus dyskmmja {F} = fy,, hien TMa
IrPaHUYHY BPEJHOCT

lim Fi(p;) = fo(p;), (1.21)

3a CBaKO j.

Hokaxkumo na noguu3 {F)}cy yHUDOPMHO KOHBEprupa Ha KOMmaktuma y D.
36or ekBuHenpekugHocTH avmuauje F wa K, 3a cBako € > 0 moctoju § > 0 TakBO

Jla aKo je |z — w| < § onma je
|Fi(2) — Fi(w)| <e. (1.22)

Heka je K C U B(z,6). Kako je K koMmakTaH, IIOCTOji KOHAYAH CKYII {21, ..., 2N }

zeK
N

rTakas ga je K C UB(zj,é). Ckyn {p, : n € N} je ryer y D, na 3a cBako
=1
1 < j < N, nocroju tauxa p; € B(z;,0).
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U3z (1.21) caenn ja je llim Fi(p;) = fo(p;), ma Kako je cBaku KOHBEPI'€HTAH HU3
—00

Kommujes, mocroju [y € N TakBo j11a 3a cBako [, m >,
|Fi(p;) — Fm(pj)l <&, j=1,..,N. (1.23)

Heka je z € K u ¢ > 0 npoussossno. Tana z € B(p;,0) 3a mexo j = 1,..., V.
[Tpumvenom (1.22) u (1.23) mobujamo

[Fi(2) = Fin(2)] <

~—

Fi(z) = Fi(py)| + [Fi(p;) = Fn(y)| + [Fn(p;) — Fin(2)]

3a cBako [, m > ly. Ilokazamm cmo ga je aus { F) }eny Kommjes y K. Kako je C kom-
njterad poctop uu3 { F) }eny kouseprupa y K. Ckyn K je mpou3Bo/baH KOMIIAKTAH
y D, na uu3 {F;},cy yaudopmuO KOHBeprupa Ha Kommaktuma y D. Jlakie, Hu3
{fn}nen mma omuu3 { F) }1eny KOju yHIUGDOPMHO KOHBEPrUpa Ha KOMIIAKTAMA, 1A je
F mopmasna dhamusnja.

]

Teopema 1.3.2 (Monrenosa Teopema). Axo je damusuja F aHAAUTUIKUT GYHK-
yuja Ha gomeny D C C ynudopmmo ozparuiena ma c6aKOM KOMUGKTIHOM CKYTY Y

D, onga je ona HOpMAAHG.

Zoxas. Tlpema Teopemu Aprena - Ackonu 1.3.1 I0BOJBHO je JJOKa3aTh eKBUHEIpe-
kujHOCT (bammnuje F wa D. Heka je zp € D u ¢ > (0. 3abepumo r > 0 10BO/BHO
MaJIo TaKo JIa je 3aTBOPEHU JINCK m cagpxkan y D. Heka cy z1, 20 € B(2p,7).
W je kommakTaH ckyn y D, na u3 yuudopmue orpanndeHoctu damuiuje F
Ha CBaKOM KoMmmakTy y D, ciemu na mocroju M > 0 rakso na je |f(z2)] < M 3a
cBako z € B(z,2r) u cBako f € F.

Tana, npumenom Kommjese nnrerpasae dhopmyste 1.1.9 mobujamo

1 1 1
fe =)= [ 10(Z5 -2

¢ € 0B(20,2r) u 21,29 € B(20,7), ma je | — z1| > 7 u | — 22| > r. Omatie Baxn

|21 — 2 |21 — 2o

1
= 21]|¢ — 2 rr

‘ 1
(=21 (=2
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1 UMaMo 13 je

1 1 1
f(z1) = f(22)| € 5= f(¢ ‘ - dg
e = el < g [ 102 = 2
1 4nr
<%7M|21—22|
2M
:—|21—22|.
r

Axko uzabepemo na je § = min{r, ﬁ} u 21,29 € B(20,0), cienn na je |23 — 23] <

2re _ re :
20 < 937 = 937> 112 je

ITo je u Tpebdasio JIoKa3aTH. O

Teopema 1.3.3 (Xypsunosa® teopema). Hexa je {fn}nen mus anasuiiuuxuz
dyrruyuja na D wakeux ga je fn(z) # 0 na gomeny D C C u xoje ynugopm-
Ho Koneepzupajy Ka f na ceakom Komuak@rom ckyuy y D. Taga je dynxyuja f

waxsa ga je f =0 na D uau je f(2) #0 3a ceaxo z € D.

/oxas. Axo je f mmentwuku Hysa, q0oKa3 je roros. IIpermocraBumo jga [ Huje
UAeHTHYIKKN Hyaa. Tama cy Hyme dyHKIHje f m300BaHe, I1a 3a CBaKoO 2y € D
nocroju € > 0 takBo na je f(z) # 03acBako z uz {z € D : 0 < |z — z| < e}.
C={z€D : |z—z|=¢} je komnakran ckyIm, na f, yHuHOPMHO KOHBEPIUPA]Y
ka f ma C, a omatie u f, yaundopmHo kouBeprupajy ka f’ na C. Baxu

0 [BE, 1 [1G),
: ) 2m'/cf<z>d'

2mi n—oo Jo fu(z

;ﬁg cy anaymtudke Ha D 3a cBako n € N, jep je fu.(z) # 0 va D, na
npumenoM Teopeme 1.1.3 nobujamo na je |, ;ﬁgzg dz = 0. lakie, Tana je

1 G,
omi ) F) =0

ma mpema llpunarmuny aprymenta 1.2.3, dyukmuja f mema Hyaa Ha [, MTO je u

QyHKIHje

TpebaJIo TOKA3aTH. O

Iocaenuua 1.3.1. Hexa je {fn}nen Hus yrusarennur® gynxyuja na gomeny
D C C xoje ynugopmno xousepzupajy xa f Ha ce6akom KomuaxmHom ckyay y D.

Taga je pynxyuja f KOHCTWAHTHA UAU YHUBAAEHTLHA.

2 Adolf Hurwitz (1859 - 1919) - memauxu MaTeMaTHIap
Hyuupanenrne dbynknuje cy anagurmare u “1-17.
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Jloxas. Heka je zy € D. Tlocmarpajmo dyukimjy g(z) = f(2) — f(z0). @yukiuje
gn(2) = fu(2) — fu(20) yEEdOPMHO KOHBEpruUpajy Ha CBAKOM KOMIIAKTHOM CKYILY
y D u g,(2) # 0 3a cBako z € D\{2}, na npumenom Xypsurose teopeme 1.3.3
nobujamo na je g = 0 ma D\{z}, wm je g(z) # 0 3a cBako z € D\{2}. Ako je
g =0, ouna je f = f(z0) na D\{20}, na je f xoucranrtaa Ha D. Y Apyrom ciaydajy
je g(z) # 0 3a cBako z € D\{2}, na je f(2) # f(20) 3a cBako z € D, upu demy je

2 # 29, na je [ yHuBasieHTHa DYHKIHjA. L

1.4 IlpuHiun MakcuMyMa MOIYJIa

Teopema 1.4.1 (Ilpunnmn makcumyma moayna). Hexa je f: D — C anaau@uyka
dyrruyuja na gomeny D C C. Axo |f| goctiuorce makcumym y nexoj wavwku y D,

onga je [ Koncwmanmuma.

Iocnenuna 1.4.1. Hexa je D C C ozpanuuer gomen u f : D — C anaavi@uvra

dynryuja na gomeny D u Heupexugha wa D. Taga saostcu
max |f(2)] = max|f(2)].

Jokas. Oynknuja |f| je mempexumma ma D. Kako je D KoMIDakTaH CKYyII, OHJA
mocToju Tauka zo € D TakBa Oa |f| JOCTHKe CBOj MakCMMyM y TOj Tauku. Ao
zo € 0D, onpma je

max £(2)| = max| /()|

a aKo zg € D, oHjia je mpema IpeTXo/IHOj TeopeMu f KOHCTAHTHA (DYHKIN]a U OIEeT

BaXK¥ TIPETXOTHO. [

IMocnemauna 1.4.2. Hexa je f: D — C anasvuvka GyHryuja Ha 02paruieHom

gomeny D C C. Axo je limsup|f(2)| < ¢ 3a ceaxo ( € OD, onga je |f(2)] < ¢ 3a
D3z—(

ceaxo z € D.

Jlokxas. Heka je 6 > 0mw A = {z € D : |f(2)|] > ¢+ 0}. Hokazahemo na je

A = (. Ckyn A je OTBOpeH CKyI, jep je MHBEP3HA CJUKA OTBOPEHOT CKYyIa IpH

HenpekuaHOM npecsukaBamy |f|. Kako je limsup|f(z)] < ¢ 3a cBako ¢ € 9D,
D>3z—(

ouza mocroju muck B((,r) takas ga je |f(z)| < ¢+ 6 3a cBako z € D N B((,r).
Onasze cirenu ma je A C D, na je A orpammden ckym. CamuM TuM, A je KOMIAKTaH.

[Tpumenowm IMocnenune 1.4.1 na dyuknujy f u qomen A pobujamo

max |f(z)] = max | f(2)].
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Kaxo je A caapxan y {z € C : |f(2)| > ¢+ 6}, Baxu |f(2)| > ¢+, 3a cBaxo

z € A. Ba cBako z € D\ A Baxu | f(2)| < ¢+ 6, ma 360r HeMPeKUTHOCTH DYHKIIH]e

f cnemu |f(2)] = ¢+ d 3a cBako z € OA. Hakme, max |f(z)| =c+ 0, 1j. A= 0 nwm
z€A

je f xkomcranTHa. 360r medununmje ckyna A, ako je f koncranTHa oHja je A = ().
Hakne, A =10, na je |f(z)| < ¢ 3a cBako z € D. ]

1.5 AyromopdusMmu jeIMHUIHOT AUCKA

3a KapakTepusaiujy ayromopduszamMa jeIMHUIHOT Jucka Ouhe HaMm morpedHA

[IsapioBa Jiema.

Teopema 1.5.1 (IIIsaprosa sema). Hexa je f: D — D anasviivura dyrnryuja
na D @waxea ga je f(0) =0. Taga je

1. 1f(2)] < |z|, 3a cearo z € D u

2. [F(0)] < 1.

ogatino, axo wocwmoju 0 € R waxso ga je f(z) = e onga y 1. u 2. saorce
jegraxoctuiu. C gpyze ciipare, axo y 1. 8axicu jegHAKOCT 30 HEKO Z € ]D)\{O}, UAU

axo y 2. easrcu jegnarocii, onga tocwoju 0 € R wakso ga je f(z) = ez

Zoxas. Jledunummumo pyHKIM]Y g ca

@, z2#0
9(z) =
f(0), z=0.
Dyukiyja g je anamuruyaka Ha D\{0}, amu kako je
: o fle) L fr) = f0)
ligo(e) =g == =y =g =70

g je anaymTryka Ha .

Heka je 0 <r < 1u D, = {2z € C : |z| < r}. Oyuknuja ¢ je aHAIUTHIKA HA

D, u menpeknnna Ha D,, Te mpema Ilocoemnmu 1.4.1 Baxku

f(z)

z

1
= = < -. .
max |g(z)| = max |g(z)| = max < (1.24)

2€D, 2€0D,.
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Heka je z € D npoussossro. Taga nocroju 0 < r < 1 TakBo na je z € D,.. U3 (1.24)
crenn na je |g(z)| < %, na je
: .1
l9(2)| = lim [g(z)] < lim — =1.

Haxue, 3a npousBosbHO 2z € D Baxku |g(2)| < 1. CrnenmjasHo, ako je z # 0, oHIA
je lo(=)| = | 72
z € D Baxu |f(z)| < |z|. Ako je z = 0, onga je |g(z)| = |f'(0)] < 1. Haxie, Baxe
1. m 2.

‘ < 1, omrocuo |f(z)| < |z|. Kako je f(0) = 0, ciequ 1a 3a cBaKoO

Ako 3a meko z € D\{0} Baxu |f(z)| = |z, onma je |g(z)] = 1. Mehyrum, Tana
noctoju 0 < r < 1 TakBo 71a je z € D,, na je

max [g(z)| < 1.
ZEDT

Kako je |g(z)| = 1 cnenu ja je g koucranTaa dyHknuja, 1j. nocroju § € R TakBo

na 3a cako z € D Baxku g(z) = €, omnocno f(z) = ez,

Axo je |f(0)] = 1, ouma je |g(0)] = 1, na cauIHO KAO y NPETXOTHOM CJIydajy
cremn na nocroju f € R Takso na 3a ceako z € D Baxku g(z) = €, omgmocno
f(z) =e?z. O

Hexka cy Di, Dy C C momenu. 3a npeciukaBamwe [ : D — Dy Kaxkemo 1a
KOH(MOPMHO mpecnkaBa goMer D Ha momen Dy (ogHOCHO, n1a je KOHMDOPMHI

uzomopdusam jgomena Di Ha jjomen Ds) ako je f Oujekiuja u aHATUTUIKA (DYHK-

muja nHa gomeny Di. Ilputom je m f~!' : Dy, — D; anayuruuka pyHKIUja Ha
nomeny Do, m koudopmun m3omopduzam gomena Dy Ha momen D,. Crenujato,
ako je Dy = Dy = D xoudopmun nzomopdusam gomena D wa D je kKondopmHU

ayromopduzam jiomena D. Ckyn cBux koHdOpMHUX u3omopduzama jomena D,

Ha jjomeH Dy obesexkaBamo ca Isom(Dy, Dy), 10K cKynl ¢BUX KOH(MOPMHUX ayTO-

Mopduzama gomena D obenexkaBamo ca Aut(D).

Teopema 1.5.2. Hexa je p, : C — C, o € D, Pynxyuja gedpurnucana ca

palz) = T—— (1.25)

Taga

1. axo je a # 0, oHga je p, AHANUTUNKG GYHKUUIQ Ha C\{—%}, a axo je o = 0,

onga je ¢, anasutmuira na C;
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2. 95! =¥_a;
3. p(0D) = 0D;
4. po € Aut(D).
Zlokas.
1. Jacno je uz nedpunuiuje dbyHKIm]E P4

2. Hokaxkumo Ja je o' = ¢_,. Kako je

4o

(a0 )(2) = <z+a>_ taz: &  zH+a—oa—aaz
Pa e\ =P\ e Cl-afe 14 az-az—ao
a2
_a=faP)
1—laf?
u
( 6 6a)(2) <z—a> = ta Z—a+a—aaz
—009a)(2) = ¢_q — ) = — = —
v v v 1—az l+a7= 1-az+az—-axa
_ 21 —al)
L—]a> 7

nobujamo 1a je oot = p_q.

. Hokaxumo 1a je ¢, (0D) = OD. Heka je ¢ € dD. Taga nocroju 6 € R takBo
na je ¢ = e u Baxu

e — o
1 — @e®

1 — ae*w 0

1 — et

|0a(C)] = lale”)] = =1,

1— e

— || '

_'1—046

na je ¢, (0D) = oD.

. Horaxkumo na je ¢, € Aut(D). Kako je ¢, anammruuka va D u ¢, nHjek-
THUBHO Ha @, JIOBOJBHO je jorn jokazatu ja je ¢.(D) = D. ¢, je anamurud-
ka Ha D), mermpexunna Ha D. ITpumenom Ilocremune 1.4.1 mobujamo ma je
I?ez%(\goa(z)] = iré%%kpa(z)\ = 1, ma je ¢,(D) C D. Camuno mobujamo 1a je
0 (D) = p_o(D) C D. Onarie je pu (051 (D)) C pu(D), omrocro D C ¢, (D).
Haxie, ¢o(D) = D. Bakmyuayjemo na ¢, € Aut(D).
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Teopema 1.5.3. Qynxuyuja f € Aut(D) axo u camo axo toc@oje § € R u v € D
wWaxeu ga je

f(z) = e%p_a(2),

3a ceaxo z € D.

Joxas. Oynxmmja f(z) = ep_,(2) npunaga Aut(D). JlokazKumMo IpyrH cmep.
Heka je f € Aut(D) u f(0) = 8. Hedbunumumo g : D — D ca g = pgo f. Kako f €
Aut(D) u 93 € Aut(D) onma u g € Aut(D). Baxu g(0) = ¢3(f(0)) = ¢s(8) =0,
na Ha g moxkeMo npumenutu [IIBaprioBy jemy 1.5.1. Tume mobujamo fa 3a cBako
z € D Baxkmn

92)] < J21 (1.26)

C npyre crpane, kako je g~ 1(0) = (ftop_5)(0) = f~1(B) =0, n ma g~ Moxemo

npumenntu [[IBapuosy semy 1.5.1. 3a cBako z € D Baxu g(z) € D u g7 (g(2))| <
l9(2)], j.
|2 < lg(2)]- (1.27)

U3 (1.26) u (1.27) cream na 3a cBako z € D Baxu |g(2)| = |z|. Hakie, Y IIIBapuoBoj

0

nemu 1.5.1 Baxku jennakocr, na je g(z) = €z, 3a mexo 6 € R, ognocuo (pgo f)(z2) =

ez. Cnenn na je

2+ 6 ewerﬁe*”’ _ it z+

1+ Bei®z 14 Bei®z 14+ @z’

F(2) = pos(e”z) =

npu demy je a = Be . ]

1.6 XapmoHmujcKe (pyHKIHIje

Hedbununmja 1.6.1. Hexa je D C R" owsopen cxkyu. 3a ¢ynkuujy v : D — R

xoja uputaga C*(D;R)* xascemo ga je xapmonujcka na D axo eascu
(Au)(2) = gz, (T) + - + Ugy, (2) = 0, (1.28)
3a ceaxo xr € D.

Jennaauny (1.28) nasusamo JlammacoBom jepnadaunom Ha D, 10k 3a Au Karxke-

Mo Ja je Jlamnacujan dpyHKImje u.

BC2(D;R) je cKyI CBUX peaTHO-BPEIHOCHHX JBa Iy Ta HEMPeKUIHO ArdepeHmjabmmnmx hyHK-
mmja "a D.
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Hamomena. KomriuiekcHo-BpeiHOCHA (DYHKIHja je XapMOHUjCKA aKO Cy HhEHU

peaJlHu U UMarvuHapHU JIe0 XapMOHUjCKe (PYHKIIH]E.

Teopema 1.6.1. Axo je u : D — C xapmonujcka dynruuja Ha Gpoctio 4o8e3aHOM

gomeny D y C, onga je dpynruuja u peasru geo anarumiuure ynkyuje wa D.
oxas. Hedbunumumo dpyukiujy f ca
[ =uy — tu,.

Kaxo je uz; = —uy, (jep je u xapmonnjcka Ha D) # Uy, = —(—uy,), Baxe Komm-
-PumanoBu yciosu, na je dyuknuja f anamutuaka. Jomen D je mpocTo mose3aH,
ra u3 Teopeme 1.1.6 umMaMo 7@ MOCTOju MPUMUTUBHA (DYHKIMja AHAJIUTUIKE (PYyHK-

nuje f. Ozmagaumo je ca F. Baxwu
F(z) = [ Q)G + ua), (1.29)
v

rJe je 7y KpuBa Koja mose3dyje Taduke zo u 2 y D. IIpema Teopemnu 1.1.5 naTerpadst
He 3aBUCH O] n300pa TAKBE KPUBE.
[Tokaxkumo ja je F' rpazkena dpyukuumja, 1j. ga je Re(F) = u. Tudepennupamem
(1.29) mobujamo

F'(z) = f(2) = ug(2) — tuy(2). (1.30)
Heka cy Re(F) = U u Im(F) = V. 3 (1.30) umamo

Up + 1V = uy — duy,. (1.31)
Oyuknuja F je anamutudka, ma Baxke Komu-Pumanosu ycosu. Omatite mobujamo
Up — iUy = Uy — iuy.

Hakne, U, = u, u U, = u,. Kako je F(z) = u(z), 3akmyuyjemo ma je U = u,
omaocHO Re(F) = u. O

Teopema 1.6.2. Hexa je u: B(0,1) — R zapmonujcrka dymnruyuja na B(0,1) C R™

(ognocHo xapmonujeka Ha Hekom oteopenom ckyuy U wareom ga B(0,1) C U).

Taga je .
u(z) = / P, y)uly)do(y), (1.32)
8B(0,1)

nwy,

3a ceaxo x € B(0,1), apu wemy je P(x,y) = |1y__|;"|‘,21 ITyaconoso jeazpo 3a jegurusmny

aouwy B(0,1) v w, =V (B(0,1)) saupemuna B(0,1) y R™.
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Hanowmena. 3a cako x € B(0,1) u cBaku MyITH-MHICKC & = (Qy, ..., (), TJIE

cy a; € No, i = 1,...,n, Baxku D%u(x) = ﬁn f@B(Ol) D*P(z,y)u(y)do(y), npu aemy

je u: B(0,1) — R xapmonnujcka una B(0,1).

Teopema 1.6.3 (Kommujese nejemnakocrn). Heka je o = (aq, ..., ), 2ge cy o; €
No, i =1,...,n uwu: Bla,r) = R zapmonujcka dynryuja ozparuvena ca M > 0
na B(a,r) C R™. Taga Gocioju tosuiuska koncwanma C, Wakea ga je
CoM

rlal -~

[D%u(a)] <

(1.33)

Jlokas. Heka je u : B(0,1) — R xapmonujcka u orpanuuena ca M wa B(0,1).

Tana je
1
DO = | [ D POu)asty)
NWn 'JpB(0,1)
M
< |DQP<O,y)’dU(y) = CaMa

~ NWn JoB(0,1)

rue je C, = ﬁ faB(o N |D*P(0,y)|do(y). Jakie, nokazamu cmo ja (1.33) Baxku Ha

B(0,1).

[TpermocraBumo caga ga je u XapMoHHjcKa u orpanumdena ca M ua B(a,r). e-

dburnmumo byukumjy v @ B(0,1) — R ca v(z) = u(rz + a). Oysruuja v je
XapMOHM]CKa Ka0 KOMIIO3WIja TakBux i orpaxmdena ca M ma B(0,1). Takie,
3a dyHKujy v nocroju koucranta C, taksa ga je |D%v(0)] < C,M. Kaxko je
|Dv(0)] = 71| Du(a)| < CoM, umamo na je |Du(a)| < %X Baxmyuyjemo na

r|0“

(1.33) Bazku u 3a CBaKy XapMOHM]CKY M Oorpanudeny dyHkuujy Ha B(a,r).
Heka je u xapmonujcka u orpanudena ca M ua B(a,r). I3 nperxomHor cieau ma
3a cBako () < € < r mocroju C\, TakBO Ja je

Do) <

Vaumajyhu mmumec xkaga € — 07 gobujamo

Co M

D*u(a)] < 5

O

Teopema 1.6.4. Axo je nus {u;}jen zapmonujekuzr dynryuja na D C R™ ynu-
PopMHO 0Zparuder HA CBAKOM KOMUAKWHOM cKyuy Yy D, onga toctioju wogrHu3

KOJU YHUPOPMHO KOHBEPZUPA HA CEAKOM KOMUAKHOM cryty y D.
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@. Ckyn Ky, = {z €

Joxas. Heka je K C D xommakTan ckyny D u r =
R"™ : d(z,K) < 2r} je komnaxras, na je Hu3 {u;};en YHUGMDODPMHO OrpaHUIEH Ca
M > 0 na Ks,. Heka cy a,x € K Ttaksu na je |v —a| < r. Taga © € B(a,r) u

lu;| < M uma B(a,2r) C Ky, 3a cBaxo j € N, ma je

CM
|uj(x) — uj(a)] < sup [Vullz —a] < —z —q
a,r r

3a cBako j € N. /Ipyra mejegaakoct cienu u3 Kormmujesux nejeanakoctu 1.6.3. Jla-
KJte, Hu3 {u; } ey je ekBuHenmpeknman Ha /.

Hexka je { K} jeny HE3 KOMIIAKTHIX IIOACKYIOBa y D, Koju nokpusajy D u 3a Koje Ba-
x)u K; C Kjiq, 3a cBako j € N. Hus {u;} en je eKBUHENIpEKHIAH HA KOMIIAKTHMA,
cuernjaano Ha K1, ma mpema Teopemu Aprena-Ackosu 1.3.1, mocToju moiHI3 OBOT
HU3a Koju yHuMOPMHO KoHBeprupa Ha ;. [loHoBuUMO mmocTyIak ca OBUM ITOTHU30M
na Ky, nobujamo nopuus koju yuudopmuo kouseprupa na Ko. HacraBpamo jaspe
noctynak. Ha kpajy 3a TpazkeHu MOJHU3 y3MEMO JIijarOHAJIHN, OH KOHBEPIUPa HA

K, 3a cBaxo j € N, na u Ha OMJI0 KOM IIPOU3BOJHLHOM KOMIAKTy y D). ]

6

Teopema 1.6.5 (Xapnaxose® nejeanaxoctu). Hexa je D C R" wosesan u K

komuakwar ckyt y D. Taga Goctioju xonctwaniua C' € (1,00) wWaksa ga je

1 _ u(y)
G < o) <0, (1.34)

3a ceako x,y € K u ceaxy wosutiusny rapmonujcky dynwkuujy u na D.

Teopema 1.6.6 (Xapuaxos npuniui). Heka je D C R"™ Gosesan ckya u {u;}jen
Hu3 rapmonujerur Pynryuje na D @axas ga je 3a ceaxo x € D nus {u;(x)}jen
neouagajyhu. Taga {uj }jGN YHUPOPMHO KOHBep2upa Ha Komuakwuma y D xa xap-

monujeroj pyrnkuyuju wa D uau je lim wj(x) = 0o 3a ceaxo x € D.
j—o0

Aoxas. Axo u; 3amenuMo ca u; — u; + 1, MOXKEMO IIPETIIOCTaBUTH I3 je CBaKa
dbysxuumja u; nosutusHa Ha D. Heka je u(z) = Jlgglo u;(x) 3a ceako x € D. Ilper-
nocraBuMo 1a je u(zr) < 400 3a cBako x € D. Kako je cBakn KOHBEpreHTAaH HU3
yjenno u Kommjes, Baxku 1a 3a cBako © € D u cBako € > 0 mocroju jo € N TakBo
Ja je

Juj(2) — ur(z)| <e,

% Axel Harnack (1851 - 1888) - GanTHUKH U HEMAYKH MATeMaTHIAP
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3a cBe j, k > jo.

Hexka je K xommakTan ckyn y D u x € K npousBosbHa Tauka. [Ipumenom Xapua-
koBe HejexHakocTu (1.34) mobujamo ma mocroju koucranta C' € (1,00) TakBa Ja
je

| (y) — un(y)| < [Clu;(x) —uk(2))] < Ce,

3a cBako y € K u cBaxko j, k > jo. Hakie, au3 {u;} ey je yaudopmuo Kommujes mna
K?", na yandopmuo KoHBeprupa Ka u Ha K. JIoKazKIMO Ja je u XapMOHHjCKa Ha
D. Heka je B(a,r) C D. JIoBosbHO je H0Ka3aT 1a je u xapMoHHjcka Ha B(a,T).

Bes ymamema ommmroctn, mpernoctaBuMo fa je B(a,r) 3ampaso B(0,1). 13 (1.32)

)
u;(x) = P(x,y)u,;(y)do(y
Ol WL )
3a cBako x € B(0,1) u cBako j € N. Y3umamem Jjimmeca 106ujamo Ja je
@ = [ Plagutdsy)
u(r) = z,y)u(y)do(y
NWn JoB(0,1)

3a cBako x € B(0,1). Oumarie 3ak/bydyjemMo na je u xapmonujcka na B(0,1).

[TpermocraBumo caja na je u(x) = oo 3a HeKo x € D u Heka je y € D mpou3BoJb-
Ho. [Ipumennmo XapuakoBy nejennakoct (1.34) ma komnakran ckyn K = {x,y}.
Hobujamo ma nocroju xoucranta C' € (1,00) taksa na je uj(x) < Cuj(y) 3a cBaKo
j € N. Mehyruwm, kako je ]1Lr£10uj(x) = 00, UMaMO Ja je ]li)rgo uj(y) = oo, ma je

omarie u(y) = oo. Kako je y € D 6mio npousBosbHO, u = 00 Ha D. O

*"Huz {u;}jen dynkumja ma mosesanoM ckymy D C R™ je yamdopmuo Komwmjes Ha
komnakTy K C D ako 3a cBako £ > 0 mocroju jo € N TakBo ma 3a cBako y € K Baxwm
|u](y) - Uk(y)| < g, KaJl ToJ, je ja k> j0~
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I'maBa 2

PumanoBa Teopema

2.1 Joka3 PumanoBe Teopeme kKopuirhemeM

HOpMaJIHUX paMuamja

Teopema 2.1.1 (Pumanosa teopema). Axo je D upociio Gosezan gomer Yy Kom-
anexcroj pasnu, upu wemy je D # C, onga je D xongopmmo exsusanseniiar ca

omwBOPEHUM JeguHuwHUM gquckom D).

[IpeciimkaBame [dmje HaM TocTojambe yTBphyje Pumanosa Teopema nazmBamo
PumanoBum npecimkaBameM. Hakon jgoka3za hemo mposeputu jia je TO mpe-

C/IMKABaIbe je TMHCTBEHO.

Hamomena. Kommnekcua paBan C ce e moxke koudopmuo npecymkatu Ha D.
VYkosmmko 6u 1ocrojasao koHgopmuo mnpeciukaame u3 C y D, ono 6u 6mimo ana-
sutnako Ha C m orpanmveno, ma 6m npumenom JlumysuioBe Teopeme 1.1.12 6mto

KOHCTAHTHO, MITO je KOHTPAJINKIIA]a.

/loxas. Heka je D mpocro noBe3an gomen u D # C. Heka je zg € D u dpamuimja
F ={f je ynuBanenrna : |f(z)| <1, 3a cBako z € D u f(z) = 0}.

Hoxkaxkumo na je damwmiuja F menpasna. lomen D je pasmuuur ox C, ma mo-

croju a ¢ D. Kako je D mpocTo moBe3aH JIOMEH, MOCTOjU aHAJIUTHYKA rpaHa ¢(z)

on+z—ay D.

[Tposepuhiemo na je g(z) “1-17 dyukmmja. [IpernocraBumo ma je g(z1) = g(z9)
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I'JTABA 2. PUMAHOBA TEOPEMA

3a pasimuuTe 21,2 € D. Taga je g(z1)? = g(22)?, ommocno 21 — a = 2, — a, Tj.

21 = z9, WTO je KoHTpaaukImja. Jakre, g(z) je “1-17.

Cana hemo mokasaru na ako wy € g(D), ouma —wg ¢ g(D). Ako wy € g(D), orza
[IOCTOj! HEKO 2y € D takBo ma je wy = ¢(2o). IIpernocraBumo na u —wy € g(D).
Tasa nocToju Heko 21 € D Takso na je —wy = g(z1). Hame ciueau g(2)? = wi =

g(21)%, Tj. 20 — a = 21 — a, OHOCHO 2y = z1, WITO HUje Moryhe.

Hokazkumo ma axo je B(g(z),e) C g(D), ouna B(—g(2p),e)Ng(D) = (. IIpernocra-
BuMo Ja je B(g(z0),¢) C g(D) u ma nocroju wy koje npunaga B(—g(z),e) Ng(D).

Tana je |wo + g(20)| < € m mocroju zy € D Takeo ja je g(z9) = wy. Baxku ma je
| — wo — g(20)| = |wo + g(20)| <,

na —wy € B(g(z0),€). Mehyrum, oBaj auck je canpxan y ¢g(D), na —wy € g(D).
U3 mpeTxoHO moKazaHor caean faa wy ¢ g( D), mro je konTpaaukimja. Jakie, ako
je B(g(z0),¢) C g(D), ouna je B(—g(z0),e) Ng(D) = 0, 1j. 3a cBako z € D TakBoO
maje |g(z)—g(z0)| < e Baxku |g(2)+9g(20)| > €. Omasne nobujamo na je 2|g(zo)| > e.

Hedbunutmmumo GyHKIH]Y

_clg'(z0)|  g(20) g(z) — g(z0)
@) = 1t g) 9) F 9(0)

U MOKaXKUMO Jia mpunaja JF.

Oyuknuja g je “1-17, ma je u fy TakBa. 3aucra, HeKa cy 21, 2o € D jBe pazin-
qure Tauke y D takBe na je fo(z1) = fo(z2). Omasme ce ako mobuja na je z; = 2.
[Tokazanu cmo na ako wy € g(D), ouma —wy ¢ g(D). Kako g(zp) € g(D), onna
—g(z0) ¢ g(D), na je g(z) # —g(z0) 3a cBako z € D. lakie, f; je aHAIUTHYKA HA

D. Bunenu cMo ja je  WHjEeKTUBHA, 11a 3aKJ/bydyjeMo Ja je yHruBaJieHTHa. Baku

‘% :'g(z())"‘g(io)‘g<z>+29<zO> S'W(’)‘(‘géw ’g<z>+29<zo>)
<loteol (2 +2)
 dlg(a)
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I'JTABA 2. PUMAHOBA TEOPEMA

ma je

clgo)l ool 4ol _ g0l lgtao)l _

4lg(z0)2 19'(o)l e l9(20)] 19" (20)]

Haxue, |fo(z)] < 1 3a cBako z € D. Moxemo 3akbyuutu ja fo € F, Te je

[fo(2)] <

damumja F HenmpasHa.

Heka je

A =sup f'(z) >0
fer

(mpumernmo na A He mMopa 6uTH KOHA4YHO) U HeKa je {fn}nen HU3 byHKIHjA ¥
F raksux ma f(z9) — A. @amminja F je HopMasHa, ma npuMenoM MorTesmoBe
reopeme 1.3.2 mobujamo na je bamuiuja F HOpMasHa, 1a Hu3 { fj, bneny UMa 10 1HI3
KOju YHHU(POMHO KOHBEPrUpa Ha KOMITAKTUMa y [ Ka HEKOj aHAJTUTUYIKO] (DYHKITH)U
¢. Baxu, |¢(z)| < 13acBako z € D, p(29) =0 u ¢'(20) = A. Onasne caenu na je
A KOHAYHO.

Hokaxkumo s1a je ¢ yHuBajieHTHa (dyHKiuja. OyHknuje f, cy yHUBaJIeHTHE, 11a
npema [lociieunin Xypsunose Teopeme 1.3.1, ¢ je KOHCTaHTHA WJIM yHUBAJEHTHA
dyukmmja. Kako je ¢'(29) # 0, ¢ HUje KOHCTaHTHA, 1A je ¢ yHUBAJEHTHA.

Tpeba jom nokazaru ja je (D) = D. IIpernocTaBuMo CyIIPOTHO Jia TIOCTOjU HEKO
wo € D rakBo 1a je (z) # wo 3a cBako z € D. OyHKIHjA @y : D — D nedunucana
ca

N
je xoudopmHuu ayromopduzam jeauaudror jaucka [D. [locmarpajMo Kommozuimjy
(Pwe © ©)(2) = %. D je mpocro moBesan jgoMmen u ¢(z) —wy # 0 3a cBaKO
z € D, omHOCHO (¢, © ¢)(2) # 0 3a cBako z € D, na npema [Tocremumu 1.1.1

IIOCTOjH HheHA aHAJUTUYIKa rpaHa ¢ Ha [ ngara ca

w(e) = | 2L

1 —wop(2)
Tama je
H(2) = ¢'(2)(1 —wop(z)) — (p(2) — wo) (—Wo¢'(2))
20(2)(1 — Wop(2))? ’
ma je

o Pl fwol?)
G0l = St —Zoe oo ) P 21)
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I'JTABA 2. PUMAHOBA TEOPEMA

Buamo ma je |¢'(20)] = A, jep je ¢'(20) = A > 0, [1(20)] = v/|wo| 1 ¢(20) = 0, Te
jemnaunna (2.1) mocraje
A1 = Jwol?
0/(z0)| = 20 100)
24/ |wol

Hedbunumumo byuknujy 1 : D — D ca

W ) () — )
TI(Z) - @Z)/(Z()) (QOTP(ZO) ¢)( ) ¢/(ZO) 1 . mw(z)u

IPU 9eMYy je Py(z) : D — D kondopmuu ayromopdusam jenuaumanor mucka D. 3a

7 BaXXu
(o) = [P0l ¢RI = BE)e ) — () = v (PG (=)
W (z0) (1 — 9 (20)1(2))? ’

OJIHOCHO

_ WGl d(z)( = [9(0)*) _ (20l

M) = ) A= 1= ()P
LA —fwP) AQL = (1 + )
2Tl — (VD)) 2/fwol(L — [wol)
— —A(21 +‘ ’w‘OD > A= ¢ (2) (2.2)

HITO je KOHTPAIUKIUja ca MakcuMasHomhy dbynknuje ¢ (aHejegnakoct (2.2) Baxu
jep je |wo| < 1). Hakune, p(D) = D.
[

I[Ipumernmo na je oBO mpeciuKaBambe jeauHcTBeHO. Heka cy 1 : D — D u o ¢

D — DD nBa TakBa IpecjauKaBamba, OJHOCHO (o1 U o ¢y “1-17, “Ha” U aHAIUTUIKA

na D. Taga je [ = gpgo%_l takso maje f: D — D, f(0) = 902(901_1(0)) = @o(29) =0,

PO = Gl 0) - ()(0) = P = SR = Do

u f~! 3amoBosbasa ncra osa csojctsa. Ilpumenom IlIsaprose geme 1.5.1 gobujamo
na je |f(z)] < |z| 3a ceako z € D mwza f(z) € D je |~ (f(2))] < |f(2)|, omrocHo
|z| < |f(2)], 3a cBako z € D, na je |z| = |f(z)], 3a cBako z € D. [lakie, y IIsapio-
Boj emu 1.5.1 Baxku jeamaxoct, ma moctoju 6 € R taxso ma je f(z) = ¢?z. Tana
je f/(0) = €. Kako je f/(0) = 1, ouga je 0 = 0. laxne, f(z) = z 3a cBako z € D,

OJTHOCHO (01 = (po HA D.
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I'JTABA 2. PUMAHOBA TEOPEMA

2.2 Jloxka3z PumanoBe TeopeMme perniaBameM

JunpuxjeoBor mpobJjemMma

Cybxapmonujcke dpyHKIHje

Hedbuunuuja 2.2.1. Hexa je D gomen y C u u : D — [—00,00) Heupexugha

dyrruyuja. u(z) je cybrapmonujceka gyrnruyuja na D axo 3a ceako z € D, Gocmwoju

e > 0 waxeo ga easrcu
1 [ :
u(z) < —/ u(z + re?)do, (2.3)
2 Jo

3a ceaxo 0 < r < e.

CBojcTBoO (2.3) HA3UBaAMO CBOjCTBOM CP€/Iih€ BPEIHOCTH 32 CyOXapMOHUj-
cke dyuknuje. [[pumernmo 1a je OHO BPJIO CJAUYHO CBOJCTBY CPEIbe BPEIHOCTU
3a XxapMoHHjcKe dyHKIje. Pasiuka je caMo y ToMe MITO TaMO BaXKu jeIHAKOCT, a
oBjie Hejeauakoct. Opatie ciaeau fa je cBaka XapMOHUjCKa (DYHKIMja U cydOxap-
MOHU]CKA.

Takobhe, cybxapMonujcke pyHKIIIje MOTY Ja Y3MY BPEIHOCT —00, TOK XapMOHU]CKe

HE MOTry.

IIpumep 2.2.1. Axo je f(2z) anaru@uyra pynryuja, onga je log |f(2)| cybxapmo-

HUJCKA.

Teopema 2.2.1 (IIpunnun makcumyma 3a cybxapmonujcke dbyukimje). Heka je u
D — [—00,00) cybrapmonujcra dynryuja na gomeny D C C. Axo u(z) gocmuuorce
MAKCUMYM Y HeKoj Wauku y D, onga je u(z) KoncanTHa.

Joxas. Osnaanmo M = max u(z). Hekaje A= {z € D : u(z) = M}. Jokazahemo
nmaje A = D. Kaxko je A nmoBe3aH, JTJOBOJBHO je JI0Ka3aTH Jia je A Hempas3aH, OTBOPEH
u 3aTBOpeH. [Ipema mpermnocraBiiy TeopeMe U JOCTHKE MAKCUMyM y HEKOj TadKu
y D, na je A wenpasan. OyHKIHja u je HeMpeKuIHa 1a je A 3aTBOpeH.

Tpeba jorr nokasatu nma je A orBopen. Heka je 2y € A. @ynknuja u je cydbxapmo-

Hujcka Ha D ma moctoju £ > (0 TakBO Ja je

1 27 )
u(zp) < —/ u(z +re®)dd, 0<r<e,
0

2m
OZHOCHO
1 [ : 1 [ :
Py (u(z0) — u(zo + re™))dd = u(z) — 2—/ u(zo +re)df < 0. (2.4)
T Jo T Jo
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Tauka 2o € A, ma je u(z) > u(zo + re?), ogHocHo MopMHETErpasHa DyHKIHjA Y
OpBOM mHTerpasy je HeHeratuBHa. OHa je W HempekujHa, Ia HejemHakocT (2.4)
BasKu camo ako je u(zp) — u(z + re?) < 0. Haxme, u(zo) < u(zo + re) m u(zo) >
u(zg + re?), ma je u(zy +re?’) = u(z) = M, 3a cpako 0 < 0 <21 u 0 < r < ¢,
OJTHOCHO A caJIp:Ku JINCK ca MEHTPOM Y zg € A, ma je oTBOpeH. 3aK/bydyjeMo Ja je

A = D, 1j. u je koucrantHa dyuknuja Ha D, mTo je u Tpebaso T0Ka3aATH. ]

ITocaenuna 2.2.1. Hexa je D C C ozpanuuen gomen u u : D — [—00,00)

cybrapmonujcra pynruuja na D. Axo je limsupu(z) < 0 3a ceaxo ( € D, onga
D>3z—(

je u(z) <0 3a ceako z € D.

Jloxas. Kako je limsupu(z) < 0 3a cBako ¢ € 9D, cybxapMoHHjcKa (DyHKIM]ja
D3z—(

w(z) = max(u(z),0) Texxu 0 kag z — ¢ € dD. Ako nedunnrmemo w(z) = 0 va 0D,
oHJIa je w(z) HempeKuIHA Ha KOMIIAKTHOM cKyity D UJD, ma 10ocTuKe MaKCUMyM
y HEKOj Tadkm 2g. O3Haunmo taj makcumym ca M. IlpernocraBumo na je M > 0.
Oparire mmamo nma zp € D. Kako w jgoctmke mMakcuMmym y 2o € D, mpuMeHOM
[Ipunnumna makcumyMa 3a cyoxapMmouujcke dpyukimje 2.2.1 3akpyayjemMo fga je w
KOHCTaHTHa PYHKIMja, ogHOCHO w = M. Mehyrum, w = 0 vHa 0D, mTo je KOHTpa-
muknuja. dakme, M = 0. Omasze caenn na je u(z) < 0 3a cBako z € D, mro je u

TpebaJsio JIOKa3aTH. O

doka3z PumanoBe Teopeme

PumanoBy Teopemy MoxkeMo Jioka3aTu pertaBameM lupuxsieoBor mpobema 3a
JlanacoBy jenmaunny. upuxiieoB mpobsiem 3a JlammacoBy jeiHadnHy Ha orpa-
uuuaenoMm jgomeny D y C ca menpekuanom dyukiujom h : 0D — R ce ognocu Ha
oipehuBame xapmonujcke dpyukmuje v : D — R Ttakse 1a je

Jim u(z) = h(Q)
3a cBako ( € 0D. OBy dyukumjy moxemo Hahu IlepoHoBUM MeTOmaOM, KOju je

paszBuo Hemadku maremarudap Ockap [lepon 1923. roaune.

Hedbununuja 2.2.2. Heka je h: 0D — R neupexugna ¢pynrxuyuja na 0D, 2ge je D

ozparuyern gomer y C. Ileponosa gamuruja xoja ogzosapa dyrrxuuju h, o3nauumo

je ca Fp, je damusuja cybrapmonujekux gynryuje u : D — [—00,00) @Waksur ga

je
limsup u(z) < h((),
D>z—(
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3a ceaxo ( € OD. Ileponoso pewere Jlupurreosoz upobaema 3a Jlauracosy jeg-

Havwury Ha gomeny D Kkoje ogzosapa dynwkuuju h wa 2panuyy je

h(z) = sup u(2),
ueFp

3a ceaxo z € D.

Ucnocrasuhe ce 1a je IlepoHoBo pernerse 3arpaBo TpazkeHa XapMOHHUjCKa (DYHK-
I1ja, OJIHOCHO perrebe oaropapajyher /lupuxieoor mnpobsema. [IpBo hemo jmoka-

3aTu J1a je h xapMoHujcka pyHKImja Ha D.
TeopeMma 2.2.2. [Teponoso pewerse h je xapmonujcka dyrryuja Ha D.

Jloxas. Hexa je Dy auck Taxas ga je Dy C D u {z;}jen Hus Tauaka y Dy xoju je

ryer y Do, Tj. TaxaB jga je {z; : j € N} = Dy. Kako je h(z) = su;) u(z), 3a cBako
ues,p

j € N mocroju mu3 dynkmuja {u;x ey y Fr Takas na je klim ue(z;) = h(z).
— 00
Hedbunumumo OYHKIHAJY Uy, Ca

U (2) =  fax w;(2).

Tana v, € Fp, u uu3 bysximja {v, bmen je Heonanajyhu uus. 3a osaj Hus takobhe
Bakm ma je lim v,,(2;) = h(z;) 3a cako j € N.

ﬂe(i)I/IHI/IIHI/Il\T: a.;yHKILI/ij Wy, TAKBY JIA j€ Wy, = vy, #Ha D\ Dy u w,, je XapMOHUjCKO
nporupere GyHKImje vy, |ap, Ha Do. Jokaxkumo na je dyHkmja w, cybxapMoHuj-
cka Ha D. ITposepuhemo na Baxku (2.3) u 1a je w,, Henpekuaaa Ha D. OyHkimja
Wy, je XapMOHUjCKO mpornuperse GYHKIje Uy, |op, Ha Dy, Ta je xapMorujcka Ha Dy.

Kako je limsup(v,(2) — wy,(2)) < 0, 3a cBako ¢ € 0D, npema ITocremunn 2.2.1,
D>z—(

U (2) — wp(2) <0, ogHOCHO, Uy, (2) < Wy, (2) HA Dy. Caenn na je w,, HENPEeKUIHA
Ha D u v,(2) < wpy(2) Ha Dy.

Ba wy, Baxu (2.3) va D\ Dy, jep je v, cyOXapMOHUjCKa U W, = v,, Ha D\Dy. Ha
Dy je w,, xapmonujcka, na (2.3) ceakako Baxku. [laxie, (2.3) Baxku na D u w,, je
HenpekuHA Ha D, ma je cyoxapMmonujcka Ha D.

Taga wy, € Fp 1 {Wn, }men je Heomanajyhn mus. Kako je vy, (z;) < wp(z;) < ﬁ(zj),
ouzna je lim wy,,(z;) = ;L(Z]) 3a cBako j € N. Oyukimje w,, cy xapMmonujcke Ha D).
HpHMeHnS:/IOOXapHaKOBOF npuniuna 1.6.6 mobujamo ga Hu3 {W, fmen yHUDOPMHO
KOHBEpPrUpa Ha KOMIAKTUMa y [y Ka XapMOHU]CKOj (DYHKIMjU w. 3a w BaXKu Jia
je w(z;) = h(z;) 3a cBaxo j € N.

Heka je 2y € Dy, e je zy # zj, 3a cBako j € N. AKo IOHOBUMO HCTH IOCTyIaK
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3a HU3 {2;};en, (OPUIMHAIHOM HH3Y CMO JOIAJHN Z)), OHIA IOOMjaMO XapMOHHU]-
cky byurmjy wy #Ha Dy TakBy na je wo(z;) = B(zj) 3a ceako j € Ny. Kako je
{2, - €N} = Dy m w(z;) = wo(z;) 3a ceako j € N, omma je w(z) = wy(z) 3a
cBako z € Dy. Hakie, w(z) = 71(,2) 3a cBako z € Dy, na je h xapMoHHjcKa Ha Dy,

caMuM TUM U Ha D. ]

Hedbunaunuja 2.2.3. Tauxa (y € 0D, 2ge je D C C ozparunen gomen, je pe2ysapha

wavka zpanuye 0D axo je

D>z—(o
apu wemy je h neupexugna pyrnryuja na 0D.

Hedbunaunuja 2.2.4. Cybrapmonujcka bapujepa y (o € 0D je cybxrapmonujcra

dyrryuja w gepunucarna wa D N B((p,0) 3a nexo & > 0, @aksa ga je
1. w(z) <0 3a ceaxo z € DN B((p,0),

2. lim w(z) =0,
DSZ*)CO

3. limsupw(z) < 0, 3a ceaxo ( € D wakeo ga je 0 < |y — (| < 4.
D3z—(

Ha cnenehoj ciaunu je mar npumep jomeHa j1edUHUCAHOCTU CyOXapMOHUjCKe

bapujepe.

-

X

[Tpumernmo Jia ce w MOXKe IPONIMPUTH HA 9uTaBo D u Taja 3. BayKu 3a CBAKO
¢ € OD\{(o}. U3 1. u 3. ciesm ma axo je € > 0 JOBOJBHO MaJIo, oHJA je w(z) < —2¢
3a cBako z € DN OB (CO, %) Heka je
max{w(z),—¢}, z€DnN B(CO, g)

W) = —e, z¢ DﬂB(CO,g>.
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Tana je u cybxapmonujcka bapujepa y (p Koja je jiecburucana Ha dutaBoM D.

Teopema 2.2.3. Hexa je D ozpanuven gomern y C u (g € OD. Taga je (o pezyarapha

WaKa aKo aoctwoju cybrapmorujcka bapujepa y Co.

Jloxas. Heka je h : 0D — R menpekumna dyuknuja va dD. IlpermocraBumo 1a
3a (p € 0D mocroju cybxapMOHUjCKa OGapujepa U JIOKaXKUMO Ja je Taja (y pery-
napaa Tadka. Tpeba jqokazaru Ja je D%izggo h(z) = h(¢y). Bes ymamersa omrmrocru
npernocrasumo Ja je h((y) = 0 u |h(¢)] < 1 3a cBako ( € 9D. ®yukuuja h je

HenpekuHa y (o, ma 3a cBako € > 0, mocroju d > 0 TakBo J1a je

(O] = [1(C) = h(Go)l <&, (2.5)

ka1 Tox je |¢ — (o] < 0.
Hexka je w cybxapmonwmjcka bapujepa y (. Moxkemo mperrnocraBuTu 1a je medu-

Hucana Ha yurasoM D. Vzabepumo p > 0 takso 1a je w(z) < —p 3a |z| > 0.

Hedunummmo byuruujy u(z) = %
u(z) < —e ma D, jep je w(z) <0wna D u

— ¢ ma D. Ona je cybxapmonujcka Ha D,

lim sup u(z) = lim Sup(w — &?) < -1,
D3z—( D3z—( Y

3a cBako ( € 0D rakso na je |¢| > . Oxgarie umamo ma je limsup u(z) < h((), 3a
D3z—(
cBako ¢ € 0D, na je u € F,. Crnemu na je u(z) < h(z).

Kaxko je DlimC u(z) = —e, Baxu h(z) > —2¢, 3a z 6iusy (. Crano ce n06uja,
S5z—(o

npuMeHoM Ha —h, 1a je (—h)(z) > —2¢ 3a z 6ausy (.
U3 h(z) + (=h)(z) < 0 cremn h(z) < —(=h)(z) < —(—2¢) = 2¢ 3a z 6mu3y (.
Haxie, h(z) > —2¢ u h(z) < 2e, na je |h(z)| < 2 3a 2 63y (. IlomTo 0BO BaxKm

3a cBako £ > 0, lim |h(2)] =0, maje n
D3Z~)Co

lim h(z) = 0= h().

DBZ‘)C@

O
Careneha nocseauia mokasyje ga je [leporoBo perrerme h pemmese JInpuxJieoBor
npobsiema 3a JlamracoBy jeiHadnHy Ha OrpaHUYEHOM JIoMeHYy [ 4nja ce rpaHuIia

CaCTOju O] KOHAYHOT Opoja JIe0-T10-/1e0 TVIATKUX 3aTBOPEHUX KPUBUX Ca HEITPEKU/I-

HOM yHKIHjoM h : 0D — R Ha rpanunum 0D.
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I'JTABA 2. PUMAHOBA TEOPEMA

Ilocnemuna 2.2.2. Hexa je D ozpanuven gomen 4uja ce ZpaHuua Cactioju 0g
KOHAYHO0Z Opoja geo-uo-geo 2aaukur 3atmseopenur kpusuxr. Axo je h : 0D — R

Heuperxugra Pynruyuje wa 0D, onga je h rapmonujcka pynryuja na D u eascu
lim h(z) = D. 2.
pim h(z) =h(C), (€0 (2.6)

Joxas. VI3 Teopeme 2.2.2 cienu na je h xapmonujcka dyuknuja va D. Tlokaxu-
MO Jia CBaka Tadka ca rpanuie 0D uma cybxapMmonmjcky 6apujepy. CBaka Tadka
(o ca 0D je xpajwa Tauka JguHHjcKOr cermenta [ camapxkanor y C\D, y mpasiy
criosparmme Hopmate Ha Dy Toj Tauku. Kowmmmement C\I MoxkeMo mpecimka-
T KOH(MOPMHUM TPECTUKABAHLEM (¢ Ha OTBOpeHU jeaunndHu guck ) tako ma je
©(¢p) = 1. Tama je w(z) = Re(p(z)) — 1 cybxapmonujcka Gapujepa y (o. 113 mper-
xoxue Teopeme 2.2.3 cimenn ma je cBaka Tadka ca rpanure 0D peryrapHa Tadka

rpanute 0D, 1j. Baxu (2.6). H

Ioackyn E mpommupene koMmiuiekce papay C je KOHTHHYYM aKo je KOMITaK-
TaH, MOBE3aH W WMa BUIE Of jeaHe Tadke. Ako je E KOHTHHYyyM OHIA je @\E
npocro nosesan. O6pHyTO, ako je F xommaxTan taxas ja je C\E mpocro nosesan
n I/ uma Buie of jesnne tadke, ouna je F koutunyym. Cienehun xpurepujym nam
omoryhasa jia pemmumo JlupuxsieoB npobsiem 3a JlamnacoBy jemnadmny Ha OHIIO

KOM OI'PaHHYIC€HOM IIPOCTO IIOBE3aHOM JOMEHY.

Jlema 2.2.1. Hexa je D gomen y C u (y € 0D. Axo (y € E, 2ge je E nexu

konwuryym y C\D, onga je (o pezyrapna Wavka og OD.

/loxas. Ha ocuoBy Teopeme 2.2.3 noBosbHO je nahu cyOxapMoHUjcKy Gapujepy y
Co. Heka je (; € E, npu gemy je (; # (o. E je xourunyym, ma je C\E mpocto

noBe3an. Oyukimja

z— Qo

=G

je nobpo nedunucana u anamurudka Ha C\FE, jep je (1 € E. Ilpurom je F(z) # 0

F(z) =

3a cBako z € C\E, jep ¢y € E. C\F je npocro nosesan u F'(z) # 0 na C\ E, na npu-

z2—Co

z—C1”
Hexka je To dyukumja f. Taga je h(z) = Re(ﬁ) cybxapmonujcka bapujepa y (o,

1

IMocnemuua 2.2.3. Axo @\D CagPIAHCU, KOHAYHO MHO20 KOHTUUHYMG, 0HJA j€ C8AKA

meHoMm Teopeme 1.1.7 mobujamo Ja MocToju aHAJUTHIKA IpaHa QyHKIm]je log

z2—Co

neduaucana va D N Dy, tiae je Dy = {z ebD: para

wavwka Ha 0D pezyarapra ZpaHuvwHe TWAYKa.
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I'JTABA 2. PUMAHOBA TEOPEMA

Joxas. Heka je ¢y € OD. 0D € C\D, na nmocroju Heku KOHTHHYYM [ Takas ja
(o € E. llpumenom uperxomue Jleme 2.2.1 nmobujamo ja je (p peryjapHa Tadka
rpanute 0D. (y je 6buaa mpousBo/bHA Tadka rpanurie 0D, ma je cBaka Tadka ca

rpanutie 0D peryJsiapHa. ]

Caeneha nocseauia mokasyje ma je [leponoso perreme h perere upuxieosor
npobsieMa 3a JlanmacoBy je/lHaYMHY Ha OIPAHMYEHOM IIPOCTO OBE3AHOM JIOMEHY

D raxBom na je D # C ca menpekuguom dyukimjom h : 0D — R wa rpanurm 0D.

IMocnenuna 2.2.4. Hexa je D ozpanuven upocttio uosesan gomen y C waxas ga je
D # C. Axo je h : 0D — R nmetupexugra ¢ymnxyuja na 0D, onga je h zapmonujcra
dynryuja na D u sasrcu
lim h(z) = D. 2.
pim h(z) =h(¢), (€0 (2.7)

Joxas. VI3 Teopeme 2.2.2 cinemu na je h xapmonumjcka dbyHKumja Ha D, a (2.7)
caenu u3 llocaemqure 2.2.3. [l

Zloxas Pumanose tweopeme 2.1.1. Heka je D C C mpocTo 1oBe3aH JIOMEH TaKaB
na je D # C. lomen D hemo koH(MDOPMHO ITpec/imKaTh Ha OorpaHuyeH gomeH. Heka

cy (o, ¢ € OD. Oyuxiuja
z — (o
z=G

je mobpo nmedbunncana m anaymTudka y D, jep je (; € 0D, na je z # (1 3a CBaKo

F(z) =

z € D. Tauka (y € 0D, na je F(z) # 0 3a cBako z € D. Kako je D npocro nosesan

nomen u F(z) # 0 ma D, npumenom Teopeme 1.1.7 pobujamo ja 1mocroju aHam-
z—Co
z2—C1
HEKO 2y € D, onga cimka f(D) nmokpusa muck Dy ca rieaTpoM y wy. C 063upom Ja

TruKa rpaHa dyHKOuje log . Heka je To dynkuuja f. Ako je wy = f(z9) 3a

—wo—2mi je ,D;06p0 ,H‘e(bHHI/ICaHa

je f(z) # wo + 2mi, 3a cBako wy € Dy, dyHKIHjA & L
1 KOH(OPMHO IpecymkaBa [) Ha OrpaHUYeH JTOMEH.
Heorpanuven ciiydaj cMo cBejin Ha OTpAHUYEH, A MOXKEMO ITPETIIOCTABUATHU JIa
je D orpanmuen jmomen u jga 0 € D. U3 Ilocnenune 2.2.4 cnenm ja Jdupuxie-
oB mpobJuieM 3a JlammacoBy jemHaunny Ha noMeHYy [ ca HEIPEKUTHOM (PYHKITjOM
log || Ha 0D mma pememe. Heka je To dyukiuja u. OHa je xapmonujcka Ha D u
lign u(z) = log|(|, 3a cako ¢ € 0D. Kako je D npocro nosesan, u3 Teopeme 1.6.1

D>z—(¢
dbyHKIMja © je peajHu Jieo HeKe aHaJUTH4IKe pyHKuje ¢ va D. ledunummmmo

plz) = 2,
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I'JTABA 2. PUMAHOBA TEOPEMA

riae z € D. Oyukiyja ¢ je anasurndka Ha D, ¢(z) = 0 camo ako je z = 0 u
()] = 2leRelotED) — [afemte) — |cle=onkl — [¢leonic™ — fcjjc|t — 1,

kana z — ¢ € 0D. Ilpema Iocmemumm 1.4.2, |p(z)] < 1 3a cBako z € D, na je
e(D) C D.

Hoxaxumo na je ¢(D) = D. Heka je wy € D npoussossro. [Tocmarpajymo momen
{z€ D : |p(z)| <1—¢€}, rue |wy| < 1—e. [Ipumenom [Tpunnuna aprymenra 1.2.3
Ha JIaTH JOMeH jgobujamo na dbyHKnuja ¢(z) — wy uMa TadHO jeaHy HyIy Ha D.
Haxie, mocroju HEKO 2o € D TakBo ja je ¢(zy) = wo, 1j. (D) = D. 3akspyayjemo

J1a (o KOH(MOPMHO TpecyimkaBa [) HAa OTBOPEHU jeIMHUYIHU JTUCK D. [
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I'maBa 3

YHaudopmusaluja BUIIECTPYKO

ITIOBE3AaHNX JOMEHA

3.1 BummecTpyko nmoBe3aHU JOMEHU

Hedbununuja 3.1.1. Jlomen D C C je xonauno wose3am axo 1e208 KOMUNEMEHT

(C\D UME KOHAYHO MHO20 KOMUOHEHTU U0se3anoctiu, gox je D k-tosezan axo

rezos Komusemeni C\D uma k xomGonentiv G06e3aH0CTIU.

Ha ciumm 3.1 je mat mpumep 4-m1oBe3aHOT JOMEHA, OTHOCHO BUIIIECTPYKO ITOBE-
3aHOT JIOMEHa, ca 4 KOMIIOHEHTEe TIOBE3aHOCTH Off KOjuxX je A4 HeorpaHwdeHa (KOM-

[OHEHTe Cy Ha cjmiu mpadupane, JOK je JoMeH [ OHO IITO je IPeocTalIo).

////// 777

Cruka 3.1: [Ipumep BuIteCcTpyKO MOBE3AHOT JOMEHA
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Bumectpyko nosesan jiomen D hemo mpecsimkaTy Ha JIOMEH YHje Cy CBE T'DAHUIIE

rjlaTke KpuBe, Taj JOMeH heMo 3BaTn KAHOHCKUM JOMEHOM.

Heka je D k-ioezan momen y C, mpu demy je k > 2. O3HAYUMO KOMITOHEHTE
moBe3aHOCTU KoMIuieMeHTa o D ca Ay, As, ..., Ai. IlpernioctaBumo na je Ay He-
OTpaHUYEH W JIa CBaKa KOMIIOHEHTa MOBE3aHOCTH nMa HGapem jBe Tadke. | paHure
KOMIIOHEHTH O3HaInMO pesioMm ca (', ..., Cy. I'panuily HeorpaHndeHe KOMIIOHEHTE

Ay HA3WBAMO CIOJBAIIEHOM, & TPAHUIE OTPAHUIEHUX KOMIIOHEHTH YHYTPAIITEHUM.

Homen D' = C\ Ay je mpocro nosesan, Te ce npema Pumanosoj teopemu 2.1.1
MOXK€ TPECIMKATA HAa jeMHUYIHHU JIUCK, JIOK ce [) Taja mpecjaukaBa Ha HOBHU k-
II0B€3aH AJOMECH. KOMHOHGHTG IIOBE3AHOCTHU U I'PaHUIE heMO O3Ha4YaBaTU Ha HUCTU
nauud. HoBu Ay, ..., Ay_1 cy orpanmndene, moBe3ane KOMIIOHEHTE KOMILIEMEHTa TOT
nomena, oK je Ay = {¢ € C : || > 1}. Cnospaintba rpanumna HOBOT k-IIOBE3AHOT

nomena C}, je jeIMHIYHN KPYT Ca MO3UTUBHOM OPUjEHTAIHjOM.

Iomen A$ y C je mpocTo moBesan n IMPECIMKABAMO T'a, HA KOMILIEMEHT jeIHHIY-
wor jucka y C, mpu wemy oo mue y oo. CIIMYHO Kao MaJIoIpe, OIeT JI06HjaMo
k-mioBe3aH JoMeH U 3a/pKaBaMO UCTE O3HAKE KOMIIOHEHTU KOMILIEMEHTA U FhU-
xoBux rpanuna. Crnosmaima rpanuna Cy HA HOBOM JIOMEHY je TJIaTKa 3aTBOPEHA
KpUBa ca MO3UTUBHOM OPHUjEHTAIMjOM, JIOK je YHyTpalmka rpanuna C] jeuHuIHI
KPYT ca HEraTUBHOM OpujeHTarjoM. Harrm qomMeH y 0BOM TpPEeHyTKY MMa JIBE IJIaT-

ke rpaunutie, o cy Ch u Cl.

[TonaBsbameM OBOT TIOCTYIIKA jOII k — 2 IyTa cBe TpaHuiie he OUTH IJIaTKe 3aTBO-
pene kpuse. lobuhemo momen ca crosbarrmoM rparuiiom Cy u k — 1 yHyTpaImoM
rpaautiom C1, ..., Cx_1. CBe OBe rpaHuiie cy rjiaTke 3aTBOPEHE KPUBE U IIPETIIOCTA~
BJ/bAMO J1a Cy YHYTPAIIlEhe TPAHUIE HETATUBHE OPUjEHTAIM]je, a CIIOJballliha TPAHUIIA
no3utuBHe opujenTtaruje. [logernu momen D je KOHMOPMHO €KBUBAJICHTAH Ca OBUM

JOMEHOM.
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Cimka 3.2: Kanoncku goMen

3.2 llepuoau mudepenimjaaa

Hedbuunuuja 3.2.1. Hexa je vy : [0, 1] — D apocitia 3atueopera geo-uo-geo aaaii-
xa kpuea y gomeny D C C u a & v. Hngexc xpuse' v y ogrocy na wauky a je

Ind'Y(a’) = # o' %'

Hedbununuja 3.2.2. Heka je D C C gomen u v upoctia 3awW60peHa geo-uo-

-geo 2aawika kpuea y D. Kaorcemo ga je xkpusa vy xomonrozna nysu y D axo je

Ind, (a) =0, 3a ceaxy wauky a € D°.

[Ipumerumo ja je momen D mpoCTO TTOBE3aH aKO Cy CBE IIPOCTE 3aTBOPEHE JIe0-

-TIO-71€0 TJIATKE KPUBE XOMOJIOTHE Hyau y D.

Heka je D k-moBesan momen. O3Ha9MMO KOMIIOHEHTE ITOBE3aHOCTH OBOT JIOMEHA
ca A, As, ..., A; u npernocTaBuMO Ja KommoneHTa Aj campxku oo. Tama mocto-
je mpocre 3aTBOpEHE NIEO-TIO-[Ie0 TJIaTKe Kpuse 7;, j = 1,..,k — 1 TakBe Ja je

Ind,,(a) = 1 3a cee a € A; u Ind,,(a) = 0 3a cBe a € D\ A;.

Heka je v 3arBOpena kpusa y D. Ako a € Aj;, nomro je A; nosesan, Ind,(a)
He 3aBucH of u3bopa a € A;. Osnaunmo ca ¢; = Ind,(a), tae je a € A;. Tana je

Indy_c, v, —coypm—cn_ 1, (@) = 0, 3a cBe a € D, na je mpocTa 3aTBOPEHA 1€0-TI0-1€0

"Munexc kpuse v y omHOCY Ha TAUKy @ 3aIpaBo MHOKa3yje KOJUKO IIyTa KPUBA 7y OOHIA3H OKO
tauke a. llpuroMm je moswTmBaH akKO OOMJIA3M y MO3UTUBHOM CMEDPY, & HETATHBAH aKO OOMJIA3W Y
HEeraTUBHOM CMepy.
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IJIATKA KPUBA Y — 1Y) — CoYo —* + + — Cp_1Vk—1 XOMOJIOTHA HYJIU y D 1 KoepUIujeHTn
y 0BOj JIMHEApHOj KOMOMHANMjU Cy jemHo3HadHO onapehenu. OBae He mocMaTpamo
KPUBY Y, JEP je OHA I'paHUIla KOMIIOHEHTE KOja caJipxku 0o. Kpuse 7y, ..., Vi1 duHE

6a3y xomosioruje Ha D u Baxku cjejieha Teopema.

Teopema 3.2.1. Axo je [ : D — C anasumuvra dynwryuja na D, 2ge je D k-
aosesar, gomen y C, u vy upoctia 3amwieopena geo-uo-geo zrawika xpusa y D, onga

6aIHCU

/vf(z)dz:cl /Mf(z)dercz /wf(z>czz+-~+ck1 A F(2)dz.

P; = fw f(2)dz, j=1,...,k — 1 cy nepuonu mudepenrmjana fdz.

Hexka je u : D — R xapmonujcka dyuakiuja ava gomeny D C C. Taga je dynkimja
f(2) = ua(z) —iuy(2)
anasuTudka QyHknuja Ha D u
f(2)dz = (uy — tuy)(de +idy) = (uydr + u,dy) + i(—u,dr + u,dy).

3namo 1a je du = uzdr + u,dy, a ako PyHKIHja 1 UMa KOHjyrOBaHY XapMOHU]jCKY

dbyuknmjy v Ha D, oHmga je
dv = vpdr + vydy = —u,dr + u,dy.
Mebytum, dyHkIimja v He MOpa Jia MTOCTOjH, 11a MOXKEMO YBECTHU O3HAKY
“du = —uydr + u,dy.

*du je xonjyrosanu judepennujas audepennujaia du.

Opnasne nobujamo a cy nepuonu gudepennujaia fdz gatu ca P; = f%‘ f(z)dz =
f%_ du—l—zf%, du, 7=1,....k —1.
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3.3 Yuaudopmusaimnja BUIIECTPYKO ITOBE3aHUX

JoMeHa

Teopema 3.3.1. Hexa je D k-tiosezan gomen, k > 2, upu wemy c6axa KOMUOHEHTLA
uosesanoctiu uma bapem gee wauke. Taga UOCTLOJU KOHPOPMHO UPECAUKAGATHE
v : D — A, zge je A apctien A = {¢ € Clc < [(|] < C} ca k — 2 usbauena
KOHUEHTPUUHA AYKG KOJu aedtce na kpyZosuma |C| = co,...,|C| = k-1 (Ha cauyu

3.8 je gat upumep WaK60Z UPCUWEHE).

=~

Ch

Cnuka 3.3: IIpcren A ca jBa m3badeHa KOHIIEHTPUIHA JIyKa

Jlokas. Kao panuje, 03Ha4MMO KOMIIOHEHTE IIOBE3aHOCTU ca A;, a I'DaHUIE TUX
kommonentn ca Cj, j = 1,..., k. IlocmaTpajmo muaekce opux rpamuna. Indg,(a) =
—1l,kamac Aj, j=1,..,k—1, nox je Ind¢,;(a) =0, xama ¢ A;, j =1,....k — 1.
Inde, (@) = 0, xax a € Ay, nok je Indg, (a) = 1, kax a ¢ A, Ogatie cienn ga
C1+ Cs5 + - - - + () orpannyaBa jjoMeH D, ma MOXKEMO IOCMAaTPaTU O/roBapajyhe
JupuxireoBe mpobsteme. 3a cBako 1 < j < k mocmarpajmo JlupuxiteoB mpobiiem 3a
JlanyacoBy jegHadnny Ha JIoMeHY [) TakaB Jia je TpaykKeHa (DyHKIMja UICHTHIKA
1 ma C; a uAEHTUYKYU HysIa Ha OCTAJUM I'paHurama. 3a osaj Jupuxiieos mpobiem
nocroju pertemse. Heka je To dynkimja w;. Baxu na je 0 < w;(z) < 1 3a cBako
z€ Duwi(z)+---+w(z) = 13acBako z € D. PysKuuja w; ce MOXKe aHAIUTAIKHI
npoyskuTH Ha OD, Te MOKEeMO CMATDaTH Jia je w; XapMOHMjcKa Ha D 3a CBAKO
1<j<k

'panrune C, ..., Cy dopmupajy 6a3y xomoJioruje 3a 3arBopere kpuse y D. 3a cBa-

Ko j = 1, ..., k, nepuogu xonjyrosanor jgudepennujaia “dw; na Cp, | = 1,..., k natn
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cy ca aj = sz *dw;.

Hoxazahemo ma nuaeaphna komOmHammja Ajwi(2) + « -+ + A\g_1wr_1(2) ca KoH-
CTaHTHUM KOedUIUjeHTHUMa A; MOXKe UMaTH XapMOHHUjCKH KOHjyraT jeJIMHO yKO-
JIMKO cy CBHU A; HyJa. IIpermocraBuMo Jia je oBaj n3pas peaJsiHH JIeO aHATUTHUYKE
bynkrmje f na D. Oynkrmja f ce MoxKe aHAJMTHIKE IpoykuTi Ha D. Tama je
Re(f(z)) = Aj ma rpanunu C;, 1 < j <k —1 u Re(f(z)) = 0 na rpanunu Cj. Ha-
KJIe, CBaKa IPaHUIA Ce MPeC/IuKaBambeM [ IpPeCc/MKaBa Ha BEPTUKAJHU JIMHUjCKA
cermenT. Heka je wy TakBO Jia He TpUIAJA HUA jeTHOM OJ OBUX cermenara. Tasa
xapmonujcka dyukimja arg(f(z) — wp) nMa AaHAJIUTUYIKY IPAHy HA CBAKO] MPAHUIINA
Cj, j=1,..,k — 1. Ilpuanun aprymenta 1.2.3 HaMm onga gaje ma je f(z) # wp 3a
cBako z € D. Oyukuuja [ je anamurnuka byskimja, na je f(D) oTrBopeH cKy,
a 1o je moryhe camo ako je f koncrantHa dyukiuja. /laxie, peannu neo ox f je

uaentnyaku 0, ma cy csu Aj, j = 1, ...,k — 1 myna.

[TocmaTpajMo XOMOTEHU CUCTEM JIMHEAPHUX jeTHAYUHA

Aty 4+ Aeagy + -+ Amroge—11 = 0,
A1 4+ Aoagy + -+ + Ap_1og—12 = 0,

AMag -1+ X1 + -+ Apm1p—1 p—1 = 0.

Ha ocHoBy mpeTx0/IHOT OBaj CUCTEM UMa CAMO TPUBHUJATHO PEIIeHhe A\ = - - - =
A—1 = 0. Ilox oBuM ycoBuma A\qjwi + -+ - + A\p_1wy_1 UMa XapMOHUjCKH KOHjyTaT.
Jakjte, OMJI0 KOj HEXOMOTE€HU CHUCTEM JIMHEAPHUX jeTHAYMHA CA OBUM HCTHM KO-
eduInjeHTIMa MOpa UMATH JeUHCTBEHO perremne. CenujaiHo, MOKEeMO PEluTH

CHUCTEM:

Aty + Agagy + - A Aoy = 2,
A1 4+ Aoagy + -+ Ajp_1og—12 = 0,

AMag -1+ Ao g1 + -+ Apm1g—1 -1 = 0.
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I'ZIABA 3. YHU®OPMU3AIINJA BUINECTPYKO IIOBE3AHUX JIOMEHA

CabupameM npse k — 1 jeanadunte
Mo+ +agp1) + -+ Aor(@g—11+ - Fag1p-1) =27 (3.1)

u KopuihemeM YubeHuIe Ja je aji+- - -+aj, = 03a ceaxo j = 1, ..., k—1 nobujamo
jemHauuHy —A Q) — - — Ap_1Qk—1 % = 27T, OTHOCHO, A1 + =+ + A\p_1Qp_1 ) =
—27. onaBameM OBe jeJIHAYUNHE HA TMPETXOHU CUCTEM JI00MjaMO CUCTEM KOjUi MMa,
JETMHCTBEHO peTehe.

Pememe Tor cucrema Ham maje anasuTuaky GyHKIuUjy [ ca mepuoauma 21 Ha
C, —2m na C}, onpocno 0 Ha octaimM rpanunama. Taxobe, Ref je jeqmak \; Ha
C;y 1 < j <k, tme je \y = 0. Onasze nobujamo zna je bymkumuja ¢(z) = e/
AHAJTUTUYKA.

Jlokazahemo na je © TpazkeHO KOH(MOPMHO MPECTUKABAILE, TIPH YeMy Cy ¢ = 1,
C=eMuc =eY,j=2,..,k—1 Kaxo je p anammruuka u ¢(D) C A, Tpeba
jomr mokazaru 1a je ¢ “1-1” m “ma”. KpuBama C| u Cj omrorapajy CrosbaIitmba u
YHYTpAIliha TPAHUIA TPCTEHA, PeoM, T0K octajauM rparurama Csy, ..., Cx_1 01ro-

Bapajy m3badeHu JIyKOBU U3 IIPCTEHA.

Hexka je ¢y € C rakBo na (y ¢ 0A. Tana je ¢(z) — (o # 0 3a cBako z € (), | =

., k, ma je dbyakImja e )(Z)O anajutudka Ha Cp, [ = 1, ... k. IIpema I[lpunmumny

aprymentTa 1.2.3 6poj nyna dyukuje ¢(z) — (o je gar ca

I NP N R C N - G0N

211 oa o)~ G0 " 2w Joy, 95— G 2w Jo o) -G B

Axo je (y = 0, onma cy uaTerpaau peaom jemnaku 1, 0,...,0, —1. Y Tom ciayuajy
nHema Hyna. Unrerpan no kpusoj O je 1 yxomuxo je || < e, a nyna je 3a
Co| > €. Comrano, mocnemmn urTerpan je —1 3a || < 1, a mHyma axo je |¢o| > 1.
Uurerpamu no C;, 2 < j < k — 1, cy myna 3a |[(o| # eV, ognocno xaja ¢y He
PUITAIa JIyKOBUMA.

Hakue, ako (g € A, onna je cyma (3.2) 04 (0+4---+0)+1 = 1, ogrocHO 6poj KOpeHa
jemnaumue o(z) = (o je 1. Kaxko je (o € A npousBosbro, ¢ je “1-1” u “Ha”. H
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I'maBa 4
Teopema yuundopmus3aluje

PumanoBa Teopema Ham je roBopmsia 0 KOH(POPMHO] €KBUBAJIECHIUJU ITPOCTO
nosesanor jomena (pasaumauror o, C) y KOMIUIEKCHO] PaBHH, HEHO YOIIIITEHE
U3 TPEeTXOJIHE TJIaBe O KOH(OPMHO] €KBUBAJIECHIIUJU BUIIECTPYKO ITOBE3AHOT JIO-
MeHa (4Ydje KOMIIOHEHTe TIOBE3aHOCTH MMajy OapeM JiBe Tadke), JOK hie TeopeMa
yuudopMusalyje J1aTu OJArOBOp HA MHUTabe 4eMy Cy KOH(MOPMHO €KBUBAJIEHTHE
pocTo ToBe3aHe PumanoBe moBpimu. 3a moderak hemo ce Hajnpe yIMO3HATH ca

Pumanosum IIOBpIIMMa 1M BUAETHU HEKa IbHUXOBa OCHOBHAa CBOjCTBa.

4.1 PumanoBe HNOBPIIIN

Pumanose moBpmm je mpBu yBeo Puman y cBojoj Beh panumje momeHnyToj Te-
3u n3 1851. romuue. MMajy BakKHY yJ0ry y KOMILJIEKCHO] aHAJIU3U IIPU Pajy ca

dyHKIIMjaMa BUIle TPOMEH/BUBUX.

Hedununuja 4.1.1. Pumarosa tospu! je tosesan Xaysgopdos tpociiop R ca

pamunrujom aogeryuosa U, u dpynkyujama z, : U, — C waxeum ga sasce caegeha

C60jJCUBA:

1. {U,} popmupajy omeoperu woxkpusau og R, wj. R = U Ug.

2. 2o : Uy = C je xomeomopgpusam U, u z4(Uy,).

1

3. Axo je U, NUs # 0, onga je dynryuja zz o 2" anasu@uura Gynkyuja na

Za(Ua N Ug)

'PunMamoBa OBpIT je 3aIpaBo jeJHOANMEH3HOHA KOMILIEKCHA MHOTOCTPYKOCT. Takobe, medop-
MaJHO MOXKeMO pehu ja PumanoBa moBpIil JIOKAJIHO MU3IVIEIa KAO KOMILJIEKCHA DABAH.
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I'/IABA 4. TEOPEMA YHU®OPMH3AILIUJE

Cucrem {U,, z,} nedunuine kondopmuy crpykrypy Ha R. U, je koopau-
HaTHA OKOJIMHA, a 2, KOOPAWHATHO IIpec/iuKaBamwe. YKoauko je U, Koop/u-
HATHA OKOJIMHA TadKe P TaKBa Ja je z,(p) = 0, OHJa TaKBYy KOODJAMHATHY OKOJIUHY
Ha3MBaMoO IeHTpUpaHoMm y p. Ako je Dy quck y z,(U,) onma je z,'(Dy) xoop-
JUHATHU OUcK y R. Oynkiumjy 25 o 2, Hasmpamo (DyHKIMjOM IPeJackKa.

I[Ipumernmo na 3a cBaky Tadky ¢ € R m cBaky KoopjwHATHY okoJmmHy U,
(ca KOODIMHATHUM IIPECTUKABALEM Z,) TaKBY Ja ¢ € U, TOCTOju KOODPIMHATHH
muck W oca KOOpAMHATHUM TpeciuKaBameM z TakaB Ja ¢ € W u z(q) = 0. Ta-
KaB KOODJIMHATHU JUCK HA3WBAMO HEHTPUPAHUM Yy (. 3aucCTa, C 003UPOM J1a
je 24(U,) orBopen ckyu y C, mocroju muck Dy = B(2,(q),7) C 24(Uy). Tama je
W = 2;1(Dy) C U, xoopaunaThu juck. TpaHciupameM U pecKaaupambeM J1061]ja-
Mo TipeciukaBaibe 2 : W — D naro ca 2(p) = (24(p) — za(q))r™".

MHuoru JIOKaJIHM KOHIIENITH KOMILIEKCHE aHaJn3e ce MOry mpeHeTu Ha Pumano-
BY HOBpII. Brjio Koju mojaM i TeopemMa o JOMEHUMa Y KOMILIEKCHO] PaBHU YHjU
ce JIOKa3 3aCHUBa Ha JIOKAJHUM MOHaIamuMa (GpyHKIHja Takohe Baxke 3a Puma-
HOBe TOBPIIU. 3aIIpaBo, Ja OM HEIITO U3 PABHU BaXKWJIO U Ha PuMaHOBOj OBpIIH
Mopa GUTH MHBApUjaHTHO y ofiHOCY Ha (byHKIHMjy Tpesiacka zs o 2, . Ha npumep,

[IOjMOBU aHAJUTUYIKE, MEPOMOPdHE PYHKIIHJE. ..

Ckyn V' C R je orBopen Ha Pumanosoj nospmu R axo je z(V N U) orBopeH cKym
y C 3a cBaky xoopaumuatHy okouHy U Ha R ca KOODJMHATHUM TIPECTUKABAHEM

zZ.

Hedbununmuja 4.1.2. Hexa je V owsopen cxkyu wa Pumanosoj wospwu R. 3a

L anasutuuka ma

dynruujy [V — C, xaocemo ga je anasumuyka axo je f oz~
2(VNU), sa ceary xoopgunatiny oxoruny U na R ca xKoopgunatinum Gpeciukasa-
wem z. Cauuno, dynxuuja f:V — C je mepomopdra axo je f oz~ mepomopdna
na z(VNU), 3a ceaky koopgunatiny okosuny U wa R ca koopguratinum Gpecau-

raearbem z.

Hedbunnunuja 4.1.3. Pynxuyuja f: R — S, 2ge cy R u S Pumanose uospwu, je

AHAAUTIUYKS Y Wauky p € R (Mepomop&na y wawku p € R ) aKo UOCUWLOJU KOOPYU-

nawna okoauna (Uy,z1) na R @waxea ga p € Uy u xoopgunatna okoauna (Us, zo)
na S waxea ga f(p) € Us u easicu ga je zp o f o 271 anasuiuvka (mepomopdna,)

y 21(p). Pyuruugy f Waga Ha306eMO AHAAUTUUNKUM TPECAUKABAIHEM.
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I'/IABA 4. TEOPEMA YHU®OPMH3AILIUJE

AKoO JIoMeH y KOMILJIEKCHO] paBHU IMOCMaTpaMo Kao PUMaHOBY MOBpIII, OHJIA Ce

IIOjMOBU aHAJIMTUYKE U MepOMOp(dHe (PYHKIHje CBOJIe HA yoOu4ajene neuHUAIIA]E.

Hedbununuja 4.1.4. Kaorcemo ga cy gee Pumanose wospwu R u S xondopmro

”

exsuBaseHliHe aKO UOCTLOJU GHAAUTUNKO Upecaukasare f : R — S xoje je “1-1

u “na”. Taga je u uneepsno tpecauxasare f~': S — R wWaxohe anasuitiumko.

Hedbunnnmja 4.1.5. Hexa je R Pumanosa tospw. DPynkuyuja v : R — R je

rapmonujcka wa R axo 3a ceaxy wawky p € R Goctioju KoopguHatiHa 0KOAUHG Ca
1

Koopguratinum tpecaurasarem (U, z) @aksa gap € U u ga je uoz™' xapmorujcra

dyrruyuja na z(U).

[Ipumerumo na oBa neduHUIMja He 3aBUCU O M300pa KOOP/IMHATHE OKOJIUHE.

Bancra, veka cy (U, z1) u (Us, 22) JBe KoopauHaTHe OKoJMHE Ha R Koje campxe

1

Tauky p € R. IlpernocraBumo na je u o z; ~ xapMoHHjcka dyHKIHja. Taga je u o

2yt = (uoz;") o (2102, ') KOMTIOZHTIMja XapMOHHjCKe U aHATUTHIKE (DYHKIIHje, Ta

j€ XapMOHU]jCKA.

Hedbuunumja 4.1.6. Heupexugha yrryujau : R — [—00, 00) je cybrapmonujcra

Ha R axo 3a ceaxy wauky p € R wocwioju K00pgurating 0KOAUHAG €A KOOPJUHALL-

1

num apecaurasarvem (U, z) @aksa gap € U u ga je wo z=" cybrapmonujera dyr-

yuja wa z(U), gok je u: V — [—00,00) cybrapmonujcka wa 'V, 2ge je V. oweopen

ckyu y R, axo 3a ceaxy wauky p € V woctoju K00pgUHATUHA OKOAURA CA KOOPGU-

1

nawrum apecaukasarvem (U, z) waxea ga p € U u ga je uo z~! cybxrapmorujcra

Pynryuja na z(UNV).

Teopema 4.1.1 (IIpunnun makcumyma 3a cybxapMonujcke dyHkimje na Pumano-
Boj nospim). Hexa jeu : R — [—o00,00) cybxapmonujcka dyrnruyuja na Pumarosoj
aospwu R. Axo u(p) goctiuorce maxcumym y nexoj wavwku wa R, onga je u(p) xom-
ciwanwHa 1a K.

Joxas. Osnaunmo M = ma}g;u(p). Heka je A = {p € R : u(p) = M}. Heka
pe

je p € A npomssosbHa Tauka y A. Tama mocroju xkoopamuathu jguck (U, z) Koju
caJpKu p TakaB Ja je u o z ! cybxapmonujcka Ha D). Oznaunmo z2(p) = w. C
o63upoM Ja je u(p) = M, nmamo ga je u(z~(w)) = u(p) = M, Tj. cybxapmonumjcka
dbynaxmnumja v o 2! nocruke cBoj MmakcumyM y Tauku w € D. IIpumenom [punmnuma
MaKCHMyMa 3a cybxapMonujcke dgpyuknuje 2.2.1 nobujamo ga je 10z~ ' KOHCTaHTHA

dyukimja na D. Kako je z 6bujekiuja, onna je u v koncrantua ua U, 1j. w = M Ha
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I'/IABA 4. TEOPEMA YHU®OPMH3AILIUJE

U. Haxne, U C A, na je A orBopen. Ckyn A je u 3aTBopeH, jep je A = u~'({M})
u u je HenpekuaHa dyHKuja. Kako je R moBesan ckym, ouna je A = R nm je A
npasan. [lo npernocrasuu je A menpasan, mma 3ak/bydyjeMo ja je A = R, oaHocHO

U je KOHCTaHTHA dYHKIHja HA K. [
Cauano ce mobuja 1a Baxku u ciejgeha teopema.

Teopema 4.1.2. Hexa je u: V — [—00,00) cybrapmonujcra dynrkyuja na otweo-
pernom ckyay V C R, z2ge je R Pumanosa tospw. Axo u(p) gocuudHce MAKCUMYM

y Hexoj Wauku y VvV, onga je u(p) KoHCWaHTHA.

ITocnemuma 4.1.1. Heka je u : V — [—00,00) cybxapmonujcka dymnryuja Ha
V, zge je V. C R oweopen ckya na Pumanosoj tospwu R waxas ga je V U IV

komuaxwar. Axo je limsupu(p) < ¢ 3a ceaxo q € IV, onga je u(p) < ¢ 3a cearo
V3p—q

peV.

Jloxas. Kako je limsupu(p) < ¢ 3a cBako ¢ € 0V, cybxapmonujcka byHKIMja
Vop—q

v(p) = max(u(p),c) Texu ¢ kKax p — q € OV. Ako nedunumemo v(p) = ¢ na IV,
oHJIa je v(p) HEIpeKuIHa HA KOMIIAKTHOM cKyiy V U JV, na JocThkKe MaKCUMyM
y Hekoj Tauku pg. O3naummo Taj makcumym ca M. IIpernocrasumo ma je M > c.
Omarite umamo j1a pg € V', ogHOCHO v joctuzke MakcumyM y V. Ilpumenom Teopeme
4.1.2 3akJbydyjemMo j1a je v KoHcTaHTHa pyHKIuja Ha V', oqnocHo v = M. Mehytum,
v = c Ha 0V, mrro je kourpamukimja. Jdakiae, M = c. Onasue cienu ma je u(p) < ¢

3a cBako p € V, mTo je u Tpebaso JoKa3aTH. O

ITocnemuna 4.1.2. Heka je u : R — [—00,00) cybxapmonujcka dynkyuja Ha
Pumanosoj aospwu R. Axo je u(p) < ¢ 3a ceaxo p € R\K, 2ge je K xomuakiman

ckya y R, onga je u(p) < ¢ 3a ceaxo p € R.

/loxas. Henpekune pyHKIMje HA KOMIIAKTY JIOCTUXKY MAaKCUMYM, T1a TTOCTOjJH He-
KO po € K TakBo na je u(py) = M, rne je M = I;leé}?( u(p). Haxie, u je cybxapMoHuj-
cka (QyHKIIMja KOja JTOCTUXKE MAaKCUMyM y Tadku u3 R, ma npumenom [lpunrumna
MaKcuMyMa 3a cybxapmoHujcke dpyHknuje Ha Pumanosoj nospmm 4.1.1, mobujamo
na je u xoncranTHa dysKimmja Ha R, Tj. u = M. Kako je u(p) < ¢ ma R\K n
u= M, cnemu na je M = c. Jaxue, u(p) < cuna R\K nu = cna K, naje u(p) <c
3a cBako p € R. O
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Teopema 4.1.3 (Xapuakose HejemHakoctu 3a Pumanose mnospuu). Heka je R
Pumanosa tospw v u : R — R wosuwiusna xapmonujcka pynxuyuja. Taga 3a

cearxu xomuax K C R woctoju xoncwantwa C' € (1,+00) wakrea ga je

1 _ulp)
5 < a(0) <C, (4.1)

3a ceaxe gee wavke p,q € K.

/loxas. K je KOMIAKTaH I1a ra MOXKEMO TMOKPUTHU Ca KOHAYHO MHOTO 3aTBOPEHUX
MIOJICKYTIOBa KOOpAMHATHUX JncKoBa. Heka cy p,q € K. IIpernocraBumo na p u q
MIPUTIAJIAjy 3aTBOPEHOM IOJCKYIYy MCTOT KOODJAMHATHOT Jucka U, ca KoOpJuHAaT-
HUM TIpecjuKaBameM z u Heka je z(p) = x u z(q) = y. Ilpumenom XapHakoBux
HejennakocTn 1.6.5 mobujamo ma mocToju KoHcTaHTa C' TakBa Ja je

1 (uoz)(z)

— < —2 <

C = (uoz)(y) =
OJTHOCHO

[IpernocTaBuMoO caja Jia p U ¢ TPUNAJIA]Y PASIHIATAM KOOJMHATHUM JIUCKOBUMA.
Tama moxkemo Hahy KoHAYaH HU3 3aTBOPEHUX IIOJICKYIIOBa KOOPAUHATHAX JIMCKOBA,
{U;}72, raxeux na je UyNUjy # 0, 3a ceako j = 1,...,m — 1. [locmarpajmo Tavke
p,p1 € Uy, ipu wemy p; € Uy N Us. [IpuMenom mpeTxoIHO JI0Ka3aHOT J00MjaMo J1a

rocroju kKoHcranTa (] TakBa Ja je

1 ulp)

C1 ™ u(p)

[Ipumenom ucre HejeIHAKOCTH, aJid CAJIA Ha TAYKe Pi U Po, IPHU deMy po € Uy N Us

< (.

Jobujamo ma moctoju Koncranta Co TakBa Ja je

i u(pr)
Co = u(p2)

HacraB/bameM IMOCTyIKa, y MOCIEIIbeM KOPaKy, 3a Tadke pp,_1 € Uy, 1 NU, u

< (Cs.

q € U,, mocroju koucraura (), 1 TakBa Ia je

Locten)
Cm—l U(Q)
3aKJ/byIyjeMo Ja BaKu
1
< up) CLCy---Chy.

C1Cy- - Cry ~ u(q)
Hakie, 3a C' = C1Cy -+ - Cp,—y Baku; (4.1).
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4.2 JIupuxJjeoB mpobjieMm Ha PuMmaHoBOj moBpim

Hedbuaunmja 4.2.1. Hexa je V C R oweopen wogckyt na Pumanoso] wospuu R.

Heapasna gpamuruja F cybrapmonujekux dynruyuja na V- je Ileponosa damuauja

CYOTAPMOHUICKUL PYHKUUIA GKO BAIHCU:

1. Axo u,v € F, onga max(u,v) € F.

2. Axo jeu € F u Dy xoopgunat@inu guck y V wakas ga je Gynkuuja u KoHAGUHA
na 0Dy, onga Ppynrkyuja v Wakea ga je v = u Ha V\Dy u xapmonujcko

apowuperse 0g ulap, Ha Dy Gputaga F.

Ilomro cy cBum mojMoBuM Koju ce jaBibajy y 2.2 nokayau oHza ce llocremmma

2.2.2 npenocu Ha PumaHoBe moppim, 1a Baxku cieieha Teopema.

Teopema 4.2.1. Hexa je V' gomen na Pumarnosoj tospwu R waxas ga je VU IOV
Komuaxmar ckyt, OV ce cactioju 0g KonawHoz 6poja Gpochiur 3aTUE0PEHUT §eo-To-
-geo zaatkur xkpusux u Hexa je h : OV — R neupexugna dpynruyuja na OV. Taga
je pymrxyuja h: V — R gatua ca ﬁ(p) = supu(p), 3a ceako p € V, zapmonujcra na
V' u sasrcu e

lim h(p) = h(q),

Vop—q

3a ceako q € V.

IIperxomna Teopema HaM Jiaje er3uCTeHIU]y peliema JupuxieoBor mpobdiiema
3a JlanmacoBy jequnaunny ma PumanoBoj moBpiin R ca HENPEKUTHOM (PYHKIUjOM
h : 0V — R koju ce omgHocu Ha onpehuBame xapMoHujcke QyHKImje u : V — R,
npu demy je V nomen Ha R takaB ma je V U OV kommakran ckyn wHa R, OV ce
CacToju OJI KOHAYHOI OpOja MPOCTUX 3ATBOPEHUX JI€O-TIO-JE0 IJIATKUX KPUBUX U

BazK1

3a cBako ¢ € V.
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4.3 TI'pupoBa dpynknuja Ha PumaHoB0Oj moBpIum

[TocmaTrpajmo PumanoBy mospin R. Heka je ¢ € R mpousBoJbHaA (bUKCHpaHa
tauka u (U, z) meHTpupann koopauHaTHA JucK y ¢. Heka je marta damvumimja F,
cBux cybxapmonmjckux dyrakmmja u(p) va R\{q¢} TaksBux ma je u(p) = 0 3a cBa-
ko p € R\K, rae je K kommakran ckyn y R, u u(p) + log|z(p)| cybxapmonujcka
dyHKIMja HA KOOPIUHATHOM JHUCKY KOju campxku q. Oa damuimja je I[leponosa

dbammmja cybxapmornjckux Gysakimja vHa R\{q}.

Hanmomena. @amvuiuja F, je Henmpa3Ha, jep KOHCTaHTHa GyHKIHja u = (0 mpu-
nana F,. Bancra, dyuknuja u(p) + log|z(p)| = log|z(p)| je cybxapmomnujcka Ha
KOODJIMHATHOM JIUCKY Koju cajapxku g u u(p) = 0 3a cBako p € R\K, tue je K

KOMITaKTaH cKyn y R, ma u € F.

Hedbunumuja 4.3.1. Hexa je F, Ileponosa gamusruja cybxapmornujerur dyrx-

yuja na R\{q}. Axo je sup u(p) < +oo sa ceaxo p € R\{q}, onga I'punosa
ueF, -

pynryuja na R ca gosom y Wanky q GoCmoju u gawua je ca

9(p,q) = sup u(p),
u€EFq

3a ceaxo p € R\{q}.

CraB 4.3.1. Hexa je g(p,q) I'punosa ¢ynryuja ca worom y q Ha Pumarosoj
aospwu R u (U, z) xoopgunatinyu guck waxas ga q € U u z(q) = 0. Taga je g(p, q)
TAPMOHUICKA U CTPO20 UOSUTUUBHA 30 CEAKO P € R\{q} u pynryuja g(p, q) +
log|z(p)| je xapmonujeka y q. Axo Goctoju jow, Hexa TUOBUTUUBHA TAPMOHUJCKA
dynwyuja h(p) na R\{q} @axea ga je h(p) + log|z(p)| zapmonujcka y q, onga je
h(p) > g(p,q) 3a cearo p € R\{q}.

Jloxas. Oyuximja g(p, q) je xapmonujcka u g(p,q) > 0 3a cBako p € R\{q}, jep

je ropme orparnuerse [lepornose dpammiuje. Jokaxkumo ma je g(p,q) > 0 3a cBako

p € R\{q}. Hexa je r noBospbrO Maso Takso na je B, = {p € R : |z(p)| <r} C U.

DyuKIMja
—log|z(p)| +1logr, pe€ B,
0, p ¢ B
npunaja Jy, na je
9(p.q) = sup u(p) > —log |z(p)[ +log, (4.2)
ucsSq
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3a cBako p € B \{q} u g(p,q) — +oo xax p — ¢q. Anu I'punosa dyuximja g(p, q)

HOCTHXKe MUHUMYM jeJIMHO aKoO je KOHcTaHTa, Te je g(p,q) > 0 ma R\{q}.

Heka je M = max 9(p,q) m v € F,. Tana je u(p) < M 3a cBako p € 0B,, Te
pe T
je
u(p) +log|z(p)| < M +logr, p€ IB,. (4.3)
Dyukuuja u(p)+log |z(p)| je cybxapmonujcka Ha B,., na (4.3) Baxku 3a cBako p € B,.,

npema Ilocnequmm 4.1.1. Ysumajyhn cynpemywm mo cBum v € Fy, mobujamo
9(p,q) +log|z(p)| < M +logr, pe B, (4.4)

Haxkie, u3 (4.2) u (4.4) oBa dbyHKIHja je orpaHuyeHa XapMOHHUjCKa (DYHKIMja HA
B, \{¢}, ma kako cy n30/10BaHA CHHTYJIAPUTETH OIPAHNICHUX XaPMOHI]CKUX (DYHK-

[Ija OTKJIOILUBU 3aKJ/by4dyjeMo Jia je oBa (PYHKIMja XapMOHHUjCKA y TAYKH (.

Heka je h(p) mosuruBHa xapmonumjcka dyukimja na R\{q} taksa ma je h(p) +
log |2(p)| xapmonujcka y g u u € F,. Tana je u(p) — h(p) cybxapmonujcka na R, a
u(p) — h(p) = —h(p) < 0 ma R\K, rae je K C R xomunakran y R, jep je u(p) =0
Ha R\K u h(p) nosurusna na R\{q}. IIpema Ilocnemumu 4.1.2, u(p) — h(p) < 0
Ha R. Y3uMmameM cynpemyMa IO cBakoM u € JF,, nobujamo na je g(p, q) < h(p), 3a
ceako p € R\{q}. O

[Tokazahemo na ako mocroju ['punoBa dyHKIuja y Tadku ¢ € R, oHIa oHa 110-

cToju 3a cBako ¢ € R. Y mokady hemo kKopucTuTn moMohHy XapMOHUjCKY (DYHKIIH]Y .

®ukcupajmo ¢ € R u neka je (U, z) neHTpupann KoOOpJIWHATHU JIUCK y ¢. Heka
je r > 0 moBosbHO Masio Tako na je B, = {p € R : |z(p)| < r} C U. Heka je F
dbamunmja cybxapmonujeckux dyskimja v Ha R\ B, TakBux ma je u < 1 3a cBako
p € R\B, uu =0mna R\K, rue je K xomnakrau ckyn y R. [Tomrro je F Ileponosa
damuija, pyHKIIIja

w(p) = sup u(p)

je xapMmonmjcka dyHKImja 3a cBako p € R\B,, u npurom Baxu 0 < w < 1. OBy
dyukimjy Mmoxkemo Busietu kKao Ilepornoso pereme dupuxseosor mpobdsema 3a Jla-
n1acoBy jeanaunny Ha R\ B, ca rpannanom speguomniiy 1 va 0B, u 0y 0o. ¥ cBakoj
tauku p € 0B, mocroju cybxapMonmjcka Gapujepa, ma je 11013% w(p) = 1, 3a cBaKo

¢ € OB,. ITocroje npa cayuaja: 0 < w(p) < 1 3a ceako p € R\B, u w = 1 na R\ B,.
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Jlema 4.3.1. Axo I'punosa pynryuja g(p, q) Goc@oju 3a nexy wauky q € B, \0B,,
onga je 0 < w < 1 na R\B,. Obpuymo, axo je 0 < w < 1 na R\B,, onga g(p,q)

aocwioju 3a ceako q € B.\OB,.

Jloxa3s. Tlpernocrasumo ma I'punosa dyukimja g(p, ¢) nocroju 3a rauky q € B, \0B,.

Hexka je ¢ > 0 taxso ga je g(p,q) > ¢ 3a cako p € OB,. Omazne je u(p) < 224

Cc
9(p,q)
C

<
< 9

c

Ha 0B, rae je u € F. Ilpema Ilocnemumm 4.1.1, u(p) 3a cBako p € R\B,.

Y3umamem cynpemyma 1o u € F nobujamo na je w(p) , 3a cBako p € R\DB,.

Hokaxumo ma je inf g¢(p,q) = 0. 3aucra, ako je inf g¢(p,q) = a, a > 0, onga
pER\{q} peR\{q}

je g(p,q) — a mosuruBHA XapMmoHmjcKa dyHKIMja HA R\{¢} 3a Kojy Baxku na je

9(p,q) — a +log|z(p)| xapmormjcka y ¢, TTO je KOHTpamKIHja, jep je g(p, q) naj-

Mamba TakBa (pyHKIM]ja, mpeMa rperxomaaom Crasy 4.3.1. Hakite, gﬁ }g(p, q) =0,
pe q

na je iRn\l; w(p) = 0. Kako je w = 1 na R\B, nm je 0 < w(p) < 1 na R\B, u
pe

T

peiRn\fBTw(p) = 0 umamo ja je 0 < w(p) < 1, 3a cBako p € R\B,.

O6puyTo, npernocraBumo 1a je 0 < w < 1 ma R\B,. Heka je s > r Takso ja je
B,={p€ R : |2(p)] < s} C U.Ilpurom je B, C B,. Tana je u(p)+log|z(p) — z(q)|
cybxapmonmjcka Ha Bs, 3a cBako u € F,. zabepumo A < 1 takBo Ja je w(p) < A
3a cBako p € 0B; u C' > 0 takso ma je |log|z(p) — z(¢)|| < C 3a p € 0B, U 0B;.
Heka je v € F, u M = max u(p).

pEOB;

Kako je u(p) + log |z(p) — z(q)| cybxapmonujcka Ha Bs u
|u(p) +log|z(p) — 2(g)I| < lu(p)| +[log|2(p) — 2(g)| < M +C

Ha 0B, Baxu 1a je
u(p) +log|z(p) — z(g)| < M + C, (4.5)

3a cBakKo p € B, npema Ilocaemunm 4.1.1.
Cruenujano,
u(p) < M +2C,

3a cBako p € 0B,. Kako je w(p) = 1 na 0B,, ouja je
u(p) < (M +2C)w(p), peIB,

a mpema [Tocinenuim 4.1.1 u 3a cBako p € R\ B,. Y3uMmameM MakCUMyMa 10 CBUM
p € 0B, nobujamo

< (M +2C
max u(p) < (M +2C) max w(p),
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OJTHOCHO,
M < (M +2C)\.

A

Pemapamem ope nejenauune o M mobujamo M < 2C 75,

Tj.

A
< —_—.
poa ulp) < 20773

ITokazanm cMmo ga 3a cBako u € JF, BaxKu n1a je

A
<20 ——

A
1-X°

3a cBaKo p € B;. ¥Y3umajyhu cynpemym mo csum u € F, nobmjamo na TpasKeHa

3a cBako p € 0Bs, a npumenom Ilocaenune 4.1.1 nobujamo ga je u(p) < 2C

['punoBa dyHKIHja ca MOJIOM Y ¢ ITOCTOjH. 0

Teopema 4.3.1. Axo ['punosa pynrkuyuja ca wosom y q Uoctmoju 3a Hexo q € R,

OHga OHa UOCUWOJu 3a c6ako q € R.

Jloxas. Heka je A = {q € R : I'punosa dyukuumja g(p,q) ca moaom y ¢ mocroju}.
Jlema 4.3.1 mam mnokasyje ja je ckyn A orsopen. /lokaxkumo na je A 3aTBOpEH,
omaocHo A€ orBopen. Heka je qo € A°. Tanma I'punoBa dyukimja g(p, o) ca mo-
aoM y qo He mocroju. Ca (U, z) 03HAIMMO IEHTPUPAHU KOODIAUHATHH JIUCK Y (.
Hedbunummmo B, = {p € R : |z(p)] < r} C U. Ako je 0 < w(p) < 1 3a cBako
p € R\B,, ouna g(p,q) mocroju 3a ceako ¢ € B,\0B,, npema Jlemu 4.3.1. Cue-
ujasno, mocroju g(p, qo), mro je kKoHTpamuknmja. lakme, w = 1 wa R\B,. Ako
nocroju I'purosa dyukimja g(p, q) ca mosom y q € B, \0B,, ouna je 0 < w(p) < 1,
3a cBako p € R\DB,, ucro npema Jlemu 4.3.1. To je kouTpaauknuja, na 'purosa
dbyukmmja ca mosom y ¢ € B,\0B, He nocroju, ma je ckyn A° orsopen. Kako je
Pumanosa noepm R nosesan ckyi, oaga je A = R nmu je A = (). TTo nupernocrasum
je A menpasan, na je A = R, 1j. I'punoBa dyuknmja g(p,q) ca mojoM y ¢ mocToju

3a cBakKo q € R. O

29



I'/IABA 4. TEOPEMA YHU®OPMH3AILIUJE

4.4 Dbunoaapua I'pumHoBa dyHKIIHja

C o63upom j1a PumanoBa moepin He Mopa uMaTu ['puHOBY DYHKIWM]Y, JTOKa3a-

hemo na ceaka PumanoBa moBpmr Mopa mmaTtu 6unosiapuy I'puHOBY byHKIH]jY.

Hedbununuja 4.4.1. Hexa cy q1,q2 € R gee pasauvuitie wavwke Pumarnose tosp-
wu R, Uy u Us gucjynkiinu yentmpupaty, K00OpguHAThHL UCKO8Y Y (1 U G2, PEJOM.

Butoaapra I'punosa ynkuuja ca 4oa08uma y q1 U qa je TaAPMOHUICKG GYHKUUIA

G(p,q1,q2) na R\{q1, g2} @Waxsa ga sasrcu

1. G(p,q1,q2) +1og|z1(p)| je rapmorujera y qq,
2. G(p,q1,q2) — log|za(p)| je xapmonujcra y g2 u

3. G(p,q1,q2) je ozpanuvena na R\(Uy U Us).

IMpumep 4.4.1. Buuoasapra I'purosa dpynxuyuja 3a Pumarosy chepy C ca wono-
suma y ¢ = 0 u g = 00 je G(z,0,00) = —log|z|. Osa butorapra Pynryuja je
jegrosnawrno ogpehena go na KOHCWAHILY, jep je C6aKa 0ZPAHUMENHE TAPMOHUJCKA

dynryuja na Pumarnoso] chepu KoOHCWaAHTHA.

Hamnowmena. Ako je R PumanoBa mospin 3a Kojy moctoju I'puroBa dyHKIHja

9(p,q), ouna je G(p,q1,q2) = 9(p, q1) — 9(p, g2) Gumonapna I'punosa dynkUja Ha
R.

Cama hemo mokazaTu Jja Ha CBAKOj PMMaHOBOj MOBPIIM MOCTOjU OUIIOJIAPHA

['punoBa dyHnKIHja.

Teopema 4.4.1. 3a ceake gse pasaunuitie wavwke ¢, U ¢ Pumanose tospwu R

aocwoju butosapra I'punosa dyrruyuja G(p, qi, qg) ca UONOBUMA Y q1 U (2.
IIpe nokaza Teopeme hemo mmokasarTu jeiHO TOMONHO TBpheme.

Jlema 4.4.1. Hexa je S ozparnuvena Pumarosa tospw u q,,qe € S gee padsuvuitie
wavke Pumanose Gospwu S. Hexa cy B; = {|z;(p)| < r} gucjynktinu satusope-
HU KOOPGUHATIHU guckosy Wakeyw ga je z;(q;) = 0, sa j = 1,2. Taga Gocwoju

rxoncwantwa C' > 0 Wwaksa ga je

l9r(P, 1) — 9r(P; ¢2)| < C, (4.6)

3a ceaxo p € R\(By U By), 2ge je R Pumanosa Gospw waksa ga cagposcu S U DS
u 3a kojy I'punosa dynruuja gr(p,q) Goc@oju.
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Lloxasz Jleme 4.4.1. JloBo/bHO je jokasatu 3a orpanudene Pumanose mospiiu R
Koje caapzxke S UOS. Heka je p > 0 Takso na je p < r. Heka cy A; = {|z;(p)| < p}

uM; = %Eng(p, q;) 3a j =1,2. 3a cBako p € 0B, Baxu
J

9r(p,4;) +1log|z;(p)| < max gr(q,¢;) +logr, (4.7)
J

u gr(p, ¢;) +log|z;(p)| je xapmonujcka ua B;. IIpumenom Iocrenune 4.1.1 nmamo
Ia Hejenuaroct (4.7) Bazku 3a cBako p € B;. Y3umajyhu cynpemym mmo cBum p € A;,

nmMaMoO

sup gr(p, q;) + sup log |z;(p)| < max gr(q,q;) + logr,
PEA; pEA; q€dB;

OJIIHOCHO

M; +log p < max gr(q,q;) + logr.
anBj

OpaBze coenu ma nocroju p; € 0B; takso na je M; +log p < gr(pj, q;) + logr, Tj.

,
M; — gr(pj, q;) < log(;).

Hame, M; — gr(p,q;) je mosuruBHa xapmonnjcka dyukunuja na S\(4; U Ay), ma
IpUMEHOM XapHAKOBHUX HejemHakocTu 3a Pumanose nospmu 4.1.3 na Pumanosy
nospin S\ (A; U Ay) u kommakran ckyn 0By U 0By, nobujamo koucrauty Cp, Koja

He 3aBHCH OJ1 R, TaKBYy J1a je

Mj - gR(pa C_Zj) S 007
3a cBako p € 0B; U JDB,. Jlakie,
Mj -y < gR(p, Qj) < Mj, p € 0By UJB,. (48)

C ob3upom 1a je gr(p,q1) xapmonujcka 3a p € By u Baxu (4.8) uva 0Bs, To (4.8)
BasKU U 3a CBaKoO p € Bs.

CuenujasHo, 3a p = @,
My — Co < gr(qa, 1) < M.

Cruano,
My — Cy < gr(q1,q2) < M.

[Tpumerumo ga mormto je gr(qe, ¢1) = gr(q1, g2), mmMamo na je |M; — Ms| < Cy.
U3 (4.8) cnemn
9r(p, 1) — gr(p, g2) < My + (Co — My)
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9r(p,2) — 9r(P. 1) = —(9r(P, @1) — gr(P, @2)) > — (M1 + (Cy — My)),
Te je
lgr(p, 1) — gr(D, @2)| < |Co + My — My| < Co + | My — M| < 20, (4.9)

3a cBako p € 0B; UJB,. Kako ce I'punoBa dyukImja anymupa Ha 0R, mperxoana

Hejemuakoct (4.9) Baxku 3a cBako R\ (B U By), npema Ilocaenumm 4.1.1. O

Zloxas Teopeme 4.4.1. Heka cy q1,q2 € R nBe paznudure Tadyke Ha PuMaHOBOj
nospmu R u p € R\{q1,¢}. llocmarpajmo PumanoBy nosput R, = R\U,, e je
U,, KOOpJINHATHU JHCK Ca KOOPJIUHATHUM IPECTUKABABEM 2, TakaB na je z,(U,) =

B(O 1) u z,(p) = 0. 3a ceako R, mocroju I'punosa dyukimja. Heka je

Grn(p,q1,92) = g (P, 1) — 9 (D, ¢2),

npu demy je g, I'puaoBa dynkiuja na Pumanosoj nospmu R,. G, je bunonmapua
['punosa dyuknuja na R, ca moJoBUMA Y ¢1 U ¢o.
Heka cy (U, z1) u (Us, 29) JUCjyHKTHU KOODIMHATHU JIMCKOBU [EHTPUPAHU PEJIOM Y
¢1 ¥ ¢o (300r TpaHCIMpaba U PeCKaIuparba MOXKEMO IPeTnocTaBuTy aa je z;(U;) =
D, 3a j =1,2) u By u By 3aTBOpeHN KOOPAWHATHY JUCKOBH TakBuU 1a je B; C Uj,
3a j = 1,2, Takobe NEHTPUPAHU ¥ ¢ U o, pesiom. VI3 (4.6) caenu ma nocroju C' > 0
TaKBO J1a je

Ga(p, a1, @2)| = |9n(p. 1) = gu(p, @2)| < C,
3a cBako p € R\(B; U By) u cBako n € N, cnermjanso 3a csako p € R\(U; U Us)
u cako n € N. Jlakse, auz {G, }nen je yaubOpMHO orpannden. Oyukuuje G, cy
xapMoHHjcKe 3a cBako n € N, na npema Teopemu 1.6.4 mocroju nonuus {G,, }ren
KOju KOHBeprupa kKa xapMouujckoj dyukuuju G(p, q1,q2) va R\(U; U Uy).

Qyukumja g, (p, q1) + log [21(p)| = Gn, (P; 42) = G, (P, @1, 2) + 1og |21(p)] je xapmo-
Hujcka Ha U; m BaxKu

Gy (P, 015, @2) + 1og [21(D) || = |G, (s ©1) — Gy (P, @2)| < C,

3a cBako p € OUp, a npema [lociemuiu 4.1.1 u 3a cBako p € U;. Omarie nmamo
KOHBEPreHInjy Ka xapMouujckoj dyukuuju G(p, g1, q2) + log|z1(p)| va U;. Camano
ce JloKa3yje Jia MMaMO KOHBEPIeHIHjy Ka XapMoHWjcKoj dyukiwmjun G(p,q1,q2) —
log |2z2(p)| ma Us, na 3akibyayjemo na je G(p, q1, o) 6bunonapua I'punosa dyukimja
Ha R.

O
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4.5 Jloka3 Teopeme yuudopmusaiuje

Teopema 4.5.1 (Teopema yandopmuzarmje). Csaxa upociio tosezana Pumanosa
UOBPUL j€ KOHPOPMHO eKBUBANEHTIHA OTLBOPEHOM JequrutHom gucky D, xomuner-

cnoj pasnu C usu Pumarnosoj cepu C.

[Tonenuhemo moka3 Ha jiBa jiesia, Kaja va R nocroju ['punosa dpyuknuja u kaga
He TIOCTOju. Y JIpyroMm ciydajy kopuctuMo ounonapuy ['punoBy dyukmujy. Ilpe

Hero mro npeheMo Ha JT0Ka3 TPBO heMo HaBeCcTH IBe JleMe.

Jlema 4.5.1. Hexa je R upocwio uosezana Pumanosa wospw 3a xojy I'purosa
dynryuja g(p,qo) ca Gorom y qo Gocwoju. Taga GocwWoju anarutiuvka GyHKyUja
¢ : R — C waxsa ga je

[p(p)| = e7#P®).

Jloxas. Heka je (U, z,) KoOpaunarau jguck Ha R. Ilpernocrasumo ma qo ¢ U,.
Tana je byuxuumja g(p) := g(p, qo) xapmonujcka ua U,, na je g o z, ' xapMOHHUjcKa
uma . [Ipema Teopemu 1.6.1 mocroju anammruaka dyukimja G, : D — C raksa ma

je goz;! = Re(G,). Hedbunummumo anammtuuxy bynkiujy H, : U, — C ca
H,=G,o0z,.

Tana je Re(H,) = Re(Gy 0 24) = Re(Gy) 0 24 = go 2, 0 2, = g. Jedunumumo
byuxmujy 0o @ Uy — C ca pq(p) = e P) 3a my paxu

|e~Ho )| = e~RelHo®) — ~alpan),

la(p)| =

Mozxkemo mpumeruTn ga je mMmaruHapuu jgeo Im(H,) jeIMHCTBEH 10 HA peaJHY

aJUTUBHY KOHCTaHTY, Ia je (o, jeIMHCTBEHO J0 Ha MHOXKeme ca e 3a neko § € R.

Caza uzabepumo koopauuarau juck (U, z,) Takas ma qo € U,. Tama je dynk-
nmja
f(p) = 9(p,q0) +10g|za(p) — Za(q0)]|

xapmonujcka Ha U,. CauvHo Kao MaJjonpe, 1MocToju anaautudka gyakmuja H, :

U, — C raksa na je Re(Hu(p)) = f(p). Hedunnmumo dbyuximjy ¢, : U, — C ca

a(p) = (2a(p) = 2al(g0))e 1.
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Tana je
2a(D)] = |2a(p) = 2a(@0)l|e™®)| = |2a(p) — 2a(go)]e” @)
= 20(p) — 2a(q0)|e P = |2a(p) — zalgo)|e 9P:20) I8 2a(P)=2a(q0)]
= |2a(p) = 2a(q0) €™ 20 (p) — 2a(qo)| "
— ¢~ 9(Pa0)

Baksbyuyjemo jia nmocroju dbamuinja GyHKImja {p,} jeMHCTBEHA IO HA MHO-
xeme ca € 3a meko § € R Taxsa ma je |po(p)] = e 9P®). Crenn na axo je
Uo,NUz # 0, oupa je |pa] = |¢s| va U, N Us. Opatie je 5;—; = ¢ 3a mexo 0 € R,
na U, N Ug.

Crora je p, = €z ananmuruiko npoyzxkeme bynkimje o, ca U, NUs na Ug. Cie-
JI1 1A Ce p, MOXKe aHAJMTHYKU MPOJLYKUTH JIy?K CBake KpuBe y R Koja mouuntbe
y U,. IIpema ananoruoj Bep3uju Teopeme monozpomuje 1.1.8 3a PumanoBe 1moBp-
M, P, C& MOXKE AHAJUTUIKN IPOLYKUTH HA YATABOM R U IpeMa KOHCTPYKIW)H

[Palp)| = eolr. 0

Jlema 4.5.2. Axo na Pumanosoj tGospwu R Goctioju HeKOHCTUAHTHG 0ZDAHUMEHA

dpynxyuja h : R — C, onga wocwoju u I'punosa dyrxyuja.

/loxas. Heka je ¢ € R npousBosbHaA Tauka y R m mpernoctaBuMo Jia Ha R mocToju
HekoHcTanTHa orpannydena dyukimja b : R — C. Heka je dyuknuja h orpanmdena

ca M, omnocuo Baxu |h(z)| < M 3a cBako z € R. Hebunumumo bysriujy f Ha

e h(p) — h(g)
fp) = p2M 1
Oyukuuja [ je anasurnuka Ha R, f(¢) =0 u
_ [hlp) =@l _ M) +[h(g)] _ 2M
£y = PR PO @] 2

Heka je u € F,. Taga je u(p)+log|f(p)| cybxapmonujcka dyuxnuja ma R u u(p) +
log | f(p)| < 0 Ban mexor kommakTHOr cKymna y R. IIpema Ilocaemunn 4.1.2, u(p) +
log |f(p)] < 0 ma R. Cienu na je u(p) < —log|f(p)|. OBo Baxkn 3a cBako u € F,

I1a je cynpemMyM KOHaYaH, OJHOCHO I'puHoBa (pyHKIHja ITOCTOjH. 0

oxaz Teopeme ynupopmusavyuje 4.5.1.
IIpBu cioy4aaj: IlpernocraBumo fa 3a mpocto noBe3any PumanoBy nospir R moctoju
['punosa dyukmnuja. Heka je ¢y € R npousBospHa Tauka Pumanose mospmm R u

9(p, qo) onrosapajyha I'punoBa dyHKIMja ca TOJIOM Y (.
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[Ipema Jlemu 4.5.1 umamo ja nmocroju anaautudka dyuknuja ¢ : R — C raksa
a2 je
|o(p)| = e P,

Mprrom pasxn [o(p)] < 1, 3 cpako p € R, jep je g(p,a0) > 0. Toxasaheno za je ¢
“1-1”. ®uxcupajmo q; € R, q1 # qo u 1eUHAIIIMO 1) = Q4 q,) © @, Tj.

_ e(p) —ola)
Y e P

1 je mobpo medunmcana u anajurTudka Ha R, jep je |¢(p)| < 1, 3a cBako p € R.
Bazxu 1a je 1¥(q1) = 0.

Hexka je u € F,,. Tana je u(p) +log |y (p)| cydxapmonujcka na R (cy6xapMoHMIj-
cKa je ny qi, jep je ¥(q1) = 0) m u(p)+log [ (p)| < 0 BaH HEKOr KOMIAKTHOT CKYTIa
y R, na npema ITocaenumu 4.1.2 Baxku ma je u(p) +1log | (p)| < 0 mHa R. Y3umamem

cylpeMyMa IO CBUM u € J,,, 1obujamo

9(p,q1) +1logY(p)| <0, peR (4.10)
CuermujasHo 3a p = qo,
9(q0, 1) +log [ (qo)| < 0. (4.11)
: _ plago)=ela) _ _ oy _ :
Kaxo je d(q) = =5 0 = —#la) (ep je ¢(q) = 0), mobuja ce

9(q0, 1) +1og [¥(q)| = g(qo, q1) +log| — w(q1)| = g(qo, q1) + log|p(q1)]
= g(QOJ Q1> - g(q17 QO)a

omurocHo, 360r (4.11) g(qo, 1) — 9(q1,90) < 0. MoxkeMO MOHOBUTH YMTAB MOCTYIIAK,
aKO YMeCTO o tmieMo ¢, u 06puyro. Omarie ce nobuja g(q1,q0) — 9(qo, q1) < 0, 1j.
9(q0, 1) = 9(q1,q0) = 0, ma je g(qo, q1) — 9(q1, qo) = 0, ommocno g(qo, q1) = 9(q1, qo)
(mokazasm cmo cumerpujy dyuximje g). Omarie caenn aa je g(qo, ¢1)+log |¥(q)| =
0. 360r (4.10), npema IIpuniuny makcumyma 3a cyoxapMoHujcke dbyHKImje Ha Pu-
manoBoj nospumn 4.1.1, g(p, ¢1) + log|¥(p)| = 0, 3a cBako p € R, na je log |(p)| =
—g(p, q1) 3a cBako p € R, ommocuo [Y(p)| = e 9P9) na ¢ mema nymra na R\{q}.
Coen j1a je ¢(p) = ¢(q1) camo ako je p = ¢;. Kako je ¢; 6uo mpousBosbHO,
je “1-17. Hakne, ¢ : D — @(R), tue je p(R) C D, je kondopmMHO mpecmkaBa-
we. p(R) je mpocTo moBe3aH JOMEH, jep je CIMKa IMPOCTO MOBE3aHOT CKYMa IPU
KOHMOPMHOM mpecinkaBamy. [Ipumenom Pumanose teopeme 2.1.1, ¢(R) je KoH-

($OPMHO €KBUBAJIEHTHO OTBOPEHOM e IMHUIHOM JIUCKY, ojatrie u K.
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I'/IABA 4. TEOPEMA YHU®OPMH3AILIUJE

Hpyru ciyygaj: IIpernocraBumo na ['punoBa dyuknmja na R He moctoju. Heka

cy ¢1,q2 € R, nBe npomsBosbHe Tauke Ha PumanoBoj nospim R u G(p, q1,q2) of-
rosapajyha ounosapua ['punoBa dyuknuja Ha R ca mojoBuMa y ¢ u go. CamaHO
kao y Jlemu 4.5.1 mmamo ja mocroju Mepomopdna dyuknuja ¢ : R — C Taxksa 12
je
p(p)| = e~ Clrare),

3a cBako p € R. OyHKimja ¢ uMa moJ1 caMo 'y ¢o 1 Baxku o(p) = 0 camo 3a p = ¢;.
Opariie umamo ja je ¢ orpanudena Ha R\(By U Bsy), tie cy By u By KoOpjuHATHY
JIMCKOBY KOJU CAJIP¥Ke G U (2, PETOM.

Jokazahemo na je ¢ “1-1”. Heka je qo € R, qo # q1, q2- Ilocmarpajmo 6unonapuy
[I'punoBy byukmjy G(p, qo, ¢2) ca MOJOBUMA Y G U (o, U HEKA je ¢y MePOMOPdHA

dyHKIMja TaKBa Ja je
[po(p)| = e €W pe R,

Crnmano Kao ¢, QyHKIHja oy IMa IIOJI CaMO Y g2 U BazKH g(p) = 0 camo 3a p = qq,
Te je orpammdena na R\(B] U Bj), rae cy B} u B) KOOpANHATHN UCKOBU KOjH

caJipKe gy U G2, PEJIOM.
Heka je
b(p) = p(p) — ¢l90)
o(p)
Dyukiuja 1 je 106po nedunncana u anamuruaka Ha R\{q}, jep je vo(q) = 0. C
obzupoM na ['puHOBa DyHKIM]a He TOCTOjU U Ja je 1) orpanudena gyHKIuja Ha R,
jep ce Moy y go moHuUITaBa, Jlema 4.5.2 HaMm jgaje 1a je 1) KOHCTAHTHa (DYHKIHA]ja,

v =c P(q) = “p(q;z)(_qf)(qo) = ;f((gf)) # 0, ma je ¢ # 0, 1j. ¥(p) = ¢ # 0 3a cBako

p € R\{q}. Onarie umamo na je p(p) = ¢(qgo) camo ako je p = qo. Haxie, ¢ je
11

Kako je gy 6umo mpoussosbHo, ¢ : R — ¢(R) C C xomdopmuo mpeciukasa R
Ha IpocTo ToBesan goMmer o R) ma Pumanosoj cdepu C. Axo C\p(R) nva Bume
o7 jenue Tadke, oHma pema Pumanosoj Teopemn 2.1.1 p(R) ce Moxke KOHGOPMHO
PeC/IMKATY Ha jeJIMHUYHU 1uck, Te ['punose dbynknuje 3a ¢(R), ma ogarie u 3a
R mocroje, mTo je kKouTpagukmuja. 3axkmyuayjemo qa C\op(R) uma majsumre jemmy
tauky. Omarie, p(R) = C mm je p(R) chepa 6e3 jemne Tauke, mTo je KOHGOPMHO

exksuBaJjienTHo ca C. U
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I'maBa 5

3aKJby4vaK

PumanoBa Teopema je HalLia CBOjy IPUMEHY Y MHOIUM obJiacTuMa. AKO nMamo
HEKH I10jaM WJIM TBPheme KOju BaXK1 HA OTBOPEHOM jeJIMHUYIHOM JTUCKY Y KOMILIEK-
CHOj paBHU, 3HaAMO Ja HaM PumaHnoBa Teopema omMoryhasa /1a MCTO TO IpeHECEMO
1 Ha OWJIO KOjU MPOCTO MOBE3aH JIOMEH Y KOMILIEKCHO] PaBHU (Pa3/JUIUT O]l caMme
KoMIIekcHe paBHH). IIpumernin cmo ma ce PumanoBa Teopema KOpUCTH TIPUIIU-
KOM JI0Ka3uBama Teopeme yuudopmuzarmje. MoxkeMo BUIeTH Kako U3rJe/ia IheHa
npuMeHa y xunepbonakoj reomerpuju. Heka cy 21, zo € C nBe npousBo/bHE TauKe
y komiiekcHoj paBuu C. Xwumepboamdko pacrojarbe Ha jeuHuYHOM jucKy Dy

KOMHJIGKCHOj paBHHA C ,ZLe(i)I/IHI/II_HeMO Cca
d]D)(Zl, ZQ) = 13££D(’7)7

rje MHGUMYM y3uMaMo [0 CBUM riaTkuM kpuama 7 @ [0,1] — D TakBum 1a je
7(0) = z1 m y(1) = 25, a {p(y) je xunepbosudKa TyKUHA [JIATKE KPUBE 7 JaTa
ca f7 pp(z)|dz|, npu wemy je pp : D — (0, +00) xunepboauuka rycruna Ha D nara
ca pp(z) = ﬁ Kemmmvo na pedunumemMo xumepboIMIKO pacTojame Ha, MPOn-
3BOJBHOM TIPOCTO TTOBe3aHoM jomeny D y komriekcuoj pasuu C, rie je D # C. To
naMm omoryhasa Pumanosa teopema. Oznauumo ca ¢ : D — D Pumanoso npeciiu-
KaBame. Taja je xunepbosmuka rycruna Ha D nara ca pp(z) = pp(e(2))|¢'(2)].
Suajyhu xunepbosmuky rycruny Ha [, cimdaHo Kao Ha [, MoxkeMo 100uTH Xumep-
OosinuKy JyKuny {p TyIaTKe KpuBe HA [, a TOTOM U XUIEPOOJINIKO pacTojame dp
Ha D.

Ha xpajy, MOxkeMO TOrJIe/IaTh KaKO C€ MOXKe YTBPIUTHU TOCTOjarbe jeIMHCTBEHOT

pemtema jeanor upuxiieoBor mpobsema kopuiihemeM PumanoBe Teopeme, mako
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I'VIABA 5. 3AK/bYYAK

CMO BUJEJN KaKO ce JI0 e MOoxKe mohu perraBamem /lupuxiieoBor mpobsema. Mc-
IIOCTaB/ba, CE JIa MOXKEMO JIOKA3ATU €r3UCTEHI]y pemnremna JlupuxeoBor mpodiema
3a JlamnacoBy jennaunny Ha 2Kopaanosoj obnactu' kopuctehun PuManoBy Teope-
My. Taunuje, y JIoKa3y ersucTeHIje pemniema nmoMeHyTor upuxiieoBor npodsema
HaM je morpebua KapareosopujeBa Teopema, a 3a by HaM je nmorpedna Pumanosa.
Jaxne, ykonuko je D 2Kopuanosa obstacty Cu b : 0D — R mHenpekuta GpyHKIM-
ja wa 0D, dupuxiteo mpobsem 3a JlamnacoBy jequauuny wa 2KopaanoBoj obiactu

ce onHOCH Ha onpehuBame dyukimje u : D — R Takse 1a je
1. u€ C*(D;R)N C(D;R),
2. Au(z) =0,3a cBako z € D u
3. u(z) = h(z), 3a cBako z € 9D.

Teopema 5.0.1 (Kapareomopujesa reopema). Hexa je D C C 2Kopganosa obaacti
up: D — D Pumanoso Gpecruxasarve. Taga Gocimoju dynxuyuja F : D — D @axea
ga je F 6ujexyuja, F u F~' neapexugne dynruuje u easrcu F(z) = p(z), 3a ceaxo
zeD.

Vkomuxko je F : D — D npecimkaBame Koja Ham obe3behyje Kapareomgopujesa,
TeopeMa, oH1a MoxkeMo fedunncata byaxmujy H : 0D — R ca H = ho F~1, koja
je mempexuana ua OD. Taja mocroju jemmucTBena dynkimja U : D — R taxsa
ma U € C?*(D;R) N C(D;R), AU(2) = 0 ma D u U(z) = H(z) ma 0D. Oynxuuja
uw:D — R nara ca u = U o F je Tpaykena ¢yHKIHja KOja je pellleme Harer

HupuxieoBor mpobaemMa.

17Kopaanosa 061acT je mpocTo moBe3aH JOMeH Y KOMILIEKCHOj PABHHE XOMeOoMOp(MaH IPaHUIT
JEMHUYIHOT JTUCKA.
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