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HacnoB macrep paza: Maremaruyukn acrnekTu urpe Ha cpehy pyaetn

3Havuaj TeMe u odjacTu:

[Toznaro je ma obmact BepoBaTHOhe BOAM TOPEKJIO O urapa Ha cpelly, 0IHOCHO O perraBama
MPAKTUYHAX [PODJIEMa Kao IITO je PACIOeaa JOOMTKA Kalla Ce MapTUja 3aBPINA IIPpe BPEMeHaA.
Muoru BazKHEM pe3y/aTaTh TeopHje BepoBaHONEe M, CIEINjaHO, TEOpHje CAYyIajHUX MPOIEeca ce MOTY
JIMPEKTHO IOKA3aTH Ha IIPOOJIEMUMa aHAIM3UPaha PA3IMIUTUX CTpaTeruja y urpama Ha cpeliy.

Tema je 3HaUajHa jep IpejCcTaB/ba YBU Y MOIYyIHOCTH U IPUMEHE CJLyYajHuX IIpoIleca, BepoBaTHOle,
CTATUCTHUKE, ITOCEOHO TeopHrje MapTUHTa a U Teopuje JaHara Mapkosa.

CoenndudHn 11Jb paja:

Osaj paj dasuhie ce aHAIN30M Pa3JMIUTHX CTpaTErnja Wrpama y urpu Ha cpeliy kKoja ce 30Be
"Pyster”. 3a nopeherme pasHux craTUCTHKA Koje ce Thdy Moryher moduTka M pu3mKa 0 IyOuTKa
npuMennhie ce METO/Ee TeOpHje CIIydajHIX IPOIECA.

Y pany he Outu u3BeIEHO HEKOJIMKO CTATHUCTUKA 32 CBAKYy CTPATErnjy KopuinmhemeM Teopuje
MapruHrasa u jganarma Mapkosa. Heku o pesynrara koju he dutn u3Bemenu cy:

® OYEKWBAaIbE U JUCIEP3Uja KPAJIber JOOUTKA

® OYEKUBAaIbe U JUCIEP3Hja MAKCUMAJIHOT T0OUTKA

e Opoj myTa Kaja je urpad Ha HyJId

® TIOCJIEIbU IIYT KaJIa je Urpad Ha HYJIU IIPe HEero ITO KPeHe Ja ryon

Oge craructuke HaMm omoryhasajy ma mopeauMo ryOUTak W PU3UK Pa3InIuTHX cTpareruja. Hekn
o1, pe3yarata he dutu mposepenn kopuiithetbem MonTte Kapiio merose.

Ocrasne dutHe mHdOpMAaIIHje:

OcHoBHa JiuTEpaTypA:

"How to gamble If You Must: Inequalities for Stochastic Processes”, Lester E. Dubins, Leonard
J. Savage, McGraw-Hill Book Company, Inc., New York, 1965.

KibydHe peuun: crarmcTrka, BepoBaTHoha, urpe Ha cpehy, pymrer
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1 V¥YBoxa

1.1 Kparka ucropuja obsiactu BepoBarHohe u Be3a ca urpama Ha cpehy

Kao mrro je mo3mHaTo, KOHIENT BepoBaTHONE je HACTAO0 U3 IMPOOJEMa BE3aHUX 38 KOIKAIbE.
Heopiamo Kapiano, urajimjancku Jjiekap u MareMaTudap 16. Beka, je Hammcao KpaTak IPUPYIHUK
3a korkape ”Liber de Ludo Aleae” (Urpe ma cpehy) xoju je caap:kao IpBy MaTeMaTHUUKy OODaLy
BepoBaTHOle. Y OBOM JiejTy DaBUO ce IMOjMOM MaTeMaTHIKe BepoBaTHONe, cabupameM BepoBaTHONA,
TadeslaMa y94ecTajgoCcTH 3a OAlarme KOIKHUIA, YCIeCHMa Y 1 He3aBUCHUX IOKYINaja, Ka0 U IMPETEIOM
3aKoHa BeJuKux OpojeBa. Mehyrum, KapmamoB mpupydHUK HHje T00MO JOBOJAHO IMaXKibe Ja On
3amcTa JIOMPUHEO Pa3Bojy Teopuje BepoBaTHONE.

Tokom 16. u 17. Beka je MHOTO naxKme 1mocBeheno urpama Ha cpehy. Wranujancku miemuh je
npeioxkuo Lanuiey anuiejy, nrajanjaHcKoM acTpoHOMY U (bU3MUApY, J1a PEIIH IPodJeM dalamba
Komngwnia. Permreme oBor mpodiiema je IpBU 3a0€jIe2KEHN PE3yJITAT y UCTOPUjU MATEMATHIKE TEOPHje
BepoBaTHohe. [lemnenujy mocsie lammnejeBe cMpTi, paHIlycKn maeMul W CTPYUHAK 33 KOIKAIbe,
Chevalier de Mere (nmpaso mme - Antoan T'omOpo) je mpemIoKmo HEKa NHTAma BE3aHA 3a UTPe
na cpehy Buesy Ilackasry, dpanilyckoMm mMaremMaTudapy, O 9eMy je HaBeJeHH MaTeMaThdap ITOYeO
KOPECIIOJIEHITU]Y ca apyruM gpaHiyckuM maremarundapeM, [ljepom ne @Pepmaom. O 1654. roaune,
npernucka u3mehy mBojurie @Ppaniysa je odpahuBasa mpodseme dep urapa Ha cpehy. I[locedmy
[MaXKIby Cy ITOCBETUJIN IIPABEIHO] PACIIOIEN JOOUTKA, IOTOTOBO y CIydajy KaJa je mapThja MOopaJa
panuje Ja ce 3aBpinu. Ibuxosa Ipenucka je yBesa KOHIENTe BepoBaTHOlie, cpejiibe (Ml OYeKuBaHe)
BPEJIHOCTH, YCJIOBHY BepoBaTHONY, 11a ce CAMUM TUM MOYKe CMATPATH [IPBUM JI€JIOM KJIACHIHE TEOPHUje
BepoBaTHORe.

Crumysncan 3nadajuuM HamperkoMm [lackana m @epmaa, Kpucrujam Xajrenc, 17. BexoBHU
XOJIAHJICKA MATEeMATHIKN (pU3ndap U aCTPOHOM, Cé aKTHBHO YKJBYYHO y M3ydaBare BEPOBATHONE,
Te je o0bjaBuo 1pBO Jeo Koje odpahyje reopujy BepoBarHolie ”De Rationiis in Ludo Aleae” (O pe-
30HOBamy y urpama Ha cpely) 1657. rommue. OBo meso je cazprKajo JIOTHUHY 00pajy Teopuje
BepoBaTHONe M MHOTe BakKHe pesyJitare, yKJbydyjyhu mpodsieMe Be3aHe 3a dalame KOIKHUIA, IMAHCe
3a mobehuBame y mrpama, mpodjieMe y Wrpama Koje YKJbYdyjy TPpU WJIA YeTUPHU WUrpada, UTa. Y
HaBEJIEHOM J1eJTy, XajreHc je yBeo neduHUIM]y BepoBaTHOhe Kao morahaja KOju je Jesberme CBUX I0-
BOJbHEX CJIydajeBa ca cBuM Moryhmm ciydajeBuma. Takohe je IOHOBO yBeO KOHIIENT MATEMATHIKOL
OvYeKMBama (WM CPeiby BPEJHOCT) u enabopucao je KapnaHoBy mzejy O OYeKMBAHO] BPETHOCTH
(urm cpesEb0j BPEJHOCTH) CAyYajHUX BennuuHa. Taja, ma 9ak W JIAHAC, MOCTOJAJIo je Hecjlarame
u3Mely pasjimunTuX JUCHUILINHA TOBOIOM 3HAYEHA U 3HAYAja TEPMUHA IIAHCA, BEPOBATHONA, BEPO-
jocrojuoct u HemsBecHocT. Mehyrum, XajrencoBo Jies1o je jajo HajBelin 1mMojicTpeK JajbeM Pas3Bojy
Teopuje BepoBaTHONE M OCTAJIO je Haj0O/ba KIbUTa O TEOPHUjH BEPOBATHONE /10 M3/1aBarba KIHUTE
Jakoba Bepuynuja, koje ce 3Bano ”Ars Conjectandi” (Ywmelie upeapubama) 1713. romune. Crora,
XajreHc ce MOXKe cMaTpaTu oreM Teopuje BepoBaTHohe. Ilopes Hu3a OUTHUX UjEja U pe3yaTaTa y
BEroB0j MOHYMEHTAJIHO] Kiu3u, BepHyiu je dopmyiucao GpyHIaMeHTAIHU IPUHIAII BEpOBaTHONE
KOju ce Ha3uBa bepHy/ujeBa Teopema mim 3aKOH O BEJIMKUM OpOjeBUMa, UMe KOje je 1a0 (ppaHiycKu
maremarnaap Cumeon Ilyacom.

Jomr mpe objaBpuBama Bepuymujesor nmena 1713. rommue, Abpaxam Jle Moasp, dpaniyckn
maremMaTnvap, je odjaBuo csoje meso Haspano ”The Doctrine of Chances” (Hayka o mancama) y
KOjOj je yCIIoCTaBHMO 3HaYa] 3aKOHA O BEJIMKUM OpOjeBUMa, H-erOBO padyHambe u lleHTpasiny rpanuany
TeopeMy, HajBayKHUjy TeOPeMy Yy IIeJI0] TeOpuju BepoBaTHONE.

Ha ocuoBy BepnynujeBor 3akoma Bemumkux OpojeBa, llyacom je m3seo IlyaconoBy pacmomesy
BepoBarHohia u3 Bepuysujese Sunomue pucTpudynuje 3a BeJuKy Opoj noKyinaja (n — 0o). OuursienHo



je na cy BepuynujeBu monpunocu octBapuin Bejukn ytunaj Ha le MoaBpoB paj Ha 3aKOHY BEJTUKUX
Opojesa un ua llenTpasme rpannydHe TeopeMe Koje Cy Ouje MpOIMTUPUBAHE TOKOM T'OJINHA O CTPaHe
BEJINKUX MaTeMaThdapa y IeHy TPeHyTHY, npenusny dopmy. BepHysujeB 3akoH BeJMKUx OpojeBa
“Mao je OrpOMaH U TPajHU yTHUIaj Ha pa3Boj Teopuje BepoBarHohe mHapennnx 300 roanua.

JlamracoBo pemex zienio nacsos/beno ” Theorie Analytique des Probabilites” (Anasuruuka Teopuja
BepoBarnolie) je odjaBmeno 1812. romume. Cacrojaio ce o7 CBUX WeroBux OTKpulia u Apyrux
pe3yJTaTa KOju Cy OWJIM IIO3HATH Y BEPOBATHONW M IPUMEHU Ha MAaTEMATHYKe U JPYIITBEHE HAYKE,
YKJBYUIyjyhu KHBOTHO OCHIyparbe, CMPTHOCT, TADJIMIE CMPTHOCTH, KOje Cy OmJie OCHOBA 3a CTaTHUC-
TUKy ocurypama. OH je Omo pBM KOju je yCIIeo Jla HAIpaBH BeJIMKE IIOMaKe y Pa3Bhjarby TEOpHUje
BepoBaTHOle Kao 3acedHe 00JIaCTH, YMECTO JIa je caMO 3aCHOBaHa Ha Teopuju urapa Ha cpehy. Tpebda
nomenytu u Kosmoroposa, Koju je akCHOMATCKU 3aCHOBAO TeOPHjy BepoBaTHONe (Ha HAYMH KAKO je
1o ypaiuo Eykimj ca reoMerpujomM), 1oBe3ao je ca TeOPHjOM Mepe U JOBEeO y ODJIMK Y KOMe Ce OHA
JlaHaC U3ydaBa.

Heraspauje o ucropuju obiactu BeposaTHohe MoXKere mpounTaTi U3 Jjureparype [9], Koja je u
KopuiheHa 3a MUCAEE OBOT MOTIIOTJIAB/bA.

Heke obsacru Beposarnhe u ciaydajuux uporeca (jgannu MapkoBa U MapTHHIAIM) Ce U JAHAC
jEeTHOCTaBHO W TMPUPOIHO WHTEPIPETUPAjy KPO3 MpodaeMe Be3aHe 3a urpe Ha cpehy. Maremarmakn
mpobJieMu KOju TOTHUYY W3 Wrapa Ha cpehy ce W JaHAC I0jaB/byjy V MaTEMaTHIKO] JIUTEPATypPH
(moxere normenaru [10] u3 uTeparype).



1.2 Ocobune u npasuja urpe Ha cpehy Pyaeiu

Pysner je urpa na cpehy koja ce urpa y kazuuuma jorr oj 18. Beka. BeoMma je morryiapHO HEroBo
[0jaBJ/bUBamE Y (PUIIMCKO] WHIYCTPUjU U KEIKEBHIM JI€JINMA, jep ce ojipeleHnM npucTynuma urpada,
Tuna, ‘craBbaM cBe (I1eo ysor) Ha Opoj cemam’, y camo jefHo] pyIm Moxke crehu 9uTaBo SOrarcTBo
WM Ce MOT'Yy M3TyOUTH CBa YJIOXKEeHa MaTepHjaTHa J00pa.

Kana urpad yhe y xa3uHo, OH KOJIMIMHY HOBIIA Ca KOjOM KEJU Jia Urpa (Ja ce Kiaam) Mema 3a
BpEJIHOCHE KeTOoHe. 2KeToHm ce pasymkyjy 1o 0oju 3aBUCHO OJi anoeHa. CBaKM Ka3WHO MMa, CBOj
BaIITUTHU JU3aJH YUMIOBA, OJIHOCHO YKETOHA. 3aTuM JoMahuH Ka3WHa PACIIOPEM T'OCTa 33 jeJaH O
CTOJIOBa 3a PYJIET, 3aBUCHO OJi TOTa Ja JIU WIpa Ha MaJjie WM BEJUKE yjIore. 3a CBAKUM CTOJIOM
HaJIa3W ce KpyIrje, OMHOCHO 3aIlOCTEHN KOJU BOJU UTDY.

Cmuka 1: Cro 3a pysner
Uspop: https://www.freepik.com

Cto 3a pyJeT cacToju ce o1 TOYKa U Tadje 3a UrPAIbE.

JlHo Touka m3me/beHO je Ha 37 mcedaka HyMepucaHux opojesuma on 0 mo 36, rie je mosoBuHA
ncevyaka odapdaHa y IPBEHO, IOJOBIUHA y IIPHO, a ncevak Ha koMme je mudpa 0 je 3esene doje.

Tabura 3a urpame ce cacToju oJ1 oJba, KOja MPEeICTaB/bajy BU3Ye/IHe OlInje 3a Kiaaheme, 0THOCHO
urpaibe urpe. Irpad mMozke Jia cTaBu OPOj »KETOHA KOJU »KeJIN Ja YJI0XKU Ha OUJIO KOju 0OJ OpojeBa o
0 ;10 36 monaocod. Kajsa Kpynmje 3aBpTH JIONTUILy HA TOUKY, U€Ka Ce JIa Ce heHO KPETarhe caMo Of
cebe 3aycraBu. Bpoj Koju je ucnucaH Ha UCEYKY HA JHY TOYKA HA KOME Ce JIOMTHIIA 3ayCTaBUIIA jecTe



0poj koju moduja y Toj pynu. Pyka ce omHOCHM Ha NMUKJIYC JIETATHOCTH, KOje 00aB/ba KPYIHje, KOju
ce cacToju O HajaBe Jia ce TI0JIOXKe ONKJa/e (KEeTOHW Ha M0Jba) OJl CTPaHe CBUX YUECHUKA Y WUIDH,
HajaBe Jla Cy 3aKJby4YeHH! YJIO3M, IIyIITama JIONTHUIE Ja Ce BPTU IO TOYKY, CAONIITaBama Pe3ysITaTa,
OJIHOCHO YNILEHUIIE HAa KOM Ce MCEUKY JIONTHIA 3ayCTaBUJIa U pacKycypaBama ca urpadnma. Omnaj
Urpad KOjHu je XKeTOHe CTaBHO Ha I0Jbe Ca MCTOM HYMEPAIMjoM KOjy je MMao MceYaK Ha KOjeM ce
JIOIITUIIA 3ayCTABUJIA [00Wja 35 IIyTa BHUIIE >KETOHA HErO INTO je YJIOXKHO, & OHAj KOjU je IOJIOXKHO
OIIKJTa Ty Ha OUJIO KOje JIPYTo MoJbe TyOu CBe »KEeTOHE.

Jlanac 1mocroje jBe OCHOBHe BpcrTe pyjera - EBporncku m Amepuuku. Oda umajy uctu Opoj
upBenux 1mo/ba (18) m ueru 6poj upHux nosma (18). OBe mBe BpeTe pyJera pasjiukyjy ce 1no opojy
HyJa U TO YjeJTHO jeCcy W jeuHa IMoJba KOja HUTH Cy IIPBEHA, HUTH Cy IpHA. EBPOICKHU pyleT mMa
jemuy myiy, a AMepuuku Hyiny u aymty myiay (omsocHo ase myie). Osaj pax fie ce ommocuTn Ha
Esponcku tun pymera.

Ilopen omkmname Ha jegan Opoj, MOCTOjU jOIT BPCTa ONKJIAa Ca MAmBUM MOTYNUM JTOOUTKOM.
VKOJUKO UI'pad HOJIOXKHU KETOHEe Ha JIMHUjy KOja JeJIHM JBa 1I0Jha, OH Ce KJaju Ha oda 3axBaheHa
nospa. 2Keroru Takohe mory ma ce moctaBe u3mely 4 moJba, Ha MOYETAK Pea, MOYeTaK KOJOHE WU
jenno on cuenmjasnux mosba. Crenujajsna mosjba Ha cedM MMAajy UCIUCAH TUI ONKJIA/E KOjU HOCe.
VYV nwuramy cy kiabema Ha cBa IpBeHA 110/ba, HA CBa IIPHA 1I0/ba, HA IIApHE OpOjeBe, Ha HelapHe
OpojeBe, Ha TPBY IOJIOBHHY OpoOjeBa, Ha JPYyry IMOJIOBUHY OpojeBa, Ha TpBYy TpehuHy OpojeBa, Ha
apyry tpehuny dpojeBa u Ha Tpehy tpehuny Opojesa. Ha miro ce Behn Opoj mospa urpad Kiiajm,
Mamu je Moryhn nodurak, a yKOJIMKO HUjeIaH OJI OpojeBa Ha KOje Cce ONKJIAINO He Oyle W3BYUeEH,
ryOu CBe IITO je YJIOXKHUO.

OBaj IMKIIyC MOXKe ce [OHAB/baTH OeCKOHAYHO yTa (y Teopuju), jep Ka3uHU DajJe HOHCTOM. Y
CTBApHOM YKUBOTY, Hallle BPEME UI'Paiba OIPAHMYEHO je caMO (PU3MIKOM H3JPKJBUBOIINY KOja HAM
je morpebHa Jia OMCMO HACTABIIIN J[a UIPAMO M TUME Jia JIM JOII YBeK MMaMO HOBIIA (JKETOHHU Ce MOrY
JIOKYTINTH).

YV oBOM pajry ce DaBUMO TPAIUITUOHATHUM PYJIETOM KOJU C€ UTPA UCKJBYIUBO YKUBO, & Y MOCJIEI-
Ibe BPEMeE je CBe [OIYJIApHUjU U eJIEKTPUYHU DYyJieT Koju ce urpa Ha cjaor mammau (PC-jy win Tese-
dbony) de3 Kpymnujea, JOK ce Iviefa CHUMAK TOYKA KOjU Ce yXKUBO BPTU y HekoM Kasuny. Capiaj
OBOT TIOTTIOTJIABJ/bA JIO OBOT MOMEHTA MUCAH je M3 JITIHOT UCKYCTBa ayTOPKE.

Hanaspe hemo ce daBuTn MCK/BYINBO MaTEMATUIKUM ACIIEKTAMa OBe UI'Pe Ha cpeliy.

OcuoBua uzeja 3a oBaj paj HoTHYe U3 Kibure [3].

Ouurnenno je ma pyser auje dep urpa. To 3naun ma urpad Beh ynanpes 3ua ma he u3ryouru cse
YKOJIMKO HACTaBU Mpeayro ma urpa. MehyTum, Heke cTpaTeruje cy ce mokasaJe Kao 00/be YKOJIUKO
ce ocJIambaMo Ha CTATHUCTUKY U BepoBarHohy. 3a morpebe oBor paja paszmarpalieMo camo OnkJaje
ca YJIOTOM O/1 jeJlaH JIMHAp.

Casia ce mocraBiba HUTABE JIa JIM U KAKO je Hajoosbe Ja m3jeanMo Harl yiaor. 1o je jupektan
HAYUH /I3 TOKAXKEMO JIa Ha IITO ce BUllle OpojeBa OyIeMo KJIaJuiin, Mamba je JUCIep3uja J100uTKa,/Ty-
OnTKa y TOj pyIH.

IIpermiocTaBuMo J1a cMo pazzjenuad Harl yiaor ox 1 aunap Ha k mosba. Xj he Outwm ciaydajua
BeJINYMHA KOja IIPeJICTaB/ba HaIll IpoduT/TyduTak y jenHoj pyuu u gedunncaliemo je ca:

36—k k .
X =4 F ca BEepOBaTHONOM 3=;
-1, ca BepoBaTHOhOM %

WM ApyTaduje 3allicaHo:

-1 35
X1 = (36 1)
37 37



1 17
Xo = (@ 1)
37 37
1 11
Xz = (% 1)
37 37
1 8
Xy = (@ i)
37 37
-1 3t
X5 = (2 3)
37 37
-1 5
Xo = (ﬂ g)
37 37
-1 L
X35 = (l g_g) .
37 37

urpad joduja % JUHApa YKOJUKO je n3BydeH HeKu of k OpojeBa Ha

KOje ce KJIaamo) ca BepoBaTHONOM 3—"7, a BpenHocT —1 (Urpad rydom IUHAD KOJU je YIIOKHMO YKOJMKO
37—k

je usByuen neku o 37 — k Spojesa Ha Koje ce HUje ONKJIAJIN0) Ca BEPOBATHONOM =G==.

X} uMa BpeJgHOCT % (

jesiaH Opoj 35 nampema 1 2.7 %
komOuHanumja 2 6poja | 17 mampema 1 54 %
KoMmOmHanuja 3 opoja 11 nampema 1 8.1 %
kombunaanmja 4 opoja 8 mampema 1 10.8 %
komOuHanuja 5 dpojeBa | 6 Hampema 1 13.5 %
komOunammja 6 Opojesa | 5 Hampema 1 16.2 %
KOJIOHA, 2 Hampema 1 324 %

TyIe 2 nanpema 1 32.4 %
nap,/uemap 1 manpema 1 48.6 %
[PBEHO,/ I[PHO 1 mampema 1 48.6 %
MAJIO / BEJIUKO 1 manpema 1 48.6 %

Crpareruje urpama - Tabemna 1

Onnoc onkiaze oapebhyje kiaauonuia (€0 1e0 o 36];

nanpema (1) u cazga ce jacHo Buau Ja
pyner Huje dep urpa jep mma 37 OpojeBa Ha TOuKy (m Tadmam), a omHOC moouTka Huje 36 : 1, Beh




Omnpa je mucrnepsuja 3a Xj:

D(Xy) = E(X}) — (EX})* =

1296(37 — k)
1369k

Axko ce kiaguMo Ha caMo jejaH Opoj, To 3Haun Ja je k = 1 m oHjma je aucnepsuja jeaHaKa
npubinzkao 34.8. OuurieHo, YKOIUKO OUCMO Ce OTKJIQJIMIN Ha ¢Be Dpojese, duiio ou k = 37 u oHja
Oom nucrep3uja Owira jegHaka Hysau. 10 3HAYM Ja HEMa OJCTYHAIba jep CMO Ce ONKJIAIMJIN Ha CBE
moryhe ommuje 3a Kiaheme, a 3aCUTypPHO U IIOCTOjU JOOMTAK. Y Ka3WHUMa, HAPABHO, HUje Moryhe
OIIKJIQJINTH Ce Ha cBe OpojeBe, jep TakaB MOTE3 Y UIPU HEMA CMUCJIA.

Cruka 2: Jlonruna ce 3aycrasiba Ha Opojy 25
Wspop: https://www.gaming.net/how-to-play-roulette-for-beginners/

3a pasjiuKy O urapa BeIITHHE, IJe UIPAadd MOrY IUPEKTHO yYTUIATH HA HCXOJ IIyTEeM CBOJUX
OIIyKa W aKIimja, urpe Ha cpelly yK/bydyjy 3HAYAjaH €JIEMEHT CJIyYajHOCTH WU HEM3BECHOCTH.
VY rTakBUM HrpamMa, CTPaTerwje MMajy 3a IUJb ONTHUMHU3AIM]y IPOIECca JIOHOIIEHa OIJIYKA U aK-
nyja urpada yHyTap OrpaHmderha IIaHce Kako ou ce moBehasa BepoBaTHONhA TMOBOHHUX MCXOIA UM
CMambUJIN IOTEHIINjaJHU TYOUIIH.

Y koHTeKcTy urapa Ha cpehy, TepMmuH "cTpaTreruja’ ce OJHOCH Ha IIAHUPAHY IIyTamby aKIinje
WM IPHUCTYII KOJU UI'PAtH yCBajajy Kako OM MaKCHMHU3HUPAJIN CBOje IIAHCE 3a [100e/y NN HOCTU3AMHE
JKeJheHOT UCXOJIa Y UTPU KOja yKIbydyje eseMenTe mamnce min cpehe. Crpareruje ce 0OMYHO pa3Bu-
jajy Ha OCHOBY KOMOWHAIIMje CTATUCTUYIKUX BEepOBaTHONA, aHaau3e JTUWHAMHUKE UTPE W Pa3yMeBarba
IIpaBMJIa U MEXaHM3aMa Urpe.
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Eduxkacue crpareruje y urpama ga cpehy TecTo yKbyIyjy paBHOTEXKY n3Mely pu3uka u HarpaJe.
Mory yk/byumBaTH TE€XHHKE IOIyT yIpaB/barba NPOTOKOM HoBIa (eng. bankroll), pasymerama u
nckopumhasama BepoBaTHONA, IPEo3HaBaba 00pa3alia Wil TPEHJIOBA, JOHOIIeHha NH(MOPMICAHIX
OIIKJIA I MJIM YJIOTa ¥ IIpUJarohaBama IPOMEH/bUBUM OKOJIHOCTHMA TOKOM HIDE.

Baxuo je HAIOMEHYTH [a MAKO CTPATEruje MOTY HOOOJBIIATH HM3IJIee UIPada WJIH OUYEKUBAHY
BPEIHOCT HA JIyXKe CTa3e, He TApaHTyjy yCIeX y CBAKOM ITOjeIMHAYIHOM Cayt4ajy, jep cpeha m masbe
Urpa 3HAYAJHY YJIOTY y oapehuBaiby MCXOJa CBaKe CrerududIHe urpe min jgorahaja.

Cagna hemo dopmasiHo feduHUCATH TI0jaM CTPATErH]je:

Hedbununuja 1.1 Cuctiem Gogeaa koju bupa céaku UOWeE3 U3 CKYUG C6UT MOTYRUT TOWeE3a Ha
UPETTOGHO POPMYNUCAHUM UHCTLAHYAME C€ HA3UBH CTPATLETU]A.

Buinie o crpareruju Mozkere npounraru y jsureparypu [6]. 3a Sosbe pasymMeBame nojMa CTpaTeruje
y KOMIJIEKCHAM CHTyallijaMa TOKOM y9IeCTBOBala y urpama Ha cpely, mornemarn sureparypy [16].

IaBHE TM7B OBOT PaJia je Jia YIOpeau JBe CTPATErHje - IPBEHO-IPHY CTPaTernjy (KIajuMo ce
J1a he sionTrna nacTu Ha OMJIO KOje IIPHO MJIM Ha OMJIO KOje IIPBEHO II0Jbe; IUCIEP3Hja je MPUOIIKHO
0.99) u crparerujy jenuor Opoja (kiaamumo ce ma fie JonTuia macTH Ha TaIHO jeJaH Opoj Ha Koju
cMo craBuian 1eo yior). Ca jenne crpane, Kialjeme IPBEHO-IPHOM CTPATErHjOM [IPEICTAB/bA KOH3-
€pBATUBHU]Y CTpPATErujy - yJIOT je M3IeJbeH, MUCIEep3uja je MaJja, ajad je Takohe W JOOMTaK MaJjin
(1 manpema 1). Ca apyre crpane, kialjeme crparerujom jemsHor Spoja mpeiCcTaB/ba PUCKAHTHU]Y
CTPATErnjy - yJIOT YOIIIITe HUje PACIOfesbeH, aan je jpoonTtak MHOro Behu (35 Hampewma 1).

Tpu craTucruke KyMmyaaTuBHOr npodura,/rydutka he ce mpoydaBaTu y CBAKOM IIOIJIABJBY, & TO
Cy MakCHMyM, BPeMe IOCJIe/iher 13/1a3a u Opoj nocera myau. [lopeheme oBux crarucruka nahe nam
JeTa/bHUjU YBHUI, Y JBE cTpaTeruje Koje oopahyjemo u tako hemo mohwm mo oaroBopa Ha murarme Ia
JI je 100pO pas3ieuTH YJIOr U He.

3a oxapehuBatbe u nopeleme OBUX CTATUCTUKA KOPUCTUNEMO PE3YJITATE U3 0DJIACTU TEOPUje CILydar-
JHHX Tpolieca, KOHKPETHO, TeOpHje MapTHHTaJIa U TeopHje JlaHara Mapkosa.

Teopujcku pesyararu duhe moap:xauun Morte Kapso cumysiarmujom Ha Kpajy CBakKor MOIJIaB/ba.

JIureparypa kopunihena y osom moraassey: [6], [9], [10], [16]
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2 OcHoBe Teopuje ciyvajHUX MpoIleca

Jla dMCMO yCHENHO YIIOpeau/ii PA3/InduTe CTpaTeruje Be3aHe 3a Urpy PyJeT, KOPUCTUNEMO M03-
HaTe Pe3yJITare n3 00JIACTH TEOPHUje CIIyJIajHUX MPOIEca, OJHOCHO, Y KOHKPETHOM CJIydajy, pe3y/IraTe
KOjU Ce OJHOCE Ha CJIy4ajHe HU30Be, MapTHUHTraJe U JjaHie MapkoBa. Y OBOM IOIVIABJBY JIAT j€ YBOJ,
y Te 0DJIaCTH M HABEIEHU Cy Pe3YyJITaTU KOju he ce j1ajbe KOPUCTHUTH.

2.1 Cuayuyajuu nporecu

Hedbununuja 2.1 (Cnyuajuu un3) Cayuajru nu3 je pamuauje cayuajrur seasuvuna (X (t) 1t €
T), e je t Gapameiap xoju Uposasu esemenitie ckyta T. Tenepanro, t HA3UBAMO BPEMEHCKUM
aapametipom (usu, jegroctwasruje, epemernom) u T C R. Ceaxo X (t) ysuma epegrocti u3 Hexor
ckyta S C R xoju ce nasusa tpoctiop cimiara; camum wum je X (1) ctiarse apoyeca y wpenywxy t.

Teopema 1 (Cnabu 3akoH Besmkux dpojesa) Hexa je S, =Y '_, X,, e cy X, nesasucre u
jegraxo pactiogewene cayuajre seaunune. Axo EX,. = u < 0o, onga 3a € > 0, xaga n — 0o,

(

Joxas (xkwura [13], 61. crpana): okas je y3 momarny npernocraBky D(X,.) < oco. Ha ochosy
Yebumesibese HejennakocTn (Kmura [14], 20. crpana):

— —ul>e] —0.
n

S S 2
P (’" —,u‘ > e) <E (" —u) /e = D(X1)/(ne*) — 0,3an — co. O
n n
Teopema 2 (Jakm 3akoH Besmkux opojeBa) Kaga n — 0o,

S’I’L c.C.
s
n

304 HEKY KOMAYHY KOMCWANY f, ako u camo axo F|X,.| < oo, Ga je, Gocaeguuno, p = EX.

JMokas (xwura [13], 61. crpana): IIpernocraButn na X, uMa KOHAuHy (QYHKIM]y TEHEPUCAHA
momenTa M (t) y [—a,a], 3a Heke @ > 0. Hexka Y, = X, — p —€,e > 0, rue je p = EX;. Iomro je
EY, <0, cienu na dbyuximja reaepucaiba momenta My (t) = E(exp((X, — p — €)t)) onaga y t =0
(mouyernu tpenyrak). Ilomro nocroju y [—a,al, onga mocroju Bpennoct v, Tako jga 0 < v < a, Tako
na My (v) < b < 1. Jlakie, MOXKe ce HALMCATH:

S _
P (nnu > e) = P(exp(v(Sn, — np —ne)) > 1) < E(exp(v(S, — np — ne)))
n
no jecdunuimjn ciydajaor nporeca = My (v)" < b".
Crmgso, mocToju HeKa KoHcTaHTa ¢, 0 < ¢ < 1 Ttako ma

P((S,, —nu)/n < —e) < ™.
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Haxkte
ZP(| Sp—nul/n>e¢ < Z(b"+c") < 0.

1 o memu 6 (kmura [13], mormasme 2, cymarmona jema (6)), mmamo Sy, /p —<% p, , 3a n — oo. [

Hedbunnnuja 2.2 (JTuwepatypa [2]) Hexa je X1, ..., X, cayuajnu yszopax duao xoje pactiogene.
Ledpuruiemo: o

a) Ysopauxa cpegrwa epegroctti X, = %Zle X“i

6) Vaopauxa guctepsuja o = E(X — p)?, ige je X, = u,

6) Ysopauxa ciangapgha gesujayuja o = Vo2,

Teopema 3 (IlenTpanna rpanuydna Teopema) Axo EX, = p u 0 < D(X,) = 0% < 0o, onga,
Kag n — 00,

S —np
— <
P ((n02)1/2 <z|— d(a),
1ge je ®(x) cwmangapgha nopmaana paciogesa. Jokas ce warasu y krwusu [13], 60. cupana.
Teopema 4 (CuyrckujeBa Teopema) Axo je X, — X y pactiogeau u Y, — a (1ge je a kon-

clmanita) y eeposaitinohiu, onga

Y. X, — aX y pactiogesu
X, +Y, — X +a y pactogesu

Jokas ce narasu y krwusu [1], 289. cwupana. O

Teopema 5 Hexa je X1, ..., X, cayuajuu y3opax duao koje paciogene ca 0MeKUSAHOM 8pegrowiy

u ca Konanmom cliangapgrom gesujayujom o. Onga

Xn—
Sn

Vn

— N(0,1), y pacaogesu.

Joxas. N3 nenrpasnne rpanuuane Teopeme (III'T) suamo na

X, —p
Vn S

Taxobe 3namo jma S2 — o2, y Beposarnohu. Jlaxe,

S

—= 1, y BepoBaTHOIH.
o

— N(0,1), y pacuomesu.

Kopucrehu reopemy 4

X, — X, —
N 5 /”L:Si\/ﬁ 5 ’u—>N(0,1),ypaCH0;1enH. O
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2.2 Jlaanmum MapkoBa y AMCKPETHOM BpPEMEHY

[IpernocraBumo ja pasmMarpaMo (GpU3NYKHA CUCTEM KOJHU Y JUCKPETHUM TPEeHyIINMa BpeMeHa, Koje
hemo ozmaunTu ca 0, 1,2, ..., npenasu u3 jeqHor crama y apyro. llpermocraBumo Takohe na je CKyI
CTama, KOJU Ce Ha3uBa (ha3nu Upociiop WA UpoCiiop Clared, IPedPOjUB U HEKA Cy H€IOBU €JIEMEHTH
HyMEPHUCAHU IeJIuM OpojeBuMa, , Tj. eseMmenTuMa ckyma Z. Heka je X, crame cucrema y TpEHYTKY
t, KOoje HACTajy Kao pe3ysITaT CAydajHuX mpoMeHa cramba Xg — X1 —> -+ — Xy —> -+ U HeKa
je

pij = P(Xey1 = | X¢ = 0).

BeposaTnoha p;; maTa mpeTxogHOM (OPMYJIOM Ha3WBa Ce 6eposailinoha Upeaacka CUCTEMa, U3
CTama i y CTalbe j U 3a by MPETHIOCTaB/baMoO Jla He 3aBUCH OJf TPEHYTKa f, Ka0 HU OJ] HU3A CTarba
y KOjUMa Ce CHCTEM HAJIA3MO /10 TpeHyTKa t — 1 3akspy4uHo. pyrum pedmma, IpeTHoCTaB/baMo Jia
BazKU

pij = P(Xep1 =7 | Xy =1)
= P(Xt_H =7 | Xo =10,y Xp—1 =41, X = Z)

Hagsenena jennakocr ce naszusa Mapkosnweso ceojcttiso. Ilperxomno onmcaHa mema 30Be ce To-
moren Maprosmes aanay. Y nabem mssaramy heMo, Kao IITO je yOOM4ajeHO, CKYI HEeHEraTHUBHUX
nesinx OpojeBa o3HavaBaTu ca Ny, a cKy nemmx opojesa ca Z. Popmastna gedbununuja MapkoBmeBor
JIAHTIA TJIACH:

Hedununuja 2.3 Cayuajnu nus { X, t € No} 306e ce xomoten Maproswes aanay, ca Gpocthopom
cmara 7, axo 3a ceaxo t € Ng u cse i, J, 1, ...., 1i4—1 € Z saotcu Maprosneso ceojciico. Bpoj pi; s06e
ce eeposatinoha Upeaacka u3 ciiara i y ciare j, a matipuya P = [pijliz«|z| 306e ce mampuya
68eposalioha UPeacka.

Axko BepoBarnoha mpesiacka CHUCTeMa U3 CTamba i y CTame j 3aBUCH OJ TPEHYTKa t, OHJA ce
oxrosapajyhia BepoBaTHOCHA IieMa 30Be Hexomoler Maproswes aanay. Mn hemo osne y mamem
pasMaTparu camo xoMoreHe MapKoB/beBe JIaHIle U 3BATH UX KpaTko MapKOB/HEBU JIAHIIH.

Heka je mar Mapkosibesa sanan {X;, ¢ € No}. Ouurnenno je jga je marpuna BepoBarHOlia
upenacka P = [pijz|x|z|] cozactiuvka, Tj. ma nma ceojcrsa:

pij > 03aceek,j€Z,

Zpij =1 3a cBako i € Z.
J

¥YBenumo jormn o3nake 3a BepoBaTHohe moueTHHX crTamba, Tj. 3a BepoBarHohe morabaja ma ce
CHCTEM y MTOYE€THOM TPEHYTKY HAJA3W y HEKOM O]l CTarba:

P =P(Xy=1i),i€Z
© —1q,

U 3a oBe BepoBaTHOLE OUNITIENHO BayKU jeIHAKOCT ) .. D,

Hatomena. Ckymn crama KO jeTHOCTaBHUjUX MapKOB/BEBUX JTaHAIA MOYKE ONTH KOHAYAH, HA
npumep {1,2,...,m}. Marpuma BepoBarHoha mperacka P = [p;;lmxm y 0BOM ciytajy je Marpuna
JUMEH3HUje M X M.

Teopuja o narnuma MapkoBa ociama ce Ha gureparypy [12], crpana 307.
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Teopema 6 (Henmen-Konmoropos jemuauune) 3a céei u k y S u 3a buro koje Go3umueHo m
an ( ) (1)
m+n m n
Pik pr Pk -
jeES

Jokas (kwura [13], 116. crpana): Obe jeqHaunMHE MPOUCTUYIY U3 jeJIHE jeJIHOCTABHE W MIPUPOHE
ujieje: ycIoB/baBaMo ce Ha CTamby JIaHIa Moc/e 1 KopaKa:

pz(za-l-n) P(Xm+n =k | Xo = Z)

=Y P(Xpin =k Xpm =3 | Xo=1i)
J

=Y P(Xpin =k | Xon = j, Xo =) P(Xpn = j | Xo=1)
J

Ha OCHOBY YCJIOBHe BepoBaTHONe

:ZP(XWH-nzk‘Xm:j)P(Xm:j|X0:i)
J

o MapKoOB/HEBOM CBOjCTBY

_ (n)
me Pjy; -
U3 rora mpoucrute ga, ako je P(Xy = j) = «;, onna:

=k) = oy
J
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2.3 MaprtuHrajiu y AUCKPETHOM BpPeEMEHY

CiyuajHu mporiecu ce KapaKTepHuIly Ha OCHOBY 3aBHCHOT OJHOCA H3MeDy IberoBhX CJIydajHuX
BesimdIuHA. MapTHHraIu ce IOCMaTpajy Kao Kjaca IIpoleca KOju Cy allCTPAaKTHU Mojeau ¢dep urapa.
Hedununuja dep urapa jecre ma oueKnBaH JIOOUTAK MOCJE CBAKOT KiIahema je jeTHAK TOOUTKY U Y
[IPETXO/IHOM KOPaKy.

Hedbunnnuja 2.4 (Maprunran) (awuepatuypa [15], 87. cwupana) Husz (My;n > 0) je mapiun-
1aA axo, 3a cee n,

a) E(M) < o

5) E(Mn+1 | ]\407 7]\471) = Mn C.C.

MapTuHrasa ce MOXKe U MaJIO OmIITHje JeduHucaTu Ha cjenehun HAYWH:

Hedununuja 2.5 (auepatwypa [13], 64. ctupana) Hexa je Y, cayuajnu nus. Axo easkcu ycaos
a) us Je. 2.4. u ycaos:

6) E(Xn+l | Yba 7Yn) = Xn.

onga xKastcemo ga je nu3d X, Mapmunian Yy ogHocy Ha Gomohnu nu3 Y.

Hpyru ycioB &) tBpam (y KOHTEKCTY HMrapa) Ja OYeKHMBAHO OOraTCTBO je HCTO HOCJEe N-TOT
kiabema Kao u npe. Ycios §) ce Moxe npedopmynucary Ha ciaenelin Haunm:

E(Mn-‘rl - M, ‘ MOa aMTL) = 07

IITO KaXKe Jla OvYeKnBaHu joduim Ha ciejehem kialemy nmajy npocedny BpemHocT 0, CXOHO pe3yii-
TaTuMa paHujux Kiahema. AKO ce urpa y CTBapHOM Ka3WHy, CBAKAKO Jia OBa IPETIIOCTABKA HUjE
TavyHa; 0) Tpeda 3aMEHUTH ca:

F) E(MnJrl | M07 7Mn) < Mn

IMorom M,;n > 0 ce HasuBa cylepmapliunian. 3a Odoraheme KasuHa X,, NPUPOIHO, O) ce
3aMemyje ce ca:

rZL) E(X7L+1 | X07 ~-~7Xn) Z Xn
VY oBom ciyuajy, (Xp;n > 0) ce HA3UBA CYOMAPTUHTAL.
[TorpedHro je jorn odjacHUTH BpeMe 3ayCTaBjbakba, KOHIENT KOjU Ce IPUPOJIHO IojaBbyje Kaja ce
pa3marpajy MapTuHTa M. Y KOHTEKCTY KOIKama, Moryha BpeMeHa 3ayCTaBibamba CY:
e HeMa BUIIE HOBIA
® Ka3WHYy HECTaHe HOBI@A
e Tpeda J1a ojieTe KAKO OUCTe CTUIJIM Ha JIeT KOJUM HjieTe Ha3aJ Kyhu.

Bpewme 3aycraBibama MoXKe OUTH CAMO BPEMEHCKH TPEHYTAK KOJH MOYKEMO 13 OJPEIIMO HA OCHOBY
MPeTXOaHnX gorahaja:

Hedunnnuja 2.6 (Bpeme 3aycraBmpama) Axo je (X,;m > 0) cayuajnu Gpouec, onga neneia-
WUBHE UeA00POJHA cAy“afha sesuvumna T je epeme 3ayctiasmara 36 X axo gotahaj T = n 3as6ucu og
(X0, ey Xn), u ne 3asucu og (Xpik;k > 1). Oso gpyiawuge ce moorce pefiu ga je unguxaiop gotalaja
ga je T =n,I(T =n) pynruyuja og camo Xg, ..., Xp.
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Teopema 7 (KonsBeprenmuja maprunarana) Hexa (Y,;n > 0) dyge mapliunian Wakas ga
EY? < K < 00 3a nexy peanny xonctmiantiy K. Onga Y, Koneepiupa ckopo culypho kaga n — oo.

Jokas: (xwura [13], 70. cTpana):

3a r > i, UTePATUBHO 3aKJ/byJIyjeMO
E(Y, | Yo, Vi) = E(E(Y, | Yoo1,.0Yo) | Yo, .0, Vi) = E(Yoo1 | Yo, .., Yi) = Vi

Crora,

E(Y,Y;) = E(E(Y,Y; | Yo, ... Y;)) = EY?.
Haxkme, 3a 1 < j <k,

E((Yr —Y;)Y;) = E(Y,Y;) — E(Y;Y;) = 0.

W3 nperxojHa jgBa u3pasa cJjeau
2 2 2

0<E(Y,—Y;)"=FEY, - EY].

Crora, (EY,?;n > 1) je orpanmden, neonanajyhu, Konseprentan uus. Jlakie, mManmo
E(Y; -Y;)? —0,
KaJia j, k — 00, U3 IpeTxXoaHOr u3pasa. V3 oBora ce MOXKe M3BECTHU IIOCTOjalbe CIydajHe BeJIUINHE
Y Tako 1a Vi, —5 Y, kama k — co. Taxobe ce Moske mokasaru na Y, —» Y. O
Kao nocsemuity, umamo duran pesynrar:
Axo je (X,;n > 0) Maprunras, oHJla UMa OPTOrOHAJIHE pupalnTaje y cmuciy ga 3a i < j < k < m:
E(Xm—Xp)(X; —X;)=0.

[Iperxomna Teopema moxke ma ce odjacHu Ha cienehm maumu: Kaga je y nuramy dep urpa
OYEKMBAHO OOTATCTBO UI'PAYa je KOHCTAHTHO TOKOM BpPEMeHA, aJid FherOB KBaJpaT pacTe.

Hedununuja 2.7 (@uarpanuja) (auepawypa [7], ciparna 347) Heka je X cayuwajna sesununa
na (Q, F,P) waro ga éascu E(X?) < oo u nexa je {G, : n > 1} nus o-tona cagporcanuz y F wako
ga 3agosonasajy G, C G,y1 3a ceaxo n. Hus {G,} ce nasusa duattpayujom.

Teopema 8 (Teopema o onnmoHoMm y3opkoBamwy) Heka je X = {X(n),n € N} wmap@unian y
JUCKPETTHOM BPEMERY U T BPEME 3aYCULABHAG KOje Modce ga uma epegroctiu u3 N U {oo}, 1ge ce
oba basupajy na dustapavuju (Fr )y € N.

Ipetwuocmasumo ga 8a#cu jegho 0g HAPegGHa TWPU YCA0BG:

a) Bpeme 3ayctiasmnarea T je cKOpo Cutypho OTpaHUNMEHO.

6) E(T) < 00 u Gocioju KOHCWaHTIA ¢ WaKSa ga
E(|X(n+1) - X(n)]/F,) <c cKxopo curypro 3a cée n € N.

6) Iloctmoju xonctianiia ¢ wWaxea ga | Xpminin 3| <c cxopo cuiypno sa cearo n € N.

Onga je X(n) cxopo cutypno gobpo gedunucana cayuajrua eeaununa u E(X (1)) = E(X(1)).

Jloxas: Bugern kmury [7], crpana 491.
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2.4 Cuay4ajHo JIyTame

Jenan BakaH MaTeMaTHYKN MOJIEJ, KOjH Ce YeCTO HaBO/IM Y KOHTEKCTY Teopuje jJaHara Mapkosa
U y KOHTEKCTY TeOpHje MapTHHTaja je ciaydajuo Jjyrtame. Opie hemo HaBecT HajjesHOCTaBHUjU
IpUMEp CJIyYajHOr JiyTama (CUMETPUYIHO CIYYajHO JIyTame 110 [PAaBOj) U M3BECTH HEKE HEroBe 0C-
odume.

Ocobure cayuajHOr ayrama (merambuuje y aureparypu [5], [11]) hemo kopueruru u y ocrarky
paza. A 3a esabopucare Teopuje cJydajHOr JyTama KopuiiheHa je aureparypa [11].

CuMeTpUYHO CJIyYajHO JIyTame Ha IIPaBoj

Heka je y paBuu mar npasoyriu Koopjunartau cucreM Oy u neka je Ox Bpemencka oca. IIper-
[IOCTABUMO JIa €€ y MOYeTHOM (HyJTOM) TPEHYTKY IIOKPETHA YeCTHIA HAJA3U Yy KOOPAUHATHOM II0-
9eTKy U Ja ce oHa Kpehe 1o y-ocu HA Taj HAYUH IITO y jEINHUIA BPEMEHA HAIIPABU KOPAK BEJIUINHE
+1 ca BeposaTHOhOM 1/2, 0ftHOCHO KOpak Benmunne —1 ca BepoBaTHOhoM 1/2 (HE3ABUCHO O/ OCTAJIAX
kopaka). OBaKO KpeTame 30Be ¢e CHMETPUYHO CJIyYajHO JIyTalbe Ha IIPaBoj. 1pajeKTopuja KpeTama
gecTurie je maromsbeHa guanja AgAj AgAs..., Tie je ancrmca tavuke Ay jeHaKa k, a OpJMHATA TauKe
Ay jenmaka sy, upu demy je so = 0 um 3a cBako k € {1,2,3,...} Baxku s — sp_1 = € € {—1,1}.
Tpajekropuja AgA1AsAs... je beckonauna, a 3a Tpajekropujy AgAiAs... A, KaxKeMo 1a UMa Iy>KUHY
n. Jeana TpajekTopuja Kperama JaTa je Ha CJIUIN.

e

AN
7

Cuuka 3.

Koz 3a nperxonsy ciauky je gar y J0JaTKy 07 CTaBKOM 1)

Oznaunmo ca {2, CKyIl CBUX TpajeKTopuja jiyKuHe n. bpoj enemenara ckyma (), jeHax je dpojy
n-Bapujaruja exemenara —1 u 1, 1j. 2", a BepoBaTHOha cBake TpajekTopuje u3s {2, jeHaka je 27".
Tuwme je 3a cBakm mpupomaH Opoj n AedUHUCAH TPOCTOP MCXOHa W oipeheHe cy BepoBaTHOhe THUX
ncxona, Tj. JeduHHCcaH je mpocrop BepoBarHoha. Ilpm Tome, BepoBarHOha Tpajekropuje us £,
3aBHCH OJf N. Y Be3W ca TUM Hpumerumo ciejehe:

Heka je k < n. BepoBarnoha cBake KOHKpeTHe TpajekTopuje AgAj...Ar u3 ckyma () jeaHaka
je 27%. C apyre crpame, axo je S C (Q, cKym cBuX TpajekTopuja u3 (), UHjH je HOYETHH €0
jemmak Tpajekropmjum AgA;... Ay, onma ckym S campxm 2" % Tpajekropmja (jep cBakm Kopak Toce
k-Tor yecTuia MOXKe HAIPABUTHU Ha JIBa HAYMHA), I1a cjeau ja je BepoBarHolia morabhaja S jennaka
on=k9=n — 9=k TIpema Tome, BepoBarHOhe medunmcare Ha mpocTopuMma mcxoma 11, s, O, ...
ycarjaliene cy y HaBeJeHOM cMuciy. Ty ycaryiameHOCT MOXKEMO CJIOOOJHHje MHTEPIPETHPATH Ha
cnenehn naunn: BepoBaTHoha mOYeTHOr Jies1a TPajeKTOpHUje He 3aBUCH O/ JIy>KIHE TPajeKTopuje.
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IIpunnun cumerpuje

Ouxpehusame BepoBaTHOlia jorahaja Koju Cy y Be3: ca CIyYajHUM JIyTambeM je KOMOMHATOPHU
3aJIlaTaK, jep ce CBoaM Ha npedpojaBame Opoja TpajekTopuja 3a Koje Baxke ojapehenu yciaoeu. Ilpu
TOME C€ YeCTO KOPUCTH MPUHITUAII CUMETPU]e:

Teopema 9 Hexa cy Aay,as) u B(by,bs) Wauke ca yeaum Koopgunaiama 3a Koje asrcu by > ay >
0,a2 > 0,by > 0 u nexa je Aj(ar, —as) Wawka cumetipusna ca wawkom A y ognocy na x-ocy. Taga
saorcu wephere: Bpoj wpajextmopuja ca wouetikom A u xpajem B xoje umajy 3ajegnuukur WwWavaxa
ca T-0coM, jegHak je Opojy ceux Wpajextmopuja ca wovewrom Ay u xpajem B.

Jokxas. Heka je S7 ckyn Tpajekropuja ca modeTkoM A um KpajemM B u Koje ceKy z-ocy, a S CKyI
CBUX TpajeKkTopuja ca moderkoMm A, u kpajem B. Heka je t upousBosbHaA TpajekTOpHUja U3 S| U HEKa
je X oHa oJ1 mpeceyHnX TavKa TPAjeKTopHuja t U T-0ce KOja MMa HajMaby allCIIUCY, CIIUKA.

Al

Cunuka 4.

Kon 3a nperxoman rpaduk je HaBeJeH y JOJATKY O] CTABKOM 2)

Heka je t; jieo Tpajekropuje t ca nmoderkoM A u kpajem X, to Jieo TpajeKTopuje t ca MOYEeTKOM
X u xpajem B u t] Tpajekropuja cumerpuuHa ca t; y ogHOCY Ha x-ocy. Tpajekropuju t € Si
upuIpyKuMo Tpajekropujy t] Uty € Sy. OBo npuiapyxusame je dujekuuja, 1j. Baxu |S1| = |Se|. O

19



2.5 Ilpumepn

IIpumepn MapTuHTaJIa Cce TOjaB/bYjy Y Pa3HUM OOJIACTUMA MAaTeMaTHKe, & MOCEOHO 3HAYAJHY
ysory umajy y dbunancujckoj maremaruny [4]. Heku ox npumepa ce THYY U CIIyYajHOT JIyTarba.

1. Ilpumep: JluHeapHu MapTUHTAJ.

Hexka cy &, HezaBucHe, jeTHAKO PACIOe/beHE CIIydajHe BeJimunHe U Heka je S, = &1 + ... + &,.
Axko je £ =0, onga je Sp,,n > 0, MmapTuHrajs y omHocy Ha J,.

Ja du ce 0BO 0Ka3a/10, IpUMETUMO 112 je Sy, € Fp,, E(S,) < 0o u na je &,4+1 He3aBucHO o1 F,
crora kopucrelin JuHEApHOCT yCJIOBHOI ovYekuBamba (Kmura [4], 216. crpana, dbopmysa 4.1.1.)
u Xeszepose nejennakoctu (Kmwura [4], 216. crpana, dopmyna 4.1.4.),

E(Sn+1 | ]:n) = E(Sn | fn) + E(En+1 | fn) = Sn + E£71,+1 = Sn

Axo p < 0 oHza cajx 3aBpiieHo padyHame nokasyje jga E(&,41 | Fn) < &, jenHocraBHUje
pedueno, &, je cymepmapruurai. Y OBOM ciydajy, &, ojrosapa kiaDemy Ha UI'DY Koja HHje
dep, y cMmucity j1a je HemoBOJbHA 3a urpada. Vme mortude of anmenure 1a ako je dpyukimja f
cynepxapMonnjcka (f uMa Helpeku/iHe u3Bojie pejia apyror peja u 02 f /0x3 + ...+ 9% f /0x? <
0), onga

1

T 2 B Lo

f(y)dy

rae je B(x,r) ={y: |z —y| < r} je monra moaynpeunuka r u |B(x,r)| je 3anmpemMuHa jomTe.

Axo p < 0 omga je S, cydmaprunran. IIpumemyjyhn npeu pesyarar na & = & — pu BuguMo
Ja je S, — nj MapTHHTAJI.

2. Ipumep: Ksanparun maprusras.

[Ipernocrapumo ma je p = E& = 0, na je 02 = D(&) < oo u ga je S, nedunucano xao y
npumepy 1. Y oBom ciyuajy S2 — no? je maprunra.

[omro je (S, + &nt1)? = S2 + 25,6041 + £3L+1 u &, 41 HE3aBUCHO 01 J,;, ©IMaMO

E(S2,, — (n+1)0? | Fp) = 82 + 28, E(&ns1 | Fu) + E(&2 11 Fn) — (n+ 1)0?
=S524+0+0*—(n+1)0* =52 —no’

3. Ilpumep: Excrionennujasnun MapTHHIAT

Heka cy Yi,Ys,... HeHeraTwuBHe, HE3aBHUCHE, jeIHAKO PACIOe/beHEe CIIydajHe BeJIUINHE Ca
EY,, =1unY =exp(d). Axo je F, = c(Y1,...,Y,) onna M, = [[,., Y: nedbunume map-

tunraJ. Jla ou ce 0BO m0Ka3a0, TPUMETUTH &

i<n

E(Mn+1 | -Fn) = MnE(Yn+1 | ]:n) = Yvn~
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ITpernocrasumo cazga na Y; = exp(0¢;) u na ¢(0) = E(exp(6¢;)) < 00. Y; = exp(6¢;)/P(0) nma
cpenmy Bpennoct 1, ctora FY; =1 n

M, = HYi = exp(0S,)/p(0)" je maprunra.

i=1

. IIpumep: T'panajyhu mporecu.

Heka je S, mro npejcrabiba Kopake Manupamma, S =0,1,2,... u

pli,j) = P (Z &m j) ,

m=1

rre cy &1, &, ... HE3aBUCHE, WJIEHTUIHO PACIOJIE/beHE, HEHETATUBHE, [1eJI00POjHE CIydajHe BeJTUINHE.
Peunma, cBaka oj1 jeIMHKU KOje HOCTOje ¥ TPEHYTKY N (UM Y TeHepaldju n) JOBOJM JIO HaC-
TaHKa HE3ABUCHOL U je/IHAKO PACIIOE/HEHOr II0TOMCTBA.

. IIpumep: Ependecros manarr

Heka je S nedunucano kao y npumepy 5, S =0,1,....,r u

pk,k+1)=(r—k)/r,
plk,k—1)=Fk/r,
a 'y cyuporuoM, p(i,j) = 0.

Peunma, mma yxynno r Jontuna y ase Base; k y npsoj u r — k y apyroj. Hacymmano
n3adepeMo jeIHy O © JIONTUIA W IIOMEPUMO je y Apyry Baly. Ependecr je Kopuctuo 0Baj
MOZIEJI Ca JeJbeHheM MOJIEKYJIa Ba3yxa usMely nse KoMope (jejHake BeJnduHe U ODJIMKA), KOje
Cy HIOBE3aHE jeJIHOM MaJIOM PYIIOM.

. IIpumep

Hexka je (X,,n > 0) cKyl HE3aBUCHUX CJIyYajHUX BEJIUYUHA CA4 KOHAYHAM PEIHUM CPEIIHUM
BpegaoctuMa E(u,;n > 0).

Heka S, =Y (X, — p1r). Tazna je S, maprunran. Buaumo oBo jep

. IIpumep

IIpernocraBuMO na HeHeraTWBHU MapTHHTaJ X, je HU3 BPEIHOCTH KOIIKAPOBOI OOraTcTBa
urpajyhu camo dep urpe, rie cy yjosu yBek Mawmu of mocrojeher dorarcrsa X,,. Be3 ryburka
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reHepaJinsalije, HekK = 1. Ka ] = n- H, MaKCHMAaJIHA HejeIHaKOCT
eHepasn3aImje, Heka X 1. Heka je U maxX, OHjla MaKCUMaJIHa HejeJHaKOC
n>0

P(U > z) < EXy/z nokasyje na BepopaTHONa /1@ OBO DOraTCTBO MKA/| JOCTUTHE HUBO = > 1
je Mame on !, Ha mpumMep, mmaMo fa 6e3 003upa, Ha To Koje ce dpep Urpe Urpajy, KaKBHI COJL
Ja cy yi1o3u, BeposaTHolla Ja fie ce MKaJ yJABOCTPYYUTH HOBAIl je Marbe o1 3.

8. IIpumep

Heka (Sn;n > 0) Oyze jemHO jeHOCTABHO CHMETPHYHO CJIyUajHO JyTame, Tako ja S, =
Yo, X, (X, cy HesaBuCHe cilyuajHe BeJndMHe, CBaka y3uMa + 1, —1 ca Beposaraoliom 0.5).
Oupa je M, = S? —n je mapTunra.

IIposepumo ma sim je:

E|Mn\§ESZ+n:%+n<oo.

Takobhe, kopucrehu HezaBucHOCT KOpaka X,,,

E(Mpi1 | Mo, ..., M) = E(S2,, —n—1|853,...,52)
=B(S2 +2Xp41Sn + X201 —n—1]55,...,52)
=82 -—n=M,

36or kopumhiera CTpaHe JUTEpPaType, MHOTH CTPaHH MATEMATHYKH TEPMUHH Cy IPEBOeHn
nomohy kmbure u3 sureparype opoj (8.

JIuteparypa kopuithena y osom morJsasssy: (1], [4], [5], [7], [8], [11], [13], [14], [15]
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3 IIpBeHo-nipHa cTparermja

Caj, ipesta3uMo Ha KOHKPETaH 33JIaTak OBOI' paJia, Tj. HPUMEHY MaTEeMATUIKHX TEeXHUKA yBe-
nennx y Ilormasiby 2 Ha ynopehusame crpareruja y urpu pyJier.

Y EBporickoM Tuily pyseTta, KOjUM ce OBaj paJi u OaBu, MocToju 18 npHuUx, 18 1npBeHUX U jeHO
HEyTPAJIHO MOJbe Ha, KoMe je Hysa. Kama urpamo Ha 00jy, OJHOCHO KOPUCTHAMO IIPBEHO-TIPHY CTpaTe-
TUjy, MU Ce 3aIpaBo KJiaguMmo Ha 18 dpojesa, a He Kiragumo ce Ha 19 dpojeBa. BepoBarnoha moburka
je %, a BepoBaTHOha T'yOHTKa je %. OBa crpareruja eKBUBAJICHTHA je Map/Henap CTPATeruju u
BEJIMKH/MaJi OPOjeBU CTPATErH)u.

IIpBeno-1ipHA cTpaTeruja OnKJae BOAU HAC IUCKPETHOM cirydajHoM nporecy Y = {Y (n),n € N},
rje n upejacTaBba Bpeme u Y (n) je pesyiryjyhin npodur/rydurak y Tpenyrky n. 3a morpede oBor
pazma, pazMoTpuhemMo caMo jeHOCTABHE OIKJIAJE Ofl jeJaH AWHAp Koje he OuTnh ysiokeHe Ha 'TPBEHO’
win ‘nipao’. Opuoc onkiase je 1 Hampema 1, Tako j1a ako ce KJIAIUMO Ha, TIPBEHO’ U JIOITHUIA [aIHE
Ha 'IPBEHO’, MU J0OMjaMO jOIIl jeJaH AWHAP, & YKOJIUKO MaJiHe Ha 'IPHO’, TYOMMO JWHAP KOjU CMO
ynoxuiau. ExBUBajIeHTHO je u ako urpamo Ha 'nipao’. Kao pesynrar, jpoduhemo HU3 HE3ABUCHUX U
jeJlHaKO pacrofiebeHnx cayuajanx sesmunta, {Y(1),Y(2),Y(3),...}. Cayuajua sequunna Y (n) uma
cienehy pacuozesy:

Y(n) = {—1—17 ca BepoBaTHOlOM 1 — p = % @)

—1, ca BepoBarHOlOM p = £

Mauio je mHeobuuHO ma ce ca p odejexkaBa BepoBaTHOha rydurka. OBa OjIyKa JIOHENEHa je 300T
KacHujer Kopuinhema Janana MapkoBa jep je 3rofHuje MPOYyYaBATH IIPOIEC I'yOUTKA Y CMEpy Ka
“+00. OuekuBana BpegHOCT 071 Y (1) je:

18 19 1

E(Y(")):1'§+(—1)'§——§~ 3)

Pa3MoTpuMO JpyTy CllyuajHy BeJUIUHY, KyMYyJaTHBHE MpoduT/TyouTak Koju iemo o3HauuTn ca
S(n) u pedunucaru ca

S(n) = Z Y (n). (4)

OBa BeJIMYMHA TIPEJICTaB/ba 30UPHY BPEJIHOCT HOBIA KOJU CMO JIOOW/IM WM U3CYOUIH 338 BpEMe
n. S(n) Takohe MoxKe Ja ce IPEJCTaBU M KAO JeJHOIMMEH3UOHO CJIY4ajHO JyTame 110 1pasoj. C
003upoM Jia je odekuBana BpeaHoct o Y (n) mama og 0, S(n) je HECUMETPUYHO CJIyYAJHO JIyTarbe
KOJI, KOTa, jé OYeKMBaHA BPEJHOCT KOpaka HEraTWBHA, mMTO hemo kpalie 3BaTm ciaydajHO JiyTame ca
HeraTuBHUM TOKOM. lIpermocrasumo ja je S y momenty n = 0 jemnako Hysu. JacHo je ma

S(n)=8S(n—-1)4+Y(n),¥Yn e N. (5)
E(Y(1)])=1-2+1-42 =1, mro je xonauno (ycios Teopeme 2).

S(n):ZY(n)zn-M:wm

) n
i=1
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U3 reopeme 2 nodujamo ja S(n) = n - Y (n) KoHBeprupa Ka —00, CKOPO CUTYPHO Kaa I —00

. . _ 1

(jep Y(n) mo Teopemu 2 texxn E(Y (1)) ckopo curypmo, a mspadynanu cvmo ja je E(Y (1)) = —3=
OJIHOCHO HeraTupaH Opoj).

Can cmo moTBpauIn fa he Halma urpa KajI Taj UMaTH HeraTuBaH ucxo. [Iperusmo, To 3HAYN 1
hie Bpeme 1ocseaber U31a3a T (33 HEHEraTUBHE BPEIHOCTH M) JebUHUCAHO Ca

T= mlclmc{n :S(n) =0}

durn konauno, 1j. P(T < 00) = 1. OBo je sorumuno jep cmo moduiu ga S(n) Teku — 00 CKOpPO
CUT'YPHO, TIa T KOje CMO JIe(PMHICAIIN KAO BPEME IIOCJIE/IIHET IPOJIACKa KPO3 HYJIy MOpPa OUTH KOHATHO
(urpag Mopa jeJHOM y HEKOM KOHAYHOM TPEHYTKY MOC/ICAmU IyT Ja Oyle Ha HYJIH, & OU My
IPAHUYHA BPEJIHOCT 30MPHOT JIOOUTKA, KA 1 TEXKHU 0O Oujia —00).

3.1 Makcumym

ITpBa craTucruka KymyJaarusHOr npoduTa,/rydurka Kojom hiemo ce aBuTu jecTe MAKCUMYM U OHO
AMa BPEIHOCT MAKCHMAJIHOT CAJIJIa KOjU je MOCTHTHYT 10 TpeHyTKa n. O3madnmo ca M ciaygajmy
BEJIMYMHY KOjy HA3MBaMO MakCHMyM u gedunucahemo je ca

M = maxS(n),n € Ny. (6)

MakcuMyM je JUCKpeTHA BEJIUTHHA KOja MOXKE Jia MMa caMo IeJIo0pojHe BpemHocTn Behe mium
jenuake mysu (300r HaumHa Ha KOju cMo gedunucasnu S(n), Tako jga kpehie ox nyne). Cazna iemo
nahu pacmozeny 3a M.

V upBeHO-I[PHOj cTpaTeruju, nomro Y (n) Moxe jeauHo ga y3me Bpeasoct 1 mwiu —1 u yzesm y
063up (5) Bugumo ga S(n) He Moxe Ja ‘upeckoun’ HujenHy BpegHoct u3 Z. ITopen rora S(0) = 0
jep Ha MOYeTKY UIpe HUIITA jOII HUCMO OCBOjuwiu Beh caMo MMaMO jelaH JuHAD A KOJUM UTPAMO
upBy pysuay. Jdpyrum peduma: ako mocroju n € N rakso ga S(n) = k > 0, ouma nocroju m € N
TakBo ja S(m) =k — 1. 13 rora cieau:

P(M=k)=
=P(M>k) —P(M>k+1)= (7)

= P(S(n) nocruxke k y nekom Momenty) — P(S(n) mocrmxke k 4+ 1 y HEKOM MOMEHTY )

Jla ducMo m3padyHa/ M OBY BepOBATHONY, MOXKEMO J1a KOPUCTMMO HEKOJIMKO TeXHUKaA. ¥ OBOM
paay kopuctuhemo MapTuHraje u Jjanie Mapkosa j1a OMCMO TO ITOCTHUTJIN.

Hedunuimenmo ciayuajuy Beamuuny X (n) Tako ja:
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Cayia hemo nokazaru j1a je oBa CIydajHA BeJIMYUHA MAPTUHTAJ Y JIUCKPETHOM BPEMEHY:

E(X(n+1)]5(0)..,5n) =

S(n+1)
1— ) -

S(n)+Y (n+1)
()
p

=F

3

”6

E

3

( p)“"“) N 9)

(1 p)g

) () e ) )
:(1pp): o=

:(1pp>

Hedbunumumo Bpeme 3aycraspama ca 7 = min{n : S(n) = 1 nm S(n) = b}. Onga je X(n)
MapTHHIAJ ¥ JAUCKPETHOM BPEMEHY KOjH 33/[0BOJbaBa ycyoBe TeopeMe 8. OueKuBaHa BPEJHOCT 3a
X(1) je

Kopucrehu Teopemy 8 modbujamo

1= (2 " P 1.P(5(T):1)+ - b-P(S(T):b).
1—p 1—p I-p

AKo KopuCTHUMO JTIMeC b — —00, JIpyru cadupak y IPEeTXO/IHO] je/IJHAaYMHI HecTaje, jep ﬁ > 0.
Jakue,

p
12@'13(5(7):1)7
P(S(r) =1) = £ = 10

Osgo je Beposarnoha na he ciyuajHo syTame S(n) eBeHTYAJIHO JOCTUTHE BPEIHOCT 1; MJIU, €KBUBa-
JIEHTHO, BepoBaTHOha Ja je makcumym Behu or 0.
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3.1.1 Jlanmu MapkoBa

Kopucruhemo wHapennn m3pas mga ducMo nmpukasajm mporec dorahema Kao CIydajHO JIyTame:

W(n) =k — S(n) (10)

IIportec W nma u3MmernTeH moderak y BpegHocT k u texku +o0o. Horabaj ma mpomec W(n) nma
Bpeanoct 0 y HEKOM MOMEHTY eKBuBaJienTan je morabajy ma S(n) uma speguaoct k. Ilpe csera Tpeda
U3padyHaTH BepoBaTHONY:

a(k) = P(W(n) y3auma Bpennoct 0 y HekoMm Momenty | W(0) = k) = (11)
= P(S(n) y3uma spennocr k y Hekom momenty | S(0) = 0).

W3 jenuaqune (5), jacHo je ma S(n) 3aBucu camo o nperxojHe BpegHocTu S(n—1) u o1 TpeHyTHe
Bpeaoctr Y (n). Kao pesynrar, S(n) (kao u W(n)) 3amoBosbaBa cBojcTBa JaHana Mapkosa, Te
MOXKEMO JIa Ce KOPHCTHUMO KapaKTepUCTHKaMa HCTUX. HajkopucHmje 3a cama Omhe HaM CBOjCTBO
MHOXKema BepoBaTHOhA:

(oo}
a(k) = a(j)p(k, j), (12)

j=1
rue je p(k, j) BepoBarnoha nomepaja uz nosuimje k y nosunujy j. Oso cy k38, Yenmen-Kosmoropos

jennadnue (Teopema 6).

V upBeHo-11pHOj crpareruju, S(n),n > 1, Moxke camo na ce gocrurue u3 nosunuje S(n) — 1 u To

ca BepoearHolioM 1 — p = 18 wum us nosunmje S(n) + 1 ca BepoBaTHOhOM p = £2. Jenmaumnua 3a
p 37 37

Jasbe n3padyHasambe ak) ce cBoIu Ha:
ak)=01-p)-alk—1)+p-alk+1). (13)

OBo je jejHaumHa U HBEHO pelletmne hemo Halin Ha cienelin Haunn. [IpBo, HajuMo mapTUKYyJIIAPHO
pemerse y dopmu zF 1 omga hemo 106uTH OIIIITE perese Koje 3a0B0/baBa, YCI0BE OrPAHNYCHOCTH.
Bamenom a(k) = z¥(x # 0) y jemmaaumm (13), modujamo:

aF =1 —p) 2" L4 p L
r=1-p+p- 2? (14)
p-a*—z+(1—p)=0.

Ksagparna jeqnadnmna nMa JaBa KOpeHa

(15)

Ti2 = = “Y1l1-p _ 18

2p 2p

1+ /T—4p(1—p) 14(1-2p) {1
P 19

Hobumu cMo TApTUKYIAPHO PEIehe, 0K je OIIIITE PEeIeibe 00INKA:

2 18\ *
a(k) = chxf = (19> + cp1k. (16)
i=1

Ipanune cy Ham mnorpedHe Kako OucMmo npoHanum ¢;. IIpsu ycios mobujamo uz S(0) = 0, a y3
ro u (0) = 1. JIpyru ycjioB 1odujaMo Tako mTo 3HaMo Ja S(n) KOHBeprupa Ka —ooO CKOPO CUTI'YPHO
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KaJla m TeXKM 00, TAKO Ja BepoBaTHONA mocTmsama S(n) = 00 y HEKOM MOMEHTY KOHBEPTUpA HyJIH
ckopo curypro. Tako mobujamo lim, e (k) = 0.

18\ "
1=a(0)201 (19) +co=c1 +Co

k—o0 k—o0 19

18"
0= lim a(k) = lim ¢ <> + o = co.

U3 oBux jeauaguna modujamo co = 0 u ¢; = 1, na je BepoBarnoha «a(k):

ak) = (ﬁ)k (18)

k k41 k
18 18 1 18
PM=k=ak)—ak+1)=(—] — (= =— . (= 19
( ) =alk) —alk+1) (19) (19) 19 (19) (19)
3a cBako k > 0.
Pacnionesra makcumMyMa je reOMETPHjCKa, Ca TApaMEeTPOM A = %. OBaj mosaTak MOXKEMO JIa UCKO-

pucTuMo 3a HapejHe npopadyne. IIpe cBera, Kako OMCMO JTOOUIM BPEJHOCT OUYEKUBaba, JINCIEP3Uje
U CTaHJIApHE JeBUjaIyje mpeko hopMyJia Koje BaXKe 3a T€OMETPU]CKY PACIOIETY.

Crora,

1-x 18
E(M):T:%:B (20)
19
1-x 2
D(M) = =12 —18.19 =342 (21)

A2 To%
o(M)=+/D(M) =342 = 18.49 (22)
3arum je uzpadyyHara BepoBarHoha Jia je MmakcumyM ( mjid, eKBUBaJEHTHO, JIa HUKAJ He Johe 10

IIO3UTHUBHE BPEJIHOCTHU.

1
P(M =0) = 75 = 0.0526316 (23)

Jom dutHuje HaM je Ja u3padyHamo BepoBaTHONy 1a hemo mocruliv HeKy MO3UTHUBHY BPEIHOCT.

P(M>1)=1-P(M=0) = % = 0.947368 (24)

Konauno, menujana je 12, nok je 95% ksanrun 55 (P(M < 55) > 0.95)

Koz koju je xopumifien 3a uspadyHaBambe Meaujane u nprama rpaduka (Python nporpamckn
je3WK) je JaT y JONATKY TOJ CTABKOM 3)
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Verovatnoca

Raspodela maksimuma M

L — teoretska raspodela
.05 - — srednja vrednost: 18
0.04 1
0.03
0.02 1
0.01
0.00 1
0 20 a0 &0 80 100
Maksimum

I'paduk 1.1: Pacmomesra makcuMmyma ca OYEeKMBAHOM BPEIHOIINY
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3.2 Bpewme nociaenmer mnsJjiasa

3najyhu ga he ce urpa CKOpo CUTI'YpHO 3aBPIIUTUH Y HEraTUBHOM CaJIly, IIPUPOJIHO je Ja ce
3aIMTaMO KaJa CMO IIOCIeiby IyT (110 BpeMeHy Koje 4yBa BeJIMYMHAa T) Oujid Ha Hyjd. Bpewme
MIOC/IEIIbEr 371832 je IeUHUCAHO CA:

7 =maz(n>0|S(n) =0). (25)

Cuyuajuo syrame S(n) Moxe ja Oyje Ha HyJIM CaMO Y IIADHUM MOMEHTHMA. Kao U y IperxoHoM
orJIaBJby, TJIABHU IIWJb HaM je Ja Hahemo pactozeny 3a 7. Tako ma,

P(1 =2n)

Mopa Jia Oyse nponaheno 3a cBako n € Ny.

Pa3Boj ciayuajuor siyrama mpe MOMeHTa 2n Huje OMTaH 3a Jasby pauynuily. llocienme Bpeme
usznaza 7 je 2n camo y cienehoj curyanuju, kaga je S(2n) = 0, a y caenehiem xopaxy cube 1o
Bpeanocru -1 (S(2n + 1) = —1). Hakon rora, ciy4ajHO JiyTame MOpPa JIa OCTaHE MCHOJ HUBOA -1,
Tako na je Hemoryhe omer gocruhu mysy. To 3nadm ga kgé%cr 1S (k) = —1. Unycrpanuja csera osora

je Ha cienehem rpaduxy.

S()

I'pacdux 1.2: Jleo cayuajuor JyTama 3a T = 2n
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Kop 3a nperxonnu rpaduk je gar y 1oAaTKy 0O CTaBKOM 4)

To moxkemo u3pa3uTn Ha cieaehn HavIwH:

P(r=2n)=P(S2n)=0& S2n+1)=-1)- P(kgé%f_lS(k) =-1). (26)

Hedununuja ycaosme BepoBaTHOhE MOXKE JIa Ce KOPUCTH 38 padyHarbe MPBOT (DAKTOPA MPETXOIHE
jenHaduHe.

P(S2n)=0& S2n+1)=-1)=

— P(S(2n) = 0) - P(S2n+ 1) = —1 | S(2n) = 0) =
= <2: pr(l-p)"p= (27)

Hpyru dakrop jennaunse (26) mMoxe ce podurn Ha cuesnehin Haunn. BepoparHolia ma cmo Ha -1
u 1a wehemo nhin n3HA TE BpeHOCTH je mcTa Kao U BepoBaTHONA j1a cMO Ha HyJsd u Jja Hehemo uhu
U3HAJ, T€ BPEJHOCTH. JEeIUHO IITO CMO M3MEHWIH jecTe Jia noderna Bpegnoct 3a S(n) oyze -1. Osa
BepoBarHolia je u3padyHara y oznesbKy 3.1. Tako ga jexmaduna (23) MoXKe Jla ce KOPUCTH.

1
P<krzré%ic_1S(k) = 1) = P<nkl§0xS(k) = O> =P(M=0)= 9 (28)
Samemwyjyhu jequaqgune (27) u (28) y jennauuny (23) mobujamo BeposarHohy:
1 2n
P(r=2n)=—- L — p)m. 29
(r=20) = g5+ (Mo - ) (29)

Kopucrelin Wolfram Mathematica(kopx je maT y mogaTky mop ctaBkoM 5), 100ujamo:

Er) =S 2n-Plr=20)=% %1 (i;‘) PP — p)™ = 1368 (30)
n=0 n=0

D(71) = E(1?) — (E(7))? = 5617008 — (1368)? = 3745584 (31)
o(1) =+/D(1) = 1935.35 (32)

Ocuoern kBanTmin (Takobe xopuerehn Wolfram Mathematica) cy uspauynaru. Memujana je
622, 1ok je 95% xBanTmi 5256.

Kox koju je xopumilien 3a uspadyHaBambe Mmeamjane u nprama rpaduka (Python mporpamcku
jesuK) je mar y JOJATKY IO, CTABKOM 6)
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Raspodela vremena poslednjeg izlaza

— teoretska raspodela
—— srednja vrednost: 1368
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Verovatnoca
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Vreme poslednjeq izlaza

I'pacduk 1.3: Pacnozgesra Bpemena mociemer n3jiasa ca 09eKIBAHOM BPEIHOMILY
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3.3 Bpoj nocera mynn

ITpermocTaBuMo Ja OUCMO KeJIeIM J1a 3HAMO KOJIMKO IyTa IIporec S(n) MMa BPEJIHOCT HyJIA.
Ogaj Opoj HaM TOBOPHU KOJIMKO IIyTa CJIyYajHO JIyTamke Ipohe Kpo3 HyJly, IIITO je MOMEHAT Kaja Cy
HaIll TOOUTaK u ryouTak y oasancy. Ciydajua BenmuamHa Z Koja Opoju mocere Hynu je meduHuCcaHA
ca:

Z = X{s(m=0} (33)
n=0

rJie je X UHJIUKATOP C/Iy4YajHe BeJIMIuHE.
Z nocruke camo Bpegaoctu u3 N(P(Z > 1) = 1). Ilonoso, nam uusb je ga nahemo pacrozeiry
3a Z:

P(Z =k)=P(>_ X(s(n)=0} = k) (34)
n=0

3a MO3UTHUBHE, T€JI00pojHE k.
Ako je Z = k, MoxkeMO Ja I[IOJIEJINMO CJIyYajHO JIyTambe Ha k CeKIpja, Kao IITO je IOKA3aHO Ha
rpacuky 1.4
S(n}

— Vieme'n

I'paduxk 1.4: IIpumep mena ciaydajaor jgyTtama 3a Z = 5

Kop, 3a nperxonuu rpaduk je gar y 1oaTKy OO CTAaBKOM 7 )

Cermentu 1,..,k — 1 uctu ¢y y ciaemeheMm cMuciy: TOYUIbY Y HYJIW, 3aBPIIaBajy ce y HYJId W
He TIOCTOjU IHUXOBa MehyBpemHOCT y K0joj je ciaydajHo JyTame Ha Hyan. llocmeamu cerMeHnt je
Pa3IUYUT OJ] OCTAJUX - CJIYUAjHO JIyTalbe MOYUIbe y HYJHU, Y ciaegeheM Kopaky He JI0 BPEIHOCTU
-1 u HaKOH Tora HUWKaJa BUIlle He jocTuke Hysiay. CBu cermeHTH Cy MelyCODHO He3aBUCHH, IITO
[IOC/IEIMYHO 3HAYNU Ja je BepoBarTHOha o7 Z = k jemHaka IMPOW3BOIY BEpPOBATHONA CBUX CErMEHATa,
nornaocod. Hexka je BepoBaTHOha cerMenTa 4 jeaHaka p; 3a i € 1,..., k. Onmga:

k
P(Z=k) = sz-. (35)

IIpe cBera, pa3MOTPUMO HOCJE/ILA CETMEHT U HEerOBY BepoBaTHONY pr. Mu jgoaupyjemo Hysty y
HEKOM MOMEHTY U TO je HOCJIeImU IyT ja ce To gecuso. Hakon Tora ciydajHO IyTame Mopa Ja ce

32



CILyCTH JI0 BPEJHOCTH -1 ¥ Jla Ce HeroBo Jlajbe KpeTame HACTABU KCIIOJ] BPeJHOCTH -1 (MaKcuMaJsHa
BpesiHOCT y OyayhiHocTH ;a My Oyze -1), Tako na HuKaza Buine He jocerse Hyiny. OBO je 3anpaso
HUCTO Kao W BepoBaTHOha Kojy cmo Beh m3Benu y ozesbky 3.2. Mwu ce ciymramo J10 BpeJgHOCTH -1
(ca BepoBaTHONiOM %) M OCTajeMO TaMO Ca BE€POBATHONOM 1—19, mTo je JodujeHo u3 jeauaqunne 1.9.
Hobujamo ma je
191 1
T 37 19 3T
Beposarnohe p; cy pazsmiauTe, ajau ce padyHajy Ha UCTH HAYWH 3a CBaKo ¢ € 1, ...,k — 1. @ukcup-
ajmo 4. Ciryuajuo jyTame S(n) MOXKeMO Ja MpeIcTaBuMo Kao Jjanan Mapkosa y 2 cramba - HOHOBO
JIoceKeMO HyJTy WJIH je BHUIle HUKaJa He jocekeMo. BepoBaTHoha j1a je BUIe HUKAJA He JOCErHEMO
je pr, MoK je BepoBaTHOha 1a hemo je monoBo mocehm 1 — p,. Tako na omaj Jyramarn MapkoBa nma

reOMeTPUjCKY pacIoIey:
k—1
1 36
P Z=k)=—. .| — 36
(Zz=1) = (37) (36)

OuekuBame, jJuUcliep3uje U CTaHIAPIHA JeBUjalrja Cy:

oo k—1
E(Z):Zk~317-(§$> =36 (37)

k=1

Pk

D(Z)=1332 (38)
o(Z)=36.5 (39)
Baxxnu xkBanTHIM Cy: MemujaHa je 25, mok je 95% ksanTma 109.

Kon koju je xopumlien 3a m3padyHaBambe Menujane u nprama rpaduka (Python nporpamckn
je3WK) je Jar y JOJATKY IOJ CTABKOM 8)

Raspodela broja poseta nuli

— teoretska raspodela
—— srednja vrednost: 36

0.025

0.020

0015

0.010

Verovatnoca

0.005 A

0000

o 50 100 150 260 2éﬂ
Broj poseta nuli

I'padux 1.5: Pacmonena dpoja mocera Hy/INM ca 0YEKUBAHOM BPEIHOIINY
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3.4 Monute KapJio cumysamumja

Kopucruhemo MonTte Kapsio meron kako ducmo cumysupagun N = 1000000 ciydajHux JIyTarma.
Bai={1,..., N}, nexa je R; penpesenranuja ciydajaor syrama S(n). 3a cako R; kopucruliemo
BpeHOCT MakcuMyMa M;, Bpeme MOCIeIiber n3ia3a 7; U Opoj moceTa HyJIn Z; KOje CMO M3PadyHAaH
Yy PAHUJUM MOIVIABJBUMA. Y CHAMYJIAINUjA NeMO KOPHCTUTHU 3ayCTABHO IIPABUJIO KOje C€ OIHOCU Ha TO
Ja KaJla CIydajHO JyTame JocTurse BpeaHocT -100, cuMmynanuja ce 3aBpIiaBa.

Kon koju je kopumrhen 3a cuposoheme Monre Kapio cumynamuje (Python nporpamvcku jesnk)
je JaT y JIOoIaTKy moj CTaBKoM 9)

Kop koju je kopurihen 3a mocrassbame ycjoBa 3a pBeHo-UpHy crparerujy (Python nporpamcku
jesuk) je mar y moparky o craBkoM 10)

3.4.1 Makcumym

Oznaunmo ca M; MakCUMyM KOjU je JIOCTUTHYT 3a BpPEMe i-TOr CJIydajHOr Jjyrama. Cpejmba
BpesHOCT 3a M; n1oOujeHa OBOM CHMYJIAIIjOM je

My = 17, 9886.

IMpumernmo na E(M) = 18 (u3 jeaunaaune (20)).

V3zopauka jucrepsuja Mmakcumyma je S3; = 343.14, a D(M) = 342 nobujena us jeqnaunme (21).

VYsopauka crasgapaHa gesujanyja je sy = 18.52, a (M) = 18.49 mro nodujamo u3 jejHadnHE
(22).

[Tomohy npebammux pesynrata u Teopeme 3, MOXKEMO 3 KOHCTPYUIIIEMO HHTEPBAJ ITOBEPEHa 3a
OYEKUBAHY BPEIHOCT fips. 3a N — 00

P(ug < VN(My — par) /Sy < u—g) = 1—a.
95%-THN MHTEpBAJ MOBEPEa 34, i) je

(17,9582; 18.0191).

U3 jepmaunne (20) modujamo na E(M) = 18. Makcumasna BpeJHOCT MaKCUMyMa y Y30DKY je
267, P(M > 267) = gs67a7

Ha ciiesiehoj counu cy npejcraBibeHu:
-I'paduk penarusue dbpekBennuje ca cpeamoM Bpeanomhy My
-Kymymnarusaa dpexkBennuja makcumyma g00ujeHa kopuiihemeMm y3opka n3 Monre Kapio crpare-
ruje
-Pacmnonena makcumyma

Koz koju je xopumlien 3a uspadyHaBambe Meaujane u nprama rpaduka (Python mporpamcku
jesuk) je mar y joiaTky 1o craBgom 11)
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Raspodela maksimuma M

0.06 - teoretska raspodela
mm Monte Karlo
0.05 + —— srednja vrednost: 18.2122
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Verovatnoca

001 A

0.00 - — . : ; r ;
0 yi 50 75 100 125 150 175 200

Maksimum

I'paduk 1.6: Penarusna n kKymynaruBHA (DPEKBEHINja MAKCUMYyMa Ca y30PAYHOM CPEHHOM
BPEJIHOIINY U PacCIOIeIOM MaKCUMyMa

3.4.2 Bpewme nociseamer n3jia3a

OzHaunMo ca 7; BpeMe IOCJIe/[Ibel U3J1a3a {-TOr CJIydajHOr JIyTarba.
V3opauka cpejha BPEIHOCT BpEMEHA ITOCJIE/her U3J1a3a je OUJI0

7~ = 1366, 23

a u3 jennadune (30) nodujamo E(7) = 1368.

VY3opauka jucnepsuja je 53 = 3.8085 - 10°, a D(7) = 3745584 u3 jeqnaqune (31).

V3opauka crannapiasa gesujaimja je sy = 1951.53, a o(7) = 1935.35 u3 jenguauune (32).

I3 oBux pesysTaTa U TEOPEME 3 MOXKEMO JIa KOHCTPYHUIIEMO UHTEPBAJ HOBEPEHa 38 OYCKUBAHY
BPEJIHOCT L. 3a N — 00

Plus < VN(TN — pt-)/Sy <ui—s) = 1—a.

95%-THM MHTEPBAJ MTOBEPEA 34 [, j€

wr € (1363,02;1369,44).
MaxkcuMaJjTHO BpeMe TIOC/IeIher n3jia3a y y30pka je dmwio 34 433.

Ha cnenehoj camnum moxke ce BujeTu:
-I'pacduk perarnBre dpeKBeHIHjE Ca Y30PAIKOM CPEJHOM BPEIHOIINY.
-Kywmymnarusna dpexsennuja n3 y3opka xopurthemsem Monte Kapiio cumynaruje
-Pacmonenia Bpemena mocsenmer n3aasa
Kon koju je xopumlien 3a m3padyHaBame Menujane u nprama rpaduka (Python mporpamckm
jesWK) je Jar y JOJATKY IOJ| CTABKOM 12)
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Raspodela vremena poslednjeg 1zlaza

LS teoretska raspodela
\ N Monte Karlo
— srednja vrednost MK: 37.17066

0.025 1

Verovatnoca

H 50 100 150 EE;I{I 250
Vreme

I'paduk 1.7: Penarusra u KymynaruBHA (DPEKBEHIMja BPEMEHA MTOCJIEIbEr U3J/1a3a Ca Y30PadHOM
CPeJIIbOM BPEHONINY M PACIOIEIOM BpEMEHA, [TOCJIE/ el U3J1a3a,

3.4.3 Bpoj nocera Hyan

Ozaaunmo ca Z; dpoj mocera HysH i-TOT CJIYUajHOT JIyTarba.
V3opatka cpefba BPeHOCT Opoja 1mocere HyJIH je

Zx = 36,935

a E(Z) = 36 nodujeno u3 jequaunue (37).

VYzopauma auctepsuja je S% = 1,7022 - 10%, a D(Z) = 1332 u3 jennaunne (38).

VY3opauna crangapiaaa nepujanmja je sy = 1304,7, a o(Z) = 36,5 u3 jennauune (39).

U3 oBux pesysiTaTa U TeopeMe 3, MOYKEMO Jla KOHCTPYHUIIEMO WHTEPBaJl TOBEPEha 32 OUCKUBAHY
BpPEHOCT fiz. 3a N — 00

Plus < VN(Zx — piz)/Sy <ui-g) = 1—a.

95%-THU MHTEPBAJI IOBEPEIbA 34 [17 j€

pz € (34,7889; 39,0809).

Ha cnemehoj coaurmm moxkemo BuaeTH:
-I'paduk penaruBHe HpeKBEHITHjE Ca Y30PATKOM CPEIHOM Bpe HONINY
-Kymynarusna dppeksennuja 3a Monre Kapsio nmogarke
-Pacniozesra dpoja mocera Hysu
Koz koju je xopumifien 3a uspadyHaBambe Meaujane u nprama rpaduka (Python nporpamcku
jesuK) je mar y J0JaTKy IOJ CTaBKOM 13)
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Raspodela broja poseta nuli

g teoretska raspodela

\ B Monte Karlo

0.025 1 :
—— srednja vrednost MK: 37.17066
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I'paduk 1.8: Penarusna n kymynaruBHa (ppeKBeHIja OpOja 1oceTa HyJId ca Y30PAYHOM CPEIEHOM
BPEJTHOIIILY U PACIIOJEJIOM OpOoja moceTa HyJIn

JIuteparypa kopuiihena y osom morJasssy: [2], [3], [8], [12], [13]
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4 Crpareruja jeagHor dpoja

Ucre cratuctuke kao y Iloraspy 1 duhe onmcare u y oBoM morjiaBiby. Pasimka je y TOMe IITO
ce cajia da3mpaMmo Ha OIKJaaMa CTPAaTerujoMm jemuor Opoja. ¥ EBporckoMm pysery To 3HaYH 1a ce
KJIAJIIMO HA jeJIHO I10Jbe, a Ha 36 IpeocTasnx mojba ce ne KiaaauMo. Vrpad ce onkjiaayd Ha je/IHO [T0Jbe
ca jeIJMHCTBEHUM OpOjeM, a BepoBaTHONE TOOUTKA U I'YOUTKA Cy PECIIEKTUBHO % u %. Tlopenehu ca
[PBEHO-I[PHOM CTPATETrHjOM YUHU Ce JIa MMaMO Marbe IaHCe Ja HEeITO OCBOjuMO. AJIM TO je ucTuHa
CaMo aKO pa3MaTpaMo jeJHy HOjeMHadIHy ONKJaLy. Pa3marpajyhu mporiec mojemHaIHAX OIKJIa A
JIOJIA3MMO JI0 PA3IUIUTHX 3aK/bydaka Koju he Outu odjarnmbenn y HapeHuM CEeKIjaMa.

Hedunumumo muckpernu ciaydajuu uponec Y = {Y(n),n € Ny}, rme n npeicrasiba Bpeme, a
Y (n) mpencrasmpa mojeuHAMHY ONKJIAgy y MOMeHTy n (modurak/ryburak). Kao m y mperxomaoM
[OIJVIaBJbY, Pa3MOTPHUNEMO caMoO jeJHOCTaBHe onkjaje Ha 1 guaap. OBo 3HAYM Ja YKOJIUKO Ce
OIIKJIQ/INMO Ha OPOj Ha KOjeM Ce JIOIITUIA 3ayCTaBH, j100ulieMo 35 jauHapa. A yKOJIHKO ce 3ayCTaBU
Ha dusI0 KojeM Jpyrom Opojy, maryduliemo ymoxkenn jqunap. Tako ga, {Y(1),Y(2),Y(3),...} je uu3
HE3aBUCHUX ¥ UJEHTUIHO PACHOpeeHuX CIIyIajHUX BeJMIUHA Ca HAPETHOM PaCIIOIesIOM:

Y (n) = {+35, ca BepoBaTHohoM 1 —p = 3—17 (40)

—1, ca BepoBaTHOhOM p= %

Kana ce onkiragummo Ha Opoj Ha KOMe ce KacHHje JIONTHUIA 3ayCTaBU, H00UjaMo 35 AMHAPA, JOK Y
CYIIPOTHOM T'yOUMO YJIOZKEHU JIHHAD.
Jedunumunmo S(n) Kao KyMyJIaTUBHE JOOUTAK /TyOUTAK:

(41)

JacHo je na 3a cBako n € N Baxn:

S(n) =8(n—-1)+Y(n).

Ouexnpana Bpejnoct je E(Y (n)) =35 3= 4+ (—1) - 25 = — L. Ciyuajuu nponec S(n) dpopmupa
je,HHO,HI/IIVIeHSI/IOHO cnyqajHo JIyTalbhe Ca HEraTUBHHUM TOKOM. OquI/IBaHa BpeJHOCT je HUCTa Kao 1y
[IPBEHO-I[PHOj cTpareruju. 3axBasbyjylin Tome MOKeMo Jla KOpucTuMo Heke pedyirare n3 [lornasiba
1 xao mTo je:

nlLH;O S(n) = —oo c.c.

4.1 Makcumym

Kao u y cekmuju 3.1. ogpemuhemo pacnozeny makcumyma. CirydajHa BeJIMdIuHA, MAKCUMYM, KOja
MOK€e OUTHU JOCTUTHYTA y CTPATErHju jeaHOT Opoja je meduHucaHa ca:

M = maxS(n),n € No. (42)

Ona Moxe J1a y3uMa BpegHoCTH U3 No U 3a HaJlaXKeme heHe PACIojiesie, MOTPEDHO je MPBO Ja
unabhemo Beposarnohy kana je P(M = k) 3a cee k € Ny
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P(M=k) = P(mflsz(n) = k). (43)

Y crpareruju jeauor opoja Y (n) = +35 mwim —1; nocienuyno, Y (n) npeckade Spojese Kaja ce
[e-e Ha rope, ajid He Ipeckade Kaja onaaa. C 0d3upom Jia 3HaMo Jia fie ce ciiydyajHO JIyTame CKOpO
CUTYPHO 3aBPIIUTU y —O0, CBAKU KOPaK Ha rope Mopa eBeHTyaJ iHO ouTu mnporpalien ca 35 Kopaka Ha
JoJie (HapaBHO, He HYy?KHO OBUM PeIocjesioM). Tako fia, IOHOBO, KA0 U Y I[PBEHO-I[PHO] CTPATETUjH,
HUjeIHa BPpEeIHOCT k He MoxKe duTn mpeckodena. OBO HAC BOOM JI0 TOTa 1

PM=k)=PM>k)—P(M>k+1)=
= P(S(n) ysuma Bpennoct k y HekoMm Momenty ) — P(S(n) ysuma Bpennoct k + 1 y HEKOM MOMEHTY ).
(44)

Kopucruhemo mapemny tpancdopmarujy ga OucMo mpHKasaun mporec oorahema Kao jegHoc-
TABHO CJIyYajHO JIyTAHhE:

W(n) =k — S(n).

IMpouec W uma dbukcupany noderny Bpeasoct k u uzge ka +o0o. Horahaj na uponec W(n) Oyme
HA HYJU Y HEKOM MOMEHTY eKBuBaJieHTaH je Tome ja S(n) mocrurhe spemsocr k. Tako ga, 3a
peleme Haler mpoojaeMa, MU caMO Tpeda Jla n3padyHaMo BepoBaTHONY

a(k) = P(W(n) ysuma speanoct 0 y nekom momenty | W(0) = k) = (45)
= P(S(n) ysuma Bpenuocr k y HekoMm Momenty | S(0) = 0).

Cayuajua Bequuauna S(n),n > 0 3aBucu camo o S(n — 1) u ox nose Bpeanoctu Y (n), Tako ga
10 3a10B0/baBa MapkoBibeBo cBojerBo. OBO HaM Jaje MeTo 3a padyHame a(k):
o0
a(k) =Y a(j)p(k, j) (46)
j=1

e je p(k, j) BepoBaraoha nomepaja us nosuiyje k 'y j. Urpajyhu crparerujy jeanor &poja, S(n),n >

1, Moke na ce jocerne camo u3 nosunuje S(n + 1) ca BepoBaTHOOM % u u3 nosunyje S(n) — 35 ca

BepOBATHONOM O 3—17 OBaj mozaTak CBOJIU IPETXOMHY jeIHAYNHY HA:

alk)=p-ak+1)+ (1 —p) a(k—35) (47)

3a pelaBame OBe jeJHAYIMHE MOYKEMO Jia KOPUCTUMO UCTY METOy Kao n y cexnuju 3.1. 3amen-
jyiyim a(k) = 2% (x # 0) y jemmaunum (47) nobujamo:

ij :p_karl + (1 _p) ~l‘k735,

¥ =p-2* +1-p, (48)
0=p-23 -2 +1—p
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OBo je mosmmHOMCKA jeHadnna 36-Tor creneHa u MoxkeMo je perutu kopucrehu Wolfram Mathematica-
y. OnmaBje 10bujaMo KopeHe:

1 = —0.882643 — 0.078397:

x9 = —0.882643 4 0.078397¢
x3 = —0.855197 — 0.232788:
x4 = —0.855197 4 0.232788:
x5 = —0.801135 — 0.380045¢
xg = —0.801135 + 0.380045¢
x7 = —0.722094 — 0.515652¢
xg = —0.722094 4 0.515652¢
X9 = —0.620465 — 0.6354441
x10 = —0.620465 + 0.6354447
x11 = —0.499321 — 0.7357354
x12 = —0.499321 + 0.735735¢
x13 = —0.362323 — 0.813426:
x14 = —0.362323 + 0.813426:
x15 = —0.213606 — 0.866101:
x16 = —0.213606 + 0.8661017
x17 = —0.057652 — 0.892093:
x18 = —0.057652 + 0.892093:
x19 = +0.100855 — 0.8905364
X209 = +0.100855 + 0.8905364
x91 = +0.257172 — 0.861384:
X99 = +0.257172 + 0.8613844
x93 = +0.406657 — 0.805403:
x94 = +0.406657 + 0.805403:
Xo5 = +0.544935 — 0.7241344
x96 = +0.544935 + 0.7241341
x97 = +0.668081 — 0.619809:
x98 = +0.668081 + 0.619809:
Xo9 = +0.772853 — 0.495218:
x30 = +0.772853 + 0.495218:
x31 = +0.857135 — 0.353398:
x32 = +0.857135 + 0.353398:
x33 = +0.921415 — 0.196615:
x34 = +0.921415 + 0.196615:
x35 = +0.988443
x36 = +1.

OBo je maprukysapHO pemiee. [eHepaHO pereme je 00IIKa
36
alk) = Z ciak. (49)
i=1
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ITorpeduu cy Ham rpaHuvHU ycjaoBH ja ducMo oxpemwnu ¢;. 13 S(0) = 0, umamo «(0) = 1.
Jobujamo npyru ycJoB U3 dumbeHnIe Ja S(n) KOHBeprupa Ka —oo, CKOPO CUTYPHO 3a n — 00. Tako
na limg oo (k) = 0. 3a cako k € {—34,...,—1} 3namo ma S(n) He MOXKe Ja IIPECKOYN HUjeHY
BPEJHOCT M JIa C€ CKOPO CUTYPHO 3aBpIIaBa y —00, TAKO JIa MOPa CBAKY O/l HbUX JIa JIOCETHE Y HEKOM
MoMenTy (ckopo curypuo). Ozmarie pobujamo a(k) = 13a k € {—34, ..., —1}. Cana umamo 36 yciosa
u 36 Heroznarux BejmunHa. Kopucrehun Wolfram Mathematica-y moduim cMo pererse:

c1 = 0.000409310 — 0.000017051%

cy = 0.000409310 + 0.000017051%
c3 = 0.000409633 — 0.0000514227
cs = 0.000409633 4 0.0000514227
cs = 0.000410300 — 0.0000866127
cg = 0.000410300 + 0.0000866127
c7 = 0.000411348 — 0.000123227¢
cg = 0.000411348 + 0.000123227¢
cg = 0.000412845 — 0.000161969¢
c10 = 0.000412845 + 0.000161969:7
c11 = 0.000414893 — 0.000203698:
c12 = 0.000414893 + 0.000203698:
c13 = 0.000417645 — 0.000249512:
c14 = 0.000417645 + 0.000249512¢
c15 = 0.000421336 — 0.0003008823
c16 = 0.000421336 + 0.000300882¢
c17 = 0.000426330 — 0.0003598577%
c1g = 0.000426330 + 0.000359857¢
c19 = 0.000433208 — 0.000429429:
coo = 0.000433208 + 0.000429429:
co1 = 0.000442953 — 0.0005141837
co2 = 0.000442953 + 0.0005141837
ca3 = 0.000457316 — 0.000621568:
ca4 = 0.000457316 + 0.0006215684
co5 = 0.000479691 — 0.0007646177
co6 = 0.000479691 + 0.0007646177
co7 = 0.000517423 — 0.0009684627
cag = 0.000517423 + 0.000968462:
ca9 = 0.000589141 — 0.001288803:
c3o = 0.000589141 + 0.001288803:
c31 = 0.000755717 — 0.001879529:
c32 = 0.000755717 + 0.001879529¢
c33 = 0.001342830 — 0.003392991:
¢34 = 0.001342830 + 0.003392991:
c35 = 0.982496
C36 — 0.
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CaJla uMaMO CBe BPEIHOCTH 3a T; U ¢;. Pememe 3a a(k) je

35
k‘) = Zciaﬁik. (50)
i=1

Hamr npumapau nuss je na nahemo P(M = k),

PM=k)=ak)—ak+1) Zcz ch A+l ch (1—ay). (51)

Beposatnoha ma M = 0 je

35
P(M=0)=0a(0) —a(l) =1- > ca}. (52)

Asu, ¢ 0d03upoM Jia ¢MO padyHa/M KOpeHe HyMEepHYKW, HEje HaM IO3HATa TadHA PacIIojea.
Wolfram Mathematica nponaJiasu pesyarare caMo ca KOHAYHUM OPOjeM BPEIHOCTH M3a, JIeLUMAaJIHE
3anere. Harrra mpetmnoctaBka je z1a je

1
P(M =0) = 5. = 002778, (53)

Tpeda HAIOMEHYTH 12 Cy HAPEJTHU PE3YATATH OA3MPAHM CAMO HA PAUYHUIH, 03 TEOPHUjCKOT
JI0Ka3a:

P(M = 0) = % — 0.02778, (54)
P(M > 0) = % — 0.97222, (55)
E(M) = 630, (56)

D(M) = 411793, (57)
o(M) = 641. (58)

Meujana je 434 u 95% xBanTma je 1912.

OueknBaHa BPEIHOCT MAaKCUMyMa UTpajynu IpBeHO-PpHY cTpaTerujy je 18 m ucmama ma je to 35
IyTa Mambe Ol OYeKHMBAHEe BPEIHOCTU KaJla ce urpa crparerujom jemuor opoja. Hucmepswmja je 1200
IyTa Marba.
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Verovatnoéa
00020F
0.0015 )
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0.0010
0.0005 \
0 200 400 600 800 1pgp Mzksimum

I'paduk 2.1: Teopujcka pacroyesia MAKCUMyMa Ca O9€KHBAHOM BPETHOIINY
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4.2 Bpeme nocieamer nsJjasa

Ham mapemgan musb je ja HaleMo BpeMe IIOCHEII-Er M3Ja3a TOKOM jEJTHOT CJIyUajHOT JIyTarba.
Tlounumo ca meduHUIIjOM BpeMeHa MOC/IEIber U3/1a3a T:

7 =maz{n >0|S(n) =0}, (59)

r7e je T JUCKpeTHA CJIydajHa BeJUYUHa KOja MOYXKe Jia mMa BpeaHocT () WM MO3UTHUBAH I1€0 OPOj.
Asm me Suiio Koju nosutusaH 11eo Opoj, Beh camo one gepuBe ca 36 (CIydajHo JyTambe MOXKE Ja UMa
Bpeanocr 0 camo y momentuma 36n, n € Np). Bosesn Sucmo jja 3HaMO BeHY PACIIOJIENLY, a TO 3HAYN
Ja TIpBO MOpamo 1a HaheMo meHy BepOBaTHONY

P(r =36n) = P(max{k > 0| S(k) =0} = 36n) (60)

3a cBako k € Ny. Hauwn Ha Koju ce oiBuja ciiydajHO JiyTare Ipe MOMeHTa 36m HaM Huje OUTaH.
Jeuno je Baxkno ma y Momenty 36n nMa Bpenoct 0 U j1a je HUKa/1a BUINE He jtocerte y Oy ryhiHOCTH.
Hpyrum peunma, y MoMeHTy 361, MU CMO Ha HyJIH, a y MOMeHTY 36n + 1 ciymraMo ce Ha BPEIHOCT
—1 u o1 TOr MOMEHTa, MaKCHMAJTHA BPETHOCT KOjy moctukemo je —1. ToBopehu kpo3 BepoBaTHOhy:

P(r =36n) =P(S(36n)=04& S(B6n+1)=-1) - P<k>rgzgnz+1$’(k) = —1). (61)

[IpBu wnan mpou3Boma MOXKe Ja ce n3padyna kopucrehn nedununujy ycaoBHe BepoBaTHOhE.

P(S(36n) =0 & S(36n +1) = —1) =
= P(S(36n) = 0) - P(S(36n +1) = —1 | §(36n) = 0) =

n

36n
— ( >p35n+1(1 _ p)n

n

Jpyru wian upoussoja jeauauune (61) MoxKe Jia ce peiy Ha UCTH HAYUH KAO IITO CMO I'a PEIIUIN
u y cekunju 3.2. Ilocrymak je jemnocrasan - BepoBaTHOha s1a cMo Ha Bpemnoctu —1 u ga nehemo
uhu u3HaI Be ce Mojy/apa ca BepoBaTHONOM Jla MO Ha HyJIM y IOYeTKY U Jia Hukaja Hehiemo uhu
usHayt Hyste. Tako na jennaunsa (53) Moxke Ja ce uckopucTu y cuenehem,

1

= 5% (63)

P( max S(k) = —1> = P(mawS(k) = O) =P(M =0)
k>36n+1 k>0

Caza umanmo cse mro Ham Tpeda u kopucrehn jennaunny (59), jennauuny (60) u jequaauny (61),
3a cBako n € Ny godujamo

1 36n
P(r = 36n) = — - 35+l _ ),
( ) 36 ( " )p (1-p)
Bousiesin ducMo 12 3HAMO HEIITO BHUINE O CaMoOj pacioiesd (Kao IITO je OYeKHBAHA BPEJIHOCT,

UTH.), aau (32") je memoryhe n3padyHATH CACBUM IIPEIM3HO YaK M YCIOMON IIPOTPAMCKHUX IAKEeTa.

Kopucruliemo Crupsmarosy anpokcnmaimjy dbaxropujaia (Keura [11], 84. crpana):

n n
n! ~V2mn (7)
e
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rie je e Ojiepos opoj. Kopucrehu ra y marmoj pacmojesn

36n) _ (36n)! 6 36%" 6 a5 (36))"
n ) nl35n)! " \/70-7n 35%"  \/T0.7n 35 .

Haxkie,

D 1 36\ %° !
P(r — ~P. . A=) - .
(7= 36n) ~ & —m—— (35 (35> P> p))

Anpokcumanyja jaje nNpudInXKHY BpeaHocT BepoBarHohe. [IpuMmeTnMo 7@ YKOJHUKO KOPUCTHUMO
anpokcumanujy, P(7 = 0) nuje nedbunucana u P(7 — 0) = oco. Cieau nopeheme TaaHuX BpeIHOCTH
U AIPOKCHUMAITHja y TadeJIn.

Yuesm cvo kox y Wolfram Mathematica koju je mar y qomarky moj craBgkoM 14)

n Tauna Bpennoct | Anporcumarimja
0 0.027027 -
1 0.0100792 0.010931
2 0.00741327 0.00772642
3 0.0061339 0.00630619
4 0.00534681 0.00545923
5 0.00480038 0.0048102
10 0.00341621 0.00344481
20 0.00241645 0.00242655
50 0.00151465 0.00151718
100 0.00105162 0.00105249
1000 0.000235898 0.000235918

Tabema 2: Ilopeheme TauHUX BPEIHOCTHA U AIPOKCUMAIIN]a

Kopucrehu Wolfram Mathematica -y,

B(1) ~ 46658.9 (64)
D(7) ~ 4.41222 - 10° (65)
o(T) ~ 66424.5 (66)

Memujana je 583, 95% kBanTui je anpokcumarusho 128 135.
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Verovatnoca

Raspodela poslednjeq izlaza

0.025

0.020

0.015

0.010 A

0.005 A

—— teoretska raspodela
—— srednja vrednost MK: 46655.99999997968

0.000

20600 40600 60{500 80600 lDUbOD
Vreme poslednjeq izlaza

I'paduk 2.2: Pacmonesa BpemMena mocjesmer n3aa3a
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4.3 bBpoj mocera Hy/In

Cama ducMo Bosiesin Jia 3HAMO KOJHUKO IyTa hemo mocerutu nyiay. [ledbwunummmo ciaydajay
BeJIMUMHY Z KOja IpeJcTaBjba OpOj myTa Kaja cMmo nocetuwin Hyay. OHa je meduHucana ca:

o0
Z = E X{S(n)=0}>
n=0
rae je x mHANKATOp ciaydajue BejamdnHe. CiyuajHa Benmanaa Z MOXKE J1a MMa CAMO BPEIHOCTH U3
N, mrro 3naun na je P(Z > 1) = 1. lus oBor nornoriasmba je Ja nponaljeMo pacuojeny 3a Z U TO
3na4qu Ja Tpeda ma Hahemo

P(Z =k) <ZX{S(n 0}>—k

3a CBe II03UTHUBHE K.

MozkeMo J1a HAaCTABMMO Ha UCTH HAYUH Kao IITO CMO pajuiau y cexknuju 3.3. Durcupajmo
k € N. Ako je Z = k, MOXKeMO Jja pa3ie/iiMo CJIydajHo JiyTame Ha k menosa. denosu 1,....k — 1
Cy WJEHTHUYHHU 3aTO INTO CBU MOYWELY y HYJIM, 3aBPIIABajy ce y HyJIM U HUKaJa HE MMPoja3e Kpo3
Bpennoct mysa y mehyspemeny. Ilocienmu, ogaocHo k-Tu, €0 je Apyraduju, BaeMo 0 BPEIHOCTH
—1 u Bume ce He TEHEMO U3HAJ Te BpeaHocTH. Penmmo ma ¢y p;, @ € {1,...,k} BepoBaTHOhe cBUX
nenoBa penoM. Beposaraohe na pi, ..., pr—1 Ccy jeaHake. Kao mTo MoxKeMo J1a BUIUMO, OBU JIEJIOBH
cy meljycobuo mezapucuu. Taxko ja,

K k-1
=11Ipi =px [T pi = pr(p)* (67)
i=1 i=1

IIpe ceera, npso nporahumo pi. Ona Moxke dutu nmponaleHa Ha CIMYaH HAYUH KO Yy CEKIUjU
3.3. Ommcano peunMa: MU CMO HA HYJHM y HEKOM MOMeHTy 36n. ¥ cienehiem Kopaky mMopamo Ja ce
cirycrumo Ha Bpensocr —1 (g = %) U 0] cajJia Ha JaJjbe, MOPaMO OCTaTu ucnof, —1 (Ham MakcumyMm
je —1) u To je curyanuja ujeHTHYIHA OBOj: MU MO Ha 0 ¥ MOpPAMO Jla OCTAHEMO HCIIOJ[ T€ BPEIHOCTU
(u To je Beposarnoha P(M = 0)). Ilpumernmo na cmo BepoatHohy P(M = 0) padyHamm camo

HyMepuuku. V3 Tora modujamo

36 36 1 1
— - P(M =0 .
37 ( )= 37 36 37

Crenehe, Bosiesin ducMmo Ja 100MjeMO BPEIHOCT p1. 3HAMO Ja je CyMa BEPOBATHONA Y PACIIONE/IN
citydajue BesmuuHe jennaka 1 u kopucrelin jenuauny (67) u (68) modujamo

Pk = (68)

o0 o0 B 1 o0
1= P(Z=k =) pr(p) —72

k=1 k=1 k=1

3 ! (69)
37 = A

;(pl) -

36
P = 37
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To je ce mTo HaMm je moTpedHO Ja Hahemo pacmosmeny ox Z. Tako 7a,

1

P(Z=k)= g

(%)

(70)

To je maenTHYHA pacrmojesia Kao Kaja ce KiaaauMo Ha 60jy. OdueknBana BpPEIHOCT, JUCIEP3H]a,

UTJI. Cy:

E(Z) = 36,
D(Z) = 1332
o(Z) = 36.5

3HavajHu KBaHTWIM Cy: MeaujaHa je 25 n 95% ksanTua je 109.

Raspodela broja poseta nuli

Verovatnoca

0.025

0.020 4

0.015 1

0.010 4

0.005

0000

—— teoretska raspodela
— srednja vrednost: 36

o 50 100

Broj po

]E;"J ZIIIICI 25ICI
seta nuli

I'pacdux 2.3: Pacmonena Spoja mocera Hyn

48



4.4 Moute KapJiio cumysanuje

Cana hemo momarke modujene Monte Kapio meromom anajmsuparu jga/be. Kopucruia cam
nceyocaydajae oOpojeBe kako omx cumysiaupasia 1 000 000 ciaydajuux Jsyrama. OszHaunmo ca R;
cBaky cumysanujy ox S(n). 3a cse R; kopuctuhiemo BpemsHoctu mMakcumyMma M;, BpeMme 3ajiber
n3aza 7; u Opoj nmocera wynu Z;. OBu nomanu nmomohu he HaM JIa IPOBEPUMO HYMEDPUIKE PE3yJITare
Jo0ujere y MpeTXOaHUM ceKimjama. Kopuctuhemo 3aycTaBHO TPABUIIO, KOje e OUTH JT0tha TPAHUIA
CJIYYajHOT JIyTarba, ImocTaBbena Ha BpeanoctT of -2000. Kaja mocTurie oBy BPEIHOCT, CUMYJIAIIA]A
he craru.

Kon koju je kopumthen 3a cnposoheme Monre Kapio cumymnarnuje (Python mporpamvcku jesnk)
je ucTu Kao y oJesbKy 3.4.

Kopx xoju je xopunihen 3a nocraBbame ycsiosa 3a crparerujy jeasor opoja (Python nporpamckun
jesWK) je Jar y JOJATKY IOJ| CTAaBKOM 15)

4.4.1 Makcumym

M; je makcumywMm i-Te cumynanuje. Cpemama Bpemnoct M; je:

My = 639, 175.

WurepecanTHO je TO Ja je HOTBPHEHO OCIUIATOPHO MIOHAIIAkE 38 MaJie BpeanocT M npeasuhernx
TEOPHjCKOM PACIOJIEIOM MAKCUMYMA.

V3opauna aucrepsuja MakcuMmyMa je Sy = 46.1 - 10, 10k je ysopauna crammapamna esujanmja
sy = 6788.2. Hymepuuke BpeqHOCTH OYEKHBAHE BPEIHOCTHU, JHCIIEP3Uj€ U CTAHIAPIHE IEBUjAIMje
cy nare jennaunaama (56), (57) u (58).

W3 oBux pesynrata M TeopeMe H MOXKE Jia Ce KOHCTPYHIIE WHTEPBAJI MOBEPEHA 33 OUCKUBAHY
BDPEJIHOCT fipr. 3a N — 00

Plug < VN(My — par)/Sn <ui-g) = 1—a.

95%-THE MHTEPBAJ IOBEPEIbA 34 [y je

[ € (628,00;650,34).

Ha cnemehoj coauimm moxkemo BuaeTH:
-I'pacduk perarusme ppekBeHIIAje ca Y30PAIKOM CPEIIHOM BPEIHOIINY
-Penatusna dpeksenruja 3a Moure Kapio mojgarke
-Pacnonienna makcumyma

Kon koju je xopumlien 3a mspadyHaBame Menujane u nprama rpaduka (Python nporpamckn
jesuK) je Jar y JOJATKY IOJ] CTaBKOM 16)
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Raspodela maksimuma M

(05 mmE Monte Karlo
— srednja vrednost: 627.89769
g 20020
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C 00015
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0.0005
£.0000
o 200 400 600 200 1000
Maksimum

I'padux 2.4: PenaruBna u KymynaTuBHA (DPEKBEHITNja MAKCUMYMa Ca Y30PAIHOM CPEIIHOM
BPEHOIINY ¥ PACIOEIIOM MaKCUMyMa
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4.4.2 Bpeme mocseamer msJjasa

[IpermocTaBuMo 1@ je T; BpeMe TOCJIEIIHEr U3J1a3a 4-Te CUMyJIalyje. Y30padHa Cpe/iihba BPeIHOCT
je

T~ = 46432.8.

Vsopauna aucrepauja je Sy = 3.9851 - 1010,

Y3opadna cranjap/iHa gesujanuja je sy = 199273.18.

Y cermenty 4.2, u3Bejn CMO AlPOKCUMAIIAje OYeKUBAHNX BpeaHocTH, uth. odujenu cy cienehu
pe3yaTaTin:

E(1) ~ 46658.9,
D(7) ~ 4.41222 - 10°,
o(7) ~ 66424.5

95%-THU MHTEPBAJI IOBEPEHA 38 (i, je

tr € (46105;46760.6).

Ha cnemehoj ciauru MoxkemMo BUIETH:
-I'paduk pesraTuBHe ppeKBeHIMje ca Yy30PauKOM CPeIEOM BpPeIHOIINY
-Penarusna dpexsenmnuja 3a Monte Kapio mogarke
-Pacmonena Bpemena mociemqmer n3aasa

Kop 3a pauyname u nprame rpaduka je 1aT y J0JATKY [0, CTaBKOM 17)

Raspodela vremena poslednjeg izlaza

teoretska raspodela
0.006 1 B Monte Karlo
M 0.005
U
Q
= 0.004 4
!
g
0003
o

H 250 500 750 1004 1250 1500 1750 2000
Vreme

I'paduxk 2.5: PenaruBHa n KymynaruBHa (DPEKBEHIM]a TOCIEIHEr U3J1a3a Ca Y30PAYHOM CPEIEOM
BPE/HOIINY ¥ PACHOEIOM BPEMEHA, ITOCJIE/ el U3J1a3a,
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4.4.3 Bpoj mocera HyIH

OzHaunMo Z; Kao Opoj mocera HyJIU i-TOT CJIyYajHOT JIyTara. ¥Y30padHa CPeJiha BPEIHOCT je

Zn = 35.239.

E(Z) = 36 u3 jenmaqnme (71).

V3zopauna aucnepsuja je S% = 762303.1 u D(Z) = 1332 u3 jennaunme (72).

VYsopauna crasgapiaHa nepujanmja je sy = 876.1 u o(Z) = 36.5 u3 jennaunne (73).

W3 oBux pesyiTaTe U TeopeMe 3, MOYKEeMO 13 KOHCTPYHUIIEMO HMHTEPBAJI I0BEPerha, 33 OYCKUBAHY
BpPEJHOCT fiz. 3a N — 00

Plug < VN(Zx — puz)/Sn < u—g) = 1-a.

95%-THN MHTEpBAJ MOBEpema 34 [y je

[z € (33.8;36.674).

Ha cnemehoj ciurm MoxkemMo BUIETH:
-I'pacduk pernarusne ppekBeHIIAje ca Y30PAIKOM CPEIHOM BPEIHOIINY
-Penarusna dppexpennuja 3a Moure Kapsio mogarke
-Pacnogerra mocera mymu

Kog 3a pauyname u nprame rpaduka je 1aT y A0JATKY [0, CTaBKOM 18)

Raspodela broja poseta nuli

0.030 1 teoretska distribucija
B Monte Karlo
0.025 1 —— srednja vrednost: 37.03006

0020 A

0015 A

0010 A

Verovatnoca

0005 4

0000 -

0 100 ?JIIJU 300 400
Broj poseta nuli

I'padux 2.6: Penarusna u KymysatuBHa GpekBeHIja Opoja MoceTa HYJIU Ca Y30PaTHOM CPEJIHOM
BPEJHOIIIY ¥ PACIOJEIOM Opoja ImoceTa HyJIu

JIuteparypa kopuiihena y osom morJasssy: [2], [3], [8], [12], [13]
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5 3akJspydyak

Obstact BepoBaTHOlIE je TPa UITMOHAJIHO [IOBE3aHa Ca IIPOdJIeMUMAa Urapa Ha cpehy. Y 0BoM pajy
j€ YKpaTKO OmucaHa u, Ha omadpaHuM IpUMeprUMa, WIyCcTpoBaHa Ta Be3a. C apyre crpane, JeTajbHO
je ommcana urpa Ha cpehy pysner m ymopehene cy aBe pasjmauTre crpareruje y Toj urpu. Jlodujern
cy caenehu pe3yaTaTu:

IIpBeno-1ipua crpareruja u cTpaTerrja jeJIHOr Opoja MMajy MCTO OYEKHBAIHE, AJIM PA3THIUTY
aucnep3njy. IIpumeTumo ma cy cBu pe3y/Tard JOOHMjeHH CTPATErHjoM jegHor Opoja TOOHjeHH Hy-
MEPUIKUM IPOPAIyHUMa D€3 PEJIEBAHTHO TEOPHjCKOT JI0Ka3a. ATPOKCUMATHBHY PE3YJITATH IO IPIKAHY
cy MonTe Kapmo cumymammjom.

MaxkcuMyM nMa OYeKHBAHY BPeIHOCT 18 y I[pBEHO-I[PHO]j cTparernju, a npudinkuo 630 y crpare-
TUju jeJTHOT Opoja, mTo je 35 myTa Bure. BepoaTraoha ma hemo jeHOM, €BEHTYAIHO OCBOjUTH HEIIITO
je npudnmxkuo 0.947 y npeeHo-1pHOj crpareruju u npudsmxkao 0.9722 y crpareruju jegHor dpoja.
Ca oBe Tauke ryejuinTa, kiaaheme Ha 0poj je dosba omIHja.

Bpeme mociemmer msmaza nmMa odekuBaHy BpedHOCT 1368 y I[PBEHO-I[PHO] CTPATETWjH U IIPH-
dmmkno 46659 y crpareruju jegHor Opoja. AKO ce KJIaJuMO CTPATEernjoM jegHor dpoja, Urpa MOXKe
Ja Tpaje JiyzKe WU Makap Ja Jy2Ke BPeMeHa caJilio OyJie U3Ha 1 HyJle, TAKO Ja je Y TOM CMUCIY 00Jba
OIIINja 33 UTPY.

Bpoj nocera Hyam mMa WIEHTHYHY OYEKHBAHYy BpeaHOCT 3a obe crpareruje. Tako ja cy ca oBe
TadKe TJIEUINTA OBe CTPATErnje PABHOIIPABHE.

W3 mperxomHux MmorjiaBsba Jeflyje Ja je CUTYypHHUje UTPATH IIPBEHO-IIPHY CTPATErujy, y KOjoj ce
yJIOT paz3fenn, ajad 3aK/bydyjeMo J1a je WIaK MHOIO PUCKAHTHHja CTpaTeruja jeaHor Opoja 0osba
oniyja 3a urpamwe 300r sehe mucrepsuje.

JlaxJie, 3ak/bydak OBOI pajia je Ja Urpaibe cTpareruje jemaHor opoja (Hepasle/beHd yJIor) UMa
Buire deHndUNKja 3a HAC, TAKO Ja je UIIaK O0Jbe Ja Ce OJJIyINMO 3a OBY, PUCKAHTHU)Y CTPATEru;jy.
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7 Dbwuorpadmuja

Cnuka 5: Munna Baajuanh Tamuh
Cnukao: Mupocnas Ilerposuh

Muuna Buajunh lamuh pobena je 5. ampmia 1990. romume y Beorpany, rme je 3aBpmimiia
OCHOBHO W Cpe/libe 00pa3oBame Kao J00uTHUK BykoBe Harpaje. CpeImoIIKoICcKO 0Dpa3oBame
crekia je y Tpehoj deorpajickoj ruMHA3HUH - NPUPOIHO MATEMATHYKH CMED, HAKOH Yera yIIHCYyje
CraTucTuky, akTyapcky u (puHaHCHjCKYy MareMaTuky Ha Maremarmakom caxynrery y Beorpasy.
Hurtomupada je 2018. rogusae u HaKoH Tora ynucyje Macrep crynmje Ha moMeHYyTOM (DaKyJITeTy 3a
koje nodbuja crunenaujy T kommanuje Ask me Why 2020. roguue. ITpBa pajsna nuckycrsa crude Kao
crasHu mpodecop MaTeMaTuKe Y OCHOBHUM W CPEIIbUM IKojaama, a 3atuM Kao .NET mporpamep y
dupmama kao Asseco, TNation ca najaykum 3apKaBameM y PermydsmakoM 3aBo/Ly 3a CTATHCTHKY,
CEeKTOP 3a JUCEMUHAIN]Y U WHTErPAIN]y aIMUHUCTPATUBHUX U3BOPA.

2018. rommue mpuIpyKyje ce yapyxkemy Valinor kao ¢huHAHCHjCKU CABETHUK, & YjeIHO ce oKpelie
MIPOMOIIMjU TE€JMUHT WHIYCTPHUje KPO3 OPraHM30Balbe XyMAaHUTAPHUX JeIaBarba, TejMUHT Jorahaja,
MIPOMOIIMj U KYJITYPE U OJICKOpa MOYnibe fa paan Kao 3D annMaTop y IpUBATHO] T'€jJMUHT KOMIIAHUjH.
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8 Jloamatak

1) Kopx 3a cauky 3 na crpanu 18.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Define the points

points = {

0: (0, 0),

1: (1, 1),
2: (2, 2),

3: (3, 1),

4: (4, 2),

5: (5, 3),

6: (6, 2),

7y (7, 1),

8: (8, 0),

9: (9, -1),
10: (10, 0),
11: (11, 1),
12: (12, 0),
13: (13, -1),
14: (14, -2),
15: (15, -1),
16: (16, 0),
17: (17, 1),
18: (18, 2),
19: (19, 3),
20: (20, 2),
21: (21, 3),
22: (22, 4),
23: (23, 5),
24: (24, 4)

}

# Extract = and y coordinates of the points
x_coords = [point[0] for point in points.values()]
y_coords = [point[1] for point in points.values()]

# Plot the random walk
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(x_coords, y_coords, color='black', marker='o', linestyle='-"', linewidth=1)

# Mark specified points

mark_points = [0, 2, 5]

for point in mark_points:
plt.text(points[point] [0], points[point] [1], \\
f'A{point}', ha='right', va='bottom', color='black')
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# Set the y-azis limits
plt.ylim(-3, 6)

# Remove the = and y axis labels
plt.xlabel('"')
plt.ylabel('"')

# Set the z-axzis and y-azxis color to black
plt.axhline(0, color='black', linewidth=1)
plt.axvline(0, color='black', linewidth=1)

# Add arrows at the ends of = and y azes
plt.annotate('', xy=(25, 0), xytext=(23.5, 0), arrowprops=dict(arrowstyle='->', color='black'))
plt.annotate('', xy=(0, 5.5), xytext=(0, 4), arrowprops=dict(arrowstyle='->', color='black'))

# Remove the ticks for the wvalues on the = and y azes
plt.xticks([])
plt.yticks([])

# Remove the grid
plt.grid(False)

# Remove the outer boundaries
for spine in plt.gca().spines.values():
spine.set_visible(False)

# Display the plot
plt.show()

2) Kon 3a ciuky 4 na crpanu 19.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Define the points
points = {

0: (4, 2),
(5, 1),
6, 2),
7, 1),
(8, 0),
4, -2,
(5, -1),
6, -2),
7, -1,
2 (8, 0),
10: (9, -1),

© 00 ~NO O WN -
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11: (10, 0),

12: (11, 1),
13: (12, 2),
14: (13, 3),
15: (14, 2)

}

# Extract = and y coordinates of the points
x_coords = [point[0] for point in points.values()]
y_coords = [point[1] for point in points.values()]

# Plot the random walk
plt.figure(figsize=(10, 6))

# Plot dotted line for points below the z-azis and up to point X

x_below = x_coords[5:10]

y_below = y_coords[5:10]

plt.plot(x_below, y_below, color='black', marker='o', linestyle=':', linewidth=1)

# Plot continuous line for points from point X onwards

x_above = x_coords[:5] + x_coords[10:]

y_above = y_coords[:5] + y_coords[10:]

plt.plot(x_above, y_above, color='black', marker='o', linestyle='-', linewidth=1)

# Plot dotted line for points above the z-azis

x_dotted = [x_coords[4], x_coords[9]]

y_dotted = [y_coords[4], y_coords[9]]

plt.plot(x_dotted, y_dotted, color='black', linestyle=':', linewidth=1)

# Mark specified points

# Set the y-azis limits
plt.ylim(-3, 4)

# Set the z-azis and y-azis labels
plt.xlabel('x")
plt.ylabel('y")

# Set the z-azis and y-azxzis color to black
plt.axhline(0, color='black', linewidth=1)
plt.axvline(0, color='black', linewidth=1)

# Add arrows at the ends of = and y azes
plt.annotate('', xy=(14, 0), xytext=(13, 0), arrowprops=dict(arrowstyle='->', color='black'))
plt.annotate('', xy=(0, 3.5), xytext=(0, 3), arrowprops=dict(arrowstyle='->', color='black'))

# Remove the numbers from the azxes
plt.xticks([])
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plt.yticks([])

# Remove the grid
plt.grid(False)

# Remove the boxz lines that envelop the graph
for spine in plt.gca() .spines.values(Q):
spine.set_visible(False)

# Display the plot
plt.show()

3) Kon kopumhen 3a pauyname Meujana u nprambe rpaduka 1.1 na crpanu 28.

import numpy as np
from matplotlib import pyplot as plt
from scipy.stats import bernoulli

n = 10 *x*6

M_dist = [(18/19)**k/19 for k in range(n)]

M_srednja_vrednost = np.sum([m*k for m, k in zip(M_dist, range(n))])
print ("M srednja vrednost: ", M_srednja_vrednost)
>>> M srednja vrednost: 17.99999999999996

plt.plot(range(100), M_dist[:100], label="teoretska raspodela")
plt.vlines(x=18, ymin=0, ymax=0.06, label="srednja vrednost: 18")
plt.title("Raspodela maksimuma M", fontsize=18)
plt.xlabel("Maksimum", fontsize=18)

plt.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)

plt.legend(fontsize=12)

4) Kon 3a rpaduk 1.2 na crpann 29.

import matplotlib.pyplot as plt

# Define the points

points = {
0: (2, 0),
1: (3, -1),
2: (4, -2),
3: (5, -1),
4. (6, -2),
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5: (7, -3)
}

# Extract = and y coordinates of the points
x_coords = [point[0] for point in points.values()]
y_coords = [point[1] for point in points.values()]

# Plot the graph
plt.figure(figsize=(10, 6))

# Plot the dotted horizontal line at y=-1
plt.axhline(y=-1, color='blue', linestyle=':', linewidth=1)

# Plot the points and connect them with a full black line
plt.plot(x_coords, y_coords, color='black', marker='o', linestyle='-', linewidth=1)

# Mark the points on the z-azis as 2n and 2n+l
plt.text(2, -0.3, '2n', ha='center', va='bottom', color='black')
plt.text(3, -0.3, '2n+1', ha='center', va='bottom', color='black')

# Set the y-azis limits
plt.ylim(-4, 1)

# Set the z-azis and y-azis labels
plt.xlabel('x")
plt.ylabel('y"')

# Set the z-azis and y-azxis color to black
plt.axhline(0O, color='black', linewidth=1)
plt.axvline(0, color='black', linewidth=1)

# Add arrows at the ends of = and y azes
plt.annotate('', xy=(7, 0), xytext=(6.5, 0), \\
arrowprops=dict(arrowstyle='->', color='black'))
plt.annotate('', xy=(0, 1.0), xytext=(0, 0.5), \\
arrowprops=dict(arrowstyle='->', color='black'))

# Remove the numbers from the azes
plt.xticks([])
plt.yticks([])

# Mark the points on the y-azis

y_ticks = [-4, -3, -2, -1, 1]

y_tick_labels = ['-4', '-3', '-2', '-1', '"1']
plt.yticks(y_ticks, y_tick_labels)

# Remove the grid
plt.grid(False)

60



# Remove the boxz lines that envelop the graph
for spine in plt.gca().spines.values():
spine.set_visible(False)

# Display the plot
plt.show()

5) Wolfram Mathematica ko Ha crpann 30.

E1 = Sum[((2 n)/19)*
Binomial[2 n, n]*(19/37)"(n + 1)*(1 - 19/37)"n, {n, 0, Infinity}]
>>>E1 = 1368
E2 = Sum[((4 n~2)/19)*
Binomial[2 n, n]l*(19/37)"(n + 1)*(1 - 19/37)"n, {n, 0, Infinity}]
>>>E2 = 5617008
Var = E2 - E17°2
>>>Var = 3745584
Sqrt [Var]
>>>444 Sqrt[19]
N[444 Sqrt[19]]
>>>1935.35

6) Ko kopuhen 3a uspadynasame Menujane u nuprame rpaduka 1.3 na crpanu 31.

p = 19.0 / 37.0 # sa werovatnocom p: Y(n)=-1, sa verovatnocom 1-p: Y(n)=1
n 10**5

tau = 1/37

tau_dist = [taul

for k in range(l, n):
tau = tauwkp* (1-p)*(2xk-1)*2xk/k/k
tau_dist.append(tau)

tau_srednja_vrednost = np.sum([tau*2*k for tau, k in zip(tau_dist, range(n))])
print("tau srednja vrednost: ", tau_srednja_vrednost)

>>>tau srednja vrednost: 1368.000000000008

plt.plot(range(2000), tau_dist[:2000], label="teoretska raspodela")
plt.vlines(x=1368, ymin=0, ymax=0.025, label="srednja vrednost: 1368")
plt.title("Raspodela vremena poslednjeg izlaza", fontsize=18)
plt.xlabel("Vreme poslednjeg izlaza", fontsize=18)
plt.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)

plt.legend(fontsize=12)
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7) Kon 3a rpaduk 1.4 na crpanu 32.
import matplotlib.pyplot as plt

# Define the points
points = {

0: (0, 0),
(2, 2),
(4, 0),
6, -1),
6, 0),
(7, 1),
8, 0),
(10, 2,
(12, 0),
(13, -1)

© 00 ~NO O WN -
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# Extract © and y coordinates of the points
x_coords = [point[0] for point in points.values()]
y_coords = [point[1] for point in points.values()]

# Plot the graph
plt.figure(figsize=(10, 6))

# Set the y-azis limits
plt.ylim(-3, 3)

# Plot the central line (z-azis)
plt.plot([x_coords[0], x_coords[-1] + 1], [0, 0], \\
color='black', linestyle='-', linewidth=1, alpha=0.5)

# Plot the points and connect them with full black lines

for i in range(len(x_coords) - 1):
plt.plot([x_coords[i], x_coords[i + 1]], [y_coords[i], y_coords[i + 1171, \\
color='black', linewidth=1)

# Plot the vertical dotted red lines at = = 4, 6, 8, and 12
for x in [4, 6, 8, 12]:
plt.plot([x, x], [-1, 1], color='red', linestyle=':', linewidth=1)

# Plot the blue dotted line from (12, -1) to (14, -1)
plt.plot([12, 14], [-1, -1], color='blue', linestyle=':', linewidth=1)

# Set the z-azxzis ticks for even integer values

x_ticks = [x for x in range(15) if x % 2 == 0]

plt.xticks(x_ticks)

plt.tick_params(axis=’x', which='both', direction='in', length=6, width=1)
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# Set the y-azis ticks for whole numbers and draw the ticks on the z-azis
y_ticks = [y for y in range(-3, 4)]

plt.yticks(y_ticks)

plt.tick_params(axis='y', which='both', direction='in', length=6, width=1)

# Add arrows at the ends of = and y azes
plt.annotate('', xy=(14.5, 0), xytext=(13.5, 0), arrowprops=dict(arrowstyle='->', color='black'))
plt.annotate('', xy=(0, 2.8), xytext=(0, -2.8), arrowprops=dict(arrowstyle='->', color='black'))

# Remove all spines

plt.gca() .spines['left'] .set_visible(False)
plt.gca() .spines['right'] .set_visible(False)
plt.gca() .spines['top'] .set_visible(False)
plt.gca() .spines['bottom'].set_visible(False)

# Display the plot
plt.show()

8) Kox 3a pauyname meaujane u nprame rpaduka 1.5 Ha crpanu 33.

n = 10%*3

Z_dist = [1/37 * np.power(36/37, k) for k in range(n)]
Z_srednja_vrednost = np.sum([Z*k for Z, k in zip(Z_dist, range(n))])
print("Z srednja vrednost: ", Z_srednja_vrednost)

>>>7 srednja vrednost: 35.99999999869357

plt.plot(range(250), Z_dist[:250], label="teoretska raspodela")
plt.vlines(x=36, ymin=0, ymax=0.027, label="srednja vrednost: 36")
plt.title("Raspodela broja poseta nuli", fontsize=18)
plt.xlabel("Broj poseta nuli", fontsize=18)
plt.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)

plt.legend(fontsize=12)

9) Kon koju je xopumilien 3a crposoheme Monrte Kapsio cumynanuje na crpann 34.

def simulacija(p, N, n_sims, dobitak):

Z_all = []
M_all = []
tau_all = []

for i in range(n_sims):
if i % (10 *x 3) ==0:
print (i)
bernoulli_samples = bernoulli(l-p).rvs(N)
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Y = np.array(2 * bernoulli_samples - 1)
Y[np.where(Y==1) [0]] = dobitak

S = np.cumsum(Y)

S = np.append(np.array([0]), S) # prut element S[0]=0

M = np.max(S)

M_all.append (M)

tau = np.max(np.where(S == 0) [0])
tau_all.append(tau)

Z = np.sum(S == 0)
Z_all.append(Z)

return (M_all, tau_all, Z_all)

10) Ko xopumilien 3a mocras/barbe yCeaoBa 3a IPBEHO-I[PHY CTPATErujy Ha crpanu 34.

= 10 **x 6 # duzina slucajnog lutanja

19.0 / 37.0 # sa wverovatnocom p: Y(n)=-1, sa wverovatnocom 1-p: Y(n)=1
_sims = 10 **x 5 # ukupan broj simulacija

_all, tau_all, Z_all = simulacija(p=p, N=N, n_sims=n_sims, dobitak=1)

N
p
n
M

11) Koz kopurihien 3a padyHame MeaujaHe u nprame rpaduka 1.6 Ha crpanu 35.

print ("M srednja vrednost: ", np.mean(M_all))

print ("M standardna greska: ", np.std(M_all))

print ("M disperzija: ", np.var(M_all))
print("Verovatnoca M=0: ", np.sum(M_all==0)/len(M_all))
print ("M medijana: ", np.median(M_all))

print ("95-ti kvantil: ", np.quantile(M_all, 0.95))

plt.hist(M_all, density=True, bins=50, label="Monte Karlo")
plt.plot(range(200), M_dist[:200], label="teoretska raspodela")
plt.vlines(x=np.mean(M_all), ymin=0, ymax=0.06, label=f"srednja vrednost MK:
{np.mean(M_all)}")

plt.title("Raspodela maksimuma M", fontsize=18)
plt.xlabel("Maksimum", fontsize=18)
plt.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)
plt.legend(fontsize=12)

>>> M srednja vrednost: 18.04009

>>> M standardna greska: 18.560309878660426
>>> M disperzija: 344.48510279189986

>>> Verovatnoca M=0: 0.0
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>>> M medijana: 12.0
>>> 95-ti kvantil: 55.0

12) Koz kopurihieH 3a padyHame Meaujane u nprame rpaduka 1.7 Ha crpanu 36.

print("tau srednja vrednost: ", np.mean(tau_all))

print("tau standardna greska: ", np.std(tau_all))
print("tau disperzija: ", np.var(tau_all))
print("tau medijana: ", np.median(tau_all))

print ("95-ti kvantil: ", np.quantile(tau_all, 0.95))

axes = plt.gca()

axes.set_x1im([-100, 10000])

axes.set_ylim([0, 0.002])

plt.hist(tau_all, density=True, bins=100, label="Monte Karlo")

plt.plot(range(1000), tau_dist[:1000], label="teoretska raspodela")

plt.vlines(x=np.mean(tau_all), ymin=0, ymax=0.0012,
label=f"srednja vrednost MK: {np.mean(tau_all)}")

plt.title("Raspodela vremena poslednjeg izlaza", fontsize=18)

plt.xlabel("Vreme", fontsize=18)

plt.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)

plt.legend(fontsize=12)

>>> tau srednja vrednost: 1373.6768

>>> tau standardna greska: 1938.0124325560353
>>> tau disperzija: 3755892.188741761

>>> tau medijana: 622.0

>>> 95-ti kvantil: 5292.0

13) Kopx xopumilien 3a nprame mMeaujane u npramwe rpaduka 1.8 na crpanu 37.

print("Z srednja vrednost: ", np.mean(Z_all))
print("Z standardna greska: ", np.std(Z_all))
print("Z disperzija: ", np.var(Z_all))

print("Z medijana: ", np.median(Z_all))

print ("95-ti kvantil: ", np.quantile(Z_all, 0.95))

axes = plt.gca()
axes.set_x1lim([-5, 250])

plt.hist(Z_all, density=True, bins=100, label="Monte Karlo")
plt.plot(range(250), Z_dist[:250], label="teoretska raspodela')
plt.vlines(x=np.mean(Z_all), ymin=0, ymax=0.03,

label=f"srednja vrednost MK: {np.mean(Z_all)}")
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plt.title("Raspodela broja poseta nuli", fontsize=18)
plt.xlabel("Broj poseta nuli", fontsize=18)
plt.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)
plt.legend(fontsize=12)

>>> 7 srednja vrednost: 37.17066

>>> 7 standardna greska: 36.71359823232258
>>> Z disperzija: 1347.8882951643998

>>> Z medijana: 26.0

>>> 95-ti kvantil: 111.0

14) Wolfram Mathematica koz Ha cTpanu 46 3a allpoKCcUMUpame IPUOJNKHAX BPETHOCTH BepoBaTHOLe.

36/37/6%1/Sqrt [70*Pi*n]* (35%(36/35)~(36)*(36/37)~(35)*(1 - 36/37))"n

15) Koz kopurheH 3a IOCTaB/bambe yCJI0Ba 3a CTPATErujy jeTHOr Opoja Ha crpanu 45.

= 10 **x 6 # duzina slucajnog lutanja

N
p = 36.0 / 37.0 # sa wverovatnocom p: Y(n)=-1, sa verovatnocom 1-p: Y(n)=1
n_sims = 10 *x 5 # ukupan broj simulacija

M_all, tau_all, Z_all = simulacija(p=p, N=N, n_sims=n_sims, dobitak=35)

16) Koz kopurihen 3a padyHare MeaujaHe u nprame rpaduka 2.4 Ha crpanu 50.

print ("M srednja vrednost: ", np.mean(M_all))

print ("M standardna greska: ", np.std(M_all))

print ("M disperzija: ", np.var(M_all))

print ("Verovatnoca M=0: ", np.sum(M_all==0)/len(M_all))
print ("M medijana: ", np.median(M_all))

print ("95-ti kvantil: ", np.quantile(M_all, 0.95))

plt.hist(M_all, density=True, bins=200, label="Monte Karlo")
plt.x1im(0, 1000)
plt.vlines(x=np.mean(M_all), ymin=0, ymax=0.0025,
label=f"srednja vrednost: {np.mean(M_all)l}")
plt.title("Raspodela maksimuma M", fontsize=18)
plt.xlabel("Maksimum", fontsize=18)
plt.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)
plt.legend(fontsize=12)

>>> M srednja vrednost: 627.89769

>>> M standardna greska: 639.6189860711328
>>> M disperzija: 409112.44734266395

>>> Verovatnoca M=0: 0.0
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>>>
>>>

M medijana: 432.0
95-ti kvantil: 1901.0499999999884

17) Koz 3a pauyHame MenujaHe u nprame rpabduka 2.5 Ha crpanu 51.

print("tau srednja vrednost:

", np.mean(tau_all))

print("tau standardna greska: ", np.std(tau_all))
print("tau disperzija: ", np.var(tau_all))
print("tau medijana: ", np.median(tau_all))

print ("95-ti kvantil: ", np.quantile(tau_all, 0.95))

axes = plt.gca()
# azes.set_zlim([-50, 5000])
axes.set_ylim([0, 0.007])

plt.
.plot (range(2000), tau_dist[:2000], label="teoretska raspodela")
.title("Raspodela vremena poslednjeg izlaza", fontsize=18)
.xlabel ("Vreme", fontsize=18)

.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)

.legend (fontsize=12)

plt
plt
plt
plt
plt

>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

hist(tau_all, density=True, bins=80, label="Monte Karlo", range=[0,2000])

tau srednja vrednost: 46560.68676

tau standardna greska: 66277.49041117747
tau disperzija: 4392705735.203721

tau medijana: 20952.0

95-ti kvantil: 179748.0

18) Kopu 3a pauyHarme Meaujane u nprarbe rpaduka 2.6 na crpanu 52.

print("Z srednja vrednost: ", np.mean(Z_all))
print("Z standardna greska: ", np.std(Z_all))

print("Z disperzija:
print("Z medijana:

, np.var(Z_all))
, np.median(Z_all))

print ("95-ti kvantil: ", np.quantile(Z_all, 0.95))

plt
plt
plt

plt
plt
plt

.hist(Z_all, density=True, bins=100, label="Monte Karlo")
.plot (range(250), Z_dist[:250], label="teoretska raspodela')
.vlines(x=np.mean(Z_all), ymin=0, ymax=0.03,

label=f"srednja vrednost: {np.mean(Z_all)l}")
.title("Raspodela broj poseta nuli", fontsize=18)
.xlabel("Broj poseta nuli", fontsize=18)
.ylabel("Verovatnoca", fontsize=18)
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plt

>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

.legend (fontsize=12)

Z srednja vrednost: 37.03006

Z standardna greska: 36.49614276052197
Z disperzija: 1331.9684363964004

Z medijana: 26.0

95-ti kvantil: 110.0
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