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I'maBa 1

YBOI

AjtropuTMu CTATHCTUYKOT W MAIMUHCKOD YU€Hha Cy Y HOCIEIbUX HEKOJIHKO
JlelieHnja, TOXKUBe/IN 3HAYajaH HAIIPEIaK U HUX0Ba IMpUMeHa je cBenpucyTHa. OBaj
Op3u pa3Boj je pe3yJaTaT HAIpeTKa Xap/iBepa W cBe Behe goctymHOCTH ypebhaja
KOjU HENPEKUTHO MPUKYILJhajy orpoMue Kojmduue uudopmaimja. CTaTuCTUYIKO,
OJIHOCHO MAIIMHCKO y4erhe NMa OpOjHe IPUMeHe y CBAKOJHEBHOM YKUBOTY, Kao IIITO
Cy TIepCOHAIN30BAHU CaJIPKaj, MIPEITO3HABAHE TOBOPA U TJIaca, JIeTeKINja IpeBapa,
ayTOMAaTCKO HUCIPAB/bAIbE ITPABOINUCA, OOOJBIINALE MEIUIIMHCKE JTUjATHOCTUKE U
MHOTe JIpyTe. ¥Y3 TO, y JIaHAIe BpeMe cBe delrhe ce roopu o nojmy “Big Data”
KOJU Ce OJIHOCU Ha BeJIMKe KOJWIWHE I0JlaTaKa KOje Ce TeHEPUILy W MPUKYILbajy
13 Pa3/InIUTUX U3BOPA. A.HFOpI/ITMI/I MaIIMHCKOI' y49€iba HaM IIOMa2Ky J1a U3BYYI€EMO
KOpucHe nH(OpMaIije U3 OBUX MOJIATaKAa.

OcuM MaImMHCKOT ydYerha U IPUPO/IHE HAyKe Cy TOKOM IPOTEKJIE JCTeHH]je J10-
JKUBeJie 3HaYajHy PEeBOJIYIN]Y 300 Op30r HAIpeTKa TEeXHOJIOTHje U JIaDOPaTOPHj-
ckux wmHCTpyMmenarta. Jlobap mpumep jecre OMOMEIUIIMHCKM JIOMEH, KOjU je Ha-
IpaBUO M3y3eTaH HaIpeJak OJ yBoDerma KOMILIETHOT CeKBeHImpama reaoma. OBa
ITOCTTEHOMCKa epa JIOBeJIa je /10 T0jaBe HOBUX TEXHHWKA BHCOKE MPOIYCHOCTH KOje
TEHEPUIITy OTPOMHE KOJUYUUHE IMOJATaKa, ITO je PE3YITUPAIO €KCIIOHEHII]ATHIM
pacToM OMOJIOMKHNX 0a3a ImojiaTaka. ¥ MHOTHUM CJIydajeBHMa, OBe Oa3e IoJiaTaka
cajipke Behn 6poj arpudyTa MM TPOMEH/bUBUX y Mopehemy ca dpojeM rmocMarpa-
ba. PeruMo, craniap Hu CKyIIOBH IO/IATaKa Ce CACTOje OJT XM/ba[a TPOMEH/bUBUX
y JecernnaMa y3opaka. OBa mojaBa HUje MCK/BYYMBO Be3aHa 338 OMOMEJIUIIMHCKA
UCTpaXKMBama, Beh ce jaB/ba M y JIDYTUM OOJIACTHMA KaO INTO CY PadyHapPCKU
BHJI, TJIe Ce CJINKE MPeJICTaB/bajy Kao MATPUIIE TTUKCea, ay TOMATCKa aHAJIN3a TeK-

CTa, aHaJIM3a BPEMEHCKUX Cepﬂja, HMHTEPpHET IpeTpazKuBa4dl U II€PCOHAJIN30BaHE
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IIPETOpPYKe U TaKO JIajbe.

HakJte, cBe derrhe ce JienraBa Jia da3e IMojlaTaka Koje Tpeda OOpaJUTH MMajy
Besiuku Opoj mpomensbuBux. IIITo je Behum Opoj mpomMeH/bUBUX TeKe WX je UH-
TepIPETUPATH, BU3YAIU30BATA U TPUMEHUTH PA3JIUIUTE METOJIE CTATUCTUIKOT U
MaImuHCKOT y4ema. [locedan mpodsiem mpuMene pasjuyduTUX aJropUTaMa Ha BH-
COKOJIMMEH3UOHUM TIOJIAIlMa je padyHapCKa CJIOXKEHOCT. 300r' cBera HaBeJIEHOT
cMambeme JIMMEH3Uje MPEeJICTaB/ha BaKaH KOPAaK y IPUIPEMH IOJATaKa 3a J1aJby
obpary.

YobuuajeHu MPUCTYII 3a CMabehbe JTUMEH3Hje je Kopulliheme ajaropuramMa Koje
pa3Bujajy CTpy4maly y ojpeheHuM odJacTUMa U MPUMEbY]Y ce caMO Ha CIIeIn-
duune mnmpodseme u jgomene. Ha mpumep, mocroje ajaropurmMu 3a 00pajy TEKCTa,
AJITOPUTMU 33 IPENO3HABabe JIMHUja WU UBUIA HA CJAUKAMa U caudHo. MehyTum,
OBU AJITOPUTMHU IIPETIOCTaB/bajy ojipeDeHa CBOjcTBa IOJIaTaKa W PeIlaBajy Camo
KOHKDETHE IMpodjeMe, Ta je TOKeJbHO MpOoHalhu ajiropuTMe KOju Cy NPUMEUBU
Ha IIUPEM CIIEKTPY IpodsieMa. JeJlaH TakaB METOJI jecTe aHaJIn3a IVIABHUX KOMIIO-
weutu (enr. Principal Component Analysis, PCA) Koja ce ocnama Ha TPUHIAIE
JITHeapHe ajiredpe Kako OM CMarbujia OpOj aTprOyTa W eJIMMUHHUCAJIA KOpeJsalluje
y nojganuma. Kiby4una wieja je mpoHahin HOBU KOOPJMHATHU CUCTEM Y KOME Ce
YJIA3HU IIOJIAI MOTY TPEJICTABUTH CA& MHOI'O Makhe IMPOMEHJHBUBUX O€3 3HAYAjHUX
ryouTaka.

Cmamerme IUMeH3HWje To/aTaka je BaykaH KOpPaK y aHaIn3u jep oMoryhasa
JIAKIIIe PA3yMeBakhe, THTEPIPETAIN]Y U BU3YAJIU3AIN]y KOMILIEKCHIUX CKYIIOBa I10-
naraka. Takohe moxke odoJbIIaTH TIepOpPMaHCe MOJIEIA MAITUHCKOT YYerhba TaKO

mTo he CMamUTH IPEKOMEPHY CJI0YKEHOCT U MOBehaTn TeHepaJIn3alin]y.
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OcHOBHHU IOjMOBHU

V oBoMm noryiaB/by hemo HaBeCcTu HEKe OCHOBHE II0jMOBE U3 TEOpHje BepoBaTHONE

" JITHeapHe ajredpe MoTpedHe 3a pa3dyMeBaibe JIa/bel TEKCTA.

Hedununmja 2.1. Hexa je (£, A, P) apoctwiop eeposatinohia u n Upouseomat
apupogar opoj eehu og 1. Qynxuyuja X :  — R™ 306e ce suwequmen3uorania

CAYMATHA GEAUMUNA U CAYHAjaH 6eKTIOp ako 3a ceéaku Bopeaos ckyu B € B"
saoicu X 1(B) € A.

Teopema 2.2. a) Hexa cy Xi,Xo,..., X, cayuajne seauuune. Taga je X =

(X1, X, ..., X)) N-gUMEHBUOHAAHA CAYHATHA BEAUNUNQ.

6) Hexa je X = (X1, Xo, ..., X)) n-gumensuonasna cayuajna seauvuna. Taga

cy X1, Xo, ..., X, cayuajre seauvune.

N3 nperxomae TeopemMe Caean Jia je n-IUMEH3UOHAJHA, CIyYajHU BEKTOp ype-
Dena n-Topka caydajHUX BeJIUINHA.
Cama hemo nmedunumcarn aBa KoedHUIMjeHTa KOJH C€ UECTO y3UMAjy 3a Mepe

3aBUCHOCTH CJIy4YajHuX Bestmdnna. To cy KoBapujaiyja u KoeduimjeHT Kopesaruje.

Teopema 2.3. Hexe cy X u Y cayuajne seauvure ca KOHAYHUM U CUPOTO Ge-
hum og nyse guctepsujama. Kosapujauuja cayvwajnuxr eeauvuna X u 'Y je opoj

cov(X,Y) sagat ca
cov(X,Y)=E(X -EX)(Y —EY)=E(XY)—-EXEY.
Koegpuywjent xopenravyuje cayuajrur eeauvuna X u'Y je o6poj

_ E(XY)- EXEY
pxv VDX\DY
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Cnyqajue Besimanne X u Y cy Hexkopeaupare ako Cy HUXOBA KOBapHjaluja, a

CaMUM THUM U KOe(DUINjeHT KopeJsalnje jeIHaKU HYJIU.

Teopema 2.4. Hexa cy X u Y cayuajne seauvure ca KOHGYHUM GUCTEP3UJAMG
PABAUNMUTIUM 0 HYAE. 36 KoePUUUJeHTl KOpesayuje WUT CAYYAJHUL BEAUNUHA
saotcu Hejegraroct |pxy| < 1. Ipu Wome, jegHaKOCTL 6adHCU AKO U CAMO GKO je

3a8UCHOCTE CAYYaIHUL seauvurna X u 'Y auneapHa.

Hedbunummja 2.5. Hekxa je X = (X1, X, ..., X)) cayuajan eexwop, waxas ga
sa cee k € {1,2,...,n} eancu EX? < +o0o. Matipuya B = [by]nxn, g€ je
b = cov(Xy, X)) 306e ce K08apUIAUUOHA MATUPUUG UAU MATEPUUE KOBAPUJAHCE

cAYuaHot eextiopa X.

Teopema 2.6. Mawpuua B = [by|nxn je K08aPUjaUUOHG MATUPUYA UAU MATLPU-
uya Kosapujance nexor caywajnor eexwopa (Xi, Xo, ..., X,) axo u camo axo je B

CUMETUPUNHE U HEHETATUUBHO gedﬁunummﬂ MATPUQ.
V HacTaBKy HaBOJMMO jOII HEKe pe3yJiTaTe U3 JIMHeapHe aJjiredpe.

Hedbununmja 2.7. Bexwop v € R" je couctisenu sexmop mawpuye A € R™"

ca ogrosapajyhiom couctieenom epeghowhy A € R axo je
Av = )v, v #0.

Hedbununuja 2.8. 3a mawpuyy A € R™" gedunuwemo xapaxiiepuciusHi
UONUHOM 09 A Kao

ka(z) = det(A — 2I).

Teopema 2.9. A\ € R" je cotcmisena spegrocti matlipuue A axo u camo axo je

ka(\) = 0.

Teopema 2.10. Hexa je A € R™"™ Gosutiusro cemugepunuttina matipuya. Taga
cy rene couctisene epegroctiy, Heneltatuete. CoUcleeny 6eKWOPU KOJU 0GTO6a-

PAJY PA3AUNUTAUM COUCTTBEHUM BPEGHOCTIUMA MAThpuye A cy opthoToHaiHU.

Teopema 2.11. Csakxa cumetipuvha matwpuua A je optlotOHAAHO CAUYHG GU-
jatonaanoj matmpuyu, ogrocro eadwcu A = PDPT, ige je P opmotonanna, a D

JUJATOHANHA MATAPUYGE.

13a comerprumy marpumy A € R™ ™ KaskeMo Ia je HeHeraTHBHO IedUHUTHA aKO 323 CBAKH
BekTOp * € R"™ Bazkn 2T Az > 0.
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AHaau3a rjiaBHUX KOMIIOHEHTU

Anasmza rmasaux komnonentu (enr. Principal Component Analysis, PCA) je
Hajderihe KOpuIheH ajJroputaM 3a CMaibehe JTUMeH3Hje T10/IaTaka Koja ce OCIamba
Ha MeTojie JimHeapue aJyiredpe. Metomy je npsu myT npejicrasuo Kapma Ilupcon
1901. rogune, KOju je UMao BayKHY YJIOTY Y CTBapamy TeopHje MOJePHE CTATUCTUKE.
Nako je Bpmmo m3padyHaBama Ca caMO JBe WJIH TpU IpomeHsbuBe llmpcon je
BEPOBAO Jla Ce aHAJM3a IVIABHUX KOMIIOHEHTU MOXKE YIOTPEOUTH U 33 PellaBarbe
IIpodJIeMa ca IyHO Bullle TpoMeH/buBuX. Hekomuko nenennja kacauje 1933. roaune,
OIKC M3padyHaBaba Kao U HA3WB 10/ KOjUM je MEeTO/I JaHac IMTO3HAT /a0 je XapoJil
XorenuHr, amepudku Marematndap. Mehyrum, u name cy mspadyHaBarma OujIa
KOMILJIMKOBaHAa M 3aMOpPHAa KaJa Ou TpedaJjio HallpaBUTHU aHaIu3y ca Behum Opojem
arpudyTa. Illupoka ymorpeda anajin3e ryiaBHUX KOMIIOHEHTH je yCJIEIUJIA TEK Ca

1I0jaBOM padyHapa.

3.1 IIupeBu aHa/M3e rJIaBHUX KOMIIOHEHTU

Metos r1aBHUX KOMIIOHEHTH Ce€ MOYK€ KOPHCTHTU y PA3JIUUUTE CBPXE, YKJbY-
qyjyhu Busyasmsanujy mnojiataka, n3dop arpudyra M KOMIIpecHyjy mHojaTtaka. ¥
BU3YAJIM3AIUjH 10JIaTaKa, METOJ Ce MOXKE€ KOPUCTUTHU 33 UCI[PTABAIHE BUCOKOIH-
MEH3UOHUX TO/ATaKa y JIB€ WU TPH JUMEH3Hje, ITO OJIaKIIaBa TyMadere. Y
n300py aTpudyTa, METOJ Cé MOYXKEe KOPHCTUTU 33 HACHTUMUKAIN]Y HaJBAKHUJIX
IPOMEHJBUBHUX y CKYIY MOJATaKa.

Kao mTo je Beh momMeHyTO, OCHOBHU 3aJlaTaK aHAJM3€ TIJIABHUX KOMIIOHEHTU
jecTte cMameme JTUMeH3Hje ToJaTaka y3 odyBaibe HajBaXKHUjuX uHMOpMaIja Koje

T nojanu Hoce. /la Ou ce TO mocTHIIO, MeTOJI M3padyHaBa HOBE IPOMEH/bUBE
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TaKO3BaHe LAa6He KOMUOHeHTe KOje ce To0ujajy Kao JTuHeapHe KOMOUHAIIA]e OpH-

T'MHaJTHUX IIPOMEH/bUBUX.
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Cnuka 3.1: ['/taBHE KOMIIOHEHTE ABOANMEH3MOHOI CKYIIa IOIaTaKa

[TocTaB/bameM KOOPJMHATHUX OCa JIy2K ITpaBaria HajBehe BapujadbUIHOCTH, WH-
TYUTUBHO ce 3aJipxKaBa Hajsuiie nndopmaryja. [Ipsa riaBHa KOMIIOHEHTa ce TTPO-
cTUpe Jy2K Ipaslia HajBehe BapujabuiHOCTH CKyna, JOK je JApyra IJIaBHA KOMIIO-
HEHTa OPTOTOHAJIHA Ha by U TaKobhe je JIyK IpaBIia HajBehe BapujaduaIHoCTH Mehy
CBUM OPTOTOHAJHUM TpaBIUMa. BapujaduHOCT mMojaTaka Jy»K HEKOT IPAaBIa Ce
OJHOCH Ha PAITPKAHOCT IPOjeKIrja IMmojaTaka Ha Taj IpaBall, ITO je UCIIYCTPO-
BaHO Ha cyui [3.2]

Metosia riiaBHUX KOMIIOHEHTH je BeOMa IOrojHa KaJja m3Mely mojaraka Io-
CTOjU KOpeJIallija WA MPUOJIMKHO JIMHeapHa Be3a, OJIHOCHO KaJla IOJAIN JIEXKe Y
JINTHEAPHOM TOTIPOCTOPY, KOJU YeCTO MMa 3HATHO Malby JUMEH3U]y y OIHOCY Ha
IOYeTHU IIPOCTOpP. VHTYUTUBHO, BUCOKA KOPEJIUCAHOCT Mely aTpumdyThma 3Ha4YH
Jla ce HEeKU OJi IbUX MOI'Y NPHUOJMAKHO U3PA3UTU Yy (DYHKIUJU APYTUX U J& HUCY
CBU TIOJIjeJTHaKO BaxKHU. /la OMCMO OBO MCKOPHCTU/IN, TTOTPEOHO je Jia YTBPIUMO
KOju aTpuOyTH Cy KOJUKO Kopenucanu. CTaHapHN aJaTh KOjuMa, Ce OIUCY]y
TaKBe 3aBUCHOCTU Cy MaTpHIla KOpeJsalfja U KoBapujaHce. Y CJaydajy jia cy Kope-

Januje u3Melhy Besmmkor Opoja MpOMEH/bUBHUX jaKe, HOBU IIPOCTOP MOXKE CaJIPIKATH
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Cruka 3.2: BapujaduaHocT mojiaraka JIy>K HEKOr npasia. [Ipukazanu mpasar Huje
onrruMaJiat, Beh O6u ra Tpedaso porupaTu CynmpoTHO CMEpPY KpeTamba Ka3a/bKe Ha
cary.

BeJIMKY KOJMYUHY uHMOpMalje, a UMAaTU 3HAYAjHO Mamy jauMensujy. Jlomarho,
OPTOT'aHJIHOCT HOBOT' CHCTEMA U FOM YCJIOBJhEHA HEKOPEINCAHOCT HOBUX aTPUOYyTa,
HOCH PavyHCKe IIOTO/THOCTH 3a Pa3nduTe MeTOJIE.

Cse y cBeMy, 0Baj MeTO/I je MOhaH aJiaT 3a aHAJIU3Y MOJATaKa KOju HaM [TOMaYKe

Ja CJIO2KEHE CKYIIOBE HOje,HHOCTaBI/IMO U YIMHUMO HUX JIaKIIUM 3a pa3yMeBalbe 1

JaJbu pa.

3.2 edwmHunuja riiaBHUX KOMIIOHEHTH

OcHoBHEU 3ajiaTaK MeTOJle TJIABHUX KOMIIOHEHTH jecTe ojpehuBarme one Jiu-
HeapHe KOMOWHAIMje OPUTMHAJIHUX IPOMEH/bUBUX KOja he mMMaTh MaKCHMAJIHY
nuctep3ujy. pyru, onmruju 3agatak oBe MeTOJe, jecTe oiapehuBarbe HEKOJIUKO
JINTHEAPHUX KOMOWHAIIMja OPUTMHAJHUX IIPOMEHJbUBHUX KOje he, rmopejr Tora InTo
UMajy MaKCHUMaJIHy JIUCIIEP3ujy, OUTH MeDycOOHO HeKopeJmcaHe, ryoehu y mro
Mamb0] Mepu MH(POPMAIU]Y CAJAPKAHY y CKYIy OPUTHMHAJHUX TPOMEH/HUBUX. be3
yMarberba OIIITOCTH, IIPETIIOCTABUMO JIa Cy IOJIAIlU HYJITe CPEeJibe BPEJIHOCTH, a

IIOTIIPOCTOP KOju Tpeda Jia ce YKJIONU je JIMHeapHU. ¥y IMPAKCHU IIPOCEIH 10 KOJIOHA~
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Ma yIJIABHOM HUCY jeJHAKH HYJIA M 300T TOra Ce OJl CBUX eJIeMeHaTa CBaKe KOJIOHEe
OJly3UMa, Cpeihba BPEIHOCT Te KOJIOHE M HAJA/be Ce PaId Ca TaKO TpaHcOpMuca-
HUM HOJIAIIMA.

IIpernmocrasumo na je X = (X5, Xo, ..., X},) p-IUMEH3MOHN CIydajaH BEKTOD Ca

MaTpuIioM KoBapujance 3. Heka je
Zl = a11X1 + (112X2 + ...+ (leXp = a,{X

JMHeapHa KOMOHMHAIMja eJieMeHaTa CIy4YajHOr BEKTOpa X, IZe Cy a1, d12, ..., A1p

KoeduInjeHTn JuHeapue Kkomonnanuje. Taja je
D(Z,) = D(al X) = al Xa, . (3.1)

Harm 3a1aTax je ma ofpeuMo p-IMMEH3MOHN BEKTOP a1 KOjU MAKCUMU3Yje TUCTIeP-
sujy ox Zy, ognocno ksagparay dopmy al Xa. Jda ou oBaj mpodieM mMao 106po
JeduHICAHO perehe, TOTPEOHO je HAMETHYTH JI0JIaTHO OrpaHuderhe, a Hajderrhe
OTpaHUYerhe TOIPa3yMeBa PaJl Ca BEKTOPUMA jeIMHIYIHE HOPME, OJHOCTO 3aXTEeBa
ce

aja; =1. (3.2)

Knacuaan npuctyn periaBamy oBOT mpodsieMa jecte Jlarpam:koBa MeTosa 3a ojpe-

buBame yciaoBHUX eKcTpemyMa. Jlakiie, moTpedHOo je MaKCUMHU30BaTU (DYHKITU]Y
Ala; ) = a¥¥a; — MNata, — 1), (3.3)

e je A Jlarpamxkos muoxkwiarn. [udepennupamem Jlarpan:kose dyHKIHje 110

KOoeDUIUjeHTUMA (1 U U3je/IHAYaBAHEM JTOOMjeHOM M3pa3a Ca HYJIOM, JI00MjaMo

A
8— :220,1 —2/\0,1 :0,
8@1
OJTHOCHO
(X —al)a; =0 <= Xa= \a (3.4)

rie je I jemununuana martpuna dpopmara p X p. lakie, BeKTOp a; Mopa OUTH je iu-
HUYHU COIICTBEHU BEKTOD, a A oJiroBapajyha colcTBeHA BPEIHOCT MATPHIE KOBa-
pujance X. [IpumeTumo 1@ 3a JAUCHEP3Ujy CIydajHOr BEKTOPa a1 X BarKu:
3.1 3.4 3.2
D(a'X) (2 al Sa, 2 at Aa; = \ata, 2N (3.5)
I1a Jia OMCMO MAKCUMH30BAJIU OBY JIUCIIEP3U]y TOTPEOHO je Jla MaKCUMU3YjeMO .
Opasnie cienu na je A HajBeha concTBeHa BpeHOCT Marpuile KoBapujauce 2. [Ip-

Ba IVIaBHa KOMIIOHEHTa CJIydajHOr BekTopa X jeqHaka je al X mpu udemy je ag
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COTICTBEHHM BEKTOpP KOjU OJiIroBapa HajBehoj COICTBEHOj BPEJHOCTU MaTPUIE KOBa-
pujance Y. Kako je 3 mo3utuBHO ceMuie(DUHUTHA MATPUIIA, CBE HH€HE COTICTBEHE
Bpeauoctu cy Behe min jeaunake mysm. [IpermocraBumo fa cy cBe corcTBene Bpe/i-
Hoctu Marpuie > Mehycodno paziauuaure u ga cy Behe o 0, 0JHOCHO Jia BaxKu
AL > A > > ), > 0. Taga je D(al X) = A;.

Kana xkemmmo 1a ojipe Mo BuUIlie o1 jejTHe JTUHeapHe KOMOUHAIT]€e, TOCTYIAMO
CJIMYHO Kao W IPU ojpehuBamy MpBe IJIaBHE KOMIIOHEHTE, aJIi Y3 JIOJATHU YCJIOB

Jla je KoBapujaHca u3Mmely npBe U JApyre TyiaBHe KOMIIOHeHTe Hysa. Heka je
Z2 = CLQle —+ CL22X2 —+ ..+ angp = a2TX

uygje KoepUIujenTe asi, o2, ..., Gzp TPEOA OIPEIUTH y3 yCJIOB alas = 1, mpu wemy
ce YCJIOB HEeKOPEJMCAHOCTH TIpBe U Jpyre IJIaBHe KOMIIOHeHTe CBOIM Ha aia; = 0.

OsBaj ycyaoB ciaenu u3:

cov(Zy, Zy) = cov(al X, al X)
= Bl(a; X — E(a; X))(a; X — E(a; X))"]
= Bla{ (X — E(X))(X — E(X))"as]
= a{ B(X ~ BE(X))(X - BE(X))")az
= al Bay = al Xa,

= aQT)\lal = /\1&{&2 .
Hasme, dopmupamo Jlarpaun:koBy GYHKIH]Y ca JIBa MHOXKUTEbA \ U V
Alay, ag; N\, v) = a Bay — AMaday — 1) — 2vala; .

HudepentnupameM 110 a, 1 u3jegHadapameM ca 0 odujamo

OA
a—aQ = 22@2 — 2)\@2 —rva; = 0. (36)

MuozKemeM JI00MjeHor u3pa3a cjieBa ca al uvamo
2a] ay — 2ai Aag — ajva; = 0.

Kako cy npsa JiBa ujaHa y HPETXOJHOM U3pa3y jeHaKa HyJII e/ Ja je val a; =

0, a 360r al a; = 1 cinenu v = 0. YepmraBambeM Jgodujenor y uspas (2.4) mpodujamo

ECLQ_)\G/Q:O,
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OJTAKJIe 3aKJbYIYjEMO JIa je A COIICTBEHA BPEJIHOCT MATPHUIE X, & (o OJAroBapajyhn
corncTBenn BekTOp. CIMIHO Kao 1 3a AUCIEP3Ujy IIPBe IJIaBHE KOMIIOHEHTE, MOXKe

Ce IIOKa3aTHu Ja 3a ,ILI/ICHep3I/ij Apyre rijiaBHe KOMIIOHEHTE Ba2K1
D(Z,) = D(alX) = al Xay = \.

Byayhn ga skeluMo Ja MaKCUMU3yjeMo JMCIep3ujy BeKTopa ai X, dupamo 3a \
mro je moryhe Behy Bpemnoct. Kako cMo mpermnocTaBuim jia Cy CBe COIICTBEHE
BPEIHOCTU MAaTPUIE X pPa3juduTe, cjaean ja je A # A;. Axko Om Baxkujo ma je
A = A; TO Om 3HAUMJIO Ja je Ay = A IITO je y KOHTPAJUKIIUJU Ca yCJOBOM
ala, = 0. [Taxse, 3a \ ysumamo apyry Hajeelly concTBeny BpeJHOCT 0J] 3, TO jecT
A = A9, a asy je omrosapajyhmu comcrBern BekTop. CINYHO ce MOKe IMOKA3aTH J1a
je k-Ta riaBHa KomIoOHeHTa ciydajHor BekTopa X jemnaka ai X u D(alX) = )
pu 4emMy je A\, k-Ta HajBeha colCcTBEeHa BPEIHOCT MATPUIE 2, & G OJAroBapajyhn

COTICTBEHH BEKTOD 3a k = 3,..., p.

3.3 0OcoduHe rjiaBHUX KOMIIOHEHTH

Y oBoMm geny hemMo pa3MOTPUTH HEKA MAaTeMAaTUIKa U CTATUCTHIKA CBOjCTBa
IJIABHUX KOMIIOHEHTH MAaTpHUIle KoBapujaHce X ciaydajHor BekTopa X. /la ducmo
WU3BEJIM MATEMATUYIKa CBOjCTBA INIABHUX KOMIIOHEHTHU, KOPUCTUMO aJredapCKu MpH-
CTYII KOJU C€ OCJamha HA AHAJM3Y COICTBEHUX BPEJHOCTH U COICTBEHUX BEKTOPA
Marpuiie KoBapujauce Y. Heka je Z p-auMeH3MOHU BEKTOp YHUju je k-TH €JIeMEeHT,

Z, k-ta rnaBHa KOMIIOHEHTa BeKTopa X 3a k = 1,...,p. Tazxa je
Z=A"X

npu yeMy je A oproroHajHa MaTpuna uuja je k-Ta KOJIOHA, A, k-TH COIICTBE-
HU BEKTOpP MATPHIE X HPHUAPYKEHH OJAroBapajynuM COICTBEHUM BPEIHOCTUMA.
OproronajgHoct Marpuiie A cjaean u3 0COOMHA COTCTBEHUX BEKTOPA (a;fraj =1m
ala; = 0,1 # j). Ha oBaj Ha"nH cMO raBHE KOMIOHeHTe JeduHucanu nomohy
OPTOrOHAJIHE JUHeApHe TpaHcdopMalmje caydajHor BeKrTopa X. 3a Tpanchopma-
U]y ce Karke JIa OPTOrOHAJTHA jep ce ca HhOM BPIIN POTaInja KOOPIMHATHAX 0Ca 33
U3BECTaH yrao, Ipu YeMy Oce OCTajy yIIpaBHE jeJlHa Ha JIPYTY, a yrao u3dmehy ma
KOja JIBa BEKTOpPa OCTaje UCTH HAKOH TpaHcdopmaluje. Kako cy KojsioHe MaTpuile

A coricTBeHU BEKTOpPH MaTpHIE X BaxKu cjejehe

TA = AA,
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pu demy je A nujaronasiHa MaTPUIA YU je JTUjarOHAJHA €JIEMEHT, \g, k-Ta COIl-
cTBeHa BpeaHOCT Marpure X, oqaocHo Ay = D(a} X) = D(Z;). Kako je marpuna

A oproronaJia Baxku cjejehe:
ATSA = A,
Y = AAAT.

Teopema 3.1. Hexa je A € RP*P opwotonanna mawmpuye u X = (X, ..., X,) cay-
yajan eexwop. Taga optwotonarna wparchopmayuja Y = AX cayuajnor sextmopa
X u cam cayuajar 8exiop X uMajy jegrary EHEPaIu308any GqUuCUEP3UJY KGO U

36up guctep3u)a KoOMUOHEHTTU.

Jloxas. Hexa je E(X) =0n E(XX") =X. Tagaje B(Y)=0n
E(YYT) = E(AX(AX)T) = AXAT. Tenepamzosana jucnepsuja BeKTopa Y je

det(AZAT) = det(A)det(X)det(AT) = det(X)det(AAT) = det(Z),

IITO je jeJIHaKO TeHePAJN30BAHOj JuCIep3uju ciaydajoor BekTopa X. Cyma mm-

criep3mja KOMIIOHEHTH BeKTopa Y je
p p
Y E(Y?) =tr(AZA") = tr(SATA) =tr(31) = > E(X}).
i=1 i=1

]

Ilocnenuna 3.2. [eneparu3osara guctieduja 8eKWOPaA TAASHUT KOMUOHEHTLU jeg-
HAKA je TEHEPAAU0BAHO] GUCTEP3UJU OPUTUHANHOT GEKTLOPA, & 30up guchep3uja
TAABHUT KOMTUOHEHTTU JeGHAK je 30UPY GUCTEPIUA OPUTUHAAHUL CAYUAJHULT TPO-

MEDHUBUT CAYUATHOT BEKTLOPA.

Jakye, porupameM KOOPIAMHATHOT CHUCTEMa HUCMO IMPOMEHWIN YKyIaH BapH-

jabunurer cucrema. Kako Baxku

D_D(Z) =3 Xi=tr(a) =3 D(X)),

MoxKkeMo pehu J1a je yzeo odjalmeHor BapujadUInTeTa ©-TOM TJIAaBHOM KOMITOHEH-

TOM p’\— 3a i = 1,2,...,p. Cinano, MoxkeMo pehn Jia MpPBUX M IJIABHUX KOMIIO-
Aj
j=1
m
Aj
. i—1 .

HEHTHU 00jalrmhaBa = BapujadUINTETa OPUTUHAHUX I10/IaTAKA.

2N

j=1
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VKOJIMKO y aHAJN3U TJIABHUX KOMIIOHEHTH JO0OUjeMO PETaTUBHO BUCOK JIOTPHU-
HOC jeJTHE WU HEKOJIWKO MPBUX IVIABHUX KOMIIOHEHTH YKYIHO] JIUCIIEP3UjU, TAJIa je
Moryhe fga/py aHaaIn3y 3aCHOBATHU Ha IbUMa, a He Ha CBUM TJIABHUM KOMIIOHEHTAMA.
Y 0BOM KOHTEKCTY, 3aHUMJBUBO je YKa3aTU Ha pasjiaraimbhe KOBapujallmoHe MaTPUIIE
3} Ha MaTpuIle JOIMPUHOCA CBAKE I'NIABHE KOMIIOHEHTE KOBAapPUjAIIMOHO)] CTPYKTYPHU

OPpHUTHHAJIHOI' CKYIla IIOoJaTaKa.

Teopema 3.3. (Cuextiparna gexomMuo3uyuja Matlpuye Kosapujarce 3 )
36 MATWPULY KOBAPUJAHCE i GANHCU

2 = Maa] + Maagal + ... + Aayal (3.7)

P

ge cy A\ > A > ... >\, > 0 colictlisenu 6pegroctiv, MAWPUYUe 3, @ a1, a2, ..., Gy

ogrosapajyhu cotcticeny 8eKWOPU.

Jlokas. N3 ¥ = AAAT pacrucuBameM jiecHe CTpaHe jeIHAKOCTH J00H]aMO

p
Y= E )\kakag,
k=1

quMe je JIOKa3 3aBPIIEH. ]

OBaj peaysrar he ce kacuuje nmokaszaru kopucanM. [Tocmarpajyhu aujaronastme

eJieMeHTe, TpuMehyjemMo j1a je
p
D(X;) = Maf;.
k=1

Mok 1a riiaBHa CTaTUCTUYKA MMILIAKAIIja OBOI pe3yJITaTa je Ta Jia He caMo Jia
MOKEMO JIACIIeP3nje KOMIIOHEHTH BeKTOpa X pacTaBUTHU Ha Omajajyhe JompuHOCe
IJIABHUX KOMIIOHEHT, Beh MOXKeMO pacTaBUTHU U Iy MATPHUILy KOBapHjaHce Ha
JIOTIPUHOCE A,AxQ7 CBAKe O] TJIABHUX KOMIIOHEHTH.

BajipkaBajyhu Mamu Opoj riIaBHUX KOMIIOHEHTHU OJT P, KOBAPUjAIIMOHY MaTPUILY
3 anpoOKCUMHUPAMO 30UPOM MaTPHUIA JIONPUHOCA 33 IPKAHUX TJIABHUX KOMIIOHEH-
tu. KaJia nonpuHOC yKyIiHe JUCHEP3Uje 33 I[PKAHNX KOMIIOHEHTH IIPeMalli yHa-
npen gedpuHUCAHY BPEIHOCT, Kao mTo je Ha npuMep 80%, MoxKe ce O4eKMBATHU
Ja he Ta ampokcmMmaliija KoBapHjalloHe MaTPHUIE X MPYKUTHA PEJIATUBHO JI00PY

penpe3eHTalljy KOBapUjalllioHe CTPYKTYPe OPUTHHAIHOT CKyTa IOJlaTaKa.
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3.4 T'naBHe KOMIOHEHTE Ca jeJHAKUM U /WU

HYJITUM JHCIep3ujaMa

Ha kpartko hemo ce ocBpHyTH Ha JiBa IIPOOJIEMa KOja c€ MOT'Y jABUTHU y TEOPUjH,
aJIn Cy pesJaTUBHO peTka y mpakcu. J[o cajga cMo mpeTnocraBsban, TMILIAIIITHO
WIN eKCIJIUIIUTHO, JIa Cy CBE COICTBEHE BPEJIHOCTH MATPUIlEe KOBapujaHce mehy-
COOHO Pa3JIMYNTE U Jla HUjeJHa O]l IhbUX HUje HyJIa.

JeJTHAKOCT COIICTBEHUX BPEIHOCTH, U CAMUM THUM J€THAKOCT JIMCIIEp3Uja TJIaB-
HUX KOMIIOHEHTH, MOYKE€ Ce jaBUTH KOJ ojpehenmx marpuria. ¥y ciiydajy jegHa-
KOCTH ¢ COIICTBEHUX BPEJIHOCTH, OJI'OBapajyhin COIICTBEHM BEKTOPH PA3aIUIby (-
JMMEH3UOHAJHY IIPOCTOP, &JIM yHYyTap TOI IIPOCTOPa, OCUM IITO cy MelycodHo
OPTOTOHAJIHU, CYy TPOM3BOJHbHU. | €OMETPHjCKH, OHO IIITO Ce JelaBa 3a ¢ = 2 WiIn
q = 3 jecTe Jia ce TJIaBHE Ooce Kpyra miau cdepe He MOTY jeJHO3HAYHO JeDUHUCA-
TH; CJIMYAH IIPOOJIEM Ce jaB/ba KOJI Xunepccbepeﬂ Kaja je ¢ > 3. lakme, rinaBue
KOMIIOHEHTEe KOje OJIrOBapajy COICTBEHUM BPEIHOCTHMA KOje Ce TOHAB/ba]y HUCY
jeITMHCTBEHO Jle(bUHHCAHE.

Jpyru npodsemM, fa je HeKa 01 COIICTBEHUX BPEIHOCTH jeIHaKa HYJIU II0jaBJbyje
ce gerrthe y IpakcH, aju U Taj CIydaj je BpJo pejak. AKO je ¢ CONCTBEHUX BPEITHO-
CTH jeJITHAKO HYJIM, TaJla je paHT MaTpuIie X jegHak p — ¢ ymecro g. CBaka riraBHa
KOMIIOHEHTA 4Hnja je jaucnepauja jegHaka 0 geduHuie KOHCTAHTHY JUHEAPHY BE3Y
u3mebhy enemenara BekTopa X. AKO oBakBa Be3a IOCTOjH, TO 3HAYM Ja je jejIHA
IIPOMEH/bUBA PEJIYHIAHTHA 38 CBAKH OJIHOC, jep €€ IbeHa BPEJHOCT MOXKE TaIHO
OIPEIUTU W3 BPEJIHOCTH OCTAJIUX IIPOMEHJBUBUX KOj€ Ce II0jaBJbY]y Y TOj BE3MW.
30or Tora ducmMo MorJi OpPOj MPOMEHJ/PUBUX CMABUTHU CA P HA P — ¢ 0e3 TyOuTKa

nHpOpMaIja, Te IMOHOBO U3padyHATH TJIABHE KOMIIOHEHTE.

3.5 MHurepnpetanuja riiaBHUX KOMIIOHEHTU

o cajia cMO aHAJIM3Y TJIABHUX KOMIIOHEHTHU 0a3upaJsii Ha MATPUIIA KOBAPUjaH-
ce 3. [Ipobitem koju ce jaB/ba y MHTEPIPETAIUjU TJIABHUX KOMIIOHEHTH ITOCJIEJTNTIA
je IbUXOBE OCEeT/bUBOCTU HA PA3JIMIUTE MEpPHE CKaJie OPUTHHAJTHUX TPOMEH/bUBUX.

Ako y anaimsu jeJHa oJ MPOMEH/bUBUX MMa 3HATHO Behy jucriep3ujy of ocraanx,

Xunepcdepa npejicraBiba reHepan3alyjy IojMa cepe y IpocTopy ITPON3BOJbHE JUMEH3H]C.
To je moBpI Koja ce Moke epUHICATA Ka0 CKYII CBUX TadaKa Koje ce Haja3e Ha JTaTOM PaCTOjamby
OJ1 JlaTe TadKe
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Taga he Ta TpOMeH/bUBA JIOMUHHPATH IIPBOM IJIABHOM KOMIIOHEHTOM Oe3 003H-
pa Ha KOpeJannoHy CTPpyKTypy nojataka. Ca apyre cTpaHe, YKOJIUKO CKAJITPAMO
IIPOMEH/bUBE TAKO Jla CBE MMajy jeJHaKe JIUCIep3uje, YTUIaj IPOMEH/bUBE Ha IIp-
By IJIaBHY KOMIIOHEHTY he ce mpoMeHHTH. 300r 0BOra, HEMa CMUCJIA CIPOBOIUTH
MEeTO/T TJIABHUX KOMIIOHEHTH Ha MATPUIM KOBApHjaHCE aKO IMPOMEH/bUBE HEMA]y
IPUOJINZKHO CJINYHE BPEIHOCTHU JUCIIEP3U]e.

IIpumep. Heka npomensbuBa X mpejcTaBiba JIyKUHY KOja MOXKe OUTU MepeHa
y MEeHTUMETPUMA WM Y MUJINMETPUMA, a MPOMEH/bUBA Xo MPEJICTaB/ba TEXKUHY
y rpamuma. Heka je ¥; marpuia koBapujance ciydajuor Bektopa X = (X7, X5)
KaJa ce JyKUHAa MEPH y IEHTUMETPUMa, a 2o MaTPHUIla KOBapHjaHCe KaJja ce

Jy2KWHA MePU Y MIJIMMETPUMA:

_ |80 44 ~|8000 440
440 8000

Ylaa 80| TP
IIpBa rmaBHa KoMmIoHeHTa 3a X1 je 0.707x1 +0.707x4, a 3a 35 je 0.998x1 +0.055x,.
Bugmmo mga ¢cMo mpoMeHOM MepHe CKaJie JPACTUIHO YTHUIAJIN Ha TJIABHE KOMIIO-
HeHTe. [JTaBHA KOMIIOHEHTa MaTPHUIlE X Jlaje jeJHAKY BaXKHOCT aTpUOyTUMa X U
X, TOK KOJI TJIaBHA KOMIIOHEHTE MaTpHUIle 2o JOMUHHUPA mpoMeHsbuBa X1. lakie,
YKOJIMKO TIOCTOje BeJIUKE Pa3jIuKe y JIUCIep3rjaMa KOMIIOHEHTH BeKTopa X, OHJa
he mpomensbuBe ca BehoM Jrcriep3njom JJOMUHUPATH Y IIPBOj TJIABHOj KOMIIOHEHTY.
JeraH HauWH 3a MpeBa3mMIaykKeme OBOI MPODJIEMa jecTe Ja y TOM CJIydajy He
KOPHUCTUMO JUPEKTHO KoedUInjeHTe JIMHeapHe KOMOUHAIIM]e Y [1Jby HHTEPIIPEeTa-
Iyje IJIABHUX KOMIIOHEHTH, HEro Ja aHaJIu3y 3aCHHBaMO Ha KOeUIINjeHTHUMa KO-
peJialifje OPUrHHAJHUX TPOMEH/bUBUAX U TJIABHUX KOMIOHEHTH. Ipyra moryhuoct
je Jla 1ejly aHaJIu3y O0asmpaMo Ha KOPEJAIlnOHO], a He KOBapPHUjallMOHO] MATPUIIN
OPUTHHAJTHUX ITOJaTaKa.
Casta hemo opemuTn KoedutmjeHTe Kopealuje n3mMehy OpurnHaTHUX ITPOMeH-
JPUBUX U [VIABHUX KoMIoHeHTH. 3HaMo Ja je D(Z) = A nu D(X) = 3. Kosapujanca

m3mehy X u Z je
cov(X,Z) = cov(X,AX) = TAT = (ATAA)AT = ATA = [a; )\, a2, ..., ap),) -

Koedunujenr kopesanuje k-te opurnHaHe MPOMEH/bUBE U j-T€ TJIABHE KOMIIO-

HeHTe JiaT je caejgehnm uspasom

_ cov(Xy, Z;) _ @ik, :a'kﬂj
VDX)VD(Z)))  Vomyy NV

PX,Z; k= 1727"'7p'




ImaBa 3. AHAJIN3A I'’/TABHUX KOMIIOHEHTU 15

Y MaTpUYHOM 3alucy, KOpeaalnoHa MaTpula nu3Mehy BeKTopa OpUrnHAJTHUX TTPO-

MEHJbUBUX ¥ BEKTOpa I'NIABHUX KOMIIOHEHTH JaTa je ciejehum m3pazom
1 _1
XYy = Az2AD 2 ,

rie je D nujaronasina MaTpuiia Yuju Cy eJeMEHTHU JIUCIEP3Uje OPUTHHAHUX TTPO-
MEHJ/bUBUX.

Jpyru mpuctym mpodyieMy OCeT/bUBOCTH PE3Y/ITATa aHaJIN3€e TJIABHUX KOMIIO-
HEHTU HA MEPHY CKaJly 3aCHOBAH je Ha KOPHIIhemy KOpeJallnoHe MATPUIle OPUTH-
HaJIHUX IIPOMEHJ/bUBUX YMECTO IbUXOBE MaTPUIIE KOBa.pI/IjaHCG. FJIaBHe KOMIIOHEHTE

MOXKeMO J1a jeduHuieMo Ha caegehn nadnn
7Z = ATx*

rie je A marpura 4mje KOJIOHE IPEJICTaB/hajy COICTBEHU BEKTOPH KOPeJAIFOHe

MaTpuIle, & X* je CTaHJapJN30BaHU BEKTOP, OJHOCHO -TU €JIeMEHT BeKTopa X* je

z;
Vi’
Be I[EHTPHUPAHE), IIPU YeMy je X; i-TU eJIeMeHT BEeKTOpa T, a 0y; je JUCIep3uja ese-

i=1,2,...,p (mojceTumMo ce j1a CMO paHuje MPEeTIOCTABUIIN JIa CY IPOMEH/bH-

MEHTa ;. 3aTO KOPEJAINOHY MATPHUILY MOXKEMO BUIETH KAa0 MATPUILY KOBAPUjaHCEe
CTaHIapAN30BaHUX TpoMeH/bUBUX. Ha OCHOBY Jlocafalrmbux pesyiarara, YKaXKuMo
Ha OCHOBHE TIOKa3aTesbe aHAJIM3€e Y OBOM CIEIUjaTHOM CJIy4ajy. YKyIaH Bapujadu-
JIUTET MEPEH MeHEePATU30BAHOM JIUCIIEP3UjOM (Tpar MaTpuile KOBApUjaHCe) jeIHAK
je p, Tj. IMMEH3WjU KOpeJallioHe MaTpuile, a KoedUIujeHT Kopenaalnuje u3mehy
k-Te opurmHaJiHe TPOMEHJ/bUBE U j-Te IJIaBHE KOMIIOHEHTE jeJIHAK je ajk\/)\_j. Y
MaTPUIHOM 3aIUCy, OJIr0Bapajyha KopeJialioHa MaTpHUIla JaTa je n3pa30oM AA:.
Pesyiratn anajm3e riiaBHUX KOMIIOHEHTH Ha Oa3W MaTPUIlE KOBapHUjaHCE, OJI-
HOCHO KOPeJIAITnOHe MAaTPHUIle HCTOT CKYIIa IToJaTaKa MOTY ¢e 3HATHO PA3JIMKOBATH.
['maBHE KOMIIOHEHTE JIOOMjeHEe HA OCHOBY KOPEJAIMOHE MATPHIE HUCY HCTE HUTHU
Cy AUPEKTHO IIOBE€3aHE Ca I'NITaBHUM KOMIIOHEHTaMa PadyHaTUM Ha OCHOBY MaTpPHUILE
KOBapHujaHce, aji MOCTyIaK JI00Hjaha KOMIIOHEHTH je WJICHTHYaH y 00a CJIydaja.
Koja om oBux Mmarpuiia he ce KOpUCTUTH 3aBUCH OJI TOTA, JIa JIK ATPUOYTHU Bapupajy
y CJIUYHUM PaCIOHUMA W Jia JIU Cy CJAUTHE IIPUupoje. YKOJIUKO jecy, nmpedepupa ce
MaTpuIla KoBapujaHce. Y KOJIUKO HUCY, pedepupa ce MaTpura Kopesalmje.
BaxkHo je HartoMeHyTH KOJIUKH YJI€0 JUCIIep3Huje OPUTTHATHUX TPOMEH/bUBUX j€
o0jalllbeH 3a/Ip2KaHIM CKYTIOM IVIaBHUX KomMonenTu. OBa BpeIHOCT HAM TIOKa3yje
KOJIMKO JI0OPO TJIaBHE KOMIIOHEHTE aITPOKCUMUPA]jy JTUCIIEP3Ujy CBaKe I10jeIMHATHE

opurunaJjue npomensbuse. [Ilto je Behu yieo, To je Behu seo pucnepsuje odjanmen
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cadyBaHUM IJIABHUM KOMIIOHEHTaMa, IIITO 3HAYM Ja Cy Te KOMIIOHEHTE BaKHHje Y
omucy Bapujaruje mogaraka. OBa Mepa HaM IMOMazKe Jia Pa3yMeMO KOJIUKO UH(OP-
Mallfja je 3a/IpKaHO KPO3 PEeJYKIN]Y JUMEH3UOHAJHOCTH U KAKO Ce OPUTMHAJHA
[IO/TAIA TIPEHOCe Ha IyIaBHe KoMIOHeHTe. Ha ocHOBY m3pasa 3a opTOroHasHy Jie-

KOMITIO3UIIN]Y MAaTPUIlE KOBapHUjaHce MMAaMO Jia je JUCIep3uja k-Te IMPOMEH/bUBE

p
o3 = Z)\ja?k, k=1,2,....p.

j=1

Honpunoc cBake rjiaBHe KOMIIOHEHTE JUCHEP3Uju k-Te POMEH/bUBE jeJHAK je
KBaJIpaTy KoeduiujeHaTa Kopesalje OJHOCHE TJIaBHE KOMIIOHEHTE U Te€ OPUTHU-
HaJiHe TpoMensbuBe. JlonmprHOC CBUX INIABHUX KOMIIOHEHTHW PAYyHAMO Ha, OCHOBY
KOpeJIalluoHe MaTPUIle AA? Tako mTo cadepeMo KBaJipaTe ejleMEHATa Y HhEHO]
k-Toj BpcTH. YKOJIUKO CMO 33JIpKAJIH HEKOJIUKO MPBUX IVIABHUX KOMIIOHEHTH, T
CTaB/bAIbEM Yy OJIHOC JIOOMjeHe cyMe W ojroBapajyhe jucrep3nje OpurnHaJIHe TPo-
MEHJbUBE JI00OMjaMO MPOIIOPIU]Y JUCIEpP3HUje Te IMPOMEH/bUBE KOja je 0OjalllmheHa
3a/[p2KaHUM TJIABHUM KOMIIOHeHTaMa. Ta mporopiiyja ce Ha3uBa KOMYHGAUTLET
IPOMEHJbUBE U IPEJICTAaB/ba IPOIEHAT 00jalllibemha JUCIIEP3Nje OPUTHHATIHUAX TPO-
MCHJ/bBUX 3a/JP2KaHUM KOMIIOHCHTaMa. OH HaM I'OBOPpH KOJIMKO ,ZLOSpO TJIaBHE KOM-
[IOHEHTE PENpPEe3eHTY]y BaphjadUIHOCT OPUTHUHAJHE IIPOMeH/buBe. Bumm komyHa-
JINTET YKa3yje Ha TO Ja Cy IJIaBHE KOMIIOHEHTE OOJbU IPEJICTABHUIIN T€ ITPOMEH-
JbUBE W Jia O0janimaBajy Behu Jieo mene Bapujance. KomyHaaureT je KOpucTaH
3a pasyMeBarbe KOJMKO MH(OpMaIija O JUCIEeP3Uju OPUTUHAJIHE IPOMEH/bUBE je
cavdyBaHO Y OJadpPaHOM CKYIIy IVIaBHUX KOoMIoHeHTH. Ha Taj HaumH MOXKeMO Ipo-
IIEHUTH KOJIUKO JI0OPO TJIaBHE KOMIIOHEHTE ONHUCY]Y U IPEJICTaB/bajy OpPUTMHAJIHE
IIPOMEHJ/bUBE Y aHAJIU3U I'NITaBHUX KOMIIOHCHTHU. KOpI/IHIheH)eM KopejlanuoHne yMeCTO
MaTpHIle KOBapUjaHCe OPUTMHAJTHUX MPOMEHJBUBUX OJIMAaX JIOOMjaMO ITPOTIOPIIHjY
JIUCTIEP3Wj€ OPUTUHAJHE IIPOMEHJbUBE OOjalllfbeHe 3aJIpyKaHUM TJIABHUM KOMIIO-
HEHTaMa, jep je CTaHIapAn3allijoM ITPOMEHJPUBHUX BPEIHOCT JIUCIEP3UjE jeTHAKA
JETMHUTIN.

Jlahemo jorrr jesian HAYMH IIPEBA3UIAXKEHHa IOMEHYTOT IIPOo0JIeMa. Y MeCTO KO-
purrhema MaTpUIla KOBapujaHce WU KOPeJIallije MOXKeMO KOPUCTUTH KOBAPUjaHCe
on %_, rje Cy TeXKuHe w; oJadpaHe TaKo Ja ofparkKaBajy HEKy alpHOPH HIEjy O
PeJIATHBHOM 3Hadajy NPOMEH/bUBUX. Y CIEIUjaJHOM CIy4ajy Kaja je w; = \/0;;
JI00MjaMo TJIaBHE KOMIIOHEHTE 3aCHOBaHE Ha KOpeJalnoHoj Marpuriu. Pazmuantu
ayropu (suzern [11], mornasme 14.2.1) cy ykasubaym Ha TO Jia je u3dop w; = /055

JIOHEKJI€ TIPOU3BO/HAH U JIa OU Y HEKUM IPUMEHaMa MOK/1a Oujie D0/be pa3/ImInTe
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BpeaHocTy w,;. MelhyTum, v rrpakcu je peTKo 1a ce II0jaBU JeIMHCTBEH U a1eKBaTaH
J )

CKyIl w; KOjU ce NpupoJHO HaMmehe.

3.6 Y30pauke riiaBHe KOMIIOHEHTE

o caza cMo aHAIN3Y TJIABHIX KOMIIOHEHTH 3aCHUBAJIN HA MOITYJIAIIMOHOj KOBa-
PHjaHCHO] MJIM KOPEJIAIIMOHO] MATPHUITU. Y OBOM JIe/Iy ce DABUMO aHAJIU30M TJIABHUX
KOMIIOHEHTH JIOOMjeHNX U3 y30padykKe KOBapUjaHCHE WU KOpeJIAIMOHEe MaTpPHIIE.

Hpyrum peunMa, Hallla aHAJIN3a Ce 3aCHUBA Ha PEIPE3eHTATUBHOM Y30PKY.

OneHa ri1aBHUX KOMIIOHEHTH

Hexka je y3er y3opak oi n ejgeMeHara Xi, ..., X, U3 p-IUOMEH3UOHE IIOILYJIAIN]je
ca CPeJIMHOM [ U MATPHUIOM KOBapHjaHce Y. AHan3y TJIABHUX KOMIIOHEHTH 3a-
CHUBAMO Ha y30PadvKOj MATPUIIM KOBapHjaHce S WM HA Y30PadKOj KOPEJIAINOHO]
matpunim R. ¥V oda cirydaja, MeTo 1 TJIaBHUX KOMIIOHEHTH C€ KOPHUCTH y JIECKPUII-
TUBHE cBpXe. MehyTuM, yKOJMKO IIPETIIOCTABUMO J1a je TIOIyJIallija OJaKIIe je y3eT
y3opak HopMmasHa N, (1, ), Taja MOKeMO U3BeCTH OpPOjHe pe3yJsraTe KOju e Ofl-
HOCE Ha aCUMIITOTCKA CBOjCTBA TVIABHUX KOMIIOHEHTH.

OlieHA MAKCHMAJIHE BEPOJIOCTOJHOCTH MATPHIIE KOBAPHjaHCe X, OIHOCHO 3 =
n

”T—ls, rae je S = ﬁ Zl(x, —X)(x; — X)T, npeacraBba m0Ma3Hy BEIUUUHY Y y30-
padKo] aHAJIU3U I‘.Ha,BZH_I/IX KOMIIOHEHTH. Y3 TPETHOCTABKY JIa Cy CBU PA3JIMIUTH,
IbEHE COIICTBEHE BPEIHOCTH U COICTBEHW BEKTOPU IIPEJICTaB/ba]y OIEHE MAaKCH-
MaJIHe BEPOJIOCTOJHOCTH OJIrOBapajynNux MOIYJIAIMOHNX COIICTBEHUX BPEIHOCTH U
BEKTOpa. YMECTO OIleHe MAKCHMAaJIHE BEPOJIOCTOJHOCTU MATPHUIE KOBapHUjHCE 3,
MOXKEMO KOPHUCTHUTHU W HEIPUCTPACHY OIEHY, Tj. y30padKy MaTPHUILy KOBAPHUjAHCE
S. Bes 003upa Ha TO KOjy MPOIEHY KOPUCTUMO, TJIaBHE KOMIIOHEHTE CY UJICHTHYHE
y o0da ciiydaja, Kao M IPOIOpIje oOjallmkene BapujaHce. lcroBpemeHo, Sus
Jlajy UCTy y30padky kopesanuony marpuily R, ma m3dop usmel)y orena mocraje
HEOUTAaH.

Heka je Z; = alx; 3a i = 1,2,...,n u usabepumo BekTOp KoedwuimjeHata a,,

TaKoO Jla MaKCUMU3Yje Y30pauKy JUCIEP3U]y
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y3 yenos al'a; = 1. 3arum nedunumenmo Zy, = alx; 3a i = 1,2,...,n u Gupamo a,
TaKo JIa MAKCUMU3Yyje Yy30pauKy JUCIEP3Ujy OJ Z; Y3 yCJIoBe Jia je atas = 1 u ja
Zio Oyse HekopesucaHn ca z; y y3opky. Hacrasmajyhu oBaj mocrtymak, mo0ujamo
y30padKy Bep3ujy JAedUHUINje INIABHUX KOMIIOHEHTH JaTe y ofe/bKy 3.2. lakie,
al x ce medunnme Kao k-Ta y3opadka riaBHa KOMIOHEHTa, rie je k = 1,2, ... p,
a Zj je cxop 3a i-To mocMaTpame Ha k-Toj riiaBHOj KoMmmoHeHTH. CKOpoBe riiaB-
HUX KOMIIOHEHTH KOPUCTHMO Yy rpadUYKOM MPUKaA3y OICepBaluja y JIBOIUMEH3U-
OHAJIHOM IPOCTOPY TeHEPUCAHOM MAPOBHMa TJIABHUX KOMIOHEHTH. Y U3pasy al x
CMO Ca a; O3HAYWJIN OIEHY BEKTOpa KoeduIlnjeHaTa OPUTMHAJIHUX TPOMEH/bUBUX
X1, ...y X, 38 k-Ty IJIaBHY KOMIIOHEHTY, M Ty OIEHY BEKTOPa padyHaMO 33 CBaKU
eJieMeHaT y30pKa.

[Iparehu u3Bobheme y onebKy 3.2, aju ca y30padKUM JIACIEpP3UjaMa U KOBa-
pujaHcaMa yMecTO IOIYJIAIMOHUX BeJUYNHA, UCIIOCTaB/ba Ce Jia je Jucuep3uja
k-Te ryiaBHE KOMIIOHEHTE jeHakKe k-Toj HajBeho] COICTBEHOj BPEIHOCTH y30pat-
Ke MaTpulle KoBapujaHce S, a TeXXWHe KOMIIOHEHTe cy ojipeheHe ojiroBapajyhum
COIICTBEHMM BekTopuMma 3a k = 1,2, ..., p.

Heka je X marpuna JAMEH3Hje n X p U HeKa je [X]Zk = Iy, UpHU 49eMy je T
k-tu enmement ox X;. Heka je 7 Takohe MaTpuIa JUMEH3HUje 1 X p U [Z]Zk = Zik.
Tama Baxknu

Z=XA
Ipu YeMy je A opTOoroHaJIHA MaTPHUIlA JTUMEH3Hje p X p duja je k-Ta KOJIOHA jeJTHaKa

a;. 3a y30padKy MaTpHIly KOBapHjaHCe S BaXKU:

n

> (@i — ) (Ea — T)

=1

1
n—1

[Sljx =

re je
n
_ 1 .
T; = — E ZTij,J=1,2,...,p.
n <
=1
Crora, maTpuily S MOXKEMO 3aIlHCaATH Kao

1
S = XX, (3.8)

n—1

upu demy je X marpuia dopmara n X p u [X];; = T;; — T;. 3aTuM, JedUHAIIEMO
MaTPUILy CKOPOBa Kao

Z =XA.
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BaxkHO je HanOMeHYTH J1a CKOPOBU IJIABHUX KOMIIOHEHTH OBE MATPUIE UMA]y
je/THaKe MCIep3uje U KOBapujaHce Kao U MaTpuIle Z, ajil Cy apUTMETUYIKE CPETUHE
KOJIOHA Te MaTpHIle Hysa, a He Zj, 3a k = 1,2, ..., p.

HapomuMo jorrn ciekTpaJjHy JTeKOMIIO3UIN]Y y30padKe MaTpUIle KOBapHjaHce

S = haai + hasal + ... + Laya! . (3.9)

[Ipema jtocamarmmem u3Iaramy CJIe U 3aK/by9aK, JIa Y OCHOBU aHAJIN3€ TJIABHUX
KOMIIOHEHTH JIeZKe yIIPaBO COIICTBEHE BPETHOCTHA U BEKTOPU MaTPHUIlE KOBAPUjaHCe
M KopeJsaruone Marpure. Kopuirheme y30padkux oleHa oJroBapajynux morry-
JIAIIMOHWX BEJMYNHA UMILJIAIIUTHO TOJApa3yMeBa Jia he ce oHe, 300T CJIydajHUX
Bapujalyja, pa3juKOBATU O CBOjUX IOMYJIAIMOHUX IaHJaHa. ¥ IUby ojpehu-
Bamba WHTEPBaJia IOBEpEHha W TeCTUPamba XUIIOTe3a O 3HAYAJHOCTU COTICTBEHHX
BPEIHOCTU HABOJIMMO EbUXOBA ACHMIITOTCKA MIOHAIIAA, 0T IIPETIIOCTABKOM 12 je
CIydajaH y30paK OJ N eJeMeHATa y3eT U3 BUIIEIUMEH3NOHe HOPMAJIHE PACIIOeIe.

Heka je 3a marpuily koBapujance X, ca A o3HadYeHa JMjaroOHAJJHA MAaTPUIA
COIICTBEHUX BPETHOCTH A1, Az, ..., A,. VIMaMO acHMITOTCKY pacojiely y30padKux

corctBernx Bpennoctu (Bumern [11])
\/ﬁ(j‘ = A) ~ N(0, 2A2) )

re cMo ca AT = [Aq, Ag, ..., \)] O3HAUMIIN OIlEHY BEKTODa CONCTBEHUX BPEJTHOCTH A
3aCHOBAHY Ha y30padKoj Marpuiin KoBapujance. COCTBEHE BPEIHOCTHA Y BEJIMKUM

y3opiiuma cy MehycodHo HezaBucHu. AKO (hopMUpPaAMO MATPHUILY

p
Q= )\ M aal,
j Jk:%#j e — X)) j

TaJda UMaMO 1 aCUMIITOTCKY PacCIIOZeJly COIICTBEHUX BEKTOPA

Vn(a; —a;) ~ Ny (0,9;),

~

IpU 4YeMy je \; He3aBHUCHO pacropeheHo o1 ejieMeHaTa HPUIPYKEHOD COLICTBEHOT
BekTopa &;. IIpema HaBemeHNM pe3ylITaTHMa MOXKEMO HAIIPABUTH HHTEPBAJ IIO-
Bepema 3a CBaKy COLCTBEHY BPEJHOCT C 0O3MPOM Ha HUXOBY pacuojely. Baxun,
R 2)2

J
Aj ~ Np(Aj, =) mro mvmumnupa acumirorcks 100(1 — o) % unerpsast moseperma

3a OIIEHY j-Te COIICTBEHE BPEIHOCTHU
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TIe je Z[2] TOPIBH 1005 mepueHTUI CTaHIAPAN30BaHEe HOPMAJTHE PACIIOJIeIe.
Jlobujenn wHTEpBaAJ IIOBEpPEHa MOXKE OUTH BeOMa INMUPOK, YaK U 3a BeJIUKe

Bpeanoctu n. VI3 Tor passora, mocTyiak ojpehuBama Opoja rJIaBHIX KOMIIOHEHTH

Koje Tpeda 3aJpKaTh y Jla/b0j AaHAJM3U HE MOXKEMO 3aCHUBATH Ha KOPHUIIThemy

JI00MjeHe MHTEePBAJIHE OIleHe COIICTBEHE BPETHOCTH.

dekoMmmosuiimja MaTpuile Ha CUHTYyJIapHE BPEJIHOCTH

Y oBoM peny hemo ommcaTw HO3HAT Pe3y/ATAT U3 JIMHEAPHE ajredpe KOju je
6I/IT3,H 1 y KOHTEKCTY aHaJIn3€ I'JlTaBHUX KOMIIOHEHTH - ,Z[eKOMHO3I/IHI/Ija MaTpuiie Ha
CUHTYyJIApHE BPEJTHOCTH.

Hexka je X mpousBosbHa MaTpuria guMensuje n X p. Marpuity X 3amucaté Ha

caenehu naunn

X = ULAT, (3.10)
rae

e U u A cy marpurie popmaTa n X1 u p X7, peJIoM, KOje UMajy OpTOHOPMHUPAHE

kosione, na Baxku UTU =1, u ATA =1,,
e L je nujaronasnna marpuriia gpopmara r X r,
e 7 je panr marpurie X.

[IperriocraBuMoO J1a MMaMoO peann3aluje Xi, Xs, ..., X, CJIYIajHOr BEKTOPa
(X1, X3,y X D), ooy (X, X5, ..., XI)). OBe nogiaTke sammcyjemo y Marpuiy X -
MEH3Hje N X P TaKo Ja je [5(]1;C = T, IpH 9eMy je T, k-tu enement ox x;. Jokas
[OCTOjarba, CHeKTpaJIHe JIeKOMIO3UIHje 33 IIPOM3BO/bHY MATPHUIly X IUMEH3HUje
n x p hemo cuposectn Ha MaTpunu 4uju cy egementu [X|;; = T;; — Tj.

s u 3HAMO Jia je CIHeKTpaJsIHa JeKOMIIo3uImja Marpuie X X

(n—1)S = X"X = ljara] + laza; + ... + Laya)

upu gemy je I = (n—1)l;,3a ¢ = 1,2, ..., p. I3 mperniocraBke Ja je panr marpuie X
jennak r caenn ma je u panr marpure X! X Taxobe jennak r. Omatie je mociemmux
D — T CONCTBEHUX BPEIHOCTU THX MaTPHIA jeJHAKO Hysu. [Ipema Tome Baxku

(n—1)S = X"X = llaral + lasal + ... + *a,al .

T
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Marpuiy A nedununiemo Kao MaTpuily popmata p X r duja je k-Ta KOJOHA
a,=(mn-—Dax,k=1,2,....,7

TO jecT aj, je COIICTBEHHN BEKTOP KOjH OT0Bapa COICTBEeHOj BpeaHoctn [;. Marpuiy

U nedunumemo kao marpuity popmara n X r qmja je k-Ta KoJOHA

_1
u, = l; *Xay; , k=1,2,...,r

Marpumny L jnedunuremo Kao JUjaroHa/IHy MaTpuIly dgopmara r X r auju je k-

TU JAUjarOHAJIHUA €JIEMEHT l . OBako n3adpane MaTpuriie 3a/10B0/baBa]jy IPBa JIBa

yCJIOBa, 112 cala MoykeMo mokasaru ga Baxkn X = ULAT. Takue, nvano:

- 1
l?a*T
1
*5 T
l 2a*T 1 1
T _ *—3 *3 %5 T
ULAT=U |2 7 | =Y 7 *Xa 2l %a
: k=1
1
*3 o xT
72y

s

_ * *T

_E Xaza;, = E Xaja;®
k=1

[Tocieamwa jennakoct Baxku jep je a; 3a k =r+1,7+2, ..., p COICTBEHN BEKTOP
marpure X! X Koju 0J[roBapa COINCTBEHO] BPEIHOCTH KOja je jeHaKa mym. BekTop
Xay, je BeKTOp cKopoBa k-Te IyiaBHe KOMIIOHEHTE, JIOK JIACIEp3Hja je/HaKa HyJIn
HOCJIEIIbUX P — T TJIABHUX KOMIIOHEHTH mMILuImpa ja je Xay = 0 3a k = r +

1,r+2,...,p. IlIpema Tome, Baxkn
ULA” = XzazazT =

JlekoMIIo3UIMja MATPUIE HA COIICTBEHE BPEJIHOCTHU Jlaje eduKacaH HAYUH 34
U3padyHaBambe IJIABHUX KOMIIOHEHTH. JacHOo je Jia mpoHajackoMm Marpuia U, L
u A xoje 3azoBosbaBajy jeanaxoct (3.6) monmasumo 0 concTBeHMX BeKTOpa (M3
marpunie A) u Kopena concrBenux Bpegnoctu (u3 marpune L) marpune XX, a
TUMe U JI0 KoedpuIimjeHaTa W CTAHJIAPIHUX JeBUjalldja TJIABHUX KOMIIOHEHTH 3a
y3opadky marpuily koBapujaunce S. Marpuna U cajpxku ckanupane ckopoBe. AKO

jemuaxoct ((3.6) mOMHOXKHMO ca JleCHe CTpaHe MaTPUIOM A, 1001jaMo

XA =ULATA =UL,
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jep je ATA = 1I,. Marpuna XA je dopmarta n X r 1 meHa k-Ta KOJIOHA, CaIPIKH

cKopoBe k-Te riaBHe KOMIOHeHTe. CKOPOBU Cy JaTu (hOPMYJIOM
1
Zig =wigll zai=1,...,n, k=1,...,r

wi y marpuanoM 3anucy Z = UL.
[Tope HaBeeHOT, IEKOMIIO3UIMja MATPUIE HAM Jlaje JTOJATHUA YBUJ, Y TO KAKO
rJaBHe KOMIOHeHTe paje. /laje HaM anredapcky u rpadudyKy HAYUH 33 IIPEICTa-

BJbalb€ U TyMa4deibe I'NIaBHUX KOMIIOHECHTH.

3.7 TecTtupame 3HAYAajHOCTHU TJIABHUX

KOMIIOHEHTMN

Ananmsa rjaBHIX KOMIIOHEHTH MIPEJICTAB/ba METOJT 38 CMaIbEHhe JINMEH3M]e TI0-
JlaTaKa U Kao TaKBa HUje 3aCHOBaHA Ha TEOPHUjCKOM MOJIeTy. ¥y HOCTYIKY CMambemha
JIUMEH3Hje HUje HaM yHAIIPe/I HArJIaIleHo Cca KOJIMKO TJIABHUX KOMIIOHEHATa je TI0-
TPEOHO U3BPIIUTH AHAIUIY J1a OMCMO OOYXBATUIN 3HAYA]JAH J€0 YKYIIHE JTUCIIEP3U-
je. 3 mocajamnimer nsiarama MOXKEMO 3aKJ/bYUUTHU Jla HAC y aHAJU3U UHTEPECY)y
rJIaBHE KOMIIOHEHTE Koje mMajy HajBehe corcTBene BpejHOcTu. MehyTum, To He
3HAYU Ja Cy aHAJIUTUYKH Malbe MHTePECAHTHE TJIaBHE KOMIIOHEHTE Ca MAaHUM COTI-
ctBeHuM Bpesnoctuma. OHe Ccy KOpHCHE y Mporiecy yTBphUBama OJCTyHAmha OJ1
[IPETIIOCTABKE HOPMAJHOCTU. 300T' CBEra TOTa, MOYKEMO FOBOPUTHU U O TECTUDAIY
3HAYAJHOCTH TJIABHUX KOMIIOHEHTH y BHJIy TECTOBa COICTBeHUX BpemHocTu. OBO
je jOII jeaH o HAUMHA O/adHpa TJIABHUX KOMIIOHEHTH KOje Cy OMTHE 3a aHAJIU3Y,
opeJ; oJladupa mpeMa BeJIUYUHYU HBUXOBUX COTICTBEHUX BPEIHOCTH.

Hajmosnaruju Tect 3a cOncTBeHe BPEIHOCTH MaTPHUIlE KOBapHjaHCe IIPUIACY]je
ce bapTiery m KOpUCTHU ce 3a TeCTUpParhe XUIOTe3€e Jia Cy IMOCJEIIbe COICTBEHE

BpeaHocTe Mehycodno jeanake. /lakie, Tectupamo
Hop @ Apy1 = Mpg2 = ... = )\k+p

IIPOTUB aJTepHATHBHE XUIIOTE3€e Jla Cy Oap JBE O/l MOCJEIBUX p — k CONCTBEHUX
BpeiHOoCcTU MehycoboMm pazyimyaute. ¥ CBOM OPUTHHAJIHOM PAJLy, XOTEJIUHT je IPo-
y4IaBao MPOOJIEM TECTUPAha jeTHAKOCTU JBE y3aCTOIHE COIICTBEHE BPEJTHOCTH, a
TecTtoBU 3a Hy, Cy KacHHUje pasMaTpaHH O] CTPaHe HEKOJUKO ayTopa, YKJBYIy]jy-

hu n Bapriaera. Omiyka 0 ToMe KOJUKO TJIABHUX KOMIIOHEHTH Tpeda 3aIp:KaTh
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MOYKe Ce JIOHETH TeCTHpamheM HyJITe XHUIIoTe3e 3a pasjamdnre BpeaHoctu k. Ako
[IPUXBATUMO HYJITY XUIIOTE3Y, Ta/Ia Y aHAJIM3U KOPUCTUMO CAMO MPBUX Kk TJIABHUX
KOMIIOHEHTH jep 3a IUX IIPETIIOCTaB/haMO Jda 00yXBaTajy 3HadajaH €0 YKYITHOT
BapujadUINTETA, & Ja IMOCIeIbUX P — k TJIABHUX KOMIIOHEHTH jeIHAKOT Bapujadu-
JInTa Mepe caMo ‘MIyMm’ y HoJarMa.

Tect craTucTuka 3a TecTHUpame HaBeJIeHe XUIIOTe3e KOHCTPYUCAHA je Y3 IpeT-
IIOCTaBKy O HOPMAJIHOCTH, & 3aCHOBAHA je Ha KOPUIITNemy MPUHINIA KOJUIHUKA

HajBelie Bapujaduinoctu (enr. Likelihood Ratio test)

p ~
IT X
j=h+1
LR = — .
1 p ~
p—k Z )‘j
j=kt1

~

IJie cy A; COICTBeHe BPEJHOCTH y30padke MaTpuile KosapujaHce. 113 m3pasza 3a
TECT CTATUCTHKY MOYKEMO 3aKJbyYUTH JIa je TeCT 3aCHOBAaH Ha TMopehemy reome-
TPHUjCKE W apUTMETHIKE CPEINHE MOCTeIBUX P — k COIICTBEHUX BpeaHOCTH. AKO
je HyaTa xumnoTe3a TadHa, Taja LR crarucTuka mMma BPEJHOCT jeJIHAKYy Hyau. Y
CYIPOTHOM, yJla/baBajyhu ce oJ1 HyJITe XUIOTe3e Pa3JjinKa u3dMehy apuTMeTudke u
reoMeTpHujcke cpejinHe he ce moBehasaTH, mMTO pe3yJITUpa MamboM BpeHomhy LR
CTATUCTUKE. Y TOM CJIYyYajy OJI0AIlyjeMO HYJITY XUIIOTE3Y O JeJIHAKOCTU IOCTIETHbUX
p—k concTBeHux BpeHOCTH. TavyHa pacroiesia TeCT CTATUCTHKE je KOMILIMKOBAaHA,
aJTM MOYKEMO KOPUCTHUTH TIO3HATE Pe3y/ITaTe M3 CTATUCTUIKOD 3aKKATEe by INBaba
Koju ce omgHoce Ha LR Tectose. Hamve, —21In LR nMa mpHOIMIKHO Y2 PCHOIETY
KO/ KOje je Opoj crereHu cjiodojie jeHak passunu u3mehy Opoja HE3aBUCHO ITPO-
MeH/bUBHX napamerapa 1od Ho, U Hy, u non Hoy,. 3paaynaBame Opoja creneHn
c1000/1e HUje jeJHOCTaBHO, ajIi UCIIOCTaB/ba Ce Ja je V = %(p —k+2)(p—k—-1).

Tag:La, 1101, HYJITOM XHUIIOTE€30M, BazKH:

p
(p—Fk)InA,_x — E InA; | ~ X?j,
j=k+1
rJie je \,_x APUTMETHYKA CPe/IMHA [OCTIeHUX P— Kk COIICTBEHUX BPEJIHOCTH y30Pad-
Ke MaTpulle KopapujaHce. AIIPOKCUMAIM]a Ce MOXKe ITOOOJ/bIIATH aKO 7 3aMEHHMO

can' =n— %(2]) + 11), Tako ma ce Hy, omdarryje ca HUBOOM 3HAYAJHOCTH ( KO

1 By - %
(= 10) (-BmA = 3 ) 2 4

j=k+1



ImaBa 3. AHAJIN3A I'’/TABHUX KOMIIOHEHTU 24

[IpakTuvyan mocTymak IpuMeHe OBOI TeCTa Ce MOXKe OIMcaTH Ha cjelehm Ha-
qnH. [IpBO ce TecTupa xumnoresa jia Cy CBe COIICTBEHE BPEJIHOCTU MeDycOOHO jejI-
Hake, k = 1. YKOJIMKO ce oJidalll OBa XUIIOTE3a, IIOCTAB/ba CE€ HOBAa XUIIOTE3a JIa
Cy CBe COIICTBEHe BPeJIHOCTH, OCUM IIpBe, Mehycodno jennake, k = 2. Ako u oBa
Xurore3a oyse ojdavdeHa, MoCTyIaK TeCTUPaIba Ce HACTaB/ba, aJIU CaJla TECTUPAMO
HYJITY XUIIOTE3Y Jia Cy CBE COIICTBEHE BPEIHOCTU, OCUM IIPBE JBe, Mel)ycodHO jeqHa-
ke, k = 3. [loctymak ce HacTaB/ba CBe JIOK Ce He NPUXBATU XUIIOTE3a O jeTHAKOCTU
MIOCTIETIbUX P — k COIICTBEHUX BPEIHOCTH.

TeCTI/IpaH)e 3Ha‘-IajHOCTI/I IIOC/IEAIbUX COIICTBEHHUX BPEIHOCTH HaM MOXKE JaTHU
OJITOBOD Ha IHUTame O OPOjy IVIABHUX KOMIIOHEHTH KOje heMO 3a/Ip:KaTh y aHaJIu-
3u. MambKaBOCT OBOI' IPHUCTYIIa OTJIE/Ia Ce Y 3aJprKaBaiby CYBHIIIE BEJUKOT Opoja

IJIaBHUX KOMIIOHCHTMH.

3.8 WN360p O6poja riaaBHUX KOMIIOHEHTH

Kao mTo cmo Beh peksin, OCHOBHEH IMJb METOJIe I'JIABHUX KOMIIOHEHTH jecTe
CMameme TNMEeH3Hje TolaTaKa, OJHOCHO CMabemhe Opoja mpoMenspbuBux. OHO MITO
JKeJIMMO jecTe Jila HAKOH IpUMEHe MeTO/e MMaMO Marbeé KOMIIOHEHTHU HEero IINTO
MMaMO OPUTMHAJHUX MPOMEH/HbUBUX, HAPABHO y3 YCJIOB JIa OBE€ KOMIIOHEHTE 00-
jacHe mITO BHINE Bapujanuje y nojanuma. lIlpupomno ce mamehe nmrame, Kako
OJJIyYIUTHA KOJIMKO TJIABHUX KOMIIOHEHTH Tpeda 3asp:xkartu?! [lpu omadbupy Opoja
IJIABHUX KOMIIOHEHTH MOTY Ceé KOPDUCTHUTHU Pa3JIMdUTU KPUTEPUjyMu, a oBjie hemo
IPUKA3aTU HEKOJNKO YOOUYajeHUX.

[IpBu mpuctyn ce ociiamba Ha (GUKCHParme KyMyJATUBHE IMPOIOPIHje YKYITHE
JIUCIIiep3uje KOjy odjallbaBa OJadpaHU CKYIl TVIABHUX KOMIIOHEHTHU. Y 3aBUCHO-
CTH OJT IOCMAaTPAHOT MpodJIeMa, ojladepe ce KyMyJIaTUBHA IPOTOPIIHja, Ha IPUMED
80% wmm 90% ykynne aucnepsuje, n 3atuM ce nosehasa Opoj 3aIp:KAHNX TIIABHUX
KOMIIOHEHTH CBe JIOK Ce€ He IOCTUI'HE MPETXOJHO IOCTaBJ/beHa T'paHulia. BaxKHo
je HAIIOMEHYTH Jia OBa METO/la UMa CyOjeKTHUBHY IIPUPOIY jep ce OpOoj IJIABHUX
KOMIIOHEHTH ojipel)yje Ha OCHOBY IMPOU3BOJHHO (DUKCUPAHE BPEIHOCTH KYyMYJIATUB-
He IPOIOopIje odjallmene auciep3nje. 1o 3Haun 1a ce rpanuiia oapehyje mpema
IIPOIEHN WJIU MPUOPUTETHMA MCTPAaKMUBada, & HEe HA OCHOBY OOjeKTHBHUX KPUTE-
pujyMa.

Jpyru mnpuctyn cyrepuiie 3aJipKaBakbe OHMX IVIABHUX KOMIIOHEHTH 4Yuja je

_ p
Jucepsuja, A\, Beha o mpocevne BpeaHOCTH A = Il) > Ak. AKO ymecTo mMarpuiie
k=1
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KOBapujaHce KOPUCTUMO MATPHUILy KOpeJselrje, TajJa je TpocedHa BPETHOCT JTh-
cuep3uje jemHaka 1. Y ToM ciydajy OBaj KPUTEPHUjyM HaM KaxKe: 3aJIpyKH OHe
rJIaBHE KOMIIOHEHTE KOJI KOjuX je jucrep3uja Beha oj jeaunuie. OBaj Kpurepujym
ce IeCTO KOpUCTU y (PaKTOPCKOj aHAJU3MU, TJIe je TTO3HAT 0/ HA3UBOM "KPUTEPU]yM
jenmamanor kopena” wian "Kajzeposo npasuno” (enr. Kaiser’s rule).

Caenehu kpurepujym n3zdopa KOPUCTH F€OMETPH)CKY CPEIMHY COTICTBEHUX BPE/I-

HOCTH, OJHOCHO JIMCIIEp3Uja TJIaBHUX KOMIIOHEHTHU. [eHepasim3oBaHa JIUCIEP3Uja

p

jeJiHaKa je MPOM3BOJLY COICTBEHHX BpeaHoctH, TO ject [[ A;. Ao modujeny spes-
Jj=1

HOCT JIUTHEMO Ha CTEIleH % JI00rheMo reoMeTpHjCKy CPeJIMHY COIICTBEHUX BPEIHO-

ctu. Jlakse, mpoceuna renepam30BaHa JUCIEP3Uja JaTa je TEOMETPUjCKOM CPEJIH-
HOM COIICTBEHUX BPEJIHOCTH, 11a ITPEMa, OBOM KPUTEPUjYMY 33/Ip2KaBaMO OHE TJIaBHE
KOMIIOHEHTe 4nja je jucuepsuja Beha o1 reomeTpujcke cpeuHe CBUX COICTBEHUX
BPEIHOCTH.

Jor hemo pasmMoTpuTH KpUTEPUjyM KOJH Ce OCJIambha Ha JUjarpaM OCHIIAmba (eHT.
Scree graph), oHOCHO Ha rpadUIKK IPUKA3 COIICTBEHUX BPEIHOCTH y omajajyhiem
noperky, a npeoxkuo ra je Karen 1966. rogune y pauny [7]. @opmupa ce tako
IIITO Ce COIICTBEHE BPETHOCTU MPUKAXKY Ha I'PpadUKOHY Yy OTHOCY Ha EHUXOBE OJI-
rosapajyhe OpojeBe KOMIIOHEHTH U TPYy2Ka BU3YEJHY HPOIEHY KOJUKO JUCIIEP3uje
odjallbaBa CBaKa IJIaBHA KOMIIOHEHTA.

['pacdukon nprkasyje KpuBy Koja Omajia, IpU YeMy IPBUX HEKOJUKO TJIABHUX
KOMIIOHEHTH WMa 3HA4YajHO Behe COICTBEHe BPEIHOCTU OJ OCTaauX. ladka rjie
KpHUBa MOYHIbE JIa CE paBHA WM IIOCTaje PeJaTUBHO paBHA O3HAaYaBa TAa4dKy Ha
KOjOj YKJbyUHMBaIbe JIOJATHUX KOMIIOHEHTHU Hehe 3HadYajHO JONMPUHETH O0jalllbeHO]
nuctep3uju. OBa TadKa ce 9eCTO KOPUCTHU KAo Ipar Wi TPAHUIA 33 01adup Opoja
3a/pKaHUX TVIaBHUX KoMIoHeHTH. [IpaBmiio jakTa Huje o moMohm yKOJUKO Ha
rpadUKOHy HeMa OYUIJIETHOT MPEeJIOMa MJIN YKOJIUKO UX UMa BUIIE O jeJTHOT.

Baxxno je mamomenyTtu jga m3dop Opoja IJIaBHUX KOMIIOHEHTU 3aBHUCH O] CIIe-
nuduIHIX 1oTpeda aHasmM3e, KeJbeHe JUMEeH3Hje IojaTaka u OaJjaHca usmebhy
cMambeha JIMMEeH3uje U IyOuTKa nudopMaryja. ¥y OIIITeM CIy4ajy MOKa3aJo ce Jia
Kaja je p > 20, Kaj3epoB KpuTepunjyMm je peCTPUKTUBAH Y CMUCIY Ja YKJBYUIYyje Cy-
BUIIE MaJIi OpPOj IVIABHUX KOMIIOHEHTHU. HacympoT meMy, IpaBuJIo JIaKTa 33/ IpKaBa
BeJIMKHU OPOj TVIABHUX KOMIIOHEHTHU Y J1asboj aHam3u. [loxkesbHO je ekcriepuMeHTH-
CaTH! ca Pa3JIUIUTUM TPArOBHMA M KPUTEPHUjyMIMa KaKoO OM ce TPOHAIA0 HajOObI

n300p 3a KOHKPETaH CJIy4aj.
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3.9 Poranuja riiaBHUX KOMIIOHEHTH

Poramnuja 3aapkannx rjaBHIX KOMIIOHEHTH je IMOCTYHAK KOjUM Ce BPIIH IIPO-
MeHa OpHjeHTallfje WU MeyCOOHOT TOJI0XKaja TJIaBHUX KOMIIOHEHTHU Pajid JIaK-
mie wHTepnperanyje. [locroje aBa OCHOBHA THIIA pOTallfje: OPTOrOHAJHA (EHT.
orthogonal), kKaja HOBe oce octajy melycodno oproronasne, n koca (enr. oblique),
KaJla HOBe oce HucCy odaBe3no oproronajue. Ilub poraruje je moctuhu ,jemaHo-
CTaBHU]Y CTPYKTYPY 3aJIpzKaHUX KOMIIOHEHTHU KOja je JIaKIa 3 WHTEPIPETAIH]y.
Poranuja ce 0dudaHO M3BO/IM ¥ IPOCTOPY 33/ IPKAHUX KOMIIOHEHTH U MOXKE yTUIIATH
Ha paclojiesly oojallibeHe jauciiep3uje namelhy xkommoneHTH. 300p moTmpocTopa
3a pOTaljy MMa BEJIMKU YTHIA] Ha pPe3ysTare, Ia je MPEernopyu/bUBO UCIIPOOATH

BUIIE BAPUjaHTH MTOTIIPOCTOPA KAKO OU Ce IIPOBEPUJIA POOYCTHOCT MHTEPIIPETAIIH]E.

OproroHajiHa porainuja IrJIaBHUX KOMIIOHEHTHU

OproronaHa poraruja ce jgeduHuire Marpuiom porarnuje W, T/e peioBu
o3HavaBajy opuruHajiHe (akrope, a KojioHe HoBe (porupane) daxkrope. Ha mpe-
CeKy peja m W KOJOHEe 71 MMaMO KOCHUHYC yIJjia u3Mel)y IpBOOMTHE M HOBE OCE:
Wy = €OS O, ,. MaTpuma poranuje je OpTOroHAJIHA U CTOTa BaXK1 WIwW =1.

Varimaz porammja, kojy je passuo Kajzep 1958. romuune (morsemaru [14]), je
Hajnomynapauja Merojia poranuje. [lub varimaxr poramuje je mocTusame jegHO-
cTaBHOI' oOpaciia onrepehema KOMIIOHEHTH, IJie CBaKa KOMIIOHEHTa MMa, BUCOKA
onrepehema camo 3a oapehen 6poj MpoMeH/bUBUX, JOK OCTaJIe IIPOMEH/bUBE MMa-
jy Hyma mmm MaJia onrepehema. OBa poralija HaM IMOMaXKe 1a UIEHTUMUKYjEMO
jacHe Be3e m3Mehy MPOMEH/PUBUX U KOMIIOHEHTH, OJIAKIaBajyNu MHTEPIpEeTAIT]y
pesynrara. OapehuBame OpTOTOHAHE MATPHUIE CE€ BPIMH MAKCHUMH30BAHEM CyMe
Jucrep3uje KBajipara Koedurujenara. Y BehuHU CTaTUCTUYIKUX copTBEpA varimar

j€e ToJIeTTeH Kao Mo Ipa3yMeBaHu KPUTEPUjyM.

Koca poramnuja risaBHUX KOMIIOHEHTU

38a pas3ymKy O MeTOo/a OpPTOTOHAJIHE POoTallije Kao IITO je varimar, promax
omoryhasa Koco (HEOPTOrOHAJIHO) POTHPAIHE, IITO 3HAYH JIa POTUPAHE KOMIIOHEHTE
MOT'Yy OUTH y KOPEJIaIliju jeTHa Ca JIPYyTOM.

Promax poramuja yk/pydyje IPOIEHY MaTpHIle Koja JieduHuine TpaHcdopMma-

[I1jy OPUTUHAJHUX TVIABHUX KOMIIOHEeHTH. OBa MaTpuiia Tpanchopmaliyje yKby ay-
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je yriioBe poraruje u Koeduiimjente Kopesaruje n3mel)y poTupaHux KOMIIOHEHTH.
YryoBu poraiuje ojipehyjy opujeHTanujy KOMIIOHEHTH, JIOK KOe(UIIMjeHTH KOope-
Jlarmje odyxBaTajy mehycodmne osgmoce m3mely kommonentu. Poranuja ce obuano
BPIIIK UTEPATUBHO, IIpujarohasajyhu BpeIHOCTH KaKO OU ce TIOOOJBINAJIO CJIararbe
n3Mely porupaHmx KOMIOHEHTH U ImocMaTpannx mojartaka. Omoryhasajyhu kope-
Jlanujy u3melhy poTupaHux KOMIIOHEHTHU, Promar poTaluja MOXKe 00Jbe yXBaTUTU
OCHOBHY cJiokeHOCT u MelyzaBucnoctn y noganuma. [locedno je kopucua kajia ce
oYeKyje Jia Cy JUMeH3Hje Koje ce aHAJIU3UPajy MeyCOOHO KOopesncaHe, jep mpyzKa

peaTMCTUIHN]Y Pelpe3eHTaInjy OgHOCa n3Mely Bapmjadin.

o
;e ¥
KOMIMOHEHTA 1 : °

KOMMOHEHTA1 | oo )
o o

' KOMIMOHEHTA 2 " KOMMOHEHTA 2

OpToroHanHa poTaumja Koca porammja

Crauka 3.3: OproronajHa u Koca poTalnja IJIaBHUX KOMIIOHEHTH

3.10 IIpumena meTone riiaBHUX KOMIIOHEHTHU

Cge MeTo/1e KOje Cy HaBeJleHe U OlicaHe KPO3 PaJl Cy WIyCTPOBaHe KPO3 IIPUMe-
pe nmomohy rporpamckor jesuka Python. OBu npuMepu JeMOHCTPUPA]Y PA3JIUIUTE

KOHIIEIITe U TeXHHKe u Mory ce npounahu na cienehem GitHub penosuropujymy [2].

Baza mogaraka Iris

Y oBoM mpumepy, yrno3nahemo ce ca MeTOJIOM IJIABHUX KOMIIOHEHTH Ha IIOILY-
JlapHoj 6a3u nojaraka Iris. basa momaraka Iris je decto KopuiheH CKyII o/[aTaKka
y 00/IaCTH MAIMHCKOT yuema u craructuke. OHa cajpxku uadopMalmje o pa3/im-
YUTUM BpCcTama IBeToBa. Baza ce cacroju ox 150 wHCTaHIM, TpU YeMy CBakKa

MHCTaHIa uMa 4 HyMepudka arpudyTa, TO Cy: JyKHHA M MIUPUHA JaTuia (eHr.
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petal) n ayxuHa u mupuHa damure sera (eHr. sepal). llseroBu cy momesbenu y
Tpu Kyace Setosa, Versicolor m Virginica, mpu demy cBaka Kjaca uMa 50 MHCTAHIIA.

Hakon yBo3a cBHX HOTpeOHHMX OMOIMOTEKA, IIPBO YyIATABAMO Oa3y IOJATAKA
Iris koja Beh noctoju y sklearn dudmmorenu. 3aTuM KOHBEPTYjeMO a3y MmojaTaKa

y pandas data frame pamu sakmre manuiyianuje. [Ipe nmpumene anamse riraB-

sepal length (cm) sepal width (cm) petal length (cm) petal width (cm)
0 5.1 35 1.4 0.2
1 49 3.0 1.4 0.2
2 47 3.2 1.3 0.2
3 46 3.1 1.5 0.2

4 5.0 3.6 14 0.2

Cauka 3.4: I[IpBux HEKOJIMKO peaoBa n3 daze mojgartaka Iris

HUX KOMIIOHEHTHU WJIN JIPYTUX TEXHUKA CTATHCTUYKOT WJIM MAIUHCKOT yUema, J10-
Opa mpaxca je craHmapan3aiyja nogaraka. Kopucrumo StandardScaler w3 sklearn
OubJ/IMoTeKe KaKo OMCMO CTaHJIApAU30BAIN CKYI aTpUOyTa. 3aTUM IIPUKA3YjeMO
KOpeJsialnjy u3Mehy ckajJupaHux mojilaTaka rmoMmohy TorsiorHe mare. Kopesaruja
n3Mehy pa3/IMYuTuX arpuoyTa je NMpuKas3aHa IyTeM 00ja, IJle TaMHUja HHUjaHCa
O3HAYaBa Makby KOpeJallfjy, a CBEeT/INja HHjaHca O3HadaBa Behy kopesnarujy. OBa
aHaJIM3a HAM IIOMayke Jia BU3YeJHO caryiegaMo mehycodHe ojiHoce arpudyrta mpe

IIpUMEHE Ja/bUX TEXHUKa aHaJMU3€ IIoJaTaKa.

sepal length (cm) -

sepal width {cm)

petal length {cm) -

petal width (cm) -

sepal length {cm) -
sepal width {cm)
petal length {cm) -
petal width {cm)

Cauka 3.5: TomtorHa Malta Kopesalije CKyla mojgaraka [ris

Ca TomioTHe Malle IIpUKa3aHe Ha CJIUIH BUJIUMO Jia IIOCTOje BHCOKE KO-

peJianuje u3Mehy Jy:KWHe Yallldlile W JIy2KUHE JIAThIa, Kao u u3Mely aykune
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JIaTWATa W IMupuHe Jiatnia. Jlakie, mMa CMHUCIa CMambUTH JIUMEH3U]y I0J1aTaKa.
Mero ryiaBHIX KOMIIOHEHTH IIPUMEhYjeMO Ha CKaJUpPaHU CKYII IoJaTaka. 3a TO
Python nymu jomr jemny yrpabeny kiacy nazBany PCA Koja ce HaJla3u y MOJLYJLY
sklearn.decomposition. Pamgu ninycrparuje, Opoj KOMIOHEHTH y HaIleM (DUHAJHOM
CKYIIy CMO IIOCTABHJIN Ha 3, IIITO YCTBApPH 3HAUN J1a Ne Halll KPajibu CKYI aTphoy-
Ta umaTu 3 KojoHe. Caga, Kaja CMO IIPUMEHUIN METO U JOOMJIH CMalbeH! CKYII
aTpudyTa, IpoBepuhieMo Kopeiamujy uamehy pasaunduTuX IJIAaBHUX KOMIIOHEHTH,

ITOHOBO KopucTehn TOILIOTHY Marty.

-10
| -08
06
-0.4
02
. ' | -0.0
PC1 pC2 PC3

Cuauka 3.6: TomorHa Mama HaKOH IIPpUMEHE aHaJIN3€ I'VITaBHUX KOMIIOHEHTHU

PC1

pC2

PC3

Ca TomjioTHe Mare IpUKa3aHe Ha CJIUIN jacHO BUJIMMO J1a HE TIOCTOjU KOpe-
Januja uaMely pazmumantux godujenux riaasuux kommnouentu (PC1, PC2 u PCS3).
Jakse, Ipenum cMO ca ITPOCTOPa BUIIE JTUMEH3Hje Ha IMPOCTOP Marbe JUMeH3Hja,
IIpU Y€MYy CMO OCUTYypaJid Jia je Kopesaruja n3mely a00ujeHuX riIaBHUX KOMIIO-
HeHTH MUHUMaJ/HA. Ha Taj HauMH cMO OCTBApHW/IN IUJBEBE METO/E TJIABHUX KOM-

IIOHEHTH.

Basza nonataka Breast Cancer

Oga daza mojartaka je jeo oudsmmoreke scikit-learn u 1ecTo ce KOPUCTU y €Ty-
KaTHUBHE CBPXE U 3a TECTUparhe ajropuramMa Kiacudukanuje. Marpuna arpudyra
CaJIpyKU ToJIaTKe 0 TyMopuMa Jiojke. CBakuM pesl y MATPHUIU TPEJICTaB/ba je/IaH
y30pak (marujenTta), a CBaKd aTpudyT MPEJCTaB/ba PA3IHIUTE KAPAKTEPHCTUKE
TyMoOpa (HIIp. pajmjyc, TEKCTypa, oduM, riarkoha uri.). YKynHo nMa 30 arpu-
Oyra. Takohe mMaMO M HU3 IU/BHUX BPEJHOCTU KOjU O3HAYABA JIUJArHO3Y TYMO-
pa. llmbaa BpemuocT 707 mpejacTaB/ba OEHUTHU TYMODP, JIOK IHJbHA BpeaHoct ~ 17

IpeacTaB/ba MaJIUTHU TyMOD.
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Busyanmuszanuja nmozaraka. /la ducMo BU3yaan30Bai M0IaTKE, KOPUCTHhe-
Mo seaborn rpadukone. IIpe ymorpede rpadukona suommne (violin plot), morped-
HO je HOpMaJIM30BaTH WJIN CTaHIapau30BaTh mojgaTtke. Pazimke uamely BpegaocTn
aTpudOyTa Cy BEJUKE Jla OU ce MOIJie youuTu Ha rpadukony. I'padukone rpymm-
meMo y 3 rpyme, mpu 4eMy cBaka rpyna cajpxku 10 arpudyra Kako OMcMo mx
jakiie nmocmarpasin. He 3adbopaBumo, He dupamo arpudyte, Beh ce ymo3Hajemo ca

IoJlaIiiMa, Kao KaJa rjie/laMo KapTy Muha Ha BpaTUMa Mmada.

BpENHOCTH

arpulytn

Cauka 3.7: I'pacdukon Buosune npsux 10 arpudyra

[Iporymaunmo rpadukoH npukasan Ha ciunu 3.7, Ha npumepy arpudyra
texture _mean, MeaujaHa MAJUTHAX U OEHUTHUX TyMOpPa HM3TJIeJa Kao Jjia Cy pas3-
JIBOjEeHH, IIITO MOXKe OUTH JI00pO 3a Kiacudukanujy. MehyTtum, na nmpumepy arpu-
Oyta fractal dimension mean MeInjaHa MAJUTHUX U OEHUTHUX TYMOPa HE U3TJIe-
Jla Pas3/BojeHo, IMTO He IpyzKa JO0BO/bHO WMHMOpMalnja 3a Kiacudukanujy. OBo
TyMaderme 3HAYN J1a aTpUoyT texture mean MOyKe OUTU KOPHUCTAH Y IIPOIECY KJIa-
cudukamuje jep pasjBaja MeaujaHy u3Mehy MaJUTHUX U OCHUTHUX TyMOpPAa, JIOK
atpudyT fractal dimension mean He TpyKa JTOBOJHHO HHMOPMAIIT]ja 38 PA3IUKO-
Bame n3Mel)y oBe jBe Kiace.

Ca ciuxke npumehyjemo jomr ma aTpudyTtu concavity worst u concave
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point _worst U3ryenajy CANYHO, ajd KAaKO MOXKEMO YTBPJAWUTU Ja JII Cy OHU KO-

penupanu win He?
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Cruka 3.8: I'padukon BuoJinHe

Jla ducmo neraspHUje yIOPEIUIn OBa JIBa aTPUOYyTa, KOpUCTUNEeMO 3aje THUIKN
rpadukon (eHr. joint plot). Ako moryieamMmo CiauKy BHUJIMMO JIa Cy OHU 3aUCTa
Kopesupanu. Bpemnoct Pearsonr je mepa KopeJsalje, Ipu YeMy BPeTHOCT 1 Tipei-
craB/ba HajBumry kopesarmujy. Crora, Bpeaunoct o 0.86 je 10BO/bHA Ja KarXKeMO 14
Cy OBH aTpUOyTU KOpejupaHu. JoIr yBeK He DMpaMo aTpudyTe, cCaMo MOKYIaBaMO
JIa CTEKHEMO CJIMKY O HbUMa.

[MITa je ca nmopehemem Tpu mim Buille KapakTepuctuka?! ¥ Ty CBPXY MOKEMO
KOPHCTUTH Mpexy mnapoBa (eHr. pair grid plot). Ca ciuke OTKPHUBAMO jOIII
jemmy crBap, radius _worst, perimeter worst u area_ worst cy y Kopejanuju. AKO
2KeJIMMO JIa TIOCMAaTpaMo KopeJiaruje n3Mehy cBux arpudyra, KOpUCTUMO TOILJIOTHY
Mally Koja je crapa, ajii MONHa MeTOJa IPTaba.

Haxkon anajmmze Kojy cMO CIIpOBEJIH, IPUMETHUIA CMO JIa TIOCTOjU KOpeJaliija u3-
meDhy oapehenux arpudyra y ckymy mojaraka. 1o cyrepuiie jia OBU aTpUOyTHU HPY-
Kajy cianare nadopmalyje u Ja cy nose3anu. Kajga mMamMo BHCOKO KOpeJMpaHe
aTpudyTe, MOXKe Ce Pa3MOTPHUTHU CMalbehe JIMMeH3nje CKyna mojaraka. CMarmemne
JIUMEH3Hje MOXKe OMUTH KOPHUCHO jep HaM omoryhaBa Jia pajiuMO ca MarbuM OpO-
jeM arpudyTa Koju 3ajipkaBajy Behuny nndopmalyja ca/ipKaHux y OPUTHHATHOM

CKYIIy IIoJaTaKa. Y Ty CBPX€ KOPHUCTUMO aHaJIU3y I'NITaBHUX KOMIIOHEHTHU, KaKO ou-
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Cmuka 3.9: 3ajequnuku  rpaduKOH Cauka 3.10: Mpexa naposa

aTpuoyTa concavity worst W concave
points _worst

CMO JIOOMJIN KOMIAKTHUJU CKYT arpudyTa Koju ojpkaBa Behuny BapujadbuHocTn
y HojanmMa.

OapebhuBame Opoja riiIaBHUX KOMIIOHEHTH. [ J1aBHE KOMIIOHEHTE MOXKEMO
n3adparu y3 moMoh pa3anauTux Kpurepujyma o kojuma je Beh dusio peun. [Ipema
KajzepoBoMm mpaBmity, Tpeda 3aJip:KaTu caMO OHE KOMIIOHEHTEe YHja je COIICTBEHA
Bpeanoct Beha oy 1. Kako je To ciy4aj KoJi IPBUX MIECT TJIABHUX KOMIIOHEHTH,
IIpeMa OBOM KPUTEPUjyMy HbUX OMCMO 3aJIprKaJjiil y J1a/b0] aHAJJIU3H.

Kywmynarusuna uponopruja odjarimene uclep3uje M3HOCH PEIOM: 3a IPBY
raBHy KommoHeHTy 44.27%, 3a npee npe riasHe Kommnonente 63.24%, 3a mpse
Tpu 72.63%, 3a npse werupu 79.23% , 3a npsux ner 84.73% u tako maspe. Ako
yHaIpe (puKcupaMo U3HOC odjamnmene aucnepsuje Ha 80%, oHza mpema OBOM
KpHUTEpUjyMy Tpeda 33/IpzKaTh MeT IIABHUX KOMIIOHEHTH.

ApHTMeTHYKA CPEINHA COICTBEHNX BpeaHocT m3nocu A = 1.00176, ma mpema
JPYTOM KPUTEPUjYMY 3a/IpKaBaMO OHe TJIaBHEe KOMIIOHEHTE KOJI KOJUX je A > A
Kako je To ciyvaj Kox mpBUX MIECT I'JIABHUX KOMIIOHEHTH, ITPEMa OBOM KPUTEPH-
jyMy TOJIMKO heMo uX U 3aJIpKaTh y Jajb0j aHAJM3H.

Kpurepujym 3acHoBan Ha TeOMETPHUjCKOj CPEJIMHU CyTepHIle 3aJpKaBarbe de-
TPHAECT TJIABHUX KOMIIOHEHTH, TOIITO je TeoMmeTpujcka cpeamna jeanaka (0.095,

a MPBUX YETPHAECT COINCTBEHUX BpejHocTH cy Behe on oBe Bpesnoctu. [lo mom
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MHUI/bEbY, HeMa MOTpede 3a/IPKATH TOJUKU OpOj KOMIIOHEHTH, & U OCTAJIM KPUTe-

PHUjyMH CYTepUIITy 3a/pKaBarbe Marber Opoja KOMIIOHEHTH.

Scree plot

ConcteeHe BpeHOCTH
e
L
T T T T
@ ~ [="] w

MpoueHar ofjawrerde BapujaHce

[*]
L
T
=
2]

04 B e

0 5 10 15 20 5 £
Epoj masHux KOMNoHEHTH

Cruka 3.11: Jlujarpam ocumarma

Ha kpajy, xopuriheme npaBujia JiakTa 3aCHUBAMO Ha CJIUIN Ca ciuke
YUTaMO JIa 33 ToTpede Jlajbe aHaIn3n Tpeda 33 /Ip7KATU IECT IJIABHUX KOMIIOHEHTH.

Kopumhemem paznnauntunx Kpurepujyma n3dopa Opoja IiIaBHUX KOMIOHEHTH Y
JTaJb0j aHAJIU3W OUCMO 3aJIpKaJId MIeCT TJIABHUX KOMIIOHEHTH, YUMe CMO 3HA4YajHO
CMAIbIIN JIMMEH3U]Y MOITAKA.

Anamm3a komnoHeHTH. 3adpanu cMo jBe KOMIIOHEHTe ca HajBehmm cor-
CTBEHHM BPEJIHOCTUMA W IPUKA3AJIU JIBOJUMEH3UOHU IpadUKOH KOjU IPUKa3yje
pa3auky u3Mehy MaJIurHOI U OEHUT'HOI TyMOpa Ha OCHOBY OBE JIB€ KOMIIOHEHTE.
Takxobhe, MOKEMO €KCITEPUMEHTHCATH Ca PA3JIUIUTAM CKYITOBIMA KOMIIOHEHTH KAKO
OMCMO BUJIE/IM KOJU Tap Jiaje O0JbY BU3YAJU3AIN]y OBE JIBe T'PYIIe IalljeHara.

Ca cimke ce jacHO BUJIM JIa TIPBa MPOjeKIja Do/be pas3/iBaja Kjace, MTo je
JIOHEKJIE U OYEKUBAHO jep IpBa KOMIIOHEHTa CaJIpxKHU HajBehu jieo mHpOpMAaIja.

Matpuma pca_ components  campxku nHdOpMaImje o Mel)ycoOHOM OTHOCY CBa-
KOT' OJI TIOJIA3HUX aTPUOyTa U JIOOMjeHUX IJIABHUX KOMIIOHeHTH. OBO MOXKEMO HC-
KOPUCTHUTH 3a IPUKA3UBAIHE 3aBUCHOCTH y (OPMU TOIJIOTHE Mare (CjimKa .
[IpBu pen ce omHOCH HA MIPBY, a JAPYTH Ha JAPYTY TJIaBHY KoMIoHeHTYy. CBakm o1
aTpudOyTa je ONUCaH MOjeTMHATHOM KOJOHOM.

Poranuja rmaBanx komnoueHnTu. [luss poraruje jecre nodujame jeiHocTas-

He CTPYKTYype y K0joj IJIaBHe KOMIIOHEHTe Tpeda Jia Oy/1y 1miTo He3aBucHuje. To 3Ha-
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Cruka 3.12: Paznuka nuzmely Majuraor u OeHUIHOT TyMOpPa Ha OCHOBY JIBe TJIABHE
KOMITOHEHTE

ts_mean
ts_se
ts_worst

fractal_dimension_mean

radius_mean
texture_mean
perimeter_mean
anea_mean
smoothness_mean
compaciness_mean
concavity_mean
concave poin
symmefry_mean
radius_se
texture_se
perimeter_se
smoothness_se
compaciness_se
concavity_se
concave poin
symmetry_se
radius_worst
perimeter_worst

area_se
fractal_dimension_worst

fractal_dimension_se
texture_worst
smoothness_worst
compaciness_worst
concavity_worst
concave poin
symmetry_worst

area_worst

Mpea rnaesa KOMNCHEHTA

[pyra raeHa KoMNoHEHTa

Cruka 3.13: IIpukas monmpuHOCa CBAKOT aTpuOyTa MPBOj U APYTO]j IIABHO] KOMIIO-
HEHTU

91 Ja CBaKa IJlaBHAa KOMIIOHEHTa Tpeda ja Oyae oapeheHa crenmpudHnM CKyIIOM
IIPOMEHJbUBHX, a JIa IIPU TOMe OyJie ITO Makhe IMPOMEH/bUBUX KOje Ce 3ajeJHUIKU
jaBipajy y Behem Opojy ritaBHUX KOMIIOHEHTH.

[Ipunukom poraruje ce Memajy onrtepehema u Tpedayso Ou ja Ta omnTepe-
hema najy jacuujy umnrepuperarujy. Bpeanoctu y rtadenu, ciuka |3.15, cy or-
Tepehema Koja TpeJCcTaB/bajy Kopesaruje n3mehy IJIaBHUX KOMIIOHEHTH U OpH-
IMHAJIHUX IIpOoMeH/buBHUX. I3 Tabese mocmarpamMo camo oHa onrepehema Ko-
ja cy mo amcoiyTHoj Bpeanoctu Beha ox 0.8. Kao mro mMoxKemMo NPUMETHUTH,
IIpBa IJIaBHA KOMIIOHEHTa je y KOopesjaluju ca mean_ radius, mean_ perimeter,
mean__area, mean_ concave_ points, area_ error, worst_ radius, worst_perimeter
n worst_area. Takohe, mozkemo pehu j1a IpBa IyiaBHa KOMIIOHEHTA y BEJIUKO] MEPHU
objammmaBa u worst concav_ points. /Ipyra riaBHa KOMIIOHEHTa je y KOPeJaIluju
ca mean__ fractal dimension n worst_ fractal dimension, Kao u J1a y BEJUKO] Me-

pu oBjarmaBa compactness_error. Ako morsenamo Tadesy ca CImKe BUJIMMO
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na Hajseha onrepeliema (0 AlCOIyTHO] BPEIHOCTH) MOHOBO CTOje Y3 MPOMEH/bIBE

mean__ fractal _dimension n worst_ fractal _dimension.

PC1 PC2

mean radius 0.218202 -0.233857
PC1_rotated PC2_rotated

mean texture 0103725 -0.059706 mean radius 0.970997 0.069656

mean perimeter 0.227537 -0.215181

mean texture 0.397554 0.071648
mean area 0.220995 -0.231077 mean perimeter 0.975154 -0.015268
mean smoothness 0.142590 0.186113 mean area 0.974140 -0.060050
mean compactness 0.239285  0.151892 mean smoothness 0.218300 0.647705
mean concavity 0.258400 0.060165 mean compactness 0.5662677 0.758401
mean concave points 0.260854 -0.034768 mean concavity 0.734731 0.606297
mean concave points 0.858586 0.416476

mean symmetry 0138167 0.190349
mean symmetry 0.199281 0.648111

mean fractal dimension 0.064363 0.366575
mean fractal dimension -0.247270 0.871016
radius error  0.205979  -0.105552 radius error 0.773646 0.168930
texture error 0.017428 0.089980 T CR -0.055598 0.216846
perimeter error 0.211326 -0.089457 perimeter error 0.770577 0.211887
area error 0.202870 -0.152293 area error 0.821021 0.067401
smoothness error 0.014531 0.204430 smoothness error -0.204726 0.445807
compactness error 0.170393  0.232716 compactnessierror 0.248246 0.795120

concavity error 0153590  0.197207 concavity error  0.239135  0.690989

. concave points error 0.414301 0.609782

concave points error 0.183417 0.130322
symmetry error -0.092047 0.455943

symmetry error 0.042498 0.183848
fractal dimension error -0.021913 0.765337

fractal dimension error 0.102568 0.280092 worst radius 0982325 -0.024003

worst radius  0.227997 -0.219866

worst texture 0.382458 0.102199
worst texture 0.104469 -0.045467 worst perimeter 0.984901 0.033087
worst perimeter 0.236640 -0.199878 worst area 0.971915 -0.028794
worst area 0.224871 -0.219352 worst smoothness 0.189410 0.5692063
worst smoothness 0.127953 0.172304 worst compactness 0.481518 0.686836
worst compactness 0.210096  0.143593 worst concavity 0.595771 0.628303
. worst concave points 0.794960 0.452130

worst concavity 0.228768 0.097964
worst symmetry 0.210847 0.520328

worst concave points 0.250886 -0.008257
worst fractal dimension 0.075300 0.810224

worst symmetry 0.122905 0.141883

worst fractal dimension 0131784  0.275339 Cmuka 3.15: Onrepehema riaBHEX

KOMTIOHEHTH HAKOH POTAIlHje
Cmuka 3.14: Omnrepehema riraBHUX

KOMIIOHCHTH
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AHasn3a riiaBHUX KOMIIOHEHTH ca

KepHeJl TpaHcdopMalizjaMma

Crangap/iHa MeTO/Ia TJIABHUX KOMIIOHEHTH OMOTryhaBa camMo JITHEAPHO CMakhe-
e quMensuje. MehyTum, yKoIuKo 1mojianu numMajy cjaoXKeHnje CTPYKType Koje ce He
MOT'y JIOOPO TIPEJCTABUTHU Y JUHEAPHOM IIOTIIPOCTOPY, CTAHIAP/IHA METO/a TJIaB-
HuxX KomroneHTn Hehe dutn of Besimke momohn. AHasim3a TyIaBHUX KOMIIOHEHTH Ca,
KepHeJI TpaHcdopMaljaMma HaM oMoryhaBa reHepanu3aliijy CTaHIap/iHe MeToJIe
IJIABHUX KOMIIOHEHTH 3a HeJIMHEeapHO cMambeme JuMmensuje. [Ipeanoctu merose ca
KepHeJI TpaHcdOopMalijaMa cy HApOUUTO BHUJIJbUBE KOJI aHAJIN3E MOJaTaKa KOju ce
He MOT'Y aJICKBATHO MOJIEJIOBATH JITHEAPHUM MOJICJIUMA, KAO IITO Cy CJIUKE, ay/ o
3aIUCHU U JIpyre KOMILIEKCHE BpcTe nojaraka. OBa Texauka oMmoryhasa do/be otay-
Bambe nHdOpMaInja 0 CTPYKTYPHU MIOJATAKa, IITO je KJbYyIHO Y MHOTUM ITPUMEHaMa,
YKJbY4dyjyhu mperno3naBame 00INKa, KJIaCU(PUKAIN]y U JIpyre aHaJInu3e MMOJIaTaKa.
MebhyTum, oBa MeTo/Ia MMa U HEKa OrpaHUYEHa, Kao IITO je 0Jadup OJroBapajy-
her keprena (dynkiuje jesrpa) m oaropapajyhux mapamerapa, IITO MOXKE OUTH
Temko u jgyrorpajHo. Takohe moxke OUTH padyHCKH 3aXTEBHA 3a BEJIMKE CKYIIOBE
IoJIaTaKa, jep 3axXTeBa M3padyHaBarbe KepHeJl MaTpHUIle 3a CBe MapoBe IMOJIATaKA.

Hatomerna: Nako ce y pasjiumauTuM MAaTEMATHIKUM JIUCIUILIANHAMA TEPMUH
KEepHeJI IIPEeBOJIN Kao je3rpo, MU heMo y JajbeM pajy, y JyXy TEPMHUHOJIOTHje Ma-
HNIMHCKOI' y4Y€iba, KOPDUCTUTU EHIJVIECKY DeEY. y Pa3/InIUuTUM KOHTEKCHUTMa, IIpaBe
ce BPJIO pa3/IMYUTe MPETIOCTABKE Be3aHe 3a KepHeJIe, I1a Ce U CAMU KOHIIEIITU KO-
ju ce MO TMM M3pa30M IMOApa3yMeBajy BpJio pasiuKyjy. OBaj TepMuH o3HAYaBA
dYHKIH]y KOja ce KOPUCTH 3a padyHarme CJAUIHOCTH n3Mely mojaraka y BUIIE M-

MEH3UOHOM IIPOCTOPY.

36
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4.1 Kepuenu (dyHkimje jesrpa)

YV KOHTEKCTY CTATHUCTUYKOL yUerha, KepHeJI ce JleUHHIIe Kao TO3UTHBHO CEMU-
nedunnTHa, cumerpuyna dyukmuja x: X X X — R koja 3agoBosbaBa Mepriepos
yCJIOB.

MepriepoB ycjIoB Kazke Jia 3a OMJIO KOjU CKYI Tadaka Tq, X, ..., L, y IPOCTOPY
ynaza X, marpuna K ca enementnma K;; = k(z;, ;) Mopa Outn mosuTuBHO ce-
vugeduruTHa. pyrum pednma, 3a Ou10 KOju KOHAYAH CKYI IOJaTaKa, MATPUIA
KepHeJia Tpeda Ja MMa CBe COIICTBEeHe BpeaHocTH Behe min jeHake HyJIH.

CBojcTBO TIO3UTHBHE CeMUIeNMUHUTHOCTH 00e30ehyje 1a KepHes IpecTaB/ba
BaJINJIAH CKAJAPHU IPOU3BOJL, (€HT. inner product) y TOTEHIjaJTHOM BUCOKOMMEH-
3MOHOM IIPOCTOPY aTpudyTa. To HaM omoryhasa Ja UMILIMIUTHO M3BOIMMO IIPO-
padyHe y TOM BHUIIEIMMEH3UOHOM ITPOCTOPY, 0€3 eKCILUIUIUTHOT MAaIliParha TaIKa
ojlaTaka y Eera, ITo je MO3HATO Kao KepHes Tpuk (eHr.  kernel tm’ck”) OBaj
TpuUK oMoryhasa epuKacHO padyHarme y aJrOpUTMUMa Kao IITO Cy aHAJIN3a TJIaB-
HUX KOMIIOHEHTH Ca KepHeJI TpaHcdopMalyjama, MeTo [ MOTIOPHUX BEKTOpa (eHT.
support vector machine) u IpyruM MeToJamMa 3aCHOBAHUM HA KEPHEIMMA.

Hajuemnrthe xopunrhenn kepHuesn cy:

e KOHCTAHTHU KepHeJl (eHr. constant kernel)
r(x,y) = ¢,
e JjHeapHHU KepHesl (eHr. linear kernel)
R(X,y) =Xy,
e nosmHOMHY KepHen (eHr. polinomyal kernel)
r(x,y) = (x-y+e),

rie je d mapamMeTrap Koju ojipehyje cTemneH IOJMHOMA, a ImapamMerap ¢ je CJIo-

0oJlaH 4IaH KOju oMoryhaBa rmoMeparbe IMOJTMHOMA JIy?K BEPTUKAJHE 0Ce

!To 3maun ma IpHIMKOM IpHMeHe TeXHWKe KepHeJd TPHK U TpaHcdOopMallije IOJATaKa y BU-
e JUMEH3UOHU [IPOCTOP, HE MOPAMO JIOCJIOBHO U3PAYYHATHA CBE BPEIHOCTH TUX TPAHCHOPMUCAHUX
TavYaka U CTBAPHO UX IPEMECTUTU Y Taj HPOCTOP. Y TPAAUIIMOHAIHOM MPUCTYIY, AKO OUCMO 2Ke-
JIeJIN J1a PAJUMO Ca IOJIAIMa Y BUINEIUMEH3UOHOM IIPOCTOPY, IPBO OUCMO UX TPaAHCHOPMUCAIH
kopucrehu onpeheny OyHKIMjy mpec/inKaBarma U TUME JOOUIN HOBE KOODJWHATE 32 CBaKy TAUYKY
y HOBOM mpocTopy. Mehyrum, To MOxKe OMTH padyHCKM 3aXTE€BHO, MOCEDHO KaJja pajuMoO Ca Be-
JINKAM CKyIIOM mojaTtaka. KepHes Tpuk Ham omoryhaBa j1a paauMo ca HOJalnnMa Kao Ja cy Beh
TpaHcGOPMUCAHN Y BUIIEIUMEH3UOHOM IIPOCTODPY.
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e RBF (Radial Basis Function) kepHeJ1, Takohe mosuar kao ['aycoB KepHes

_lx—yli?
K(X,y) =€ 27 |
rae ||-|| mpencraspa Eykimacko pacrojame mamely BekTopa X my, a o je

CJIOOOJIHY TTapaMeTap KOju KOHTPOJIUIIE MUPUHY (DYHKIHIje

e curmounHu Keprest (eHr. sigmoid kernel)
k(x,y) = tanh(ax -y + ¢),

rJie rmapaMeTap « KOHTPOJIUINE HArnO CUTMOuIHe (DYHIIKHUje, a mapaMeTap C

je cobosian wiaH Koju oMoryhasa momeparbe JIy»K BEPpTUKAJIHE 0Ce

rIe Cy X U 'y BEeKTOPH, a -+ je CKaJapHU IIPOU3BOI.

OBu kepHesu cy camo Hekn of Hajuenrhe Kopurrhennx. [Tocroje u apyru koju
ce KOPHCTe y 3aBUCHOCTU O] CIENUMUIHUX IIPOOJeMa U 3aXTeBa aJIrOpuTaMa.
N360p omromapajyher kepuesa 3aBHCH OJI MPUPOJE TOJIATaKA U IU/ba IIPOOJIEMa

KOjI/I 2KeJIMMO J1a PEIINnMO.

4.2 KoHcTpyucame KepHeJl MaTpHuile

[IpermocTaBuMo Jla ©MaMo HeJTnHeapHy TpaHchopManujy ¢(X) u3 OpUrHHATHOT
D-nuMeH3n0oHATHOT TPOCTOPa aTrpudyTa y M-TuMeH3NOHATHA TPOCTOP aTPUOyTa
F| upu gemy je odbuuno M > D. Taja ce cBaka Tadka MOJaTaka X; MPOjeKTYje
y Tadky ¢(x;). MoxkeMO IpUMEHUTH CTaHAAPIAH MeTOJ[ IVIABHUX KOMIIOHEHTH Y
HOBOM TIPOCTOPY ITPOMEHJBUBUX, &JIU TO MOYXKe OUTH padyHCKH 3axTeBHO. Cpehowm,
MOZKEMO Jla KOPHUCTHMO METOJIe KEPHEJIa J1a 110jeIHOCTABUMO ITPOPAIYH.

Panu jennocraBHOCTH, TIPETIIOCTaB/HAMO Ja ITPOjEKITHja HOBUX IPOMEH/bUBHX

nMa CpeJuHy HyJia:
N
1
5 2 ¢x:) =0.
i=1

To je mako mocTrhu y yj1a3HOM MPOCTOPY aTpuOyTa, aju Texke y mpoctopy F', jep
HE MOYKEMO eKCILTUIATHO U3PATYHATH CPEIbY BPEIHOCT O] ¢(x;) ¥ TOM IIPOCTODY.
MebyTum, mocToju HAYUH J1a TO YPIUMO, IITO JIOBOJIU JI0 OJIaro MOIM(MUKOBAHUX

je,Z[Han/IHa 33 aHaJIN3y IJIaBHUX KOMIIOHEHTHU 6a31/1paH1/1x Ha KepHeJInMa (BI/I,H‘QTI/I

[19])-
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Marpuria koBapujaHce IpOjeKTOBaHUX aTpuoyTa je hopmara M X M u uzpa-

dyHaBa ce Ha cjejiehn HavuuH:

1 N

C = 5 2 obm)oe)” (4.1

Ibene comcrBene BPEAHOCTHU U COIICTBEHU BEKTOPHU CYy JaTH Ca
CVk = )\ka y (42)

e je k =1,2,..., M. U3 jequakoctu (4.1) u (4.2) umamo

% > o(xi)p(xi) Vi = Mv (4.3)

i=1

TO ce MOYKe TpeOPMYyINCATH Kao

N
Vi =Y and(x;). (4.4)
i=1
Cana, 3amenom vy, u3 jeauakocru (4.4) y jeanakocr (4.3)), modujamo
N N N
I Z P(xi)p(x;)" Z arjP(Xj) = Ak Z ari(X;) - (4.5)
i=1 j=1 i=1
Axko nedunumemo byHKIM]Y KepHeIa Kao:

’{(Xzﬁ Xj) = ¢(Xi)T¢(Xj) y

1 TIOMHOXKHUMO 0be cTpane jemnakoctu ([4.5) ca ¢(x;)T, modujamo

N N N
1
N E K(X,X;) E agik(Xi, X;) = g E apik (X, X;)
i=1 1 i=1

j=

Mozkemo KOPpUCTUTU MaTPpUYIHY HOTaHij
KQak = )\kNKak y

TIe je
Ki,j = K(Xi, X]) y (46)

a a; je IN-IMMeH3MOHAJHU BEKTOP KOJIOHE KOjU CAJIPKU BPETHOCTU Qj;:

ap = [akl ago ... akN]T .
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BekTop a; modujamo u3 jegHaqnHe
Kak = )\kNak s (47)

a pe3yJsITyjyhn KepHes TJIaBHUX KOMIIOHEHTH Ce MOXKe M3padyHaTH Kopucrehn

yr(x) = (%) vi = Z akik (X, X;) - (4.8)

Axo HoOBONOOHMjeHn cKyn mojaraka {¢(x;)} HemMa cpejmy BDPEIHOCT jeHAKY
HYyJIH, MOzkeMo KopueTuTu I'pamosy Marpuiy K Kao 3aMeHy 3a KepHEJ MaTPHILY

K. I'pamoBa matpuria ce nedunuiire Ha cienehn naann
K=K-1y-K-K-1y+1y-K-1y, (4.9)

rie je 1y marpuna qumensuje N X N ca CBUM eJIeMEHTHMA jeTHaKHM %
Moh kepres MeToja je y TOMe IITO HE MOpPaMO €KCILTUIIUTHO Jla U3padyHa-
MO ¢(X;), Beh MOXKeMO JTUPEKTHO Ja KOHCTPYHIIEMO MATPUILy KepHeJa U3 CKyIa
nojlaTaka 3a o0yky {X;}.
JIBa majuenthe kopumrheHa KepHesa 3a MOJEIOBaIbe HEJIUMHEAPHUX OJHOCA U
pelraBame podJieMa KOju HUACY JIMHEAPHO CellapaduIHA Y OPUTUHAJIHOM IIPOCTOPY

Cy TIOJMHOMHU KepHeJl (eHr. polynomial kernel)

K(x,y) = (x"y)! (4.10)
nJjm
r(x,y) = (x"y + o),
rzie je ¢ > 0 koncranra, u [aycos kepues (eur. Gaussian kernel)

[

K(x,y)=e 2%, (4.11)

ca rmapamMeTpoM o.
Ha commm , KOja je mpeysera u3 [19], npukasana je oCHOBHaA W€ja METOJIE

TJIaBHUX KOMIIOHCHTHN KOja KOPpHUCTHU KEpHeJIE.

Jla pesumupamo, CTaHIapIHU KOPAIld 33 CMalberhe JUMeH3Mje ToMohy MeTo/ie

IJIABHUX KOMIIOHEHTH ca KepHes TpaHcdopMaliijama cy cieaehn:

e KOHCTPyKIMja KepHes Marpune K m3 ckyna nojaraka 3a 0o0yky {x;} Kopwu-
crehin jeguaxocr (4.6)),
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linear PCA k(x,y) = (x-y)

kernel PCA

e.g. k(x,y) = (x:y)4

Cauka 4.1: OcHOBHA Heja aHaIM3e INIABHUX KOMIIOHEHTH Ca KepHeJ TpaHcdOp-
Marjama: ¥ HEKOM BHCOKOJWMEH3MOHOM TpocTopy arpudyrta F (mome mecho),
u3zponumo kinacuarau PCA, bam kao PCA y ynasaom mpocropy (rope). Iormro
je F HejmHeapHO MOBe3aH ca yJaa3HUM IpocTopoM (mipeko P), KOHTypHE JHUHUje
KOHCTAHTHUX IPOjeKIja Ha TJIABHU COICTBEHU BEKTOD (HAIPTAH KAO CTPEJIHIIA)
[IOCTajy HeJUHeapHe y yJIa3HOM IpocTopy. BaxkHO je HAIIOMEHYTH Jla HE MOXKEMO
HAIPTATH TPEJCINKY COICTBEHOT BEKTOPA y YJIA3HOM IIPOCTOPY, jep OH MOXKJa
JaK U He 1ocToju. K/bydHO 3a MeTO/I ca KepHesl TpaHchopMalmjaMa je InbeHUIA
Jla HUje TOTPedHO Jia ce M3BPINHU IpecinkaBame y F mpocrop. CBa morpedHa m3-
pauyHaBama ce M3BOJe KopuirhemeM (pyHKIMje KepHesa k y yJIa3HOM IIPOCTOPY
(oBme: R?).

e uspauynarn 'pamosy marpuiy K momoly jenmaxocrn (.9)),

e nomohy jemnakoctu (4.7), npu uemy ce K 3amenn ca K, 0/[pe/IUTH BEKTOpe

a;,

e U3padyyHATH IJIABHE KOMIIOHEHTe Y (X) Kopucrehn jennakoct (4.8)).

4.3 IIpumepn

BemrTaukmn cKkyn mojiaTaka

[Ipe Hero mro ajaropuraM TeCTHUPAMO Ha CTBAPHHUM IIOJallnMa, reHepucahemo
je/laH BEITadKN CKYII IToJaTaKa W Ha leMy TeCTUDPATH Halll ajJroputam. Kopuctu-
hemo mojiaTKe ca JBa KOHIIEHTPUIHA C(HEpPHA CKYIIA.

[IperriocraBuMo J1a UMaMoO jeJIHAK OPOj Tadaka Ioj[aTaka pacropehene Ha JiBe

KOHIleHTpUYHe cdepre noppimHe. Ako je N ykymaHn Opoj CBUX Tadaka IOJaTaka,
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e Knacal
* Knaca 2
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Ciuxka 4.2: 3D npukas BeIITadknux II0JaTakKa ca JIBe KOHIEeTpU4IHe cepe

OHJIa, UMaMO % Tadaka Kjace 1 Ha cdepu mosynpedHuKa r| u % Tayaka Kjace 2
Ha cdepr NOIyIpedHrKa 3. ¥ chEepPHOM KOODIMHATHOM cHcTeMy, Harud (mosap-
HU yrao) 6 ysuma BpeaHocTH M3 uHTepBata [0, 7], a a3uMyT ¢ y3uMa BPEIHOCTU
u3 unrepBasa [0,27), 3a obe kiaace. Harra mocmarparsa Tadaka IMOJAaTaka Cy KO-
opaunare (x,y,z) y dekapToBoM KOODJAMHATHOM CHCTEMY, U CBE TPH KOOD/IMHA-
Te cy y3HeMupeHe ['aycoBUM IIyMOM CTaHJIAPJIHE JIEBHjAIN]E Oppise- 1lOCTABHAMO
N = 1000, r; = 40, ro = 100, 0,0ise = 1 u pukazyjemo 3D rpaduk mnojgaraka Ha
comm [4.2]

PesynaraTtu crangapaHe mMeTo/e U METOJe KOoja KOPHuCTH KepHeJe. Jla
OMCMO BU3yaJIU30BaJId Pe3yJiTare, MPOjeKTyjeMO OPUTHHAJIHE TPOJIMMEH3MOHE I10-
JIaTKe y JIBOJIMMEH3MOHU IIPOCTOP MOMONY CTaHIap/IHe MeTOJe TJIABHUX KOMITO-
HEHTHU U MeTO/Ie KOja KOPUCTH KepHese. 3a MeTOJ ca KepHes TpaHcdopMmalimjama

KOPHUCTUMO TIOJIMHOMHU KepHeJsI ca napamerpoMm d = 5 u ['aycoB kepHes ca mapa-
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MerpoMm o = 27. Pesynraru cBe Tpu merone martu cy Ha caunu [4.3] coannnm (4.4 u
cam [4.5] pemowm.

AHannsa rnaBHUX KOMMOHEHTM
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Crnuka 4.3: Pegynraru crangap/iHe MeTO/e 3a BEIITAYKe MOJATaKe Ca JBe KOHIIEe-
TpuuHe chepe

Tpeda HanmoMeHyTH Ja MAKO 0OeJIezKaBaMO TadKe U3 PA3IMINTUX KJIaca Pa3J/iu-
YUTUM OOjaMa, 3aITPaBO BPIIMMO HEHAJIVIEJAHO yueme. Hu cranjgapam MeTo 1 Hi
METO/I KOji KOPUCTH KepHeJIe He Y3MMajy O3HaKe KJaca Kao yJa3He IMOJIaTKe.

Ha nobujennm cimkama MOXKeMO BUJIETH Jla CTAHIAP/IHU METOJ HEe OTKPHBA
HUKAKBEe CTPYKTypHE HH(POPMAIINje OPUTHHAJHUX OIaTaKa, OJTHOCHO pe3y/Tyjyhe
rJIaBHE KOMIIOHEHTE He JIajy IMOTIIPOCTOP TJie Cy IOJAIM JIMTHEAPHO OJBOjUBHU. 3a
MeTOJI KOjU KOPUCTHU TOJMHOMHU KEPHEJ, y HOBOM IIPOCTOPY AaTPHUOYyTa, TavuKe
rojlaTaka KJjace 2 cy T'pyIlucaHe, JIOK Cy Tadke IojlaTaka KJjiace 1 pacrpiieHe.
MebhyTum, oHe joIrt yBeK HUCY JIMTHEAPHO OBOjUBE. 3a METOJ KOju Kopuctu ['aycon
KepHeJI, JIBe KJlace Cy MOTIIYHO JIMTHEAPHO OJIBOjUBE.

Hduckycuja o npumepy. NI360p napamerapa 3a MeTO/ KOju KOPUCTU KepHETIe
JaupeKTHO ozpelhyje nepdopmance mMojesa, Ia je TO IIPBO IIUTambe Koje ce HaMmehe.
Kako m3adparu mapamerpe? 3a [aycoB kepres koju je gar ca (4.11) HajBaxkHUju
napamerap je o. laycos kepuesn je dyHkimja yaamenocru ||x —y || usmely Bekropa
X u'y. AKO XKeJIuMO J1a pa3IBOjUMO Pa3/nduTe KJace y HOBOM IIPOCTOPY aTpUOy-
Ta, Taja Ou mapamMerap o TpedaJso ja OyJie Mambu O/ Meh)YK/IACHUX pacTojarba, U

Behu o1 pacrojama yHyTap Kiaaca. MehyTum, Mu He 3HAMO KOJMKO HMa KJaca y
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Crnuka 4.4: Pesynratun mMeTose Koja KOPUCTHU IMOJUHOMHM KEPHEJI 3a IMOJaTake Ca

JIBe KOHIleTpudHe chepe

MeTon4 Koju KopucTu FaycoB KepHen
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Crnuka 4.5: Pesynratu merojie Koja Kopuctu ['aycoB KepHes 3a IojiaTake ca JiBe

KOHIleTpu4IHe cdepe

roJlaryuMa, Ia Huje JIAKO

AnTepHATUBHO, MOYKEMO

HPOIEHNTH MelykiilacHa MM yHyTapKJIacCHA PacTOjarba.

IIOCTaBUTU 0 Ha MaJly BPEIHOCT KaKO oncmo yXBaTuJIn

camo nHMOpPMAIITje O CycenMa 3a CBaKy TauKy mojaraka. 11300p o 3aBucu o1 cKy-

IIa II0JaTaKa 1M MOXKe Cce ,ILOSI/ITI/I HOMOhy TeXHUKa IIoJelIaBaiba XUIIepIlapaMeTapa
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Kao mTo je mperpara mpexe (enr. Grid Search). Ilonemasame xuneprnapamera-
pa je camo 1O cedu IMHUPOKa TeMa U OBJIe CMO KOPUCTUIM O-BPEIHOCT 32 KOjy
CMO OTKPWJIHA J1a Jiaje ,,q00pe” pesyarare. Ha caunm MOYKEMO BHUJIETH KaKO Ce

pe3yaTaTH METOJie Memhajy ca m300poM IapaMeTpa o.

MeTopn Koju KopucTu Maycos kepHen MeTon Koju kopucTn Faycos kepHen
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Cnuka 4.6: Pesyararu Merose Koja Kopuctu ['aycoB KepHes ca mapaMeTpoM o =
0.03 u 0 = 5 penom

NuatyntuBHOo odjamnmeme I'aycoBor kepuesa. Kao mro cmo morim ja
BHUJIMMO, Y €KCIIEpHUMEHTY KJiacuUKallije BeITaYKNX MoJaTaka, 1'aycoB KepHeJ
ca MPABUJIHO O/IaDpaHUM HapaMeTPOM ¢ MOXKe JIEIO Jia Pa3/IBOjU JiBe KJiace, IITO
KJlaC49Ha METOda I'NIaBHUX KOMIIOHCHTHN HI/Ije ycieJia.

NuaTynTunBHO, METO/ TJIABHUX KOMIIOHEHTH ca |'aycoBUM KepHEJIOM KOPHUCTH
yIaJbeHOCTH n3Mel)y pa3nmumanTux Tavaka CKyla 3a 00ydaBambe, CINIHO Kao METOJT
k majonmxux cycema mim Metojie KiaactepoBama. Ca 100po m3adpaHuM mapame-
TPOM 0, METOJI IVIABHUX KOMIIOHEHTH KOju KopucTu ['aycoB kepues he mmartu ojro-
Bapajyhu pacioH xBaTarba, IITo he 1modosbIaT Besy u3Mehy Tagaka mogaraka Koje
cy OsmcKe jejiHa JPYroj yV OPUTMHAJHOM IIPOCTOPY ATPUOyTA. 3ATUM, TPUMEHOM
aHaJIn3€e COIICTBEHUX BEKTOPA, COIICTBEHN BEKTOPH Ne OIUCATHU IIPABIE y IPOCTOPY

BUCOKUX JIUMEH3Uja Y KOMe Cy Pa3/IMYUTU KJIACTEPU II0JaTaKa HajpacIpIIeHn]H.

Basza nonataka Breast Cancer

Y oBoMm gesry hemo ce okycuparu Ha IPUMEHY METOJE TJIAaBHUX KOMIIOHEH-
TH KOja KOPUCTHU KepHeJe Ha CKYIy MojaTaka O paky Jojke. [ J1laBHU /b HaM je
JIa CMabUMO JIUMEH3HU]y CKyIa IoJaTaka M Jia IM000JbIaMo nepdopMaHce MOoJie-
sa kimacudurarumje. Ocum TOra, KEJIUMO T8 YIOpeanMo mepdopMaHce MeTo/Ie ca
KepHeJ TpaHcdopMaIiijaMa ca CTaHIaPIHOM METOIOM KaKO OMCMO YTBPIMIN KOjU

OJI OBUX IIPUCTYIIa doJbe OJroBapa HallleM CKYIIY IIoJaTaKa.
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Cnuka 4.7: OHOC Opoja KOMIIOHEHTH U OOjalllibeHe JUCIeP3u]je

[Tpumenuhemo pagujanuy dasuy dyukuujy (RBF), omnocuo [aycos kephes 3a
cMarberhe JUMeH3uje HAImMnX mojaTaka. OHO MITO MOXKEMO BUJIETU Ca CJINKE "
U3 aHAJM3€e JIOOMjeHNX KOMIIOHEHTH jecTe Ja MPBUX eT KOMIIOHEHTU OOjalllihbaBa
npeko 80% mucnepsuje, Taunuje 85.23%. Hakie, gamby aHaaIu3y OMCMO MOILJIA 3a-
CHOBaTH HA THUX IEeT KOMIOHEHTU, MeDyTuM Mu heMo y JabeM pajy 3a/Ip:KaTu
caMo TIpBe JIBe KOMIIOHEHTE, PN JIAKIe BU3YaJIH3allnje.

Kopucrehu ose kommonenTe, 00yumheMo MOIE JIOTUCTUYIKE perpecuje 1 IIpoBe-
PUTHU IEeTrOBY HCIIpaBHOCT Kopuctehu marpuity koudysuje. [lomanu cy nogemenu
TaKO Ja TPEHWHI CKYNI cajpxKum 455 omcepsaimja, a TecT cKyn 114 orcepBaru-
ja, nmpu demy je mojesia ciaydajua. CMmamuBambe JIUMEH3Hje CKyIa MOJaTaka Cca
TPHUJECeT aTpudyTa Ha JIBE IJIABHE KOMIIOHEHTE JIOBEJIO je JI0 MOJesa ca JI00PUM

nepdopmancama. OBaj mMozesn uma Taaaoct of, 96.49% na Tect ckyiy.
NorncTudka perpecuja (TpeHwWHr ckyn) NorucTwyka perpecuja (Tect ckyn)
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Cruka 4.8: Kitacudukanuja TyMopa JIOTHCTHIKOM PErpeCcrjoM Ha TPEHUHT U TECT
cKyIly ToMohy IIpBe /iBe TJIaBHE KOMIIOHEHHTE

Ha cawurmu [4.8] moxkeMo J1a BUIMMO KaKO Cy IOJaIy KaacuUKOBaHU 3a 00a CKYy-
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Ia, TPEHUHT U TecT. Takohe, MOXKEMO BUJIETH JIa CMO JOOWIU aTPUOYTE KOjU CY
JITHEAPHO OJIBOjUBH.

Ha ncrom ckymy mogaTaka cMO OOYIMIM MOJEN JIOTUCTUYIKE Perpecuje y3 IpeT-
XOJIHY IIPUMEHY CTaHJap/He MEeTOo/e TJIABHUX KOMIIOHEHTHU, IIPU Y€MYy CMO TTOHOBO
3a/Ip2KaJid caMo TpBe jaBe KommoHeHTe. OBaj MOmes ce moka3ao OO/bUM U MMa Tatd-
noct o1 99.12% ma recr ckymy. Ha kpajy, Kaga ynopeamMo pesy/arare 00a MeToia,
MOYKEMO 3aKJbyIUTH JIa CY IOJAIN CKOPO JIMHEAPHO PAa3/BOjUBU U JIa CTAHIAP/IHA

MeTOo/Ia Jiaje DoJbe pe3ysrarTe.

Kernel PCA - 2D Mpojekuwmja
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Cruka 4.9: 2D npojeknuja mpBe j1Be KOMIIOHEHTE KOJI aHAJIN3€e IJIABHUX KOMITOHEH-
TU ca KepHeJ TpaHcdopMmalimjama

AKo Torsies;aMo CIHKY MOIJIH OUCMO 3aKJ/bYyIUTH Ja IJIaBHE KOMIIOHEHTe
Jlo0mjeHe MpUMEeHOM CTaHap/He METOoie O0J/be pa3/iBajajy KJjace OJi OHUX KOje CMO
J00mM mpuMeHoM KepHesa. CBakako, y 00a ciydaja CMO CMabUIN JIUMEH3U]Y

HAIIAX [ToJaTaKa, ajIu U 3a/IpKajii 3HadajHe uHdopMaIiije 3a KJIacuuKaimjy.
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AHaau3a rjiaBHUX KOMIIOHEHTU

npopeheHnx moaaraka

Anasmza raBHUX KOMITOHEHTH WMa OYWTJIEIHY MaHy, a TO je J1a Cy CBe TJIaBHe
KOMITOHEHTE JIMHeapHe KOMOMHAIMje CBUX P IPOMEHJbUBUX U KoedunujeHTn (eHr.
loadings) cy obudHO pazamautu of Hyse. 1o 4ecTo OTeKaBa TyMademe JT0OMjeHnX
KOMIIOHEHTHU. JelaH Ha4YMH Ja ce OBO IIpeBa3ube jecy TEeXHUKe poTaluje Koje To-
MayKy MpHU TyMademy JI00MjeHnX TIaBHUX KoMmmoHneHTu. Ipyru mpuctym je ma ce
BEIITAYKN [TOCTaBE TEKUHE Ca MAJUM AICOJYTHUM BPEIHOCTHUMA HA HYJIY, YUME
ce epUKaCHO cMambyje OPOj eKCILTUIUTHO KOpultheHux mpoMeH/buBux. MehyTum,
OBaKaB IPUCTYI IOCTABJbAY IIpara MoxKe OUTU OOMamyjyhu.

Mexk Kejo je 1984. y cBom pagy [15] mpemroxkuo anrepHatuBy MeToe IJiaB-
HUX KOMITOHEHTHU KOja UJAeHTU(UKYje MOJACKYIl IVIABHUX MpoMeH/buBuX. [lommd,
Tpennadunos u Ynuu cy 2003. rogune y pasny [13] ysesun SCoTLASS (Simplified
Component Technique-LASSO), meron 3a modujarbe MOAU(PUKOBAHUX TJIABHUX
KOMIIOHEHTH KOjeé MOTry mMarwu Hy/jarTe Texkuue. OBM MeTOMM WMajy 3a /b I0-
CTU3abe CMAabeha JIMMEH3Mje Y3 UCTOBPEMEHO CMaiberbe OPoja eKCILITUITUTHO KO-
purntheHnX TPOMEH/bUBUX.

Ha ocHoBy yBua J1a ce METOJ IJIABHUX KOMIIOHEHTH MOYKe (DOPMYJIHCATH KAO
ONITUMUBAIMOHN TTPOOJIEM CJINYAH PErPeCcHju ca KBaJIPATHOM Ka3HEHOM (DYHKIIH-
jOM, OJTHOCHO Ca KBaJIPATHUM OTPDAHUYIEHNMA Ha KOeUINjeHTe MOJIea, YBOIUMO
HoBu nipuctyn (eHr. Sparse Principal Component Analysis) 3a mporeHy riaBHUX
KOMIIOHEHTH ca peTKuM onrepehemem. OBaj MPUCTYI JUPEKTHO WHTETPUIIIE JIACO
(enr. lasso - least absolute shrinkage and selection operator) xazmuy (myrem eja-

CTHYHE MpeXKe) Y KPUTEPHjyM perpecuje, ITo JI0BOJU JI0 MOJAU(MUKOBAHOT METO/IA

48
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TJIaBHUX KOMIIOHEHTH Ca PEeTKHUM OHTepeheH)I/IMa.

5.1 Jlaco m ejJacTuuyHa Mpexka

[TocmaTpamo Mojiest JinHeapHe perpecuje ca n OICepBalldja U P HIPEIUKTOPA.
Heka Y = (y1,...,y,)" npencraspa BekTOp O3mBa, a X = [X1, ..., X,] npeaukTo-
pe, rae je X; = (21, ..., Tp;)? j-m npeguxTop 3a j = 1, ..., p. [Ipernocrasumo 1a
cy csu X; u Y neHTpupanu, OJHOCHO Jla UM je CpeJiiba BPeJHOCT HyJla.

Jlaco je craTucTrdka MeTO/a MEHAJIN30BAHUX HAjMamUX KBaJ/IpaTa Koja HaMe-
he orpanmyema Ha [; HOpMy perpecuoHux Koeduwuiujenara. /lakie, jraco mporene

koedunmjeHata S ss0 C€ T00Mjajy MUHUMHU30BAEM cjejeher Kpurepujyma

p p
Blasso = argmin HY_ZXJﬁsz—i_AZ‘ﬁjl )
: j=1 j=1

rie je A HeHeraTHUBHO.

30or npupojie [; Ka3ue, HeKn KoeduIjeHTH he OUTH cMarbeHu TaIHO Ha, HYJIY.
OBO CBOjCTBO YMHU JIACO U3Y3€THO KOPUCHUM 33 CEJICKIIN]Y HAjBAXKHUjUX ITPOMEH-
JbuBUX u3Mely MHOrO npeaukTopa. Jlakie, K/bydHU 1/b OBOT METO/IA je mponahu
daJstanc u3Mehy TavHOCTH IIpeaBuhamba 1 je JHOCTABHOCTH MOJIE/Ia, IMITO Ce TTOCTUXKE
cMamemeM HeONTHUX Koedunmjenarta Ha Hysry. OBaj mporec omoryhaBa cTBapame
PeTKOT Mojiesia KOju KOPHCTH CaMO HAajBaXKHUje aTpUOyTe 3a IpeaBHharbe, IITO
OJIAKIIIaBa TyMaderbe Pe3y/ITaTa U CMaibyje PU3UK O/ IpernpuiarohaBama Ha Ma-
JIIM y30PITUMA.

Enacruana Mpexka renepasimiyje Jaco KaKO OU IPEBAa3UIIIA IeHe HeJI0CTATKe,
MCTOBPEMEHO 33/Ip:KaBajyhu 1MOBOJ/bHA CBOjCTBA. 3a OUJIO KOjeé HEHEraTUBHE BPE/I-

HOCTH \| U Ay, OlleHa KoeduimjeHata Ben JaTa je ca
R p p p
Ben = (L + A2) arg min 1Y =S X817+ XD 1B+ M > 1B)]
j=1 j=1 j=1
Enacruana Mpexka je KOHBeKCHa KoMOuHarnmja rpedene (eHr. ridge) w Jaco

perpecuje. JacHo je ma je Jiaco cIienujajiaH cjayda] eJacTUdHe MpexKe Kaja je

)\2:0.
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5.2 MoTtuBaliimja u odjalImehbe peTKe aHAJIN3€e

INIaBHNUX KOMIIOHEHTHA

Cama gumeHnIa f1a cy KoeUInjeHTH PETKA KAKO y JIAaCO TAKO U 'y €JIACTUIHO]
MpEXKHU je JMPEeKTHa IMOCjeuIa [, Ka3He W He 3aBucH Oj (DyHKIHje KBaJIpaTHE
rpemike. MHTepecaHTaH IMOCTYIAK KOJjU JI0OMja peTKe KOedUIjeHTe JTUPEKTHUM
HaMeTameM [; OrpaHmdera Ha aHaan3dy riaBHux kommonenTu jecte SCoTLASS
(Simplified Component Technique-LASSO). OH CyKIeCHBHO MaKCUMU3yje Bapu-
jaHcy

af (XTX)ay

y3 YCJIOB
ajar=1u (3a k>2)ala,=0,h<k,

V3 JIOJIATHO OTPAHUYEHHE
P

> la| <t

j=1
3a HEKH [apamMerap mojeaBama t. lako J0BO/BHO MaJia BPEIHOCT t JOBOIU JI0
koedwunmjeHara jegnakux Hysn, Hema Muoro cmepuuna y SCoTLASS-y 3a ogadup
oarosapajyhe Bpemanoctu 3a t. Morymm dmcMo mpodaTn ca HEKOJUKO BPETHOCTH
t, aau BHCOKa padyHapcka ciaoxkeHocT SCoTLASS-a umHM TO HENpHUXBAT/HUBUM
pererbem. OBa BUCOKA padyHapPCKa CJIOXKEHOCT BEPOBATHO je IMOCIe/ U YUHHEHUTIE
na SCoTLASS Huje KOHBEKCaH ONTUMH3aIMOHM IpodJeM. Takobe, mokasaJio ce
na koedunujertn podujern myremM SCoTLASS-a HECY [M0BO/BHO peTKH Kaja je
oTpedaH BUCOK IIPOIEHAT 00jalllibeHOI BapujaduInTeTa.

OBnie hemo BueTHn Apyradnju IpuCTy MOAMMUKOBALY aHAJIN3€E [JIABHIX KOM-
nonentu. [lokazahemo Kako ce cTaHgap/aH MeTOJi MOXKe PedOpMyIUCATH Kao
npobjiem perpecuje (rpebere perpecuje). 3aTUM yBOAUMO JIACO KA3HY TAKO IITO

rpedeHy perpecujy mpeTBapaMo y Perpecujy eaacTudHe MpPerke.

JIupekTHe peTKe anpoKcuMalllje

be3 ymamema onmrocTn, MPEeTIOCTAaBUMO JIa CBe KOJIOHE MaTpure X UMajy
Cpe/iiby BPEJIHOCT jejHaky Hysu. Heka je cuekTpaJiHa JeKOMIIO3UIIAja MaTpure X
JaTa ca
X =UDV".
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Heka Z = UD mnpeacraB/ba ri1aBHE KOMIIOHEHTe, a KOJIOHe mMaTpuie V IIpeiacTa-
BJbajy ojroBapajyha omnrepehema rJIaBHUX KOMIIOHEHTH.

[IpBo hemo pazMOTPUTH jeIHOCTABAH PErPECUOHU IPUCTYII AHAJIU3U TJIABHUX
kommoHeHTrn. CBaka rjlaBHa KOMIIOHEHTa je JIMHeapHa KOMOWHAIMja p ITPOMEHJbU-
BUX, I1a C€ HeHU KOeUIIMjEeHTH MOTY JOOUTU PErPechjoM TJIaBHE KOMIIOHEHTE Ha

P IPOMEHJbUBUX.

Teopema 5.1. 3a ceaxo i, osnawumo ca Z; = U;Dy; -ty wAG6HY KOMUOHEHTLY.
Hexa je \ to3utiuero u nexa je B”-dge ouena Koeuyujenatia xKoja ce godbuja twomohy
pebene metioge

Briage = axgmin (|2 = XBII* + A1B]*) - (5.1)

5Mdg(’,

Hexa je v = 27
j Hﬁr{dge”’

wmaga je v = V;.

Hoka3 Teopeme, Kao u mweHa dopmynanuja ce moxe Hahu y pajy [24]. Osa
TeopeMa HaM Jiaje Be3y nsMel)y anasmse riiaBHUX KOMIIOHEHTH U METOJIE Perpecuje.
Kama je n > p m X mysHor panra, Teopema He 3axTeBa mo3uTuBHO A. Kajga je
p >n u A = 0, oDudHa BHUIECTPYKa perpecuja HEMa jeJUHCTBEHO PEIIeHe KOje
je damr V;. Ucro ce nmemaBa Kaja je n > p u Marpuria X HEje IIYHOI DaHTa.
Mebytum, MeTom TIaBHUX KOMIIOHEHTHU YBEK Jiaje jeIMHCTBEHO PEIIeibe Y CBUM
curyarujama. Kao 1mro je npuka3aHo y TeopeMu, oBa HeoipeheHocT ce euMuHUIIE
nosutuHoM rpedenom kasuoM (A||S3||?). Hakon mopmasnmszanuje, koedurujentn cy
HE3aBUCHHU OJT A\, CTOTra ce rpedeHa Ka3Ha He KOPUCTH 33 EeHAJIN3AIIN]Y PErPECUOHNX
KoedumujeHara, Beh j1a ou ce ocurypaJia peKOHCTPYKIIMja TJIAaBHUX KOMIIOHEHTH.

Haswe, nonajemo l; xaszuy y (.1) u pasmarpamo cienelin npobiem onrummsa-
nmje

b= argmin (17, — X8I + A1+ M8l (5.2

p N 2 N

rie je ||Blli = D> |B1] 11 wopma ox .V = ﬁ je ampokcumanuja 3a V; u XV;
i=1

je ampokcumarja i-Te riasHe kommonenTe. OBa TeXHHMKa ce Ha3WBa W HAWUBHA
eslacTuaHa Mpexa (eHr. naive elastic net), Koja ce pa3iuKyje Ol IpaBe eJacTUIHEe
Mpezke caMo 1o dakTopy ckamupamba (1 + A). Ilomro kKopucTuMo HOpMaIM30BaHEe
koedunmjente, (hakTop ckamuparma He ytude Ha V;. JI0BO/BHO BEIMKO A; 1aje
perke 3, camnm TuM perke u Vi. Ca uKCHEM A, ce epUKaCHO pellaBa 3a
cBe \; kopumihiemem aapce (enr. LARS-EN - least angle regression - elastic net)
anaropurma. dakie, MoxkeMo (BJIEKCUOUTIHO U3adpaTh PeTKy AalpOKCHMAIM]y 3a

1-Ty TVIABHY KOMIIOHEHTY.
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Perke rnmaBHe kommnoHeHTe Ha ocHoBy SPCA kpurepujyma

Teopema 5.1 3aBuCH 07 pe3y/TaTa aHaIU3€e TJIABHUX KOMIIOHEHTH, I1a HUje TIpa-
Ba ajrepHarmBa. MehyTum, MoxKe ce KOPUCTUTH Y JIBOCTEIIEHO] UCTPAKUBAIKO]
aHAJIM3U TAKO IITO MPBO U3BPIINMO AHAJIN3Y IVIABHUX KOMIIOHEHTH, & 3aTUM KO-
puctumo (5.2)) ma Sucmo nporanum oxrosapajyhe perke anpokcumarnuje.

Cama hemo mpeacTaBUTH KPUTEPHjYM 3aCHOBAH Ha PErpecHju 3a IUPEKTHO
Jlodujarbe TJIABHUX KOMIIOHEHTH, O€3 MOoTpede 3a IMPETXOIHUM HU3PadyHABAHEM.
OBaj npuctyn HaM omoryhasa J1a JIUPEKTHO IPOIEHbYjeMO TIaBHE KOMIIOHEHTE Kao
JITHEAPHY KOMOWHAIN]Y MPOMEHJBUBUX W TpoHaheMo HajBaKHHUje BEKTOpE KOju
odjarmaBajy BapujaduaHOCT y mogarnuma. Heka X; o3HadaBa BEKTOD i-TOI' pejia

marpuiie X. I[IpBo hemo pazmarparu npBy IJIaBHY KOMIIOHEHTY.

Teopema 5.2. Hexa 3a csaxo A > 0 saoswcu

(&, B) =argmin Y _[1x; — af"x;[|* + |6
R 53

ys yeaos ||laf® = 1.
Taga je B UpotGopuuoHaAAHO TPEOJ TAGAEHOJ KOMTOHEHTIU Vi .

Cneneha teopema mporupyje Teopemy 5.2 Kako Ou ce U3BEO 11€0 HU3 TJIABHUX

KOMIIOHCHTH.

Teopema 5.3. [Ipetitocasumo ga padmatlipamo apsux k Aa6HUL KOMUOHEHTTU.

Hexa je Apyy = [a1, ..., ax] u By = [B1, -, Bk]. Heka 3a ceaxo A > 0 sasicu

n k
A.B) = i . — ABTx||2 + ) 112
(A,B) argrg}él;HX x| + jz_;HﬂJH 5.0

y3 yeaos ATA = I .
Taga je Bj apotopyuoranno Vi s3a j = 1,2, ... k.

[Iperxomne nBe TeopeMe epUKACHO TPAHCHOPMHUIILY AHAJTUIY TJIABHUX KOMIIO-
n

HeHTH y perpecuonu mnpobiem. Kpurwanu enement je nusbHa dbyHKIuja »_||x; —
i=1

AB”x,||?. Ako je B = A onza

> lxi— AB x| =) flxi — AATX|?,
=1

=1
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9Uju MUHUMYM T10JT OPTOHOPMAJIHUM OTpaHuYeheM Ha A je TadHO NMPBUX k BEKTO-
pa ornrepehema cTaHIap/HE METO/ie TJIAaBHUX KOMIIOHEHTH. Teopema 5.3 mokasyje
JIa MOKEMO JIOOUTH TadHy aJIajn3y IJIABHUX KOMIIOHEHTH YaK U Y3 IOIYIITAHE
orpannderha B = A u jnonaBambe Ka3ne 3a rpedeny perpecujy. Kako hemo Bugern
KacHHje, OBe reHepaJim3alije HaM omoryhasajy ma diekcudbuano moaudukyjemMo
TPAIUIMOHAHI METO/I.

Hehemo crpoBomuTi j1oka3 oBuX TeopeMa, Beh heMo jgaTm MHTYUTUBHO OOja-

mimbere. [Ipumerumo 1a je

n
D llxi — AB"x|* = | X - XBA"|”.
i=1
C obzupom ma je marpuiia A oproronasiHa, HeKa je A | Omyio KOja opTOrOHAJHA

MaTpuIa Taksa 1a je [A; A || oproronasHa p X p marpuna. Taja mMamo
IX — XBAT|? = | XA |* + | XA - XBJ?

n (5.5)
= | XALP+ llxi — AB x|

i=1
[TpernocraBumo ja je A maro, oxja dou ontumanno B koje murmMuzyje (5.2)

TpedaJIo J1a MUHUMU3Yje

arg min > {lIXa; — X8> + M B;1%}

i=1
IITO je eEKBUBAJIEHTHO ca k HE3aBUCHUX ITPOOJIeMa rpedeHe perpecuje. KoHKpeTHO,
ako A oarosapa OOMYHHMM IJIABHUM KOMIIOHEHTaMma, TO ject A = V, oHza 1o
Teopemu 5.1 3Hamo0 jga o6u B Tpebdaso dutu mporopruonaHo ca V.

HacraB/paMo ca moBesmBameM MeTOjIe TVIABHUX KOMIIOHEHTH W Perpecuje, mpu
“eMy KOPUCTUMO JIACO MMPUCTYII KAKO OUCMO JIOOWIN peTKe KoeUuIlnjeHTe y perpe-
cuju. ¥ Ty CBpXY, KpuTepujymy (3.7) jomajeMo Jiaco Ka3Hy U pa3marpamo cieehn

OIITUMHNI3aIIIOHI HpOSJIeM
n k k
(A,B) = arggli]gIZHXi — ABTx[|>+ XD ISP+ ) MllBilh
B j=1 i=1

y3 yeinoB ATA = I .
Jlox ce ncTo A KopucTu 3a cBUX kK KOMIIOHEHTH, JO3BOJBEHO je J1a Ce PA3IHIUTU \; j
KOPHUCTE 33 KarKibaBame onTepehera pa3IndauTuX riapHux KomioHenTu. [lornogo,
akKo je p > m, IOTPeOHO je KOPUCTUTU MO3UTUBHO A KAKO OMCMO JIOOWIU TadHy

AHAJIN3Y TJIABHUX KOMIIOHEHTH KaJia OTPDAHUYEHe PETKOCTU (Ka3Ha JIaco) HecTaHe

()\17]' == 0)
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OnmTu aJropuram.

e Vuunumjamusyjemo marpuiry A ca V[, 1: k|, Koja npe/craBba KoedurmjeHTe

(enr. loadings) npBux k 0OMYHUX TJIABHUX KOMIIOHEHTH.
e 3a durcupano A = [ay, ..., a], pemmaBamo cienehe 3a j = 1,2,k :
B = argmin(a; — B) XX (i — B) + AlIBI* + AuglIBll

rae je [ BeKTOp KoedulmjeHaTa KOjU Pelpe3eHTyje J-TY MOIU(PUKOBAHY

IJIaBHY KOMIIOHEHTY.

e 3a durcupano B = [fy, ..., O], padyHaMo cuHryIapHy JEeKOMIO3U3H]Yy Ma-

tpune X' XB = UDV?, a zatum azkypupamo marpuny A = UV7T,
e [lonaB/bamo Kopake 2 — 3 J10 KOHBEPIreHIIje.
o Hopwmasuzsyjemo V] = Hg_;H’ j=1,... k.
Hamowmewne:

e EMmmmpujcku 0Ka3m Cyrepuiiny Jia ce H3Ja3 TOPHEr aJIfTOPUTMa He MeHmha
MHOTO 1pu mpoMenu A. 3a mogarke ca n > p (e je n 6poj y3opaka, a p opoj
obesiexkja), moJpasyMeBaHu n300p A MOXKe OUTH Hysa. Y IPaKCH, A ¢e OOUTHO
Oupa Kao MaJia MO3UTUBHA BPEJHOCT KAKO OU Ce MPEBA3UIILIN TTOTEHITNjaTHI

IIPOOJIEMH Ca KOJIUHEAPUTETOM Yy MATPHUIU X.

e YV NPUHIMWIY, MOKEMO HCIPOOATH HEKOIMKO KomOmuarmja {A;;} ma dmcmo
IIPOHAIILIN J00ap U300p HmapameTapa Mo/IelaBakba, MOIITO TOPHU aJIrOPUTaM
KOHBEprupa MpuanvdHo 0p3o. [locToju mpeuniia Kojy mpyzka JIUPEKTHA PEeT-
Ka anpokcuManuja (5.2). Anropuram JapceH, onucat y pauy [23], edukacuo
J1aje 1esy CeKBEHILY IMpopeheHnx arpoKCcuMalija 3a CBaKy IrJIaBHYy KOMITOHEH-
Ty u oxnrosapajyhe spegnocTu A ;. Tako moxkemo mzadparu \;; Koju jgaje
nodap komipomuc uamely aucuepsuje u npopehenocru. Kaga mpaBuMo KoM-
npomuc u3Mmelhy aucrepsuje u npopehenoctu, nnax Behu npuopurer jgajeMo

JTUCIIEP3Uj .

IIpunarohena ykynHa aucriep3uja

OOutne 1y1aBHE KOMIIOHEHTE CYy HEKOPEJUCAaHe U HhUXOBa onrepehema cy opTo-

ronasna. Heka je ¥ = XTX, raga je VIV = I, u VISV je mujaronasna marpura.
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Jlako je mpoBepuTn sia je oBo Moryhe caMo 3a cTaHgap/iHe IJIaBHe KOMIIOHEHTE, TJ1e
ornrepehema MOry 3aJI0BO/BUTH 00a ycjoBa. PeTka aHan3a IJIaBHUX KOMIIOHEHTHU
He HaMehe eKCIUIMITUTHO YCJIOB HEKOPEJIUCAHOCTH KOMIIOHEHTH.

Heka je 7 monudukoBana riaBHa KoMmuHenTa. OBHTHO ce YKYIIH& JUCIIEeD-
3uja odjallrhbeHa oMohy Z padyHa Kao Tpar MaTpHIe Z77. OBo mMa CMHCTA
kaga cy Z mHexkopenmcame. MeljyTin, ako cy one Kopesucane, tpar og Z1Z je mpe-
BUIIlE ONTHUMUCTAYAH 3a IPEJICTaB/baibe YKyIHe guctepsuje. [IpermocraBumo ja
je (Z, i =1,2,...,k) npBux k MOau(UKOBAHIX IVIABHUX KOMIIOHEHTH, & ZkH je
(k + 1)-Ba MmomudukoBaHa TJIABHA KOMIIOHEHTa JIOOHjeHa KPO3 MPOIEC PAIyHAHA
JIOJIATHUX TJIABHUX KOMIIOHEHTHU W3BaH NPBUX k KoMIoHeHTH. 2Kesmmmo jia nspa-
qyHAMO YKYIHY JIUCIEP3Ujy OOjallllbeHy OJ CTpaHe HpBUX k + 1 MOIuMUKOBAHUX
IJIAaBHUX KOMIIOHEHTH, KOja Ou TpedaJsio ja Oyje 30up JAuciiep3uje o0jallmkbeHe mpe-
KO IIpBUX k MOANMPUKOBAHUX IVIABHUX KOMIIOHEHTH U JIOJIATHE JIUCIIEP3HUjEe O]T Zk+1-
AKO je Zyi1 y KOpemammju ca (Z, i=1,2,...,k), Taja meHa Jucnep3uja CaapiKu
JIOIIPUHOCE O] (Z, i=1,2,...,k), Koje He Tpeda yKIbYINBATH Y YKYIIHY JUCIEP3U]y
¢ 003MPOM Ha IPUCYCTBO (Z, i=1,2,..,k).

Cagia yBogmMo opMysty 3a U3padyHaBambe YKYITHE JUCIeP3uje 00jallbeHe O
cTpaHe Z, KOja y3uMa y o03up Kopesanuje uzMmebhy /A Kopuctumo mpojexiujy
perpecuje a YKJIOHUMO JIMHEAPHY 3aBUCHOCT n3Mel)y KOpeInpaHuX KOMIIOHEHTH.
Oznaunmo ca Zj.1,...,j—1 ocrarke (pe3ujyajHe BPeIHOCTH) KOMIIOHEHTE Zj HAKOH
IIITO je Ta KOMIIOHEHTA MMPUIaroheHa min KOPUTroBaHa Ha OCHOBY CBUX ITPETXOTHUX

KOMIIOHEHTHU L1, Z3, ..., Z;_1. To MOKeMO 3ammcTu Kao

A ~

Zja,..j=24;—Hi_j.1Z;

A

rne H, ;1 mpejicras/ba JuHeapHy NIPOjeKIUjy WM Perpecujy KOMIIOHEHTe
H& OCHOBY Z1, Z3, ..., Zj—1. 3aruMm npuiarohena mucnepsuja ox Z; je || Z;1, j-1||%

a YKyITHa OOjalllibeHa JUCIep3uja je jgeduHucaHa Kao cyMa IpUIaroheHux Jiu-

k A
crepsuja 3a cBe KOMIoHeHTe, Tj. ».||Z;1. j-1]|*. Kaga cy momudukosane riuasne
Jj=1

KOMIIOHeHTe Z HeKopesmncane, HoBa (OpMyJIa ce Ciiazke ca tr(ZTZ).

Tpeda nmaTu Ha yMy JIa IPETXO/IHA U3padyHaBakkha 3aBUCE O] PEa Z.. Meby-
TUM, TOMITO TOCTOJU HPUPOJAH PEJOCye/] V aHAJIU3U TJIaBHUX KOMIIOHEHTH, pe-
jgocien oBze Huje npodsiem. Kopumhemem QR [IeKOMIIO3UIMje, JAKO MOXKEMO
u3padyHaru npuiaaroheny mucriepsujy. IIpermocraBumo 7 = QR, e je Q op-

TOrOHAJIHA MaTpuIEa, a R je ropme Tpoyraona marpura. OHIa je JakKo BUJETH
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Ja
1Zja,..j<1)” =R3;.

k
. . . . 2
Oryna je ykymnHa objalimeHa Jucep3nja jeTHaKka ]; R,

5.3 Ilpumepn

Bemrauku ¢popmupanu mogarm

Y oBom mpumepy, UMaMO Tpu ckpuBeHa dakTopa Vi, Vo n Vi, Koju cy renepu-
CaHU Ha cjemeny HaduH:

Vi ~ N(0,150)
Va ~ N(0,200)
Vs = —0.325V; + 0.9Vh + ¢, € ~ N(0,1)

rae ¢y Vi,Vo u € HesaBucuu. 3atum je koncrpyucano 10 mpomen/buBux X; Ha

ciriegehy HAYIUH:
o X, =Vi+e rmee ~N(0,1),i=1,2,3,4,
o X;=Vo+elrne el ~N(0,1),1=5,6,7,8,
o X;=Vs+¢€ tme el ~N(0,1),7=09,10,
o {€/} cy mesasucne, j =1,2,3,i =1, ..., 10.

Kopucrumo rauny marpuily koapujauce ox (Xi, Xo, ..., Xj9) 3a npumene cran-
JlapJiHe U MEeTOJie PETKUX IJIABHUX KOMIIOHEHTH Y TOILYJIAINjCKOM OKDPYKemy. 10
3HaAYM Ja MaTpUIla KOBapHjaHCe KOja ce KOPHCTH 3a OBE METOJE CAJIP:KH TavdHe
MIOIIyJIAIjCKe TTapaMeTpe YMECTO IIPOIEHEHNX BPEIHOCTH Ha OCHOBY Y30DKA.
Oduuno, KaJla TPUMembYjeMO CTaHJIaPIaH METOJI, METOJ PETKUX IJIABHUX KOM-
ITOHEHTH WJIM OWJIO KOjy JIPYTy TEXHUKY CMarberha JUMEH3Hje, PAJIIMO Ca Y30PKO-
BaHUM IIOJIAITIMa, & MATPUIA KOBapHUjaHCce ce TMPOIEIbyje Ha OCHOBY TOCMATPAHIX
nojaraka. MehyTtum, y oBoM crierupuaHOM IPUMEPY, BEIITAYKH TOJIAIN Ce T'eHe-
pUIIly ca MO3HATUM OCHOBHHM (DaKTOPUMa U JUCIep3UjaMa 3a OllayKeHe ITPOMeH-
mwuse (X1, X, ..., Xi0). Crora je moryhe KOpUCTUTH TadHy MaTPHILy KOBAPUjAHCE

JI00MjeHy M3 MO3HATUX IMOIMYJIAINjCKUX IapaMeTapa.
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MeTop rnaBHUX KOMAOHEHTH
MeToA rnaBHMX KOMMOHEHTU npopefeHnx nogartaka

PC1 PC2 PC3 PC1 PC2
X1 0.15236616 0.46807832 -0.10628757 0 -0.49998365
X2 0.1545458 0.46695739 -0.13845437 0 -0.49997505
X3 0.15143775 0.46865299 -0.00698521 0 -0.50005688
Xa 0.15181933 0.46835821 -0.09629752 () -0.49998441
Xs -0.38046607 0.17555079 0.21451387 0.49999383 0
Xe -0.38010746 0.1766794 0.27842797 0.50003378
X7 -0.38095722 0.17364795 0.26574665 0.49996166
Xs -0.38057934 0.17487002 0.32391996 0.50001073
Xo -0.40483727 0.02291948 -0.55648469 0
X10 -0.40474594 0.02379739 -0.59283419 0

Ob6jawmeHa
Aucnepsuja 60.46% 38.99% 0.12% 49.94% 49.82%

o o oo o

Cauxka 5.1: Pesynraru npumepa cumysaiuje: onrepehema u guciep3unja

Hucnepsuje Tpu ocHoBHa daxTopa cy, peaoMm, 150, 200 u 178.8. Bpoj mpomen-
JbUBUX ITOBe3aHUX ¢ TUM (pakTopuMa je 4, 4 u 2. I3 Tora npousnasu ja cy Vo u Vi
CKOPO TIO/IjeTHAKO BayKHU, a MHOTO Bakuuju o V3. [IpBe j1Be riiaBHe KOMIIOHEHTE
3ajenHo odjammasajy 99.45% ykynne mucnepsuje. OB mOmaM CyrepuIlny Ja HaM
je moTpedHO Pa3MOTPUTH CaMO JIBe M3BeJleHe Bapujadsie ca ,ACIPAaBHUM IITYPUM
penpe3enTanujama. eanno, mpBa u3BegeHa KOMIIOHEHTa OM TPedaJIO J1a PEKOH-
crpywuie dakrop Vo kopucrehu camo (X5, Xg, X7, Xg), 70K du Apyra n3BeieHa Ba-
pujadiia Tpedasio jia peroncrpyuire dhakrop Vi kopucrehn camo (X1, X, X3, Xy).

Y cTBapu, ako MOCTYITHO MAKCUMU3YjeMO JIUCIIEP3U]y IIPBE JIBE U3BEICHUX KOM-
[IOHEHTE Y3 YCJIOB OPTOHOPMAJIHOCTH, U IIPUTOM OI'PAHIMINMO OPOj HEHYJITUX OIITe-
pehema Ha YeTupu, NpBa U3BeJIeHA KOMIIOHEHTA he jeTHAKO JI0e/bUBATU HEHYJITA
onrepehema Ha (X5, Xg, X7, X3), a Apyra ussejena sapujadsia he ux jejHako jo-
nmespuBath Ha (X1, Xo, X3, Xy).

Ha caumm cy aaTu pesyararu mopeherma. JacHo je ga MeTo PeTKUX IJIaBHIX
KOMIIOHEHTH ITPABUJIHO UJICHTUQUKYje CKYIIOBE BaXKHUX ITPOMEH/bUBUX U IIPYKaA
peTKe pelpe3eHTalje IPBUX JIBEjy INIABHUX KOMIIOHEHTHU. 10 ce MOXKe 00jaCHUTH

YUHEHUIIOM J1a METO/Ia €KCIUIUIIUTHO KOPUCTE JIACO KA0 Ka3HeHy (DYHKIIH]Y.

Baza Pitprops

Ckyn nomaraka Pitprops, koju je npencrasuo Lledbepc 1967. ronune y pasmy [1],
IIOCTA0 je KJIACHYaH IIPUMeP KOjH MOKa3yje TelmKohe y TyMaderny IVIABHUX KOMIIO-
HeHaTH. ¥ OBOM CKYILy IOJlaTaKa 3adejieykeHe cy Beqmdune u ocodoune 180 mormop-
HUX JIDBEHHX CTyOOBa (JpBEHUX Tpejia) KOjU ce KOPHCTE 3a MOJPIIKY KPOBOBUMA
TyHesa y pyaHunuMa yriba. loctynHo je 13 arpudyTra m TO cy: TOpHU NPEIHUK

cryda (topidam), nyxxuna cryda (length), campxaj Biare y apsery (moist), cre-
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muduvHa TeXKMHA JpBeTa y Bpeme Tecta (testsg), cnenududHa TeXKUHA JIPBETA
KaJla je MOTIyHO OCYIIEeHO y pepHu (ovensg), OpOj TOIUIIEBIX MPCTEHOBA HA BPXY
cryba (ringtop), 6poj roaMIIBLUX MIPCTEHOBA IpH JHY cTyda (ringbut), MakcumasHa
caBujeHoCT (bowmar), yIa/BEHOCT TauKe MaKCUMAJIHEe CABHJEHOCTH OJ] BpXa CTyOa
(bowdist), dpoj uBoposa y crmpasu (whorls), AyKUHA 9UCTOT Jeja CTyda OJ] BpXa

(clear), mpocevan 6poj YBopoBa 10 criimpasu (knots) U IPOCEYHH IPEYHUK IBOPOBA

(diaknot).

ATpubyTH PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6
topdiam -0.404 0217 0.207 -0.091 0.083 0.12
length -0.406 -0.186 0.235 -0.103 0.113 0.163
moist -0.124 -0.54 -0.141 0.078 035 -0.256
testsg -0.173 -0.456 -0.352 0.055 -0.356 -0.054
ovensg -0.057 0.17 -0.481 0.049 -0.176 0.626
ringtop -0.284 0.014 -0.475 -0.063 0.316 0.052
ringbut 04 0.19 -0.253 -0.065 0.215 0.003
bowmax -0.294 0.189 0.243 0.286 -0.185 -0.055
bowdist -0.357 -0.017 0.208 0.097 0.106 0.034
whorls -0.379 0.248 0.119 -0.205 -0.156 0.173
clear 0.011 -0.205 0.07 0.804 0.343 0.175
knots 0.115 -0.343 -0.092 -0.301 0.6 017
diaknot 0.113 -0.309 0.326 -0.303 -0.08 0.626

OG6jalwmeHa
Aucnepsuja 32.45% 18.29% 14.44% 8.53% 7.00% 6.27%

Cauka 5.2: Ourepehema IpBUX IIECT INIABHUX KOMIIOHEHTHU Pitprops ckyia moma-
Taka

Kao gemoncrparujy, pa3MOTpuIn MO IPBUX MIECT TJIABHUX KOMITOHeHTH. Coiu-
ka [5.2 npukasyje pesyaTare CTaHIap/HE METOJE IIABHIX KOMIIOHEHTH, JOK CJIIKA
[pUKa3yje pe3yJsiTare aHaJIM3€e TJIABHUX KOMIIOHEHTHU MpopeDeHnx mojaTaka.
Bynyhu ma je oBo yodudajeH ckyIl mojgaraka ca n > p, OJHOCHO CKYI T/e je Opoj
oricepBaruja MHOro Behm o7 Opoja aTpudyTa, moctaBuaun cMo mapamerap A = 0.
Bpennocru 3a mapamerap \; = (0.06,0.16,0.1,0.5,0.5,0.5) cy uzabpane Ttako ma
CBaKa peTKa allpOKCHMalldja O0jaCHH TOTOBO WCTY KOJUYUHY JUCIEpP3Uje Kao U
oOMYHa TJIaBHAa KOMIIOHeHTa. labesia ca ciauke [5.3| mpukagdyje jgodOujeHe riaBHe
KOMIIOHEHTe Ha ITpopeheHnM mojammma u ofrosapajyhy npuiaroheny mnucrnepsujy.

Mozkemo BusieTn BeJIMKy pa3iauky u3dmely ose jiBe meTose. OCHOBHU aJrOpUTaM
jé MPUXBaTHUO BUIIIE TPOMEHJ/bUBUX, IIITO 3HAYN Ja CBE IPOMEH/HUBE Ce PABHOIIPAB-
HO y3uMajy y o03up mnpu dopmupamy Kommnonentu. Ca JIpyre crpane, MeTO/a
IJIaBHUX KOMIIOHEHTHU npopeheHnx momarka ogdaimiia je Behu jgeo arpudyTta, ¢po-
Kycupajyhu ce camo Ha Haj3HauajHuje ejemenTe. OBakaB IPUCTYI OMOryhaBa cMa-
Iberbe JIMMEeH3Nje To/IaTaKa M NCTOBPEMEHO 3a/IpyKaBa CcaMo KJbydHe WHMOpMAaIje
onakmmasajyhu mHTeprperarnujy pesyarara. ¥y mopehermy ca CTaHIap/IHUM TJIaB-
HUM KOMIIOHEHTaMa Koje onucyjy 87% ykylHe BapujadUJIHOCTH I0JaTaKa, IJIaBHe

KOMIIOHEHTe j100ujeHe rmoMohy merojie mpopeheHnx mojaraka 00jalllmbhaBajy Marby
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ATpnbyTn PC1 PC2 PC3 PC6
topdiam -0.477 0 0
length -0.476 0 0
moist 0 0.785 0
testsg 0 0.619 0
ovensg 0.177 0 0.641
ringtop 0 0 0.589
ringbut 0.25 0 0.492
bowmax -0.344 -0.021 0
bowdist -0.416 0 0
whorls -0.4 0

clear 0 0

knots 0 0.013

diaknot 0 0 -0.

Mpunarohena
avcnepsuja 28.00% 13.97% 13.30% 7.40% 6.80% 6.20%
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Cauka 5.3: Onrepehema IpBUX IIECT IVIABHUX KOMIIOHEHTH Ha IpopeheHmM 1momga-
nuMa ckyna Pitprops

kosmanny guctepauje (75.67% nacupam 86.98%) ca 3marHO pehom cTpYyKTYpOM
onrepehema. BarkHe mpomeH/bUBE MMOBe3aHe Ca IECT IIABHUX KOMIIOHEHATa Ce
CKOPO He TIPEKJIaIajy, IMITo J0/IaTHO OJIaKIaBa U YMHUA TyMadema jacHujuM. [IpBa
IJIaBHA KOMIIOHEHTA JI0JIeJbyje onrepehema nmpoMen/buBuM topdiam, length, ringbut,
bowmax u wholrs, npyxkajyhu onmTy Mepy BeJUYUNHE; Ipyra IJIaBHa KOMIIOHEHTA
Jojiesbyje canaa onrepehema arpudyTuMa moist u testsg u MepH CTEIEH CyIeha;
Tpeha rlaBHa KOMIIOHEHTa, KOja JoJ/iesbyje NMpuod/mKHa onrtepehema mpoMeH bH-
BUM ovensg, ringtop u ringbut, y3uma y 003up Op3UWHY pacTa WM IYBPCTONY JApBeTa;
HapeJIHe TPH TJIaBHE KOMIIOHEHTE IpeJicTaBbajy clear, knots u diaknot, pemom.
OBu pe3ysTaru HaArIAIIaBa]y MMPeTHOCTH W OTPaHudera 00e TexHuke. Cran-
JapaHa MeToja 3aJiprKaBa cBe MHQOPMallije CaJipKaHe Y OPUTHHAJHUM aTpPHOY-
TUMa U He Tydoum mogarke. MehyTuMm, Kaja OpUTHHAJIHA aTPUOYTU UMAjy BUCOKY
JIIMEH3UOHATHOCT, pe3y/ITyjyhe ryiaBHe KOMIIOHEHTe Takohe MOTy OUTH BUCOKE
mumensuje. To Moxke joBecT 710 Behe quMeH3uje MpocTopa TJIaBHUX KOMIIOHEHTH,
IIITO MOXKE OTEXKATH AHAJIM3Y U 3aXTEBATU BUIIE PAIyHAPCKUX PECypca 3a HEHO
n3poheme. Ca Jipyre crpaHe, MeTO/a IJIAaBHUX KOMIIOHEHTH mmpopehennx moaraka
omoryhaBa KoMIpecujy mojaTaka 1 HCTUIAe ONTHIX KapaKTEPUCTHKA, &I MOXKe
M3ryOUTH Marbe 3HadajHe Jerasbe. VI300p m3mely oBux meroma 3aBucuhe O CIie-
nupuIHIX oTpeda aHaJu3e W IPUPOJIe TogaTaka. ¥y CUTyaldjaMa TJe je BayKHO
nctahil CymTHHCKE KapaKTEPUCTHKE, METO/a TJIABHUX KOMIIOHEHTU Tpopehenmx
rmojlaTaka MOXKe IPYKUTU KOPUCHUje pe3ysiTare, JIOK CTAaHIap/IHa METO/a OCTaje

BasKHA Ka/la je OvuyBaibe CBUX MHMOPMAIUja IIPUOPUTET.



I'maBa 6

PobycHa anajnm3a rjaBHUX

KOMIIOHEHTN

TpaaunuonaaHa MeTo/a je OCeT/bUBa HA MPHUCYCTBO ayTiajepa (eHr. outliers)
WIN aHOMAJIAja y MOJIAIUMa, IIITO MOYXKE JIOBECTH JI0 UCKPUB/HEHUX U HEIOY3IAHIX
pe3ysitara. YIpaBo U3 TOI' pasJjiora, yBOJAU Ce KOHIENT POOYCHE aHAJIM3e TJIaB-
HUX KOMIIOHEHTH KOju ce (poKycHpa Ha pellraBambe IpodJieMa ayTaajepa TPUINKOM
IIpUMeHe aHaJn3e TJIABHUX KOMIOHEHTH. PodycHa aHa/m3a IJIABHUX KOMIIOHEHTH
je MmommduKanuja crangap/He MeTojie Koja je OTIOPHEja Ha IPUCYCTBO ayT/iajepa
U ©Ma CIIOCOOHOCT M3/IBajalba JOMUHATHE CTPYKTYPe YaK U Y IPUCYCTBY €KCTPEM-
Hux BpeganocTn. OBa TEXHUKA je TTOCEOHO KOPUCHA Y CHTyalldjaMa KaJia je BayKHO
3aJIpyKaTH TOY3/aHy MPOIEHY TJIABHUX KOMIIOHEHTHU YIIPKOC IIPUCYCTBY ayTJiajepa.

OBaj mpucTyn KOPUCTU METO/IEe KAO IITO CY MUHUMU3AIIM]a MeIUjaHe arCoIyT-
Hor ozcrynama (enr. Median Absolute Deviation) win MuHIMU3anUja [1-HOpMeE 34
IIPOIIEHY TJIABHUX KOMIIOHEHTHU. ¥ MECTO MaKCUMHU30Bakha BapujaHce Kao IITO je
CJIy4aj ca TPaJUIIMOHAIHOM METOJIOM, OBa MeToja ce (hoKycupa Ha UIeHTUdUKa-
1jy aTpudyTa KOjH Ce Maibe Memhajy U MPYKajy MOYy3/JaHUjy IIPOIEHY TJIaBHUX
KOMITOHEHTH.

Jame hemo mpe/icTaBUTH KOHIIEIIT POOYCHE METO/IE TJIABHUX KOMIIOHEHTH U Hhe-
OBy IPUMEHY y CMalbemy JnMeH3uje nojaraka. lIpukazahemo kopake mpumene
METO/Ie M aHAJU3UPATU HbeHe IMPEHOCTU W orpaHuderha. Takohe hemo mpyzkutn
YBUJ[ Y Pa3/InduTe CUTyallje y KOjuMa je OBa MeTOJa IMoceDHO KOPUCHA U PA3MO-
TPUTH HeHy eduracHocT y nopehemy ca cranmapHoM MerojioM. /lokas riashe

TeopeMe Koja he duTu KacHHje HaBe/IeHA, KAa0 U IIpUMepe IMPUMEHEe MOXKeTe IO Ie-

natu 'y paay [5].

60
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Aytiaajepu

Y KOHTEKCTy aHajm3e IojaTaKa, U3Y3€eIlH ce OJHOCE Ha 3allakama Koja ce
3HAYAJHO PA3JIUKYjy OJI TUIUIHOT 00pacIia WU JUCTPHUOYIMje CKyIla IojlaTaKa.
Yruraj ykiamama n3y3eTKa Ha pe3ysITaTe aHaJIn3e MOYKe BapUpaTH y 3aBUCHOCTH
0J1 KOHKpPETHE aHaJIn3e KOja Cce CIPOBOIAU. ¥ HEKUM CJIydajeBUMA, YKJIAHAHE H3-
y3eTKa MOXKe MMAaTHU 3HadajaH yTHUIQ] Ha pe3yaTrare, JOK Y JIPYTUM CJIydajeBUMa
MOXKe OUTH Oe3HaYajHO. 3amnaKkama Koja, KaJia ce YKJIOHe, MMajy BEeJIMKHU yTUIa] Ha
pe3y/aTare aHa/M3e HA3WBAjy ce yTHIajHa 3amakama. Jlok cy Behmna yTunajomx
3alakamba U3y3€el Y HEKOM TIOTJIe Ly, U3y3€Id He MOPajy YOIIITe OUTU YTHUIIAjHU.

Komnrnent yruraja je crienmdudan 3a cBaKy aHaan3y. 3alaxKambe Koje je yTUIaj-
HO 3a jeJIHy BPCTY aHAJM3e WM MHTEPECHH IapamMeTap Moxkja nehe mmaru wctu
HUBO yTHUIIAja y JAPYToj aHAJIU3U WX Ha Apyru napamerap. Ha npumep, y anaansn
IJIABHUX KOMIIOHEHTH, 3allakamba Koja Cy yTHIajHa 3a oapehuBame Koedwuimje-
Harta (omrepelierma) riiaBHe KOMIIOHEHTe MOXK7a Helie Hy»KHO OuUTH yTHUIajHA HA

JIUCIIEP3Ujy T€ IJIABHE KOMIIOHEHTE, B OOPHYTO.

MoruBanuja

[IperriocTaBuMoO J1a HaAM je J1aTa BeJIMKa MaTpwHIla mojaraka M m 3HaMo Ja ce

OHa MOXKe JIEKOMIIOHOBATH Kao
M =Ly+ 5,

rne Ly mMa HEU3aK paHr, a Sy je perka; mpu TOMe, 00e KOMIIOHEHTe MOry OWTH
Ipon3BOJbHE BesimunHe. He 3HAMO HUCKOIMMEH3MOHU MPOCTOP KOJIOHA U PEIOBa
matpure Lo, 9aK HU BUXOBY aumeH3ujy. CamdaHo Tome, He 3HAMO JIOKAIUje He-
HYJITUX eJleMeHaTa MaTpuile Sy, 9aKk HU KOJMKO uxX mMma. llocraBiba ce murambe,
MOKEMO JIH C€ HAJATU TAYHOM (MOXKJa YaK U HOTIYHOM) U e(DUKACHOM OIOPABKY
1 KOMIIOHEHTE HUCKOI' paHTra U peTKe KOMIIOHEeHTe?

JenHo perreme Koje je JIOKa3aHO TaYHO M CKaJadWJIHO 338 TOpeHaBEJIeHU IIPO-
OJ1eM BEpOBATHO OM MMAJIO YTHUIA] Ha JIAHAIIba OTKpUha y HAyIHOM MCTParKUBa-
by KOje ce Ocjlarba Ha BeJIMKe KOJIMduHe rojataka. HetaBHa ekcrio3mja orpoMHIX
KOJIMIMHA BUCOKOIMMEH3UOHUX I0/IaTaKa Y HAYIHUM, WHKEHHEPCKUM U JIPYIITBE-
HUM 00JIACTUMA TPEJICTAaB/ba M3a30B, &I U MPUJIUKY 33 MHOTE OOJIACTH KaO IITO
cy o0paJjia C/IMKa, BUJIEO 3aluca, MyJTHUMEINjaIHa 00paja, aHaan3a IoJaTaKa O

peJIeBAHTHOCTHU Beda, IpeTpara, OMOMEIUIIMHCKO CHUMamhe U OMONH(MOPMATUKA.
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Y TakBUM JIOMEHUMa MpUMEHe, TOJIalld ce PYTUHCKU HaJla3e y XUbaJlaMa MJIH
JaK MWIHjapj/laMa JIMMeH3Hja, TP 9eMy OpOj y30paKa MOHEKa [ MMa CJIMYaH peJl
BesmanHe. OBa eKCIIaH31ja BUCOKOIMMEH3MOHMX T0/IaTakKa 3axTeBa Pa3BOj CKaJja-
OMTHUX W e(pUKACHUX METOJIa 38 aHAJJU3y U 0OpaJLy.

Ha ducmo ydaaXuin IpPOKJIeTCTBO AMMEH3UOHAJHOCTH U CKAJIUPatha, OCIakkha-
MO ce Ha Hajje;THOCTABHUJY W HAJKOPHUCHU]Y MPETIOCTABKY, & TO je Jia ce IIOJIaIu
HaJta3e 0JIM3y HEKOT' HUCKOJMMEH3MOHOT HoTipocTopa. To 3Haun jga ako cBe Tadke
nojlaTaka CJI0XKIMO Kao KoJIoHe marpurie M, ta marpura Tpeda 1a nMa (mpudim-

}KHO) HHU3aK PaHI': MaT€eMaTU4IKU,
M - LO —|— N() 5

rne Lo mma HU3aK panr, a [Ny je MaTpulla MaJmxX IIyMoBa. Kjacnmyna anam3a
[JIABHUX KOMIIOHEHTHU TPayKu HajOOJby TpoleHy panra k 3a Lo (y cmucity Lo HOpMe)

pelaBameM

muHIMEI30BaTH || M — L|

noz ycsoBoM fa je rang(L) < k.

OBaj mpodisteM ce mMoxke e(UKACHO PEITUTH TOMONY JEKOMITO3UIIje CUHTYJIap-
HUX BPEJIHOCTH M MMa HEKOJIMKO OITUMAJJHUX CBOjCTaBa KaJja je myMm Ny Majau u

MMa, PACIIoJie/Ty HE3aBUCHUX jeTHAKO PACIOe/beHNX |'aycoBUX BPEIIHOCTH.

PobycHa anasm3a riiaBHUX KOMIIOHEHTH

Meton riiaBHEX KOMIOHEHTH je MOXKJa Hajduernnmhe KOpUITNEeHW CTaTHCTUYKH
aJlaT 3a aHaJu3y I0JIaTaKa U PEeJyKIUjy IUMEH3MOHAJIHOCTH gaHac. Mehyruwm,
IberoBa KPXKOCT Y TIOIJIey Ipyoo omreheHnx mocMarpamba IecTO JOBOJU Y ITHTa-
Ibe IErOBY BaJIUTHOCT - jesiaH rpyoo omrehen yroc y marpuriu M MoxKe YIUHUTH
IIPOLEH-CHE L IPOM3BOIBHO yasbennM of creapre L. Hazasoct, rpybe rpemke cy
caJia CBEIPUCYTHE Yy MOJIEPHUM AIlJTUKAIMjaMa IIOIyT 00paJie CAUKa, aHajan3e Bed
rnojaTaka u omomH(OpMaTHKE, TJie HEKa Meperba MOry OMTH ITPOU3BOJHHO OIIITE-
hena (30o0r mpekJanama, 3JIOHAMEPHIX MAHUITYJIAIMja NI KBapOBa CEH30pa) N
jE€JIHOCTABHO HUCY PEJIEBAHTHA 33 HUCKOIUMEH3UOHY CTPYKTYPY KOjy HOKYIITaBaMO
Ja nieHTuduKyjeMo. Y JUTepaTypu Cy TOKOM HEKOJIUKO JeleHnja MCTPaKuBa-
Iba UCTPaKEHE W TPEJIJIOYKEHe OpPOjHE MPUPOJIHE METOJIE 3a MOOO0JbIahe POOYCHO-

CTH MEeTO/Ia I'VIABHUX KOMIIOHEHTHU. Perrpe3eHTaTuBHY TPUCTYIIN YKJbYUY]y TEXHUKE
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dyHKIHje yTUIaja, MyJITHBAPUjAHTHO OJICEIahe, aJITEPHATUBHO MUHUMU30Babe 1
TEeXHUKa CJIY4ajHOr y30pKoBama. HarkasocT, HujesaH oJ1 OBUX IIPUCTYIIA HE HPY-
JKa, ITOJIMTHOMUjaJTHO BpeMe M3BPIIlaBarba ca jaKuM rapaHiiijaMa nmepopMaHCh 0T
mupokuM yeaoBuma. CilydajHu TPUCTYIIN Y30PKOBakha TapaHTyjy CKOPO OITHMAJI-
He TPOIIeHe, aJIM UMAajy €KCIIOHEHIINjaJIHy KOMIIJIEKCHOCT y paHry marpurie Lg, JT0K
AJITOPUTMU 33 CKpaluBame UMajy PeJIaTUBHO HUXKY PAYYHCKY CJIOXKEHOCT, aJIi Ta-
PaHTY]y CaMO JIOKAJIHO ONITUMAJIHA PEIIeha.

HoBu ipobitem Koju OBjle pasMaTpamMo MOXKe Ce CMaTPATH UIeATU30BAHOM BEP-
3UjOM POOYCHE METO/Ie IJIABHUX KOMIIOHEHTH, y KOjOj *KeJIMMO Jla TTOBPATUMO Ma-
TpUILy HUCKOT paHra Ly u3 Bucoko omrehenux mepemwa M = Ly + Sy. 3a pas3iuky
oJ1 ojMa MaJior mryMa Ny v KJIACHIHOM MPUCTYITY, YHOCH y Sy MOT'Yy UMaTH IIPO-
M3BOJHHO BEJIUKY MArHUTYIY, & IIPETIOCTaB/ba CE /I je HUXOB Hoca pelaK, aym
HEIIO3HAT.

Y onHOCy Ha HemaBHa ucTpaxkupamwa (Bugern [6]) Koja cy ce ycpejcpeania Ha
IpodJIEM TIOMyHhaBakha MATPHUIE, HEITO3HATH HOCAY TPellaka IMHU ITPOOJIEM jOII
texkuM. [Ipodsiem momnymaBamba MaTpuile ce OJHOCH Ha CUTYAIlUjy KaJia UMaMo
HENOTIIYHE WJIM HeJaocTajyhe BpeIHOCTH y MaTPHUIM, ajd UMaMo WHMOpMaIuje o
BEHOM 00JTUKY U cTpyKTypu. Ca apyre crpaHe, y CIydajy poOyCcHE METOe, TOpeT
IIPUCYCTBA T'peIlaka, MMaMO U HE3HAHE O ThbUXOBO] TAYHOj JIOKAIUJU U PACIIOIEIN.

IIpumene. IlocToju MHOrO Ba)XHHMX MPUMEHA Yy KOjUMa Ce IOJAIld KOju ce
IpOydYaBajy MOr'y TPUPOJHO MOJIEJOBATH KAao PETKU JONMPWHOCH HUCKOT PaHTa.
Cse craTucTudke amankalyje, y KOjuMa ce Tpayke POOyCHe IJIaBHE KOMIIOHEHTE,
HapaBHO OJIIrOBapajy HaImeM MOJesy. ¥ HaCTaBKy JdajeMO IpUMepe WHCIUPHUCAHE
CaBPEMEHUM U3a30BUMa Y PAYyHAPCTBY U HAIIOMHUILEMO JIa Y 3aBHUCHOCTU O] TIPH-
MEHE, NJI1 KOMIIOHEHTa HUCKOI' paHI'a UJIX PEeTKa KOMIIOHEHTa MOI'Y SI/ITI/I IapeaMeT

nHTEepeCcoBatba:

e Bugeo nagsop. C 003upoM Ha HU3 PaMOBa 3a BUJIEO HAJI30P, 9€CTO MOPAMO JIa
nJIeHTHUKYjeMO aKTHBHOCTH KOje ce M3/Bajajy n3 mo3aanHe. AKO CJIOKUMO
BHUJICO OKBUPE Kao Kojione Mmarpuiie M, OHIa KOMIIOHEHTa HUCKOD PaHTa
Ly mpupoaHO oaroBapa CTAIMOHAPHO] IMMO3aJWHH, a PeTKa KOMIIOHEHTa Sy
CHUMA TIOKpeTHe 00jeKTe y mpBoM ILtany. MehyTum, cBaKu OKBUP CJIUKE UMa
XIU/baJle WM JeCeTUHE XMJbaJla IHKCeIa, a CBaAKU BUIEO (PPArMEHT CAJIPIKU

CTOTUHE WJIN XU/baJle OKBupa. Buio du Hemoryhe pazsioxkuru marpuiy M

lekyn mHIeKCa KOjU IIpe/ICcTaB/bajy JOKaIuje HeHyJITHX eJeMeHaTa y MaTpHIum Sy
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Ha TaKaB HAYMH OCHUM aKO HEMAaMO HCTHHCKHU CKAJIAOMJIHO PeEIIeme 3a OBaj

IIPOOJIEM.

o /letwiexyuja arnomanuja. Y 3ajaruMa JeTeKIuje aHOMaJuja, IOJalll 9IeCTO
NOKa3yjy KOMOMHAIIN]Y peryJapHux odpasana (KOMIIOHEHTe HUCKOT PaHra) u
perkux, abHopmasnaux jorabaja (perke komnonente). nenrudukanujom u
cerrapaljoM peTke KOMIIOHEHTE, MOXKEMO OTKPUTHU U O3HAYUTHU aHOMAJIHAje y

HOJAIIMA.

o Cluctiemu upetopyka. ¥ aJrOpUTMHUMa TPETOPYKA, MOAAINA O WHTEPAKIII)U
KOPHUCHUKa M CTaBKM MOTY Ce€ JEKOMIIOHOBATU Y KOMIIOHEHTY HUCKOT DaHTa
KOja IpUKa3yje OCHOBHE KOPHUCHUYKE mpedepentie n KapaKTePUCTUKE CTaB-
KH, I PeTKYy KOMIIOHEHTY KOja MIPeJICTaB/ba CIYyYajHU IIYM WU U3Y3€TKE Yy
mojannma. CemaparimjoM OBHX KOMIIOHEHTH, MOYKEMO IPYKUTH TadHUje U

IepCOHAJIN30BaHe MMPENopyKe KOPUCHUIIIMA.

o Komupumupajyhe ysoprosarse. ¥ odaactu odpajie curnajia, KommpuMmupajyhe
Y30PKOBaIbe NMa 3a IU/b Ja ONOPAaBU PETKE CUTHAJIE U3 MaJjor Opoja Mepe-
ba. PeTka KOMIIOHEHTa MMa KJ/bYy9IHY YJIOTY Y PEKOHCTPYKIINjU OPUTHHAJTHOT

CUTHAJIa HA OCHOBY OI'DAHUYEHOr OPOja Meperba.

o Buoungopmatiuka. Y aHAIN3U OUOJIOMIKUX IM0JATaKa, KAO IITO CY IIOIAITH
0 eKCITPeCHju TeHa WU Mpeyke WHTEePaKIja MPOTenHa, KOMIIOHEHTa HUCKOT
paHra MOXKe IIPUKA3aTH 3ajeJHUIKe 00paciie WJn JaTeHTHe CTPYKTYpe, T0K
peTka KOMIIOHEHTa MOXKe TPeJICTaB/hbaTh pPeTKe TeHeTCKe BapHjallije NI U3-

y3eTKe.

OBo cy caMO HEKHM TpUMepHU MPUMEHa y KOjuMa Ce TOJAIM MOTY ITPUPOIHO
MOJIEJIUPATH Kao KOMOHMHAIIMja KOMIIOHEHTE HUCKOI PaHra W peTKe KOMIIOHEHTE.
3aBUCHO 0J] KOHKPETHE IpUMeHe, UM KOMIIOHEHTa HUCKOI PAHTa WA PETKa KOM-

IIOHEHTa MOI'y onTn npeaMeT mHTepeca.

N3uenaheme

Ha npBu norute 1, mpodjieM pas3iBajama ce YMHI HeMOoryhuM 3a pernraBatbe jep je
Opoj Helmo3HATHX 3a 3aKJby4unBamme 0 Lo u Sy gaymio Behu o1 Opoja maTtux meperma

y marpurim M € R™*"2. [lltaBume, auHu ce 3acTpalnryjyhuM mro ovdekyjeMo ja
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heMmo 1Moy371aHO T00UTH MATPUILy HUCKOT panra Lo ca rpemkama y Sy MpOn3BOJbHO
BEJIMKE BEJIMYUHE.
UcnocraB/ba ce ma ce oBaj MPoOJIeM MOXKe PEIIUTH U IMOMONY uoupasmuse

konsexcre oumumusdayuje. Heka || M|, := > 0;(M) o3HauaBa HyKJieapHy HOPMY

7
MaTpPHIE, OJHOCHO 30Mp CHHIYJIADHUX BPEIHOCTH Te Marpulle, u Heka ||[M||; =

Z |M,;| npencrasiba l;-Hopmy Mmarpume M mocMarpane Kao BekTop y R™M*™2.
Z7J
Mozke ce ImoKa3aTu Ja II0JI IPUINIHO CJIa0UM IIPeTIIoCTaBKaMa, Ipolena Principal

Component Pursuit Koja pemaa ciemehn mpodiem

muHmMu3oBatH || L||. + A[|S||1 (6.1)

ot ycaoBoMm jia je L+ S = M, '
tagno Bpaha L HUCKOT paHra u peTky marpuity Sy. Teopujcku, oBo rapaHTOBa-
HO (DYHKITMOHUIIIE YaK U aKO ce PaHr Marpure Ly roTOBO JIMHeapHO IoBehasa ca
JINMEH3HjOM MATPHUIIE, a Ipelike y Sy Cy /10 KOHCTAHTHOT Jesia CBUX yHOca. AJro-
PUTAMCKY, IIPETXO/IHO HABEJIEHU TPOOJIEM Ce MOYKE PEIUTH e(PUKACHUM U CKaJla-
6I/IJIHI/IM aJITOPUTMHMa, II0 IIEHHW HE TOJIMKO BehOj O, KJIaCU49IHOI' METOJa T'NIaBHHUX
kommoHeHTn. EMnupujcku, cumysiaiije n eKCIepuMeHTH YKa3yjy Jia 0BO (DyHKIIH-

oHUIITEe 110JT n3HeHal)yjyhe MupoKuM ycIoBrMa 3a pa3He BPCTe CTBAPHUAX MO IaTaKa.

Kana pazaBajame mMma cmuca?

Yunu ce 1a HEMa J0BOJbHO HHAMOPMAaIIAja J1a OU ce CaBPIINEHO pa3/IBOjujie KOM-
IIOHEHTEe HUCKOI' paHI'a 1 PETKE KOMIIOHEHTE. I/I 3auCTa, Yy OBOM€ NMa HEKe UCTUHE,
IIOIITO OYUTJIETHO TTOCTOjU IpodseM uaeHnTudukanuje. Ha npumep, npermnocraBu-
Mo fa je Mmarpunia M jegmaka elelT (oBa MaTpuIla UMa JeJMHUILY Y TOPEHEM JIEBOM
yray u HyJe cByga apyriae). Ouma nomro je M u perka W HUCKOD PAHTa, KAKO
MOKEMO OJIJIYIUTH IITa je o oBo aBoje? la Ou mpodsem OMO CMUCJIEH, MOPAaMO
HaMETHYTH Jia KOMIIOHEHTa HUCKOT paHra Lg HHje peTKa. 3a IpodaeM KOMILIeTHPa-
ba MATPHIE KOPUCTUNEMO OIIITH [I0jaM HEKOXEPEeHTHOCTH (OBO je IPEeTIOCTaBKa
KOja Cce TUYe CUHIYJIADHUX BEKTOPa KOMIIOHEHTe HUKer paHra). 3amucahiemo je-

KOMIIO3UIINjy CHHTYJapHe Bpeanoctn marpune Ly € R™*™ kao
s
Ly=UxV" = Z ol
i=1

rJe je r paHr Marpwuie, oi,...,0, Cy IO3UTUBHE CHHTYJIapHe Bpeanoctu, a U =

[u1,..c,u,] 1 V = [vy,...,v,] cy MaTpuile JeBUX U JeCHUX CHHIYJIADHUX BEKTOPA.
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Tasa yc/i0B HEKOXEpPEHTHOCTH €a TapaMEeTPOM [, U3parKaBa

max|[ U2 < 25 max||V7ei||2 < 25 (6.2)
7 ’]’L]_ 7 TLQ
%1
TV |loo < 4/ L. (6.3)
VALY

OBne u y mamem rtekcry, ||M|l. = max;;|M,;|, To ject mpencrasiba lo, HOPMY
matpuiie M mocmarpaHe Kao Jyru BekTop. IlomTo je oproronasiHa Ipojekiiuja
Py ma mpocrop kosona U gara ca Py = UUT, onna je (5.2) ekBUBAJIEHTHO ca
max; || Pye;||* < &7, u courano 3a Py. Ve0B HEKOXEPEHTHOCTH TBPUL /A CY 32 MaJTe
BPEJIHOCTH (4, CHHT'YJIAPDHUA BEKTOPU pa3yMHO pacropeheHun — Ipyrum pedanMa, HUCY
peTKu.

Jormt jenan mpodsieM y Be3n ca uIeHTH(DUKAIIjOM jaB/ba Ce aKO PETKa MAaTPHUIA
nma Hu3ak panr. OBo he ce gecuTnm ako ce, PEIMMO, CBU YHOCH PA3JIAIUTHA O]
HyJIe Hajla3e y KOJIOHW W/ Yy HEKOJIMKO KojioHa. [IpermocraBumo, Ha mpumep,
Jla je mpBa KOJIOHA OJ Sy CYIPOTHAa MPBOj KOJOHU Marpurie Ly, a Jia cBe ocTtaJje
KoJIoHE o7 Sy Hectajy. Tama je jacHO ja He OWMCMO MOTIM Jia moBpaTtumo Loy u
Sy HUjeHOM MeTosOM jep ou M = Ly + Sy mMao mpocTop KOJIOHA je/IHAK, MJIN
YKJby4eH y MpocTop KoJsiona matpuiie L. la ducmo uzdersiu Takse decmuciiene
cuTyanuje, mpernocTaBuheMo J1a je odpasal] peTKOCTU PeTKe KOMIIOHEHTe n3adpaH

PaBHOMEPHO HACYMUYHO.

I'maBHU pesyarart

Usnenabyjyhe je ma mom oBum mMuHMMagHEUM mpermnoctaBkama, PCP (eHr.
Principal Component Pursuit) peieme caBpiieHo Bpalia KOMIIOHEHTe HICKOT PaH-
ra U peTKe KOMIIOHEHTe, IOJ yCJOBOM, HAPABHO, Jla PAHI KOMIIOHEHTE HUCKOT
paHra HHUje TPEBEIUK, U JIa je PeTKa KOMIIOHEHTa pa3yMHO peTKa. y HACTaBKY,

n(1) = max(ny, ng) u NG = min(ny, ng).

Teopema 6.1. Hexa je Ly matupuua ¢popmattia n X n Koja uchyrasa Yciose
(5.2) u (5.3), u neka je ckyu Gogpwke matupuye Sy yrudopmmo pacuopehen mehy
C8UM CKYTOSUMaA Kapgunaarociu m. Taga Gocioju KoHCWANHA ¢ WAKEA §a Ca
seposatinohiom eeliom og 1 — en ' (apu usbopy uogpwxe 3a Sy) PCP (5.1) ca

A= \/Lﬁ je WawHa, 0gHOCHO 8aNHCU L=LyuS =25, U0g YcA080M §a je

rang(So) < pynpt(log(n)) ™ um < pn®,
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g€ CY pr U pPs UOBUTUSHE KoWCWaHile. Y oUwiliem UPaBOYIAOHOM CAYYAJY Ige
1

" ALEY)

1 —cng,y’, wog yeaosom ga rang(Lo) < prneyp "t (logngy)

ycuesa ca geposattitohom eehom og
—2

je Ly dopmattia nq X no, PCP ca A =

um < psning.

Hpyrum peunma, marpuiie Lo 9Wju cy CHHTYJApHU BEKTOPU — WU TJIaBHE
KOMIIOHEHTe — pa3yMHO paciopehenn, MOTy ce IMOBPATUTU Ca BEPOBATHONOM CKO-
PO jeJlaH U3 MPOM3BOJBHUX ¥ MOTIIYHO HEMO3HATHX 00pa3alia KopyIyje (CBe 0K cy
OHU HACyMUYHO pacropehenn). Y crBapu, 0BO (DyHKIIMOHUIIE 33 BEJIMKE BPETHO-
CTU paHra, Tj. peja m KaJa (4 HUje mpeBeuko. 1T peda HarJIaCUTH Jia Cce je IimHa
,CJIYIaJHOCT Y HAIlIUM IIPETIOCTABKAMa OJHOCHU Ha JIOKAIUje HEHYJITUX yHOCA Ma-
Tpuie Sy, CBe OCTAJIO je IeTepMUHUCTHIKO. KOHKPETHO, CBe IIITO 3aXTeBAMO Y Be31
ca Ly je 1a meroBu CUHTYJIAPHU BEKTOPU HUCY MHUJbAcTH. Takohe, He TpaBUMO HHU-
KaKBe IPETIOCTaBKe O BeJIMYMHAMA WM 3HAIMMa HEHYJITHUX YHOca marpuie Sj.
Ja ducmo m3dersin OMJIO KaKBY JBOCMUCJIEHOCT, Mojesd 3a Sy je ciaemehn: y3memo
IIPOU3BOJbHY MaTPHUILy S W IIOCTAaBUMO Ha HYJY HheHe YHOCE Ha CIyIajHOM CKYILY
Q¢ To maje Sp.

[IpunnyaHO M3y3eTHA YMILEHUIA je [Ja y aJTOPUTMY He IIOCTOjU IojentaBajyhn
mapameTtap. Ilox mpermocraBkaMa U3 TeopeMe, MUHIMU3AIIHI]a,

1
L] + mHSHl , N1y = max(ni, no)

N

yBeK Bpaha Tauan ojarosop. OBo je usnenahyjyhe jep Ou ce MOIJIO OUeKUBATHU Jia
Tpeda m3adpaTu MpaBH CKaJiap A KaKO OM ce Ha o/roBapajyhu HauuH M30aJIaHCH-

pasna npa wiana y ||L|. + A||S||1 (Moxknma y 3aBucHOCTH 0] HHUXOBOI PEJIATHBHOL
1

VD)

UCIPABaH U3-

omuoca). To, mehyrum, ounrseno Huje ciaydaj. ¥ TOM CMUCTY, u300p A =

1
V)
O0op 0e3 003mpa Ha TO Kako uarienajy Lo m So. Maremarmyka aHaan3a OTKpPUBA

je yuuBepzajan. /lasbe, HUje anpuopH jacHO 3aIllTo je A =

UCIIPABHOCT OBE€ BPEIHOCTH. Y CTBapH, JOKA3 TeOpeMe Jiaje YUTaB HU3 MCIPABHUX
BPEIHOCTH, & MU MOXKEMO 0/1adPATHU JTIOBOJLHO j€JTHOCTABHY BPETHOCT Y TOM OIICETY.

Hpyru KomeHTap je ja ce Mory rnoctuhu pesyiartaru ca Behmm BepoBaTHOha-
Ma ycrexa, Tj. oomuka 1 — O(n=?) (mm 1 — O(n(_l/;)) 3a § > 0, y3 cMamememne

BPEJTHOCTHU ..

6.1 IIpumep

3a oBaj npumep hemo kopuctutu cjiauke u3 dasze Yale Face Database B, koja

caapxku 5760 ciauka cuBe 0oje ca jeHUM M3BOPOM CBETJIOCTH, Koje mpukasyjy 10
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cybjekaTa oJ KOjUX ce CBaKM BHIU 1OJ 576 ycioBa rienama. PadyHapn HuCY Kao
MM U HEMOTY pa3yMeTH CJIUKe Kao IMTo Mu TO dnauMO. MehyTum, oHu pazymejy
MaTPUIE U MU MOXKEMO KOPUCTUTU MATPUILy €& PA3JIUIUTUM BPEIHOCTHUMA UHTE-
3UTETa 38 CBAKHU IUKCEJI KAKO OMCMO TIpeICTaBmm MpHo-0ety cmky. Cimke y doju
UMajy jOIl TpH J0/IaTHA KaHaa Kao mrTo ¢y RGB win Hekn apyru crangapa. Mu
hemo pagauTu ca npBe detupu ciauke u3 dosgaepa yaleB01. CBe ciuke cy mopas-
HaTe, U CBaKa CJIWKa MMa JuMeH3ujy 168 x 192 mmm 32256 nukcena. Bpemnoctn
mory Bapupatu udMmehy 0 u 255, o1 TaMHHjUX Ka cBeT/InjuM ToHOBUMa. Kosmko je
CJINKA TaMHa WU CBETJIA, MOXKEMO CA3HATU MTOCMATPAjyNu IeH XUCTOIPAM.

. Iq.""'l

XMCTOrpaM C/UKe y CUBUM TOHOBUMa

20

o

250

Cauka 6.1: IIpsa cimka u3 dosgepa 1 BbeH XUCTOIPaM

Kao mro Buammo ca ciuke [6.1] oBa cimka Huje IpeBHIe TaMHA HUTH CBe-
mia, Beh je Herme m3mely, OJHOCHO Cpejiibe OCBET/beHa. AKO IOrJIeIaMo CJIUKY
6.2, BUIMMO Ja OBaj XUCTOTPaM MMa MHOT'O BUIIIE BPEIHOCTH OJIM3Y HYJIE, IITO je

o4durJie JHo Ta,MHI/Ije KaKO MOXKE€MO BHIECTHU.

XucTtorpam cnavke y CUBUM TOHOBUMA

200

175

150

125

100

25

wle o b ]

0 50 100 150 200 250

Cnuka 6.2: YUerBpTa cinka u3 GoJaepa U mbeH XUCTOIPaM
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Kopumnihewe podycHe aHanm3e rjiaBHUX KOMIIOHEHTU 3a OTKPUBame
usy3eraka. 3adpahemo npBy caunky u Ha by hemo jgomaru Heke n3y3erke. OBa
C/IMKa WUMa Marmbeé BeoMa TaMHHX U BeOMa CBETJINX BPEIHOCTH. Xajlie Ja JI0JaMo
3 mpHe cy3e, 3a MITa MOXKeMO KOpUCTUTU pa3He ypehuBaue ciuka. Hosa cinka n
IbEH XUCTOIPAM IPUKA3aHU Cy Ha CJIAIHI Cama hemo Ha OBy c/MKy j1a Tpu-
MEHHMY POOYCHY aHAJM3y TIJIABHUX KOMIIOHEHTH U JIa BUJIUMO KOJIMKO J00pO ce
HOCcH ca m3ysenuMa. [lapamerap A, koju y jemmakoctu (6.1) mpeacraspa mpore-
HaT PeTKUX I'pellaKa, MMa BHCOK YTHUIIA] Ha perpe3eHTalrje HICKOTr paHra. lako
ra moxkemo u3zpadynatu Kopucrehu Teopemy 6.1, To Huje onrumasHo. ¥ IIpakcu,
nuuryjaandyjemo A nmomohy Teopeme 6.1, a 3aTuMm ra nocremneno nmosehasamo uin
cMamyjeMo Kopak 1o Kopak y mHTepBasmma of 0.005 kako OmcMo m3abpanan Haj-
00Jby BpPEIHOCT. ¥ OBOM IIPHUMEPY, MU NeMO ce 3apazkaTh Ha BPEJHOCTH KOjy HaM

naje Teopema 6.1.

XMCTOI’paM CNuKe y CUBUM TOHOBUMa

100 4

250

Cauka 6.3: [IpBa cimka ca n3ysenuMa U HBEH XHCTOTPaM

Ha cymmm 6.4} nmpumehyje ce 3nadajHo modosblame, nako Huje cappiieHo. Me-
DyTuM, moctaB/ba ce IUTalbe KaKO OM PEe3YJITATh U3IJVIeJasIu Jila UMaMO 3HATHO
BUINlE TIOJaTaKa O CTBAPHO] AUCTpuOynuju? AKO NMpUMEHHMO POOYCHY aHAJUA3Y
IJIaBHUX KOMIIOHEHTH Ha CKYII KOjU CaJIPKU IIPBE YeTHPH CJINKe U3 cKyma yaleB01,
mocMaTpajyhu ciamky MOXKEMO J[a 3aKJbYUUMO & JTOJATHH HOJAIM TT0D0JbIIa-
Bajy nepdopmance oBOr npucrymna, omoryhasajyhu dosbe mpeno3naBame u 00paLy
n3y3eTaKa Ha CJIUIIA.

Ha commu [6.6] MozkeMo J1a BUMMO Kako Cy BIUCOKO/IMMEH3UOHHU IIOJIAIH [0/1ebe-
HU Ha JINTHeapHy KoMOWHaIujy /aBe Mmarpuiie. [[pukasana je MaTpuiia HICKOT paHra
L u perka marpuna S, 1051jeHe Kao pelermhe KOHBEKCHOr mporpama. [IpBa KooHa

IIpUKa3yje OpUTHHAJIHE CJIUKE ca ITPOMEHaMa OCBeT/helha W m3pasa Jura. JIpyra
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T

Cnuka 6.4: Pesynratn nakon npume- Ciuka 6.5: Pe3ynraru HakoH mpume-
He poOyCcHe aHaJM3€e IVIABHUX KOMIIO- He POOYCHE aHAJIM3€E INIABHUX KOMIIO-
HEHTH HA OCHOBY TIOJIA3HE CJIMKE HEHTH Ha OCHOBY CBE YE€THUDPHU CJINKE

KOJIOHA MPUKAa3yje HUCKE PAHTOBE U IMPUOJIMKHE CJIUKE OPUTMHAJIHUX cinka. [lo-
ceiba, Tpeha KoJIoHa IpUKa3yje PeTKe CJIMKe I'Dellaka OPUTHHAJHIX CJINKa, KOje

IIPeICTaB/bajy Pa3auKy u3Mely OpUTrMHAJHE U IIPUOINKHE CJIUKE.

Momena MaTpuue Ha M= L[ + §

Cauka 6.6: IIpumep mpumene poOycHe aHa/n3e INIABHUX KOMIIOHEHTH Ha Yale B
Oasm Jjmra

Hakon npumene podycHe aHajn3e TVIABHUX KOMIIOHEHTH, IpuMehyjeMo 1a cy
TPHU I[pHE Tadke mocraje Oyehe Ha marpurm Huckor panra. OBa mpoMeHa y OCBe-
TJbeIby YKa3yje Ha TO JIa je MeTOJ| YCIEIIHO IPENO3HAO0 U M3/IBOJUO OBE ayTJiajepe

Ka0 HUCKO(PEKBEHTHE KOMIIOHEHTE, IIITO je KaPAKTEPUCTUIHO 3a ayTiajepe Koju
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ce He MPUIpKABajy OOJMKa W Bapujanyja riaaBHUX kommoHeHTn. OBaj pesysarar
moTBphyje crnocodOHOCT MeToIe Jda UAeHTUMUKY]e HEIIPABUIHOCTHU Y ITOJIAIIIMa JaK
U KaJa ce OHe BellTadyku Jojajy. Harmamasa ce meroBa poOyCHOCT Y JIE€TEKIIH-
ju ayTiajepa Koju ce pasjuKyjy OJ OCTaTKa IojaTakKa, dYuMe ce oMoryhasa Oojbe
pa3ymMeBambe CTPYKType IoaTaka U 00J/ba WHTEPIPEeTAINja IUXOBUX KapaKTepH-
CTHKA.

Y oyayhum uctpazkupambuMa, Moryhe je pasMoTpuTH Jajbe TIpuaarohaBarbe ma-
paMeTapa poOyCHe MeTOJle U aHAJIU3NPATH PA3JIMINTE BPCTE ayTiajepa Kako Ou ce
JIy0osbe ncTpazkuiaa epuKacHOCT OBOr npuctyna. Takohe, moryhe je komMOmHOBATH
podycHY aHa/ M3y IVIABHUX KOMIIOHEHTH Ca JPYTUM TeXHUKaMa 33 JOJIATHY yHa-
npeheHocT Jereknuje U odpaje ayriajepa. ¥y IEJUHHU, IPUMEHa POOYyCHE MeTOJIe
[IPEJ/ICTaB/ha KOPAK HAIIPE/I y PAa3yMeBalby U PYKOBAaIbY M3Y3€IUMa y CKYILY MO~
Taka, Mpykajyhn KopucHe yBujie 3a Jla/by aHaJInu3y U JOHOIIEHe MH(POPMUCAHUX

OJIYKA.
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3aKJby4vaK

Y oBOM pajy, JyOOKO CMO UCTPAXKUJIM METOJIE CMahEeiha JUMEH3Mje TeMe/beHe
Ha aHaJIM3U TJIaBHUX KommoHeHTu. Harlra anaym3a je ykasajia Ha KJbYIHY YJIOTY
KOjy aHajn3a IJIABHUX KOMIIOHEHTH W CPOJHE TEXHUKE UTPajy y OOpaJi M MHTEp-
[IpeTaInju BUCOKOJINMEH3NOHNX ToaTaka. Kpo3 nMiiemenTanujy u eKcrepuMen-
Te, yCIEeIU CMO Jia Pa3MOTPUMO bUXOBY €(PUKACHOCT U MPAKTUIHY ITPUMEH/bUBOCT
y Pa3/IMIuTUM KOHTEKCTUMA.

Hamra uncrpakupama oKa3yjy Ja CTaHJIapIHa METOJa IMpy:kKa MOhaH MeXaHH-
3aM 3a TpaHchopMalujy pocTopa Iojaraka, oMoryhasajyhu nam jga uaeHTrdu-
KyjeMo JIOMUHaHTHe o0paciie Bapujanuje mehy arpudyruma. OBaj mporec cMarbe-
Ba JIUMEH3Mje He CaMO Ja OJIAKIaBa BU3YAJIM3AINjy Io/aTaka, Beh u moMaxke y
CYIITHHCKOM pa3yMeBamby CTPYKType nojaraka. OcuMm Tora, pasMOTPUINA CMO U
Bapwujalje TpaJIuIuoHaTHE METO/Ie, Kao MITO Cy aHAJIN3a INIABHUX KOMIIOHEHTH Ca
KepHeJT TparcdopMarmjama, aHaIn3a IJIABHUX KOMIIOHEHTH ITpopeheHnx moiaraka
” podycHa aHa/n3a IJIaBHUX KOoMIoHeHTU. MeTom ca kepues TpancdopMmalijama
HaC je IIpOBe0 Kpo3 BpaTa HeJIMHEAPHUX IIPOCTOpa, oMoryhasajyhn anaansy cioxe-
HUX Be3a MeDy mojaruma. AHan3a riiaBHUX KOMIIOHEHTH mpopeheHnx momaraka je
OCBETJIMJIA TIyT ITPEMAa PETKUM CTPYKTypama U 00Jb0] MHTEPIIPETAIUjH, JTOK je Po-
OyCcHa aHaJIM3a UCTAKJIA CBOjy BPEIHOCT Y OTKPUBaY 00pa3alia yIPKOC IIPUCYCTBY
myma. CBaka 0] OBUX Bapujallija JJOHOCH CBOje MPEJIHOCTH W KOMITPOMHUCE, IITO
UX YUHYU JIEKBATHUM M3D0pHUMa 3a Pa3/jUduTe THUIIOBE I0/[aTaKa U AHAJUTUIKE
[AJbEBE.

Hamm ekcriepuMenTH Ccy HMOTBPJAWIN Jia ojroBapajyhm m3bop mapamerapa u
MMayK/bUBO TIPEIIO3HABAE MIPETIIOCTABKN O MOJAINMA UTPAjy KJBYUHY YJIOTY y TO0-

CTU3aIby ONTUMAJIHUX pe3yJsiTara. Takohe cMoO mpumeTmwsiv Jia je BayKHO MOCTHhT
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dastanc m3Melhy cMambema TuMeH31je u 3a/pKaBaiba IITo Bulle nudopmaimja. ok
CMambehe TUMEH3Mje MOXKe T10jeTHOCTAaBUTH aHA 3y, Tpeda OUTH Onpe3aH KaKko He
OMCMO UBryOMJIM OUTHE ACIEeKTe IMOaTaKa.

Kpos 0Bo ncrpakupame, CXBATUIN CMO J1a HeMa YHUBEP3aJHOT IIPUCTYTA KOjU
ou Omo HajdosbM 3a cBe cuTyaryje. MI300p TexXHUKe 3aBUCH OJI IPUPO/IE TTOIaTaKa, U
nubeBa anaanie. VlHTerpamuja oBux TeXHUKa WM UCTPAYKUBAIbE HOBUX BapUjaHTU
MOK€ OTBOPUTH BpaTa Ka jOII JIyO/beM pa3yMeBaiby IoJaTaka u 00/beM JJOHOIIEHY
OJIJTYKa.

Ha ocHoBy oBux casnama, Oyayhu paa Moxke ce (poKycupaTu Ha 1aJby OINTHMU-
3allijy OBUX TEXHUKA MJIM HA HbUXOBY KOMOMHAIU]Y Ca JIPYTHM METO/[aMa aHaJI3e
mojlaraka. be3 003mpa Ha TO, 3aK/BydyjeMO Jia Cy aHaIn3a TJIABHUX KOMIIOHEH-
TU U IbeHe MOJIudUKaIMje K/by9dHe KOMIIOHEHTE Yy 00JIaCTH 00paJie 1MojlaTaka, Koje
obehapajy HacTaBak MHOBallfja y II0J/bYy MCTPaKUBaiba MOJATAKA M CTATHCTHIKOT

y4aema.
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